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Thèse présentée par Xavier COUSIN

§ujet :-Application de la Programmation en Logique avec Contraintes au problème
d'Emploi du Temps.

Le but de cette thèse est de proposer une aide à 1a modélisation et à la
résolution des problèmes d'emploi du temps. Pour faire cette aide, nous utilisons Iaprog'rammation en logique avec contraintes.

La première partie de cette thèse fait état des travaux rencontrés dans laiittérature pour bien comprendre le lien à faire entre programmation u" togràrr.
avec contraintes et problème d'emploi du temps. Elle presente d'une pa"rt^ laproblématique du problème d'emploi du tempr par.les différentes réso-lutions
rencontrées et d'autre-part les différentes techniquès de programmation en tog-iq;à
avec contraintes avec les divers langages existants.

La deuxième partie présente ma réflexion sur la manière de faire le lien entreprogrammation e-n log:que avec contraintes et probième d'empioi du temps. Afin
d'avoir une résoiution plus générale, nous déf-rnissons un .ro,rrr"",, *odèle de
coioration : la coloration muiti-dimensionnelle. Puis nous donnons une aide à la
résolution du problème d'emploi du temps en proposant un modèle basé sur ..ttu
coloration. Celui-ci se traduit facilemànt en programmation en logiqu; ;;;;
contraintes. Enfin, nous donnons une aide à [a Àodélisation en déiectant làs
contraintes à reiâcher en cas de biocage. Ainsi nous pouvons faire un relâchement
sensé permettant une interaction intelligente entre ,ne résolution d'un problème et
sa modélisation.



Thesis presented by Xavier COUSIN

Subject : Application of Constraint Logic Programming to Timetable problem.

-The goal of this thesis is to propose an aid to the modelisation and theresolution of timetable problems with the constraint logic programming.

, The first part of this thesis presents the works encountered in iiterature tohave a good understanding of the link between constraint logic f.ogru**ing andtimetable problem. On the one part, we present the p.obÏemïtià of timôiablà
pro-blem by the different encountered resolùtions, on thô other part the different
techniques of constraint logic progïamming with the varied existing Àg";;;..---"

The second part presents my thought on the manner to make the link between
constraint logic programming and tirnetable probiem. In order to have u *origeneral resolution, we defrne a ne\Â/ coloratiôn model : the multi-dim."rio"ài
coloration. Next, we give an aid to tb_e_ timetable problem resolution by .ûd;iiü;
model based on this coloration. We translatè it easily into constrÏint làhcprogramming. Fina1ly, we grve an aid to the modeiisation by detecting ihe
constraints to relaxe in case of conflict. Then, rÀ/e can make a sensible relaàfion
allo-wing an intelligent interaction between a resoiution of one proble* a.rà its
modelisation.
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lntroduction générale

Cette thèse a été faite au sein des laboratoires du CNET à Lannion dans l'équipe pLA.
Elle a été financée en partie par le CNET et en partie par le Conseil Régional de Bretagne.

Le but de cette thèse est de proposer une aide à la modélisation et à la résolution des
problèmes d'emploi du temps. _i

Le problème d'emploi du temps met en jeu plusieurs entités : tes objets a ptacer, tes
éléments d'affectations et les contraintes liées aux objets. La résolution d,rn problème
d'emploi du temps consiste à associer un élément d'affectation à chaque objet de telle
manière que les contraintes en place soienl toutes satisfaites.

La réalisation à la main d'un emploi du temps n'est pas facile. La combinaison de
divers facteurs: gros volume de données, forte combinatoire, prise en compte de
nombreuses et différentes contraintes font de la recherche d'une solution un pénible
travail monopolisant un ou deux hommes pendanl plusieurs jours. Chaque fois qu'une
impossibilité apparaît, il faut tout remettre en question. La difficulté est de pouvoir
prendre en compte cette masse d'informations sans rien oublier en cours d,élaboration. Deplus, certains emplois du temps sont remis en cause régulièrement par suite
d'événementS intempestifs.

Ces difficultés ont induit l'idée d'informatiser la construction des emptois du temps.
Cependant, les résolutions existantes se trouvent confronter à plusieurs problèmes.

Dans un premier cas, aucune solution n'esl trouvée, donc n'existe. ll faut relâcher
les contraintes les plus superflues dans l'espoir de dégager des solutions au nouveau
problème.

Dans un deuxième cas, des solutions peuvent exister mais leur recherche d'une
façon automatique demande trop de temps : on devra se limiter à un ensemble incomplet
d'affectations.

Pour ces deux cas, le procédé consiste alors à partir d'un ensemble d'affectations
(ne respectant pas toules les contraintes en place) pour obtenir une solution satisfaisante
la plus approchée de ceile désirée.

Ces ensembles d'affectations sont alors solutions d'un problème proche de celui
initial. Nous les nommerons solutions approchées.



- Ainsi, la résolution du problème d'emploi du temps se trouve confronter à deux
dif f icultés :

- chercher une modélisation d'un problème parmi plusieurs possibles. Cettemodélisation doit convenir à un ensemble de personnes,

- rechercher une ou plusieurs solutions au problème ainsi modélisé.

Pour une bonne résolution, il est important que la recherche de solutions
satisfaisantes interagisse sur la recherche d'une bonne modélisation du problème.

C'est pourquoi, dans cette thèse, mon apport tourne autour de trois points :

- nous proposons un nouveau modèle de coloration:la coloration
multi-dimensionnelle afin d'avoir une résotution plus générale,

- nous donnons une aide à la résolution du problème d'emploi du temps enproposant un modèle de résolution qui se traduit facilement en programmation en logique
avec contraintes ; ce modèle s'appuie sur la nouvelle coloration,

- puis nous donnons une aide pour mieux modéliser un problème d,egploi dutemps en tenant compte de la résolution de modèles précédants. L,interaction entrerésolution et modélisation doit passer par un relâchement de contraintes tel qu,il recentre
la résolution sur un modèle plus satisfaisanl. Les mécanismes de relâchement actuels ne
convenant pas pour ces problèmes appliqués et pour ce type de langages, nous proposons
un modèle de relâchement intelligent.

La première parlie de cette thèse fait état des rravaux rencontrés dans ta littératurepour bien comprendre le lien entre programmation en logique avec contraintes etproblème d'emploi du temps. Elle présente d'une parl la piobtématique du problème
d'emploi du temps par les différenles résolutions rencontrées et d'autre part les
différentes techniques de programmation en logique avec contraintes avec les divers
langages existants.

La deuxième partie présente ma réflexion sur la manière de faire ce lien entreprogrammation en logique avec contraintes et problème d'emploi du temps. En première
étape, un modèle de résolution est introduit s'appuyant sur une nouvelle coloration que je
définis. La deuxième étape présente ma réflexion sur le relâchement de contraintes
permettant de faire une interaction inteiligente entre une résolution d'un problème et sa
modélisation.

Pour présenter les problèmes d'emploi du temps, nous avons choisi un aspect
théorique, illustré sur un même exempie. Dans ce cadre théorique, nous introduisons desnotions mathématiques de représentation et de construction d'un problème général
d'emplois du temps. Nous présentons ensuite quelques algorithmes de résolution (donc de
contruction d'un emploi du temps) et leurs applications.

ll faut noter que les travaux rencontrés n'ont pas d'interaction entre la recherche de
solutions et la recherche d'une bonne modélisation.

De plus, nous nous sommes aperÇu que les problèmes où il fallait faire différents
types d'affectation à un même objet élaient mal traités. La difficulté provient du fait que

,



les affectations de divers types interagissent entre eiles.

Le deuxième volet de I'état de l'art présente la programmation en logique aveccontraintes' Nous évoluons de la notion de satisfaction de contraintes vers celle deprogrammation en logique avec contraintes. Nous présentons quelques techniquesd'évaluation et de satisfaction de contraintes pour la programmation en logique aveccontraintes puis des méthodes de "relaxation" de contraintes pour la recherche desolutions approchées avec cette programmation. Nous ne relenons pas ces méthodes, carelle recherche les solutions à tâtons donc d'une façon trop aveugle pour le probtème
d'emploi du temps.

Enfin, nous présentons un rangage, cLEF V't, qui fait partie
programmation en logique avec contraintes et qui a été développé au
Pl-4. ce langage m'a servi d'outil de test et de validation pour mes idées.

du monde de la
CNET par t'équipe

La deuxième partie de ce rapport concerne exclusivement ma réflexion surl'application de la programmation en logique avec contraintes au problème d'emploi dutemps.

Le modèle de résolution proposé s'appuie sur un nouveau modèle de cqloration.L'intérêt de ce modèle de coloration est qu'il génératise tes résoiurions oà p-irorlÀà,
d'emploi du temps et permet de prendre en compte différents types d'affectations et leursinteractions afin de détecter au plus tôt les mauvaises combinaisons d,affectations.

De plus, on prouve qu'un cas particulier de problème peut transformer sarésolution avec la coloration multi-dimensionnelle en une résolution avec unemulti-coloration uni-dimensionnelle.

Un modèle de résolution est alors proposé faisant le lien entre problème desatisfaction de contraintes et problème d'emploi du temps. Un premier intérêt est qu,ils'appuie sur la coloration multi-dimensionnelle et qu'il se transpose facilement enprogrammation en logique avec contraintes. D'autre part, l'introduction de deux nouvelles
contraintes permet de prendre en compte une grande variété de propriétés de problème
d'emploi du temps couramment rencontrées. Par exemple, la propriéié de compacité quijusqu'à présent n'était pas entiérement exprimée l'est par ces contraintes.

Ainsi pour illustrer ces notions, nous présentons un exemple de construction d,unproblème d'emploi du temps d'un lycée et sa résolution. Cet exemple a l,avantage dedégager des propriétés spécifiques à cette ctasse de probtèmes.

Les résultats trouvés par les deux langages CLEF v1 et CHtp nous permefient deconclure favorablement.

Cependant, ce modèle de résolution n'intervient que si le problème est bienmodélisé. Si le problème est "surcontraint", il n'y aura pas de soluiion, ti raudra alors
relâcher des contraintes pour trouver une meilleure modélisation.

. Dans le cas parliculier du problème d'emploi du temps, nous connaissons à priori
les contraintes à mettre en oeuvre, mais nous ne savons pas toujours quelles sont les
contraintes à relâcher. Souvent le relâchement de contraintes ne suit pas une loi
rigoureuse, il s'agit plus d'un relâchement satisfaisant un ensemble de personnes, donc
suivant une loi plus subjective.



Malheureusement, lorsque ces problèmes sont appliqués par la programmation enlogique avec contraintes et qu'il en découle un échec ou que la résolution a étébrusquement interrompue, il n'existe aucun moyen pour détecter les contraintes encause' pour les relâcher et évaluer la "qualité" des solutions ainsi obtenues. La ,,qualité,,
est ici utilisée dans le sens du degré de satisfaction voulue en fonction d,un critèreobjectif (lié à une fonction mathémaiique) ou subjectif (lié à un intervenant humain).

Rappelons qu'un cas d'échec signifie que toutes les possibilités ont été testées erqu'aucune d'entre elles ne valide I'ensemble des contraintes. Autrement exprimé, ellesviolent un certain sous-ensemble de contraintes (pas forcément les mêmes, pour chaquepossibilité testée). ll faut détecter les sous-ensembles de contraintes pénatisantes, enchoisir un qui correspond aux contraintes les moins intéressantes, puis les relâcher afind'avoir une "meilleure" solution.

Le deuxième volet de ma proposition va dans ce sens et propose une aide'pour
détecter les contraintes à relâcher et donc une aide pour mieux modàliser un problème àpartir de résolutions précédentes.

Le premier point de ce volet concerne un modèle d'hypergraphe de contraintes
insatisfaites. Si nous ne considérons qu'un ensemble de possibiiiréJet qu'un ensEnble decontraintes, ce modèle permet de trouver un choix d'ensembles de contiaintes àlàiacnei
Quelques théorèàes prouvent qu'il est nécessaire de relâcher un de ces choix et que lerelâchement est suffisanl pour que le nouveau problème sans ces contraintes ait unesolution.

Le deuxième point décrit un modèle d'application de cet hypergraphe de conlraintes
insatisfaites dans des langages de programmation en logique avec contrainres conformes àcertaines hypolhèses : domaines discrets finis, hiéiarchie de contrainles, ... Nous
montrons commenl détecter les contraintes pénatisantes et les relâcher dans des langagesde tels types. Quelques recommendations sont données pour lrouver des ,,meilleures,,
solutions. L'intérêt de ce modèle est que la pafiie ajoutée au tangage est minime.

A partir de CLEF v1, le troisième point montre alors commenl implanter ce modèle
d'application et de recherche de "meilleures" solutions. Ceci permet de menre en évidenceles divers ajouls faits à tout langage de programmation en logique avec contraintes
intégrant des domaines finis et discrels pour obtenir ces mécanismês.

A partir du langage CLEF v1 amélioré, un exemple illustratif permet de se rendre
compte de l'utilisation de ces mécanismes.

Avec le modèle proposé Oe resotution basée sur la coloration multi-dimensionnelle
et avec le modèle de relâchement intégrée au langage choisi de programmation en logique
avec contraintes, nous pouvons conclure que les problèmes O'emptoi du temps sont bien
résolus.

. Un concepteur d'emplois du temps peut bien modéliser son problème en introduisant
des nuances dans I'importance de ses contraintes. La solution obtenue lui fournit un
emploi du temps le satisfaisant mais ne respectant pas forcêment toutes les contraintes enplace.
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Partie I

lntroduction

Nous voulons résoudre des problèmes d'emploi du temps avec la programmalion en
Logique avec Contraintes (P.L.C.). ll faut pouvoir justifier I'intérêt de càtte approche.
Nous allons donc présenter les principaux travaux pour résoudre les problèmes généraux
d'emploi du temps. Nous constaterons leurs avantages et leurs limitations. Ceci nous
permettra de bien dégager la problèmatique de I'emploi du temps. Nous nous rendrons
compte que la Programmation en Logique avec Contraintes répond aux besoins
indispensables pour aider un humain à concevoir des emplois du tempj.

Le premier chapitre introduit la définition de Ia recherche d'un emploi du temps.
Nous présentons ensuite un petit exemple. Celui-ci montre différentes caractéristiques
d'un problème d'emploi du temps.

Puis nous montrons les principales résolutions existantes à I'aide de
ceci permet de découvrir leurs apports et leurs manques. Cela nous aide
évidence les difficultés du problème d,emploi du temps.

Le deuxième chapitre introduit la Programmation en Logique avec Contraintes. Nous
montrons qu'il s'agit d'une synthèse enire Programmation en Logique et satisfaction de
contraintes. Ce chapitre présente la manière dont nous évoluons de la notion de
satisfaction de contraintes vers la Programmation en Logique avec Contrainles.

Ainsi nous pourrons comprendre les langages de Ia P.L.C.. Nous découvrirons les
atoûts qu'ont ces langages pour le problème d'emploi du temps.

cet exemple.
à mettre en

)





CHAPITRE A

Survol des techniques de résotutions
d'Emploi du Temps

4.1 lntrod uctio n

Dans ce chapitre, nous présentons différentes approches pour résoudre des
problèmes d'emploi du temps.

Dans un premier temps, nous introduisons quelques représentations de I'emploi du
temps dans la théorie des graphes.

Puis dans un deuxième lemps, nous présentons des modèles et les méthodes associés.
lls se fondent sur une résolution exacte. Nous dégageons trois principales méthodes : la
méthode de coloration, la méthode de flot et de couplage et la programmation par variables
entières.

Dans un troisième temps, des techniques moins exacles sont abordées. La solution
trouvée est souvent approchée et non optimale. Nous rencontrons des algorithmes
approchés, ceux de recherche opérationnelle et des techniques d'intelligence artificielle.

A chaque fois, nous dégageons les limilations inhérentes aux résolutions présentées.
Nous montrons alors Ia complexité du problème dans sa globalité. Nous nous rendons
compte par cette intermédiaire de la problématique d,emploi du temps.

Par la suite, nous distinguerons plusieurs aspects dans la problématique d,emploidu temps. Le terme "représentation d'emploi du temps" indiquera I'eniemble des
composants (salle, professeur, groupe d'élèves, ...) et les contraintes répertoriées par le
concepteur du problème (par exemple, le professeur Durand fait cours à la classe
Terminale A1).

Un même exemple de problème d'emploi du temps illustre ces résolutions tout au
long de ce chapitre. ll prend en compte des classes, des professeurs, des salles dans
certains cas et de simples contraintes. Les cours sont constitués par ces données.



4.2. Représentation de I'emploi du temps

Les représentations du problème d'emploi du temps les plus communément
rencontrées se basent sur la théorie des graphes. Nous trouvons plusieurs modélisations :
en graphe (quelconque ou réseau), en multigraphes ou en hypergraphes [BER 63, 73,
871, IGON 8s].

Quelques notions et définitions sont introduites. Elles permettent de présenter par
la suite, les modèles, mélhodes el lechniques de résolution du problème d'emploi du temps.

^.2.1 
Quelques représentations

a) Graphes:

Nous supposons connu la notion de graphe. Ainsi nous donnons un exemple de
représentation d'un problème d'emploi du temps à I'aide de graphes.

Exemple : ll s'agit de décrire une représentation d'un problème d'emploi du temps
pour des cours. Soit un ensemble de professeurs iP1, P2, P3), ,n .n..*ble de classes
tC1' C2). L'ensemble des cours à planifier est une famille de I'ensemble produit
professeurs x classes. Nous avons les données: {(p1c1), (p1c2), (p2c1), (p3c1),
(P3C2)].

La représentation suivante attribue les cours (ou les points (picj)) aux sommets.
Deux cours sont reliés par une arête s'ils présentent un professeur o, ,ne classe en
commun. L'arête exprime que ces deux cours ne peuvenl se dérouler simultanément. Les
encadrés représenlent la raison du lien entre deux sommets.

P1 C1
P3C2

Figure 1. Représentation en graphe non orienté

b) Multigraphes:

Les multigraphes autorisent plusieurs arêtes entre deux sommets. Nous pouvons
ainsi exprimer que deux cours identiques peuvent avoir lieu.

Exemple : l'exemple ci-dessus est repris. Cette fois le cours (pgc2) est représenté
deux fois. Ces deux cours différents sont de même composition. par exemple, si leprofesseur P3 est celui de physique-chimie, I'un des cours représente I'enseignement de
physique, l'autre de chimie.

P1 C2

P3C1



P3C2
P1 C1

Figure 2. Fleprésenlation en multigraphe

cl Hypergraphes:

L'apport de cette représentation se tror.ive dans les relations inter-sommets. lls ne
sont plus binaires mais n-aires. Sa simplicité et sa puissance proviennent du mixage de
la théorie des graphes et de la théorie des ensembtes. Ces hypergraphes permettent de
généraliser certains théorèmes.

un hypergraphe est un couple [É, n.E est un ensemble non vide d'éléments ou de
sommets. f est une famille des parties de E. chaque élément de F consritue une
hyperarête. Leur union reconstitue E.

Exemole : nous ajoutons à I'exemple précédent deux classes C1 et C2. lls suivent le même
cours avec le professeur P1. Les étiquettes représentent le lien entre chaque sommet.

Figure 3. Représentation en hypergraphe

Dans Ia suite de ce document, nous avons opté pour ce type de représentation. ll sera
indiqué si la représentation change.

I

P3C1

P1(C1C2

;,lE



d) PropriéÎé de duatiré

Précédemment les sommets représentent des cours. Les hyperarêtes modélisent les
professeurs ou les classes. Ce choix est arbitraire. Dans certains ôas, il est plus commode
de représenter le problème dans des graphes duaux. La dualité d,un graphà s,exprime en
inversant le rôle des sommets et celui des arêtes.

Le dual d'un hypergraphe H = [E, fl est noté H* = lT, El. ll est constitué d,un
ensemble de points f| représentant les éléments Fi de f. Ces points forment ses sommets.
L'ensemble d'hyperarêtes est {E;} où 

=i:11,/^e.i 
e F;i. Ej n'est pas vide. L'union des Ej

reconstitue f. Le dual H* est If, lE.t, ..., Ek)]. c'est aussi un hypergraphe.

Dans cetle nouvelle représentation, un sommet indique un professeur ou une classe.
une arête relie des sommets pour former le cours correspondant.

Exemple : la figure suivante donne un hypergraphe dual de l,exemple présenlé
ci-dessus.

Figure 4. Hypergraphe dual

4.2.2 But du prob!ème de t'emploi du temps

. .Les exemples précédents sont reslreints à des problèmes simples d,emploi du tempsscolaire. Nous généralisons la forrnulation du problème en définissant la notion decomposition. Elle correspond à un cours, un examen, une visite médicale, .... Lescomposants sont divers éléments tels que des professeurs, des classes, des salles, desinfirmières, des maladês, ...

Nous décrivons plusieurs ensembles :

- E est un ensemble fini de composants,
- f est un ensemble fini de compositions,
- r est un ensemble fini de points,
- P est un ensemble de propriétés sur r et sur f ; celui_d représente les

contraintes liant les différents composants entre eux,

Ainsi soit un hypergraphe H = lE, fl et un ensemble fini r. Le but du problème
d'emploi du temps [LAU 71 , 74a,74b] est la recherche d,une fonction g de F dans r
vérifiant un ensemble de propriétés p.
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En général, les compositions sont des cours et ont des durées connues. r peut être un
ensemble de créneaux horaires. Le nombre de cours étant fini, le cardinal de r est au
maximum égal à ce nombre. La recherche de la fonction g correspond à chercher alors une
partition de f en respect de ppar les points de r.

Ouelques exemples simples

Exemple 1 :

cet exemple traite Ie problème des examens écrits, schématisé par :

. E = Eélève" ou I'ensemble des élèves,

. f = {Fp = §roupe d'élèves passant le même examen}.

. r = êosêrT'tble de périodes unitaires.

La fonction g est celle qui minimise le nombre lotal de périodes. Une propriété
indique que deux examens ayant des élèves en commun n'ont pas le même horaire :

v Fp e f,V Fk,e f lel que k*k', Fp n Fp, *a - g(FX) * g(Ft,).

Exemole 2 :

Cet exemple permet d'attribuer un planning de piqûres entre infirmières et
malades. Ainsi les données sont :

. l- - l-. .. .- , E- - Ltnltrmtères v Lmalades,

. f = {Fk = {maladel, infirmière;} }.

. I = êftSêlTlble d'heureS.

La fonction g est celle qui minimise le nombre total d'heures. Une propriété stipuleque deux piqûres avec une même infirmière ou un même malade se passent à des heures
différentes :

V F1 e f,Y Fk,e f lel quek;rk', F1 n Fp,+a- g(Ff) +g(FX,).

Exemple 3:

exemple permet d'attribuer une flotte minimum d'avions à des vols. Un vol est
défini par un intervalle de temps où l'avion esl en I'air puis en maintenance :

.l--l-- _ -lemps,

. f = {Fk = {intervalle de temps pour voll} }.

. r = êosêITlble d'avions.

La fonction g est celle qui minimise le nombre total d'avions. Une propriété indique
que deux vols dont leur intervalle de temps s'intersecte, n'ont pas le même arion ,

V F1 e F,V Fk,e f lel que k;*k', Fg n F1, *a 1g(FX) * g(Ft,).
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Exemple 4 :

- Cet exemple permet de minimiser le nombre de couches pour un circuit imprimé.
Ce circuit imprimé est composé de points de connexion et de liaisons électriques. Cesdernières relient entre elles des connexions. Le circuit peut se composer de plusieurs
niveaux de liaisons (ou couches). Deux liaisons électriqües ne doivent pas s,intersecler
sur la même couche :

ol--l-- - Lconnextons,
. f = {Fk = {connexionl, connexion2} ou liaison électrique}.
r = êflsêffible de couches.

La fonction g est celle qui minimise le nombre total de couches. Une propriéré
garantit que deux liaisons ne s'inlersectent pas sur la même couche :

v Fp e f,Y Fk,e f lel que k*k,, F1 n F1,+a = g(Fr) * g(Fr,).

Nous pouvons remarquer que cet exemple n'introduit pas la notion de temps. llilluste le fait que la problématique d'emploi du temps représente une classe de problèmes
assez large.

4.2.3 Un exemple illustratif simple

Un exemple simple est ici présenté. ll est décrit d'abord d'une manière informellepuis d'une façon plus formelle. ll illustre les modèles, méthodes et techniques derésolution de ce chapitre.

Les données de base de cet exemple sont constituées de professeurs, de classes etparfois de salles. Les cours sont des compositions de ces données.

Ainsi I'hypergraphe H lE,,n représente cet emproi du temps avec :

. E = Ec u EO (et parfois u Es) ;

Ea étant I'ensemble des classes,
EO I'ensemble des professeurs,

E, l'ensemble des salles.

'Fesl I'ensembre des cours Fk,Fk = {ecj € Ec,epi e Ep, es, e Esi.on suppose donc
établi à priori les associations crasse, professeur et dans certain cas, sape.

Le temps est modélisé par une trame temporelle r. Elle est découpée en intervalles.Nous devons trouver une solulion dans cette trame r. ll n'y a aucune minimisation.

La trame temporelle r est représentée par un ensemble de ( éléments. chaqueélément de cet ensemble correspond à une période de temps unitaire. Cet ensemble estpartitionné en ?{/ sous-ensembles 11.

Le but est de chercher dans un temps fini, une fonction g qui place tous les cours.

La fonction g est une fonction de f dans r sous certaines propriérés que nous allons
explicite r.

11



La fonction g vérifie des propriétés. Elles correspondent à des astreintes de
l'établissement sur des cours, des professeurs ou des classes.

Nous énonçons ici les principales propriétés rencontrées dans les établissements
scolaires. Cette liste n'est pas exhaustive.

Nous prenons les notations : [x] pour la partie entière par défaut de x, [x]* pour la
partie entière par excès et card(Y) pour le cardinal de I'ensemble y.

a) Contraintes qénérales

Une contrainte générale est une propriété nommée (Ps) qui exprime l,impossibilité
pour un composant (professeur, classe ou salle) d'avoir deux cours différents au même
moment.

. (Po) :V F6 e f,Y Fk,. F tel que k*k,, Fgn Fk, *s * g(Fk) + g(FX,).

b) Contraintes de préaffectation

Les contraintes de préaffectation sont des propriétés (p1) qui préaffectent des
cours à des périodes choisies.

' (Pt ) : Le cours Fp est affecté à la période de temps t0 est exprimé par :

t0 e r, Fke f, g(Fk) = t0.

c) Contraintes d'indisponibilité

Les indisponibilités de professeurs à certaines périodes de
par des propriétés (P2).

. (Pz) : Le professeur pi est indisponible au temps tO est
t0er,VFleftel quepi eFp=g(F1) *t0

temps sont représentées

exprimé par :

d) Contraintes d'éguilibrage

Rappelons que r est découpé en ut r1. Les contraintes d'équilibrage sont des
propriétés (P3) er (P4).

Les propriétés (P3) consistent à équilibrer les cours de certains composants sur
chaque intervalle de temps rt connu a priori.

Pour respecter un bon équilibrage, il faut que le nombre de cours relatif à chaque
composant à chaque intervalle de temps soit le plus proche d'une moyenne. pour obtenir
cette moyenne, nous calculons le nombre de cours total de chaque composant (Cardinal de
J2) que nous divisons par le nombre d'intervalles (ra).

' (Pg) : Equilibrage de cours pour les éléments e de E le désirant, sur chaque 11 :

V 11e r, e € E, soit J1 el J2 tel que :

J1 ={Fpeft eeFk,etg(Fk) erliet
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J2={Fpefl e.Ff}
+ [Card(J2) * rr, | < Card(J1) < [Card(JZ) * ru ]..

Les propriétés (P4) permettent de répartir uniformément les cours de même
composition.

' (P+) : Equilibrage de cours entre les professeurs le désirant et les classes sur
chaque 11 de r :

V r1e r, e1 e Ec, ê2. Ep, soit J1 et J2 tel que :

J1 ={Fp e ft e1e F1, e2e Fpet g(Fk)e 11} et
J2 ={F1 e fl e1e Fk, e2e Fp}

+ [Card(Jù*w]< Card(J1) < [Card(JZ)*u1..

e) Contraintes de compacité

Certains composants réclament un emploi du temps "compact". Tous ses cours sont
réunis dans un nombre de jours qui se suivent. Ces contraintés sont exprimées par despropriétés (Ps).

Nous sommes obligés d'introduire la notion du cours "Max.. ll faut simplement
noter que c'est Ie dernier cours du professeur (ou de la classe) e. Cette notion n'est pas
nécessaire pour la compréhension de cette propriété.

' (Ps) : Emploi du temps "compact" pour les professeurs le désirant et pour
certaines classes :

e€ %uEp,
Max = F; tel que g(Fj) = maximum (ig(fX) / Fp e f, e e F611,

=V Fge f, ê e Fp, F1+ Max,

3F1'e f,ee Ff,,g(FX,) -g(Ft)=1.

f) Contraintes de limitation

Les contraintes de limitation sont représentées par des propriétés (p5). Chacune
limite le nombre de cours utilisant une salle spécifique. Cette limite est due au nombre detelles salles disponibles.

. (Pe) : Limitation du nombre de salles spécialisées :

soit Nb-salles-es, le nombre de salles es pour une matière spécifique :

V ie r, soit J1 = {F1 e fl es e Fp, g(Fp) = i}

= Card(J1) < Nb_sailes_e.

N'8. : L'exemple n'enlève rien à la généralité de ces contraintes. En effet, la contrainte delimitation peut seruir à timiter le nombre d'interventions d'un professeur dans unesemaine. Cette contrainte peut aussi limiter le nombre de vols d,un avion, etc.
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- 4.3. Calcul et Calculabilité

Des recherches ont été entreprises depuis les années 60 IHOL 64]. Cependant, le
problème d'emploi du temps reste mal résolu dans sa totalité. Toutei les tentatives
actuelles se basent sur des méthodes générales et exactes. ll a fallu introdujre des
limitations. La principale concerne le nombre de composants formant les cours. Une autre
limite les types de conlraintes manipulées

Dans cette division A.3, nous présentons les capacités et les limites des principaux
modèles et méthodes associées. Trois types de méthodes peuvent être dégagés. La preàière
est la méthode de coloratbn dans des graphes, des multigraphes ou deJ h-ypergrapl,es. La
seconde est la méthode de flot. Nous recherchons des chemins de valeur maximate dans desgraphes particuliers. La troisième est la mélhode de résolution de systèmes d'équations
par la programmation linéaire entière.

Puis dans une dernière sous-division A.3.4, nous présentons
Elles ne cherchent pas une solution exacte. Mais elles essaient de
méthodes, une solution approchée donc non exacte.

diverses techniques.
trouver par diverses

4.3.1 Coloration

Dans cette partie, la coloration est abordée. Elle porte sur des graphes simples, des
multigraphes ou des hypergraphes. En général, l'ensemble des couleuË 

"gt 
supposé ne pas

être ordonné. Le séquencement enlre les c€urs n'est pas pris en compte. Ntus ignorons
donc l'ordre entre les couleurs. Pour certains cas particulier, I'ordre établi est précisé.

Nous allons introduire des nombres remârquables : nombre de stabilité, nombre
chromatique, indice chromatique. Ces recherches fournissent, en même temps, des
familles d'ensembles.

Définissons un ensemble stable de sommets. Aucun élément d'un ensernble sfable
n'est adiacent à un autre élément du mêrne ensemble. Chaque élément est un sommet. par
exemple, dans la figure l, l'ensemble {(pIcl}, (pscz» est stable.

Le nombre de stabilité d'un graphe est le cardinal du plus grand ensemble stable
de sommets. Dans l'exemple de la figure 1, il existe ces ensembles stables : {(pBCl),
(P_1q2)1, {(p2C1), (p3C2)}, {(p1C1), (p3C2)i, {(p1C2), (p2C1)}, {(ÈsCr)i,
{(P1cl)}, {(P2G1», t(prcz}}, t(pgcz)}. Le nombre-de'srabitité esr de dâux.

Un autre nombre remarquable est Ie nombre chromatique. Colorons chaque
sommet tel que deux sommets adjacents n'aient pas la même couleur. Le nombre
chromatique est alors le nombre minimal de couleurs nécessaires. Dans I'exemple de la
figure 1, le nombre chromatique est de trois.

.. Nous remarquons que tous les éléments d'une même couleur ne sont pas adjacents.Ils constituent un ensemble stable. La coloration détermine. des ensembles stables
indépendants- C'est-à-dire que leur intersection deux à deux est vide. Dans I'exemple de lafigure 1, {(P1c1), (P3c2)} peut avoir ta couteur bleu, {(pt c2), (pzc1)} ta couteur
verte, {(P3C1)} la couleur rouge.

D'autres nombres sont présentés au fur et à mesure de la présentation.

Dans notre résolution de problèmes d'emploi du temps, chaque période est
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représenté par une couleur. Un ensemble stable est un ensemble de cours ayant lieu à la
même période. Le nombre de stabilité est le nombre maximum de cours pouvant se
dérouler simultanément. Le nombre chromatique est le nombre minimum de périodes
nécessaires pour obtenir un emploi du temps.

N'8. : Pour plus de compréhension, le lecteur se reportera aux ouvrages : [BER 65, 7g,
87J, IGON 85] pour les théorèmes et notions non expticités.

a) Les méthodes et les modèles

Une première méthode consiste à colorer les sommets
adjacents ne doivent pas avoir la même couleur. Nous
chromatique.

d'un graphe. Deux sommets
cherchons alors le nombre

Beaucoup d'applications concrètes se basent sur différentes techniques de colorationde sommets [CAR 86][SCH 80]. Elles n'arrivent pas à résoudre d'une façon efficace la
coloration d'un grand nombre de sommets (plusieurs centaines).

Une deuxième méthode de coloration porte sur les arêtes. Deux arêtes adjacentes par
un sommet ne doivenl pas avoir la même couleur.

Chaque couleur représente une heure. Le nombre chromatique donne le minimum
d'heures nécessaires pour planifier I'ensemble des compositions.

Les travaux les plus marquants à ce sujet émanent de D. de werra tDEw 75, gsa,
85bl et de Laurière [LAU 71, 74a, 74b1. Les diverses propriétés portent sur desmultigraphes (cf [COU B9]).

b) L'application aux contraintes d'emploi du temps

i) Contraintes générales

Elles expriment que si deux cours ont un même composant alors ils n,ont pas lieu aumême moment. Elles s'associent à la propriété (pg) de noire exempte :

temps donné.

un professeur ne peut enseigner qu,à une classe à la fois,

une classe ne peut avoir cours qu'avec un professeur unique à un

Première représentation

Supposons que la répartition des cours est connue (Professeur, Classe) par letableau ci-dessous. Ul. première représentation se fait par les graphes simples. Nous
colorons les sommets. Les arêtes du graphe traduisent les conlraintes.

IJ



Répartition
P1C2

Figure S. Coloration de sommets

Le nombre d'heures est le nombre chromatique. ll est alors de trois. Le nombre
maximum de cours dans une heure est de deux. Dans notre cas, c'est le nombre de
stabilité.

Deuxième représentation

Une autre représentation est faite par graphes bipartis. Un graphe biparti a son
ensemble de sommets partitionné en deux sous-ensembles oistiÀctà. L,un des deux
ensembles est I'image de l'autre. Une coloration des arêtes définit une partition de
I'ensemble totalde ces arêles en classes d,équivalence.

. Par exemple, un premier ensemble est celui des professeurs, un second, celui des
classes. Ainsi l'exemple devient :

Résultat
C1 Ç2

P1 Heure 1 Heure 3

P2 Heure 2

P3 Heure 3 Heure 1

Figure 6. Coloration d'arêtes

Les classes d'équivalence sont des ensembles de cours pouvant se dérouler à la même
!g_rr9.sur I'exemple, trois classes d'équivalence sont trouvées: {(p1c2), (pgc1)},
{(P1C1), (P3C2)}, {(PzC1)}.

Troisième représentation

Certains cours sont dits spéciaux. Leur composition n'est pas un élément du produit
cartésien des ensembles de composants (professeurs x classes). Souvent ce sont des cours
regroupant plusieurs classes en même temps.

Pour représenter de tels cours, la représentation par graphe biparri n'est plus
possible. La méthode est alors la coloration de sommets dans un hypergrapi,e.

P2C1
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La recherche d'une partition de l'ensemble des participants revient à colorer
fortement les sommets de I'hypergraphe ILAU 71]. Une cotoration forte est une
coloration qui vérifie que lous les sommets d'une même arête sont tous, deux à deux, de
couleurs différentes.

La figure 7 présente I'exemple ci-avant. Nous lui avons ajouté le cours p1(C1C2).

Nous pouvons aussi tenir compte de salles qui font parti a priori de la composition
de certains cours.

La modélisation fait appel à un hypergraphe. L'étiquette attachée à chaque
hyperarête rappelle la raison du lien correspondant.

ll faut quatre heures :

heure 1

heure 2 @

heure 3 O

heure 4 @

Figure 7. Coloration des sommets d'un hypergraphe

ii) Contraintes de préatfectation

Certains cours doivent ê1re placés à certaines heures. La propriété (pf )
correspond à ces contraintes.

Nous supposons qu'une heure particulière correspond à chaque couleur. prenons la
couleur associée à I'horaire voulu de préaffectation. Nous attribuons cette couleur au
cours concerné.

iii) Contraintes d'indisponibilité

certains professeurs peuvent être indisponibles à certaines heures.
tous les cours les concernant ne prennent pas place à ces heures.
correspondent à la propriété (p2) de notre exemple.

ll faut alors que
Ces contrainles

Une solution est d'ajouter des cours fictifs. Ces derniers sont préassignés aux
heures d'indisponibilité. Nous créons une contrainte générale entre .hrqp cours fictif
préassigné et les cours indisponibles.

iv) Contraintes d'éouilibrage

Une autre notion de coloration existe : la coloration équitable. prenons comme
exemple la coloration équitable d'arêtes. Prenons les ensembles d'arêtes issus de chaque
sommet. Retenons de ces derniers les sous-ensembles de même couleur. Tous les

1(C1C2)
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sous-ensembles possibles ont tous le même cardinal à une unité près. ll en est de même
pour la coloration de sommets.

soit un hypergraphe H* = lr, Ej avec E un ensemble d'hyperarêtes {E;}. une
zrcoloration équitable est une partition (S1,...,Sr)de f en w classes d'équivalence. A
chaque hyperarête E;, îous avons :

[Card(Ê.i)+at] < Card(E; n Si) < [Card(E;)**1. (Vj ;j=1 , ..., il).

Revenons à notre exemple de la partie A.2.3. Les couleurs ou (r1) ne sont plus des
heures. ll s'agit de journées (ou de semaines). Soit I'hypergraphe H* = lf, El dual de
celui de notre exemple. H- = lf, El est I'hypergraphe schématisé par la figure 7. Les F,
e f sônt les cours et les e; e E sont les composanls. L'inéquation ci-dessus exprime donc
la bonne répartition des cours de même composant dans chaque journée. La propriété
(P3) est exprimée par cette inéquation.

Pour exprimer la propriété (P4), nous posons I'inéquation suivante. ll porte sur le
même hypergraphê H* = lf, ey Nous supposons que Epi est l'ensemble des cours du
professeur pi et Eç; celui de la classe cj :

V Epi, O Ecj, Vv ; v=1 , ..., 7t)

[card(Epi nEçi)+w] < card((Epi n Ecl) ^ su) < [card(EoiaEçi)+u.,l..

Ceci tient compte des différentes fréquences de cours de même composition. Si un
cours doit se répéter plusieurs fois dans la semaine, il faut uniformément répartir ses
différentes occurrences dans les rzjours.

Exemple:

Prenons le graphe suivant. Cette fois, une semaine esl associée à chaque couleur.
Supposons que le nombre de couleurs (semaines) est lirnité à 2.

Résultat
C1 c2

P1 Semaine Semaine2

P2 Semainet

P3 Semaine2 Semaine'

Figure 8. Cotoration équilibrée

Le placement des cours se fait en deux étapes.

En première étape, nous ulilisons une première palette de couleurs. pour faire un
équilibrage sur une semaine, nous utilisons les conlraintes d'équilibrage.

La deuxième étape s'effectue sur les cours de toutes les journées de chaque semaine.
Nous utilisons une deuxième palette de couleurs. À ce moment, la coloration est forte.
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v) Contraintes de compacité

Certains professeurs veulent regrouper leurs cours dans une même partie de la
semaine' Par exemple, ça peut être du Lundi au Mercredi. Leur emploi du temps est alors
dit compact. La même contrainle existe aussi pour les classes.

Le désir exprimé par ces contraintes est de planifier les cours d'un même
professeur eÿou d'une même classe à des périodes consécutives. C'est la propriéré (p5).
ceci implique un ordre dans les couleurs (ou intervalles de temps).

La résolution approchée de ce problème [DEW 85b] groupe les cours d,un
professeur ou d'une classe par deux.

vi) Contraintes de limitation

Elles sont dues au nombre de salles spécialisées. Prenons un établissement avec un
nombre restreint de salle de même type (laboratoire de physique, de chimie, ...). Ceci
oblige à limiter, à chaque période de temps, le nombre de cours dans ces salles. Ces
contraintes sont identiques à la propriété (p6) de notre exemple.

Une solution [DEW 85a] est de prendre un modèle particulier d'hypergraphe H* =lf , e1défini dans le paragraphe (iv). Une hyperarête E* définit tes côurs â enseigner
dans une salle su d'un type particulier. soit o salles de ce type dans l'établissement.
L'hyperarête Esu est étiquetée d'un nombre êi = o. La contrainte est :

lEsu ô Sil < o (Vj ;j=1, ..., E).

c) Critiques

La méthode de coloration présente cependant certaines restrictions. Des hypothèses
doivent être respectées pour résoudre efficacement ces problèmes d,emploi du temps.

Prenons la matrice A d'incidence du graphe représentant I'emploi du temps. Cette
matrice est constituée d'éléments a;; selon le principe suivant :

a ij = 1 si le sommet xi appartient à I'arête Ej

= 0 sinon.

La matrice ainsi constituée est
déterminant extrait vaut +1, 0 ou -1. Le
cette matrice est alors dit unimodulaire.

dite totalement unimodulaire si tout
graphe, multigraphe ou hypergraphe issu de

Pour obtenir une résolution en un temps polynomial, une des principales
hypothèses est que tout graphe est unimodulaire. Des réiolutions efficaces existeni pou
les graphes unimodulaires. Par exemple, un graphe biparti a sa matrice totalement
unimodulaire. Les recherches acluelles sont faites autour de graphes bipartis IDEW gsbl.

ll existe des résolutions efficaces pour d'autres cas. Even, ltai et Shamiro donnent
un algorithme en o(n2) pour des probtèmes d'emploi du temps particuliers. pour ces
problèmes, chaque professeur n'admet que deux possibilités maximum pour leurs
horaires.
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cependant, les graphes construits sur des exemples réels et concrets
propriétés. Laurière a fait une autre tentative de classification de ces
surlout étudié les hypergraphes s-parfaits ILAU 71].

n'onl pas ces
matrices. ll a

De nombreuses études ont démontré que le problème de coloration est Np-complet
IDEW 8Sa][GON B5]. La complexité de résolution devient exponentielle quand le nombre
de composants esl supérieur à deux, ou quand les contraintes font perdre I'unimodularité
de la matrice d'incidence.

4.3.2 Flot et Couplage

Le couplage est une des premières méthodes à être développée. Gotlieb & Csima [HOL
641 ont utilisé cette méthode. Elle a suscité de nombreuses critiques par Lions [Llô 66]
et des améliorations dues à Dempster [AUS 76].

Cette méthode va être décrite brièvement. La méthode de couplage est généralisée
par la notion de recherche de flot à coût minimum dans un réseau de transport.

Les contraintes précédenles et les propriétés associées sont reprises ici.

a) Les méthodes et les modèles

Un couplage est un ensemble Ee d'arêtes. Deux éléments de Eo ne sont pas adjacents.

Dans le cas de I'emploi du temps, le but est de rechercher plusieurs couplages de
cardinalité maximale.

La figure suivante illustre cette définition sur un graphe biparti :

1ère heure

prH
P2O C1

c2

2ème heure

P10,o
,/ clP2A

c2P9o o

P1

P3

donne les couplages : P20
PsH

Figure 9. Couplages

La méthode de flot permet de généraliser la notion de couplage. Cette méthode
s'applique à un ÿpe de graphe particulier. ll est appelé réseau oe tianJport.

Un réseau de transport est un graphe fini orienté sans boucle R = (X, U). Chaque arcu a deux bornes positives : une maximale c(u) et une minimale b(u). De plus, deux
sommets jouent un rôle particulier. Le premier est le sommet source (ou entrée). Aucun
arc n'y entre. Le deuxième est le sommet puits (ou sortie). Aucun arc n'en sort.

Ce graphe serl alors à chercher une valeur de flot. Soit U+(x), I'ensemble des arcs
incidents au sommet x et U-(x) I'ensemble des arcs sortants de x. Un flot ç est une
fonction telle que :

I 1u. U-(x)l 9(u) - L 1u. U+(x)l q(u) = O ; (x * source et x + puits)
b(u) < q(u) < c(u); (u e U)

2CI

a

3ème heure



La valeur du flot est L [u e U-(source;1 e(u) = I [, e U+(puits;1 9(u).

Nous prenons ici les flots à valeur entière. Le but de la recherche est de trouver unevaleur maximale du flot. Le problème de I'emploi du temps peut aussi introduire des coûtsy(u) de passage d'une unité de flot sur chaque arc u. Le but revient alors à trouver unensemble de flots (multi-flot) à coût minimum. A chaque flot, nous cherchons à
minimiser la fonction suivante :

I q(u). y(u) ; (u e U)

Dans la suite, I'utilisation des flots est illustrée sur notre
chaque type de contrainte est analysée. puis nous.discurons
avantages de la méthode de flot.

exemple de référence.
des limitations et des

arc

b) L'application aux contraintes d,emploi du temps

i) Contraintes générales

En reprenant les mêmes données que pour la méthode de coloration, le réseau detransport se forme de la façon suivante :

Figure 10. Flot avec deux composants

Pijoint Ca si le professeur i enseigne à la classe a. Les capacités et Ie coût de chaque
sontaIorsdéfinissuivantletableauci-dessous

arcs( x, y) capacité(x, y coût (x, y) au temps k

(E, Pi) (1 , 1) 1 si lous les cours ne sont pas encore ordonnés
infini sinon

(Pi, ca) 1)(1 1 si tous les cours ne sont pas encore ordonnés
infini sinon

(Ca, S) (1, 1)
1 si tous les cours ne sont pas encore ordonnés
infini sinon

Figure 11. Tableau de coûts et de capacités

Chaque quadruplet (E, Pi, Ca, S) représenle un cours. ll correspond à un chemin
dans le réseau de transport. Le but est de foimer des ensembles de chemins allant de E à S.A chaque ensemble de cours correspond une heure.

Le procédé se fait itérativement. Nous allons calculer heure par heure, un flot de E àS de coût minimum. Nous attribuons une pénalité infinie aux cours déjà ordonnés. Cecipermet de ne plus les choisir aux heures ultérieures. Ça se traduit par té changement des
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coûts des arcs choisis

La propriété (Pg) correspond aux

chaque sommet. Un seul arc, de valeur
sortant est choisi.

équations sur les arcs entrant et sortant
1, entre à chaque sommet Pi. Ainsi un seul

de

atc

Si certaines salles composent aussi ces cours, le réseau de transport se transforme
en ajoutant un niveau. Le principe reste toujours le même. ll faut rechercher une famille
de chemins de E à S.

Une autre méthode duplique les sommets des professeurs en Pi et P'i. Nous les
relions par un arc de capacité de 1. Les cours sont des chemins (E, Ca, Pi, Pi', Salj, S).
Les professeurs Pi et Pi' doivent être les mêmes.

Figure 12. Flot avec trois composants

ii) Contraintes de préaffectation

Cette fois, le rôle de cette conlrainte est de préaffecter les cours à des emplacements
horaires. Prenons les arcs des cours à préassigner. Leur coût est à 0 pour le temps k et
infini pour tous les autres temps.

iii) Contraintes d'indisponibilité

Un professeur (respectivement une classe) ne veut pas faire cours à certaines
périodes k. Dès que la recherche de placement se fait pour les temps k, nous melons un
coût infini aux arcs de ce professeur (ou classe)

iv) Contraintes d'équilibrage

Ces contraintes garantissent une répartition uniforme des cours sur des intervalles
de temps (par exemple, des jours). Le but de la solution tourne autour de deux principes :

1) Soit 11 le nornbre de cours d'un professeur (respectivement d'une classe) dans un
intervalle de temps 11. Soit zr.r Ie nombre de tels intervalles et soit N le nombre de tous les
cours du professeur. I est encadré par la partie entière inférieure et supérieure du
rapport N+zz.

2) Soit 1 le nombre de cours entre un professeur et une classe dans un intervalle de
temps 11. Soit zz le nombre de tels intervalles et soit M le nombre de lous les cours que
partage ce professeur et cette classe. X est compris entre les parties entières inférieure
et supérieure de M+zu.

Ces conlraintes sont similaires à celles de Ia coloration. ll faut noter que les

Pi P'i
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-intervalles de temps ne sont pas des périodes simples. ll s'agit d'ensembles de périodes
(par exemple, un intervalle correspond à une journée).

La première solution consiste à introduire deux capacités à chaque arc [DEW g5a].

Une deuxième solution pénalise les arcs suivant une fonction garantissant les deux
principes ci-dessus.

Chahal & de Werra utilisent cette dernière solution dans un exemple précis [CHA
891. En général, nous mettons à 0 le coût d'un arc entre le sommet d'un professeur pi et
celui d'une classe Ca. Cependant, le coût au temps k devient infini pour les arcs (pi, Ca)
si Pi a déjà été assigné à Ca aux temps k-2 et k-1 ou aux lemps k+1 et k+2. Bien
enlendu, plusieurs arcs peuvent exister entre deux sommets.

v) Contraintes de compacité

Ces contraintes onl pour objectif de regrouper tous les cours d'un professeur (ou
d'une classe).

Au temps k, le coût 7 d'un arc (E, pi) (resp. (ca, s)) diminue d,une constante q si
Pi (resp. Ca) a été impliqué au temps k-1 ou au temps k+1. Ceci permet de placer ies
cours par æuple ICHA 891. Nous prenons donc Ia façon approchée définie dans la
coloration.

vi) Contraintes de limiiation

Ces contraintes font intervenir des salles spécialisées. Soit un sommet Sals qui
représente toutes ces salles. L'arc (Salr, S) reçoit une borne supérieure équivalente au
nombre de telles salles spécialisées.

c) Critioues

L'avantage de cette méthode est qu'il existe des algorithmes efficaces pour la
recherche d'un flot. Dans le cas de la construction d'un emploi du temps en ( péri'odes, il
s?git de chercher I paquets de chemins indépendants donc autant de flots. Ce problème est
alors à nouveau NP-complet [pLA 74].

Supposons que la matrice du système d'équations caractérisant le problème est
totalement unimodulaire. Le problème est alors unimodulaire. Si le problème décrit est
unimodulaire [Hl 841, il existe des algorithmes de complexité polynomiale.

C'est aussi le cas quand les sommels sont classés en deux parties (hormis I'entrée E
et la sortie S) et oÙ I'un des ensembtes est image de I'autre. Cependant, cela devient
NP-complet [DEW 85a] dès qu'il y a des contraintes de préaffectation et d'indisponibilité.

Par la suite, nous trouvons d'autres résolutions basées sur ce modèle de flot. Ces
résolutions s'effectuent sur des problèmes plus généraux.

Là encore, il n'est pas facile d'intégrer tous tes types de contraintes. Souvent celles
prises en compte sont des cas particuliers liés aux établissements rencontrés.
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4.3.3 Programmation par variables entières

Nous n'abordons dans cette partie que la programmation linéaire par variables
entières. Les équations ou inéquations posées sur chaque variable sont linéaires. Les
variables ne doivent prendre que des valeurs entières.

Il est à signaler qu'il existe un autre modèle basé sur les intersections de matroides.ll n'est pas détaillé ici (voir ICOU 891 ou [DEF 7B]). Ceci est dû au peu d'apptications
concrètes fondées sur ce modèle.

a) Les méthodes et les modèles

Le modèle tient compte d'une fonction objectif à optimiser (maximiser ou
minimiser)' Cette fonction porte sur des variables à valeur entière el sur des coûts. Dans
le cas de I'emploi du temps ces variables ne prennent que deux valeurs : 0 ou 1.

Ces variables sont issues d'une matrice entre composants. Cette matrice R = (r;1)
est celle de répartition de service. Elle fournit le nombre de cours que doit assurer leprofesseur i à la classe j. Par exemple, soit une variable x;1p. Elle est positionnée à 1 si
le professeur i enseigne à Ia classe j au temps k. Elle est à 0 dans le cas contraire.

Ces variables sont alors contraintes par des équations ou inéquations. La
programmation est linéaire ou non suivant le type de ces inéquations

ll existe des algorithmes de résolutions des systèmes linéaires (Simplex). Donc leproblème se formule souvent en termes d'expressions linéaires (par exemple [FER gS],
IDEW 85a1, [AKK 73]).

b) L'application aux contraintes d,emploi du temps

i) Contraintes générales

Nous allons étudier ces contrainles avec une matrice de répartition de service R =(r11) et des variables bivalentes xi;1. Le nombre de professeurs est n. Le nombre de
classes est m et le nombre de périodes §. Un coût c;i1 est déterminé à chaque affectation de
cours à une période.

Les contraintes générales ont l,expression suivante :

n

I *ijt S 1 (Vj j= 1,..., m;Vk k = 1, ..., Ë),
i=1

< 1 (Vi i= 1,...,0 ;Vk k = 1, ..., O.

m

I ''j*J='l

La première inéquation exprime qu'au plus un professeur i enseigne à un temps k
donné et à une classe j précise. La seconde inéquation signifie qu'une seule classe j, à unepériode k donnée reçoit un enseignement d'un professeur particulier i.

sur cette base d'inéquations, le système à résoudre devient le suivant :
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Min. EIIc;;px;;p,
ijk

zI
I ,iix = rii (vj j= 1,..., rl ivi i= 1, ...,'n),
k=1 '

n

I *ijf < 1 (Vj j= 1,..., m ;Vk k = 1, ..., E),
i-1

m

I *'j* < 1 (Vi i= 1, ..., r'l ;Vk k = 1, ..., E),
l=1

xijk = 0ou 1 (Vi i= 1, ..., r ;Vk k = 1, ...,8 ;Vj j = .1, ..., m).

La notion de salle est introduite par un indice supplémentaire s (variable xijst).

ii) Contraintes de préaffectation

Le cours du professeur i et de la classe j est ordonné au temps k. Ceci se fait en
attribuant à 'l la variable xijk = 1.

iii) Contraintes d'indisponibilité

Nous forçons à zéro les variables du professeur i (resp. de la classe j) impliquées
au temps k. Ainsi la somme de ces variables doit valoir 0. L'inéquation se pose sous la
forme suivante :

m

I *'j* = 0 au temps k, pour le professeur i.
J=j

Une autre approche s'appuie sur des cours fictifs. Ceux-ci sont préassignés au
temps k. lls sont en disjonction avec ceux du professeur i.

Nous pouvons donner une autre formulation du problème. Nous intégrons
préaffectations et indisponibilités dans Ia modélisation des données. Cette formulation
permet de limiter le nombre de contraintes. De nouvelles variables sont alors définies :

ÿi;k = 1 si le professeur i rencontre la classe j au temps k, 0 sinon ;

Pilr = 1 si le professeur i et la classe j sont préassignés au temps k, 0 sinon ;
bil = 1 si la classe j est disponible et non préassigné au temps k, 0 sinon ;

cik = 1 si le professeur i est disponible et non préassigné au temps k, 0 sinon.

A partir de là, le nouveau système devient :

E Viif< = r'ij (Vj j= 1,..., m ;Vi i= ,, ...,n),
k=1'

n

E Yijt s b;r §j j= 1,..., m ;Vk k = 1, ..., O,
l='l



m

E yilf S cip §i i= 1,..., n ;Vk k = 1,..., E),
j=1

yijk = 0 ou 1 (Vi.i= 1,...,0 ;Vk k = 1, ..., E;V; j= 1, ..., m).
E

où r';1 - ril L pijn
k=1 '

iv) Contraintes d'équilibrage

Prenons un entier positif aj (resP. b|) pour chaque classe j (resp. professeur i). ll
représente le nombre maximum de cours dans laquelle j est impliquée (resp. i) durant
chacun des a jours.

La résolution se fait en deux étapes : affecler un jour à chaque cours puis affecter
une période à chaque cours. La période d'un cours doit appartenir au jour de cé cours.

Plaçons nous dans le problème d'affectation des jours. Ainsi xilg est un nombre
entier. C'est le nombre de cours impliquant Ia classe j et le professeur i au jour k.

Le problème devient :

u
E *ijf = rii §j j = 1, ..., trt ] Vi i = 1, ..., D),
k=1 '

n

f.,r,i* 
< q (Vii = 1, ..., lTl i Vk k = 1, ..., il)),

m

E ,ijf < b; (Vi i= 1,..., n ;Vk k = 1, ..., e)1,
j=1 '

xijf > 0 (Vi i= 1, ..., n ; Vk k = 1, ..., a):Vj j= 1, ..., m).

Dans le cas du problème ci-dessus, nous répartissons les eours dans chaque journée
avec la contrainte d'équilibrage.

Nous ajoutons au problème, les contraintes suivantes :

nnn
[l rii+atl 

= frr',* 
< [Irr;1*2,1. Fj j= i, ...,rï] ;Vk k = 1, ...,u)),i=f i,

mmm

fr"t**t =È,*',* 3lZrrii**|. (vi i= 1, "., n;vkk =1,..., u)),

lrii+utl S*ijL <lrii+wl* (Vi i= 1, ..., o ;Vj j= 1, ..., rTr ;Vk k = 1, ..., a)).
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- v) Contra.intes de limitation

Soit une constanle entière lo. Elle limite le nombre de salles d,une spécialité o. A
chaque tranche horaire, lo borne le nombre de cours utilisant ces salles. Soit S1p,
I'ensemble des professeurs utilisant ces salles spécialisées. Soit 51ç, t,ensemble des
classes utilisant ces salles. Nous avons alors :

I I xijf < lo §k k = '1, ..., 6).ie S1O j. Stc

c) Critioues

Seul un expert (informaticien connaissant les emplois du temps) peut établir ces
équations. Chaque établissement a sa propre fonction ciitère ou economique. Supposons
que nous voulons ajouter de nouveaux types de contraintes [FER BS],[ËER aOi.'1 taut
alors redéfinir cette fonction. ll en est de même quand il s'avère neceiiaire de modifier
certains paramètres.

. Le vrai problème réside dans ta taille des données et des contraintes. Les méthodes
de résolutions linéaires ne convergent pas forcément dans un temps acceptable. La
matrice d'ircidence est en général dégénérée.

ll existe des essais de résolution du système linéaire par diverses méthodes de
recherche opérationnelle. lls n'éliminent pas les défauts de taille, de rigidité, ...lTRl g4].

Le problème ci-dessus est simplifié. Tripathy [TRl 80, TRI g4] utilise cettemodélisation avec des étudiants. ll introduit alors uné fàrmulation où les érudiants sont
rassemblés par groupe. Ceci limite la taille du problème. Sa complexité est donc limitée.
Ces essais sont présentés plus loin dans ce chapitre.

D'autres tentatives modélisent le problème par des équations non linéaires sur des
variables bivalentes (0-1) IWHl 75]. lls sont encore plus complexes à résoudre.

4.3.4 Diverses Techniques

Les méthodes ci-dessus incluent des hypothèses restrictives. Le nombre decomposants esl limité à deux. Le graphe est biparti. La matrice du graphe estunimodulaire. Les contraintes sont de types pârticrliers. Ces hypothèses sont
difficilement conciliables avec des cas rée-ts, même simples. ll est nécessàire oe posséder
une certaine souplesse de description. ll faut que Ia résolution soit facilement évolutive.

Le problème général est classé comme faisant partie de la classe Np-complet [GON851. C'est pourquoi, des techniques sont apparues depuis plusieurs années. Elles ne
cherchent pas la solution exacte. Mais elles essaient dé trouver par diverses méthodes,
une solution approchée donc non exacte.

Beaucoup d'applications utilisent ces techniques. lls autorisent une certaine
souplesse dans la résolution. Des problèmes particutiers ont été résolus soit par des
algorithmes approchés, soit par des algorithmes d'énumération, soit par des techniques
d'intelligence artificielle. Nous passons en revue les nombreuses approches existantes. Engénéral, elles sont basées sur les modèles vus précédemment.
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- a) Algorithmes approchés

Ces algorithm.es tiennent compte d'une des difficultés principales du problème
d'emploi du temps. ll s'agit d'un système "surcontraint". Celui-ci ne pàsseoe, en général,
aucune solution. Dans ce cas, il faut donner une solution approximative. Celle-ci doit
satisfaire le plus possible tous les intéressés.

ll est intéressant de partir d'une solution satisfaisant un ensemble de personnes etun minimum de contraintes. Puis nous I'améliorons par itérations successives. Souvent,
dans le problème d'emploi du temps, il n'existe que des solutions considérées comme
bonnes par I'utilisateur (qui a souvent tendance à exagérer ces contraintes). Ceci nous
amène à la notion de résolution par amélioration IAUS 76]. Eile est opposée â ta notion deplacement absolu ou définitif.

Le mécanisme d'amélioration est basé sur des techniques d'échange. euand nous nepouvons plus mettre de cours par manque de places, des cours sont échangés jusqu,à
lrouver une place disponible. C'est-à-dire une solution satisfaisante. Une manière defaire [LAP 84] est de chercher une solution libre de conflit. Si un blocage se produit,
certains cours sont réassignés tout de suite ou plus tard. lls sont remis *n ir.r. de listedes cours à planifier. Une fois un emploi du temps trouvé, une fonction de coût estappliquée. Elle permet de connaître l'échange qui fournira la meilleure amélioration.

Le travail de Smith [SMl 76] porte sur une application médicale. Son principe estde chercher d'abord une solution, même incomplète.'ies temps de repos et de travail deséquipes d'infirmières sont planifiés. Mais la solution incomplète p'eut violer certaines
contraintes. Afin d'éliminer ces conflits, il améliore ensuite son résuitat par échange.
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Avant : recouvrement Après : glissement

Figure 13. Heuristique de glissement

Le principe d'Aust IAUS 76] est de faire une itération avec un test de choix. A chaquechoix, les conflits doivent diminuer.

Ferland IFER 85] itére sur deux sous-problèmes. Le premier est la formation degroupes d'élèves. Le deuxième est leur ordonnancement. Pour chacun des sous-problèmes,
une fonction objectif est à minimiser. Cette fonction intégre des pénalités pour 1escontraintes en conflit. Elle prend des coûts d'assignatiori poljr rei pÀtàrences desprofesseurs. Un réordonnancement a lieu sur un oli derr cours simultanément. ll estrésolu par une procédure d'échange.

Rappelons la définition informelle d'un critère suivant Roy et Bouyssou [ROy gg] :""' un critère vise à résumer, à l'aide d'une fonction, les évaluations d,une action surdiverses conséquences pouvant se rattacher à un même "axe de signification,, concret,,.
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certains logiciels permettent suivant un critère de déterminer la
d'une façon définitive. Le problème devient celui du choix du critère. ceci
en existe de multiples et pas touiours explicités.

meilleure place
n'est pas aisé. ll

D'autres méthodes reposent sur des systèmes de pondération pour le choix desaffectations. Une priorité est attribuée à chaque cours. Elle est foncrion de certains
crilères. A partir de là, nous associons un.poids à chaque composant. Ce poids dépend descours de ce composant [SAB 86]. Le guidage peut, par ce biais, se faire interactivement ou
automatiquement. Etape par étape, des possibilités sont proposées par [LAM gs].

De nombreux articles se basent sur ce type d'algorithme bâti autour d,une fonction
objectif ou d'un critère d'optimisation. Ferlano, par I'eitension de son modèle IFER gs],
[FER 86J, [AUB 86] montre qu'il faut recentrer cette fonction pour introduire denouvelles contraintes.

Le lemps d'exécution peut être acceptable pour des tailles moyennes.
Malheureusement, nous n'obtenons pas toujouis une solution. L'approche n,est pas
appropriée pour de gros volumes de données évolutives.

Les algorithmes approchés sont intéressants. Nous ne recherchons pas une solution
nécessairement exacte. C'est une solution incomplète satisfaisant des critères. Cependant,les critères ne sont pas loujours très clairs. La notion d'optimum est très variable
suivant les établissements.

Nous remarquons aussi qu'utiliser ces méthodes peut revenir à s,en servir pour lacoloration de sommets d'un graphe. Le problème de la détermination approchée du nombre
chromatique est aussi un problème NP-complet [GoN as]. Noùs comprenons tesdifficultés rencontrées.

u)

Diverses techniques de recherche opérationnelle ont été utilisées pour prendre encompte tous les choix possibles pour les affeclations. Pour une vue d'ensemble de cestechniques, il est possible de se reporter à tGoN gsl ou tpoR gg].

i)

Une première technique utilise des procédures de séparation et d'évaluation. Ce sont
des procédures d'énumération implicites. Le problème est séparé en sous-ensembles deproblèmes. Chaque sous-ensemble est indépendani des autres. La résolution est modéliséepar une arborescence. chaque sous-problème est un noeud.

Nous évaluons les solutions de chaque problème. Si un problème a la meilleure
évaluation, nous le séparons en sous-problèmes indépendants. Le ir".r.r. à*r*"n.r.
. Jusqu'à présent, cette technique donne les meilleurs résultats pour des problèmesde grandes tailles fortement contraints. Elle est appliquée particulièrement auxproblèmes NP-complets [LAU 71].

Laurière [LAU 74a] utilise cette technique. ll utilise deux principes de séparation.
Le premier principe de séparation affecte les demi-journées aux professeurs. Le secondprincipe attribue les heures suivant un tableau de disponibilités. ll utilise des marges deplacement. Elles sont recalculées à chaque instant. Elles ne doivent pas être négatives.

,o



La technique se.heurte à des problèmes de taille de stockage. La geslion de la
mémoire rend délicate les opérations de remontée dans I'arbre.

Exemple :

Définissons les marges pm avec les constantês 06 et L, selon [LAU 71] :

6m correspond à la charge du composant m. Un composant est soit un professeur,
soit une classe, soit une salle. Si m est un professeur, i et j représentent les classes et les
salles.

om= E
i

P *ijrn V m ; m est un professeur, une classe ou une salle.
I

La valeur L. s'associe aux libertés de m. La marge p,n est la différence entre le
nombre de périodes disponibles et le nombre de périodes à assurer :

trm = llLmll - G;p pour le composant m.

Nous pouvons constater que trois cas de marges s'en dégagent :

1)pm > 0+ La marge de l'élément m esl strictement positive. ll existe
plusieurs possibilités de placement, cet élément n,est pas prioritaire.

2) pm = 0 = La marge de I'élément m est nulle. Ses possibilités de
cours correspondent exactement à sa charge de travail. Cet élément est prioritaire.

3) pm < 0 = L'élément m est impossible à placer. Le nombre de cours
qu'il doit faire est plus important que ses disponibllités.

Cette notion de priorité de placement se trouve dans beaucoup de méthodes ICHA g9].

ii) Relaxation Lagrangienne et Méthode du sous_gradient

Nous survolons les différents essais de Tripathy [TRl g4]. Ceci introduit
brièvement les notions de relaxation Lagrangienne et de méthode de sous-gradient. Lelecteur peut se référer à IGON 851 pour de plus amples informalions sur ces méthodes.

L'intérêt de cette présentation provient de la manière mathématique de résoudre cesproblèmes. Nous pouvons en dégager l'avantage de rapidité. Nous ,.rrrqron. aussi les
inconvénients dus à une intégration trop forte ei tigee pàrrun établissement donné.

. Dans le problème d'emploi du lemps, nous trouvons plusieurs sortes de relaxation
de contraintes. Le principe de la relaxation est le fait de plonger le problème à résoudre
dans un autre plus général. ll est plus facile à résoudre. Il est obtenu en éliminanl un
ensemble de contraintes. Nous calculons la solution du nouveau problème. Celle-ci esl une
solution incomplète du problème initial. Puis les contraintes relaxées sont vérifiées.

Par exemple, nous relaxons les conditions d'intégrité sur les variables. Celles-ci
sont les conditions imposant une variable à être entière.

Une autre méthode est de maintenir I'effet de cet ensemble de contraintes relaxées
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en les "dualisant". Nous leur donnons un coût de relaxation. Ce problème forme un
problème de relaxation Lagrangienne.

Nous allons présenter cette méthode. Le but de cette présentation est de bien mettre
en évidence que I'application de cette méthode aux problèmes d'emploi du temps est
complexe et demande un savoir qui n'est pas à la portée de tous (donc peu naturel). Nous
constatons aussi que c'est un système très intégré. Modifier le problème revient à refaire
une analyse ardue.

Exemple : Soit un problème (pE) en programmation Entière

(PE) Max cx, tel que x > O, Ax < b, Bx < d, x =
x

Le problème de relaxation transforme (pE) en (rrE) :

Linéaire :

(x1, ..., xn), Vj, xj entier

(nE) Max cx, tel que x ) 0, Ax < b, Bx < d, x = (x1, ..., X0)
x

La contrainte d'intégrité (vj, xj entier) est vérifiée après résolution de (nE). une
solution de (fIE) qui vérifie cette contrainte est aussi une solution de (pE).

Un problème de relaxation Lagrangienne peut transformer (pE). (Ax < b) est
dualisée avec un vecteur À positif ou nul. Le problème est :

(PERil w(À) = Max (cx + À.(b - Ax)) ret que
x

x > 0, Bx < d, x = (x1, ..., Xfl), Vj, xj entier

Dans ce problème, pour toute solution de (PE), À est positif ou nul, b - Ax aussi.Donc pour toute solution de (PE), vx, w(À) > cx. Ii en est de môme pour la solution
optimale de x ou x". Pour le choix optimal de ), ou À*, nous avons : w(),-) ) cx*.

Le vecleur doit être choisi tel que Ia solution optimale de (pERfl se rapproche de
celle de (PE). ldéalement, le choix de l" doit optimiser la solution du problème :

(D) Min. w(r)
»o

Le problème (D) est le problème dual de (PE) en respect des contraintes (Ax s b).

ll est intéressant de trouver une solution de (D), même incomplète de (pE).
celle-ci fournit une très bonne borne pour les solutions de (pE). La résolution de ceproblème dual ne se fait pas par une méthode de programmation linéaire. Car elle fournit
une solution exacte à des coÛts élevés. Mais elle se fait par une méthode de sous-gradient.

Le sous-gradient 1de w au point À fournit une très bonne direction de déplacement.
Si la fonction w est différentiable, nous prenons le gradient. Dans le cas contraire, nous
choisissons le sous-gradient,

Rappelons que y = (T1, ..., Tm)T est un sous-gradient de w au point l. si, v À, > o,
nous avons : w(À) > w(À') + (À - À').y.

Un sous-gradient évident est la contrainte relâchée (Ax - b). x est une solution
quelconque de (PERfl.

31



',{,

L'idée du sous-gradient est de générer une séquence Àr. ll est montré IGON BSI que :

Àr = max {}.r+ 0r.yr, O}, pour i = 1,.., m
i+1 ii

Tripathy reprend les travaux existants sur la recherche de 0p et de "ir. En résumé
ffRl S4llGON BSl, nous obtenons :

Yr= Axr- 6, 1r+1 = fftâX { Àr+ 0r.yr,0}, 0r = pr.(w 1111 _ w.) /1yr12

où w* > min w(1,) et 0 . pr < 2.

Les pr sont générés par différentes méthodes (par pas d'unité, par dichotomie, ...).

La vitesse de convergence est très lente. La séquence w(1,) n'est pas monotone. Saprogression par sous-gradient ne garantit pas sa monotonie. ll est plus simple de calculerune borne' C'est souvent une solution de la fonction objectif pour une ceriaine valeur 1,.Nous utilisons alors une méthode de "Branch and Bound" pour trouver une solution
optimale. Cette procédure inlervient dans le choix des variables à positionn.i à 1 ou à 0.Nous cherchons les "meilleures" solutions à partir de la borne.

Prenons l'exemple exprimé par un système nommé PLE de variables bivalenres :

Max. I I, C;x y;6 ,

i ki

5
L Yit< = ki (i = 1,
k=1

q

I Yir< < 11 (k = 1,
i=1

LYixSl(v='1,
i. §r

..., Q),

..., E),

(P-t)

(P-il)

Yik=oou1

Cet exemple est un emploi du temps. ll planifie
indique que l'étudiant i a cours à la période k.

r groupes d'étudiants. yik = 1

(P-l) exprime la contrainte sur le nombre de périodes (k;) requis par semaine er
par étudiant.

(P-ll) est la contrainte pour la disponibilité des salles. Le nombre de places dessalles est limité à Ig à chaque période de temps k.

(P-lll) est la contrainte générale pour chaque étudiant i de chaque groupe su.

Tripathy remarque que le problème décrit par les contraintes (p-l) et (p-ll) estunimodulaire. Ainsi les contraintes (P-lll) sont relaxées. Le problème devient pLEl :



Max. I Cpyir + Àsr(1 - I, yix
* ie Sv

Yik = ki (i = 1, ..., g),
1

Yit < lf (k = 1, ..., O,

=0ou1

DÛ au fait de I'unimodularité, le problème a des propriétés d'intégrité. Les y;1 ont 0
ou 1. ll est résolu efficacement.

Tripathy continue et applique la méthode des arcs non-conformes (out-o f-kitter en
anglais). Trouver un flot au problème relaxé s'avère rapide sur le plan d'exécution. Mais
il n'apporte pas d'amélioration en terme de réduction de conflits.

Plusieurs avantages existent. ll y a un modeste espace d'occupation mémoire.
L'algorithme est simple. ll résoud plus facilement le programme linéalre que d'autres
méthodes basées sur le Simplex.

Pour cette méthode des arcs non conformes, le problème relaxé se change en
introduisant des capacités et de nouvelles variables. La contrainte générale a été relaxée.

Min I I (- C;p)yix tet que
ik

§

I-Yir*o1 =Q,
k=1

avec k; S o; ( k1

q

IYix-Êk=0,
i=1

qE
Ioi - IÊf =o
i=1 k=1

avec0<ÊX<lf

et0<yit<1

Le but est de maintenir le flot nul à chaque sommet. Les sommets sont les
contraintes. Les arcs représentent les variables.

Cette technique résoud Ie problème (PLE1) à un l"1y donné. Malheureusemenr à
chaque changement des coefficients À1y, il faut un temps de calcul considérabte. La place
consommée est importante. De plus, le nombre d'insatisfactions de contraintes ne décroitplus après environ dix d'itérations. Tripathy introduit, à ce moment, sa méthode de
"Branch and Bound". Elle porte sur le choix des variables à positionner à 0 ou 1.

En conclusion, nous constatons que le problème est traité par un système intégré et
très complexe. Rajoutons un nouveau type de contraintes. L'analyse esi à refaire et tout
est à recalculer.

Cependant, si ce système est presque figé, il a l'avantage d'être efficace. Il ne prend

I
i

çI
k=

q

I
i=1

Yik



que peu de volume dans les données.

. D'autres applications ont été guidées par res expériences
d'emploi du temps.

Maintenant, nous présentons des techniques prus récentes
experls, des heuristiques.

des concepteurs manuels

basées sur des systèmes

c)

. Plusieurs systèmes experls ont été expérimentés [VAL 84] sans toulefois donner
des résultats intéressants.

. D'autres systèmes experts plus performants orit fourni des bons résultats. llstraitent des cas d'université. Leur originalité se place dans le couplage d,une base de
connaissances avec une base de données. C'est donc le couplage d'un sysièm" ,rp"rt et d'un
S.G.B.D.. Les propriétés de chacun sont gardées.

L'apport de I'approche système expert est connu. ll permet d'utiliser laconnaissance de I'expert. La connaissance et les données peureht évoluer. plusieurs
applications se sont développées dans ce sens ISCH B7j.

Le recours aux bases de données permet :

1) d'avoir une gestion efficace des données sur disque,

2) de déduire certaines inforrnations,

3) d'avoir une garantie minimale de cohérence [HAN gg], [HER g6].

La première application, Sedlex, IEME 87] utilise une base de données orientée
objet-attribut-valeur. Les règles et les faits sont stockés dans le même formalisme. llsprofitent ainsi des mêmes fonctionnalités.

Une seconde application [HAN 88] de SIAD (Système Interactif d'Aide à la Décision)
met en évidence I'intérêt d'avoir une base de données. La connaissance est hiérarchisée.

La différence essentielle enlre Sedlex et I'application de Hanachi porte sur Ia gestion
des règles et des faits. Ces derniers sont en plus grand nombre dans lei emplois du temps.Dans le slAD, ils sont res seurs à être manipurés pâr re s.G.B.D..

La résolution utilise des priorités aux enseignements. Elle calcule des coefficientsde mobilité aux cours placés. Ainsi, un ordre est établi suivant ces priorités, sur leplacement des différents cours. Lors de blocage, une heuristique est utilisée. C,est celle deglissement guidée par les coefficients de mobilité.

L'afirail principal de ce ÿpe de méthode est de tirer
handicap du volume des données et de leur gestion.

profit du S.G.B.D.. il résoud te

Hanachi ulilise simplement I'heuristique de glissement (cf A.3.4 a). Ceci montreI'intérêt des heuristiques pour diminuer le caractère combinatoire 1Hnru da;.
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d) Heuristigues

Maintenant, nous présentons un panorama des ditférentes heuristiques rencontrées.
Une étude a été effectuée après I'utilisation pendant quelques années d'un logiciel dans un
hôpital. ll a démontré que l'emploi d'heuristiques est'plus "digeste,' que cetui Oà ,,ôOàf.,
mathématiques. Les heuristiques sont aussi plus faciies sur ie plan de I'expression [SMl791. Seules les principales heuristiques sont citées ici.

La plus employée est celle du glissement. Elle peut être combinée avec des
coefficients de mobilité ou de priorité. N'importe quelle affectation est remise en cause.
L'avantage est que nous ne remontons dans la résolution que d'un seul niveau.

Les cours peuvent être assignées à plusieurs places possibles. ll existe plusieurs
heuristiques dites de "priorité". Etles permettent de savoir quelle place il faut assigner
en premier. Ainsi, 

.la. 
plus prioritaire peut se calculer d'après un système de poids. ùous

pouvons aussi avoir la place reliée à un minimum de contraintes.

Dans le "Manchester Business school" IBAR 78], chaque étudiant doit choisir six
options. Des places réservées dans Ie lemps correspôndent aux options. Seulement le
modèle ne satisfait pas tout le monde. Certains élèves ont toutes leuis options satisfaites.
Ce qui n'est pas le cas pour d'autres. Barham décrit une heuristique iermettant de neprendre en compte que quatre options sur six.

Carter ICAR s6l montre l'équivalence entre le simple modèle d'emploi du temps etcelui de la coloration de sommets. Dans ce cadre, il propose un survol de différentes
heuristiques. Précisons que le degré d'un sommet est te'caidinal de I'ensemble des arêtes
reliant ce sommel. l.es couleurs sont nurnérotées par des entiers à partir de 1 :

1) "Le plus grand degré d'abord". Le sommet avec le plus haut degré est coloré avecla couleur admissible de plus petit numéro. Ceci ne doit pas créer de conflit.

2) "Les plus grands degrés d'abord". on colore lous les sommets de plus haut degrépouvant avoir la plus petite couleur.

3) 'Les plus grands degrés d'abord, récursivement". Cette méthode est identique à laprécédente. Mais les sommets coloriés sont enlevés. Ceci implique un nouveau calcul des
degrés. un nouveau trides sommets est fait après chaque coloration.

4) 'Le plus grand degré modifié d'abord". Une idée simple est ici mise en oeuvre. Un
sommet est d'autant plus critique à colorer que ses voisins le sont.

La propriété d'un noeud à être critique est définie par son degré modifié. La
définition du degré modifié est :

Degré modifié d1*1 du sommet v1 : d1*.1(yi) = » d1(v1) V v; voisins de vi ;

do(vi) étant les degrés de chaque sommet. d1*1êst ensuite normalisé.

ll est démontré ICAR 86] que les valeurs dp conversent vers le vecteur propre de la
matrice d'incidence. Cette heuristique- est meilleure que celle du simple ',plus grand
degré". Elle donne moins de couleurs. Elle est plus chère autrement en temps de calcul.

5) "Le plus grand 1-degré modifié d'abord". On se limite aux degrés modifiés
dr (vi). Les récursions suivantes apportent peu d'amélioration.
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. 6) 'Le plus petit degré en dernier, récursivement". Cette heuristique est la mêmeque le numéro (3). Cependant, le sommet.recherché en premier est celui qui à le degré leplus petit. Ce sommet est alors placé en fin de la liste dàs sommets à colorer. Une fois laliste construite, le premier sommet colorié est le premier en liste.

7) "Le moins grand en dernier avec échange". L'échange peut aussi s'appliquer aux
autres techniques.

Supposons un conflit inévitable avec le sommet
couleur ki pour laquelle il n'existe qu'un sommet c;
couleur k; est attribuée à q. q est recoloré.

à colorer ci. ll faut rechercher une
en conflit avec ci. Si possible la

Sinon on cherche un ensemble Cp de sommets critiques avec cj. C,est-à-dire qu,il
serait en conflit s'il avait la même couleur. Les sommets de c,' né doivent pas être
critiques avec ci. A ce moment il y a lieu à :

un échange entre la eouleur de C,. et k;,

q prend cette couleur ky (de C1),
ci prend Ia couleur kj.

Si aucun des cas ci-dessus ne s'applique, une couleur est créée. Cette heuristique estlégérement plus chère que les autres méthodes. Elle utilise moins de couleurs.

8) "Le plus grand degré avec saturation d'abord". Les sommets non coloriés sonttriés par le nombre de voisins coloriés de façon différente et par leur degré dans lesous-graphe non colorié. Les sommets qui ont le plus haut nombre ont le moins de choixpossible. Ainsi celui parmi eux qui aura le plus grand degré est le pus Jur à colorer.cette heuristique est celle qui utilise le moins de couleurs.

.. Ces heuristiques. ne donnent pas forcément le nombre chromatique. Elles essaient deI'approcher. Les heuristiques ont le gros avanlage de fournir une solution rapidement.
Celle-ci n'e§t pas forcément la "meilleure". Des reiouches manuelles sont alors possibles.

Signalons aussi que les solulions peuvent être écartées par certaines heuristiques.
Elles éliminent a priori certaines soluiions partieiles [DEG'81], [DÈS-it1. Un autreproblème pour les heuristiques est celui de la prise en compre de la diversité et deI'importance des contraintes

4.4 Conclusion

Nous avons survolé les modèles, méthodes et techniques principalement utilisés. Apartir de ce survol,. nous avons dégagés les limitations des résolutions. Le nombre decomposanls est limité. La matrice d'incidence est totalemenl unimodulaire. La durée descours est unitaire. Le stockage n'est pas simple. La gestion des données augmente
considérablement le temps de résolution. Il faut rechércher une formulation précise.
L'évolution des données peut signifier de tout refaire. Le problème a une résolution rigide.La combinatoire est trop grande. etc.

Nous constatons que les "points noirs" du problème d'emploi du temps sonl :
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- Des données trop diversifiées (en particulier les contraintes),

- La nature combinatoire du prôblème,

' L'aspect grande dimension et fortemenl contraint du problème,

- L'utilisation de critères flous, mal définis,

- Les changements intempestifs.

ll est nécessaire de disposer d'un système "programmable". ll faut un langage
déclaratif. ll doit permettre une évolution facile des données. Ce langage doit aussi avoir
une bonne gestion de I'indéterminisme. ll doit intégrer une gestion Oe la combinatoire. ll
doit être facile de décrire des problèmes sans critère bien défini et sans une analyse
poussée.

Nous présentons maintenant un langage intéErant ces besoins. ll posséde diverses
propriétés. Les données sont prises en compte d'une manière dynamique'et évolutive. C'est
un langage déclaratif par nature. ll gére la combinatoire par un système intégré de retour
arrière (backtrack). La notion de satisfaction de réseau de coniraintes per-met de tenir
compte de critères flous, de oritères mal déterminés, ...
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CHAPITRE B

La Programmation en Logique avec contraintes :

La réponse aux besoins de I'Emploi du temps?

ce chapitre introduit la Programmation en Logique avec contraintes et le langageCLEF v1.

- Nous présentons le paradigme de la Programmation en Logique avec contraintes.Celui-ci n'est qu'un cas particulier des modèles de programmation par contraintes.

La Programmation en Logique avec Conlraintes se base sur les problèmes desatisfaction de contraintes et sur Ia programmation en Logique.

- Dans un premier temps, les problèmes de satisfaction de conlraintes sonl doncprésentés' Ceci nous amène à comprendre la notion de langage de programmation parcontraintes.

Dans un second temps, nous rappelons la Programmation en Logique. Elle induit déjàdes.langages de programmation par contraintes sur un domaine de càlcul particulier. c,estl'univers d'Herbrand.

Dans un troisième temps, nous définissons un schéma de langage de programmarion
en Logique par Contraintes (ou P.L.C.). Dans ces langages, plusieurs domaines de calculexistent' L'univers d'Herbrand est gardé. souvent, ui tinique domaine D est ajouté. ce
domaine de calcut Ddiltëre suivant les problèmes à résoudre. Ceci explique I'existence de
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ditférents langages de la P.L.C..

Enfin, un langage parliculier est présenté. ll intégre
correspondant aux domaines finis discrets. Nous I'utilisons pour
d'Emploi du Temps.

8.1 Les problèmes de Satisfaction de Contraintes

un domaine de calcul
résoudre les problèmes

Nous allons présenter la notion de satisfaction dans son ensemble. ll s'agit de
construire un réseau où les sommets sont les variables et les arêtes sont des contraintes
reliant les variables entre elles. Les valeurs des variables se restreignent à appartenir à
un ensemble fini.

ll faut alors chercher des solutions qui satisfassent toutes les conlraintes du réseau.
Les différentes manières de satisfaire un réseau sont présentées dans une deuxième
division.

Nous discuterons alors du lien entre satisfaction de contraintes et problème général
d'emploi du temps.

8.1.1 Quelques notions de satisfaction de contraintes

Ces définitions sont structurées et classifiées en cinq divisions. Elles sont reprises
à chaque fois qu'un langage de programmation par contrainres est décrit. Ainsi, nous
fairons le lien entre le problème de satisfaction de contraintes et chaque langage.

a) Problème de satisfaction de contraintes et réseaux de contraintes

Un problème de satisfaction de contraintes se définit par un ensemble de
variables ÿ={v1,...,v;1}, un ensemble de contraintes Cet un espacede recherche S.

Un réseau de contraintes décrit le problème à résoudre. ll est modélisé par un
hypergraphe R(ü, A. ÿ est I'ensemble des sommets de l'hypergraphe qui représente
I'ensemble des variables du réseau, C est I'ensemble des hyperarêtes qui représentent les
contraintes de ce même réseau.

Suivant le choix des contraintes, nous pouvons avoir sur les mêmes variables 1/
plusieurs réseaux.

Réseau1 =
({v1,v2,v3},{c1 ,C2})

v1 q.

q \,ry,,ffiôïî.=,,",,,
vz @ @ve

Figure 14. Différents réseaux

b) Domaine. variables sous domaine et Espace de recherche

Nous appelons domaine Di associé à une variable vi, un ensemble de valeurs où la
variable est autorisée à prendre ses valeurs.

Par la suite, nous appellerons "Domaine d'une variable", l'ensemble des valeurs que
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c)

peut prendre une variable.

L'espace de rechercâe s est un ensemble de points s = <s1, ..., sn). c,est le
produit cartésien des domaines des variables.

Une confrainte relie entre elles un sous-ensemble de variables de ÿ. Elle
caractérise un sous-espace de S.

le domaine de calcul d'une conlrainte C e C est un univers D. Le domaine de
chaque variable esl inclus dans cet univers.

Ainsi C est définie sur n variables par :

C: D1 x...xDp _,

et E1 e D, ..., En c D.

La satisfaction d'une contrainte C sur n
C(s) existe.

E1 x...xEn
C (v1 , ..., vn).

est

d)l

variables en un point s e S est telle que

Si C(s) existe, nous disons que C est satr's faite au point s. Dans le cas conlraire, C
insatisfaife au point s.

Pour mieux cerner les problèmes posés par la satisfaction de contraintes, nous
introduisons quelques définitions qui nous semblent utiles.

La satisfaction d'une contrainte nécessite diverses méthodes (filtrage,
élimination, ...). Nous présentons, par la suite, les différentes méthodes existantes.

Nous définissons un ensembte de reiet de C sur S par la méthode m, Sc' tel que :
m

v s e sc', s ne satisfait pas ra contrainte c par ra méthode m.
m

Nous définissons l'ensemble d'agrément de c sur s par m, sc tel que :
m

V s e SC, s satisfait la contrainte C par la méthode m.
m

SC'et SC = S sont complémentaires.mm
Nous appelons C' la contrainte complémentaire de C dans I'ensemble S.

Le déclenchement d'une contrainte est I'application d'une méthode. Elle teste la
satisfaction de cette contrainte.

N.B. : Remarquons que, dans le cas général, il est plus simpte de trouver les étéments de
l'ensemble 5C' que ceux de l'ensemble §.mm
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e) Solution. Satisfaction de réseaux et méthodes associées

La salisfaction du réseau consiste à trouver tous les points de S satisfaisant
touies les contraintes C. L'ensemble de ces points est noté SC.

m

Tout point s est une solution du réseau R(ÿ, A si s est un point de S et fait partie
de l'ensemble d'agrément de toutes les contraintes du réseau.

Le but du problème de la satisfaction de contraintes est de chercher toutes ces
solutions. Nous pouvons regrouper toutes les méthodes des différentes contraintes en une
seule méthode dite globale. Le but revient donc à appliquer une méthode gtobale pour
satisfaire tout le réseau.

Par exemple, la recherche des solutions se fait pN une énumération
d'instanciation de variables. Nous énumérons les différentes valeurs de leur domaine.
Cette énumération se fait plus ou moins intelligemment par des heuristiques ou par des
stratégies.

8.1.2 Quelques techniques ou méthodes de satisfaction

Ce paragraphe décrit les méthodes employées en lntelligence Artificielle pour
effectuer la satisfaction de contraintes. Les différentes approches ont routes un même
objectif. ll faut réduire l'espace de recherche.

a) Technique de propagation locale

Cette technique est introduite avec Sussman et Steele ISUS go]. lls ont créé un
langage intêgrant cetle technique. lls l'appliquent principalement à ia conception decircuits électriques.

Leur langage est déclaratif et maintient des relations entre les objets. Ces relations
expriment des dépendances et représentent des contrainles. Nous savons alors pourquoi
tel ou tel objet prend telle ou telle valeur.

lntroduisons deux notions : les contraintes consommatrices et productives. Les
contrainles consommatrices attendent que tous leurs arguments aient une valeur. Les
contraintes productrices jouent un rôle actif dès qu'elles ont assez d'informations. Elles
produisent des valeurs pour certains de leurs arguments.

Le principal atout de la propagation vienl d'une utilisation des contraintes en tant
que productrices et non plus en tant que consommatrices.

une contrainte est décrite par une série de règles. par exemple, X = y + Z est
exprimée en interne de la manière suivante :

siX et Y sont connus alors Z <- X - y,
si X et Z sont connus alors y <- X - Z,
si Y et Z sont connus alors X <- y + Z.

ce mécanisme s'appeile ra propagation rocare de vareurs.
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Le principal intérêt de cette technique est que la résolution est dirigée par les
données. Cependant, plusieurs limitations peuvent être trouvées :

1) Une contrainte est implantée comme un ensemble de règles. ll faut
donc s'assurer qu'il existe une fonction inverse.

2) La propagation ne concerne que celle de valeur. C'est très
insuffisant pour déduire toutes les valeurs satisfaisantes la contrainte.

Exemple : soient les quatre variables v, w, x, y et les contraintes suivantes :

V+W=X,W+X=Y.

Nous déduisons Y de V et W. ll en est de même pour V déduit de W et y. Nous
n'arrivons pas à déduire W de V et Y par cette simple propagation.

3) La conlrainte disparaît de la résolution dès qu'elle est prise en
compte. C'est-à-dire après son déclenchement.

Exemple:

Soient les deux variables X et Y. Elles prennent leur valeur dans I'ensemble {1,2,
3). Soit X = Y + 1, la contrainte qui les relie.

Nous déduisons immédiatement que la valeur 1 n'est pas valide pour X. La valeur 3
n'est pas non plus valide pour Y.

Après le déclenchement de Ia contrainte, les domaines sont reduits. Le domaine de la
variable X devient {2, 3i. Celui de la variable y devient {1, 2}.

Le nouvel espace de recherche est réduit à ({2,3} x {1,2}). Si nous énumérons les
points, nous avons la fausse solution <2, Z> pour <X, y>.

Pour résorber ces inconvénients, nous pouvons ajouter des informations
redondantes. Nous pouvons aussi avoir des mécanismes de manipulation algébrique.

Le problème peut être aussi résolu par la méthode "générer et tester". Elle
comporte deux phases. D'abord, nous générons de façon exhaustive toutes les valeurs de
chaque objet. Puis, nous testons les contraintes.

b) Technique de cohérence de réseau

Cette technique essaie d'éliminer les incohérences IMON 741, [MAC 77]. Ces
éliminations réduisent l'espace de recherche. Ceci nécessite l'utilisaiio; de différentes
techniques de vérification de cohérence.

Nous distinguons plusieurs techniques de cohérence : la cohérence de noeud (ou de
variable), d'arête (ou de paire de variables) et de chemin (ou de k variables) appelée
k-cohérence.

Ces incohérences sont des valeurs du domaine attachée aux différentes variables du
réseau. Le principe de la k-cohérence consiste à enlever toutes les valeurs incohérentes
impliquant tous les sous-ensembles de k variables.
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Par exemple, la cohérence d'arête est appelée 2-cohérence. Elle vérifie toute
cohérence sur les variables deux à deux. La propriété suivante doit rester vérifiée :

soit 'lz I'ensemble des variables et c celui des contrainres,

Vvl e ,t/,Y vie ÿ,Y C e C
C relie v1 et vi,
V d1 e D;, 3 d2 e D;, C (dt, de) satisfait.

La figure suivante exprime cette notion :

Cohérence d'arête (2-cohérence)
Les valeurs r d'un sommet et v d,un
autre sommet sonl éliminées.

Figure iS. Diverses cohérences

Ces travaux ont été décrits par Montanari [MON 74]. L'algorithme de filtrage dewaltz [DlN 86] est un cas particulier de la technique de cohérenee d'arête. Elle a une
complexité polynomiale [RlT 88J IFEL 901. Hit [RlT 88] utilise ces idées pour ses
travaux de planification à l'aide de contraintes temporelles.

Le test de cohérence est local au niveau d'une contrainte. La vérification est globale
au niveau du réseau. Malheureusement, I'algorithme de vérification de cohérence globale a
une complexité exponentielle [RlT ggJ.

c) Technique de recherche dans un arbre

D'autres techniques se sont développées. Elles sont basées sur le parcours d,un
arb1e. Ces techniques s'appuienl sur une idée simple. ll s'agit de générer dôs valeurs auxvariables. Puis il faut vérifier (ou tester) les contraintes en cause. Cette opération est
répétée iusqu'à l'obtenlion d'une solution. Cette dernière sarisfait toutes les contraintes.

Si une insatisfaction est détectée, ces mécanismes permettent de revenir sur la
dernière variable instanciée. Nous lui changeons alors de valeur d,instance. Ce "retour
arrière' se nomme "backtrack,.

Une amélioration de ces mécanismes est de créer une méthode hybride : backtrack +test de cohérence (en anglais "forward checking"). Lors de I'instanciation d,une
variable, cette méthode élimine des valeurs. Etles sont incompatibles pour les autres
variables restant à instancier.

ll est inutile d'instancier toutes les variables pour détecter une incohérence. Si le
domaine d'une variable devient vide, le réseau est incohérent. Cette méthode a donc une
parlicipation active dans la résolution.

_. - Une autre approche est celle d'ALlCE. ALICE est un langage développée par Laurière
ILAU 78J. ll réalise un mélange enlre satisfaction de contraintes et heurisiiques. Ces

b)

{r,v}

/\
tr,vi -l-{r,v}

La cohérence d'arâe est
vérifiée, pas la 3-cohérence.

{ r.v. b}r'\ir,v,b] * {r,v,b}

Exemple de 3-cohérence
vérif iée.
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dernières choisissent les instanciations aux variables.

Ce langage se rapproche plus d'un système intégré. ll permet de spécifier les
problèmes sous forme graphique et algébrique. ll dispose des mécanismes d,optimisation
de Recherche Opérationnelle, d'une vingtaine d'heuristiques et de deux méta-heurisriques.
ll utilise une énumération locale et globale. L'énumération se fait sur les variables d'une
conlrainte en soi. L'énumération globale porte sur toutes les variables du problème.

Sa résolution d'un problème se fait en trois phases :

1) Recherche d'une solution réalisable,

2) A partir de la solution de la phase 1, recherche d'une solution proche de
l'optimum souhaité suivant un critère,

3) Recherche d'une solution optimale.

Cependant, ce langage est uniquement descriptif. ll n'a pas d'instruction. Ce n,est pas
un vrai langage de programmation. C'est plutôt un système pour résoudre au mieux les
problèmes combinatoires. Les heuristiques ne peuvent pas évoluer. Ainsi un expert ne
peut pas exprimer la connaissance acquise sur un type de problèmes.

B.1.3 Lien avec le problème d'Emploi du temps

Le réseau de contraintes est constitué de variables, de domaines de valeurs pour ces
variables et des conlraintes.

Nous associons des variables aux cours. Chaque domaine constitue un ensemble de
possibilités d'ordonnancement. Les contraintes représentent alors les diverses propriétés
liées aux cours.

Nous identifions la satisfaction du réseau de contraintes R(z o au but de la
résolution du problème d'emploi du temps défini dans le paragraphe A.2.2.

Rappelons que ce but fait intervenir un hypergraphe H = [É, fj sur les cours f à
ordonner, un ensemble de places r et une fonction g à chercher de f dans r sous des
propriétés P.

Soit n variables de cours dans le réseau. Nous prenons un espace de recherche S =rl't. L'ensemble de variables ,t/ représente les cours f. Les piopriétés p de g sont
assimilées aux conlraintes C, La fonction g est alors la méthode globale de satisfaction.

Feldman & Golumbic [FEL 89, 90] ont essayé les diverses techniques de backtrack
et de "forward checking" sur des séries d'exemples d'emploi du temps.

lls ont des slructures de cours (professeur, matière, périodes). Leur problème
consiste à ordonner ces structures pour chaque étudiant.

Les variables sont les cours des étudiants. Chaque domaine esl I'ensemble des
structures possibles.

Leur problème d'emploi du temps a une propriété similaire à celle (p0) de norre
exemple illustratif en A.2.3. Elle représente les astreintes entre cours de composante
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commune. ll y a aussi des indisponibilités (propriété (P1)). Nous trouvons encore des
contraintes de limitation (propriété (P6))" Chaque élève doit faire et ne pas dépasser un
quota d'heures.

Leur lravail porte sur 3000 problèmes de 30 cours. Il met en évidence que I'ordre
d'instanciation des variables joue un rôle très important dans le temps d'exécution. Ainsi
le backtrack simple est avantageux pour peu de cours (environ isy. au-oelà, il faut
utiliser la technique de "forward checking',.

Plusieurs systèmes ont intfuré cette notion de contraintes :

- Constraints ISUS 80] permet d'énoneer le problème sous forme de réseaux de
contraintes. Leur méthode de satisfaction est la propagalion locale,

- ALICE [tÂU 78] déjà présenté,

- Molgen [STE 811 est un systèrne basé sur la planification. Sa principale méthode
rajoute des contraintes, même redondantes. ceci élimine au plus tôt les mauvais choix.
cette méthode décide à quel moment une contrainte doit être décienchée.

Ces systèmes expriment une variété de problèmes de même genre. lls ne se
restreignent pas à résoudre un seul problème. C'est la raison pour taquàlle il est utile de
posséder un langage de prqrammation par contraintes utilisant ces techniques. Ce langage
est alors consacré au type de problèmes que I'on désire résoudre.

Pour les problèmes d'emploi du temps, ces langages doivent posséder les propriétés
suivanles :

- Evolutivité des données,

- Prise en compte dynamique des données,

- Déclarativité,

- Bonne gestion de I'indéterminisme,

- Différentes stratégies ou heuristiques pour mieux contrôler la résolution du
problème donc la recherche des solutions.

8.2 une programmation par contraintes : la programmation en logique

Cette partie montre que la programmation en logique (P.L.) à travers prolog, est
une programmation par contraintes. Les notions de satisfaction de contrainles sont
reprises. lls sont comparées aux nolions de la programmation en logique ICOL g3].

8.2.1 Lien avec le problème de salisfaction de contraintes

a) Problème de satisfaction de contraintes et réseaux de contraintes

Un problème de satisfaction de contraintes en P.L. est constitué d,un
programme et d'une requête. ll est composé de termes de Ia logique des prédicats du 

{premier ordre et de variables. Les termes el variables prennent leur valeur dans
I'Univers d'Herbrand. Je note celui-ci UH.

45



Définissons la notion de règle. La forme d'une règle est la suivante :

Règle : Préd.1 :- préd.2,..., préd.r.

Si la partie droite préd.2, ..., préd.6 est inexislante, la règle est un fait. Si la
partie gauche (Préd.1) n'existe pas, la règle est appelée but ou requête. Elle correspond
à la question. Par l'intermédiaire de la résolution de la P.L., elle s'associe à la pose de
réseaux de contraintes à satisfaire.

Nous pouvons associer à chaque règle un réseau
préd.; représente une contrainte. Si le prédicat préd..1

équivaut au déclenchement d'une contrainte. Dans ce
contraintes, préd.2, ..., préd.6.

de contraintes. Chaque prédicat
apparait dans la résolution, cela
cas, nous posons le réseau de

c)

Un programme en P.L. est un ensemble de règles. C'est un ensemble de résea ux de
contrai ntes.

La syntaxe utilisée est celle d'Edimburg. Nous prenons une exception. Les variables
sont préfixées par un astérisque. 'vl symbolise la variable V1.

Si un changement de syntaxe se produit, il sera énoncer en indiquant la raison.

b) Domaine. variables sous domaine et Espace de recherche

Le domaine des variables est l,univers d,Herbrand UH.

La résolution d'un problème en P.L. est la recherche de solutions vis à vis d'une
question. S'il existe n variables, cette recherche se fait dans I'esp ace de recherche S
égal à UHn.

Nous savons qu'une contrainle relie un ensemble de variables. Elle est associée à un
domaine de calcul. Le domaine de calculen P.L. est I'univers d'Herbrand. Un prédicat
définit une contrainte.

La contrainte élémentaire correspond à une contrainte d,unification.

La satisfaction d'une contrainte est I'inlerprétation de cette contrainte dans
I'ensemble {vrai, faux} avec réduction des domaines des variables reliées.

C est satisfaite si la valeur d'interprétation de cette contrainte est la valeur
"vrai", insatisfaite si la valeur d'interprétation est "faux".

La méthode de satisfaction est I'unification de termes. Je la noterai =r.
L',unification est une résolution d'équations structurées [vAN 84]. L,unification résoud la
contrainte (t1 =u 12) entre les termes t1 et t2. Nous appellons cette contrainle,
contrainte d'unif ication.

L'ensemble de rejef d'une contrainte C sur UHn est I'ensemble des valeurs de

d)
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UHn dont la valeur d'interprétation de C est "faux,,.

L'ensemble d'agrémentde C sur UHn esl donc I'ensemble des valeurs de UHn dont
la valeur d'interprélation de C est "vrai".

e) Solution. Satisfaction de réseaux et méthodes associées

La résolution d'un réseau de contraintes se base sur la résolution de Robinson. Le
réseau se construit dynamiquement.

Rappelons le principe de la résolution

Soit P un programme, un ensemble

en P.L. :

résolution en P.L. est une machine abstraite.
je note '->" :

de règles Rr, et R6 la requête initiale. La
Elle est définie par une seule instruction que

état initial : Gi = <W1, :- t0, ..., tn.>
condition : r Rj e p avec Rj = (L :- 11, ..., Lm.) et 1=, t0 satisfait dans le contexte

w1.
état final : Gi*t - <W2, :- L1, ..., Lm, t1, ..., tll.)

W1 est I'ensemble des variables à l'état initial. W2 est celui à l'état final avec le
renommage et les substitutions induites par la contrainte d,unification.

Nous associons un espace de recherche à W1. Cet espace est réduit par la contrainte
d'unificalion.

Soit W0 les variables de la requête Rs. pour répondre
part de l'état initial <W0, Rg>. Cette machine passe par
atteindre en répétant I'opération de base "->" et en utilisant

Nous appelons dérivation une séquence G1. Le
consécutives se fait par l'opération de base : Gi -, Gi*r.

à la requête R6, la machine

tous les états qu'elle peut
le programme P.

passage de deux requêtes

La résolution de Ia P.L. consiste à rechercher toutes les dérivations possibles àpartir d'une requête.

Les réseaux sont

la satisfaction des
travers ses dérivations.
possible.

induils par la résolution du programme p et de la requête Rs. Ainsi
réseaux se fait par la résolution de la p.L. et I'unification à
La satisfaction de chaque réseau correspond à chaque dérivation

Deux cas d'arrêt sont délectés pour une dérivation :

- quand Gi -> <Wt, a>,la dérivation courante est en succès,

- quand V Rj e P, Rj : (L :- L1, ..., Lm.), Gi = .Wi, :_ t0, ..., ln.>
L =u t0 insatisfait avec wi, la dérivation courante est en échec.

Les solutions d'une dérivation en succès est le produit cartésien des domaines des
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variables de sa dernière requête.

si une dérivation est en échec, la dérivation n'a pas de solution.

Les so/utions du problème (P, Ro) sont I'union des solutions de toutes les
dérivations en succès trouvées.

Si toutes les dérivations trouvées sont en échec, le problème initial est en échec,
sinon c'est un succès.

8.2.2 Quelques caractéristiques de prolog

a) Contrôle de Ia résolution

Reprenons les caractéristiques que doit avoir le langage de programmation par
contraintes.

Premièrement, les règles
spécifiques permettant l'ajout,
d'une façon déclarative.

du programme peuvent évoluer. ll existe des prédicats
et la suppression de règles. Les règles sont exprimées

Le mécanisme de résolution du problème par la P.L. est par nalure dynamique. ll
permet de construire des réseaux de contraintes d'une façon évolutive.

Le backtrack permet de gérer I'indéterminisme.

cependant deux inconvénients figent la stratégie de résolution.

Le premier est le mécanisme de profondeur d'abord. Le deuxième inconvénient
provient de la chronologie du backlrack.

Des extensions à ce langage ont été introduites afin de
Elles permettent de lrouver les solutions d,une manière plus
de pallier à ces inconvénienls.

mieux contrôler la résolution.
intelligente et essaient donc

En général, ce contrôle se fait par une notion de coroutinage. Celle-ci permet au
programmeur d'introduire des prédicats dans la résolution. tt te tait à des moments
choisis, en fonction de certains critères. Les principales approches développées sont :

. Les prédicats "geler" et ,dif" de prolog-ll ICOL g3l.

Ainsi "geler' permet de retarder l'évaluation d'un prédicat donné par rapport à une
variable. ces deux objets, variable et prédicat sont des paramètres de ',ieler',.'

Exemple : geler (*a, toto (.a)) permet de retarder I'évaluation de tolo ("a), tant que *a
n'est pas connu.

"dif" permet d'exprimer que deux termes inconnus ou non,
ces termes sont structurés, la différence se fait aussi sur chaque
de manière disjonctive.

attachée à une
efficaces pour

resteront différents. Si
élément de la structure

définition de prédicat.
ce prédicat. Si I'appel

. La déclaration "wait" dans MU-prolog est
Elle permet de spécifier des schémas d'activation
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courant correspond à ce schéma, il est activé sinon il est retardé tNAl B3l.

' Dans METALOG [DlN 84], l'adjonction de métaclauses permet d'optimiser le
comportement du programme. ll a les contrôles par "gel" ou "activation',. METALOG
permet aussi de modifier partiellement la stratégie de "profondeur d'abord,, de prolog.

Ainsi, les échecs de chaque dérivation peuvent être détectés au plus tôt. La
résolution est guidée par le programme décrit. ll ne suit pas une unique stratégie.

b) Lien avec le problème d'emploi du temps

Le Kang [LEK 90] présente un exemple de résolution d'emploi du temps à l,aide d'un
Iangage de la P.L.. A ce langage, Le Kang intégre des méqanismes de "glissehent', (cf. A.3.4
a). Il les utilise quand le backtrack devient trop coûteux. ll étend les fôrmes des règles en
ajoutant des quantificateurs (v, l) et des conditions (si ... alors).

Son problème d'emploi du lemps est exprimé par un modèle à cinq variables :

- la variable cours. son domaine est I'ensemble des cours à ordonner,

- la variable temps. Le domaine est l,ensemble des périodes,

- Ia variable salle. Le domaine est I'ensemble des salles existanles,

- la variable professeur. Le domaine est I'ensemble des professeurs el

- la variable programme d'enseignement. Le domaine est I'ensemble des cours
requis et recommandés pour les différents programmes proposés aux étudiants.

Les contraintes (ou clauses) expriment des propriétés similaires à (po), (p1),
(P2)' (P6) de l'exemple illustratif A.2.3. lls s'écrivent dans les règles étendues de son
langage.

Le Kang résoud ce problème d'une façon efficace (= 14ZZ secondes, soit 23 minutes
et 47 secondes) sur un grand volume (= 2000 cours). Tous les cours de l'établissement
traité ne sont pas placés.

Son langage est un dérivé de Ia p.L..

son applicarion a l'avantage d'utiliser un langage déclararif.

L'inconvénient provient d'une utilisation simple de ces prédicats. ll n'utilise pas les
exlensions de la P.L.. Sa méthode de satisfaction ressemble alors à une recherche dans un
arbre par un "générer et tester". De plus, il utilise un glissement des cours quand il ne
peut plus placer les cours. Cette méthode de glissement n'est pas exacte et peut faire
manquer la solution.
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a)

8.3 La Programmation en Logique avec Contraintes (p.L.C.)

Le fondement de ce langage est le même que celui de la P.L.. ll s'ouvre à des domaines
de calcul aulres que l'univers d'Herbrand. Nous reprenons les diverses notions des
problèmes de satisfaction de conlraintes. Puis nous introduisons des travaux faits pour
étendre la résolution à une recherche de solutions approchées au problème posé.

8.3.1 Lien avec !e problème de satisfaction de contraintes

Les termes et les variables de la p.L.c. sont les mêmes que ceux de la p.L..

Des symboles relationnels Q sont introduits sur un univers D. Nous nous donnons
alors une réalisation [HOU 81]. Ces symboles relationnels e sont des contraintes sut D.

Un probtème de satisfaction de contraintes en P.L.C. se compose d,un
programme constitué de règles el d'une requête. Les règles utilisent des termes et des
symboles relationnels Q.

La résolution de la P.L.C. construit des réseaux de contraintes à satisfaire.

b) Domaine. variables sous domaine et Espace de recherche

Le domaine de chaque variable est I'univers d'Herbrand. Soit une variable
instanciée à un terme. Supposons que ce terme a une interprétation dans D. Nous associons
cette interprétation à une valeur possible pour la variable concernée.

Une variable sous domaine esl une variable attachée à un domaine dont toutes les
valeurs ont une interprétation dans D.

Ainsi I'espace de recherche est le produit cartésien des domaines des variables
mises en jeu dans la résolution.

Le domaine de calcu{ correspond à I'ensemble D ajouté. Ainsi, nous avons comme
domaine de calcul, I'univers d'Herbrand UH et D. Nous distinguons deux sortes de
contraintes.

Les premières sont les contraintes d'unification -g sur l'univers d'Herbrand. Les
deuxièmes sont celles sut D. Elles sont représentées par un symbole relationnel.

Les prédicats et clauses sont des conlraintes à base de contraintes d'unification.
Ainsi le programme P.L.C. utilise des règles de la forme :

Préd.1 i préd.2,..., préd.6, Q1, ..., ev. ou

Préd.1 à préd.6 sont des termes sur UH, Q1 à Qy des symboles relationnels sur D.

La satisfaction d'une contrainte est I'interprétation de cette contrainte dans
l'ensemble {vrai, faux}.

c)
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C est satisfaite au
point est la valeur "vrai".
est "fauxn.

point s si la valeur d'interprétation de
Elle est insatisfaife au point s si la

cette contrainte en ce
valeur d'interprétation

d)

Les différents types de connaissance sw D peuvent être : des propriétés algébriques
de D, des techniques de simplification d'expressions, des techniques de résolution de
systèmes d'équations et d'inéquations dans o (Simplex par exemple), des techniques de
vérification de cohérence par "fonvard checking,', ...

La méthode de satistaction se définit dans I'univers d'Herbrand par
l'unification. Cette méthode se définit dans 0, par la connaissance que nous possèdons de ce
domaine.

L'ensemble de rejet d'une contrainte C sur S est l'ensemble des valeurs de S dont
la valeur d'interprétation de C est "fauxn sur ces valeurs.

L'ensemble d'agrément de C sur S est donc l'ensemble des valeurs de S dont la
valeur d'interprétation de C est "vrai" sur ces valeurs.

e) solution. satisfaction de réseaux er méthodes associées

i) Terminologie de mÉthodes en p.L-C.

Nous altons introduire quelques lermes de
passées en revue dans 8.1.2.

la P.L.C.. lls s'associent aux méthodes

En règle générale, I'unification est étendue au domaine D. La méthode globale de
satisfaction correspond à la définition de réduction vue dans tLEp 9o].

Le Pape et Ranson [LEp 90] déterminent deux sortes de réduction :

- la réduction passive. Une procédure de test est attribuée à chaque contrainte. Cetteprocédure est appelée quand toutes les variables de la contrainte sont instanciées. C,est
une méthode "générer et testef,

- la réduction active. Elle se définit par la propagation locale de valeurs et lasaturation.

La propagation locale de vateurs donne un schéma local de déclenchement à la
contrainte. Si ce schéma est satisfait, une procédure locale déduit des valeurs pour les
variables concernées (voir 8.1.2). sinon la contrainte est ,'gelée,,.

Elle permet de détecter les incohérences d'un réseau de contraintes. Elle s,apparenteau "forward checking'. Si elle ne détecte que partiellement ces incohérences, la
connaissance intégrée ww D est alors incomplàte. bn dit que la saturation est partiette.
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ii) Mélhode de satisfaction de réseaux et solutions

Des réseaux sont induits par la résolution du programme P et de la requête initiale
Rs. La satisfaction des réseaux se fait par la résolution de la P.L.C. et par la méthode
de réduction choisie, donc à lravers ses dérivations. La satisfaction de chaque réseau passe
par chaque dérivation possible. Le principe de résolution des langages de tà p.t.C. est :

Soit P un programme, un ensemble de règles Rr et Rg la requête. La résolution en
P.L.C. [BEN g0] transforme l'instruction ',->" en :

état initial :G; = <W1, :- 10,..., tn., C> où

W1 est I'ensemble des variables,
t0, ..., tn des termes de la p.L.,
Cdes contraintes sur {W1, D}.

condition : 3 Rj e P, Rj = (L :- L1, ..., Lm, e1 , ..., ey.) où
L, L1, ..., Lm sont des prédicats de la p.L.,
Q1, ..., Qy des contraintes sur D,
et où Cu {Qt, .", Qv, L =u tOi est satisfait par Ia méthode de réduclion
choisie.

état final : Gi*t :<W2, :- L'l, ..., Lm, t1, ..., tfi., réduction(C u {et, ..., ev, L =u tO})>

La méthode de réduction permet de déterminer si I'ensemble de contraintes est
satisfait dans s et fournit un nouvel ensemble réduit de contraintes.

Soit W0, les variables de la requête R9. Pour répondre à la requête Rs, la machine
part de l'état initial <W0, Rg, s>. Cette machine passe par lous les états qu'elle peut
atteindre en répétant I'opération de base ',->,'.

La notion de dérivation reste la mâme qu'en P.L.. Deux cas d'arrêt sont détectés :

- quand Gi -> <Wt, s, C>,la dérivation courante est alors en succès,

- quand V Rj e p, Rj = (L:- L1, ..., Lrr], e1, ..., ey.),
êt Gi = <Wi, :- tO, '.., tn., C>

et Cu iQl , ..., ev, L =u t0) insatisfait par la méthode de
réduction choisie,

la dérivation courante est en échec.

soit une dérivation en succès, se terminant par <wr,, o, c>. s est le produit
cartésien des domaines des variables de Wt. Nous appelons so/ution les points de S
satisfaisant C.

Les solutions du problème (P, Ro) sont toutes celles des dérivations en succès.
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iii) Ouelques langages

Les principaux langages de la p.L.C. sont les suivants :

- Prolog lll qui utilise des équations linéaires sur un domaine rationnel
et des équations booléennes ICOL 86, B7l,

arirhmétiqu.. ,,.;;::':J,t;ïilï:, 
ti'"d:srammins) qui intégre des équarions

CHIP (Constraint Handling ln Prolog) qui a une résolution sur un
domaine de calcul entier fini, sur le domaine de I'algèbre de Bool et sur I'arithmétique
rationnelle linéaire [DlN 87a, 87b, gga, ggb, ggc, ggd], IVAN g9],

CLEF vl (Contraintes, Logique, Equations, Fonctions) qui possède une
résolution de problème §ur un domaine de calcul discret et fini de constanies tLEp 9Ol.

8.3.2 Extension à la recherche de sorutions approchées

Pour les problèmes d'emploi du temps et toute une classe de problèmes, il est
utopique de vouloir obtenir des solutions exactes. C'est-à-dire des solütions satisfaisant
loutes les contraintes. Dans la majorité des cas, la recherche de solutions est trop
coÛteuse ou les solutions sont inexistantes. La P.L.C. n'offre que des résolutions donnant
des solutions exactes au problème posé. La résolution prouve qu'il n'existe pas de solution
ou les donne toutes.

Des extensions à la P.L.C. sont apparues. lls permettent de trouver de "bonnes,,
solutions au problème voulu. Leur méthode se fait par approche successives. Une solution
est "bonne" quand elle satisfait un utilisateur.

La recherche d9 telles solutions passe par plusieurs rechniques. La première est la
modification de requêtes. La seconde compare des solutions d'un ensemble de requêtes
possibles. Elle trouve donc la "meilleure,, solution.

' La modification de requêtes consiste à changer un ensemble de réseaux. Nous
ajoutons ou supprimons des contraintes.

La comparaison des solutions porte sur celles obtenues dans des réseaux. Ces
derniers sont créés par combinaisons possibles de poses de contraintes.

Nous qualifions ces deux techniques, de techniques de tâtonnement. En effet, il s'agitde chercher à tâton une solution satisfaisanl un utilisateur. Dans la modification de
requêtes, c'est l'utilisateur qui cherche. Dans le cas de comparaison de solutions, ce
tâtonnement est automatique.

a) Modification de requête : tâtonnement par lutilisateur

Cette technique s'apparente à une modification du problème à résoudre. ll se fait en
cours de résolution.

Cela permet de modifier un ensemble de réseaux par la modification d,une des
arêtes.
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- Pos.t ,nà requête Rg avêc te programme P fournit un ensemble de solutions
(éventuellement vide). cet ensemble peut ne pas satisfaire I'utilisateur. Ainsi, des
travaux sont apparus pour pouvoir adapter tes solutions trouvées. Le principe consiste à
ligqtgr ou supprimer des informations. Etape par étape, nous approchons àe la solution
désirée.

Ses travaux proposent de modifier en cours d'exécution les requêtes. La résolution
n'esl pas recommencée à partir de zéro.

La recherche de la "bonne' solution se fait pas à pas. Ce mécanisme est nommé
"incrémental" par van Hentenryck [vAN 90] et pai naanei et al. [MAH g9].

L'intérêt pour notre problème d,emploi du temps est d'ajouter ou de supprimer des
contraintes sur 0.

i) im

Une première proposition utilise d'une façon naive et exclusive le ,,backtrack". 
Van

Hentenryck [vAN 9o], Maher et al. [MAH asi etudient ce type de proposition. lls ont
conclu que cette méthode n'était pas assez efficace.

Van Hentenryck utilise exclusivement le backtrack pour changer de points dansI'espace de recherche. Donc cfraque alternative est associée â un ,or.-.Ëprc. de recherche.
C'est le cas quand nous énumérons les valeurs d'une variable par backtiack.

Van Hentenryck propose alors une notion de "réexécution,, pour ajouter ousupprimer une contrainte.. Le principe consiste à mémoriser tous les chemins de larésolution menant à une solution. Nous mémorisons donc le choix des règles sélectionnéespour obtenir les solutions. ces chemins sont nommés oracle.

La recherche d'une solution se fait pas à pas. Le problème p u Rs est noté p0. il
constitue le premier pas. Puis nous additionnons (ou soustrayons) des contraintes. Nouspassons alors au problème p1. Le probtème p; correspond à É r, ii. ni esiàôa à Rs plus
une union de contraintes {C}. lt s'associe à I'oracle Oi des chemins menant aux solutions.

L'ajout d'une contrainte C au problème Pi consiste à dérouler l,oracle O;
correspondant. Nous déroulons donc les chemins. Puis nous continuons la résolution
normalement avec la contrainie c ajoutée. ceci correspond au problèms pi*1. cela revient
à appliquer la contrainte c à I'espace de recherche réduit par p;.

La suppression d'une contrainte c consiste à revenir au problème pk. Nous
reprenons donc I'espace de recherche réduit par Pp. P1 ne contient pas C et p1*1 contient
c. L'oracle 01 est redéroulé. La résolution continue sans la contrainte c.

La réexécution est avantageuse par rapport à la méthode basée sur le backlrack. Sonatout est de repartir d'un espace de recherche déjà connu. Le backtrack, par contre,recherche toutes les solutions. La résolution reviônt au lieu où la contrainte a étéintroduite. Ceci équivaut à repartir de zéro.

Cependant, la complexité de ce relâchement dépend du lieu de la pose de la contraintec. si c apparaît à la première règle, il faut refaire iorte la résotution.
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El Partie insarisfaire Çl Partie sarisfaite

P2=p1,

Figure 16. Exemple de réexécution

La figure 16 illustre cette réexécution. La partie gauche monlre comment évolueI'espace de recherche au fur et à mesure des ajouts le conrraintes. La partie droite
exprime que le problème P4 est constitué du problème P3 moins la contràinte Cb. Larésolution repart du problème Pl. C'est-à-dire de l'espace de recherche réduit par Ca.

Van Hentenryck ænstate que les solutions du problème P1 sont inclues dans celles de
P1 r C. ll introduit alors une heuristique. Celle-ci consiste à continuer la résolution
comme si la contrainte était relâchée. Mais nous gardons l'alternative pour revenir auproblème Pg. celui-ci est la dernière règle ne contenànt pas c.

Ceci améliore la résolution mais ne garantit rien dans la complexité. Si le problème
P1 n'a pas de'bonne'sotulion, il faut reveÀir à p1.

ii) Modification de requête par ajout intelligent

Maher et al. IMIH 891 proposent une autre direction. Elle est basée sur tebacktrack et une exécution intelligente de la nouvelle requête. lls propor"nia l,utilisateurla seule fonctionnalité d'ajout de prédicats dans une requête en cours d,exêcution.L'utilisateur peut ainsi approcher sa "bonne" solution par tâtonnement.

Soit Rs équivalent à ni P, Q.". Nous désirons ajouter le prédicat I entre p et e. La
nouvelle requête équivaut à ":- p, l, e.',.

Le principe permet de changer sa requête en cours de résolution. pour cela, nousdistinguons les dérivations en succès et celles qui restent à explorer :

- pour celles en succès, I'incrément I est ajouté à la fin de leur résolution. Nousavons l'équivalent de la requête *i p, e, l.',,

- pour celles à chercher, le backtrack a lieu jusqu'au point où I'incrément est àajouter. Puis la résolution se poursuit avec I'incrémànt. C'est comme si nous avons larequête ":- P, l, Q.n.

55



Exécution initial Exécution après modification de requête

tr Dérivations en succès

Q2' Q2" Q3', Q3"

Figure 17. Ajout d'un incrément I

La figure 17 représente cette modification avant et après I'ajout de l. Les parties
hachurées représentent les parties parcourues par la résolution.

Ql, 02, Q3 sont les parties élaguées et dérivées de Q après application de p.
similairement, l1', 11",lz et lB découlent de l. e2', ..., e3,,découlent oe cie et e3.

Cette méthode n'est pas plus efficace que celle de "réexécution". Si le problème est
sans solulion, l'utilisateur peut "s'épuiser" pour approcher sa "bonne" solution. La
fonction de suppression est traitée d'une façon naiVe par backtrack.

b) Meilleures solutions : tâtonnement automatique

cette technique s'apparente à rechercher parmi un ensemble de
donne la(es) solution(s) convenant le plus à un utilisaleur. pour faire
un ordre est donné sur les sous-réseaux.

réseaux celui qui
cette comparaison

Le but revient à "surdimensionner" le problème initial. Nous ajoutons des
conlraintes dites "secondaires". La similitude avec les algorithmes d'optimisation de
Recherche Opérationnelte est très forte. Le principe consiste à ajouter àes coûts aux
contraintes et une fonction "objectif" à optimiser.

Pour faire ce rapprochement, Maher et al IMAH 89], [BOR 89] proposent diverses
notions :

- une correspondance entre les requêtes et un système de notation. La fonction de
correspondance est appelée mesure.

- une possibilité de comparer ces requêtes à travers leur note et

- une hiérarchie de contraintes. Nous comparons les solutions à travers les
contraintes mises en jeu dans les requêtes.
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i) Mesures et comparateurs

une mesure m(G;) fait correspondre une note v à une requête G;.

Une mesure élagante est une mesure tel que :

si Gi -, G;*1 alors m(Gi+r) < m(Gi).

Supposons que nous désirons obtenir une meilleure solulion à une requête e. Nous
avons une mesure m. Admettons que nous possèdons déjà une solution. Elle a été obtenue
par une requête de note M. La recherche de meilleures solutions passe par toute requête G;
où m(G;) < M.

Par la suite, la note des solutions d'une requête correspond à la note de la requête.

une mesure est monotone si v G;, Gi -, ... -, Gi*n alors m(G;*n) S m(G;). ll est
clair qu'une mesure élagante est monotone.

Une mesure est basée sur les contraintes si nous ne considèrons que les lermes
d'interprétation sur le domaine D aloulé, Une mesure monotone basée sur les contraintes
est élagante.

Maher et al. [MAH 89J, [BOR 89] appliquent ces notions sur un langage comme
OLP(R). La méthode de satisfaction se base sur une variante de I'algorithme du simplex.
lls précisent que la mesure fournit la note optimale d'une fonction. Cette dernière est
similaire à une fonction "objectif". Elle est sujette à un ensemble particulier de
contraintes.

Exemple : Reprenons I'exemple de Maher [MAH g9].

Soit le programme CLp(& suivant :

q('X, 'Y) :- 'X + 2(-Y) = B, a(*X), b(-y).
q('X, *Y) :- *X <= 'y, c(*X, .y).
a(.X) :- *X >= 3, *X <= 7.
a(-X) :- *X >= 0, 'X <= 3.
b(.Y) :- *Y >= -1.
c('X, .Y) :- 3('X) - tY = 7, 'y >= O.

avec la requête q('X, 'y) el la mesure élagante mCtp = rï.IâX (.X _ .y).

La figure 18 présente cette résolution. ll n'est pas nécessaire de développer les
branches les plus à droites. Car suivant ITtcLp, elles ne sont pas meilleures que celles déjà
développées.
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'X + 2('Y) =

'X + 2(-Y)=3, b(.Y) : (9)

I
I

'X + 2('Y) = 3, *X > 3,'X S 7,

Traversée de I'arbre de

'X < "Y, c(.X, -Y) : (0)

-Y>-1:(8)

recherche pour la requête q(*X, *y)

b(.Y) : (3)

Figure 18. Mesure élagante

Nous nous rapprochons donc des résolutions par optimisation.

ii) Hiérarchie de contraintes

cette notion de hiérarchie étend celle de contraintes. Ainsi
contraintes expriment des préférences entre solutions.

les préférences entre

Hiérarchisons les contraintes facultatives. Nous créons un ensemble de réseaux àsatisfaire par la combinaison des contraintes. Chaque combinaison se différencie par laprésence d'une contrainle falcultative. L'ensemble des réseaux créés est ordonné en
respect de Ia hiérarchie et d'une mesure introduite.

Une hiérarchie de contraintes est un multi-ensemble de contraintes étiquetées
d'un poids. Ces poids forment un ordre total. lls correspondent à un entier entre 0 et N.

Soit C un ensemble de contraintes, soit Ci . C, alors C; est I'ensemble des
contraintes de poids i.

Soit C un ensemble de contraintes mises en jeu, soit C1 e C, Cie C et i < j, alors C1
caractérise un ensemble de contraintes plus préférables à celles d. 9.

cg représente les contraintes qui doivent être respectées. par la suite, le mot
absolu est associé aux contraintes de Cg. Le mot secondaire est réservé à celles de (C1
u ... u C;r1).

Une pré-solution ou solution réalisable 0 d'une hiérarchie de contraintes Hl
est une valuation des variables présentes dans Hl. Nous devons avoir : V c e C0, CO e Hl, c
est satisfait en 0. Si S est I'espace de recherche, nous nolons Sco pour I'ensemble des
solutions réalisables.

iii) Mesure associée aux hiérarchies

Une pré'mesure g est une fonction de correspondance. Les paramètres sont une
solution réalisable et un ensemble de contraintes. La valeur rendue est un élément d'un
multi-ensemble MV de notes :

0e Sco,g(0,C) =ffive MV.
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soit o et p, deux solutions réalisables, soit gl, ..., gN les pré-mesures de
multi-ensembles MV1, ..., MVN alors a est meilteur que p si :

.91(o, C1),...,9N(a, CN), >.91(Ê, C1),...,gru(Ê, Cru),

où pour >, nous prenons I'ordre lexico-graphique de MV1 x ... x MVru.

Le but est de chercher les solutions réalisables maximales sous cel ordre.

Soit MV le multi-ensemble de notes. G'est un ensemble ordonné par inclusion sur
tous les ensembles de contraintes secondaires. Soit gi(0 , Ci) = {c e Ci, c est satisfait en
0). Nous obtenons la notion de comparateur "tocatly'predicate better,. définie dans
lBoR 8sl.

soit MV l'ensemble R des réers. Avec un choix approprié de
arrivons aux comparateurs "globally-better" définis dans [BoR
une pré-mesure est le nombre de contraintes secondaires satisfaites.
le nombre de contraintes secondaires insatisfaites.

pré-mesures, nous
881. Par exemple,

Nous pouvons avoir

Cette déftnition-de comparateur peut être étendue pour comparer deux solutions de
deux hiérarchies différentes, Hl et Hl' :

§oit a solution réatisable de Hl et p solution réalisable de Hl', alors u est meilleurequepsi:
C;e Hl, C';e Hl', <g1{a, C1}, ..., gN(û, Cru), > <gI(F, C,1}, ..., gN(p, C,N)r.

En réalité, ces mesures basées sur les contrainles sont à rapprocher de la notion de
critères IROY 88] ou de celle de fonction ,'objectif',.

iv) Une implantarion : HCLp(R)

Borning e! al. {BoR 891 intègrent leur notion de hiérarchie de contraintes dans leIangage CLP(R). Ceci forme le système HCLP(R). tts intégrent ta mesure "localty
predicate better" entre solutions de même hiérarchie.

§.8 : Syntaxiquement, un prWicat HCLP(R)définit des symboles. tts correspondent aux
différents niveaux de ta hiérarchie. Chaque contrainte slecondaire est précédée par lesymble définissant san niveaux. Chaque contrainte absolue garde sa sÿntaxe originelte.
Aucun symbole ne précède sa syntaxe.

L'algorithme intégré dans HCLp(R) passe par deux phases.

une première phase cherche res sorutions réarisabres.
contraintes secondaires sont stockées et triées.

En même temps, les

Une deuxième phase s'applique sur les solutions réalisables trouvées. Les
contraintes secondaires stockées sont posées par ordre décroissant.

- Le comparateur introduit ne s'applique qu'à une même dérivation. Si desalternatives existent entre contraintes, la iésolution de la p.L.c. backtracke. Les
nouvelles solutions lrouvêes ne sont pas comparées aux anciennes. Donc les solutions
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d'une dérivation ne sont pas comparées aux autres dérivations.

ll faut introduire soi-même un comparateur global au niveau du programme. ll
compare les meilleures solutions de chaque dérivation.

c) Critiqpes

La première voie d'étude est de construire pas à pas une requête. Celle-ci
correspond à la "bonne" solution. Elle implique une grande disponibilité du concepteur de
I'emploi du temps. ll faut qu'il sache comment il obtienl sa "bonne" solulion. Or ce n,est
pas toujours le cas. L'intérêt de I'informatisation du problème d'emploi du temps est
d'aider le concepteur dans sa recherche de la bonne solution.

De plus, procéder par tâtonnement n'esl pas optimum. Cela peut demander une
longue recherche. C'est le cas dans le problème d'emploi du temps. En effet, il existe des
cas rapides d'exécution. Souvent ce sont des cas où il y a trop ou trop peu de contraintes.

Mais il existe, en général, des cas où le temps d'exécution est long. Si Ie temps de
résolution paraît infini, l'utilisateur ne va pas chercher à enlever des coÀtraintes ou à en
rajouter. De plus, il ne peut pas connaître la raison de cette trop longue durée du temps
d'exécution.

Une meilleure approche est celle de la recherche de "meilleures solutions', par des
mesures. La possibililé de hiérarchiser les contraintes est une aide à I'utilisateur. ll peut
alors 'surdimensionner" son problème d'emploi du temps.

Les idées et concepts des algorithmes d'optimisation vus précédemment pourraient
être repris (Relaxation Lagrangienne, méthode du sous-gradieni, ...).

Allier la méthode de meilleures solutions à celle de la modification de requêtes peut
apporter un bénéfice à la résolution.

Cependant, plusieurs inconvénients s'en dégagent.

Le premier inconvénient est qu'il faut intégrer les mesures. Celles-ci doivent être
explicifes. Bien souvent I'utilisateur ne connaît pas tous ses critères et agit par
expérience

Le deuxième inconvénient dans HCLP(R) provient de I'intégration figée de la
mesure. Supposons que les contraintes changent. C'est-à-dire qu'il y a un ajout ou une
suppression dans la hiérarchie. ll faut tout refaire. La résolution recomrenôe de zéro.
Donc les inconvénients des méthodes d'optimisation restent. Nous perdons alors le côté
dynamique et évolulif des données de la p.L..

De plus, il faut rechercher les meilleures solutions salisfaisant toutes les
combinaisons de contraintes possibles. Cette méthode augmenie la complexité de la
résolution.

Aucune des deux méthodes ne peut indiquer à un utilisateur Ia raison des échecs des
dérivations. Il ne connait pas la cause d'élimination de certains points de I'espace de
recherche. L'utilisateur ne sait pas pourquoi une solution est meilieure qu'une autre. En
lui indiquant ces raisons et causes, cela peut l'éclairer dans sa résolution.
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En conclusion, il ne faut pas uniquement disposer d'un mécanisme de relâchement ou
d'évaluation des solutions suivant un critère figé. Ces mécanismes semblent intéressants.
L'idée est de "surdimensionner" le problème initial. Cependant, il faut pouvoir utiliser unjeu de mesures. L'expérience de I'utilisateur est une mesure particulièà.

Ce "surdimensionnemenl" risque de provoquer un arrêt de la résolution. Cet arrêt
s'exprime par des dérivations en échec. ll faut donc avoir un outil analysant l,arrêt.
certaines dérivations seront alors reprises et redémarrées.

Ce mécanisme doit diagnostiquer les réductions de l'espace de recherche. ll doit
expliquer la cause des échecs des dérivations. ll faut alors avoir une résolution souple.
Elle doit s'adapter aux évolutions des données.

Dans la seconde partie de cette thèse, je présente une méthode et une technique pour
diagnostiquer les contextes liés aux étapes de dérivations. Nous indiquons alors, les
contrainles réduisant effectivemenl I'espace de recherche. En cas d,échec(s) de
dérivation, nous indiquons les contraintes à relâcher dans un sens nécessaire et suffisant.
Les notions de 'meilleures solutions", de hiérarchie de conrraintes pourront être
reprises pour aider à trouver le "meilleur relâchement,'.

8.4 une intégration aux domaines discrets finis : GLEF vI

Nous présentons une intégration particulière d'un langage de p.L.c., CLEF v1. ce
langage a été développé au CNET à Lannion. ll intégre des notions de domaine fini. ll permet
une programmation et une résolution intéressantes des problèmes d'emploi du temps.

concept de domaine fini a fait l'obiet d'êtude approfondie pour le langage GHlp
IVAN 891. CLEF vl est un langage qui intègre cette notion'de domaine discret et fini.

8.4.1 Lien avec le problème de satisfaction de contraintes

a) Prohlème de satisfaction de contraintes et réseaux de contraintes

CLEF v1 est un langage de Ia P.L.C.. Les règles ont la même expression qu,en p.L.C..

Un problème de satistactian de contraintes est composé d'un programme
constitué de règles de CLEF v1 et d'une requête.

La résolution Cl EF vl permei de construire des réseaux de contrarnfes. Ces
réseaux ont la forme R (v1 u ... u v1, c). c est l'ensemble des contraintes présentes dans
le réseau R. C'est-à-dire des conlraintes d'unification ou sur D.vt esf l,ensemble des
instanciations de la variable *q à chaqus valeur de son domaine.

b) Dorrin". ,ari"bl". .our dorain" 
"t 

E.pr". d" ,""h.r"h"

Un domaine discret fini est un ensemble fini de constantes. Soit un sous-ensemble
discret fini D; du domaine de calcul D. Un tel ensemble D; est attribué à chaque variable
'v1. ll désigne le domaine de *vi.
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c)

N.B. : En CLEF vl, un prédicat associe en interne un domaine Di à une variable ,v1. Sa
syntaxe est "domaine ('vi, D)".

Si une variable 'v1 est unifiée à une autre 'v2 qui possède un domaine D2, alors
nous avons deux cas. Si *v1n'a pas de domaine associé, cette variable hérite du domaine de*v2. Si *vl a déjà un domaine D1, alors nous attribuons aux deux variables *v1 el .v2,
l'interseclion des deux domaines D1 et D2.

Si une variable n'a pas de domaine, elle appartient alors exclusivement à la p.L..
Son domaine est I'univers d'Herbrand.

l'espace de rechercfie S d'un problème est le produit cartésien des domaines de
chaque variable apparaissant dans le problème de la p.L.C..

Le domaine de calcul D Eoulé à CLEF v1 se constitue de I'ensemble discret fini.

ll existe dans CLEF v1 des symboles relationnels pré-définis. lls portent sur
l'univers de calcul introduit D. ces symboles sont des contraintes.

Des schémas de déclenchement sont associés à chaque contrainte. lls stipulent quand
et comment a lieu le déclenchement de chaque contrainte. Une contrainte esi ,,geléei tant
que tous ses schémas ne concordent pas avec le contexte courant de la résolution.

Le premier schéma est appelé de "réveil". Si les variables de la contrainte sont en
concordance avec ce schéma, il permet de réveiller la contrainte. Ce schéma indique l,état
des variables pour que le conlrainte soit réveillée. Un premier état est que la variable est
sous domaine. Un deuxième état est qu,elle est instanciée.

Un deuxième schéma est nommé d"'activation". ll permet d'activer la méthode
locale de saturation. Quand [a contrainte ne relie plus que k variables sous domaine, la
méthode de saturation est activée.

Un troisième schéma interne est appelé de "satisfaction". ll indique quand la
contrainte est satisfaite.

La contrainte est surveillée par rapport à ces schémas. Le schéma de saturation est
appliqué à nouveau tant que la satisfaction de la contrainte n'est pas connue.

L'insatisf action d'une contrainte provoque l'échec de la résolution. La
satisîaction implique la disparition de la contrainte du réseau et donc de la résolution.

Ainsi, une contrainte C est insafrsfaite quand sa valeur d'interprétation est
"faux". C'est le cas quand une des variables que relie Ia contrainte a son domaine vide.

Dans le cas contraire, la contrainte est satisfaite ou en attente de satisfaction.

Supposons que l'état de satisfaction d'une conlrainte est indéterminé. C'est-à-dire
ni satisfait, ni insatisfait. Alors la contrainte reste réveillée dans la résolution. Elle reste
donc dans le réseau.

Le programmeur peut définir ces propres contraintes. ll dispose d,un prédical
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déclaratif de syntaxe :

'd-contrainte (schéma-d'activalion,. Inom contrainte I schéma_de_réveil])',

Cette déclaration s'associe à une application "nom_contrainte,'. Cette dernière
définie avec son algorithme local de saturation et son schéma de satisfaction.

Le schéma de satisfaction d'une contrainte s'apparente à un test de cohérence.

Les contraintes pré-définis de CLEF v1 sont présentées ultérieuremenr.

Figure 19. Etats d'une contrainte

la méthode de satisfaction est une méthode de saturation partielle. Unschéma local de saturation est associé à chaque contrainte. ll élimine les valeurs
incohérentes des domaines des variables en relation. Cependant, toutes les incohérences ne
sont pas éliminées.

esl

d)

Supposons qu'une contrainte C relie k variables
la forme Dr x ... x D1 avant le déclenchement de la
saturation locale est décrit par un produit cartésien.

.vi. L'espace de recherche S est de
saturation. L'espace résultat d'une

La méthode m est toujours la même. Par s_implification de notation, l,indice m est
éliminé des notations futures. Ainsi nous notons Sc, les points de I'espace àe recherche S
satisfaisant une cûntrainte c. sc' représente les points rejetés par c.

CLEF v1 sait seulement calculer I'espace de rejet. Nous associerons Ie terme espace
d'agrément à un espace candidat d'agrément 

vrre Iv r\

L'ensemble d'agrément sc de c sur s, après saturation a la forme :

Sc = Dtc x... x Dic x...x Dnc tel que

si C relie (*v1,...,.vk) : V*vi, ie [1..k],V ai e D;C,f se SC,sforméavecai etC
satisfait en s.

L'ensemble de rejet sc'de c sur s, après saturation a la forme :

réveil

satisf action

activation

insatisf aite

existan t

nexistanl

active
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V s e SC', C non satisfait en s.

La méthode de satisfaction est uneréduction de I'espace de recherche. Nous prenons
donc toujours des contraintes C tel que DiC E Di.

e) Solution. Satisfaction de réseaux et méthodes associées

La résolution du programme P et de la requête Rg conStruisenr des réseaux. La
satisfaction des réseaux se fait par la résolution de la p.L.C. el la méthode de
saturation choisie à lravers ses dérivations. La satisfaction de chaque réseau est I'union
des satisfactions locales. Elle est similaire à la technique de "forwarà checking,,.

Les solutions sont constituées par I'union des solutions de chaque dérivation. Leur
définition est similaire à celle faite pour la p.L.C..

Le but de CLEF v1 est de proposer une recherche intelligente des solutions. Ainsi, la
notion d"'étiqueteur" est introduite. Elle permet d'énumérei tes points de I'espace de
recherche' Cette énumération se fait à travers les valeurs des variables sous domaine.

Le principe de l'énumération rassemble les variables qui nous intéressent. puis
ôhaque variable est instanciée à chaque valeur cohérente de son domaine.

Ces étiqueteurs proposent différentes façons de choisir les variables. Les rrois
principaux prédicats permettent différentes énumérations :

i) d-valuer

Sa syntaxe est : d-valuer (terme)

Le principe interne est le suivant :

. Si lerme est une variable *v; de domaine D; alors "vi =u dg tel que dp e D1 et d1
cohérent.

Ce prédicat est associé au
domaine de la variable 'v1. Chaque

. Si lerme est une constante alors succès inconditionnel,

. sinon échec.

ii) pluscontraint

Sa syntaxe : pluscontrainl (var terme liste).

La variable la plus contrainte de terme est attribu ée à var. La liste restante est
associée au terme /isfe.

. Soil terme = .'vl , ..., *vkr. Soit Nb; le nombre de
soit Ia fonclion position avec position (*v1, terme) = (k _

.v; (i *j) si :

backtrack. ll balaye toutes les valeurs cohérentes
valeur est instanciée à la variable.

du

contraintes associées à *vi et
i). .v1 est plus contraint que
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' (1/lD;1, Nb;, position (*vi, têrrDe)) > (1/lDjl, Nbj, position (.vi, terme)).
où > est I'ordre lexico-graphique sur e x N2.

N.B. : Ce mécanisme ou stratégie est à associer à l'heuristique du "plus grand degré avec
saturation d'abord" (c.f. A.3.4 d).

iii) étiqueter-pluscontraint

Sa syntaxe : étiqueter-pluscontraint (./)

Le principe de ce prédicat est défini par la stratégie suivante :

. étiqueter-pluscontraint (tl) :-
pluscontraint (.var, rl, .l_restante),

d_valuer(*var),
étiqueter-pluscontraint (-l_restante).

. étiqueter-pluscontraint (-l).

8.4.2 Contraintes pré-définies

La syntaxe des contraintes pré-définies est préfixée d'un accent circonflexe. Lanotation "d" indique qu'une variable est sous domaine. La notation ,,f,, indique que la
variable est instanciée.

soit la contrainle c{a1, a2, a3). Associons Ie schéma de réveil (d f d). Au réveil de
C, a1 et a3 doivent être sous domaine et a2 instanciée.

Rappel : D1 est le domaine de la variable 'v1. D1C est le domaine réduit par C.

a) ^diff

Syntaxe : ^diff (a'1, a?l.

Schéma de réveil : (d d)

Schéma d'activation : au ptus une variable sous domaine

Schéma local de saturation :

Trois cas se produisent :

1) Si a/ est une variable sous domaine et a2 une constante alors :

Dal^diff = Dal \{az}

si Dal^diff+ s alors ^diff satisfaite sinon ^diff insatisfaite.

2) Le cas est symétrique si a/ est une constante et a2 une variable sous
domaine.

3) Si a/ et a2sont des constantes, nous avons :

si al * a2 alors ^diff est satisfaite
sinon ^diff est insatisfaite.
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Si I'un des domaines se réduit à un singleton, la contrainte d'unification est générée.
L'unification se fait entre la variable concernée et I'unique valeur de son domaine.

b) ^element

Syntaxe : ^element (n, l, v).

Schéma de réveil : (d f d)

Schéma d'activation : au plus deux variables sous domaine

Cette contrainte exprime que y est le pième élément de /.

Schéma local de saturation :

La saturation purge les domaines Du el D, tel que :

or^element = {1,lL€ Dn , f p e Dvnelement, p 1ième élément de /} et

,r^element = {p lp e Drz, f }. e or^element, !, rièr" élément de /}.

La purge des domaines ne garantit pas la satisfaction de la contrainte. La satisfaction
peut passer par plusieurs purges faites au fur et à mesure de la résolution.

c) ^au-olus-n=k

Syntaxe : ^au-plus-n=k (n, /, k).

Schéma de réveil : (f d f)

Au réveil, n el k sont des constantes,
/ est une tiste de variables sous domaine.

schéma d'activation : quelque soit Ie nombre de variables sous domaine

Schéma local de saturation :

soit vlK = {'vi l*vie / et *v| instanciée à Ia constante k},

. si lVlKl = n alors ^au-plus-n=k satisfaite et

V 'v; e VlK, 'v; sous domaine e / : D*r,nau-plus-n=k = D-vi \ {k}

. si lVlKl > n alors ^au-plus-n=k insatisfaite

Si lvlKl < n,la contrainte reste active.

d) ^sioma-idemx

Syntaxe : ^sigma-idemx (lcoef, l, seuil).
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Schéma de réveil : (f d f)

Au réveil, lcoet esr une liste de coefficients numériques ci
seul est un nombre et
/ est une liste de variables sous domaine *v1, i e [1 .. n].

'v; a le même rang dans / que son coefficent c1 dans /coef.

Schéma d'activation : quelque soit le nombre de variables sous domaine

Schéma local de saturation :

Le principe est le même que celui de la contrainte précédente. Le tesr à effectuer est :

» ci < seuil
ci e lcoef

*v; e /etinstanciéeàk

e) Contraintes numériques

Ces contraintes portenl sur des nombres entiers. Elles ne prennent en paramètre
que des expressions numériques.

Une expression numérique est composée d'un monôme ou d'une somme de monômes.
Un monôme est une constante, une variable ou une structure. La structure a la forme (.
constante variablel.

Les constantes sont des entiers. Les variables ont des domaines de ces constantes.

s,n'exes 

,f i:#ri, 
",§i),,'

_ Â<= (expl, exp2),
_ Â>= (expl, exp2),

^# (expl, exp2).

Schéma de réveit : (d d)

Schéma d'activation : quelque soit le nombre de variables sous domaine sauf pour
^#. ce dernier doit avoir au réveil, au plus une variable sous domaine.

Leur schéma local de saturation teste les égalités ou inégalités correspondantes. Cesconlraintes éliminent les valeurs incohérentes dans le domaine des variables concernées.

La contrainte ^# a le même comportement que ^diff.

0

Syntaxe : minimiser-maximum (pb, terme, borne_inf)

où pô est un problème CLEF v1 à résoudre,
terme est un terme CLEF v1 et
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borne-inf, facultatif, réfère une valeur numérique.

Ce prédicat cherche les solutions de coût minimal pour pb. Les variables dans terme
sont assimilées à des variables de coût. Le coût d'une solution est le maximum de ces
variables.

Si borne-inf est spécifié, ceci permet de partir des solutions de coût inférieur ou
égal à borne-inf.

Le prédicat "rhinimiser-maximum" met en place une méta-contrainte. Elle est
activée dès que toutes les variables de terme sont sous domaine. Elle énumére
intelligemment lous les points du sous-espace induit par ces variables. pour ceci, elle
intègre des techniques de Branch & Bound.

Ce prédicat "minimiser-maximum" peut être associée à une mesure élagante. Cette
dernière notion est définie dans la division 8.9.2.

8.5 Conclusion

_ Dans ce chapitre, nous nous sommes aperçu que la P.L.C. est issu des mondes de la
Programmation en Logique et de la programmation par contraintes.

La P.L.C. hérite des résolveurs numériques utiles et efficaces de la programmation
par contraintes. Les contraintes peuvent exprimer des relations à maintenir entre
variables. Les variables et les contraintes forment alors un réseau de contraintes à
§atisfaire dans un espace de recherche. Les problèmes sont donc facilement et
naturellement exprimés.

La P.L.C. hérite de Prolog la capacité à pouvoir gérer I'indéterminisme et donc la
combinatoire. Elle hérite aussi de la nature déclaratif de Frolog.

Ainsi nous avons réunis lous les "ingrédients" pour résoudre au mieux les
problèmes d'Emploi du Temps.

De plus, le langage particulier, CLEF vl, se restreint à un espace de recherche
discret et fini. Ce langage possède donc de sérieux atouts pour bien résoudre les problèmes
d'Emploidu Temp.

CONCLUSION

. Dans le chapitre A, nous avons rencontré une première méthode de résolution se
basant sur la coloration dans les graphes. Celle-ci est efficace si la matrice d'incidence du
graphe est totalement unimodulaire. Cependant, dans le cas général, le problème de la
recherche du nombre minimum de couleurs est Np-complet.

Une deuxième méthode de résolution a été introduite et est celle de flot et de
couplage. ll s'agit de rechercher plusieurs flots sur un réseau de transport. Tous les types
de contraintes souhaitées ne sont pas toujours possibles à intégràr. De plus, qüànO
I'intégration est faite, celle-ci est figée. La modification de contraintes revient alors à
refaire une analyse du problème.

Une troisième méthode de résolution abordée est la programmation par variables
entières. L'inconvénient majeur est celui du volume des données. Une autre limitation est
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- qu'il faut être expert pour trouvèr tes.équations adéquales. Cette méthode ne permet pas
de prendre en compte facilement l'évolution des données.

Ensuite, nous avons présenté des techniques cherchant des solutions moins exactes.
lls permettenl une certaine souplesse dans la description des données.

cependant, des inconvénients persistent. Le nombre de composants doit être limité.
Les matrices d'incidence doivent être totalement unimodulaires. La durée des cours doit
être unitaire. ll existe plusieurs problèmes : de stockage, de gestion des données, de
formulation précise, de prise en compte de l,aspect évolutif des dànnées, ...

En bref, les "points noirs'du probrème d'emproi du temps sont :

- Des données trop diversifiées (en particulier les contraintes),

- La nature combinatoire du problème,

- L'aspect grande dimension et fortement contraint du problème,

- L'utilisation de critères flous, mal définis,

- Les changements intempestifs.

Les résolutions particulières pour chacun de ces points noirs doivent être
synthétisées dans un système "programmable" et déclaratit. 

'Ce 
sysrème doit permettre

d'exprimer toutes sortes de propriétés d'emploi du temps et difiérentes manières de
résoudre les problèmes d'emploi du temps. c'esi donc un langage.

^ Ainsi le chapitre B présente le paradigme et les langages de la programmation par
Contraintes.

Nous rendons compte que Protog est un langage de Programmation par Contraintes.
Son univers de calcul est celui d'Herbrand. tt permeiune prise en comple dynamigue des
données. ll est par nature déclaratif. Cependant, la résolution est restreinte au monde
symbolique. Ceci ne permet pas une résolution efficace pour les problèmes d'emploi du
temps.

. D'autres langages ont étendu teur univers de calcul au monde numérique. Ainsi les
langages de Programmalion en Logique avec contrainles possédent t,univers d'Herbrand etun autre univers numérique. Ces langages intègrent un système aisé et souple demanipulation de contraintes symboliques comme numériques. lls permettent de gèrer 1es
combinaisons de données associées. L'aide à la décision est facile. Les données sont prises
en compte dynamiquement. ces langages sont par nature déclaratifs.

Plus particulièrement un langage, CLEF .r1, a été présenté pour bien montrer que
ses caractéristiques peuvent nous aider à mieux résoudre les jroblèmes d,emploi du
temps.
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Partie II

lntroduction

Cette partie présente exclusivement mes travaux.

Le premier travail effectué conslitue le premier chapitre de cetre deuxième partie.
Nous y expliquons une manière de résoudre les problèmes d'emploi du temps par Ia p.L.C..

ll s'agit d'utiliser une coloration multi-dimensionnelle. Celle-ci est définie dans le
premier chapitre. Les limites et les avantages sont alors dégagés.

Nous pouvons comparer le probtème d'emploi du temps en différents termes.

En terme de problème d'emploi du temps, cela correspond à chercher une fonction g
telle que g: F-+ I, respecte des propriétéS P.

En terme de satisfaction de contraintes, il s'agit de la satisfaction du réseau R$,n
sur S= rn pour n compositions.

En terme de coloration d'hyperarêtes, il faut colorer les hyperarêtes f de H[E, 7].
Les propriétés P doivent être respectées. La palette r utilisée est un ensemble de couleurs
multi-dimensionnelles. Un ensemble d'affectations d'un type particutier correspond à
chaque dimension.

Le premier chapitre établit la corrélation entre coloration multi-dimensionnelle,
satisfaction de réseau par la p.L.c. et résolution de problème d'emploi du temps.

Dans la première partie de ce rapport, nous avons passé en revue les principales
résolutions existantes sur un même exemple. lci, nous reprenons cet exemple que nous
étendons. Celui-ci illustre I'application proposée. Cet exemple est plus général que ceux
pris pour les aulres résolutions présentées au chapitre A. Ceci nous aidê à comparer les
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- 
inconvénients et les avantages de cette application par rapport aux aulres résolutions.

Nous en déduirons que l'application avec la P.L.C. apporte beaucoup. Mais la
résolution par la P.L.C. possède aussi ses inconvénients.

Un premier inconvénient inlervient dans le cas où la résolution ne trouve aucune
solution. Une deuxième limitation est quand ces solutions ne sont pas obtenues dans un
temps raisonnable pour I'utilisateur. Dans ces cas, ce dernier n'a aucune solution même
incomplète. Une solution incomplète signifie des placements qui ne satisfont pas toutes les
contraintes en place.

Le deuxième chapitre de cette partie présente ma proposition pour résoudre le
premier inconvénient. Celui-ci se caractérise par une trop grande restriction de I'espace
de recherche par les contraintes. Aucune solution n'est obtenue, même incomplète.

Après une critique de I'existant sur les .résolutions approchées, nous en concluons
qu'elles ne sont pas utilisables pour une approche d'implantation en p.L.c..

En effet, les langages de P.L.C. ne permettent pas de déterminer aisément les
contraintes à relâcher lors d'un échec.

Une extension à la P.L.C. est proposée. Celle-ci permet de trouver des ensembles de
contraintes nécessaires à relâcher. De plus, le relâchement est suffisant pour dégager au
moins un point de I'espace de recherche.

Différents ÿpes possibles de relâchement sont proposés. puis, nous utilisons cette
extension pour obtenir une "meilleure" solulion, au sens de I'utilisateur. Nous constatons
que la "meilleure" solution est obtenue par un choix de mesures. L'utitisateur est aussi
considéré comme mesure.
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CHAPITRE C

Application de Ia Programmation en Logique
avec Contraintes

au problème d'Emploi du Temps

C.1 lntroduction

Dans le chapitre A, nous avons introduit les principales résolutions existantes pour
le problème d'emploi du temps : coloration dans un hypergraphe, flot et programmation
linéaire entière. Un même exemple nous a permis de montrer leurs limitations. Nous
avons pu dégager alors les besoins pour le problème d'emploi du temps.

Dans le chapitre B, la P.L.C. a été présenté pour bien la comprendre. En comparant
ces caractéristiques avec les besoins dégagés au chapitre A pour les problèmes d,emploi du
lemps, nous en avons conclu que la P.L.C. paraît apte à résoudre efficacement ces
problèmes.

C'est la raison pour laquelle ce chapitre C présente I'application de la p.L.C. au
problème d'emploi du temps.

Dans un premier temps, nous définissons un nouveau modèle pour le problème
d'emploi du temps. Ce modèle est basé sur une nouvelle coloration : la coloration
multi-dimensionnelle. Nous présentons alors des propriétés de ceüe coloration, utiles
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- pour la résolution des problèmes dremploi du temps.

Dans un deuxième temps, nous définissons la manière d'appliquer la p.L.C. au
problème d'emploi du temps avec ce modèle de coloration multi-dimensionnelle. Nous
introduisons, alors quelques contraintes.

Dans un troisième lemps, nous présentons une implantation particulière à I'aide du
langage CLEF v1. Cette implantation porte sur un exemple simple, restreint mais
suffisant pour comparer les apports de la P.L.C. par rapport aux résolutions présentées
au chapitre A.

C.2 Emploi du Temps : Théorie des graphes et p.L.C.

Ce chapitre présente toul d'abord le modèle et la méthode choisis. ll s,agit d,une
modélisation et de résullats personnels. Une première étape définit la coloration
multi-dimensionnelle. Puis nous donnons un théorème pour nous faciliter la coloralion
sur les problèmes d'emploi du temps.

Prenons un rêseau de conlraintes R(F, fl et un espace de recherche égal à rn. puis,
prenons une coloration des cours f. Celle-ci utilise une palette de couleurs associée à r.
Elle respecte les propriétés P. Nous montrons alors l'équivalence entre la satisfaction du
réseau R par la techn&que de la p.L.C. et cette coloration.

. .Ainsi, nous présentons le lien entre coloration multi-dimensionnelle d'hyperarêtes,
problème d'emploi du temps et problème de satisfaction d'un réseau de contraintes.

c.2.1 coloration multi-dimensionnelle d'hyperarêtes

Nous définissons la coloration multi-dimensionnelle. Un théorème est dégagé pour
bien l'utiliser. Nous abordons l'application de cette coloration dans le problèmÀ d'emploi
du temps.

Nous avons vu qu'un problème d'emploi du temps est représenté par un hypergraphe
H et un ensemble de propriétés. Dès à présent, nous utilisons un modèle et une méthode
différentes du chapitre A.

N-B- : La modélisation est dilférente de cette présentée au chapitre A. Nousgénéralisons l'approche vue dans te chapitre A.

' Le modèle de recherche d'un emploi du temps est une recherche de coloration
multi-dimensionnelle. Nous nous basons sur un hypergraphe défini de la même façon
qu'avant avec E et f. Ë. est I'ensemble des composants (connues) et F est celui des
compositions. Cette fois, la couleur donnée à une composition est multi-dimensionnelle.
Cette couleur se décompose en un spectre où chaque étément du spectre représente un
élément d'une dimension.

Dans le cas le.plus général du problème d'emploi du temps, le seul composant connu
de chaque composition est la durée. Pour chaque composition, les autres composants ne
sont pas connues (par exemple, la salle, le professeur, ...). Ces composants sont alors
regroupés par type de composant et forment ces dimensions. La couleur
multi-dimensionnelle est donc formée d'un élément de chaque dimension.
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- ' La méthode s'appuie sur un hypergraphe Ha particulier. Appliquer cette méthode
consiste à faire une coloration multi-dimensionnelle. L'hypergraphe Ha est
construit avec loutes les combinaisons de compositions possibles. Cet
hypergraphe Ha [Ea, fal sera nommé complet. Liensemble Ea est I'ensemble de tous les
composants et de loules les couleurs. Une hyperarête de foest un ensemble d'éléments de
Ea et s'associe à une combinaison de coloration multi-dimensionnelle. A chaque
composition, nous représentons toutes les hyperarêtes possibles.

Les propriétés P déterminent à partir de Ha un ensemble d'hypergraphes valides. Si
une combinaison de coloration est impossible, I'hyperarête correspondante est éliminée.

La fonction g permet de fournir chaque hypergraphe valide. Un hypergraphe obtenu
par g représente un Emploi du Temps. Un hypergraphe valide donne âtorJ pour chaque
composition une couleur multi-dimensionnelle valide. Le.but est de chercher ia tonctioà g
donnant un Emploi du Temps et donc une coloration valide.

' La technique que nous utilisons est une technique de cohérence et d'énumération
par la P.L.C. sur des réseaux de contraintes. Nous abordons cette technique dans une autre
division de ce chapitre.

a) Coloration avec le temps comme palette

Dans notre cas, la fonction qui nous intéresse dans la coloralion est celle qui à
partir d'une certaine valeur nous rend un intervalle de temps.

supposons que nous n'ayons que te temps comme palefle de coloration.

Notons 9uê, dans ce cas, les compositions sont prédéfinies (au niveau professeur,
classe, -.) donc 'précolorées". Seule l'affectation de la date est à traiter. Un ensemble de
propriétés s'associe à chaque composition prédéfinie. Ces propriétés éliminent pour la
composition toutes les couleurs qui ne lui sont pas préaffectées.

Soit DT, un ensemble de valeurs, chaque valeur exprime une durée. L'hypergraphe
H estconstruitàpartirde E et de DT'H = (DT vE, ÿ). chaque composition Fk àe i^unr-
unique valeur de DT.

En représentant le temps par T, la fonction g devient :

gi r->T
Fk -+ g(Fk)=g(dUdt e Fk) = t0 tet que [tO,tO+dt[ soit réservé à Fk

Par exemple, soit un cours composé d'une durée (dt) de 2 heures, ce cours peut êrre
affecté par g à la valeur "8 heures" de T. L'intervalle de temps réservé pour ce cours est :I heures à 10 heures.

Si deui compositions différentes ont deux valeurs identiques de DT, ces deux
compositions n'ont pas obligatoirement le même intervalle de temps.

N.B. : ll faut noter que DT est différent de T et que l'ensembte temps T est discrétisé. Nous
remarquons que T a les mêmes propriétés que l'ensembte r de couleurs.

Par la suite, quand nous prendrons T, cela implique que tout ensemble ayant les
mêmes caractéristiques que T peut être substitué à T. T représente un ensemble de
référence.
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b) Coloration multi-dimensionnelle

Nous savons que la coloration utilise un "ensemble discret" appelé "palette de
couleurs'. La coloration multi-dimensionnelle utilise, quand-à-elle, le produit cartésien
d'ensembles discrets disjoints.

Définition 1 : Une coloration multi-dimensionnelle utilise une palette pG de couleurs
multi-dimensionnelles. Cette palette est le produit cartésien d'ensembles de couleurs
uni-dimensionnelles oi. Chaque ensemble est appelé dimension. Nous avons donc, pour mdimensionst 

ro=o1 X...xom

Définition 2 : Une projection d'un ensemble EP de points colorés sur une dimension ok
correspond à I'ensemble des couleurs utilisées de la dimension ok. Nous notons la
projeclion par le symbole "1". Nous avons :

EPlol E ok

En appliquant le modèle, nous avons I'hypergraphe H [E, f] et r où :

- E représente les composants connus (avec les durées) et déterminés pour
chaque composition Fi,

- Fi e f est un ensemble d'éléments de E,
-etl=Txol x...xom

En appliquant la méthode, nous utilisons I'hypergraphe Ha l1a, fal où :

- Ea regroupe l'ensemble E et les couleurs de r,
- toute composition Fk e fa est un ensemble d'éléments de Ea.

Avec I'hypergraphe H lE, f1, la palette r et un ensemble de propriétés p, il faut
chercher une fonction g de f dans r suivant P. La fonction g représente la colorarion. La
palette de couleurs est r. Nous colorons alors les hyperarêtes f de H [E, r].

N'oublionspasquel'ensemblerestmurti-dimensionnel rr=Txo1 x...xom.Ainsi
le modèle de coloration consiste à affecter à chaque composition une couleur de chaque
dimension.

En résumé, nous avons lafonction de colorationg: F--+ r =Txo1 x... xom sous
les propriétés P.

A partir de maintenant, les propriétés de P peuvent agir sur plusieurs dimensions.
Ainsi toute propriété de P entre deux compositions Fi et Fj astreint les valeurs de g(Fi)
et de g(Fj) qui sont multi-dimensionnelles,

Nousavonsalors:g: f -+ r =Txo1 x...xom
(dt,p,s,..,) -+ (t0, pk,sk, ...) sous p

Nous avons introduit la coloration multi-dimensionnelle car elle permet de mieux
exprimer les différentes caractéristiques d'un problème d'emploi du temps.

c)
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Effectivement, cette coloration exprime le problème désiré au niveau le plus
basique' Nous pouvons poser des propriétés non seulement sur les compositions (cours,
'..) mais aussi sur les composants (professeur, classe,...). Nous auons donc une
meilleure expression et nous sommes plus à même de satisfaire un utilisateur.

Cependant, si le problème est mieux exprimé, sa résolution esl plus difficile. La
fonction "9" de placement passe pour chaque composition, d'une unique 

'coloration 
à une

coloration multi-dimensionnelle. La complexilé s'en trouve augmentée.

C'est pourquoi, nous nous sommes posés la question si dans certains cas
particuliers, le problème formulé avec plusieurs dimensions ne peut pas se ramener à
une recherche de colorations "uni-dimensionnelles".

Prenons une fonction y de coloration dans le temps et des fonctions gi de coloration
uni-dimensionnelle dont la palette de couleurs de gi est la dimension oi. Si la fonction "g,,
de coloration multi-dimensionnelle s'exprime avec la fonction y et plusieurs fonctions gi,
il est intéressant de reporter la recherche sur ces fonctions y et gi pour constituer cette
fonction "9".

ll est logique que toute fonction "g" ne peut pas se décomposer simplement en
plusieurs fonctions. Cela dépend principalement des propriétés de 'lg,'. Nous allons donc
étudier la fonction "9" par ses propriétés et dégager un cas particulier pour Ia
problématique de l'emploi du temps.

Par la suite, nous représentons "g" de la manière suivante :

g =(y,91,..., gm) -+ r =Txo1 x... xom en respecl des propriétés p

avec g(Fk)=g({dt,s, r})=(y(Fk),g1(Fk),
et t(Fk)=t0.

Chaque propriété (P0) de contrainte "générale" est concernée par cette extension àplusieurs dimensions. Cette propriété exprime une relation de non-ubiquité.
C'esÎ-à-dire qu'un même composant ne peut pas faire partie de deux compositions au
même moment.

Exemple : Si deux cours ont lieu dans un intervalle de temps commun, ils ne peuvent
avoir ni Ie même professeur, ni le même classe, ni la même salle.

Nous allons exprimer la propriété (PO) étendue aux multi-dimensions.
Représentons I'ensemble des heures comme T, chaque ensemble de composants de même
type par les dimensions oi.

Supposons que nous attribuons un intervalle
composition Fk. Nous notons cet inlervalle par la

lnterv(7(Fk), dk) = [y(Fk) ..y(Fk) + dkI

La propriété (P0) étendue esl alors :

de dk couleurs consécutives de T à une
notation 'lntery' :
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- V Fke f, V Fk'e f,k*k', dk e Fk, dk'e Fk',
lnterv(y(Fk), dk) n lnterv(y(Fk'), dk') * @ =g1(Fk) * s1(Fk') et

s2(Fk) * s2(Fk') er

gm(Fk) + sm(Fk').

Ceci est équivalent à la suite de propriétés (pOi):

lnterv(y(Fk), dk) n lnterv(y(Fk'), dk') + A + g1(Fk) *g1(Fk,) er

lnterv(1(Fk), dk) n lnterv(y(Fk'), dk') * @ = g2(Fk) +g2(Fk') et

lnterv(1(Fk), dk) n lnterv(y(Fk'), dk') + A = gm(Fk) *gm(Fk,).

La propriété (P0) est donc une conjoncrion de propriétés (pOi).

Pour simplifier l'écriture, nous prenons la propriété "chevauche (Fk, Fj),
suivante :

chevauche (Fk, Fj) : dk e Fk, dj e Fj, lnterv(y(Fk), dk) n lnterv(1(Fj), dj) * @.

Chaque propriété (POi) peut être formalisé par la propriété A(y, gi) suivante :0§ A (y, gi) :V Fk e f,V Fk' e f, k*k', chevauche(Fk, Fk,) = gi(Fk) *gi(Fk,)

Nous allons montrer que si y existe en respect de certaines propriétés que nous
allons déterminer, alors gi existe et la propriété A est respectée.

Le problème de recherche de "g", coloration multi-dimensionnelle sous une
propriélé A se ramènera à une recherche de y sous d'autres propriétés.

Présentons deux propriétés que nous nommons B et B'.

r§ La propriété B' indique que I'ensemble des compositions f est isomorphe à celui
représentanl la dimension o. Chacun des deux ensembles est partitionné de la même
manière en groupes.

Nous utilisons Party(o) pour exprimer une partition Party de I'ensemble o.

B' (o, Partl(o), Part2(f), A) informe qu'il existe une partition partl sur o, une
partition Part2 sur F et un isomorphisme 0 de part2(f) sur partl(o).

Cette propriété nous indique que si nous avons un isomorphisme e et une partition
de o en entrée, alors il en découle une partition sur f.

La figure suivante montre la relation induite entre ces deux ensembles. Un ensemble
de compositions ne s'associe qu'à un unique groupe de o et vice-versa.
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Figure 20. lsomorphisme 0

!§ La propriété B est une contrainte de limitation. Le nombre de compositions
appartenant au même élément de partition P de Part2(h et se chevauchant est iimité par
le nombre de couleurs de l'élément associé de partition de partl(o).

Nous utilisons la terminologie Rec(P) pour signifier un recouvrement de p.
Rappelons qu'un recouvrement d'un ensemble P est une famille des parties de p tel que
I'union des éléments de ce recouvrement est I'ensemble p.

Chaque ensemble G, élément d'un recouvrement, est associé à une composition F1
d'un élêment P de partition. Cet ensemble G est formé de toutes les compositions de p qui
chevauchent F1. ll y a autant d'ensembles G que de compositions dans p.

La propriété s'exprime de la manière suivante :

B(y,o) :

. f 6, I Partl(o) et B'(o, partl(o), partl(f),0) respectée

.VPe Part2(ÿ),lBec3(p) tet queVGe Rec3(p),
. I F1 e G, V FA e G, chevauche (F1,F2) et

. i ::.i.i' 5'i.,1 i,T [i I' T 3 iF,''='' FT,i i : Ii "'
Le but est de restreindre le nombre de sommets pouvant se dérouler avec une même

couleur de T. La limite à ne pas dépasser est le nombre d'éléments du groupe de couleurs
de o.

Ainsi si un groupe de o a q couleurs, nous limitons à une même couleur de T, 11

sommets de l'élément de partition de f associé. Nous avons donc la figure d,altribution
suivante :
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limite le nombre
de tiaisons à q

limite le nombre
de liaisons à î
pour t1

âId =1

Figure 21. Limitation du nombre de couleurs de o

B§ Prenons les hypothèses qu'il existe une fonction y avec B (y, oi) salisfaite,
existe-t-il toujours une fonction gi telle que la propriété A (y, gi) soit'satisfaite?

Le théorème suivanl répond à cette question par I'affirmative.

Théorème 1 :

lSoit A, B définies ci-avant, alors :

lV ^t : f-) T, V oi, B (y, oi) = 1 gi: f- oi, A (y, gi)

Preuve :

Prenons une fonction gi de la manière suivante :

Si la propriété B esl respectée, nous savons qu'il exisre une partition part2(f; et
que V P e Part2(f),3 Rec3(p). prenons gi tet que :

1) V P e Part2(ÿ), 3 Rec3(p), V G e Rec3(p), V Fk e G, gi(Fk) e e(p).
!) æur chaque G, gi est bijectif entre G et un ensemble L avec L c e(p) et Card(L) =Card(G).

N.B.: Ces deux conditions sur gi nous aideront par ta suite à trouver cettefonction gi.
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-. La fonction oi. ainsi définie. existe-t-eile?

1) gi(Fk) e 0(P)?
Par conslruction des partitions en respect de B', nous savons que pour lout cours

Fk, Fk appartient à une partition P de f. Nous savons aussi qu'il exlste un élément de
partition associé (par e) dans o qui est 0(P). Donc gi(Fk) e 0(p) est possible et existe.

2) gi bijectif?
Supposons qu'à chaque élément P, nous lui associons un graphe. Les sommets sont

les compositions de P et les arêtes représentent des composiùons qui se chevauchent.
Chaque ensemble G correspond à toutes les compositions qui chevauch'ent une composition
particulière Fk. Remarquons que le degré de Fk dans P pius une unité (Fk lui-même) est
égalau cardinalde G.

Supposons que nous voulons colorer fortement chaque composition, un résultat de la
théorie des graphes [BER 87] indique que le nombre ctrromatique y(p) est inférieure ou
égale au degré maximum prus un. Dans notre cas, cela signifie quà'yip) < card(Grr*j
pour I'ensemble G correspondant à la composition de degré maximum.

De plus, nous savons que pour chaque ensemble G, card(G) < card(0(p)). Donc
Y(P) < Card(Gr"r) < Card(0(P)). Nous avons donc assez de couleurs dans 0(p) pour
colorer fortement toutes les compositions de p.

Comme les ensembles P forment une partition de f elqu'il y a une partition de o en
correspondance par g, gi existe et est restreint à chaque G, nous pouvons exprimer qu'il
est bijectif de G vers un ensemble L de e(p) et de cardinaliie caro1e1.

  N.B. : Notre cas esf trap restrictif. Effectivement, deux compositions d,un même
ensemble G peuvent ne pas se chevauclter et peuvent avair une méme couleur de o. Ceci
implique que la fonction gi définie cËdessus est trop restrictive et ne donne pas te
nombre minimal de æuleurs. Cependant, pour trauver ce nombre minimat de couleurs, il
faudrait se définir une base de proprtéés dans o.

Par exemple, si îa foncîion gi place les sa//es à des caurs, nous nous définissons une
base de proprtéÉs de différence et d'égalité. A chaque G, nogs aurons un graphe dont les
arêtes sont des propriétés de différence. Etles reiieront les cours se cn-evàuchant tous
entre eux et les æurs qui explicitement n'ont pas ta même salte. tt faut fournir le nombre
chromatique qui donne le nombre de couleurs minimum à avoir (il faut alors remplacer
Card(G) dans B par ce nombre).

Nous n'avans pas chercher ces bases pour chaque o et donc préférer garder la
propriété B telle qu'elle est. La recherche de ces ôases est un des travaux futurs.

' ll faut savoir que la recherche de y avec une telle propriété B peut échouer. Cependant,
il peut exister une fonction g telle que ta propriété A sait satisfaite.

. A est-elle respectée?

Rappelons A : v Fke f, v Fk'e f,k+k', chevauche(Fk, Fk') =+ gi(Fk) *gi(Fk,)

Remplaçons v Fk e f,v Fk' e f par une autre formule, en supposant B respectée :

v P e Part2(fy,3 Recs(P), v G e Rec3(p), v Fk e G, (v Fk' e G et v Fk' * G).
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Nous divisons A en une conjonction de deux propriétés :

(a) : V P e Parl?(ÿ),3 Part3(P), V G e Rec3(P), V Fk e G, V Fk, e G, k*k',
chevauche(Fk, Fk') =+ gi(Fk) ;r gi(Fk'). et

(b) : V P e Part?(ÿ),3 Rec3(P), V G e Rec3(p), V Fk e G, V Fk' e G, k*k,,
chevauche(Fk, Fk') =+ gi(Fk) + gi(Fk').

Montrons la véracité de (a) et de (b)

. (a) esl vraie.

V P e Parl?(ÿ),3 Rec3(P), VG e Rec3(P), V Fk e G, V Fk,e G, k*k,,
chevauche(Fk, Fk') =+ gi(Fk) +qi(Fk').

Pour chaque G, gi est bijective de G vers L (L c 0(p)), cela implique que deux
compositions différents de même G ont deux valeurs différentes attribuées par gi, dans oi.

Donc (a) est vraie.

. (b) est vraie

V P e Part?(y),1 Rec3(P), V G e RecB(P), V Fk e G, V Fk' É G, k*k',
chevauche(Fk, Fk') = gi(Fk) ;cgi(Fk').

Prenons un groupe Go précis et deux compositions F1 et F2. Soit F1 chevauche F2, soit F1
ne chevauche pas F2.

' F1 ne chevauche pas F2 implique que le prémisse de la condition est toujours
fausse. Donc la condition est toujours vraie. Donc dans ce cas, (b) est vraie.

' F1 chevauche F2, alors il existe un ensemble G1 où par construction des G, F1 et
F2 e G1. Or gi est bijective de tout G sur un L, sous-ensemble de oi. Donc G1 est aussi
concerné, donc gi(F1) * gi(F2). Donc (b) est vraie dans ce cas.

FIN PREUVE

Le problème d'emploi du temps est dans ce cadre.

Par exemple, il existe une propriété B' qui partitionne l'ensemble des salles par
spécialité. lt faut alors trouver une fonction y qui vérifie la propriété B.

La fonction "g" place des périodes, des salles, des professeurs, des classes aux cours.
T est la fonction de placement aux heures. g'1 est la fonction de placement aux salles, ...

Les propriétés A sont des contraintes de non-ubiquité pour les professeurs,
les classes, pour les salles, ...

Les propriétés B' regroupent les cours utilisant
de salle), les mêmes professeurs (et même groupe de

Les propriélés B limitent le nombre de cours
salles disponibles de même spécialité, ...

pour

les mêmes salles (et même groupe
professeur), ...

se chevauchant par le nombre de
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C.2.2 Technique de coloration en p.L.C.

La technique de coloration multi-dimensionnelle d'hyperarêtes correspond à une
recherche de solutions par la P.L.C. satisfaisant un réseau particulier de contraintes.

Les données de base sont constituées à partir de H lE, n et de r. Nous les décrivons
par des clauses, des variables et des domaines.

Les compositions représentent des variables ÿ de la p.L.C.. Les différentes
possibilités de placement de ces compositions constituent le domaine de chaque variable
dans chaque dimension.

Les propriétés P que la coloration doit respecter correspondent aux contraintes C.
Le placement ou coloration s'effectue par les éliqueteurs de la P.L.c.. ceci constitue une
énumération plus ou moins intelligente des points de I'espace de recherche.

Nous présentons différentes manières d'énumérer les valeurs aux variables. Les
placements représentent les énumérations. lls peuvent dépendre d,informations diverses
comme les priorités, les propriétés (ou contraintes) mises en jeu, ...

a) Représentation du problème d,empioi du temps en p.L.C.

i) Hyperoraphe en p.L.C. : diverses clauses

Nous décrivons, ici, I'hypergraphe H lE, n.L'ensemble E décrit les composants.
Les hyperarêtes Fk de f représentent les compositions et donc toutes les combinaisons
prédéfinies.

0§ L'ensemble E esl formé en p.L.c. par une série de clauses ou de faits.

_ E est décomposé en sous-ensembles. Chacun d'eux représente un type de composant.
Par exemple, nous avons un premier type "professeur", un autre "discipline',.

L'ensemble f est alors composé avec les éléments de ces types de composant.

Des attributs peuvent être associés à chaque composant. Ces attributs sont spécifiés
par une liste de valeurs qui caractérise les composants.

La forme d'une clause est alors : "composanl (type, nom_composant,
Iiste_d_attrib uts)".

Exemple : La clause générée pour le professeur Durand sans attribur est :

composant (professeur, Durand, []).

L'ensemble de toutes ces clauses forme I'ensemble E.
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ii) Hyperaiêtes à colorer : variables sous domaine

Les hyperarêÎes à colorer ou compositions sont représentées par une liste de
variables de la P.L.C.. Nous ne représentons pas les compositions Fk en soi, mais les
places réservées pour la coloration.

Les placements sont spécifiés pâr r = T x o1 x... x om.

Les compositions correspondent aux variables du réseau de contraintes. Chaque
dimension de placement est représenté dans un domaine de variable pour chaque
composition.

Nous avons à chaque composition Fk, la liste des variables *v1,1, ..., *vom,k.

Nous regroupons les variables de même dimension. Nous avons alors l,ensemble ,/
des variables de n compositions r

B§ ÿ=h u...\r'/o* oùY g, ÿq=LJ *vg,k pour r = T x o1 x... x om.
1 <k<n

Une dimension est représentée par un domaine de constantes attribué à chaque
variable (de même type).

Le domaine des variables tvi est noté D1.

N.B. : chaque couleur est associée à une cCInstante (ou un nombre entier).

!§ Pour I'ensemble des variables mises en jeu ÿ = ÿo1rr ... \J ÿo,n nous avons :

V 'voi,k e ,l/oi, domaine de *vo;,L 
= Doi,k = oi.

3æ L'espace de recherche S est composé du produit cartésien des domaines de chaque
variable, donc pour n compositions : ( Df,f x... x Dom,.t x... x DT,n X...X Dor,n )= S ou

(Txo1 x...xom)[=S

N.B. : Certaines vaiables de la P.L. ne nous intéressent pas. Eltes interviennent lors de la
résolution par la P.L.c. et ont comme domaine, l'univers d,Herbrand.

Par la suite, l'espace de recherche S est assim ité au produit cartésien des domaines
des seules variables "compsition".

iii) Propriétés de coloration : les Contraintes

Si nous désirons prouver la généralité du modèle présenté ici, il faut tenir compte
des propriétés déjà prises par les autres résolutions du chapitre A. Il faut aussi prendre
des caractéristiques plus générales.

Nous avons défini les variables ÿet leur domaine associé. Nous avons alors les
sommels du réseau de contraintes. Nous définissons maintenant les contraintes.

Contraintes à la "Prolog"

Pour représenter une partie des propriétés se rapportant à la préaffectation induite
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-par les compositions de f, nous utilisons les contraintes d'unification sous forme de faits.

Nous allons restreindre I'ensemble faà partir de propriétés sur les éléments de E.
Avec ces propriétés, nous éliminons certains hypergraphes non valides en imposant
certaines combinaisons de Fk de fo-

Ces propriétés sont modélisées par un fait Prolog particulier. Les paramètres de ce
fait sont des éléments de E. Ce fait est une relation qui restreint les domaines associés à
une composition.

Nous introduisons ici la durée "dt". Pour nous, elle est assimilée à une contrainte de
préaffectation.

La représentation d'un fait (ou d'une hyperarête 'Fi de F ) se réalise par une liste
d'associations d'un type et de composants :

"composition ([type1, nom_composantl, ...], ..., [typem, nom_composantm, ...]).,,

Exemple I pour un cours de physique de deux heures avec le professeur Durand, nous
avons : composition ([Professeur, Durand],[Durée, zl, [Discipline, physique]).

N'B' : Ces clauses n'ont pas exclusivement cette forme. Nous pouvons avoir des couptages
entre Base de données et Base de connaissances. Les clauses sont alors gérées efficacement
dans une Base de données.

Nous pouvons avoir un schéma relationnel de Base de données associé à cet
hypergraphe. Il prend en compte les clauses ,,composition,, et ,,composant,,. Toutes les
fonctionnalités associées à un S.G.B.D. peuvent être utitisées i tri, vérification de
cohérence sur certaines données (existence d'au moins un composant dans chaque type),
test sur ces données (nombre d'heures affectées à chaque composant), accès rapide aux
informations voulues par des critères précis.

ce problème de schéma relationnet est bien traité dans IHAN gs].

De plus, il existe des couplages entre Base de données et Base de connaissances. Ces
travaux ont été exposés dans la première partie de ce rapport. lls n,ont pas d,intérêt ici,
dans le sens où seuls les problèmes de placement nous intéressent.

Cas 1 : Contraintes pré-définies

Certaines propriétés s'expriment par une ou
Ces dernières sont des relations entre des variables.
R(ÿ, q.

plusieurs contraintes pré-définies.
Nous conslruisons donc le réseau

La liste des contraintes pré-définies dans OLEF v1 est la suivante :

- ^diff (a1, a?l, ^element (n, l, v), ^au-plus-n=k (n, l, k), ^sigma_idemx (lcoef,l, seuil) et ^= (exp'l, exp2), ^< (exp1, exp2), ^> (exp1, exp2), n<= (exp1, exp2), ^>=(expl, exp2), ^# (exp1, exp2) et ra contrainte impricite d'unification.

Par exemple, nous avons besoin pour la propriété B d'exprimer la disjonction de
deux intervalles. Nous allons l'écrire avec le jeu de contraintes ci-dessus sous la forme
suivante.

84



Soit les compositions Fk et Fk'de variables horaires *v1 et *vT,, de durée dk et dk'.
Le chevauchement passe par deux alternatives : Fk est avant Fk' ou Fk' est avant Fk.

disjoint ('v1, *v1', dk, dk') :- ^<= ((+ .v1 dk), *rT,).

disjoint (*v1, 'v1', dk, dk') :- ^<= ((+ -v1, dk'), .vT).

Ceci semble peu efficace. Avec n c_ompositions, il faut n (n - 'l)+2 poses de telles
clauses. Mais en plus, cela induit 2n(n-1)-2 combinaisons.

Les autres inconvénients concernent I'impossiblité d'exprimer correctement des
propriétés d'équilibrage et de compacité.

Par exemple, une propriété d'équilibrage exprime qu'au plus et au moins une
moyenne de M cours doit se faire par demi-journée.

Avec le jeu de contraintes disponibles, nous ne pouvons pas exprimer la notion de
"au moins M compositions sont présentes". La notion "au plus M compositions sonf
présentes" peut s'exprimer mais pour des compositions de durée unitaire. Cependant, elle
n'est pas possible pour des compositions de durée quelconque.

Exemple : Prenons le cas suivant oÙ il existe trois compositions : C de durée 2 unités, A et
B de durée une unité. Ces compositions sont à placer sur une plage de deux unités (tO-11,
t1-t2). Seules les deux salles s1 et s2 sont disponibles.

ll faut donc :

- qu'il n'y ait pas plus de deux compositions se chevauchant,- respecter une propriété de limitation,
- tenir compte des durées et
- placer au maximum deux compositions dans une même saile.

N.B. : ll ne suffit pas de tester le nombre de compositions présentes à chaque période de
temPs- ll taut tester ce nombre de compositions sur chaque intervaile horaire de
composition.

Flegardons le schéma qui suit. ll nous donne une configuration valide pour le test
sur chaque période. Cependant ceci impose que C doit changer de salle. Le test sur chaque
intervalle horaire de composition invalide cette configuration.

Test

Test

sur chaque periode : aucune détection que C doit changer de salle
Nombre de compositions en (10-t1) : 2 : (A, C)

Nombre de compositions en (t1 -t2) : Z: (8, C)

sur chaque intervalle de compositions : détection d'invalidité sur le placement de c.
Nombre de compositions sur l'intervalle de A : 2 : (A, C)

Nombre de compositions sur I'intervalle de B : 2 : (8, C)

Nombre de compositions sur I'intervalle de C : 3 : (A, B, C)

Figure 22. lntégrité de salles

Nous nous apercevons que les contraintes pré-définies ne suffisent pas à exprimer
toutes les propriétés.
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Cas 2 : Nouvelles contraintes

Notre but est d'aller plus loin que les résolulions existantes. Nous voulons appliquer
la P.L.C. à un problème d'emploi du temps assez général. Pour cela, certe partie définit
deux nouvelles contraintes. Avec ces nouvelles contraintes et les autres pré-définies,
nous allons pouvoir pallier aux inconvénients liés à la durée non unitaire des
compositions et aux propriétés d'équilibrage et de compacité.

ces conlraintes se nomment : apas-plus-de-n et ^pas-moins-de-n.

Le réseau de contraintes R (ÿ, C) est basé sur ces nouvelles contraintes et sur les
contraintes pré-déf inies.

La première contrainte, npas-plus-de-n, est une contrainte limitant le nombre de
ressources totales.

. apas-plus-de-n

Syntaxe : ^pas-plus-de-n (n, ll,lZ, lcoef)

n est une constante, /7 une liste de variables sous domaine, lZel lcoef des lisles de
constantes.

Schéma de réveit : (g d g g)

Schéma d'aclivation : quelque soit le nombre de variables sous domaine.

cette contrainte exprime qu'au plus n ressources sont utilisées.

_ Nous avons plusieurs objets. Chaque objet est utilisé durant un intervalle de temps.
Cet intervalle est spécifié par une variable de début dans // et une durée dans t2.

/coef est le vecteur des ressources (ou besoins) locales à chaque objet.

Par exemple, nous avons deux cours de variables *v1 et *vZ, de coefficient égal à 1
et de durée 2 pour chacun de ces cours. Nous voulons limiter le nombre de cours se
chevauchant à 1, nous avons I'appel : ^pas-plus-de-n (1, [*v1, *vzl, 

12,2], [1, 1]).

Schéma local de saturation :

// constitue la liste des débuts Fi d'intervalles,
/2 représente la durée d1 de ces intervalles,
lcoef esl la liste des coefficients c; attribués à chaque intervalle (donc à chaque

obiet). Elle indique le nombre de ressources utilisées pendant cet intervalle,
n est une limite supérieure de ressources à ne pas dépasser.

Le principe est similaire à celui de Ia contrainte "^au-plus-n=k,'. Elle doit
maintenir la relation suivante (Le schéma interne s'appuie sur une variable trang
supplémentaire d'implantation) :

VFi e l'l,ie D1r"ng,dieP,l c; <n
Fi e l1, dle 12, cie lcoef /

IFi..Fi+d;-1j ., tFj. Fj+d.;1]* a
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Nous utilisons le symbole "\" pour Ia différence ensembliste : ArB = {x e A, x e B}.

Algorithme local :

Boucle 1 : Pour tout Fi de ll, Fi instancié, i e Dlrang, avec sa durée d; dans /2 et son
coefficient c; dans lcoef laire

Somme := O;
Boucle 2 : Pour tout Fj de ll, Fj instancié, avec d1 dans 12 el ci dans lcoef

f aire

ü [Fi..Fi+d1-1] n IFj.. Fj+di- 1) * @ a to rs
Somme := Somme + cji

Fin Si;

Condilion 1: §[ Somme > n alors
sortir de Boucle 1 par ^pas-plus-de_n insatisfaite;

Fin Si;
Fin Faire;

Condition 2 :§ Somme = nalors

Pour tout Fu de ll, Fu sous domaine, du dans /2 faire

DprnPas-Plus-de-n = DFu r {w e Dç, l[Fi..Fi+di-1]n[w..w+d u-1pa]
§ DpunPas-plus-de-n = 6 alors ^pas-plus-de-n insatisfaite.

Fin Faire ;

Fin si;

Dlr"ng := D;r"nn \ i;
Fin Faire ;

condition 3 : §i tous Fi de ll, Fi instancié alors ^pas-plus-de-n satisfaite;
Fin si;

La boucle 2 somme les coefficients des intervalles chevauchant celui indexé par la
boucle 1.

La condition i détecte les incohérences (I q > n).

La condition 2 maintient la cohérence. Elle interdit de faire chevaucher d'autres
intervalles avec cetui indexé.

La contrainte est satisfaire quand toutes les variables sont instanciées (condition
3).

En résumé, nous sommes sûrs de détecter les incohérences (condition 1) et de
déclarer dans ce cas, l'insatisfaction de cette contrainte.

L'algorithme se termine car le nombre de compositions est fini. La satisfaction et

87



l'insalisfaction de la contrainte sont toujours détectées.

La deuxième conlrainle, ^pas-moins-de-n, est une contrainle imposant un nombre
minimum de ressources.

. apas-molns-de-n

Syntaxe : ^pas-moins-de-n (n, ll, 12, lcoef)

n représente une constante, /1 une liste de variables sous domaine, 12 et /coef des
listes de constantes.

Schéma de réveil : (g d g g)

Schéma d'activation : quelque soit le nombre de variables sous domaine.

cette contrainte exprime qu'au moins n ressources sont utilisées.

Chaque objet est utilisé durant un intervalle de temps. Cet intervalle est spécifié
par une variable de début dans /7 et une durée dans /2.

De même que pour la contrainte précédenie, lcoef est le vecteur de ressources (ou
besoins) locales à chaque objet.

Par exemple, nous avons deux cours de variable *v1 et *v2, de coefficient égal à 1

et de durée 2 pour chacun de ces cours. Nous voulons avoir au moins deux cours se
chevauchant, nous avons I'appel : ^pas-moins-de-n (2, [.v1 , *v\l, 

lZ, Z), [1, 1]).

Schéma local de saturation :

// constitue la liste des débuts Fi d'intervalles,
12 représente [a durée di de ces intervalles,

lcoef est la liste des coefficients ci attribués à chaque intervalle (ou objet). Elle
indique le nombre de ressources utilisées pendant cet intervalle,

n correspond à une limite inférieure de ressources.

Le principe est le même que celui de la contrainte "^pas-plus-de-n" (Le schéma
interne s'appuie sur une variable supplémenlaire lrang d'implantation). La contrainte
doit maintenir la relation suivante :

V Fi e ll,ie Dlr"ng, d1e 12, I .i > n

Fi e 11, die 12, cie lcoet I

[Fi..Fi+d1-1] n [Fj .Fj+dS1]* b

Nous utilisons le symbole "\" pour la différence ensembliste :ArB = {x e A, x e B}.

Algorithme local :

Boucle 1 : Pour tout Fi de ll, Fi instancié, i e Dtrang, avec d; dans 12 elci dans lcoef
faire

Somme_sûrc i= gi
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Somme_possible ;= @l
Liste_de_variables := O;
Liste_de_durée ;= A;
Boucle 2 : Pour tout Fj de /l avec d; dans t2 et ci dans /coef faire

Condition 1 :

§i Fj instancié et [Fi..Fi+di-'l] n tFj..Fj+d1- 1]* @ ators
Somme_sûre := Somme_sûre + cj;
Somme__possible := Somme_possible + c;;

Fin Si;

§[ Fj sous domaine et ] v € DFj [Fi..Fi+d;-1]n[v..v+d;-11*@ ators
Sommejossible := Somme_possible + c;;
Liste_de_variables := Liste_de_variables u Fj;
Liste_de_durée := Liste_de_durée u dj;

Fin Si;

§iSomme_sûre>nalors
sortir de Boucle 2;

Fin Si;

Fin Faire;

Condition 2 : §j Somme-.possible < n alors
sortir de Boucle 'l par ^pas-plus-de-n insatisfaite;

Fin Si;

Condition 3 : §[ Somme_possible = n alors

Pour tout Fu de Liste_de_variables, d, dans Liste_de_durée faire

Dpr^Pas-PIus-de-n = DFu r {w e Dçu I [Fi..Fi+di-1]n[w..w+d u-1*=a]

Fin Faire ;

Fin si;
Dlrrng := Dlr"nn \ i;
Fin Faire ;

condition 4 : §[ tous Fi de 11, Fi instancié alors ^pas-plus-de-n satisfaite;
Fin si;

La boucle 2 somme les coefficients des intervalles intersectant celui indexé par la
boucle 1.

Deux sommes possibles sont faites. La première, la somme sûre, additionne les
coefficients des intervalles déjà connus (variables instanciées). La seconde, la somme
possible, additionne les coefficients des intervalles qui peuvent intersecter I'intervalle
indexé par la boucle 1. Cette deuxième somme concerne les variables sous domaine.

La condition 1 teste si la somme sûre dépasse la limite inférieure. Dans ce cas, la
cohérence et la satisfaction de cette contrainte pour I'intervalle indexé sont toujours
vraies. Nous testons alors la contrainte sur un autre intervalle (l'index change).
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La condition 2 détecte qu'il ne sera pas possible d'atteindre la borne inférieure.

La condition 3 élimine les débuts possibles de ces intervalles qui ne correspondent à
aucun chevauchement valide. Ceci rejette donc les valeurs menant à une incohérence.

En résumé, nous sommes sûrs de détecter les incohérences (Condition 2). Dans ce
cas, nous déclarons I'insatisfaction de cette contrainte.

La contrainte est satisfaite quand toutes les variables sont instanciées (condition 4).

Le nombre de compositions est fini. Donc l'algorithme se termine. La satisfaction et
l'insatisfaction de la contrainte sont toujours détectées.

'APPorts
. La contrainte "^pas-plus-de-n" permet de

les chevauchements entre compositions.
prendre en compte les durées et donc

' Chaque composition peut utiliser un nombre de ressources supérieur à un. La
composition garde intégralement ces objets pendant tout I'intervalle où elie est placée.

Exemple : Les ressources peuvent représenter des élèves. Nous plaçons plusieurs
compositions simultanément dans une salle de conférence. Cette salle'n,a qu'un nombre
limité de places. un seul élève peut être attribué à une seule place

Soit Lisfe-de-compositions, une liste de compositions Fi. Celles-ci sont composées
d'un groupe de Néiélèves et doivent se dérouler dans la salle de conférence,

soit lrste-des-durées,la liste des durées respectives de chaque com'position Fi,
soit liste-des-coefficients, la liste des nombres d'élèvei r.rei pris par chaque

composition,
soil Nombre-deilaces,le nombre de places disponibles dans la salle de conférence,

la contrainte est utilisée comme suit :

^pas-plus-d e-n (No mbre_d e_pl ace s,
Li ste_de s_co eff ic i e n ts).

L i ste_d e_co m po sitia n s, Li ste_d e s_d u ré e s,

. La disjonction sur une liste de compositions s,exprime
contrainte "^pas-plus-de-n". Le vecteur des besoins locaux est
supérieure, dans ce cas, est fi = 1.

par une seule et unique
un vecteur de 1. La limite

' La contrainte "^pas-plus-de-n", alliée à "^pas-moins-de-n" permet d'exprimer
l'é-quilibrage. Nous posons conjointement ces deux contraintes. Leur limite (supérieure et
inférieure) n est la même (à une unité près). Elle est égale à la moyenne voulue de
compositions par demi-journée.

Rappelons que l'équilibrage nous serl pour le
exemple, nous voulons qu'un professeur fasse des
chaque demi-journée.

. La contrainte "^pas-moins-de-n,, permet
des cours fictifs associés à chaque cours réel.
compacité permet de grouper les cours d'un

problème d'emploi du temps. par
cours équitablement répartis dans

d'exprimer la compacité en liaison avec
Dans le problème d'emploi du temps, la
professeur dans un nombre de jours
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-restreint. Cette propriété assure aussi que deux cours de ce professeur se suivent à une
distance minimum.

Nous présentons ultérieurement leur utilisation dans un exemple plus concret.

b) Colorations : Enumérations par étiqueteurs

Nous avons représenter un problème d'emploi du temps en p.L.C. à partir d'un
hypergraphe H [E, ff, des possibilités d'affectations r =Txo1 x...xo,m etdes
propriétés P. L'évaluateur P.L.C. peut construire un réseau de contraintes R(/, e. Nous
connaissons l'espace de recherche S.

ll nous resle à chercher g tel que g : F- r satisfasse p. Ceci revient à chercher une
coloration pour les compositions Fk par la palette de couleurs r, en respect de p. Cette
recherche de g permet de trouver les points de S satisfaisant Ie réseau R(,/, q.

D'un point de vue P.L.C., ceci revient à énumérer les points de S. L'énumération
affecte à chaque variable de "composition" une valeur de son domaine.

Les étiqueteurs de CLEF v1 réalisent cette énumération.

Bappelons les divers prédicats d,',étiquetage" de CLEF v1
reporter au chapitre B) :

(pour plus de détait se

- "d-valuer (term)" instancie une à une les valeurs de la variable term en
utilisant le backtrack.

- "pluscontrainl (var, term, liste)" détecte dans llste la variable var de pluspetit domaine et ayant Ie plus de contraintes associées. term est la nouvelle liste
liste\var.

- "étiqueter-pluscontrainl (*/)" associe les deux précédents prédicats. Enpremier, la variable la plus contrainte de "/ esl instanciée. L'ordre des variàbles esr tenu
à jour dynamiquement. Le processus recommence jusqu'à ce que la liste soit vide.

A partir de ces prédicats, plûsieurs stratégies peuvent être dégagées. La colorationdes compositions Fk de f correspond à I'instanciation de leurs variables 7. Nous
supposons que toutes les variables sont regroupées dans la liste ,ÿ.

Cette stratégie place Ies compositions
variables. La stratégie utilise les clauses
s'écrivent en CLEF v1 de la manière suivante :

apparition ([).
apparition ([-vprem | .suite]) 

:-
d-valuer ('vprem),
apparition(.suite).

suivant I'ordre d'apparition de leurs
"apparition" ("apparition(.,{"). Elles
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ii) Stratéqie 2 : Ordre du "pluscontraint,'

La stratégie utilise le prédicat',étiqueter-pluscontrainl(,ÿ,,.

Celle-ci répond de la manière la plus fidèle à l'expérience d'un concepteur.

Effectivemenl,. les compositions les moins disponibles ont peu de possibilités de
placement. Le domaine de ces compositions est réduit. Elles sont donc plus contraintes.

Exemple : c'est le cas des compositions d'un professeur peu disponible. Nous plaçons des
contraintes d'indisponibilité. Le domaine des variables concernées est diminué des valeurs
indisponibles. Ceci se traduit par un domaine plus restreint que les autres professeurs.
Le placement est plus prioritaire.

D'autres stratégies existent se rapprochant de plus en plus du backtrack intelligent.

iii)

Nous supposons qu'il existe des propriétés similaires à (p0)
propriétés A définies dans la division c.2.1. Nous utilisons le théorème i
propriétés équivalentes à B.

composées en
pour placer des

Les compositions Fk sont affectées en premier
placées sur les oi. Ceci revient à étiqueter toutes
variables ÿoi G 'ÿoi,k).

lieu
les

sur T. En second lieu, elles sont
variables ,ÿ|G'ÿf 

,x) avant les

Dans le cadre du théorème 1, la recherche de g passe par celle d'une fonction y: f-+ T. Le programme est alors formé comme suit :

1) Placer les contraintes sur T,

2) Placement (par y) des Fk de f sur T en étiquetant (V k),*oÎ,k, tel que les contraintes représentant les propriétés B soient respectées.

3) Poser les contraintes sur oi,

4) Placement (par gi) des Fk de f sur oi en étiquetant (V k),*ÿoi,k (les deux aides présentées dans la preuve du théorème 1 nous permet de trouver
sûrement ces gi).

5) Les étapes 3) et 4) sont apptiquées à chaque dimension oj.

N.B. : Le placement se fait sur chaque dimension : T, ol, ..., 6tn. c,est au programmeur defaire le lien entre les dimensions, par les propriétés ou contraintes appropriées
(exemple, B et B').

o,



C.3 Exemple récapitulatif

C.3.1 Présentation de I'exemple

Avec cet exemple, nous montrons que les problèmes d'emploi du temps sont mieux
résolus par la P.L.C. que les autres résolutions existantes. Par ce biais, nous constatons
plus facilement les apports de la P.L.C. et ses limitations.

Nous avons plusieurs extensions. Nous affectons des heures et des salles. Les durées
des cours peuvenl être d'une heure, d'une heure et demi ou de deux heures.

Le nombre de composants est quelconque. Une composition représente un cours. ll ne
se restreint pas à deux composants. Un cours peut avoir des groupes d,élèves, des
professeurs, des salles et des disciplines.

Le critère de "bonne" solution est uniquement constitué par le désir de chacun
(exprimé par des indisponibilités, des préaffectations, ...).

Nous allons définir les composants (E). Puis nous présentons les compositions (f),
les places d'affectation (r) et enfin les diverses propriétés (p).

a) Les composants : (professeur. salle. etc.)

L'ensemble E des composants est partitionné en sous-ensembles décrivant chaque
ÿpe de composant.

Nous supposons définis les ensembles suivanls: rtensemble des élèves et j
ensemble des salles existantes. Ainsi, E est constitué de la manière suivante :

. E = Ep u EGe u EGs u EDis u E6rr6" où

- EO est I'ensemble des professeurs,

- ECO est un ensemble de groupes Gé; d,élèves tel que :

VGé1e E65, Gé; c E/

- Eos est un ensemble partitionné de groupes de salles de même spécialité,
V Gs; e E6., Gsl Ç -t et

V Gs1 e E6s,V Gsi e E6", (i*j), Gs; n Gs; = O"

  Cet ensemble E6" constilue une partition de S. En comparaison avec le théorème 1, S
est un ensemble oi. EOs est Ia partition partl(o;).

- Eoi, est I'ensemble des disciplines. Celui-ci est divisé en deux sous-ensembles :

EDi.tégère pour les disciplines légères,
EDistourde pour les disciplines lourdes avec :

EDirlégàre ô EDislourd e = O,

EDi.logèr" u EDislourde = EDis.
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- Edurée eàt I'ensemble des durées possibles par unité d'une demi-heure.

Tous les éléments de E r E66 sont indépendants deux à deux :

Ve1 e E r E66,V eZe E \ EGé, e1 * e2

où "*" peut exprimer ra différence entre deux constantes ou
l'intersection vide entre deux ensembles (e1 n eZ = A).

b) Les compositions : (cours. etc.)

. Une composition est un cours Fk tel que

Fk = {êpk, êGék, êGsk, êDisk,e6rr6"1} avec

même cours), 
- epk * @ el epk _. Eo (plusieurs professeurs sont possibres pour un

ecék * @ et e661 E Ece (plusieurs groupes d'élèves possibles),

êcsk ro O et e6.1 € Ecs (un seul groupe de salles possibles),

êDisk + O et ep1.p e EDis (une seule discipline possible),

êduréek *@ el oduréek € Edurée (une seule durée possible).

En résumé, un cours peut réunir plusieurs groupes d'élèves. ll n,a qu,un seulgroupe de salles. ll peut être consitué de plusieurs professeurs. Ce cours ne peut avoirqu'une unique discipline et qu'une unique durée.

  ' Dans notre cas, chaque cours a un groupe de salle associé. En comparaison avec le
théo-rème 1, la préaffectation des cours à un groupe de salle représenie la fonction 0.
L'utilisateur doit assurer que 0 est un isomorphisme entre r el s.

'Avec la structure de E6" et des cours, nous avons constitué la propriété 8,.

Tous les cours Fk, formés de cette manière constituent l,ensemble f.
c) Les possibilités d'affectation

L'ensemble r est le produit cartésien de deux ensembles i s el t{(r{est I'ensemble T
théorique).

' Rappelons que 5 est I'ensemble des salles existantes dans l'établissement.

't{ esl I'ensemble des demi-heures possibles du Lundi I heures au Samedi 12
heures. Cet ensemble a des particularités dont r hérite.

l{ esl décomposé en une partition {1/1}. L'indice t correspond à un jour de la
semaine. Nous avons :
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'Y l{lae g{,Y t{tbe g{,(la*lb), Hta^Hlb=O,

'U Hti= t{: li e {Lundi, ..., Samedi}
ti

Nous supposons qu'il y a zu jours.

< Samedi 12h. 
. ll exisle un ordre tolal, "<',, sur g_{ tel que Lundi gh < Lundi Bh gO < ...

chaque fiest décomposé en deux sous-ensembles {.{,1 ,r4,2}. chacun d,entre eux
représente chaque demi-journée de ce jour t :

" il11 n g{1,2 = @,

" !4,1 v 1{1,2 = !{1.

Nous connaissons deux aulres ensembles, Fermelures et Récréation. lls s'associent
aux heures de fermeture (12 heures et 'lB heures chaque jour) et à celles de récréation
(à 1o heures et 16::::: 

:::rr:::u 
'

Fermetures = {Lundi 12h, Lundi 1B h, ..., samedi 12h},

Récréation = {Lundi '10 h, Lundi 16 h,..., Samedi 10 h}.

1 2 h eu res .,, o ; niî i:,i,i :î; î'l'J',::: l; î:f;.'iiH: lï:1 i:' 
n " " s e n I re

L'ensemble r est décomposé en une partition avec les demi-journées r1,; (iiàme
demi-journée du jour t) :

'r = L./ rt,i pour t du Lundi au Samedi et i de Js 1ère 511 2ème demi-journée,

.Vlt,i er,Vrr,j €r,(tr.r) ou(i +j),rt,i nry,i=@

d) Placement et astreintes

La fonction g place les cours dans une salle à une heure précise. Elle est la suivanle :

g: F -+ r = 9{ x S
Pg -+ (heureg, sallep)

Nous utilisons les notations qui suivent pour un cours Fk de durée dk :

" g(Fk)lrest Ie temps de début du cours Fk,

" g(Fk)ls est la salle affectée au cours Fk et
lnterv(g(Fk)pf, dk) exprime l'intervalle de temps occupé par Fk.

La fonction doit respecter un ensemble de propriétés P. Nous allons maintenant les
découvrir. Avant chaque propriété, une présentation informelle est donnée afin de mieux
la comprendre.
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- i) Contraiàtes oénérales

I Aucun cours ne doit chevaucher les heures de fermerures. Un cours ficrif est
associé à une heure de fermeture (heure de début et durée). Chaque cours réel est en
disjonction avec ces cours fictifs.

Rappelonsque"<*estl'ordretotalsurr/telqueLundi8h<Lundi8h3o<...<
Samedi '12h.

Les heures hu et hv nous servent uniquement pour calculer la durée d'une heure de
fermeture hi. Les durées associées à un cours Fk se noteront toujours dk. Ainsi par la
suite, nous les utiliserons sans expliciter leur appartenance.

(P0) : V Fk e f,y hie Fermetures,

f hu e ,{,hi< hu, v hv e g{,hv*hu, hv+hi, (hv < hu et hv < hi) ou (hu < hv et hi <
hv) alors

lnterv (g(Fk)1ff, dk) n lnterv (hi, (hu _ hi)) = O.

f La deuxième proposition concerne les groupes d'élèves. Les cours ayant des élèves
en commun ne peuvent pas se dérouler en même temps.

(P0'):V Fke y,V Fk'e f,(k*k'), V Gépe Fk,V Gég,e Fk,,
(Gê1 n Gé1,* @) = (tnrerv (g(Fk)lrl, dk) n tnterv (g(Fk,)lrl, dk,) = 61

f Deux cours ayant des périodes de temps communes ne doivent pas avoir lieu dans
la même salle.

  ' Nous constatons que cette propriété est équivalente à la propriété A du théorème 1(c.2.1 ).

(P0") : V Fk e F, dk e Fk, V Fk, e f, dk,e Fk,, (k*k,),
(lnterv(g(Fk)1e1, dk) n tnterv(g (Fk,)Vr,dk') * A) = (g(Fk)ls * g(Fk,)15)

I Tout cours doit avoir lieu dans une salle de son groupe.
(PO"bis) : V Fk e f, Gsl e Fk, Gsp € EGs, g(Fk)ls e Gs1.

  'Avec la structure spécifique de E6r, cette propriété constitue une des deux aides
pour trouver la fonction de coloration uni-dimensionnelle équivalente à §;5 (cf la preuve
du théorème 1).

f Deux cours, ayant au moins un professeur en commun, ne doivent pas se dérouler
au même moment.

(P0"') :V Fk e F,Y Fk'e f, (k*k'), {pt}. Fk, {pp,}e Fk,,
({PX} n {Pt,} * @) * tnterv (g(Fk)ltt,dk) n tnterv (g(Fk,)lrr, dk} = g
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ii) Contrainte de préaffectation

I Un cours choisi ne doit se dérouler que pendant
contrainte est facultative.

une après-midi r1,2. Ceile

(P1) : Pour Fk e f,, Fk choisi, lnterv (g(Fk)lrl,dk) E r1,2

iii) Contrainte d'indisponibilité

I Certains cours ne doivent pas se dérouler à une période précise de temps. lci,
aucun cours ne doit être interrompu par une récréation. L'ensemble des récréations a éfé
défini avant.

(P2) : V Fk e f, lnterv (g(Fk)lrl, dk) n Récréation = O.

iv) Contrainte d'équilibrage

Pour chaque groupe d'élèves, les disciplines légères doivent être bien réparties par
demi-journée. supposons qu'il y a u) journées, et z ut -1 demi-journées.

f Nous cherchons d'abord le nombre de cours pour
une discipline légère (Card(J2)). puis nous catcutons la
chaque demi-journée. Nous obligeons le nombre de
(Card(J1)) à être égal à ceüe moyenne.

(P3) :V Géu e E66,V r1,1 e r,

chaque groupe d'élèves ayant
moyenne de cours à placer à
tels cours par demi-journée

J1 = {Fk e f, Géu e Fk, disck € EDistégère,

lnterv (g(Fk)lrr, dk) c r1,;),

.12 = {Fk e f, Géu e Fk, disck e EDtstégèr", disck e Fk},

v) contrainte de compacité

I Les cours de professeurs choisis sont placés d'une façon la plus compacte
possible. Nous stipulons que deux cours consécutifs doivent avoir un "troui' minimum.

Un "trou" est I'espace temporel non occupé entre la fin du premier cours et le début
du deuxième. Nous le désignons par sa durée dtrou.

(P5"') : Pour PL, e Ep, p, choisi,
soit Max le dernier des cours :

Max = Fn,r* tel que Maximum {g(Fk)1rr, pu e Fk} = g(Fmax)lf,

VFke f,Fk*Max,pre Fk,alorslFve f,pue Fvtel que:
dk < g(Fv)lr - 9(Fk)1 e{ < dk + drrou
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- vi) Contrainte de limitation

I Certains cours de même groupe de salles peuvent se dérouler en même temps. Le
nombre de ces cours ne doit pas dépasser le nombre de salles disponibles.

(P6) : V Gsl e Ec.,V Fke f, Gs1 e Fk,

J = iFu/ Fu e f, Gs1 e Fu,

lnterv (g(Fk)lz., dk) n lnterv (g(Fu)lrr, du) * b\ arors card(J) s card(Gs1)

^ 
. cette propriété est équivalente à la propriété B du théorème 1 (c.2.1) :

- nous avons vu que la propriété B' est respectée (cf b) avec la partition E6.
de.§.

- un élément P de partilion de f est un groupe de cours ayant le même groupe
Gsl de salles.

- les groupes, nommés ici J, représentent les éléments G du recouvremenl de
P. ll y a un élément par composition Fk de P et tous les cours qui chevauchent Fk constitue
J.

- l'inégalité card(G) < card(O(p)) est représenrée par card(J) < card(Gs1).

Cet exemple présente différents types de contraintes. Elles englobent celles des
diverses résolutions présentées dans la première partie de ce rapport.

Nous abordons maintenant I'application de la p.L.c sur cet exemple.

C.3.2 lmplantation avec la P.L.C.

Nous allons appliquer Ia P.L.C. avec la technique décrite en C.2 sur cet exemple.

a) Représentation de I'exemple en P.L.C.

Nous introduisons dans cette partie, les variables. Elles constituent les sommets de
notre réseau à satisfaire. Nous présentons d'abord les clauses s'associant à I'hypergraphe
HIE, n.Puis nous définissons l'ensemble des variables correspondant aux cours. Enfin
I'ensemble des affectations possibles est décrit par le domaine de chaque variable.

i) L'hypergraphe en P.L.C.

Nous décrivons les diverses clauses qui modélisent I'hypergraphe de notre exemple.
Nous trouvons deux sorles de clauses. La première conslitue I'ensemble E et donc les
composants. La deuxième représente f ou les cours.

ls Nous savons que I'ensemble E = EO u E66 u Ecs u EDis u Edurée.

Chaque composant appartient à un type précis : professeur, groupe d'élèves, ...

Rappelons la forme générale d'une clause pour E :

"composant (type-de-composanl, nom_de_composant, liste_d_attribuls)."
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- Pour chaqÙe sous-ensemble de E, nous obtenons les cinq types suivants de clause :

- pour un professeur de nom 'nom_p1', sans attribut :

"composant (professeur, nom_P1, [)"

- pour un groupe d'élèves 'nom_G1', avec les noms des élèves :

"composant (groupe d'élèves, nom_G'1, [élève1, élève2, ...])."

- pour un groupe de salles 'nom_S1,, avec les salles de ce groupe :

"composant (groupe de salles, nom_S1, [salle1, salle2, ...]).',

- pour une discipline 'nom_D1' avec son poids (par exemple légère) :

"composant (discipline, nom_D1, [légère])."

- pour une durée de valeur de 2 unités, sans attribut :

"composant (durée, 2, tl)."

une union de telles clauses forme I'ensemble E de notre exemple.

r§ L'ensemble f est telque :

y = {Fk I Fk = {e01, êGék, êGsk, êDisk, ê6116"1} avec
ep** A, ecék * O, ec.k * O, ep;.L * @, eilur5"k* @, êpk G Ep,
ecék c EGé, êGsk e E6s, êDisk e EDis, êduréek € EOurée )

Rappelons qu'une clause de composition, donc de cours, a la forme :

"composition ([type1, nom_composantl, ...], ...)."

Les vérifications sur la formation des cours (existence d'un composanl de chaque
ÿpe, existence du composant choisi), ne sonl pas complexes. Elles ne nous intéressent
pas. Elles ne sont pas présentées ici.

Ainsi les hyperarêtes Fk ont la forme suivante :

"composition ([professeur, Nom_p1, ...], [groupe d'élèves, Nom_G1, ...],
[groupe de salles, Nom_S1], [discipline, Nom_D1],
[durée, Une_durée])."

ii) Hyperarêtes à Çolorer : variables sous domaine

Dans Iecasgénéral, r=Txo1 x...xom, ÿ=ÿru...u üo^el,/r= \) *vq,k

Fkef
lci seules 9{ el S nous intéressent. Les autres composants sont déjà préaffectés par

les contraintes compositionnelles. Donc r = 9{x S. L'ensemble T correspo nd à c{.

Nous associons donc, à chaque cours Fk deux variables principales :
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r§ la variable 'vray ou variable horaire et
.vr1 la variable de salle.

Rappelons que r se décompose en demi-journées. Nous ajoutons alors une seconde
variable horaire de demi-journée :

us la variable de demi-journée *v 
r{,tk

Les lrois variables 'vg4y, *vgç,'ur{,tk représentent I'hyperarête Fk.

Donc ÿ= (ÿqv,Vq,) v ,I/5.

t{représente les demi-heures possibles à affecter et S les salles disponibles.

Rappelonsque',<''estUnordretotalsurl{telqueLundi8h<Lundi8h30<...<
Samedi 12h.

us Le domaine des variables horaires ou de demi-journées est I'ensemble des
rangs des valeurs possibles dans 9{. lnitialement, le domaine de *ve,4, correspond à tous
les rangs de chaque demi-heure : [1, .., 99]. Le domaine de "ve41p représente les rangs de

chaque demi-heure commençant chaque demi-journée : [1, 10, .., g1].

u§ Le domaine des variables de salles est l'ensemble des salles disponibles.

N.B. : En pratique, des valeurs numériques sont associées aux salles ou aux demi-heures.
Pour des raisons de lisibilité, le symbole associé est emptoyé plutôt que ta valeur
numérique.

. Ainsi nous avons :

Y *v4ke,I/g,Dttk= 
{Lundi th, Lundi 8h30,..., Samedi 12h},

V *vylîtk e ,I/911, Dtttk = {Lundi 8h, Lundi 14h, ..., Samedi 8h},

V 'rjk e 'l/g, Djk = {Salle1, ..., Sallez}.

Rapoel : La déclaration du domaine d'une variable passe par le prédicat "domaine" de CLEF
v1 : "domaine (*vrk ,ILundi_8h, ...]).".

iii) Propriétés de coloration : les Contraintes

Nous abordons les propriétés P. Nous les transformons en contraintes de CLEF v1.

Nous nous basons sur un ensemble de contraintes qui sont :

-^diff,
-^- (exp1, exp2),
-Â<= (exp1, exp2),
-^element (n, l, v),
-^pas-plus-de-n (n, 11, ,,2, lcoef),
-^pas-moins-de-n (n, 11, 12, lcoef) et
-la contrainte d'unification à travers la résolution CLEF v1.
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Flevenons à I'univers des nombres. Le domaine des variables est un ensemble de
valeurs numériques.

'v9,4, correspond aux rangs dans -ffou aux heures possibles du cours Fk :

Lundi I h est associé à 1, Lundi g h 30 est associé à2,...

La valeur de chaque demi-heure est remplacée par celle de la première demi-heure
de la demi-journée qui I'inclut. Nous obtenons :

La valeur 1 correspond à Lundi-8h. Nous la remplaçons par Lundi_gh ou la valeur'1. La valeur 2 correspond à Lundi_8h30. Nous la remplaçons par Lundi_gh ou .l , ...

Donc *DJ = {Lundi Bh, ..., Lundi8h, Lundi 1 4h, ..., samedi gh} a g fois la valeur
Lundi th (ou 1) pour les valeurs des demi-heures comprises entre Lundi gh et Lundi
12h. Elle a 9 fois la valeur Lundi 'l4h (ou'10) pour les valeurs des demi-heures du
Lundi 14h au Lundi 18h. Et ainsi de suite.

Nous posons Ia contrainte qui suit pour passer d'une variable horaire à une variable
de demi-journée :

- *ys{k, la variable horaire de Fk,

-'vN,lk, la variable de demi-journée de Fk,
-*DJ, la liste {Lundi 8h,..., Lundi8h, Lundi 14h,..., Samedi Bh}

et ^element (*v1ry1,*DJ, *ryfitk).

donc *v94g est le *vrlième élément de .DJ.

Si *ve4.=3, elle correspond à la troisième demi-heure de la semaine (ou Lundi_gh)
donc *vg;g a la troisième valeur de .DJ ou Lundi Bh,

. Contraintes oénérales

Première propriété (P0) : le placement de tout cours ne doit pas chevaucher les
heures de fermetures, donc

(P0) :V Fk e F, V hi e Fermetures,
f hu e ,{,ni< hu, v hv e 5{,hv * hi, hv*hu, (hv < hu et hv < hi) ou (hu < hv et hi <

hv) alors
lnterv (g(Fk)lrf, dk) n tnterv (hi, (hu _ hi)) = g.

Nous posons des disjonstions entre Ie cours Fk et les heures de fermetures.

Nous créons autant de cours fictifs que d'heures de fermeture. Leur durée ici est
d'une unité.

Nous posons la conlrainte "^pas-plus-de-n" entre chaque cours réel et ces cours
fictifs. La limite supérieure à ne pas dépasser est 1. Nous avons par cours Fk :
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- 'lvk, une liste comprenant la variable horaire "v9q et la liste des
heures de fermelure,

-'ldk, une.liste comprenant la durée de Fk, et la durée des fermetures,

- *lcoefl<, une lisle de coefficients tous égaux à 1,

- une limite supérieure n à ne pas dépasser, soit 1,

et la contrainte : ^pas-plus-de-n (1, *lvk, .ldk, .lcoefk).

N.B. : Dès la déclaration de ces contraintes, nolts avons une unique variabte sous domaine
et toutes les autres instanciées. La contrainte se déclenche donc immédiatement. La timite
est déjà atteinte car les heures de fermeture sont connues. A la sortie de la contrainte,
l'état de satisfaction est connu (satisfait ou insatisfait).

' La deuxième propriété concerne la disjonction entre cours qui ont des élèves en
commun :

(P0') :V Fke F,V Fk'e f,(k*k'), V Gépe Fk,V Gé1,e Fk,,
(Gép n Gé1, * @) = (tnrerv (g(Fk)lrl, dk) n tnterv (g(Fk,)lrl, dk,) = g1

La contrainte .^pas-plus-de-n" est utilisée. Nous sélectionnons les cours d,un
groupe Gi d'élèves et les cours possédant un élève en commun avec le groupe Gi. Nous
posons la contrainte sur les variables horaires de ces cours. La limitJ supérieure est
égale à 1. Ce procédé est effectué pour chaque groupe d'élèves.

Nous avons :

- *lrci, la liste des variables horaires *v5,4. des cours dépendant par au
moins un des élèves de Gi,

- tldci, une liste composée des durées respectives,

- *lcoefql, une liste de coefficients 1,

- une limite supérieure n à ne pas dépasser, égale à 1,

et la contrainte : ^pas-plus-de-n ('1, *luci, *ldci, -lcoef6i).

. une troisième propriété (p0") : si deux cours se chevauchent dans
ne doivent pas avoir lieu dans la même salle.

(P0") :V Fk e F,V Fk' e f, (k*k,),
(lnterv(g(Fk)14, dk) n tnrerv(g(Fk')ltt, dk') * @) = (g(Fk)ls + g(Fk,);5)

N.B. : Cette propriété correspond à la propriété A du théarème t. Nous altons voir plus
loin que la propriété B est exprimée principalement par une contrainte de limitation.

^ 
La recherche de 915 Passe par celle Ae y @Vl avec la propriété B. Avec te théorème

le temps, ils
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-'1, nous savons que si les cours sont placés dans le temps en respect de B, il existe une
fonction g;5 telle que la propriété ci-dessus soit respectée.

Pour faciliter la recherche de cette fonction g;5, nous allons poser les clauses
suivantes. Elles expriment d'une manière simplifiée la propriété A du théorème 1.

Nous posons les clauses suivantes sur Ies couples de cours (Fk, Fk,) de même
groupe de salles. lls ont les variables horaires 'v j41^ el*r4k,,les variables de salles *v51

et 'v51' et les durées respectives "dk et .dk'. Les deux premières clauses expriment que
le cours Fk' est placé intégralemenl, soit avant, soit après Fk. Si ces deux clauses
échouent, les cours se chevauchent dans le temps. Dans ce cas, ils ont des salles
différentes.

Propriété_P0_second e (*v 91y, 
*v51, ,dk, *dk, , *v 

94,, 
,r,k,) 

,_

n<= ((+ *vr{k *dk), *vl1^).

Propriété_P0_seconde (*v946, "v51, *dk, "dk,, *vgy1,, *v51,) 
:_

n.= ((* 'Vflk, "dk'), *vt1).

Propriété_p0_seconde ("vrk, "v51, *dk, *dk,, *v9,g,, *vJ;k,) 
t-

^diff (*v.tk, *rsk,) 
.

Cette contrainte n'est placée qu'après les affectations des cours dans le temps (si
elles existent). Les variables horaires sont donc connues et instanciées,

'Ouatrième propriété : (P0"bis) : Ia salle attribuée à un cours Fk doit appartenir
à son groupe de salles.

(PO"bis) : V Fk e f, Gsk e Fk, Gsp e E6s, g(Fk)ls e Gsg.

Nous utilisons la contrainte d'unif ication par l'intermédiaire du prédicat
"domaine". Affecter deux domaines différents à une même variable revient à altribuer à
cette variable l'inlersection de ces deux domaines.

Soit le cours Fk. Sa variable de salle êst .v51. Son groupe de salles Gsp est égal à la
liste *16"g. Cetle liste esl un paramètre de la clause "composant" avec Gs1. Nous posons l

- domaine (*v.rk, *lGrk).

a cette propriété constitue la première aide pour trouver g1s : 015{Fx) e 0(p)= Grp.

' La cinquième oropriété indique que deux cours de même professeur ne se déroule
pas simultanément.

(P0"') :V Fk e F,v Fk'e f, (k+k'), ipXle Fk, {pg,}e Fk,,
(iPr) ^ {Pf,} * @) = tnrerv (g(Fk)lrl,dk) n tnrerv (g(Fk,)lrr, dk) = g

Nous sélectionnons tous les cours de chaque professeur pu. Nous posons la
contrainte "^pas-plus-de-n" sur ceux-ci. Nous avons :

-'lvpg, la liste des variables horaires *v9,.6, des cours Fk de pu,
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- 'ldpu, la liste des durées de ces cours,

- *lcoefpu, la liste de coefficients tous égaux à 1,

- la limite supérieure n égale à 1,

et la contrainle : ^pas-plus-de-n (1, *lvps, *ldpu, .lcoefpr).

. Contrainte de oréaffectation

Un cours spécifique Fk ne se déroule que dans une après-midi particulière 11,2.

(P1) :Pour Fk e f, Fk choisi, lnterv (g(Fk)lrl,dk) E rt,z

Nous connaissons I'après-midi par son début "v1x2 êt sa durée tdt2 (dans notre cas
B demi-heures).

Des inéquations contraignent le cours Fk à se restreindre aux horaires de cet
après-midi. Ainsi, nous posons :

-'v17* est la variable horaire du cours Fk,
- 'dk, sa durée,
- *vsflZ le début de I'après-midi concerné,
- *d12, sa durée,

et les contraintes en conjonction, réunies dans la clause suivante :

Propriété_S_prime (*vrk, *dk, *v1412,*dt2) 
:_

Â<= ('v ill1, 
*v,*) 

,

n.= ( (+ *vt1*'dk), (+ *v1{12.dt2)).

Ainsi, le cours commence au plus tôt au début de I'après-midi (première
contrainte). ll finit au plus tard à la fin de I'après-midi (seconde contrainte).

. Contrainte d'indisoonibilité

Aucun cours ne doit chevaucher les récréations. Nous créons des cours fictifs
associés aux récréations. Leur durée est nulle. Pour chaque cours Fk, nous posons une
disjonction entre chaque cours réel et ces cours fictifs. Ceci se fait par la contrainte
" ^pas-plu s-de- n".

(P2) : V Fk e f, tntew (g(Fk)lrl, dk) n Récréarion = @.

Nous avons donc :

- *lv1p, une liste composée de la variable *v177 et des heures correspondant
aux récréations,

- *ld1p, une liste dont le premier élément est la durée dk de Fk, et autant de
0 que de récréations,
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- *lcoef1r, une lisle de 1,

- une limite supérieure n égale à 1,

et la contrainte : ^pas-plus-de-n ('l , *lv1;, *ld1r, .lcoeflr).

. Contrainte d'équilibrage

Pour chaque groupe d'élèves, les cours de discipline légère sont bien équilibrés.

Rappelons qu'il y a u; journées, donc Z ra-1 demi-journées.

(P3) :V Géu e E66,V r1,1 e r,

.11 = iFk e f, Géu e Fk, disck e EDistégère,

Interv (g(Fk)lr, dk) e rt,i),

.12 = {Fk e f, GéU e Fk, disck e EDislégère},

La propriété exprime le fait que nous devons
dits 'légers" dans chaque demi-journée.

Remarquons que ce qui nous intéresse n'est
chaque cours.

[Card(J2)+(2 Tt) -1)1.

placer en moyenne, autant de cours

pas la demi-journée mais le début de

L'équilibrage suppose une limitation supérieure du nombre de cours par
demi-journée. ceci peut s'exprimer par la contrainte "^pas-plus-de-n,'.

L'équilibrage suppose aussi une limitation inférieure du nombre de cours par
demi-journée. ceci peut s'exprimer par la contrainte ,,^pas-moins-de-n',.

Les deux contraintes nous expriment le système d'inéquations de (p3). Elles portent
conjointement sur les variables de demi-journée.

Nous utilisons la contrainte "étément qui relie chaque variable de début de cours à
son vis-à-vis, variable de demi-journée (cf au début de cette partie iii).

Nous sélectionnons la liste des cours de discipline légère de chaque groupe d'élèves
Gi. Puis nous calculons le rapport du nombre de cours sui les 2 u-l àeml-lournees. Les
moyennes MD et ME représentent Ia partie entière par défaut et par excès de ce rapport.

Nous posons alors :

- *vrlk, les variables horaires des cours Fk,

- .lvgilégèr", la liste des variables de demi-journées 'very1'1 des cours du
groupe Gi de discipline légère,

- *ldgitégèr", la Iiste de durées des demi-journées (8 demi-heures),
- *lcoêfgilégère, une liste de 1,
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- *MD, la moyenne par défaut,
- 'ME, la moyenne par excès,

et conjointemenl avec les contraintes
contraintes par la clause suivanle :

^élément (*vtk, *DJ, *rrfitk), tes

Propriété-3 (.lvgilégare,'ldgilégèr", *lcoêfgilégère,'MD, .ME) 
:-

^pas-plus-de-n ('ME, *lvgitégèr", .ldgitégère, .lcoefgitégère),

^pas-moins-de-n(.MD,
*lVgilégèr", *ldgilégère,'lcoefgitegère).

. Contrainte de comoacité

Le placement de tous les cours d'un professeur choisi est le plus compact possible.
Nous limitons le temps (ou trou) entre deux cours consécutifs.

Dans la propriété, la durée du trou autorisé est nommé dtrou.

(P5"') : Pour Ps e Ep, p, choisi,
soit Max le dernier de ses cours :

Max = Fr", tel que Maximum {g(Fk);r{, p, e Fk},

V Fk e f,Fk* Max, p, e Fk, alors f Fv e f,pue Fv tel que :

dk < g(Fv)lrr - 9(Fk)1 ,{ < dk + dtrou

Horaire

cours de début et de fin de lous les cours

Trous

cours réels

Figure 28. Compacité

Un trou sera schématisé par un cours fictif.

Deux cours fictifs particuliers expriment le début et la fin de tous les cours. Leurs
variables horaires sont *début et *fin.

Nous créons, ensuite, autant de cours fictifs que de cours réels impliqués. Nous

(n-1) dtrou

f ictilk
dtrou+ 1

tr
Er
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-associons à chaique cours Fk de durée dk, un cours ticlit fictifk de durée dfictifk.

Chaque début ('vttticti*) est exaclement la fin du cours Fk associé par une
contrainte d'égalité (*vHfictifk - *vuR + dk). Leur durée "dfictifk correspond à la durée
du trou (+ 1) : .dfictifk = dtrou+1.

Au moins un cours Fk' doit chevaucher ce cours tictit fictifll.Ainsi un cours Fk, doit
commencer, au pire, dtrou après la fin de Fk. Ceci doit être garanti par la contrainte
"^pas-mo in s-de- n ".

Rappelons que nous avons exprimé auparavant la contrainte de disjonction entre les
cours de ce professeur.

Pour plus d'efficacité, nous posons les contraintes rldondantes que chaque cours est
compris entre le début et la fin de tous les cours. Ceci est exprimé par les contraintes
<=.

De plus, la distance entre le début et la fin de tous les cours doit être comprise entre
deux limites. La première somme les durées des cours réels. S'il y a n cours, la seconde
est la même additionnée de (n-1)fois la durée des trous.

Pour les cours Fk du professeur pu, nous avons :

-'vgk variable horaire du cours Fk et *dk, sa durée,
- *vrfiictifk variable fictive associée à Fk avec -dfictifl< sa durée,
- *lvpg, la liste des variables pour les cours (fictifs et réels) de pu,
- *ldpg, la liste des durées respectives,
- tlcoefps, une liste d'autant de 1 que de variables dans *lvpg,

- *début, la variable horaire du cours fictif "début de tous les cours', de
durée 1,

- *fin, la variable horaire du cours fictif "fin de tous les cours" de durée 1,
- la conslante SDmin, la somme des durées *dk,

- la constante sDmax, la somme des durées.dk plus (n -1) fois dtrou,

avec les contraintes entre le début, la fin et chaque cours réel Fk de durée *dk 
:

- n= (*v t{,tictifk (+ 'v ,{k -dk)),

- Â= (-dfictifk, (+ .dtrou .l)),
- Â<= (-début, *v 

r{k),
- Â<= ((+ -vqk ,dk), *fin),

- Â<= (SDmin, (_ .fin .début)) et
- Â<= ((- .fin, .début), SDmax).

les domaines des variables "début et *fin sont toutes les heures possibles de !{,

avec la contrainte entre les cours réels et les cours fictifs associés :

- ^pas-moins-de-n (2, .lvpu, *ldpu, *lcoefpg)
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. Contrainte de limitation

Pour chaque groupe de salles, le nombre de cours se chevauchant dans le temps ne
dépasse pas le nombre de salles de ce groupe.

(P6) : V Gsp e E65, V Fke f, Gsl e Fk,

.,1 = {Fu/ Fu e f, Gs1 e Fu,

lnterv (g(Fk)lrr, dk) n tnterv (g(Fu)lrl, du) + O) ators
Card(J) < Card(Gsp)

a Nous pouvons nous rendre compte que (P6) n'est autre que la propriété B.
L'ensemble J n'est autre qu'un ensemble G (cf C.3.1.d.vi).

Cette propriété se réalise aisément avec la contrainte "^pas-plus-de-n,,. A chaque
groupe de salles Gsp, nous prenons la liste des eours Fk de ce groupe.'Nous posons alors:

- *lvGsk, la liste des variables horaires *vr,rL des cours Fk de groupe Gsg,
- *ldGsk, la liste des durées correspondantes,
- *lcoefGsk, une liste d'autant de constantes 1 que de variable dans .lvGsk,
- Nsk, le nombre de salles du groupe Gs1,

et la contrainte : ^pas-prus-de-n (Nsk, "rvGsk, *ldGsk, .rcoefGsk)

b) Colorations : Enumérations par étiqueteurs

Nous utilisons les différentes stratégies déjà présentées. Dans notre problème, nous
utilisons le théorème 1 défini ci-avant (C.2.1).

' Dans ce cas, la recherche et I'existence de g dépend de l'existence d'un 1 respectant
la propriété B. Ceci consiste à chercher une place horaire aux cours. Cette particularité
va influencer la forme de notre programme.

Le programme consiste en la séquence suivante de contraintes et d,étiqueteurs :

1) Poser toutes les contraintes concernanl g{. Dans notre cas, toutes les
contraintes sont mises en place sauf celles découlant de la propriété (p0").soit leprédicat "pose_conlraintes_H(.H)" qui pose toutes ces contraintes sur ,{.

2) Etiquetage des variables horaires *veç,

3) Poser toutes les contraintes sur 'v51 connaissant les "ve,4.. Cela consiste
à appliquer les _crauses 

propriété_p0_seconde (po"). soit re prédicat
"pose-contraintes_H_s(*H, *s)' qui pose toutes ces contraintes.

4) Etiquetage des variables de salles .v51.

Nous supposons que le prédicat "étiqueter('V)" étiquette les variables .V suivant la
slratégie voulue. Nous avons alors le programme de la forme suivante :
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_ Emploi_du_temps ('H, .S) 
:-

pose_con train tes_H (. H),
étiq u eter('H ),
pose_contraintes_H_S('H, *S),

étiqueter(.S).

Les divers étiquetages peuvenl se faire en utilisant les différentes stratégies
possibles :

- appliquer la clause "apparition". Les variables sont étiquetées suivant
I'ordre d'apparilion,

- appliquer la clause "étiqueter-pluscontraint" sur cette même liste,

C.4 Synthèse : Résultats et limites

Ce modèle d'application a été testé sur un exemple comporrant 3g1 cours.
L'établissement a 25 professeurs, 57 classes (ou groupes indépendanis) et 25 salles avec
deux groupes. Les cours ont une durée variant d'une heure à trois heures. L'unité est la
demi-heure.

En complexité d'écriture nous avons posé environ 600 lignes dont 95 contraintes.
Si nous ne posons que des contraintes générales en terme de disjonction entre cours (2 à
2), ceci implique 7210 paies de disjonction. il y a donc un gain effectif.

Tout d'abord, nous avons posés des contraintes de pré-affectation, de limitation,
d'indispon ibilité.

L'affectation attribue des demi-heures et des salles. La
correspond aux demi-heures d'une semaine de cinq iours eÎ demi.
est I'ensemble des 25 salles.

première dimension
La seconde dimension

L'application a été réalisée à I'aide de deux langages : CLEF v1 et CHlp, sur une
suN-360.

Les premiers essais sont effectués avec CLEF v1. Nous faisons uniquement le
placement horaire. La première solution est obtenue en 300 secondes (5 minutes).

En CLEF v1, j'ai été amené à ajouter à I'interpréteur une simulation des contraintes
"^pas-plus-de-n' et "^pas-moins-de-n". Le schéma de ces deux contraintes n,étant pas
optimisées, elles se réveillent d'une manière intempestive. Dans la nouvelle version, des
schémas de déclenchement adéquat ont été ajoutés.

Divers essais ont été faits avec CHIP. Le premier tient compte de propriétés
générales, de préaffectation, d'indisponibilité et de limitation. Le placement est celui des
demi-heures. Le temps d'exécution esl de 4 secondes pour la première solution.

Un deuxième essai diminue la dimension horaire :

' entre zéro jour et quatre jours, aucune solution n'est trouvée. ll a fallu 6 secondes.

- pour cinq jours et cinq jours et demi, il faut 4 secondes pour une première solution.
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- à quatre jours et demi, nous avons eu le temps de passer une bonne nuit. ll a fallu
inlerrompre le programme. Malgré ça, nous ne savons pas s'il y a une solution ou non.

Le troisième essai fait une multi-coloration et place les salles et les demi-heures. Le
temps d'exécution est de 120 secondes pour la première solution.

C.5 Conclusion

Nous avons montré commenl modéliser le problème
Nous avons utilisé une coloration multi-dimensionnelle.
avons montré la correspondance avec la p.L.C..

Les apports avec l'application de la p.L.C. sur le
interviennent à plusieurs niveaux :

d'emploi du temps en p.L.C.,
Pour chaque propriété, nous

problème d'emploi du temps

- cette résolution prend en compte des problèmes plus généraux que les autres
résolulions existantes. Les cours ont des durées quelconques. ll existe plusieurs types de
contraintes. Les cours ne sont pas limités à deux composants, ...

- aucune analyse mathématique n'est nécessaire. Elle est plus intuitive et naturelle.

- le critère est implicitement fait par I'ensemble des contraintes posées.

- la stratégie est simple et générale. Elle permet de prendre en compte les effets des
contraintes et même des priorités implicites.

- Ies changements intempestifs peuvent être partiellement pris en compte par le
backtrack.

Cependant, plusieurs inconvénients persistent. Le plus important est d'expliciter les
réponses :

- si une ou plusieurs solutions sont trouvées, nous ne savons pas comment.

- soit il n'y a aucune solution, soit le temps de résolution dure très longtemps.
L'utilisaleur ne sait pas pourquoi. ll n'a aucun moyen d'obtenir une solution même
incomplète, c'est-à-dire un point ne satisfaisant pas toutes les contraintes en place.

De plus, les désirs, souhaits ou voeux sont pris en compte au même titre que les
propriétés absolues.

Un autre inconvénient est celui des changements
d'énumérer des points de l'espace de recherche. Mais,
I'ordonnancement des cours placés après lui.

intempestifs. Le backtrack permet
déplacer un cours signifie refaire

Ceci est un inconvénient sur Ie temps d'exécution. Le backtrack permet, tout de même,
de le faire. Dans ce rapport, le travail qui nous intéresse est celui de I'obtention d,une
solution même incomplète.

Un troisième inconvénient est que notre propriété B exprimé par la contrainte de
limitation est trop restrictive. ll serait intéressant de continuer ces travaux sur ce sujet. ll
faut tenir compte de la remarque sur les cliques, exprimée dans la preuve du théorème 1.
Ainsi les fonctions de coloration (autre que la coloration lié au temps) serait optimum.
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CHAPITRE D

Relâchement de Contraintes en p.L.C.

D.1 lntroduction

. Dans le chapitre précédent, nous avons défini un modèle d'application de la p.L.C. auproblème d'emploi du temps. Nous avons pu nous apercevoir que la p.L.C. apporte
beaucoup. Cependant elle a un inconvénient majeur : l'utilisateur est aveugle vis à vis dela résolution de la P.L'C.. ll ne sait pas comment une solution est obtenue. Il ne sait pas
non plus pourquoi certains points sont écartés.

. - Pgur un problème d'emploi du temps, il y a de fortes chances que la résolution par
la P.L.C. échoue ou dure trop longtemps. L'utilisateur n'a alors aucune solution.

Ce chapitre intervient à ce niveau. ll faut que l'utilisateur ait, de son point de vue,
une 'meilleure" solution' Celle-ci peut ne pas satisfaire toutes les contrainies. Elle est,
dans ce sens, incomplète. cependant, elle doit se rapprocher le plus possible du désir du
concepteur de I'emploi du temps. La solution qui se rapproche alors le plus est nommée"meilleure" solution.

Pour rechercher une solution même incomplète, il faut pouvoir relâcher certaines
contraintes indiquées par l'utilisateur. Puis il faut comparer les solutions incomplètes
afin de lrouver la "meilleure".

. Cependant, plusieurs problèmes se posent lors de relâchement en p.L.C. avec des
langages lels que CLEF v1 el CHIP. Nous allons survoler brièvement ces problèmes afin dejustifier ce chapitre.
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Nous voulons chercher des meilleures solutions. Pour un problème d,emploi du
temps avec la P.L.C., cela signifie poser un ensemble de contraintes et chercher une
solution. Dans cet ensemble, certaines contraintes sont moins importantes que d'autres. Si
aucune configuration de placement de cours ne valide I'ensemble de toutes les conlraintes
en place, il faut alors analyser toutes les combinaisons de placements et détecter la raisonde l'impossibilité de chaque placement. Si l'impossibilité d'un placement provient de
contraintes de moindre importance (aux yeux de I'utilisateur), il faut ators la relâcher.
Ainsi il faut chercher la configuration qui convient le "mieux', à l,utilisateur. Cette
configuration est nommée ici "meilleure" solution.

ll faut donc un mécanisme de relâchement. lllustrons ce mécanisme sur un exempte.
Quand nous plaçons un cours Fk, nous réservons un ensemble d'affectations possibtes pour
Fk. Certains cours ne doivent pas obtenir la possibilité d'avoir ces affectattns. Ainsi les
contraintes de ces clurs ne sont pas testées en ces affectations.

Flelâchons une contrainte sur un cours Fk. Cela signifie de rendre certaines places
réservées uniquemenl par Fk à nouveau possibles pour les autres cours. ll faut donc
tester les contraintes des autres cours sur ces places dégagées. Relâcher la æntrainte sur
un cours signifie de la rendre inopérante uniquement vis â vis de Fk, et opérante sur les
autres cours qu'elle.relie. ll ne faut pas que la contrainte se redéclenche pour le mêmeplacement de Fk. Si la contrainte est.la cause principale de configurationi impossibles,
son relâchement implique d'inlroduire les configurations éliminées d'erenres possibles.

Ce chapitre se consacre à ces deux mécanismes : relâchement de contraintes etrecherche de'meilleures" sotulions.

Dans un premier temps, nous critiquons les travaux décrits au chapitre A sur les
solutions approchées en P.L.c.. ll s'agit de la modification de requête p.|. t,rtilir"teur etune recherche automatique de "meilleures" solutions. Ces travaux ne peuvent pas nousservir pour les probrèmes d'emploi du temps avec la p.L.c.. c'est fourquoi, nousprésentons une autre proposition

Nous présentons d'abord un modèle pour mémoriser en P.L.c. Ies points insatisfaits
et les contrainles associées. Ce modèle est un hypergraphe nommé'hypergraphe decontraintes insatisfailes. A partir de ce dernier, noui'sommes capables dô oetecter descontraintes à relâcher.

Ensuite, nous décrivons comment utiliser cet hypergraphe de contraintes
insatisfaites dans des langages de P.L.C.. Ces langages sont conformes à certaines
hypothèses (domaines discrets et finis, hiérarchie de àon-traintes, ...). Nous pouvons alorsrelâcher des contraintes et chercher des meilleures solutions.

Puis nous montrons comment implanter ce modèle de relâchement et de recherche demeilleures solutions à partir du langage CLEF v1. Ceci permet de montrer ce qu,il faut
ajouter à tout langage de P.L.C. intégrant des domaines iinis et discrets pour obtenir ces
mécanismes.

Enfin, ,n .*.rpl. illustratif d'utilisation est décrit à I'aide de CLEF v1.
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'D.2 Critique des méthodes existantes

Cette division rappelle et critique les travaux présentés en 8.3.2 : la méthode de
requête par réexécution ou par ajout intelligent et la recherche de "meilleures'. solutions.
Les principes de ces travaux sont rappelés. Puis chacun des ces principes est critiqué.
Nous déduisons que ces principes ne conviennent pas pour le langage CLEF v1 appliqué aux
problèmes d'emploi du temps.

Nous terminons cette partie en présentant les "poinls épineux" du relâchement de
contraintes et de la recherche de "meilleures" solutions pour la p.L.c..

D.2.1 critiques du principe de modification de requête

Rappel

Actuellement, il existe deux principes : modifier une requête par réexécution ou par
ajout intelligent (cf te chapitre B).

+ Rappelons le principe de modification de requête par réexécution. Celui-ci
consiste à modifier des problèmes Pi en ajoutant ou en supprimant une contrainle.

Le problème initial est constitué d'une requête R6 et d'un programme p. pas à pas,
le problème final est construit de telle sorte que les solutions finales satisfassent
I'utilisateu r.

- A chaque problème Pi, les chemins (ou Oracle Oi) menant à une solulion sontmémorisés.

un pas est réalisé en additionnant ou supprimant une contrainte.

L'ajout d'une contrainte À au problème Pi nous donne le problème pi+1. Nous avons
alors quatre phases :

- appel des chemins menant aux solutions de pi,
- ajout de )",
- recherche des solutions avec À à partir des solutions de pi,
- mémorisation de ces chemins.

La suppression d'une contrainte À au problème pi nous donne le
passe par trois phases :

problème Pi+1 et

- recherche du problème pk tel que À e pk+1 et ). e pk,
- appel des chemins menant aux solutions de pk,
- continuation de la résolution sans )".

c) Rappelons le principe de modification de requête par ajout intelligent. Celui-cipermet d'ajouter un incrément I en cours de résolution entre deux frédicats È et e.

Si Q' dérive de Q dans une alternative, il suffit de rajouter I'incrémenl I après e,.En cas de backtrack sur une autre allernative Q" de Q, il faut appliquer I avant e,,.
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-Critiques

Les critiques s'appliquent à un langage tel que CLEF v1 et à des problèmes d,emptoi
du temps. Nous pouvons dégager trois principales critiques à ces principes.

La première critique est le principe de modification de requête revient à faire du
tâtonnement. L'utilisateur doit savoir quand et comment agissent ses contraintes. Or nous
ne connaissons pas à quel moment les contraintes se déclenchent dans des langages tels que
CLEF v1.

De plus, il existe une différence entre la pose d'une contrainte (prise en compte deson existence) et le moment où elle se joue un rôle effectif (par ses différents
déclenchements). Ces déclenchements ne s'effectuent qu'en concordance avec des schémas
précis. une contrainte peut avoir été posée et jamais dèclenchée.

Dans le principe de modification de iequête, c'est l'utilisateur qui indique les
contraintes à supprimer. Malheureusement, I'utilisateur ne connaît pri torlorrs les
contraintes qui bloquent effectivement ta dérivation. ll doit agir en arerjte.

La deuxième critique concerne I'ajout de contraintes. Avec le principe énoncé
ci-dessus, nous rajoutons une contrainte et nous cherchons la faisabilité du nouveau
problème. Or le problème de l'emploi du temps est par nature NP-Complet. Chercher une
solution peut être extrémement long.

La troisième critique concerne le relâchement de contraintes. Suivant te lieu de pose
dans le programme de la contrainte à relâcher, le relâchement provoque unê résolution
d'un. problème plus ou moins déjà résolu. Si la contrainte à relâchei est la première
posée, le relâchement peut provoquer une résolution du problème à partir de zéro. Sic'est la denière contrainte posée qui est à relâcher, il suffit de revànir au problème
précédent- La complexité de résolution avec relâchement n'est donc pâs linéaire en
fonction du lieu de pose des contraintes. r--

De plus, les c'ontraintes sont des relations n-aires. Le relâchement d,une contrainte
porte donc sur n variables. Ceci signifie l'élimination de la relation sur ces n variables
dans son passé mais aussidans son futur.

Exemple : soit la contrainte '^pas-plus-de-n' de CLEF vl exprimant une propriété
générale. Elle stipule que le professeur Durand a tous ses cours à des horaires diflérents
et qu'ils sont tous différents de cours fictifs de fermeture. Supposons qu'un cours de ceprofesseur ne peut pas se placer sur une heure de fermeture à cause de la contrainte
ci-dessus et admettons qu'il reste des cours à placer. Le relâchement de cette contrainte
implique que le cours bloqué peut être placé à cette heure de fermeture. Cela signifie
aussi que les cours non encore placés pourront se chevaucher. Or, ce n'est pas l,effet
voulu.
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-o.2.2 critiques du principe de recherche de "meilteures'. sotutions

Rappel

Ce principe introduit différentes notions : celles de mesure er de hiérarchie de
contraintes.

A un but G;, nous apptiquonsine mesure m(G;) qui donne une note M appartenanr à
un ensemble MV. ces mesures peuvenl être monotone, (G1 -, ... Gi*n + m(G;*n) < m(Gi))
et élagante (v Gi, Gi -, Gi*r = m(G;*1) < m(Gi)). si nous ne considérons que tes
conlraintes comme lermes à interprétation sur D, la mesure est basée sur les
conlraintes.

Une hiérarchie de contraintes est un multi-ensemble de contraintes étiquetées d,un
poids. Ces poids forment un ordre total entre 0 et N.

Les contraintes de niveau 0 sont absolues. Elles doivent impérativement êlre
respectées. Les autres contrainles sont falcultatives. Une contrainte de niveau i est
préférable à toutes celles de niveau i+1.

Une solution réalisable est un point de I'espace de recherche satisfaisant toutes les
contraintes absolues (Cs). Le bul est de chercher à I'aide de mesures, les meilleures
solutions réalisables.

Une pré-mesure g est une fonction de correspondance. EIle prend en paramètre une
solution réalisable 0 et un ensemble K de contraintes. Elle fournit une valeur d,un
multi-ensemble MV de notes : g(e , K) = mv e MV.

soit o et p, deux solutions réalisables. soit g1 , ..., gN, les pré-mesures de
mulli-ensembles MV1, ..., MVN alors o est meilleur que B si :

.91(o, C1),..., gN(s, CN), > <g1(Ê, C1),...,gtt(Ê, Cru),

oÙ pour >, nous prenons I'ordre lexico-graphique de MV1 x ... x MVp.

Le but est de chercher les solutions réalisables maximales sous cet ordre.

Supposons que le multi-ensemble de notes MV est I'ensemble, ordonné par
inclusion, de tous les ensembles de contraintes secondaires. Soit gi(o , Ci) = {À e C,, }.
est satisfait en 0], nous obtenons la notion de comparateur "locally predicate
better". Les "meilleures" solutions sont celles qui satisfont le plus de contraintesprioritaires.

Le principe consiste à développer toutes les combinaisons de contraintes. puis nous
évaluons les "meilleures" solulions issues de chaque combinaison. Le test peut être
optimisé. ll n'est pas toujours nécessaire de développer entièrement une combinaison.
Dans certains cas, la pose de quelques contraintes diune combinaison suffit à déclarer
moins bonne les solutions de cette combinaison.
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- Critiques

La première critique provient du nombre de combinaisons possibles.

Admettons que nous ayons N blocs de contraintes. lls correspondent aux niveaux de
hiérarchie. Pour chaque bloc, il existe deux possibilités : ce bloc esi pose ou non.

Nous avons 2N combinaisons à tester dans le cas général. Nous avons donc autant de
mesures à faire.

Exemple : En CLEF vl, nous pouvons avoir une clause "pose_conlrainte" dont la définition
est la suivante :

pose_contrainte (*niveau,'bloc_contraintes) :- *bloc_contraintes.
pose_contrainte ('niveau, *bloc_contraintes).

La complexité de la résolution est multipliée par un facteur non négligeable 12N1.

Dans certains cas de mesures et de comparateurs, ceci peut paraître plus simple.c'est le cas du comparaleur "locally predicate better" 1cr 
'a.s.z 

b). cependant, lacomplexité est toujours multipliée par un facteur non négligeable.

Exemple : Pour notre problème d'emploi du temps avec le comparaleur "locally predicate
better", nous pouvons ordonner la pose des blocs de contraintes suivant leur niveau.

Ainsi les prédicats "pose-contrainte" sont posés suivant l,ordre du bloc le plusprioritaire au moins prioritaire. La première solution suivant le comparateur .locally
predicate better" est forcément la ,,meilleure".

Le backtrack relâche le dernier bloc posé. C'esr le moins prioritaire, Le premier
bloc de contraintes relâchées est donc le moins prioritaire parmi tei oncs posés.

. R.Lâter la pose d'une æntrainte dans le programme ne veut rien dire dans le cas dulangage CLEF vr. une contrainte posée ne signide pàs qu'efie est décrenchée.

Nous powons forcer ce déclenchement mais cela reviendrait à faire du "générer &testef. C'est donc une résolution peu efficace.

Un autre inconvénient vient du fait que nous travaiilons sur un ensemble decontraintes connues à l'avance. ll faut pouvoir ajouter une contrainte ou en supprimerguand nous le voulons. or, avec ce principe, nous ne pouvons pas le faire.

Nous voulons aussi avoir Ia possibiliré de changer de hiérarchie. Ceci signifiechanger I'importance entre contraintes secondaires.

Dans ce cas, il faut refaire la recherche de "meilleures" solutions à partir de zéro.

Un autre inconvénient provient de I'aspect intégral du relâchement. La contrainteest intégralement relâchée. La relation est donc intégralement enlevée.
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- D.z.g Points épineux pour la P.L.C.

Ainsi pour le relâchement en P.L.C., nous avons les points épineux suivants :

Dans une même dérivation, les déclenchements des contraintes
forment un ordre. une.première contrainte rE peut se déclencher. Elle élimine les points
W. Les contraintes Q déclenchées après cette première contrainte n ne sont pas appliquées
sur les points de W.

Un relâchement de la contrainte r implique de r'éintroduire les points de W,
éliminés et appliquer à nouveau les contraintes Q sur ces points éliminés 1Wy par r.

Le relâchement de contraintes peut.impliquer la découverte de points
particuliers dans certaines dérivations. Ces points ônt la particularité d,insatisfaire
uniquement ces contraintes relâchées et de satisfaire toutes tes autres contraintes. Ainsi
les dérivations qui sont dans ce cas, doivent être remise en cause.

. . Une contrainte est une relalion entière que I'on peut décomposer enplusieurs sous-relations. Relâcher une contrainte P.L.C. exprime le relâchement de la
relation entière. Nous devons aussi pouvoir signifier le ielâchement d,une de ses
sous-relations. C'est-à-dire relâcher seulement une partie de cette contrainte p,L.C..

Exemple : La contrainte "^pas-plus-de-n" dans CLEF vl exprime une relation entre
cours. Nous voulons relâcher cette relation sur un cours Fu (une sous-relation vis-à-vis
de Fu). La relation doil être maintenue entre les autres cours existanls.

d e s s o u s. r e r at i o n s =,.', J: i,i',iii ::., ,:,, 3 §iii i'ffi , lJ i :i' lî : i;t;; li,ïi. [, ï i:l: : : i
entièrement éliminée. son comportemenl esl uniquement diminué.

Dans ce cas, il faut que la contrainte P.L.c. inhibe dans le futur de la dérivation le
comportement caractéristique de cette sous_relation.

En d'autres termes, associons une sous-relation à un déclenchement d,une
contrainte dans une dérivation. Relâcher cette sous-relation implique que ta contrainte
If.C. ne doit plus refaire ce même déclenchement dans le futur de ia dérivation. Chaque
déclenchement se caractérise par une raison. ll faut donc que les raisons de
déclenchements futurs de la contrainte P.L.c. soient différentes de la raison de
déclenchement de la sous-relation relâchée.

Le mécanisme de relâchement ne doir pas augmenter considérablement
la complexité de résolution du problème en soi. Flésolvons un problème pi avec un
ensemble C de contraintes. Puis relâchons un ensemble de contraintes n. La complexité
pour obtenir des solutions avec ce processus doit être identique à la complexité de la
résolution d'un problème Pj avec un ensemble cw de contraintes

. Maintenant passons aux "points épineux" pour la P.L.C. et rout mécanisme de
recherche de 'meilleures', solutions :

- La résolution d'un problème en P.L.C. fournit un ensemble particulier
de points. Dans cet ensemble, certains points satisfont toutes les contraintes en place.
D'autres points ne satisfont que quelques contraintes. Nous voulons évaluer et comparer
ces points en fonction des conlraintes qu'ils satisfont.
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Cependant, actuellement, nous ne savons pas quelles sont les contraintes safisfaites
et insatisfaites par les divers points.

- supposons que le relâchement existe et qu'il est sûr. La recherche de
"meilleures" solutions approchées implique le relâchement d'un ensemble particulier de
contraintes. ll faut pouvoir détecter ces contraintes telles que ce relâchement libère
effectivement un ensemble de points. Ces contraintes seront nommées plus loin,
contraintes de relâchement.

Actuellement, en P.L.C., nous n'avons pas cette possiblitê. Lors de l'échec d,une
dérivation, nous ne savons pas quel est l'ensemble minimum de contraintes à relâcherpour éviter l'échec.

Une dérivation en échec peut provoquer le relâchement d,un ensemble decontraintes. Pour obtenir un succès dans une dérivation précise, il faut parfois relâcher
progressivement des ensembles de conlraintes.

Le déroulement d'une dérivation se fait pas à pas. A un pas précis, I'ensemble descontraintes est insatisfait. ll faut analyser quelles sont les contraintes â relâcher pour
pouvoir passer au pas suivant. Ainsi avant que la dérivation se termine par un succès, ilfaut avoir eu plusieurs relâchements à différents pas.

Quand nous allons évaluer les solutions de chaque dérivation, il faut tenir compte detous les relâchements successifs qui ont été effectués sur chaque dérivation.

D.2.4 Conclusion

. Pour le problème d'emploi du temps résolu avec un langage p.L.C., les travaux
existants ne suffisent pas pour donner des "meilleures" solutions ip-prochées.

Pour ces problèmes, il faut disposer des mécanismes de relâchement el de recherche
de 'meilleures' solutions permettant de :

- retâcher des contraintes sans altérer ra complexité,

changer la hiérarchie entre contraintes secondaires. Dans le problème
d'emploi du temps, cela permel de changer l'importance de certaines propriétés,

- relâcher une contrainte dans une partie de ces effets passés. Dans leproblème d'emploi du temps, une conlrainte doii pouvoir être relâché" .u, un uniquecours. Tous les autres cours restent relier par cette contrainte.

- obtenir une meilleure solution à I'aide de différents comparateurs etmesures. La résolution peut être guidée. Les solutions peuvent être filtrées par desmesures particulières.

- contrôler les relâchements et se rendre compte des effets des contraintessur la résolution. Ainsi le concepteur n'est plus aveugle.
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-D.3 Caractérisation de contraintes à relâcher

Nous avons introduit la notion d'hypergraphes valides dans le chapitre C. Ces
hypergraphes représentent des combinaisons que valide chaque contrainte iou propriété)
pqsée.

Nous allons mettre en place un modèle d'hypergraphe qui représente les
combinaisons rejetés. Ainsi ces hypergraphes représentent ies complémentaires des
hypergraphes valides dans l'hypergraphe de loutes les combinaisoni possibles. Ces
hypergraphes sont nommés Hypergraphe de contraintes lnsatisfaites (Hcli.

Cette division D.3 présente une terminologie. Ceci nous permet de définir
clairement un Hypergraphe de contraintes lnsatisfaites et certains cas particuliers d'HCl.

Dans le cas où toutes les combinaisons possibles sont rejetées, nous prouvons
comment trouver les contrainles nécessaires à relâcher pour libérer une combinaison.

Rappel:
un ensemble de rejet d'une contrainte c sur s est noté sc' et est tel que :

V s e SC', s ne satisfail pas la contrainte C.

Un ensemble d'agrément de C sur S est noté SC et est tel que :

V s e SC, s satisfait ta contrainte C.

D1C est l'ensemble restreint de D;. Nous introduirons, DiC' son complémentaire.

D.3.1 Définitions et hypothèse générates

Cetle sous-division présente plusieurs définitions que nous utiliserons par la suite.
Effectivement, nous atlons les utiliser non seulement four la division D.3 mais aussi
pour décrire les mécanismes de relâchement et de "meitleures" solutions en p.L.C..

a) Les solutions exactes. approchées. réalisables et partielles

Dans la P.L.C. appliqué au problème d'emploi du temps, il est nécessaire de
différencier les combinaisons obtenues. Pour réaliser cette difiérence, nous supposons
que nous avons une hiérarchie de contraintes. Dans cette proposition, nous prenons une
hiérarchie à deux niveaux : absolue et secondaire. Seules les contraintes secondaires
peuvent être relâchées.

Ainsi les combinaisons satisfaisant toutes les contraintes sont nommées solutions
exactes. Les combinaisons ne satisfaisant que les contraintes absolues sont nommées
solutions réalisables. Les solutions réalisables qui ne sont pas exactes, sont nommées
approchées. Si toutes les contraintes ne sont pas placées, toute solution est partielle.

Définition 1 : Soit S un espace de recherche, S * Q, C un ensemble hiérarchisé de
contraintes. Soit C9 e C, I'ensemble des contraintes absolues et C; e C (i > O), l,ensemble
des contraintes secondaires. Les points de s satisfaisant c9 1scol sont des solutions
réalisables.

Définition 2 : Soit S un espace de recherche, c un ensemble hiérarchisé de contraintes.
Soit Cg e C, I'ensemble des contraintes absolues et Ci e C (i > 0), l,ensemble des
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contraintes secondaires. Les points de S satisfaisant c (Sc; sont des sotutions exactes.

Définition 3 : Soit S un espace de recherche, c un ensemble hiérarchisé de contraintes
Soit Cg e C, I'ensemble des conlraintes absolues et Ci e C (i > 0), l,ensemble des
contraintes secondaires. Les points 0 de s satisfaisant cs mais pas c (e e sÇ e e sco)
sont nommés solutions approchées.

Définition 4 : Soit S un espace de recherche, C un ensemble hiérarchisé de conlraintes et
K, un sous-ensemble de C. Les points de S satisfaisant K 1SK1 sont des solutions
pa rtielles.

A chaque étape de dérivatioî G;=<ÿgi, :-8..., K>, les points associés aux variables de
Wi sont des solutions partielles. lls satisfont les contraintes en place dans cette étape. Cesdernières ne constituent pas l'ensemble complet des contraintes du proOteme.

b) Classement de contraintes

Les contraintes de la P.L.C. correspondent à des relations à maintenir entre desvariables. Ces contrainles peuvent être classées en deux sortes : élémentaires etcompositionnelles.

N.B. : La notation ctr signitie |ensembre suivant : {x / x e c, x e r}.

Définition 5 : Soit S un espace de recherche et c un ensemble de contraintes tet que Sc =o' Nous appelons contraintes de relâchement, un sous-ensemble de contraintes crk E
Ctelque 5CtcrL * 6.

Définition 6 : une contrainte élémentaire est une contrainte définie par la méthodelocale associée à un déclenchement particulier d'une contrainte p.L.c.. !i p., la raisonélémentaire du déclenchement de ta contrainte P.L.c.. Ainsi une contrainte élémentaire estcaraclérisée par un ensemble de tests faits par la méthode à partir àe ta raisonélémentaire de déclenchement.

Exemple : Pour les contraintes CLEF vI, une première raison élémentaire dedéclenchement peut être l'instanciation d'une variable. Une deuxième raison peur être laréduction du domaine d'une variable ou encore I'affectation d'un domaine à une variable.

Définition 7 : Une contrainte compositionnelle est l'union de contraintesélémentaires.

Toute contrainte de CLEF v1 est une contrainte compositionnelle. A chaquedéclenchement, des contraintes élémentaires sont appliquées. lt y a oonc autant decontraintes élémentaires que de déclenchemenls causés par oes raisons différenres.

Une contrainte qui est évaluée à nouveau pour une même raison (par exemple, unemême instanciation de variable) est vue comme une même contrainte élémentaire.

Si deux contraintes élémentaires font des tests communs, elles sont nomméesdépendantes. Dans le cas contraire, elles sont indépendantes.

Exemple : soit une contrainte c(x1, ..., xn). Prenons les contraintes élémentaires
associées à l'instanciation de chaque variable : Ci pour l'instanciation de X1, ..., Cn pour
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celle de xn. SupBosons que seule C1 est été appliquée (vis à vis de x1) et qu'elle consiste àfaire tous les tests entre x1 et les autres variabies. C2 doit être appliqüe-1ri. à vis de
x2). Si C2 ne fait pas de test entre x1 et x2, alors C1 et C2 sont indépendântes.

c) Ensemble de caractérisation

Définition 8 : Soit S, un espace de recherche tel que S soit le produit cartésien D1 x ... x
Dn. Un ensemble de caractérisation d'insatisfaction d'une contrainte C dans S est
un sous-ensemble {xi} E D; tel que D1 * ...x ixi} x ...* Dn E SC'.

Par abus de langage, nous utilisons le terme abrégé : ensemble de caractérisation.

N.B' : Pour une contrainte C et un ensemble S, il n'existe pas forcément d,ensemble de
caractérisation de c. cependant, il peut en exister plusieurs.

Exemple : S = {(1, 1), (1, 21, (1, g), (2, j), (2, 2), (2, 3)} = {1, Zl x {1, 2, 3i ={(x' Y)} = D* x D,

1) 5(x=Y)' = {(1, 2), (1, .3),. !2, l), (2, 3)}
V {xi} c Dy, {xi} x D, o 5(x=y)' s1

V {yi} E Dy, D* x {yi} o 5(x=Y)'

ll n'existe pas d'ensemble de caractérisation.

2) 5(x<Y)' = {(1, 1), (2, 1), (2, 2)}
I {1} s D, tel que D* * i1} E 5(x"v)'

{1} est un ensemble de caractérisation.

d) Hypothèse générate

Nous allons ici définir une hypothèse. Celle-ci est générale au reste du chapitre.

Hypothèse : Soit S un espace de recherche tel que S = D1 x... x Dn, soit Cun ensemble de
contraintesélémentaires,arors:vcec,sc=E1 x...xEn,avecEi EDi,vi e[1 ..n].

Les Ei correspondent aux D|c, ensemble restreint de D; ainsi : sc = D1c x ... * Dn".
Nous prenons aussiSc'comme le complémentaire de Sc.

Pour une contrainte ce C, nous notons Dic', I'ensemble complémentaire de D;c:
Dit' .t Dic = @ et Dic'u Dic = Di.

Pour un ensembre de contraintes c: sc= n sc et Dic = n Dic
ce C ce C

D.3.2 Hypergraphes de Contraintes tnsatisfaites (HCt)

a) Définitions

Nous définissons trois hypergraphes de contraintes insatisfaites dans cettesous-division.
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- Le premiêr hypergraphe est celui d'insatisfaction. Ses sommels représentent les
points rejetés. ses hyperarêtes s'associent aux ensembles de rejet.

Dans le deuxième hypergraphe, nous supposons que les points rejetés peuvent
s'écrire comme des produits cartésiens d'ensembles dans le cadre ôU t'nypot'nèse générale
est vraie. Cet hypergraphe sert d'intermédiaire entre le premier et le suivant.

Le troisième hypergraphe est le même que le deuxième. Les hyperarêtes ne portent
que sur des ensembles de caractérisation. C'eàt-à-dire que tous points composés avec des
éléments de cet ensemble sont rejetés

N.B. :Pour des raisons de lisibilité, tout produit cartésien impliquant un singleton sera
plutôt écrit sans les accolades entourant l'élément du singleton :

D1 * ...x {v} x... x Dn S'écrira D1 x ... x v x... x D6

Définition 9 : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes, un
hypergraphe t{ d'insatisfaction est le couple <E, A> avec :

6={ei /ei=s,se Setf ce Cei e Sc'},
A={a/)ce Ç,a={êi, ei e E}=Sc'i.

Exemple : La figure 24 présente un tel hypergraphe. Nous supposons que nous ayons trois
cours : F1, F2 et Fg. Nous avons I'espace de recherche s = {(F1<_gi-r, F2<_gh,-F3<-9h),(F1<-gh, F2<-9h, F3<_gh), (F1<-9h, F2<_Bh, F3<-àh1, (F1<_9h, F2<-9h,
F3<-9h)). Nous avons les contraintes suivantes : F1 différent de F3, F2 différent de F3 etF1 indisponible à Bh.

Figure 24. Hypergraphe fId'insatisfaction

Définition 10 : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes. Si S et C
satisfont I'hypothèse générale, alors un hypergraphe H éclaté d'insatisfaction est
le couple <X, A'> avec :

X - u Xi, Xi est un ensemble de plusieurs xi tel que
1<i<n

Xi ={xilxi=ive D;}etV ce C,Vd1 e D1,...,Vdne Dn,

d1 x ... x Xi x ... x dn c Sc' ou exclusivement
d1 x ... x Xi x... x dn c Scet

I q. C I d1 e D1, ...,3 dn e Dn,

d1 x ... x Xi x ... x dn s SQ' ),
tous les xi sont disjoints entre eux.

F1 différent de Fg

F2 différent de F3

F1<-gh, F2<-gh, F3<_gh)(F1<-gh, F2<-gh, F3<_9h)

F1<-gh, F2<-gh, F3<-gh)
F1 <-gh, F2<-gh, F3<_gh
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A'= {a'=ix1,..., xn} lx1 e X1,..., xn e Xn, lce C,

x1 x.'.xxnGSc').

Nous désignerons par a'S les points X1 x ... x xn.

Exemple : Reprenons l'exemple ci-avant et représentons
figure 25. Remarquons que l'ensemble S s,écrit {F1<-gh,x {F3<-9h}.

le nouvel hypergraphe par la
F1<-9h) x {F2<-8h, F2<-9hi

ible à 8h

Figure 25. Hypergraphe H éclaté d,insatisfaction

Dans la figure 25, nous avons :

X1 = {x1,1 = {F'T <- Bh}, x1,Z = {F1 <- 9h} i
X2 = {x2,1 = {F2 .- Bh}, xZ,Z = {FZ ._ 9h} i et
X3 = {x3,1 = {Fg ._ 9h} }

Définition 11 : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes. Si S et C
satisfont I'hypothèse générale, un hypergraphe HG de caractérisation est le couple
<X, HA> avec :

X = u Xi, Xi est un ensemble de plusieurs xi tel que
1<i<n

Xi ={xilxi={ve D;ietVçeC,Vd1 e D1,...,Vdne Dn,

d1 x ... x xi x ... x dn c Sc' ou exclusivement
d1 x... x Xi x... x dn c Scet

lqe Cldl e P1,...,tdne Dp,

d1 x ... x xi x ... x dn E Sq' ),

tous les xi sont disjoints entre eux.

114 = {ha/ ha=xi / xi e Xi eti c e C, D1x... x xi x ... x Dn c Sc'}.

Nous désignons par la notation has, I'ensemble de points : D1 x ... x ha x ... x Dp.

F1 différent de F3

F2 dtttérent de F3

F2<-8h

F3<-9h

F2<-9 h

F1<-9h
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-Erenple : Reprenons toujours le même exemple. L'hypergraphe HG est schémarisé de Ia
faÇon suivante :

F1 indisponible à Bh

@D F2<-gh
F3<-9h

@D@D
Fl différent de F3 FZ différent de F3

Figure 26. Hypergraphe HG de caractérisation

b) Caractérisation des contraintes insatisfaites

Prenons I'hypergraphe HG. Nous définissons les contraintes insatisfaites sur les
points composés avec un des sommets de HG.

Définition 12 : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes. Soit HG,
l'hypergraphe de caractérisation avec le couple <x, HA>. si s et c satisfont I'hypothèse
génêrale, si le sommet e est un ensemble de caractérisation d'insastisfaction alors mc(e),
e e X, est un ensemble de contraintes insatisfaites aux points composés le sommet e :

mc(e)EÇee Xet
mc(e) ={cIt hae HA,ee haethascSc'i

Exemple : sur notre exemple, I'ensemble mc(F2<-9h) est {F2 différent de F3i.

D.3.3 Equivalences entre Hypergraphes de Contraintes lnsatisfaites

L'hypergraphe 1{ ci-avant représenle un hypergraphe d'invalidité. Cependant, nous
ne pouvons pas travailler en P.L.C. directement avec lui. C'est pourquoi, nous avonsintroduit deux autres hypergraphes. C'est sur le dernier hypergraph'" qr" la p.L.C.
travaille. Nous voulons y détecter des contraintes à relâcher en cas de totate réduction de
l'espace de recherclg S. llfaul donc prouver que ces trois hypergraphes sont équivalents
et sous quelle hypothèse. ceci constitue te but de cette sousdivisbn.

Nous allons d'abord dérnonirer ou présenter quelques théorèmes simples. Nous
allons ensuite prouver l'équivalence de ces trois hypergraphes sous I'hypothèse générale.

a) Théorèmes

!Ér Le premier théorème rappelle une formule de Morgan. Celle-ci exprime le
complémentaire de l'intersection de deux ensembles.

Théorème 1 : Soit X et Y deux ensembles inclus dans un autre ensemble S. Soit la notation
compl(A)g pour I'ensemble comptémentaire de A dans s. Nous avons alors :

Compl(XnY)S = Compl(X)g u Compt(Y)g
Compl(XuY)S = Compl(X)g n Compt(y)g

3tÿ Le deuxième théorème exprime que I'intersection de deux produits cartésiens est
égale au produit cartésien des intersections de chaque dimension.
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Théorème 2 : Soit A, B, C, D quatre ensembles nous avons :

(AxB) n(CxD) =(AnC) x(BnD)

Ces deux théorèmes ne sonl pas prouvés. Le premier est connu et se retrouve dans
tout livre concernant les ensembles. L'autre est logique en soi.

lcr Le troisième théorème montre la forme d'un ensemble de rejet d'une contrainte c(sc').

Théorème 3 : Soil S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes. Soit D1c,
ensemble restreinl de D1 par c, et Dic' son complémentaire dans D1. Si S et C satisfont
l'hypothèse générale (Sc = D1c x... * Dn") alors :Sc'= Dtc'x D2 x... x Dn u ...u D1 x
DZ*... x Dnc'.

Preuve :

V c e C, Sc' est défini par Sc'n Sc = @ el Sc'u Sc= S.

Donc Sc' est le complémentaire de Sc dans S : Sc'= Compl(S")S

Or Sc = D1c * ... * Dnc = SC'= Compl(D1c x ... x Dn")S

et D1cx...x Dn"= 01"* D2*...* Dnô...ôD1 x D2x...x Dnc d'après le
théorème 2 donc

sc'= compl(D1cx D2 *...* Dn n ... r-r Dl x D2 x... x Dn")s (théorème 1) nous
AVONS :

Sc'= Compl(D1cx D2*...* Dn)S\,..,u Compl(D1 xD2x...* Dnc)S.

Or le complémentaire de D1" r D2 x... x Dn par rapport à S est D1"'* D2 x ... x Dn

dorc Sc'= D1"'* ...* Dn u ... u Dt * ...x Dnc'

FIN DE PREUVE

i Prenons un produit cartésien de sommets de I'hypergraphe de caractérisation HG.
Chaque sommet de ce produit cartésien est le seul à faire parti d'une dimension Xi de X. Le
théorème suivant prouve que ce produit cartésien est exclusivement inclus dans un
ensemble de rejet ou dans un ensemble d'agrément.

Théorème 4 : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes et X I'ensemble
de sommets de I'hypergraphe HG ou de l'hypergraphe H. Si S et C satisfont I'hypothèse
générale, alors :

Vx1 e X1 EX,..., Vxn e Xn EX,Vc e C,x1x... xxn cSc'ou Sc

Preuve :

Prouvons cette formule par récurrence. La loi de récurrence sur b est :

V x1 e X1 çX, ..., V xbe XbEX, Vdb+1 e Db*1,...,Vdn e Dp, y ce C,

x1 x ... x Xb x db+1 x ... x dn c Sc'ou Sc
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b+1.

(E)

O Pour b=1 Démontrons :

V x1 e X1 cX,Vd2e D2,...,Vdn e Dn,V ce C,

x1 x d2 x ... x dn ç 5c'ou Sc

Par construction des xi (Définition 11), cette proposition est vraie.
FIN O

I Pour b>1 Supposons la loi vraie à I'étape b, monlrons qu'elle est vraie à l,étape

Si cette formule § est vraie (étape b) :

V xl e X1 cX,...,Vxbe XbcX, V db+1 e Db+1,...,V dn e Dp,Vce C
x1 x ... x Xb x db+1 x ... x dn c Sc'ou Sc

alors celle-ci aussi (étape b+1) :

Vx1 e X1 cX,...,Vxb+1 e Xb+1 cX,Vdb+2e Db*2,...,Vdne DJ-1,Vce Çx1 x
... x xb+1 x db+2 x ... x dn E 5c'ou Sc

Montrons par l'absurde ce cas, il faut démontrer une incohérence avec I'hypothèse
(<D) suivante :

(ô) f x1 e X1 e X,..., lxb+1 e Xb+1 cX,f db+2e Db*2,..., Idne Dp,f ce C
xl x... x xb+1 x db+2 x... x dn c Sc'eta Sc

soit a1 e X1,..., âb e Xb, tb+2 e Db*2,..., tn e Dn et ce c répondant à cette
formule. Par hypothèse §, la formule est vraie à l'étape b, nous avons pour loutes valeursde xb+1 :

a1 e Xl e X, ..., V db+1 e xb+1, tb+2 € Db*2, ..., t. e Dn, c E C,
â1 x ... x db+1 x tb+2 x ... x tn E gc' ou Sc

. La seule possibilité pour que I'hypothèse (ô) soit vraie, est qu,il existe deuxvaleurs différentes 11 el r2 de xb+1 où les points composés avec rl sont rejetés et où lespoints avec r2 sont agréés :

al e X'l Ç X, 11 e xb+1, tb+2 e D6..2, tn e Dp, c e C,
a1 x ... x t1 x tb+2 x ... x tn Ç Sc'

al e Xl ç X, ..., r2 e xb+1, tb+2 e D612, ..., tn e Dp, c e C,
a1 x... xf2 xtb+2 x ... x tn c Sc

ceci est vrai pour toutes valeurs t1 de â1, ..., tb de ab, nous avons donc pour
I'ensemble {r1, ràl :

V tl e a1, {r1, t?l Ç xb+1, tb+2 e D612,
t'l x... x {r1, r2} x tb+2 x ... x tn a Sc'et a Sc

Donc il en est de même pour xb+1 :

V t1 e à1, xb+1 e Xb+1 c X, lb+2 e Db+2,
t1 x ... x xb+1 x tb+2 x ... x tn e Sc' et e Sc

..., tD e Dp, C e C,
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Or, c'est impossible par la construction des xi :

Vce C,Vd1 e D1,...,Vdne Dn,

d1 x... xxi x... xdn E Sc' ou d1 x... x Xi x... x dn c Sc

ll y a contradiction. La loi est donc vraie à l'étape b+1.
FIN E

La loi est vraie à toute étape. Le théorème est donc démontré.
FIN DE PREUVE

b) Equivalences

o3r Si I'hypothèse générale est vérifiée, le théorème prouve l'équivalence entre les trois
hypergraphes' La définition de l'équivalence est que ces hypergraphes expriment les
mêmes points d'insatisfaction et les mêmes contraintes insatisfaiteÀ.

Théorème 5 : Soit S un espace de recherche, c un ensemble de contraintes, S er C
satisfaisant I'hypothèse générale, les trois hypergraph es t{, H et HG sont équivalents. lls
désignent les mêmes points de S ne satisfaisant pas C: (u Sc').

ce C

Preuve :

0 /fest équivalent à H avec I{=<8, A> et H =<X, A,>

O Equivalence sur E et X

. E désigne tous les points s de S tel que 1c e C, s e Sc,
dOnCE=uSC'=uSc'çE

ce C ce C

. Regardons s'il en est de même pour X de H.

@ Soit la formule suivante à démontrer:
(E) VqeCVXi EX,Sg'ED1 x...x uxi x...xDn

xi e Xi

Montrons sa véracité par l'absurde. Montrons une contradiction avec I'hypothèse :(Y) lge Cf XicX,Sq'aD1 x...x uxi x...xDn
xi e Xi

+3se SQ',se D1 x...x uxi x... D,
xi e Xi

=+f ve D;,3d1 e D1 ,...,f dne D1,

s=d1 x...xvx...xdnetse Sg'etse D1 x...x uxi x...*Dn
xi e Xi

+ v xi e Xi, v e xi or la construction de Xi prend tous les xi tel que :

3qe Cd1 x..,xXi x...xdne SQ'

En prenant un xi = {v}, nous vérifions que {v} correspond à un xi.

ll y a contradiction. L'hypothèse (Y) est donc fausse et la formule (=) est vraie.
FIN @
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Donc VqeCSQ'c uxl x...xDnet...elD1 x...xuXo.
x1eX1 xneXn

Donc c'est aussi vraie pour I'interseclion des produits cartésiens :
V q. C 59'ç uxl x ... x Dn ^ ...^ d1 * ... x uXn

xl e X1 xne Xn

= (^) V q e C, SQ's ux1 x ... x uxn
xl e X1 xne Xn

:+ u S9'ç uxl x ... x uXllq€c x1eX1 xnExn

Donc tous les points de s reietés par toute contrainte q de c peuvenr être
représentés par les sommets de X.

FIN O

@ Les hyperarêtes de A et de A'expriment les mêmes points : ceux rejetés.

.A={â/f ce C,g={ei,ei e E}=Sc'}

=+ si C = {q1, ..., qm}, A= {Sq1', ..., tQr', ainsi u âi = u sc,
ai e A ce C

Montrons la même chose pour A' i u ai,S = u SC'ai'e A ceC

. A'= {a' = {x1, ..., X[] lx1 e X1, ..., xn e Xn, ! q e C xl x... x xD g SQ,]

â'is = xi x ... x Xn êst la signification en terme de point de a,1 = {xl, ..., xn}.

(D Montrons u a'1S = ,..r SC'
a'; e A' aeC

Par délinition de a'i, V a';e A', j q e Ç a,1S c Sg',

= ua',§ c uSG'
a'; e A' ceC

FIN O
@Montrons ua';S=uSC'

a'1 e A' ceC

Soit RSC', I'ensemble des points rejetés .par q et n'appartenant pas aux points
désignés par les hyperarêtes de A' : V c e C, RSC' = Sc' r u a,i§ -- - r--

a'; e A'
Démontrons par I'absurde que RSC'= O.
Supposons que RSC'* O.

Soit un point s e RSC', s= <sl, ..., sr),
comme s e Sc' etVce Ç sc'c uxl x... x uxn (cf Oa)

x1eXl xneXn
alorsse ux1 x...x uxn

x1 e X1 xne Xn

doncf xsl e X1,...,fI xsn€ Xn,se xsl x...xXSII.

I
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or d'après.le théorème 4 :

V xi e X1 EX,...,V xne Xn çX,Vc e C,x1 x... xxn cSc' ou Sc

et s e Sc' = xsl x ... x xsn c Sc' et c Se

Soit a'1 = {xSl, ..., xsn}, s e â'1S, â'kS = xs1 x ... x XSp et f c€ C a,ks g Sc'
:+ â'1 e A,

or FISC'= SC' \ u a',S + RSC'n (u a'iSy = g
a'1 e A' a'i e A'

or s e RSC' et s e â'1S, â'p e A', A' * @

= RSC'= O donc contradiction avec I'hypothèse.
:+ ua',S 2 uSc'

a'1 e A' ceC
FIN @
FIN @

. t?js s uSc'et ua';S f uSc'+ ua';S = rrSC'
a'i e A' ceC a'1 e A' ceC a,; e A; ceC

Donc ffet H sont équivalents.
FIN O

0 H est équivalent à HG avec H=<X, A'> et HG=<X, HA>

Les sommets étant les mêmes, nous ne vériftons que tes hyperarêtes de HA :

. HA = {ha/ha=xilxi e Xi et3 ce C Dt x...x xi x...* Dn e Sc'}.

En prenant la notation hais pour les points Dl * ... x hai x ... x Dn , montrons :

,-rhaiS= u§c'
ha;e HA ce C

Rappelons rpus que nous sommes dans I'hypothèse.générale et donc
Sc = D1cx... x Dnc etsc'= Dlc' *... x Dn u ..., ôt x... x Dnc' (théorème 3).

O Prouvons que u hals = u Sc'
haie HA ce C

(D Montrons que Vc e C, Vi e [1..n], Dic = u hâi
ha; e HA/

@ vc e c, vi e [1..n], Di.' = u ha; 
hale g'c'

ha1 e HA/
haiE g,c'

ceci est vraie par définition. ha;s D1c' donc I'union est aussi inclus dans D,c'.
FIN O\
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@ vc e C Vi e ['1..n], Di.' s'u ha1
ha; e Hfu

.hai.e g,c,

Prouvons-le par l'absurde. L hypothèse prise est :

3ceC,3i e [1..n],D;c'c uhai
ha1 e HA/

halE g,c'

Ceci implique:f ve Dic'etve uha;

[i: ;i
donc v e Dic'et V ha;e HA, halc Dlc', v e hai

Or D1 x... x Dic'* ... x Dp Ç Sc' donc Dt * ... xv x... x D, q Sc'

Donc ceci implique que f xi e X tel que v e xi par construction des xi et donc par
construction des ha;,3 ha;e HA telque v e ha;.

Or c'est une contradiction avec v e ha;.

Donc Vc e C, Vi e [1..n], Di"' ç u ha; et
ha; e HA/
haie p,c'

FIN @

Donc arec 0 et @ Vc e Ç Vie [1..n], Dic' = u hâi €t
ha; e HA/

hale p,c'

FIN CI

or Vc e Ç §c'= Dl"'r ... * Dn \J ... u D1 * ... x Dnc'

doncVc. C,q=(uha1)x...x Dnu...u D1 x...x (u han)
ha1 e HÂ/ ha6 e Hfu
ha1 eprc' hancgnc'

donc Vc e Ç §c'= (u hals) 1., ... rJ (u hans)
ha1 e HA/ han e HA/
ha1 e grc' han c pnc'

doncVce Ç§c'=uhES
ha; e HA/

Vi, hq c Dic

donc vc € C Sc'c (u hais)
hqe HA

donc u Sc's (u hais)
ce C ha;e HA

, FINO
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@ Prouvons que u ha;S s u Sc'
ha;e HA ce C

Par construction des hai :

V ha;e HA, 3ce C Dt x... xha;x... x Dnc Sc'

=Vha; e HA,3ce Cha;SE5c'

= V hale HA, ha;S E ur Sc'
ce C

= (u ha;s) E u Sc'
ha;e HA ce C

FIN @

Oet@=+(u
hal e

ha;s; = u Sc'
HA ce C

Nous avons montré l'équivalence entre H et HG.
FIN g

Comme r{elH sont équivalents ainsi que H et HG alors t{et HG sont équivalents.
FIN DE PREUVE

D.3.4 Détection des contraintes à relâcher

Dans cette sous-division, nous montrons comment trouver des contraintes de
relâchement. Nous utilisons l'hypergraphe de caractérisalion HG.

r3r Soit S un espace de recherche, produit cartésien de domaines. S'il est entièrement
contraint, alors au moins un domaine est entièrement contraint. Le théorème suivant
exprime cette information.

Exemple : Reprenons I'exemple présenté en D.3.2. Nous voyons que le domaine du cours
F1 est entièrement contraint: toutes combinaisons avec (F1<-Bh) est impossible. ll en
est de même avec (F1<-9h).ceci implique qu'il n'y a pas de solution

Nous avons représenté en pointillé les DiC et en trait plein les complémentaires D;C'.
Nous voyons bien qu'il n'y a pas de solution (S = O) et que DFlC= @ et que DFtC'= DFt.

Fl indispo

Figure 27. Domaines contraints

Théorème 6 : soit s un espace de recherchê, s = D1 * ... x Dp, s+oet cun ensemble de
contraintes. Si S et Csatisfont I'hypothèse générale alors (SC =@e 3 D; * @,DiC=g1.

Preuve :

OSc=@--ID; *Q,DiC=g

indisoonible à 8h

GD
GD

différent de F3F1

-,*.J'ouoP3l.F2<-8h t -\-- r+\

6ii''-l)
F2 différent de FB
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Ceci est évident car SC = D1 C* ... x D;6* ... x Dnc
Si Dic = @ =D1C* ... x D,C* ... x DnC = A = SC = O
FIN O

gSC=@=3D;*A,DiC=g

Supposons gue c'est faux et donc que SC = O et V D; * b, DiC * @
+ DlCx ... x D;C* ... xDnC a O + SC + O

Or c'est en contradicfion avec l,hypofhèse Sc = A.

Donc I'implication esl vraie.
FIN O

Les deux implications vraies prouvent le théorème 6.
FIN DE PREUVE

,3r soit un domaine D; entièrement contraint. Prenons les sommets xt de l,hypergraphe
HG' inclus dans ce domaine D1. Alors, ils sont tous compris dans au moins une hyperarête.
Au moins une contrainte est insatisfaite en chaque point issu de x,. Le théorème 7 prouve
ces affirmations.

Exemple : Dans notre figure 27, nous voyons que re domaine {F1<-gh, F1<_ghi estentiérement contraint. F1<-8h appartient a t'nypàr"rêie ,,Ft différent de gh,,. F1<_9happartient à I'hyperarête "F1 différent de F3,,.

Théorème 7 : soit s un espace de recherche, c un ensemble de contraintes etI'hypergraphe HG = <X, HA>. si s et c satisfont I'hypothèse générale alors :

(Di*A,DiC=O+Vx; e Xi cX,x; * A,mc{x1)*@).
Preuve :

Flappelons que mc(e) correspond aux contraintes insatisfaites sur les points issusde e : mc(e) = {c/3 ha e HA, e . àa et has. g"t1. rnieàptaçant mc(e) dans ra formureci-dessus on a donc :

Dic =O+ Vx1 e Xi g X, x;* @,3 c e C, D1x ... xxlx ... x Dn = has c Sc,
supposons que ce fait est faux. Montrons alors dans ce cas une contradiction.

Hypothèse:I x; e Xi EX, x1*O,V c e C Dt * ... xX;x... x Dn c Sc,

(^)donc3x; e Xi sX,V ce C,ld1 e D1,...,3d, e X;,X; É A,...,f dne Dn,d1 x...*dlx... xdn e Sc'

Or par construction des x| : d1 x ... xX; x ... xdn ç Sc' ou d1 x ... xXlx ... xdn E Sc+3xJ e Xi,x1 +@,Vce C,ld1 e D1,..., ldne Dn,d1 x...xxp*...xdncgc
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- supposons les deux cas : o le produit cartésien est inclus dans sc
I le produit cartésien n'est pas inclus dans SC

O3x1e Xi EX,x;* @,vce C,1d1 e D1,...,3dne Dp,d1 x...xX;x...xdncgc
etssc

Or D;c = A + Sc est vide donc x1 est vide donc en contradiction avec x1* @

FIN O

0 
= 

x1e Xi c X, x;* A,V ce C,1d1 e D1, ...,3 dn e Dp, d1 x... xxlx... xdn c Sc
et a Scdonc e (n Sc)

ce C

Cela signifie f q € C, d1 x... x xtx ... x dn (e S9) E S9'
or c'est une contradiction avec I'hypothèse (À).

Pour (c = q) : d1 x... xXlx...xdn c S9'et c S9 donc xl= O.
ll y a donc contradiction.
FIN O

Donc I'implication est vraie et le théorème aussi.
FIN DE PREUVE

cr Le rhéorème suivant donne les contraintes de relâchement. Elles sont obtenues àpartir de l'hypergraphe de caractérisation HG. Elles constituent un ensemble CR.

Les éléments de CR sont des ensembles de contraintes à relâcher. Leur relâchement
permet qu'un point de S ne soit plus contraint. Ces éléments sont des contraintes de
relâchement.

Exemple : Reprenons I'exemple de la division D.3.2, nous voyons les contraintes de
relâchement en gras dans la figure 2g :

F1 indisponibjej_Eh

t"Æ F2<-Bh

"'rc@ 
F3<-eh

F1 différent de F3 F2 différent de F3

Figure 28. Contraintes à relâcher

Théorème I : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contraintes, S et C
satisfaisant l'hypothèse générale et HG = <X, HA> alors :

SC = A = CR= {crp/ Vx1 e X1, ..., Vxn e Xn, crl= \J mc(xi)}
'1 ( iSn/

Dic=a
Preuve :

Nous savons que SC = @ =: DiC = O (théorème 6)

+ 3 D,C =@,V x; e Xi ç X, mc(x;) *@ (théorème 7)
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- O Soit D; telQue Dic = A,
comme V x1e Xi et x; s D; alors D,6tmc(x1) 7 g.

Donc par construction de CR, V crl e CR, V Di, DiC = @,1x; e Xi, mc(x;) ç cr1

donC V Crje CR,V D;, DiC=@,1x1 e Xi, mc(x1) c crgêt p,Crmc(x;) *6

donc V crl e CR, V Di, Dic = @, DiC\crk * O
FIN O

0 Soit D; tel que DiC * @, il est évident que D,Ctcrk * A
FIN E

Nous pouvons conclure alors que V cr1 e CR, Dl Crcrl * ... x DnC\cr1* 6
et donc V crp e Cpl, §Crcrp * @ avec SC = O.

donc chaquê crl constitue des contraintes de relâchement.
FIN DE PREUVE

s3r Nous allons nous apercevoir que relâcher ces contraintes est suffisant et nécessaire.

Corollaire : Soit S un espace de recherche, C un ensemble de contrainles, S et c
satisfaisant I'hypothèse générale, soit HG - <X, HA> et CR I'ensemble de contraintes de
relâchement alors :

si Sc = @ a il est nécessaire et suffisant de relâcher crp e CR pour que Sôcrg * 6.

Preuve :

() Suffisant
Les éléments de CR sont des contraintes de relâchement. Ce relâchemenl est donc

suffisant pour libérer des points tel que ; §Ctcrg * 6.
FIN O

I Nécessaire

soit p Ç {P(c} (ensemble des parties de c ), il faut montrer que :

p est de relâchement (SC= O = SCtp *A) a (t cr1 e CR, crf E p)

Prouvons-le par la négation de la formule :

p n'esl pas de relâchement <+ (V crl e CR, crX e p)

o Le sens :+ est évident : si p n'esr pas de relâchement crl a p, sinon
comme cr1 est de relâchement, p serait de relâchement.

FIN O
@ Prouvons le sens inverse (e) : Sctp + A æ (3 cr1 e CR, crt E p)

Monlrons que V ctle CR, cr1 c p, p*@,ct.*@ + V cr1 e CR, (crgrp) * O.
CI Montrons que t ; y-1.," ... îJJl"
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d'après le théorème 5 (O, O) : u Sc's !Jx1 x... x uxnceC x1eX1 xneXn

etVxi,xi çDi doncuxl x...xr,,xn c SorSC=@+S= uSc'
xleXl xneXn ceC

+ uSc'=Sg ux1 x...x uxngsdoncs= ux1 x...x uXIlcec x1eX1 xneXn x1eX1 xneXn
FIN O

@ cr1 est tel que : Vx1 e X1, ..., Vxn e Xn, cft= q.i mc(xi)
1(iSn/
Dic =@

Par hypothèseVcrle CR,crgep=Vx1 e X1,...,Vxn e Xn, u mc(xi)rp*@
1 Si(n/
Dic=@

+ Vxl e Xl, ..., Vxn e Xn,3ÿxj e Xj, mc(xj) * @, mc(xj) a p
=+ Vxl e Xl, ..., Vxn e Xn, 3ÿxi e Xj, 3 ce mc(xj), c É p et doncc € C\p

et donc pardéfinition des mc(xj) =+lce C\p,D1 *...xxj x... xDncSC'
doncVxl e X'l,...,Vxne Xn,3ÿxj e Xj,3ce C\p,D1 *...xxj x...xDncSC'

soit S = x'l x... xxj x... xxll, s E D1 x... xxj * ... xDn donc
Vxl e Xl,...,Vxne Xn, s=Xl x...xxj x...xXIt, ljl4e Xj,3ce C\p,scSC'

doncVxl e Xl,...,Vxne Xn,S=Xl x...xxj :<...xxn,3ce C\p,sESc'

doncVxl e Xl ,...,Vxne Xn,S=X1 x...xxj*...xXn,Sc uSc'
ce 6\p

donc ux1 x...xuXn E uSc'xleXl xneXn c€Cp
doncd'aprèsle(D:S= uxl x...x uxndoncsc uSc'

x1 eXl xn€Xn c€C\p

Ceci implique que SCF = S I ur SC'= @.
c€ âp

. :â p n'est pas de relâchement.
FlN @

Nous avons donc démontré le corollaire.
FIN DE PREUVE

Nous allons donc utilisé ces hypergraphes en P.L.C.. Quand la résolution ne détectera
aucune solution, nous pourrons alors détecter avec le théorème I les contraintes à
relâcher.
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D.4 Hcl pour la p.L.c. avec hiérarchie et domaines finis

D.4.1 lntroduction

Dans cette division, nous allons mettre en place plusieurs mécanismes. Ceux-ci sont
basés sur un HCI et plus'particulièrement sur un hypergraphe de caractérisation HG. lls
concernent des langages dê la P.L.C intégrant des domaines finis et une hiérarchie de
conlraintes.

Nous décrivons comment est modélisé I'hypergraphe de caractérisation. Nous
présentons donc d'abord ses sommets puis ses hyperarêtes. Nous montrons alors sa
construction à travers la résolution du langage P.L.C. choisi. Enfin, nous présentons
l'utilisation de tels hypergraphes dans les mécanismes de relâchement et de recherche de"meilleures' solulions

Une dernière partie présente quelques recommendations. Certaines hyporhèses
doivent être prises si nous voulons obtenir des mécanismes "sûrs" de relâchement et de
recherche de "meilleures" solutions.

D.4.2 HCI en P.L.C.

a) Classement et hiérarchie de contraintes de ta p.L.C.

Dans les langages de la P.L.C., nous lrouvons plusieurs sortes de conlraintes. En
premier lieu, nous supposons que t'ensemble des contiaintes C est hiérarchisé :

- Cg désigne I'ensemble des contraintes absolues,
- Ci, irg désigne I'ensemble des contraintes secondaires.

Les contraintes absolues ne peuvent pas être relâchées. Toutes les contraintes
d'unification sont absolues.

seules les contraintes secondaires peuvent être relâchées. un niveau de hiérarchie
est associé à chacune d'entre elles.

Par exemple, dans le problème d'emploi du temps nous avons des propriétés à tenir
compte absoluement et d'autres propriétés exprimant des voeux ou des désirs.

Rappelons que les æntraintes constituent des relations entre variables. une méthode
locale de satisfaction leur est associée.

En rapport avec les définitions introduites en (D.g.1 b), nous distinguons deux
types de contraintes : les contraintes élémentaires et compositionnelles.

Les contraintes de Ia P.L.C. correspondent aux contraintes æmpositionnelles. Une
application de leur méthode pour une raison particulière élémentaiie représente une
contrainte élémentaire.

Au fur et à mesure de la résolution, l'ensemble des déclenchements associés à une
contrainte du programme pose toutes les contraintes élémentaires. Cet ensemble forme la
contrainte compositionnelle associée.
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En résumé, nous avons des contraintes 
'élémentaires 

el compositionnelles qui
peuvenl être absolues ou secondaires.

b) Sommets de HCI ou valeurs "sûres" de la p.L.C.

Les sommets des hypergraphes HG sont construits à partir de valeurs rejetées. Ces
rejets sont faits par des contraintes secondaires. Les valeurs rejetées par les conlraintes
absolues ne sont pas prises en compte.

Prenons C l'ensemble hiérarchisé de contraintes et Z I'espace de recherche
satisfaisant les contraintes absolues C9. Supposons que I'hypothèse générale est vérifiée.
Chaque sommet xi représente alors une valeur "sûre" d'un domaine D;. Elle n'est pas
rejetée par les contraintes absolues mais rejetée par les contraintes secondaires. Nous
conslruisons les sommets xi en tant que singleton tel que :

V i,Vxi e Xi, xi = {v}, v e D;Co lv e D;C

Exemple : Reprenons I'exemple de la division 0.3. Rappelons que nous avons trois cours :
F1, F2 et F3 et l'espace de recherche s = i(F1<-gh, F2<-gh, F3<-9h), (F1<-gh,
F2<-gh, F3<-gh), (F1<-gh, F2<-gh, F3<_9h), (F1<-gh, F2<_gh, F3<_9h)).

Nous posons les contraintes secondaires suivantes:F1 différent de F3, F2
différent de F3 et la contrainte absolue : F1 indisponible à gh.

Nous pouvons constater que Ia valeur (F1<-8h) n'est pas une valeur "sûre',. Ainsi
les sommets de I'HCI est constitué par: {F1<-9h, F2 <-gh, F2 <-gh, F3<-9h}.

ll est facile alors de vérifier que les sommets sont bien construits (Définition 11) :

- Les sommets sont disjoints entre eux car les valeurs sont disjointes entre elles.

- Les points composés avec chaque xi sont exclusivement agréés ou rejetés. Car
chaque composition est un unique point (xi est un singleton).

ll existe une contrainte (secondaire) qui rejette chaque xi.

Nous avons abordés les divers types de contraintes. Les hyperarêles sonl associées
alors aux contraintes élémentaires secondaires (c'est-à-dire une valeur et la raison de
son rejet).

Ceci est dÛ à deux raisons. D'abord, I'union de contraintes élémentaires formenl les
contraintes compositionnelles. Ensuite, seules les contraintes secondaires peuvent être
relâchées.

c)

Supposons I'hypothèse générale vraie. Montrons que ces hyperarêtes peuvent
exister (s'il existe une insatisfaction).

soit c contrainte élémentaire secondalre, d'après I'hypothèse générale, ZC'= D1c'x
D2*,.. x D6 u., ... u Dt x D2 x ... * Dnc'
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Si Zc'*Aaklrcf xi ={v} c Di.'. Or D1 x...x D,c'x...x DnEZc'donc D1 x... x
xi x... x D6 Ç zc' et xi est une hyperarête ha; (définition 11).

Dans la suite, nous associerons hyperarêtes à une valeur et à la raison de son rejet
par une contrainle élémentaire.

Exemple : Dans notre exemple, les hyperarêtes à ce sens sonl composées des contraintes :
"(F1<-9h) différent de (F3<-9h)", "(F2<-Bh) différent de (F3<-9h). et ,'(F2<-9h)
différent de (F3<-9h)". Bien entendu, la contrainte "(F2<-Bh) différent de (F3<-9h);,
est Ioujours vraie el n'est pas à relâcher.

Représentons I'HCI ansi construit :

F2<-8 h

€E)@ 
F3<-eh

F1<_9h différent de F3<_9h F2<-9h différent de F3<_9h

Figure 29. Exemple d'HCl

D.4.3 Construction d'un HCI en p.L.C.

a) Hypothèses sur les méthodes locales de satisfaction

i) Hypothèse sur les contraintes

Une contrainte élémentaire correspond à une application particulière de la méthode
locale dans un déclenchement pour une raison particulière élémentaire. ll faut que deux
déclenchements différents, dans une même dérivation, n'appliquent pas Ia même
contrainte élémentaire et que toutes les contraintes élémentaires soient deux à deux
indépendantes.

Ainsi, deux déclenchements successifs d'une même contrainte p.L.C. ne doivent pas
avoir des raisons élémentaires communes de déclenchement et ne doivent pas refaire des
tests communs. Ceci doit être pris en compte par l'algorithme local de satisfaction.

Supposons cette hypothèse respectée. Relâchons une contrainte élémentaire. La
contrainte P'L.c. associée reste. L'hypothèse garantit que cette contrainte élémentaire,
dans le futur de la résolution, ne sera pas à nouveau appliquer. Ainsi, les points libérés
ne seront plus rejetés pour les mêmes raisons.

ii)

Ceci correspondâ I'hypothèse générale décrite ci-avant. Si I'espace de recherche est
un produit cartésien S = Dt x ... x Dn alors I'ensemble d'agrément d'une contrainte
élémentaire secondaire c doit être aussi un produit cartésien : SC = D1. * ...* Dnc.

Nous allons maintenant différencier les conséquences des méthodes de satisfacrion
des contraintes absolues de celles des contraintes secondaires.
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b) Les sommels de HCI

Au fur et à mesure de la résolution, nous ne gardons que les points satisfaisant
I'ensemble des contraintes absolues. Les points rejetés par une méthode associée à une
contrainte absolue sont éliminés de l,espace de recherche.

Ce mécanisme est celui déjà pratiqué dans les langages tels que CLEF v1 et CHlp.

Nous mémorisons dans I'hypergraphe, les points rejetés par les contrainles
secondaires.

Le mécanisme du langage est ici changé. ll faut qu'il détecte la présence d'une
contrainte secondaire. Dans ce cas, il mémorise les points rejetés. Ces points restent dans
I'espace de recherche.

c) Les hyperarêtes contraintes à travers l'étape de dérivation

Nous prenons les contraintes secondaires insatisfaites pour exprimer tes
hyperarêtes de l'HCl. Cependant, I'hypergraphe évolue avec la résolulion. L,étape de
dérivation est donc changer. Nous rajoutons I'hypergraphe HG dans la description de
l'étape. En fait, d'une étape à une autre, nous construisons un nouvel hypergraphe déduit
du précédent. La nouvelle instruction "->" tient compte de cet nypergrapne. 

-

N.B. : Nous avons un hypergraphe HG (X, HA) qui prend ses sommets dans des domaines et
ces hyperarêtes de HA dans des contraintes.

Pour des raisons de simplicité de notation, nous confondrons X et HA avec les
domaines Di et les contraintes C d'entrée.

L'hypergraphe HG d'une étape de dérivation sera noté suivant cette manière.

soit P un programme, Ies règles Rr, Rg une requête, l,instruction ,'->,' est:

état initial i Gi = <Wi, :- 10, ..., tn., C HG(uD1CO, Cu,u>O)> où
Wi est I'ensemble des variables,
t0, ..., tn des lermes de la p.L.,

Cdes contraintes sut D avec Cg I'ensemble des contraintes absolues, Cu,u>0
celui des contraintes secondaires.

condition : I Rj e P, Rj = (L:- L1, ..., Lm, e1, ..., ey.) où
L, L1, ..., Lm sont des prédicats de la p.L.,
Q1,..., Qu des contraintes sur E, avec Kg les contraintes absolues et Ku,u>o
les contraintes secondaires de e1, ..., ev.
et c u {Q1 , ..., Qy, L =g t0} satisfait par la méthode de réduction
choisie.

état final : Gi*t =<Wi+l, :- L1, ...,
t0)), HG(uD;[Co u Ks u L=ut0], Cg,Lrlg u

L'espace de recherche de G;*1 est
absolues de G; et de la règle Rj.

Lm, tl, ..., tt't., réduction(C u {et , ..., ey, L =g
Ku, uro) >
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- d) Construction d'un HCI par lôs arrêts d'une dérivation

Avec cette nouvelle instruclion "->", nous trouvons deux arrêts différents. Le
premier arrêt est sur un succès sc * a). Le deuxième est sur un échec (sc = 6;.

Cependant, nous différencions deux cas d'échec différents. L'un des cas intervient
quand SC = Aet SCo = @. L'aulrecas se produit quand SC = Oet SCo *A. - -

Ce second échec esl nommé pseudo-échec. Nous mémorisons, alors, l,étape de
dérivation en arrêt. Car le relâchement d'une contrainte peut provoquer Ie redémarrage
de la dérivation.

A la fin de cette dérivation, nous avons donc obtenu un HCI final. En cas de besoin,
nous pourrons I'analyser.

i) Arrêt uniquement lié aux contraintes absolues

L'arrêt de la dérivation est en échec. ll se passe dans le cas suivant:

quand V Rj e P, Rj : (L :- L1, ..., Lrfl, e1 , ..., ev.),
êt G; = <Wi, :- t0, ..., tn', C, HG (X, HA)>
et Cs u Ko u {L =, t0} insatisfait par la méthode de
réduction choisie, Kg étant res contraintes absorues de
Q1 , ...,Qv'

Cet échec est absolu en opposition avec celui qui suit. Cette dérivation n,a aucune
solution.

ii) Arrêt lié aux contraintes absolues et secondaires

cet arrêt n'est pas définitif. Nous re nommons pseudo-échec.

ll faut noter que peut C être incomplet dû à des relâchements précédents et qu'il
évolue suite à des relâchements successifs.

L'étape de dérivation est mémorisé. Ainsi il se passe dans le cas suivant :

quand G1 -> <Wt, :- t0, ..., ln., C, HG (X, HA)>
et Ce satisfait par la méthode de réduction choisie,
et C insatisfait par la méthode de réduction choisie.

Nous mémorisons la dérivation sous la forme suivanle :

Gi*.1 = <Wr, :- tO, ..., tn., C u {mc(xi), xi e X}, HG (X, HA)>

Le redémarrage de cette dérivation se fait à partir de cette étape.

A une dérivation, nous pouvons associer plusieurs relâchements successifs (à des
étapes différentes). Pour avoir une analyse saine de la cause de l'échec et un redémarrage
sain de la dérivation, il faut reintroduire toutes les contraintes insatisfaites: mc(xi).

Le redémarrage d'une dérivalion se fera avec un ensemble complet de contrainles
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diminué des contraintes relâchées et avec un
contraintes relâchées). Nous verrons plus loin
(D.4.4 b i).

iii) Arrêi lié à un succès

Cet arrêt se fait dans le cas suivant :

quand G| -> <Wt, A, C, HG (X, HA)>, C satisfait par la méthode de réduction choisie.

Dans ce cas, les points satisfaisant C (Sc1 sont des solutions exactes. Cependant, les
points de SCo et n'appartenant pas à Sc sont des solutions approchées. lls peuvent devenir
des solutions exactes en cas de relâchement. ll faut donc.mémoriser cette eiape :

Gi*1 = <Wr,b, Cu {mc(xi), xi e X}, HG (X, HA)>

Là encore, la dérivation peut avoir été la conséquence de relâchements passés. ll faut
mémoriser toutes les conlraintes insatisfaites au cours de cette dérivation.

A chaque dérivation, nous avons un hypergraphe HCl. Ainsi à la fin de toutes les
dérivations, nous avons un ensemble d'HCl.

D.4.4 Utilisation des HCt

a) Analyses d'insalisfaction dans une étape de dérivation

Cette sous-division indique comment trouver des insatisfactions dans une étape de
dérivation. Ceci revient à trouver Ies points rejetés par un déclenchement d,une
contrainle donc une contrainte élémentaire

Nous indiquons ensuite la manière de trouver les contraintes de relâchement.

i) Détection d'insatisfaction d'une contrainre élémentaire

Nous voulons avoir les points insatisfaisant une contrainte élémentaire n, lors d,une
étape de G; à G;*1.

soit Gi*1=<wi+1,:- t0,..., tn., c, HG (x, HA)>. Nous voulons connaître les
solutions insatisfaisant une contrainte élémentaire nde C. Cela consiste à récolter lous les
xi de X, tel que r e mc(xi), Les points désignés forment I'ensemble D1*'* Dz* ...x Dn u
...u Dt x D2 x ... * Dnr'.

ii) Contraintes à relâcher

Supposons une dérivation en pseudo-échec avec Sco+O etSc= O. Nous savons qu,il
existe un domaine D; tel que DiC = O (théorème 6). Ce domaine appartient à une variable.vi. ll est enlièrement restreint par les contraintes secondaires. Notons que les valeurs
de D; dans cette dérivation satisfont les contraintes absolues.

Les contraintes de relâchement sont une combinaison issue d'union de contraintes
insatisfaites. Les points les insatisfaisant sont composés d'une valeur de chaque domaine

hypergraphe HG complet (avec les
comment redémarrer une dérivation
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entièrement rèstreint

Par exemple, si quatre domaines D2, D6, D", Dd sont entièrement restreints, alors
les combinaisons possibles crk sont :

vda e D"' xa={da} e Xa, vdb e D5, xb={db} e Xb, vdc e D., xc={dc} e Xc, vdd e
D6, xd={dd} e Xd, crk= rnsl*r) u mc(xb) u mc(xc) u mc(xd)

b) Relâchement et "meilleures" solutions

i) Relâchement

Nous allons décrire le principe de relâchement à I'aide d'un petit exemple.

Pour plus de précision, nous complétons Ies notations des dérivations. Une
dérivation est un chemin de la racine jusqu'à un point d'arrêt dans I'arbre de résolution.
Les dérivations ont donc des parties communes, G;,1 représente l'étape i de la dérivation j.

soit P un programme, Rs une requête, regardons la figure 30. Nous y voyons 3
dérivations. Elles ont toutes finies en pseudo-échec.

Les contraintes élémentaires æ1, 12 et p1 ont réduit I'espace de recherche S. Elles
forment deux contraintes P.L.C. r et p ;1r = æ1 v n2 el p = p1.

Les contraintes de relâchement de G2,2 sont {{r1}}. celles de G3,3 sont {ir1, z2}}
et celles de G3,1 sont {{p1}, {æ1}, {r2ii.

G0,1
G0,2
G0,3

G1,
G1,2
G1,3

G2,1
G2,3

G3,1

contraintes
d'unif ication
(a bso lu es)

G2,2

L

S

^711'§

^r'2'ù

snl'et s^2'

^p I'ù

tr
EtIJ

m
E
E

Figure 30. Contexte d'échec

1) Libérons le point particulier y. Quelles contraintes fauf-il relâcher? eue celaimplique-t-il ?

Nous voyons sur le figure 30 que y appartient à l'espace de recherche de G3,1. Seule
Ia contrainte p1 est insatisfaite en ce point. ll suffit de la relâcher en y. L'espace de
recherche de G3,1 devient réduit à ry. cette dérivation redémarre.

2) Relâchons la contrainte élémentaire r-2. Cela implique de redémarrer la

ffi os,s
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dérivation 1 avec l'étape G3,1. Les contraintes de relâchement des autres dérivations
sont pas inclus dans {:r2}.

3) Relâchons la conlrainte P.L.C. r. Nous redémarrons les 3 dérivations. Nous
repartons donc des étapes G3,1, G3,3, G2,2.

4) Supposons que nous sommes dans une dérivation (1 par exemple). Admeltons que
les solutions de celle-ci ne satisfont pas un utilisateur.

Un utilisateur veut relâcher la contrainte n1. Cela implique de continuer la
dérivation 1 avec G3,1 et la dérivation 2 avec G2,2.Car n1 fait partie des contraintes de
relâchement des étapes Gg,r et G2,2.

Soit un problème Pj avec les contraintes C\r et I'espace de recherche S. Soit un
problème Pk avec les contraintes c et le même espace de recherche s.

Comment chercher toutes les solutions de Pj en résolvant pk puis en utilisant le
mécanisme de relâchement? ll faut :

- mémoriser les points sc. lls sont solutions de pk. lls font
partis de $6tn. lls sont solutions de pj.

- analyser les dérivations en pseudo-échec. ll faut chercher celles
qui ont un ensemble de contraintes de relâchement inclus dans
celui des contraintes relâchées r. Nous redémarrons celles qui y
correspondent.

- les solutions globales de pj sont les points de sc plus les
solutions des dérivations redémarrées.

ls Redémarrage d'une dérivation

Comment redémarrer une dérivation en pseudo-échec avec le relâchement voulu des
contraintes r?

Soit Ia dérivation mémorisé : Gi = <Wi, A, C, HG (X, HA)>, le relâchement de æ

implique que la nouvelle étape est: G;*1 = <Wi, A, C\rc, HG (X, HA)r.

Le relâchement de æ n'intervient pas dans les hyperarêtes de HG. L,ensemble des
contraintes insatisfaites reste complet dans cette dérivation avec les hyperarêtes HA. Ceci
nous permet de mesurer la dérivation avec les divers relâchements effectués.

ii) Mesure sur les "solutions"

Mesurons une dérivation avec ses contrainles insatisfaites sur un point y
spécifique. Si cette dérivation est en pseudo-échec, cette mesure porte sur la cause de son
arrêt. En général, la mesure m d'une dérivation porte sur sa dernière étape :

Soit Gi = <Wi, @, C, HG (X, HA)>,

m(ry, G;)= g (v, h, w), ry c hs, h e HA, w est une note attribuée aux
contraintes donc aux hyperarêtes h.

Par exemple, une mesure peut caractériser le nombre de contraintes insatisfaites
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env: g h, w) = -Card ({h / V E hS}). La note w ici ne sert à rien.

N.B.: Si la mesure s'applique à des dérivations redémarrées, elle tient compte des
contraintes relâchées par l'hypergraphe HG.

iii) Meilleurs relâchements = meilleures solutions

Nous voulons obtenir des meilleures solutions. Trois cas peuvent se produire :- le problème a des solulions exactes. Elles sont décrétées meilleures.- le problème n'a pas de solulions, ni exactes, ni partielles. Aucune
dérivation n'a élé mémorisée. Alors il n'y a pas de solution.- Ie problème n'a pas de solution exacte et a des solutions partielles. ll existe
des dérivations mémorisées. Par la suite, nous nous plaçons dans ce cas.

Le principe est traduit par le processus suivant :

O Chercher le meilleur relâchement de contraintes élémentaires dans Ies
dérivations en pseudo-arrêt.

@ Continuer une des dérivations possibles en pseudo-arrêt avec le meilleur
relâchement.

(v,

@ Si I'arrêt de cette dérivation est un échec ou
processus à partir de O.

@ Si I'arrêt est un succès, arrêter le processus.
alors les meilleures.

un pseudo-échec, refaire le

Les solutions trouvées sont

Un meilleur relâchement est une relaxation
est donc libéré. La mesure sur cette dérivation
meilleure nole.

Nous avons donc deux calculs :

de contraintes de relâchement. Un point
et sur les points libérés donne alors la

-calculer la rnesure sur les contraintes de relâchement puis,
-calculer la meilleure mesure sur toutes celles calculées.

La fonction f de recherche de meilleure solution doit avoir une "garantie',. ll faut que
la mesure m à l'étape G1 ên un point y soit meilleure ou égale que àelle de toute étape
suivante G;*1 sur ce même point :m(v, Gi) meilleure ou égale par f que m(ry, G;*1). En
d'autres termes, la mesure ne peut que s'empirer.

Par exemple, prenons la mesure calculant le nombre de contraintes insatisfaites
(-Card(ih I V c nS))), f est une fonction de Minimisation.

D.4.5 Recommendations

Cette division (D.4) exprime une nouvelle résolution. Trois mécanismes forment
principalement celle-ci. Le premier mémorise les solutions réalisables insatisfaisant les
contraintes secondaires. Le deuxième relâche des contraintes secondaires. Le troisième
fournit les meilleures solutions.

Nous montrons que la résolution P.L.C. ordinaire n'est pas changé. Nous montrons
que le relâchement de conlraintes est fait d'une façon sûre et saine. Nous montrons enfin
que les meilleures solutions le sont effectivement.
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a) Construction

Supposons que nous ayons I'espace de recherche S et
Nous comparons la résolution normale à Ia résolution avec
montrer que les cas de succès donnent les mêmes solutions.
moment.

l'ensemble de conlraintes C.

mémorisation. Nous voulons
Les arrêts se font au même

Dans le cas de la résolution P.L.C. normale, les cas de succès interviennent quand
nous avons Sc * A.ll existe donc des points satisfaisant toutes les contraintes de C. C,est
aussi le cas pour la nouvelle résolution.

Dans la résolulion sans mémorisation, les cas d'arrêt en échec d,une
interviennent quand Sc = O. C'est aussi le cas pour la nouvelle résolution
mémorisation quand SCo * O.

dérivation
avec une

La seule différence est sur la méthode locale de satisfaction d'une contrainle :

- Dans le cas de la résolution normale, les points satisfaisant toutes les
conlraintes de clSc; sont teslés par la méthode de satisfaction de chaque contrainte.

- Dans le cas de la résolution avec mémorisation, les points testés sont ceux
satisfaisant les contraintes absolues lSco;. Les tests sont donc plui nombreux.

Les solutions partielles (Sc'n Sco) sont stockées dans I'hypergraphe HG. Les
solutions réalisables (Sco) sont mémorisées dans les domaines des variables. Ceci permet
de retrouver les points de Sc: SCo r (Sc'n SCoy.

Ainsi aucun point n'est perdu. Nous pouvons même différencier les solutions exactes
des solutions approchées.

b) Relâchement

Soit un espace de recherche S et un ensemble hiérarchisé C de contraintes. Soit r un
ensemble de contraintes secondaires.

Soit un problème pj avec S et Crr. Soit pk avec S ef C.

Nous prouvons que la résolution de Pj est identique à Ia résolution de pk en utilisant
le mécanisme de relâchement sur l'ensemble æ. Dans les deux problèmes, nous voulons
trouver Sc\T.

ll est logique que $c c Sctæ. Les points satisfaisant toutes les contraintes c sont
inclus dans l'ensemble des points ne satisfaisant que les contraintes de Cr;r.

Les solutions réalisables de Pk (Sco1 sont les mêmes que celles de pj. Les
contraintes absolues dans Csont les mêmes que dans C\r. Carr repiésente des contraintes
secondaires.

Nous cherchons les dérivations en pseudo-échec dont au moins un ensemble de
contrainles de relâchemenl est inclus dans r. Le relâchement de r à partir de pk consiste à
redémarrer ces dérivations.
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Déroulons en parallèle la résolution de ces deux problèmes pk et pj. Dans une
instruction sur une dérivation (Gi -, Gi*t), nous.avons :

dans Pk, les points éliminés dans G;*1 sont ceux de G; qui ne satisfont
pas les contraintes absolues. ll en est de même pour pj,

lili,i.i,'"i ::' ii: :""*Iil, 1 îHJ;, ::, ;:iJî Jï, ;ïx':::
lous ces points. ces points sont donc gardés. c'est exactement ce qui est
fait pour Pj.

Examinons les succès, les échecs et les pseudo-échecs.

' Soit la résotution du problème Pk" Un échec Oans une dérivation signifie que des
contraintes absolues ont éliminé tous les points. L,échec est le même pour pJ.

'Admettons qu'une dérivation dans Pk s'arrête sur un succès. Les poinrs agréés sont
inclus dans §c. Cependant, il faut mémoriser les points rejetés dani un contexte de
pseudo-échec. Ceci revient à mémoriser I'hypergraphe HG.

Dans le problème Pj, Ies points de Sc font partis de Scræ. La différence vient des
points rejetés dans le pseudo-échec.

Examinons les pseudo-échecs. pour ceux-ci, dans pk, il y a plusieurs
configurations : - les points rejetés provoquant Ie pseudo-échec, satisfont æ,- ces points rejetés ne satisfont pas r et uniquement rui,- ils ne satisfont pas r et d'autres contraintes y.

0 Si ces points satisfont n, le rejet n'est dû à æ. D'autres contraintes de Crn
insatisfont les points rejetés. ces derniers sont aussi rejetés par pj.

@ Si ces points ne satisfont pas ,c et uniquement lui, n représente alors des
contraintes de relâchements. Ainsi ces dérivations sont redémairées sans æ. Leur
déroulement par la suite, va être le même que dans pj.

@ Si ces points ne satisfont pas r et d'autres contraintes ï, n ne représente pas à
lui seul, des contraintes de relâchement. Effectivement y appartient à Crr. ôes dérivations
ne sont pas redémarrées. Les points concernés ne deviennent pas exactes. Ceci est aussi le
cas pour Pj. car les æntraintes 1de crn sont insatisfaites en ces points.

D'abord, nous résolvons Pk, Puis nous redémarrons les dérivations en pseudo-échec
où il existe des contraintes de relâchement appartenant à r. Nous avons prouvé que ta
résolution de Pj équivaut à faire ces deux actions.

ll faut cependant s'assurer que les dérivations redémarrées se déroulent
normalement. Des problèmes peuvent intervenir quand des contraintes p.L.C.
redéclenchent des contraintes élémentaires relâchées. ieci explique les hypothèses sur
les a§orithmes des méthodes locales de satisfaction des contraintes.

Ainsi il faut prendre plusieurs hypothèses afin que le relâchement soit sain :

- les points passés de Già G;*1 sont des solutions réalisables (SCo),
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- I'hypothèse généràle est respectée,
- les méthodes garantissent I'indépendance des contraintes élémentaires

enlre elles t .

- Mémoriser le contexte, à chaque arrêt dû à une insatisfaction des
contraintes C et dÛ à une satisfaction des contraintes absolues C9.

Le langage à implanter doit respecter ces hypothèses.

c) Meilleures solutions approchées

ce mécanisme s'applique sur des cas où la résolution donne un échec
dérivations en pseudo-échec.

et crée des

Une meilleure solution correspond à une solutioÀ approchée issue d'un meilleur
relâchement. Rappelons le processus :

O Chercher le meilleur relâchemenl de contraintes élémentaires dans les
dérivations en pseudo-arrêt.

@ Continuer une des dérivations possibles en pseudo-arrêt avec le meilleur
relâchement.

O Si I'arrêt de cette dérivation est un échec ou un
processus à partir de O.

@ Si I'arrêl est un succès, arrêter le processus. Les
alors les meilleures.

pseudo-échec, refaire le

solutions trouvées sont

En premier, si la résolution normale du programms ne boucle pas, ce processus se
termine.

En second, rappelons que :

- une mesure ne peut que s'empirer au fur et à mesure du déroulement d'une
dérivation,

- à une étape donnée, un point est considéré le meilleur de tous les points de
toutes les dérivations en arrêt,

- si une dérivation redémarrée aboutit à un pseudo-échec, les contraintes
relâchées sonl remises en place. La mesure tient compte de toutes les
insatisfactions même avec les contraintes relâchées avant.

Chaque relâchement n'est fait que si c'est le meilleur relâchement. Donc quand une
étape aboutit à un succès, elle a des solutions. Soit ces solutions sont issues d,une
succession de meilleurs relâchements. Ces solutions sont les "meilleures,, (l,analyse est
refaite à partir de zéto à chaque arrêt). Soit ces solutions satisfont loutes les contraintes
initiales, elles sont considérées ,'d'office', les ,,meilleures".
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D.5 Une implantation avec CLEF v1

Nous allons découvrir une implantation de ces mécanismes. Celle-ci est basée sur lelangage CLEF v1. Le plan de cette division est identique à cetui de la division D.4.

D.s.I HCI et CLEF vI

a) Classement et hiérarchie de contraintes de CLEF v1

Nous avons déterminé deux classes de contraintes : absolues el secondaires.

Nous allons ajouter un prédicat spécifique. ll indique au système CLEF v1 que lacontrainte passée en paramètre est secondaire. Un second paramètre fournit son niveau dehiérarchie.

Exemple : niveau (*C, .note).

Ce prédicat "niveau" déclare que la contrainte *C est secondaire et de niveau *note.

Toutes contraintes non déclarées sont considérées comme absolues.

Nous avons aussi distingué deux sortes de conlraintes : élémentaire etcompositionnelle.

En cLEF v't, les contraintes compositionnelles sont les contraintes p.L.c.. Nousprendrons pour contrainte élémentaire, Ia méthode locale à la contrainte p.L.c.
s'associant à un déclenchement dû à une instanciation de variable. C,est donc l,ensembtedes tests faits par la contrainte vis-à-vis de cette instanciation.

Exemple : Âdiff est une contrainte compositionnelle. Elle donne naissance à au plus unecontrainte élémentaire par dérivation.

^pas-plus-de-n est une conlrainte compositionnelle. Elte peut avoir plusieurs déclenchements.Après un déclenchement, l'état de satisfaetion n'est pas toujours connue. La contralnte resteprésente dans le réseau. Cetle-ci est composée diautant de contraintes élémentaires qued'instanciations de variabtes imptiquées.

Les sommets de I'hypergraphe correspondent aux valeurs rejetées par lescontraintes secondaires et agréées par les contrâintes absolues.

Pour mémoriser les valeurs, nous ajoutons une structure évoluant tout au long de larésolution. une telle structure est associée à chaque oomaine oe chaquà-r"ii"olr. Si unbacktrack a lieu, les domaines sont remis au bon contexte. ll en est de même pour lastructure associée au domaine.

En CLEF vI, le domaine d'une variable est une liste de valeurs. A partir demaintenanl' nous allons associer deux listes à chaque variable *vi sous domaine :

- une liste D; des valeurs possibles (ou son domaine),
- une liste lvi de même cardinalité que D; dont les éléments sont des listes de

b)

marques.
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Une marque est formé par le symbole d'une contrainte P.L.C. et par le numéro de
déclenchement élémentaire associé (lié à la variable).

Exemple : Supposons la variable 'vi de domainê D; = [1,2,3] dont la valeur 2 est
marquée par une conlrainte "^pas-plus-de-n" dans un premier déclenchement. Nous
avons : D1 = 11,2,31 et lvi = [n,[(^pas-plus-de-n,1)],t]].

c) Hyperarêtes de HCI ou contraintes élémentaires secondaires

Si lors d'un déclenchement d'une conlrainte secondaire, des valeurs sont rejetées,
raison est mémorisée dans la seconde liste lvi associée aux variables.

Dans notre exemple ci-dessus, la contrainte secondaire "npas-plus-de-n', rejette
valeur 2 de 'vi dans un déclenchement vis-à-vis de I'instanciation de la variable 1.

D.5.2 Construction d'un HCI

la

la

a) Hypothèses sur les méthodes locales de satisfaction

i) Hypothèse sur les contraintes

L'hypothèse stipule que tout déclenchement de contrainte cLEF v1
contraintes élémentaires différentes et indépendantes. or ceci n'est pas
Ies contraintes.

doit appliquer des
le cas pour toutes

L'algorithme de la méthode locale de satisfaction doit mémoriser les raisons de
déclenchement (instanciation d'une variable) et ne pas refaire des tesrs.

Les contraintes "^pas-plus-de-n" 
", 

rrnpâs-moins-de-n" vérifient cette hypothèse.
L'instance d'une variable "vi provoque les tests de cohérence uniquement avec celle
variable. Une instance d'une autre variable .vj n'implique pas de refaire les tests faits
avec'vi. L'algorithme garantit l'hypothèse avec la variable interne "lrang" (ct C.2.2).

ii) Hypothèse sur les ensembles d,agrément

C'est l'hypothèse générale présentée en (D.3.1 d). Si I'espace de recherche est un
produit cartésien S = D1 x... x Dn alors I'ensemble d'agiément d'une contrainte
secondaire élémentaire c est aussi un produit cartésien : sc = D1" *...* Dnc.

Les méthodes de satisfaction de toutes les contraintes CLEF v1 satisfont cette
hypothèse et donc tous les ensembles d,agrément (cf 8.4).

b) Les sommets de HCI

Les méthodes de satisfaction des contraintes CLEF v1 réalisent l'élimination des
valeurs incohérentes. Ainsi elles éliminent les points issus de ces valeurs. Aucun
changement n'est donc fait dans le système.

Cette fois, il faut mémoriser les valeurs incohérentes dues aux contrainres
secondaires. La méthode locale est la même. Mais nous marquons les incohérences dans la
structure spécifique attachée à chaque variable.

Par exemple dans I'algorithme de ^pas-plus-de-n, l'instruclion est changée (cf
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-C.2.2,. Nous avons Dpr^Pas'plus'de-n=Dp, r {we Dr, / [Fi..Fi+di-1]n[w..w+d u-11*@!.
Nous la transformons par :

§i contrainte secondaire alors
DprnPas'Plus-de-n=pfu i mârQuer({we D ç u I [Fi..Fi+d1-1 ]n[w..w+dr-1 ]+o])

sinon DprnPas-Plus-de-n= pr, r {we D F u / [Fi..Fi+di-1 ]n[w..w+d r-11*ô!
Fin si

c) Les hyperarêtes contraintes à travers l'étape de dérivation

Les contraintes secondaires forment les hyperarêtes de notre HGl.

Les étapes de dérivation réalisent ce que nous voulons. Le mécanisme de résolution
n'est pas changé.

ll suffit de prendre en comple les vaiiables avec leur domaine et la nouvelle
structure associée. ll faut aussi changer les méthodes de satisfaction pour les contrainles
secondaires.

Seulslescasd'arrêlschangent.Nousallonslesétudier.

d) Construction d'un HCI par les arrêts d,une dérivation

Suivant le cas d'arrêt, il faut mémoriser ou non la dernière étape de dérivation en
arrêt. La différence entre ces arrêts se fait sur les ensembles Scet Scà. En CLEFvI, ceci
se traduit par la détection sur les domaines courants.

Si un domaine devient vide, cela signifie qu'il n'existe plus de solution réalisable
(sco = o). Nous avons un échec. c'est le comporrement normatde 0LEF vl. "' 'vs'resv'v

Si un domaine a toutes ces valeurs marquées (DC = O et DCO * O), nous avons un
pseudo-échec. ll faut mémoriser la dérivation.

Supposons que la dérivation s'arrête. Si tous les domaines ont au moins une valeur
non marquées, alors c'est un succès. Les solutions sont issues du produit cartésien de ces
valeurs. ll faul quand même mémoriser cette dérivation pour les vâleurs marquées.

e Abordons ta manière de mémoriser une étape en CLEF v1.

Rappel : L'étape mémorisé est Gi*1 - <Wi, i t0, ..., tn., Cu {mc(xi), xi e X}, HG (X, HA)>

L'hypergraphe est mémorisé à travers le domaine Di et la structure lvi de marques ,
attachés à chaque variable 'rj. un prédicat ,,domaine_contraint (.uj, *Dj, *lv; 

)"
déclare les variables avec leur domaine et leur marque. 

.

Nous mémorisons l'étape G;*1 par une clause. Le corps a les termes t0, ..., tn, les
contraintes C du réseau et une série de prédicats "domaine_contraint' pour décrire l'état

Nous paramétrons cette ctause par la raison de l'échec. Les premiers paramètres
sont constituées de toutes les variables dont le domaine est entièrement marqué. puis nous
mettons dans les autres paramètres leurs domaines et marques associées. Ceci permet, -

1-50



par la suite, d'analyser la dérivation pour connaître les contraintes de relâchement en ne
tenant compte que des variables d'en-tête.

Exemple : Soit la seule variable 'v1 de domaine D; entièrement marqué. .lv, est la liste
de marques associées à'v1. Soit toutes les variables "w1,..., *wn sans "v1. Soit l'étape à
mémoriser Gi = .Wi, :- t0, ..., ln., C, HG (X, HA)r. Nous avons :

mémo (*vj, *Dj, "lv; ) :-

domaine_contraint ('w1 , "D1 , "lw1),

domaine_contraint ("wn, *D1, *lwp),

c, t0, .,,, tn.

N.B. : Les "mc(xi)" sont présents dans la structure de chaque domaine de chaque variable.
Nous allons le voir quand nous abordons la manière de relâcher des contraintes. Les
contraintes ne sont pas réellement enlevées. Nous n'appliquons plus leur méthode de
satisfaction.

D.5.4 Utilisation des HCI

a) Analyses d'insalisfaction dans une étape de dérivation

i) Détection d'insatisfaction d'une contrainte élémentaire

Pour détecter les points insatisfaisant une contrainte élémentaire, il suffit de lister
le domaine et la structure des variables. Nous ne retenons que les variables et les valeurs
marquées par cette contrainte.

ii) Contraintes à relâcher

Les pseudo-échecs sont mémorisés par des clauses. Pour détecter les contraintes de
relâchement de chaque pseudo-échec, nous analysons I'entête de ces clauses.

Nous prenons chaque variable avec son domaine et sa liste de marques. Chaque
ensemble de marques associées à chaque valeur constilue un élément pour làs contraintes
de relâchement.

Prenons un élément par variable. L'union de ces éléments constitue des contraintes
de relâchement. L'ensemble de toutes les unions de telle forme, constitue I'ensemble des
contraintes de relâchement.

b) Relâchement et "meilleures" solutions

i) Relâchement

Admettons qu'un utilisateur veuille relâcher un ensemble quelconque æ de
contraintes. D'abord nous examinons les dérivations en pseudo-arrêt. Si leurs conlraintes
de relâchement sont inclus dans zr, nous redémarrons ces dérivations.

Redémarrer la dérivation consiste à appeler Ia clause correspondante (',mémo").

Cependant, il faut mémoriser les contraintes qui viennent d'être relâchées. Nous
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-indiquons au système CLEF v1, quelles sont les contraintes relâchées. par exemple, cecipeut se faire à I'aide d'un prédicat spécifique "relâche(n)". Toute référence aux
contraintes relâchées dans les marques et dans les méthodes locales est ignorée.

Supposons que le relâchement porte sur une contrainte compositionnelle. pendant la
résolution, nous n'appliquons pas la méthode associée à cêtte contrainte.

Supposons que le relâchement porte sur une contrainte élémentaire. Le système
CLEF vI doit détecter si l'espace de recherche est entièrement marqué. ll faut tester D,cra
= @ el non plus Dic = O. Donc nous ignorons les marques relatives aux contraintes r.

Cependant, les marques associées aux contraintes relâchées æ reslent présentes. Si
la dérivation redémarrée s'arrête plus lard en pseudo-échec, nous mémorisons toutes les
marques. Par ce fait, nous inhibons le relâchement des contraintes. Ceci correspond aux
"u mc(xi)" lors de la mémorisalion d'une êtape (cf D.4.S).

Si la dérivation redémarrée s'arrête en succès, tous les points non marqués et ceux
marqués par a sont des solutions.

ii) mesure sur les "solulions,'

Abordons la manière de mesurer une dérivation sur un ensemble de points.

La mesure est une fonction. Elle prend en paramètre les marques (ou contraintes)
et les niveaux de hiérarchie associés aux contraintes. De cette fonction, noüs en déduisons
une note pour les points composés avec les valeurs incohérentes.

Appliquons la fonction de mesure avec des contraintes de relâchement. Ceci permet
de mesurer les points ne satisfaisant pas uniquement ces contraintes.

Dans une dérivation en pseudo-échec, les points à mesurer sont ceux issus de
variables dont le domaine est enlièrement marqué (dans notre clause ,'mémo,, ces
variables sont en en-lête). Nous n'analysons que les marques associées à ces variables.

iii) Meilleurs relâchements = meilleures sotutions

Le principe consiste à chercher te meitleur relâchement dans les dérivations enpseudo-échec. Dans ces dernières, nous relaxons des contraintes de relâchement
impliquant la meilleure mesure.

Le procédé liste les clauses correspondanl aux pseudo-échecs. Nous cherchons alors
la meilleure mesure avec les marques, paramètres de ces clauses. puis les relâchements
sont etfectués en indiquant les contraintes relâchées au système. Nous appelons ensuite la
clause choisie. Puis nous la supprimons du programme (ée n'est plus un pseudo-échec).

Si une solution est trouvée, c'est la meilleure. Si la clause appelée aboutit à un
échec, alors le procédé recommence.
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D.6 Un exemple d'utilisation

Nous allons présenler sur un petit exemple de problème d'emploi du temps,
l'utilisation de ces mécanismes de relâchement et de recherche de "meilleüres" solutions.

D.6.1 Présentation de t'exemple

Prenons trois cours. Leur heure de début à trouver est F1, F2 et F3,
Respectivement, leur durée est d1, d2, d3 de 2 unités. Nous avons un ensemble de 4
périodes de début numérotées de 1 à 4. Le but est de trouver le début de chaque cours avec
I'ensemble hiérarchisé de contraintes suivant :

rrcontraintes absolues:v Fi,Fi >1etv Fi,.Fi +(di -1)<4etF1 >Fz+Z
(donc 7 contraintes absolues)

rs Contrainles secondaires : les cours ne se chevauchent pas dans le temps.

lF1..F1+d1-11 n lFZ..F2+d2-1f =@,
lF1..F1+d1-11 n [F3..F3+d3-1f = @,

[F3..F3+d3-1] ô lFZ..F2+d2-11 =@.

Soit les variables horaires *vgp; des cours Fi. Nous utilisons les contraintes CLEF
v1, ^> et ^< comme contraintes absolues et ^pas-plus-de-n comme contraintes
secondaires.

Soit les prédicats spécifiques suivants :

- niveau (*c, *note) pour spécifier que *c est une contrainte secondaire de
niveau *note.

- relâche ("2) indique au système que r est un ensemble de contraintes
relâchées.

- domaine_contraint (*vi,.D;, "lv1) signifie que la variable *vi 
a

comme domaine *D; 9t Ia structure de marques .1v1.

Le programme est le suivant :

Exemple :-

domaine (*vHF 1, 11, Z, S, 4]),

domaine (.vU FZ , 11 , Z, 3, 4]),

domaine ('vHFg, f1, 2,3, 4]),
n< ((+ *vHF1 1), 4), n< ((+ *vHF2 1), 4), n< ((+ *vHF3 1), 4),
n> (*vHF1, 1), n> (.vH ç2, 1), n> (*vHFg, 1),
n> (*vHFt, (+ .vHFZ Z)),

niveau (^pas-plus-de-n (j, [-vHF1, *vH 
F2, 

*vHF3], 
[2, Z, 2],

[1, 1, 1]l), 8),
d-valuer (.vHFr),
d_valuer (.vH F2) ,

d-valuer (.vHfs).
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-D.6.2 Un cas' d'insatisfaction

Arrêtons un instanl la résolution après le prédicat "d-valuer ("vHFt)". Supposons
que seule la contrainte secondaire ait été déclenchée. Examinons les domaines desvariables avec leur hypergraphe (ou marques).

Par commodité, Ia raison des insatisfactions est indiquée par le symbole de la
contrainte P'L.C' et le numéro de déclenchement élémentaire.'Sachant qu'rni variable n,aqu'une instanciation dans une dérivation, ce numéro est 1 pour une instantiation de F1, 2pour F2 et 3 pour F3.

Schématiquement, nous avons le contexte suivant :

Fl F2 F3trww
^pas-pl us-de-n, 1 ^pas-plus-de- n, 1

Figure 31. lnsatisfaction d'une contrainte

Nous voyons que F1 est placé en 1. F2 ne peut se placer ni en 1, ni en z. Lacontrainte ^pas-plus-de-n à son premier déclenchement les rejette. [aais re peut seplacer en 3 et en 4. ll en est de même pour F3.

D.6.3 Résolution et arrêts

cette fois, nous allons dérouler la résolution. Nous décrivons l'état des variables
après chaque instanciation. Un cas constitue une instanciation d'une variable à une valeur
cohérente de son domaine.

La valeur 4 de toutes les variables est éliminée par les contraintes absolues : ^<((+ 'vHF1 1), 4), n< ((+ *vHFZ 1), 4), n( ((+ *vHFg .l), 4).

e Cas 1 : placement de F1 à 1.

F1

tr
^pas-plus-de-n, 1

Figure 82. placement de F1 à 1

Toutes les valeurs de F2 sont éliminées par des contraintes absolues. La contrainlen< (( + F2 1),4) élimine la vareur 4 et ^> (*vHFr, (+ -vg 
F2 z)) élimine les valeurs

de1à4.

Ainsi Dc'H F2 = a. c'est un échec. Aucune crause n'est mémorisée.

contraintes
absolues F2@
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læ Cas 2 : placement de F't à 2.

F1

E
^pas-plus-de-n, 1

Figure 33. Placement de F1 àz

De même que le cas précédent, F2 n'a aucune possibilité. Toutes ses valeurs sonl
éliminées par des contraintes absolues.

rr Cas 3 : placement de F1 à 3.

contrarntes
absolues

contraintes

Figure 34. Placement de F1 à 3

contraintes
absolues F2r--r

p!-L-l

F1

tr

Après cette instanciation, aucun échec n,est détecté. F.l
possibilité '1 . F3 a le domaine réduit {1, Z, 3}. Les valeurs
(^pas-plus-de-n, 1).

F1

tr
F2

tr

est placé en 3, F2 a la seule
2 el 3 sont marquées par

!s- Sous-Cas : placement de F2 à 1.

.;a:izI e 
^pas:plus-de-n, 1

Figure 35. Placement de FZ à 1

Nous nous apercevons que le domaine de F3 (DHrg) devient entièremenl contraint.

Cependant, les valeurs de ce domaine ne sont pas éliminées. Elles satisfont les
contraintes absolues déclenchées. Ce cas correspond donc à un pseudo-échec. Une clause
"mémo" est donc générée :

mémo (*vHF3, [1, 2, g],

[ [npas-plus-de-n, Z),
[[^pas-plus-de-n, 1], [npas-plus-de-n , Zl],
[[^pas-plus-de-n, 1]

l) :-
domaine_contraint (*vHFt, [3], [J),

domaine_contraint (.vH Fe, [1], fl),

^pqlplus-de- n,
ar

aa-,
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- domàine_contraint ('vHF3, [1, Z, 3],

[ [^pas-plus-de-n, Z],
[[^pas-plus-de-n, 1], [^pas-plus-de_n, Zll,
[[npas-plus-de-n, 1]

l),
niveau (^pas-plus-de-n (1, [,vUF j , *vHF2, rvHF3], 

[2, Z, Zl, [.], 1, 1]l),
8),

d-valuer(*vHf S).

La valeur 4 pour F'l insatisfait la contrainte absolue n< ((+ *vHF.t 1),4). La
résolution donc termine par un échec avec une clause mémorisée.

D.6.4 Les solutions approchées

Nous voulons connaître les solutions approchées dans cette résolution. Il faut
relâcher des contrainles dans la seule clause mémorisée.

Relâcher (^pas-plus-de-n, i) donne la solution <s, 1,3> pour F1, Fz et F3.
Relâcher (^pas-plus-de-n, 2) donne la solution <3, 1, 1> pour F1, F2 et F3.
Relâcher (^pas-plus-de-n, 2) et (npas-plus-de-n, 1) fournit les solutions {<3,1, 1>, <3, 1, 2>, <3, 1,3r) pour F'1, F2 et FB.

Rappelons que relâcher une contrainle comme (^pas-plus-de-n, 1) appelle laclause "relâche ([^pas-plus-qg-n, 1.])" puis la clause ,,mémo,,' (en la supprimant). t_e
lest de cohérence devient Dc\[^pas-plus-de-n, 1] = O.

D.6.5 Meilleures solutions suivant différentes mesures

Rechercher la meilleure solution consiste à chercher le meilleur relâchement entre
{(^pas-ptus-de-n, z)}, {(npas-prus-de-n, 1)} et i(^pas-prus-de-n, z),(npas-plus-de-n, 1 )).

Pour faire ce choix, il faut disposer de mesures et d'une fonction de comparaison.

' Prenons la mesure qui calcule Ie nombre de contraintes insatisfaites. Associons àla meilleure mesure, une fonction de comparaison. Celle-ci cherche le plus petit nombre
de contraintes insatisfaites.

Les meilleures solulions approchées correspondent au relâchement de(^pas-plus-de-n, 1) ou (^pas-plus-de-n,2) soit <3, 1, i, et <3,.1,3>.

' Supposons qu'un utilisateur attribue maintenant un poids à chaque contrainte. Lepoids 1 est donné à (^pas-plus-de-n, 1) et le poids 2 à (ipas-plus-de-n,2).

La mesure fournit le poids maximal des contraintes insatisfaites en chaque point.

sur le point <3, 1, 1>, il faur relâcher (^pas-prus-de-n,2). La mesure est 2.

sur le point <3, 1,2>, il faut relâcher (npas-plus-de-n, 2) et (^pas-plus-de_n,
1, La mesure est Maximum(1 , Z) = Z.

sur le point <8, 1,3>, il faut relâcher (^pas-plus-de-n, 1). La mesure est 1.

156



- La fonctioh de meilleure solution est celle qui fournit la mesure minimum. La
meilleure solution est donc <3, 1,3>. ll faut relâcher (^pas-plus-de-n, 1).

Ces deux mesures et fonclions de comparaison ne sont que des exemples. Cependant,
l'ulilisateur peut choisir ses points (donc ses relâchements).

D.7 Crit iq ues

Les mécanismes ainsi proposés permettent de relâcher et de chercher des
meilleures solulions d'une façon sûre et saine.

Ces mécanismes ont évités les "points épineux" présentés dans à la section D.2.3 :

- dans une dérivation, un point n'est pas éliminé par une contrainte
secondaire. Ce point est donc testé par les autres contraintes. Supposons une contrainte
secondaire relâchée en ce point. Ceci n'entraine pas, à nouveau, une application des
contraintes déjà déclenchées.

- dans la résolution, nous mémorisons les dérivations en arrêt. Si le
relâchement de contraintes libère des poinls, alors ces dérivations sont redémarrées.

- le relâchement d'une contrainte peut se faire sur une partie de ces effets
et donc sur une partie des points qu'elle rejette.

- les contraintes P.L.C. restantes ne testent pas deux fois les mêmes points
pour les mêmes raisons dans une même dérivation.

- A chaque arrêt d'une dérivation, nous connaissons les contraintes
secondaires réduisant totalement I'espace de recherche. Cet espace de recherche satisfait
toutes les contraintes absolues.

- A chaque arrêt, r'ensembre des contraintes insatisfaites
compris les contraintes relâchées.

esl mémorisé, y

- Le relâchement ne change pas la complexité de la résolution dans sa
totalité.

Cette proposition a été simulé en CLEF v1. Le temps d'exécution est changé et est
fonction du temps de la mémorisation. Nous avons simulé ces mécanismes uniquement
pour tester la fonctionnalité. Nous ne nous sommes pas intéressés au temps de
mémorisation.

Un autre inconvénient provient du nombre de clauses (donc d'étapes) caractérisant
les pseudo-échecs. ll serait intéressant d'utiliser un S.G.B.D. pour mieux les stocker et
bien les gérer.

Nous nous apercevons que les fonctionnalités proposées permettent d,aider un
concepteur d'emploi du temps. Celui-ci peut relâcher certaines contraintes sur le cours
qu'il désire.

De plus, il connaît les raisons des impossibilités de placement pour chacun des
cours. ll ne travaille plus en aveugle.
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D.8 Conclusion

.- Dans ce chapitre, nous nous sommes aperçus que les résolutions existantes pour Ie
relâchement de contraintes et la recherche de meilleures solutions ne nous conviennent
pas. Si nous prenons un problème d'emploi du temps qui n'admet aucune solution, nous
sommes aveugles. Nous ne savons pas quelles sont les contraintes à relâcher.

C'est pourquoi j'ai introduit une proposition pour détecter les contraintes à
relâcher et pour obtenir sûrement les "meilleures" solutions.

Cette proposition s'applique à des langages intégrant des domaines discrels et finis,
intégrant une hiérarchie de contraintes à deux niveaux et respectant des hypothèses
précises.

certains langages existants de P.L.c. intégrent déjà la notion de domaine fini discret.lls respectenl à priori certaines hypothèses. nvec I'exemple o'imftântation des
mécanismes de relâchemenl et de "meilleures" solutions dans CLEF V1, nous constarons
que ces langages peuvent aisément avoir accès à ces mécanismes. En résumé, nous leur
ajoutons les notions suivanles :

- une hiérarchie de contraintes (par exemple, déclarer un poids aux
contraintes),

- une construction d'HCl issus des contraintes secondaires (par exemple,
marquer les valeurs incohérentes sans les rejeter), "

- une fonctionnalité de relâchement (par exemple, démarquer les valeurs en
cause et inhiber la méthode des contraintes relâchées),

- une mémorisation d'un contexte d'arrêt (par exemple, par une clause),

- une mesure liée aux contraintes d'un contexte (par exemple, une fonction
portant sur le poids de leur niveau de hiérarchie),

- un comparateur de mesures.

Nous sommes alors capables de trouver des solutions avec des relâchemenls. Enassociant des mesures pour comparer deux solutions, nous pouvons trouver la"meilleure" solution. Là encore des hypothèses sont faites sur ces mesures (monoronie).

un premier travail futur est de proposer un jeu de mesures pour différents types
de problèmes qui sont souvent rencontrés dans la vie réelle.

un deuxième travail futur est d'étendre la proposition à des cas
intégrent des domaines infinis et continus.

où les langages

Mais d'ores et déjà, grâce à ces mécanismes,
satisfaisant un utilisateur particulier. Ce dernier est
solution pour son problème précis.

nous pouvons proposer des solutions
alors à même de trouver sa ',bonne"
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Conclusion

Dans le chapitre C, nous avons proposé un modèle d'application de la p.L.C. auproblème d'emploi du temps. Cette proposition se base sur une coloralion
multi-dimensionnelle. Nous avons implanté ce modèle sur un exemple illustratif. Un
maquettage, suite de cette implantation, nous a permis de conclure que la p.L.C. résoud
bien les problèmes d'emploi du temps.

Malgré toul, la P.L.C. a des inconvénients. Elle ne fait qu'indiquer l,exislence de
solutions satisfaisant loutes les contraintes en place. Pour ces probièmes d,emploi du
temps trop contraints, la P.L.c. ne permet pas d'indiquer des solutions approchées au
problème posé par un utilisateur.

C'est pourquoi nous avons proposé dans le chapitre D, un mécanisme de relâchement
de contraintes et de recherche de "meilleures" solutions. cette proposition se restreint au
cas oÙ les langages de P.L.C. intégrent des domaines discrets et finis avec une hiérachie de
contraintes.

Grâce à cela, nous pouvons conclure que les problèmes d'emploi du temps sont bien
résolus par la P.L.c. même dans le cas où le problème posé est trop contraint.

Effectivement, un concepteur d'emplois du temps peut mieux formaliser son
problème en introduisant des nuances dans l'importance des contraintes. ll peut donc"surcontraindre' son problème. La solution obtenue lui fournira un emploi du temps
réalisable mais ne respectant pas forcément toutes les contraintes en ptace.
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Conclusion générale

Tout ce travail de thèse montre que divers "points noirs" concernant les problèmes
d'emploi du temps sont abordés favorablemenl en utilisant un langage de type
Programmation en Logique avec Contraintes (diversité des données, aspeci combinatoiie,
aspect fortement contraint, imprécision des critères, imprévisibilité des changements).

L'apport (backtrack, possibilité de définir des heuristiques ou des stratégies,
critère implicite, contraintes symboliques et numériques, retardement automatique
d'évaluation, ...) de l'utilisation de la Programmation en Logique avec Contraintes permet
d'alléger Ia résolution et surtout de donner une solution aux "points noirs" du problème
d'emploi du temps.

Le but de mon travail a été de proposer une méthodologie se basant sur une nouvelle
modélisation des problèmes d'emploi du temps et de I'appliquer avec la p.L.C. sur un
exemple complet. Ceüe méthodologie comprend ma proposition sur les mécanismes de
relâchement de contraintes et de recherche de "meilleures" solutions en p.L.C..

Comparativement aux résolutions existantes présentées au premier chapitre, la
modélisation que je propose, permet de mieux représenter les problèmes d,emploi du
lemps. La prise en compte d'un problème est plus précise et l'ensemble de problèmes
représentés est plus général. L'application avec la P.L.C. montre que les problèmes sont
résolus pius efficacement.

De plus, un concepteur d'emplois du temps peut bien formaliser son problème en
introduisant des nuances dans I'importance de ses contraintes. La solution obtenue lui
fournit un emploi du temps le satisfaisant mais ne respectant pas forcément toutes les
contraintes en place.

D'un autre coté, dans notre application, nous proposons un jeu de contraintes pour
des problèmes d'emploi du temps les plus couramment rencontrés. Mais nous ne sommes
pas à l'abri d'un problème où aucune des contraintes présentes n'esl adéquate.

C'est pourquoi, il est intéressanl d'aller plus loin en proposant un jeu de propriétés
de base. Ces propriétés seraient utilisées par tous les problèmes d'emplôi du temps. Ceci
impliquerait un ensemble de contraintes de base.

N.B.: Nous pouvons déià remarquer que les deux nouvelles contraintes introduites
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permettent de représenter un nombre important de propriétés.

Deuxièmement, nous avons proposé un mécanisme de recherche de "meilleures'
solutions suivant une mesure donnée. ll faudrait recenser un jeu de mesures pour
proposer r0g me§ure adaptée suivant la classe du problème voulu.

Troisièmement, dans notre cas, nous résolvons le .glissement" de cours par le
mécanisme de backtrack. Nous nous doutons qu'il serait utile d'intégrer un mécanisme
moins onéreux en terme de backtrack (donc de retours arrières).

Bien entendu, ces trois futures études ne représentent que des grandes lignes de
travaux. Tout au long de ce document, des affinements aux propositions peuvent être
apportés (par exemple, nous pourrions étendre les HCI pour des iangages intégrant des
domaines intinis et continus ou améliorer Ia propriété B de la multi-àoloration).
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