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은훌륭한연구자가될거야 !내논문이프랑스어라미안해 (어차피형은
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Introduction

Avec la lumière, la nature nous fournit une ressource qui n’a de cesse de

nous étonner, comme l’ont montré les premières expériences d’interférences de

Young et Fresnel, la mise en évidence de la dualité onde-corpuscule et encore

de nos jours les travaux pour percer les mystères de l’intrication quantique.

La lumière a aiguillonné la curiosité des physiciens, qui est le premier moteur

de la recherche. Cette curiosité a été en outre favorisée par le développement

de nouvelles sources de lumière comme les lasers, qui sont devenus des outils

largement répandus dans les laboratoires et permettent aujourd’hui de réaliser

des mesures toujours plus �nes et ouvrent la porte sur de nouveaux domaines,

telle l’information quantique.

Parmi ces sources de lumières, les lasers ultrarapides ont fait l’objet d’un in-

térêt accru, se révélant utiles pour la métrologie, l’optique non-linéaire et l’op-

tique quantique. Développés dans les années 1980 [Udem, 2002 ; Diddams, 2000],

ils sont constitués d’impulsions lumineuses très brèves, d’une durée de l’ordre

du cycle optique dans le domaine visible [Morgner, 1991 ; Witte, 2006], voire

moins : la frontière de la femtoseconde (10
−15

s) a désormais été franchie et

des impulsions de quelques centaines d’attosecondes (10
−18

s) ont été produites

[Corkum, 1994 ; Paul, 2001 ; Agostini, 2004].

La production des impulsions les plus courtes possibles n’est pas le seul dé�

à relever en la matière : l’intérêt des chercheurs et des ingénieurs s’est aussi

porté sur les manières de manipuler et de mettre en forme ces impulsions à leur

guise. Des façonneurs construits à partir de modulateurs spatiaux donnent le

contrôle spectral, temporel et même en polarisation sur ces impulsions femto-

secondes [Weiner, 2000 ; Monmayrant, 2010 ; Weise, 2009]. Ce pouvoir de gé-

nérer des impulsions sur mesure a permis à son tour de percer de nouveaux

mystères : dynamique des réactions chimiques [Lindinger, 2004], spectrosco-

pie [Guibal, 1997] ou encore contrôle cohérent [Judson, 1992 ; Warren, 1993 ;

Salzmann, 2006 ; Hild, 2016].
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INTRODUCTION

La lumière intéresse également la recherche du fait de ses propriétés quan-

tiques, qui sont actuellement un fantastique terrain d’exploration. Elles sont

particulièrement importantes quand le nombre de photons dans le faisceau étu-

dié est petit, de l’ordre du photon unique. Il s’agit d’un régime qui, s’il n’échappe

pas complètement à l’œil humain [Tinsley, 2016 ; Vivoli, 2016], échappe assuré-

ment à l’intuition.

Mais même avec des faisceaux intenses des phénomènes quantiques entrent

en jeu, telles les �uctuations quantiques. Elles trouvent leur origine dans le

caractère granulaire des photons dont la répartition aléatoire dans le faisceau

constitue une limite à la précision des mesures d’intensité. Un faisceau complè-

tement vide de photon présente aussi des �uctuations quantiques, dues à des

indéterminations fondamentales du champ : ce sont les �uctuations du vide.

Maîtriser ces �uctuations quantiques a permis des gains de précisions pour

certaines mesures [Polzik, 1992], dont celles des ondes gravitationnelles [Aasi,

2013 ; Abbott, 2016].

Un autre phénomène intrigant est l’intrication quantique, « qui nous force à

nous a�ranchir complètement des schémas de pensée classique » [Schrödinger,

1935]. Cette intrication peut se dé�nir comme le fait que des objets ou des états

de la lumière soient tels qu’il devient impossible de les considérer comme des

états séparés : ils forment un tout [Gisin, 2012]. L’intrication entre deux parties a

été un concept fructueux. On lui doit des avancées théoriques sur le principe de

localité, avec la véri�cation expérimentale des inégalités de Bell [Aspect, 1982 ;

Hensen, 2015 ; Giustina, 2015 ; Shalm, 2015] ainsi que des découvertes telles que

la téléportation quantique [Bennett, 1993 ; Bouwmeester1997 ; Furusawa, 1998].

Une seconde révolution quantique est annoncée [Aspect, 2005], qui verrait le

développement de nombreuses technologies quantiques reposant sur l’intrica-

tion. Certaines existent déjà, tel l’établissement quantique de clés secrètes [Ben-

nett, 1984 ; Ekert, 1991 ; Grosshans, 2002] dont une version satellitaire a été ré-

cemment développée [Liao, 2017]. D’autres restent encore à inventer, tel que le

calculateur quantique [Feynman, 1982 ; Deutsch, 1985 ; DiVincenzo, 2000 ; Raus-

sendorf, 2001 ; Menicucci, 2006] ou l’internet quantique [Kimble, 2008]. Les in-

grédients nécessaires à ces dernières sont ainsi en cours de développement :

mémoires quantiques e�caces [VernazGris, 2018], génération d’intrication de

manière déterministe [Laurat, 2018 ; Humphreys, 2018 ; Kurpiers, 2018], tech-

niques d’extraction d’un mode quantique [Reddy, 2018]. En�n, l’intrication ne

se limite pas à l’intrication bipartite. Il est possible d’intriquer un grand nombre

d’objets quantiques [Yokoyama, 2013 ; Chen, 2014 ; Gerke, 2015]. Il existe de

multiples manières de lier des ressources quantiques entre elles, tant au niveau

de la nature de l’intrication que la structure de cette intrication entre les objets.

Une sorte particulière d’intrication multipartite a été l’objet de notre attention :
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les canevas quantiques (aussi appelés cluster states).

Le travail qui a abouti à cette thèse a été guidé par cette envie de comprendre

et de manipuler à la fois les modes spectraux et temporels de la lumière ainsi que

les états quantiques qui les peuplent. Nous utilisons des lasers femtosecondes

circulant dans un oscillateur paramétrique optique pour créer des états dits de

vide comprimé multimode. Ces états recèlent de l’intrication multipartite sous-

jacente [Roslund, 2014]. Cette intrication peut être arrangée pour obtenir des

canevas quantiques, dont il est possible de choisir la structure de l’intrication

pour tisser n’importe quel graphe intriqué [Cai, 2017].

A partir de là, deux directions de recherche ont été poursuivies. La première

concerne le contrôle de la forme spectrale des états issus de l’oscillateur paramé-

trique optique, a�n de produire des états comprimés sur mesure. Pour ce faire,

nous avons construit un façonneur d’impulsions pour changer à notre guise le

spectre du faisceau de pompe et nous avons préparé un dispositif de mesure

adapté à de tels états : la détection homodyne multipixel. La deuxième direction

d’exploration a porté sur l’aspect gaussien de nos états. L’état quantique est

décrit par une fonction de répartition dans l’espace des phases, la fonction de

Wigner, qui est gaussienne pour tous les états produits auparavant dans notre

expérience. Grâce à un dispositif de soustraction de photon, nous avons été

capables de générer et de mesurer de nouveaux états de la lumière, à la fois

non-gaussiens et multimodes.

Plan de la thèse

A�n de présenter ces états et la manière dont nous les avons créés, nous

suivrons le plan suivant :

Le chapitre 1 est consacré aux bases de l’optique quantique, non pas pour

en faire un exposé détaillé, déjà très bien fait ailleurs [Grynberg, 2010], mais

simplement pour apporter les notions et notations utiles à la compréhension de

la suite de la thèse : états et opérateur quantiques, fonction de Wigner, change-

ments de base.

Le chapitre 2 reprend les technologies femtosecondes utilisées au labo-

ratoire : les e�ets non-linéaires qui interviennent, la génération d’états non-

classiques par une cavité synchrone et la mise en forme spectrale.

Le chapitre 3 est dédié à l’intrication quantique et en particulier aux cane-

vas quantiques (cluster states). Nous indiquons comment nous les produisons à

partir de vide comprimé multimode. En particulier, nous exposons une nouvelle

méthode pour répartir les �uctuations quantiques entre les nœuds du canevas,
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solution analytique à un problème d’optimisation qui était jusque-là résolu par

un algorithme évolutionniste. Cette méthode, publiée ici pour la première fois,

a été utilisée pour les prises de mesures expérimentales des chapitres suivants.

Le chapitre 4 décrit les initiatives menées pour contrôler les modes dans

lesquels est créé le vide comprimé multimode. Cela passe par une mise en forme

spectrale du faisceau de pompe de la cavité, dont les conditions pratiques de

mise en place sont détaillées.

En�n, le dernier chapitre résulte d’une volonté de changer la forme de la

fonction de Wigner de nos états quantiques. Pour cela, nous utilisons un proces-

sus de dégaussi�cation à base de soustraction de photon, de sorte que les états

produits sont non-gaussiens et leur fonction de Wigner présente des valeurs

négatives. Nous nous sommes également attelés à appliquer la soustraction de

photon à des canevas quantiques. Ces résultats, à ce jour encore inédits, conclu-

ront la présentation de notre travail.
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Chapitre 1

Optique quantique

Plan du chapitre
1.1 Quadratures et photons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.1 Quanti�cation du champ électrique . . . . . . . . . . 6

1.1.2 Vecteur d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 États quantiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.1 Mélanges statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 Vide quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.3 États cohérents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.4 États comprimés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.5 États de Fock . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.6 États comprimés photo-soustraits . . . . . . . . . . . 15

1.3 Aspect multimode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 Transformations des états et des opérateurs . . . . . 16

1.3.2 Changement de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.3 États intrinsèquement monomodes . . . . . . . . . . 18

1.3.4 Intérêt des états multimodes . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4 Aspect non-gaussien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.5 Aspect recon�gurable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Dans ce premier chapitre, nous présenterons les outils et notations utiles

pour décrire les états quantiques de la lumière qui ont fait l’objet de notre travail.

Autant que possible, nous en illustrerons les concepts avec des graphiques tirés

de nos mesures expérimentales. Nous verrons comment l’on décrit le champ

quantique par des opérateurs de champ et des vecteurs d’état, puis nous pré-

senterons les états quantiques qui interviendront dans les chapitres suivants.

En�n, nous mettrons en lumière trois aspects cruciaux des états étudiés dans

cette thèse : multimodes, non-gaussiens et recon�gurables.
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1.1. QUADRATURES ET PHOTONS

1.1 Quadratures du champ, opérateurs et photons
Nous commençons par faire le lien entre l’électromagnétisme classique et

son prolongement quantique, par le biais de la quanti�cation canonique. Il faut

alors distinguer le champ, représenté par un opérateur, et l’état quantique, re-

présenté par le vecteur d’état.

1.1.1 Quanti�cation du champ électrique
La théorie de l’électromagnétisme s’exprime par les équations de Maxwell.

Ces équations sont linéaires et admettent une in�nité de solutions, qui sont au-

tant de manières pour la lumière de se propager. On exprime souvent ces solu-

tions en décomposant le champ électrique sur une base :E(r,t) =
∑

` E`u`(r,t)+
c.c. 1

où lesu` sont des modes, par exemple des ondes planes ou des modes gaus-

siens.

La détermination d’une famille de modes grâce aux équations de Maxwell et

l’expression du champ électrique dans la base de ces modes est également à la

base de la description quantique de la lumière. Il faut simplement trouver une

expression adéquate pour E`, qui lui permette de rendre compte de la nature

quantique du champ.

Nous rappelons ici la quanti�cation canonique du champ électrique, dé-

taillée dans [Grynberg, 2010], où l’on fait appel à la base modale des ondes

planes monochromatiques. Le champ électrique du mode repéré par `, se pro-

pageant dans la direction k` et polarisé selon ε` s’écrit :

u`(r) = 1√
L3
ε`e

ik`·r
(1.1)

Ces modes sont orthogonaux et normalisés par le facteur L3
. Celui-ci cor-

respond à l’espace d’étude, qui peut correspondre à une réalité expérimentale

ou être étendu vers l’in�ni en �n de calcul. Le champ
2 E(+)(r,t) se décompose

ainsi :

E(+)(r,t) =
∑
`

iE`(t)u`(r) (1.2)

1. c.c. pour désigner le complexe conjugué. De même on écrira h.c. pour l’hermitien conju-

gué.

2. Le champ utilisé ici et pour le reste du chapitre est le champ électrique analytique, consti-

tué par les composantes à fréquences positives du spectre : la transformée de Fourier de E(r,t)
étant Ẽ(r, ω) = 1√

2π

∫∞
−∞ dteiωtE(r,t), on a E(+)(r,t) = 1√

2π

∫∞
0

dωe−iωtẼ(r, ω). On re-

trouve le champ réel grâce à la formule E(r,t) = E(+)(r,t) +
(
E(+)(r,t)

)∗
= E(+)(r,t) +

E(−)(r,t)
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CHAPITRE 1. OPTIQUE QUANTIQUE

avec E`(t) = E`(0)e−iω`t et ω` = ck`. Sur cette base, les équations de Maxwell

peuvent se réécrire sous la forme d’équations de Hamilton :
dx`
dt

=
∂H

∂p`
dp`
dt

= −∂H
∂x`

avec

x` = Re(E`) ·
√

4ε0/ω`
p` = Im(E`) ·

√
4ε0/ω`

H = 2ε0

∑
` |E`|2

(1.3)

Les variables x1, ..., xN , p1, ...,pN qui apparaissent dans ces équations sont

nommées variables canoniques. Ce sont elles qui forment la charnière entre des-

criptions classique et quantique. Le hamiltonien H , quant à lui, est l’énergie du

système. Dans le cas des ondes planes monochromatiques, les dynamiques de

chacun des modes sont indépendantes, ce qui fait tout l’intérêt cette base mo-

dale.

Le procédé de quanti�cation canonique consiste alors à dé�nir des opéra-

teurs x̂` et p̂` correspondants, qui ne commutent pas. Par convention, on les

renormalise par un facteur

√
2/~ et on impose les relations de commutation

suivantes :

[x̂`,p̂`′ ] = 2iδ``′ (1.4a)

[x̂`,x̂`′ ] = [p̂`,p̂`′ ] = 0 (1.4b)

On dé�nit également l’opérateur annihilation â` = 1
2
(x̂` + ip̂`) et son conju-

gué hermitien l’opérateur création â†` . Ils correspondent aux opérations de des-

truction et de création d’un photon dans le mode `.
On a alors (en laissant les indices implicites) :

x̂ = (â+ â†)
p̂ = 1

i
(â− â†) et

[â`, â
†
`′ ] = δ``′

[â`, â`′ ] = 0
(1.5)

On peut maintenant donner les opérateurs correspondant au champ élec-

trique et au hamiltonien :

Ê
(+)

(r) = i
∑
`

√
~ω`
2ε0

â` · u`(r) (1.6)

Ĥ =
∑
`

~ω`
(
â†`â` + 1

2

)
(1.7)

Le champ réel correspond à l’opérateur Ê = Ê
(+)

+ Ê
(+)†

et, à la di�érence

de l’écriture E(r,t) de la description classique du champ, Ê(r) ne donne par

7



1.1. QUADRATURES ET PHOTONS

lui-même aucune information sur l’état quantique observé. Il s’agit d’un opé-

rateur associé à une valeur expérimentalement mesurable : l’observable champ

électrique. La description du rayonnement repose sur un deuxième outil ma-

thématique : le vecteur d’état.

1.1.2 Vecteur d’état : variables discrètes et continues
Le vecteur d’état |ψ〉 est un élément d’un espace hermitien : l’espace des

états. Il permet de calculer les valeurs moyennes des champs 〈ψ|Ê(r)|ψ〉, leur

énergie 〈ψ|Ĥ|ψ〉 ainsi que les probabilités de mesures des grandeurs obser-

vables et leurs distributions statistiques.

Variables discrètes

Pour représenter l’état |ψ〉, le plus simple est de le décomposer sur une base

des états connue. La base la plus naturelle est celle des états propres de notre

hamiltonien. En e�et, Ĥ étant un opérateur hermitien, ses états propres forment

une base orthogonale de l’espace des états.

Nous introduisons l’opérateur N̂` = â†`â`. Ses valeurs propres sont tous les

entiers positifs n` = 0,1,2,...On note ses états propres |n`〉 et on a les propriétés

suivantes :

N̂`|n`〉 = n`|n`〉 (1.8)

â`|n`〉 =
√
n` |n` − 1〉 (1.9)

â†`|n`〉 =
√
n` + 1 |n` + 1〉 (1.10)

Puisque l’on a Ĥ =
∑

` ~ω`
(
N̂` + 1/2

)
et que les N̂` commutent entre eux,

les vecteurs propres de Ĥ sont les produits tensoriels des vecteurs propres des

N̂`, ce que l’on écrira : |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ · · · = |n1, n2, ..., n`, ...〉. Pour un tel état,

l’énergie vaut

∑
` ~ω` (n` + 1/2).

Un état remarquable est l’état vide, pour lequel tous les n` valent 0 :

|0〉 = |n1 = 0, n2 = 0, ..., n` = 0, ...〉 (1.11)

Dans cette base, appelée base de Fock, on peut décomposer |ψ〉 :

|ψ〉 =
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

· · ·
∞∑

n`=0

· · ·Cn1,n2,...n`,...|n1, n2, ..., n`, ...〉 (1.12)

Cette description est appelée description en variables discrètes, car les n` ap-

partiennent à un ensemble discret. Le fait que les n` ne prennent que des valeurs
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CHAPITRE 1. OPTIQUE QUANTIQUE

entières est également à l’origine de la notion de photon. En e�et, l’énergie dans

chaque mode s’écrit ~ω`(n`+1/2) et ne peut donc varier que par ajout ou sous-

traction d’un quantum d’énergie ~ω` en qui on reconnaît l’énergie d’un photon

dans le mode l. On peut donc dire que n` est le nombre de photons dans le mode

l et N̂` l’opérateur associé.

En variables discrètes, l’état est décrit par la donnée de tous les coe�cients

complexes Cn1,n2,...n`,.... L’espace des états est donc de taille considérablement

plus grande qu’en théorie classique où la simple donnée des α`(0) dans l’équa-

tion (1.2) su�sait à connaître parfaitement le champ.

Lorsque l’on travaille avec des états qui ont un nombre entier de photons,

ou lorsque ces états échangent, gagnent ou perdent un nombre entier de pho-

tons, ou encore lorsqu’on manipule des photons uniques, cette description dans

la base de Fock est très utile. En revanche, lorsque l’on cherche à mesurer les

quadratures du champ, il existe d’autres bases plus adaptées.

Variables continues

Au laboratoire, nous disposons d’une détection homodyne (présentée au

chapitre 4) qui permet de mesurer directement les quadratures du champ x`
et p`. Il est donc intéressant de disposer d’une expression de |ψ〉 où elles inter-

viennent. Nous allons donc construire une base à partir des opérateurs quadra-

tures associés, x̂` et p̂`. Puisque les valeurs propres des quadratures, contraire-

ment à celles de N̂`, peuvent prendre n’importe quelle valeur réelle, cette ap-

proche a été baptisée description en variables continues.

Les opérateurs quadratures sont eux aussi hermitiens, leurs vecteurs propres

forment donc deux bases orthogonales de l’espace des états. Restreignons-nous

au mode l. On désigne par |x0〉x` le vecteur propre de x̂` pour la valeur x0 ∈ R.

On peut décomposer |ψ〉 sur cette base :

|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

ψ(x)|x〉x dx (1.13)

La fonction ψ(x) décrit complètement le vecteur d’état |ψ〉. La base des

|x〉x est une base orthonormée x〈x|x′〉x = δ(x−x′) de relation de fermeture∫∞
−∞ |x〉x〈x|x = 1. La base des vecteurs propres de p̂` a les mêmes propriétés et

on peut également s’en servir pour décomposer le vecteur d’état :

|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

ϕ(p)|p〉p dp (1.14)

Ces deux fonctions ϕ et ψ sont toutes les deux des descriptions complètes de

l’état physique et ont un lien simple entres elles : ϕ est la transformée de Fou-

rier de ψ. On dit que les quadratures sont des variables conjuguées. Et comme

9



1.2. ÉTATS QUANTIQUES

souvent face à un couple de variables conjuguées, il est intéressant de regarder

l’espace des phases, c’est-à-dire le plan (x`, p`), aussi appelé représentation de

Fresnel. Premièrement parce que les fonctions ψ et ϕ sont à valeurs complexes,

donc di�ciles à appréhender, tandis qu’on peut espérer trouver dans le plan de

phase une représentation à valeurs réelles. Une autre raison est que cela per-

met de faire apparaître l’amplitude et la phase du champ, si souvent utilisées en

optique.

Il existe plusieurs manières de représenter l’état dans le plan de phase. Dans

le reste de cette thèse, nous utiliserons la fonction de Wigner, qui est une quasi-

distribution de probabilité [Wigner, 1932 ; Ville, 1948] dont nous ne donnons

pour le moment que la dé�nition :

W (x,p) =
1

2π

∫ ∞
−∞

ψ∗(x+ y)ψ(x− y)eipy dy (1.15)

1.2 États quantiques

1.2.1 Mélanges statistiques

Pour décrire des états dont on n’a pas une connaissance parfaite, on a re-

cours à des mélanges statistiques. Cela peut être le cas pour un état mal préparé,

qui contient du bruit d’origine classique. Un état qui serait le mélange statis-

tique de |ψ1〉 et |ψ2〉, auxquels on associe les opérateurs |ψ1〉〈ψ1| et |ψ2〉〈ψ2|,
ne pourra pas être décrit par une fonction d’onde mais seulement par une su-

perposition de leurs opérateurs : ρ̂mélange ∝ |ψ1〉〈ψ1| + |ψ2〉〈ψ2|. On appelle ρ̂
l’opérateur densité.

Plus généralement, tout opérateur positif ρ̂ normalisé (Tr(ρ̂) = 1) est un

opérateur densité, qui représente un état possible du champ. On peut le diago-

naliser :

ρ̂ =
∑
k

rk|ψk〉〈ψk| (1.16)

Les états purs correspondent au cas particulier où seul r0 est non-nul. Pour

caractériser la pureté d’un état, on dispose de plusieurs outils : le nombre de

Schmidt K et la pureté p, dé�nis par :

K =
1∑
k r

2
k

et p = Tr(ρ̂2) =
1

K
(1.17)

Nous interprétons K comme le nombre minimal e�ectif d’états purs inter-

venant dans le mélange et p est son inverse.
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L’opérateur densité peut être donné sous forme de matrice si l’on dispose

d’une base dénombrable comme c’est le cas en variables discrètes. En revanche,

en variable continues, il est beaucoup trop compliqué à manipuler et on lui

préfère la fonction de Wigner dont la formule (1.15) s’étend facilement aux mé-

langes statistiques en remarquant que ψ∗(x+ y)ψ(x− y) = 〈x+ y|ρ̂|x− y〉.

1.2.2 Vide quantique
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Figure 1.1 – À gauche : Histogramme des mesures de quadratures X̂θ sur le

vide. Graphique tiré de nos résulats expérimentaux de janvier 2018, l’axe des

abscisses a été renormalisé (σ0 = 1). Comme le vide ne présente pas de dépen-

dance en θ, la mesure a été faite avec des angles θ aléatoires et ce graphique

présente le résultat moyenné en phase. À droite, fonction de Wigner du vide.

L’état |0〉 ne contient aucun photon : on le nomme vide quantique. Il contient

pourtant des �uctuations, car si le champ est nul en moyenne, sa variance en

revanche ne l’est pas : 〈0|Ê|0〉 = 0 mais 〈0|Ê2|0〉 6= 0.

Cela a des conséquences sur les quadratures x̂ et p̂ dé�nies en (1.4). On peut

les mesurer grâce à la détection homodyne dé�nie au paragraphe 4.3, ainsi que

toute quadrature d’angle intermédiaire de la forme :

X̂θ = cos(θ) x̂+ sin(θ) p̂ (1.18)

Sur le vide, la détection homodyne donne 〈0|X̂θ|0〉 = 0 et 〈0|X̂2
θ |0〉 = 1.

Si l’on mesure plusieurs fois une quadrature d’angle θ, on trouvera bien 0 en

moyenne comme on s’y attend pour le vide, mais la mesure de la quadrature est

entachée d’un bruit d’origine quantique appelé bruit de grenaille
3
. La �gure 1.1

3. Ici, la variance de ce bruit vaut σ2
0 = 1 et cela est imposé par la normalisation des qua-

dratures en (1.4). Plusieurs conventions coexistent pour dé�nir les quadratures et donc notre

bruit de grenaille σ0 : dans la littérature il vaut tantôt 1, tantôt 1/2. Si l’on prend σ0 =
√
~/2 on

retrouve nos quadratures canoniques des équations (1.3). Pour la suite, nous garderons σ0 = 1.
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en est un exemple mesuré dans notre laboratoire ; on remarque que la distribu-

tion est proche d’une gaussienne.

La fonction de Wigner du vide est elle-même une gaussienne :

W|0〉(x,p) =
1

2π
exp

(
−x

2 + p2

2

)
(1.19)

L’incertitude quantique se traduit par une probabilité de présence centrée

sur 0 mais étalée sur une largeur 1.

Cette remarque ne s’applique pas seulement au vide. Pour tout état quan-

tique, puisque, d’après l’équation (1.4), x̂ et p̂ ne commutent pas, leurs variances

∆2
x = 〈ξ|x̂2|ξ〉 et ∆2

p = 〈ξ|p̂2|ξ〉 véri�ent l’inégalité :

∆x∆p ≥ 1 (1.20)

Cette relation est véri�ée par tous les états quantiques. Elle pose une limite

quantique à la précision de la mesure des quadratures ou, c’est une autre ma-

nière de le voir, sur la précision des mesures d’amplitude et de phase. Le vide a

cette particularité qu’il correspond au cas d’égalité, pour lequel ∆x = ∆p = 1.

1.2.3 États cohérents
Plus généralement, les états qui véri�ent ∆x = ∆p = 1 sont appelés états

cohérents. Ils correspondent aux états classiques produits par les lasers. On note

|α〉 un champ d’intensité |α|2 et de phase arg(α). Sa fonction de Wigner est celle

du vide déplacée de α dans l’espace des phases :

W|α〉(x,p) =
1

2π
exp

(
−(x− 2Re(α))2 + (p− 2Im(α))2

2

)
(1.21)

Il y a toujours des �uctuations quantiques d’ordre de grandeur 1 mais si

|α|2 est très grand, autrement dit si le nombre moyen de photons est très élevé,

ces �uctuations sont négligeables devant le champ moyen et on peut connaître

avec précision l’amplitude et la phase. C’est l’apparition des lasers qui a permis

d’accéder à ces états qui atteignent la limite quantique énoncée par l’inégalité

(1.20). Ils disposent de beaucoup d’autres propriétés qui en font des états de

référence pour l’optique quantique [Gazeau, 2009].

1.2.4 États comprimés
Les états comprimés sont des états qui ont une quadrature dont la variance

est inférieure au bruit de grenaille. Ils saturent eux aussi l’inégalité (1.20), mais

de manière asymétrique :
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CHAPITRE 1. OPTIQUE QUANTIQUE

∆2
x = 〈ξ|x̂2|ξ〉 = e−2ξ

et ∆2
p = 〈ξ|p̂2|ξ〉 = e2ξ

(1.22)

On appelle vide comprimé un état pur |ξ〉 centré en 0 comme le vide, mais

dont une quadrature présente moins de �uctuations quantiques que l’autre. Sa

fonction de Wigner s’écrit :

W|ξ〉(x,p) =
1

2π
exp

(
−x

2/e−2ξ + p2/e+2ξ

2

)
(1.23)

Figure 1.2 – Fonction de Wigner et quadratures du vide comprimé. À droite,

les résultats de mesure de quadrature X̂θ sont présentés en fonction de la phase

θ. À droite, la fonction de Wigner reconstruite. Résultats tirés de nos mesures

expérimentales de janvier 2018. On voit que la variance des quadratures dépend

de la phase. Pour les phases de 0 et π, elle descend même à 0,77, c’est-à-dire sous

celle du vide qui vaut 1. Le degré de compression est de -2,3 dB.

Même si, comme pour le vide, les champs sont nuls en moyenne, le vide

comprimé contient tout de même des photons. Le nombre moyen de photons

croît avec le facteur de compression, il vaut 〈N̂〉 = ∆2
x + ∆2

p − 2 = ch(ξ)− 1.

Seuls les nombres pairs de photons apparaissent, ce qui est manifeste sur la base

de Fock :

|ξ〉 =
1√

ch(ξ)

∑
n≥0

(− th(ξ))n
√

2n!

2nn!
|2n〉 (1.24)

L’opérateur de compression Ŝ(ξ) tel que Ŝ(ξ)|0〉 = |ξ〉 s’écrit :

Ŝ(ξ) = exp
[

1
2
ξ(â2 − â†2)

]
(1.25)

Il correspond à la transformation obtenue par conversion paramétrique des-

cendante, que nous verrons au paragraphe 2.3.3.

De tels états sont utiles pour des mesures où le bruit de grenaille est la limi-

tation principale, comme c’est le cas pour la détection d’ondes gravitationnelles

[Aasi, 2013 ; Caves, 1981] ou la spectroscopie [Polzik, 1992].
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1.2. ÉTATS QUANTIQUES

Le point commun des états cohérents et comprimés est de faire partie des

états gaussiens. Un état est dit gaussien lorsque sa fonction de Wigner est gaus-

sienne, auquel cas elle prend la forme
4

:

W (x−〈x〉, p−〈p〉) =
1

2π
√
VxVp

exp

(
− x2

2Vx
− p2

2Vp

)
(1.26)

pour laquelle la pureté vaut p = (VxVp)
−1/2

et le nombre de photons (Vx+Vp−
2)/4.

1.2.5 États de Fock

Les états de Fock |n〉, dé�nis en (1.8) et qui servent de base pour la des-

cription en variables discrètes, sont au contraire des états non-gaussiens : leur

fonction de Wigner n’est pas gaussienne. Par exemple :

W|1〉(x,p) = W|0〉(x,p)
(
x2 + p2 − 1

)
(1.27)

Figure 1.3 – Fonction de Wigner et quadratures d’un état à 1 photon. Résultats

tirés de nos mesures experimentales de janvier 2018 sur un état théoriquement

proche d’un état à 1 photon (voir aussi la partie 5.3.3, en particulier la �gure

5.16). La valeur à l’origine est négative : −0,08/2π.

De manière plus générale, l’état |n〉 a une distribution de quadrature ψ|n〉(x)
proportionnelle à la ne fonction de Hermite-Gauss et une fonction de Wigner

proportionnelle à lane fonction de Laguerre-Gauss. Ainsi, la fonction de Wigner

prend des valeurs négatives, notamment sa valeur à l’origine qui vaut −1/2π
pour tous les états où n est impair. En�n, ces états n’ont pas de dépendance en

phase, ce qui est re�été par la partie droite de la �gure 1.3.

4. On a considéré que les axes principaux de la distribution sont selon x et p, ce qui est

toujours vrai à une rotation près dans l’espace des phases. Une forme complètement générale

des états gaussien sera donnée page 5.1.3.
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CHAPITRE 1. OPTIQUE QUANTIQUE

1.2.6 États comprimés photo-soustraits
Un autre exemple de fonction de Wigner à valeurs négatives est l’état ob-

tenu en soustrayant un photon à partir du vide comprimé. Sa production au

laboratoire est l’objet du chapitre 5.

Soustraire un photon correspond à l’action de l’opérateur â sur l’état quan-

tique. La fonction de Wigner de l’état résultant, que nous quali�erons de photo-

soustrait, s’exprime en fonction de la fonction de Wigner initiale [Ourjoumtsev,

2007 ; Morin, 2014] :

Wâ|ψ〉(x,p) =
1

2 Tr (â|ψ〉〈ψ|â†)

(
1 +

x2 + p2

2
+ x∂x + p∂p +

∂2
x + ∂2

p

2

)
W|ψ〉(x,p)

(1.28)

En appliquant cette formule à la fonction de Wigner du vide comprimé don-

née en (1.23), on obtient :

Wâ|ξ〉(x,p) = W|ξ〉(x,p)

(
x2

e−2ξ
+

p2

e+2ξ
− 1

)
(1.29)

Cette fonction de Wigner prend des valeurs négatives, tout comme celle de

l’état |1〉 dans l’équation (1.27).

Figure 1.4 – Fonction de Wigner et quadratures du vide comprimé photo-

soustrait. Tiré de nos mesures expérimentales de janvier 2018 : soustraction

d’un photon sur l’état présenté en �gure 1.2. Ce n’est pas un état pur, il y a

mélange avec du vide, ce qui rend la négativité à l’origine moins importante.

1.3 Aspect multimode
Depuis la section 1.1.2, nous avons mis de côté l’aspect multimode, pour dé-

crire chaque mode séparément. Or, il existe des états de la lumière pour lesquels

on ne peut pas le faire. Pour certains autres, c’est le choix de la base modale qui

ne doit pas être fait au hasard.
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1.3. ASPECT MULTIMODE

Il s’agit donc de trouver une base propice à la description de l’état |ψ〉. Il

est utile de rappeler que nous ne cherchons pas une base de l’espace des phases

comme dans la section précédente, mais bien une base modale comme discuté

en section 1.3.2.

Parfois, on peut trouver une base modale adéquate vk où tous les modes

sont vides sauf un, c’est-à-dire |ψ〉 = |v1 : ψ1〉 ⊗ |v2 : 02〉 ⊗ |v3 : 03〉 ⊗ · · · . On

dit alors que l’état est monomode. Si une telle base n’existe pas, alors l’état est

multimode.

Les changements de base modales sont importants pour étudier le caractère

multimode d’une ressource quantique. Ce sont des cas particuliers de transfor-

mations multimodes sur l’état quantique.

1.3.1 Transformations des états et des opérateurs
Entre les équations (1.2) et (1.6), la dépendance en temps a disparu. Pour la

rendre explicite, deux conventions existent : la représentation de Schrödinger

et celle de Heisenberg.

On rend compte de toutes les transformations unitaires subies par le fais-

ceau (propagation, traversée d’un cristal, franchissement d’une lame sépara-

trice...) par un opérateur. On représente l’action d’un tel opérateur Û soit sur

l’état quantique : |ψ〉 7→ Û|ψ〉 ; soit sur les opérateurs de champ (c’est-à-dire les

opérateurs â, â†, x̂ et p̂) : x̂ 7→ Û †x̂Û . On parle de représentation de Schrödinger

dans le premier cas et de représentation de Heisenberg dans le second cas.

En représentation de Schrödinger, l’évolution temporelle agit sur l’état |ψ〉
par le biais de l’équation de Schrödinger

d
dt
|ψ(t)〉 = 1

i~Ĥ|ψ(t)〉. En représenta-

tion de Heisenberg, ce sont les opérateurs qui subissent l’évolution temporelle :

dx̂
dt

= 1
i~ [x,H], et la même équation s’applique à p̂, â et â†. Dans les deux cas,

pour un hamiltonien d’interaction indépendant du temps, on peut écrire l’opé-

rateur de transformation Û(t) résultant de l’application de l’hamiltonien durant

une durée t0 :

Û(t0) = exp(−iĤt0/~) (1.30)

Dans le cas multimode en représentation de Heisenberg, les opérateurs se

transforment ainsi :

(x̂1, x̂2, . . . ) 7−→ (Û †x̂1Û , Û †x̂2Û , . . . ) (1.31)

On considère ici les transformations pour lesquelles l’opérateur transformé

Û †x̂iÛ s’exprime comme combinaison linéaire des autres opérateurs. Par exemple,

l’opérateur de compression de l’équation (1.25) transforme les opérateurs se-

lon :.

â 7−→ ch(ξ)â+ sh(ξ)â†

â† 7−→ ch(ξ)∗â† + sh(ξ)∗â
et

x̂ 7−→ eξx̂
p̂ 7−→ e−ξp̂

(1.32)
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CHAPITRE 1. OPTIQUE QUANTIQUE

Il est alors commode d’écrire l’équation (1.31) en notation vectorielle avec
~̂x =

(x̂1, x̂2, . . . )
T

: (
~̂x
~̂p

)
7−→ QU

(
~̂x
~̂p

)
et

(
~̂a
~̂a†

)
7−→ CU

(
~̂a
~̂a†

)
(1.33)

où QU et CU sont des matrices, représentations de l’opérateur Û .

Deux types de transformations sont remarquables. Premièrement, celles qui

conservent les relations de commutation (1.4). Dans ce cas, la matrice QU est

symplectique. On peut montrer que les opérateurs de ce type sont engendrés

par les hamiltoniens au plus quadratiques des opérateurs quadratures.

L’autre type de transformation remarquable est celui des transformations

qui, en plus de laisser intactes les relations de commutations, conservent éga-

lement l’énergie. Ce sont les interféromètres linéaires (ou passifs), composés

d’une succession de lames séparatrices et de propagation. Ils ne « mélangent

pas » les opérateurs â et â† : leur matrice CU est diagonale par bloc et chacun

des deux blocs est une matrice unitaire. Ils correspondent aux changements de

base.

1.3.2 Changement de base
Soit U une matrice unitaire, c’est à dire telle que U †U = 1. On l’applique à

la famille des opérateurs création pour générer de nouveaux opérateurs :

b̂†k =
∑
`

Uk`â
†
` (1.34)

On en déduit

b̂k =
∑
`

U∗k`â` et â` =
∑
k

Uk`b̂k (1.35)

Calculons les commutateurs [b̂k, b̂
†
k′ ] =

∑
`,`′ U

∗
k`Uk′`′ [â`, â

†
`′ ] =

∑
`,`′ U

∗
k`Uk′`′δ``′ =

δkk′ et [b̂k, b̂k′ ] = 0. La famille des opérateurs b̂† véri�e les équations de commu-

tation (1.5) : ce sont donc des opérateurs création. En les injectant dans l’équa-

tion (1.6), on ré-exprime l’opérateur Ê
(+)

(r) de la manière suivante :

Ê
(+)

(r) = i
∑
k

b̂kṽk avec ṽk =
∑
`

√
~ω`
2ε0

Uk` · u`(r) (1.36)

Pour peu qu’en bonne approximation, le préfacteur

√
~ω`
2ε0

soit le même pour

tout `, on peut dé�nir une famille de modes orthonormés :

vk =
∑
`

Uk` · u` (1.37)
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1.3. ASPECT MULTIMODE

qui sont les modes associés aux opérateurs b̂k. On résume cela de manière com-

pacte avec une écriture matricielle :

~v = U~u et
~̂
b† = U~̂a† et

~̂
b = U∗~̂a (1.38)

Dans cette nouvelle base, on a de nouveaux opérateurs quadratures x̂′k et p̂′k,

qui s’expriment en fonction des anciennes quadratures x̂` et p̂` :

x̂′k =
∑
`

[Re(U`k)x̂` + Im(U`k)p̂`] (1.39)

Ce qui se comprend mieux de manière matricielle en posant U = X + iY :(
~̂x′

~̂p′

)
=

(
X Y
−Y X

)
·
(
~̂x
~̂p

)
(1.40)

La matrice QU =

(
X Y
−Y X

)
est une matrice symplectique : elle conserve

les relations de commutation (1.4).

Connaissant la transformation sur les quadratures, on en déduit celle de la

fonction de Wigner en représentation de Schrödinger :

W

(
~̂x
~̂p

)
7−→ W

(
Q−1
U

(
~̂x
~̂p

))
(1.41)

1.3.3 États intrinsèquement monomodes
Il est facile de généraliser la fonction de Wigner comme nous avions géné-

ralisé la base de Fock en (1.12). Par exemple, le vide multimode |0〉 = |01〉 ⊗
|02〉 ⊗ · · · a pour fonction de Wigner :

W|0〉(x1, p1, x2, p2, ..., x`, p`, ...) =
∏
`

W|0`〉(x`, p`) (1.42)

La fonction de Wigner multimode du vide est séparable et égale au produit

des fonctions de Wigner de chaque mode. Le nombre de modes à introduire

dans ce produit est arbitraire, puisqu’aucun mode ne contient de photon.

Pour un état quelconque, certains modes seront non-vides. On peut écrire

la fonction de Wigner multimode restreinte à ces modes et sous-entendre tous

les modes vides pour avoir un espace des phases de dimension �nie. Pour une

description optimale, on cherche même à avoir cette dimension la plus petite

possible. Parfois, elle est même égale à 1 : on a alors a�aire à un état monomode.
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Deux états illustrent bien le cas où il est possible de trouver une telle base :

le photon unique et l’état cohérent.

Un état à photon unique est un vecteur propre de l’opérateur N̂ =
∑

` N̂`

pour la valeur propre 1. Il s’écrit donc
5 |1〉 =

∑
` r`|u` : 1`〉 dans la base u`

avec

∑
` |r`|2 = 1.

Introduisons le mode v1(r) =
∑

` r`u`(r) et construisons une base modale

vk à partir de v1. Dans cette nouvelle base modale, l’état s’écrit maintenant :

|1〉 = |v1 : 1〉 ⊗ |v2 : 0〉 ⊗ |v3 : 0〉 ⊗ · · · (1.43)

Le photon unique est donc intrinsèquement monomode, même s’il semblait

multimode dans la base d’origine des u`.
L’état cohérent multimode, quant à lui, est dé�ni comme le produit tensoriel

d’états cohérents dans chaque mode :

|α〉 = |u1 : α1〉 ⊗ |u2 : α2〉 ⊗ · · · (1.44)

Si on considère la base vk ayant pour premier vecteur

v1 =
1

α∞

∑
`

α`u` avec α2
∞ =

∑
`

|α`|2 (1.45)

alors on a |α〉 = |v1 : α∞〉 ⊗ |v2 : 0〉 ⊗ |v3 : 0〉 ⊗ · · · qui est bien un état

monomode.

Matrice de covariance
Après ces exemples, on peut se demander comment reconnaître un état mul-

timode, car s’il est facile de trouver une base où l’état est monomode, il est plus

di�cile de montrer qu’il n’en existe pas. Nous disposons de critères mathéma-

tiques [Treps, 2005], mais ils sont peu adaptés à nos conditions expérimentales.

On dé�nit la matrice de covariance des opérateurs de quadrature :

Γ =

(
ΓX Γxp
Γpx ΓP

)
avec

(ΓX)ij = 〈x̂ix̂j〉 − 〈x̂i〉〈x̂j〉
(ΓP )ij = 〈p̂ip̂j〉 − 〈p̂i〉〈p̂j〉

(Γxp)ij = (Γpx)ij = 〈x̂ip̂j + p̂ix̂j〉/2− 〈x̂i〉〈p̂j〉
(1.46)

Sous l’e�et d’un changement de base de matrice unitaireU , on peut montrer

que la matrice de covariance est changée en Γ 7→ QUΓQTU , le lien entre U et

QU étant donné en (1.40).

5. en faisant l’identi�cation |u` : 1`〉 = |01, 02, ..., 1`, 0`+1...〉
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Pour les états gaussiens, la matrice de covariance (jointe aux moments du

premier ordre) fournit une description complète de l’état.

Une manière expérimentale de distinguer les modes est d’utiliser les ma-

trices de covariance. La matrice de covariance d’un état monomode, exprimée

dans la bonne base, a un unique élément dominant. La décomposition en va-

leurs singulières des matrices de covariance donne une estimation du nombre

de modes intrinsèques contenus dans l’état. De plus, la matrice de covariance

indique, pour une base modale, si les ressources quantiques qui peuplent ces

modes sont corrélées ou non. Nous aurons donc souvent recours aux matrices

de covariance dans les chapitres expérimentaux.

1.3.4 De l’intérêt des états multimodes

Les états multimodes intéressent les physiciens à plusieurs égards. Tout

d’abord, avoir plusieurs modes signi�e avoir plusieurs ressources quantiques

dans le même système physique. Par exemple, un faisceau optique contenant

une dizaine de modes spectraux remplace avantageusement une dizaine de fais-

ceaux contenant une seule ressource chacun. Cela est donc d’un grand intérêt

pour les communications quantiques. Ensuite, quand il n’existe pas de base où

l’on peut écrire l’état comme un produit tensoriel d’états monomodes, on a des

phénomènes de couplage entre modes : c’est l’intrication quantique.

L’intrication est l’un des apports les plus notables de la théorie quantique.

Elle a suscité un grand intérêt qui est à l’origine de nombreuses découvertes,

comme la téléportation quantique ou distribution quantique de clés. Nombre

de ces techniques utilisent des modes auxiliaires, qui sont consommés pendant

l’opération, comme nous le verrons au paragraphe 3.3. C’est l’une des raisons

pour lesquelles disposer d’un grand nombre de modes est utile. La richesse de

la multimodalité sera donc l’objet d’un chapitre entier, le chapitre 3.

1.4 Aspect non-gaussien
Nous avons plusieurs fois distingué les états gaussiens des états non-gaussiens.

Il s’agit d’une notion essentielle, étant donnée l’importance qu’ont les états non-

gaussiens pour l’information quantique.

En e�et, dans la perspective du développement de l’ordinateur quantique,

le caractère non-gaussien est indispensable pour espérer obtenir un avantage

quantique par rapport aux ordinateurs existants. On peut en avoir l’intuition :

les statistiques gaussiennes étant facilement simulables avec les ordinateurs

classiques, le comportement d’un ordinateur quantique à base d’états gaussiens

pourrait être reproduit par un ordinateur classique et il n’y a donc pas de gain
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à espérer [Bartlett, 2002]. Il en va en fait de même pour tous les états à fonction

de Wigner positive [Veitch, 2013].

Au contraire, les fonctions de Wigner qui prennent des valeurs négatives ne

peuvent plus être assimilées à de simples distributions de probabilité aisément

simulables. De plus, la négativité intervient dans des protocoles indispensables

aux communications quantiques, comme la distillation d’intrication. Tout ceci

fait de la négativité de la fonction de Wigner une propriété indispensable.

Or, le théorème de Hudson-Piquet [Hudson, 1974] nous apprend que pour

un état pur, toute fonction de Wigner qui n’est pas gaussienne a des parties

négatives : il y a équivalence entre la négativité de la fonction de Wigner et

son caractère non-gaussien. Celui-ci est donc une propriété intéressante pour

l’information quantique.

Cependant, les états que l’on rencontre en pratique ne sont pas purs. Ils

peuvent donc être non-gaussiens sans avoir de partie négative. Ils n’en restent

pas moins intéressants pour l’optique quantique car ils témoignent de notre ca-

pacité à générer des états qui sortent du cadre le plus classique des états gaus-

siens.

Pour produire ce caractère non-gaussien à partir de ressources gaussiennes,

opération que l’on quali�era de « dégaussi�cation », nous pouvons utiliser la

soustraction de photon présentée en 1.2.6.

1.5 Aspect recon�gurable
Dans la perspective de l’information quantique, une autre qualité est atten-

due d’un système : être recon�gurable.

Pour traiter de l’information, un grand nombre de modes est requis. Les sys-

tèmes ne contenant qu’une seule ressource quantique doivent être juxtaposés,

ce qui pose des problèmes d’extensibilité et de capacité à monter en charge. Les

systèmes multimodes sont avantageux à cet égard.

Pour traiter l’information quantique, on utilise ces modes, en les manipulant

et en les mesurant. Comme les opérations à faire peuvent être très diverses, il

faut que leur manipulation soit adaptable. Il est donc utile que les ressources

puissent se distribuer de di�érentes façons sur les modes, mais aussi que les

manipulations que l’on exécute puissent se faire à volonté sur l’une ou l’autre

ressource.

C’est cela que l’on quali�e de recon�gurable : la capacité de notre système à

produire des états sur mesure et à opérer sur eux des manipulations di�érentes.

C’est le �l conducteur des travaux présentés dans cette thèse : le chapitre 4

détaille la production de vide comprimé multimode et la manière de contrôler

les modes sur lesquels se distribuent le vide comprimé. Le chapitre 5, quant à lui,
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présente une opération de dégaussi�cation adaptable en mode : la soustraction

de photon spectralement résolue.
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Dans ce deuxième chapitre, nous présentons les techniques de l’optique

ultra-rapide. Il s’agit de technologies qui ont émergé dans les années 80, grâce

auxquelles nous avons accès à des impulsions d’une durée de quelques fem-

tosecondes. Nous les utilisons au laboratoire car l’énergie étant très concen-

trée temporellement, la puissance instantanée atteint des valeurs élevées. Cela

va favoriser les comportements non-linéaires, comme les interactions dans les

cristaux, qui sont à la base de la génération de nos états de vide comprimé.

Pour faire écho au chapitre précédent, précisons qu’il s’agit ici de décrire
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2.1. IMPULSIONS ET DISPERSION

le mode u(r,t) dans lequel on peut trouver des ressources quantiques, comme

du vide comprimé ou un état cohérent. Nous ne nous intéressons pas au mode

spatial, qui dans notre cas est gaussien et bien connu, ni à la polarisation, qui en

pratique est toujours linéaire, mais seulement au mode temporel u(t). D’autres

travaux ont déjà exploré les degrés de liberté o�erts à l’optique quantique par

la polarisation et par le mode spatial [Kolobov, 2007], tandis que l’accès au

mode temporel a moins été exploité. L’apparition des lasers ultra-rapides et leur

grande largeur spectrale nous permettent maintenant d’avoir accès au domaine

spectral, notamment en manipulant le spectre, comme nous allons le voir par la

suite.

Nous détaillerons donc la nature de ces trains d’impulsions ultra-brèves et

présenterons une technique particulièrement utile pour leur manipulation : la

mise en forme d’impulsions. En�n, nous nous intéresserons aux phénomènes

non-linéaires a�n de mieux comprendre la génération de vide comprimé au la-

boratoire, dans un oscillateur paramétrique optique pompé en mode synchrone.

2.1 Impulsions et dispersion

2.1.1 Impulsion unique : largeurs spectrale et temporelle
Dans un premier temps, nous considérons une impulsion unique. On peut

la décrire par son mode temporel u(t), mais lorsque celui-ci est très court, on

ne pourra pas y avoir directement accès. On mesure plus volontiers son spectre

ũ(ω), par exemple avec un interféromètre. Un spectromètre va même donner

facilement une mesure de son intensité spectrale |ũ(ω)|2 (�gure 2.1). Celle-ci

donne déjà des indications sur la durée temporelle.

L’impulsion est centrée temporellement en t0 =
∫
t|u(t)|2 dt et spectrale-

ment enω0 =
∫
ω|ũ(ω)|2 dω. S’agissant d’un mode normalisé, on a

∫
|ũ(ω)|2 dω =∫

|u(t)|2 dt = 1.
La durée de l’impulsion est alors le moment du second ordre du mode tem-

porel et la largeur spectrale celui du mode spectral :

∆2
t =

∫
(t− t0)2|u(t)|2 dt et ∆2

ω =

∫
(ω − ω0)2|ũ(ω)|2 dω (2.1)

Comme u et ũ sont liés par transformée de Fourier, on a l’inégalité :

∆t∆ω ≥
1

2
(2.2)

Une simple mesure de l’intensité spectrale nous donne déjà une estimation

minimale de la durée de l’impulsion : ∆min
t = 1/2∆ω. Ce minimum est atteint
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Figure 2.1 – Spectre du laser à impulsions femtosecondes. Il s’agit du laser

titane-saphir qui est la source optique de toute l’expérience. La largeur spec-

trale ∆ω est liée à la largeur en longueur d’onde a�chée sur le graphe par :

∆ω = 2πc
ω2
0

∆λ

lorsque l’impulsion a un pro�l gaussien. Pour les autres pro�ls spectraux, les

impulsions seront plus longues.

Mais à intensité spectrale donnée, la phase elle aussi a une in�uence sur la

durée temporelle : la durée minimale pour un certain spectre est obtenue avec

la phase spectrale plate. On dit alors que l’impulsion est limitée par transformée

de Fourier. Dans le cas contraire, quand la phase spectrale φ(ω) = ũ(ω)/|ũ(ω)|
dépend de la fréquence, la durée de l’impulsion ∆t est allongée par rapport à la

durée qu’elle aurait eue avec une phase spectrale plate ∆t,φ=0. L’allongement

est égal à la variance du retard de groupe τ 2
g :

∆2
t = ∆2

t,φ=0 + τ 2
g (2.3)

avec τ 2
g =

∫ (
dφ
dω
− 〈 dφ

dω
〉
)2 |ũ(ω)|2 dω et 〈 dφ

dω
〉 =

∫
dφ
dω
|ũ(ω)|2 dω

(2.4)

Souvent, seuls les premiers ordres de cette phase spectrale sont à prendre en

compte :

φ(ω) = φ0 + φ1 ω +
1

2
φ2 ω

2 +
1

6
φ3 ω

3 + ... (2.5)

Les coe�cients φ0 et φ1 ne dépendent que de l’origine des temps et de celle

des phases. La phase quadratique φ2 et la phase cubique φ3 sont plus intéres-
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2.1. IMPULSIONS ET DISPERSION

santes car elles sont la trace du passage de l’impulsion dans un milieu dispersif.

Elles changent la forme temporelle de l’impulsion.

Le plus souvent, φ2 domine. En e�et, la quasi-totalité des milieux qu’un fais-

ceau peut être amené à traverser augmente sa phase quadratique. La dispersion

de vitesse de groupe k′′(ω) du milieu traversé et son épaisseur L déterminent

la phase quadratique ajoutée au faisceau : φ2 = k′′(ω)L. Des valeurs typiques

sont présentées dans la table 2.1, où l’on voit que la traversée d’un cristal ajoute

bien plus de phase quadratique qu’une grande distance d’air. On peut se po-

ser la question : quelle quantité de phase quadratique une impulsion peut-elle

supporter ?

k′′(ω) en fs
2
/mm Air BK7 SF10 BiBO

795 nm 0.021 45 158 166

397.5 nm 0.050 123 708 480

Table 2.1 – Phase quadratique ajoutée au faisceau par unité de longueur, pour

quelques matériaux usuels.

Si la phase est uniquement quadratique, l’équation 2.3 se simpli�e en :

∆2
t = ∆2

t,0 + φ2
2∆2

ω (2.6)

On peut la transformer encore en réutilisant (2.2) : le produit κ = ∆2
ω∆2

t,0

dépend de la forme spectrale, il vaut
1
4

pour une gaussienne,
3
10

pour le sinus

cardinal,
1
2

pour une exponentielle décroissante exp(−|x|). Alors on obtient

∆t = ∆t,0 ·
√

1 + κ

(
φ2

∆2
t,0

)2

(2.7)

Ainsi, sans préjuger de la forme exacte de l’impulsion, c’est le rapport entre

sa durée caractéristique ∆t et la dispersion φ2 qui dicte son allongement. Une

impulsion de durée ∆t peut supporter des phases quadratiques φ2 � ∆2
t . Au

laboratoire, nos impulsions de 100 fs peuvent donc traverser sans trop de défor-

mations plusieurs mètres d’air ainsi que quelques millimètres de cristaux. Par

exemple, notre cristal de triborate de bismuth (BiBO) le plus long fait 2,5 mm, il

ajoute donc 415 fs
2

à la phase quadratique, ce qui correspond à une élongation

de 0,02 %.

La phase cubique, quant à elle, cause des asymétries temporelles qui al-

longent l’impulsion. Dans nos expériences, elle s’est révélée négligeable, nous

ne rentrons donc pas plus dans le détail.
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2.1.2 Compensation de la phase quadratique
L’inconvénient majeur de l’allongement de l’impulsion par la dispersion est

la réduction de la puissance crête, ce qui diminue l’e�cacité des phénomènes

non-linéaires. Il faut donc pouvoir compenser la phase quadratique accumulée

au cours de la propagation. Pour ce faire, nous utilisons deux techniques : la

première est l’utilisation d’un compresseur à prismes et la seconde est la mise

en forme d’impulsion qui sera présentée en 2.2.

Le principe du compresseur à prismes est le suivant : la lumière traverse

quatre prismes disposés de telle sorte que le chemin parcouru dépend de la lon-

gueur d’onde. On peut utiliser les symétries pour avoir une géométrie plus com-

pacte : à l’aide d’un miroir, on peut n’utiliser que deux prismes comme sur la

�gure 2.2. Il existe également un montage encore plus compact avec un coin de

cube qui permet de n’utiliser qu’un seul prisme [Akturk, 2006].

Phase spectrale φ(ω)
I IJ

I

J
L

IJ
I

Phase spec-

trale φ(ω)+φ2

L̃

Figure 2.2 – Schéma du compresseur à prismes. Le faisceau parcourt une dis-

tance L entre les deux prismes et L̃ à l’intérieur du second prisme.

C’est la géométrie à deux prismes que nous avons retenue. On note L la

distance parcourue entre les deux prismes. Si on suppose que le faisceau passe

par la pointe de chacun des deux prismes, la dispersion introduite est de :

φ2 = −8
Lλ3

0

2πc2

(
dn

dλ

)2

inλ0

(2.8)

Si on introduit plus de verre dans le faisceau en translatant le prisme de

telle sorte que le faisceau voyage dans le prisme sur une distance L̃, on ajoute

la dispersion du verre

φ2 = −8
Lλ3

0

2πc2

(
dn

dλ

)2

+
λ3

0L̃

πc2

d2n

dλ2
(2.9)

Sur notre table optique, un compresseur a été construit par Olivier Pinel

[Pinel, 2010]. Nous l’avons modi�é à plusieurs reprises au gré des besoins. Dans
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2.1. IMPULSIONS ET DISPERSION

la con�guration actuelle, la distance entre les prismes est de 106 cm, ce qui

introduit une dispersion négative de−18800 fs
2
, et le deuxième prisme en verre

SF10 est traversé en son milieu, ce qui ajoute de la dispersion positive à hauteur

de 3000 fs
2
.

2.1.3 Dispersion angulaire

Quand on introduit un prisme dans le faisceau, la dispersion du verre va

aussi faire un couplage entre fréquence et direction : la dispersion angulaire.

Notre faisceau n’en est pas exempt. Dès le début de son chemin sur la table, il

traverse une paire de prismes anamorphiques (Thorlabs PS875-B) pour corriger

son ellipticité. Nous avons calculé [Kasuya, 1978] que cela crée une dépendance

angulaire fréquentielle de 10 µrad/nm. Il y a aussi d’autres sources de disper-

sion angulaire, comme un façonneur d’impulsions mal réglé (voir le paragraphe

2.2.1).

Plusieurs grandeurs apparaissent : la dispersion angulaire a proprement

dite, qui à chaque longueur d’onde associe la direction de propagation, et le

gradient de fréquence α, qui nous indique comment varie la fréquence quand

on change la direction de mesure
1
. C’est plutôt la première qui nous intéresse,

mais c’est la seconde qui est expérimentalement accessible, on est donc amené

à passer de l’une à l’autre.

Au laboratoire, nous mesurons une dispersion angulaire de l’ordre de

10 µrad/nm, comme prévu par la théorie. La dispersion angulaire a une consé-

quence non-intuitive : elle incline les fronts d’intensité [Chanteloup, 1998]. Les

fronts d’onde (surfaces équi-phase) sont toujours perpendiculaires à la propa-

gation, mais les fronts d’intensité (surfaces d’équi-intensité) forment un angle

avec celles-ci, qui vaut θ = λ0a [Pretzler, 2000]. Cela va avoir pour conséquence,

si on focalise le faisceau, d’allonger l’impulsion [Akturk, 2005].

Pour en limiter les e�ets, on peut �ltrer la dispersion angulaire à l’aide d’un

�ltre spatial, ou alors la compenser avec un compresseur à prisme comme celui

de la �gure 2.2 [Osvay, 2004]. Dans nos expériences, la dispersion angulaire

n’était pas critique pour nos mesures et nous avons dans un premier temps opté

pour la première solution. Après les campagnes de mesure, nous avons testé la

compensation et pu réduire la dispersion angulaire.

1. La dispersion angulaire (ou spatiale) est a =
∫
x∂λS(x,λ) dλ et le gradient de fréquence

est α =
∫
λ∂xS(x,λ) dx, où S(x,λ) désigne l’intensité spectrale. On trouvera une description

complète dans [Akturk, 2005] et une analyse plus succinte dans [Akturk, 2010].
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2.1.4 Impulsions multiples : le peigne de fréquences
Les lasers femtosecondes génèrent des trains d’impulsions émises à une ca-

dence régulière qu’on appelle le taux de répétition frep = ωrep/2π. À la place

du spectre continu d’une impulsion unique, on a a�aire à un spectre discret,

qui ne contient que les multiples de ωrep, à un décalage spectral ωceo près. On

parle de peigne de fréquences. Chaque dent du peigne correspond à un mode

longitudinal de la cavité laser. Leur espacement est dicté par la longueur de la

cavité. On écrit leurs fréquences ainsi :

ωn = nωrep + ωceo (2.10)

où ωceo est l’écart porteuse-enveloppe. Celui-ci est l’écart en fréquence entre les

dents du peigne et les multiples les plus proches de la fréquence de répétition

(voir le bas de la �gure 2.3). Il est lié au déphasage ∆φCE entre l’enveloppe tem-

porelle et l’onde porteuse à ω0 (voir le haut de la �gure 2.3) : ∆φCE = ωceo/frep.
L’amplitude des dents du peigne est modulée par le spectre de l’impulsion

unique, comme représenté sur la �gure 2.3. Toutes les dents sont en phase et

c’est leur interférence constructive qui produit les impulsions. Le taux de ré-

pétition est très stable, ce qui en fait un outil de choix pour la métrologie. Le

développement des peignes de fréquences a valu à Th. Hänsch [Udem, 2002] et

J. Hall [Diddams, 2000] le prix Nobel en 2005.

Pour nos impulsions de 100 fs générées par une cavité de longueur 4 m, le

nombre de raies spectrales est de l’ordre de 105
.

2.2 Mise en forme d’impulsions
La mise en forme d’impulsions est l’un des outils essentiel à notre travail.

Elle permet de produire un mode temporel de notre choix pour la mesure ho-

modyne, pour la soustraction de photon, ou pour la mise en forme de la pompe

de la cavité qui génère nos états comprimés (voir le paragraphe 2.4). Nous en

présentons le principe général, que nous illustrerons en détaillant la mise en

place du façonneur d’impulsions pour la pompe de la cavité.

2.2.1 Principe du façonneur d’impulsions
Le principe du façonneur d’impulsions est simple : on sépare les longueurs

d’onde, puis on les manipule indépendamment avant de les rassembler. La sé-

paration des longueurs d’onde se fait par un réseau, comme illustré sur la �-

gure 2.4. Un miroir cylindrique focalise chaque composante monochromatique

et dans le plan focal de ce miroir, on place un modulateur spatial de lumière
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Figure 2.3 – Peigne de fréquences, dans le domaine temporel et dans le domaine

spectral. On voit que dans le domaine temporel E(t) n’est pas périodique car il

y a un décalage de phase d’une impulsion à l’autre. Ce déphasage entre enve-

loppe et porteuse se retrouve dans le domaine spectral comme un décalage des

dents du peigne par rapport aux multiples entiers de la fréquence de répétition.

Graphique tiré de [Thiel, 2015].

appelé SLM (selon le sigle anglo-saxon spatial light modulator). Ce SLM est une

matrice de cristaux liquides dont l’indice optique est contrôlable pixel par pixel.

La théorie est bien décrite dans de multiples sources [Monmayrant, 2010 ;

Weiner, 2011 ; Weiner, 2000]. Nous avons opté pour une géométrie qu’A. Mon-

mayrant quali�e de « géométrie Ω » [Monmayrant, 2005]. Elle produit des aber-

rations d’excentrement, mais elles ne sont pas préjudiciables à notre faisceau car

celui-ci est �ltré spatialement par la suite.

Les cristaux liquides sont soumis à une tension contrôlable par l’ordinateur,

qui permet de changer la phase communiquée au faisceau. Nous avons ainsi

le contrôle de la phase spectrale. La dimension verticale, jusque-là inutilisée

puisque tout se passait dans le plan d’incidence, est mise à pro�t pour contrôler

l’intensité.

Le SLM ré�échit la lumière incidente qui retraverse l’ensemble miroir-réseau
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Figure 2.4 – Façonneur d’impulsions. Les longueurs d’onde sont séparées sur

le réseau d’entrée, puis focalisées par la lentille. Le SLM change la phase et l’in-

tensité spectrales longueur d’onde par longueur d’onde. La lumière est ensuite

recombinée par une lentille et un réseau, qui sont les mêmes qu’à l’entrée pour

un SLM en ré�exion. Le dessin a été fait en transmission pour davantage de

lisibilité.

de manière symétrique. Ainsi, le faisceau se recombine exactement comme il

s’était décomposé. On appelle cet ensemble de décomposition-recomposition

une ligne 4f, car la lumière y parcourt quatre fois la distance focale du miroir

cylindrique. La symétrie permise par le SLM en ré�exion limite les déformations

du faisceau ; toutefois un réglage très �n est nécessaire pour que la recombinai-

son se fasse correctement.

On fait ces réglages en ajustant les paramètres suivants :

— pour corriger la dispersion angulaire verticale, on règle l’orientation du

réseau. Il s’agit de tourner le réseau dans son plan, puis de compenser la

déviation verticale créée par cette rotation [Pretzler, 2000]. Le troisième

axe de rotation a déjà été utilisé pour se mettre à l’angle de Littrow.

— pour corriger la dispersion angulaire horizontale, c’est la distance entre le

miroir cylindrique et le SLM qu’il faut ajuster.

— pour corriger la dérive de fréquence temporelle, c’est la distance réseau-

SLM qu’il faut ajuster. On a la formule suivante [Weiner, 2000] :

∂2φ(ω)

∂ω2
=
λ3g2(L− 4f)

2πc2cos2θd

où g est le nombre de traits du réseau (par unité de longueur) et θd l’angle

de di�raction. À titre d’illustration, dans notre façonneur pour l’oscilla-

teur local, d étant la position du prisme (d=2L-8f), on aboutit à :

φ2 [in fs2] = 3300 · d[in mm] (2.11)
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On peut tirer avantage de cela pour compenser la phase quadratique qui

s’est introduite dans le faisceau avant le façonneur.

2.2.2 Limites de résolution et choix des paramètres pour le
façonneur bleu

Une fois le façonneur d’impulsions correctement réglé, les longueurs d’onde

sont étalées sur l’écran du SLM suivant x = αλ. Deux facteurs limitent la réso-

lution en longueur d’onde de notre modulateur. Tout d’abord, les pixels du SLM

ne sont pas in�niment �ns. Leur largeur lpix correspond à une largeur spectrale

en-dessous de laquelle on ne peut pas descendre. Nous l’appelons la limite de

résolution des pixels : δλpix = lpix/α. La deuxième limitation vient de la taille de

la tache focale sur le masque de phase. Chaque longueur d’onde de l’impulsion

d’entrée est focalisée sur le SLM par le miroir cylindrique en une tache focale de

largeur à mi-hauteur ∆x0. Cela correspond à une limite de résolution optique :

δλopt = ∆x0/α.

Nous avons construit un façonneur pour mettre en forme le faisceau de

pompe (voir § 2.4). Il nous a donc fallu optimiser la résolution spectrale. Cela

consiste à diminuer les deux limites de résolution. Le cas le plus optimal est

atteint quand les deux sont limitantes en même temps : δλpix ≈ δλopt.
On travaille avec un faisceau de largeur spectrale à mi-hauteur (FWHM)

∆λ = 3 nm, centré en λ0 = −397,5 nm. On a approché les angles de di�raction

sur le réseau (θin en incidence, θ en di�raction) autant que possible de l’angle de

Littrow. On note la focale du miroir cylindrique fL, le nombre de traits du réseau

g, le rayon à 1/e2
du faisceau d’entrée win (aussi appelé rayon du faisceau, ou

waist en anglais). Ce sont ces trois paramètres que l’on doit choisir.

Comme on aα = fLg/ cos(θ) et ∆x0 = 2
√

2 log 2 cos(θin)
cos(θ)

fLλ0
πwin

[Monmayrant,

2010], on obtient :

δλopt =

(
2

π

√
2 log 2 cos(θin)λ0

)
· 1

win × g
(2.12)

δλpix = lpix cos(θ) · 1

fL × g
(2.13)

Il faut donc choisir nos trois paramètres fL, g et win aussi grands que pos-

sible. Pour g, cela est limité par les réseaux commercialement disponibles. Nous

avons opté pour g = 2400 traits/mm. Concernant win, le diamètre est limité par

la largeur du réseau choisi : 1 cm. Nous choisissons win = 3mm. En�n, fL doit

être choisi assez grand pour que δλpix soit comparable à δλopt, ce qui est le cas

lorsque fL = 30 cm. Mais il faut éviter que le spectre étalé sur le SLM ne dépasse
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la largeur de l’écran, ce qui impose fL < 59 cm. Nous avons une contrainte sup-

plémentaire de compacité et nous avons opté pour fL = 25 cm.

Avec ce choix de paramètres, notre façonneur devrait avoir une résolution

spatiale limitée par δλopt = 0,035 nm et δλpix = 0.030 nm. Les deux se cumulant,

on s’attend à ce que la plus petite plage de longueurs d’onde manipulable soit

de δλSLM = 0,046 nm.

2.3 Optique non linéaire

L’optique non-linéaire intervient quand le milieu traversé par la lumière ne

répond plus de manière linéaire au champ électrique. C’est un vaste domaine

dont nous n’explorons ici que trois phénomènes : le doublage de fréquence, la

conversion paramétrique descendante et la somme de fréquences.

2.3.1 E�ets non-linéaires et approximations de travail

Le champ électrique analytique s’écrit :

E(+)(r, ω) = A(r,ω)eik·rε (2.14)

où l’on a isolé l’enveloppe A(r,ω), la polarisation ε et le terme d’oscillation

spatiale eik·r. Pour une onde monochromatique de fréquence ω0, on pourrait

aussi isoler le terme d’oscillation temporelle A(r,t) = A0(r)eiω0t
.

La propagation des faisceaux est dictée par les équations de Maxwell. En

pratique, il nous faut faire un certain nombre d’approximations pour aboutir à

des équations utilisables. La première est l’approximation de Gauss (aussi dite

paraxiale) : les faisceaux se propagent près de l’axe optique, avec un angle faible

par rapport à celui-ci. Nous supposerons même qu’ils ne se propagent que selon

z. On va considérer que, dans le cristal, la di�raction est négligeable et on se

restreint aux ondes planes.

La seconde est l’approximation de l’enveloppe lentement variable : les va-

riations de l’enveloppeA(z,ω) se font sur des distances plus longues que celles

du terme d’oscillation spatiale eik·z :
∂A
∂z
� kA et

∂2A
∂z2
� k ∂A

∂z
.

Dans ce cadre simpli�é, on va s’intéresser à la propagation de l’enveloppe.

Dans le vide, l’enveloppe se propage sans se déformer. En revanche, dans un

milieu matériel, la réponse du milieu induit une déformation. Cette réponse se

traduit par ce qu’on appelle la polarisation du milieu P , qui dépend du champ

électrique. Pour un milieu non-linéaire, la polarisation a une composante PNL
qui dépend de manière non-linéaire du champ électrique. C’est cette partie non

linéaire qui gouverne la propagation de l’enveloppe :
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∂A
∂z

(z,ω) = i
ω

2ε0cn
P

(+)
NL (z,ω)e−ik(ω)z

(2.15)

Cette équation est valable pour une composante de la polarisation du champ

et on a utilisé la composante analytique P
(+)
NL de la polarisation non-linéaire du

milieu. Pour la suite, on se limitera au cas où la relation entre E(+)(z, ω) =

E
(+)
x (z, ω)εx + E

(+)
y (z, ω)εy et P

(+)
NL (z,ω) est instantanée et quadratique :

P
(+)
NL (z,ω) = χ(2)E

(±)
i (z, ω)E

(±)
j (z, ω) (2.16)

Les valeurs de ± et de i,j ∈ (x,y) sont déterminées au cas par cas, en fonc-

tion de l’interaction étudiée. On appelle χ(2)
la susceptibilité électrique.

L’équation (2.15) est utile pour étudier la propagation du champ dans le

cadre de champs classiques. Pour l’étude des champs quantiques, on préfère

utiliser le hamiltonien d’interaction Ĥin. Comme présenté au chapitre 1, l’évo-

lution du champ quantique Ê soumis à l’hamiltonien d’interaction Ĥin est :

dÊ

dt
=
i

~

[
Ĥint, Ê

]
(2.17)

Au cours de la propagation dans le cristal, c’est l’équation (2.17) qui s’ap-

plique, ce qui en fait l’analogue quantique de l’équation (2.15). Pour l’utiliser, il

nous faut un analogue à l’équation (2.16), c’est-à-dire une expression de l’inter-

action en fonction des champs en présence. Dans le modèle de mélange à trois

ondes, où trois ondes nommées signal, pompe et complémentaire sont mélan-

gées dans le cristal non-linéaire, Ĥin s’exprime :

Ĥint = i~gχ(2)
(
âpâ

†
sâ
†
c − â†pâsâc

)
(2.18)

où âp est l’opérateur annihilation de photon dans le mode de la pompe, â†s et â†c
les opérateurs création de photon dans les modes du signal et du complémen-

taire, respectivement. Le facteur g dépend de la con�guration des faisceaux et du

cristal (longueur, susceptibilité électrique) et cette expression est valable pour

des faisceaux monomodes.

2.3.2 Doublage de fréquence

Pour générer un faisceau dans le proche ultraviolet, nous faisons passer le

faisceau rouge à λ0 = 2π/ω0 = 795 nm dans un cristal non-linéaire (BiBO). Le

faisceau résultant contient de la lumière bleue à λ0/2 = 397,5 nm. Il s’agit d’un

doublage de fréquence, ou plus exactement de génération de seconde harmonique

(SHG, selon le sigle anglais).
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faisceau doublé

Ab(ω)
faisceau de pompe

Ar(ω)

BiBO 350 µm

Pour ce phénomène, nous optons pour la description classique. On considère

en entrée un champ d’amplitude spectraleAr(ω) centrée en ω0, qui traverse un

cristal de longueur lc. En sortie, le peigne doublé a pour amplitude spectrale

Ab(ω). Leurs polarisations sont orthogonales : pour une conversion de type I

(e+e→ o), le champ incident est polarisé suivant l’axe extraordinaire du cristal

et le champ résultant selon l’axe ordinaire. L’équation (2.16) présente des termes

oscillant à la fréquence 2ω0, qui à travers l’équation (2.15) génèrent un terme à

2ω0. On intègre l’équation (2.15) appliquée à l’enveloppe de cette composante :

Ab(ω) qui est nul à l’entrée du cristal. En outre, on suppose le taux de conversion

faible, c’est-à-direAr(ω) constant tout au long du cristal. On a alors l’expression

du spectre en sortie :

Ab(ω) = i
ω0lcχ

(2)

nc

∫
R
Ar(ω′)Ar(ω − ω′) sinc

[
1
2
∆k(ω,ω′)lc

] dω′√
2π

(2.19)

où ∆k(ω,ω′) = kr(ω
′) + kr(ω − ω′) − kb(ω) est l’accord de phase, kr(ω) =

ne(ω)ω/c est le vecteur d’onde pour la polarisation du faisceau de pompe, qui

est orientée selon l’axe extraordinaire du cristal dans ce cas. De même, kb(ω) =
no(ω)ω/c est le vecteur d’onde pour la polarisation du faisceau généré et les

indices correspondants à ces deux axes ne et n = no(2ω0) peuvent être très

di�érents dans un cristal biréfringent.

L’équation (2.19) ressemble à l’auto-convolution du spectre initial, c’est-à-

dire à la mise au carré dans le domaine temporel. Si on néglige les e�ets de la

dispersion au second ordre, hypothèse raisonnable dans notre cas [Medeiros,

2012], on peut approximer ∆k(ω,ω′) ≈ ∆k0(ω) avec :

∆k0(ω) = (k′r(ω0)− k′b(2ω0)) · (ω − 2ω0) + ∆k(2ω0,ω0) (2.20)

On voit apparaitre la di�érence des vitesses de groupe k′r(ω0) − k′b(2ω0) =
v−1
r −v−1

b . Pour centrer le faisceau généré en 2ω0, on annule le terme ∆k(2ω0,ω0)
en ajustant l’orientation des axes principaux du cristal par rapport au faisceau.

Le spectre résultant est alors :

Ab(ω) = i
ω0lcχ

(2)

nc
sinc

(
∆k0(ω)lc

2

)
· [Ar∗Ar] (ω) (2.21)

Ainsi, dans la limite de l’accord de phase parfait (∆k = 0), le spectre du

peigne doublé est l’auto-convolution du spectre initial [Ar∗Ar] (ω). Autrement

dit, le pro�l temporel du faisceau généré est le carré du pro�l initial, fenêtré par
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un rectangle dont la largeur dépend de la longueur du cristal lc et de la di�érence

des vitesses de groupe. On ajuste l’orientation du cristal biréfringent pour faire

l’accord de phase à notre fréquence centrale ω0 = 2π/λ0 : ∆k(2ω0) = 0, mais

on ne peut pas l’annuler sur toute la plage de fréquence ∆ω. La largeur spectrale

est alors réduite. La longueur du cristal a un double e�et : plus le cristal est long,

plus la conversion est e�cace, mais plus le spectre résultant est étroit. Avec un

cristal court, c’est la largeur spectrale initiale ∆ω qui limite la largeur �nale à√
2∆ω.

Le doublage de fréquence est donc l’apparition de l’harmonique d’ordre 2 de

la fréquence fondamentale due à l’anharmonicité du milieu. Cela correspond, en

termes quantiques, à la création d’un photon de fréquence somme à partir de

deux photons de fréquence initiale.

2.3.3 Conversion paramétrique descendante
Dans notre expérience, le faisceau créé par seconde harmonique est destiné

à être envoyé dans un cristal non-linéaire placé dans une cavité. Il y subit de

la conversion paramétrique descendante, qui agit comme de l’ampli�cation para-

métrique pour le faisceau résonant dans la cavité.

Il s’agit du mélange, dans un cristal de longueur lc, entre un faisceau de

pompe d’amplitude spectrale Ab(ω) (centrée en 2ω0) et un faisceau de signal

(centré en ω0, pour lequel on choisit la description quantique du champ Ês).

faisceau de signal

ÛPDCÊsÛ
†
PDC

faisceau de pompe

Ab(ω)

BiBO 2 mm

faisceau de signal

Ês

L’action de cette interaction sur le signal Ês se traduit par Ês → ÛPDCÊsÛ
†
PDC ,

où ÛPDC est l’opérateur de transformation de cette interaction. Cet opérateur

est lié à l’hamiltonien d’interaction ĤPDC grâce à la formule (1.30) : ÛPDC =

exp
(
it
~ ĤPDC

)
.

Dans le cas monomode, le hamiltonien ĤPDC prend la forme donnée plus

haut : Ĥint = i~g0χ
(2)âpâ

†
câ
†
s+h.c., à ceci près que le faisceau de signal est aussi

le complémentaire. La conversion est dite dégénérée . Elle consiste en la conver-

sion d’un photon de la pompe en deux photons : Ĥmono
PDC = i~g0χ

(2)âpâ
†2
s + h.c.
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C’est un cas intéressant car il permet de créer du vide comprimé. En e�et, quand

on considère que le faisceau de pompe est un faisceau cohérent intense, le ha-

miltonien devient Ĥmono
PDC = i~gχ(2)Ap(â†2s + â2

s), ce qui génère l’opérateur

Ŝ(2g0χ
(2)Ap) = exp

(
g0χ

(2)Ap(â†2s + â2
s)
)

qui est l’opérateur de squeezing de

l’équation (1.25). Le facteur de compression ξ vaut 2g0χ
(2)Ap.

Si au contraire les deux photons sont émis dans des modes di�érents, on

assiste à la génération de deux faisceaux intriqués. Cela permet d’obtenir des

photons jumeaux, à partir desquels on construit les sources de photons uniques

annoncés.

Notre cas est intermédiaire, car nous avons un unique mode spatial et un

unique mode de polarisation, mais de multiples modes spectraux, puisque nous

travaillons avec des peignes de fréquences. Notre faisceau signal est un peigne

de fréquences centré en ω0, dont on note ωn les fréquences des dents et ân les

opérateurs annihilation associés aux dents. On considère que l’interaction a un

faible e�et sur la pompe, c’est-à-dire queAb ne dépend pas de z, on considère la

pompe comme un champ classique et on tient compte de toutes les fréquences

qu’elle contient pour obtenir le hamiltonien d’interaction :

ĤPDC = i~g
∑
n,m

L(ωn, ωm)â†nâ
†
m − h.c. (2.22)

avec

L(ωn, ωm) = Ab(ωn + ωm)Φ(ωn, ωm) (2.23)

et

Φ(ωn, ωm) = sinc
(

1
2
∆k(ωm + ωn, ωn)lc

)
(2.24)

Le gain g est proportionnel à la longueur du cristal lc, à χ(2)
et à l’amplitude

de la pompe.L(ωn, ωm) est la distribution spectrale jointe. L’équation (2.22) nous

en donne une interprétation physique : c’est la probabilité de créer une paire de

photons aux fréquences ωm et ωn. Comme on le voit en (2.23), cette probabilité

est d’autant plus grande que l’énergie apportée par la pompe à la fréquence

somme ωm+ωn est importante et que les fréquences sont favorisées par l’accord

de phase ∆k(ωm +ωn, ωn) via Φ(ωn, ωm). Avec un accord de phase large, c’est-

à-dire ∆k proche de 0 pour une large bande spectrale, si la pompe a de l’énergie

à une fréquence ω, alors tous les couples de fréquences qui conservent l’énergie

(ω′+ω′′ = ω) sont générés. Avec au contraire un accord de phase étroit, seul un

plus petit nombre de couples de fréquences peut être créé. La largeur spectrale

du faisceau généré dépend de l’accord de phase, ce qui est une di�érence notable

avec le cas de la génération de seconde harmonique en (2.21), pour laquelle

c’était la largeur spectrale du faisceau de pompe qui limitait celle du faisceau

engendré.

37



2.3. OPTIQUE NON LINÉAIRE

2.3.4 Génération de somme de fréquences

La génération de somme de fréquences est un mélange à trois ondes, non-

dégénéré. Deux faisceaux se croisent avec un angle non-nul dans un cristal non-

linéaire et un faisceau doublé est créé. C’est en quelque sorte l’analogue non-

dégénéré du doublage de fréquence décrit en 2.3.2 et le hamiltonien est de la

forme (2.18) : ĤSFG ∝ i~âpâ†sâ†c + h.c. Pour la suite, nous ne faisons pas plus

de considérations générales sur la somme de fréquences mais nous considérons

le cas particulier qui nous intéresse, à savoir : lorsque l’un des deux faisceaux

contient une ressource quantique de faible amplitude |ψavant〉, par exemple du

vide comprimé. L’autre faisceau, appelé faisceau d’adressage, contient un état

cohérent intense traité comme un rayonnement classique d’amplitude spectrale

Ag.

Faisceau

complémentaire

|ψaprès〉

Ressource quantique

|ψavant〉

Faisceau d’adressage
BiBO

Les calculs sont complexes à cause de la con�guration non colinéaire qui

oblige à tenir compte des directions de propagations des faisceaux dans le cristal

biréfringent. Nous donnons directement la transformation de l’état quantique,

calculée dans la thèse de C. Jacquard
2

[Jacquard, 2017] :

|ψaprès〉 ≈ |ψavant〉+ |ψ−〉 avec |ψ−〉 ∝
∑
n,m

LSFG(ωn, ωm)âs,nâ
†
c,m|ψavant〉

(2.25)

Dans cette équation, â†c,m est l’opérateur création d’un photon de fréquence

ωm dans le faisceau complémentaire, âs,n l’opérateur annihilation dans le mode

du signal à la fréquence ωn et on a dé�ni la distribution spectrale jointe sui-

vante :

LSFG(ωs, ωc) = Ag(ωc − ωs) · sinc

(
lc
2

∆kSFG(ωc, ωs)

)
(2.26)

avec

∆kSFG(ωc,ωs) = kg(ωc − ωs) + ks(ωs)− kc(ωc) (2.27)

2. Nous reprenons une forme simpli�ée de son équation (5.19). Cela correspond à un hamil-

tonien proportionnel à ĤSFG ∝ i~
∑
n,m LSFG(ωn, ωm)âs,nâ

†
c,m
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La distribution spectrale jointe a un sens physique : c’est la probabilité de

succès du passage d’un photon du mode signal au mode complémentaire. Elle

dépend de l’énergie disponible dans le faisceau d’adressage à la fréquence cor-

respondant à l’énergie manquante au photon du signal pour devenir un photon

du complémentaire : ωc − ωs.
On peut faire l’approximation (2.20) pour trouver : ∆kSFG(ωc,ωs) ≈

(
v−1
r − v−1

b

)
·

(ωc−2ω0)+∆k(2ω0,ω0) qui ne dépend plus de ωs. Si le cristal est long, le terme

d’accord de phase dans (2.26) devient très étroit autour de ωc = 2ω0. Cela im-

plique que toute fréquence ωs du faisceau signal sera convertie vers la même

fréquence 2ω0 dans le faisceau complémentaire. Autrement dit, la connaissance

du faisceau converti n’apporte pas de connaissance sur ce qui a été converti.

Cela nous sera utile par la suite, au chapitre 5.
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2.4 Oscillateur paramétrique optique pompé en
mode synchrone

Au cœur de notre dispositif expérimental se trouve un oscillateur paramé-

trique optique pompé en mode synchrone (abrégé en SPOPO, selon l’anglais

synchronously pumped optical parametric oscillator). Dans cette partie, nous en

résumons les propriétés et nous présentons le SPOPO utilisé au laboratoire.

2.4.1 Cavités résonantes
Une cavité optique est un ensemble de miroirs disposés de telle manière

qu’une partie de la lumière reste con�née, comme présenté en �gure 2.5. À

chaque tour de cavité, la lumière se propage sur une longueur L, rencontre le

miroir d’entrée et le miroir de sortie et accumule une phase spectrale ϕ(ω). En

négligeant dans un premier temps tous les e�ets dispersifs, la phase vaut :

ϕ(ω) = ωL/c (2.28)

I

JJ

Ein(ω)

Eout(ω) = t(ω)Ein(ω)t1,r1 t2,r2

Figure 2.5 – Cavité optique. Les coe�cients de ré�exion et transmission sont :

(t1,r1) pour le coupleur d’entrée, (t2,r2) pour le coupleur de sortie. La transmis-

sion totale est t(ω), elle dépend de la phase prise par le faisceau en un tour de

cavité ϕ(ω).

Le champ en entrée est noté Ein. Une partie du champ est ré�échie par la

cavité, l’autre est transmise par la cavité et ressort sous la forme Eout(ω) =
t(ω)Ein(ω) avec :

t(ω) =
t1t2e

iϕ(ω)/2

1− r1r2eiϕ(ω)
(2.29)

Le coe�cient de transmission (en intensité) de l’onde entrée est périodique

en ϕ(ω) :

|t(ω)|2 =
t21t

2
2

1 + r2
1r

2
2 − r1r2 cos(ϕ(ω))

(2.30)
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Les valeurs de transmission maximum sont atteintes quandϕ(ω) est un mul-

tiple de 2π. En e�et, dans ce cas, après un tour de cavité, l’onde qui a fait un

tour de cavité arrive en phase sur le miroir d’entrée, ce qui cause une interfé-

rence constructive. D’après l’équation (2.28), cela correspond aux valeurs de ω
multiples de 2πc/L, grandeur que l’on appelle intervalle spectral libre. Les fré-

quences résonantes dans la cavité de longueur L sont donc dans ce cas sans

dispersion :

ωcavm = 2πm
c

L
(2.31)

La largeur spectrale des pics de transmission dépend des pertes optiques

dans la cavité et des pertes par transmission à travers le coupleur de sortie.

Pour un peigne de fréquences, lorsque les fréquences de résonance de la

cavité de (2.31) correspondent aux fréquences des dents du peigne données en

(2.10), on a a�aire à une résonance totale. La transmission du peigne de fré-

quences complet par la cavité est maximale et la longueur de la cavité est égale

à la séparation entre deux impulsions successives : L0 = 2πc/ωrep.

Il y a aussi des résonances partielles, quand la longueur de la cavité Lp n’est

plus égale à L0 mais en di�ère d’un multiple entier p de la longueur d’onde cen-

trale du peigne : Lp = L0 + pλ0. La dent centrale à ω0 = 2πc/λ0 du peigne

de fréquences est alignée avec un pic de transmission de la cavité, mais ce ne

sera pas le cas pour les autres dents. Pour un multiple p assez petit, les dents

voisines de la dent centrale auront un petit écart seulement par rapport au pic

de transmission le plus proche, mais les dents les plus lointaines ne seront pas

transmises par la cavité. La résonance n’est pas totale, car la fréquence de ré-

pétition du peigne ωrep = 2πc/L0 n’est plus égale à la fréquence propre de la

cavité ωcav = 2πc/Lp.

Si les dents du peigne de fréquences ont un décalage ωceo non nul, alors on

voit en comparant les équations (2.10) et (2.31) qu’aucune longueur de cavité

ne sera totalement résonante. Sauf si on adapte les pics de transmission de la

cavité, ce qui se fait en ajoutant un terme à l’équation (2.31). Pour cela, on agit

sur la phase spectrale linéaire acquise à chaque tour de cavité, par exemple en

introduisant une épaisseur variable de verre dans le chemin optique [Medeiros,

2012].

En�n, si le faisceau acquiert de la phase quadratique au cours de son par-

cours dans la cavité, cela ajoute un terme non-linéaire à l’équation (2.28) et em-

pêche de trouver une résonance totale. La transmission par la cavité est alors

diminuée, d’autant plus sévèrement que le spectre est large et que la �nesse est

haute.
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t2,r2t1,r1

I
â2

J
â3J

I
âin

I
âoutJ

âvide

J

ârefl
cristal

â1

Figure 2.6 – Schéma d’un OPO en anneau.

2.4.2 Oscillateur paramétrique optique
Un oscillateur paramétrique optique (OPO) est une cavité résonante dans la-

quelle on a placé un milieu ampli�cateur utilisant l’ampli�cation paramétrique

(décrite au paragraphe 2.3.3). Ainsi, à chaque tour de cavité, la lumière est am-

pli�ée. Si le gain compense les pertes, on atteint le seuil d’oscillation, au-dessus

duquel l’oscillation se met en place.

Au-dessus du seuil, l’OPO émet un faisceau cohérent intense, dont la lon-

gueur d’onde centrale est ajustable en changeant les conditions d’accord de

phase du cristal, ce qui est très utile pour atteindre les plages spectrales où il n’y

a pas d’émission laser. Au-dessous du seuil, l’OPO produit du vide comprimé.

OPO monomode

Le modèle de l’OPO monomode en anneau permet d’évaluer le degré de

compression dans le cas où un seul mode se propage dans la cavité.

Avec les notations de la �gure 2.6, on cherche la relation entre âout et âin.

Sur le coupleur d’entrée on a â1 = t1âin + r1â3 et ârefl = t1â3 − r1âin ; sur le

coupleur de sortie on a âout = t2â2− r2âvide et â3 = t2âvide + r2â2. La traversée

du cristal, détaillée au paragraphe 2.3.3, correspond à de la compression et en

reprenant l’équation (1.32) cela donne
3

: â2 = ch(ξ)â1 − sh(ξ)â†1.

En combinant ces relations, on obtient la transformation opérée par l’OPO

[Jacquard, 2017] :

x̂out =
(
t1t2e

−ξx̂in +
(
r1e
−ξ − r2

)
x̂vide

) / (
1− r1r2e

−ξ)
(2.32a)

p̂out =
(
t1t2e

+ξp̂in +
(
r1e

+ξ − r2

)
p̂vide

) / (
1− r1r2e

+ξ
)

(2.32b)

On calcule les variances des quadratures sur le mode de sortie, en considérant

que les deux modes en entrée (âin et âvide) sont peuplés par l’état vide |0〉 dont

la variance vaut 1 :

3. On a considéré que c’est la quadrature p qui est comprimée.
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Figure 2.7 – Evolution du facteur de compression (courbes rouge et bleu) et de

la pureté (courbe violette, axe de droite). La modélisation est faite avec t21 = 3 %
pour modéliser les pertes. La ré�exivité du coupleur de sortie est égale à 70 %.

La quadrature x est de plus en plus comprimée quand la puissance de pompe

augmente, jusqu’à atteindre un maximum de compression marqué par une ligne

pointillée.

〈x̂2
out〉 =

(
t21t

2
2e
−2ξ +

(
r1e
−ξ − r2

)2
) / (

1− r1r2e
−ξ)2

(2.33a)

〈p̂2
out〉 =

(
t21t

2
2e

+2ξ +
(
r1e

+ξ − r2

)2
) / (

1− r1r2e
+ξ
)2

(2.33b)

Ces équations divergent pour ξseuil = − ln(r1r2), qui correspond à l’am-

pli�cation pour laquelle le seuil est atteint. Plus on s’approche du seuil, plus

la quadrature x est comprimée. En revanche, la pureté P = (〈x̂2
out〉〈p̂2

out〉)−1/2

décroit en s’approchant du seuil, comme on le voit en �gure 2.7.

OPO pompé en mode synchrone

Lorsque la pompe est un train d’impulsions, l’état créé par la conversion

paramétrique descendante est également un train d’impulsions. On parle de

pompage en mode synchrone quand la cavité est résonante avec ce peigne de

fréquences généré. Dans ce cas, le délai entre deux impulsions de pompe est

égal au temps nécessaire pour e�ectuer un tour de cavité.

Dans le modèle simple utilisé pour obtenir les équations (2.33), la pompe

est un faisceau continu. Si la pompe est un peigne de fréquences, l’interaction
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paramétrique n’est plus monomode : toutes les dents du peigne de fréquences

y contribuent. On reprend donc le hamiltonien de l’équation (2.22) : ĤPDC =
i~g
∑

n,m L(ωn, ωm)â†nâ
†
m − h.c..

Pour rendre le phénomène plus clair, on diagonalise la distribution spectrale

jointe L(ωn, ωm) grâce à la factorisation d’Autonne-Takagi [Autonne, 1915 ; Ta-

kagi, 1924] (sur laquelle nous reviendrons avec plus de détail en 4.1.1). Il s’agit

d’un changement de base qui diagonalise L : on dé�nit de nouveaux modes

~̂s = V ~̂a à l’aide d’une matrice orthogonale V , pour laquelle on peut écrire

L = V ΛV T
avec Λ une matrice diagonale. On note Λk ses éléments diagonaux,

qui sont réels et positifs, et les ŝ†k sont les opérateurs création correspondants.

L’équation 2.22 devient alors :

ĤPDC = i~g
∑
k

Λk

(
ŝ†2k − ŝ2

k

)
(2.34)

Les modes propres associés aux ŝk sont appelés supermodes. L’in�uence de

la forme spectrale de la pompeAb sur la forme de ces supermodes a été étudiée

par F. Arzani dans sa thèse [Arzani, 2018a].

On reconnaît en cette équation (2.34) le hamiltonien de compression multi-

mode, d’opérateur :

⊗
k Ŝ(2gΛk). Les supermodes ont des dynamiques indépen-

dantes et on peut appliquer à chacun d’eux le modèle monomode du paragraphe

précédent.

On a alors une assemblée de vides comprimés à des degrés de compression

di�érents. Les modes pour lesquels Λk = 0 restent vide. La forme spectrale des

supermodes qui accueillent le vide comprimé ainsi que la valeur de leur com-

pression sont dictées par la forme de la distribution spectrale jointe L dé�nie

en (2.23). Elle-même dépend de l’amplitude spectrale de la pompe, ce qui signi-

�e que mettre en forme la pompe change les supermodes et la répartition du

facteur de compression. L’exploration théorique et expérimentale de ce moyen

de générer des états quantiques sur-mesure fait l’objet du chapitre 4.

2.4.3 Description du SPOPO installé

Dans ce paragraphe, nous allons présenter le SPOPO qui a servi aux ex-

périences présentées dans cette thèse. La cavité en anneau a été conçue par

R. Medeiros de Araújo en 2012 [Medeiros, 2012]. Par la suite, des ajustements

ont été faits et plusieurs miroirs ont été changés, mais aucun changement ma-

jeur de la con�guration du dispositif n’a été e�ectué.
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CHAPITRE 2. OPTIQUE FEMTOSECONDE

Figure 2.8 – La cavité SPOPO utilisée au laboratoire. Image reprise de [Medei-

ros, 2012]

Description de la cavité

La longueur de la cavité est réglée pour être synchrone avec le train d’im-

pulsions issu du laser titane-saphir, qui a un taux de répétition de 76,4 MHz.

Cela correspond à une cavité de longueur 3,93 m, repliée avec 15 ré�exions sur

13 miroirs, présentée en �gure 2.8.

Le miroir M1 est le coupleur d’entrée, de ré�exivité R = 99,85 %
4

et le miroir

M10 est le coupleur de sortie. Plusieurs valeurs de transmission ont été utilisées

successivement pour celui-ci : 20 %, 30 % et 50 %. Sauf précision contraire, c’est

le 30 % qui est utilisé. Les autres miroirs sont traités pour avoir une ré�exivité

proche de 100 %. La �nesse est de l’ordre de 17 et la bande passante de 3 MHz.

Les miroirs M2, M4, M11 et M13 sont sphériques : M2 et M13 focalisent

le faisceau dans le cristal et M4 et M11 compensent la divergence du faisceau,

comme on peut le voir sur la �gure 2.9. Le rayon du faisceau dans la cavité est

de l’ordre de w2 = 655 µm et le rayon de gorge dans le cristal est de w0 = 38 µm.

Toutefois, celui-ci est très dépendant de la position exacte de M13 et M2, qui

sont écartés d’une distance di�érente de la somme de leurs longueurs focales

pour éviter la con�guration confocale, qui est instable.

Les miroirs M3 et M7 ont un revêtement qui introduit une phase quadra-

tique négative, de -50 fs
2

chacun. Leur rôle est de compenser partiellement la

dispersion introduite à chaque tour de cavité : celle de l’air, de l’ordre de 80 fs
2

et celle du cristal, de l’ordre de 330 fs
2
.

Le cristal est le lieu de l’ampli�cation paramétrique présentée au paragraphe

4. Tous les miroirs ont un revêtement large-bande optimisé pour 795 nm, a�n d’avoir les

mêmes ré�exivité et transmission pour toutes les longueurs d’onde manipulées.
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Figure 2.9 – Le pro�l du faisceau dans une demi-cavité. Image reprise de [Me-

deiros, 2012]

2.3.3. Nous avons utilisé deux types de cristaux : du bêta-borate de baryum (β-

BaB2O4, abrégé BBO) et du triborate de bismuth (BiB3O6, abrégé BiBO). Les

meilleurs résultats ont été obtenus avec un BiBO de longueur lc = 2 mm.

La cavité est parcourue par plusieurs faisceaux : le faisceau de pompe, qui

apporte l’énergie nécessaire à la production d’états comprimés dans le cristal,

ainsi que deux faisceaux auxiliaires pour l’alignement de la cavité et son main-

tien en condition de résonance.

Le faisceau de pompe

Le faisceau de pompe est polarisé horizontalement et passe à travers les mi-

roirs M1 et M4, qui sont dichroïques. Il est produit par doublage de fréquence

dans un cristal de BiBO comme décrit en 2.3.2. En changeant l’intensité avant le

cristal, on peut régler l’intensité de la pompe qu’on injecte dans le SPOPO, pour

se rapprocher ou s’éloigner du seuil. Après la génération de seconde harmo-

nique, le faisceau créé est légèrement elliptique. De plus, dans la con�guration

actuelle, il n’est pas complètement collimaté. En e�et, il s’est avéré plus e�cace

pour l’ampli�cation-déampli�cation de rapprocher la lentille de collimation de

1 cm du cristal de doublage, causant ainsi une divergence de 2,1 mrad horizon-

talement et 1,7 mrad verticalement.

Le cristal de doublage est un BiBO de 350 µm de long. L’e�cacité de dou-

blage est proportionnelle à l’intensité du faisceau doublé et elle peut monter

jusqu’à 50 %. La puissance de pompe maximale est de 300 mW, mais nous tra-

vaillons habituellement avec 40 mW seulement.

Le choix de la longueur du cristal dépend de l’e�cacité de doublage recher-

chée et de la dispersion spatiale tolérable. Plus le cristal est long, plus la géné-

ration de seconde harmonique est intense. Mais le BiBO est biréfringent, ce qui

cause un décalage spatial entre les faisceaux (le «walk-o� ») et il en résulte une

dispersion spatiale qui est parfois gênante. R. Medeiros de Araújo [Medeiros,

2012] indique que 200 µm était un bon compromis entre e�cacité et dispersion.
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Figure 2.10 – Doublage de fréquence : plus le cristal est long, plus la puissance

du faisceau doublé est grande. Entre le cristal de 350 µm et celui de 500 µm, ce

surcroit de puissance est limité par le décalage spatial.

Nous avons amélioré la qualité du faisceau incident et nous avons pu utiliser un

cristal plus long : 350 µm. Avec des cristaux plus longs, la dispersion spatiale

engendrée nuit à l’interaction entre pompe et signal dans la cavité SPOPO et le

gain en e�cacité est limité par le décalage spatial, comme c’est le cas pour le

cristal de 500 µm dans la �gure 2.10.

Pour aligner la pompe, on se sert du facteur d’ampli�cation-déampli�cation.

On injecte le faisceau d’amorçage dans la cavité et on module la phase de la

pompe avec une cale piézoélectrique placée sur son chemin. Quand la pompe

et le signal sont en phase, celui-ci est ampli�é, et quand ils sont en opposition

de phase, il est atténué. Cela crée des oscillations, dont on maximise la visibilité

pour trouver l’injection optimale de la pompe.

Les faisceaux d’alignement

Deux faisceaux auxiliaires traversent cette cavité : le faisceau d’amorçage,

qui se propage dans le chemin optique où le vide comprimé multimode se crée ;

et le faisceau de verrouillage, qui se propage sur ce même chemin mais dans le

sens inverse.

Le faisceau d’amorçage sert à aligner la cavité : d’une intensité de quelques

milliwatts, il est aisément observable et mesurable, ce qui permet de bien connaître

le mode dans lequel est contenu le vide comprimé. Il a une longueur d’onde cen-

trale de λ0 = 795 nm et est polarisé verticalement. Pour l’injecter correctement,
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on regarde sa transmission à travers la cavité. En variant continument la lon-

gueur de la cavité grâce à la cale piézoélectrique sur laquelle est collé M7, on

voit des pics de transmission. On repère celui qui est le plus proche de la ré-

sonance totale, les autres sont les résonances partielles. Le tableau 2.2 montre

l’intensité relative des pics de transmission.

pic central 1er
voisin 2e

voisin 3e
voisin

intensité transmise 1.57 mW 1.52 mW 1.41 mW 1.28 mW

Table 2.2 – Mesure expérimentale de la transmission en fonction du pic. La

cavité a été verrouillée en longueur : au premier voisin, la longueur de la cavité

est une longueur d’onde plus courte qu’au pic central.

Lorsque la cavité est verrouillée, ce faisceau est en partie doublé par le cris-

tal (14 µW, 397.50 +/- 1.3 nm), ce qui est utile pour aligner le faisceau de pompe.

Pour produire du vide comprimé, on bloque complètement le faisceau d’amor-

çage.

Le faisceau de verrouillage parcourt la cavité en sens inverse et présente lui

aussi des pics de transmission. Sa longueur d’onde centrale est aussi de 795 nm.

Il est modulé par un modulateur électro-optique à 1,7 MHz avant d’entrer dans la

cavité. L’intensité transmise par la cavité est mesurée et démodulée a�n de ser-

vir de signal à un système de verrouillage New Focus Servo Controller LB1005,

qui repose sur un proportionnel intégral. Il est ainsi possible de garder la lon-

gueur de la cavité très proche de la longueur optimale [Drever, 1983].

2.4.4 États en sortie

Au-dessus du seuil

Pompé au-dessus du seuil, qui est à 135 mW
5
, le SPOPO émet un rayonne-

ment intense. La puissance émise dépend de la puissance de pompe, comme le

montre la �gure 2.11.

La théorie énonce que même si le gain dans la cavité augmente, seul le pre-

mier supermode est émis et qu’il empêche les autres de franchir le seuil [Fabre,

2000]. Expérimentalement, on constate toutefois que le spectre du rayonnement

émis dépend du niveau de pompage. Proche du seuil, il a la forme du premier

supermode.

5. avec le coupleur de sortie à 70 % de ré�exivité
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Figure 2.11 – La puissance émise par le SPOPO en fonction de la puissance de

pompe.

Au-dessous du seuil

En-dessous du seuil, le SPOPO émet du vide comprimé, comme prévu en

2.4.2. Dans une certaine base spectrale, présentée en �gure 2.12, l’état mesuré

dans chaque mode est un vide comprimé. Le mode le plus comprimé a�che

un degré de compression de 6 dB, comme on le voit sur la partie basse de la

�gure 2.12. Pour le mesurer, on fait appel à la détection homodyne et on me-

sure des matrices de covariance. Nous reviendrons en plus grand détail sur ces

techniques dans le chapitre 4.
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Figure 2.12 – En haut : les supermodes du SPOPO mesurés expérimentalement.

En bas : répartition du degré de compression sur les supermodes. Repris de [Jac-

quard, 2017].
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Chapitre 3

Intrication multimode

Plan du chapitre
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L’objectif de ce troisième chapitre est d’explorer le champ ouvert par la ma-

nipulation de ressources quantiques multimodes.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas simple où les res-

sources quantiques sont réparties sur deux modes uniquement. Cela permet de

faire apparaitre l’intrication quantique, qui est une corrélation entre ces deux

modes, due à l’état quantique qui les peuple. La notion d’intrication s’étend à

un nombre quelconque de modes et nous l’utilisons en particulier pour appor-

ter un éclairage nouveau sur les états de sortie du SPOPO décrits au chapitre

précédent.

Dans un second temps, nous présentons les états cluster, qui sont un en-

semble de modes intriqués les uns avec les autres selon un schéma déterminé

à l’avance. De tels états trouvent des applications en information quantique,
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notamment dans les protocoles de calcul quantique fondé sur la mesure.

3.1 Intrication

3.1.1 Intrication à deux modes
Considérons un système à deux modes, notés 1 et 2. Il se peut que ces deux

modes soient peuplés par des ressources indépendantes, |ψ1〉 et |ψ2〉. L’état

quantique est alors |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉. L’état prend une forme factorisée sur

ces deux modes et ils sont indépendants.
1

Pour certains états, comme |Ψ+〉 = (|0〉1|1〉2 + |1〉1|0〉2)/
√

2, on ne peut pas

trouver de forme factorisée sur les modes 1 et 2. En conséquence, les modes ne

sont pas indépendants. Si l’on regarde le premier mode uniquement, en écartant

le deuxième, l’état quantique résultant n’est plus pur :

(
ρ̂|Ψ

+〉
)
‖1

= 1
2
(|0〉〈0| +

|1〉〈1|). La perte de pureté indique que l’on n’a pas toute l’information concer-

nant l’état. Avec des probabilités égales de trouver 0 ou 1, on a même le moins

d’information possible pour un état à deux niveaux.

En variables continues, on retrouve aussi des états qui présentent ce com-

portement, par exemple : |ΨEPR〉 =
∫
|x〉x1|x〉x2 dx, où l’on a noté |x〉xi l’état

propre de la quadrature x̂i pour la valeur x, c’est-à-dire l’état in�niment com-

primé sur la quadrature x̂. On l’appelle état EPR [Einstein, 1935]. On peut égale-

ment l’exprimer à l’aide des états comprimés sur p : |ΨEPR〉 =
∫
|p〉p1|−p〉p2 dp.

Quand on fait des mesures de quadratures sur les deux modes de cet état, les

résultats sont corrélés. Par exemple, supposons que l’on obtienne la valeur x1

en mesurant la quadrature x du mode 1 et x2 pour celle du mode 2. Alors sur

cet état EPR, on constate à coup sûr :

x1 − x2 = 0 (3.1)

Si on mesure les quadratures p, on trouve également des résultats corrélés :

p1 + p2 = 0 (3.2)

Ces corrélations révèlent une intrication entre les deux modes 1 et 2. En

revanche, en ne considérant qu’un seul des deux modes de l’état, puisque toutes

les valeurs de p et de x sont possibles, on peut montrer qu’il n’est plus pur et

que c’est un état thermique.

Ainsi, |Ψ+〉 et |ΨEPR〉 sont deux exemples d’états intriqués à deux modes,

en variables discrètes et continues. Remarquons que dans ces deux cas, on peut

1. On sous-entendra le signe ⊗ dans la suite.
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dénouer l’intrication en changeant de base. En e�et, si l’on fait le changement

de base â†1 = 1√
2
(â†v + â†w) et â†2 = 1√

2
(â†v − â†w), alors dans cette nouvelle base

on a |Ψ+〉 = |1〉v|0〉w. Autrement dit, |Ψ+〉 est un état intriqué dans la base (1,2)

mais est factorisable dans la base (v,w). De même pour l’état EPR, qui sous le

même changement de base devient l’état factorisé |ψEPR〉 = |0〉pv |0〉xw .

L’intrication dépend donc de la base d’observation. Mais il existe des états

qui, contrairement à |Ψ+〉, sont intriqués dans toutes les bases.

3.1.2 Intrication bipartite
Les observations faites ci-dessus se généralisent en dimension quelconque,

quand on considère deux sous-systèmes physiques A et B. Pour les états purs,

nous avons présenté intuitivement l’intrication comme étant responsable de la

perte de pureté quand on considère chacune des sous-parties séparément au

lieu de les prendre ensemble. Dans le cas des états qui ne sont déjà pas purs à

l’origine, ce critère de pureté ne s’applique pas et il faut donner une dé�nition

plus précise.

On appelle états séparables du système A-B ceux dont l’opérateur densité

s’écrit :

ρ̂AB =
∑
k

λkρ̂
A
k ρ̂

B
k (3.3)

On appelle états intriqués tous les états qui ne sont pas séparables. Pour

prouver qu’un état est séparable, il su�t d’en exhiber une forme factorisée. En

revanche, il n’est pas évident de prouver qu’un état est intriqué.

Un critère d’intrication souvent utilisé est la transposition partielle. Cela

consiste à e�ectuer une transposition sur un seul des deux sous-systèmes et à

regarder si l’état obtenu est toujours un état physique
2
. Sur un état séparable,

la transposition partielle TB du sous-système B agit de la manière suivante :

TB :
∑
k

λkρ̂
A
k ρ̂

B
k 7−→

∑
k

λkρ̂
A
k (ρ̂Bk )T (3.4)

L’état ρ̂ est dit physique lorsque sa matrice densité correspond à un état

possible, c’est-à-dire quand elle est positive. Si ρ̂ est positive, alors ρ̂T est positive

aussi. Ainsi, l’opérateur résultant de l’équation (3.4)

∑
k λkρ̂

A
k (ρ̂Bk )T est positif

et il correspond à un état physique. La transposée partielle appliquée à un état

séparable donne toujours un opérateur positif.

Par contraposée, si une matrice TB(ρ̂AB) n’est pas positive, alors l’état est

intriqué. Ce critère est donc une condition su�sante, mais non nécessaire car

2. D’autres critères existent qui s’appliquent à la transposée partielle, par exemple son ca-

ractère logarithmiquement négatif [Vidal, 2002]
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il existe des états intriqués dont la transposée partielle est positive. Quoi qu’il

en soit, ce critère est couramment utilisé pour prouver l’intrication d’un état

[Simon, 2000 ; Horodecki, 2009].

Les états gaussiens présentent une propriété liée à l’intrication : on peut

toujours trouver une base dans laquelle ils ne sont pas intriqués. Plus précisé-

ment : pour tout état gaussien pur, il existe une unique base sur laquelle l’état

est factorisé ρ̂ABg = ρ̂Ag ρ̂
B
g ; pour tout état gaussien impur, il existe au moins une

base dans laquelle l’état est séparable ρ̂ABg =
∑

k λkρ̂
A
g,kρ̂

B
g,k.

3.1.3 Intrication multipartite
Lorsque le système se décompose en plus que deux sous-systèmes, l’intri-

cation peut se faire de di�érentes façons. Avec quatre sous-systèmes A, B, C et

D par exemple, on peut former des bi-partitions : {A}{BCD}, {AD}{BC},
etc, ou des tri-partitions {A}{B}{CD}, etc, ou encore une quadri-partition

{A}{B}{C}{D}. Il peut y avoir de l’intrication au sein de chacune de ces par-

titions. Quand toutes les bi-partitions d’un système multipartite sont intriquées,

on dit que l’état est complètement inséparable.

Un critère d’intrication multipartite est celui dit « à valeur propre de sépa-

rabilité », comme dé�ni en référence [Sperling, 2013]. Ce témoin d’intrication

repose sur un opérateur hermitien L̂, que l’on choisit en fonction de l’état à

étudier. Considérons une partition P, par exemple P = {A}{B}{CD}. Les

états séparables sur cette partition s’écrivent ρ̂ =
∑

k λkρ̂
A
k ρ̂

B
k ρ̂

CD
k . La valeur

moyenne de l’opérateur L̂ pour un état ρ̂ vaut 〈L̂〉 = Tr
(
L̂ρ̂
)

. On dé�nit gmin
P ,

le minimum que prend 〈L̂〉 sur l’ensemble des états séparables sur P. On peut

déterminer gmin
P en résolvant un système d’équation aux valeurs propres.

Le témoin d’intrication est le suivant : si pour un état ρ̂ on peut trouver un

opérateur L̂ tel que :

Tr
(
L̂ρ̂
)
< gmin

P (3.5)

alors l’état est intriqué relativement à la partition P. On peut montrer que pour

tout état intriqué, il existe un tel L̂, ce qui fait de ce critère (3.5) une condition

nécessaire et su�sante [Sperling, 2013].

Dans le cas des états gaussiens, qui sont complètement déterminés par leur

matrice de covariance Γ (dé�nie en 1.3.3), si l’on écrit l’opérateur de test L̂ =∑
ij(M

ji
xxx̂ix̂j +M ji

pxp̂ix̂j +M ji
xpx̂ip̂j +M ji

ppp̂ip̂j), sa valeur moyenne s’écrit sim-

plement :

〈L̂〉 = Tr(L̂ρ̂) = Tr(MΓ) (3.6)

Cette relation permet d’utiliser le critère (3.5) à partir de la matrice de co-

variance mesurée expérimentalement. Il est alors intéressant de voir si le ré-
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λ0/2 λ0

a b c d e

Figure 3.1 – La génération du peigne de fréquences à λ0 par conversion para-

métrique descendante crée de l’intrication. Les dents c et d sont intriquées car

la conversion de la dent a crée des paires de photons jumeaux dans ces deux

fréquences. De même, d et e sont intriquées par le biais de b.

sultat obtenu est signi�catif, en comparant la di�érence entre ces deux termes

Tr
(
L̂ρ̂
)
− gmin

P par rapport aux incertitudes d’origine expérimentale.

Grâce à la relation (3.6), on peut évaluer l’incertitude σ(L) sur l’estimation

de 〈L̂〉, à partir des erreurs de mesure sur les covariances σ(Γji) : σ(L)2 =∑N
i,j=1(M ijσ(Γji)2). Connaissant ce résultat, on dispose maintenant d’une ma-

nière de quanti�er le degré d’intrication :

Σ =
〈L̂〉 − gmin

P

σ(L)
(3.7)

3.1.4 Retour sur les modes en sortie du SPOPO
Pour illustrer notre propos, inspectons l’intrication présente dans les états

de sortie du SPOPO évoqués en 2.4.4. Cette étude a fait l’objet d’un article com-

mun à notre groupe et à l’Université de Rostock [Gerke, 2015].

Les états de sortie du SPOPO sont produits par conversion paramétrique

descendante de la pompe. Les dents du peigne de pompe donnent naissance

aux dents du peigne signal, comme illustré en �gure 3.1. On s’attend à trouver

de l’intrication entre les dents du peigne.

Le peigne de fréquences a été divisé en 4 ensembles, par bandes de fré-

quences d’égale énergie. Le pro�l des 4 bandes spectrales est représenté en �-

gure 3.2. La matrice de covariance de chacune des deux quadratures x et p a

été mesurée : Cji
xx = 〈x̂jx̂i〉, Cji

pp = 〈p̂j p̂i〉. La théorie et l’expérience nous ap-

prennent que pour cette mesure, les corrélations xp sont nulles ou négligeables,

la matrice de covariance complète est donc diagonale par blocs. On se limite aux

opérateurs de test L̂ qui le sont aussi :
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790 795 800

Longueur d’onde (nm)

Figure 3.2 – Division du peigne de fréquences en 4 bandes spectrales d’énergies

égales. On dénombre 15 partitions possibles de ces 4 sous-systèmes : 7 biparti-

tions P2 = {1,2,3}{4}, {1,4}{2,3}, etc ; 6 tri-partitions P3 = {1,2}{3}{4}, {1,4}{2}{3}, etc ;

1 quadri-partition P4 = {1}{2}{3}{4} ; et 1 partition triviale P1 = {1,2,3,4}. À part la

partition triviale, toutes les partitions recèlent de l’intrication attestée par Σ<0.

M =

(
Mxx 0

0 Mpp

)
(3.8)

Pour cette forme, on peut donner la forme explicite de gmin
P [Sperling, 2013] :

gmin
P =

∑
I∈P

TrI

[
M

1/2
pp,IMxx,IM

1/2
pp,I

]1/2

(3.9)

On a noté TrI la trace restreinte au sous-système I ∈ P et Mxx,I la matrice

dont seules les lignes et colonnes relatives au sous-système I ont été gardées.

La matrice M peut être choisie librement ; ici, elle a été choisie pour avoir Σ le

plus négatif possible. Ce choix a été optimisé par un algorithme génétique.

Avec le spectre divisé en 4 sous-ensembles, on dénombre 14 partitions non-

triviales possibles. Pour chacune de ces partitions, on calcule Σ à partir de la

matrice de covariance Γ, en utilisant l’opérateur de test L̂ le plus favorable. À

chaque fois, le résultat est négatif, compris entre Σ = −4,66 (pour la bi-partition

P2 = {1,4}{2,3}) et −24,61 (pour la quadri-partition P4 = {1}{2}{3}{4}).

Ces résultats sont signi�catifs : une valeur de Σ . −4 indique que la dif-

férence entre les deux termes de la relation (3.5) est supérieure à 4σ, ce qui

correspond à un niveau de certitude de 99,99 %. L’état est bel et bien intriqué.
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Figure 3.3 – La mesure d’intrication Σ pour chacune des 115 975 partitions

possibles pour 10 bandes de fréquences, triées par Σ croissant. La partition à Σ
= +2,7 est la partition triviale à un seul élément, autrement dit le spectre entier,

pour lequel il est normal qu’il n’y ait pas d’intrication.

Il est naturel que la quadri-partition P4 soit plus intriquée que les autres,

car la séparabilité complète ρ̂ = ρ̂{1}ρ̂{2}ρ̂{3}ρ̂{4} implique la séparabilité sur les

autres partitions.

Le même exercice a été conduit avec une division en 10 sous-systèmes, tou-

jours par bandes spectrales d’égale énergie. Les résultats sont présentés en �-

gure 3.3. De nouveau, toutes les partitions présentent de l’intrication, la plus

signi�cative étant presque
3

{1}{2}{3}{4}{5}{6}{7}{8}{9}{10} avec Σ = −19,9. Il est

tout à fait notable que toutes les partitions soient intriquées : il s’agit d’une

intrication multipartite complète (full multipartite entanglement).

3.2 États «cluster» : conditions de réalisation ex-
périmentale

Les états « cluster », ou canevas quantiques, sont des états intriqués. Ils sont

un ingrédient essentiel à l’information quantique en variables continues, no-

tamment dans le cadre du calcul quantique par mesures (measurement-based

quantum computing, ou MBQC) [Raussendorf, 2001].

Dans cette partie, nous présentons les canevas quantiques et les stratégies

expérimentales pour les produire. Nous introduisons également une solution

analytique à un problème d’optimisation qui était jusque-là résolu avec des al-

3. La 10-partition {1}{2}{3}{4}{5}{6}{7}{8}{9}{10} n’est pas exactement la plus signi�cative car la

quadri-partition {1,2,3,4}{5}{6,9,10}{7,8} atteint Σ = −20,0
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1 2 3 4 V =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0

 D =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1


1 2

34

V =


0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

 D =


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2



Figure 3.4 – Deux exemples de graphes avec les matrices correspondantes

gorithmes évolutionnistes complexes.

3.2.1 Dé�nition des canevas quantiques

Graphes

En mathématiques, un graphe est constitué de deux ensembles : celui des

nœuds et celui des arêtes. Les arêtes peuvent être orientées ou non.

La structure du graphe est représentée par une matrice d’adjacence V . Le

coe�cient de V à la ligne i et colonne j est égal à 1 si une arête relie le nœud i
au nœud j ; sinon il est égal à 0. Pour un graphe non orienté, V est symétrique.

À partir de V , on dé�nit une autre matrice utile : la matrice des degrés D qui

est une matrice diagonale dont les éléments sont égaux au nombre de voisins

que chaque nœud possède.

Canevas quantiques

Un canevas quantique est un graphe dont les nœuds sont des modes et

les arêtes des corrélations entre les modes. Un canevas quantique parfait se

construit à partir d’un ensemble de modes contenant du vide in�niment com-

primé sur p : |0〉p1 ⊗ |0〉p2 ⊗ · · · = |0〉⊗np . Ces modes sont ensuite intriqués deux

à deux selon les arêtes du graphe.

L’intrication se fait par une porte ĈZ . À deux modes, elle s’écrit
4 ĈZ =

4. Cette écriture dépend de la convention de normalisation des quadratures en (1.4). Nous

avons choisi σ0 = 1, c’est-à-dire [x̂,p̂] = 2i. Si l’on avait choisi σ0 = 1/2 comme dans [Arzani,

2018a], alors on aurait ĈZ = eix̂1x̂2 . La jonction se fait en remarquant que dans les deux cas on

a : ĈZ = exp
[
i
2 (â1â2 + â1â

†
2 + â†1â2 + â†1â

†
2)
]
.
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eix̂1x̂2/2. Les opérateurs de quadratures sont transformés de la manière suivante :(
~̂x′

~̂p′

)
= ĈZ

(
~̂x
~̂p

)
Ĉ†Z (3.10)

avec
~̂x = (x̂1, x̂2)T et

~̂p = (p̂1, p̂2)T . On peut réduire ce calcul pour obtenir

l’expression suivante :
x̂′1
x̂′2
p̂′1
p̂′2


après

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 −1 1 0
−1 0 0 1



x̂1

x̂2

p̂1

p̂2


avant

(3.11)

que l’on peut ré-écrire(
~̂x′

~̂p′

)
=

(
1 0
−V2 1

)(
~̂x
~̂p

)
avec V2 =

(
0 1
1 0

)
(3.12)

Pour construire le canevas quantique, l’ordre dans lequel on applique les

portes CZ correspondant aux arêtes du graphe n’est pas important puisque les

CZ commutent. On peut les écrire simultanément en une seule opération :

Ĉ
[V ]
Z =

∏
1≤j<k≤n

exp

(
i

2
Vjkx̂jx̂j

)
(3.13)

Le canevas quantique parfait est alors :

|GV 〉 = Ĉ
[V ]
Z |0〉⊗np (3.14)

Par l’équation (3.12), on connaît l’action de la porte CZ à deux modes sur

les opérateurs quadratures ; elle laisse invariant x̂ et déplace p̂ de l’opérateur x̂ :

ĈZ x̂1Ĉ
†
Z = x̂1 et ĈZ p̂1Ĉ

†
Z = p̂1 − x̂2. Avec un plus grand nombre de modes,

notés de nouveau
~̂x = (x̂1, x̂2, x̂3, ...)

T
, on dispose d’une expression tout à fait

analogue :

Ĉ
[V ]
Z

(
~̂x
~̂p

)
Ĉ

[V ]†
Z =

(
1 0
−V 1

)(
~̂x
~̂p

)
(3.15)

En combinant (3.14) et (3.15) on trouve (~̂p − V ~̂x)|GV 〉 = ~0. On appelle

annulateurs (en anglais nulli�ers) les opérateurs :

δ̂i = p̂i −
∑
j

Vijx̂j (3.16)
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car chacun des δ̂i appliqué à |GV 〉 donne 0 :

〈GV |δ̂2
i |GV 〉 = 0 ∀i (3.17)

Les annulateurs caractérisent le canevas quantique parfait : c’est le vecteur

propre simultané des annulateurs.

Approximation des canevas quantiques

Le premier ingrédient d’un canevas quantique parfait est un état multimode

in�niment comprimé en p̂ pour la valeur 0 : |0〉⊗np . En réalité, on ne dispose pas

de tels états. On n’aura donc jamais de canevas quantique parfait, seulement

des canevas quantiques approchés, qui n’annuleront pas les annulateurs.

On remplace chacun des |0〉p par un état comprimé Ŝ(ξ)|0〉, où Ŝ(ξ) est

l’opérateur de compression dé�ni en (1.25). Cela revient à substituer à |0〉⊗np

l’état comprimé multimode

⊗n
i=1 Ŝ(ξi)|0〉. Si on fait le choix que tous les états

comprimés aient le même facteur de compression ξ0, cet opérateur devient Ŝ(ξ0)⊗n.

L’état de canevas quantique s’écrit alors :

|G̃V 〉 = Ĉ
[V ]
Z Ŝ(ξ0)⊗n|0〉 (3.18)

Quand la compression devient in�nie, cet état tend vers le graphe parfait :

lim
ξ0→∞

|G̃V 〉 = |GV 〉 (3.19)

Les canevas quantiques véri�ent des versions assouplies des règles de ca-

ractérisation des canevas quantiques parfaits (3.14) et (3.17) : ils présentent de

l’intrication entre les modes reliés par les arêtes du graphe et les variances de

leurs annulateurs sont inférieures à celles du vide :

〈G̃V |δ̂2
i |G̃V 〉 < 〈0|δ̂2

i |0〉 ∀i (3.20)

Implémentation

Le deuxième ingrédient nécessaire à l’implémentation de canevas quan-

tiques est la porte CZ . La porte CZ à deux modes, comme toutes les opérations

qui conservent les relations de commutation (1.5), peut se factoriser comme

l’application successive de trois opérations : changement de base, compression

multimode et second changement de base : ĈZ = U2Ŝ(ξ)U1. On appelle cette

forme la décomposition de Bloch-Messiah [Braunstein, 2005 ; Bloch, 1962]. Dans

le cas de la porte CZ , cela donne (en représentation symplectique) :(
1 0
−V2 1

)
= R(CZ)

2 K(CZ)R(CZ)
1 (3.21)
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avec :

K(CZ) =


ϕ 0 0 0
0 ϕ 0 0
0 0 ϕ−1 0
0 0 0 ϕ−1

 avec ϕ =
1 +
√

5

2
(3.22)

R(CZ)
2 =


x 0 0 −y
0 x −y 0
0 y x 0
y 0 0 x

 avec

{
x = 1/

√
1 + ϕ2

y = −ϕ/
√

1 + ϕ2
(3.23)

R(CZ)
1 =


x′ 0 0 −y′
0 x′ −y′ 0
0 y′ x′ 0
y′ 0 0 x′

 avec

{
x′ = ϕ/

√
1 + ϕ2

y′ = 1/
√

1 + ϕ2
(3.24)

La matriceR(CZ)
1 est la représentation symplectique du changement de base

associé à la matrice unitaire U1 =

(
x iy
iy x

)
, comme présentée en (1.40). De

même pour R(CZ)
1 avec x′ et y′. En�n, K(CZ)

est une opération de compression

Ŝ(ϕ) de facteur de compression ϕ 5
.

Pour appliquer la porte CZ , il faut donc successivement : opérer un change-

ment de base, puis comprimer chaque mode d’un facteur ϕ et en�n e�ectuer un

second changement de base. Malheureusement, il est expérimentalement très

délicat d’appliquer une compression à du vide comprimé.

Considérons le problème sous un autre angle, en e�ectuant cette fois la dé-

composition de Bloch-Messiah sur l’opérateur complet ĈZ [V ]Ŝ(ξ)⊗n de l’équa-

tion (3.18). La représentation symplectique de ĈZ [V ]Ŝ(ξ)⊗n est la matrice sym-

plectique Q|G̃V 〉 telle que :

Ĉ
[V ]
Z Ŝ(ξ)⊗n

(
~̂x
~̂p

)
Ŝ(ξ)⊗n†Ĉ

[V ]†
Z = Q|G̃V 〉

(
~̂x
~̂p

)
(3.25)

Sa décomposition de Bloch-Messiah donne [Van Loock, 2007] :

Q|G̃V 〉 = R(V )
2 K(V )R(V )

1 (3.26)

5. Les amateurs de géométrie remarqueront que ce facteur est le nombre d’or et que les

angles de rotation dans R(CZ)
1 et R(CZ)

2 , à savoir arctan(ϕ) et arccotan(ϕ), sont les angles

entre la diagonale et les côtés du rectangle aux proportions dorées.
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De nouveau, R(V )
1 et R(V )

2 sont des changements de base et K(V )
est une

combinaison de compressions

⊗n
i=1 Ŝ(ξi). A priori, les ξi ne sont pas égaux

entre eux, et di�érents de ξ0.

Une remarque importante à faire est que Q|G̃V 〉 est appliqué au vide, ce qui

fait queR(V )
1 n’a pas d’e�et et que l’on peut prendre simplement :

Q|G̃V 〉 = R(V )
2 K(V )

(3.27)

En d’autres termes, on produit un canevas quantique avec de la compression

multimode suivie d’un changement de base. Ce sont deux opérations réalisables

au laboratoire !

Les canevas quantiques approchés de type (3.18) permettent d’e�ectuer les

tâches auxquelles on destinait les canevas quantiques parfaits de type (3.14). En

calcul quantique par mesures, qui sera présenté au paragraphe 3.3.1, l’imperfec-

tion du canevas quantique ajoute du bruit aux résultats du calcul, comme nous

le verrons avec l’équation (3.54).

3.2.2 Stratégie pour la réalisation expérimentale des cane-
vas quantiques

Grâce à la relation (3.27), on sait que la production expérimentale de canevas

quantiques va consister en la production de vide comprimé suivie d’un chan-

gement de base. Il nous faut déterminer les paramètres de ces transformations :

les niveaux de compression et la matrice de changement de base.

Expérimentalement, nous n’avons pas encore
6

de contrôle sur les niveaux

de compression que l’on peut utiliser pour réaliser la compressionK(V )
. En e�et,

ils dépendent des paramètres du SPOPO et de la puissance de pompe, qui sont

donnés par les conditions expérimentales et qui conduisent à la transformation

K
SPOPO

. En revanche, on peut réaliser tous les changements de baseR(V )
2,exp grâce

à la grande versatilité du SLM (cf. section 2.2 : on peut faire des mesures sur

n’importe quel mode). On va donc réaliser la transformation :

Qexp = R(V )
2,expKSPOPO

(3.28)

À cause du manque de contrôle sur la répartition de la compression entre les

modes, on ne pourra pas assurer que le canevas quantique sera équivalent à un

graphe obtenu à partir de l’application de portes CZ sur du vide uniformément

comprimé Ŝ(ξ0)⊗n|0〉. Autrement dit, on ne peut pas garantir Qexp = Q|G̃V 〉.

6. Des e�orts pour contrôler la répartition des niveaux de compression ont été faits, ils font

l’objet du chapitre 4 de cette thèse.
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L’essentiel est que l’état obtenu soit bien une approximation d’un canevas quan-

tique parfait.

Cette approximation est faite selon le critère suivant : dans la limite d’une

compression in�nie, l’état doit tendre vers le canevas quantique parfait [Van

Loock, 2007]. L’article de G. Ferrini [Ferrini, 2015] donne la marche à suivre

pour déterminer ce changement de base adéquat. Dans les pages qui suivent,

nous reprenons et approfondissons cette méthode.

Calcul de la matrice de changement de base

Le changement de baseR(V )
2,exp correspond à une matrice unitaire via l’équa-

tion (1.40). Nous appelonsU c
sq cette matrice de passage de la base des vides com-

primés
7

vers la base des nœuds du graphe. La base des supermodes comprimés

est notée usq,1(r,t),usq,1(r,t), ... et on la désigne collectivement par ~usq. Les

opérateurs création associés sont les â†sq,1, â
†
sq,2, ... notés de même

~̂asq. La base

des nœuds du graphe, c’est-à-dire celle dans laquelle on retrouve une structure

de canevas quantique entre les modes attestée par (3.20) ainsi que de l’intrica-

tion entre modes voisins, est notée (~uc,~̂ac).
Le passage d’une base à l’autre se fait par la matrice unitaire U c

sq :

~̂ac = U c
sq · ~̂asq et

~̂a†c =
(
U c
sq

)† · ~̂a†sq avec ~uc =
(
U c
sq

)† · ~usq (3.29)

Pour les quadratures, le changement de base se fait avec la forme symplec-

tique de U c
sq détaillée à l’équation (1.40). En notant X = Re

(
U c
sq

)
et Y =

Im
(
U c
sq

)
, on a : (

~̂xc
~̂pc

)
= S ·

(
~̂xsq
~̂psq

)
avec S =

(
X −Y
Y X

)
(3.30)

La première condition à remplir pour que cette matrice corresponde à un

changement de base vers un canevas quantique est la suivante : si on augmen-

tait in�niment la compression des états en entrée, il faudrait que les annulateurs

tendent vers 0. Ceux-ci s’écrivent en fonction de la matrice d’adjacence V , sui-

vant la dé�nition donnée en (3.16) :

δ̂i = p̂ci −
N∑
l=1

Vilx̂
c
l c’est-à-dire

~̂
δ =

(
−V I

)(~̂xc
~̂pc

)
(3.31)

7. La notation des indices est la suivante : c se réfère aux états graphes (clusters en anglais)

et sq aux vides comprimés (squeezed states). Nous gardons ces notations pour avoir les mêmes

notations que dans les autres documents du groupe.
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En combinant les équations (3.30) et (3.31) on obtient
~̂
δ = (Y − V X)~̂xsq +

(X + V Y )~̂psq. Avec une compression in�nie, la variance de
~̂psq tend vers 0,

mais celle de
~̂xsq diverge. Pour que la variance de

~̂
δ tende vers 0, il faut donc

nécessairement que :

Y − V X = 0 (3.32)

Ensuite, comme S est symplectique (car U c
sc est unitaire), il faut que soient

remplies les conditions :

XXT + Y Y T = 1 (3.33a)

XY T − Y XT = 0 (3.33b)

Les solutions aux équations (3.32) et (3.33) sont de la forme :

X = (1+ V 2)−1/2O
Y = V (1+ V 2)−1/2O
U c
sq = (1+ iV )(1+ V 2)−1/2O

(3.34)

Ici,O désigne une matrice orthogonale quelconque. L’ensemble de nos solu-

tions est paramétré par les matrices orthogonales, ce qui nous laisse un degré de

liberté à déterminer. Ce degré de liberté correspond à la liberté que nous avons

de répartir les degrés de compression de chaque mode entre les annulateurs. Si

les vides comprimés en entrée sont tous également comprimés, alors la matrice

O n’a aucune in�uence.

Remarquons tout de même que la compression ne tendra en fait jamais vers

l’in�ni. La condition (3.32) est donc purement formelle. On aurait pu choisir

plutôt de minimiser directement
~̂
δ en incluant les termes en

~̂xsq. C’est une ap-

proche appelée « direct MBQC » [Ferrini, 2016], que nous ne poursuivrons pas

plus avant.

Détermination de O à partir de la variance des annulateurs

Il reste à déterminer la matrice O, laissée libre par les équations (3.34). Les

variances des annulateurs nous serviront de critère de décision.

Ces variances dépendent des vides comprimés disponibles. Expérimentale-

ment, il s’agit de l’état en sortie du SPOPO. Nous disposons de sa matrice de

covariance, que l’on supposera exprimée dans la base des supermodes compri-

més. Nous n’avons accès qu’à deux sous-parties de la matrice de covariance

complète : la matrice de covariance des x̂ notée ΓX et celle des p̂ notée ΓP . On
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considère que les états sont comprimés sur la quadrature p̂. La matrice de cova-

riance des p̂, qui est appelée Ksq, est donc diagonale
8

avec des valeurs propres

inférieures à 1 :

Ksq =

e
−2ξ1 0 0

0 e−2ξ2
.
.
.

0 · · · .
.
.

 (3.35)

La matrice de covariance des ΓX est quelconque. Si l’état est pur, alors elle

est diagonale elle aussi : ΓpurX = K−1
sq . Mais en toute généralité, la diagonalisa-

tion de la matrice de covariance ΓP n’assure pas que la matrice ΓX soit aussi

diagonale dans la même base. Comme les quadratures x̂ sont anti-comprimées,

ΓX contient des termes qui peuvent être arbitrairement grands.

Ensuite, la théorie énonce que les corrélations croisées entre x̂ et p̂ sont

nulles et cela est véri�é expérimentalement [Medeiros, 2014]. La matrice de co-

variance complète s’écrit donc :

Γsq =

(
ΓX 0
0 Ksq

)
(3.36)

La matrice de covariance dans la base des nœuds du graphe est Γc = SΓsqST .

Quant aux annulateurs, ils n’ont pas de base orthonormée associée, on ne peut

donc pas leur attribuer une matrice de covariance (qui n’a été dé�nie en 1.3.3

que pour les base orthonormées). En revanche, on peut tout à fait calculer leurs

variances et leurs covariances.

Pour ce faire, on ré-écrit les annulateurs en combinant (3.31), (3.30) et (3.34) :

~̂
δ = (I + V 2)1/2O · ~̂psq (3.37)

ce qui nous permet de trouver la matrice Knull qui regroupe leurs variances et

leurs covariances :

Knull = (I + V 2)1/2OKsqOT (I + V 2)1/2
(3.38)

La variance ∆2δi du ie annulateur est donnée par le ie élément diagonal de

Knull :

∆2δi = ~eTi Knull~ei (3.39)

où l’on a noté ~ei le ie vecteur canonique ~ei = (0,...,
i−1

0 ,
i

1, 0, ...)T .

8. Une matrice expérimentale n’aura jamais ses coe�cients extra-diagonaux tous nuls ;

néanmoins elle sera toujours diagonalisable. Par conséquent, il su�t de la diagonaliser et d’in-

tégrer la matrice diagonalisante à O dans l’équation (3.38) pour se ramener au cas diagonal.

65



3.2. ÉTATS CLUSTER

Pour attester que l’on a bien un canevas quantique selon le critère (3.20), on

compare la variance de l’annulateur avec la valeur obtenue pour le vide. Pour

le vide, on pose Ksq = 1 et on obtient

∆2δ0
i =

[
(I + V 2)

]
ii

= [(I +D)]ii (3.40)

où D est la matrice des degrés dé�nie plus haut, qui contient le nombre de

voisins de chaque nœud. C’est la comparaison entre ∆2δi et ∆2δ0
i qui va nous

guider pour l’optimisation de O.

Cadre de l’optimisation

Pour savoir comment optimiser, il faut se donner une fonction d’évaluation

à maximiser ou minimiser. Celle-ci dépend de l’application que l’on cherche à

donner à nos états graphes.

Pour le cas qui nous occupe, c’est-à-dire la production de canevas quan-

tiques, la �gure de mérite est la quantité de bruit sur les annulateurs dû au

caractère �ni de la compression. On veut qu’il soit inférieur au bruit du vide

pour pouvoir a�rmer que l’on a bien produit des états graphes.

Notre fonction d’évaluation peut donc être :

f1(O) =
∑
i

∆2δi
∆2δ0

i

(3.41)

C’est cette fonction qui est utilisée pour nos expériences ainsi que dans les

articles antérieurs du groupe [Ferrini, 2015]. L’optimisation est alors faite par un

algorithme évolutionnaire, technique bien connue dans le domaine du contrôle

cohérent [Roslund, 2009 ; Weise, 2011].

Au cours de cette thèse, il a été possible de trouver une solution analytique

à ce problème d’optimisation. Cette méthode réduit considérablement le temps

de calcul nécessaire à la détermination de la base des nœuds.

Cette technique est très générale. Elle s’applique à toute fonction d’adapta-

tion f des variances des annulateurs, qui dépendent en dernier lieu de la matrice

orthogonale O :

F (O) = f(∆2δ1(O),∆2δ2(O), . . . ) = f(∆2~δO) (3.42)

Il s’agit de minimiser cette fonction F . Pour cela, on va annuler ses dérivées.

3.2.3 Solution analytique au problème d’optimisation
Tout d’abord, �xons quelques notations sur les matrices : la base canonique

des matrices anti-symétriques est Hij = ~ei~e
T
j − ~ej~eTi (avec i < j) et celles des
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matrices symétriques est Sij = ~ei~e
T
j +~ej~e

T
i (avec i ≤ j). On note H l’ensemble

des matrices antisymétriques réelles et O l’ensemble des matrices orthogonales.

Il y a une bijection entre ces deux ensembles via la relation O = eH : pour

tout O orthogonale, il existe H antisymétrique qui véri�e cette relation et ré-

ciproquement. On dé�nit la dérivée directionnelle de la fonction F au point

O ∈ O dans la direction H ∈ H par :

∇HF (O) =
d

dθ
F (OeθH)

∣∣∣∣
θ=0

(3.43)

Pour être rigoureux, une dé�nition plus précise de cette équation est nécessaire.

Permettons-nous une courte digression mathématique : l’ensemble des matrices or-

thogonales O est une sous-variété lisse de l’ensemble de toutes les matrices [Shalit,

2014]. Autour de chaque pointO ∈ O, il existe un espace tangent noté TOO et relié

à l’ensemble des matrices antisymétriques H par TOO = OH.

Pour chaque point O ∈ O et chaque « direction » OH ∈ TOO, il y a une

unique géodésique qui passe par O dans la direction H : γ(θ) = OeθH . La dérivée

directionnelle d’une fonction f dans la direction d’un vecteur OH ∈ TOO est

dé�nie comme sa dérivée le long de la géodésique γ :

∇Hf(O) =
d

dθ
f(γ(θ))

∣∣∣∣
θ=0

=
d

dθ
f(OeθH)

∣∣∣∣
θ=0

Le fait de prendre la géodésique avec une multiplication à droite par eθH est

un choix arbitraire. Mais qui ne nuit pas au raisonnement qui va suivre. En e�et,

il su�t de remarquer que TOO = OH = HO, ce qu’on obtient par la bijection

H → OHOT . On aurait pu faire le choix de paramétriser les géodésiques par la

gauche : λ(θ) = eθHO et dé�nir la dérivée directionnelle selon ces géodésiques :

∇̄Hf(O) =
d

dθ
f(λ(θ))

∣∣∣∣
θ=0

=
d

dθ
f(eθHO)

∣∣∣∣
θ=0

Dans tous les cas, si la matriceOminimise la fonction f , on a à la fois ∇̄Hf(O) =
∇Hf(O) = 0. C’est vrai en particulier pour toutes les matrices antisymétriques de

la base canonique :

∀j < l, ∇̄Hjl
f(O) = ∇Hjl

f(O) = 0

Dérivée directionnelle d’un annulateur

Tout d’abord, il est utile pour la suite de remarquer que pour une matrice

quelconque M , on a la relation :

∂

∂θ

(
eθHijMe−θHij

)
θ=0

= [Hij,M ] (3.44)

Calculons la dérivée directionnelle d’un annulateur ∆2δi à partir des équa-

tions (3.38), (3.39) et (3.44) :
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∇Hjl∆
2δi(O) = ∇Hjl

[
~eTi (I + V 2)1/2OKsqOT (I + V 2)1/2~ei

]
=

∂

∂θ

[
~eTi (I + V 2)1/2OeθHijKsq(OeθHij)T (I + V 2)1/2~ei

]
= ~eTi (I + V 2)1/2O[Hjl,Ksq]OT (I + V 2)1/2~ei (d’après (3.44))

= ~eTi (I + V 2)1/2O
(
e−2rj−e−2rl

)
SjlOT (I + V 2)1/2~ei (3.45)

On peut le ré-écrire sous une forme qui nous sera très utile par la suite :

∇Hjl∆
2δi(O) = Γjl Tr

[
Sjl · OT (I + V 2)1/2~ei~e

T
i (I + V 2)1/2O

]
(3.46)

avec Γjl = (e−2rj − e−2rl). Si le degré de compression n’est pas uniforme (ce

qui est le cas expérimentalement) et si on a ordonné les rj , alors Γjl > 0 pour

j < l.

Dérivée directionnelle de la fonction f

Nous pouvons maintenant calculer la dérivée directionnelle de la fonction

composée F (O) = f(∆2~δO). La fonction f est une fonction à plusieurs va-

riables dont les dérivées partielles, notées ∂if = ∂f/∂∆2δi, vont intervenir.

∇HjlF (O) =
∑
i

∂if(∆2~δO) · ∇Hjl∆
2δi(O) (3.47a)

=
∑
i

∂if(∆2~δO) · Γjl Tr
[
Sjl · OT (I + V 2)1/2~ei~e

T
i (I + V 2)1/2O

]
(3.47b)

= ΓjlTr

[∑
i

∂if(∆2~δO) · OT (I + V 2)1/2~ei~e
T
i (I + V 2)1/2OSjl

]
(3.47c)

= ΓjlTr
[
OT (1 + V 2)1/2diag

[
∂ifO(∆2~δO)

]
(1 + V 2)1/2OSjl

]
(3.47d)

= ΓjlTr
[
OTMOSjl

]
(3.47e)

On a dé�ni :

M = (1 + V 2)1/2 · diag(∂if) · (1 + V 2)1/2
(3.48)
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où diag(∂if) désigne la matrice diagonale qui a pour éléments diagonaux les

∂if(∆2~δO). La matriceM étant symétrique par construction, elle est diagona-

lisable.

Une condition nécessaire pour minimiser f est d’annuler toutes ses dérivées

directionnelles ∇HjlF (O). Comme pour toute paire j < l on a Γjl > 0, l’équa-

tion (3.47e) rend cela équivalent à annuler tous les termes non-diagonaux de

OTMO. En d’autres termes, il faut trouver O tel que OTMO soit diagonal.

Manipulation deM
Cette matriceM est donc au cœur du problème. En fait, dans le cas où la

fonction à minimiser f dépend linéairement des annulateurs, on peut même la

ré-exprimer à l’aide de la matriceM de la manière suivante (en remontant les

équations (3.47e) à (3.47a) et à une constante additive près) :

F (O) = Tr
[
OTMO ·Ksq

]
(3.49)

Supposons qu’on ait trouvé une matrice O telle que OTMO soit diago-

nal, d’éléments diagonaux (m1,m2, . . . ). La trace dans (3.49) se simpli�e en :

F (O) =
∑

i e
−2rimi.

C’est maintenant beaucoup plus simple : si par une permutation on ordonne

m1 > m2 > . . . , alors on atteint le maximum de la fonction, car on a aussi

e−2r1 > e−2r2 > . . . Si au contraire on les ordonne par ordre décroissant m1 <
m2 < . . . , alors on atteint le minimum de F .

La matrice optimaleO est donc celle qui diagonaliseM avec les va-
leurs propres décroissantes.

Diagonalisation deM
M est symétrique réelle, donc diagonalisable. On aimerait donc choisir O

qui réalise cette diagonalisation. Mais a priori,M dépend deO et de Ksq. Il y a

un cas particulier où cela n’est pas le cas : c’est lorsque la fonction d’évaluation

f est linéaire. Dans ce cas, il su�t de diagonaliserM pour trouver O.

— En particulier, avec la fonction f1 dé�nie en (3.41), la matrice estM1 =
(1 + V 2)1/2diag(1/∆2δ0

i )(1 + V 2)1/2
, c’est-à-dire :

M1 = (1 + V 2)1/2(1 +D)−1(1 + V 2)1/2
(3.50)

avec D la matrice des degrés dé�nie en 3.2.1. On diagonalise aisément

cette matrice et c’est ainsi que sont trouvées les bases modales qui seront

utilisées dans la partie expérimentale.
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— Avec la fonction f2(∆2~δO) =
∑

i ∆
2δi, la somme des variances des an-

nulateurs, on trouve une matriceM2 = (1 + V 2). Elle ne dépend pas de

O et donne des résultats di�érents deM1.

— Si l’on veut obtenir des annulateurs de variances égales ou proches, la

fonction d’évaluation est la variance des degrés de compression : f(O) =

1
N

∑
i(∆

2δi)
2 −

(
1
N

∑
j ∆2δj

)2

. On a alors : M3 = 1
N

(1 + V 2)1/2 ·
diag[(∆2δi(O) − 2

N

∑
j ∆2δj(O))i] · (1 + V 2)1/2

. Cette fois-ci, M dé-

pend de O ce qui rend le calcul plus délicat. De nouveau, il faut trouver

O tel que OTM3O soit diagonal.

— Si besoin, on peut également considérer des fonctions d’évaluation qui

dépendent des covariances des annulateurs 〈δ̂iδ̂k〉 = (~eTi Knull~ek+~e
T
kKnull~ei)/2.

Il su�t alors d’adapter les équations (3.46) et suivantes, ce qui donne une

nouvelle dé�nition pour la matriceM :

M = (1 + V 2)1/2 · W · (1 + V 2)1/2

avecWik = ∂f/∂〈δ̂iδ̂k〉.

3.2.4 Conclusion
Nous avons construit un algorithme pour déterminer la matrice O qui ré-

partit le bruit des vides comprimés en entrée de manière optimale. La dé�nition

de cette manière optimale est assez large : la fonction d’évaluation peut être

toute fonction linéaire des variances des annulateurs et de leurs covariances.

Dans le cas de la production de canevas quantiques, qui nous a intéressé

jusqu’ici, la somme des variances des annulateurs est une fonction d’évaluation

toute indiquée et cela nous sera utile au chapitre 5.

Remarque sur les nœuds du canevas quantique

Quand on considère un nœud du graphe pris séparément, on s’attend à trou-

ver un état impur avec une variance supérieure au bruit de grenaille, comme

c’était le cas pour l’état EPR décrit en 3.1.1.

La matrice de covariance des quadratures pour les nœuds du graphe est

KS = SKST . AvecK donné en (3.36) et S donné par (3.30) et (3.34), on obtient :

KS =

XΓXX
T + Y ΓPY

T XΓXY
T − Y ΓPX

T

Y ΓXX
T −XΓPY

T XΓPX
T + Y ΓXY

T

 (3.51)

On observe que toutes les sous-matrices de KS ont une composante en ΓX
qui ne s’annule pas. Pour un degré de compression su�samment haut (ΓX �
ΓP ), on a même
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KS ≈
(
XΓXX

T XΓXY
T

Y ΓXX
T Y ΓXY

T

)
(3.52)

On observe comme attendu que les modes des nœuds du graphe sont impurs

et qu’ils ont beaucoup d’excès de bruit. Les corrélations entre modes dépendent

deO. Elles n’ont pas de raison d’être nulles, même entre des modes qui ne sont

pas liés par une arête du graphe.

3.3 Protocoles quantiques

Une des motivations à étudier l’intrication et les canevas quantiques est leur

utilité dans les protocoles quantiques en variables continues.

3.3.1 Calcul quantique par mesures

On appelle calcul quantique toute transformation unitaire agissant sur un

état quantique. Comme il existe des transformations quantiques qui n’ont pas

d’équivalent classique, les physiciens espèrent mettre en évidence des opéra-

tions qui rempliraient certaines missions plus e�cacement que les opérations

classiques. Une machine dotée de ces opérations, qu’on appelle ordinateur quan-

tique, jouirait donc d’un avantage quantique sur les machines d’aujourd’hui.

Des algorithmes pro�tant de cet avantage quantique ont été trouvés, no-

tamment celui de Grover [Grover, 1997] et celui de Shor [Shor, 1997], mais la

course à la technologie optimale pour les implémenter est loin d’être terminée.

Une des opérations quantiques intéressante est la mesure, combinée avec

les corrélations de type quantique. Dans le cas des états intriqués, la mesure

nous renseigne sur les modes mesurés mais aussi sur les modes non mesurés.

On peut donc utiliser la mesure pour modi�er le système de manière connue

(grâce au résultat de mesure) et c’est cette idée qui est le fondement du calcul

quantique par mesures (en anglais : measurement-based quantum computing, ou

MBQC).

Formulation générale

Le calcul quantique gaussien sur n modes s’exprime de manière très géné-

rale : (
~̂xin

~̂pin

)
7−→

(
~̂xout

~̂pout

)
=

(
A B
C D

)(
~̂xin

~̂pin

)
(3.53)
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où les A, B, C , D sont quelconques. On ajoute m états auxiliaires, un canevas

quantique dans la formulation la plus fréquente. Comme on l’a vu à l’équation

(3.27), il est équivalent de prendre comme états auxiliaires des états comprimés

paux
i puis de les mélanger par une transformation unitaire. À cet état à m + n

modes, on fait subir des transformations unitaires qui ont pour e�et d’intriquer

les modes d’entrée avec les modes auxiliaires. Puis on mesure m de ces modes.

L’ordre de mesure n’a pas d’in�uence.

Tout d’abord proposé en variables discrètes, le calcul quantique par me-

sures a été adapté au régime des variables continues. Contrairement à d’autres

modèles de calcul quantique, il s’agit d’opérations non réversibles. Il a donc

consommation de ressources quantiques, utilisation de modes auxiliaires qui

sont mesurés. Chaque mesure est faite sur un seul mode et une ressource ini-

tiale intriquée est nécessaire [Arrighi, 2016]. Les résultats des mesures sont uti-

lisés dans le traitement ultérieur, pour modi�er l’état de sortie ou recti�er les

résultats �naux (en anglais : feed-forward). Les ressources auxiliaires intriquées

sont les canevas quantiques, qui apportent de l’intrication entre les modes.

Le processus est représenté dans la �gure 3.5. On obtient(
~̂xout

~̂pout

)
=

(
Ã B̃

C̃ D̃

)(
~̂xin

~̂pin

)
+

(
~̂µx
~̂µp

)
+

(
~̂ηx
~̂ηp

)
(3.54)

avec µ̂ix =
∑m

j=1 c
ij
x p̂

squ
j et µ̂xi =

∑m
j=1 c

ij
x p̂

squ
j qui sont des opérateurs qui

rendent compte du bruit additionnel dû à la compression �nie des états auxi-

liaires ; et ηix =
∑m

j=1 l
ij
x p

aux
j et ηip =

∑m
j=1 l

ij
p p

aux
j qui sont des fonctions des

résultats des mesures de quadratures paux
i , que l’on peut corriger après coup.

Les coe�cients cijx/p et lijx/p dépendent de l’opération implémentée.

Le résultat de tout ceci est que l’on peut approcher un calcul quantique

gaussien (3.53) par une combinaison de transformation unitaire et de mesure

(3.54). La matrice U est simplement une transformation linéaire réalisable par

des lames séparatrices et des lames d’ondes, tandis que la résultante ABCD est

beaucoup plus variée.

3.3.2 Autres protocoles d’informationquantique en variables
continues

La plupart des protocoles d’information quantique ont maintenant une ver-

sion en variables continue : la téléportation, le calcul quantique distribué, la

distillation d’intrication... Le lecteur trouvera une revue complète et récente

dans [Fedrici, 2017]. Nous nous permettrons d’ajouter deux avancées récentes.

La première concerne directement le calcul quantique et a trait à la distribution
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ρ̂in

U

paux
1 ν1

.

.

.

.

.

.

Ŝ (r1) |0〉 paux
m νm

.
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.
ρout

Ŝ (rm) |0〉

Figure 3.5 – Processus de calcul quantique gaussien par mesures (Gaussian

MBQC). À l’état d’entrée à n modes ρin, on adjoint m modes auxiliaires. On

mesure ensuite m modes par détection homodyne, sur leur quadrature p, qui

donnent les résultats νj . Les n modes restants forment l’état de sortie ρout, à

une correction près. Cette correction est appliquée en fonction des νj .

de la compression sur les modes auxiliaires [Léger, 2018] : la performance aug-

mente avec le nombre d’états comprimés, mais pas de manière monotone. Il y a

un nombre optimal d’états auxiliaires, qui est relativement bas, et le calcul peut

rester e�cace même si le squeezing est inégalement distribué et que le premier

est beaucoup plus comprimé, ce qui est exactement le cas des états produits par

notre SPOPO.

Le second résultat concerne les codes de correction d’erreur quantiques [Fu-

kui, 2018]. Des codes correcteurs existent [Menicucci, 2014], mais ils nécessitent

des états auxiliaires comprimés avec des degrés de compression de l’ordre de

20 dB excédant les possibilités expérimentales. Cet article, qui utilise les états

GKP, abaisse ce seuil à 9,8 dB.

L’intrication quantique, que nous avons décrite dans ce chapitre, est un in-

grédient essentiel de toutes les technologies quantiques évoquées ci-dessus. Ces

technologies gagnent sans cesse en maturité, au point que d’aucuns annoncent

que nous sommes à l’aube d’une Seconde révolution quantique [Aspect, 2005] :

la première révolution quantique renvoyant aux innovations liées à la compré-

hension des propriétés statistiques des objets quantiques individuels (transistor,

électronique...) et la seconde aux innovations fondées sur l’intrication quan-

tique.
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Ingénierie d’états quantiques par
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L’objectif de ce quatrième chapitre est de décrire les initiatives menées pour

contrôler les modes dans lesquels est créé le vide comprimé multimode. Pour

cela, nous avons construit un façonneur d’impulsions utilisable sur la plage de

longueurs d’onde de la pompe.

Dans un premier temps, nous donnons les prédictions théoriques : qu’at-

tendre d’une mise en forme de la pompe? Ensuite, nous présenterons notre fa-

çonneur d’impulsions et le modèle de description par couches que nous avons
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inventé pour faciliter la programmation et la calibration du modulateur spatial

de lumière (SLM). Puis nous exposerons les progrès faits dans le développe-

ment d’une détection homodyne multipixel, dispositif de mesure essentiel pour

les états multimodes que nous créons. En�n, nous présenterons des résultats

qui prouvent que la mise en forme de la pompe a bien un e�et sur les états de

sortie du SPOPO.

4.1 E�ets attendus de lamise en formede la pompe

Les états quantiques produits par le SPOPO dépendent de la forme spectrale

de la pompe et de l’accord de phase dans le cristal. Il y a donc un grand avan-

tage à mettre en forme la pompe, car on peut ainsi modi�er les états produits.

Le but est alors de savoir quelle forme de pompe choisir pour obtenir un état

désiré. Dans cette première partie, nous éclairons les relations entre la forme

de la pompe et les états produits. Nous présentons les outils théoriques puis

résumons les avancées faites par F. Arzani dans sa thèse [Arzani, 2018a].

4.1.1 Décomposition de l’interaction paramétrique

Nous avons vu au chapitre 2 que l’état en sortie du SPOPO est un vide com-

primé multimode. Ses modes et ses degrés de compression sont dictés par la

distribution spectrale jointe L(ω,ω′) de l’équation (2.23) :

L(ωn, ωm) = Ab(ωn + ωm)Φ(ωn, ωm) (4.1)

Cette distribution spectrale jointe est donc le nœud de la compréhension de

la forme spectrale des états comprimés. Elle est représentée en �gure 4.1.

Pour décomposer cette distribution, nous disposons de deux outils : la facto-

risation d’Autonne-Takagi et la décomposition de Bloch-Messiah. Comme nous

allons le voir, elles sont en fait équivalentes.

Factorisation d’Autonne-Takagi

La transformation du faisceau de signal par la conversion paramétrique des-

cendante présente en section 2.3.3 est une transformation intrinsèquement mul-

timode. On peut la représenter par un hamiltonien d’interaction au cours de la

traversée du cristal :

ĤPDC = i~g
∑
n,m

L(ωn, ωm)â†nâ
†
m + h.c. (2.22)
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Figure 4.1 – À gauche, la distribution spectrale jointe. D’après l’équation (4.1),

elle est le produit de l’enveloppe de la pompe et de l’accord de phase. Au centre,

l’enveloppe de la pompe. Nous avons pris les conditions expérimentales d’une

enveloppe gaussienne. À droite, l’accord de phase, représenté ici pour un BiBO

de 2 mm. Il s’agit d’une distribution parabolique, dont la courbure dépend de la

di�érence de vitesse de groupe dans le cristal. La largeur de cette distribution

dépend aussi des paramètres du cristal. Tiré de [Jacquard, 2017]

Cette interaction est multimode, elle couple les dents m et n du peigne

(d’opérateurs âm et âm). Or, on peut la factoriser pour découpler les modes,

après quoi il sera facile de l’intégrer. Il s’agit donc de factoriser la matrice L
dé�nie par Lmn = L(ωn, ωm), qui est symétrique par construction (mais pas

nécessairement réelle).

La décomposition en valeurs singulières nous assure qu’il existe deux ma-

trices unitaires U1 et U2 et une matrice diagonale Λ à éléments réels positifs Λk

telles que L = U2ΛU †1 . La décomposition d’Autonne-Takagi [Autonne, 1915 ;

Takagi, 1924], qui s’applique aux matrices symétriques, ajoute que U2 = U∗1 ,

c’est-à-dire que les vecteurs singuliers à gauche sont simplement égaux (à une

conjugaison près) aux vecteurs singuliers à droite. Il existe donc une matrice

unitaire U telle que :

L = UTΛU (4.2)

Comme on avait ĤPDC = i~g(~̂a†)TL~̂a† + h.c., on e�ectue le changement

de base
~̂
b† = U~̂a† pour obtenir :

ĤPDC = i~g
∑
k

Λk

(
b̂†2k − b̂2

k

)
(4.3)

Une fois cette décomposition e�ectuée, on retrouve l’opérateur de traversée
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du cristal

ÛPDC = exp

(
iT0

~
ĤPDC

)
(4.4)

pour un T0 qui traduit le temps de traversée du cristal et on en déduit la trans-

formation des opérateurs similaire à (1.32) :

b̂n → Û †PDC b̂nÛPDC = ch(ξn) b̂n + sh(ξn) b̂†n (4.5)

avec ξn = −2T0gΛn. Le signe − re�ète une compression selon p. On retrouve

exactement les résultats pour l’OPO monomode présentés en (2.33).

Nous avons travaillé en ne considérant que les fréquences ωn correspon-

dant aux dents du peigne. Le même travail est possible en considérant la dis-

tribution spectrale jointe continue L(ω,ω′). On dispose alors de la décomposi-

tion de Schmidt [Schmidt, 1907], d’après le théorème de Mercer : L(ω, ω′) =∑
k

√
λkϕk(ω)ϕk(ω

′). En notant â(ω) l’opérateur annihilation à la fréquence ω,

cela permet d’écrire∫
dω dω′L(ω,ω′)â†(ω)â†(ω′) =

∑
k

√
λk b̂

†2
k avec b̂†k =

∫
dωϕk(ω)â†(ω)

(4.6)

Décomposition de Bloch-Messiah

La décomposition de Bloch-Messiah s’applique directement à la transforma-

tion complète Q des opérateurs lors de la traversée du cristal. On écrit :(
~̂x
~̂p

)
7−→ Q

(
~̂x
~̂p

)
(4.7)

La décomposition de Bloch-Messiah énonce qu’il est possible de trouver

deux matrices symplectiques orthogonales R1 et R2, et une matrice diagonale

réelle K de la forme

K = diag(eξ1 , eξ2 , . . . , eξn ,e−ξ1 , e−ξ2 , . . . , e−ξn) (4.8)

telles que :

Q = R1KR2 (4.9)

Lien entre les deux approches

Les deux approches sont équivalentes. On peut passer de l’une à l’autre en

partant de :

d~̂a

dt
= 2gL~̂a† (4.10)
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d’où l’on tire :

d

dt

(
~̂x
~̂p

)
=

(
1 1

−i i

)(
0 2gL

2gL∗ 0

)(
1 1

−i i

)−1
(
~̂x
~̂p

)

= 2g

(
Re(L) Im(L)
Im(L) −Re(L)

)(
~̂x
~̂p

)
(4.11)

Et �nalement :

Q = exp

[
2gT0

(
Re(L) Im(L)
Im(L) −Re(L)

)]
(4.12)

On remarque que si la partie imaginaire de L est nulle, alorsQ est diagonale

par bloc et ne mélange pas les quadratures x et p. En particulier, les covariances

xp seront nulles.

4.1.2 Approximation gaussienne
Pour une distribution spectrale jointe quelconque, il faut recourir à des mé-

thodes numériques pour trouver les supermodes. Il existe toutefois un cas pour

lequel on dispose d’une solution analytique : c’est le cas gaussien. Sous certaines

conditions, précisées par G. Patera dans sa thèse
1

[Patera, 2008], la distribution

spectrale jointe de la �gure 4.1 peut être approximée par une distribution gaus-

sienne représentée en �gure 4.2 et qui s’écrit :

Lg(ω,ω
′) =

√
2

πab
exp

[
−(ω + ω′ − 2ω0)2

2a2

]
exp

[
−(ω − ω′)2

2b2

]
(4.13)

Cette distribution gaussienne a deux largeurs caractéristiques : a, imposée

soit par le spectre de la pompe soit par la largeur de l’accord de phase (qui dé-

pend de la longueur du cristal et de ses paramètres) et b, qui dépend de la cour-

bure de l’accord de phase (voir �gure 4.1, au centre). Dans notre con�guration

expérimentale, on a a� b et ces constantes valent [Wasilewski, 2006] :

1

a2
=

1

2∆2
ω

+
L2

10
(β1,r − β1,b)

2

1

b2
=
Lβ2,r

12

avec

β1,b =
dkb(ω)

dω

∣∣∣∣
2ω0

βn,r =
dnkr(ω)

dωn

∣∣∣∣
ω0

(4.14)

1. Aux équations (4.56) et (4.57) page 66.
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Figure 4.2 – Représentation de Lg(ω,ω
′), l’approximation gaussienne de la dis-

tribution spectrale jointe de la �gure 4.1.

On a noté ∆ω la largeur spectrale
2

de la pompe et L la longueur du cristal.

Les vecteurs d’onde kr et kb sont dé�nis en 2.3.2 et la di�érence des vitesses de

groupe (β1,r − β1,b)
2

détermine aussi la largeur spectrale du faisceau issu de la

somme de fréquences en (2.26).

Pour ce cas gaussien, la décomposition de Schmidt est bien connue [Fedorov,

2015b], elle a notamment été étudiée pour la génération de paires de photons

intriqués [Grice, 2001]. Cette distribution est la suivante :

Lg(ω,ω
′) =

∑
n

Λnψn(ω − ω0)ψn(ω′ − ω0) (4.15)

avec

ψn(ω) =
(2/ab)1/4

(2nn!
√
π)1/2

exp

(
ω2

ab

)
Hn

(√
2ω√
ab

)
et Λn =

2
√
ab

a+ b

(
a− b
a+ b

)n
(4.16)

On reconnaît dans les ψn les fonctions d’Hermite-Gauss de largeur

√
ab/2.

Le nombre de Schmidt de cette famille est K = (a2 + b2)/ab [Fedorov, 2015b].

Dans le cas qui nous intéresse où b� a, on a directementK ≈ b/a. Autrement

dit, c’est le rapport entre les deux dimensions de la distribution qui dicte le

nombre e�ectif de modes présents dans le faisceau.

Une deuxième observation tient au signe des supermodes : les Λn forment

une suite géométrique de raison (a− b)/(a+ b) ≈ −1. Cela va conduire à une

2. au sens de (2.1), c’est-à-dire Ab(ω) = exp[−(ω − 2ω0)2/4∆ω]
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compression alternée
3

: un mode sur deux est comprimé sur x, l’autre sur p.

Tout ceci est valable dans le cadre de l’approximation gaussienne. Hors des

conditions d’application de cette approximation, ce modèle échoue à prédire

les valeurs de compression Λn. En revanche la forme spectrale des supermodes

est toujours plutôt bien prédite [Wasilewski, 2006], ce qui explique pourquoi

les valeurs de compression mesurées expérimentalement ne correspondent pas

aux valeurs prédites par le modèle gaussien alors que les supermodes ont en

e�et la forme gaussienne prédite par (4.16).

4.1.3 Cas sans approximation
On s’intéresse maintenant au cas où l’on ne fait pas appel à l’approximation

gaussienne présentée ci-dessus. On considère le cas du spectre de la pompe

gaussien, comme prévu par l’équation (2.21). La forme de la distribution spec-

trale jointe est présentée en �gure 4.1 et répond à l’équation :

L(ω, ω′) ∝ exp

(
−(ω + ω′)2

4∆2
ω

)
sinc

(
lc
2

∆k(ω′ + ω, ω)

)
(4.17)

La forme de la pompe, par conservation de l’énergie, impose une forme anti-

diagonale correspondant à ω + ω′ ≈ ω0, plus ou moins large en fonction de

la largeur spectrale de la pompe. L’accord de phase ∆k est dé�ni en (2.19) et

correspond à une parabole tangente à l’antidiagonale.

Un résultat de simulation numérique est présenté en �gure 4.3, issu de la

thèse de G. Patera. Les supermodes ont une forme qui s’approche de celle des

fonctions d’Hermite-Gauss, comme dans le cadre de l’approximation gaussienne.

La forme des supermodes est compatible avec celle observée expérimentale-

ment, présentée en �gure 2.12.

4.1.4 Cas de la pompe avec mise en forme
Quand le pro�l spectral de la pompe Ab est mis en forme, on a accès à de

nouveaux états de sortie qui se distinguent des précédents, tant au niveau de la

forme spectrale que de la répartition des degrés de compression. Les résultats

qui suivent sont issus de la thèse de F. Arzani [Arzani, 2018a], qui a e�ectué les

simulations avec une discrétisation du spectre de la pompe sur 500 points. Le

spectre avant mise en forme est pris gaussien, centré en 397,5 nm, de largeur à

mi-hauteur égale à 1 nm.

3. On s’est autorisé une liberté par rapport à la factorisation d’Autonne-Takagi telle que

présentée à la page 77, d’après laquelle tous les Λn devraient être positifs. Les modes selon cette

décomposition seraient les {inψn} au lieu des {ψn}. Il nous a semblé plus clair de présenter

cela comme une compression alternativement sur x et p.
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Figure 4.3 – Les quatre premiers modes issus de la diagonalisation de L. La

simulation a été faite avec une discrétisation de 4800 points par 4800 points,

pour un cristal de BiBO de longueur 0,1 mm et un faisceau de pompe gaussien

(durée des impulsions : 100 fs). Le résultat numérique est comparé à une solution

analytique. Comme on pouvait s’y attendre, les formes obtenues sont proches

de celle de la famille des fonctions d’Hermite-Gauss. Simulation tirée de [Patera,

2008].
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Figure 4.4 – Amplitude (en bleu) et phase (en rouge) du premier supermode

obtenu avec une pompe chirpée, comparée au premier supermode obtenu avec

une pompe sans phase spectrale (en gris, phase non représentée mais plate).

Pompe avec phase quadratique

Une première simulation examine le cas de l’ajout d’une phase quadratique.

La �gure 4.4 est la simulation du premier supermode obtenu pour une pompe

d’amplitude inchangée mais de phase quadratique φ2 = 2700 fs
2
, choisie pour

doubler la durée de l’impulsion.

Il est intéressant de noter que le spectre du supermode est plus étroit que

dans le cas de la phase spectrale plate, ce qui correspond à une impulsion plus

longue. La phase spectrale est cubique, bien approchée par ϕ(ω) ≈ φ3(ω−ω0)3
,

et cela se retrouve pour tous les supermodes. La relation entre φ3 et φ2 n’est pas

évidente.

Pompe avec une phase alternée

Un cas simple expérimentalement est le cas où la moitié du spectre de la

pompe est déphasé de π. Cela revient à multiplier par −1 la moitié du spectre,

qui reste réel. Puisque le spectre est réel, la matrice de covariance Γxp est nulle,

ce qui est commode pour faire des mesures expérimentales. Les supermodes

issus de la simulation numérique sont présentés en �gure 4.5 :

Lorsque l’on calcule la matrice de covariance des états de sortie, dans la base

des bandes de fréquences, on obtient les matrices ΓX et ΓP présentées dans la

�gure 4.19 en page 110. La principale di�érence lorsque l’on rajoute la phase

alternée est que les éléments antidiagonaux des matrices de covariances ΓX
et ΓP , qui étaient les éléments dominants pour la pompe sans mise en forme

spectrale, sont maintenant proches de 0.
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Figure 4.5 – Amplitude des quatre premiers supermodes obtenus avec une

pompe alternée. Leur niveau de compression est indiqué : il est positif pour de

la compression selon p (excès de bruit sur x) et négatif pour de la compression

selon x.

4.1.5 Optimisation de la forme de la pompe
Les deux cas évoqués ci-dessus su�sent à se rendre compte que la relation

entre forme de la pompe et forme des supermodes n’est pas immédiate. Obtenir

des caractéristiques particulières sur les supermodes tout en garantissant que

la forme de la pompe est expérimentalement réalisable est un problème qui

ne peut pas être résolu analytiquement. F. Arzani [Arzani, 2018b] a utilisé un

algorithme d’optimisation pour chercher les formes de pompe les plus adaptées

à di�érentes situations. Nous en rappelons les principales caractéristiques avant

de présenter les résultats obtenus.

Algorithme d’optimisation

L’algorithme utilisé est un algorithme évolutionniste développé pour le con-

trôle cohérent [Roslund, 2009]. Les paramètres de contrôle sont l’amplitude et

la phase à imprimer sur le façonneur d’impulsions, avec un spectre discrétisé en

20 à 40 points. On cherche à optimiser une fonction d’évaluation (ou fonction

d’adaptation) qui dépend du problème que l’on veut résoudre. L’algorithme agit

de manière récursive. Il démarre avec un spectre aléatoire et génère par muta-

tion (selon une loi de probabilité gaussienne isotrope) un ensemble de nouveaux

paramètres : la première génération de mutants. La meilleure moitié de ces mu-

tants (au sens de la fonction d’adaptation) est gardée et combinée linéairement

pour obtenir le point de départ de la génération suivante. De génération en gé-

nération, l’algorithme �nit par converger.

Des ra�nements sont ajoutés a�n d’accélérer la convergence et de limiter

la sensibilité aux erreurs numériques ou expérimentales (dans l’optique d’utili-

ser ce même algorithme directement dans l’expérience). Tout d’abord, la souche

de chaque nouvelle génération n’est pas calculée qu’en fonction des meilleurs

mutants de la génération précédente : on intègre aussi les souches des généra-

tions précédentes. Ensuite, une analyse de l’adaptation des mutants permet de

trouver les directions privilégiées dans lesquelles la fonction d’évaluation aug-

mente le plus vite. La mutation est alors ajustée pour ne plus être isotrope mais
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être étendue dans ces directions, pour faire une remontée de gradient. Quand la

direction la plus favorisée est la même d’une génération à l’autre, le pas (c’est-à-

dire l’amplitude de la mutation) est augmenté. Inversement, le pas est diminué

si cette direction change rapidement. En�n, il faut veiller à ce que l’impulsion

après la mise en forme ait une puissance su�sante pour nos mesures ; ceci est

pris en compte directement dans la fonction d’évaluation.

Squeezing également distribué

Avec une pompe sans mise en forme, le niveau de compression décroît avec

l’ordre du supermode (voir par exemple la �gure 2.12). En s’autorisant la mise

en forme de la pompe, on peut vouloir obtenir que k premiers degrés de com-

pression soient presque égaux.

La fonction d’évaluation dans ce cas est la suivante :

f1 =
1

Λ1

k∑
j=1

Λj (4.18)

avec les Λj dé�nis en (2.34). En laissant l’algorithme d’optimisation agir pour

maximiser f1, on obtiendra une forme spectrale optimale mais dont la faisabilité

n’est pas assurée. En particulier, la convergence peut se faire vers une forme de

pompe dont la réalisation par le façonneur impliquerait une trop grande perte

d’intensité. On risque donc d’aboutir à une puissance de pompe trop faible pour

mesurer expérimentalement le squeezing. Il faut donc rajouter un terme à cette

fonction d’adaptation. On note I(ω) la fonction de transfert du façonneur d’im-

pulsion, dont la transmission |I(ω)|2 et la phase ϕI(ω) = I(ω)/|I(ω)| sont

justement les paramètres à optimiser. Comme le modulateur spatial est un com-

posant passif, on a |I(ω)|2 ≤ 1.

La puissance de pompe après le façonnage est :

wI =

∫
|Ab(ω)I(ω)|2 dω (4.19)

À la place de la fonction f1 de l’équation (4.18), on utilise la fonction d’évalua-

tion corrigée :

f̄1 =
1

Λ1

k∑
j=1

Λj +X(wI) (4.20)

où X est une fonction qui doit être assez plate tant que la puissance est accep-

table et devenir rapidement négative quand la puissance décroit. Comme cette

nouvelle fonction d’optimisation tient compte de la puissance transmise, nous

sommes certains d’obtenir une forme spectrale que nous pouvons produire sans

85



4.1. EFFETS ATTENDUS DE LA MISE EN FORME DE LA POMPE

perte de puissance excessive. Les résultats de l’optimisation sont présentés en

�gure 4.6.

Sur cette simulation, on voit que les 80 premiers supermodes ont leur de-

gré de compression Λj supérieur à 0,9Λ1. Toutefois, cela signi�e qu’il s’agit

d’un cas de haute dégénérescence, où toute combinaison de ces premiers super-

modes donnera également un mode comprimé au même degré que le premier

supermode. Cela explique probablement la forme erratique des trois premiers

supermodes.

Optimisation de la production d’états graphes

Nous avons vu dans la partie sur la production de canevas quantiques (3.2)

qu’il était possible de certi�er l’obtention d’un canevas quantique en regardant

ses annulateurs. Nous avons utilisé une fonction d’évaluation pour minimiser

la somme de la variance de ces annulateurs :

f3 =
∑
i

∆2δi
∆2δ0

i

(3.41)

Il est tout à fait possible d’utiliser de nouveau cette fonction d’évaluation

sur des canevas quantiques prédé�nis. De nouveau, on préférera utiliser une

version de f3 qui favorise les hautes puissances de pompe :

f̄3 =
∑
i

∆2δi
∆2δ0

i

+ Z(wI) (4.21)

avec Z une fonction linéaire.

Les résultats de l’optimisation selon f3 et selon f̄3 sont présentés en �gure

4.7. Contrairement à l’approche adoptée en 3.2.2, le modes spectraux des nœuds

du graphe sont �xés : ce sont les bandes de fréquences. Le spectre est donc di-

visé en quatre parts, dont on veut qu’elles présentent une structure de canevas

quantique linéaire à 4 modes (comme présenté en �gure 3.4). La variance des an-

nulateurs est calculée, avec la pompe originelle, puis avec une pompe optimisée

au sens des fonctions f3 et f̄3. On observe que la variance des annulateurs avec

une pompe mise en forme est plus basse que celle sans mise en forme. Mettre en

forme la pompe permet donc de rendre nos états de sortie plus adaptés à l’usage

que l’on désire en faire.
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Figure 4.6 – Résultat de l’optimisation avec la fonction d’adaptation f̄1 de

l’équation (4.20). Les paramètres choisis sont k = 100 et X(wI) = 3/(5wI)
6
.

Le cristal où a lieu la conversion paramétrique est un BiBO de 1.5 mm de long.

Tiré de [Arzani, 2018a].

En haut, à gauche : la forme de pompe optimale, l’amplitude (en bleu) étant com-

parée à l’amplitude initiale (en pointillés gris) qui a une largeur à mi-hauteur

en intensité (FWHM) de 2,5 nm . La phase spectrale est en rouge. La puissance

en sortie vaut 30 % de celle en entrée.

En haut, à droite : la distribution des valeurs propres Λn (qui dictent le degré de

compression). On constate qu’un grand nombre de supermodes a un degré de

compression comparable à celui du premier supermode, comparé au cas de la

pompe sans mise en forme.

En bas : la forme spectrale des trois premiers supermodes, amplitude en bleu et

phase en orange. La partie linéaire de la phase spectrale a été enlevée.
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Figure 4.7 – Résultat de l’optimisation selon la fonction d’adaptation f3 et f̄3

de l’équation (4.21), avec Z(wI) = −1,35wI . L’optimisation a lieu sur un état

graphe dont on a �xé les nœuds comme étant 4 bandes de fréquences ordonnées

en graphe linéaire. Le cristal est supposé être un BiBO de 0,5 mm de long. Tiré

de [Arzani, 2018a].

En haut, à gauche : la forme de pompe optimale au sens de f3, l’amplitude (en

bleu) étant comparée à l’amplitude initiale (en pointillés gris). La phase spectrale

est en rouge. La puissance en sortie vaut 2 % de celle en entrée.

En haut, à droite : la forme de pompe optimale au sens de f̄3, l’amplitude (en bleu)

étant comparée à l’amplitude initiale (en pointillés gris). La phase spectrale est

en rouge. La puissance en sortie vaut 80 % de celle en entrée.

En bas : les variances des annulateurs et leurs moyennes
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4.2 Performances du façonnage de la pompe

Notre travail d’expérimentateur est maintenant d’implémenter les formes

spectrales trouvées par F. Arzani [Arzani, 2018a ; Arzani, 2018b]. Le principe de

la mise en forme spectrale a été présenté en 2.2, nous nous intéressons mainte-

nant à sa mise en pratique.

Les cristaux liquides du SLM sont soumis à une tension contrôlable par l’or-

dinateur, qui permet de changer la phase communiquée au faisceau. La direction

verticale est utilisée pour séparer les longueurs d’onde et avoir le contrôle de la

phase spectrale. La dimension verticale est mise à pro�t pour contrôler l’inten-

sité, grâce à une modulation de phase périodique qui agit comme un réseau et

di�racte la lumière dans le plan vertical. La lumière qui se trouve dans le premier

ordre de di�raction [Vaughan, 2005] est alors sélectionnée par un �ltre spatial.

La forme de cette modulation périodique contrôle l’amplitude et la phase de la

lumière di�ractée, ce qui nous donne le contrôle sur l’amplitude et la phase de

la lumière transmise par le façonneur. Nos investigations sur la forme de cette

modulation périodique se trouvent en annexe C.

4.2.1 Nouveau modèle à couches pour le SLM

La plupart des SLM commerciaux ne fournissent pas de module pour la mise

en forme spectrale. Le modèle X10468-05 de Hamamatsu ne déroge pas à la

règle. Il nous faut donc construire un logiciel pour le contrôler et prévoir des

procédures de calibration. Ces deux problématiques sont traitées e�cacement

avec une architecture à couches.

Les protocoles visant à produire un spectre particulier peuvent se décom-

poser en 5 fonctions distinctes. Ces couches sont les suivantes :

1. la couche physique,

2. celle du masque de voltage,

3. celle du masque de phase,

4. celle de la fonction de transfert,

5. la couche spectrale.

Il y a un grand avantage à séparer ces couches : d’une part parce que cela

permet de changer facilement un des protocoles sans avoir besoin de changer

tout le processus, d’autre part parce que les opérations de calibration sont in-

ternes à chaque couche. Détaillons l’action de chacune de ces couches.
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Couche 5 : spectrale

Cette couche calcule les spectres désirés, qu’elle fournit à la couche 4. Ty-

piquement, on peut chercher à numériser les formes spectrales trouvées par

la théorie (comme celles de la section précédente) ou à obtenir les fonctions

d’Hermite-Gauss. Nous avons programmé une interface graphique pour entrer

les paramètres de la couche 5, de telle sorte qu’il est possible de changer en un

clic la largeur ou la longueur d’onde centrale d’un mode gaussien. Nous notons

Acibleb (ω) le spectre voulu par l’utilisateur et calculé par la couche 5.

Couche 4 : fonction de transfert

La couche 4 calcule la transmission et la phase qu’il faut faire subir au

spectre, à partir du spectre Acibleb (ω) fourni par la couche 5.

On appelle in�exion la fonction I(ω) qui transforme le spectre du faisceau

incident Ainb (ω) en spectre de sortie Aoutb (ω) :

Aoutb (ωpixn ) = In · Ainb (ωpixn ) (4.22)

avec ωpixn la fréquence correspondant au ne pixel du SLM. L’objectif est de pro-

duire un spectre qui soit le plus proche possible du spectre désiré : Aoutb (ω) ≈
Acibleb (ω).

On suppose par simplicité que l’amplitude en entrée est normée, c’est-à-dire

que maxω |Ainb (ω)| = 1. Le rôle de la couche 4 est de calculer l’in�exion In et de

communiquer à la couche 3 la transmission en amplitude |In|2 et le déphasage

Arg(In) à appliquer à chaque longueur d’onde.

Le SLM étant un instrument passif, on a nécessairement |In| ≤ 1. La ma-

nière la plus simple de calculer l’in�exion est de prendre la fonction de transfert

T̃ (ω) = Acibleb (ω)/Ainb (ω) et de la normaliser par son maximum :

In = T̃ (ωpixn )
/

max
ω
|T̃ (ω)| (4.23)

Or, il arrive souvent que ce maximum soit atteint dans les ailes du spectre, là

où le faisceau d’entrée a peu d’énergie. Dans ce cas, le facteur de normalisation

est très grand et la puissance totale en sortie très petite. Pour éviter ces cas né-

fastes, on introduit un seuil κ en intensité (souvent de l’ordre de 0.1). Si, pour le

pixel n, l’intensité est plus faible que ce seuil |Ainb (ωpixn )|2 < κ, alors on ne com-

pense plus l’intensité du spectre incident : on divise par

√
κ au lieu deAinb (ωpixn ).

On compense tout de même la phase éventuelle ϕin(ω) = arg (Ainb (ω)). L’in-

�exion est donc calculée à partir de la fonction de transfert de la manière sui-

vante :
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In = Ĩ(ωpixn )
/

max
ω
|Ĩ(ω)| avec Ĩ(ω) =

Acibleb (ω)

max [|Ainb (ω)|;√κ]
e−iϕ

i(ω)

(4.24)

Ainsi, sur toute la plage [ωmin, ωmax] pour laquelle l’amplitude d’entrée est

supérieure au seuil κ, on s’assure que l’on a exactement la forme spectrale ci-

blée et que la transmission n’est pas inférieure à κ : Aoutb (ω) = Acibleb (ω). En

revanche, en dehors de cette plage de façonnage, il n’y a pas de mise en forme :

Aoutb (ω) = κ−1/2|Ainb (ω)|Acibleb (ω) < Acibleb (ω).

Le choix du seuil κ dépend de l’usage du faisceau. Si l’on désire avant tout

reproduire �dèlement un spectre donné, même au détriment de la puissance de

sortie, il faut prendre un seuil assez bas. Si au contraire une grande puissance

est nécessaire, un seuil assez élevé donnera satisfaction, au prix d’une plage de

façonnage plus étroite. En général, il faudra faire un compromis entre ces deux

voies, c’est la raison de notre choix à κ = 0,1.

Couche 3 : masque de phase

La couche 3 est chargée de trouver le masque de phase qui conduira à dif-

fracter exactement les parties du spectre dont on a besoin, avec la phase voulue.

Elle produit une matrice de réels entre 0 et 2π qui sera envoyée à la couche 2.

Pour cela, elle reçoit de la couche 4 l’in�exion qu’il lui faut implémenter.

Pour une longueur d’onde donnéeωpixn , c’est-à-dire pour la colonne de pixels

n sur laquelle cette longueur d’onde arrive, la couche 3 construit un réseau tel

que soit di�ractée une proportion |In|2 de l’intensité dans le premier ordre de

di�raction, avec la phase Arg(In). La lumière dans le premier ordre de di�rac-

tion est transmise hors du façonneur, le reste est coupé. Nous avons utilisé un

pro�l de réseau « en échelette », présenté en �gure 4.8.

Couche 2 : masque de voltage

La couche 2 traduit en voltage le masque de phase fourni par la couche 3.

Il s’agit de produire une matrice d’entiers entre 0 et 255 (qui représentent les

niveaux de voltage possible). Ils sont calculés à partir de la phase désirée en

chaque pixel, qui est une information fournie par la couche 3.

Couche 1 : physique

La couche physique est chargée de la modulation de phase. Pour cela, elle

reçoit l’ensemble des voltages à appliquer aux pixels fourni par la couche 2
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Figure 4.8 – Le réseau en échelette. Les angles de di�raction sont �xés par la

période de répétition du motif et les intensités relatives des faisceaux di�ractés

dans les di�érents ordres dépendent de la profondeur du motif. Quand le motif

a une profondeur de 2π, comme sur le graphique, toute la lumière est di�ractée

dans l’ordre 1.

et applique des tensions sur les cristaux liquides pour donner une phase au

faisceau incident. Les protocoles de niveau 1 sont fournis par le constructeur.

4.2.2 Étalonnage du SLM

Trois couches nécessitent un étalonnage : les couches 2 à 4. L’étalonnage de

niveau 2 se fait très rarement, celui de niveau 3 rarement et celui de niveau 4

quotidiennement.

Couche 2

Pour la couche 2, la relation entre la phase désirée et le voltage à appliquer

nécessite une table de correspondance. Une telle courbe d’étalonnage de niveau

2 est fournie par le constructeur, mais nous en avons également reconstruit une

expérimentalement. La �gure 4.9 présente notre courbe d’étalonnage.

Cette calibration est linéaire, avec un coe�cient de proportionnalité qui dé-

pend de la longueur d’onde. En fait, le constructeur a inclus un pré-étalonnage

qui compense le fait que la relation naturelle entre la tension appliquée aux

cristaux liquides et leur variation d’indice optique n’est pas linéaire.

Hamamatsu fournit également des valeurs d’étalonnage, qu’il est intéres-

sant de comparer aux nôtres. Le voltage nécessaire pour obtenir une modula-
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Figure 4.9 – Courbe d’étalonnage de la relation entre le voltage appliqué (entre

0 et 255) et la phase donnée au faisceau. La courbe a été obtenue par interféro-

métrie avec un faisceau de référence. En bonne approximation, la relation est

linéaire (en bleu) et la modulation de 2π est atteinte pour un voltage de 210.

Cette courbe mesurée par nos soins est compatible avec les valeurs d’étalon-

nage fournies par Hamamatsu (en rouge).

tion de 2π à 399 nm vaut 210,5 selon le constructeur ; nos mesures donnent une

valeur entre 209 et 211. Le deuxième paramètre d’étalonnage est la modulation

maximale, atteinte avant le voltage de commande maximum de 255 : il vaut

2,40π selon Hamamatsu et 2,45π dans nos mesures expérimentales.

Couche 3

Pour la couche 3, il faut connaitre la relation entre le masque de phase (qui a

une forme de réseau de di�raction) et la transmission de l’intensité. Nous avons

essayé plusieurs formes de réseau et retenu la forme simple dite « en éche-

lette », présentée en �gure 4.8. La relation entre la profondeur de la modulation

de phase (entre 0 et 2π) et l’e�cacité de transmission dans l’ordre 1 (entre 0

et 100 %) prend dans ce cas la forme d’un sinus cardinal. Les résultats de l’uti-

lisation d’autres formes que le réseau en échelette se trouvent dans l’annexe

C.

Couche 4

Pour la couche 4, il faut avoir mesuré l’amplitude en entrée Ainb . De plus, il

faut savoir à quelle longueur d’onde correspond chaque pixel. C’est l’étalonnage
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de niveau 4, aussi appelé ajustage spectral. Nous avons implémenté une manière

e�cace de le faire, avec un algorithme qui teste les colonnes de pixels une à

une et enregistre pour chacune la longueur d’onde transmise. Ce programme

est détaillé dans l’annexe C.

4.2.3 Formes de pompe accessibles

Les formes de pompe accessibles avec notre façonneur d’impulsion dépendent

de sa résolution spectrale. Nous avons présenté en section 2.2.2 tous les para-

mètres retenus pour l’architecture du dispositif et conclu que la résolution spec-

trale attendue est δλSLM = 0,046 nm. Les facteurs limitant la résolution sont la

di�raction par les optiques, la largeur physique du pixel, mais aussi l’aligne-

ment du façonneur : si une longueur d’onde n’est pas parfaitement verticale sur

le SLM, alors elle va se répartir sur plusieurs colonnes de pixels, même si elle

ne fait qu’un seul pixel de large.

De plus, les cristaux liquides ne peuvent pas supporter de saut brusque de

phase car leur orientation varie continument. Si le voltage appliqué à un pixel

est très di�érent de celui appliqué à son voisin, les cristaux liquides situés à

leur frontière s’orientent selon une direction intermédiaire. Par conséquent, les

formes spectrales avec des sauts d’amplitude ou de phase trop importants ne

pourront pas être implémentés exactement, ils subiront un lissage.

On mesure la résolution spectrale en activant une unique colonne de pixels.

Nous obtenons 0,067 nm. La largeur du spectre étant d’environ 3 nm, cela cor-

respond à 45 degrés de contrôle sur le spectre. Cette résolution est du même

ordre de grandeur que la limite de résolution donnée par les équations (2.12) et

(2.13), qui vaut 0,046 nm. Pour l’optimisation de la forme spectrale de la pompe,

F. Arzani utilise un spectre doté de 30 degrés de contrôle [Arzani, 2018a], ce qui

est à notre portée.

Nous sommes donc en mesure d’implémenter les formes présentées en sec-

tion 4.1.5. À titre d’exemple, le spectre de la �gure 4.6 a été préparé et le résultat

est présenté en �gure 4.10.

4.3 Détection multipixel
Les supermodes qui sont générés avec une pompe mise en forme ont en

général des corrélations xp non-nulles. Autrement dit, nous ne pouvons plus

supposer que la matrice Γxp est nulle et nous devons donc la mesurer. Or, s’il

est possible de mesurer les matrices ΓX et ΓP avec une détection homodyne

standard, il est impossible de mesurer Γxp. Pour cela, il faut construire une détec-

tion homodyne multipixel : une détection homodyne multimode spectralement
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Figure 4.10 – Intensité spectrale obtenue par mise en forme du spectre de la

pompe. Le spectre cible est celui de la �gure 4.6.

résolue.

4.3.1 Détection homodyne

La détection homodyne est un outil bien connu en optique quantique [Gryn-

berg, 2010]. C’est une mesure interférométrique où l’on mélange le faisceau à

examiner avec un faisceau cohérent intense appelé oscillateur local. Le dispo-

sitif le plus simple est présenté en �gure 4.11 : la lame semi-ré�échissante est

supposée parfaitement équilibrée, le recouvrement spatial des deux faisceaux

est supposé parfait et l’e�cacité quantique des diodes égale à 1. On recueille les

deux faisceaux sur des diodes identiques puis on soustrait les photo-courants

pour obtenir le courant î.
Il est bien connu [Thiel, 2015] que la di�érence des photocourants vaut (à

un facteur près) :

î =
∑
i

âs†i â
lo

i + h.c. (4.25)

où les âi sont les opérateurs annihilation dans la base ui(ω) de notre choix.

L’exposant indique si l’opérateur se rapporte au signal (s) ou à l’oscillateur local

(LO). En particulier, on peut choisir cette base de telle sorte que l’oscillateur

local, qui est monomode comme nous l’avons vu en 1.3.3, ait toute son énergie

dans le premier mode. On dé�nit son amplitude et sa phase par α = 〈âlo

0 〉 =
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Figure 4.11 – Détection homodyne

√
N

lo
eiφlo

. Nous nous plaçons dans le régime où le nombre de photons N
lo

dans

l’oscillateur local est bien supérieur à celui dans l’état quantique mesuré |ψ〉 :

N
lo
� 〈ψ|

∑
i

âs†i â
s
i |ψ〉 (4.26)

On dé�nit l’opérateur quadrature tourné d’un angle θ :

x̂θ = âs†eiθ + âse−iθ = x̂ cos θ + p̂ sin θ (4.27)

On retrouve les quadratures usuelles pour θ = 0 et θ = π/2. La détection

homodyne mesure la quadrature du mode du signal pour l’angle θ = φ
lo

. On

néglige tous les termes petits devant N
lo

et on obtient :

〈̂i〉 =
√
N

lo
〈x̂θ0〉 (4.28)

〈̂i2〉 = N
lo
〈(x̂θ0)2〉 (4.29)

Ainsi, la détection homodyne permet de mesurer les quadratures du signal. Le

paramètre θ = φ
lo

est contrôlé en plaçant un des miroirs du chemin de l’oscil-

lateur local sur une cale piézoélectrique. Comme la mesure n’est possible que

dans le mode de l’oscillateur local, il faut le mettre en forme pour mesurer les

di�érents modes du champ. Nous disposons pour cela du façonneur d’impul-

sions présenté en 2.2.
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Grâce à l’équation (4.29), nous pouvons mesurer les matrices de covariances

ΓX et ΓP . En mettant l’oscillateur local dans le mode i et en balayant la phase,

on obtient les éléments diagonaux ΓX,ii = 〈x̂2
i 〉 et ΓP,ii = 〈p̂2

i 〉 : ce sont le

maximum et le minimum de la variance 〈(x̂θi )2〉, pour des états comprimés sur

x ou p. Pour obtenir les éléments extra-diagonaux ΓX,ij et ΓP,ij , l’oscillateur

local est préparé dans la somme des modes i et j, ce qui permet d’accéder à

〈(x̂i + x̂j)
2〉 puis calculer [Medeiros, 2014] :

ΓX,ij = 〈x̂ix̂j〉 =
Pi + Pj

2
√
PiPj

〈(x̂i + x̂j)
2〉 − Pi

2
√
PiPj

〈x̂2
i 〉 −

Pj

2
√
PiPj

〈x̂2
j〉 (4.30)

où Pi désigne la puissance optique dans le mode i.

Toutefois, avec une détection homodyne simple, il est impossible de mesurer

la matrice de covariance complète Γ. En e�et, pour obtenir les matrices Γpx et

Γxp il faudrait pouvoir utiliser des mesures du type 〈(x̂i + p̂j)
2〉. Or, avec nos

modes comprimés, une telle mesure n’a pas de dépendance en phase, on ne

peut donc pas en extraire les informations désirées avec notre technique. Nous

pouvons pallier cela avec la détection homodyne spectralement résolue.

4.3.2 Détection homodyne spectralement résolue

La détection homodyne spectralement résolue consiste, après que les fais-

ceaux ont franchi la lame semi-ré�échissante, à séparer le faisceau en un certain

nombre de bandes de fréquences grâce à un réseau et à les envoyer séparément

vers des diodes dont les photo-courants sont soustraits. Pour chaque bande de

fréquences, cela revient à faire une détection homodyne avec un oscillateur lo-

cal non-nul uniquement dans cette bande de fréquences.

Le principe expérimental est présenté en �gure 4.12 : après le mélange sur

la lame semi-ré�échissante, chaque faisceau est envoyé sur un réseau qui sé-

pare les longueurs d’ondes. Des barrettes de microlentilles focalisent chaque

bande spectrale sur une diode. Les photocourants de chaque paire de diodes

sont soustraits deux à deux pour obtenir les photocourants proportionnels aux

quadratures.

4.3.3 Limitations de l’homodyne

L’équation (4.28) est valable dans le cas idéal où les faisceaux sont parfai-

tement identiques spatialement, où la lame séparatrice est exactement semi-

ré�échissante, où le signal quantique à mesurer ne subit pas de pertes pendant
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Figure 4.12 – La détection homodyne multipixel

sa propagation. De plus, il faut tenir compte d’un autre facteur : comme le cou-

rant î est relativement faible, il faut l’ampli�er, ce qui introduit du bruit d’origine

électronique.

Nous étudions ici un peu plus en détail ces di�érents facteurs, car ce sont

eux qui sont cruciaux pour la qualité du dispositif de mesure.

Les pertes optiques

À proprement parler, les pertes optiques ne sont pas imputables à la détec-

tion homodyne. Cependant, la plupart des défauts de la détection qui vont être

évoqués dans les paragraphes suivants sont équivalents à des pertes optiques,

ce qui justi�e leur description ici. De manière générale, même si les pertes op-

tiques ont plusieurs origines (dans notre cas : ré�exion imparfaite sur les miroirs

du chemin optique, transmission imparfaite à travers les lentilles et le cristal du

soustracteur), il est toujours possible de les agréger en une seule source de pertes

optiques, comme schématisé en �gure 4.13.

Sur ce schéma est introduite l’e�cacité η, qui est le coe�cient de transmis-

sion (en intensité) de cette lame séparatrice �ctive. La fonction de Wigner W
est a�ectée de la manière suivante [Leonhardt, 1997] :
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Figure 4.13 – Détection homodyne avec pertes optiques

W (x,p) 7−→ Wpertes(x,p) =
1

πη(1− η)

∫∫
W

(
x′√
η
,
p′√
η

)
e−

(x−x′)2+(p−p′)2
1−η dx′ dp′

(4.31)

Cette équation est la convolution de la fonction de Wigner avant les pertes

W par une gaussienne de largeur

√
1− η. Cela va « lisser » la fonction de Wi-

gner, ce qui porte en particulier préjudice à ses parties négatives, le cas échéant.

Le mauvais recouvrement spatial ou spectral

Dans l’équation (4.25), on a utilisé une base modale commune pour décom-

poser l’oscillateur local et le signal, mais ce n’est pas obligatoire. Supposons

que la base modale pour le signal soit un et que nous nous intéressons plus

particulièrement au mode u0. L’oscillateur local est dans un mode v0. Alors les

équations précédentes se ré-écrivent
4

[Jacquard, 2017] :

î =

(∑
n

〈un,v0〉αâs†n + h.c.

)
=
√
N

lo

(∑
n

|〈un,v0〉|x̂ϕnn

)
(4.32)

avecϕn = φ
lo

+Arg [(un,v0)] et on dé�nit le recouvrement entre modes : (u,v).

Si le recouvrement spatial est parfait, il est égal au recouvrement spectral :

4. avec un léger changement d’écriture : î est maintenant un opérateur sur le mode signal

seulement.
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(u,v) =

∫
u∗(ω)v(ω) dω (4.33)

Mais en général, le mauvais recouvrement peut être d’origine spectrale, spa-

tiale, ou dû à la polarisation. Le recouvrement complet est donc une intégrale

sur le spectre, sur le plan transverse, et sur la polarisation. On écrit donc :

(u,v) =
∑
pol∈x,y

∫
upol

∗(ω, r⊥)vpol(ω,r⊥) dω dr⊥ (4.34)

Supposons un recouvrement incorrect, par exemple dû à un diamètre de

l’oscillateur local plus grand que celui du signal. Pour simpli�er, supposons un

signal monomode dans le premier mode u0. Le photocourant recueilli est :

〈̂i〉 =
√
N

lo

 signal︷ ︸︸ ︷
|(u0,v0)|〈x̂ϕ0

0 〉+

autres modes︷ ︸︸ ︷∑
n>0

|(un,v0)|〈x̂ϕnn 〉

 (4.35)

Comme certains des 〈un,v0〉 sont non-nuls, ils font intervenir des quadra-

tures de modes. Souvent, ces autres modes ne contiennent que du vide, par

exemple en cas de mauvais recouvrement spatial. La mesure �nale est comme

mélangée avec du vide, ce qui est équivalent à des pertes optiques comme dé-

crites à l’équation (4.31) avec un paramètre d’e�cacité :

ηrecouvrement = |(u0,v0)|2 (4.36)

Les sources de mauvais recouvrement dans notre expériences sont au nombre

de trois. La première a trait au recouvrement spatial : les faisceaux doivent être

correctement superposés sur la lame semi-ré�échissante de la détection homo-

dyne. Nous optimisons ce recouvrement en faisant interférer le faisceau d’oscil-

lateur local avec un faisceau d’égale intensité injecté dans le chemin optique du

signal. Le contraste des franges d’interférences est égal à |(u0,v0)|, on peut donc

directement en déduire le paramètre ηrecouvrement à l’aide de l’équation (4.36).

Ensuite vient le recouvrement spectral, entre le spectre du mode étudié et

le spectre de l’oscillateur local. Pour les premiers modes de la famille Hermite-

Gauss, notre façonneur d’impulsion nous assure une très haute �délité et donc

un bon recouvrement. En revanche, dès que l’ordre du mode est élevé, il a une

partie non-négligeable de sa puissance dans les ailes, là où le faisceau d’oscilla-

teur local n’en dispose pas. Il est alors impossible d’obtenir une bonne �délité,

à moins d’élargir spectralement l’oscillateur local (voir 4.3.5).
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Bruit électronique

Après la soustraction de photocourants, le courant résultant est ampli�é

par un étage d’ampli�cation électronique. Cette ampli�cation ajoute du bruit

au signal. On rend compte du bruit en ajoutant un terme au photocourant :

i(t) = Ax(t) + ie(t) (4.37)

On a posé A le coe�cient d’ampli�cation, ie le courant équivalent au bruit

électronique et x(t) le résultat de la mesure de quadrature à l’instant t. On me-

sure la qualité de l’ampli�cateur par la quantité de bruit qu’il ajoute. Le courant

ie(t) a une densité spectrale de puissance que l’on note Se. On parle aussi de

bruit d’obscurité car ce bruit est présent même lorsque qu’aucun faisceau n’ar-

rive sur les photodiodes.

Le bruit de grenaille S est utilisé pour quanti�er la force du signal. Il est égal

à la densité spectrale de puissance pour le signal i(t), calculé avec l’état quan-

tique vide en entrée de la détection homodyne. C’est le bruit du vide. Le rapport

entre ces deux grandeurs S et Se est nommé séparation obscurité-grenaille, ou

clearance en anglais. On peut montrer [Appel, 2007 ; Kumar, 2012] que le bruit

électronique est équivalent à une perte optique avant la détection homodyne

causée par lame séparatrice de transmission :

ηelec = 1− Se
S

(4.38)

L’e�cacité quantique des photodiodes

Les photodiodes n’ont jamais une e�cacité de détection de 100 %. Cepen-

dant, à nos longueurs d’onde, il est possible de trouver dans le commerce des

photodiodes d’e�cacité supérieure à 90 %. En choisissant des diodes triées, il

est même possible d’obtenir ηdet > 97 %.

E�cacité totale

Les di�érentes e�cacités sont agrégées pour donner une e�cacité totale à

insérer dans l’équation (4.31) :

ηtotale = ηelecηrecouvrementηdetηopt (4.39)

où ηopt se rapporte aux pertes optiques (transmission ou di�usion parasite sur

des miroirs imparfaits).
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4.3.4 Construction d’une détection multipixel e�cace

En 2014, une première version de détection homodyne spectralement ré-

solue a été construite. Dans sa thèse [Cai, 2015], Y. Cai en donne toutes les

caractéristiques techniques : un réseau avec 2400 traits/mm (Spectrogon mo-

dèle 715.704.1301 d’e�cacité 92 %) utilisé avec une barrette de photodiode de

16 pixels (Hamamatsu modèle S8558 d’e�cacité quantique 90 %). Les signaux

des 8 diodes centrales sont ensuite ampli�és grâce à des ampli�cateurs réalisés

par l’atelier électronique du laboratoire. Les signaux électriques résultants sont

ensuite soustraits et envoyés à l’ordinateur.

Cette détection a été utile (notamment pour les travaux de V. Thiel [Thiel,

2015]), mais elle sou�re d’une limitation majeure : ses pertes optiques sont très

élevées. Cela fait perdre tout espoir d’obtenir des valeurs négatives de la fonc-

tion de Wigner. Nous avons donc décidé d’en construire un nouveau modèle.

La première amélioration à apporter est l’acquisition d’une barrette de pho-

todiodes dotée d’une plus grande e�cacité quantique. Cela implique de dévelop-

per aussi une barrette de microlentilles adaptée et une électronique sur-mesure.

L’autre optimisation est d’e�ectuer la soustraction des photocourants directe-

ment après la diode, pour éviter d’ajouter le bruit électronique d’ampli�cation.

Barrette de photodiodes

Il n’existe pas dans le commerce une barrette de photodiodes dotée d’une

haute e�cacité quantique. Nous avons donc fait construire une barrette, à l’aide

de diodes Hamamatsu modèle S3883. Dans le catalogue, ces diodes ont une

e�cacité quantique de 92 %, mais nous avons pu en obtenir avec une e�ca-

cité supérieure, directement sous forme de puces. Nous comptons donc sur

95 % d’e�cacité quantique. Le dé� est maintenant de les assembler en barrettes.

Nous avons eu recours à une société d’assemblage électronique : HCM.Systrel

(groupe Serma).

Nous avons opté pour une barrette de 8 diodes. Ces puces sont des carrés de

2,2 mm de côté et l’aire photosensible est un disque de diamètre 1,5 mm. Pour

tenir dans le boitier LCC84 (le plus large des boitiers standards), il a fallu les

aligner le long de la diagonale, comme présenté en �gure 4.14.

Avec un écart de 0,3 mm entre chaque puce, l’écart d’un centre de diode au

suivant est de 2,5 mm. La cathode, placée sous la puce, est en contact électrique

avec une longue plage conductrice. Cette plage conductrice est reliée par sou-

dure par boule (ball bonding) aux contacts du boîtier, qui transmet ensuite le

signal aux broches. De même, on relie l’anode (la surface photo-sensible) à une

autre plage conductrice par bonding et cette plage est ensuite connectée à un

contact du boîtier. Sur la �gure 4.14 sont représentés tous ces éléments. Fina-
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Figure 4.14 – La barrette de photodiodes. À gauche, la plage en céramique

(jaune pâle) et les plages conductrices (bleu) sur lesquels ont été collées par

brasage les diodes S8338 achetées sous forme de puces. La partie photosensible

est en noir. En rouge �gurent les �ls de ball bonding. Toutes ces couleurs sont

arbitraires car choisies pour leur lisibilité. Au centre, un éclaté de l’assemblage :

la plage en céramique est insérée dans le mini-boîtier LCC84, lui-même �xé

dans un réceptacle 8484-1B1-RK-TP. À droite, une photographie de la barrette.

lement, on obtient une barrette de photodiodes avec 8 broches correspondant

aux 8 anodes et 8 broches correspondant aux 8 cathodes.

Réseau et lentille cylindrique

La barrette de diodes est longue de 2 cm (8 fois 2,5 mm). Il faut donc éta-

ler le faisceau sur cette longueur. L’étalement dépend directement de l’élément

dispersif utilisé. Avec un réseau à 400 traits/mm, 193 cm de propagation sont

nécessaires pour étaler un spectre de largeur 11 nm (FWHM) sur 2 cm
5
. Avec

un réseau à 1820 traits/mm, 30 cm de propagation su�sent.

Pour être plus précis, cette distance de propagation dépend de la propor-

tion de lumière que l’on veut voir arriver dans les 2 cm. On peut s’imposer de

collecter une portion du spectre correspondant à une largeur de 6 écarts-types

(on parle de règle des 6σ). Dans ce cas, les pertes ne sont que de 0,3 %, mais

les diodes aux extrémités de la barrette ne collectent que 1 % de l’intensité in-

cidente. Le bruit électronique est alors trop grand par rapport au signal et cela

équivaut à des pertes (voir le paragraphe sur le bruit électronique en 4.3.3). On

peut donc plutôt utiliser un critère équivalent à 5σ qui donne 1,2 % de pertes

mais 2,4 % sur les diodes latérales.

5. En appliquant la règle des 6σ décrite ci-dessous.
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Figure 4.15 – Longueurs d’ondes reçues par chacune des diodes de la barrette.

En haut, les courbes sont obtenues pour un réseau à 1820 traits/mm, une dis-

tance de propagation de 30 cm, un waist incident de 0,57 mm. En bas, un miroir

cylindrique a été ajouté après le réseau, de distance focale 36 cm. Le recouvre-

ment spectral est diminué.

Le spectre se répartit sur les diodes. La séparation n’est pas parfaite : il y

a un recouvrement spectral entre les longueurs d’ondes reçues par une diode

et celles reçues par ses voisines. Pour le visualiser, nous présentons en �gure

4.15 (en haut) les spectres reçus par chaque diode. Nous avons utilisé le critère

à 5σ et un waist d’entrée égal à 0,57 mm. Chaque courbe est obtenue en in-

tégrant le faisceau sur une largeur de 2,5 mm. Le recouvrement entre modes

adjacents est proportionnel à la largeur spectrale et au waist du faisceau. Il est

inversement proportionnel à la longueur d’étalement (20 mm dans notre cas).
6

Ce recouvrement est gênant pour les mesures, il nous faut donc le minimiser.

La solution est simple : il faut rajouter un miroir cylindrique (ou une lentille)

6. La formule du recouvrement R entre le spectre An et son voisin An+1 est égale à

R =

∫
|An(x,λ)|2|An+1(x,λ)|2 dx =

ln 2√
π/2
· ∆̄λ

Etal
· 5 · win

où j’ai noté win le waist à l’entrée (chez nous 0,57 mm), ∆̄λ la FWHM spectrale (11 nm). Le 5

est dû à la règle du 5σ, ce serait un 6 pour la règle du 6σ, etc. Avec nos valeur numériques, cela

donne 0,17 nm, à comparer avec le recouvrement d’un mode avec lui-même : 1.5 nm.
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à la distance du réseau où l’étalement est su�sant. La longueur focale fcyl de

ce miroir doit être prise égale à cette distance de propagation. Alors, le couple

réseau-miroir marche exactement comme pour la ligne 4f utilisée pour la mise

en forme d’impulsions (voir 2.2.2). Pour que l’ajout du miroir cylindrique soit

e�cace, il faut tout de même s’assurer que pour un faisceau monochromatique,

le waist dans le plan focal du miroir cylindrique soit plus petit que le waist d’en-

trée. Cela pose une limite maximale : fcyl doit être plus petit que fmax = w2
in/πλ.

Dans notre cas, fmax = 126 cm. Il faut donc une longueur de propagation plus

courte que cela, donc un élément su�samment dispersif. Dans cette con�gura-

tion, le recouvrement est maintenant convenablement réduit
7
. Avec une largeur

spectrale de 10 nm et un réseau à 1820 traits/mm, l’ajout d’un miroir cylindrique

de focale 36 cm réduit le recouvrement de 70 %. Les spectres correspondants sont

présentés en �gure 4.15.

Barrette de microlentilles

Pour s’assurer que toute la lumière arrive sur une des photodiodes de la bar-

rette et non pas dans l’espace qui les sépare, nous avons recours à une barrette

de microlentilles. Il s’agit simplement de lentilles accolées, en nombre égal à

celui des diodes.

Il faut que l’écart entre les axes optiques de deux lentilles adjacentes cor-

responde à l’écart entre deux diodes adjacentes, soit 2,5 mm dans notre cas.

Comme il n’existe pas de réseau de microlentilles avec une période de 2,5 mm,

nous avons dû en faire construire sur mesure. Pour cela, nous avons eu re-

cours au services de PowerPhotonic, une entreprise qui propose la fabrication

d’optiques usinées. Nous avons créé un pro�l d’épaisseur correspondant à la

barrette de lentilles désirée. Il est représenté en �gure 4.16.

Les limites techniques de l’outil LightForge de PowerPhotonic permettent

d’usiner une focale de 30 mm au minimum. C’est cette valeur de 30 mm que

nous avons retenue pour assurer une focalisation du faisceau dans la zone pho-

tosensible.

Ampli�cateur électronique à plusieurs voies

Pour recueillir les signaux de détection homodyne, il a fallu mettre en place

un circuit intégré de lecture. Pour le premier système multipixel de 2014, le

7. Il vaut maintenant

R =
λ0

2π
√
πwinG

où G désigne la puissance dispersive du réseau (2,6 mrad/nm pour 1820 traits/mm;

0,41 mrad/nm pour 400 traits/mm).
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Figure 4.16 – Plan avec cote de la barrette de microlentilles préparée par nos

soins. La réalisation a été con�ée à LightForge. L’écart entre deux lentilles ad-

jacentes (le pitch) est de 2,5 mm.

choix avait été fait de répliquer l’ampli�cateur utilisé dans le cas à une seule

diode [Cai, 2015]. Les huit ampli�cateurs sont placés dans un boîtier et ce pour

chaque barrette de photodiodes. Ensuite, on e�ectue huit soustractions, à par-

tir des seize signaux issus des deux boîtiers, dont les résultats sont acquis par

l’ordinateur.

Nous avons choisi de ne pas procéder ainsi, mais de développer un sys-

tème avec moins de bruit électronique. Le premier changement est de faire la

soustraction directement à la sortie des barrettes de photodiodes et d’ampli�er

seulement après la soustraction le signal obtenu. L’ampli�cation se fait par un

schéma à transimpédance, qui est le même que celui utilisé dans le détecteur

à une seule paire de diodes. La deuxième amélioration consiste à rassembler

les huit circuits d’ampli�cation sur la même carte électronique, pour pouvoir

enfermer la carte dans une boîte protectrice. De cette manière, le circuit est

complètement isolé du bruit ambiant du laboratoire. En�n, des composants à

bas bruit ont été choisis (technologie cms).

Avec un circuit de lecture ainsi préparé, dont nous présentons la carte élec-

tronique en �gure 4.17, nous nous attendons à de meilleures performances en

termes de bruit électronique.

La phase de test a montré que le nouveau circuit était en e�et plus perfor-

mant que l’ancien pour les bruits environnementaux. En revanche, un problème

majeur est à contourner : la diaphonie entre les voies (cross-talk). L’enchevêtre-

ment des éléments des di�érentes voies cause un mélange indésirable entre les

signaux.
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Figure 4.17 – La carte électronique

Cela demande une adaptation et une nouvelle version du circuit de lecture

est en cours de développement.

4.3.5 Élargissement spectral avec une �bre multimode

Les supermodes produits par le SPOPO ne sont pas tous de même largeur

spectrale : elle croît avec l’ordre du mode, à l’instar des fonctions de Hermite-

Gauss, dont la variance du mode n vaut

√
n+ 1 fois celle du premier mode.

Comme notre oscillateur local gaussien est de largeur �xe, plus le mode est

d’ordre élevé, plus il est di�cile de le reproduire de manière satisfaisante. Cela

est équivalent à des pertes optiques, ce qui décroît le squeezing mesuré dans le

cas d’un état comprimé, ou rend la fonction de Wigner positive dans le cas d’un

état photo-soustrait.

Le moyen de rémédier à cela nous a été fourni par N. Joly, du Max Planck

Institut d’Erlangen : utiliser une �bre à cristal photonique. Il s’agit d’une �bre à

cœur solide structurée en cristal photonique, dans laquelle l’impulsion s’élargit

par e�et d’automodulation de phase [Hammer, 2016 ; Joly, 2012]. L’élargisse-

ment du spectre est d’autant plus marqué que la �bre est longue et l’intensité

élevée.

Nous avons testé cette �bre au laboratoire, le résultat est présenté en �gure

4.18. La légende indique la puissance injectée dans la �bre (par exemple 50 mW

pour la courbe rouge) ainsi que la puissance en sortie de �bre (16 mW pour la
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Figure 4.18 – La forme spectrale à la sortie de la �bre à cristal photonique. La

légende indique la puissance en entrée et en sortie de la �bre. Plus la puissance

est élevée, plus le spectre s’étend sur une large bande spectrale.

courbe rouge). Le taux de transmission ne dépend pas de la puissance en entrée

et vaut environ 30 %. En revanche, la forme spectrale dépend fortement de la

puissance en entrée. Pour des faibles puissances, le spectre est gaussien (comme

le spectre en entrée). Quand on augmente la puissance, il s’élargit et commence

à devenir moins gaussien, comme sur la courbe rouge, puis jaune. À partir de

100 mW, il commence à se former un creux dans le spectre, lui donnant une

forme de dos de chameau. Puis, vers 150 mW, un deuxième creux apparaît. Plus

la puissance en entrée est importante, plus le spectre en sortie s’étend sur une

large plage de longueurs d’onde, tant et si bien qu’avec 250 mW injectés dans

la �bre, le spectre s’étend sur environ 50 nm.

L’amplitude de cet élargissement spectral dépend de la longueur de �bre

utilisée : une �bre plus longue étire davantage le spectre, mais au détriment de la

transmission. Pour les mesures présentées en �gure 4.18, nous avons utilisé un

morceau de �bre long d’environ 3 cm. Les spectres obtenus sont excessivement

larges pour l’usage que nous voulons en faire, il est donc prévu d’utiliser un

morceau de �bre plus court quand nous installerons la �bre dans le chemin de

l’oscillateur local.

Ces premiers essais sont concluants : la �bre va permettre d’élargir su�sam-

ment le spectre pour obtenir un recouvrement spectral optimal avec un grand

nombre de supermodes.
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4.4 Résultats de mesure
Tous les outils nécessaires au contrôle de la forme spectrale des supermodes

ont été implémentés au cours de ce travail de thèse. Le façonneur d’impulsions

à 400 nm a été construit et a des performances satisfaisantes. Les éléments de la

détection homodyne multipixel ont été rassemblés : un réseau en transmission

de haute e�cacité, une barrette de photodiodes à haute e�cacité quantique,

une barrette de microlentilles. Seule l’électronique d’ampli�cation des signaux

homodynes n’a pas donné les résultats espérés.

Il nous est donc impossible pour le moment de mesurer des états issus d’une

mise en forme spectrale de la pompe, car la détection multipixel est nécessaire

pour reconstruire la matrice de covariance complète Γ et en déduire l’état. Il

y a tout de même un cas particulier qui nous est accessible : le cas sans phase

spectrale de la pompe. En e�et, si la phase spectrale de la pompe est constante,

les sous-matrices Γpx et Γxp sont nulles. Le reste de la matrice de covariance est

mesurable avec une détection homodyne habituelle.

Nous avons donc préparé une telle forme spectrale : la pompe alternée, déjà

présentée dans le paragraphe 4.1.4 en page 83. Rappelons les résultats issus de

la théorie : les éléments anti-diagonaux des matrices de covariances ΓX et ΓP
sont proches de 0. Les simulations sont présentées dans la partie haute de la

�gure 4.19 et les résultats expérimentaux dans la partie basse.

Tout d’abord, nous constatons que cette anti-diagonale faible se retrouve

bien dans nos mesures
8
. De plus, l’aspect des matrices avec et sans phase alter-

née est di�érent, ce qui prouve que la mise en forme de la pompe a bien un e�et

sur les modes de l’état de sortie.

8. En revanche, la théorie prédit des signes opposés pour les éléments situés de part et

d’autre de l’anti-diagonale, tandis qu’ils sont de même signe sur les mesures expérimentales.

L’explication est la suivante : la reconstruction des matrices de covariances nécessite de faire

des hypothèses, puisque nous n’avons pas accès aux phases relatives entre les modes. La re-

construction présentée ici est fondée sur l’hypothèse que les états sont tous comprimés selon la

quadrature p. Or, les états sont alternativement comprimés sur p et sur q, comme nous l’avons

vu précédemment.
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Figure 4.19 – Matrices de covariance obtenues lorsque la pompe a une phase

alternée. En haut, les prédictions issues de la simulation de F. Arzani [Arzani,

2018a]. En bas, les résultats de nos mesures expérimentales.
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Dans ce chapitre 5, nous allons présenter les résultats de la soustraction de

photon sur des états non-classiques. La soustraction sur un état multimode a

été étudiée théoriquement dans notre groupe [Averchenko, 2014 ; Averchenko,

2016 ; Walschaers, 2017a ; Walschaers, 2017b], les résultats principaux seront

présentés dans la première partie du chapitre. Le soustracteur de photons a
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été monté et caractérisé, cela a donné lieu à un article [Ra, 2017] dont nous

reprenons les principaux résultats. En�n, ce soustracteur a été utilisé sur des

états multimodes, pour obtenir des fonctions de Wigner non-gaussiennes. Nous

avons, au cours des quelques derniers mois, obtenu un grand nombre de résul-

tats qui sont présentés ici pour la première fois
1
.

5.1 Généralités sur la soustraction de photon
Les termes « soustraction de photon » semblent parler d’eux-mêmes : on

saisit un des photons, et on le retire du faisceau. Ce processus conduit pour-

tant à des observations expérimentales surprenantes. Par exemple, en enlevant

un photon, il arrive que le nombre moyen de photons dans le faisceau soit

augmenté [Parigi, 2007]. Ou encore : soustraire puis ajouter un photon n’est

pas équivalent à ajouter puis soustraire un photon... Et aucune de ces deux sé-

quences ne donne le même état qu’avant manipulation !

La dé�nition rigoureuse de la soustraction de photon part du constat que

dans la base de Fock, â|n〉 =
√
n|n − 1〉 (1.9). La soustraction est liée à l’opé-

rateur â : soustraire un photon à un état |ψ〉, c’est lui appliquer l’opérateur â,

à une normalisation près. Cette normalisation est une division par le nombre

moyen de photons dans l’état initial |ψ〉. Plus précisément, pour un mode donné,

d’opérateur associé â, on dé�nit donc l’opérateur de soustraction dans ce mode :

Sâ[ρ̂] = âρ̂â† (5.1)

Cet opérateur ne préserve pas la trace, qui vaut :

P = Tr (Sâ[ρ̂]) = Tr
(
â†âρ̂

)
= 〈N̂〉 (5.2)

Cela vient du fait que cette opération ne s’obtient pas par une évolution unitaire

de type (1.30). Nous allons voir qu’en e�et, nous la réalisons de manière non-

déterministe, à l’aide d’un séparateur de faisceau et d’un détecteur de photons.

Puisque nous avons a�aire à des ressources multimodes, considérons main-

tenant la soustraction dans la combinaison de deux modes, par exemple dans le

mode d’opérateur (â1+â2)/
√

2. Son opérateur de soustraction estS(â1+â2)/
√

2 =
1
2
(Sâ1 +Sâ2 + â1ρ̂â

†
2 + â1ρ̂â

†
2), il contient des termes croisés âiρ̂â

†
j qui le di�éren-

cient de la simple somme (Sâ1 +Sâ2)/2. Cette di�érence est tout à fait semblable

à celle qui existe entre la superposition cohérente de deux états quantiques et

leur mélange statistique. Nous verrons que toute soustraction de photon se dé-

compose comme un mélange statistiques de soustractions pures, c’est-à-dire de

soustractions du type (5.1).

1. Un article est en préparation.
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Figure 5.1 – Soustraction de photon à l’aide d’une lame séparatrice.

5.1.1 Cas monomode : le modèle de la lame séparatrice
Pour soustraire un photon, le dispositif employé revient souvent à celui pré-

senté sur la �gure 5.1 : une lame faiblement ré�échissante envoie une partie du

faisceau incident vers un détecteur de photon. Lorsque celui-ci détecte un pho-

ton, alors on sait que l’état transmis a perdu un photon. On conditionne la suite

de l’expérience, en particulier les mesures de l’état soustrait, au succès de la

soustraction [Wenger, 2004b ; Wenger, 2004a]. On parle donc de soustraction

annoncée.

En termes plus mathématiques, on a a�aire à un système à deux modes qui

se mélangent : le mode qui va subir la soustraction, dont on notera â l’opérateur

d’annihilation, et le mode auxiliaire d’opérateur b̂. Initialement, le premier porte

la ressource |ψ〉 et le second est vide. Ces deux modes sont mélangés par une

lame séparatrice. On note le coe�cient de ré�exion θ et on suppose θ � 1.

Leur interaction sur la lame partiellement ré�échissante s’exprime sous forme

de transformation unitaire :

ÛBS = exp
[
iθ(b̂†â+ b̂â†)

]
≈ 1+ iθ(b̂†â+ b̂â†) (5.3)

Le mode auxiliaire est envoyé vers un détecteur de photons. La détection est

modélisée par un opérateur de détection Π̂B . Il s’agit d’un détecteur de photons

uniques qui ne réagit que lorsque l’état en entrée est |1〉 sur le mode auxiliaire :

Π̂B = |1〉〈1|B .

L’état du système à deux modes avant la lame séparatrice est ρ = |ψ〉〈ψ| ⊗
|0〉〈0|B . On note ρ̂A = |ψ〉〈ψ| la ressource dans le mode principal. Après le

séparateur, l’état du système est ÛBS ρ̂Û
†
BS . Si on se restreint aux moments où

le détecteur a été activé, l’état résultant est :
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ρ̂− ∝ TrB

(
Π̂Bρ̂

)
= TrB

(
|1〉〈1|BÛBS ρ̂Û †BS

)
= θ2âρ̂Aâ

† = θ2Sâ[ρ̂A] (5.4)

On retrouve l’opérateur de soustraction S comme présenté en (5.1). Comme

précédemment, il faut normaliser. Le facteur de normalisation est égal à θ2〈N̂〉,
qui est le nombre moyen de photons ré�échis par la lame. L’état conditionné

est donc un état photo-soustrait.

5.1.2 Cas multimode

Séparateur multimode

On s’intéresse maintenant à la généralisation multimode de la lame sépa-

ratrice, c’est-à-dire une opération de couplage entre les modes du faisceau en-

trant et les modes d’un faisceau auxiliaire. On appelle cela un séparateur multi-

mode. Il est toujours possible [Averchenko, 2016] de trouver une base de modes

wA
1 ,w

A
2 ... du faisceau signal (dont on écrit les opérateurs associés â1,â2,...)

et une base de modes du deuxième faisceau wB
1 ,w

B
2 ,... (opérateurs associés

b̂1,b̂2,...) tels que les modes sont couplés deux à deux. On les appellera modes

propres du séparateur. Chaque modewA
n est couplé au modewB

n (et seulement

au mode wB
n ) avec une force de couplage θn qui est l’analogue de la ré�exivité

du cas monomode. Dans cette base, l’équivalent multimode de l’équation (5.3)

est :

ÛBS = exp

[
i
∑
n

θn(b̂†nân + b̂nâ
†
n)

]
≈ 1̂+ i

∑
n

θn(b̂†nân + b̂nâ
†
n) (5.5)

Détecteur de photons

Dans ce qui précède, on suppose que tous les photons ré�échis vont vers

le détecteur et que celui-ci prend en compte tous les photons ré�échis par le

séparateur. Un modèle plus précis doit inclure le fait que l’e�cacité de détec-

tion n’est pas égale à 100 % et que cette e�cacité dépend éventuellement de la

longueur d’onde. On décrit cela par les modes propres du détecteur. En e�et, le

détecteur a des modes propres wD
1 ,w

D
2 ..., qui ont des e�cacités de détections

γm [TualleBrouri, 2009]. Un détecteur idéal a une e�cacité parfaite pour tous

les modes. On modélise
2

la détection par un mélange statistique d’opérateurs

2. On peut ra�ner le modèle en introduisant les opérateurs de Kraus ou en intégrant le fait

que le détecteur ne fait pas de di�érence entre un état à 1 photon et un état à plusieurs photons,
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de détection dans des modes wD
m, avec des e�cacités de détections γm avec

0 ≤ γm ≤ 1 :

Π̂ =
∑
m

γm|1m〉〈1m|D (5.6)

État conditionné par la réussite de la soustraction

Nous allons nous intéresser à l’état que l’on mesure après le soustracteur

dans le cas où le détecteur a annoncé le succès de la soustraction. On parle d’état

annoncé ou conditionné car il est conditionné par la détection d’un photon dans

le faisceau auxiliaire. On le calcule en faisant la trace sur les modes du faisceau

auxiliaire de l’état projeté sur le détecteur, après la séparatrice :

ρ̂− ∝ TrB

(
Π̂BÛBS

ρ̂Û †
BS

)
(5.7)

Cette équation est analogue à (5.4), à ceci près que la trace est faite non plus

sur un unique mode mais sur tous les modes du faisceau auxiliaire. Les modes

wD
m de détection et les modes propres wB

j du séparateur multimode sont deux

bases modales de ce même faisceau. Leurs recouvrements

(
wB
j ,w

D
m

)
vont donc

jouer un rôle. En remplaçant dans l’équation (5.7) les expressions issues de (5.5)

et (5.6), on trouve :

ρ̂− =
∑
i,j

χij âiρ̂â
†
j

/
P (5.8)

avec

χij =
∑
m

γm
(
wB
j ,w

D
m

)
θ∗jθi

(
wD
m,w

B
i

)
(5.9)

et

P =
∑
i,j

χij Tr(âiρ̂â
†
j) (5.10)

Avec la somme de fréquences

La somme de fréquences décrite en 2.3.4 agit comme un séparateur multi-

mode. Rappelons que son opérateur d’évolution unitaire est (au premier ordre) :

ÛSFG = 1̂+G
∑
n,m

LSFG(ωn, ωm)âs,nâ
†
c,m + h.c. (2.25)

c’est-à-dire en utilisant 1 − |0〉|0〉 au lieu de |1〉〈1|. Notre modèle simple su�t à éclairer la

situation, nous n’irons donc pas plus loin dans cette voie déjà développée ailleurs [Barnett,

1998 ; TualleBrouri, 2009].
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avec âs,n les opérateur d’annihilation dans le faisceau de signal et â†c,m les opéra-

teurs de création dans le mode complémentaire (converti à la fréquence double

2ω0). G est un facteur de proportionalité qui dépend des paramètres du cristal

et de la pompe.

Pour identi�er cette équation à l’équation (5.5), il faut diagonaliser LSFG.

Cela nous donne les modes propres de l’interaction de somme de fréquences.

Sa décomposition de Schmidt s’écrit :

LSFG(ωs, ωc) =
∑
k

√
σkwk(ωc)v

∗
k(ωs) (5.11)

On e�ectue alors les changements de base correspondant aux modes du si-

gnal wk et du complémentaire vk pour trouver les opérateurs création et anni-

hilation dans ces nouvelles bases modales :

ŝk =
∑
n

v∗k(ωn)âs,n et ĉ†k =
∑
n

wk(ωm)â†c,m (5.12)

De telle sorte que

ÛSFG = 1̂+G
∑
k

√
σk(ŝkĉ

†
k + ĉkŝ

†
k) (5.13)

D’un point de vue quantique, l’équation (5.13) correspond à une somme de

processus de création d’un photon dans le mode du complémentaire et d’anni-

hilation d’un photon dans le mode du signal, avec des e�cacités relatives σk.

On reconnaît le séparateur de l’équation (5.5), où les forces de couplage θn sont

proportionnelles aux coe�cients

√
σk issus de la diagonalisation de LSFG.

Sélectivité modale

L’équation (5.8) fait intervenir la matrice de soustraction χij . Si l’on connaît

les modes propres du séparateurs utilisés pour écrire l’équation (5.5) et si le

détecteur est idéal (γm = 1 dans tous les modes), alors la matrice est diago-

nale dans la base de ces modes de séparateurs. En pratique, on ne connaît pas

expérimentalement les modes de soustraction : il faut donc les extraire de la ma-

trice χij . Celle-ci a des propriétés analogues à celle d’une matrice densité. Tout

comme la matrice densité en (1.16), on peut la diagonaliser. Il existe une base

propre dont les opérateurs d’annihilation sont notés Â0, Â1, ... et avec lesquels

on peut écrire :

ρ̂− ∝
∑
i,j

χij âiρ̂â
†
j =

∑
n

pnÂnρ̂Â
†
n (5.14)
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On dé�nit un nombre de SchmidtK = 1/
∑

n p
2
n, que l’on interprète comme

le nombre e�ectif de modes de soustraction [Brecht, 2014]. Quand celui-ci est

grand, le processus de soustraction est impur et les états photo-soustraits sont

eux-mêmes impurs. Pour conserver la pureté des états qui subissent l’action de

notre soustracteur, il nous faut réduire autant que possible le nombre e�ectif de

modes de soustraction. Pour quanti�er cela, on ré-écrit :

S[ρ̂] = p0Â0ρ̂Â
†
0 +

∑
n≥1

Ânρ̂Â
†
n (5.15)

avec p0 > p1 > ..., et on appelle p0 la sélectivité modale. Plus p0 est proche

de 1 et plus K est proche de 1. Si l’on suppose que l’état en entrée ρ̂ est pur,

alors chaque élément Ânρ̂Â
†
n dans l’équation (5.14) est pur : la pureté de l’état

de sortie est donc celle du soustracteur. Autrement dit, appliqué à des états purs,

plus la sélectivité modale est bonne, plus notre soustracteur conserve la pureté

des états sur lesquels il opère.

La lame séparatrice a une très faible sélectivité modale. Une explication est

la suivante : elle ne mélange pas les fréquences, ce qui fait que les bases wA

et wB
dé�nies en (5.5) sont les modes monochromatiques. Les coe�cients θn

dépendent du traitement qu’a reçu la lame, mais dans notre cas de revêtements

large-bande, ils sont égaux sur toute la bande spectrale d’utilisation de la lame.

On a donc un très grand nombre de modes de soustraction e�ectif, tous avec le

même poids dans la décomposition, ce qui donne un nombre de Schmidt élevé.

Au contraire, la séparation des faisceaux par somme de fréquences peut être

réglée pour obtenir un coe�cient dominant σ0 � σk≥1 et donc une bonne sélec-

tivité modale. On peut modi�er la répartition des σk en ajustant la distribution

spectrale jointe LSFG pour la rendre séparable. Tout comme pour la conversion

paramétrique descendante, cela se fait en changeant les conditions d’accord de

phase dans le cristal.

La �gure 5.2 présente la distribution spectrale jointe calculée pour un fais-

ceau d’adressage de 11 nm de largeur à mi-hauteur, dans un cristal de BiBO de

2 mm de long. L’accord de phase est étroit et horizontal, ce qui tend à rendre

la distribution séparable : nous obtenons des nombres de Schmidt inférieurs à

1,1. Ainsi, notre soustracteur multimode à base de somme de fréquences permet

de choisir le mode de soustraction et est donc adapté à la manipulation de fais-

ceaux multimodes, tandis que le dispositif habituel à base de lame séparatrice a

une très faible sélectivité modale, qui nuit à la pureté de l’état.

5.1.3 E�et de la soustraction sur un état gaussien
La soustraction de photon sur un état gaussien (à l’exception des états co-

hérents) a deux e�ets intéressants : elle modi�e la statistique de l’état pour la
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Figure 5.2 – La distribution spectrale jointe LSFG. Tiré de [Jacquard, 2017].

rendre non gaussienne et elle modi�e l’intrication. Ces e�ets ont été étudiés

par M. Walschaers et sont présentés dans deux articles de notre groupe [Wal-

schaers, 2017b ; Walschaers, 2017a], dont nous allons maintenant présenter le

formalisme et les principaux résultats.

Formalisme

Dans une base de modesuj , on peut écrire n’importe quel mode v du champ

à l’aide de coe�cients réels : v =
∑

j(xj + ipj)uj . On le représente par un

vecteur réel f :

f = (x1, ..., xm, p1, ..., pm)T ∈ R2m
(5.16)

L’espace R2m
est l’espace des phases. Il a une structure symplectique qui se

traduit par la matrice J telle que J2 = −I , dont l’action est :

J · f = J · (x1, ..., xm, p1, ..., pm)T = (p1, ..., pm,− x1, ...,−xm)T (5.17)

Tout f normé (‖f‖ = 1) est un mode dans lequel on peut faire la quanti�-

cation canonique comme en (1.4), c’est-à-dire dé�nir les quadratures x̂f et p̂f et

leur commutateur. On introduit la notation Q pour les quadratures :

Q
[
f
]

= x̂f et Q
[
Jf
]

= p̂f (5.18a)[
Q[f

1
],Q[f

2
]
]

= −2i
(
f

1
,Jf

2

)
(5.18b)

et les opérateurs d’annihilation et création sont :

âf =
(
Q
[
f
]

+ iQ
[
Jf
])
/2 et â†f = (Q[f ]− iQ[Jf ])/2 (5.19)
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Un état gaussien est complètement dé�ni par sa matrice de covariance Γ
(dé�nie en (1.46)) et les valeurs moyennes de ses quadratures. La fonction de

Wigner d’un état gaussien à m modes centré en 0 de matrice de covariance Γ
s’écrit W0(β) = (2π)−m(det Γ)−1/2 exp

(
−βTΓ−1β/2

)
, où β est la variable de

position dans l’espace des phases R2m
qui regroupe les xi et pi utilisés précé-

demment.

Une soustraction de photon dans le mode g sur l’état ρ̂, supposée parfaite-

ment sélective en mode comme en (5.1), s’écrit :

ρ̂− = âgρ̂â
†
g

/
Tr
(
â†gâgρ̂

)
(5.20)

Si l’on soustrait un photon dans le mode g depuis un état gaussien de matrice

de covariance Γ, la fonction de Wigner de l’état résultant est :

W−(β) =
1

2

(
βTΓ−1A−g Γ−1β − Tr

[
Γ−1A−g

]
+ 2
)
W0(β) (5.21)

Où l’on a dé�ni une matrice auxiliaire
3

:

A−g = 2
(Γ− 1)(Pg + PJg)(Γ− 1)

Tr [(Γ− 1)(Pg + PJg)]
(5.22)

et Pg est le projecteur sur le mode g. L’équation (5.21) est l’outil qu’il nous faut

pour analyser l’intrication de l’état et son caractère non-gaussien.

Soustraction et négativité

On voit dans l’équation (5.21) que la fonction de Wigner de l’état photo-

soustrait prend des valeurs négatives si et seulement s’il existe β tel que

βTΓ−1A−g Γ−1β−Tr
[
Γ−1A−g

]
+2 < 0. On peut montrer que cela est équivalent

à la condition :

gTΓ−1g + (Jg)TΓ−1Jg > 2 (5.23)

Connaissant la matrice de covariance, ce critère permet de prédire dans

quels modes la soustraction va rendre la fonction de Wigner négative.

3. Si la sélectivité modale est imparfaite comme en 5.15 et que l’on est en présence d’un

mélange statistique de soustractions dans les modes g
1
, g

2
,..., alors cette matrice devient :

A−
mix

= 2(Γ− 1)

∑
n pn(Pgn + PJgn)

Tr [(Γ− 1)
∑
n pn(Pgn + PJgn)]

(Γ− 1)
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Soustraction et intrication

Analyser l’intrication à partir de la fonction de Wigner revient à déterminer

si elle est factorisable. Une fonction de Wigner est complètement séparable si

elle peut s’écrire

W (β) =

∫
dλp(λ)W

(1)
λ (

x1︷︸︸︷
β1 ,

p1︷ ︸︸ ︷
βm+1)...W

(m)
λ (βm,β2m) (5.24)

Un état est intriqué quand sa fonction de Wigner n’est pas complètement sépa-

rable. On dit qu’un état est passivement séparable si l’on peut trouver une base

modale dans laquelle il est complètement séparable. Lorsqu’un état n’est pas

passivement séparable, alors on parle d’intrication inhérente.

Pour analyser la nature de l’intrication dans un état de vide comprimé mul-

timode photo-soustrait, on part de l’équation (5.21). La fonction de Wigner de

l’état soustrait W−(β) est égale à celle de l’état gaussien de départ W0(β) mul-

tipliée par un polynôme en β. Par conséquent, pour les états purs, on ne peut

espérer factoriser W−(β) que dans la base où W0(β) est factorisée, car pour

les états purs il existe une unique base qui factorise l’état (nous l’avons appelée

base des supermodes). Il faut donc que ce polynôme en β soit factorisé aussi

dans cette base. On peut montrer
4

[Walschaers, 2017b] que ce n’est le cas que

sur une base qui comprend g comme élément. On en conclut que la fonction de

Wigner W−(β) est séparable si et seulement si la soustraction a lieu dans un

des modes qui factorisent W0(β).

Dans le cas contraire, si l’on soustrait dans un mode qui n’est pas un su-

permode, le vide comprimé photo-soustrait contient de l’intrication inhérente.

C’est une di�érence notable avec l’intrication présente dans les états cluster

de la partie 3.2, qui sont passivement séparables. Toutefois, cette conclusion ne

s’étend pas aux états impurs, pour lesquels nous n’avons pas de résultat équi-

valent.

4. La preuve repose sur l’argument suivant : dans la base des supermodes, la matrice Γ
est diagonale. Le premier terme du facteur polynômial dans (5.21) est βTΓ−1A−g Γ−1β, qui est

proportionnel à βT (1 − Γ−1)(Pg + PJg)(1 − Γ−1)β. La matrice (1 − Γ−1) est diagonale,

donc βT (1 − Γ−1)(Pg + PJg)(1 − Γ−1)β est factorisable dans cette base si et seulement si

βT (Pg + PJg)β est factorisable, ce qui n’arrive que lorsque g est un élément de la base.
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CHAPITRE 5. SOUSTRACTION DE PHOTON

5.2 Réalisation expérimentale

5.2.1 Construction
La soustraction de photon est réalisée à partir d’une somme de fréquences,

présentée en 2.3.4 ainsi que dans ce chapitre en page 115. Nous utilisons un cris-

tal de BiBO long de 2,5 mm. La génération de somme de fréquences est de type I,

les deux faisceaux entrants sont polarisés verticalement. Le diamètre de chaque

faisceau en entrée est de 1,6 mm, il se propagent parallèlement avant d’entrer

dans une lentille plano-convexe de longueur focale 200 mm. Il sont distants de

10 mm horizontalement et 7,5 mm verticalement
5
, symétriques par rapports à

l’axe optique de la lentille, comme présenté en �gure 5.3. Après cette lentille,

les deux faisceaux convergent en un même point du plan focal, sur lequel on

place le cristal. Cette con�guration est telle que les faisceaux arrivent avec un

angle horizontal de θh = 2,9
◦

et vertical θv = 2,1
◦
.

Faisceau d’adressage

signal doublé

Faisceau de signal

faisceau

annonceur

θ

BiBO

doublé
adressage

Figure 5.3 – La con�guration des faisceaux. Les deux faisceaux sont polarisés

verticalement. Cette illustration peut être une vue de dessous (auquel cas θ =
θh) ou de côté (θ = θv).

L’interaction des deux faisceaux dans le cristal crée un faisceau annonceur

de longueur d’onde moyenne 397,5 nm émis dans la direction médiane, c’est-à-

dire selon l’axe optique. Il y a aussi du doublage de fréquence dans chacun des

deux faisceaux : un faisceau d’adressage doublé dans la direction du faisceau

d’adressage, un faisceau de signal doublé dans celle du signal. L’orientation du

cristal, et plus précisément sa rotation autour d’un axe horizontal perpendicu-

laire à l’axe optique, permet d’ajuster les longueurs d’ondes centrales de ces

trois faisceaux créés. On centre le faisceau annonceur à λ0/2 = 397,5 nm. Sa lar-

geur à mi-hauteur est de 0,70 nm. Comme les deux autres faisceaux traversent

le cristal avec des angles di�érents, leurs longueurs d’ondes centrales sont dif-

férentes. Le faisceau d’adressage doublé est centré en 395,3 nm et a une largeur

5. Nous avons utilisé d’autres valeurs par le passé, notamment les 13 mm (horiz.) et 2,5 mm

(vert.) mentionnés par C. Jacquard et utilisés pour les mesures de tomographie de [Ra, 2017] re-

prises en 5.2.2. Je donne ici les conditions utilisées pour les mesures les plus récentes présentées

en 5.3.2 et 5.4.
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5.2. RÉALISATION EXPÉRIMENTALE

Figure 5.4 – La distribution spectrale jointe et sa version schématisée avec plu-

sieurs formes spectrales pour le faisceau d’adressage. Tiré de [Ra, 2017].

de 0,5 nm.Le faisceau de signal doublé, quant à lui, est centré en 398,6 nm avec

une largeur de 0,6 nm.

Ainsi construite, la distribution spectrale jointe est telle que la forme spec-

trale du faisceau d’adressage se répercute directement sur le faisceau de signal,

comme on peut le voir sur la �gure 5.4. Du fait de la direction des axes, cette

forme spectrale se reproduit avec une symétrie autour de la longueur d’onde

centrale. Cela n’a pas d’in�uence sur les fonctions paires (par rapport à la lon-

gueur d’onde centrale λ0) mais ajoute un facteur −1 aux fonctions impaires.

On place également un �ltre spectral sur le chemin du faisceau, ce qui a pour

e�et de réduire encore sa largeur spectrale à 0,35 nm, au prix de la perte de 50 %

de la puissance. Ensuite, comme présenté sur la �gure 5.5, ce faisceau annon-

ceur est injecté dans une �bre monomode dont le cœur a un diamètre de 2 µm.

L’e�cacité du couplage est de 50 %. Cette �bre envoie le signal vers un détec-

teur de photons Hamamatsu modèle C13001-01 d’e�cacité de détection 40 %.

Avec tous ces facteurs pris en compte, on espère avoir environ 100 détections

de photon par seconde.

La principale di�culté est le taux de fausses détections. Tout d’abord, le dé-

tecteur a un bruit d’obscurité : il se déclenche parfois en l’absence de tout photon

incident. Heureusement, ce bruit est très faible avec ce détecteur : environ 10

coups par seconde. De plus, nous avons installé un système qui discrimine les

signaux de détection en fonction de leur instant d’arrivée, pour éliminer les évé-

nements qui ne sont pas synchrones avec les photons à détecter. Cela permet

d’atténuer le bruit d’obscurité du détecteur en-dessous de 1 cp/s.

La principale source de fausses détections provient du faisceau d’adressage

doublé. Le faisceau d’adressage a typiquement une puissance de 1 mW, ce qui

génère un faisceau doublé de 1 µW, soit 2·10
12

photons par seconde. La surface

et l’intérieur du cristal présentent des défauts, qui envoient une petite fraction

de ces photons dans toutes les directions, y compris dans la direction de la �bre

monomode. Typiquement, cela va causer plusieurs milliers de coups parasites

par seconde dans notre détecteur, ce qui noie largement le signal.
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Faisceau d’adressage

ρ̂−

Vide comprimé multimode di�
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Figure 5.5 – Le schéma de la soustraction. Le vide comprimé qui va subir la

soustraction est de faible intensité, il ne génère pas de faisceau doublé. En re-

vanche, le faisceau d’adressage est intense et génère un intense faisceau doublé,

dont une partie se di�use dans toutes les directions à cause d’impuretés dans le

cristal (c.f. �gure 5.6). Le faisceau engendré par somme de fréquences traverse

un �ltre (non représenté) puis est injecté dans une �bre monomode et envoyé

vers un détecteur de photons uniques (SPD). Ce détecteur annonce le succès de

la détection, auquel est conditionné la mesure de l’état.

Ces photons indésirables ont la même polarisation, le même moment d’ar-

rivée et la même direction que les photons de signal, ce qui les rend très di�cile

à écarter. Comme nous l’avons vu ci-dessus, nous avons contourné ce problème

en augmentant l’angle θ : ainsi, le faisceau d’adressage doublé s’excentre et se

sépare spectralement du faisceau annonceur. Cela est e�cace, mais est limité

d’une part par l’ouverture des optiques utilisées (standard : un pouce) et par les

déformations de la distribution jointe d’amplitude que cela cause. L’autre fac-

teur clé est la recherche dans le cristal d’un « point propre » : un point où la

di�usion de photons indésirables est minimale.

En e�et, nous nous sommes rendus compte que les cristaux ne sont pas ho-

mogènes : certains points di�usent plus que d’autres. Cela est bien visible sur

la �gure 5.6, qui présente les photographies de deux cristaux éclairés latéra-

lement par une lampe. Les points les plus visibles génèrent plusieurs millions

de coups par seconde dans notre détecteur quand le faisceau d’adressage de

puissance 1 mW y passe. La monture du cristal étant équipée de vis micromé-

triques, il nous est possible de changer sa position pour rechercher un point

optimal. La recherche d’un point propre prend souvent plusieurs heures car

même en-dehors de quelques points très brillants, le nombre moyen de photons

indésirables est toujours de plusieurs centaines de coups par seconde. On peut

facilement trouver des points sous les 100 cps/s, en revanche les points sous les

10 cps/s sont très rares, voire impossibles à trouver si le cristal a été trop utilisé.

L’usure du cristal semble être le fait d’e�ets photoréfractifs dans le BiBO,

phénomène qui a été très peu étudié jusqu’à présent. Nous avons remarqué
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5.2. RÉALISATION EXPÉRIMENTALE

Figure 5.6 – Deux cristaux. Photographies des cristaux éclairés latéralement

par une lampe. Le cristal de gauche a été utilisé plusieurs mois et traversé par

des faisceaux intenses. Il s’agit de celui utilisé pour toutes les mesures de la

partie 5.2.2. Celui de droite est neuf au moment de la prise de vue. Il a par la

suite été utilisé pour les mesures des parties 5.3 et 5.4.

qu’un point propre, s’il était traversé par plus de 10 mW de puissance optique,

n’était généralement plus utilisable. Il est également abîmé si l’on fait passer à la

fois le faisceau d’adressage et le faisceau de signal avec des puissances de l’ordre

de 1 mW chacun, comme il est d’usage pour l’alignement. En�n, ces dommages

n’apparaissent qu’après des temps d’exposition de l’ordre de la seconde. Mais

même neufs, les cristaux ne sont pas entièrement propres, comme en atteste

le cristal de droite de la �gure 5.6. Tout ceci nous oblige à prendre de grandes

précautions : une fois un point propre repéré, en-dehors des temps de mesures

il est mis en sécurité en translatant le cristal de quelques millimètres. Autant

que possible, nous essayons de ne pas perdre la trace du point propre, car si

retrouver le point de la veille en faisant la translation inverse est aisé, rechercher

un nouveau point est fastidieux.

Finalement, nous avons toujours réussi à trouver un point propre pour le-

quel le nombre de photons indésirables par seconde était de l’ordre de 7 cps/s

pour 1 mW de puissance dans le faisceau d’adressage.

5.2.2 Tomographie du soustracteur
Pour caractériser le soustracteur que nous avons préparé, nous utilisons la

tomographie de processus quantique à base d’états cohérents [Lobino, 2008 ;

Fedorov, 2015a]. En sondant un processus quantique avec des états cohérents et

en mesurant les résultats (à la fois en terme d’états de sortie et de probabilités de

succès), on peut caractériser complètement un processus quantique. En général,

cette caractérisation est très complexe car il faut être en mesure de mesurer

l’état de sortie. Mais puisque l’opération de soustraction laisse un état cohérent

inchangé (â|α〉 = α|α〉 ∝ |α〉), nous pouvons nous dispenser de la mesure de
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l’état de sortie. La tomographie du soustracteur devient relativement simple : il

su�t de mesurer les probabilités de succès.

Dans une base de référence ~u, un état cohérent multimode est le produit

d’états cohérents dans chaque mode :

|α〉 = |u1 : α1〉 ⊗ |u2 : α2〉 ⊗ · · · (5.25)

et son nombre moyen de photons est α2
∞ =

∑
` |α`|2. Quand cet état subit la

soustraction S de l’équation (5.14), il reste égal à lui-même, à un facteur multi-

plicatif près, que l’on interprète comme la probabilité de succès de la soustrac-

tion. D’après l’équation (5.10), cette probabilité de succès vaut :

P (|α〉) =
d−1∑
i,j=0

χijαiα
∗
j (5.26)

Par conséquent, on peut retrouver les éléments de la matrice en mesurant ce

taux de succès P , qui est proportionnel au nombre de coups par seconde donnés

par le détecteur de photons. On retrouve les éléments diagonaux en sondant le

soustracteur avec un état cohérent |β〉 dans un seul mode :

χii = P (|ui : β〉)
/
|β|2 (5.27)

Les éléments extra-diagonaux se retrouvent en sondant le soustracteur avec un

état cohérent réparti sur deux modes, avec et sans phase entre ces modes :

χij =
P
(
|ui : β/

√
2〉 ⊗ |uj : β/

√
2〉
)

+ i · P
(
|ui : β/

√
2〉 ⊗ |uj : iβ/

√
2〉
)

|β|2
(5.28)

Il faut donc d2
mesures pour obtenir la matrice de soustraction complète.

Nous avons fait ces mesures pour caractériser notre soustracteur, pour plusieurs

formes di�érentes données au faisceau d’adressage. Ces mesures ont donné lieu

à un article [Ra, 2017], dont nous allons maintenant résumer les résultats.

Pour prendre les mesures, nous avons utilisé deux bases modales : celle des

bandes de fréquences et celle des fonctions d’Hermite-Gauss. Un faisceau co-

hérent de sonde a été injecté à la place du faisceau de signal issu du SPOPO.

Ce faisceau de sonde est mis en forme par un façonneur d’impulsions
6

et est

atténué par un �ltre à densité neutre de telle sorte qu’il contient en moyenne

1 photon par impulsion. Ces précautions sont prises pour caractériser le sous-

tracteur dans le régime dans lequel nous allons l’employer, c’est-à-dire pour des

6. En fait, il s’agit de l’oscillateur local, qui est détourné vers le soustracteur puisqu’aucune

détection homodyne n’est réalisée ici.
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Figure 5.7 – La base des bandes de fréquences. Le spectre a été divisé en 15

bandes de fréquences, qui sont les modes dans lesquels on envoie des états co-

hérents grâce au façonneur d’impulsions pour sonder le processus de soustrac-

tion. En mesurant le nombre de photons soustraits, on obtient la matrice de

soustraction χij dans cette base, grâce à (5.27) et (5.28).

états à faible nombre moyen de photons. En e�et, l’équation (5.14) n’est valable

que lorsqu’un seul photon est soustrait ; or, un état avec un plus grand nombre

de photons autoriserait la soustraction de plusieurs photons. Toutefois nous tra-

vaillons avec des états cohérents, qui sont laissés inchangés par la soustraction

d’un ou plusieurs photons. La théorie prédit que dans ce cas, le nombre moyen

de photons dans le faisceau n’a pas d’in�uence sur la mesure. Ainsi, pour accé-

lérer la prise de mesure, nous avons fait en sorte de pouvoir changer de �ltre

atténuateur pour obtenir 90 photons par impulsion. Le faisceau d’adressage,

quant à lui, a une puissance de 1 mW, soit 5× 107
photons par impulsion.

Tomographie dans la base des bandes de fréquences

Dans la base des bandes de fréquences (dont les intensités spectrales sont

présentées en �gure 5.7), on obtient les résultats présentés en �gure 5.8 : le

faisceau d’adressage prend la forme des fonctions d’Hermite-Gaussψ0,ψ1 etψ2.

La sélectivité modale du soustracteur est de 0,92, 0,92 et 0,90, respectivement.

On constate que la forme spectrale du mode de soustraction est proche de

celle du faisceau d’adressage. C’est bien ce à quoi nous nous attendions au vu

de la �gure 5.4 et cela montre que nous sommes capables de choisir le mode

spectral dans lequel la soustraction a lieu.
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Figure 5.8 – Tomographie de processus quantiques dans la base des bandes de

fréquences. La tomographie du soustracteur a été faite en divisant le spectre en

25 bandes de fréquences. En haut, le faisceau d’adressage est mis en forme dans

un spectre gaussien. La matrice de gauche est la partie réelle de χij , celle de

droite est sa partie imaginaire. Le mode propre dominant issu de la diagonalisa-

tion de χij est représenté à droite, il est associé à la valeur propre p0 = 0,92. Au

milieu, les mêmes résultats pour un faisceau d’adressage en forme de fonction

d’Hermite-Gauss d’indice 1. La sélectivité modale vaut p0 = 0,92. En bas, les

mêmes résultats pour un faisceau d’adressage en forme de fonction d’Hermite-

Gauss d’indice 2. La sélectivité modale vaut p0 = 0,90. Tiré de [Jacquard, 2017].
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Figure 5.9 – Tomographie de processus quantiques dans la base des fonctions

d’Hermite-Gauss. Ces diagrammes présentent la partie réelle de la matrice χij
pour di�érents processus quantiques. La forme du faisceau d’adressage est in-

diqué pour chaque matrice, ainsi que la sélectivité modale p0, la pureté s et la

�délité au soustracteur idéal F . Les numéros des lignes et colonnes sont l’ordre

des HG. Seule la partie réelle est présentée, la partie imaginaire étant très proche

de 0. Tiré de [Ra, 2017].

Tomographie dans la base des fonctions d’Hermite-Gauss

Nous avons réalisé une seconde fois la tomographie du soustracteur, mais

dans la base des fonctions d’Hermite-Gauss (HG) cette fois. L’objectif est de vé-

ri�er qu’en conditions d’utilisation (c’est-à-dire en soustrayant dans des modes

d’Hermite-Gauss, puisque c’est la forme que prennent nos supermodes), le sous-

tracteur a bien le comportement espéré. Ces résultats sont visibles en �gure 5.9.

Nous avons retenu une famille de largeur 4 nm (à mi-hauteur du mode gaus-

sien), de telle sorte que notre façonneur d’impulsions est capable de reproduire

les 7 premiers modes de la famille avec une excellente �délité (voir la �gure B.1

en annexe B).

La matrice présentée en 5.9 (a) est mesurée avec un faisceau d’adressage

gaussien, c’est donc le même processus de soustraction que celui mesuré dans

la partie supérieure de la �gure 5.8. Seule la partie réelle est représentée, la par-

tie imaginaire étant négligeable. Cette fois-ci, la sélectivité modale est de 0,98,

c’est-à-dire meilleure que lorsqu’elle est mesurée dans la base des bandes de fré-

quences. Dans ce sous-espace généré par les 6 premières fonctions d’Hermite-

Gauss, la matrice est plus pure que dans le sous-espace généré par les bandes

de fréquences. Comme les modes qui nous intéressent sont précisément de la
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famille des Hermite-Gauss, c’est une bonne nouvelle : la pureté du soustracteur

sera excellente.

En (b), on a l’analogue de la partie intermédiaire de la �gure 5.8, c’est-à-

dire une soustraction avec un faisceau d’adressage de la forme ψ1. La sélectivité

modale est une fois de plus très bonne, égale à 0,95.

Les coe�cients extra-diagonaux nous renseignent sur la cohérence du pro-

cessus : avec le faisceau d’adressage dans une superposition de deux modes de

la base de mesure, un processus très peu sélectif donne des coe�cients extra-

diagonaux nuls, tandis qu’un processus de sélectivité modale égale à 1 exhibe

des coe�cients extradiagonaux du même ordre de grandeur que les coe�cients

diagonaux.

Ces coe�cients extra-diagonaux sont bien visibles en (e) et (f) où l’on a pré-

paré le faisceau d’adressage comme superposition
7

des 5 puis 7 premiers modes

de la base : Asoustr

5 (ω) =
∑4

j=0 ψj(ω)/
√

5 et Asoustr

7 (ω) =
∑6

j=0 ψj(ω)/
√

7. Le

processus présente toujours une sélectivité modale élevée, de 0,94 et 0,96 res-

pectivement.

En�n, en (g), on montre la même mesure qu’en (f) avec un nombre de pho-

tons plus élevé. Les mesures (a) à (f) ont été prises avec un nombre moyen de

photons dans le faisceau de signal de l’ordre de 1. Pour (g), on envoyait en

moyenne 90 photons dans le soustracteur. On constate que le processus me-

suré ne dépend pas du nombre de photons utilisés pour le sonder, comme prévu

par les équations (5.27-5.28). Il est donc possible de faire la tomographie cohé-

rente de notre soustracteur de manière accélérée : en augmentant le nombre de

photons, on augmente le nombre de détections et donc de points de mesure, ce

qui permet de diminuer le temps d’acquisition.

De tous ces résultats, nous pouvons conclure que notre soustracteur est

proche du soustracteur idéal.

7. On a fait une superposition avec coe�cients égaux sur le faisceau d’adressage, on s’attend

donc à ce que le premier mode de soustraction ait pour opérateur â0 =
∑4
j=0(−1)j âψj

/
√

5,

en raison du facteur (-1) qui apparait pour les modes impairs.
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5.3 Dégaussi�cation par soustraction de photon

5.3.1 Remarques préparatoires
5.3.1.1 Acquisition de données et inférence de la phase

La détection homodyne permet de mesurer une quadrature x̂θ, où l’angle θ
dépend de la phase relative entre signal et oscillateur local. En pratique, nous

ne connaissons pas ces phases de manière certaine.

Pour retrouver la phase de mesure de la quadrature, nous nous servons de

l’état comprimé lui-même. Nous mesurons les quadratures en continu, même

quand aucune soustraction n’est annoncée. Nous déclenchons des mesures à

un rythme de 1 kHz, qui s’ajoutent aux mesures déclenchées par la détection

de photon. Ces mesures se font donc sur du vide comprimé, étant donné la

faible probabilité de soustraction de photon (0,1 %). Chaque mesure consiste en

1000 échantillons, étalés sur 2 µs, que nous appelons « segment ». Pour chaque

segment, on évalue la variance.

Pendant l’acquisition, on balaie la tension appliquée à la cale piézoélectrique

placée dans le chemin de l’oscillateur local selon un motif périodique triangu-

laire, de période 0,1 s. La phase de l’oscillateur local est balayée sur une am-

plitude de 3,5π. La relation entre la tension appliquée et la phase donnée au

faisceau est connue et étalonnée. En la comparant aux variations de la variance

des quadratures, on peut estimer la phase avec une précision inférieure à 15
◦
.

L’appareil d’acquisition est un oscilloscope Teledyne LeCroy. Tous les 15000

segments, c’est-à-dire toutes les 15 secondes, les données acquises sont trans-

férées à l’ordinateur. Cela cause une interruption du suivi de la phase car le

transfert des données nécessite une quinzaine de secondes. Quand l’acquisition

reprend, la phase est de nouveau estimée mais elle est dé�nie à π près. Nous

sommes donc dans l’obligation de poser l’hypothèse que l’état mesuré est sy-

métrique, à cause de cette indétermination de la phase absolue.

Pendant une tournée de 15000 segments, le nombre de quadratures acquises

sur un déclenchement par détection de photons est de l’ordre de quelques cen-

taines.Il faut donc quelques minutes pour acquérir un millier de points.

5.3.1.2 Inférence du mode temporel

Notre oscilloscope acquiert des valeurs de tension à une cadence de 500 MHz.

Nous avons donc des mesures de quadratures au �l du temps : x(t). La question

est de savoir quelles mesures retenir pour que les valeurs correspondent à une

détection conditionnée à la soustraction de photon. Il ne faut pas se contenter de

garder uniquement les mesures synchrones avec l’annonce, car le mode du pho-

ton est donné par la cavité et non par le détecteur qui est beaucoup plus rapide

130



CHAPITRE 5. SOUSTRACTION DE PHOTON

Figure 5.10 – À gauche, la fonction d’auto-corrélation temporelle 〈x(t)x(t′)〉
présentée sous forme de matrice. À droite, la fonction propre associée à la plus

grande valeur propre. L’échelle des abscisses représente les temps d’échantillo-

nage de l’oscilloscope, c’est-à-dire des multiples de 2 ns.

[Morin, 2013]. Pour en extraire la mesure de la quadrature, il faut faire une pon-

dération de ce signal homodyne par un mode temporel f : xf =
∫
f(t)x(t) dt.

On sait que dans le cas d’un état issu d’une cavité, la forme temporelle doit en

première approximation avoir une forme d’exponentielle décroissante exp(−|t|)
[Morin, 2014 ; Nielsen, 2007].

Pour retrouver expérimentalement le mode temporel optimal, nous procé-

dons de la manière suivante : nous construisons la fonction d’auto-corrélation

temporelle 〈x(t)x(t′)〉 du signal homodyne x(t), puis nous en extrayons le mode

propre dominant. Nous l’approximons par un mode qui est ensuite utilisé comme

mode temporel. La �gure 5.10 montre une telle matrice (à gauche), ainsi que le

premier mode propre (à droite, en bleu). L’approximation de ce mode qui servira

pour extraire les quadratures est en rouge.

Le mode temporel ressemble à la forme d’exponentielle décroissante−exp(−|t|),
à une di�érence près : elle prend des valeurs positives et négatives. La raison

en est la suivante : le signal issu de la détection homodyne passe par un �ltre

passe-haut avant d’atteindre l’oscilloscope, il doit doit donc être de moyenne

temporelle nulle. En revanche, nous n’avons pas trouvé d’explication à l’asy-

métrie de la fonction.

5.3.1.3 Kurtosis

Nous nous servons de la kurtosis comme indicateur du caractère non-gaussien.

On dé�nit la kurtosis K par :

K =
1
N

∑N
i=1 x

4
i

(
∑N

i=1 x
2
i )

2 (5.29)
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où les xi sont les résultats de mesure des quadratures, sans distinction de phase.

C’est donc l’aspect non-gaussien de la distribution moyennée en phase que l’on

inspecte. Une valeur de K = 3 correspond au cas gaussien. Une valeur di�é-

rente de 3 atteste de la nature non-gaussienne de la distribution.

5.3.1.4 Tomographie d’état

Les mesures expérimentales se présentent sous la forme de résultats de me-

sure de quadratures xθi dont on connait l’angle de quadrature θi. Les quadra-

tures étant les projections marginales de la fonction de Wigner, on peut consi-

dérer que toutes ces mesures sont autant de « vues de côté ». À partir de ces

échantillons, on veut reconstruire la fonction de Wigner. Nous utilisons la tech-

nique de l’estimateur du maximum de vraisemblance [Lvovsky, 2004].

Il s’agit d’un algorithme itératif, qui travaille sur la matrice densité ρ̂. En

utilisant une matrice densité de taille �nie plutôt que la fonction de Wigner,

le problème est un peu simpli�é, mais cela oblige à poser un hypothèse sur

le nombre maximal de photons à considérer. L’algorithme s’initialise avec la

matrice identité ρ(0) = 1̂. À chaque étape, on dispose de la matrice densité

reconstruite à l’étape précédente, ρ(k)
et on la transforme en une matrice un

peu plus adaptée, au sens de la vraisemblance. Cette transformation s’écrit ex-

plicitement ρ̃(k+1) = R(k)ρ(k)R(k)
. Il faut encore normaliser pour obtenir une

matrice densité ρ(k+1) = ρ̃(k+1)/Tr(ρ̃(k+1)). L’opérateur d’itération est R(k) =∑N
i

|θi,xθi 〉〈θi,xθi |
<θi,xθi |ρ

(k)|θi,xθi 〉
. Cette technique assure que la vraisemblance que ρ soit à

l’origine de l’ensemble de mesures {xθi , θi} augmente à chaque itération.

Il existe d’autres techniques de reconstruction de l’état, dont la transfor-

mée de Radon inverse [Leonhardt, 1997 ; Sarkissian, 2015]. Ces techniques per-

mettent une reconstruction directe, qui ne nécessite donc aucune hypothèse sur

le nombre de photons présents dans l’état mesuré. Cependant, la technique que

nous utilisons est plus robuste aux bruits expérimentaux [Lvovsky, 2004].

5.3.2 Soustraction dans un supermode

Les supermodes sont la base sur laquelle l’état de sortie du SPOPO est sépa-

rable. En bonne approximation, il s’agit de la famille des fonctions d’Hermite-

Gauss, de largeur 6,5 nm (FWHM du mode gaussien) et centrée en λ0 = 795 nm.

États comprimés photo-soustraits avec pertes

Nous avons déjà présenté en 1.2.6 l’e�et de la soustraction de photon sur un

état de vide comprimé. La fonction de Wigner attendue est :
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Figure 5.11 – État comprimé photo-soustrait. À gauche dans le cas idéal de

l’équation (1.29). À droite, avec des pertes.

Wâ|ξ〉(x,p) = W|ξ〉(x,p)

(
x2

e−2ξ
+

p2

e+2ξ
− 1

)
(1.29)

Cette équation est valable pour un état pur et une détection parfaite. Dans

un cas plus réaliste, il faut intégrer les pertes optiques et les imperfections (mau-

vais recouvrement des modes, bruit électronique). Comme nous l’avons vu en

4.3, cela correspond à un mélange avec du vide. Dans le cas pur, la fonction de

Wigner est négative autour de l’origine. Avec des pertes ou des imperfections,

la valeur en (0,0) devient moins négative voire positive, comme illustré en �gure

5.11.

Dans notre expérience, les imperfections sont de plusieurs sortes. Tout d’a-

bord, l’état avant soustraction n’est pas parfaitement pur, sa pureté est de l’ordre

de 0,8. Comme nous l’avons vu page 42, plus la pompe est intense, plus l’état est

impur. Nous avons donc utilisé une puissance de pompe assez faible : environ 40

mW (le seuil étant supérieur à 200 mW). Ensuite, il y a des imperfections dues

au soustracteur. Ce sont en particulier les fausses détections, quand le détecteur

est déclenché par un photon parasite : l’état est faussement annoncé et la dé-

tection homodyne mesure un état de vide comprimé au lieu de mesurer un état

soustrait. En�n, certaines imperfections sont dues à la détection. L’adaptation

de mode entre le signal et l’oscillateur local n’est pas parfaite : on la mesure avec

le contraste homodyne, c’est-à-dire le constraste obtenu en faisant interférer des

faisceaux cohérents de même intensité dans les chemins optiques du signal et

de l’oscillateur local sur la lame séparatrice. Nous sommes capables d’obtenir un

contraste homodyne égal à 95,5 % dans le meilleur des cas mais cela nécessite

des réalignements réguliers. Pour cela, il faut optimiser le recouvrement spatial,

en prenant garde à ce que les faisceaux soient bien superposés. Il faut aussi op-

timiser le recouvrement temporel, ce que nous faisons grâce à une plate-forme
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de translation robotisée, capable de changer la longueur du chemin de l’oscil-

lateur local de manière très précise. La phase spectrale quadratique est aussi

adaptée, en utilisant le façonneur d’impulsions pour donner à l’oscillateur local

une phase quadratique qui corresponde à celle du signal. Puisque ce constraste

n’est pas égal à 100 %, cela va dégrader la qualité de l’état obtenu, de la même

manière que des pertes optiques (voir page 100). En�n, la détection homodyne

elle-même a un certain niveau de bruit électronique, que nous avons réduit au

minimum (voir page 101).

Soustraction dans HG0

Nous commençons par soustraire dans le premier supermode, celui qui est

le plus comprimé. Sa forme spectrale est une gaussienne centrée en 795 nm, de

largeur 6,5 nm. La mesure a été faite avec 50 mW de pompe et−2,3 dB de squee-

zing
8
.Commme nous l’avons mentionné plus haut, c’est un niveau de compres-

sion inférieur à ceux que nous avons utilisés par le passé (−4,7 dB dans [Cai,

2017]), qui permet d’avoir une pureté assez élevée : 0,91 pour ce mode HG0. Le

faisceau d’adressage a une puissance d’environ 1 mW, le taux de fausses détec-

tions est 7 cps/s et le taux de photons annonceurs est 100 cps/s. L’oscilloscope

acquiert 15000 segments en 23 s, parmi lesquels 800 sont liés à une annonce du

détecteur du photon. En ajoutant la quinzaine de secondes nécessaire au trans-

fert des données de l’oscilloscope vers l’ordinateur et la répétition des phases

d’acquisition-transfert, il faut un quart d’heure pour acquérir assez de points

pour reconstruire la fonction de Wigner.

La �gure 5.12 présente les résultats de mesure. En haut, nous présentons les

résultats de mesure des quadratures, ordonnés par la phase de mesure. Cette

phase de mesure étant dé�nie à π près, nous les avons aléatoirement assignés

dans [0,π] ou dans [π, 2π]. En bas est représentée la fonction de Wigner recons-

truite selon la méthode exposée en 5.3.1.4.

À gauche, les mesures sont prises en coupant le faisceau d’adressage. Ce sont

les mesures directes de l’état sans soustraction. À droite, le faisceau d’adressage

est présent et prend la forme d’une gaussienne HG0. Ce sont les mesures condi-

tionnées de l’état après soustraction. La fonction de Wigner à l’origine prend

la valeur W (0,0) = −0,108/2π. Nous avons donc produit un état quantique à

fonction de Wigner négative. Pour un état d’entrée pur, une soustraction idéale

et une détection sans pertes, la fonction de Wigner prendrait la valeur de−1/2π.

Nous pouvons corriger les pertes dues à la détection homodyne (que nous éva-

luons à 12,5 %) en les intégrant dans l’algorithme de reconstruction, on trouve

alors W (0,0) = −0,24/2π.

8. Valeur non corrigée des pertes. Par ailleurs, l’anti-squeezing est de 3,19 dB.
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Figure 5.12 – Les résultats de mesure de quadratures sur HG0. À gauche, sans

soustraction, À droite, après soustraction dans HG0.

Soustraction dans HG1

Pour le mode HG1, les résultats sont présentés en �gure 5.13. À gauche,

l’état sans soustraction : le squeezing est de −1,7 dB (antisqueezing 2,6 dB) et

la pureté de l’état vaut 0,90. La partie droite présente la détection conditionnée

lorsque l’on a donné au faisceau d’adressage la forme spectrale du mode HG1.

Cette fois, la valeur de la fonction de Wigner en (0,0) n’est pas négative, elle

vaut 0,01/2π. Toutefois, en corrigeant les pertes sur la détection homodyne, elle

devient négative : elle vaut alors −0,11/2π.

Soustraction dans l’un ou l’autre des 3 premiers modes

Après soustraction dans HG0, on a bien un état non-gaussien (voir �gure

5.12), mais il faut véri�er que la soustraction dans un mode n’a�ecte en e�et

que ce mode-là. Pour ce faire, nous réalisons les mesures de tous les modes,

conditionnées aux soustractions dans chacun des modes. Les résultats sont pré-

sentés sous forme de tableau en �gure 5.14.

Chaque ligne correspond à un mode di�érent, c’est-à-dire que tous les ré-

sultats d’une même ligne sont obtenus avec la même forme spectrale de l’os-

cillateur local. Chaque colonne correspond à une soustraction dans un mode

di�érent, c’est-à-dire que tous les états d’une même colonne ont subi une sous-

traction dans le même mode, imposé par la même forme spectrale du faisceau

d’adressage. Il s’agit toujours de détections conditionnées, sauf la première co-

lonne qui est mesurée sans faisceau d’adressage.

Dans chaque case sont présentés trois résultats : la distribution des résultats
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Figure 5.13 – Les résultats de mesure de quadratures sur HG0. À gauche, sans

soustraction, À droite, après soustraction dans HG0.

Figure 5.14 – Résultats de toutes les soustractions. Chaque colonne est un mode

de soustraction di�érent, chaque ligne un mode de mesure di�érent. Chaque

case contient la distribution des résultats de mesure de quadratures selon leur

phase, la fonction de Wigner reconstruite et la valeur à l’origine normalisée de

cette fonction de Wigner reconstruite : W0 = 2πW (0,0).
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de mesure des quadratures répartis selon leur phase en abscisse (phase entre 0

et π), la fonction de Wigner reconstruite à partir de ces quadratures et corrigée

des pertes et en�n la valeur en 0 de cette fonction de Wigner reconstruite :

W0 = 2πW (0,0).

En observant les fonctions de Wigner, il est clair que le mode le plus af-

fecté par la soustraction est celui qui correspond au faisceau d’adressage. Par

exemple, pour la première colonne où le faisceau d’adressage est dans le mode

HG0, le mode HG0 est clairement non-gaussien tandis que les autres modes res-

tent gaussiens. Notre soustracteur a bien l’e�et attendu sur les supermodes, ce

qui con�rme la bonne sélectivité modale du dispositif.

Même si la soustraction marche bien, elle n’est pas parfaite. L’adressage des

modes n’est pas parfait : par exemple, les di�érences que nous constatons pour

une mesure dans le mode HG1 (deuxième ligne) entre la mesure sans sous-

traction (première colonne) et la mesure avec soustraction dans le mode HG0

(deuxième colonne) sont dues à la soustraction. Le recouvrement des modes

n’est pas parfait et la soustraction que nous avons programmée dans HG0 a en

fait altéré HG1. Une autre limitation provient des détections parasites, qui ont

pour e�et de polluer l’état photo-soustrait avec l’état gaussien d’entrée. Cela

a�ecte davantage les états non-gaussiens, en atténuant voire e�açant leur né-

gativité. Pour les états dans lesquels on ne soustrait pas, les détections parasite

adoucissent les di�érences entre le cas avec soustraction et sans soustraction.

Pour notre exemple du mode HG1, les détections parasites qui tendent à faire

ressembler l’état de la deuxième colonne à celui de la première colonne.

En conclusion, nous constatons que la soustraction implémentée dans un

mode HGn a�ecte principalement ce même mode HGn en rendant son état

non-gaussien, tandis qu’elle laisse inchangés les autres modes, en bonne ap-

proximation.

5.3.3 Soustraction dans une superposition de supermodes

En plus de soustraire dans les supermodes de manière sélective, nous pou-

vons soustraire dans une superposition de supermodes.

Soustraction dans HG0-iGH1 et HG0+iGH1+HG2

Les supermodes sont comprimés alternativement sur les quadratures x et

p. Si HG0 est comprimé en p, alors HG1 est comprimé en x. Par conséquent,

iHG1 est comprimé en p comme HG0 et la superposition de HG0 et iHG1 est

un mode qui contient également du vide comprimé en p. Nous e�ectuons dans

ce mode une soustraction, dont les résultats sont présentés dans la partie haute

de la �gure 5.15.
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Figure 5.15 – Soustractions dans des combinaisons de mode contenant du vide

comprimé. Chaque colonne est un mode de soustraction di�érent, chaque ligne

un mode de mesure di�érent. La première colonne montre les mesures sans

soustraction.

Pour ce mode HG0-iGH1, la mesure sans conditionnement et sans faisceau

d’adressage (à gauche) nous apprend qu’il contient un vide comprimé de squee-

zing−1,65 dB, de pureté 0,91. Après soustraction (à droite sur la �gure), la fonc-

tion de Wigner n’est plus gaussienne, sa valeur en (0,0) est négative et vaut

W0=−0.06 avant correction des pertes, ce qui donne−0,18 après correction des

pertes.

Nous avons fait la même mesure dans la superposition de trois supermo-

des, avec HG0+iHG1+HG2, qui contient un vide comprimé à −1,51 dB et dont

la fonction de Wigner après soustraction est également non-gaussienne. En re-

vanche, pour ce mode, W0 n’est pas négatif : 0,09 avant correction, 0,003 après

correction.

Ces mesures démontrent qu’en plus d’une bonne sélectivité modale, notre

soustracteur possède bien la capacité d’agir dans une combinaison de modes.

Soustraction dans HG0 ± HG1

Les modes HG0 et HG1 contiennent des états comprimés selon des quadra-

tures opposées. Leurs superpositions EPR0 = HG0+HG1 et EPR1 = HG0-HG1

sont donc des états intriqués de type EPR [Duan, 2000], analogues à ceux dé-

crits en 3.1.1 (mais avec un niveau de compression �ni). En l’absence de sous-

traction, les modes EPR0 et EPR1 sont chacun dans un état thermique, visibles

dans la première colonne de la �gure 5.16 : centrés en 0, symétriques, de va-

riances mesurées égales à 1,3 (les �uctuations du vide sont normalisées à 1).

La deuxième colonne de la �gure 5.16 rassemble les mesures pour une sous-

traction e�ectuée dans le mode EPR0. Contrairement à ce que nous observions

pour les supermodes, ce n’est pas l’état EPR0 qui devient non-gaussien : c’est
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Figure 5.16 – Soustractions dans HG0± HG1. Chaque colonne est un mode de

soustraction di�érent, chaque ligne un mode de mesure di�érent. La première

colonne montre les mesures sans soustraction.

EPR1. Sa fonction de Wigner prend une valeur négative en 0 : W0 = −0.08 sans

correction, W0 = −0.14 avec correction. La même observation tient pour une

soustraction dans EPR1 : c’est EPR0 qui devient non-gaussien, tandis que EPR1

reste un état gaussien thermique. Ces mesures apportent la preuve expérimen-

tale que la soustraction dans un mode peut a�ecter l’aspect gaussien de l’état

dans d’autres modes.

Notons que la soustraction dans un des membres d’une paire EPR (≈ |00〉+
ε|11〉 pour nos faibles niveaux de squeezing) crée dans l’autre un état de photon

unique, c’est-à-dire l’état de Fock |1〉. Cela est con�rmé par nos mesures, dans

lesquelles on peut constater que la distribution des quadratures ne dépend pas

de la phase et présente un creux autour de 0. On l’explique par l’analogie avec

la technique de préparation de photons uniques à partir de la détection d’un

photon dans une paire de photons intriqués.

Un avantage de cette technique est de pouvoir mettre en forme spectrale-

ment des photons uniques [Averchenko, 2017]. En e�et, si l’on soustrait un pho-

ton dans EPR0, on prépare un photon unique dans le mode EPR1, tandis qu’une

soustraction dans EPR1 prépare un photon unique dans EPR0. On peut trouver

d’autres paires EPR, par exemple HG0±iHG2, ou encore HG0+iHG1±iHG2,

qui sont autant de modes dans lesquels nous sommes capables de préparer un

état de photon unique grâce à notre soustracteur ajustable en mode.

Le fait que la soustraction dans un mode a�ecte l’état dans les modes qui

sont intriqués avec ce mode vaut également pour les états clusters, qui font

l’objet de la section suivante.
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5.4 Soustraction dans un cluster

5.4.1 Création des canevas quantique

Nous avons à notre disposition des états de vides comprimés dont la com-

pression sur les premiers modes est la suivante :

mode HG0 HG1 HG2 HG3

squeezing -2,34 dB -1,73 dB -1,15 dB -0,8 dB

anti-squeezing 3,19 dB 2,6 dB 1,99 dB 1,3 dB

Cela n’est pas le plus fort degré de compression que l’on peut obtenir, mais

nous avons volontairement réduit la puissance de pompe (et donc la compres-

sion) a�n d’obtenir une pureté su�samment bonne, de l’ordre de 80 %.

Nous avons préparé deux types de canevas quantique dans lesquels nous

allons soustraire des photons. Il s’agit du graphe linéaire à quatre nœuds et du

graphe circulaire à quatre nœuds, présentés en �gure 3.4. On obtient ces états

à partir du vide comprimé multimode grâce à un changement de base, selon le

protocole détaillé au paragraphe 3.2.2.

On utilise une matrice de changement de base U sq
c , dé�nie par l’équation

(3.29). Pour les modes spectraux, le changement de base est fait par la matrice

conjuguée (U sq
c )∗. Pour le cluster linéaire à 4 modes, cette matrice vaut :

(U sc
lin)∗ =


−0,344i −0,421 0,531i 0,650

0,344 0,765i −0,531 −0,119i
−0,765i −0,344 −0,119i −0,531

0,421 +0,344i 0,650 +0,531i

 (5.30)

Il nous faut toutefois nous souvenir qu’avec nos conventions, les supermo-

des ne sont pas comprimés sur la quadrature p comme nous l’avons supposé en

(3.35). Au contraire, nous avons vu en (4.16) qu’ils sont alternativement compri-

més sur p et sur x. Nous remédions à cela en ajoutant une phase de π/2 à tous

les modes d’ordre impair
9
. La base ~usq des supermodes prend pour amplitudes

spectrales les fonctions d’Hermite-Gauss ψn(ω), présentées en annexe A.

L’amplitude spectrale du premier nœud s’écrit donc :

Anœud1(ω) = −0.344i ·ψ0(ω)− 0.421i ·ψ1(ω) + 0.531i ·ψ2(ω) + 0.650i ·ψ3(ω)
(5.31)

9. Voir aussi la note 3 en page 4.1.2.
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Cette amplitude spectrale sera employée pour l’oscillateur local pour la me-

sure des quadratures dans ce mode.
10

Connaissant les modes des nœuds de ce cluster, il faut mesurer la variance

des annulateurs δ̂i pour véri�er qu’il s’agit bien d’un canevas quantique. Les an-

nulateurs sont dé�nis en (3.37). Pour les mesurer avec la détection homodyne,

il faut trouver des modes dont ils sont les quadratures. Pour cela, on les norma-

lise en les divisant par ∆δ0
i dé�ni en (3.40). En combinant les équations (3.37) et

(3.40), on obtient l’expression des annulateurs à partir de la matrice des degrés

D, de la matrice d’adjacence V et de la matrice optimisée O :

~̂
δ = W~̂psq avec W = (I +D)−1/2(I + V 2)1/2O (5.32)

Il faut remarquer que W n’est pas un changement de base correct, car ce

n’est pas une matrice orthogonale. Chaque annulateur est obtenu comme com-

binaison unitaire des quadratures : δ̂k =
∑

jWkj p̂
sq
j avec

∑
j |Wkj|2 = 1 11

. Cela

nous incite à dé�nir une nouvelle famille de modes :

~w = W · ~usq (5.33)

Cette famille ne forme pas une base de modes car ses éléments ne sont pas

orthogonaux. En revanche, chaque membrewi de la famille est un mode correc-

tement dé�ni, dont la quadrature p est égale à l’annulateur normalisé δ̂i/∆δ
0
i .

Dans le cas de notre graphe linéaire à quatre modes, la matrice W est :

W =


0 −0.839 0 0.544

0.839 0 −0.544 0
0 −0.839 0 −0.544

0.839 0 0.544 0

 (5.34)

Cela signi�e que l’amplitude spectrale à donner à l’oscillateur local pour

mesurer l’annulateur 1 est :

Aann1(ω) = −0,839 · ψ1(ω) + 0,544 · ψ3(ω) (5.35)

La variance des annulateurs normalisés doit être petite, c’est-à-dire infé-

rieure à 1, pour qu’on soit en présence d’un canevas quantique. En pratique,

10. En revanche, si l’on veut soustraire un photon dans ce mode, il faut faire attention au

facteur de symétrie évoqué en page 122 : les modes impairs ont un facteur (−1). L’amplitude

spectrale du faisceau d’adressage qui va susciter une soustraction dans le mode du nœud 1 est

donc :

Asoustr

nœud1
(ω) = −0.344i · ψ0(ω) + 0.421i · ψ1(ω) + 0.531i · ψ2(ω)− 0.650i · ψ3(ω)

11. La matrice n’est pas unitaire car

∑
k |Wkj |2 6= 1.
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l’état quantique des annulateurs ressemble à des vides comprimés, dont on me-

sure la variance minimale qu’on compare à celle du vide. Dans notre cas, avec

les facteurs de squeezing en entrée présentés plus haut, on s’attend à une com-

pression des annulateurs de -1,43 dB (pour les annulateurs 1 et 3) et 1,95 dB

(annulateurs 2 et 4).

Pour le canevas quantique en carré à quatre modes, les changements de base

sont :

(
U sc′
cycl

)∗
=


−0.316 −0.632i 0.707 0
0.632i 0.316 0 −0.707
−0.316 −0.632i −0.707 0
0.632i 0.316 0 0.707

 (5.36)

et W ′ =


−0,913 0 0,408 0

0 0,913 0 −0,408
−0,913 0 −0,408 0

0 0,913 0 0,408


Pour ce graphe, les annulateurs sont comprimés de -2,11 dB (annulateurs 1 et

3) et -1,55 dB (annulateurs 2 et 4).

5.4.2 Soustraction dans les nœuds d’un canevas quantique

Un canevas quantique est un état gaussien, puisqu’il est obtenu à partir d’un

état de vide comprimé multimode, qui est un état gaussien, par le moyen d’un

changement de base, qui n’altère pas la nature gaussienne. Comme nous vou-

lons obtenir des états non-gaussiens, nous e�ectuons une soustraction sur un

des nœuds du canevas quantique.

Graphe linéaire

Les résultats de la soustraction de photon sur le graphe linéaire à 4 nœuds

sont présentés en �gure 5.17.

Comme les nœuds du graphes ont peu de dépendance en phase avant la

soustraction, il nous est impossible de retrouver la phase au moment de la sous-

traction. Nous présentons donc les histogrammes des mesures de quadratures

toutes phases confondues : nous avons un ensemble de points de phases indéter-

minées pour lesquelles nous avons pris soin de balayer la phase de l’oscillateur

local a�n que toutes les phases aient été mesurées avec égale probabilité. Un

état non-gaussien donne lieu à une distribution de probabilité non-gaussienne

et nous pouvons quanti�er cela à l’aide de la kurtosis. Pour un état gaussien, la

kurtosis vaut 3.
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Figure 5.17 – Les résultats de la soustraction dans le canevas linéaire
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Pour chaque soustraction, nous présentons l’histogramme mesuré (en rouge)

et sa kurtosis, ainsi que la distribution de probabilité de répartition des quadra-

tures simulée en considérant une soustraction parfaitement sélective en mode

(p0 = 1).

Lorsque l’on soustrait dans le nœud 3 (�g. 5.17(a)), c’est le nœud 4 qui est

le moins gaussien, avec une kurtosis de 2,66. Cela est corroboré par la théorie,

qui prédit qu’en e�et c’est ce nœud qui doit être le moins gaussien, avec une

kurtosis de 2,63. Le nœud soustrait et son voisin le nœud 2 sont légèrement

non-gaussiens, avec des kurtosis similaires : 2,95 et 2,93. La théorie prédit une

kurtosis inférieure, mais proche. En�n, le nœud 1, qui est à distance 2 de la

soustraction, est celui qui reste le plus proche de l’état gaussien, ce que l’on

constate par sa kurtosis mesurée de 2,98.

Lorsque l’on soustrait dans le nœud 4 (�g. 5.17(b)), c’est son voisin le nœud

3 qui subit l’essentiel de la dégaussi�cation : sa kurtosis mesurée de 2,46 est en

accord avec la valeur attendue de 2,53 prédite par la théorie. Le nœud 4, duquel

le photon est soustrait, reste gaussien, de même que les nœuds 1 et 2, situés à

plusieurs nœuds de distance de la soustraction.

Nous n’avons pas e�ectué les soustractions dans les nœuds 1 et 2 car les

prédictions théoriques sont les mêmes que pour les nœuds 4 et 3. Notre choix

s’est arrêté sur ces derniers car les formes spectrales impliquées pouvaient être

atteinte avec une plus grande �délité par notre façonneur d’impulsions.

En�n, nous avons également soustrait un photon dans une combinaison des

nœuds (�g. 5.17(c)). Le mode de la soustraction est une superposition cohérente

des modes des nœuds du graphe :Acombi(ω) = −0,4iAnœud1(ω)−0,4Anœud2(ω)+
0,8iAnœud3(ω)+0,2Anœud4(ω). On constate alors que les nœuds 1, 2 et 3 ont une

distribution gaussienne, alors que le nœud 4 prend une allure di�érente, pour

laquelle il y a un creux en 0, qui est aussi présent pour la distribution simulée.

Pour toutes ces mesures, la distribution mesurée correspond bien à celle issue

de la théorie

Graphe carré

Les résultats de la soustraction de photon sur le graphe linéaire à 4 nœuds

sont présentés en �gure 5.18. Contrairement au graphe linéaire, ce n’est pas le

voisin du nœud où la soustraction a eu lieu qui subit le plus de dégaussi�cation,

mais celui situé à deux arêtes de distance.

En e�et, lorsque l’on soustrait dans le nœud 2 (�g. 5.18(a)), la kurtosis du

nœud 4 est la plus petite des quatre. Dans nos mesures, elle vaut 2,81 et la théo-

rie prédit 2,60. Nous expliquons cet écart par les imperfections expérimentales,

en particulier par le recouvrement imparfait entre l’oscillateur local et le signal,

qui était moins bon que d’habitude pour cette mesure-là. Ce recouvrement équi-
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Figure 5.18 – Les résultats de la soustraction dans le canevas carré.
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vaut à des pertes, qui e�acent quelque peu le caractère non-gaussien. Les autres

modes ont des résultats de mesures plus proches des prédictions théoriques.

Théorie et expérience s’accordent sur le fait que c’est le mode 4 qui est le moins

gaussien.

Nous avons procédé à une soustraction dans le nœud 1 (�g. 5.18(b)), qui nous

mène aux mêmes constatations : c’est le nœud situé à deux arêtes de distance,

c’est-à-dire le nœud 3, qui est le moins gaussien. Les mesures donnent une kur-

tosis de 2,71 proche de la prédiction théorique à 2,67. Le nœud 1, où a eu lieu la

soustraction, présente une distribution gaussienne. Les nœuds 2 et 3 sont sup-

posés avoir la même kurtosis, mais on mesure une distribution gaussienne pour

le mode 4 et moins gaussienne pour le mode 2.

Nous n’avons pas mesuré la soustraction dans les nœuds 3 et 4, car les pré-

dictions théoriques sont les mêmes que pour 1 et 2. On pourrait croire que pour

ce graphe cyclique, il était également super�u de mesurer à la fois 3 et 4, mais

la matrice de changement de base en (5.36) nous apprend que cette invariance

cyclique ne se retrouve pas dans la structure du graphe.

5.5 Conclusion
Les états soustraits présentent des caractéristiques qui témoignent de la qua-

lité de notre soustracteur : fonction de Wigner négative pour la soustraction

dans un supermode, ressemblance avec un photon unique pour la soustraction

dans un état EPR et distributions de probabilité proches de celles prévues par

la théorie pour la soustraction dans les canevas quantiques. La bonne corres-

pondance avec la théorie signale également la bonne compréhension que nous

avons des états produits.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse contient deux avancées marquantes, sur lesquelles nous voulons

mettre l’accent en guise de conclusion. La première a fait l’objet du chapitre 5,

où nous rapportons la première production d’états multimodes non-gaussiens à

partir de vide comprimé photo-soustrait. La deuxième est au cœur du chapitre

4 : il s’agit du développement des outils nécessaires à l’ingénierie modale d’états

gaussiens multimodes, de manière e�cace et rapide.

Expérimentalement, tous ces progrès expérimentaux sont permis par l’ex-

tension continue de l’installation optique. Ils sont donc la continuation des tra-

vaux des doctorants
12

qui se sont succédés autour de la table optique : Olivier

Pinel [Pinel, 2010] pour le montage du SPOPO et la production des premiers

états comprimés, guidé par la théorie élaborée par Giuseppe Patera [Patera,

2008] ; Renné Medeiros de Araújo [Medeiros, 2012] pour la forme actuelle du

SPOPO qui a permis d’obtenir des états su�samment comprimés pour explorer

l’aspect multimode et intriqué du peigne de fréquences produit ; Cai Yin [Cai,

2015] pour l’étude expérimentale des canevas quantiques et Clément Jacquard

[Jacquard, 2017] pour la préparation, l’installation et la tomographie du sous-

tracteur de photon.

C’est en s’appuyant sur tous ces jalons posés auparavant qu’il nous a été

possible de produire des états de vide comprimé multimode photo-soustrait. Par

le passé, du vide comprimé photo-soustrait avait déjà été produit ailleurs [Wen-

ger, 2004b], mais jamais en utilisant plus de deux modes comprimés. Outre la

possibilité de dégaussi�er l’état dans un mode, notre dispositif permet égale-

ment de soustraire un photon dans une superposition cohérente de supermodes,

ce qui est nouveau. De plus, nous pouvons choisir librement le mode dans le-

quel la soustraction a lieu. Cette versatilité permet de créer de nouveaux types

d’états, par exemple lorsque l’on soustrait dans les nœuds d’un canevas quan-

tique. En particulier, nous pouvons créer des états présentant de l’intrication

inhérente entre les modes, c’est-à-dire une intrication qui ne peut pas être dé-

faite par changement de base. En�n, relevons que ces états de vide comprimé

12. Et des post-doctorants qui les ont assistés : Jinxia Feng, Jonathan Roslund et Young-Sik

Ra, dont le post-doctorat coïncide avec ma thèse.
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multimode photo-soustrait ont attiré l’attention pour leur utilité potentielle en

simulation quantique : sous certaines conditions, leur échantillonnage est une

tâche pour laquelle on peut démontrer un avantage quantique [Chabaud, 2017].

La deuxième avancée présentée dans cette thèse est liée à l’ingénierie d’états

quantiques par mise en forme de la pompe. Nous avons vu que la forme spec-

trale de la pompe détermine l’état de sortie du SPOPO, mais que la relation

entre cette forme spectrale et celle des supermodes n’est pas immédiate. Ainsi,

pour obtenir une certaine propriété des états de sortie, il faut passer par un

algorithme d’optimisation, le plus souvent un algorithme itératif. En situation

expérimentale, cet algorithme inclut à chaque itération une mesure de l’état et

une extraction de ses propriétés, a�n de calculer la façon de changer ses para-

mètres. Il est donc nécessaire que la mesure de l’état soit e�cace et rapide. Pour

accomplir cela, nous avons préparé une détection multipixel capable d’acqué-

rir toute la matrice de covariance de l’état en une seule prise de mesure, ce qui

accélère grandement le temps de mesure. Pour le cas des canevas quantiques,

nous avons développé dans le chapitre 3 une technique de détermination de la

base modale plus rapide que la manière utilisée antérieurement (car elle évite

le recours à un algorithme d’optimisation évolutionniste). Une fois la détection

homodyne multipixel fonctionnelle, la voie sera ouverte pour la création d’états

quantiques aux propriétés optimisées.

On voit se dessiner les pistes pour le devenir de l’expérience. La versatilité de

la mise en forme de la pompe sera exploitée pour créer des états sur mesure. En

particulier, on cherchera à produire un canevas quantique à partir des bandes

de fréquences : si les nœuds du canevas ont pour forme spectrale les bandes

de fréquences, ils sont séparables avec un simple réseau. Cela en ferait un état

de choix et il semble que de tels états soient accessible par mise en forme de la

pompe.

148



Annexes

La première annexe présente la table optique dont sont issus les résultats expé-

rimentaux sur lesquels s’appuie cette thèse. La deuxième annexe concerne les

fonctions d’Hermite-Gauss. La troisième annexe détaille le fonctionnement du

façonneur d’impulsion et en particulier des masques de phase utilisés au cours

de mon travail doctoral.





Annexe A

Description de l’expérience

Pour rendre plus concrète la lecture de cette thèse, le lecteur trouvera ici

des prises de vue du dispositif expérimental utilisé au laboratoire, schématisé

en �gure A.1. La �gure A.2 présente une photo de la table complète et la �gure

A.3 présente le façonneur d’impulsion pour le faisceau de pompe.

Figure A.1 – Schéma de l’expérience.
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Figure A.2 – La table complète.

La soustrac-

tion de pho-

ton

Le façonneur

d’impulsions à

795 nm

Le SPOPO

La détection

homodyne

Le façonneur

d’impulsions à

397,5 nm

Le laser

source



ANNEXE A. DESCRIPTION DE L’EXPÉRIENCE

Figure A.3 – Le façonneur d’impulsion pour le faisceau de pompe. Son principe

de fonctionnement est présenté en 2.2 et ses performances sont détaillées en 4.2.
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Annexe B

Fonctions de Hermite-Gauss

J’ai souvent fait appel aux fonctions de Hermite-Gauss dans cette thèse. Il

me semble donc utile de donner leurs principales propriétés, d’autant plus que

la documentation en français à ce sujet est pour le moins lacunaire et que les

multiples conventions d’écriture n’arrangent rien à l’a�aire.

B.1 Les polynômes d’Hermite

Les polynômes d’Hermite sont tout simplement les dérivées du carré de la

gaussienne divisées par le carré de la gaussienne. Avec la gaussienne ex
2/2

, cela

donne la forme dite physique :

Hn(x) = (−1)n
dn

dxn
e−x

2 /
e−x

2

qui s’écrit explicitement :

Hn(x) =

bn/2c∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k

où bn/2c désigne la partie entière de n/2. En prenant plutôt comme dé�nition

« les dérivées de la gaussienne divisées par la gaussienne » on obtient la forme

probabiliste, mais elle ne di�ère que d’un facteur d’échelle avec la forme phy-

sique, je n’en parle donc pas plus.

Les premiers polynômes d’Hermite sont H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) =
4x2 − 2, H3(x) = 8x3 − 12x, H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12...
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B.2 Les fonctions d’Hermite-Gauss
Les fonctions d’Hermite-Gauss sont les dérivées du carré de la gaussienne

divisées par la gaussienne :

ψn(x) =
1√

2nn!
√
π
Hn(x)e−x

2/2

Ils forment une famille orthogonale représentée ci-dessous :

−5

0

5

−1
0
1

ψ0

ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6

Comme nous parlons ici de champ mais que nous mesurons le plus sou-

vent des intensités, nous aurons souvent a�aire à |ψn|2, qui est proportionnel à

Hn(x)2e−x
2
. Cela, et l’existence de la forme probabiliste, est souvent à l’origine

d’erreurs d’un facteur

√
2 dans les calculs et les simulations

Les fonctions d’Hermite-Gauss sont normalisées par l’intégrale de leur in-

tensité :

∫
|ψn|2 = 1. Dans la dé�nition (B.2) le premier mode est une gaussienne

centrée en 0, d’écart-type en amplitude égal à 1. Nous pouvons en prendre une

version de largeur ou de centre di�érents :

ψ[ω0,∆ω ]
n (ω) = ψn

(
ω − ω0√

2∆ω

) / √
∆ω

√
2

On caractérise cette famille par le centre et la largeur de la gaussienne qui

en est le premier membre :

ψ
[ω0,∆ω ]
0 (ω) = exp

(
−(ω − ω0)2

4∆2
ω

) / √
∆ω

√
2π

Les conventions pour dé�nir la largeur d’une gaussienne sont les suivantes :

— Avec la variance de l’intensité ∆ω comme ci-dessus. C’est la convention

la plus utilisée dans cette thèse, qui utilise la largeur dé�nie en (2.1).
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L’avantage est qu’en passant au domaine temporel, on retrouve une écri-

ture analogue, avec la largeur temporelle ∆t. En e�et, la transformée de

Fourier donne la forme temporelle du mode s’écrit F
(
ψ

[ω0=0,∆ω ]
0

)
=

ψ
[0,∆t]
0 (t) ∝ exp

(
− t2

4∆2
t

)
avec ∆t = 1/2∆ω.

— Avec la largeur à mi-hauteur ∆FWHM

ω . Cette largeur est calculée sur l’inten-

sité, autrement dit il s’agit de la distance entre les deux points où l’in-

tensité vaut la moitié du maximum. Cette grandeur est très facilement

visible au spectromètre, d’ailleurs cette convention est presque exclusi-

vement réservée au domaine spectral. Le rapport entre cette largeur et la

précédente est ∆FWHM

ω /∆ω = 2
√

2 ln 2 ≈ 2.355.

— Avec le waist w : cette convention est d’usage dans le domaine spatial

pour mesurer le rayon d’un faisceau. Il est dé�ni comme le rayon à 1/e2

(13,5 %) de l’intensité.

B.3 Propriétés remarquables

Les fonctions d’Hermite-Gauss apparaissent à plusieurs reprises dans cette

thèse. Les raisons à cela se résument à trois propriétés, que nous détaillons

maintenant.

B.3.1 Fonctions propres de l’oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique quantique décrit l’évolution d’un état quantique

placé dans un potentiel quadratique. Pour la fonction d’onde, cela revient à ré-

soudre l’équation di�érentielle.

ψ′′n(x) + (E − x2)ψn(x) = 0

qui n’a de solution que si E = 2n + 1, et ces solutions sont justement les ψn.

C’est pourquoi la fonction d’onde d’un état de Fock est une fonction d’Hermite-

Gauss (voir page 14).
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B.3.2 Fonctions propres de la transformée de Fourier
On dé�nit

1
la transformée de Fourier par

F : g 7−→ F [g](ω) =
1√
2π

∫
g(t)eiωtdt

Les fonctions d’Hermite-Gauss sont fonctions propres de F :

F [ψn] = in ψn

Comme les cavités optiques comprennent toujours des lentilles ou miroirs

concaves, dont l’action sur le faisceau se ramène à une transformée de Fourier,

l’invariance décrite ci-dessous fait des fonctions d’Hermite-Gauss une base utile

pour leur étude.

B.3.3 Convolution par une gaussienne
La dernière propriété porte sur les polynômes d’Hermite Hn : ils sont inva-

riants par convolution avec une gaussienne [Gradshteyn, 2007, p.838, eq.7.374.10] :∫ ∞
−∞

e−
(x−y)2

2u Hn(x) dx = (2πu)
1
2 (1−2u)

n
2Hn

(
y(1− 2u)−

1
2

)
avec 0 ≤ u <

1

2

C’est pour cette raison que les fonctions d’Hermite-Gauss interviennent

comme formes spectrales des supermodes en 4.1.2 : ils sont fonctions propres

de la décomposition de Schmidt de la distribution bivariée utilisée en en (4.16).

Le calcul complet se trouve dans l’annexe de la thèse de G. Patera [Patera, 2008]

B.4 Réalisation expérimentale
Pour obtenir expérimentalement des spectres d’Hermite-Gauss, il nous su�t

d’utiliser le façonneur d’impulsions. Le seul obstacle est le suivant : la largeur

spectrale augmente avec l’ordre du mode, tandis que le spectre en entrée est de

largeur �xe. Il faudra donc faire un compromis entre la puissance de sortie et la

�délité de la mise en forme (à ce sujet, voir aussi le paragraphe sur la couche 4

en page 90).

Dans notre cas, le faisceau de l’oscillateur local est gaussien, de largeur à

mi-hauteur ∆FWHM

ω = 10 nm. Nous cherchons à reproduire la famille de modes

1. On notera que la convention retenue pour la transformée de Fourier est d’importance. Ici

nous avons pris la transformation la plus standard dans la communauté de l’optique quantique.

Pour la dé�nition F̃ [g](k) =
∫
g(x)e−ikx dx qui est couramment employée ailleurs, les {ψn}

sont toujours fonctions propres mais les valeurs propres associées sont {
√

2π(−i)n}.
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ANNEXE B. FONCTIONS DE HERMITE-GAUSS

Figure B.1 – Fidélité (à gauche) et puissance de sortie (à droite) pour les modes

HG0 à HG6. Les courbes bleues, oranges et jaunes correspondent respective-

ment à des seuils κ de 0,11, 0,21 et 0,31. La puissance en entrée est de 40 mW.

d’Hermite-Gauss de 7 nm de largeur. La �gure B.1 présente les valeurs de la

puissance en sortie et de la �délité, mesurées sur la façonneur d’impulsions de

l’oscillateur local.

La �délité est calculée sur l’intensité spectrale I(λ) seulement :

F =

∫
Imes(λ) · IHG(λ)dλ

/ √∫
I2
mes(λ)dλ ·

∫
I2
HG(λ)dλ

.
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Annexe C

Di�raction par le SLM

La répartition de l’intensité dans les di�érents ordres de di�raction est dictée

par le pro�l ϕ(x) des traits du réseau imprimé sur le SLM [Albero, 2012]. La

proportion dans l’ordre k est donnée par le coe�cient de Fourier ak :

ak =
1

2π

∫ π

−π
exp[iϕ(x)] exp[−ikx]dx (C.1)

Pour notre réseau en échelette, la proportion de lumière di�ractée dans

l’ordre 1 dépend en sinus cardinal de la profondeur de trait du réseau. Pour

une profondeur de 0, autrement dit pour un réseau plat, aucune lumière n’est

di�ractée, et pour une profondeur de 2π, toute la lumière va dans l’ordre 1.

L’ajout de la phase se fait par translation du motif, comme on peut le voir sur

la �gure C.1.

Autres formes que le réseau en échelette

Notre but est de répartir la lumière entre les ordres de di�raction 0 et 1. Pour

une di�raction t1 dans l’ordre 1 et le reste dans l’ordre 0, la formule (C.1) donne

le pro�l de phase :

exp [iϕ(x)] ∝ t0 + t1e
ikx

Les pro�ls obtenus sont présentés en �gure C.2. Toutefois, il nous est indif-

férent que les ordres de di�raction supérieurs reçoivent ou non de la lumière,

puisque nous disposons d’un �ltrage spatial qui sélectionne l’ordre 0 unique-

ment. Nous avons donc utilisé un réseau en échelette pour toutes les situations,

en nous contentons de modi�er la profondeur du réseau.
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Figure C.1 – Deux réseaux en échelette. Les deux réseaux di�èrent par la phase

qu’ils imposent au faisceau di�racté. La profondeur du réseau, égale à 2π, assure

une di�raction complète dans l’ordre 1.
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Figure C.2 – Aspects des pro�ls de phase issus de la formule (C.1) pour une

di�raction uniquement dans l’ordre 1, présentés pour di�érentes valeurs de la

di�raction t1. On remarque que pour t1= 50% et t1= 100% on retrouve le réseau

en échelette de la �gure C.1. Pour des faibles valeurs de di�ractions le réseau est

plus doux et ressemble à une sinusoïdes, tandis qu’entre 50 % et 100 % le pro�l

est au contraire plus pointu, ce qui rend moins �dèlement reproductible sur le

SLM.
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ANNEXE C. DIFFRACTION PAR LE SLM

Figure C.3 – Masques de phase à 600 lignes de pixels et 350 colonnes, l’écran du

SLM est en fait large de 792 colonnes mais les 442 autres colonnes ne reçoivent

pas de lumière et ne sont donc pas représentées.Àgauche, masque de phase pour

une di�raction de toute la lumière dans l’ordre 1. À droite, Masque de phase du

spectre à saut de phase utilisé pour les résultats de la �gure 4.19.

Masques de phase utilisés
Les �gures C.3-C.4-C.5 présentent des masques de phase complets utilisés

dans nos expériences. Sur la �gure C.3, on voit la forme en échelette du réseau

adopté, avec ses sauts de phase. Sur la �gure C.4, la forme prise par le saut de

phase (parabole, droite) re�ète directement la phase spectrale imposée par le

masque de phase.

Etalonnage
L’étalonnage de couche 3 (correspondance pixel-longueur d’onde) est fait

quotidiennement avec un programme LabView. Celui-ci lance une série de me-

sures spectrales : à chaque étape, une colonne de pixels est activée, la lon-

gueur d’onde maximale est relevée, et à la �n de cette série spectrale une ap-

proximation linéaire de la relation entre pixels et longueurs d’onde est obtenue.

Cette méthode permet de minimiser les erreurs dans l’adressage d’une longueur

d’onde particulière : l’erreur entre le longueur d’onde demandée et la longueur

d’onde obtenue est inférieure à 0,1 nm.
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Figure C.4 – À gauche, un masque de phase qui impose une phase quadratique

de φ2 = −3500fs2
. À droite, le masque impose une phase spectrale linéaire

correspondant à un retard de 1900fs2
.

Figure C.5 – À gauche, le masque de phase qui génère HG1. À droite, le masque

pour HG2.
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