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Chapitre 1

Introduction

Mes travaux sont essentiellement tournés vers la modélisation de problémes qu’ils
soient issus de la physique (ferromagnétisme, spintronique, vagues), de la médecine (écou-
lement de mucus dans les poumons) ou de la biologie et 'informatique (comportement
collectif).

Une premiére partie de ce manuscrit (chapitre 2) est consacrée a 1’étude du ferro-
magnétisme. Dans le cadre de ma these, je m’étais intéressé au développement et a la
justification de modeles asymptotiques dans les cas de couches minces [A3, RT1, T1], de
nanofils [A6] ou encore dans le cadre de petites perturbations d’états ferromagnétiques
stables [A4, A5]. A mon arrivée a U'Institut de Mathématiques de Toulouse (IMT), une
collaboration avec Elise Fouassier, Clément Jourdana et Naoufel Ben Abdallah a rapide-
ment débuté sur I'étude du dispositif de Slonczewski [86] mettant en ccuvre des couches
minces de matériau ferromagnétique traversées par des courants de spin. A partir du
modele physique, nous avons mis en évidence un modele réduit adimensionné sur lequel
nous avons développé des modeles asymptotiques mettant en évidence le phénomene
de renversement d’aimantation par injection d’un courant de spins. Ces travaux sont
décrits dans la section 2.3. Une autre partie de mes travaux sur le ferromagnétisme se
fait en collaboration avec Gilles Carbou et porte sur une étude plus poussée des na-
nofils ferromagnétiques et sur la facon d’y stocker de I'information (section 2.4). Suite
aux travaux de Gilles Carbou en collaboration avec Stéphane Labbé [33] ainsi qu’avec
Stéphane Labbé et Emmanuel Trélat [36], on sait qu'une configuration magnétique pré-
sentant un renversement d’aimantation n’est pas stable dans un nanofil rectiligne. Nous
avons montré qu’il était possible de stocker et conserver n’importe quelle donnée dans
un fil ferromagnétique présentant des pincements et ot les renversements d’aimantation
sont localisés dans les pincements.

Dans le cadre du projet ANR BioFiReady regroupant mathématiciens, médecins et
physiciens, Robin Chatelin et Philippe Poncet ont développé des modeles et méthodes
numériques pour décrire ’écoulement de mucus dans les poumons et étudié D'effet du
battement des cils qui tapissent la paroi bronchiale. Se retrouvant dans le cadre d’un
domaine qui se déforme au cours du temps, ils ont décidé d’utiliser une méthode de péna-
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lisation [6, 28] afin de ne pas travailler numériquement dans une géométrie variable. Une
collaboration fructueuse a alors débuté sur la justification théorique des modeles pénali-
sés qu’ils mettent en oeuvre [A9, C1, A11]. Ces travaux sont présentés dans le chapitre 3.

En collaboration avec Pascal Noble et Christophe Besse, je me suis intéressé aux
équations des vagues. Dans un premier travail, nous avons développé des conditions de
bord transparentes pour I’équation (KdV-BBM) linéarisée. Ces travaux sont présentés
dans le chapitre 4.

Dans un dernier chapitre (chapitre 5), je présente des travaux de modélisation dans
lesquels on passe d’une description particuliere a un modele fluide. Dans la section 5.1,
je me suis intéressé en collaboration avec Pierre Degond et notre doctorant Laurent
Navoret a la modélisation de mouvement collectif d’animaux (troupeau de moutons).
Une autre collaboration avec Georges Da Costa (IRIT) et Guillaume Dufour (ONERA)
m’a mené a appliquer ces outils de modélisation a un réseau informatique de clusters
afin d’optimiser les cofits de calculs informatiques (section 5.2).



Chapitre 2

Modélisation en ferromagnétisme

2.1 Modélisation et état de I’art

Les matériaux ferromagnétiques sont décrits par leur aimantation spontanée modé-
lisée par le moment magnétique noté M. Ce moment est un champ de vecteurs M défini
sur le domaine ) ou est confiné le matériau ferromagnétique, a valeur dans R? et de
norme constante. Il s’écrit M = Mym ou m : Q — S? et M, est I'aimantation de
saturation du matériau. A une renormalisation pres, nous supposerons que My = 1.
L’aimantation relie I'induction magnétique B et le champ magnétique H par la relation

B:uo(H—i-M),

oll g est la perméabilité magnétique du vide et M est extension de I’aimantation par
0 en dehors du domaine ).

Dans le modele statique, 'aimantation minimise 1’énergie micromagnétique E(M)
définie par
EM)=E+E +E+ €&

N

ol
— &, = —ug / H, - M dx est I'énergie de Zeeman ou énergie extérieure. Elle pro-

Q
vient de l'interaction entre 'aimantation et le champ magnétique appliqué H, et
favorise l'alignement de ’aimantation avec le champ magnétique H,.

— &g = —% / H; - M dx est I'énergie démagnétisante. Elle provient du champ
Q
démagnétisant H, engendré par 'aimantation et dépend de la configuration ma-

gnétique. Ce champ vérifie

div(Hq + M) =0,
curl H; = 0.

— &y = / O (M) dx est Iénergie d’anisotropie. Elle est diie a la structure cris-

talline du matériau ferromagnétique et aux interactions spin-orbites et favorise



I’alignement de ’aimantation dans les directions privilégiées par le matériau. La
fonction ® est la densité d’énergie anisotrope et dépend de 'orientation de l’ai-
mantation. La forme la plus simple rencontrée est ®(M) = e (M -u)? ou C

est la constante d’anisotropie et u la direction privilégiée pour I’aimantation.

— & = / @A\VM | dz est Dénergie d’échange, A la constante d’échange. Elle

Q 2

modélise I'interaction entre deux spins d’Heisenberg et minimise les variations de
I’aimantation.
Dans le modele dynamique, 'aimantation vérifie ’équation de Landau-Lifshitz

oM
50 :fy(—M/\Heff—l—aM/\(M/\Heff));

ol v est un facteur de précession, a un facteur d’amortissement introduit par Landau
et Lifshitz [73] et Hcss est le champ magnétique effectif vu par 'aimantation

1
Hepp = *%VM??(M)
= H,+H;+Vy®(M)+ AAM
auquel on associe en général des conditions de Neumann homogenes au bord du domaine.

Pour des solutions suffisamment régulieres, I’équation de Landau-Lifshitz est équivalente
a I’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert

oM ,
W‘FO&M/\W—F’Y(l-FOZ)M/\HEff—O.

Ces équations ont fait ’'objet de nombreuses études théoriques (et numériques) prenant
en compte tout ou partie du champ magnétique effectif :

Auteur(s) Référence(s) | Solutions | & | & | € | €. | Domaine

Visintin [91] ER X | X | borné

Carbou et Fabrie [25] EW X X | X | borné
Joly et Vacus (68, 69] E,U,S X | X R
Joly, Métivier et Rauch [67] E,U,S X | X | X R3
Alouges et Soyeur [4] ENUW | X R3
Carbou et Fabrie [26] EUS | X R3

Carbou et Fabrie [27] E,U,S X| X | X | X | borné

Labbé [72] ENUW | X | X | X | X | borné

Légende : E (Existence), U (Unicité), NU (Non unicité), S (Forte), W (faible), R

(Régulieres)

De nombreuses études portent également sur I’asymptotique de ces équations et sur
les solutions stationnaires, que ce soit en temps long (T), pour des perturbations d’états
stationnaires (P), quand le coefficient d’échange tend vers zéro (E) ou quand la géomé-
trie devient singuliere (couche mince (CM), nanofils (NF)) :



Auteur(s) Référence(s) | T | P | E | CM | NF
Labbé [72] X
Carbou, Fabrie et Jochmann [31] X
Carbou, Fabrie et Gues (30, 29] X
Sanchez [A2] X
Haddar [60, 62, 61] X
Tilioua [63] X
Carbou [21] X
Alouges, Riviere et Serfaty (3, 84] X
Desimone, Kohn, Muller et Otto [48] X| X
Alouges et Labbé 2] X
Sanchez [A3, RT1] X| X
Sanchez [A6] X X
Jizzini [66] X
Colin, Galusinski et Kaper [39] 1D
Sanchez [A4, A5 2D

Un des principaux intéréts des matériaux ferromagnétiques réside dans la possibilité
d’y stocker de l'information : beaucoup d’études portent sur les configurations magné-
tiques adoptées par 'aimantation, c’est-a-dire les solutions stationnaires du probléme, et
leur stabilité. Les nanofils ferromagnétiques sont d’une importance capitale dans I’indus-
trie. Nous renvoyons en particulier & [23] qui présente une revue de nombreux résultats
d’existence de murs dans les nanofils, de stabilité et de controle a l'aide d’un champ
magnétique ou électrique :

Auteur(s) Référence(s) | Exist. | Stab. | Contréle | Num.
Labbé 2] 3D
Carbou [33, 22, 24] X X
Carbou, Labbé et Trélat | [35, 36, 34] X X Magnétique
Carbou et Jizzini [32] X X Electrique

2.2 Introduction

De récents travaux ont mis en évidence [94, 85, 59] de nouvelles interactions dans le
cadre des matériaux ferromagnétiques, liés a la circulation d’un courant électrique dans
le matériau ferromagnétique. L’utilisation de ce courant électrique peut servir a renverser
I'orientation de 'aimantation d’un matériau ou a créer des oscillateurs magnétiques haute
fréquence [58]. Une partie des travaux sur le ferromagnétisme réalisés depuis ma theése
s’intéressent a la compréhension des différents phénomenes & ’ceuvre dans ces modeéles.
A mon arrivée & Toulouse, une collaboration a débuté avec Naoufel Ben Abdallah et
Elise Fouassier (ICJ), puis avec Clément Jourdana (LJK), alors en stage de Master 2
puis en these a Toulouse. Nous nous sommes intéressés a la modélisation du phénomene,
a son analyse asymptotique et aux simulations numériques afin d’expliquer les résultats
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FIGURE 2.1 — Dispositif ferromagnétique multi-couches proposé par Slonczewski

des physiciens. Ces travaux font 'objet de [A8] et sont présentés dans la section 2.3.

Dans [80], de nouvelles applications des nanofils ferromagnétiques sont mises en évi-
dence en particulier dans le domaine du stockage de 'information. A la suite des travaux
de Gilles Carbou, Stéphane Labbé et Emmanuel Trélat [35, 24|, je me suis intéressé, en
collaboration avec Gilles Carbou, a ce probleme. Nous montrons dans [S1| que l'intro-
duction de pincements le long des fils permet de fixer les zones de renversement possibles
de l'aimantation dans ces derniers et donc de stocker durablement de 'information (voir
section 2.4).

2.3 Renversement d’aimantation a ’aide d’un courant po-
larisé en spin

Nous nous intéressons au renversement d’aimantation dans une couche mince fer-
romagnétique. Les méthodes usuelles consistent a appliquer un champ magnétique a
la couche mince afin que I'aimantation s’aligne sur ce dernier. Nous étudions ici le cas
d’un courant électrique polarisé en spin traversant le domaine. Ce dernier engendre un
moment de transfert de spin supplémentaire que ’on doit prendre en compte dans les
équations. Ce concept a été découvert par Slonczewski [86] et Berger [13] en 1996. Cette
notion de transfert de spin constitue un tournant dans la spintronique et fait ’objet de
recherches intensives en physique. Le phénomene que nous étudions est particulierement
intéressant dans le cadre de la construction de mémoires magnétiques.

Le dispositif proposé par Slonczewski et Berger consiste en un matériau ferromagné-
tique multicouches constitué principalement de deux couches magnétiques séparées par
une couche non magnétique NF (voir figure 2.1). Il fonctionne de la fagon suivante :
la premiére couche F~, "épaisse" (env. 100nm), agit comme un polariseur pour le spin
des électrons qui la traversent, ceux-ci s’alignent sur ’aimantation de F'~ sans réussir a
influer sur son aimantation, la seconde couche F'*, "mince" (de 1 & 5nm), subit le passage
des électrons dont tous les spins sont alignés. Si le courant injecté est suffisamment fort,
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le transfert de spin permet de forcer 'aimantation a s’aligner sur la densité de spin des
électrons, renversant éventuellement I’aimantation du matériau.

Les deux aimantations m~(t = 0) et m™ (¢ = 0), respectivement de F'~ et F'* sont
supposées initialement polarisées dans deux directions différentes (on note 6 I’angle entre
ces deux vecteurs, voir figure 2.1). La direction privilégiée pour l'aimantation étant la
direction de 'anisotropie en ’absence de champ magnétique extérieur, cela est facilement
réalisé en considérant deux matériaux dont les directions d’anisotropie, respectivement
notées @~ et 4T, forment un angle 6.

Afin de provoquer un renversement de I'aimantation dans la couche mince, un courant
électrique est injecté dans le dispositif & I'extrémité gauche de la couche épaisse F~,
perpendiculairement a la couche mince dans la direction de I'axe x (voir [78] pour les
détails expérimentaux par exemple). Cela n’a pu étre produit expérimentalement qu’avec
un tres fort courant électrique. Le dispositif est finalisé par une dernieére couche de
matériau non magnétique a lextrémité droite du dispositif. Cette couche absorbe la
densité de spins (“sandbox”).

Le modele mathématique que nous étudions est une version légerement simplifiée
de celui introduit par Zhang, Levy et Fert [94] (voir aussi Shpiro, Levy et Zhang [85]).
Dans chaque couche, nous écrivons un systeme couplé d’équations aux dérivées partielles
portant sur la densité de spin et 'aimantation locale. Cette derniere vérifie ’équation
de Landau-Lifshitz avec un terme supplémentaire dans le champ magnétique effectif di
au courant de spin. En ce qui concerne la densité de spin, nous décrivons le transport de
spin en utilisant une diffusion macroscopique de spin dans tout le domaine, la diffusion
aux interfaces étant gérée par des conditions aux limites. La densité de spin satisfait
donc une équation de diffusion avec un terme de couple additionnel faisant apparaitre
I’aimantation.

Dans [94, 85], les auteurs se placent dans un cadre présentant de nombreuses échelles
liées aux différents phénomenes impliqués dans 1’équation de diffusion sur le spin. Afin
d’éviter les approximations a priori effectuées dans [94] pour étudier les différentes
échelles, nous introduisons un petit parametre € a ’aide duquel nous adimensionnons
nos équations. Cet unique parameétre ¢ apparait aussi bien dans les échelles temporelles
que spatiales dans le cas des équations de transport de spin comme nous ’avons mis
en évidence lors du stage de Master 2 Recherche de Clément Jourdana (encadré par N.
Ben Abdallah et E. Fouassier) et de sa these [AS8, 70]. Ce parametre sert aussi d’ordre
de grandeur (en %) pour le courant électrique injecté dans le dispositif. Cette simplifica-
tion des équations nous permet toutefois d’obtenir des modeles approchés se comportant
correctement dans ’asymptotique € — 0.

2.3.1 Le modele de transfert de spin

La principale nouvauté introduite par le modele de Zhang, Levy and Fert [94, 85]
tient dans la prise en compte des effets de la diffusion de spin. Dans ce modele, la densité
de spin satisfait une équation de diffusion avec un terme correspondant a un moment
de précession autour de 'aimantation. Aprés différentes hypothéses de modélisation dé-
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taillées dans [A8], nous obtenons pour le vecteur densité de spin I’équation :

—

05— Dod25 + L (3 x ) = -, (2.1)
h Tsf
ou

— h= % avec h la constante de Plank : h = 6,62.10734J.s,

— J quantifie I'interaction entre §et m : J = 0.1 — 0.4eV = 1.6 — 6.4.10~2%Joules,

— 75 est le temps de relaxation du renversement de spin. Il est évalué d’ordre

107125,

— Dy est la constante de diffusion du métal, elle d’ordre 107 3m?2.s71.
D’autre part, 'aimantation est solution de I’équation de Landau-Lifschitz a laquelle on
a ajouté un terme de couple de transfert de spin

Byt = —yim x (H, + J5) 4 cimi x Oy (2.2)

ou les parametres v > 0 et a > 0 sont respectivement le coefficient gyromagnétique et
le parametre d’amortissement de Gilbert.
Le couplage avec le courant de spin apparait via le terme supplémentaire Js cotoyant le
champ effectif.

Le champ effectif usuel apparaissant dans ’équation de Landau-Lifshitz est H.. 1l
comprend les contributions des champs externes, d’anisotropie et démagnétisant ainsi
qu’un terme d’échange :

He = Hewt + Vst (1) + Haemagn + v9>mm. (2.3)

Dans notre étude, nous faisons les hypotheses suivantes :

— Nous supposons qu’il n’y a pas de champ magnétique appliqué : He.p = 0.

— Nous choisissons une énergie d’anisotropie ¢ (11) de la forme : ¢(m) = (m - @)?,
ou ¢ est une constante positive et @ est la direction d’anisotropie, donnée sous la
forme d’un vecteur unitaire orthogonal a la direction z, c’est-a-dire dans le plan
de la couche de matériau ferromagnétique.

— Le champ démagnétisant vérifie

div (ﬁdemagn + ﬁ) =0,
curl ﬁdemagn =0,

ou m est le prolongement de 17 par 0 hors du domaine ferromagnétique. Comme
nous étudions un modele mono-dimensionnel, le champ démagnétisant s’écrit sous
une forme locale plus simple :

 E,)Es.

3|

Hdemagn = _(

Ce champ démagnétisant correspond & celui obtenu dans le cas de couches minces
ferromagnétiques (voir [21, A3]).
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Nous travaillons donc dans la suite avec le champ magnétique effectif (2.4) :

—

H, = c(m - @)d — (17 - €)&y + vd2m. (2.4)

Pour compléter la description de ce modele, nous devons préciser les conditions aux
bords et aux interfaces (en x = —L, x = 0 et © = 1), & la fois pour la densité de spin et
I’aimantation.

Pour I’équation de Landau-Lifshitz, nous prenons classiquement des conditions de
bord de Neumann homogenes au bord de chaque couche (& la fois pour F~ et F'*). Nous
avons donc :

Opmi(t,—L) =0, 9,m(t,07) =0,
vt > 0. (2.5)
Op(t,07) =0, 9pm(t,1) =0,

Pour la densité de spin, les conditions que nous imposons sont les suivantes :
— en x = —L, nous mettons une condition de Neumann non homogene modélisant
le courant injecté dans le dispositif :

8x§(t7 _L> = .7_]: (t) vt > 07 (26)

ou j, est une fonction donnée.
— a linterface x = 0, nous imposons la continuité de la densité de spin § et du
courant de spin 0,8

5(t,07) = 5(¢,0%), 0,5(t,07) = 0,5(¢t,07) vt >0, (2.7)

— en x = [, nous voulons que le systéme évolue librement (sans matériau ferromagné-
tique, "sandbox"). Une premiere possibilité consiste a garder les mémes équations
pour la densité de spin dans une couche d’épaisseur infinie et sans aimantation,
ce qui nous donne la condition de Fourier-Robin en x =1 :

0,5(t,1) = —8(L, 1).

Une fois ’adimensionnement effectué, cette condition deviendra 9,5(t,1) = —e35(t, 1),
numériquement tres proche de la condition de Neumann homogeéne que nous uti-
lisons dans la suite par souci de simplification :

0,5(t,1) = 0 vt > 0. (2.8)

2.3.2 Le modeéle adimensionné

Afin d’obtenir un modele adimensionné, nous redimensionnons les variables d’espace
en 7 dans la couche épaisse F~ et 7 dans la couche fine FT. En ce qui concerne les
échelles temporelles, ’échelle de temps caractéristique pour I'aimantation correspond a

to =y 1H™! (ot H = |H, + J3]). Ce terme est de l'ordre de la nanoseconde. Nous
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mettons & ’échelle la variable de temps sous la forme % A Taide de ces notations,

I’équation (2.1) se réécrit dans la couche mince F'~ sous la forme

1 1 1 1
—Os — 5025+ —55 ¥ - s=0,
N2 iS5~ 7 ms+>\35 m—l—)\gfs

A2p = Dotef, A7 = Doh/J, A§ = Doto,

(I'équation dans la couche épaisse F't est la méme en remplacant [ par L).

Comme il l'est indiqué dans [94] ou [85], nous supposons que nous avons les ordres
de grandeur suivants : )\gf = 0(1071%), A2 = O(10718), et A3 = O(10712). Cet ordre
de grandeur pour Ay est typique d’un métal de transition ferromagnétique comme le
Cobalt, voir [85]. Nous définissons alors e comme le rapport

(2.9)

A
de telle sorte que 2 soit d’ordre 1073 et que nous ayons également )\if d’ordre €.
0

Nous supposons de plus que I’épaisseur de la couche mince F* est d’ordre 10™7m
de telle sorte que [? soit du méme ordre que )\3 dans la couche mince alors que dans la
couche épaisse F'~, nous prenons L? = O(10~%), du méme ordre que )\gf. Nous avons
donc également

1
e=7-

Suite & cet adimensionnement, nous notons 5~ : RT x (—1,0) — R3 et m~ : Rt x
(—1,0) — R3 respectivement le vecteur densité de spin et I’aimantation locale dans
le ferromagnétique épais F~, et 57 : RT x (0,1) — R3 et m* : Rt x (0,1) — R3
respectivement le vecteur densité de spin et I’aimantation locale dans le ferromagnétique
fin FT.

Nous notons toujours ¢ et x les nouvelles variables de temps et d’espace et obtenons
ainsi les équations adimensionnées suivantes pour les densités de spin dans les couches
épaisse et mince :

o L FSxmT
20,5 — 0%5 + S 5 =0, z € (~1,0),
T xmt

1
20,5 — 025 + +5t =0, x€(0,1).
9

22
Au lieu de préciser que le courant injecté est intense, d’ordre 1/e, dans la donnée de
Neumann en x = —L , nous changeons ’échelle de la densité de spin d’un facteur J/H.
Cette forte intensité du courant injecté se traduit alors par le facteur é devant le terme
§ dans ’équation de Landau-Lifshitz.
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Nous nous ramenons donc aux équations adimensionnées suivantes, écrites pour t > 0,

— —

X
20,5 — 925 + % Y5 =0, ze(-1,0),
2.10
O™ = =™ x (™ @7 )E — (- &)E, + 5? + ") (2.10)
Fam™ x O,

25 o Lot A—
€05 —E—ans + = +57=0, z€(0,1),

gt 2.11
oyt = —iit x (el - @)t — (i €,)E, + - + 0%m) (211)

g

+am™t x omT,
0.5 (t,—1) =j_, (1),
5 (t,07) =5T(t,0M)

! ) ) 2.12
0,5 (£,07) = 0,5+ (t,0%), (2.12)
0.5t (t,1) =0,

By (t, —1) = D= (£,0) = 0,
{ Dy (1, 0) = By (1, 1) = 0 (213)

On remarque aisément que I’équation de Landau-Lifshitz préserve la norme de mi(¢, x),
supposée initialement égale a 1, au cours du temps.

Sans pousser I'analyse, on constate immédiatement que les ordres en ¢ sont différents
dans les matériaux ferromagnétiques. On peut en déduire que dans le ferromagnétique
épais F'—, §~ xm~ =0 quand € — 0, ce qui implique que la densité de spin est polarisée
dans la direction de 'aimantation, et que 'aimantation vérifie donc, a la limite, ’équation
de Landau-Lifshitz non couplée. Au contraire, dans le ferromagnétique fin, F'*, les deux
quantités restent couplées quand € — 0 et une étude plus fine est nécessaire.

2.3.3 Simulations numériques du renversement d’aimantation

Les simulations numériques de ce systéme [A8] mettent en évidence le phénomene
de renversement d’aimantation attendu : dans les figures 2.2 et 2.3, nous observons
I’évolution des composantes de ’aimantation au cours du temps, a la fois dans les couches
épaisses et minces (la partie gauche, comprise entre —1 et 0, décrivant F'~ et la partie
droite, comprise entre 0 et 1 décrivant F'1).

Nous observons que 'aimantation dans le ferromagnétique épais F'~ reste a I’équilibre
d’une part. D’autre part, nous voyons que l'aimantation bouge dans F'™ sous 'influence
du courant de spin et qu’au temps £ = 6 environ, I’aimantation du domaine a quasiment
été renversée. De facon évidente, le point limite atteint par m™ n’est pas le point d’équi-
libre —u™ qui correspondrait & m} = —1. Nous identifions ce point comme étant —u ™ :
c’est-a-dire que l'aimantation dans le ferromagnétique fin '™ est presque renversée mais
s’aligne sur la direction d’anisotropie de du ferromagnétique épais F'~ plutot que celle
de FT+.
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FIGURE 2.2 — Evolution de la composante m, au cours du temps (vue 3D et projection).
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Les expériences physiques ont montré I'existence d’un seuil pour 'intensité du cou-
rant injecté au-dessus duquel il était possible d’observer le renversement d’aimantation.
Dans la figure 2.4, nous tragons les résultats obtenus avec notre modele pour différentes
valeurs de courant injecté. Nous retrouvons 'existence d’un seuil (ici entre |j,1| =0.735
et |f_1] = 0.736) et constatons par ailleurs que, en cas de renversement, I’aimantation
tend toujours vers le méme point —u~.

Le phénomene de renversement d’aimantation est de plus réversible, c’est-a-dire
qu’un changement de signe du courant entraine un nouveau renversement de I’aimanta-
tion (voir Fig. 2.5)

2.3.4 Etude asymptotique

Le systeme (2.10)-(2.11)-(2.12)-(2.13) met en évidence de nombreuses échelles spa-
tiales et temporelles. Il y a trois échelles de temps caractéristiques dans le cadre de
I’évolution de la densité de spin :
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——lli.|/-0.65
llill=0.7
—lli.J1-0.73
- li1=0.735
—lli.,|1=0.736
——-lli,lI=0.74
—lli, 0.8

FIGURE 2.4 — Evolution de la composante m;} pour différentes valeurs de 'intensité du
courant injecté [[j_1]|.

— Une de l'ordre de O(1) (quand € — 0) pour décrire ’évolution temporelle de la
composante de § parallele a m,
— Une de Pordre de € pour décrire I’évolution temporelle de la composante de §
orthogonale & m,
— Une de l'ordre de €2 pour décrire la couche limite temporelle associée & la donnée
initiale.
Les deux dernieres échelles temporelles apparaissent facilement dans le cadre suivant :
en supposant §- homogéne en espace et m~ constant, ’équation portant sur la densité
de spin devient

— —

s Am
828t§+72+§:0.
&€

Nous voyons apparaitre une couche limite en temps a 1’échelle E%, liée a ’équation
£20,5 + § = 0 naffectant que la donnée initiale et des oscillations rapides, & I'échelle

STAm—
22

t
—;» liées a I'équation 205 + = 0, dont la solution est £ (E%) Vo avec
€

L(T)w = (w : m*)m* +sin (1) M~ X w+cos (1) m~ x (wx m7).

Ces oscillations portent uniquement sur la composante transverse de 5~ et sont tellement
rapides qu’a I’échelle temporelle O(1), on n’observe que la moyenne en temps de ces

oscillations,
1

2

27
/0 L)@ dr = (@ -m~) i, (2.14)

I'aimantation agissant donc comme un polariseur dans la direction m~ pour la densité
de spin. Dans la suite de I’étude, nous supposons que la donnée initiale est bien préparée
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FIGURE 2.5 — Une succession de renversement au cours du temps.

et nous ne nous intéressons qu’a la moyenne en temps, a 1’échelle des oscillations rapides,
de la densité de spin et de I'aimantation. Il ne nous reste donc que ’échelle temporelle

O(1) seule significative pour le comportement de ’aimantation.
En ce qui concerne les échelles spatiales, il faut distinguer la couche épaisse F'~, sur

les bords de laquelle apparait une couche limite spatiale d’épaisseur caractéristique ¢, et
la couche mince F'™ dans laquelle ’adimensionnement prends en compte le fait que le
domaine est d’épaisseur d’ordre ¢. Il n’y a donc qu’une seule échelle & prendre en compte.

Un premier modéele

Pour mettre en évidence le renversement de ’aimantation, nous avons proposé un
premier modele obtenu a l'aide d’un développement asymptotique des solutions a I’échelle
€ prenant en compte les différents phénomenes précédemment énoncés :

Us(t,x) = Z ek (0k (t,x) + Uy <t, :;)) dans la couche épaisse et
Us(t,z) = Z e*UL (¢, x) dans la couche mince.

Nous obtenons apres résolution des différentes échelles

mc~ = my +O(e)
T = aomy + O(¢)
met = md + O(e)
T = 0+ 0(e)

ou
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— my vérifie I'’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert sans transfert de spin :

g = —ing A (clmg -u™) = (g - e)eq + vy )
+amg A Oymg  dans [—1,0],
dymg =0 pour z € {—1,0},
myg (0,2) donné.

— §°7 est au premier ordre entierement colinéaire a ’aimantation avec le coefficient
ag satisfaisant :

—d2ap + (1 + yammgP) ap =0 dans [—1,0],

Dpa(t, ~1) = j-o(t) - g (¢, ~1),
a()(t, 0) =0.

— mg subit I'influence du transfert de spin :

oy = =iy A (Clm -yt — (- ex)e
 Ozao(t.07) ((=pv + @yimg (8,0) + g (£, 0) Ami))
1—2() by T q)my (1, 0™ 0

+amg A Oymg

et est constant en la variable z € [0, 1], avec v(t) = mg (t,x = 0) - mg (t,z = 0).
Le modele ainsi obtenu met en évidence la polarisation dans la couche épaisse F'~
de la densité de spin ainsi que le renversement de I'aimantation dans la couche mince
FT. Toutefois, ce modele n’est valable que jusqu’au renversement de I’aimantation et
ne permet pas de décrire la suite de I’évolution ou la réversibilité du phénomene. Ce
probleme se retrouve également lors des simulations numériques.

Un second modeéle

Le probleme du modele précédent provient d’une hypothese technique effectuée au
cours de la résolution : les deux aimantations ne doivent pas s’aligner. Toutes les so-
lutions obtenues dépendent ainsi de la quantité 1 — +2(¢) qui tend vers zéro lorsque le
renversement d’aimantation se produit. En particulier, lorsque ce terme est d’ordre &,
une partie du terme suivant, m; dans le développement asymptotique devient d’ordre

1
— et n’est pas pris en compte dans ’expression de m(J{ . Pour pallier ce probléme, nous

utilisons a la place du précédent développement asymptotique de la forme

Us(t,z) =S efU, <t, x)
(t,z) ZE k 966

un développement de la forme

Us(t,x) = 2’fo(t w)
(a‘/L‘) ZE k axve
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Les nouveaux profils dépendent de ¢ de méme que le nouveau modele approché.

Cette approche pour obtenir un modéle approché a 'ordre O(g) peut étre décrite de

deux fagons équivalentes :

— Une premiere fagon serait de rechercher les équations satisfaites par les profils
s5 = so + £s1 (de méme pour mg,...) et de les tronquer a l'ordre O(e).

— La seconde méthode consiste & coupler les équations obtenues aux ordres 2% et
e2k=1 dans la précédente procédure. C'est cette méthode qui a été mise en ceuvre
dans [A8].

Nous obtenons apres résolution

mcT = mg + O(¢)

T = aymy +35; +O0(e)
mt = m§t +0(e)

ST = siT+0(e)

ol
— myg  vérifie toujours au premier ordre I’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert sans

transfert de spin :
g = —mg~ A (e(mf™ - u”) = (m§” - ex)es + vO2mE” )
+amg~ Aoymg~  dans [—1,0],
Oymg~ =0 pour z € {—1,0},
mg (0,z) donné.
— 57 est, modulo un terme de couche limite a l'interface © = 0, entiérement aligné

sur mg‘ avec le coeflicient de colinéarité vérifiant :

{ —02a5 + (1+|0wm§[?) a5 = 0 in [-1,0],
Orag(t, —1) = j—1(t) - mg~ (¢, —1).
Contrairement au premier modele, cela implique que 55 # 0 et s[E)Jr # 0 sont non
constants en espace.
— m{T subit l'effet du transfert de spin :
omgt = —mi" A (ClmG" - ut)ut — (mG" - eg)e,
+D(t)((a® +b%)y — bv/2)img (¢, 0)
—D(t)(a? + b + av2)mg (t,0) Amit)
+amit A oymgT,
et est constant en la variable x € [0, 1]. La fonction D(t) s’écrit

(o) = - Y2457 (t,0) — edzat (t,0)
€a2+ 12+ av2+ 1 —byv/2+ a2 (1 —12(t))

et la fonction ag~ vérifie la condition au bord en z =0

0"~ (1,0) (a2 + B2 + av2) (1 - 2(1))
e (@ + VIt a)2(t) - 2y(D) +at V2

Opas(,0) = —
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Le modele ainsi-obtenu est réversible et décrit correctement le comportement du
systeme tant d’un point de vue théorique que numérique. Par ailleurs, il fait apparaitre les
problémes physiquement observés, a savoir la nécessité d’un fort courant électrique pour
voir apparaitre un renversement d’aimantation. Nous démontrons en particulier qu’il est
possible d’écrire de 'information dans une couche mince de matériau ferromagnétique a
I’aide de ce dispositif.

Remarque 2.3.1 La méme modélisation, avec des courants en O(1) au lieu de O(1/¢)
montre que le courant injecté n’a aucune influence sur l'aimantation. Au contraire, des
courants d’intensité encore plus élevée auraient une influence sur le ferromagnétique
épais F'~ qui ne jouerait plus son role de polariseur.

2.4 Etude de nanofils présentant un pincement

Dans [80], de nouvelles applications des nanofils ferromagnétiques dans le stockage
de données sont mises en évidence. La formation de mur magnétique dans ces dispositifs
permet ’encodage des bits informatiques et le déplacement des murs suite a 'injection
d’un courant de spin rend la lecture de données plus rapide que dans les dispositifs
classiques. Dans de telles applications, la stabilité de la position des murs est primor-
diale car un déplacement de mur incontrolé détériorerai 'information encodée. Comme
il I’a été prouvé dans [33], les configurations de murs dans les nanofils infinis rectilignes
sont stables mais pas asymptotiquement stables : leur orientation et leur position ne
sont pas fixées. De plus (voir [34]) dans les nanofils de longueur finie, les configurations
de murs sont instables. Un controle plus fort de leur position est donc indispensable.
Dans les nanofils de mémoires “racetrack”, ce contrdle est obtenu a 'aide de pincements
régulierement espacés le long du fil (voir [80]).

Lors d’un article en collaboration avec Gilles Carbou [S1], nous avons montré rigou-
reusement que la position des murs était stabilisée par ces pincements. Nous nous sommes
intéressés a un modele de nanofil mono-dimensionnel obtenu par I'analyse asymptotique
de la méme facon que dans [23] et [34].

Dans un premier temps, nous considérons un nanofil infini rectiligne que ’on assimile
a lintervalle I = R. La zone pincée est supposée symétrique et centrée en 0. Le rayon
de la section du nanofil, noté p: I — R, vérifie

p est régulier sur I,

p =1 hors de [—lo, lo],

p est paire et croissante sur [0, lo]
0<po<p(z)<1

(2.15)

c’est-a-dire que le pincement est restreint au domaine [—lp, o] C R.
L’aimantation, décrite par le moment magnétique m : RT x I — R3 vérifie la contrainte
de saturation :

|m(t,z)| =1 pour tout (t,z) € RT x I. (2.16)
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Les variations de 'aimantation m vérifient ’équation de Landau-Lifshitz suivante

887: = —mAHe(m) —am A (mAHe(m)) dans RT x R, (2.17)

ou le champ magnétique effectif H.(m) est donné par

a’ 1
He(m) = 0*m + g@gm — §(m262 + maes) + hqeq, (2.18)
otl (e1,e2,e3) est la base canonique de R3, les m;, i = 1,2,3, sont les coordonnées de
m, et a(x) = m(p(x))? est l'aire de la section du fil au point x et hqe; est le champ
magnétique appliqué.

Remarque 2.4.1 Dans le cadre des modéles mono-dimensionnels de fils orientés selon
laze Rey, comme il l'a été prouvé dans [A6, 23, 34], le champ démagnétisant, qui est
non local en dimension 3, se transforme en le champ d’anisotropie local —moes — mges,
dont l’énergie associée est minimisée lorsque l'atmantation est dans l'axe du fil.

De plus, l’énergie d’échange se réduit d

/ a(z)|0ym|dz,
I

ot a(z)dx est l’élément d’aire découlant du modéle tri-dimensionnel initial. Le champ
d’échange dérivé de cette énergie est donné par

Oy(a(x)0ym) = a(x)0pem + @' (x)0pm.

Comme le coefficient a(x) représentant l’aire de la section du fil apparait dans tous les

termes de la formulation faible, nous divisons l’équation par ce terme pour obtenir le
modele (2.17)-(2.18).

Remarque 2.4.2 Le modéle que nous considérons est invariant par rotation autour de
Vaze du fil. C’est-a-dire que si m vérifie (2.17)-(2.18) alors (t,x) — Rym(t, z) est aussi
solution du méme systéme ou Ry, est la rotation d’angle ¢ autour de l’axe Rey définie
par :
1 0 0
R,=|[0 cosp —sing
0 sinep cosg

L’énergie associée a notre modele sans champ magnétique appliqué est donné par :

;/jé(x)axm|2daf + i/jé(m) ((ma(@))? + (ms(2))?) de,

les minimiseurs sous la contrainte de saturation |m| = 1 sont donc —ej ou +ep. Les
domaines magnétiques dans les nanofils sont donc les zones ot m est proche de +e;.
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Nous recherchons dans un premier temps une distribution d’aimantation décrivant
un mur séparant le domaine —e; sur la gauche du domaine +e; sur la droite, donc des
solutions de (2.17)-(2.18) vérifiant les conditions aux limites :

m(x) - —e; quand x — —oc0 et m(x) — e; quand x — +oo. (2.19)

Le premier point que nous regardons concerne l’existence d’un tel profil, n’exhibant
qu’un seul mur, solution stationnaire de (2.17) sans champ magnétique appliquée (h, =
0).

Théoréme 2.4.1 [ existe une solution stationnaire mq de (2.16)-(2.17)-(2.18)-(2.19).
La solution est stable et asymptotiquement stable modulo les rotations autour de l'axe du
fil, i.e. pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute solution m de (2.16)-(2.17)-
(2.18) wérifiant [[m(0,-) — mo||g1(r) < 71, alors

— Vt >0, [lm(t,-) — mollmr) <e,

— il existe poo tel que |m(t, ) — Ry, mo||g1 ) — 0 quand t — 0.

Nous étudions ensuite les effets d’'un champ magnétique h, appliqué dans la direction
du fil : hy = he;. Nous traitons donc le systéme :

%—T = —m Ah(m) —am A (m Ah(m)) dans RT x R,
(2.20)

5/

1
h(m) = 0pem + gaxm ~3 (maoeg + mges) + hey.

Dans un fil non pincé, un champ appliqué de la forme h, = hyeq induit un mouvement
du mur (voir [23, 34]). Dans le cas d’un fil pincé, nous prouvons que le mur reste bloqué
dans le pincement pour de petits champs appliqués :

Théoréme 2.4.2 Il existe hpay > 0 tel que pour tout h €] — hpmaz, himaz|, il existe
my, : R — S? tel que :
— pour tout h €| — hymaz, Amaz|, Mp est une solution statique de (2.20) muni des
conditions aux limites (2.19),
— h+my, est C pour la norme H?,
— my est la solution de (2.17)-(2.18) donnée par le théoréme 2.4.1,
— pour tout h €] — hinaz, hmaz[, My, est stable et asymptotiquement stable modulo
les rotations autour de l'axe ey pour (2.20)-(2.19).

Ce résultat confirme que le mur est bloqué par le pincement méme en présence d’un

faible champ magnétique appliquée. Si ce dernier est suffisamment fort, le mur n’est plus
ancré dans le pincement comme le montre le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.3 1 existe hg €]0,1/2[ tel que si |h| > hgy il n'existe pas de solution
stationnaire pour (2.20) exhibant un renversement d’aimantation, i.e. satisfaisant (2.19).
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Nous considérons maintenant un fil avec plusieurs encoches. Notre but est de montrer
que, si la distance entre deux pincements consécutifs est suffisamment grande, n’importe
quel donnée peut étre stockée dans le dispositif. Soit I; > 0 tel que m(l], la premiere
composante de mgy donnée par le théoreme 2.4.1, vérifie :

3 3

Vo < —ly, mj(z) < ~1 and Yz >, mj(z) > 7 (2.21)
Nous considérons un fil de longueur finie avec N — 1 encoches et nous notons L la
distance entre deux encoches consécutives. Nous supposons que L > 2max{ly,l;} et que
chaque encoche a le méme profil que celle utilisée dans le fil infini de telle sorte que le

rayon de la section du fil est donné par p € C*([0, NL]) :
L
1if —
ite e 0. ),

L
ple) = 3 ple—KL)if o — kL] < 5

cke{l,...,N—1}, (2.22)

L
Lif o € [NL— 3, NL].

Nous définissons a par :

a(x) = m(p(x))*. (2.23)

Nous considérons le modele suivant :

om .

5 = —m A He(m) —am A (m A He(m)) dans R™ x [0, NL],

/
1
He(m) = a:m:m + agamm — 5 (m262 + m363) + haeh (224)
dym(t,0) = dym(t, NL) = 0.

Définition 2.4.1 Soient D € {0,1}" et m: [0, NL] — S? une solution stationnaire de
(2.24). Nous notons m' sa premiére composante. Nous dirons que m code D si pour tout
ke{l,...,N}, nous avons :

1
D(k) =0 = Va € [(k =)L +b, kL~ l], m'(z) < —,
et

1
D(k)=1 = Vz € [(k—1)L+1,kL — 1], m'(z) > 3

Théoréme 2.4.4 Soit N € N*. [l existe Ly, > 2max{ly, 1} tel que si L > Ly, alors
pour toute donnée D € {0,1}", il existe une solution stationnaire m de (2.16)-(2.24)
avec hy = 0 codant la donnée D. De plus, cette solution est asymptotiquement stable
modulo les rotations autour de l'aze du fil Rey pour le systéme (2.16)-(2.24) avec hg = 0.
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De méme que dans le cas d’un seul mur, nous prouvons qu’un petit champ magnétique
appliqué ne détériore pas 'information.

Théoréme 2.4.5 Soit N € N*. [l existe hyqr tel que pour tous L > L, et D €
{0,1}, il existe une famille a un paramétre hy — m(h,), définie pour |ha| < hmaz, telle
que m(h,) est une solution stationnaire de (2.16)-(2.24) codant D, et asymptotiquement
stable modulo les rotations autour de l’axe du fil.

2.4.1 Cas d’un nanofil infini avec un pincement (théoréme 2.4.1)

Nous recherchons des solutions stationnaires mg : R — S? pour (2.17) ot un renver-
sement d’aimantation se produit. Nous écrivons mg sous la forme

sin Oy ()
mg(z) = | cosby(x) cos po(z)
cos by () sin o (x)

Nous supposons que mg A He(mg) = 0, et my — +e; quand z tend vers +oo.

Les équations correspondantes sur 0y et g, les conditions de bord et I'invariance du
systéme par rotation autour de I'axe du fil de (2.17)-(2.18) nous permettent de supposer
que o = 0 dans R et que 0y est solution de
0,a

a

9200 + —— 0,00 + %sin 0o cosfy = 0 (2.25)

ou Oy tend vers +7/2 quand z tend vers +oo.

Proposition 2.4.6 Il existe une fonction impaire 6y € C*(R) tendant vers w/2 quand
tend vers oo telle que Oy est solution de (2.25) sur R.

Preuve : Nous définissons tout d’abord I'énergie £(z) = (6(z))? + 4 sin®fo(z). Elle
vérifie ’équation
0,(a%(x)E(z)) = 2a(z)a’(x) sin? Oy ()
Nous utilisons une méthode de tir & partir de la solution de (2.25) avec pour donnée
initiale (6p(0),0,(0)) = (0,7) afin d’atteindre & la sortie du pincement une solution de
I’équation du pendule (2’ = 0) qui tend vers +7/2 quand z tend vers +o0, c’est-a-dire
dont I’énergie est constante égale a 1 hors du pincement. La solution recherchée est celle
pour lequel v est minimal. [ |
Soit my la solution stationnaire que nous venons de construire :

sin O ()
my(z) = | cosbp(x)
0

Nous nous intéressons a la stabilité de Lyapounov de mg pour les équations de Landau-
Lifschitz (2.17) sur R.
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Tant qu’une perturbation m de mg satisfait ||m — mg| < /2, nous décrivons m &
laide du repére mobile My, My, My introduit dans [33] ou

—cos Op(x) 0
My =mgy, M= sin 90(1’) et My=10
0 1

Nous posons

m(t,x) = Mo(x) + ri(t,x) Mi(x) + ro(t,x) Mo + v(r(t, z)) Mo(z),

ou v(&,&) = \/1 —(&1)% — (&)2% — 1, de telle sorte que la contrainte |m| = 1 soit
automatiquement satisfaite. Nous avons que m est solution de (2.17) si et seulement si
r = (r1,7r2) est solution de

o -1 -1 L17'1 2
Orr = ( 1 —1) <L2r2> + Fl@,r, 0, 5,r), (2.26)
ou
2 a’ 1 . 2 2
T Ll(rl) = —81,7“1 - Tale + 5(8111 90 — COS 90)7“1,
a

a’ 1 .
— Lo(ry) = —02ry — g&ﬂ“g + §(SH12 0o — (6)%)r2,
— F, la partie non-linéaire.
Nous munissons L2(R) du produit scalaire & poids suivant :

<u’v> = /Ré(a;)u(:c)v(:z:) dz,

associé a la norme ||-||;» définie par
(e

iy = ([ st ar)

1 1
Remarque 2.4.3 L’opérateur Lo s’écrit Ly = ——0,(ad,) + i(sin2 0o — (0)%) ce qui
a
implique qu’il est autoadjoint pour le produit scalaire <’> De plus, Ly est de résolvante
compacte et son spectre essentiel vaut [1,4+o00[. Nous avons également que

<L2u‘v> = <€u’€v> V(u,v) € H3(R),

ot = 0, + 0} tan by, ce qui implique que Lo > 0. Enfin, le noyau de Lo est de dimension
1, engendré par cos 6.

Pour prendre en compte cette valeur propre nulle due a I'invariance de notre modele
par rotation autour de I’axe du fil, nous posons
Ry (Mo(z)) - Mi(z) sin By cos Oy (cos p — 1)

plp,x) = = , (2.27)
Ry 1) (Mo(x)) - M2 cos 6y sin
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et nous décomposons r sous la forme :
r(t,x) = ple(t), ) + w(t, v)

ol <w2’ cos 00> = 0. Comme p(p, -) est une solution stationnaire de (2.26), nous obtenons

les équations satisfaites par p et w et concluons la preuve du théoreme 2.4.1 par des
estimations d’énergie classiques.

L’outil principal dans cette étude de stabilité réside dans les estimations sur la partie
linéaire :

Proposition 2.4.7 I existe deux constantes K1 > 0 et Ko > 0 telles que

Yo € HY(I) tel que <v‘ cos00> =0, Ki|v|g < <L21}"U> < Ko [|v|g s

Vo e HY(I), Ki|vllg < ,/<L11) v> < Ko |0l g1

Yo e H*(I), Ki|[v|lge < HLIUHLg < Ks|[vllge,

(1)

Yo € H2(I) tel que <v‘ cos@o> =0, Killvllgz < |L2vllp2 < K2 [|v]lg2
(1)
(1)

Nous les obtenons, pour Lo en montrant qu’il n’y a pas de valeur propre non nulle plus
petite que 1/ V/2 et par un raisonnement par 1’absurde pour Lj.

Remarque 2.4.4 Ces résultats peuvent étre étendus aux cas d’un fil fini (symétrique
ou non) ou semi-fini avec un pincement. Ces cas sont inclus dans le cas plus général des
fils présentant plusieurs pincements.

2.4.2 Existence et stabilité d’un profil stationnaire sous un champ ma-
gnétique appliqué (Théoréme 2.4.2)

En présence d’'un champ magnétique appliqué de la forme H, = he;, 'aimantation
satisfait

om =m A (He(m) + her) —m A (m A (He(m) + hey)). (2.28)
sin Oy ()
Nous recherchons & nouveau une solution stationnaire my, de la forme z +— | cos 0, (x) |,
0

I’équation pour 6, s’écrivant :
! 5/ / 1 .
0, + =0, + 5 sin 0y, cos Oy, + hcos b, =0 (2.29)
a

Soit fp € C?(R) la solution de (2.25) donnée par la proposition 2.4.6. Nous recherchons
0, sous la forme d'une perturbation de g : 0, = 0y + g5 avec g, € H2(R). Nous avons
alors

=/

a 1. a’
Gh + S 95+ 551000 + gn) cos(0 + gn) + hcos(Bo + gn) + 05 + 0 = 0.
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Soit ¥ : R x H?(R) — L2?(R) définie par

=/ =/
U(h,g)=4g" + %g’ + %Sin(&o + g) cos(fo + g) + hcos(by + g) + by + %96.
Comme 6 est solution de (2.25), nous avons ¥(0,0) = 0 et Dy¥(0,0)(u) = —Lju.
Comme L; est coercive sur H2(R), le théoréme des fonctions implicites donne I'existence
d'un hg > 0 et d’une fonction v : | — hg, ho[— H?(R) telle que pour tout h €] — hg, ho|
U (h,v(h)) = 0. De plus, pour tout h €] — hg, ho[, nous avons classiquement que v(h) €
C2%(R) en tant que solution d’une équation différentielle ordinaire et donc ), = fp+v(h) €
C?(R) satisfait (2.29).
sin 6y,
La stabilité de Lyapounov de la solution my, = | cosf, | s’étudie de la méme facon
0

que dans le cas précédent en utilisant le repére mobile (Mp, M}, M) adapté. Une nou-
velle fois, le point clé de la preuve réside dans ’étude de la partie linéaire et dans la
coercivité des opérateurs linéaires L} et Lj. Celle-ci s’obtient pour L} avec |h| < § de
la méme facon que pour Ls, et par un argument de continuité pour LSL.

2.4.3 Non-existence de profils stationnaires sous l’effet d’un "grand"
champ magnétique (Théoréme 2.4.3)

Proposition 2.4.8 Il existe hy €]0, %[ tel que pour tout h € R satisfaisant |h| > hg, il
n’existe pas de profil stationnaire pour (2.28) présentant un renversement d’aimantation,
i.e. tel que

_, 1

9"+af€'+fsinecosﬂ—}—hcosez(] dans R,
a 2 T

lim 6(z)=—=

T——00 2’

lim 0(x) =

T—+00

0" >0 dans R.

™
27

Preuve : En supposant l'existence d’une telle solution stationnaire 6, 1’étude de la
1
variation de I’énergie £ = (6')? + §(sin9 + 2h)? entre —o0o et 400 entraine l'existence
17 —a(0)

d’une borne hg pour |h| ot hg = -———= <

1
—. |
27 +a(0) 2

2.4.4 Cas d’un fil avec plusieurs pincements (Théoréme 2.4.4)

Nous considérons un fil de longueur NL présentant N — 1 encoches. L’aire de la
coupe transversale est décrite par z — a(x) donnée dans (2.23). L’aimantation de ce fil
est modélisé par m : R} x [0, NL] — S? C R3. Dans un premier temps, nous supposons
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qu’il n’y a pas de champ magnétique appliqué et considérons le systeéme :

8;; = —m A He(m) — am A (m A He(m)) dans RT x [0, NL],

/
He(m) = aa;xm + ag(%m — % (TTLQGQ —+ m363) , (230)
d,m(t,0) = d,m(t, NL) = 0.

a’ 1

Pour u € H?([0, NL];R), on note F(u) = u" + u + §smucosu tel que m :
sin 0(x)
[0, NL] — S? de la forme = + | cosf(x) | soit une solution stationnaire de (2.30) si et
0
seulement si
F(0) =0,

(2.31)
6'(0) = ¢(NL) = 0.

Connaissant une donnée D € {0,1}", nous recherchons une solution stationnaire de
(2.30) encodant D de la forme :

sin 6(x)
m(z) = | cosf(x) |,
0
donc nous recherchons 6 : [0, NL| — [-F, 7] C R vérifiant (2.31) tel que m vérifie
(2.30), et pour tout k € {1,...,N}, si D(k) = 0 (resp. D(k) = 1), alors pour tout

x€[(k—1)L+1,kL—1], 0(x ) < —% (resp. 0(x) > §), de telle sorte que m code D.

Le schéma de la preuve est le suivant : nous construisons tout d’abord une solution

approchée ©f  : [0,NL] — [-%,%], pour laquelle F(O% ) est proche de zéro si L

est assez grand. Nous recherchons ensuite 6 sous la forme d'une perturbation de ©pp,

0= @gpp + v, de telle sorte qu’en écrivant le développement de Taylor de F' autour de

@{;pp, cela revienne a chercher v vérifiant :
= F(Og, +v) = F(O,) + 0. F(9,)(v) + C(6,,, v)v°
ou
L " a’ / 1 2 L L
OuF(Ogy,)(v) = —v" — P §(COS @app—sm O upp)V
1
c@l v = /0 (1—s)sin(2(0L + sv)) ds.

Le point-clé consiste & prouver que 9, F (O est inversible si L est assez grand. La

app)
fonction # = ©L 4+ v est alors solution si et seulement si v vérifie

)| (~F(8k,) — C(Ok,, v)?) = 2r(v).
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L’existence de ce v est obtenue & 'aide du théoréme de point fixe appliqué a ®;.

Afin de construire une solution pour un fil présentant plusieurs pincements, nous
utilisons la solution obtenue dans le cas d’un fil infini pour batir, par morceaux, une
solution approchée au probléme. Pour cela, étant donné 6y la solution obtenue dans le
cas d’un fil infini dans la section 2.4.1 et ¢ : R — [0, 1] une application réguliére croissante
telle que ¥(x) = 0 pour z < % et ¥(x) =1 pour x > %, on pose Jr, : [—%, g] - [-3, 5]
telle que

— Jp, est impaire et réguliere,

— (@) = (1= $(2)o (@) + (2,

Nous avons ainsi Ji,(z) = () pour z € [—£, L] et Jy, réalise sur[Z, £] (resp. [-5, —L])
un raccord régulier entre 00(%) et 5 (resp. —5 et 00(—%)) :

Soit maintenant D € {0,1}" une donnée & encoder. Nous définissons ®£pp comme
suit :
— siz est dans la cellule gauche [0, £], si D(1) = 0 (resp. D(1) = 1), alors L (z) =

app
_g (resp. @gpp(x> = %)7
— pour k € {1,...,N — 1} tel que D(k) = D(k+1) =0 (resp. D(k) =D(k+1) =

1), alors si z est dans la cellule [kL — £, kL + £] autour de la k-éme encoche,

2
GaLpp(x) = _% (resp. @gpp(‘r) = %)7
— pour k € {1,...,N — 1} tel que D(k) =0 et D(k+1) =1 (resp. D(k) =1 et

D(k +1) = 0), alors pour @ € [kL — L kL + L], ©L () = Jp(x — kL) (resp.

app
@aLpp(m’) = —Jr(x — kL)), ou Jp, est la fonction précédemment définie.

— pour z dans la cellule droite [N L — %,NL], si D(N) =0 (resp. D(N) = 1), alors
G)aLpp(x) = —5 (resp. G)aLpp(a?) =Z).

Remarque 2.4.5 Par souci de simplicité, nous supposons que le fil est fini et que les
pincements sont régulierement espacés. La construction de la solution approchée peut
étre adaptée au cas d’un espacement différent entre les pincements ou en ajoutant un
morceau semi-fini a la fin du fil.

Pour un tel profil, nous avons, si L > 3l

IF(OL)llL> < KvV/Ne H/3V2,

L’étude de I'inversibilité de 0, F’ (GGLpp) se fait en montrant la coercivité de <8UF (@aLpp)v‘v>
a I’aide d’une partition réguliere de I'unité qui isole chaque encoche. La preuve de 'exis-
tence d’une solution stationnaire est alors classique, et 1’étude de stabilité se déduit

aisément des résultats obtenus dans le cas du fil infini.

2.5 Perspectives

Les travaux réalisés dans le cadre du renversement d’aimantation par un courant
polarisé en spin nous ont permis de mettre en évidence de nombreux comportements et
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phénomenes physiques. Un premier travail en cours avec Elise Fouassier consiste a justi-
fier rigoureusement les modeles proposés dans la section 2.3. Cette étude se base sur une
analyse approfondie des phénomeénes fortement oscillants apparaissant pour la densité
de spin s (autour de la direction de m) et sur la fagon de les prendre en compte dans
les estimations. Ce probleme a été étudié dans le cas d’oscillation autour d’une direction
fixe pour les équations de Navier-Stokes par E. Grenier [57]. Comme la direction des
oscillations est variable, il est impossible d’obtenir des estimations régulieres indépen-
dantes du parametre lié aux fortes oscillations et de passer directement a la limite. Nos
premiers résultats démontrent ’effet polarisant de la seule couche épaisse de matériau
ferromagnétique pour un courant de faible amplitude et sont en cours d’extension au
cas général. Cette étude passe par une compréhension tres fine des oscillations haute
fréquence de fagon & pouvoir gérer la modification de ’axe des oscillations.

Ces fortes oscillations permettent également de construire des oscillateurs haute fré-
quence. Il sera intéressant d’étudier les dispositifs définis dans [93, 87] par exemple. La
principale différence entre ce dispositif et celui que nous avons étudié réside dans la di-
rection de l'aimantation libre du ferromagnétique mince (la direction de l’anisotropie) :
celle-ci présente en effet une composante orthogonale aux couches minces, engendrant
ainsi des oscillations autour de ’axe du systéeme qui ne serons jamais amorties. Nous
nous retrouvons ici avec un phénomeéne ou, contrairement au cas précédent, ce seront
les oscillations haute fréquence engendrées par le dispositif qui sont & mettre en évidence.

Le modele développé permet de rendre compte du phénomene de renversement d’ai-
mantation dans une couche mince, le modele obtenu étant monodimensionnel. Il sera
intéressant également de coupler cela avec des modeéles plus réalistes faisant apparaitre
des domaines magnétiques que ce soit dans le cas de couches minces ou de nanofils.

Dans le cadre de sa these, Rida Jizzini, en collaboration avec Gilles Carbou, a mon-
tré dans [66, 32] que les solutions présentant un renversement d’aimantation dans un
nanofil infini soumis a un courant électrique sont stables a translation pres pour un
faible courant mais deviennent instables pour un fort courant. En collaboration avec
Gilles Carbou, nous souhaitons étudier I'effet sur la position des murs d’un courant élec-
trique parcourant un nanofil pincé ainsi que son influence sur la stabilité. Des premiers
résultats montrent la stabilité des solutions que nous avons obtenues quand le courant
appliqué est faible. Notre objectif est de montrer que 1’on peut, par ce biais, induire
un déplacement de 'information dans un fil présentant plusieurs pincements sous 'effet
du courant. Cette étude nécessitera de comprendre tout d’abord 'effet déstabilisant du
courant appliqué sur ’aimantation, puis de controler le courant appliqué afin d’amener
le matériau a la configuration souhaité (a priori une translation de 'information stockée
dans le nanofil). Une premiére étude numérique de ce phénomene est proposée en projet
de 5°™€ année aux éleves du département de mathématiques de P'INSA.

L’étude sur les nanofils présentant plusieurs pincements met également en évidence
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une configuration relativement simple de stockage d’information ot nous connaissons ap-
proximativement le comportement de chaque mur. Nous avons étudié I'effet d’un champ
magnétique global appliqué a ce systeme. Dans le cadre de ’écriture de données, 1’ob-
jectif consiste a changer un 1 en 0 (ou le contraire) & une position donnée sur le nanofil,
c’est-a-dire de changer le sens de 'aimantation entre deux pincements, sans modifier le
sens de l'aimantation ailleurs dans le nanofil. Cela s’effectue a l'aide d’'un champ ma-
gnétique localisé engendré par une "téte d’écriture". Un premier objectif sera d’étudier
Ieffet d’'un champ magnétique localisé sur le nanofil considéré, et ensuite d’essayer de
modifier les données écrites localement. Un autre moyen d’arriver & ce résultat pourra
consister a utiliser un courant électrique polarisé en spin transverse a la direction du fil
dans un dispositif semblable a celui présenté dans la section 2.3.
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Chapitre 3

Fluides biologiques

3.1 Introduction

Dans le cadre du projet ANR BioFiReady, porté par Philippe Poncet (UPPA), re-
groupant mathématiciens, physiciens et médecins, je me suis intéressé a 1’écoulement de
fluides biologiques et plus particulierement a 1’écoulement de mucus dans les poumons.

Un des objectifs du projet BioFiReady consistait a mettre en évidence numérique-
ment ’effet de clairance mucociliaire dii au mouvement des cils qui tapissent la paroi
bronchiale (voir figure 3.1) (voir aussi la thése de Robin Chatelin [37], encadrée par Phi-
lippe Poncet). Le mucus étant trés visqueux, les phénomenes de diffusion dominent les
phénomenes de convection lors de I’écoulement, ce qui permet de négliger ce terme dans
les équations de Navier-Stokes. La vitesse du fluide est donc solution d’un probléme de
Stokes. Dans ce contexte, notre étude porte sur un fluide a viscosité variable dans un
domaine tridimensionnel € avec des obstacles immergés qui se déforment au cours du
temps. Nous avons étudié le cas d’un couplage fluide-solide & sens unique : seulement les
forces exercées par le solide sur le fluide sont considérées. La vitesse du solide @ est donc
une donnée du probleme dont 1’évolution est supposée connue. Cela implique également
que le domaine solide, appelé B(t), est connu et évolue avec sa propre vitesse u.

Pour modéliser cette viscosité variable p, nous avons supposé qu’elle dépendait de
la fraction de masse « de mucine, une protéine sécrétée dans les poumons, ou « est
solution d’une équation de convection-diffusion. Ce modeéle est justifié quand la viscosité
dépend directement d’un agent non miscible dans le fluide (par exemple, des protéines,
des produits chimiques, des polymeres,... dans de I’eau). Dans ce cas, la viscosité est
non-homogene et le terme de diffusion dans 1’équation de conservation de mouvement ne
se réduit pas & un laplacien. Nous supposons donc que la viscosité est une fonction de la
fraction massique de cet agent : u = ®(«). Elle est supposée bornée : i < ®(ar) < pg,
avec [I = foo (la viscosité de l'eau) si il n'y a pas d’agents, et p = pq si le fluide est
saturé.

Cette modélisation était une bonne alternative aux lois rhéologiques constitutives du
fluide pour lesquelles il n’y avait pas de modeles établis. Elle permettait également de
décrire convenablement un fluide avec deux phases observables : une de forte et une de
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Body domain B(t)

FIGURE 3.1 — Modele de paroi bronchique

faible concentration, sans que 1’on puisse suivre précisément 'interface entre les phases.
C’est donc ce modele que nous avons retenu dans un premier temps au vu de la difficulté
d’accéder a des informations plus précises a ’aide d’expériences in vivo :

U=1u dans le "solide",

—div (2uD(u)) = f — Vp dans le fluide,

divu =0 dans le fluide, (3.1)
O+ u-Va—nAa=0 dans le domaine de calcul,

p=(a) dans le domaine de calcul,

N . . ., . , . Vu + (Vu)T
ou p est pression, p la viscosité du fluide, f les forces extérieures et D(u) = #

le tenseur des contraintes.

Afin de pouvoir réaliser des simulations tri-dimensionnelles de ce probleme, un des
objectifs du projet et de la thése de Robin Chatelin [37], Chatelin et Poncet ont choisi de
ne pas résoudre le probléme initial, mais plutot de se ramener a un probléeme posé dans
tout ’espace, en domaine fixe, en ajoutant un terme de pénalisation dans I’équation de
conservation des moments afin de forcer la vitesse u a valoir u dans le domaine solide
B(t). Cela transforme le probléme précédent en un probléme de Stokes pénalisé couplé
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a une équation de convection-diffusion engendrant ainsi une dynamique non linéaire :

1p)

—div (2u*D(u)) + T(u‘E —u)=f—Vp° dans Q,
divu® =0 dans €, (3.2)
oo +uf-Va©f —nAa® =0 dans €,
ut = ®(af) dans €,

olt 1y est la fonction caractéristique du domaine solide B(t) et € > 0 le parametre de
pénalisation.

Je me suis intéressé dans [A9] aux aspects théoriques posés par ces deux problémes
(3.1) et (3.2) : existence et unicité de solutions, convergence du probléme (3.2) vers le
probléeme (3.1) quand e tend vers zéro.

En parallele des études théoriques et numériques que nous avons menées, une cam-
pagne de prélevement de mucus (lors d’actes de kinésithérapie sur des malades de la
mucoviscidose) a été menée au CHU Larrey sous 'autorité des docteurs Marléne Murris-
Espin et Alain Didier du service de pneumologie et allergologie du CHU de Toulouse. Ces
prélevements ont été étudiés a 'Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse (IMFT)
par Dominique Anne-Archard afin d’obtenir le comportement rhéologique du mucus [38]
[88]. Un résumé de tous ces résultats (théoriques, numériques et expérimentaux) a fait
lobjet d’un chapitre de livre [C1].

Suite aux résultats expérimentaux, nous avons repris et approfondi ’analyse théo-
rique, en éliminant un défaut de notre premier modele (la diffusion de la fraction massique
ne se fait plus que dans le domaine fluide) d’une part, et en prenant en compte des lois
de viscosité plus réalistes d’autre part : d’apres les résultats obtenus dans [38], nous nous
intéressons par la suite & un fluide dont la viscosité suit une loi de Carreau

q(o)—2

1= 10, w) = oo + (0(@) = poc) (14 28%() D@)?) 7,

ol 0 < poo < pp(a) et g(a) €]1,2] pour tout « et pg, g et 5 sont des fonctions C* de a.

La généralisation que nous allons présenter s’applique a tout type de configura-
tion micro-fluidique et concerne la dynamique de fluides hétérogenes miscibles et visco-
plastiques. Les applications concernent autant les sciences de la vie (a ’échelle de la cel-
lule), comme ’écoulement de mucus dans les poumons, que ’environnement (a ’échelle
des pores dans les milieux naturellement poreux). Ces résultats sont détaillés dans 1’ar-
ticle [A11].

Vous trouverez dans les figures 3.2 et 3.3 quelques simulations des écoulements consi-
dérés tirées de [A11].

3.2 Modélisation

Dans la suite, nous considérons un solide lisse et déformable B(t) se déplagant dans un
domaine tri-dimensionnel 2\ R? et un fluide miscible rhéofluidifiant fortement visqueux
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FIGURE 3.2 — Concentration de Xanthan (Bentheimer sandstone)

dans le domaine 2\ B(t). Afin de modéliser facilement cette géométrie déformable, nous
nous placons dans R* et introduisons pour un temps final 7 > 0 le domaine fluide Oy
défini par

Op = {(t,2) €[0,T] x O,z € 2\ B(1)} .

Le caracteére rhéofluidifiant du fluide fait apparaitre un opérateur de Stokes non linéaire,
son hétérogénéité implique que les parametres du fluide dépendent de la concentration «
du constituant dont la vitesse est notée u. Les aspects miscibles du fluide sont modélisés
par la diffusion du constituant a. Ces hypotheéses nous menent au systeme d’équations
aux dérivées partielles suivant :

—div (2u(a, u)D(u)) = f — Vp in Oy,
divu =0 in Oy,
Oa+u-Va—ocAa=0In Og,
u=7uon

(3.3)

ot D = (Vu + VuT)/2 est le tenseur des contraintes, p est la pression et y la visco-
sité variable, avec des données initiales pour u et «. Le coefficient de diffusion ¢ un
réel strictement positif. Les conditions de bord, introduites et détaillées dans ’équation
(3.9) ci-dessous, sont usuelles : Dirichlet, Neumann, une combinaison des deux ou des
conditions périodiques sur u, et typiquement pas de flux pour a (Neumann homogene)
sur la frontiere intérieure 0B(t) \ 0N et sur le bord 02 du domaine ou des conditions
périodiques aux mémes endroits que u. L’effet rhéofluidifiant provient de la décroissance

de p par rapport a la vitesse de cisaillement 4 = (2D : D)'/? = V2|D|. Un exemple
classique est la loi d’Ostwald

K.,

M=§7
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FIGURE 3.3 — Simulation d’écoulement de mucus dans les poumons, avec périodicité sur
les parois latérales, résolution 512 x 256 x 128. Les isosurfaces de niveau 0.4 et 0.7 pour
la fraction massique « sont affichées respectivement en bleu et rouge apres 200, 415 et
710 pas de temps, de haut en bas.
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avec 'exposant ¢ < 2 et la consistance K > 0 (cette loi est également appelée loi-
puissance). Cela conduit & 'opérateur —Kdiv (|D|?"2D) dans ’équation (3.3), dont
I’analyse est trés proche de celle de la théorie du ¢-Laplacien. Sa version bornée, ex-
hibant deux bornes newtoniennes physiques et parfois utilisée comme une régularisation
de la loi d’Ostwald, est la loi de Carreau :

q(a)—2

() = jiog + (p0f@) — poc) (14 28(a)2 D@)?) 2 (3.4)

ot 0 < pioo < pp(a) et g(a) €]1,2] pour tout a, et ou g, B et g sont des fonctions C* de
«. On suppose que la viscosité au repos g est croissante en « alors que q est décroissante
(N = g+ 1 est appelé l'indice du fluide), et le temps matériel 3 est supposé monotone
pour tout 4. Ces conditions prennent en compte les valeurs constantes, généralisant ainsi
I'analyse réalisée dans [A9]. En pratique, « est a valeurs dans [0, 1], mais pourrait vivre
dans n’importe quel intervalle fermé de R*.

Afin de pouvoir étre appliqué a des cas réels, ce systéeme d’équation aux dérivées
partielles est approché au moyen de la pénalisation suivante sur le domaine B(t) visant
a préserver le caractere de champ a divergence nulle de la vitesse w dans le solide :

1
—div 2u(a®, u®)D(u®)) + % (u® —m) = f — Vp© dans [0,7T] x £,

divu® = 0 dans [0,T] x £, (3.5)
O +uf - Var —div (olg g Va©) = 0 dans O,
o =0 dans O,

ou l'indicatrice Lo\ (y) assure qu’il n’y a pas de diffusion du fluide dans le solide. Les
conditions aux bord associées découlent directement de ’équation (3.9) et sont détaillées
dans la suite dans 1’équation (3.11).

L’ensemble d’équations pénalisées (3.5) est d’un intérét primordial afin d’effectuer
des simulations numériques car il permet d’utiliser des méthodes numériques qui évitent
le maillage de la frontiere du domaine 0B(t) et de ses déplacements. Nous nous inté-
ressons donc au caractere bien posé du systeme d’EDPs (3.5) dans la section 3.4. Au
cours de I’étude théorique de ce systéme couplé émergent quatre types de problemes.
Le premier vient de la viscosité non linéaire p dépendant de « et de D. Elle transforme
le probléme en un probleme de type g-laplacien, mais avec ¢ dépendant du temps et
de l'espace. De tels problemes ont déja été étudiés par Diening et al. [49, 51, 50] pour
des fluides électrorhéologiques pour lesquels ils introduisent la théorie des espaces de Le-
besgue d’exposant variable. Dans la section 3.5, nous expliquons le schéma de la preuve
du théoreme 3.4.1. Nous utilisons tout d’abord ces espaces ainsi que des méthodes clas-
siques pour le probléme de p-laplacien (Lindqvist, [75]) afin de trouver des solutions
pour le probleme de Stokes non couplé, puis nous étudions un second type de probléme :
celui-ci provient d’une "simple" équation de convection-diffusion écrite dans le cas moins
simple d’un domaine dépendant du temps 2\ B (t). La plupart des résultats d’existence
classique ne peuvent plus étre utilisés et on doit suivre précisément toutes les dépen-
dances et régularités en temps afin d’obtenir le résultat souhaité. Un troisiéme probléme
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est 1ié au couplage entre le probleme de Stokes et ’équation de convection-diffusion. Dans
[20], Boyer et Fabrie traitent le cas d’un couplage entre les équations de Navier-Stokes
et des équations de transport, et dans [A9], nous étudions le cas du couplage dans le
cas newtonien. Le dernier probléme, traité dans la section 3.6, émane de la méthode de
pénalisation utilisée pour les simulations numériques. Nous devons prouver que le pro-
bleme pénalisé que 'on résout est pertinent, méme dans le cas d’'un domaine mobile et
déformable. L’étude théorique pour un domaine pénalisé fixé a été effectuée par Carbou
et Fabrie [28] pour I’équation de Navier-Stokes et nous ’avons effectuée dans le cas d'un
domaine mobile et déformable dans le cas newtonien pour ces équations dans [A9].

3.3 Considérations géométriques

Soit T' > 0, B(t) un domaine de R? dépendant du temps t € [0,7], et £ un ouvert
suffisamment régulier de R3. Si on considére un probléme avec au moins une condition de
bord périodique, on pose Q I'ouvert de R? dont la frontiére est suffisamment lisse, et une
relation d’équivalence ~ (dont le noyau est noté G) tel que 'espace quotient Q = Q/G,
avec la topologie induite de Q, est suffisamment lisse.

Un cas d’étude typique pour cette étude est le cube ]0, L[> sur lequel on met deux
conditions de bord périodiques. Dans ce cas @ = R?x]0, L[ et G = LZ? x {0}, afin que
Q= Q/G soit lisse.

Nous introduisons quatre parties de R* :

O =[0,T] x Q le domaine complet en espace et temps,
O, ={(t,z) €[0,T] x Q, = € B(t)} le solide, ie le domaine pénalisé,

O, = {(t,x) €0, T] xQ, x€Q \E(t)} =0\ 0, le domaine fluide, (36)
Y={(t,x) € [0,T] xQ, z € 9B(t) \ 002} la frontiere intérieure de O,
Le probleme (3.3) se réécrit dans ces espaces sous la forme :
u = u dans Oy,
—div (2u(a, u)D(u)) = f — Vp dans Oy, (3.7)

divu = 0 dans O,
O +u - Va —div(eVa) = 0 dans Oy,

Sur les frontieres de B(t) et © ou la normale extérieur v est définie, nous posons
up = (u-v)vetu =u—uy =—(uAv)Av, respectivement les composantes normales
et tangentielles de u € R? (I’hypothése H1 introduite ci-dessous interdit que v ne soit
pas définie a 'intersection de 0B(t) et 02). Afin de décrire proprement les conditions
au bord du probléeme (3.3), on note I'y, ..., ' les I composantes connexes de 0f2 et leur
union

r= || Iu (3.8)

i=1..1
sur lequel on introduit ensemble 6; € {0, 1}, constant sur chaque composante connexe
T';, afin de décrire les transitions entre les conditions de bord de Dirichlet et de Neumann.
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Nous avons donc les conditions initiales et au bord suivantes :

u; =0 sur [0,7] xT
HlUH + (1 — 91)% =0 sur [O,T] x Ty, e =1..1,
v
u=1u sur X,
W (3.9)

P =0 sur ¥ et sur [0,7]xT,

«a et u sont périodiques sinon,
a(0,-) = ag dans £,

Bien que la périodicité soit incluse dans la définition de ’ensemble €2, nous la rappellerons
dans toutes les équations.

Il n’y a pas de conditions de bord sur 992\ ¥ car ’hypothese H1 introduite ci-apres pour
la CF-bi-régularité implique que cet ensemble est vide. La viscosité u et sa régularité par
rapport a « vérifient :

()—2
PIDW)?)
)

Zﬂoo >07
0,

(e, u) = oo + (10(cr) — proo) (1 + 26(
o € CHR) N WL2(R) et Var € R, pup
B eCHR)NWLP(R) et Yo € R, B(ar) >
q € CHR)NWh>®(R) et Va € R, g(a) €

(0]
[0
[¢7,2] o g™ >1,

et o > 0 désigne le coeflicient de diffusion dans I’équation de convection-diffusion sur a.
Suite & notre modélisation, nous réécrivons le probléme pénalisé (3.5) sous la forme :

1
—div 2u(a®, u®)D(u)) + Bg(t) (v —u)=f—Vp® dans O,
divu® =0 dans O, (3.10)
oa® +u° - Va© —div (eVa®) =0 dans O,
af est prolongé par 0 dans O,

avec les données initiales et conditions au bord dérivant directement de l’ensemble
d’équations (3.9) :

ug =0 sur [0,7] x T
auﬁ
Giuj + (1 —60;)—= =0 sur [0,T) x Ty, i =1..1
I ov
6 )
804 =0 sur [0,7] xI' et sur X, (3.11)
v
u® et af sont périodiques sinon, -
a®(0,-) = o dans Q\ B(0).

Finalement, on introduit les espaces fonctionnels suivants :

Définition 3.3.1 Soit F(2; X) Uensemble des fonctions définies de 2 a valeurs dans
X et

L3(Q) = {weLl?*Q),qwdr=0}

V(Q) = {weH' (%R, divw=0 dans Q,wy =0 sur T, Qwy =0 sur Ty, i=1.1}
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5
o

A p —,

a) Ensemble Q) acceptable b) Ensemble Q acceptable ¢) Ensemble Q0 non acceptable
périodique dans 2 directions. périodique dans 1 direction. I' = Ug—1. 4% n'est pas le
I'=T3 Ul est régulier. T" est le bord du domaine régulier €. bord d’un domaine régulier Q.

d) Ensemble ) acceptable
Semblable au cas b. Tessellation cylindrique et de R?

FIGURE 3.4 — Exemples de domaines €2 acceptables, dont les frontieres sont suffisamment
régulieres, et problémes posés par les coins dans la régularité des domaines.

muni de la norme H' usuelle, la périodicité des fonction et la définition du champ de
vecteur normal v étant implicitement pris en compte dans la définition de Q). Grice a
linégalité de Poincaré généralisée (voir par exemple [20] section II1.6), il existe deux
constantes ne dépendant que ) telles que

allVwllLzo) < lwllg @) < 2l Vwllpeq)-
Remarque 3.3.1 Dans la suite la norme sur les espaces LP(Q;R™) sera simplement
notée || - |l1p (@) pour alléger les notations.
3.4 Résultats principaux

Les résultats d’existence et d’unicité qui suivent nécessitent des hypotheses de régu-
larité sur ’évolution au cours du temps du domaine (H1) et (H2) et sur la vitesse u a
I'intérieur de 'obstacle (H3). Nous introduisons tout d’abord la définition suivante :

Définition 3.4.1 Soit B un ouvert régulier de Q. B sera dit Ck-bi-régulier si et seule-
ment si B est uniformément CF-régulier (voir [1] section 4 pour la définition) jusqu’au
bord de Q et Q\ B est un ouvert de Q uniformément C*-régulier.
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3.5.F) Acceptable
Cas utilisé dans
les simulations
DRP Fig. 3.2.

3.5.G) Non acceptable
B n’est pas régulier.

Body 4 B
B

3.5.D) Acceptable
Cas bi-périodique.
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N

[/
77
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77

3.5.H) Non acceptable
B est régulier mais
Q\ B ne lest pas et
son bord présente un

point de rebroussement.

FIGURE 3.5 - Exemples de domaines B pour les propriétés de C*-bi-régularité introduites
dans la définition 3.4.1.

Hypotheése 1 (H1)
— Le domaine B est un ouvert C2-bi-régulier,
— Q\ B est un ouvert connezxe de Q.

Remarque :

— Si BN =0 et B est C*-régulier alors B est C*-bi-régulier.

— Dans le cas des poumons, si il existe (I,1") € (RT)2 tels que 0 < I < I' < L et
I'x [0,l]] € BCT x[0,l'], i.e. on suppose que la paroi bronchiale est le domaine
fixe I x [0,] & laquelle les cils sont attachés et les cils n’atteignent jamais le haut
du domaine Q. Le domaine B est alors C*-bi-régulier.

Hypothese 2 (H2)
11 existe une fonction ¥ € C2([0,T];C%(;R3)) telle que pour tout t € [0,T)
— VU(t) a des conditions de bord périodiques.
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t) est un C2-difféomorphisme sur Q.

t) =¥t B).

t) conserve la propriété de C2-bi-régularité.

t) conserve la mesure de Lebesgue de tous les ensembles, i.e. Yw C Q |U(t)(w)| =
w.

v(
v(
o(

Remarque :
— Le domaine B(t) est C2-bi-régulier.
— Dans le cas du poumon, si pour tout ¢ € [0, T] W (t)(jyxr = Idjoxr, Y(¢)([0,1'] %
[') C [0,I') x T, ¥(t) préserve la propriété de C2-bi-régularité.
— Nous avons aussi Q\ B(t) = ¥(t,Q\ B).
— La conservation de la mesure implique aussi que ¥(¢, z) € [0, T]xQ, | det Jy ) (z)| =
1et tr(JlI,(t)c’?t (t)) = 0.

Hypothese 3 (H3)
— e ([0, T]; H*(B(-); R?))
— Vt €[0,T], div u(t,-) =0 dans B(t),
— u vérifie
uy =0 sur0,T] x (TyNB(-)), i=1.1,
Oiti + (1 —0;) 5L =0 sur [0,7] x (T; N B(-)), i=1.1,

— Vt € [0,T] u(t,-) a des conditions de bord périodiques sinon.

Hypotheése 4 (H4) Nous supposons que
()
— (a, Z) = (po(@) — poo)q' (a) (1 + 25(@)2Z)q2 "In(1 + 28%(a)Z) est bornée sur
K x RT pour tout compact K de R,
— a— (uo(a) — poo)(g(ar) — 2)%((3)) est bornée sur K N{a, p'(a) # 0} pour tout
compact K de R.

Définition 3.4.2 (u®,p®,a%) est une solution faible de (3.10)-(3.11) si elle vérifie
— w® € L0, T;V(Q)), p° € LY0,T; L3(Q)) avec 2 < ¢ < +o0,
— af € L0, Ty B (Q\B()NLA(0, T HY(@\B() et a” € H'(0, T H O\ B())),
— af =0 dans O,
— pour tout v € C.(0,T;V(Q)),

1
// 2u(a®,u®)D(u®) : D(v) dx dt+— // (u*—u)vdrdt = // fvdxdt,
(0,7)xQ € JJOp (0,7)xQ

— a° est solution de
o +uf - Va© — div (cVa®) =0  dans Oy,
1>
%ay =0 sur([0,T]xT)UZX,

a® a des conditions de bord périodiques sinon,
a(0,:) = a9 dans Q\ B(0)

(3.12)
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Théoréme 3.4.1 Soit ag € H2(Q\ B(0)). On suppose (H1), (H2), (H3), (H}) et que
pour tout T > 0, f € L*®(0,T; L*(;R3)). 1l existe alors une unique solution faible
(u®,p%,af) a (3.10)-(3.11). De plus, il existe des constantes indépendantes de ¢ telles
que u® vérifie

e 1. .
oo [ D) L o 11020+ 211 = @llEe (o, 77020801))
< Ol flwee o,z 1@llLe o828 + C' I F IR0 (o 17120
3—q—

+C" max ||ﬂ||ioo(o,T;H2(B(.)))a||ﬁ|’1%,T;H2(B(~)))

pool | D) 20 12200))  + N 20 112 (B0
< Ollflleeoryz2 @y lalluoe om0y + C I i qorire )
3

7q_
+C" max Hﬂni?([O,T];HQ(B()))aH'&HL;_;*([OT].HQ(B(.))) ;

ot ¢~ =inf{q(a), « € R} > 1.

Définition 3.4.3 (u,p,a) est solution de (3.7)-(3.9) si elle vérifie
— w e LI0,T;V(Q\ B()), p € L0, T; LE(Q\ B(-))) avec 2 < q < +o0,
— a e L=(0,T;H*(Q\ B(-)) N L*(0, T HA(Q\ B(-))) N HY (0, T; HY(Q\ B(+))),
— u=1u dans O,
— (u,p) € LI(0, T; HY(Q\ B(-);R?)) x L0, T;L(Q\ B(+))) avec 2 < g < +oo est
solution de

—div (2u(a, u)D(w)) = f — Vp € L?(0, T H1(Q\ B()))),
divu =0 dans Oy,

Uy = Uy a.e.,

up =0 sur[0,T] xTy, i=1.1,

Opu) + (1 — 91)({;{: =0 surn [0,T] x Ty, i =1..1

u a des conditions de bord périodiques sinon,

— « est solution de

o +u-Va —div(oVa) =0 dans O,

O
W 0 sur([0,T]xT)Ux,

a a des conditions de bord périodiques sinon,
a(0,) =ag dans Q\ B(0),

(3.12)

Théoreme 3.4.2 Sous les hypothéses du Théoréme 3.4.1, il existe une unique solution
(u,p, ) a (3.7)-(3.9). De plus, la solution faible (u®,p®,af) de (3.10)-(3.11) converge
fortement vers (u,p,«) quand e tend vers zéro.

Nous présentons maintenant les schémas des preuves des théoremes 3.4.1 et 3.4.2 en
mettant en évidence les points clés qui permettent d’obtenir ces résultats.
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3.5 Schéma de la preuve du théoreme 3.4.1

Pour prouver I'existence d’une solution au probléeme non linéaire pénalisé, nous in-
troduisons la suite (o, u", p") définie par

1. a® = ag le prolongement par 0 de g hors de Q\ B(0),

2. (u™,p") est solution de

—div (2 (1o + (0(0™) = ioc) (1 4+ 28%(0™) [ D(un) P)7)/271) D(u™))
+lB€(t)(u” —u)=f—Vp" dans [0,T] x Q,
divu™ =0 dans [0,T] x Q,
u] =0 sur[0,7] xT,

b+ (1— 00 L Z 0 ur 0.7 x Ty i = 1.1
i ;i = sur [0, 7] x Ty, i =1..1,

ov

u™ a des conditions de bord périodiques sinon,

3. o™t est solution de

™t + 4™ Va"t —divgVa =0 dans Op,

o n+1
% =0 sur ([0,7]xT)US,
7
o™ =0 dans Op,
a1 a des conditions de bord périodiques sinon,

a™1(0,-) =g dans Q\ B(0),

On pose v = G(u™).

L’étude de cette suite récurrente nous conduit a étudier le probleme de Stokes péna-
lisé d’une part et le probleme de convection-diffusion dans un domaine mobile d’autre
part.

Pour le probleme de Stokes pénalisé, nous faisons appel a la théorie des espaces de
Lebesgue d’exposant variable (voir la section 6 en annexe), et nous obtenons le résultat
suivant :

Théoréme 3.5.1 On suppose (H1), (H2), (H3) et (H}).
Soit
>0, gy >0, T >0,
— p € L*([0,T] x Q) tel que pour tout (t,x) € [0,T] x Q, po(t,z) > poo,
— B eL™([0,T] x Q) tel que pour tout (t,x) € [0,T] x Q, B(t,z) >0,
— q € L>([0,T) x Q) tel que pour tout t € [0,T] q(t,-) € P(N) et 1 <q~ < qt <2,
— f e L™, T;L2(;R3)).
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Il existe alors une unique solution faible (u,p) au probléme

—div(2p(z, u)D(u)) + @(u —u)=f—Vp dans|[0,T] x Q,

£
divu =0 dans [0,T] x Q,

up =0 surl0,T] xT, (3.13)
9
By + (1 — ei)% —0 sur[0,T] x Ty, i = 1.1,
1%

u a des conditions périodiques sinon,

qui satisfait

(u,p) € L7 ([0, 7], V() x L ([0, T}; L§(2))

pour tout 2 < r < +00. Nous avons aussi les inégalités suivantes :

1 _
oo | D (W[ 00 (0.17:1.2(52)) + Zllu - o0 (o 11:12(B()))
< O fllwoe o1z 1@l e o828 + C' Il f IR0 (o 171200
3-g—
+C" max (g o.rm2 (50 102 0 7250

pooll D (W12 o, 17,22 () + e - alle o, ry,L2(5()
< Ol fllez o,y lallLoe om0y + C I 1R o rr2 )

3—q
2
3—q—

+C" max ”aHiQ([O,T};HQ(B(.)))aHﬂ”L 0TI BO)

Preuve : La preuve se décompose en deux morceaux. Une premiere partie concerne
I’existence et 1'unicité de solutions au probleme, la seconde porte sur les estimations
indépendantes de €.

L’existence et I'unicité des solutions se prouve de fagon assez classique a 1’aide d’une
version non linéaire du théoréeme de Lax-Milgram (voir [76] section 2.2). Comme la vis-
cosité s’écrit sous la forme d’une loi de Carreau avec ps > 0, 'espace naturel pour
mener & bien toutes les estimations reste l’espace H!(Q). La partie non-linéaire dans
la loi de Carreau s’estime elle aussi sans probléme griace a des résultats classiques sur
le p-laplacien (voir [75]), aux résultats sur les espaces de Lebesgue d’exposant variable
(voir annexe 6) et au fait que I'exposant variable ¢ soit a valeurs dans [¢—, ¢"] C]1,2].
Ceci nous permet d’estimer aussi les parties non-linéaires dans 1’espace H' (). L’étude
des conditions de bord suit le schéma classique de celles du probléme de Stokes.

Les estimations indépendantes de € sont obtenues en prenant comme fonction-test u — @
ot @(t,-) est un prolongement de i bien choisi dans Q \ B(t) vérifiant les mémes condi-
tions au bord que w ainsi que la contrainte de divergence nulle. Pour finaliser les estima-
tions, nous avons besoin d’estimations indépendantes du temps pour le prolongement .
Celles-ci sont obtenues a ’aide des théoremes de trace et relevement dans des domaines
ne dépendant pas du temps, appliqué a u (¢, v, z)), bien défini dans le domaine sta-
tionnaire B grace aux hypotheses H1 et H2. Les bornes indépendantes du temps sont
ainsi obtenues gréace a celles que 'on a sur V. ]
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Pour I’équation de convection-diffusion dans un domaine déformable, nous avons le
résultat suivant :

Théoréme 3.5.2 Soit 0 > 0 et u € L>(0,75V(2)). Soit ap € ﬂl(Q \ B(0)). Il existe
une unique solution v € L>(0, T; H'(Q\ B(-)))NL2(0, T; H?(Q\ B(-))) NL*(0, T; L* (2
B(+))) au probléme

o +u-Va —div (cVa) =0  dans O,

Oa
ot 0 sur([0,T)]xT)Ux,

«a a des conditions périodiques sinon,

a(0,") = ag dans Q\ B(0).

(3.12)

De plus, si ag € H*(Q\ B(0)) alors a € L>(0, T; H2(Q\ B(-)))NL*(0, T H3(Q\ B(:)))N
HY(0,T; HY(Q\ B(-))) et il existe des constantes C et C' ne dépendant que de Q et n
telles que pour tout t € [0,T] :

ot ez < Cllaolleziozoy exp (€ (1+ lulfo oz @) + 1l e o,y )
lallr20.m300 50y < Cllaollaz o\ a0y exP (Clt (1 + [l oo 0,81 () + |’uHi°°(O,T;H1(Q)))) :

Preuve : Afin de prendre en compte le domaine variable, nous utilisons le difféomor-
phisme ¥ défini dans I'hypothese (H2) afin de réécrire ’équation dans un domaine fixe
mais avec un opérateur différentiel qui dépend du temps. On pose S(t,y) = a(t, U(t,y))
pour tout ¢ € [0,7] et y € Q\ B. Dans la suite, on note ¥;(y) a la place de ¥(t,y). 8
vérifie _
OB +v(t,y) -t (y) 'VB —cA(t,y) =0 dans Q\ B,
(i) T(y) ' VB) v =0 s (A(Q\ B)NQ)UT,
5 a des conditions périodiques sinon,
B(0,-) = ap (¥o(-)) dans Q\ B.

ol v est la normale unitaire sortante & Q\ B, J;(y) est la matrice jacobienne de y — Wy (y),
v(t,y) = u(t, Ui(y)) — O Ve(y), 'M est la transposée de M et

(3.14)

Alt,y)B = div (10,50 (Tev) Je(y) ' VB)

Comme VU conserve la mesure des domaines, nous avons |det Ji(y)| = 1 pour tout
(t,y) € [0,T] x Q d’ou lexpression de l'opérateur A. Cette hypothése nous permet
de travailler avec des espaces de Lebesgue et de Sobolev classiques plutot qu’avec des
espaces avec un poids dépendant du temps! Cette hypothese implique également que
div J;7 ()99 (t, ) = 0 pour tout (t,y) € [0,T] x 2\ B et implique que

div (J(y)v(t,y)) = 0.

Nous ne pouvons pas utiliser ici la méthode de Galerkin classique car la dépendance
en temps des fonctions propres de A pose probléme (probleme de régularité en temps,
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de croisement des valeurs propres lorsque t varie, ce qui limiterait le temps d’existence
des solutions obtenues par cette méthode). A la place, nous discrétisons en temps cette

équation afin d’en trouver une solution : on pose N € N*, h = N et t" = nh. Nous re-

cherchons alors 8" (y) approximation de 5(t", y), solution du schéma numérique implicite
suivant :

n+1 n _
= + 0" T () TV AT — g AT )87 =0 dans Q\ B,

(Jn+1 Jpn+1(y )_1VB"+1) cv=0 sur (8(9 \B)N Q) Ul =+, (3.15)
"+ a des conditions périodiques sinon,

8% = B(0,-) = ap (Tp(-)) dans Q\ B,

ot v (y h/tn w(t, Ui(y)) — (004 (y))) dt.

Nous prouvons alors 'existence de solutions faibles puis fortes a ’aide du théoréme de
Lax-Milgram et des résultats de régularité classique pour les équations elliptiques.
Nous définissons ensuite par morceaux les fonctions SV et BN par Y = A"F! et

_ t— " _
BN (t,y) = B™(y) + ——— (8™ — B™) pour tout y € 2\ B et t €]t”, "], Ces fonctions

h
vérifient B )
0N + N L VBN — o AN (t,y) BN =

ou oV, J; v et AN sont définies par morceaux par 9V (t,y) = V" (y), Jyn(y) = T+ (y)
et AN(t,y) = A(t"*1,y) pour tout t €]t t" ] et y € Q\ B.

Nous prouvons des estimations d’énergie indépendantes de N qui nous permettent de
passer a la limite dans les équations. Une fois I’existence et I'unicité des solutions obtenue,
nous pouvons gagner le cran de régularité qui nous manque pour arriver au résultat
annonceé. |

A Tl’aide des théoremes 3.5.1 et 3.5.2, nous montrons que 'opérateur G définissant
la suite récurrente est bien défini de E N F dans lui-méme ou E = L>*(0,7;V(Q)) et
F=12(0,T;V(Q)).

Nous avons de plus les estimations suivantes :

— si u et u' sont deux solutions de (3.13) associées & a et o’ respectivement, pour

tout ¢t € [0,77] :

I(w =) (&, )l ) < Clli(e = ) (E, )l (o),

ou la constante ne dépend que de T, €, f et u.
— si a et o sont deux solutions de (3.12) associées respectivement a u et u’, pour
tout t € [0,T7] :

(e = )t ey < Cll = ¥ llgago s @)

|l — < Cllu —

/HL?(O,t;H?(Q\B(-) /”L2 0,6 HY(Q\B(")))’

ot les constantes ne dépendent que de €2, ||volla2(q), f, 4 et ||pllLe(q)
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De ces inégalités, nous déduisons que pour tout ¢ € [0, 7], nous avons

IG(u) = G(u) 1320 a0y < CHY = v/l 20,k (20 B

d’out Vexistence d’un temps 0 < T™ < T tel que pour tout 0 < ¢ < T™,

1
|G (u) — G(u/)HLQ(O,T*;Hl(Q)) < 5”“ - u/HLQ(O,T*;Hl(Q))-
De plus, T ne dépend que de T', Q, O, f, u et ap.
Nous avons également 'inégalité

| () D(w) — (e, ) D) (4, Mgy < C (1(D(w) = D))t ) eaqey
Hla — ')t i)

ou la constante ne dépend que T', ), Op, f et u.

A Taide de ces inégalités, de la contraction G et des bornes sur « et u obtenues
dans les théorémes 3.5.2 et 3.5.1, nous prouvons l’existence d’un point fixe pour G et
la convergence, & extraction pres, de la suite dans les espaces souhaités. Les résultats
de compacité classiques sur les espaces de Sobolev ainsi que le théoréme d’Aubin-Simon
permettent d’obtenir les convergences fortes pour passer a la limite dans les équations
et obtenir une solution sur [0,77].

La clé pour obtenir I'existence jusqu’a 'instant T réside dans les estimations sur 7.
Celui-ci ne dépend en effet que des données du probléme, en particulier des estimations
obtenues pour « dans le théoreme 3.5.2

ol e o,rmzen 0 < Clloole@zey P (CTP (lulfwormm ) 45)

ott P(z) = 1+ x + 22 et les estimations sur u ne dépendent que des données du pro-
bleme (Th. 3.5.1). En bornant |laol[ 2oy 5(0)) avec cette estimation, quitte a prendre
un temps 7™ plus petit pour satisfaire les contraintes précédentes, nous obtenons que

« est borné dans L2(0,T; H3(2\ B())) et g(j est borné dans L2(0,7; HY(Q \ B(-)))
donc o € C([0, T*]; H2(Q\ B(+))) grace au théoreme d’Aubin-Simon appliqué a B(t,y) =
a(t,U(y))). Cela implique que a(0,-) = ap € H2(Q\ B(0)) et o(T*,-) € H2(Q\ B(T*)).
[a(T™, )|l 2 (q) satisfait alors la méme borne que |ao|g2 (o) 5(0))- Nous appliquons alors
les mémes estimations, mais en partant du temps 7™ pour obtenir existence et unicité

d’une solution sur (7,27™) et par récurrence sur (0,7).

3.6 Schéma de la preuve du théoréeme 3.4.2

Nous avons prouvé pour le théoreme 3.4.1 que
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— af est bornée indépendamment de ¢ dans les espaces L>°(0,T; H2(Q2 \ B(-))),
L2(0,T; H3(Q\ B(+))) et H' (0, T; H(Q\ B(+))), ce qui implique aussi que of et
Va# sont bornés indépendamment de e dans in H'(0%),
— uf est borné dans L4(0,7; V(£2)) pour tout 2 < g < +o0,
e EH%Q(QT;B(.)) est borné pour tout 2 < ¢ < +o0.
A extraction d’une sous-suite prét, toujours notée (u°, p®, @) nous avons alors

o — a faible — % dans L>(0, T; H2(Q\ B("))),
a° — «a faiblement dans L2(0,T; H?(Q\ B(-))),
a° — a faiblement dans H'(0,T; HY(Q\ B(-))),
a® — « fortement dans L7(0}) pour tout 2 < g < 4,
Va® — Va fortement dans L7(0;) pour tout 2 < g < 4,
u® — wu  faiblement dans LY(0,7;V(£2)) pour tout 2 < g < +o0,
u® — wu  faible — x dans L*°(0,T;V(Q)),
u® — u fortement dans L4(0,T;L?(B(-))) pour tout 2 < g < +o0,

Les convergences fortes et faibles énoncées précédemment permettent de passer a la li-
mite dans la formulation faible de I’équation de convection-diffusion, mais aussi dans les
conditions de bord et la donnée initiale. De plus, nous obtenons une convergence forte
de o dans L2(0, T; H%(Q \ B(-))) et dans L2(0, T;L>(Q\ B("))).

De méme, les résultats précédents permettent de passer a la limite dans tous les
termes du probleme de Stokes. La convergence forte obtenue pour of et des résultats
classiques sur les opérateurs non linéaires (pseudo-monotonie) permettent de montrer
que I'équation de Stokes non-linéaire est bien satisfaite par u et p.

Enfin, une adaptation des estimations effectuées pour le point fixe dans le théoréme
précédent nous donne 'unicité des solutions.

3.7 Perspectives

Cette étude concernant le caractére bien-posé des problemes étudiés montre la com-
plexité et la diversité des outils requis lorsque ’on s’attaque a des cas issus du réel. Les
modeles utilisés sont toutefois encore tres simples.

Une premiere amélioration de ce travail consiste a inclure un couplage two-ways dans
le modeéle. Le domaine se déforme alors sous 'effet de force intérieure et de la résistance
que lui oppose le fluide. Il devient donc une nouvelle inconnue du probléeme, régie par
son propre jeu d’équations couplées au reste du modele.

Une seconde extension de ce systéme d’équations aux dérivées partielles consiste a
remplacer les conditions de bord par des conditions de bord non-linéaires. Ces derniéres
sont d’un intérét fondamental dans le cadre de ’écoulement de polymeres, en particulier
dans le régime visco-plastique. On peut également remplacer une des conditions de bord
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par un probléme de surface libre, particulierement dans le cas de I’écoulement de mucus
dans les poumons.

On s’intéresse également au caracteére bien-posé des équations quand la diffusion o
dépend de la vitesse u, modélisant ainsi la dispersion du front entre le fluide et le poly-
mere comme cela a été mis en évidence dans [43] par exemple.

Une derniere généralisation naturelle de ce systéeme consiste a introduire une re-
laxation en temps (Maxwell ou Oldroyd) dans 1’équation de Stokes. En particulier, une
perspective intéressante serait de considérer une relaxation en temps avec une contrainte
d’ordre deux comme celle décrite par le modele de Giesekus [89]. Cela permet de décrire
une grande variété de fluides viscoélastiques au moyen de deux parametres.
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Chapitre 4

Schémas numeériques pour des
équations dispersives

Dans le cadre d’une récente collaboration avec Christophe Besse et Pascal Noble
(IMT), je me suis intéressé aux équations dispersives, et plus particulierement a leur
résolution numérique. Afin de pouvoir étudier les phénomenes dispersifs (chocs en par-
ticulier), nous voulions avoir des données expérimentales, d’ou la nécessité de résoudre
précisément les équations dispersives. Nous nous sommes restreints dans un premier
temps & des probleémes linéaires (équation KdV et KdV-BBM linéarisées, voir [A10]).

4.1 Introduction

L’équation de Korteweg-de Vries (KdV) est une équation classique, non-linéaire et
dispersive qui modélise la propagation unidirectionnelle d’ondes longues faiblement non
linéaires en présence de dispersion. Elle s’écrit :

3
Byt + Dyu + ?nuﬁmu + %amu =0, Vt>0, VzeR, (4.1)

ou 1 > 0 est la paramétre de non-linéarité, p est le parametre de dispersion et n, u
sont de méme ordre de grandeur (voir [74] pour plus de détails sur la dérivation de
cette équation particuliere). Un modele alternatif possédant de meilleures propriétés
dispersives est obtenu en remarquant que, quand 1, u — 0, d,u = —du+ O(n+ p). Ceci
nous permet de substituer une dérivée en temps a une dérivée en espace dans le terme
dispersif. (4.1) est alors asymptotiquement équivalente a

B: (u — adppt) + Dyu + 3—2"w9xu + (% — )0y =0, Y0<a< % (4.2)

Si o = /6, 'équation ainsi obtenue est appelée équation de Benjamin-Bona-Mahoney
(BBM). Nous noterons (KdV-BBM) le modele mixte (4.2). Les équations (KdV) et
(KdV-BBM) possedent toutes deux des solutions sous forme d’ondes solitaires et cnoi-
dales (périodiques) et il est particulierement important d’étudier l'interaction entre ces
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ondes et de déterminer si elles jouent un réle dans la description des solutions de (4.1)
ou (4.2) pour des temps asymptotiquement grands.

En effet, pour des solutions variant lentement (a la fois en espace et en temps)
Iéquation (KdV) peut-étre vue comme une régularisation dispersive de 1’équation de
Burgers

3
Oy + Opu + ?nuf)xu =0.

Les régularisations dispersives de lois de conservation peuvent générer ce que ’on appelle
des ondes de choc dispersives (DSW). Au contraire de leurs alter-égos diffusifs, les chocs
dispersifs ont une structure oscillante et la largeur de la région oscillante croit avec le
temps de sorte que les conditions de saut de Rankine-Hugoniot ne sont plus satisfaites.
Il existe une énorme littérature sur ce modele particulier pour I’équation de Korteweg-de
Vries. La simulation numérique de tels modeles est difficile : habituellement, ces équa-
tions sont résolues au moyen de techniques spectrales, particulierement adaptées a la
description de phénomenes oscillants, mais qui nécessitent des conditions de bord pério-
diques aux extrémités du domaine de calcul. De plus, comme la partie oscillante du choc
dispersif (DSW) croit au cours du temps, il est nécessaire de prendre des domaines de
calcul de plus en plus grand, ce qui augmente les colits de calcul. Il faut aussi mention-
ner que la dynamique des équations dispersives dépend du fait qu’elles soient résolues
dans l'espace tout entier ou dans un domaine périodique : dans ce dernier cas, les ondes
de faible amplitude ne peuvent plus diffuser & l'infini et restent indéfiniment dans le
domaine de calcul.

Une stratégie plus appropriée consiste a utiliser des conditions de bord transparentes
(TBC) : c’est-a-dire a obtenir des conditions au bord telles que la solution obtenue
dans le domaine de calcul soit une approximation de la solution exacte restreinte au
domaine de calcul. Ces conditions de bord artificielles sont appelées conditions de bord
absorbantes (ABC) si elles permettent d’obtenir un probléme bien posé dans lequel de
I’énergie est absorbée aux bords. Nous renvoyons a [7] pour une revue des techniques
utilisées pour construire de telles conditions transparentes ou artificielles au bord dans
le cas de I’équation de Schrédinger.

Nous nous sommes intéressés dans [A10] a 1’équation (4.2) linéarisée autour d’un état
constant u = U. Cela conduit a I’équation de KdV-BBM linéarisée

Oi(u — aOzzpu) + cOzu + €0pgeu =0, VYVt >0, VreR, (4.3)

olt a,e = 11/6 — o > 0 sont les parametres de dispersion et ¢ = (1 + 3nY) la vitesse. Le
calcul des conditions au bord transparentes pour les cas continu et discret a été effectué
récemment dans le cas purement (BBM) (¢ = 0) dans [17]. Dans le cas purement (KdV)
(av = 0), les conditions de bord transparentes continues ont été obtenues dans [95, 96].
Récemment, les conditions de bord transparentes, continues et discretes, ont été obte-
nues et implémentées dans [16]. Les conditions de bord discretes ont été dérivées pour
une discrétisation spatiale décentrée amont (premier ordre) et centrée (second ordre). La
discrétisation temporelle est basée sur le schéma de Crank-Nicolson. Les conditions de
bord discretes artificielles (DTBC) avaient été précédemment introduites dans [11, 10,
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54, 55, 53] principalement pour 1’équation de Schrodinger instationnaire. Ces (DTBC)
sont meilleures car elles sont, par construction, parfaitement adaptées au schéma utilisé
a I'intérieur du domaine et préservent les propriétés de stabilité de la méthode de discré-
tisation et ne produisent donc théoriquement pas de réflexion au bord. Toutefois, dans
le cas de I’équation de (KdV) linéarisée les conditions au bord ne sont pas explicites et
nécessitent une Z-transformée inverse numérique (un analogue discret de la transformée
de Laplace inverse) qui, elle, produit une erreur numérique et crée des instabilités en
temps long (voir [11, 97]).

Notre objectif est de proposer une procédure alternative qui permet de calculer nu-
mériquement la Z-transformée inverse et d’obtenir des conditions au bord transparentes
sans restriction sur le temps de simulation (voir [A10]). Dans la section 4.2, nous rap-
pelons tout d’abord la dérivation de conditions de bord transparentes pour 1’équation
linéarisée (KdAV-BBM) et prouvons un résultat de stabilité. Dans la section 4.3, nous nous
intéressons aux conditions de bord transparentes discrétes : nous prouvons la consistance
de ces conditions et fournissons des conditions de stabilité suffisantes qui garantissent la
convergence dans le schéma numérique. Dans la section 4.4, nous procédons a des tests
numériques en utilisant pour donnée initiale le cas gaussien et celui du paquet d’onde.
Pour de grands temps de simulations, nous dérivons également des conditions de bord
discretes explicites et montrons leur stabilité numérique.

4.2 Conditions de bord transparentes pour I’équation Kdv-
BBM linéarisée

Nous rappelons tout d’abord comment obtenir la dérivation des conditions de bord
artificielles exactes. Dans ce cadre, nous considérons le probléme suivant

O (u — @0pput) + cOptt + € Opgeu =0, VYVt >0, VaeR, (4.4)
u(0,2) = up(z), VzekR, (4.5)
xlglc}o u(t,z) = xEIEloou(t7x) =0, (4.6)

ol ug est & support compact dans 'intervalle borné de calcul [z4, z,] avec z; < ;.
Les constantes ¢ € R et a,e > 0 sont respectivement la vitesse et les deux parametres
de dispersion. La construction de conditions de bord artificielles continues associées au
problemes (4.4)-(4.6)) se fait en considérant le probleme sur le complémentaire de [xy, ;]

O(u — aOpp) + cOput + €0pzpu =0, YVt >0, Vr<wzy Vo>, (4.7)
u(0,2) =0, Vo<xzy Vo>, (4.8)
lim u(t,z) = lim wu(t,z) =0. 4.9)

T—00 T——00
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4.2.1 Conditions de bord exactes

Afin d’obtenir les conditions de bord transparentes, nous écrivons (4.7) comme un
systeme du premier ordre par rapport a la variable x :

U 0 1 0 U
O, v | = 0 0 1 v . (4.10)
w 719, —ele aely, w

Le probleme étant homogeéne en temps, nous utilisons la transformée de Laplace. Soit
(4,0, )(s,.) = [5° e 5" (u,v,w)(t,.)dt la transformée de Laplace de (u, v, w) par rapport
a la variable temporelle. Alors (4.10) devient le systeme différentiel classique de premier
ordre de parameétre s € C avec R(s) >0 :

Oz = Aac(s,0) (4.11)

S D

Il

(@)

(e

—_
SRS
SRS N

Les solutions générales de ce systeme d’EDO s’écrivent explicitement sous la forme

= MOTY () + 2T Yy (5) + M TVe(s), <y, x> (4.12)

SRS TN

ot \g(s),k = 1,2,3 sont les racines de P(s,c,a,e,\) = s+ ch — asA? +eX? = 0
et Vp = (1,Ak,)\%)T les vecteurs propres de la matrice A, (s, c) associés aux valeurs
propres Ag.

Proposition 4.2.1 pour tout € > 0 et pour tout a > 0, les racines \g(s),k = 1,2,3
possédent la propriété de séparation suivante :

R (5) <0, Ra(s) >0, ROs(s)) >0, YR(s) > 0.

Nous cherchons maintenant des solutions (@, 9, )7 telles que limg o0 @(s, ) = 0. Cette
condition est vérifiée si on impose que

(s, )
(s,2,) | =0, (4.13)

(s,x,)

Vl(s) A

2 >

ce qui nous donne les deux conditions de bord suivantes
O U(s, ) = Mi(s)a(s, z,), Opati(s, ) = N (s)0(s, x,). (4.14)
Un argument similaire pour obtenir des solutions (4, ,%)” telles que lim, s o (s, ) =

0 nous impose la condition

Va(s) A Vs(s) - 1:)(873,’@) =0, (4.15)



qui nous donne a son tour la condition de bord suivante :
022 0(8,20) — (A2(8) + A3(8))0pU(s, 2¢) + A2 Asii(s, zp) = 0.
En utilisant les relations entre les racines );, cette condition est équivalente a

as

Oz (s, ) + ()\1(3) - E) Oz U(s, z¢) + <)\1(s)2 - %x\l(s) + g) (s, z¢) = 0. (4.16)

En les réécrivant dans les variables temporelles, ces conditions de bord (4.14) et (4.16)
deviennent

Opu(t,z,) = L7 () * ult, z,.), Dpau(t, 2,) = LTYNI(5)) * u(t, z,),
Dueult,ze) + L7 (Ma(s) = ) * Dyult, o) (4.17)
FL (M (s)? — %Al(s» su(t, ) + gu(t, z¢) = 0.

Une question naturelle est de savoir si cette procédure de troncature fournit des condi-
tions de bord absorbantes. Nous prouvons le résultat de stabilité H' suivant

Proposition 4.2.2 Supposons que

c o\ 12

Ce (éR(A%(if)) - '“f”) — AR () 20, VEER.
alors le probleme
Ot (u — @Opp) + cOpu + € Opgau = 0, (t,x) € R} x (z¢, ),
u(0,z) = up(z), x € (zyg, ),
Duut, ) = £ ((s)) = u(t, 7). L CRY,
Opeu(t, ) = LN (8)) * ult, ), t € RS, (4.18)
Bpatu(t, x0) + L7 (M (s) — 7‘9) % pult, z) t e R,
L7 ()2 = SEN(s)) * ult, w) + Sult ) =0,

est H'-stable. Plus précisément, pour tout t > 0, lénergie cinétique généralisée vérifie

Ty

/zr u?(t, ) + a(Opu)?(t, z) do < / ud(z) + a(dyup)? de.

14 Ty

Remarque 4.2.1 La racine \i(s) est définie pour tout s € C tel que R(s) > 0. Nous
définissons A1 (i€) avec & € R de la fagon suivante

A1 (i€) = Hm Aq(n + i€).
n—07+
Proposition 4.2.3 La condition de stabilité donnée dans la proposition 4.2.2 est tou-
jours vérifiée :

c i€)|?
Ve e R, 5te (%(A%(ig)) - Ml(;”) — aR(iEN (i€)) > 0.
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Preuve : On pose \;(i§) = a + ib. Cela nous permet de réinterpréter la condition de
stabilité. En posant s = n + i€, on procéde a un développement asymptotique de Ay
quand 7 tend vers zéro. Cela nous fournit des informations supplémentaires sur a et b
qui nous permettent de conclure suite a I’étude de tous les cas possibles. [ |

4.3 Conditions de bord transparentes discretes

Il n’est pas possible de calculer explicitement la transformée de Laplace inverse de
Ak, k= 1,2,3, ce qui ne permet pas d’obtenir une formulation pratique des conditions
de bord. Il est donc difficile de discrétiser les conditions de bord transparentes (4.17)
sans autre information. Dans [16] et [17], la construction des conditions de bord discrétes
transparentes pour ’approximation de I’équation linéarisée de Korteweg-de Vries (IKdV)
( = 0) et I'équation linéarisée de Benjamin-Bona-Mahoney (IBBM) (e = 0) est effec-
tuée sur les schémas numériques discrétisés. Dans le cas (IBBM), 'opérateur différentiel
spatial est d’ordre deux et il est possible de donner une formulation explicite a la fois
aux conditions de bord transparentes continues et discrétes. Ce n’est pas le cas lorsque
l'on traite le cas (IKAV) ou l'opérateur différentiel est d’ordre 3. Dans le cas continu,
nous n’avons pas acces explicitement a la transformée de Laplace inverse explicite. Nous
rencontrons ce probléme également au niveau discret ou une procédure numérique est
utilisée pour calculer numériquement la Z-transformée inverse. En effet, elle requiert une
implémentation en quadruple précision pour éviter des instabilités en temps grand (voir
[16] pour plus de détails). Nous proposons ici une approche alternative pour inverser nu-
mériquement la Z—transformée qui permet de construire "explicitement" les coefficients
des noyaux discret.

4.3.1 Construction et calcul des conditions de bord transparentes dis-
crétes

Nous construisons ici les conditions de bord transparentes discrétes associées a la
discrétisation Crank-Nicolson centrée de ’équation linéarisée de KdAV-BBM :

n+l _  n _ n+l n+1 n+tl _  n n_ ,n
u; uj —Ap (u 2u; +u ujy + 2uj u]_l)

J g+l J J—1
T R (L
4 j+1 Jj—1 4 J+1 J—1
Ap +1 +1 +1 +1
+ (U?H —2ujy +2uiTy — u’;_Q)
+A£(u" —2ul g +2uf g —ul )*0 Vi=0 J,  (4.19)
1 \W+2 1 j=1 7 Wie2) T V)= e :
o ot 5t
¢ 5 «
Mr= 2, Ap = Ap = —
H= 5 b= a3 B 522

Nous avons noté 6t > 0 le pas de temps et dx > 0 le pas d’espace. Nous posons J =
(xr—xy¢)/0x. L’approximation de la solution exacte u(t, z) aux points joz et aux instants
not avec 0 < j < J et n € N est u} ~ u(ndt,zy + joz).
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Afin d’obtenir les conditions de bord artificielles appropriées nous suivons la méme
procédure que dans la section 4.2, mais au niveau discret. Nous appliquons au schéma
(4.19) la Z-transformée par rapport a I'indice de temps n, ce qui est ’analogue discret
de la transformée de Laplace en temps. La Z-transformée est définie par

w(z) = Z{(u Zuzk, |z| > R >0,

ou R est le rayon de convergence de la série de Laurent et z € C. En notant 4; = 4;(2)
(n)

la Z—transformée de la suite (u;
homogene aux différences d’ordre 4

. g 4)\32—1) (4 8)\B>z—1A
9 24 o8B .
e < AD - M z+1) * M Ap )zl

+(2__)a]1 i 5 =0. (4.20)

Jnen, nous obtenons & partir de (4.19) I’équation

Le polynoéme caractéristique associé a cette relation de récurrence linéaire est donné par

P(r)y=71*—(2—a+ up(2))r® + (;lzr + 2u> p(2)r? +(2—a— pup(z))r —1=0. (4.21)

AH 4\ B 2—1_1—271

a:Ea n= )\D7 p(z):z+1_1+z_1

Comme dans le cadre continu, nous avons une propriété de séparation des racines

re(z),k=1,2,3,4:

Proposition 4.3.1 Supposons € > 0,a > 0, dx, 0t > 0 et ¢ € R. Alors, les racines de
P sont bien séparées :

Iri(z)] <1, |re(2)] <1, Irs(2)| > 1, |ra(2)| > 1

ce qui définit une propriété de séparation discréte. En conséquence, il existe une pa-
ramétrisation réguliére du sous-espace "stable" (resp. instable) E*(z) (resp. E¥(z)) des
solutions de (4.20) qui décroit vers zéro quand j — +oo (resp. j — —o0) pour |z| > R
avec R suffisamment grand.

Suite & cette proposition, nous posons
S%(2) = r1(2) + ro(2), P’(2) =ri(2)ra(z), S“(2) =r3(z) + ra(z), P*(z) = r3(2)ra(z)
et le polynome caractéristique P admet la factorisation

P(r)= (7“2 - S%(z)r+ P”(z)) (r2 — S%(2)r + Ps(z))
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Les conditions de bord transparentes discrétes s’écrivent alors comme suit. Sur la fron-
tiere gauche, nous avons :

A A~ A A u

(-2, t1,10,71) € E*(2)

qui est aussi équivalent aux conditions aux limites suivantes
ay — S“(z)to + PY(2)u_1 =0, dg—S"(2)t_1 +P"“(2)0_2=0. (4.22)
D’autre part, nous avons sur le bord droit :
(Ug—1,07, 0741, 0542) € E*(2)
qui s’écrit aussi
Ujyo — S%(2)Uge1 + P°(2) 0y =0, djy41 — S%(2)ay + P%(2)tj-1 = 0. (4.23)

Les coefficients de P admettent une singularité en z = —1, ce qui induit un mauvais
comportement des coefficients dans le développement de S*, P%, S°, P*. Afin de se dé-
barrasser de cette singularité artificielle, nous considérons des conditions de bord alter-
natives en multipliant (4.23) et (4.22) par 1+ 27!, En inversant la Z—transformée, nous
obtenons que les conditions de bord a gauche et a droite s’écrivent :

U?Jrl _|_ugz + (§“ g uD)n—l—l + (ﬁu *g u_l)n—H — O, (4 24)
ug—l—l +u6z + (5” g u_l)n—i—l 4 (ﬁu g u_2)n+1 — 0’ .
“7}15 + ujio + (8% *a UJJrl)nJr1 + (P° *q UJ)nH =0,

- - 4.25
u"}ﬂ +ulfiq 4 (8% %4 wg)" T (P xg ug_y)" T =0, ( )

ot les suites S, P* et S°, P* sont définies par

§(x) = (14218 (:) = 3 22, PU(a) = (142 )P(s) = 3 L2,
n:OZ n:OZ

SU(Z) = (1 + Zﬁl)SU(z) = 8727 pu(z) — (1 + Zﬁl)Pu(Z) _ ZLZ
n:OZ n—OZ

Les relations (4.24) et (4.25) permettent de calculer les valeurs fantomes u_s, u_1, w41
et ujyys. Il reste maintenant a calculer les coefficients 5%, py, 85, p;, pour tout n € N.
Pour I’équation de Schrodinger [11, 97] et I’équation (IKdAV) (a = 0) [16], la procédure
o0
numérique pour calculer les coefficients est la suivante : si on pose V(z) = ka 2k
k=0
pour tout |z| > R, les coefficients uy sont obtenus via la formule
rh 2w . .
Up = — V(re®)e™dg, VneN,
21 Jo
pour 7 > R et les approximations de ces intégrales sont effectuées grace a la transformée

de Fourier rapide Dans [11, 97, 16], nous avons R = 1 donc la procédure numérique
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est instable quand n — 0o a cause des erreurs de troncature. Nous proposons ici une
approche différente basée sur 1’utilisation des relations entre les coefficients et les racines
d’un polynéme. Nous posons = 2~ et nous devons résoudre le systéme suivant

l1—2x
1+’

P"(z) + P*(x) + 8" ()" (x) = <§Z + 2”) 1 J_r i (4.26)

PU(2)S*(z) + P*(2)S™(x) = — (2 Ca— s “”) ,

S¥(x)+ S (z)=2—a+p

Comme nous ’avons mentionné précédemment, nous calculons a la place un développe-
ment de S%, 5%, P%, P® : le systeme vérifié par ces quantités est donné par

5@+ 5@ = -t ) bl —m),
(14 2)P"(2) + (14 2)P*(x) + §"(2) 5" (x) = (AZ 4 2u) (1-22),

PU(a)5%(x) + P*(2)5" () = — (2 = )(1 4+ 2)° = (1 — 2))
PUz)P%(z) = —(1 + 2)2.

(4.27)

Les coefficients satisfont maintenant pour tout n > 1 la relation de récurrence li-
néaire :
~S ~U n
Sn + Spn = 01,

n—1

~ ~s =S zu =S U n ~ ~s =S zu

Pn + 2% + S0Sn + SpS0 =02 —Pn—1— Pn—1— Z SkSn—k»
k=1

=S ~U =S ~U ~S ~U ~S ~u n = =5 ~u o =S ~U (428)
S50Pn + SnPo + DPosn, + PnsSo = 03 — Z SpPn—k — Z PiSn—k»
k=1 k=1
n—1
~S ~U ~s~u __ 4 ~S ~U
8D + 8Py = 0y — D Dibn—i
k=1
ol les coefficients pour n = 0 vérifient le systéme non-linéaire :
~s ~u __ 0 ~s ~1, ~s~u __ 0 ~uxs ~s~u __ 0 ~s~u __ 0 4.29
S0+ 8g =071, DPo+DytSpSy =02, PgSp +DPoSo = 03, DoPo = O4- (4.29)

Les suites o, kK = 1,2, 3,4 sont données par

4a
01:(2—a—|—u)50+(2—a—,u)51, 02:<)\H+2u)(50—(52),

o3=—(2—a—p)d—2(2—a)dy — (2—a+ p)da,04 = =69 — 261 — 02.

Le systéme non-linéaire est résolu numériquement en calculant les racines de P pour
2=} = 2 = 0 et la relation de récurrence (4.28) est directement implémentée. Elle
requiert I'inversion d’une matrice 4 x 4 dont l'inversibilité est assurée par la séparation
des racines quand = = 0. Nous tragons les 55 sur les courbes de gauche de la figure 4.1
otl nous voyons qu’elles décroissent en n~3/2 comme dans le cas BBM ou pour I'équation

de Schrédinger [54].
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FIGURE 4.1 — Coefficients 3, avec dz =278 a=d=1letc=2

Toutefois, dans la limite dx — 0, les racines de P ne sont plus séparées, ce qui
implique que le systéme linéaire a résoudre dans la procédure est mal conditionné (le
déterminant de la matrice tend vers 0 quand dz — 0) ce qui augmente I'impact des
erreurs numériques : voir les courbes de gauche de la figure 4.1. Remarquons toutefois
que ce "mauvais" comportement n’est observé que pour des pas d’espace dx beaucoup
plus petits que ceux utilisés dans [16]. Afin de gérer ce probléme n’apparaissant que
pour des petits pas d’espace dx, nous effectuons un développement asymptotique des
coefficients §7,35% et po,py quand dx — 0 et tronquons ces estimations a un ordre p
plus grand que 2 afin de préserver la précision du schéma. En supposant o > 0 et dans
la limite 0t — 0, la divergence des coefficients est beaucoup plus forte puisque 'on a
facilement le résultat suivant :

edt 4adx

r1(z = +00) V0 s (2 = 400) a0 —o

4.3.2 Consistance et stabilité des conditions de bord transparentes dis-
crétes

Nous vérifions ici la consistance des conditions de bord transparentes discretes et
(4.22) et (4.23) par rapport aux conditions de bord continues. En conséquence nous
obtenons un développement asymptotique des coefficients de convolution 5., 5% et p; , pr.
Tout d’abord, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.3.2 Soit s € C tel que R(s) > 0. Posons z = exp(sdt) et u(z) = 5t((z+11))
et supposons que les racines \i(s) sont distinctes. Alors les racines r1,r2,1r3,74 de 'équa-

tion caractéristique (4.21) admettent un développement régulier quand dt,dx — 0 et
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s’écrivent :
r1 =1+ 6z (s, 5:0) = 1 + 5:E)\1( )+ 022\ + 02 O (622 + s25t2),

rg=—1+ O;S (6% 4 s%6t%),
r3 =1+ 0z ha(s, (5m) = 1+ dada(s) + O(52% + s*6t%),
ry =14 02zX3(s,07) = 1+ dz)3(s) + O(02? + s25t2).

ol

A1(s) (asAi(s)? — 2cAi(s) + 3s) .

AL =
! 3N2(s) — 2asAi(s) + ¢

Nous pouvons maintenant vérifier la consistance des conditions de bord transparentes
discretes par rapport a leur version continue. Afin de simplifier la présentation, nous
supposons que [xg, z,] = [0, 1].

Proposition 4.3.3 Soit u une solution réguliére du systéme (KdV-BBM) (4.18). Pour
tout © € [—20x,1 + 20z, nous définissons la Z-transformée de (u(ndt,z))nen par

A >, u(ndt, x
U(z,x) = Z (z")
n=0

Alors, pour tout K C C* et tout s € K, nous avons pour les conditions de bord a gauche :
a(e*, 6x) — S*(e*)a(e™,0) + P*(e*)a(e™, —5x) = 6a O(dt + 8a),
a(e*,0) — SU(e*) (e, —ox) + P*(e*)a(e Sét, —20z) = 622 O(6t + dx),
alors qu’a droite
a(e 1+ 20z) — S%(e)a(e®®!, 1 + ox) + P*(e* )ﬂ( 9 1) = 62 O(6t + dx),
a(e*, 1+ 6x) — S%(e*)a (e 1) + P5(e*))a(e*,1 — 6z) = 02 O(5t + x).

Remarque 4.3.1 Notons que la précision est inférieure d’un ordre de grandeur pour
la condition de bord droite. Cette perte de précision, provenant d’un mode additionnel
bifurquant a partir de —1, est un artéfact purement numérique.

Ecrivons maintenant un résultat de stabilité pour les conditions de bord transparentes
discretes. A cette fin, nous introduisons A%(z) et A%(z) les matrices hermitiennes

As:(as@ vs(z))’ Au:<au<z> wu<z>)
RONED OO

2 2
0r(2) = EE (e,
z 2 2=z
7@ =E I (R0 - )+ 0 -25°() -0 S,
z 2 z—zZp°(z
‘(0= EX I (56 - o) - (0 - 2p'(2) — w2,



et

> 2
o(2)= EH 2,
z 2 z2—Z
5:() = E LI () - 47— (0 - 2)() — T 2 E),
z 2 z—zZp“(z
() =B (s ) - 5 + - 2wt (2) + 02 PR

Proposition 4.3.4 Soit u} avec j € [~1, J + 1] et n € N solution de (4.19) avec les
conditions de bord transparentes (4.24) et (4.25). Posons &,

2 u-)Q
Z ng . (4.30)

Jn
ZZ]

Supposons que pour tout 0 € [—m, 7] les matrices hermitiennes A*(e) et A%(e") sont
positives. Alors les conditions de bord (4.24) et (4.25) sont dissipatives :

VN € N, En—E&E=-R/—R, <0

ol

(e NET=IC
Rr:;\i/ﬂ< J 1(29)) >;AS(€Z9)< i\(le(,z@)) >>d920’

'LLJ(
A [T aa(@) e [ u—i(€?)
RZ_S?/_W< uol( 10) >7A (69)< %161'9) >>d(920.

Remarque 4.3.2 Dans le cas purement BBM, les conditions de bord transparentes dis-
crétes sont dissipatives et pour tout m > 0, nous avons &, < & (voir [17] pour une
preuve). Dans ce cas, on notera que les conditions de bord transparentes n’ajoutent qu’un
point fantéme da chaque bord. La dissipativité se prouve en étudiant, a chaque bord, le
signe d’une fonction définie sur le cercle unité. Ici, nous voyons que nous avons besoin
de vérifier que deuxr matrices hermitiennes sont positives. La taille des matrices est dé-
terminée par le nombre de points fantémes ajoutés a chaque bord. Ces conditions sont
difficilement vérifiables dans le cas général, mais on pourra vérifier numériquement que
les conditions de bord sont effectivement dissipatives. Un cadre général pour l’étude de
la dissipativité des conditions de bord transparentes pour les équations d’évolution est

donné dans [41].

4.4 Résultats numériques

Nous illustrons ici le comportement des solutions numériques de (4.3) quand nous
utilisons le schéma numérique (4.19) avec les conditions de bord (4.24) et (4.25).
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4.4.1 Cas 1 : conditions de bord transparentes exactes

Le schéma numérique est donné par (4.19) couplé aux conditions de bord (4.24) et
(4.25). Afin de vérifier 'ordre du schéma numérique, nous définissons e(™ I'erreur relative
£? au temps t = ndt donné par :

) = g (tns ) = 0" () / et

ot u™ est la solution du schéma numérique. Gréce & la définition de (™, nous travaillons
avec la fonction d’erreur donnée par le maximum de e pour 0 < n < N

Ep = max (<)

qui correspond & la version discréte de la fonction d’erreur L°L2. Comme nous tra-
vaillons avec le schéma de Crank-Nicolson (4.19), nous devons avoir la borne

Ep < Cyot? + Cpoa’. (4.31)

Nous considérons deux types de données initiales, une Gaussienne et une Gaussienne mo-
dulée (ou paquet d’ondes). Les deux conditions initiales que nous considérons s’écrivent :

1 2
Up,G = exp (—400 (:1: — 2) > , uo,wp = U, sin(207x).

Nous tragons sur la figure 4.2 le comportement de Ep lorsque dz varie pour plusieurs
valeurs de 8t dans quatre cas tests. Dans tous les cas et pour 6z > 5-107°, nous retrouvons
le comportement d’ordre deux du schéma numérique. Il y a un processus de saturation
lié¢ & Cy. Quand 0z est suffisamment petit, le terme dominant dans (4.31) est Cy6t2.
Quand 6z < 5-107°, le comportement de Ep se détériore et la relation (4.31) n’est plus
valide. Ce processus est 1ié & une singularité (dx, dt) des coefficients de convolution §*,
p*, §° et p°. En effet, comme nous I'avons précisé dans la section précédente, la stratégie
pour calculer ces coefficients consiste a inverser une matrice 4 x 4 : quand éz — 0, le

cox?  oa?
e
du calcul des coefficients de convolution. Ce mauvais comportement est toutefois limité
quand 6t > 5-107°. Un moyen de corriger cette singularité en dz est proposé dans la
section suivante. La sous-figure en haut a gauche dans la figure 4.2 doit étre comparée a la
figure 5 dans [16] qui se limitait & des 6z ~ 1073 & cause de P'instabilité de I'inversion de la
Z-transformée. De plus, I’étude de 'erreur Ep pour de tres petits dx et §t semble n’avoir
jamais été effectuée auparavant dans la littérature (par exemple, le plus petit dx vaut
approximativement 1073 avec 6t = 10~* dans [7]) et devrait étre présente pour d’autres
conditions de bord transparentes et d’autres équations. Nous tracons aussi ’évolution de
Ep par rapport a §t avec dx = 2711 x~ 61075 pour (c = 0,0 = = 1073) et up = up i
sur la figure 4.3 (les résultats dans les autres cas sont similaires). Nous retrouvons bien
une erreur d’ordre deux en Jt.

déterminant est d’ordre O

ce qui augmente les erreurs numériques lors
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FIGURE 4.2 — Evolution de Ep par rapport & dz pour différents dt.

FIGURE 4.3 — Evolution de £p par rapport & 6t pour dz = 214,
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4.4.2 Cas 2 : conditions de bord transparentes discretes approchées

Nous explorons ici la limite dz — 0. Afin de simplifier la discussion, nous travaillons
sur I'équation (IKdV) (a = 0). Le cas général est présenté dans ’appendice de [A10].
Nous calculons tout d’abord un développement asymptotique des coefficients impliqués
dans la formulation des conditions de bord transparentes discretes (4.24) et (4.25). Nous
présentons ensuite différents résultats numériques, en particulier des résultats de conver-
gence afin de vérifier que la méthode de troncature n’induit pas des instabilités numé-
riques et ne détruit pas l'ordre de convergence du schéma.

Rappelons que le probleme de 'inversion de la transformée en Z dans les conditions de
bord transparentes (4.22) et (4.23) revient & développer en série de Laurent les fonctions
s%(z), s"(2),p*(2), p"(2) données par la relation

P(r) = r—2r3+ %p(z)r2 +2r—1
= (r? = s*(2)r +p°(2)) (r* — s“(z)r + p“(2)) .

Les racines de 72 —s°r+p® appartiennent a {r € C, |r| < 1} alors que celles de r2—s%r+p*
sont dans {r € C, |r| > 1}. Calculons (s*, p*, s*, p*). Ces fonctions satisfont

% + s = 2,

S U s w o 4623
§°8 +p +p - ot p(z)a (4 32)
Sspu + Sups — _27 :
p°p* = L

Nous recherchons un développement limité de ces quantités quand dx — 0 sous la forme :

s% = Z spoat, p* = Zpk5a:k, st = Z tpoxk, pt = Z Q0"
k>0 k>0 k>0 k>0

En substituant ces développements dans (4.32) et en identifiant les termes en O(dz™)
pour (n € N), nous obtenons un systéme non-linéaire et une suite de systémes linéaires
a résoudre. Tout d’abord, en identifiant le terme d’ordre zéro, nous obtenons le systéme
non-linéaire d’équations :

so + to = 2,
soto +po+q = O,
5090 + topo = -2,
P0g0 = -1
dont la solution est (so,po,t0,90) = (0,—1,2,1). Ensuite, nous identifions les termes

d’ordre O(dz™) pour n > 1 et obtenons une famille de systémes linéaires non inversibles
munis d’une condition de compatibilité permettant le calcul de tous les coeflicients.
Soit A1 la racine de Y + 2:p(z) = 0 dont la partie réelle est négative. Nous obtenons :

Ao p 4
s* = A\ox + ?(556 + =02 + O(6z%),

3edt
Ao p 3 4
“=2 +
s Aoz 5 ox 355t5w O(0x"),
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s Moo 20 g 4
P ——1—)\15m—75:c +%5x + O(dz%),

p*=1— Aoz + ﬁéf + 27])53:3 + O(6x%)
! 2 3e6t '
1/3
Nous devons maintenant inverser la transformée en Z de z — A\ (s(2)) = — (—) / p(2)1/3.
Notons que
Rz (L—27H)M3

p(Z) = m, V|Z’ >1, VkeZ.

En conséquence, p(z)k/ 3 peut étre développer en série de Laurent explicitement et nous

permet enfin de formuler les conditions de bord transparentes discretes approchées en
fonction des coefficients des développements asymptotiques en dx des séries de Laurent
précédemment obtenues (voir [A10] pour les détails). Pour illustrer numériquement
lefficacité de ces nouveaux coefficients de convolution, nous reproduisons le cas test
(a = c = 0,e =1073) avec ug = up,¢ et comparons I’évolution de Ep sur la figure
4.4. Nous n’utilisons ces coefficients asymptotiques que pour de petites valeurs de §z.
Le mauvais comportement de Ep est clairement limité quand éx, 623 /5t sont trés petits.

—e—dt=10" . —e—dt=10"
10° - ot Gt =210 NN Gt =210""
3 ’ c ot =10"° ot =10"°
—a— 5t =210"" —a— 5t =210""
—o— 8t =10" —o—dt=10"

10°

107 10" 3 2 1

° 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10° 10

(a=c=0,e =1073), up = up g (c=0,a=e=1073), up = uog
coefficients standards coefficients asymptotiques

FIGURE 4.4 — Evolution de £p par rapport & dz pour différents dt.

Ces coeflicients asymptotiques sont aussi treés utiles pour des simulations en temps long.
Nous considérons ici T = 1000, 6t = 10!, 6z = 2718 et uy = up . Nous voyons sur
la figure 4.5 que les coefficients standards n’ont pas la bonne décroissance en n=3/2. Ce
taux est bien préservé par les coefficients asymptotiques. Dans ce cas test, nous présen-
tons I’évolution de la solution avec les coefficients standards et asymptotiques mais aussi
Iénergie discrete (4.30) respectivement sur les figures 4.6 et 4.7. Il est évident que le
comportement de la solution avec les coefficients standard n’est pas bon puisque la solu-
tion ne décroit pas avec le temps et que I’énergie discrete est croissante. Nous obtenons
un bon comportement avec les coefficients asymptotiques.
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FIGURE 4.5 — Evolution des coefficients de convolution.
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FIGURE 4.6 — Evolution de la solution avec des coefficients de convolution standards et

asymptotiques.
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FIGURE 4.7 — Evolution de I'énergie discréte &, de la solution pour des coefficients de
convolution standard et asymptotiques.

4.5 Conclusion et perspectives

Nous avons obtenu des conditions de bord transparentes discretes pour ’équation
linéarisée (KdV)-(BBM) (voir aussi [A10]). La premiére étape consiste a obtenir des
conditions de bord transparentes continues pour I’équation. Plutét que de discrétiser
directement ces conditions I'idée principale consiste & reproduire dans le cadre discret le
cheminement utilisé dans le cadre continu.

Nous avons choisi ici un schéma aux différences finies centré pour les dérivées spa-
tiales et un schéma de Crank-Nicolson en temps afin d’obtenir un schéma d’ordre deux
en espace et en temps et de préserver certains des invariants de I’équation (moyenne
spatiale, énergie). Nous prouvons que les conditions de bord transparentes continues
sont stables et donnons des conditions suffisantes pour les conditions discretes. De plus,
nous avons prouvé la consistance entre les conditions transparentes discrétes et continues.

D’un point de vue numérique, le point-clé de cette étude réside dans le calcul de la
Z-transformée inverse de noyaux de convolution. Nous proposons une nouvelle straté-
gie basée sur le fait que des les noyaux de convolutions sont les produits et sommes de
racines de certains polyndémes caractéristiques : nous calculons simplement un dévelop-
pement asymptotique de ces racines quand x = z~! — 0 oll z est le paramétre dans la
Z-transformée. Cette méthode s’est avérée étre tres efficace et stable sauf pour de tres
petits dz. Nous montrons que les coefficients obtenus ont un bon comportement pour
des grands temps de simulation, ce qui n’était pas le cas pour la premiere stratégie.

Dans la suite, nous voulons travailler sur les équations non-linéaires. Afin de dériver
des conditions de bord transparentes dans le cas non-linéaire, nous souhaitons adapter

notre stratégie a des équations linéaires a coefficients variables et utiliser une straté-
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gie de point fixe (voir [7] pour plus de détails dans le cas de I’équation de Schrédinger
non-linéaire). Nous souhaitons utiliser cette stratégie pour étudier précisément les inter-
actions de solitons dans les équations BBM comme [56], [52] (ot des conditions de bord
non physiques étaient utilisées).

D’autres questions intéressantes concernent la conception de conditions de bord
transparentes discretes pour des modeles plus généraux de vagues. D’une part, il se-
rait intéressant d’adapter cette stratégie & des modeles bi-dimensionnels de vagues non-
linaires en onde longue comme 1’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP) : le principal
probléme résiderait dans le traitement des termes non locaux de I’équation. Un modele
proche que 'on pourrait étudier est celui de 1’équation de Zakharov-Kuznetsov [71].
D’autre part, il serait intéressant de dériver des conditions de bord transparentes dis-
crétes dans le cas des équations de Serre-Green-Naghdi [74] qui sont physiquement plus
pertinentes dans les problémes de vagues : la principale difficulté dans ce cas réside dans
la conception des conditions de bord transparentes discretes dans le contexte de systemes
d’équations aux dérivées partielles au lieu d’équations aux dérivées partielles scalaires.
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Chapitre 5

Du particulaire au fluide

Les descriptions particulaires et le passage a des équations mésoscopiques (équa-
tions sur la densité de particules) ou fluides (équations sur les moments de la densité)
permettent d’obtenir une grande variété de modeles tant en physique qu’en biologie.

A mon arrivée a Toulouse, en collaboration avec Pierre Degond, j’ai eu 'occasion
de m’intéresser a ces modeles et méthodes dans le cadre de ’ANR Panurge regroupant
mathématiciens, biologistes et physiciens. L’objectif consistait a étudier le comporte-
ment d’animaux grégaires, comme les moutons, et modéliser leur comportement. Cette
collaboration a rapidement débouché sur le co-encadrement de la thése de Laurent Na-
voret [79] et donné lieu & plusieurs publications [P3, A7]. Une partie de ces travaux sera
détaillée dans le section 5.1.

Ces méthodes ont également été au coeur d’un autre travail de modélisation réalisé
en collaboration avec Guillaume Dufour (ONERA) et Georges Da Costa (IRIT) (voir
section 5.2). Nous nous sommes intéressés aux grilles de calcul utilisées en informatique
et plus particulierement a des modeéles de migration de "jobs" entre des clusters de
calcul afin d’optimiser différents critéres et plus particulierement 1’énergie consommée
par les clusters. Cette collaboration a donné lieu a un proceeding dans une conférence
internationale en informatique [P2] et a débouché sur le co-encadrement avec Guillaume
Dufour du stage de Master 2 d’Alexandra De Cecco. Les modeles obtenus ont ensuite
été développés et étendus par cette derniére dans sa these [45, S2].

5.1 Comportements collectifs de moutons

Tant dans le cadre des interactions sociales que dans la modélisation des chaines de
production, la congestion est un probleme majeur pour la dynamique de ces phénomene.
Ces deux types de systemes sont en effet confrontés a des limites physiques telles que
la capacité des machines dans les chaines de production [9] et des contraintes de non-
recouvrement entre les individus des groupes sociaux. Nous nous sommes intéressés ici au
groupe social constitué par les troupeaux de moutons. Le comportement de cet animal
grégaire a été étudié dans [82]. Nous nous focalisons sur un mouvement du troupeau dans
lequel tous les animaux vont a la méme vitesse et nous dérivons un modeéle macroscopique
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pour le troupeau prenant en compte les contraintes de vitesse et de congestion a partir
d’un modele individu centré. Afin de mettre en évidence le phénomeéne de congestion dans
la dynamique obtenue, nous prenons une limite singuliere du modéle macroscopique et
mettons en évidence deux phases, une congestionnée et une non-congestionnée. Nous
étudions enfin plus en détail la phase congestionnée.

5.1.1 Modéle

A partir de I’étude d’un systéme de particules sujettes a des forces d’attraction
agissant a longue portée (instinct grégaire de l’animal) et des forces de répulsion a
courte portée (effet de non-recouvrement des individus) dans 'esprit du modéle proposé
par Aoki [8] ou Couzin et al. [42] pour modéliser les effets grégaires et de nuées, nous
avons obtenu dans [A7] le systéme suivant :

Ap—+ Vi pl=0, (5.1)
90 +Q- Va0 + (Id— Q@ ) Vap(p) = 0.

Ce modele a été obtenu a ’aide de changement d’échelles successives par des méthodes
issues de la théorie des champs moyens et de ’hydrodynamique dans lequel les phéno-
menes d’attraction longue distance sont négligés.

Dans ce modele, p = p(Z,t) est la densité de particule et Q = (z,t) est la vitesse
des particules, Z € R? la position dans le plan et ¢t > 0 le temps. On suppose de plus que
la vitesse Q(f, t) € R? satisfait la contrainte de normalisation

(2, 1) = 1, VZ € R%, Vt > 0. (5.3)

La fonction p(p) est une fonction croissante telle que p(p) ~ p7 quand v < 1 et p(p) —
400 quand p — p* ol p* sera ce qu’on appellera la densité de congestion. Nous poserons

icl
1

p(p) = (l_ i)ﬂ,/a

p P

(5.4)

par souci de simplicité mais toute autre fonction au comportement similaire produirait
des résultats équivalents. Les opérateurs Vz- et (£2- Vz) sont définis pour un champ de
vecteur A = (A, A2)(Z), par

Vi A =0, A+ 04, Ao, (5.5)
(Q- VA = ((210s, + 0205, A1, (010, + Q20,,)A2)T, (5.6)

ou T est 'opérateur transposé. Finalement, (I d—ﬁ@ﬁ) est la matrice de projection sur la
ligne engendrée par QF, ott O est le vecteur Q tourné d’'un angle /2. Alternativement,
nous avons, pour un vecteur A :

- =

Id—QoMNA=A—(Q-A)A, (5.7)

—,

ou (Q - A) est le produit scalaire Q- A=01A + Q4.
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Notre principal objectif réside dans 1’étude des effets de congestion induits par la
singularité de p(p) pres de la densité de congestion p*. En effet, un troupeau d’animaux
peut étre vu, a grande échelle, comme un domaine de I’espace ou la densité p est proche
de la densité de saturation p*. La facon de définir la frontiere du troupeau n’est toutefois
pas claire.

Une fagon non ambigiie de définir le troupeau est de forcer le systeme (5.1)-(5.2)
a faire apparaitre des transitions claires entre la phase non-congestionnée p < p* et
la phase congestionnée p = p*. Dans l'esprit des travaux [14, 46, 15] pour le trafic
routier, on l'obtient a l'aide d’un régime asymptotique revenant a supposer qu’il y a
tres peu d’interactions répulsives tant que p < p*, et que la force de pression répulsive
apparalt soudainement quand p atteint la densité de congestion p*. Cela s’obtient via le
changement d’échelle de p(p) en ep(p) ol € < 1 est un petit parametre. Dans ce cas les
interactions répulsives sont de l'ordre de O(e) tant que p < p*, mais deviennent d’ordre
O(1) quand p = p* (voir figure 5.1).

80 b 80

[
60 R 60 L
H

p(rho) p(rho)
40 - R 40 F

20 - b 20 - j—
L . L L L L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tho rho

p(p) avec e =1 ep(p) avec € = 1072

FIGURE 5.1 — Le potentiel d’interaction répulsive p(p) (gauche) et ep(p) (droite) apres
le changement d’échelle par le petit paramétre ¢ = 1072, avec v = 2 et p* = 1. Dans la
figure de droite, il est évident que I'interaction répulsive n’apparait que quand p est tres
proche de p*

Biologiquement, cette hypothese signifie que les animaux ne changent pas de direction
tant qu’ils n’entrent pas en contact avec leurs voisins. Le parametre ¢ < 1 est lié a
I’échelle de temps a laquelle le changement de trajectoire se produit et est supposé petit.
Notons aussi que notre modele considére que tous les animaux se déplacent a la méme
vitesse unitaire et ne s’arrétent jamais.

Nous étudions donc ici la perturbation suivante :

Q" + Vi - (p°0°) =0, (5-8)
0,0 + (G5 - V)G + e(ld — ¢ © G5)Vap(p°) = 0, (5.9)
‘Q’a‘ -1, (5.10)

Nous nous intéressons a la limite formelle € — 0. Une étude théorique rigoureuse de ce
type de probleme ne fait pas partie de nos objectifs. Nous montrons dans la suite que,
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dans la limite e — 0, ce modele fait apparaitre une transition de phase entre des régimes
compressible et incompressible.

5.1.2 Limite quand € — 0 : transition entre un modele compressible et
incompressible

Quand £ — 0, ep(p°) ne devient non négligeable que quand p* — p* suffisamment
vite. Ainsi, a la limite, soit p° — p < p* et ep(p®) — 0 soit p° — p* et ep(p®) = pou p
est éventuellement non nul. En d’autres termes, ’équation (p* — p)p = 0 est vérifiée a la
limite. Si de plus, p < +00, nous obtenons immédiatement que

pF— pf = O(e7). (5.11)

Ainsi, la limite formelle quand ¢ — 0 du systéeme (5.8)-(5.9)-(5.10)est donnée par le
systéme suivant :

Aup+ V- (p2) =0, (5.12)
0+ Q- VA + (Id— Q@) Vzp =0, (5.13)
Q] =1, (5.14)
("= pp=0. (5.15)

Dans le domaine, non congestionné, le systeme se réduit a un modele de la dynamique
des gaz compressibles et sans pression avec la contrainte de vitesse

Ap+ V- p =0, (5.16)
90+ Q.- V=0, (5.17)
Q] = 1. (5.18)

Ce systeme décrit le comportement du systéeme hors de la zone congestionnée. Biolo-
giquement, il décrit le comportement d’animaux dispersés, hors du troupeau. L’étude
mathématique de ce systéme n’est pas notre objectif. Nous renvoyons a [18] pour ’étude
de modeles de dynamique des gaz sans pression (et sans contrainte sur la vitesse). Notons
que ce systeme fait apparaitre des régions vides ou p = 0.

5.1.3 Etude du domaine congestionné

Le domaine congestionné est défini comme étant la zone ol la contrainte de congestion
p = p* est atteinte. Biologiquement, cela définit le domaine de I'espace occupé par
le troupeau. Nous appellerons "clusters' ses composantes connexes. Dans le domaine
congestionné, le systeéme (5.12)-(5.15) se transforme en un modele d’Euler incompressible
avec contrainte de vitesse :

\VN)
+

=0, (
Q4+ Q- VO 4+ (Id— Q0 )Vep=0. (
(
(

V)

| ‘:17
k¥
- )

B
B
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rho<rhoast

FIGURE 5.2 — Gauche : schéma d’une zone congestionnée ou les fleches représentent les
vecteurs (). Droite : image d’un troupeau de moutons.

Nous remarquons tout d’abord quun champ de vecteurs de R? incompressible régulier
de norme constante a une structure particuliere :

Proposition 5.1.1 Soit ﬁ(;v) un champ de vecteurs régulier défini sur le domaine © C
R? 4 valeurs dans S' et satisfaisant la contrainte d’incompressibilité Vz - Q= 0. Alors
les lignes intégrales de QL sont des lignes droites et Q est constant le long de ces lignes
(ot QL est tourné dun angle de 7/2) et les lignes intégrales de Q sont paralléles entre
elles.

La preuve de cette proposition découle simplement de l'introduction de I’angle 6 tel
que Q(Z,t) = (cos(0(Z,t)),sin(A(z,t))). On vérifie alors que 6 satisfait 1"équation de
transport"

0z,0 — (tan6)0,, 60 = 0.

Cette propriété implique que la connaissance de Q sur les bords des clusters suffit pour
connaitre  de partout a l’intérieur des clusters.

Les courbes intégrales de O fournissent ainsi une description mathématique des files
d’animaux dans le troupeau. Ces courbes étant paralleles entre elles, elles corroborent
I’intuition et 'observation que les animaux se déplacent en file indienne dans un troupeau
(voir figure 5.2).

La pression p vérifie une équation elliptique. En effet, en prenant la divergence de
Iéquation (5.20) et apres quelques calculs, nous obtenons

Vi ((Id 0w ﬁ) vfp) = Tr((Vz0)(Vz0)T), (5.23)

ou Tr est la trace d’'une matrice et 'exposant T' désigne 'opérateur transposé. Cette
équation peut s’écrire de fagon équivalente :

— —

—(OF - V2)*p — (Vz- Q) (@ Va)p = —Tr((VaO)(VzD)T), (5.24)
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et ne fait intervenir que 'opérateur (Q'L - Vz) appliqué a p. Comme les lignes inté-
grales de O+ sont rectilignes, I'équation (5.24) est juste une équation elliptique mono-
dimensionnelle pour p posée sur cette droite. Connaissant les valeurs au bord de p la ou
cette droite rencontre le bord du cluster nous permet donc de calculer p sur toutes ces
lignes et donc dans le cluster (voir figure 5.2). Une fois que Q) est connu dans le cluster
la résolution de cette équation ne requiert donc que la connaissance des conditions de
bord pour p aux bords du cluster.

Afin de fermer le systéme, c’est-a-dire de déterminer comment la solution évolue dans
le domaine congestionné, nous avons besoin de déterminer ces conditions de bord. Elles
ne sont pas données par la limite formelle du systeme et nous avons besoin de procé-
der autrement pour les obtenir. Nous devons alors étudier les solutions du probleme de
Riemann pour les systémes perturbés et limites. Remarquons que si nous abandonnons
la contrainte de norme constante |}| = 1, le terme non conservatif (¢! @ )Vzp dans
I'équation de conservation de moment (5.13) disparait et nous retrouvons un modele
conservatif faisant apparaitre les équations de masse et de moment. Les conditions de
Rankine-Hugoniot aux frontieres entre les domaines compressible et incompressible four-
nissent alors les conditions au bord pour la pression. La contrainte de norme constante
nous empéche toutefois d’appliquer cette stratégie.

Afin d’obtenir les conditions de bord au bord du cluster, nous avons besoin de plus
d’informations sur le systéme perturbé (5.8)-(5.10) que le simple systéme limite (5.12)-
(5.15) qui est sous-déterminé. Il faut donc passer a la limite quand ¢ — 0 dans des
solutions spéciales de ce systeme. Je renvoie a la suite de l'article [A7] pour plus de
détails et plus particulierement a la these de Laurent Navoret [79] pour ’étude complete
des clusters et de leur dynamique.

5.2 Modélisation de réseau informatique

La consommation électrique diie au technologies de I'information a atteint 270 TWh
en 2012 [64] ce qui correspond environ & 1.4% de la consommation électrique mondiale
alors que le secteur des technologies de I'information et de la communication (fabrica-
tion exclue) compte pour 4.7%. De plus, les besoins énergétique des centres de données
ont crit annuellement de 5% entre 2006 et 2012 (voir aussi [40]). En 2030 les centres de
données pourraient utiliser entre 3% (meilleur cas) et 13% (pire scénario) de la produc-
tion électrique globale [5]. Nous nous intéressons ici & la gestion des "clusters" de calcul
et a 'amélioration de leur consommation énergétique tout en maitenant une certaine
qualité de service. Il ya plusieurs pistes pour limiter leur impact énergétique [92]. L'une
en particulier consiste a améliorer 'utilisation de ces derniers en les faisant coopérer. Il
existe différentes politiques : certaines sont basées sur une étude a priori de I’état des
du réseau de clusters avant de lancer une application (un "job") dessus [83]. D’autres
se basent sur une gestion dynamique des clusters via le déplacement de jobs entre des
ordinateurs ou des clusters. Ces mouvements sont facilités par 1'utilisation des machines
virtuelles dans lesquels les jobs sont encapsulés [90]. Le principal probléme réside dans
I’évaluation de la qualité de ces politiques de gestion : a cause du passage a ’exascale,
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les méthodes de simulation directe [81] deviennent trop cotiteuses et il faut proposer
d’autres méthodes d’évaluation ne requérant pas le traitement de chaque job individuel-
lement [44]. Nous proposons ici une méthode d’évaluation basée sur le regroupement de
de différents processus. Ces méthodes macroscopiques ou fluides sont déja utilisées dans
d’autres domaines d’applications [47, 12] et dans les réseaux d’ordinateurs [77].

Nous considérons ici un modele microscopique, individu centré pour les jobs et leurs
mouvements entre les clusters. A I'aide d’un changement d’échelle, nous obtenons a la
limite un modele sur les fonctions de densité de probabilité des jobs et finalement un
modele macroscopique d’écrivant I’évolution d’un réseau de clusters. Les bases de ce
modele ont été posées dans [P2] et développées dans la these de De Cecco [45, S2].

Nous détaillons dans la section 5.2.1 une description microscopique des clusters et des
jobs en cours d’exécution puis nous mettons en évidences les asymptotiques du modele
pour dériver un modele fluide dans la section 5.2.2. Nous justifions enfin dans la section
5.2.3 les modeles obtenus.

5.2.1 Description d’un réseau de clusters

Nous considérons dans cette étude un réseau de grilles de calculs modélisé par un
réseau de C clusters (notés Cj, j € {1,...,C}). On suppose que ce réseau est géré par
un intergiciel qui décide si un job en cours d’exécution sur un cluster doit poursuivre
son exécution sur site ou doit étre envoyé vers un autre cluster afin d’améliorer un cotit
(temps de calcul, coiit énergétique, financier,... ou toute combinaison de ces derniers).
Afin d’évaluer le gain possible résultant d’'un déplacement de job, chaque cluster Cj
est caractérisé par un petit nombre de parametres tels que son indice de performance
v; € RT (sa vitesse de calcul), sa puissance énergétique Z;(t,q) € R™, dépendant du
temps et de la charge du cluster (éventuellement de plus de parametres comme le nombre
de processeurs utilisés), son cotit opérationnel C;(t) € R, (coiit de location par exemple,
dépendant du nombre de processeurs utilisés par le coeur), le nombre total de processeurs
m; € N*, le nombre maximal de taches simultanées T € N*.

Dans notre cas nous ne prendrons en compte que le nombre de processeurs de chaque
cluster. De plus, le temps de transfert entre chaque cluster connecté au réseau est défini
a l'aide d’une matrice de temps de transfert 7 = (7j1);req1,..cy € Mo(RT) olt 7, est le
temps nécessaire pour tranférer une tache du cluster C; vers le Cj,. Etant donné qu’il n’y
a pas de transfert d’un cluster vers lui-méme et que les connections sont bidirectionnelles,
nous supposons que pour tout j, 7j; = 0 et que 7 est symétrique.

Nous considérons également N jobs, notés J;, i € {1,..., N} en cours d’exécution
sur le réseau. Chacun d’eux est décrit par sa taille s; € R (la mémoire utilisée par le job
sur le cluster), ¢;(t) € R% | la charge de calculs restante pour terminer le job, sa position
Pi(t) € {C1,..,C¢c} dans le réseau, c’est-a-dire le cluster sur lequel le job est exécuté au
temps t, p; € N* le nombre minimum de processeurs requis pour effectuer le job, I’age du
job a;(t) € RT, son temps d’attente 6;(t) € R. Nous introduisons ce temps pour prendre
en compte le temps de transfet d’un job. Lorsqu’un job est déplacé d’un cluster a un
autre, les ressources sur le cluster d’arrivée sont immédiatement réservées au job entrant
et donc indisponibles pour de nouveaux jobs. Nous supposons que le job est transféré
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instantanément mais qu’il arrive sur le nouveau cluster avec un temps d’attente 6 avant
exécution égal & son temps de transfert.

Nous n’utiliserons pas ici les parametres s; et p;. Le temps de transfert entre deux
clusters sera donc une donnée indépendante du job considéré (et de la mémoire occupée
par ce dernier).

La décision de déplacer un job d’un cluster a un autre au temps ¢ dépend d’une
fonction de cofit. Cela peut étre par exemple le temps d’exécution restant,

e (0 : . _ qi(t) . . 2
(gi(t), Pi(t) = C},Ck) = o + 7k, V(. k) € {1,..,C}%,

la consommation énegétique associée,

a; (1)

Kexe(‘]i(t)ack>:/  Ze(t,q)dt , Ve {1,..,C},
0

le cofit en fonctionnement du matériel,. . .
La fonctionnele que nous souhaitons minimiser sera une combinaison du temps d’exé-
cution restant et de la consommation d’énergie :

K(qi(t),C) = et 1" (qi(t), Cj, Ck) + ce K (qi(t), C)

ol les poids ¢; et ¢, sont dans R tels que ¢; + ¢, = 1.

La tache sera transféree au cluster Cy« (choisi arbitrairement si il n’y a pas unicité)
qui minimise la fonction de cofit. Ce cluster peut éventuellement étre celui sur lequel la
tache est actuellement en cours d’exécution (P;(t) = Ci+). On associe une fonction de
décision Dec a la fonction de cotit de la fagon suivante :

1 SlPZt C*etP:C*7
Dec(t7 qZ(t),P,(t),P) = { 0 Sinorf‘) ;é k k

L’intergiciel fonctionne comme une boite noire qui renvoie le résultat 1 si la tache est
déplacée d’un cluster a un autre et 0 sinon. Nous introduisons 7,, le temps nécessaire
pour évaluer la fonction de décision pour un job supposé constant. Nous supposons
que l'intergiciel teste les jobs les uns apres les autres et nous donnons un numéro «; €
{1,.., N} a chaque job qui détermine I'ordre dans lequel ils seront testés, de telle sorte
que le temps nécessaire pour tester le job J; est a;7,,. Nous supposons de plus que si
la charge de travail d’un job est suffisamment petite, il ne sera pas déplacé et donc la
fonction Dec vaut zéro pour ce dernier.
Nous obtenons ainsi les équations suivantes pour chaque job :

4i(t) = —vp, @) 1gw>0 Lo,()<0 (5.25)
c
0;(t) = —Lg,py>0+ Y. Tk Dec(t, qi(t), Cryt), Ci) o, (t)=0 » (5.26)
k=1
ket Py (1)
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Remarque 5.2.1 Les quantités 0; et q; n’évoluent pas simultanément. Nous autorisons
0;(t) a étre négatif. Cela ne se produit jamais en pratique mais facilite la dérivation du
modeéle cinétique dans la suite. Enfin, un job en attente ne sera pas testé tant que son
temps d’attente 0 ne vaudra pas 0 puisqu’il est en cours de transfert.

5.2.2 Vers un modele fluide

Pour obtenir le comportement global des jobs sur le réseau sans devoir les étudier
individuellement, nous introduisons la densité de probabilité de jobs f a valeurs dans
RC dont chaque composante f7 est la densité de probabilité de jobs de charge ¢ et de
temps d’attente 6 sur le cluster Cj :

N
. o R
f(ta P, q, 0) = (fj (t7Q79) 5P:Cj>j€{1 o)) ou f] (t7Q7 9) - ? Z 5q:qi(t) 60:91-(1%)
J 1

Pi(

.

1 (1)=C;

o~

et N; est le nombre de jobs sur le cluster Cj. La quantité fqﬁ f7 dqdd = N;/T; désigne
alors le taux de remplissage du cluster Cj.

Nous étudions maintenant ’évolution de f; entre les temps ¢ et ¢ 4 dt au sens des
distributions en distinguant tous les cas de figure et passons a la limite quand 6t — 0.
Pour cela, nous avons besoin de mettre a I’échelle les temps caractéristiques du probléme
afin que le comportement de chaque job soit correctement pris en compte. Comme nous
étudions le transfert de jobs entre des clusters, de nombreux jobs doivent étre testés
pendant 'intervalle de temps dt pour obtenir un modele pertinent. Cela implique que
Tpr < Ot. Si, par contre, tous les jobs sont testés pendant 'intervalle de temps dt, cela
correspond & un intergiciel prendant des décisions instantanées. Nous supposerons ici
que le temps requis pour tester tous les jobs, 7 = N 7., reste constant dans la limite
ot — 0. Nous supposons donc dans la suite que

Tor = 012 < 6t < T = O(1). (5.27)

Remarque 5.2.2 Cette mise a I’échelle implique que le nombre de jobs sur le réseau
vérifie N = O (1/5752), le nombre de clusters C' restant constant. Le nombre de jobs testé
sur le réseau pendant 6t est alors défini par

ot 1
N = — = e 1 .
ot Tor 0 ((5t) >

Sous U’hypothése supplémentaire que les jobs sont indépendants et identiquement distri-
bués, le nombre de jobs testé sur le cluster C; pendant 0t est

N; ot 1
— Ny =N,— = — 1.
N 5t fi 0(51‘5) >

Enfin, indépendamment de ce choiz d’asymptotique, nous imposons que le taur de rem-
plissage de chaque cluster reste borné (et non nul) :

. N,
/efjdqdez?]:O(l).

I j
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Hypothése 5 Nous supposons que Dec™ {1} est un ouvert.

Cette hypothese est valide des que la fonction cofit est continue. Elle implique que Dec
ne dépend que des caractéristiques des jobs et pas des jobs eux-méme.

Lemme 5.2.1 Limite formelle quand dt — 0
L’équation cinétique gouvernant I’évolution de la densité de probabilité dans chaque clus-
ter Cj, j ={1,..,C}, pour tout temps t > 0 est donnée dans (D'(Ri))q ® (D'(R)), par :

c
O (t) — 19<oviOgf7 (1) — 195009 f7 (t) = —%- > F(t) 19<o Dec(j, k)

e (5.28)

L1
+ 7

Ma
SIS

Sl

<fk( ) Dec(k’j) ) 109§0>9 69:Tkj'

ol

#j

Comme les évolutions en les variables g et 6 ne sont pas simutanées, nous découpons
la fonction de densité f7 de la fagcon suivante

f] (t7 q, 9) - pjxe(t Q) 69 0 + pwalt(t7 q, 0) 19>0 + pgarb(t7 q, 0) 19<0 ) (529)

wait

€€ (pour les jobs en cours d’exécution !
v Py

ot les fonction p§ (pour les jobs en attente)

et ,oj 990 Sont définies par :

psﬁe( ) = f](t q, ) 1g—o, p;wut(t’(b 9) = f](ta Q79) 19>0a (5 30)

pgarb(ta q, ‘9) f] (tv q, 9) 1g<o. .
Remarque 5.2.3 Comme ’évolution en 0 s’arréte dés que 0 < 0, pI®° n’est pris en
compte que par souci de généralité et afin que le parameétre 0 soit défini dans un domaine
ouvert. Cette formulation est cohérente avec les solutions obtenues pour des équations
de transport a coefficient discontinus [19].

Lemme 5.2.2 Caractérisation des solutions de l’équation cinétique

Nous supposons que f7(t = 0,q,0) satisfait la décomposition (5.29) o p5*e(t = 0,q) €
WHS(RY), pv@(t = 0,q,0) € WHS(RY x RY) et pl”"(t = 0,q,0) € WH(R} x
R*). Alors les solutions dans (D’(Ri))q ® (D'(R)), de (5.28) satisfons pour t > 0

la. décomposition (5.29), ot p¥'*(t,q,0) € LR, WL(RY x R%)) et pgmb(t,q,ﬁ) €
Lo(RY, WL (R x R*)).

Notons que si pgarb(O, +,+) = 0 (ce qui est le cas dans notre modele), alors pgarb(t, o) =

0 pour tout t > 0 et si la solution existe, elle s’écrit :
F(t,q.0) = p§™(t,q) do=0 + p*"(t,4.6) Lgo - (5.31)
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wait

ou les fonctions p*® et p7’**" sont définies par

pjxe( ) = <f] (t7 q, 0) ) 19§0> and pwazt(t’ q, 9) = fj (ta q, 9) 19>0 .

exe wait

Nous obtenons enfin le systéme fluide vérifié par pf
au sens des distributions :

et p’ pour tout j € {1,..,C}

D57 (.) — v, 0407 (1.4) = 55°(1.q). s
AP (t, q,0) — DppY " (t,q,0) =S¥ (t,q,9), '
ol
S5 (tq) = o0 = 0) = = 3 57 (t.0) Decljib), (533)
ksﬁj
et
Sjw‘”t ,q,0 TZ Pr“(t,q) Dec(k, j) 6o=r,;- (5.34)

k#j

5.2.3 Etude du modéle (5.32)-(5.33)-(5.34)

Pour prouver 'existence de solutions au systeme fluide, nous adaptons un théoréme
de Jabin & notre cas [65].
Soit la donnée initiale :

FO,) = fo. p57°(0,) = p5T et pf (0, ) = pig™ . (5.35)

Te wait

Lemme 5.2.3 pi™ et pi™", avec les données initiales (5.35), sont solutions du systéme
fluide (5.32) dans D’(R* )q et (D’(R"jr))q ® (D'(R)), respectivement si et seulement si
f7, écrit sous la forme (5.31), est solution de l’équation cinétique (5.28) munie d’'une
donnée itinitiale satisfaisant 'hypothése de fermeture (5.31).

Le syteme fluide (5.32) est non-linéaire a cause de la fonction de décision Dec. Nous
introduisons les espaces de distribution suivants :

Bewe _ 100 ([O,T],Wl’m(Ri)q) NE, (5.36)
et ‘
Bwazt — L® ([0’ TLWLOO (Rj-)q % WI,OO(R)9> N FG (5.37)
ol
F, = {f|Vm, Jy tel que lim f(x+n) = y} . (5.38)
n—0t

exre

ot pwait tels que pere = (pgxe)je{l,‘.,C} c (Be:ce)C ot pwait —
(P¥)jeq,..cp € (B“’“it)c. Nous définisson la norme de p®¢ telle que

Nous posons p

C
16 lexe = > Tj 1105 pece - (5.39)
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Théoréme 5.2.4 Existence et unicité des solutions fluides
ere

Soit p5o € B et p}‘jg"t € BYt pour tout j € {1,..,C}. Il existe alors une unique

e wait

a (5.32) pour tout t € R™ avec les données initiales pi*¢(0,q) =

solution p®° et p )

p?’%e(q) et pw“it(o,q,ﬁ) — P}'fgit(q,e)..

5.3 Conclusion et perspectives

Ces deux modélisations ont permis de mettre en évidence la pertinence de ces mé-
thodes. Méme si le résultat n’est pas précis, il permet de dégager des modeles simplifiés
prédisant une partie du comportement (comportement en file dans les troupeaux) et sur
lequel peuvent étre testés a moindre cott différentes optimisations (réseau de cluster).

D’un point de vue purement mathématique, notons que les équations fluides qui
apparaissent (par exemple sur les réseaux informatiques) ne sont pas standards et néces-
sitent une étude théorique particuliere. Dans [S2], nous étudions le caractére bien posé
du probleme et testons plusieurs politiques de gestion de jobs sur des clusters. Nous
illustrons ainsi les gains énergétiques (resp. de performance) que ’on peut obtenir tout
en conservant de fortes performances (resp. économies d’énergie).

Avec le développement actuel des services informatiques, une des priorités des acteurs
du secteur est la qualité de service (QoS) fournie & leurs clients. De plus en plus de ser-
vices sont dématérialisés (vidéo, musique, mais aussi de nombreux logiciels fonctionnent
sur des machines distantes) alors que 'utilisateur s’attend & conserver des prestations
de service équivalentes (voire supérieures) a celles qu'il aurait dans le cadre de services
localisés chez lui.

Une "extension" de ces travaux consiste a s’intéresser a la structure actuelle des
prestataires de service et a la fagon dont ils distribuent les requétes des usagers entre
leurs serveurs. Ici aussi, une approche micro/méso/macroscopique permettra d’étudier a
moindre cotit I'influence d’une politique locale de gestion et de répartition des requétes
sur la qualité de service, la consommation énergétique ou les cotits matériels.

Le développement des objets connectés (IoT, Internet of Things), des villes connectées
(smartcities) par exemple constituent également de nouveaux champs de modélisation.
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Chapitre 6

Annexe : Espaces de Lebesgue
d’exposant variable

Les espaces présentés ici sont largement introduits et étudiés par Diening (voir [50]). 11
s’agit juste d’un bref rappel, sans démonstration, des définitions et de quelques propriétés
de ces derniers. Ils ont été introduits initialement par Diening et ses co-auteurs [50, 51,
49| pour traiter le cas de fluides électrorhéologiques ou ils se trouvaient confrontés a des
probléemes du type g(z)-laplacien.

Définition 6.0.1 Soit Q un ouvert de R® muni de la tribu des boréliens B(Q) et de la
mesure de Lebesgue. On note P(§2) 'ensemble des fonctions mesurables q : Q — [1, +00].
Une fonction q € P(2) est appelée exposant variable sur €.

Soit ¢~ = ess infycqq(x) et gt = ess supycqq(x). Si ¢m < +oo, on dit que q est un
exposant variable borné.

Si q € P(Q), on définit l’exposant variable conjugué ¢’ € P(Y) de p par :

1 1

@ e b

On pose, pour toute fonction f mesurable sur €2 :

pur () = [ 7@ do,

Va € (.

et on définit l’espace de Lebesgue d’exposant variable L‘I(')(Q) comme
L10(Q) = {f € L(Q), IX > 0 tel que pyy(Af) < —l—oo}
que l’on munit de la norme
1y = Wty =t {3 >0, g (5) <1}
Proposition 6.0.1 Soit ¢ € P(2) avec ¢~ < +00. Si pyy(f) >0 ou gt < +00, alors
min { (pg) (I, (o) DM} < 1 Fllggy < ma { (o) (DY, (o (P)Y
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Théoréme 6.0.2 Si g € P(Q), alors L‘Y(’)(Q) est un espace de Banach. De plus, si
(fi)ren est une suite de Cauchy de L1)(Q), il existe une sous-suite de (fi)ren qui
converge presque partout vers une fonction mesurable.

Sil < q < qt <400, Vespace LI (Q) est réflexif et (LI (Q)) = LYO(Q). On a pour
tout g € LIV (Q))’

Sl9llecy = llgllzacry < 2llgllg)-

Lemme 6.0.3 Soit (q,7,5) € P(Q)? tels que pour presque tout x € §

Alors pour tout f € L‘I(')(Q) et g € LT(')(Q)

179l < ((2)+ + (fj)+> 17l gl
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