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Introduction générale et méthodologie

Introduction et méthodologie générale de la recherche

Dans le travail de recherche que nous avons mené dans le cadre de notre mémoire de
DEA de didactique des mathématiques soutenu a I’Université de Tunis en juin 2004', nous
avons mis en évidence le fait que la logique des prédicats issue des travaux de logiciens
comme Frege, Russell ou Tarski, fournit un cadre de référence permettant d'enrichir les
analyses didactiques des notions d'équations et inéquations dans l'enseignement secondaire.
Tout d’abord, nous avons montré que la théorie sémantique de la vérité introduite par Frege
(1971) et Russell (1961, 1989) et développée par Tarski (1960, 1972 & 1974) et Quine
(1972), et en particulier les notions de phrase ouverte ; satisfaction d'une phrase ouverte par
un élément ; quantification, permettaient de mieux expliciter les notions d’égalité et
d'inégalité d’une part, le statut des lettres d’autre part. Dans un deuxiéme temps, la partie
analytique, centrée sur I’articulation sémantique / syntaxe, nous a permis de constater que,
bien que le point de vue sémantique soit le premier point de vue présenté dans la définition
des équations et inéquations a l'école de base?, il occupe dans les manuels une place assez
restreinte par rapport a celle des techniques syntaxiques de résolution. On retrouve pour partie
cette répartition dans les réponses des éleéves a notre questionnaire, bien que la mobilisation
des aspects sémantiques se soit révélée plus importante que nous ne l'avions prévu dans notre
analyse a priori.

Dans ce travail de thése nous avons choisi de poursuivre 1’étude de I’articulation
sémantique / syntaxe dans I’enseignement secondaire tunisien, en ce qui concerne les
concepts d’équations, inéquations et fonctions.

Les travaux didactiques de Durand-Guerrier (1996, 2000, 2003 et 2005), Durand-
Guerrier & al (2000, 2003), Dubinski (2000), Selden & Selden (1995), Chellougui (2004) et
Ben Kilani (2005) ont montré la pertinence du point de vue logique, et plus précisément d’une

théorie de la quantification, pour I’analyse des raisonnements mathématiques dans une

! Suite a ce mémoire, nous avons publié en 2006, un article dans la revue francgaise petit X intitulé: Equations et
inéquations au secondaire entre syntaxe et sémantique.
? L’équivalent des classes de sixiéme, cinquiéme et de la quatriéme de I’enseignement secondaire frangais.
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perspective didactique. Ceci nous a conduit a adopter ce point de vue, et plus précisément a
nous référer, suivant sur ce point Durand-Guerrier (2005), a la conception sémantique de la
vérité, issue de la théorie élémentaire des modeles de Tarski. Cette théorie fait en particulier
usage des notions de satisfaction d’une phrase ouverte par un élément, de désignation et
d’interprétation d’un énoncé dans un domaine d’interprétation.

Notre travail se fonde sur I’hypothése que 1’analyse logique des concepts
mathématiques d’équation, d’inéquation et de fonction, lesquels se situent dans le champ de
I’algebre élémentaire”, peut enrichir de maniere significative les études didactiques,
nombreuses, conduites depuis un peu plus de trente ans sur ce theme. Nous nous proposons en
outre d’analyser les relations qu’entretiennent les fonctions algébriques avec les équations et
les inéquations au niveau de 1’algebre élémentaire.

Du point de vue de la sémantique logique, les aspects syntaxiques et sémantiques
contribuent conjointement a la signification d’une expression algébrique, d’une équation ou
d’une inéquation.

La syntaxe fournit des regles de transformation des équations qui préservent le plus
souvent la satisfaction. Ces transformations s’identifient avec des procédures de manipulation
des structures additives et multiplicatives du corps des nombres réels. Cependant, au moment
de conclure sur les solutions d’une équation, il faut bien revenir, en toute rigueur, aux objets
et a I’'univers du discours. En outre, certaines transformations ne préservent pas la satisfaction,
ce qui nécessite un contréle sémantique qui peut étre effectué par assignation de valeurs a la
variable (ou aux variables). Plus précisément, I’ensemble des solutions de 1’équation ou de
I’inéquation finale peut contenir des éléments qui ne satisfont pas les équations ou les
inéquations de départ. Ces problemes ont été soulevés par Largeault a propos de I’équivalence
extensionnelle selon laquelle deux équations sont équivalentes si et seulement si elles sont
satisfaites par les mémes éléments (Frege, 1971).

Du point de vue logique, une lettre de variable est un marque-place, susceptible d’une
assignation de valeur. Ce point de vue est unificateur (Durand-Guerrier & al. 2000)) mais
rentre en conflit avec les pratiques mathématiques ordinaires ; il permet par contre de traiter
de maniere rigoureuse la question de D’articulation entre sémantique et syntaxe. Cette

articulation se trouve aussi chez Wittgenstein dans le Tractatus (Durand-Guerrier).

? Nous n’abordons pas dans ce travail les aspects de la notion de fonction relevant de 1’ Analyse.
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Parmi les questions fondamentales de notre travail de recherche se trouve celle de la
possibilité de repérer, dans le développement des concepts d'équation, d'inéquation et de
fonctions, des phénomenes liés a la dialectique sémantique / syntaxe.

Pour conduire notre étude, nous commengons par une étude logique et mathématique
des objets équations, inéquations et fonctions, en référence au calcul des prédicats apparu au
début du XXeme siecle ; il est ’aboutissement d’un long processus dont nous retragcons
quelques étapes significatives au chapitre 1. Les éclairages que la sémantique logique peut
apporter aux notions d’équation, d’inéquation et de fonction sont des reconstructions a
posteriori qui ne suffisent évidemment pas a elles seules a nourrir 1’analyse épistémologique
nécessaire a notre étude didactique. Nous avons donc complété cette approche par une étude
historique circonscrite de ces notions et de leurs relations mutuelles dans la perspective
d’avoir une idée plus claire et plus précise sur leur formation. Afin de croiser cette étude avec
notre perspective logique, nous avons également essayé d’intégrer la dialectique sémantique /
syntaxe dans notre analyse. Ceci fait 1’objet de notre chapitre II.

Ainsi, nous avons mené une revue de travaux de recherche en didactiques des
mathématiques concernant les notions d’équation, d’inéquation et de fonction ou plus
largement les travaux au niveau de 1’algebre élémentaire. Ces analyses ont été réalisées en vue
de mettre en perspective notre fil conducteur, la dyade sémantique / syntaxe, avec ces travaux.
Ceci constitue le chapitre III.

Une étude didactique des programmes et des manuels tunisiens concernant les niveaux
d’enseignement pertinents pour notre objet d’étude fait 1’objet du chapitre IV. Ces niveaux
d’enseignement sont la premicre année secondaire, la deuxiéme année secondaire section
sciences et technologies de Il’informatique et la troisieme année secondaire section
mathématiques4. L’enseignement des équations, des inéquations, et des fonctions se déroule
en effet au cours de ces trois années. Cette étude s'appuie sur la théorie anthropologique du
didactique et en particulier sur la notion de praxéologie (Chevallard, 1989, 1992), afin
d’expliciter et de décrire les savoirs exploités et la manieére dont ils sont intégrés. Dans le
cadre proposé par Chevallard, on considére que ’activité d’une personne se situant dans une
position bien précise a I’intérieur d’une institution peut étre décrite par différents types de
taches effectuées au moyen d’une technique qui se décrit comme une certaine maniere de
faire. Le couple (tache, technique) représente le savoir faire, lequel fait appel au savoir

restreint formé par une technologie justifiant la technique qui a son tour est éclairée par une

* L’équivalent des classes de troisiéme, seconde et premiére scientifique de 1’enseignement secondaire francais.
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théorie. Ce cadre d’étude ne prend pas explicitement en compte I’articulation entre syntaxe et
sémantique, qui releve d’un niveau métamathématique (au sens logique du terme). Nous
avons donc enrichi la catégorisation obtenue dans le cadre d’analyse proposé par Chevallard,
en précisant pour chaque technique si elle mobilise un point de vue sémantique et / ou
syntaxique. Ce chapitre IV clot notre premicre partie.

La seconde partie de la these est consacrée a la présentation et a I’analyse des aspects
expérimentaux de notre travail. Ils consistent en un questionnaire a destination d’éléves du
secondaire et de classes préparatoires aux études d’ingénieurs et une situation d’enseignement
expérimentale proposée a des éleéves volontaires de deuxieéme année secondaire section
sciences et technologies de I’informatique.

Dans le questionnaire, dont la présentation et les analyses font 1’objet du chapitre I,
nous avons introduit des objets mathématiques en croisant des formes fonctionnelles et
équationnelles et des résolutions graphiques et en favorisant le recours a des aspects

sémantiques de résolution, afin de voir :

» quel point de vue pourrait étre mobilisé par les éléves pour résoudre les exercices

proposés ;

» si les éléves sont capables de faire certains changements dans les mises en
fonctionnement des connaissances (Robert, 1998) au niveau d’'un méme ou de

plusieurs registres de représentation sémiotique.

Pour analyser les copies des éleves issues de ce questionnaire, nous avons catégorisé
les différentes méthodes et procédures de résolution mathématique que nous attendions, en
nous appuyant sur nos catégorisations logiques et praxéologiques enrichies par le point de vue
de Duval (1988, 1993). Cet auteur a étudié les conditions cognitives dans 1’apprentissage des
objets mathématiques et a montré que la diversification des représentations sémiotiques d’un
méme objet mathématique joue un role essentiel au niveau de I’activité mathématique. Cette
approche, qui consiste a coordonner plusieurs registres5 de représentation sémiotique6 d’un
concept mathématique, nous a permis de conclure que D’articulation entre syntaxe et
sémantique est au coeur de Darticulation entre les registres algébriques et graphiques ;
toutefois, le traitement interne dans un méme registre peut également mobiliser les deux

points de vue. Ainsi, nous avons classé les modalités de nos données par une catégorisation

> Registres graphiques, algébriques, analytiques, arithmétiques etc.
® Ce qui revient a dire qu’il existe une liaison entre sémiosis et néosis que peut étre interprété par la conversion
de registres.
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des différentes procédures de réponses des éleves au questionnaire, comme par exemple des
techniques de type sémantique relevant du registre algébrique qui se traitent graphiquement.
Pour compléter nos analyses, nous nous sommes appuyés sur Robert (1998). Elle présente des
niveaux de mise en fonctionnement des connaissances par les éleves relatifs a un niveau
scolaire donné.

Le projet initial de la situation d’enseignement est celui de 1’étude de 1’articulation
sémantique / syntaxe, dans la manipulation des objets équation, inéquation et fonction, en
situation d’enseignement. Pour observer le plus finement possible 1’activité des apprenants, au
cours de I’appropriation du savoir mathématique, nous avons choisi de nous placer dans des
conditions aussi proches que possible (compte tenu des contraintes diverses) des conditions
réelles d'enseignement. Nous avons donc opté pour la méthodologie d’une « mini ingénierie »
didactique, (Artigue, 1988) dans laquelle nous avons confronté notre analyse a priori et notre
analyse a posteriori. Nous avons pu mettre en évidence un double écart entre le savoir attendu
et le savoir réellement appris par 1'éleve. D’une part, ce savoir attendu n’est pas assez clair
dans les programmes et les manuels scolaires et nous enregistrons un écart avec le savoir a
enseigner. D’autre part, le contenu a enseigner lui-méme peut avoir certaines différences avec
le savoir réellement appris.

La méthodologie suivie pour la réalisation d’une telle séquence d’enseignement
consiste a s’appuyer sur 1’analyse historique de la formation de nos objets d’étude complétée
par les travaux des logiciens et par les analyses des programmes et des manuels scolaires. Ces
dernicres analyses montrent par exemple que I’articulation entre les équations des courbes,
leurs représentations graphiques et le concept de fonction n’est pas clairement explicitée, que
ce soit au niveau des programmes que des manuels scolaires Tunisiens. Dans ces derniers, on
peut voir que les courbes interviennent essentiellement comme représentations graphiques des
fonctions au programme. Nous avons choisi d’inverser cette relation pour notre situation
d’enseignement en proposant aux éléves une activité leur permettant de rencontrer la parabole
a partir d’'une définition géométrique et de mettre en relation la courbe obtenue avec une
fonction trindbme. Compte tenu de contraintes matérielles qui ne nous ont pas permis de
conduire nos observations en situation habituelle de classe, cette situation a été proposée par
leur professeur a des éleéves volontaires d’une méme classe. Nous 1’avons conduite nous-
mémes en la présence du professeur. La séquence a été entierement filmée par une troisieme
personne. Le film obtenu nous a permis de réaliser notre analyse a posteriori. Nous 1’avons
également projeté a un petit groupe d’enseignants, tous étudiants en premiere année de Master

de didactique des mathématiques, a la suite de quoi nous avons conduit avec chacun des

10
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entretiens individuels visant a recueillir le point de vue de praticiens sur cette séance
d’enseignement. La présentation, les analyses a priori et a posteriori de la situation, ainsi que
les analyses des entretiens conduits avec les enseignants font 1’objet du chapitre II qui clot la
deuxieme partie.

Nous revenons dans la conclusion sur les résultats obtenus, les points en discussion et

les perspectives ouvertes par ce travail.

11
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Analyses épistemologiques et

didactiques
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Partie A : « Analyses épistémologiques et didactiques » 13



Chapitre I

Chapitre |
Etude logique et mathématique des objets équation,
inéquation et fonction

Dans toutes les analyses logiques que nous allons expliciter ci-dessous, nous avons
choisi de cerner nos objets d’étude qui, rappelons le, sont les équations, les inéquations et les

fonctions.

I. Insuffisance du calcul propositionnel pour lI'analyse des
discours mathématiques

La logique des prédicats analyse la proposition, par opposition a la logique des
propositions qui prend la proposition elle-méme comme unité inanalysée. Compte tenu de la
polysémie du terme proposition, il est nécessaire d’en préciser ici le sens : en logique, on
appelle proposition, tout énoncé exprimant une pensée portant un sens complet susceptible
d’étre vrai ou faux, et ceci quelque soit sa structure interne’. On peut citer comme exemple de

propositions :
« Aristote est un philosophe ».
« Aristote est le philosophe qui a écrit L’Organ0n8 ».

La deuxieéme proposition a une structure plus complexe que la premiere; en effet, non
seulement elle articule deux propositions, mais le pronom relatif « qui » renvoie au nom
propre « Aristote ». Ceci montre que I’analyse logique de cette phrase nécessite la prise en
compte du terme « Aristote ». C’est précisément ce dernier point dont la logique
propositionnelle ne permet pas de rendre compte. C’est d’ailleurs Aristote qui le premier a
proposé une logique des termes des prédicats, qui analyse les propositions de facon a en
donner la structure.

On peut donner des exemples de propositions en mathématiques : « 71 est un nombre

réel » est une proposition singuliere, «tout nombre décimal est rationnel », est une

7 La proposition est posée comme un tout.
L’ensemble des traités sur 1’art de raisonner rassemblés par les Aristotéliciens.
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proposition universelle ou « il existe des nombres irrationnels », est une proposition
existentielle.

Toujours en mathématiques, I’énoncé suivant est une proposition : « Un rectangle
admet deux diagonales isométriques » sous réserve que, conformément a la pratique
mathématique, 1’on donne a Darticle indéfini une valeur générique, et que, donc, 1’on
considere qu’il s’agit d’un énoncé général. 1l faut noter que cette acceptation ne va pas de soi
en dehors des mathématiques comme le montre les énoncés suivants : un philosophe a écrit
[’Organon versus un philosophe s’intéresse a la question de la vérité. Et méme parfois en
mathématiques : un rectangle admet deux cotés dont le rapport des mesures est égal a la
racine carrée de deux.

En logique propositionnelle, la valeur de vérité d’une proposition complexe dépend
uniquement de la valeur de vérité des propositions qui la composent. Ainsi, la valeur de vérité

de [(p L q) - r] est déterminée par les valeurs de vérité des propositions élémentaires p, ¢

et r en rapport avec la définition des connecteurs. Le calcul de la valeur de vérité se fait en
manipulant des lettres de variables propositionnelles, qui s’interprétent comme des
propositions9, représentant les plus petits composants d’une analyse logique. L’insuffisance
du calcul des propositions pour analyser certaines propositions complexes a conduit a élargir
le systeme relatif au calcul propositionnel et a considérer le systeme du calcul des prédicats
qui permet d’analyser la structure de la proposition tout en tenant compte de la quantification.
En effet, selon Frege et Russell, la proposition possede une forme fonctionnelle ou prédicative
qui désigne soit une propriété soit une relation qui se décompose en deux parties : I’une est
dite fermée, 1’autre requérant un complément (cf. Ouelbani, 2000).

Il est évident qu’un discours mathématique, aussi simple soit-il, ne peut pas en général
étre analysé par le calcul propositionnel. En effet, un discours mathématique parle
généralement d’objets et de propriétés relatives a ces objets, ainsi que de relations entre
objets, et met en jeu des questions de quantifications. La structure de la proposition et les
rapports entre ses constituants sont donc importants pour I’activité mathématique. Le fait que

la structure de la proposition et les rapports entre ses constituants sont importants pour le

mathématicien est souligné par Tarski(1960) :

«Le calcul des propositions, en lui-méme, toutefois, ne constitue pas une base

suffisante lorsqu’il s’agit de fonder les autres sciences et, en particulier, les mathématiques ;

? Nous adoptons un point de vue sur la logique propositionnelle articulant une syntaxe et sur une sémantique (les
tables de vérité), telle qu’il est développé dans Wittgenstein (1921). On en trouve une présentation dans Durand-
Guerrier, 2005.
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divers concepts des autres parties logiques apparaissent constamment dans les définitions

mathématiques, dans les théoremes et dans les démonstrations.» (Tarski, 1960, p.49).
Cori & Lascar (1994), partagent le méme point de vue que Tarski et expliquent que

« Le travail du mathématicien est d’examiner des structures, d’énoncer des propriétés
a leur sujet et de se demander si ces propriétés sont vérifiées ou non. » (Cori & Lascar, 1994,

p- 11).

C’est également le point de vue développé en didactique des mathématiques par
Durand-Guerrier (1996) et Durand-Guerrier & Arsac (2003) qui ont montré que le modéele
théorique proposé par Raymond Duval dans le cadre de la géométrie, est insuffisant, et par

suite devient inopérant, dans de nombreux cas et particulierement au niveau de I’analyse.

« Lorsqu’on aborde les démonstrations en Analyse, il apparait treés clairement que le
cadre théorique proposé par Raymond Duval pour la Géométrie devient inopérant dans de
nombreux cas, en particulier lorsqu’interviennent des théoremes existentiels. » (Durand-

Guerrier & Arsac, 2003, p. 298).

Il est alors nécessaire de considérer un systeme de calcul qui permette d’analyser la

structure des propositions.

Il. Eléments pour une théorie de la quantification
Il. 1. Fonction, argument et variable

Le calcul propositionnel forme une partie fondamentale de la logique. Cependant,
plusieurs concepts comme, [’identité, les relations... ne font pas partie du calcul
propositionnel. Contrairement a la logique des propositions, qui a pour objet la transformation
de propositions au moyen des foncteurs logiques, la logique prédicative est une logique intra-
propositionnelle permettant d’analyser la structure de la proposition tout en tenant compte de
la quantification (lorsque les expressions sont quantifiées).

Les propositions en général, et pas uniquement dans le domaine des mathématiques,
ont une nature fonctionnelle, puisqu’elles sont décomposables en deux parties : 'une dite
fermée et I’autre requérant un complément. Par exemple I’énoncé suivant : « César conquit les

Gaules » se décompose selon Frege en deux parties :

1. « César » est appelé [’argument et peut varier puisqu’on pourrait aussi

bien dire : « Napoléon conquit les Gaules ».

2. «conquit les Gaules » est la fonction que I’on peut exprimer sous la
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forme « x conquit les Gaules ».

« Ce n’est qu’apres avoir rempli cette place par un nom propre ou par une autre
expression qui représente un nom propre, qu’on Voit naitre un sens fermé sur lui-méme.
J’appelle fonction la dénotation de la partie non saturée. Dans ce cas, ’argument est ici

« César ». » (Frege, 1971, p. 91).

L’expression (La phrase) « x conquit les Gaules » ou x est une lettre de variable, un
marque-place, que Quine appelle « une phrase ouverte » (Quine, 1950, 1972). Pour les
logiciens Frege et Russell, inventeurs de la logique prédicative moderne, la fonction est
ambigué et n’exprime pas un sens complet, contrairement a la proposition.

Cette définition de la fonction s’applique bien sir a tous les types d’énoncés, y
compris bien sir les énoncés mathématiques. En effet, I’équation « 2x—1=3 » ne regoit un
sens complet, autrement dit la phrase ouverte ne devient vraie ou fausse, que si on attribue
une valeur a x. C’est d’ailleurs, 1’origine de la conception frégéenne de la fonction. Il ne faut
pas perdre de vue que Frege est parti du concept mathématique de fonction, comme étant une
expression qui contient une inconnue x, pour I’appliquer a toute sorte de proposition. Ainsi,

toute proposition posseéde une forme fonctionnelle.

« Mon propos est de montrer que I’argument n’appartient pas a la fonction, mais que
fonction et argument, pris ensemble, constituent un tout complet. De la fonction prise
séparément, on dira qu’elle est incomplete, ayant besoin d’une autre chose, ou encore

insaturée... » (Frege, 1971, p. 84).
En outre, I’auteur stipule que :

«...On peut envisager de décomposer les propositions affirmatives comme les
équations, les inéquations, et les expressions analytiques, en deux parties dont 'une est

Jermée sur soi et dont I’autre réclame un complément, est insaturée... » (Frege, 1971, p. 91).
Il. 1. 1. Le concept de fonction :

Les expressions contenant des variables sont appelées des fonctions désignatives ou

descriptives que nous pouvons interpréter comme des termes généraux

« Ce sont des expressions qui, des qu’on y remplace les variables par des constantes,

deviennent des désignations (« descriptions ») de chose. Par exemple, [’ expression :

2x +1 est une fonction descriptive... » (Tarski, 1960, p. 5).
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Celles-ci sont nommées dans le domaine des mathématiques « fonctions ». Nous nous
limitons dans notre travail aux fonctions a un seul argument.

En mathématiques, nous disons qu’une fonction est une expression ou une formule qui
contient x. D’ol I’expression 3x> +1 est une fonction de x et 3x1° +1 est une fonction del.

L’interprétation, de 1’expression précédente, n’est pas suffisante pour Frege

« ...en ce qu’elle ne distingue pas la forme du contenu, le signe du désigné...» (Frege,

1971, p. 81).

Par 1a, Frege explique qu’une fonction est une expression de la forme, par exemple :
3( )+1, qui est incomplete et a besoin d’une chose, appelée dans le langage logique,

argument. L'extension du concept de fonction a toutes les catégories de propositions permet

de ne plus la confondre avec le nombre. En effet, en mathématique, la valeur d'une fonction
est sa valeur pour un nombre. C'est ainsi que si dans x> =1, on remplace x par l'argument 1,

on obtient 1> =1.

« Si donc la fonction n’était rien d’autre que la dénotation d’une expression de calcul,
elle serait un nombre et n’apporterait rien de nouveau a l’arithmétique. » (Frege, 1971, p.

83).
C'est ainsi que :

« Si je dis par exemple "la fonction 2x*> + x", x ne doit pas étre considéré comme
appartenant a la fonction, cette lettre ne sert qu’a indiquer la nature du complément demandé
de la fonction, en montrant les places ou l'on doit introduire I’argument. » (Frege, 1971, p.

85).

En termes de logique, on pourra dire que, en considérant n’importe quel type de
proposition, la fonction est la partie prédicative de la phrase désignant soit une propriété soit
une relation. Une propriété correspond aux prédicats unaires ou monadiques qui s’applique a
un seul objet. Par exemple avoir des diagonales qui se coupent en leurs milieux pour les
quadrilateres. Les relations correspondent aux prédicats a n places (n-aires) avec n=2 ou
encore polyadiques s’appliquant a plusieurs objets. Par exemple : étre compris entre... et...est
un prédicat ternaire.

Pour récapituler, on peut rappeler ce que Frege reproche aux mathématiques :

« On a lhabitude de lire I’équation « y = f (x) » « y est une fonction de x ». C'est

commettre une double faute. Premierement, on traduit le signe d’égalité par la copule ;
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deuxiemement, on confond la fonction avec sa valeur pour un argument. Ces fautes ont fait
naitre [’opinion que la fonction est un nombre, dit-il étre un nombre variable ou

indéterminé. » (Frege, 1971, p. 168-169).

Ces propos ne peuvent que nous inciter a préciser les différences entre les concepts de

fonction en logique et en mathématiques.
Il. 1. 2. Fonctions et relations en mathématiques

Les fonctions ou les relations fonctionnelles ou encore les relations univoques au sens
de Tarski constituent une catégorie particuliere des relations. En effet, une fonction est une

relation tel que a chaque objet y correspond au plus un objet x 10 Par exemple x est la mere
de y est une relation fonctionnelle puisque pour chaque y il n’existe qu'une seule personne
x qui soit mere. En mathématiques, nous avons une abondance de relations fonctionnelles.
Par exemple la relation x =y peut s’interpréter comme une relation fonctionnelle puisqu’a
chaque nombre réel y nous ne pouvons faire correspondre qu’un seul nombre réel x vérifiant
I’égalité donnée. En outre, les valeurs de I’argument de cette fonction ne sont que des
nombres réels et les valeurs de la fonction, apreés 1’avoir saturée, sont des termes'! ou des
nombres réels positifs. Ainsi, une dénotation de cette relation fonctionnelle par le symbole f
rendra la formule x =y’ sous la forme x= f (y)lz. D’ou a une fonction sur un domaine
donné" on peut associer une relation binaire en interprétant cette égalité comme une phrase
ouverte (une équation a deux variables). En outre, dans notre exemple on a les équivalences :
« x:f(y) = x=y2 = x—y2 =0 = F(x,y):O », ou F est une fonction de deux
variables.

D’autre part, il est important de remarquer que des les mathématiques élémentaires,

nous pouvons rencontrer des relations qui ne sont pas des fonctions. Par exemple, la relation
x> +y®> =100 n’est pas une relation fonctionnelle, puisque, 4 un seul et méme nombre y

peuvent correspondre deux nombres différents pour lesquels la relation est satisfaite. En effet,

au nombre 8, par exemple, nous pouvons associer a la fois 6 et —6.

19 Les objets y sont les valeurs de la fonction et les X sont les valeurs de I’argument.

""" Au sens logique que nous allons expliciter ci-dessous.
"2 Evidement X et Yy peuvent se remplacer mutuellement.

13 Dans notre cas le domaine est ’ensemble des nombres réels IR .

Partie A : « Analyses épistémologiques et didactiques » 19



Chapitre I

Tarski (1960) explique que :

« Il semble, toutefois, inopportun, au moins au niveau élémentaire, de dénoter de
telles relations comme des fonctions, car cette facon ne tend qu’a oblitérer la différence
essentielle entre la notion de fonction et la notion plus générale de relation. » (Tarski, 1960,

p. 89).
Il. 1. 3. Terme singulier, terme général, variable

Pour pouvoir parler d’un objet, on lui attribue un nom. En logique, un nom d’objet est

un terme qui peut se présenter sous deux formes :

» Terme singulier ou nom propre qui s’applique a un seul objet bien délimité. En

mathématique, par exemple, chaque nombre réel est un terme singulier.

» Terme général ou nom commun qui peut s’appliquer a plusieurs objets : nombre,

fonction, polygone... Ces termes désignent des classes d’objets.

Ainsi, si on applique un prédicat a un ou plusieurs termes singuliers on obtient une

proposition, appelée proposition singuliére. Par exemple :
«8 est un nombre impair » est une proposition fausse de I’arithmétique.

« 71 est inférieur a 4 » est une proposition vraie dans I’ensemble des réels muni de la
relation d’ordre habituelle.

Par contre si on applique un prédicat a un terme général, on produit une expression
dépourvue de valeur de vérité qui n’est donc pas une proposition. Par exemple : « x est
inférieur ou égale a 3 » est une expression vraie dans certains cas et fausse dans d’autres

qu’on appelle fonction propositionnelle.

« Par fonction propositionnelle, nous entendons quelque chose qui contient une
variable et exprime une proposition aussitot qu’une valeur est assignée a x. C'est-a-dire
qu’elle differe d’une proposition, par dela seul qu’elle est ambigué : elle contient une

variable dont la valeur n’est pas assignée. » (Russell, 1989, §2).

Russell et Tarski ont insisté sur la notion de variable qui est I’une des notions capitales
en mathématiques. D’un point de vue logique, la variable est un marque place ; elle ne
désigne rien ; elle permet I’attribution de valeurs par des objets de ’univers du discours dans

une interprétation donnée :
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« Le « nombre variable » x ne saurait avoir aucune propriété spécifiée, il ne saurait
étre, par exemple, ni positif ni négatif ni égal a zéro; ou plutot, les propriétés d’un tel

nombre changeraient d’un cas a ’autre... » (Tarski, 1960, p. 4).

Elle permet aussi la substitution par un terme complexe. Bien que le terme variable en
mathématique soit polysémique et souvent utilis€é dans un sens métaphorique, on I’utilise
également dans de nombreux cas avec son statut logique de marque place, particulierement en
algebre. Le principe de substitution est par exemple au cceur de 1’opération de composition
des fonctions comme dans 1’exemple suivant :

Soit la fonction polyndme P(x) qui & x associe x’ +2x+1; soit u la fonction de IR
dans IR qui a x associe cosx; la fonction composée Pou s’obtient en substituant u(x) ax
dans chacune des occurrences de x dans P; la fonction Pou est donc par définition la
fonction qui a x associe (cos3(x)+2cos(x)+l). Le principe de substitution est également

constamment a I’ceuvre dans 1’algebre des polyndmes.

Il était alors essentiel d’introduire de nouveaux concepts afin de distinguer les
propositions des fonctions propositionnelles (Frege, Russell) ou encore des phrases ouvertes
au sens de Quine (1950, 1972)14, qui sont dépourvues de valeur de vérité. Quine réserve la

notion de fonction propositionnelle aux systemes formels.

Il. 2. Les phrases ouvertes et la notion de satisfaction

L’application d’un prédicat a un terme général, ou a plusieurs termes dont 1’un au
moins est un terme général, donne ce que Quine appelle une phrase ouverte (cf. Durand-
Guerrier et al, 2000) ou une fonction propositionnelle (cf. Tarski, 1960) qui n’est pas une
proposition, et n’est donc pas susceptible de recevoir une valeur de vérité.

Etant donné un domaine de référence pertinent pour la variable, une phrase ouverte
peut étre transformée en un énoncé clos (une proposition) de trois manieres :

<> En considérant sa cl6ture universelle : « Pour tout x, x est un nombre
premier ». (1)

<> En considérant sa cloture existentielle : « Il existe x tel que x est nombre
premier ». (2)

<> En assignant un élément du domaine de référence a la variable : « 41 est un

nombre premier » (3) ; « 121 est un nombre premier » (4).

'* Quine réserve la notion de fonction propositionnelle pour les énoncés des systémes formels comportant une ou
des variables libres.
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Dans I’ensemble IN des entiers naturels (1) et (4) sont des propositions fausses ; (2) et
(3) sont des propositions vraies.

Le troisime point correspond 2 la notion de satisfaction d’une phrase ouverte'® par un
objet qui fonde la théorie sémantique de la vérité de Tarski.

Dans cette théorie, la sémantique permet d’établir la notion de vérité ou de satisfaction

16 . c
d’une formule °. Tarski a montré que

« ... le concept de vérité est définissable a partir de la notion de satisfaction. En lui-
méme, un énoncé O d’un langage L n’est ni vrai, ni faux faute de signification. Pour lui

donner un sens, il faut associer aux symboles non logiques de L une interprétation.» (Rivenc,

1989, p. 173).

D’ailleurs quand il (1936, 1972) introduit la notion de satisfaction d’une phrase

ouverte, il renvoie a I’algebre scolaire.

C’est ainsi que «...Cette présentation de la notion de satisfaction d’une phrase
ouverte par un élément, correspond a la conception « sémantique » de la vérité dans les
langages formalisés due a Tarski (1936), qui, lorsqu’il 'introduit, la relie explicitement a la
notion de solution d’une équation familiere au mathématicien. » (Durand-Guerrier et al, 2000,

p-9).

En revanche, il suffit de remplacer chaque terme général par un terme singulier dans la
phrase ouverte pour avoir une proposition. Contrairement a la proposition, la phrase ouverte

est dépourvue d’une valeur de vérité.

« Le role des variables dans une fonction propositionnelle a été parfois tres justement
comparé aux blancs laissés dans un questionnaire. De méme que le questionnaire n’acquiert
de contenu défini qu’une fois que les blancs ont été remplis, ainsi une fonction
propositionnelle ne devient une proposition qu’une fois que des constantes ont été substituées
aux variables. De la substitution des constantes aux variables dans une fonction
propositionnelle, des constantes identiques prenant la place de variables identiques, peut
résulter une proposition vraie ; dans ce cas, les choses dénotées par ces constantes sont dites

satisfaire la fonction propositionnelle donnée. » (Tarski, 1960, p. 5).

On peut ainsi dire que d’un point de vue logique, une équation ou inéquation est une

phrase ouverte et les résoudre dans un domaine d’objet donné (appelé en logique univers du

5 . .. .
'3 Fonction propositionnelle au sens de Tarski.
'® Fonction propositionnelle ou phrase ouverte.
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discours), revient a déterminer tous les objets de ce domaine qui satisfont cette phrase
ouverte.

« En ce qui concerne les équations, une terminologie spéciale est passée dans [’'usage
en mathématiques ; ainsi, les variables figurant dans une équation s’appellent les inconnues,
et les nombres satisfaisant a [’équation, les racines de [’équation. Par exemple, dans
I’équation :

x*+6=5x

la variable « x » est l'inconnue, tandis que les nombres 2 et 3 sont les racines de

I’équation. » (Tarski, 1960, p. 6).

Remarquons que parmi les phrases ouvertes qui peuvent se présenter, il y a celles qui
sont vraies de tous les objets de 'univers du discours, par exemple : un nombre est divisible
par lui-méme ; d’autres sont fausses de tous les objets de ’univers du discours: x> x+1
pour tout x[J/R, alors que les autres sont pour quelque(s) objet(s) vraies et fausses pour
d’autre(s). e. g. « un multiple de 5 est divisible par 3 »

Tarski signale qu’en général nous ne différencions pas facilement les termes qui

dénotent les objets dont traite une science.

«On peut présumer que bien peu sont conscients du fait que des termes tel que
«équations », « inégalité », « polynome » ou « fraction algébrique», qui se rencontrent
continuellement dans les manuels d’algebre élémentaire, n’appartiennent pas, a strictement
parler, au domaine des mathématiques ou de la logique, puisqu’ils ne dénotent pas des objets
considérés dans ce domaine ; les équations et les inégalités sont certaines fonctions

propositionnelles spéciales... » (Tarski, 1960, p. 28).

Ceci montre que chaque théoreme formulé dans le domaine des mathématiques,

possede une formulation logique plus correcte.

« Par exemple, le théoreme :

, . 2 _ . . N
L’équation x~ +ax+b =0 a au plus deux racines peut s’exprimer d’'une maniére plus

correcte comme ceci :

11y a au plus deux nombres x tel que x* +ax +b =0 » (Tarski, 1960, p. 28).

Dans notre travail, on s’intéresse aux équations et aux inéquations qui sont des phrases
ouvertes. Afin de se rendre compte de ces nuances ou des différences, a partir desquelles une

phrase ouverte quelconque se transforme en une proposition susceptible de vérité ou de
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fausseté, Frege a introduit des termes indéfinis qui précedent les prédicats, tout en donnant
une formalisation de la notion de quantité de la langue naturelle. Ces termes sont : les deux

quantificateurs universel et existentiel.

Il. 3. Théorie de calcul fonctionnel

L’introduction des variables permet de formuler deux types d’énoncés qui contiennent
des termes indéfinis comme : tout, quelque..., qui permettent de construire des propositions.
Remarquons que, depuis I’antiquité, Aristote avait construit son systéme propositionnel en
retenant trois termes qui sont: fous, quelque et nul. Cependant, la reégle de conversion
de : « Nul A n’est B » en « Tout A est non B », nous permet de nous limiter a tous et quelques ;
et méme a ’un des deux, car formellement chacun des deux quantificateurs peut étre traduit
dans I’autre.

Les systéemes modernes, en logique, ont retenu deux types de quantificateurs qui sont

utilisés dans le domaine mathématique. Le premier est le quantificateur universel [ qui se lit

« quelque soit » ou « pour tout ». Un énoncé de la forme « Pour tout x P(x) est vrai » dans
un univers du discours donné si la phrase ouverte P(x) est satisfaite par tous les objets du

domaine ; elle est fausse sinon. Le second est le quantificateur existentiel [ qui se lit « il
existe au moins ». Un énoncé de la forme «Il existe au moins x tel que P(x) » sert a
exprimer, s’il est vrai, I’existence d’un objet de ’univers du discours qui satisfait la phrase

ouverte P(x) , sans qu’on connaisse nécessairement pour autant un tel objet.

«Je formulerai aujourd’hui la question d’une maniére un peu différente. Je dirais
qu’étant donné une proposition fonctionnelle, disons f (x), il existe un certain nombre de
valeurs de x pour lesquelles cette fonction « a un sens », c'est-a-dire est vraie ou fausse. Si a
est dans ce nombre, alors f (a) est une proposition qui est vraie ou fausse. En plus de la
substitution d’une constante a la variable x, il y a deux maniéres de considérer une
proposition fonctionnelle : I'une est d’affirmer qu’elle est toujours vraie ; et 'autre, qu’elle
est vraie quelquefois. La fonction propositionnelle : « si x est humain, x est mortel » est

toujours vraie ; la fonction propositionnelle : « x est humain » est vraie quelquefois. »

(Russel, 1961, p. 101-102).

En mathématiques, et particulicrement au niveau du concept d’identité ou d’égalité,
nous pouvons donner un sens précis a quelques locutions, c’est a dire qu’il est possible de
donner une signification précise a certaines expressions.

Le calcul des prédicats est nécessaire pour analyser de nouvelles formes pour
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lesquelles le calcul propositionnel est inopérant. De plus, le calcul des prédicats présente un
intérét philosophique. En effet, le fait de définir les quantificateurs des systemes formels en
tant que modélisateurs des notions correspondantes a la langue naturelle revient a adopter le
point de vue sémantique en logique. Alors que le point de vue syntaxique, gere les regles de
fonctionnement et détermine la validité des relations sans chercher a les interpréter.

N.B. Dans ce qui suit, comme c’est le cas le plus souvent en logique aujourd’hui, nous
utiliserons le terme de « Prédicat » pour modéliser les propriétés et les relations, et nous
réserverons le terme de « fonction » a la notion mathématique, qui a un terme, associe un

nouveau terme a un terme.

lll. Syntaxe et sémantique dans la logique des prédicats

lll. 1. La syntaxe du calcul des prédicats

Selon Carnap (1934), la syntaxe s’occupe de cette partie de la langue qui a les
caractéristiques d’un calcul, c’est-a-dire qu’elle se limite a 1’aspect formel de la langue. Elle
se donne un alphabet de signes dépourvus de sens et susceptibles d’étre combinés suivant des
regles (voir par exemple Ouelbani, 1992 et Sebestik, 1997). Le terme de syntaxe est utilisé
également en logique dans un sens plus large englobant ce qui releéve de la théorie de la
démonstration au sens formel du terme, en opposition avec la sémantique, qui prend en
compte les interprétations.

On entend par syntaxe logique

« la formulation canonique des formes d’expressions et des régles d’inférence admises
dans un langage logique ou une langue formelle L, sans que référence soit faite a la

signification des termes extra-logiques de L ou a celle de ses énoncés. » (Nadeau, 1999).
Ouelbani (1992) explique que

« Carnap parle d’une syntaxe logique du langage scientifique. Par logique de la
science, il entend essentiellement une théorie formelle de ce langage, Cc'est-a-dire
I’établissement systématique des regles valant pour ce langage et le développement des
conséquences de ces regles. Cette théorie est formelle, elle ne considere donc ni la

signification des termes, ni le sens des expressions. » (Ouelbani, 1992, p. 183).

En logique, la syntaxe d’un langage formel donne donc les reégles de formation et de
transformations des énoncés du langage considéré ; elle permet de reconnaitre si un énoncé
est bien formé ou non et si le passage d’un énoncé a un autre dans une démonstration de

théoréme, par exemple, est valide.

Partie A : « Analyses épistémologiques et didactiques » 25



Chapitre I

Dans le calcul des propositions, on a un ensemble dénombrable de lettres de variables
propositionnelles comme : p, ¢, r ;..., un nombre fini de connecteurs logiques -, C, [,
=, < (on peut en prendre moins ou plus, mais ce sont ceux que l’on utilise en
mathématiques et des parentheses (,)

L’élément minimum est la lettre de proposition (le signe propositionnel).

Les regles de formations sont les suivantes :

R Une lettre de variable propositionnelle est une formule.

P, Si F estune formule, = F est une formule.

P, Si FF et G sont des formules, FLCG, FLG, F=G , F <« G sont des
formules.

Rien d’autre n’est une formule.

Ceci permet de construire des formules du calcul propositionnel et aussi d’analyser des
formules complexes.

Dans le calcul des prédicats, on ajoute des ensembles dénombrables de lettres de
variables, lettres de constantes, lettres de prédicats, et quand on fait des mathématiques, on
peut ajouter des lettres de fonctions (au sens mathématique du terme), qui permettent donc de
générer des termes complexes).

L’élément minimum est le terme : une lettre de varia