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Introduction

Ce texte de synthese présente des travaux en géométrie hermitienne, a I’interface de la géomé-
trie algébrique complexe, de I’analyse géométrique et de la physique mathématique. La recherche
de métriques canoniques sur des objets holomorphes (variétés, fibrés, ...) est le fil conducteur de
ces travaux. Un probleme fondamental en géométrie complexe est celui de la classification des
objets selon des familles caractérisées par certains invariants. Afin de construire des espaces de
modules qui possédent de bonnes propriétés, on est conduit a se restreindre a des familles d’objets
qui possedent des métriques spéciales, solutions d’équations issues de la physique.

Dans ce texte, on abordera deux axes de recherche :

Axe I) Métriques canoniques en géométrie kiihlérienne :

En géométrie kdhlérienne, on cherche a construire des espaces de modules de variétés pola-
risées. Dans ce contexte, la conjecture de Yau, Tian et Donaldson (YTD) [62, 58 20] suggere
de se restreindre aux variétés polarisées qui admettent une métrique extrémale au sens de Calabi
[9]] (voir Section|[I). La recherche de ces métriques est un probléme d’analyse globale intéressant
et difficile, I’équation étant non-linéaire et d’ordre 4 sur la métrique de Kihler. Afin de tester la
conjecture, il est nécessaire d’avoir des exemples variés de métriques extrémales. On présentera
dans un premier temps dans la Section [I.1] des méthodes perturbatives de constructions de mé-
triques extrémales qui reposent d’une part sur la théorie du recollement, d’autre part sur la théorie
de la déformation (Annexe [A). Les résultats obtenus sur les déformations complexes des varié-
tés munies de métriques extrémales conduisent naturellement a tester localement la conjecture
de YTD. Une version locale de cette conjecture est présentée dans la Section [I.2] et appliquée
aux variétés toriques. Une autre approche du probléme, suggérée par Donaldson, est celle de la
quantification. La polarisation de la variété permet de plonger cette derniere dans des espaces pro-
jectifs complexes de dimension croissante (voir Section [I.3)), et d’obtenir une approximation en
dimension finie du probleme. Les métriques dites o-équilibrées fournissent une approximation des
métriques extrémales tout en étant les zéros d’une application moment en dimension finie. Ces mé-
triques o-équilibrées minimisent alors une fonctionnelle et sont uniques dans une classe de Kihler
donnée. Ces résultats passent alors aux métriques extrémales, qui minimisent la fonctionnelle de
Mabuchi et sont uniques dans leur classe de Kihler. En lien avec la Section [1.2] on présentera
également le comportement de la fonctionnelle de Mabuchi sous déformations complexes. Une
interprétation GIT des résultats obtenus sera donnée. Enfin, dans la Section[1.4] on présentera des
perspectives de recherche concernant les métriques extrémales et d’Hermite-Einstein.



Axe II) Systéeme de Strominger et algébroides de Courant :

La résolution de la conjecture de Calabi par Yau implique qu’une variété de Kihler a fibré
canonique trivial admet une famille de métriques Kéhler-Ricci plates paramétrée par son cone
de Kéhler [63]]. Afin d’étudier les espaces de modules de variétés complexes a fibré canonique
trivial, on souhaite munir ses derni¢res de métriques canoniques et étendre le théoréme de Yau aux
variétés non kihlériennes. Une suggestion de Yau [64]] est de considérer des métriques solutions
du systeme de Strominger (ou encore Hull-Strominger), motivé par la théorie des cordes [53]]. Ce
systéme couple une métrique équilibrée sur une variété complexe a fibré canonique trivial X a
une métrique d’Hermite-Einstein sur un G fibré holomorphe P — X. Le systéme d’équations
qui en résulte offre un probleme d’analyse globale difficile. Avant d’attaquer le probleme par
des méthodes d’analyse, on souhaite, comme pour la résolution de la conjecture de Calabi, fixer
des structures holomorphes et métriques afin de réduire I’espace des parametres considérés pour
I’équation. On commencera alors par étudier la version linéarisée du probleme. Ceci est I’objet
de la Section 2.1 ot I’on démontre I’ellipticité des équations contraintes par une condition de
jauge adéquate. Dans cette étude infinitésimale, on note 1’apparition d’un groupe de jauge qui
décrit les symétries d’une algébroide de Courant () — X, extension de 1’algébroide d’Atiyah
associée a P (Annexe [B). Dans la Section on explique que toute solution du systeme de
Strominger est portée sur une algébroide de Courant particulieére, a savoir une algébroide des
cordes holomorphe. Ces algébroides sont décrites et classifiées dans cette méme section. En vue
de la construction de I’espace des modules des solutions du systeme de Strominger, on développe
également la théorie de déformations de ces algébroides a I’aide d’une algebre de Lie différentielle
graduée. On démontre ensuite que pour une algébroide des cordes holomorphe () fixée sur X, on
peut introduire une notion de classe de métriques o, appelée classe d’Aeppli, similaire a la notion
de classe de Kihler. L’espace B, des métriques de o sur (), paramétres des équations du systeme
de Strominger, est bien compris et permet une approche variationnelle du systeme, a 1’aide de la
fonctionnelle dilaton M : B, — R. Par ailleurs, on obtient un résultat de stabilité des solutions
sous déformations de () et o via une étude de la linéarisation des équations restreintes a B,,. Enfin,
dans la section [2.4] on présente les perspectives de recherche qu’offrent cette nouvelle approche
au systeme de Strominger.
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Axe de recherche 1

Métriques canoniques en géométrie
kiahlérienne

Une variété kihlérienne compacte (X, w) est une variété complexe compacte X munie d’une
(1,1)-forme fermée et positive w € QH(X,R). Si X = (M, J), ot M est la variété différentielle
sous-jacente et .J désigne le tenseur de structure presque-complexe intégrable associé a la structure
complexe de X, la positivité de w est par définition I’existence d’une métrique hermitienne g sur
(M, J) telle que g(J-,-) = w. On cherche alors a savoir s’il existe une meilleure métrique kihlé-
rienne représentant la classe de Kihler Q = [w] € H?(X,R). Ce probleme propose de généraliser
le théoréme d’uniformisation des surfaces en dimension supérieure. On note Mg, I’ensemble des
métriques de Kihler sur X dont la classe de Kéhler est €2 et suivant Calabi [9]] on définit :

Définition 1.0.1. Une métrique extrémale est un point critique de la fonctionnelle de Calabi :

C: Mg — R

h +— fM S,QL dvoly, (1.

ou sy, désigne la courbure scalaire de h.

Ces métriques généralisent les métriques a courbure scalaire constante (cscK) et les métriques de
Kéhler-FEinstein. L'unicité d’une métrique extrémale, si elle existe, a été démontrée par Berman et
Berndtsson [5] (voir également [[14]]). L’existence n’est en revanche pas toujours assurée comme
le montre des exemples de Levine [40]. Dans le cas polarisé, ou la classe de Kéhler est la premiere
classe de Chern d’un fibré en droite ample L sur X, une conjecture formulée par Tian, Yau et
Donaldson dans le cas Kihler-Einstein puis cscK, étendue au cas extrémal par Sz€ékélyhidi, est la
suivante :

Conjecture 1.0.1 ([62] 58] 20} 54]]). 1] existe une métrique cscK (respectivement extrémale) repré-
sentant c1(L) sur X si et seulement si (X, L) est K-stable (respectivement relativement K-stable).

Cette conjecture est motivée par la correspondance de Kobayashi-Hitchin pour les fibrés et la
K -stabilité est a comprendre au sens de la GIT (théorie géométrique des invariants, voir Section
[1.2.T). Une telle correspondance entre variétés stables et métriques spéciales aurait des applica-
tions dans la construction des espaces de modules, algébriques ou métriques. Jusqu’a présent seul
le sens direct de la conjecture a été démontré, et des exemples suggerent que cette notion de stabi-
lité ne soit pas suffisante pour prouver la réciproque [2]. Cependant, dans le cas Fano, c’est a dire
L = —Kx ou Kx estle fibré canonique de X, le controle sur la courbure donné par 1’équation de
Kéhler-Einstein permet une preuve de cette conjecture [[13]. Le cas général semble encore hors de
portée.
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1.1 Constructions de métriques extrémales par perturbations

L’équation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle de Calabi C est équivalente au fait que
le champ de vecteur
Vg := grady(sg) (1.2)

soit un champ de vecteur holomorphe.

Définition 1.1.1. Soit g une métrique de Kdihler extrémale. On appelle JV; le champ de vecteur
extrémal.

Le champ de vecteur extrémal est un champ de vecteur holomorphe et hamiltonien pour w donc
une symétrie de la structure de Kihler, et son potentiel hamiltonien est la courbure scalaire de g.
Par ailleurs, les points critiques de la fonctionnelle de Calabi C sont tous des minima locaux et
donc une métrique g est extrémale si et seulement si

v, = 0. (13)

Ceci est une EDP non-linéaire d’ordre 4 sur la métrique pour laquelle il n’existe actuellement pas
de méthode générale de résolution. Il est tres difficile de savoir si une variété kihlérienne donnée
admet une métrique extrémale. Plusieurs méthodes d’approches sont utilisées pour comprendre ce
probleme du point de vue analytique, des méthodes de flots, de continuité, des approches variation-
nelles et enfin des méthodes perturbatives. Ces dernieres forment 1’objet d’étude principal du texte
[Ti0l], composé de deux parties indépendantes, et dont le but a été la construction de nouveaux
exemples explicites de métriques extrémales afin d’étoffer un peu la théorie.

1.1.1 Résolutions de singularités

Dans [T10], on propose une adaptation dans le cadre orbifold d’un théoreme d’Arezzo, Pa-
card et Singer [4]] (voir aussi [56]). D’apres ces derniers, si on éclate une variété extrémale en des
points satisfaisant une certaine condition de stabilité, on peut munir la variété éclatée d’une mé-
trique extrémale. Dans le cas de la résolution d’orbifoldes, on obtient un résultat similaire pour les
résolutions des singularités Hirzebruch-Jung. Ces singularités sont les quotients de C2 par 1’action
d’un sous-groupe cyclique fini de U (2). Le théoréme est alors le suivant :

Théoréme 1.1.2 ([TiO]). Soit (X,w) une surface orbifolde kiihlérienne munie d’une métrique
extrémale. Si les singularités (A;) de X sont isolées et du type Hirzebruch-Jung, alors on peut
munir une résolution minimale de X d’une métrique extrémale.

Plus précisément, si on pose 7 : X —> X une résolution minimale, on obtient une famille de mé-
triques extrémales sur X qui converge vers 7! (w) en topologie C°° sur tout compact en dehors
des diviseurs exceptionnels de la résolution. Les volumes de ces diviseurs exceptionnels pour ces
métriques convergent vers 0. Afin de démontrer ce résultat on utilise une méthode de recollement.
On découpe la variété X en la réunion de boules orbifoldes B; centrées en les singularités A; et
le complémentaire X, = X \ U; B; de ces boules. On munit X, de la métrique extrémale w et
une résolution minimale Y; des B; d’une métrique ALE construite par Calderbank et Singer [10].
Il s’agit ensuite de recoller les Y; a X, afin d’obtenir la résolution. On utilise alors la méthode de
perturbation développée par Arezzo, Pacard et Singer [4] afin de modifier les métriques considé-
rées de telle sorte qu’elles restent extrémales et que leurs potentiels coincident sur le bord pour
assurer le recollement.

On obtient comme application de nouveaux exemples de métriques extrémales sur des éclate-
ments de surfaces réglées. Une surface réglée est I’espace total d’une fibration P(E) — 3 ou F
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est un fibré holomorphe de rang deux sur une surface de Riemann ¥. La surface CP! x D, ou D
est le disque de Poincaré, est munie d’une métrique extrémale construite par Tgnnesen-Friedman
[S9]. On considere des quotients de cette surface sous 1’action d’une représentation du groupe
fondamental orbifold d’une surface de Riemann orbifolde hyperbolique. Cette action se fait par
isométries sur la métrique de Tennesen-Friedman et les quotients obtenus sont des orbisurfaces
réglées. Le Théoreme [1.1.2)s’applique et les résolutions minimales de ces surfaces admettent des
métriques extrémales. L’ utilisation de la classification de Kodaira des surfaces et de la géométrie
torique permet d’identifier précisément les surfaces obtenues. On obtient alors une large famille
de nouvelles métriques extrémales [[T11].

1.1.2 Stabilité sous déformations complexes

Dans un travail en collaboration avec Yann Rollin et Santiago Simanca, on s’intéresse a la
stabilité des métriques extrémales sous déformations complexes, via des méthodes analytiques.
Soit (X, w) une variété kihlérienne avec g = w(J-, -) extrémale.

Définition 1.1.3. Une déformation complexe de X est une submersion holomorphe propre entre
variétés complexes m : X — B telle que 7=1(0) soit isomorphe a X pour un point 0 € B.

D’apres un résultat de Kodaira et Spencer, quitte a restreindre B, on peut supposer que les fibres
de 7 sont toutes kiihlériennes et on aimerait savoir sous quelles conditions une fibre &X; := 7~ 1(¢)
admet une métrique extrémale. Le Brun et Simanca ont déja obtenu un résultat concernant cette
question dans le cas particulier des métriques a courbure scalaire constante [43]].

Si I’on souhaite déformer la métrique g de maniere lisse, 1’équation (I.3) impose de préserver
les automorphismes engendrés par V;. Ceci suggere de se limiter aux déformations complexes
de la variété qui préservent certaines symétries. On introduit alors un cadre équivariant de défor-
mations complexes relatives intervenant naturellement dans les déformations des métriques extré-
males. Une telle déformation est munie d’une action holomorphe d’un groupe G qui préserve les
fibres. Dans ce cadre équivariant, suivant Gauduchon [29], on définit la courbure scalaire réduite
sg d’une métrique g comme étant la projection L? de la courbure scalaire s4 sur I’orthogonal des
potentiels hamiltoniens de Lie(G) de telle sorte qu’une métrique est extrémale avec son champ de
vecteur extrémal dans Lie(G) si et seulement si sa courbure scalaire réduite sg est identiquement
nulle. On introduit aussi I’invariant de Futaki relatif Futg; qui généralise un invariant déja connu
dans le cas absolu [26] (équation (1.9)). On reviendra plus en détail sur ces notions dans la Section
, mais notons déja que si g est extrémale, on a 1’équivalence Futf]; = 0 si et seulement si
sg = 0. On cherche alors a suivre le lieu des zéros de FutgG lors de la déformation complexe et on
dira que I'invariant de Futaki relatif est non-dégénéré si sa différentielle par rapport a la classe de
Kihler est non-nulle. Un théoréme de fonction implicite permet alors de démontrer :

Théoreme 1.1.4 ([RoSTi]). Soit (X, w) une variété kiihlérienne munie d’une métrique extrémale
g et soit ™ : X — B une déformation complexe relative a un groupe G. On suppose :

— @ est un sous-groupe compacte connexe du groupe des isométries de (X, w)

— SgG = 0 ( ou de maniére équivalente JV,; € Lie(G) )

— Uinvariant de Futaki relatif F‘utgG est non-dégénéré

Alors les fibres proches de X dans la déformation complexe admettent une métrique extrémale.

On exhibe ainsi des déformations de la variété de Mukai et Umemura qui admettent des métriques
Kaihler-Einstein, retrouvant un résultat du a Donaldson via une méthode différente [22].
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1.2 Déformations et stabilité GIT

La Conjecture [I.0.1] propose de relier I’existence de métriques canoniques a une stabilité
algébro-géométrique. Pour arriver a une telle correspondance, on peut commencer par étudier
le probleme local. Si une variété admet une métrique canonique, on souhaite relier 1’existence
d’une métrique canonique sur des petites déformations de cette variété a une stabilité algébrique
locale. Cette méthode, proposée initialement par Donaldson [22]], a été employée avec succes dans
trois contextes différents décrits dans la suite (Sections[1.2.2} [T1.2.3]et[T.2.4). On commencera par
donner quelques rappels sur la correspondance de Kempf-Ness qui motive les résultats présentés.

1.2.1 Intermede : la correspondance de Kempf-Ness

On présente de maniere succincte la correspondance de Kempf-Ness qui relie les quotients
dans les catégories algébrique et symplectique. On présente ensuite le formalisme de Donaldson
et Fujiki qui motive la conjecture YTD.

Quotient algébrique et stabilité

En géométrie algébrique, une fagon de faire des quotients est via la théorie géométrique des
invariants, ou GIT. Soit
L: Z — CP"

une variété projective et supposons qu’un groupe algébrique réductif
GCSL(n+1,C)
agisse sur Z, via son action sur CP". La variété Z est décrite par son anneau de fonctions
R =Clxo, - ,zn|/1(Z)

ol I(Z) estI’idéal annulateur de Z. L’action de G sur Z induit une action sur R, et le quotient GIT
de Z par G est par définition la variété projective Y dont I’anneau de fonctions est R“, invariants
de R sous I’action de GG. On obtient aussi par construction une application quotient

A

ou Z* C Z est ’ensemble des orbites dites semi-stables, formées par les points x € Z pour
lesquels il existe un élément f € RY \ {0} avec f(x) # 0. Le quotient GIT de Z par G est alors
formé en ne considérant que les orbites semi-stables de Z. Ce quotient a de bonnes propriétés
géométriques si 1’on se restreint a I’ensemble des points stables Z° C Z*°. On pose L = 1*O(1)
la polarisation induite par le plongement de Z. Un point z € Z est dit stable si son stabilisateur
est fini, et si I’orbite d’un relevé £ € L, sous I’action de G est fermée. Ainsi, les orbites de Z*
sont séparées par RC. Enfin, les points z pour lesquels I’orbite d’un élément & € L, est fermée
mais de stabilisateur de dimension positive sont appelés polystables.

En pratique, la stabilité est testée a I’aide du critere de Hilbert-Mumford. Ce dernier assure
que I’orbite de € L, est fermée si et seulement si les C*-orbites de Z sont fermées pour tous les
sous groupes 2 un paramétre A : C* — G. A chacun de ces sous groupes A : C* — G on peut
associer un poids wy (z) qui décrit I’action de A sur L,,, ot g = limy_,0 A(f) - =. La positivité
de ce poids caractérise la fermeture de la C*-orbite de Z et ceci donne un critere numérique de
stabilité. La version analytique de ce critere est donnée par la fonctionnelle de Kempf-Ness

t — log||A(t) - Z|| 1.4)

dont la stricte convexité est équivalente a w) (x) > 0.
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Réduction symplectique

Si w est une forme de Kéhler sur Z qui représente la premiere classe de Chern de la polarisation
L, etsi K estune forme compacte de G qui agit par symplectomorphismes sur (Z, w), il est naturel
de construire un quotient de (Z,w) par K dans la catégorie symplectique. Supposons que 1’action
de K admette une application moment, ¢’est a dire une application équivariante

w: Z — Lie(K)*

qui vérifie :
V¢ € Lie(K), du(§) = Lgw

ol é désigne le champ de vecteur induit par £ sur Z via ’action infinitésimale de K sur Z. Si 0 est
une valeur réguliere de p, la réduction symplectique de Marsden et Weinstein est alors le quotient

pH0)/K

et la restriction de w a ! (0) induit une structure symplectique sur ce quotient. Par un résultat de
Kempf et Ness [36], le quotient GIT et la réduction symplectique de Marsden et Weinstein sont en
correspondance. Plus précisément :

Théoreme 1.2.1 ([36]]). Avec les notations qui précédent, une G-orbite contient un zéro de ’ap-
plication moment si et seulement si elle est formée de points polystables. Un tel zéro est alors
unique, modulo ’action de K.

Symétries

On termine cette discussion assez générale sur la réduction kihlérienne par quelques précisions
sur le role des symétries. La recherche d’un zéro de p dans une G-orbite est un probléme qui
admet des obstructions géométriques. Supposons pour simplifier que GG soit un tore complexe, et
soit z € Z. On pose Lie(G), I’algébre de Lie du stabilisateur de = dans G. On peut démontrer
que ’application

Xz : Lie(G)y — C

v = < p(z),v> (1.5)

ne dépend pas du point x choisi dans la G-orbite. On obtient un caractére X, qui doit s’annuler si
p1(0) NG -z # @. Le stabilisateur de z, que 1’on interpréte comme des symétries de ce point,
forme une obstruction a la recherche de zéros de . Si I’on cherche 2 la place & minimiser ||||? sur
une G-orbite, pour || - || une norme hermitienne Ad-invariante sur Lie(G), on s’affranchit de cette
obstruction. En effet, 1’équation d’Euler-Lagrange pour ce nouveau probleme est (z) € Lie(G),
et le stabilisateur facilite la recherche de solutions.

Conjecture YTD

L’interprétation par Donaldson [[18]] et Fujiki [34] de la courbure scalaire comme une applica-
tion moment motive alors la conjecture YTD. Soit 7, I’espace des structures presque complexes
intégrables compatibles avec une forme symplectique fixée w sur une variété compacte X. Cet
espace admet une structure de Kiahler formelle (€27, J7). Si ’on identifie, pour J € J,,, I’espace
tangent 177, a ’espace des endomorphismes J e End(T'X) qui anticommutent avec J et qui
sont symétriques pour g; = w(-, J-), cette structure de Kihler est donnée par :

v (jl,jg) S Tjjw, Jjjl = JJl et Qj(jl,jg) :—/ tI‘(Jjjljg) d’UOlw. (16)
X
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Soit G le groupe des symplectomorphismes hamiltoniens de w. Le groupe G agit sur 7, :

GxJw — T
(¢,J) + dpoJodp~!

avec une action hamiltonienne qui préserve la structure de Kihler (Q 7, J7). Pour décrire son
application moment, on rappelle que 1’algebre de Lie de G est I’espace des fonctions lisses sur X
modulo les constantes C*°(X, R) /R, muni du crochet de Poisson. Elle peut étre identifiée a son
dual via le produit L? défini par w :

(f,g)r—>/ng dvoly,. .7

Sous cette identification, 1’application moment 7 de I’action de G sur (7, €27) n’est autre que
la courbure scalaire :
pr: Jo, — CP(X,R)

J = 84, — S0 (1.8)

ol s, désigne la courbure scalaire de g et sy est la moyenne de s,, sur (X,w). Un autre fait
remarquable est que malgré 1’absence d’une complexification de G, il est possible de donner un
sens a I’orbite complexifiée de .J, qui correspond a I’espace des métriques de Kihler dans la classe
[w] sur (X, J). Les métriques cscK sont alors les zéros pour une application moment dans une G°-
orbite et devraient donc correspondre, comme le suggere le Théoreme [I.2.1] a des variétés stables
en un sens GIT.

Dans le formalisme de Donaldson et Fujiki, on remarque également que la fonctionnelle de
Calabi est la norme L? de 1’application moment 7. L obstruction introduite plus haut
admet également un analogue pour les métriques cscK, appelé invariant de Futaki [26] que 1’on
notera Futy,. Il est défini sur I’algebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes et hamiltoniens
pour w, et ne dépend que de la classe [w]. Si Vi est un champ de vecteur holomorphe hamiltonien
pour w, d’hamiltonien ¢, I’invariant de Futaki est défini par

Futy, (V) = /X(sw — 50) ¢ dvol,. (1.9)

Son annulation est une condition nécessaire a I’existence d’une métrique cscK dans la classe [w],
et une métrique extrémale w est cscK si et seulement si Futy,; = 0.

La correspondance de Kempf-Ness conduit a introduire la notion de K-stabilité pour les va-
riétés. Pour cela, on consideére un analogue des sous-groupes a un parametre dans le critére numé-
rique de Hilbert-Mumford. Soit donc (X, L) une variété de Kihler polarisée. Une configuration
test pour (X, L) est la donnée d’une famille plate, normale et polarisée p : (X', £) — C qui soit
C*-équivariante par rapport a I’action standard de C* sur C et telle que (X7, £1) := p~1(1) soit
isomorphe a (X, L). Soit alors (X', £) une telle configuration test. L’action de C* sur la fibre cen-
trale (Xp, Lo) induit une action sur les espaces de sections H%(Xp, £E). On notera wy, le poids
de cette action et dj la dimension de H°(Xj, L’S). Le théoreme de Riemann-Roch et sa version
équivariante donnent un développement :

Wi

— = Fy+ Fik ! E2).
ds o+ F1 + O( )

L’invariant de Donaldson-Futaki de (X', £) peut étre défini par
DF iy = F\. (1.10)

Cet invariant correspond au poids dans le critere numérique de Hilbert-Mumford.
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Remarque 1.2.2. [l existe une formule d’intersection qui permet de définir I’invariant de Futaki
et généraliser la conjecture YTD au cadre non polarisé. C’est ’approche initialisée par Sjostrom
Dyrefelt et Dervan-Ross.

On dira qu’une configuration test est triviale si elle est isomorphe au produit (X, L) x C et que
I’action de C* sur (X, L) est triviale. On a alors :

Définition 1.2.3 ([20]]). La paire (X, L) est K-stable si pour toute configuration test non-triviale
(X,L), ona DF x r) > 0.

L’invariant de Futaki @[) d’un champ de vecteur hamiltonien Vi, est, a une constante multiplica-
tive pres, I’invariant de Donaldson-Futaki de la configuration test produit (X, L) x C munie de
I’action induite par le champ de vecteur V. De plus, la K-stabilité apparait comme une version
asymptotique de la stabilité au sens de Chow de (X, L*) (voir Section:l.3.4 . Ces considérations
sont de nouveaux indices pour supporter la Conjecture [I.0.1]

Enfin, les métriques extrémales admettent également une interprétation en terme d’application
moment. De méme, la conjecture YTD admet une version relative, introduite par Székelyhidi.
Elle releve essentiellement d’une adaptation 7T-équivariante de la conjecture YTD, ou T est un
tore maximal de symétries de Aut(X, L). On peut adapter les notions définies précédemment au
cadre relatif. Par exemple, la courbure scalaire est remplacée par la courbure scalaire réduite sg,

obtenue par projection L? de la courbure scalaire sur 1’orthogonal des fonctions hamiltoniennes
de champs de vecteurs engendrés par Lie(T") (voir Section équation (1.16) pour une définition
précise). L'invariant de Futaki modifié Fut[j;] est calculé pour tout champ de vecteur V;; dans le
centralisateur de 7" dans Aut(X, L) et est défini par :

Fut[w](Vd,)—/X(sg)qbdvolw. (1.11)

De maniére générale, on dénotera avec un exposant 7' les versions relatives des objets considérés.
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On résume les analogies de cette section dans le tableau suivant :

Kempf-Ness Conjecture YTD
Variété (Z,w) (T, Q7)
Groupe de jauge K g
Complexification G =K¢* Orbites complexifiées
Application moment W S¢g; — S0
Stabilisateur Lie(G)x Lie(Auto(X, J))
Obstruction Xz Futy,
Norme L? du moment 1] [x(sg, — s0)* dvoly,

Points critiques

Sous-groupes a 1 parametre
Hilbert-Mumford
Fonctionnelle de Kempf-Ness

Stabilité

p(x) € Lie(G)y
A C =G
VA, wy(z) >0
t — log[|A(t) - Z]

Stabilité GIT

Métriques extrémales
Configurations tests
V(X,L), DFx ) >0?
K-énergie (cf Section

K -stabilité ?
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1.2.2 Déformations des métriques extrémales toriques

On rappelle que les groupes de cohomologie H'(X, Tx ) d’une variété complexe compacte X
renseignent sur la théorie de déformation de X. En particulier, H' (X, Tx) caractérise les défor-
mations infinitésimales de X et, dans des cas favorables, peut étre vu comme un espace tangent a
une famille semi-universelle de déformations de X [39]]. L’espace H? (X, Tx ) donne des obstruc-
tions a I'intégration d’élements de H'! (X, Ty ) en déformations complexes. On renvoie 4 I’ Annexe
[A] pour un bref rappel sur la théorie des déformations.

Soit une variété kihlérienne extrémale (X, w) = (M, J,w). Dans un travail en collaboration
avec Y. Rollin [RoTil], on montre qu’il existe une métrique extrémale sur une petite déformation
X" = (M, J") compatible avec w si la déformation infinitésimale correspondante dans H' (X, Tx)
est stable en un sens GIT. Ce travail est une extension du résultat correspondant au cas cscK traité
par Székelyhidi [S5]]. On obtient ainsi un critere algébrique suffisant pour assurer I’existence d’une
métrique extrémale lors d’une déformation complexe. On étudie par ailleurs ce critere algébrique
sur les variétés toriques. Les variétés toriques sont des variétés de Kéhler munies d’une action
hamiltonienne effective d’un tore de dimension maximale. Leurs symétries permettent une des-
cription combinatoire de leur géométrie. Soit (X, w) une telle variété et soit 7 le tore complexe
associé. L’action de 7 sur X induit une représentation de 7 sur H'(X, Tx). Cet espace admet
alors une décomposition en somme directe de sous-espaces selon les poids px de 1’action. Notre
résultat principal est alors le suivant :

Théoréme 1.2.4 ([RoTil]). Soit (X, L) une variété torique lisse compacte polarisée munie d’une
forme de Kdhler a courbure scalaire constante w. Soit K le groupe des isométries hamiltoniennes
de (X,w). Si K€ = TC et si H*(X,Tx) = 0, alors il existe une déformation complexe de X
munie d’une métrique cscK si et seulement s’il existe (a;j)j=1.» € (N*)" et (n;)j=1., € P tels
que Y ; an; = 0.

On démontre également un analogue de ce théoreme dans le cas extrémal. Sous les hypotheses du
théoreme, il existe une famille semi-universelle de déformations complexes

X — Bc HY(X, Tx)
de X et le résultat obtenu peut étre précisé :

Théoreme 1.2.5. Sous les hypotheses du Théoreme une fibre Xy de X admet une métrique
cscK si et seulement si I’orbite sous I'action de T de t € H'(X, Tx) est fermée.

La preuve du Théoreme [I.2.5]|repose sur la construction d’une tranche a la Kuranishi [39] (voir
Annexe[A)). Suivant [55]], on montre qu’il existe une application holomorphe et 7°°-équivariante

®:U—= Ty

d’un voisinage de U de 0 dans H'(X,7x) vers un voisinage V de ®(0) = J dans 7, telle que
la G-orbite complexifiée de toute structure presque complexe J' proche de J intersecte 1'image de
®. Limage 7 C J,, de ® induit une famille semi-universelle de déformations 7T-équivariantes de
X. L’application courbure scalaire, vue comme application moment y 7, se restreint a 7, ainsi que
la forme symplectique {2 7. On obtient par restrictions une application moment g7 pour 1’action
de T sur (7,€7). Par le théoreme de Kempf-Ness, une orbite fermée sous 1’action de T sur
H' (X, Tx) donne un zéro de 1’application moment 1 associée a la forme symplectique (®*Q7)o.
On peut comparer g a ®* 7, et un argument de perturbation permet alors d’annuler p7 dans
une 1°-orbite. On obtient alors une métrique cscK sur la déformation de X correspondante. La
réciproque du Théoreme repose sur un résultat de Stoppa [52]], adapté au cadre équivariant,
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a savoir que I’existence d’une métrique cscK sur X dans la classe ¢1 (L) implique la K-stabilité de
(X,L).Sit € H'(X,Tx) a une T*-orbite non fermée, on construit une famille & un paramétre
de déformations pour X; qui dégénere en X, soit une configuration test. Ici, (X, L) admettant une
métrique cscK, I'invariant de Donaldson-Futaki est I’invariant de Futaki classique qui s’annule.
Ceci prouve que &} n’est pas K-polystable et n’admet donc pas de métrique cscK.

On obtient dans [RoTil] une version équivariante du Théoréme @] pour les métriques ex-
trémales et le Théoréme [1.2.4] est une description combinatoire du Théoréme Dans le cas
des surfaces toriques, un critére simple permet de vérifier I'hypothese KC = TC et I'hypothese
H?(X,Tx) = 0 est toujours satisfaite. Avec la description de I’espace H'(X, T ) faite par II-
ten et Volmert [33]], on peut appliquer les Théoremes [I.2.5] et [I.2.4] afin d’expliciter de nouveaux
exemples de métriques a courbure scalaire constante ainsi que des exemples de métriques extré-
males rigides sur des surfaces complexes.

1.2.3 Géométrie sasakienne et stabilité

Une variété riemannienne compacte (M, g) est une variété sasakienne si le cone métrique
(C(M) = Rsg x M,g = dr? + r2g) est une variété de Kihler. L’intérét pour la géométrie sa-
sakienne provient des travaux de ces quinze derniéres années qui ont permis d’élaborer de tres
nombreux nouveaux exemples de variétés riemanniennes munies de métriques d’Einstein a cour-
bure positive.

Une variété sasakienne est essentiellement un analogue en dimension impaire de variété kihlé-
rienne. La notion de métrique sasakienne extrémale a été introduite par Boyer, Galicki et Simanca
[6] et il est naturel de proposer une conjecture analogue a la Conjecture dans ce cadre. Szé-
kelyhidi et Collins ont défini une notion de K-stabilité pour les variétés sasakiennes [15] qui étend
naturellement la notion connue dans le cas Kéhler. Dans un travail de collaboration avec Craig Van
Coevering [TiV], on démontre un analogue du Théoreme [I.2.5|dans le cadre sasakien. On obtient
ainsi d’une part des résultats qui confirment la conjecture de Collins et Székelyhidi et d’autre part
de nouveaux exemples de métriques sasakiennes extrémales.

1.2.4 Equations couplées Kiihler-Yang-Mills

Les équations couplées Kihler-Yang-Mills (CKYM) ont été introduites dans [1] comme une
nouvelle approche pour le probleme des modules de triplets (E, X, L), ou E est un fibré holo-
morphe sur une variété kihlérienne polarisée (X, L). Les solutions (g, h) des équations

Ath =z,

5 — ozAZtth NF, =c (1.12)

données par une métrique de Kihler g sur X dans la classe ¢;(L) et une métrique hermitienne h
sur E peuvent étre vues comme des métriques canoniquement associées au triplet (£, X, L). Ici,
F}, est la courbure de la connexion de Chern de h et A, dénote la contraction avec la forme de
Kihler w,. Ces équations dépendent d’une constante de couplage « et les constantes ¢ et z sont
topologiques. Mathématiquement, ces équations généralisent de maniere simultanée les équations
de Yang-Mills sur E et ’équation des métriques a courbure scalaire constante sur X. Elles dé-
crivent les zéros d’une application moment pour 1’action hamiltonienne d’un groupe de jauge G
sur un espace de dimension infini P. Si w et h sont fixées, G est une extension du groupe des
symplectomorphismes hamiltoniens de la variété (X, w) par des transformations de jauge de F et
‘P paramétrise ici les structures de fibré holomorphe et variété kidhlérienne sur les variétés lisses
sous-jacentes a ' et X.

Dans I’article [GTi], avec Mario Garcia-Fernandez, on étudie la théorie des déformations in-
finitésimales des solutions aux équations (I.12). Soit (w, h) une solution des équations
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sur (E, X, L). On construit tout d’abord une DGLA (L), d,,, [+, ‘].) qui encode les déformations
complexes de la paire (X, E') compatibles avec la polarisation L (voir Annexepour la définition
de DGLA). On retrouve en particulier, par une méthode différente, le complexe de Huang [32].
Le complexe différentiel obtenu permet de construire une tranche a la Kuranishi qui paramétrise
les petites déformations de (X, F') modulo I’action du groupe de jauge “complexifié” G°. Soit
ensuite K le groupe des automorphismes holomorphes de £ qui sont dans G. Si K¢ désigne la
complexification de K, on construit une représentation

K¢~ HYX,L?). (1.13)
On obtient alors :

Théoréme 1.2.6 ([GTil). Chaque petite déformation (E', X', L") de (E, X, L) avec orbite fermée
dans HY (X, L) sous I’action de K¢ admet une solution aux équations (m

La preuve de ce résultat suit les idées développées pour démontrer le théoreme [I.2.5] Il permet de
déterminer de nouvelles solutions aux équations couplées (1.12)) et d’étudier les déformations des
solutions produites dans [35] par Keller et Tgnnesen-Friedman.

1.3 K-énergie et quantification

En pratique, 1’étude des métriques cscK (respectivement extrémale) est faite via la fonction-
nelle K-énergie E (resp. K-énergie modifiée E©) dont elles sont les points critiques. Ces fonc-
tionnelles ont été introduites par Mabuchi [44] et par Chen-Tian [[14] et ont I’avantage par rapport
a la fonctionnelle de Calabi C (cf équation (I.1I))) d’étre convexes le long des géodésiques sur les
espaces P (resp. P) des potentiels de Kihler (respectivement potentiels de Kihler invariants) sur
lesquels elles sont définies. Les propriétés de ces fonctionnelles, telle que la propreté, ou 1’exis-
tence de borne inférieure, sont alors intimement liées a I’existence et ’unicité de métriques ex-
trémales. Elles sont a interpréter comme la fonctionnelle de Kempf-Ness en GIT (équation (1.4)),
et on conjecture que la propreté de ces fonctionnelles devrait étre équivalente a la stabilité de la
variété polarisée, tandis que 1’existence d’une borne inférieure devrait correspondre a sa semi-
stabilité. On rappelle maintenant leurs définitions.

Soit (X, L) une variété de Kihler polarisée et compacte, de métrique g. Soit G C Auto(X, L)
un sous-groupe compact. On suppose que g est G-invariante. Pour définir la K-énergie modifiée,
on introduit I’espace des potentiels de Kéhler :

P = {p € C°(X,R) |wy := w+i00¢ > 0} (1.14)

et le sous-espace P¢ C P formé des potentiels G-invariants. Pour tout élément ¢ € P, on
considere la métrique g, associée a wy, ainsi que I’espace des potentiels de Killing de G pour la
métrique g :

K§ = {v € C°(X,R) | Jgrady, v € Lie(G)}. (1.15)

Ces potentiels engendrent des champs de Killing pour gy, et g4 est extrémale G-invariante si et
seulement si sg, — so € ICqu.

Définition 1.3.1. On définit la courbure scalaire réduite par :
s§ 1= sg, — TG sg, — 0 (1.16)

ou s est la moyenne de sg sur X et Hg désigne la projection orthogonale sur /Cg induite par le
produit L? :

(60) = [ 6 dooy,. (1.17)
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La K -énergie modifiée EC est alors définie par sa différentielle dEC en ¢ € P :

Définition 1.3.2. On appelle K-énergie modifiée
EC:PY SR

l’unique primitive de la différentielle

dES (¢) = _/stg dvoly, (1.18)

qui s’annule en .

On renvoie a [29] pour une preuve que cette différentielle est exacte et admet une primitive E¢
sur I’espace contractile P“. On précise que la K -énergie correspond au cas G' = {id}, tandis que
la version modifiée de Chen et Tian correspond au cas out GG est un compact maximal.

1.3.1 Minima de la K-énergie modifiée

Donaldson a démontré que si (X, L) est une variété de Kihler polarisée et sans automor-
phisme, alors une métrique a courbure scalaire constante est un minimum absolu de la K-énergie
[21]]. Ce résultat a été généralisé par Chen-Tian [[14] au cas extrémal par des méthodes différentes.
Dans un travail de collaboration avec Yuji Sano, on redémontre le résultat de Chen et Tian dans le
cas polarisé en utilisant une méthode plus géométrique : la quantification.

Théoreme 1.3.3 ([STil). Soit (X, L) une variété kihlérienne polarisée munie d’une métrique
extrémale g. Alors g est un minimum absolu de la K-énergie modifiée EC pour tout G C Isom(g)
tel que Lie(g) contienne le champ de vecteur extrémal JV,.

Quantification

On présente ici quelques idées du processus de quantification. Pour tout £ € N*, on considere
HY(X, LF) I’espace des sections holomorphes du fibré L. On pose

N;, = dim(H°(X, L*)) (1.19)

et on rappelle que L étant ample, Vi a une croissance polynomiale en k£", ou n est la dimension
de X. L’idée centrale est que pour toute base s = {s, } de H°(X, L¥), k >> 1, on peut plonger
X dans I’espace projectif CPV+ ! via :

s: X — CPNel

(1.20)
x = [sq(x)].

Les métriques sur CPV+—! induisent par restriction et renormalisation des métriques de Kihler
sur X dans la classe ¢;(L). Le jeu consiste alors a traduire les notions issues de la théorie des
métriques extrémales en termes de métriques induites via les plongements ¢s. On note By, 1’espace
des métriques hermitiennes sur H°(X, L®*). B, est un espace de dimension finie, sur lequel on
va pouvoir utiliser les résultats généraux de réduction kdhlérienne et le théoréme de Kempf-Ness
(Section [I.2.). Il s’agit de comprendre comment les espaces By, et les métriques canoniques sur
ces derniers approchent 1’espace P et les métriques cscK ou extrémales. On introduit alors les
applications qui vont permettre de passer de B a P :

Hilb, - P — By
FSk:Bk — P
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définies par :
Vo eP, s HUX, L), (Il 2mo) :/ |5[2e2¢dvol,, (1.21)
X
et

1 1
VH € By, , FSk(H) = Elog (]Vk Z ’504‘2> (1.22)

oll {54} est une base orthonormale de H°(X, L®¥) par rapport 2 H. On remarque que wp Sy (H)
est le tiré en arriere de la métrique de Fubini-Study sur CPV+~! par 5. Pour tous ¢ € P et k > 0,
soit {5, } une base orthonormale de H°(X, L*) par rapport & Hilby (). Le k° noyau de Bergman
est défini par :

pr(8) =D lsalp- (1.23)

D’apres les travaux de Catlin, Ruan, Tian et Zelditch (voir [STi] pour les références précises), le
noyau de Bergman admet un développement

pr(9) = k™ + AL(Q)k" 1 + Ag(p)k™ 2 + .. (1.24)
avece s
Ai(o) = g

oll s, est la courbure scalaire de wy, et tel que pour tout (I, R) € N2, il existe une constante C; g
telle que
1ok(9) = D Ajk"lor < k"F.
J<R
On en déduit [57] :

lim FSy o Hilbg(¢p) = ¢
k—o00
ol la convergence est uniforme sur des parties bornées pour la norme C2(X, R) dans P. Les es-
paces de métriques By, fournissent donc une approximation de dimension finie de P. Les métriques
qui vérifient
F Sk o Hilbk(¢) = ¢ (1.25)

ou de maniere équivalente p(¢) est constant sont appelées métriques équilibrées. On remarque
que si la courbure scalaire s4 de wy est constante, le noyau de Bergman est constant a I’ordre
k"~1.D’apres le travail de Donaldson [19]], si X admet une métrique a courbure scalaire constante
we dans la classe c1(L), et si Aut(X, L) est discret, alors, pour & >> 1, on peut perturber les
métriques Wrs, oHilh, (¢) N des métriques équilibrées wy, , et ces métriques convergent vers la
métrique wy de départ.

Métriques o-équilibrées

Pour démontrer le Théoreme [1.3.3] on utilise une adaptation de la notion de métrique équili-
brée dans le cadre des métriques extrémales, en présence d’automorphismes. Les métriques extré-
males sont les solutions auto-similaires du flot de Calabi sur P :

0
% = Sg4, — S0 (1.26)
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Par ailleurs, le développement du noyau de Bergman implique :

FSk OHZlbk(¢) - (;5 o Sy — S0

-2
T o O (1.27)

et 'opérateur F'Sy, o Hilby induit un systéme dynamique sur P qui discrétise le flot de Calabi.
L’idée de Yuji Sano est d’introduire des solutions auto-similaires du systeme dynamique induit
par F'Sy o Hilby, pour quantifier les métriques extrémales.

Définition 1.3.4. Soit o, un élément de Aut(X, LF). Soit ¢ € P. Alors ¢ est o-équilibrée si

Wk FSkoHilb(6) = k(1) Wk (1.28)

On démontre que les métriques o-équilibrées apparaissent comme une quantification des mé-
triques extrémales :

Lemme 1.3.5. Avec les notations qui précédent, si wy, = FSi(Hy) est une suite de métriques
or-équilibrées qui converge vers une métrique weo, et si les automorphismes infinitésimaux Vy,
associés aux oy, convergent, alors w, est extrémale.

Esquisse de preuve du Théoreme|1.3.3

Soit wg une métrique extrémale sur X dans la classe ¢; (L ). La technologie de Donaldson [[19],
adaptée a notre cas, permet d’introduire une fonctionnelle convexe Z7 sur B, qui quantifie la K-
énergie modifiée EC, et dont les points critiques sont des métriques o-équilibrées. Ceci nécessite
un choix particulier de o et dans [STi|], on considére 1’automorphisme engendré par le champ de
vecteur extrémal. Plus précisément on pose, pour tout k& € N*,

B Jgradgd)(s(;s)

Vi = 4k

(1.29)

et on introduit o, le sous-groupe a un paramétre de Aut(X) associé. On définit pour tout ¢ € P
la fonction 14, 4 par B
O'k(l)*W¢ =we + \/*1881/101“7(1), (1.30)

que I’on normalise via

N,
/ exp (Y, 6) dvoly = k—:
X

On définit ensuite la fonctionnelle d’ Aubin modifiée I sur PC aTlaide de sa différentielle :
o A¢ () n
0IE(9)(0¢) = | kdp(1+ —F)e ook dvoly. (1.31)
X

La fonctionnelle £f sur PC et son pendant Z7 sur B,(f sont définies par :
7 =logodet oHilb + I (1.32)

et
Zy =1 o FSi + logodet —k" log(k™)Vol(X). (1.33)

On a alors :
Proposition 1.3.6. Les métriques oy-équilibrées sont des points critiques pour LY. De plus, si

H; € BkG est telle que F'Sy,(Hy,) est o-équilibrée, alors H), minimise Z}.
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On a également :
Lemme 1.3.7. Les fonctionnelles k™" L] convergent vers la K-énergie modifiée EC :

lim k(L] — EY) =0

k—+o0

On considere alors les métriques
ok = F'Sy o Hilbg(¢)

ol wy est la métrique extrémale de départ. Les métriques ¢y, ne sont pas oj-€quilibrées a priori.
Cependant, le développement du noyau de Bergman (I.24) et le choix des oy, (équation (1.29))
assurent que le défaut des métriques wy, a étre équilibrées estun O(k~2). Les métriques Hilby ()

N

sont donc des minima des fonctionnelles Z¢ a2 O(k~?2) pres. On contrdle par ailleurs 1’écart

lim k~"(L] — Z7 o Hilbg) =0
k—4o0
pour tout potentiel de P“. Avec le Lemme|1.3.7, on conclut alors le Théoréme par passage
a la limite.

1.3.2 Borne inférieure et déformations complexes

La combinaison des travaux de Székelyhidi [55] et Chen [12]] permet de démontrer que si
une variété kihlérienne polarisée (X, L) admet une métrique cscK, la fonctionnelle K-énergie
reste bornée inférieurement sur des petites déformations complexes (X', L’). Ceci est une version
analytique, pour la K-stabilité, du fait qu’en GIT les points proches d’un point stable sont semis-
tables. Avec Andrew Clarke, on généralise ce résultat au cas extrémal, en prenant en compte les
symétries :

Théoréme 1.3.8 ([CTil). Soir (X, L) une variété de Kiihler polarisée munie d’une métrique extré-
male g. Soit (X', L") une petite déformation complexe de (X, L) qui préserve les automorphismes
engendrés par V. Alors la K-énergie modifiée reste bornée inférieurement sur (X', L").

Le sens précis des déformations considérées est expliqué dans 1’article [[CTi]. On notera tout de
méme que I’hypothese faite n’est pas restrictive dans la mesure ou elle est une hypothese néces-
saire si I’on souhaite déformer de maniere lisse une métrique extrémale le long d’une déformation
complexe.

La preuve du Théoreme repose sur une inégalité de convexité pour la fonctionnelle K-
énergie modifiée sur I’espace P, inégalité obtenue par une méthode de quantification. On pose
la fonctionnelle de Calabi modifiée, définie pour ¢ € P :

CY(¢) := /X (s$)? dvoly, (1.34)

ol sg est la courbure scalaire réduite || On démontre dans [|CTi] :

Proposition 1.3.9. Pout tout ¢g, ¢1 € PC :

E% (1) — E(¢0) < d(¢0, $1)1/C% (1), (1.35)
oui la distance d est induite par le produit scalaire (1.1

Cette convexité permet de comparer la K-énergie modifiée sur une petite déformation de X a la
K-énergie initiale, et d’obtenir le résultat.

Comme application, on exhibe également dans I’article [CTi]] des éclatements de CP' x CP!
en 4 points munis de polarisations qui n’admettent pas de métrique extrémale mais dont la K-
énergie modifiée est bornée inférieurement. Ce sont les premiers exemples explicites de tels objets
a ma connaissance.
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1.3.3 Unicité dans une classe de Kéihler

Dans I’article [STi2], on continue I’étude des métriques o-équilibrées commencée dans [STil.
En particulier, on démontre :

Théoréme 1.3.10 ([STi2]). Soit w une métrique extrémale sur (X, L) dans la classe c1(L) et soit
T un tore maximal d’isométries de w. Alors il existe une suite (oy)ren d’éléments de T et une
suite de métriques oy-équilibrées (wy)keN qui converge vers w.

Ceci est une généralisation du travail de Donaldson [[19] au cadre des variétés polarisées qui ad-
mettent des automorphismes continus. La démonstration repose sur trois étapes.

Esquisse de preuve du Théoréme [1.3.10

Tout d’abord, on montre I’existence et 1’unicité d’une suite d’automorphismes (o )xen de
T¢ telle que, pour chaque k, si F'Sy(Hy) est o-équilibrée alors nécessairement 0 = oy. Ces
automorphismes approchent la symétrie sur X engendrée par le champ de vecteur extrémal V.
Cette suite (0% )ken, ou plus précisément les champs de vecteurs qui les engendrent, sont obtenus
via I’annulation de caracteres F'°% sur 1’algebre des champs de vecteurs holomorphes sur X. Ces
caracteres sont interprétés comme la quantification de I’invariant de Futaki modifié (I.1T].

Ensuite, on démontre que les métriques o-équilibrées sont les zéros d’une application mo-
ment en dimension finie. Cette application moment sera définie sur un espace de plongements que
1’on décrit maintenant. Soit Vj, = H°(X, L*). L’action de T sur X induit une représentation

Pk - T° — SL(Vk)

et une action de 7" sur I’espace des formes hermitiennes Bj. On définit BkT comme I’espace des
éléments T-invariants de Bj. La représentation complexe py induit une décomposition selon les
poids :

Vi= @ Vi)

x€wg(T)

On pose N ,z‘ la dimension de V() et on introduit I’espace des bases adaptées a cette décomposi-
tion :

BT<V]€) = {(sgc)xewk(T);izl..Nif € (Vk)Nk’det(Sic) 7é Oet V(Xaz)a S? S Vk(X)}

Pour tout %, on considere le centralisateur de 7} dans Auto(X), que I’on dénote Aut!. On intro-
duit I’espace quotient :
ZT (Vi) = BT (Vi) /(C* x Auty), (1.36)

ou C* agit par multiplication diagonale. Cet espace paramétrise les plongements de X dans
CPNx—! pour lesquels I’action de 7" est induite par la représentation p. On pose enfin

G = S(ILGLyx(T))
qui est la complexification de
G, := S(ILU(N))). (1.37)

L’action a droite naturelle de G¢, sur BT (V};) commute avec 1’action & gauche de C* x Aut! sur
BT (V;,) et induit alors une action sur Z7 (V4,). On va munir Z7 (V},) d’une structure de Kihler telle
que I’action de Gy, sur Z7 (V},) soit par biholomorphismes hamiltoniens. Afin d’alléger 1’écriture,
on omet les indices k. L’espace B (V), en tant qu’espace de bases, admet une structure presque-
complexe intégrable naturelle Ji qui descend sur le quotient ZT (V). Pour tout s € BT (V) on
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associe un unique élément H (s) € B tel que s soit orthonormale pour H (s) et, par composition,
on définit aussi :

¢: BT(V) — PT
S — FS(H(s)).

On introduit alors la 2-forme suivante sur B7 (V) :
wi(s) :=do Jgod(I% o ¢(s)), (1.38)

ot I7 est la fonctionnelle d’Aubin modifiée définie par I’équation (I.3T). Dans [STi2]], suivant
[29], on démontre :

Proposition 1.3.11. La forme wp descend en une forme symplectique G-invariante sur Z* (V')
qui munit (Z7(V), Jz,wz) d’une structure de Kdhler:

Par ailleurs, 1’action de GG est hamiltonienne, d’application moment :

w: BT(WV) — Lie(G)

s={s;} + iHilb(¢(s))o(o-sj, o - sk) (1.39)

ou I'indice 0 signifie la partie sans trace de 1I’endomorphisme. Enfin, on montre que pour tout
seBL(V):

Proposition 1.3.12. La métrique wys) est o-équilibrée si et seulement si (1°(s) = 0.

La troisieme étape de la preuve suit les idées de Donaldson. On considére la métrique extré-
male wy, et les éléments Hj, := Hilb,(¢) € B,{. Les métriques Hj, ne sont pas des zéros de u7*,
mais le sont asymptotiquement. En effet, la condition pour étre o-équilibrée se traduit par

K" pe(¢)) = exp (Yo ), (1.40)

ot I’on rappelle que 15, 4 est définie dans I’équation (1.30). La caractérisation des poids oy,
permet d’obtenir un développement asymptotique de exp(t,, ) similaire a celui du noyau de
Bergman (T.24). Par ailleurs, pour wy, extrémale, on a

k™" pe(9) — exp(tg,,6) = O(k™2).

On contrdle alors la divergence de 1’application moment p°* pour k£ >> 1 et on montre que le flot
de gradient de ||7*||? converge vers un zéro de ;.%, ce qui donne une métrique o-équilibrée et
conclut la preuve.

Corollaires

Les métriques og-équilibrées étant les zéros d’une application moment, elles sont uniques
modulo I’action de G.. La convergence vers wy implique alors le résultat suivant :

Théoréme 1.3.13 ([STi2]). Soit (X, L) une variété de Kchler polarisée munie d’une métrique
extrémale g dans la classe c1(L). Alors g est unique, modulo les automorphismes de X, dans la
classe de Kiihler c1(L).

On retrouve ainsi un résultat de Berman-Berndtsson [5] et Mabuchi [46]]. Comme corollaire, on
obtient que si w est une métrique extrémale dans la classe ¢1 (L1 ® Lg) sur un produit X7 x X,
alors w est un produit de métriques extrémales w; € c¢;(L;) sur X;, i € {1,2}. Ce résultat était
conjecturé dans [3] et démontré dans une moindre généralité.
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1.3.4 Meétriques équilibrées et GIT

Les métriques o-équilibrées peuvent étre interprétées comme les zéros d’une application mo-
ment [STi2]]. Dans I’article [T13]], I’interprétation GIT de ces métriques est donnée.
Forme de Chow

Soit (X, L) une variété de Kéhler polarisée de dimension complexe n, et 7 un tore complexe
maximal d’automorphismes de (X, L). On pose

V:=HX,L).
Quitte a remplacer L par une puissance L* assez grande, on obtient le plongement de Kodaira :

L X o PV
x = levyl,

ol ev, dénote I’évaluation en z € X. On pose B(V') ’espace des bases de V. Pour toute base
s = {sq} € B(V') on obtient un isomorphisme

os: P(V¥) — CPV

ev] > [ev(sa)] (1.41)

et donc un plongement f := ®g o ¢ de X dans CPY, ot N + 1 = dim(V). Soit d le degré de
Xg dans CPY. On va décrire une paramétrisation des sous-variétés de dimension n et de degré d
dans CPY (on se restreint & des sous-variétés lisses uniquement). On va pour cela remplacer Xg
par une hypersurface dans un projectif de plus grande dimension. On définit un diviseur Dx_ dans
n + 1 copies de I’espace projectif dual :

Dx, := {(Hy,---,H,) € CPY* x ... x CPN* | Hyn...N H, N Xg # 0}. (1.42)

Si on pose
W o= (Sym?(CYF) =, (1.43)

le diviseur Dx_ est le lieu d’annulation d’un élément m(XS) de W. Le point correspondant
Chow (Xs) € P(W)

est appelé point de Chow de Xg. Un fait remarquable est que Chow(Xg) caractérise entierement
Xs. On introduit alors :

CHOWpn (n,d) :={Y — CPY | dim(Y) = n, degre(Y) = d} (1.44)
et on a une injection :

Chow : CHOWpn(n,d) —  P(W) (1.45)
(Y < CPY) + Chow(Y). ‘
Le schéma de Chow CHOW  (n, d) est par définition :
CHOWp(n,d) := Chow(CHOWpn~ (n,d)).

L’action de SLy1(C) sur CV*! induit une action sur W et par définition la variété (X, L) est
Chow polystable si I’orbite de m(XS) sous cette action est fermée dans W pour s € B(V).
Zhang [|65]] et Wang [[61] ont montré que I’existence d’une métrique équilibrée était équivalente a
la stabilité au sens de Chow du point de Chow correspondant.
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Plongements 7-invariants

Dans [Ti3], on introduit le schéma de Chow équivariant CHOW y(n, d)”, qui paramétrise les
éléments de CHOW ) (n, d) qui posseédent 7' comme tore de symétries. On a une action naturelle
du centralisateur G¢ de 7" dans SL(N + 1) sur CHOWx(n,d)”. On démontre alors dans [Ti3] :

Proposition 1.3.14. Soit ¢ € T° tel que F° = 0. Soit s € BT (V). La métrique We(s) €St O-

équilibrée si et seulement si la G¢-orbite de Chow (X5) est fermée.

Le choix précis de o de cette proposition implique que les métriques o-équilibrées correspondent
aux métriques équilibrées relativement a T' étudiées par Mabuchi [45] et Apostolov-Huang [3]. Ce
résultat est une généralisation directe de ceux de Zhang [65]] et Wang [61]].

1.3.5 Tableau récapitulatif

On termine la Section [I.3]avec le tableau récapitulatif suivant :

Conjecture YTD relative

Quantification

Variété

Groupe de jauge
Complexification
Application moment

Z&ros du moment
Obstruction

Fonctionnelle de Kempf-Ness

Stabilité

Ts
gT
Orbites complexifiées

T
Sg4

Métriques extrémales
T
Fut ]

K-énergie modifiée

K -stabilité relative ?

BT (Vi) /(C* x Autf)
SULU(NY))
S(LGLyx(C))

g

u
Métriques o-équilibrées
FO‘

Zg

Chow-stabilité relative
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1.4 Réduction symplectique et métriques canoniques

Comme expliqué dans les Sections [I.T]et[T.2] I’existence de métriques extrémales sur une va-
riété de Kihler X persiste si 1’on procede a des petites perturbations de X, tel que des éclatements
ou des déformations complexes, sous certaines hypotheses GIT sur la perturbation. On souhaiterait
étendre ce genre de résultats a d’autres transformations géométriques de X. On s’intéressera en
particulier aux quotients symplectiques de X par des groupes de symétries G C Aut(X) conve-
nablement choisis. Ce probleme, dans le cas Kihler-Einstein, a déja été étudié par Futaki [25],
mais sans les technologies de stabilité développées plus tardivement. On note que 1’étude propo-
sée ici sera assez différente de celles déja entreprises (existence de métriques extrémales apres
éclatements ou déformations complexes), dans la mesure ou la transformation X — X/G est un
changement important de la géométrie de X, et les méthodes perturbatives employées dans les
Sections [I.1] et [[.2] ne peuvent pas s’appliquer. Afin de bien comprendre les techniques a mettre
en oeuvre, on commencera par étudier le cas de la descente de fibrés d’Hermite-Einstein sous
quotients symplectiques, probléme plus simple a appréhender. On procéde maintenant a une des-
cription plus détaillée de ce projet.

Les méthodes de GIT sont fondamentales pour attaquer les problemes de modules, et peuvent
étre employées en particulier pour les modules de fibrés sur une variété donnée. Dans ce cas, la
(semi)stabilité d’un fibré sous I’action d’un groupe de jauge est liée a son comportement lorsqu’il
dégénere vers la fermeture de son orbite. Il convient alors de considérer la catégorie des faisceaux
cohérents afin de définir la stabilité d’un fibré. La classe des faisceaux cohérents sur X est la
plus petite famille de O x-modules qui contienne les faisceaux localement libres de rang fini sur
Ox (c’est a dire les fibrés holomorphes) et qui soit stable en prenant les noyaux et co-noyaux de
morphismes de faisceaux. Soit maintenant £ — X un fibré holomorphe sur (X, L) une variété
polarisée, avec w € c¢1(L) une métrique de Kihler. On dit que F est stable (par rapport a la
polarisation L) si pour tout sous-faisceau cohérent 7 C FE, avec 0 < rangF < rangF/, on a

n(F) < w(E),
ol u(F) est la pente de F, définie par :
1 wnfl
= S 1.4
HF) rangF /X alF) A (n—1)! (1.46)

Par la correspondance de Kobayashi-Hitchin [37], I’existence d’une métrique de Hermite-Einstein
h sur E, c’est a dire telle que F}, Aw™ ! soit un tenseur constant, est équivalente 2 la décomposition
de E en somme directe de fibrés stables de méme pentes.

Supposons maintenant qu’un groupe réductif G agisse algébriquement sur X, que F soit G-
équivariant, et qu’il descende sur le quotient GIT Y, c’est a dire qu’il existe £y — Y un fibré
holomorphe sur Y tel que ) yss soit le tiré en arriere de Ey sous le quotient GIT X** — Y [50].
On souhaiterait déterminer si la stabilité de E est préservée par passage au quotient et si EFy est
lui-méme stable. On s’attend a démontrer que si F est stable, Fy doit satisfaire une condition
de stabilité tordue par ’action de G. On devrait obtenir une équivalence de catégorie entre les
fibrés stables GG-équivariants sur X qui descendent au quotient et les fibrés sur Y qui satisfont
cette condition de stabilité tordue par G. On réfere a [28] [49] pour des résultats qui vont dans ce
sens. On utilisera des techniques de géométrie différentielle, dont I’application moment, afin de
déterminer la pente tordue par G, et établir les résultats annoncés. Comme application, on étudiera
les modules de fibrés stables équivariants sur les variétés toriques.
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Axe de recherche 2

Systeme de Strominger et algébroides
de Courant

Le systéme de Strominger est un systeéme d’équations différentielles non-linéaires couplées.
Introduit en 1986 par Strominger [53]], il intervient en théorie des cordes. Son étude mathéma-
tiques a été proposée par Yau [64], comme généralisation naturelle du probleme de Calabi [|63]]
aux variétés complexes non-nécessairement kihlériennes [23]]. Soit G un groupe de Lie complexe
semi-simple dont I’algebre de Lie g est munie d’une forme bilinéaire symétrique ad-invariante c.
Soit (X, 2) une variété complexe de dimension n qui admet une (n, 0)-forme holomorphe €2 par-
tout non-nulle. Soit P un G-fibré holomorphe au-dessus de X . On considere, pour w une métrique
hermitienne sur X et h une réduction de P a un sous-groupe compact maximal K de G, le systéme
de Strominger :

d([|fJw" ™) =0
FyAnw™t=0 (2.1)
100w = C(Fh N Fh)

ol Fj, est la forme de courbure de h. On remarque tout d’abord que le cas G = {Id} se réduit au
systéme

e 22
100w =0 2.2)
et on peut démontrer que les solutions de (2.2)) sont des métriques de Calabi-Yau, c’est a dire
Kihler et Ricci plates [[GRTil], et donc des solutions du probleme de Calabi. Notons ensuite les
restrictions topologiques et holomorphes imposées par le systeme (2.1)). La forme holomorphe 2
trivialise le fibré canonique de X, et on a donc ¢;(X) = 0. La premiere équation de (2.1) stipule

{ d(||9f]w" ™) =0

que (X, (]/€] ]w)ﬁw) est équilibrée (on prendra garde ici a la terminologie de la littérature qui
est malheureuse, les métriques équilibrées n’ont pas la méme signification dans les Sections [2] et
[1.3). Dans le contexte de cette Section 2] I’existence d’une métrique équilibrée ), ¢’est a dire d’une
forme n € QVY(X, R) qui vérifie

d(n™ 1) =0 avec 7 >0 (2.3)

est équivalente & une condition de positivité sur X exprimée en termes de courants [48]], et généra-
lise la condition d’étre kdhlérienne. La seconde équation de (2.1) est I’équation d’Hermite-Einstein
sur P. L’existence d’une solution a cette équation est équivalente au fait que P soit polystable par
rapport a la métrique équilibrée sur X [41][7]]. Enfin, la derniere équation de (2.1)), appelée condi-
tion d’annulation de I’anomalie, implique que la premiére classe de Pontryagin p; (P, ¢) de (P, ¢)
s’annule en cohomologie de Bott-Chern 8} 51]]. Les deux premicres équations sont bien comprises
et admettent des solutions dés que X et P satisfont les conditions de positivité (X équilibrée) et
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algébriques (polystabilité de P) requises. La difficulté du systeéme réside alors dans 1’équation
d’anomalie qui couple w et h.

Remarque 2.0.1. La formulation initiale du systeme de Strominger, ou Hull-Strominger, nécessite
Uintroduction d’une 3-variété complexe X munie d’une (3,0)-forme holomorphe ) partout non
nulle, et d’un fibré vectoriel holomorphe E au-dessus de X. Une solution du systéme de Stromin-
ger est alors un couple (g, h) de métriques hermitiennes sur X et E respectivement, telle que si R,
désigne la courbure de la connexion de Chern associée a (X, g), F}, la courbure de la connexion
de Chern associée a (E, h), et w la forme fondamentale associée a g, on ait

d(]|Qfww?) =0
Fyhw?=0 (2.4)
i00w = a(Tr(Ry A Ry) — Tr(F A Fy))

ou « est une constante topologique. Dans le cas E = T'X, si w est kdhlérienne et Ricci-plate,
on obtient une solution en prenant h la métrique hermitienne sur I'X induite par w, et le systeme
généralise donc la condition Kdhler-Ricci plate. Dans ce texte, on s’intéressera au systeme plus
général (2.1) qui présente essentiellement les mémes caractéristiques analytiques et géométriques

que (2.4).

Il est difficile de résoudre le systeéme de Strominger; les premiers exemples de solutions sont
construits par Li-Yau [42] pour une solution sur une variété kihlérienne obtenue par perturbation
et Fu-Yau [24]] pour une solution non-k#hlérienne construite en résolvant une équation de Monge-
Ampere.

On souhaiterait un analogue du théoréme de Calabi-Yau pour les solutions du systeme de
Strominger. On rappelle que sur une variété de Kihler a premiere classe de Chern nulle, dans
toute classe de Kéhler, il existe une unique métrique Kéhler-Ricci plate. La preuve de ce théoréeme
nécessite tout d’abord de fixer une variété complexe X a premicre classe de Chern nulle, puis
une classe de Kihler [w] sur X. On restreint alors 1’équation Kihler-Ricci plate a I’ensemble
des métriques de Kihler dans [w], qui est paramétré par un ensemble de fonctions w-pluri-sous-
harmoniques. On obtient alors une équation de Monge-Ampere qui peut €tre résolue a 1’aide de
méthodes analytiques, telles que la méthode de continuité via des estimées a priori. Afin d’obtenir
un résultat similaire d’existence et d’unicité pour les solutions du systeme de Strominger, il faut
identifier les structures holomorphes et métriques a fixer afin de restreindre I’espace des parametres
sur lesquels portent ces équations, avant de pouvoir attaquer le probléme avec des outils d’analyse.
Dans un travail de collaboration avec Mario Garcia-Fernandez, Roberto Rubio et Carlos Shahbazi
[GRTil, IGRuTi2, IGRuSTil], on entreprend ce programme.

2.1 Etude infinitésimale

Comme pour les métriques extrémales, on commence par étudier le probleéme plus simple de
déformation des solutions. On étudie alors en premier lieu la linéarisation du systéme de Stro-
minger [[GRTi]. On souhaitera en particulier tester la stabilité des solutions sous déformations
complexes, ce qui nous conduit a reformuler les équations en termes de nouveaux parametres pour
pouvoir prendre en compte les variations de structures complexes sur P et X.

Soient P le G-fibré lisse sous-jacent a P et X la variété lisse sous-jacente a X. Soit K C G
une forme compacte de (G, et on suppose donnée une réduction de P au groupe K, que 1’on note
P .. Onpose Al’espace des connexions sur Py et Qff (X, C) I’espace des n-formes €2 sur X telles
que ker(v — 1,Q2) définisse une structure presque complexe Jq sur X. On introduit I’espace des
parametres du systéme :

P CQ(X,C) x Ax Q*X,R),

37



défini par

P ={(9,0,w) | west Jg — compatible } (2.5)
ot pour 2 € Qf(X,C), la compatibilité de w signifie que (Jqo,w) induit une structure presque-
hermitienne sur X. La condition d’intégrabilité de la structure presque-complexe Jq sur X est

dQ =0,
tandis que I’intégrabilité de I’opérateur de Dolbeault induit sur P par 6 est
02 _
Fy=0
ou Fy désigne la courbure de §. Avec ces nouveaux parametres, le systeme (2.1) devient :
Q=0
F)*=0
d([|Q]w™ ) =0 (2.6)
Fy N\ whrt =0
100w = C(Fg A Fg).
On considere le groupe de jauge du systeme :
g = Aut(BK)

qui agit sur P par tirés en arriere en préservant les solutions de . A I’aide de la théorie des
opérateurs elliptiques, un espace tangent virtuel a I’espace des modules des solutions de (2.6) est
construit dans [GRTI]. Plus précisément, soit s = (£2,6,w) € P une solution de (2.6). On note
Py, resp. Lg, I’action infinitésimale de G en s, resp. la linéarisation de en s. On munit les
espaces de tenseurs considérés de produit L? a I’aide de métriques sur X et ad P . On peut alors
introduire 1’adjoint de Ps. On démontre :

Proposition 2.1.1 ([GRTil). Le systeme d’équations suivant, d’inconnue v € TP, est elliptique :
{ Iff((“’/)) :% (2.7)
x .

Ceci est en particulier un résultat annoncé par Li et Yau dans [42]. On remarque que 1’énoncé
présenté ici est un peu plus général que celui de [GRTIil] qui se restreint au systeme (2.4)), cependant
sa preuve est analogue. On introduit I’espace de dimension finie

HY(S") = ker Lg

ImPg
que I’on interpréte comme I’espace tangent a I’espace des modules des solutions de (2.6). On

remarque que la linéarisation de 1’équation d’anomalie est d-exacte, et induit une application

§: HY(S*) — H3(X,R). (2.9)
Motivés par la quantification du flux § en théorie des cordes, on considere le noyau
H'(S*) := ker 4.
On démontre que ce noyau peut étre décrit comme la cohomologie d’un complexe elliptique
S0 - 8! §2 (2.10)

o S°, une extension de SY, est I’algebre de Lie d’un groupe d’automorphismes obtenu comme
extension de G. Ce groupe est celui des automorphismes d’une algébroide de Courant [16]], qui
peut étre vue essentiellement comme une extension de P-. On renvoie a I’Annexe |B|et a [16 130,
GRTi|] pour une description plus compléte de ces objets. L’ observation clé est que toute solution de
I’équation d’anomalie, et donc en particulier du systeme de Strominger, définit une algébroide de
Courant sur X. L’annulation de I’anomalie est vue comme une condition d’intégrabilité, et motive
I’introduction des algébroides de Courant holomorphes pour étudier le systeme de Strominger.

(2.8)

38



2.2 Algébroides des cordes holomorphes

Toute solution du systeme de Strominger induit en particulier une solution du systé¢me

02
By~ =0 @2.11)
dH = C(F@ A Fg)

d’inconnues (0§, H) € A x Q3(X,C) ot 'on a posé H = d°w . Ce dernier systtme définit une
algébroide des cordes holomorphe (Q — X donnée par une extension holomorphe :

0—-TX*—>Q—adP —0, (2.12)

ou ad P est I’algébroide de Lie d’Atiyah associée au G-fibré holomorphe P — X (voir Annexe
[B). On verra dans la section suivante que cette structure géométrique est la donnée complexe a
fixer pour obtenir une bonne classe de métriques sur laquelle étudier le systeme de Strominger. On
présente ici une classification et la théorie de déformations de ces structures.

Classification

Dans [GRuTi2], on introduit un faisceau en groupes complexes S donné par une extension
1505 -8 =06 —1 (2.13)

ol le’o désigne le faisceau des (2,0)-formes fermées sur X et Og le faisceau des fonctions
holomorphes a valeur dans G. Sur un ouvert U C X, le groupe S(U) est le groupe des symétries
d’un modele standard d’algébroide de Courant holomorphe obtenue par extension de I’algébroide
d’Atiyah associée a U x G — U. On démontre alors :

Théoréme 2.2.1. Les éléments du premier ensemble de cohomologie de Cech H' (X, S) sont en
correspondance avec les classes d’isomorphismes d’algébroides des cordes holomorphes sur X.

On note que les éléments de H' (X, O¢) classifient les G-fibrés principaux holomorphes sur X,
et qu’on a une application d’oubli naturelle

HY(X,S) = HY(X,0¢0). (2.14)

L’image de cette application est I’ensemble des GG-fibrés holomorphes dont la premiere classe de
Pontryagin holomorphe [GRuTi2|] s’annule, tandis que son noyau est isomorphe a I’espace

HY(X,0%%)

qui caractérise les algébroides de Courant holomorphes exactes sur X [30].

Afin de pouvoir manipuler ces algébroides, on obtient une classification de ces dernieres en
termes de formes différentielles globales sur X et P ([GRuSTi, Théoreme 3.10]). On pourra alors
parler de la classe d’une algébroide des cordes holomorphes @ :

Q] :=[(0,H)] € H(X,S) (2.15)

pour toute solution (6, H) de (2.11) qui caractérise 1’extension (2.12).
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Déformations

On décrit également la théorie de déformation de ces objets (voir I’ Annexe [A] pour des rappels
de théorie de la déformation). Etant donné Q — X une algébroide des cordes holomorphe sur X
donnée par une extension , on note 2Autq (respectivement Autp) le faisceau de symétries in-
finitésimales locales associé a Lie(Aut(Q)) (respectivement a Lie(Aut(P))). Ces faisceaux vont
nous permettre d’obtenir une algebre de Lie différentielle graduée qui décrira les déformations de
Q. On a une suite exacte de faisceaux :

0 — Q%0 — Autg — Autp — 0. (2.16)

On utilise les résolutions acycliques :

=0

0 — Autp — Q%0(ad(P)) 7, Q01 (ad(P)) 25 ... 2.17)

N =0 . . . AN .
ou ’opérateur 0 est induit par un opérateur de Dolbeault sur P associé a 6, ainsi que

0020 5 20.= 0 4, gaosal st 4, (2.18)

pour définir notre complexe :
£y = Q% (ad P) x Q<°

que I’on munit de la différentielle :
. . o1
do: £ — » £
(,b) +— (0 a,db—2c(a N Fy)).

Le complexe ( O dg) est une extension d’algebres différentielles graduées :

0= (Q5°,d) = (£, dg) — (2°*(ad P),8") = 0. (2.19)

De méme, on peut définir un crochet par extension et on obtient une algebre de Lie différentielle
graduée notée

(£5:dq, [ ]@)-

On démontre :
Théoreme 2.2.2. Les solutions de I’équation de Maurer-Cartan
doz + [z, 2], v € £§ (2.20)

sont en correspondance avec les algébroides des cordes holomorphes obtenus par déformation de

Q.

Enfin, on applique la méthode de Kuranishi pour construire une tranche sous I’action d’un groupe
de jauge adapté caractérisant les algébroides des cordes holomorphes proches de Q.

2.3 Meétriques canoniques sur les algébroides des cordes

Soit ) une algébroide des cordes sur X associée au G-fibré P — X. On introduit dans
[GRuSTi] les notions de métriques sur () et de classes d’Aeppli pour () qui généralisent celles de
métriques et de classes de Kihler. On va définir ces objets et présenter les applications obtenues
dans I’étude du systéme de Strominger.
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Classes d’Aeppli

Les algébroides des cordes holomorphes associées aux solutions du systeme de Strominger
sont particulieres. En effet, si (€2, 6, w) est solution de (2.6), on a une algébroide des cordes donnée
par la solution (0, d°w) du systeme (2.11)). En particulier, la forme

H = d‘w e Q3(X,C)

est d°-exacte et provient d’une 2-forme positive, tandis que 6 est la connexion de Chern d’une
réduction de P a un sous-groupe compact maximal K C G. On introduit alors :

Définition 2.3.1. Une algébroide de Bott-Chern est une algébroide des cordes () dont la classe
dans H' (X, S) est représentée par [(2i0w, 0")] pour une (1,1)-forme réelle w € QY (X) et 0"
la connexion de Chern d’une réduction h € Q°(P/K).

La terminologie provient du fait que I’équation
ddw = C(Fgeh /\Fggh) = C(Fh /\Fh) 2.21)

impose a ¢(F}y, A Fp,) d’étre dd°-exacte, et donc a la classe de Pontryagin p; (P, ¢) de s’annuler en
cohomologie de Bott-Chern [S1]. On peut alors définir une notion ad hoc de métrique hermitienne
sur une algébroide de Bott-Chern Q) :

Définition 2.3.2. Une métrique hermitienne sur Q) est une paire (w, h), ont w est une (1,1)-forme
positive sur X, et h € QV(P/K) est une réduction de P telles que la classe de Q soit [(2i0w, 0")].

Une algébroide admettant une telle métrique sera dite positive. On pose
Bq = {(w,h) € Q" (X) x Q°(P/K), [Q] = [(2i0w, 6")]}

et Bg I’ensemble des métriques sur (). On va maintenant introduire une notion de classe d’Aeppli
pour une algébroide positive ). On rappel que le groupe d’ Aeppli

1,1
H,; (X,R)
est le lieu réel du premier groupe de cohomologie d’Aeppli [51] :

Ker(dd® : Q11(X) — Q22(X))
Im(d® 0 : QLX) @ QO1(X) — QLI(X))

HYN (X, C) = (2.22)

et que ce groupe est isomorphe a
HY (X, R)

si X est une variété de Kihler. On cherche une quantité cohomologique associée a un espace de
métriques dans Ba Il s’ agit essentiellement de contrdler la variation d’un représentant c(Fj, A F},)
de la classe de Pontryagin p1 (P, ¢) quand la métrique h varie. Suivant une idée de Donaldson [17],
on introduit pour h et hy deux réductions de P, la quantité :

1
R(h, ho) = / ic(u, Fy,)dt € QM(X) (2.23)
0
ol hy = e'hyg, pour u € Q°(i ad P) et h = e“hy. Cette quantité vérifie :

dch(hl, ho) = C(Fhl A Fh1> — C(Fho A Fho)- (2.24)
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Si on fixe une métrique de référence (wp, ho) sur @, 1’équation (2.24) assure que 1’application
suivante est bien définie :

. 11
Ap: Bg — H,; (X) (2.25)
(w,h) = [w—wo— R(h,ho)].
D’autre part, I’opérateur R vérifie une condition de cocyclicité (modulo Im(d + 9)), ce qui im-
plique que les lignes de niveau de Ap ne dépendent pas du choix de la métrique de référence
(wo, ho) dans Bg. On a alors :

Définition 2.3.3. Une classe d’Aeppli sur Q) est une ligne de niveau de Ap. On note ¥y I’ensemble
de ces classes. On dira qu’une classe de Y est positive si elle est représentée par une métrique

sur Q.

Enfin, étant donnée une classe d’ Aeppli positive o := Ap(wy, ho) sur @, on obtient une paramétri-
sation explicite des métriques qui représentent cette classe, a comparer au lemme 90 en géométrie
kéahlérienne :

Lemme 2.3.4. Une métrique (w, h) est dans la classe o := Ap(wo, ho) si et seulement si il existe
€ € QYX,R) tel que
w = wo + R(h, ho) + de + Jde. (2.26)

On résume dans le tableau suivant les analogies avec les métriques sur les variétés de Calabi-Yau :

Calabi-Yau Strominger
Objet holomorphe | Variété X avec ¢1(X) =0 Variété X avec ¢1(X) =0
+ Algébroide des cordes ()
Métrique w e Q;é(X, R) (w,h) € Bzg
Classe de métriques Classe de Kéhler Classe d’ Aeppli
w] € HY(X,R) [Ap(w, h)] € Hy' (X, R)
Paramétrisation Lemme 00 ) Lemme :
w = wo + 1009, w=wo + R(h,ho) + (1 + J)d&,
¢ € C*(X,R) (&, h) € QY(X,R) x Q°(P/K)
Applications

On va pouvoir présenter les résultats obtenus a I’aide de la paramétrisation du Lemme [2.3.4]
La donnée d’une métrique sur () est équivalente a la donnée d’un couple (w, h) € BZS tel que

100w = c(Fy, N Fy).

Les représentants d’une classe d’Aeppli vérifient alors par définition 1’équation d’anomalie. Le
systeme de Strominger |i devient, pour (w, h) € B(:S ,

d([|lww?) = 0
o ez
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On fixe alors un algébroide de Bott-Chern positif () et une classe d’ Aeppli positive o. On pose
B, := 35 N Ap~1(o)
I’espace des métriques dans o. On introduit la fonctionnelle dilaton :

M: B, — R

o (2.28)
(w,h) = [ 1€k %rs

Le Lemme permet de calculer la premiere variation de ||2||,, dans une classe d’ Aeppli et on
démontre :

Théoreme 2.3.5. Les points critiques de M sont les solutions de (2.2

Ceci permet la premiere approche variationnelle au systéme de Strominger. Par ailleurs, la fonc-
tionnelle M est concave le long de certains chemins dans I’espace des métriques de la classe o, que
I’on souhaiterait interpréter comme des géodésiques. L’existence de suffisamment de telles géo-
désiques régulieres impliquerait I’unicité d’une solution du systeme de Strominger au sein d’une
classe o, pour une algébroide () fixée.

On étudie également la linéarisation £, du systéme restreint a la classe de métriques
B, en une solution donnée. On démontre que £, est un opérateur de Fredholm d’indice nul. On a
alors un résultat de stabilité sous déformations :

Théoréme 2.3.6. Supposons que (w, h) soit une solution du systéme (2.27) sur Q, dans la classe
0. Sile noyau de L, est nul, alors toute petite déformation de Q) et o admet une solution de (2.27).

Ce résultat repose sur le théoréme des fonctions implicites, et implique en particulier 1’existence
et I'unicité locale de solutions au systeme de Strominger pour toute classe d’ Aeppli et algébroide
des cordes proches de o et (), si ker L, = 0. On I’applique pour construire de nouvelles solutions
du systeme de Strominger au voisinage de toute solution kéhlérienne, pour laquelle on démontre
que L, est inversible.

2.4 Perspectives

Larticle [GRuSTi] ouvre la voie a de nombreuses pistes de recherche sur le systéme de Stro-
minger.

On souhaiterait tout d’abord appliquer le Théoréme [2.3.6] 2 d’autres solutions explicites, en
particulier non-Kihler (e.g. [24]]). Idéalement, le noyau de L, la linéarisation des équations du
systeme de Strominger, s’annule en ces solutions, et 1’on obtiendrait ainsi localement une descrip-
tion de I’espace des modules des solutions autour de la solution de Fu et Yau. On pourra tester le
compte de la dimension de cet espace des modules prédit dans [[GRuSTi].

En second lieu, on cherchera a déterminer 1’existence des géodésiques dans 1’espace des mé-
triques B, . Les solutions du systeme de Strominger étant des points critiques de la fonctionnelle
dilaton M, et cette fonctionnelle étant concave le long des géodésiques, si tout couple de métrique
peut étre relié par une géodésique suffisamment réguliere, on obtiendra 1’unicité des solutions du
systeéme de Strominger dans une classe o donnée.

Enfin, il serait intéressant de déterminer une borne supérieure de nature topologique pour
la fonctionnelle dilaton M, et montrer que les solutions du syst¢eme de Strominger maximisent
cette fonctionnelle. Cette approche variationnelle nécessitera d’introduire des espaces fonctionnels
adaptées aux métriques de o et aux équations étudiées.
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Annexe A

Quelques notions de théorie de la
déformation

On revoit quelques principes généraux de la théorie de la déformation que 1’on illustre avec
I’exemple des déformations complexes d’une variété complexe X .

Généralités

Soit £ une structure géométrique sur X (structure holomorphe, fibré holomorphe sur X, algé-
broide de Courant). Soit Aut(E) le groupe des automorphismes de E, aut(E) son algeébre de Lie,
et Autp le faisceau d’algebres de Lie associé sur X . Suivant Kodaira et Spencer [38]], si le faisceau
uty est acyclique, la théorie de la déformation de E est décrite par la cohomologie de Cech de
2utg. D’un point de vue calculatoire, une algebre de Lie différentielle graduée (ou DGLA pour
Differential Graded Lie Algebra) est plus utile pour décrire les déformations de F.

Définition A.0.1. Une algébre de Lie graduée (£°,[-,-]) sur C est un espace vectoriel Z-gradué
£=0B>0 £k avec une famille d’applications bilinéaires |-, -] : £F x £ — £k telles que, pour
tout (z,y,2) € £F x £ x g™,
i) Antisymétrie graduée : [z,y] + (—1)* [y, z] = 0.

ii) Identité de Jacobi : (—1)*™[z, [y, 2]] + (=1)*[y, [z, 2]] + (=1)™[z, [z,y]] = 0.
Une algébre de Lie différentielle graduée (£°,d,[-,-]) est une algébre de Lie graduée (£°,]-,])
munie d’une application C-linéaire d : £ — £°1, appelée différentielle, et qui satisfait pour
tout (z,y) € £F x gl

iii) Différentielle : do d = 0.

iv) Dérivation de degré 1 : d[x,y] = [dx,y] + (—1)*[z, dy].
A une DGLA on associe les espaces des :

- Symétries infinitésimales :
HO(L£®,d) :=ker(d: £° — L),

- Déformations infinitésimales :

kerd: £} — 2
H'(L* =
(£%,d) Imd: L0 — L1
- Obstructions : 2 3
kerd : —
H?(L® = )
(£%,d) Imd: L — £2
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On associe également une équation de déformation, ou équation de Maurer-Cartan :

Définition A.0.2. Soit une DGLA (£°,d, [-,-]). L’équation de Maurer-Cartan associée est
1
dx + 5[:16,1:] =0, pour v € £ (A.1)

Les solutions de 1’équation (A.T)) correspondent a des déformations infinitésimales intégrables.
L'espace H?(L®, d) contient les obstructions a I'intégrabilité des éléments de H'(L®, d).
Une telle DGLA peut étre obtenue a 1’aide d’une résolution acyclique du faisceau 2utg [47] :

0— Auty — £ L el 4

Si cette résolution est elliptique (c’est a dire induit un complexe elliptique d’opérateurs différen-
tiels sur les sections globales des £%), on peut dans certain cas construire une famille compleéte de
petites déformations de F, en suivant Kuranishi [39].

Exemple : déformations d’une variété complexe

On considere I’exemple des déformations d’une variété complexe X . Le faisceau 2utg est ici
celui des champs de vecteurs holomorphes Tx. Le complexe de Dolbeault fournit une résolution
acyclique par les faisceaux des (0, j)-formes a valeurs dans 7Tx :

0= Tx — QMO(Tx10) % 0 (Tx10) 2y
ol
TX @ C =TX"0 + T7X%
est la décomposition en sous-espaces propres de la structure presque complexe J sur X . La théorie
de la déformation d’une variété complexe X est décrite a I’aide de la DGLA

(QO’. (TXLO)v 5’ ['a ])

ou le crochet [+, -] étend naturellement le crochet sur les champs de vecteurs [38, 39]. On obtient
les groupes de cohomologie :

ker 0 : QUH(TXH0) — QUL X1.0)

H{(X, Tx) ~ —— : : .
( x) Im 0 : QUi-1(TX10) - QUi(TX10)

(A2)

Lespace H'(X, Tx ) décrit les déformations infinitésimales des structures complexes sur X . L’es-
pace H?(X,Tx) décrit les obstructions i 1’intégration des éléments de H' (X, Tx) en des solu-
tions de I’équation de Maurer-Cartan :

= 1
07+ 51,0 =0, v € QOHT X,
Une telle solution y encode une structure presque-complexe intégrable sur X paramétrée par la
distribution
0,1 ._ 0,1
TXy ={V+~V), VeTX"}

Enfin, I’opérateur 0 induit un complexe elliptique sur les sections globales (Q2%*(TX19),3). On
peut alors décrire la construction de la tranche de Kuranishi [39]. Soit 7 I’espace des structures
presque-complexes intégrables sur X et soit G la composante connexe de 1’identité du groupe des
difféomorphismes de X . Kuranishi a construit une application

® UCH' (X, Tx) = J (A.3)
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d’un voisinage U de 0 dans H'(X,7x) vers un voisinage V de la structure presque-complexe
initiale J de X dans J telle que ®(0) = J et la G-orbite de toute structure-presque complexe
J' € V intersecte ®(U). On appelle I'image 7 de ® une tranche pour les petites déformations
de X modulo I’action de G. On note que 7 paramétrise une famille analytique de déformations
complexes de X :

My = {(t. (X, ]), te T} = T.

Par un résultat de Kuranishi, cette famille est semi-universelle, c’est a dire que pour tout autre
famille analytique de déformations de X :

s : Mg — S avec 7r§1(03) ~XoulseS
il existe une application analytique ¥ : § — 7T telle que M soit induite par ¥ :
Mg ~ V* M+

et telle que I’application tangente de ¥ en Os soit uniquement déterminée. C’est cette construction
que I’on adapte dans les articles [GTi, RoTi, TiVI], voir Sections[T.2.2] [T.2.3|et[1.2.4]
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Annexe B

Algébroides de Courant

On donne dans cette annexe quelques éléments sur les algébroides de Courant. Ces structures
sont des extensions naturelles des algébroides de Lie, on commencera donc par donner la définition
de ces dernieres.

Algébroides de Lie

Soit X une variété lisse. La notion d’algébroide de Lie étend naturellement celles de fibré
tangent et d’algebre de Lie.

Définition B.0.1. Une algébroide de Lie (L, |-, ], ) sur X est la donnée d’un fibré vectoriel
L — X, d’'un morphisme de fibré m : L — T X appelée ancre et d’un crochet de Lie |-, -] sur
I’espace des sections T'(X, L) tels que :

i) L’ancre est un morphisme d’algebres de Lie, c’est a dire :
Y(V,W) e I(X, L)%, [V,W] = [x(V),n(W)],
ii) Le crochet vérifie I'identité de Leibniz :
VfEC®(X,R), V(V,W) e (X, L)%, [V, fW] = fIV, W]+ (n(V) - /YW.

L’exemple le plus simple d’algébroide de Lie est le fibré tangent (7°X, Identité, |-, -|) avec le cro-
chet standard. On a également les exemples suivants :

i) Les algebres de Lie peuvent étre vues comme des algébroides de Lie au dessus d’une
variété réduite a un singleton, avec le crochet de Lie et I’ancre triviale.

ii) Tout feuilletage provient d’une distribution intégrable D C T'X que I’on peut munir d’une
structure d’algébroide de Lie avec la restriction du crochet de champs de vecteur et pour
I’ancre I'inclusion D — T'X.

iii) On définit maintenant I’algébroide d’Atiyah. Soit w : P — X un G-fibré principal. On a
une suite exacte de fibrés vectoriels :

0—ad(P)—>TP/G—-TX =0 (B.1)

ou ad(P) dénote le fibré adjoint de P et ou les sections de TP/G correspondent aux
champs de vecteurs G-invariants sur P. On peut munir 7'P/G d’une structure d’algébroide
de Lie avec le crochet sur les champs de vecteurs de P et I’ancre surjective dn : TP/G —
TX.
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Algébroides de Courant

Le crochet de Courant est le crochet anti-symétrique défini sur I'( X, TX* @ T X) par :

1
V+EW ] = [V, W]+ Lyn — Lw — §d(bv77 — ). (B.2)

Ce dernier a été introduit par Courant [16] comme extension naturelle du crochet des champs de
vecteurs aux sections de T'X™* & T'X. Il permet de décrire de nombreuses structures géométriques
par des distributions D C T'X™* & TX involutives, c’est a dire stables par crochet. On liste ici
quelques exemples :

i) Une structure symplectique sur X est donnée par une 2-forme fermée et non-dégénérée w.
La donnée de cette forme est équivalente a la donnée de

Dy :={V+ww VeTX} CTX*®TX

et la condition dw = 0 correspond a [D,,, D,,] C D,,.

ii) Une distribution de rang constant D C T'X est équivalente & une distribution
DeDtCcTX*&TX
ott D' est I'annulateur de D. L’intégrabilité de cette distribution est équivalente au fait

que D @ D™ soit involutive.

iii) Si I’on considere I’extension du crochet a 7' X ®g C, I’intégrabilité d’une structure com-
plexe J est équivalente au fait que la distribution

TX% @ (TX")*

soit involutive.

Les exemples ci-dessus sont tous isotropes par rapport a la forme bilinéaire naturelle définie sur
TX*®TX par:
v w
VVHEW+n) eTX " dTX, <V +EW +n>= 77();5()
Par ailleurs, une distribution isotrope involutive D C TX* & T X est munie d’une structure
d’algébroide de Lie par restriction du crochet de Courant [30]. Ceci motive I’introduction des
algébroides de Courant qui généralisent le triplet (TX* & T'X, [, ], < -,- >) :

(B.3)

Définition B.0.2. Une algébroide de Courant sur X est un quadruplet (E,(-,-),[-,"],7) ou E

est un fibré vectoriel sur X, (-,-) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, |-, -

est un crochet sur les sections de E et m : E — TX est un morphisme de fibrés tel que pour

e, e, e eT(X, E) et € C°(X,R):
e

(C1): [e,[¢/,€"]] = [[e, €], €"] + [e, [¢/, "]},

(C2): ([ ]) [m(e), m(e")].

(C3): le,¢ ] m(e)(d)e’ + ¢[ ¢,

(C4): m(e)(e'e") = <[ e'l,e”) + (€, [e,€"]),

(C5): [e.e] 4 [ere] = ..
Les axiomes vérifiés par une algébroide de Courant sont vérifiés par (TX* & T X, [-,-], < -,- >).
On se restreint dans toute la suite aux algébroides de Courant transitives, pour lesquelles 1’ancre
7w : E — TX est surjective. Une telle algébroide (E, (,-), [, -], ) peut &tre vue comme une

extension d’une algébroide de Lie. En effet, soit

L:=E/(kerm)t.
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On peut montrer que le crochet de E se restreint a L et induit une structure d’algébroide de Lie
(L, [-, -], ) ainsi qu’une suite exacte de fibrés :

0—-TX*—FE—L—D0. (B.4)
On a également la suite exacte :
0—kermy, L —>TX =0 (B.5)

et la restriction de < -, - > a ker 7y, induit une forme bilinéaire symétrique c. Réciproquement, si
(L, [, -], m) est une algébroide de Lie d’ancre surjective munie d’une forme bilinéaire symétrique
¢ sur ker 7, on peut définir sa premiere classe de Pontryagin p; (L, ¢). Bressler a démontré [8§]]
qu’une extension de L de la forme (B.4) par une algébroide de Courant existe si et seulement si la
classe p1(L, ¢) s’annule.

Algébroides exactes et extensions d’Atiyah

Les cas particuliers qui nous intéressent dans ce texte sont les suivants :

i) Algébroides exactes : une algébroide de Courant (E, (-,-), [-, -], 7) est dite exacte si on a
la suite exacte suivante :
0-TX* - FE—TX —0.

Dans ce cas elle est isomorphe a (TX* ® T X, (-,-), [, -]z, ) ou (-, -) est défini par (B.3)
et le crochet est une modification du crochet de Courant :

V+EW g =[V+EW 0] +wwH
pour une 3-forme fermée H € Q3(X,R). On peut démontrer que ces algébroides sont
classifiées par H3(X, R).
ii) Extensions des algébroides d’ Atiyah : soit P — X un G-fibré principal, et supposons que
Lie(G) soit munie d’une forme bilinéaire symétrique Ad-invariante c. D’aprés Bressler,

I’existence d’une extension de I’algébroide d’ Atiyah T'P/G par une algébroide de Courant
(E,{-),[,],m) de la forme :

0->TX"—-E—-TP/G—0 (B.6)
est équivalente a I’annulation de la premiére classe de Pontryagin
0=pi(TP/G,c) € H'(X,R).
Par la théorie de Chern-Weyl, la premiére classe de Pontryagin est représentée par
c(Fp A Fp) € Q*(X,R)

ot Fy € 9%(X,ad P) est la courbure d’une connexion # de P — X. La condition d’an-
nulation s’écrit alors
dH = c(Fy N Fy) (B.7)

pour & une connexion sur P et H € Q3(X,R). La donnée d’un tel couple (6, H) permet
de décrire explicitement les extensions et ainsi que (-, -) et [-,]. On remarque
enfin que I’équation (B.7) est I’équation d’anomalie du systeéme de Strominger (2.1), si
I’on pose H = d‘w. Toute solution du systeme de Strominger définit donc une algébroide
de Courant, extension d’une algébroide d’ Atiyah.

On peut également définir des algébroides dans la catégorie holomorphe. C’est précisément les
extensions des algébroides d’ Atiyah par des algébroides de Courant du type dans la catégorie
holomorphe qui sont étudiées dans la Section[2.2]
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