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Introduction

L�électrodynamique quantique en cavité (ou cavité QED), a longtemps été un do-

maine très pratique pour l�étude de di¤érents Phénomènes dans l�optique quantique

[1]. Historiquement, cela a commencé quand Purcell a montré que les taux d�émis-

sion spontanée ont été améliorées dans une cavité [2, 3]. Les interactions entre des

systèmes à l�intérieur d�une cavité à grand facteur de qualité peuvent dominer ceux

de l�environnement, o¤rant un haut degré de cohérence [1]. Le couplage fort entre

un atome à deux niveaux et un seul mode du champ électromagnétique est l�une des

propriétés les plus importantes dans la cavité-QED : une telle propriété peut être très

utile pour des applications dans le calcul quantique [4].

Les systèmes basés sur la cavité QED est le thème central de cette thèse. Dans

les deux premiers chapitres, nous rappelons les notions de calcul quantique, puis

nous présentons une brève introduction sur les portes quantiques logiques en met-

tant en surbrillance quelques portes quantiques importantes (porte de phase, SWAP,

Fredkin...) et nous exposons le modèle standard de Jaynes-Cummings appliqué à un

système constitué par un atome en interaction avec un photon dans la cavité QED. Le

troisième chapitre contient une approche théorique pour implémenter directement une

porte de phase à quatre qubits tandis que le quatrième chapitre sera réservé à l�implé-

mentation de deux portes quantiques universelles (iSWAP et Fredkin) et qui sont très

utiles dans plusieurs domaines de l�information quantique et du calcul quantique[5, 6].

Dans le cinquième chapitre, nous réalisons N portes de phase quantique (NTCP) dans

la cavité QED en tenant compte de l�interaction dipôle-dipôle (atome-atome). En�n

le dernier chapitre de cette thèse sera consacré à un autre type de qubits logiques

réalisés à l�aide de deux atomes à deux niveaux jgi et jei : Ces qubits seront codés par
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les états di¤érents des deux atomes 1 et 2 (càd jg1e2i et je1g2i). Pour que ces qubits

soit utiles, nous avons construit une suite universelle de portes logiques constituée

par deux rotations autour des axes X et Z (portes quantiques à un seul qubit) et une

porte quantique à deux qubits (CNOT).

Dans cette thèse, nous avons réalisé plusieurs portes logiques qui peuvent être

utiles pour des applications en traitement de l�information quantique et qui vont per-

mettre de réaliser physiquement les opérations nécessaires aux calculs sur les qubits.
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Chapitre 1

Généralités : Les bases de

l�information quantique

1.1 Le bit quantique (Qubit)

En informatique quantique un qubit (quantum+ bit ; prononcé kiou-bite) est l�état

quantique qui représente l�unité de stockage d�information quantique. Il se compose

d�une superposition de deux états de base, par convention notés j0i et j1i : Un état

qubit est constitué d�une superposition quantique linéaire de ces deux états. Une

mémoire à qubits di¤ère signi�cativement d�une mémoire classique par le fait qu�un

bit ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, et une seule à la fois. Un qubit n�a pas

cette restriction. On considère j0i et j1i comme vecteurs de base de calcul et sont

dé�nis par j0i = (10) et j1i = (01). Le qubit peut être dans une superposition de ces

deux états : j i = � j0i+ � j1i. Où �, � (2 C) sont les amplitudes de probabilité qui

doivent satisfaire la condition de normalisation

j�j2 + j�j2 = 1 (1.1)

5
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Fig. 1.1 �La sphère de Bloch

1.1.1 Sphère de Bloch

Il est toujours utile d�avoir une représentation graphique d�un concept abstrait.

Pour pouvoir le faire, nous exprimons l�état d�un qubit en utilisant trois nombres réels

�; ' et 
 :

j i = ei

�
cos

�
�

2

�
j0i+ ei' sin

�
�

2

�
j1i
�

(1.2)

avec � = ei
 cos
�
�
2

�
et � = ei
ei' sin

�
�
2

�
: Puisque jei
j = jei'j = 1, il s�ensuit

immédiatement : j�j2+ j�j2 = 1

Dans cette représentation ei
 est un facteur de phase global qui n�est pas un

observable et ainsi il est généralement ignoré, donc on a :

j i = cos
�
�

2

�
j0i+ ei' sin

�
�

2

�
j1i (1.3)

Cette représentation nous permet de donner une interprétation géométrique inté-

ressante. Un qubit j i est un vecteur �!r orienté de l�origine à un point sur une sphère

à trois dimensions de rayon un, c�est ce qu�on appelle la sphère de Bloch [4] (voir

Figure 1.1 )
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Dans cette représentation, � est l�angle du vecteur �!r avec l�axe z, et ' est l�angle

de la projection du vecteur �!r sur le plan (xy) avec l�axe des x, et comme nous l�avons

expliqué 
 n�a aucun e¤et observable.

1.1.2 Les représentations SU(2) et O(3)

Pour comprendre l�interprétation géométrique d�un qubit, on considère un espace à

3 dimensions avec 3 vecteurs unitaires �x, �y et �z qui forment une base orthonormée.

Dans la théorie de l�information quantique, on représente chaque élément de la base

par une matrice carrée 2x2, et qui est hermitienne de trace nulle appartenant au

groupe spécial SU(2): On dé�nit ensuite le produit symétrique (produit scalaire)

comme :

�i � �j �
1

2
(�i:�j + �j:�i) (1.4)

et le produit vectoriel par :

�i � �j �
�i
2
(�i:�j � �j:�i) (1.5)

On note que la multiplication se trouvant dans la partie droite des équations 1.4 et

1.5 correspond à la multiplication entre deux matrices. Ainsi, une base orthonormée

satisfait les conditions suivantes :

�i � �j �
�
1; si i = j

0; si i 6= j
(1.6)

et

�i � �j �
�
0; si i = j

�k; pour des indices cycliques
(1.7)

La représentation matricielle fondamentale qui satisfait eq. 1.6 et eq. 1.7 est la

base de Pauli : �1 =

0@0 1

1 0

1A, �2 =
0@0 �i

i 0

1A, �3 =
0@1 0

0 �1

1A :

On peut aussi exprimer le qubit (eq.1.3) sous une forme vectorielle comme suit :

�!
 = (sin � cos', sin � sin', cos �) (1.8)
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Tab. 1.1 �Les di¤érentes représentations du qubit

Représentations Qubit

Espace de Hilbert j i = cos
�
�
2

�
j0i+ ei' sin

�
�
2

�
j1i

Groupe orthogonal O(3)
�!
 = (sin � cos', sin � sin', cos �)

Groupe spécial linéaire SU(2) M �

0@ cos � e�i' sin �

ei' sin � � cos �

1A

qui est une représentation d�un qubit dans la sphère de Bloch où � est l�angle

d�élévation et ' est l�angle d�azimut. Dans cette représentation (Figure 1.1), le qubit

est considéré comme un élément vectoriel du groupe orthogonal à 3 dimensions O(3).

En dé�nissant le vecteur de spin de Pauli (qui a des composantes sous forme de

matrices) par �!� � (�1; �2; �3), un qubit peut aussi être exprimé sous forme matri-

cielle :

M � �!
 � �!�

� sin � cos' �1 + sin � sin' �2 + cos � �3 (1.9)

�

0@ cos � e�i' sin �

ei' sin � � cos �

1A

Dans cette représentation, un qubit est exprimé comme un élément du groupe

SU(2).

Dans l�information quantique, les matrices unitaires 2�2 sont considérées comme

des portes quantiques à un seul qubit, mais ces matrices peuvent eux mêmes re-

présenter des qubits. Le tableau 1.1 donne un résumé des trois représentations de

qubits.
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1.2 Portes quantiques logiques

Les opérations sur des qubits se font par application de portes logiques repré-

sentées par des opérateurs quantiques unitaires. les états quantiques d�un système

quantique s�écrivent sous forme d�une combinaison linéaire de ces qubits en remplis-

sant la condition de normalisation. Après application d�une porte quantique sur un

état, le nouvel état doit aussi satisfaire la même condition de normalisation. Il y a

deux types de portes quantiques : les portes à un seul qubit et les portes à plusieurs

qubits.

1.2.1 Les portes quantiques à un seul qubit

Les portes à un qubit sont des matrices unitaires qui agissent sur les vecteurs d�état

de l�espace d�Hilbert C2. Certaines de ces matrices joueront un rôle particulièrement

important.

Les matrices de Pauli et rotations :

Les matrices de Pauli sont des matrices carrées (2x2) qui sont souvent utilisées en

information quantique. Elles peuvent être utilisées pour faire des transformations sur

les états. Les matrices de Pauli sont hermitiques et unitaires. Les portes de Pauli sont

très utiles puisqu�elles peuvent faire tourner des vecteurs. Par exemple la porte de

Pauli X fait tourner un état représenté par un vecteur de la sphère de Bloch autour

de l�axe �!x d�un angle � radians. Elle est aussi l�équivalent quantique de la porte

classique NOT : elle fait tourner j0i en j1i et vice versa. Elle est représentée par la

matrice de Pauli �x(X):

La porte de Pauli Y fait tourner un vecteur autour de l�axe �!y dans la sphère

de Bloch d�un angle � radians : elle fait tourner j0i en i j1i et j1i en -i j0i. Elle est



10

représentée par la matrice de Pauli �y(Y ):

La porte de Pauli Z fait tourner un vecteur autour de l�axe �!z dans la sphère de

Bloch d�un angle � radians : il ne fait pas changer l�état j0i et elle fait tourner l�état

j1i en � j1i. Elle est représentée par la matrice de Pauli �z(Z):

D�une manière générale les portes quantiques logiques élémentaires agissant sur

un seul qubit sont les rotations sur la sphère de Bloch. Une rotation �nie d�un angle


 autour d�un vecteur donné �!n sur la sphère de Bloch est donnée par :

R�!n (
) = exp
�
�i

2
�!n � �!�

�
= cos

�

2

�
I � i sin

�

2

��!n � �!� (1.10)

avec : �!� = f�x; �y; �zg. Donc les rotations autour des axes �!x ;�!y et �!z d�un angle


 sont dé�nies par :

R�!x (
) = cos
�

2

�
I � i sin

�

2

�
�x

R�!y (
) = cos
�

2

�
I � i sin

�

2

�
�y (1.11)

R�!z (
) = cos
�

2

�
I � i sin

�

2

�
�z

La porte quantique "phase-shift"

La porte "phase-shift" ne change pas l�état j0i mais change l�état j1i en ei' j1i.

Cette porte ne change pas la probabilité de mesure des états j0i et j1i, Cependant

elle change la phase de l�état j1i. Elle est équivalente à tracer un cercle horizontale

sur la sphère de Bloch d�un angle ' radian. Pour ' = � on obtient la porte de Pauli

Z. Cette porte est représentée par :
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Un cas important est lorsque ' = �
4
, qui est appelée la porte �

8
et qui est essentielle

dans la réalisation de portes quantiques universelles. Sa représentation matricielle est :

Porte de Hadamard

La porte de Hadamard est l�une des portes les plus importantes en informatique

quantique. Elle transforme les états de base j0i en (j0i+j1i)p
2

et j1i en (j0i�j1i)p
2
. Pour ces

deux états qui sont remarquables la probabilité de trouver les états j0i et j1i est la

même. Géométriquement, cette porte représente une rotation de � autour de l�axe

engendrée par le vecteur �!n =
(�!x+�!z )p

2
. �!x et �!z sont respectivement des vecteurs

unitaires directeurs des axes x et z. Cette porte est représentée par :

Porte de phase

La porte de phase est un élément important dans la construction d�une suite

de portes quantiques universelles. Pour l�instant nous donnons seulement son circuit

équivalent et sa représentation matricielle et nous verrons dans les prochains chapitres

son importance et son utilité dans le calcul quantique.

1.2.2 Les portes quantiques à plusieurs qubits

La partie la plus importante de l�information quantique est d�e¤ectuer des opé-

rations sur des systèmes à plusieurs qubits. Dans ce chapitre nous allons présenter

les portes CNOT, iSWAP, Fredkin et To¤oli en raison de leur importance dans la

réalisation de plusieurs circuits quantiques.
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Porte Controlled-NOT (CNOT)

L�entrée de cette porte contient deux qubits, l�un appelé qubit de contrôle et

l�autre qubit cible. Elle réalise l�opération suivante : Si le qubit de contrôle est dans

l�état j1i, le qubit cible est renversé, autrement le qubit cible reste inchangé. Le circuit

est la représentation matricielle de la porte CNOT sont représentés comme suit (La

ligne en haut représente le qubit de contrôle tandis que la ligne en bas représente le

qubit cible) :

Pour bien comprendre la porte CNOT, nous donnons sa table de vérité dans le

tableau 1.2 :

Tab. 1.2 �Table de vérité de la porte CNOT (� représente l�addition modulo 2)

INPUT

x y

OUTPUT

x y� x

0 0

0 1

1 0

1 1

0 0� 0=0

0 1� 0=1

1 0� 1=1

1 1� 1=0

Porte SWAP et iSWAP

La porte SWAP est une porte quantique qui réalise la permutation de deux qubits.

Sa table de vérité est représentée dans le tableau 1.3. Le circuit et la représentation
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matricielle de la porte SWAP sont représentés comme suit :

Tab. 1.3 �Table de vérité de la porte SWAP

INPUT

x y

OUTPUT

x y� x

0 0

0 1

1 0

1 1

0 0� 0=0

0 1� 0=1

1 0� 1=1

1 1� 1=0

La table de vérité de la porte iSWAP est représentée dans le tableau 1.4.

Tab. 1.4 �Table de vérité de la porte iSWAP

INPUT OUTPUT

j00i

j01i

j10i

j11i

j00i

i j10i

i j01i

j11i

De même son circuit et sa représentation matricielle sont représentés ainsi :
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Tab. 1.5 �Table de vérité de la porte Fredkin

INPUT

x y z

OUTPUT

x� y� z�

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 1 0

1 0 1

1 1 1

Porte de Fredkin

La porte Fredkin (appelée aussi controled SWAP gate) est une porte à trois qubits

qui accomplit l�opération suivante : si le premier qubit qui est un qubit de contrôle

est dans l�état j1i, alors les deux autres qubits sont permutés. Si le qubit de contrôle

est dans l�état j0i, l�état des qubits cibles reste inchangé. Nous donnons le circuit et

la représentation matricielle de la porte de Fredkin :

Sa table de vérité est représentée dans le tableau 1.5 :

Porte de To¤oli

La porte de To¤oli (controled CCNOT gate) est une porte à trois qubits avec deux

qubits de contrôle et un qubit cible : si les deux qubits de contrôle valent j1i, alors
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Tab. 1.6 �Table de vérité de la porte de To¤oli

INPUT

x y z

OUTPUT

x� y� z�

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 1

1 1 0

le qubit cible est changé ; autrement le qubit cible reste tel quel. Nous donnons le

circuit et la représentation matricielle de la porte de To¤oli (les deux lignes en haut

représentent les qubits de contrôle, et la ligne en bas correspond au qubit cible) :

Sa table de vérité est représentée dans le tableau 1.6 :
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1.3 Les algorithmes quantiques (algorithme de Gro-

ver)

L�étude des algorithmes quantiques est parmi les domaines les plus intéressants

dans toute la recherche scienti�que d�aujourd�hui. Elle est basée sur le fait que les

caractéristiques non classiques de la physique quantique peuvent être ingénieusement

utilisées pour fournir d�immenses avantages au domaine de l�information et de la

communication. Les sujets des algorithmes quantiques se concentrent sur l�étude et

l�exploitation de ces nouveaux modes quantiques, qui mènent à un niveau de puissance

de calcul très élevé et beaucoup de ses applications les plus importantes ont été

développées par les chercheurs.

Un algorithme est une séquence d�opérations qui commande à l�ordinateur de

faire une tâche spéci�que, comme la résolution d�un certain problème. Deux caracté-

ristiques de la théorie du calcul quantique jouent un rôle crucial dans la présentation

de l�algorithme quantique :

- La réversibilité d�un circuit (L�opération est unitaire)

- parallélisme quantique (nombre d�opérations e¤ectuées simultanément est

2n, où n est est le nombre de qubits)

Il existe plusieurs algorithmes quantiques, dont les plus célèbres sont l�algorithme

de Shor[5] pour la factorisation et l�algorithme de Grover[1] pour la recherche d�in-

formation. Nous allons présenter en détail l�algorithme de Grover[2, 3, 4] du fait de

son importance.

Cet algorithme permet de trouver de façon e¢ cace un (ou plusieurs) élément(s)

particuliers dans une base de données non structurée. La base de données comprendN

éléments non triés, non liés, numérotés de 0 àN�1. L�objectif est de trouver dans cette

liste l�élément (de numéro x0) ayant une caractéristique particulière. Sur un ordinateur

classique, dans une telle situation, il faut en moyenne N
2
tirages (exhaustifs) dans la

liste pour trouver le bon élément. Nous allons voir qu�avec un algorithme quantique

qui porte son nom, Lov Grover a montré qu�il su¢ sait d�environ
p
N tirages[1].

On prendra N = 2n de sorte que la représentation binaire du numéro x de chaque
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élément fasse intervenir n bits. Tout d�abord, on se munit de deux registres. Le premier

est de taille log N contenant x, le deuxième contient simplement un qubit q. On place

le premier registre dans un état de superposition :

j i = 1p
N

N�1X
i=0

jxii (1.12)

On dé�nit la fonction indicatrice de la solution :

f(x) =

8<: 1 si x est l�élément recherché x0

0 si non
(1.13)

L�algorithme de Grover consiste tout d�abord à construire un opérateur unitaire

O appelé oracle, tel que :

O(jxi jqi) = jxi jq � f(x)i (1.14)

où � représente l�opérateur NAND (ie. la somme modulo 2).

Mettons le deuxième registre dans l�état j 2i = H j1i = j0i�j1ip
2
. Donc :

O(jxi j 2i) =
O(jxi j0i)�O(jxi j1i)p

2

=
jxi jf(x)i � jxi j1� f(x)ip

2
(1.15)

= (�1)f(x) jxi j 2i

Si on applique le même calcul à l�état j i, on obtient :

O(j i j 2i) =
1p
N

N�1X
i=0

O(jxi j 2i)

=
1p
N

N�1X
i=0

(�1)f(x) jxi j 2i (1.16)

Ainsi, on a di¤érencié l�état recherché x0 puisque c�est la seule coordonnée qui est

négative. C�est important de noter que cette première étape de l�algorithme de Grover

est nécessaire puisqu�elle permet d�isoler l�élément cherché des autres en lui a¤ectant
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un signe moins. L�état de sortie contient donc l�information recherchée. L�avantage

de l�algorithme quantique par rapport à son analogue classique est que l�état d�entrée

n�est pas un élément unique de la liste mais la superposition de tous les états de la

base de calcul. Bien entendu, on n�a toujours pas accès à l�élément recherché puisque

toutes les coordonnées de l�état de sortie ont même module. La suite de l�algorithme

de Grover consiste à manipuler cet état pour accentuer l�amplitude de la coordonnée

négative au détriments des coordonnées positives. On montrera qu�au bout de
p
N

opérations, on a assez accentué la coordonnée cherchée pour que la probabilité de

l�avoir dans une mesure soit excellente. On va maintenant dé�nir cette deuxième

porte.

Dé�nissons d�abord l�opérateur S :

- soit S0 l�opération qui change le signe de tous les états sauf l�état j0i (L�état j0i

ici correspond à l�état j0102:::0ni) :

S0 :

8<: j0i �! j0i

jxi �! � jxi pour jxi 6= j0i
(1.17)

Cet opérateur qui est unitaire peut s�écrire S0 = 2 j0i h0j � I

- On applique à droite et à gauche de cet opérateur la transformation de Hadamard

H (càd qu�on fait agir l�opérateur H sur chaque qubit d�entrée et de sortie) :

S = H
nS0H

n (1.18)

comme H
n j0i = j i et que H2 = I on en déduit S = 2 j i h j � I

La porte de Grover G consiste à appliquer successivement l�oracle O puis l�opéra-

teur S :

G = S O (1.19)

Pour bien comprendre l�action de cet opérateur nous utilisons une représentation

géométrique simple. Soit les deux vecteurs orthogonaux jx0i et j�i = 1p
N�1

P
x 6=x0

jxi :

Dans la base orthonormée dé�nie par ces deux vecteurs, le vecteur j i est représenté
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Fig. 1.2 �L�action de l�opérateur de Grover (deux fois) sur un vecteur j i

par :

j i =

r
N � 1
N

j�i+ 1p
N
jx0i

= cos
�

2
j�i+ sin �

2
jx0i (1.20)

où l�angle � est dé�ni par sin �
2
= 1p

N
et qui est donc très petit puisqu�en général

N � 1 et donc � ' 2p
N
. L�application de l�oracle sur l�état j i change de signe la

composante de jx0i ; ce qui se traduit sur la �gure 1.2 par l�action d�une opération

de symétrie par rapport à l�axe j�i : L�action de l�opérateur S réalise une symétrie

par rapport au vecteur j i. Donc le résultat de l�action de la porte de Grover G sur

le vecteur j i est une rotation d�un angle �. On remarque que le nouvel état s�est

rapproché de l�axe jx0i.

La répétition de cette procédure rapproche de plus en plus l�état du système de

l�état jx0i : Nous allons maintenant déterminer le nombre d�itérations nécessaire pour

atteindre ce but :

L�application de G une fois, sur j i donne :

G j i = cos 3�
2
j�i+ sin 3�

2
jx0i (1.21)
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L�application de G; k fois, sur j i donne :

Gk j i = cos
�
(2k + 1)

�

2

�
j�i+ sin

�
(2k + 1)

�

2

�
jx0i

Nous cherchons k tel que cos
�
(2k + 1) �

2

�
= 0 soit (2k + 1) �

2
= �

2
; donc :

k =
�

2�
� 1
2

' �

2�
(1.22)

' �

4

p
N

Nous remarquons que l�état �nal du système n�est pas exactement jx0i, et la

probabilité d�obtenir un état autre que jx0i est de l�ordre de 1=N ce qui représente le

taux d�erreur.

1.4 Conclusion

Au cours de l�exécution d�un algorithme, l�état quantique de l�ensemble des qubits

est manipulé et évolue unitairement entre des étapes de lecture de qubits. L�évolution

s�obtient à l�aide d�un ensemble limité de portes logiques à un et à plusieurs qubits.

D�ou l�interet des portes logiques quantiques dans le domaine de l�implémentation des

algorithmes quantiques. Cela nous a motivé à étudier l�implémentation de plusieurs

portes logiques quantiques dans une cavité électrodynamique quantique (QED)
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Chapitre 2

Couplage lumière-matière en cavité

QED

Pour comprendre l�interaction des modes quanti�és d�un champ électromagnétique

avec un atome, on doit tout d�abord comprendre les propriétés des champs quanti�és

elles mêmes. Nous allons commencer par décrire le simple cas d�un seul mode con�né

dans une cavité et par la suite, nous allons généraliser cette étude au cas de plusieurs

modes du champ dans la cavité.

2.1 Les états initiaux du champ de la cavité

Un état en mécanique quantique est complétement décrit par sa matrice densité

�. La matrice densité peut être développée dans di¤érentes bases fj ig, pour un

ensemble discret d�états de base, par :

� =
X
i;j

Di;j j ii


 j
�� (2.1)

L�élément de matrice Di;j = h ij �
�� j� est une représentation de l�opérateur den-

sité. Pour dé�nir l�état initial des modes de la cavité, il existe trois représentations

importantes : Les états de Fock, les états cohérents et les états thermiques. Dans

cette thèse, nous allons considérer les états de Fock comme état initiaux étant donné

22



23

le petit nombre de photons mis en jeu dans le processus d�interaction entre les atomes

et les modes de la cavité. Nous allons quand même décrire tous les trois états initiaux

des modes de la cavité.

2.1.1 les états de Fock

Une cavité à grand facteur de qualité Q con�ne un mode du champ électromagné-

tique à la fréquence !c. Ce champ quanti�é peut être décrit par l�Hamiltonien d�un

oscillateur harmonique[1] :

bHc = ~!c
�ba+ba+ 1

2

�
= ~!c

� bN +
1

2

�
(2.2)

Ici, nous avons introduit les opérateurs de création et d�annihilation ba+ et ba.bN = ba+ba est l�opérateur associé au nombre de photons et dont les états propres sont
représentés par les états du nombre de photons jni, connus aussi par les états de

Fock. Les états jni sont aussi des vecteurs propres de l�Hamiltonien bHc (eq.2.2). Les

nouveaux opérateurs que nous avons introduit ici, ont les propriétés suivantes :

ba jni =
p
n jn� 1i

ba+ jni =
p
n+ 1 jn+ 1i (2.3)bN jni = n jni

2.1.2 Les états cohérents

Si nous considérons que le champ est initialement dans un état cohérent j�i[2] qui

est un état propre de l�opérateur d�annihilation ba. j�i satisfait la relation :
ba j�i = � j�i (2.4)

L�état j�i décrit un champ cohérent et peut être exprimé par :
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j�i = e�
j�j2
2

X
n>0

�np
n!
jni (2.5)

avec le nombre moyen de photon donné par :

h bN i = h�j bN j�i = j�j2 (2.6)

La distribution du nombre de photons P (n) dans un champ cohérent j�i obéit à

la distribution de Poisson :

P (n) = jhn j �ij2 = e�j�j
2 j�j2n

n!
(2.7)

et l�opérateur champ électrique s�écrit :

bE(r) = "0(r)
�
"ba+ "�ba+� (2.8)

où " représente son vecteur polarisation et "0(r) = "0f(r) étant son amplitude.

f(r) est une fonction décrivant le champ le long du mode dans la cavité et "0 est

l�amplitude du champ électrique associé à un photon.

L�utilisation de l�Hamiltonien de l�équation 2.2 nous donne l�évolution d�un champ

cohérent :

j�(t)i = e�i
!ct
2

���e�i!ct� (2.9)

Nous remarquons que l�état reste cohérent, mais l�amplitude complexe tourne à la

fréquence du champ !c.

2.1.3 Les états thermiques

Le champ électromagnétique con�né dans la cavité n�est pas un système tota-

lement isolé. Son environnement qui représente un grand réservoir peut échanger de

l�énergie avec le champ de la cavité. Ce champ se relaxe donc et atteint un état d�équi-

libre thermique. Dans un équilibre thermique du champ à la température T , le mode
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à la fréquence !c a une distribution du nombre de photons donnée par la statistique

de Bose-Einstein :

Pth(n) =
1

e
n~!c
kBT � 1

(2.10)

kB est la constante de Boltzmann et ~ est la constante de Planck. Le nombre de

photons moyen s�écrit donc :

nth =
1

e
~!c
kBT � 1

(2.11)

L�équation principale régissant l�évolution du champ peut être exprimée sous la

forme de Lindblad [3] :

d�

dt
=
�i
~
[H; �] + L� (2.12)

et

L� =
X
�=+;�

�
L��L

+
� �

1

2
L+�L���

1

2
�L+�L�

�
(2.13)

avec les deux opérateurs de saut L+ et L� qui décrivent respectivement le gain et

la perte d�un photon :

L+ =
p
K+ba+

L� =
p
K�ba (2.14)

K+ et K� représentent respectivement le taux de gain et le taux de perte d�un

photon. Le premier terme dans l�équation 2.12 correspond à l�évolution unitaire de

l�hamiltonien H et qui peut être éliminé en passant à la représentation d�interaction

par rapport à H. Dans cette représentation, le terme de relaxation reste inchangé.

L�évolution du champ de l�instant t à l�instant t+ dt peut être écrite comme suit :

� (t+ dt) = (1 + Ldt) � (t) (2.15)

Les probabilités par unité de temps pour qu�un saut quantique puisse arriver sont

données par :
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p+ = Tr
�
L++L+�

�
(2.16)

= K+Tr
�baba+��

= K+

�
1 + h bN i

�
et

p� = Tr
�
L+�L��

�
(2.17)

= K�Tr
�ba+ba��

= K�h bN i

A l�équilibre thermique, ces deux probabilités doivent être égales, ce qui implique

que :

K+

K�
=

nth
nth + 1

(2.18)

On peut aussi introduire la notation K du taux de relaxation pour exprimer le

taux de gain ou de perte d�un photon par :

K+ = nthK (2.19)

K� = (1 + nth)K

Pour déterminer l�e¤et de la relaxation du champ sur P (n), On substitue l�équation

2.19 dans l�équation 2.14, qui à son tour sera utilisée dans les équations 2.13 et 2.15.

On obtient en�n l�équation du taux suivante :

dP (n)

dt
= K (1 + nth) (n+1)P (n+1)�[K (1 + nth)n+Knth(n+ 1)]P (n)+KnthnP (n�1)

(2.20)

Ce qui permet aussi d�obtenir l�évolution du nombre moyen de photons

 
h bNi =X

n>0
nP (n)

!
:



27

dh bNi
dt

= �K
�
h bNi � nth

�
(2.21)

On note que la durée de vie du mode de la cavité Tcav est liée au taux de relaxation

K par :

Tcav =
1

K
(2.22)

2.2 Modèle de Jaynes-Cummings

L�apparition du modèle de Jaynes-Cummings a permis une description complète de

l�interaction entre matière et champ quanti�é et les expériences ont montré après, que

ce modèle est capable de donner une prédiction correcte aux résultats observés [6, 7, 8].

Récemment, ce modèle est devenu un bloc fondamental pour plusieurs applications

dans le domaine de l�information quantique. Les prédictions théoriques sont liées es-

sentiellement aux domaines : collapses et arrivals[9], désintrication atomique[10, 11],

compression de champ[12], les mesures de la non-démolition[13], la reconstitution

d�états[14], les états de Fock[15], la superposition des grandes amplitudes des états

cohérents (schrödinguer cats)[16] et la décohérence[17]. Ces prédictions ont été véri-

�ées expérimentalement[18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25]

2.2.1 Interaction d�un seul atome avec un seul mode de la

cavité

Nous allons calculer l�Hamiltonien correct décrivant la dynamique d�un atome

unique interagissant avec un champ quanti�é à l�intérieur d�une cavité. Nous considé-

rons le cas le plus simple : un atome avec une seule transition atomique (càd à deux

niveaux), en interaction avec un seul mode quanti�é de la cavité.

L�Hamiltonien total décrivant un atome en interaction avec un champ électroma-

gnétique s�écrit :
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Fig. 2.1 �Atome à deux niveaux jgi et jei :

Ha�c =
1

2m

h bP � q bA(r)i2 + bU(r) + ~!�ba+ba+ 1
2

�
+ bHel (2.23)

où p, q, r et m représentent respectivement le moment, la charge, la position et la

masse de l�atome. ba+ et ba sont les opérateurs de création et d�annihilation du champ etbHel est l�Hamiltonien décrivant les états électroniques de l�atome. L�opérateur associé

au vecteur potentiel s�écrit :

bA(r) = bA0 �"f(r)ba+ "�f �(r)ba+� (2.24)

f(r) nous donne le volume e¤ectif du mode :

V =

Z
d3r jf(r)j2 (2.25)

qui est lié à la constante A0 par :

bA0 =r ~
2"0!V

(2.26)

Nous considérons seulement une seule transition atomique qui est couplée au seul

mode de la cavité. Les états électroniques seront notés jei (état excité) et jgi (état

fondamental) (voir �gure 2.1)

L�Hamiltonien électronique bHel peut donc être écrit :
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bHel =
~!0
2
b�z (2.27)

où !0 est la fréquence de transition et b�z est l�opérateur de Pauli Z (déjà vu), tel
que b�z jei = jei et b�z jgi = � jgi ( b�z = jei hej � jgi hgj)
Si on néglige le terme en bA2(r) qui est un terme agissant uniquement sur les

variables de champ et qui modi�e légèrement les états propres et les énergies, mais

n�intervient pas dans le couplage entre l�atome et le rayonnement et en considérant

le potentiel atomique externe nul (U = 0), L�Hamiltonien devient :

bHat�c = bHat + bHc + bHint (2.28)

avec : bHat =
bP 2
2m

+
~!0
2
b�z (2.29)

bHc = ~!
�ba+ba+ 1

2

�
(2.30)

bHint = �
q

m
bA0 �(p � ")f(r)ba+ (p � "�)f �(r)ba+� (2.31)

Dans la représentation matricielle (avec les états atomiques de base), on trouve

l�Hamiltonien d�interaction [4] comme suit :

bHint = g(r)
�ba+b�� + bab�+� (2.32)

où b�+ et b�� sont souvent appelés opérateurs de montée et de descente de l�atome
(b�+ = jei hgj et b�� = jgi hej) et g(r) s�écrit :

g(r) = � q

m
hej (p � ") jgi f(r)

r
2

~!"0V
(2.33)

D�une part nous avons utilisé l�approximation dipolaire [26] en négligeant la va-

riation du champ à l�échelle de la longueur atomique, d�autre part nous avons négligé

les termes oscillants rapidement dans le calcul de l�équation 2.32. Cette dernière ap-

proximation est appelée approximation des ondes tournantes (rotating wave approxi-

mation) [5]. Nous avons aussi ajusté les phases des états jei et jgi pour que g(r) soit
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réel. L�opérateur de l�énergie cinétique atomique (dans l�équation 2.29) a été lui aussi

omis puisqu�il est valide seulement pour les grandes et moyennes températures et de

même pour le terme constant ~!
2
de l�équation 2.30 qui représente l�énergie du vide

du mode de la cavité. L�Hamiltonien total devient donc :

bH = ~!ba+ba+ ~!0
2
b�z + g

�ba+b�� + bab�+� (2.34)

et qui dé�nit le modèle de Jaynes-Cummings (JC)

2.2.2 L�Hamiltonien en représentation d�interaction

Cet Hamiltonien (équation 2.34) qui correspond au cas simple d�un système à deux

niveaux en interaction avec un seul mode quanti�é de la cavité, couple seulement les

états jn; ei et jn+ 1; gi : ( Ces états sont des états stationnaires du système sans

couplage (g(r) = 0). Ils représentent l�atome dans l�état jei (respectivement jgi)

en présence de n photons (respectivement n + 1 photons). On décrit l�Hamiltonien

(équation 2.34) dans la base formée par ces deux états fjn; ei ; jn+ 1; gig ainsi :

Hn = ~
�
n+

1

2

�
!

0@ 1 0

0 1

1A+ ~
2

0@ � 
0
p
n+ 1


0
p
n+ 1 �

1A (2.35)

avec 
0 est la fréquence de Rabi du vide (
0 = 2g) et � = ! � !0

Les valeurs propres de cet Hamiltonien sont :

E2n = ~
�
n+

1

2

�
! � ~
n(�)

2

E1n = ~
�
n+

1

2

�
! +

~
n(�)
2

(2.36)

avec :


n(�) =

q
�2 + 
20(n+ 1) (2.37)


n(�) s�appelle la fréquence de Rabi généralisée.

Les vecteurs propres correspondants sont :
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j2ni = cos �n jn; ei � sin �n jn+ 1; gi

j1ni = sin �n jn; ei+ cos �n jn+ 1; gi (2.38)

avec :

cos �n =

n(�)� �q

(
n(�)� �)2 + 4g2(n+ 1)

sin �n =
2g
p
(n+ 1)q

(
n(�)� �)2 + 4g2(n+ 1)
(2.39)

Ces vecteurs propres du système combiné fatome� champg sont appelés les états

habillés (voir �gure 2.2).

A la résonance (� = 0) les états habillés se réduisent ainsi :

j2ni =
1p
2
(jn; ei � jn+ 1; gi)

j1ni =
1p
2
(jn; ei+ jn+ 1; gi) (2.40)

avec les valeurs propres suivantes :

E2n = ~
�
n+

1

2

�
! � ~g

p
(n+ 1)

E1n = ~
�
n+

1

2

�
! + ~g

p
(n+ 1) (2.41)

Il est facile de voir que dans la représentation d�interaction (rotation à la fréquence�
n+ 1

2

�
! ), les coe¢ cients C1n(t); C2n(t) d�un état arbitraire j (t)i = C1n(t) j1ni+

C2n(t) j2ni obéissent à :

0@ C2n(t)

C1n(t)

1A =

0@ exp(i
n(�)t) 0

0 exp(�i
n(�)t)

1A0@ C2n(0)

C1n(0)

1A (2.42)
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Fig. 2.2 �Diagramme d�énergie dans le cas non résonant (� 6= 0)
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A la résonance (� = 0) ; cela donne pour un état initialement dans l�état supérieur :

jCen(t)j2 = cos2(g
p
(n+ 1)t)��Cg(n+1)(t)��2 = sin2(g

p
(n+ 1)t) (2.43)

Même si n=0 (pas de photon), on a :

jCe0(t)j2 = cos2(gt) =
1

2
(1 + cos (
0t))

jCg1(t)j2 = sin2(gt) =
1

2
(1� cos (
0t)) (2.44)

Ainsi, il existe un échange cohérent d�un quantum d�énergie entre l�atome et le

mode du champ, que l�on appelle oscillation de Rabi du vide. Ce résultat est parfai-

tement di¤érent à la décroissance exponentielle irréversible dans l�espace libre d�un

atome excité. L�échange d�énergie périodique est en analogie avec deux pendules cou-

plés.

L�équation du mouvement des deux états couplés jn; ei et jn+ 1; gi s�écrit :

�
Cen = �i

�

2
Cen � ig

p
(n+ 1)Cg(n+1)

�
Cg(n+1) = i

�

2
Cg(n+1) � ig

p
(n+ 1)Cen (2.45)

Les oscillations de Rabi du vide ont été observées expérimentalement [21].

2.3 Conclusion

On note que ce modèle à deux niveaux est non seulement réaliste physiquement,

mais aussi traitable mathématiquement et l�équation de Schrödinguer peut être ré-

solue exactement. Dans les chapitres suivants qui sont basés sur une généralisation

de ce modèle, nous allons introduire des systèmes d�atome à plusieurs niveaux en

interaction avec une cavité à plusieurs modes. Les deux approximations dipolaire et
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des ondes tournantes (RWA) seront prises en compte et le champ dans la cavité sera

pris initialement dans un état de Fock.

Dans le troisième chapitre, nous allons implémenter une porte de phase quantique

à 4 qubits à l�aide d�un système comprenant un atome à 5 niveaux en interaction avec

4 modes de la cavité. Nous allons procéder à une résolution directe de l�équation de

Schrödinger puis à déterminer et discuter les conditions d�implémentation de la porte

de phase. Dans le quatrième chapitre, nous allons considérer deux autres systèmes

d�atome à plusieurs niveaux en interaction avec une cavité à plusieurs modes. Notre

étude sera di¤érente puisque nous allons utiliser le modèle de shore pour simpli�er

l�Hamiltonien du système et ainsi déterminer l�Hamiltonien e¤ectif. Cela va nous

permettre d�implémenter deux portes quantiques importantes : iSWAP et Fredkin

gates. Le cinquième chapitre sera consacré à l�implémentation d�une porte de phase

à plusieurs qubits (NTCP ) dans la cavité QED en tenant compte de l�interaction

dipôle-dipôle (atome-atome).
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Chapitre 3

Implémentation de la porte de

phase à quatre qubits

Il a été montré que, généralement, une porte de phase quantique à plusieurs qu-

bits permet d�avoir des processus quantiques plus rapides et simpli�e considérable-

ment l�implémentation en comparaison à la méthode classique de décomposition des

portes logiques[1]. Le plus important c�est qu�elle réduit la possibilité d�erreur en

comparaison avec une série de portes logiques à un et à deux qubits. La porte de

phase quantique joue un rôle dans la correction d�erreur quantique[2], dans l�implé-

mentation de l�algorithme de recherche de Grover[3, 4] et dans la transformation de

Fourrier quantique[5]. Dans des travaux similaires au nôtre, on a implémenté deux

portes de phases quantiques respectivement à deux qubits[6] et à trois qubits[7] basés

sur l�électrodynamique quantique en cavité et où les qubits sont représentés par l�état

des modes de la cavité.

Dans ce chapitre nous proposons une approche théorique pour l�implémentation

directe d�une porte de phase quantique à quatre qubits en faisant passer un atome

à cinq niveaux d�énergie en cascade à travers une cavité optique à quatre modes.

Les quatre qubits sont représentés par les états des quatre photons de la cavité. La

structure de niveau atomique correspondant est illustrée sur la �gure 3.1(b). L�atome

qui est initialement dans l�état fondamental jei, interagit avec quatre modes de la

cavité de fréquences respectives !1 ,!2 ,!3 et !4 (voir �gure 3.1(a)). Les fréquences des

37
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Fig. 3.1 �(a) : Les fréquences des quatre modes de la cavité. (b) : Illustration des

di¤érents désaccords entre les fréquences des modes de la cavité et ceux des transitions

entre les cinq niveaux d�énergie de l�atome.

champs de la cavité !1 et !2 sont supposées en très grand désaccord respectivement

par rapport aux transitions atomiques jei $ jdi et jdi $ jci : De même pour les

modes !3 et !4 qui sont en très grand désaccord respectivement par rapport aux

transitions atomiques jci $ jbi et jbi $ jai :

Si nous supposons qu�il y�a initialement un photon dans chaque mode de la cavité

et en considérant l�état quantique de chaque mode représentant un qubit, alors les 24

états possibles des modes de la cavité sont :fj�1�2�3�4ig, où j�1�2�3�4i = j�1i 


j�2i 
 j�3i 
 j�4i et j�ii représente l�état de base j0i ou j1i du qubit jii (i = 1; 2; 3

ou 4).

La transformation correspondante à une porte de phase quantique à quatre qubits

de phase � est dé�nie par :

Q� j�1�2�3�4i = exp(i���1;1��2;1��3;1��4;1) j�1�2�3�4i (3.1)

Puisque la porte de phase quantique n�introduit la phase � que lorsque tous les
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qubits d�entrée sont dans l�état j1i, nous pouvons aussi écrire Q� comme suit :

Q� = j01020304i h01020304j+ j01020314i h01020314j+ j01021304i h01021304j+ j01021314i h01021314j

+ j01120304i h01120304j+ j01120314i h01120314j+ j01121304i h01121304j+ j01121314i h01121314j

+ j11020304i h11020304j+ j11020314i h11020304j+ j11021304i h11021304j+ j11021314i h11021314j

+ j11120304i h11120304j+ j11120314i h11120314j+ j11121304i h11121304j

+ exp(i�) j11121314i h11121314j (3.2)

Dans la suite, on prendra � = �

On remarque que les états suivants restent inchangés durant le passage de l�atome

à travers la cavité :

- L�état j01020304i puisqu�il n�y pas de photon dans la cavité

- De même pour tous les états où il n�y a pas de photon de fréquence !1 dans la

cavité (l�atome est initialement dans l�état fondamental jei). càd les états j01020304 >,

j01020314 >, j01021304 >, j01021314i, j01120304i, j01120314i, j01121304i et j01121314i.

-C�est pareil pour les états j11020304i, j11020314i, j11021304i et j11021314i puisque

la fréquence du mode !1 est en très grand désaccord avec la transition atomique

jei $ jdi :

Par la suite nous allons discuter la possibilité d�implémentation de cette porte de

phase quantique à 4 qubits.

3.1 Etude théorique

3.1.1 Hamiltonien de base

L�Hamiltonien du système (atome+cavité) sera déterminé en considérant l�inter-

action entre un atome à 5 niveaux et une cavité optique à 4 modes (voir �gure

3.1). L�approximation dipolaire ainsi que l�approximation des ondes tournantes nous

donnent l�expression de l�Hamiltonien du système :
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H = H0 +H1 (3.3)

avec

H0 = ~!ab jai haj+ ~!bc jbi hbj+ ~!cd jci hcj+ ~!de jdi hdj

+~!1â+1 â1 + ~!2â+2 â2 + ~!3â+3 â3 + ~!4â+4 â4 (3.4)

H1 = ~g1 jdi hej â1 + ~g2 jci hdj â2 + ~g3 jbi hcj â3 + ~g4 jai hbj â4 +H:C

où âi et â+i sont respectivement les opérateurs d�annihilation et de création du

mode i de la cavité. gi est la constante de couplage respectivement entre le mode i

(i=1, 2, 3 et 4) et les transitions atomiques jdi� jei, jci� jdi, jbi� jci et jai� jbi.

Dans la représentation d�interaction l�Hamiltonien peut être écrit comme suit :

HI = ~g1 jdi hej â1eit� + ~g2 jci hdj â2e�it�

+~g3 jbi hcj â3e�it� + ~g4 jai hbj â4eit� +H:C (3.5)

où !de � !1 = ��, !cd � !2 = �, !bc � !3 = � et !ab � !4 = �� (voir �gure

3.1-b).

Généralement si nous supposons initialement ni photons dans chaque mode i et

l�atome est dans son état fondamental jei, l�état initial du système fatom+ cavit�eg

est donné par :

je; n1; n2; n3; n4i = jei 
 jn1; n2; n3; n4i (3.6)

Donc nous pouvons écrire l�état du système à l�instant t ainsi :

j	(t)i = Ce(t) je; n1; n2; n3; n4i+ Cd(t) jd; n1 � 1; n2; n3; n4i+ Cc(t) jc; n1 � 1; n2 � 1; n3; n4i

+Cb(t) jb; n1 � 1; n2 � 1; n3 � 1; n4i+ Ca(t) ja; n1 � 1; n2 � 1; n3 � 1; n4 � 1i (3.7)



41

Dans la représentation d�interaction, l�équation de schrödinguer(i~@j	(t)i
@t

= HI j	(t)i)

nous donne :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

i~ _Ce(t) = ~g1Cd(t)e�i�t
p
n1

i~ _Cd(t) = ~g1Ce(t)ei�t
p
n1 + ~g2Cc(t)ei�t

p
n2

i~ _Cc(t) = ~g2Cd(t)e�i�t
p
n2 + ~g3Cb(t)ei�t

p
n3

i~ _Cb(t) = ~g3Cc(t)e�i�t
p
n3 + ~g4Ca(t)e�i�t

p
n4

i~ _Ca(t) = ~g4Cb(t)ei�t
p
n4

(3.8)

Pour résoudre ce système il est utile de procéder à un changement de variable sur

les amplitudes en posant : Ze = Ce, Zd = Cde
�i�t, Zc = Cc, Zb = Cbe

i�t, et Za = Ca.

Le système devient alors :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_Ze = �ig1
p
n1Zd

_Zd = �ig1
p
n1Ze � ig2

p
n2Zc � i�Zd

_Zc = �ig2
p
n2Zd � ig3

p
n3Zb

_Zb = �ig3
p
n3Zc � ig4

p
n4Za + i�Zb

_Za = �ig4
p
n4Zb

(3.9)

Si nous supposons qu�il n�y a pas de transition vers les niveaux jbi et jdi à cause

d�un grand désaccord entre les fréquences des modes de la cavité et les fréquences des

transitions vers les niveaux d�énergie jbi et jdi de l�atome. (i.e _Zb = 0 et _Zd = 0) donc

le système devient :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_Zb = 0

_Zd = 0

_Ze = i
g21n1
�
Ze + i

g1g2
p
n1n2
�

Zc

_Zc = i
g1g2

p
n1n2
�

Ze + i
g22n2
�
Zc � i

g23n3
�
Zc � i

g3g4
p
n3n4
�

Za

_Za = �ig3g4
p
n3n4
�

Zc � i
g24n4
�
Za

(3.10)

que nous pouvons réécrire ainsi :
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8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

_Zb jb; n1 � 1; n2 � 1; n3 � 1; n4i = 0 � j	(t)i
_Zd jd; n1 � 1; n2; n3; n4i = 0 � j	(t)i
_Ze je; n1; n2; n3; n4i =

�
i
g21
�
â+1 â1 jei hej+ ig1g2

�
â+1 â

+
2 jei hcj

�
j	(t)i

_Zc jc; n1 � 1; n2 � 1; n3; n4i =
�
ig1g2
�
â1â2 jci hej+ i

g22
�
â2â

+
2 jci hcj

�ig
2
3

�
â+3 â3 jci hcj � ig3g4

�
â+3 â

+
4 jci haj

�
j	(t)i

_Za ja; n1 � 1; n2 � 1; n3 � 1; n4 � 1i =
�
�ig3g4

�
â3â4 jai hcj � i

g24
�
â4â

+
4 jai haj

�
j	(t)i
(3.11)

Ces équations d�évolution correspondent à l�Hamiltonien suivant dans la représen-

tation d�interaction :

H
0

I = �~g
2
1

�
â+1 â1 jei hej �

~g22
�
â2â

+
2 jci hcj+

~g23
�
â+3 â3 jci hcj+

~g24
�
â4â

+
4 jai haj (3.12)

�~g1g2
�

â+1 â
+
2 jei hcj �

~g1g2
�

â1â2 jci hej+
~g3g4
�

â+3 â
+
4 jci haj+

~g3g4
�

â3â4 jai hcj

3.1.2 Condition d�implémentation de la porte de phase

Nous allons maintenant considérer l�état initial du système j	0i = je; 1; 1; 1; 0i

(càd que nous avons initialement un photon dans chacun des modes 1, 2 et 3 de la

cavité et 0 photon dans le mode 4).

Donc l�Hamiltonien e¤ectif de la représentation d�interaction devient :

H
0

I = �~g
2
1

�
â+1 â1 jei hej �

~g22
�
â2â

+
2 jci hcj+

~g23
�
â+3 â3 jci hcj (3.13)

�~g1g2
�

â+1 â
+
2 jei hcj �

~g1g2
�

â1â2 jci hej

Si nous assumons que g1 �g2 et g21
�
� g23

�
donc l�Hamiltonien approximatif dans

la représentation d�interaction s�écrit :

H
0

I � �~g
2
1

�
â+1 â1 jei hej

= �~g
2
1

�
je; 1; 1; 1; 0i he; 1; 1; 1; 0j (3.14)
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Si nous choisissons le temps d�interaction tel que � = (2k+1)�

g21
� (k est un entier

arbitraire) et en utilisant l�équation de Schrödinguer le système atome-cavité subit la

transformation suivante :

je; 1; 1; 1; 0i �! - je; 1; 1; 1; 0i (3.15)

Ainsi la porte de phase quantique à 4 qubits est réalisée.

Pour obtenir les conditions plus précisément, nous allons résoudre l�équation de

Schrödinger dans la représentation d�interaction pour trouver les amplitudes de proba-

bilité pour tous les états initiaux possibles. Pour cela nous posons pour les désaccord

normalisés X0 =
�
g1
; X1 =

�
g1
; X2 =

�
g2
; X3 =

�
g3
et X4 =

�
g4
:

Etat initial : j	0i = je; 1; 0; 0; 0i

Nous utilisons la partie d�interaction dans l�Hamiltonien pour déterminer les états

de base du système (atome+cavité) et qui sont je; 1; 0; 0; 0i et jd; 0; 0; 0; 0i. L�état

possible à un instant t est la superposition des états je; 1; 0; 0; 0i et jd; 0; 0; 0; 0i. Donc

j	(t)i = Ce(t) je; 1; 0; 0; 0i+ Cd(t) jd; 0; 0; 0; 0i (i.e Za = Zb = Zc = 0)

Le système 3.9 devient :

8<: _Ze = �ig1Zd
_Zd = �ig1Ze � i�Zd

(3.16)

qui donne (Ze = Ce) :

�Ce(t) + i� _Ce(t) + g21Ce(t) = 0 (3.17)

En considérant pour l�état initial Ce(t = 0) = 1 et Cd(t = 0) = 0, la résolution de

cette équation di¤érentielle nous donne à l�instant t = � :

Ce;1000(�) =
1

2
e�i(2k+1)X

2
0
�
2

240@1 + X0

2

q
1 +

X2
0

4

1A e
i

r
1+

X20
4
(2k+1)X0�

+

0@1� X0

2

q
1 +

X2
0

4

1A e
�i
r
1+

X20
4
(2k+1)X0�

35 (3.18)
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On trouvera la même expression pour les états initiaux suivants : je; 1; 0; 0; 1i ;

je; 1; 0; 1; 0i et je; 1; 0; 1; 1i :

Pour que Ce;1000(�) = 1, X0 doit donc satisfaire les conditions suivantes (avec p et

p0 des entiers) :

8>><>>:
(2k + 1)X0

�q
1 +

X2
0

4
+ X0

2

�
� = 2p�

(2k + 1)X0

�q
1 +

X2
0

4
� X0

2

�
� = 2p0�

(3.19)

ce qui donne :

(2k + 1)(p� p0)� 2pp0 = 0 (3.20)

et

X0 =

s
2(p� p0)
(2k + 1)

(3.21)

Pour des valeurs �xes de k, p et p0 véri�ant l�équation 3.20, nous pouvons donc

déterminer la valeur de X0 pour que Ce;1000(�) = 1.

Si nous prenons par exemple p = (2k + 1)k et p0 = k, l�équation 3.20 est donc

véri�ée et on aura :

X0 =
2kp
2k + 1

(3.22)

Etat initial : j	0i = je; 1; 1; 0; 0i

De même l�état possible à un instant t est la superposition des états de base

je; 1; 1; 0; 0i, jd; 1; 0; 0; 0i et jc; 0; 0; 0; 0i. Donc en posant j	(t)i = Ce(t) je; 1; 1; 0; 0i+

Cd(t) jd; 1; 0; 0; 0i + Cc(t) jc; 0; 0; 0; 0i, le système 3.10 correspondant à l�Hamiltonien

e¤ectif devient :

8<: _Ze = i
g21
�
Ze + ig1g2

�
Zc

_Zc = ig1g2
�
Ze + i

g22
�
Zc

(3.23)
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En éliminant Zc, nous trouvons l�équation di¤érentielle suivante :

�Ze � i(
g21
�
+
g22
�
) _Ze = 0 (3.24)

En utilisant les conditions initiales Ze(t = 0) = 1 et _Ze(t = 0) = i
g21
�
, nous trouvons

la solution suivante :

Ze(t) =
g22

g21 + g22
+

g21
g21 + g22

ei
(g21+g22)

�
t (3.25)

ce qui donne à l�instant t = � (Ze = Ce) :

Ce;1100(�) =
X2
0

X2
0 +X2

2

+
X2
2

X2
0 +X2

2

e
i
(X20+X22)

X22
(2k+1)�

(3.26)

On trouvera la même expression pour l�état initial suivant : je; 1; 1; 0; 1i

Pour que Ce;1100(�) = 1, X0 et X2 doivent donc satisfaire la condition suivante

(avec n un entier) :

(X2
0 +X2

2 )

X2
2

(2k + 1) � = 2n� (3.27)

cela implique :

X2
2 =

2k + 1

2 (n� k)� 1X
2
0 (3.28)

En utilisant la condition sur X0 correspondante à l�état initial j	0i = je; 1; 0; 0; 0i

(p = (2k + 1)k et p0 = k), On trouve pour X2 :

X2 =

s
2 (p� p0)

2 (n� k)� 1

=
2kp

2 (n� k)� 1
(3.29)

Etat initial : j	0i = je; 1; 1; 1; 0i

Si nous prenons initialement n1 = 1, n2 = 1, n3 = 1 et n4 = 0, donc l�état possible

du système à un instant t s�écrit : j	(t)i = Ce(t) je; 1; 1; 1; 0i + Cd(t) jd; 1; 1; 0; 0i +

Cc(t) jc; 1; 0; 0; 0i+ Cb(t) jb; 0; 0; 0; 0i
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et le système 3.10 correspondant à l�Hamiltonien e¤ectif devient : :

8<: _Ze = i
g21
�
Ze + ig1g2

�
Zc

_Zc = ig1g2
�
Ze + i

�
g22
�
� g23

�

�
Zc

(3.30)

En éliminant Zc, nous trouvons l�équation di¤érentielle suivante :

�Ze � i(
g21
�
+
g22
�
� g23

�
) _Ze +

g21g
2
3

��
Ze = 0 (3.31)

En utilisant les conditions initiales Ze(t = 0) = 1 et _Ze(t = 0) = i
g21
�
, nous trouvons

la solution suivante :

Ze(t) = e
i
2

�
g21
�
+
g22
�
� g23

�

�
t

2664cos
0@sg21g

2
3

��
+
1

4

�
g21
�
+
g22
�
� g23

�

�2
t

1A+ i

2

g21
�
� g22

�
+

g23
�r

g21g
2
3

��
+ 1

4

�
g21
�
+

g22
�
� g23

�

�2
� sin

0@sg21g
2
3

��
+
1

4

�
g21
�
+
g22
�
� g23

�

�2
t

1A35 (3.32)

ce qui donne à l�instant t = � (Ze = Ce) :

Ce;1110(�) = e
i

�
1+

X20
X22
�X0X1

X23

�
(2k+1)�

2

24cos
0@s4X0X1

X2
3

+

�
1 +

X2
0

X2
2

� X0X1

X2
3

�2
(2k + 1)

�

2

1A +

i
�
1� X2

0

X2
2
+ X0X1

X2
3

�
r

4X0X1
X2
3
+
�
1 +

X2
0

X2
2
� X0X1

X2
3

�2 sin
0@s4X0X1

X2
3

+

�
1 +

X2
0

X2
2

� X0X1

X2
3

�2
(2k + 1)

�

2

1A
3775

(3.33)

Or, en utilisant la condition g1 �g2 que nous avons déjà évoquée pour réaliser

une porte de phase (càd X0 � X2), nous pouvons simpli�er l�expression de Ce;1110(�)

en considérant que X2
0

X2
2
� 1:

nous avons donc :

1� X2
0

X2
2
+ X0X1

X2
3r

4X0X1
X2
3
+
�
1 +

X2
0

X2
2
� X0X1

X2
3

�2 ' 1 (3.34)
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Fig. 3.2 �Courbe des parties réelle et imaginaire de l�amplitude Ce;1110(�) à l�instant

t = � en fonction des paramètres X1 =
�
g1
et X3 =

�
g3
: Nous prenons k = 51, n = 52;

X0 ' 10:05 et X2 = 102:

ce qui donne la valeur approchée de Ce;1110(�) :

Ce;1110(�) ' e
i

0@1+X20
X22
�X0X1

X23
+

s
4X0X1
X23

+

�
1+

X20
X22
�X0X1

X23

�21A(2k+1)�
2

(3.35)

' ei(2k+1)�

' �1

Nous allons véri�er l�exactitude de ces approximations en traçant la variation de

l�amplitude Ce;1110(�) en fonction des paramètres X1 et X3. X0 et X2 sont déterminés

à partir des équations 3.22 et 3.29. Pour cela nous choisissons les valeurs suivantes

pour l�entier k (k = 51) et pour l�entier n (n = 52) et qui seront adoptées dans ce qui

suit. Nous obtiendrons donc X0 ' 10:05 et X2 = 102: La �gure 3.2 visualise la courbe

des parties réelle et imaginaire de l�amplitude Ce;1110(�) à l�instant t = � en fonction

des paramètres X1 et X3: Nous remarquons que pour des valeurs de X1 > 100 et

X3 s 10, la partie réelle de Ce;1110(�) tend vers -1 et la partie imaginaire tend vers 0
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Etat initial : j	0i = je; 1; 1; 1; 1i

Nous procédons de la même façon que l�état initial j	0i = je; 1; 1; 1; 0i et nous

considérons l�état général du système (n1 = 1, n2 = 1, n3 = 1 et n4 = 1) :

j	(t)i = Ce(t) je; 1; 1; 1; 1i+Cd(t) jd; 1; 1; 1; 0i+Cc(t) jc; 1; 1; 0; 0i

+Cb(t) jb; 1; 0; 0; 0i+Ca(t) ja; 0; 0; 0; 0i (3.36)

et le système 3.10 devient : :

8>>><>>>:
_Ze = i

g21
�
Ze + ig1g2

�
Zc

_Zc = ig1g2
�
Ze + i

�
g22
�
� g23

�

�
Zc � ig3g4

�
Za

_Za = �ig3g4� Zc � i
g24
�
Za

(3.37)

En éliminant Zc et Za, nous trouvons l�équation di¤érentielle suivante :

...
Z e � i(

g21
�
+
g22
�
� g23

�
� g24

�
) �Ze +

�
g21g

2
3

��
+
g21g

2
4

��
+
g22g

2
4

��

�
_Ze = 0 (3.38)

En résolvant cette équation et en introduisant les paramètres normalisés X0, X1,

X2, X3 et X4, nous trouvons la solution suivante à l�instant t = � (Ze = Ce) :

Ce;1111(�) = 1 +
2ir�

1 +
X2
0

X2
2
+ X0X1

X2
3
+ X0X1

X2
4

�2
� 4X3

0X1
X2
2X

2
3

e
i

�
1+

X20
X22
�X0X1

X23
�X0X1

X24

�
(2k+1)�

2

� sin

0@s�1 + X2
0

X2
2

+
X0X1

X2
3

+
X0X1

X2
4

�2
� 4X

3
0X1

X2
2X

2
3

(2k + 1)
�

2

1A(3.39)
A partir de la condition d�implémentation qui a été déjà mentionnée g21

�
� g23

�
;

nous pourrons déduire la condition suivante X0X1
X2
3
� 1 et puisque X2

0

X2
2
� 1; nous

obtiendrons X0X1
X2
3
� 4X3

0X1
X2
2X

2
3
; le terme sous la racine dans l�équation précédente sera

porté par X0X1
X2
3
+ X0X1

X2
4
: Donc :s�

1 +
X2
0

X2
2

+
X0X1

X2
3

+
X0X1

X2
4

�2
� 4X

3
0X1

X2
2X

2
3

� 1 =) 1r�
1 +

X2
0

X2
2
+ X0X1

X2
3
+ X0X1

X2
4

�2
� 4X3

0X1
X2
2X

2
3

' 0

=) Ce;1111(�) ' 1 (3.40)
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Fig. 3.3 �Courbe des parties réelle et imaginaire de l�amplitude Ce;1111(�) à l�instant

t = � en fonction des paramètres X1 =
�
g1
et X4 =

�
g4
: Nous prenons k = 51, n = 52;

X0 ' 10:05; X2 = 102: et X3 = 10.

Pour véri�er l�exactitude de ces approximations, nous traçons la courbe des par-

ties réelle et imaginaire de l�amplitude Ce;1111(�) à l�instant t = � en fonction des

paramètres X1 et X4 (voir �gure 3.3 ). Nous remarquons que pour des paramètres

normalisés analogues à ceux considérés dans le cas des autres états initiaux (càd

X0 ' 10:05, X2 = 102, X1 > 100 et X3 s 10), la partie réelle de Ce;1111(�) tend vers

1 et la partie imaginaire tend vers 0.

3.1.3 Implémentation de la porte de phase

Nous écrivons la transformation que nous avons achevé dans une représentation

matricielle et dans la base des états possibles suivantefj0; 0; 0; 0i ; j0; 0; 0; 1i ; j0; 0; 1; 0i ; j0; 0; 1; 1i ;

j0; 1; 0; 0i ; j0; 1; 0; 1i ; j0; 1; 1; 0i ; j0; 1; 1; 1i ; j1; 0; 0; 0i ; j1; 0; 0; 1i ; j1; 0; 1; 0i ; j1; 0; 1; 1i ;

j1; 1; 0; 0i ; j1; 1; 0; 1i ; j1; 1; 1; 0i ; j1; 1; 1; 1ig
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U =

26666666666666666666666666666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

37777777777777777777777777777777777777777775

(3.41)

Cette matrice est équivalente à la porte de phase par application de l�opération à

un seul qubit �x sur le 4�eme qubit. Nous rappelons que �x est la transformation NOT

ayant la représentation matricielle

24 0 1

1 0

35 : Donc la porte de phase s�obtient ainsi :
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Q� = (I1 
 I2 
 I3 
 �x;4)� U � (I1 
 I2 
 I3 
 �x;4)

=

26666666666666666666666666666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1

37777777777777777777777777777777777777777775

(3.42)

I1; I2 et I3 sont les matrices unités correspondantes respectivement aux qubits 1,

2 et 3.

3.1.4 Discussion

Nous rassemblons toutes les conditions pour implémenter la porte de phase quan-

tique à quatre qubits :

� Le temps d�interaction doit être ainsi : � = (2k+1)�

g21
� = (2k+1)X0

g1
� (k est un entier

arbitraire).

� �� g1; g2 et � � g3; g4 : ce qui implique que X0; X2; X3; X4 � 1

� g1 � g2 : donc X0 � X2

� g21
�
� g23

�
: qui donne X0X1

X2
3
� 1
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� X0 =
q

2(p�p0)
(2k+1)

et X2 =
q

2(p�p0)
2(n�k)�1 avec k, n, p et p

0 sont des nombres entiers

arbitraires.

Nous notons aussi que X0; X1; X2; X3 et X4 sont des paramètres normalisés et

les valeurs qui véri�ent les conditions d�implémentation de la porte de phase restent

générales et ne correspondent à aucune valeur spéci�que des constantes de couplage

(g1; g2; g3 et g4) et des désaccords (� et �).

Pour étudier la faisabilité expérimentale de cette proposition, considérons l�expé-

rience sur les micro-ondes d�une cavité QED (voir réf [8]), où des atomes de Rydberg

fortement excités (notamment 85Rb) ont été utilisés pour interagir avec une cavité

supraconductrice de facteur de qualité Q = 4 � 1010. La durée de vie du photon à

l�intérieur de la cavité est de l�ordre � ph � 130 ms, et la constante de couplage est

g = 2� � 50 kHz: Nous considérons les valeurs numériques utilisées dans notre pro-

position (k = 51; X0 = 10:5). Donc un calcul direct montre que le temps nécessaire

pour implémenter la porte de phase est � ' 10:8 ms, temps beaucoup plus court que

la durée de vie du photon dans la cavité � ph:

3.1.5 Fidélité

Cette analyse va nous permettre de réaliser parfaitement la porte de phase quan-

tique, en calculant la �délité qui est considérée comme un outil très utile pour carac-

tériser la performance de cette opération comme une porte déterministe. Pour deux

systèmes quantiques donnés par les matrices densités �1 et �2, la �délité F (�1; �1)

peut être dé�nie par [9, 10] :

F (�1; �2) =
�
Tr
qp

�1�2
p
�1

�2
Dans notre cas, les deux fonctions d�onde j	(t)i décrivant le système dans l�équa-

tion 3.7 et j	(0)i = je; 1; 1; 1; 0i qui est l�état cible, sont toutes les deux dans des états

pures ; Par conséquent, on peut dé�nir �1 = j	(t)i h	(t)j et �2 = je; 1; 1; 1; 0i he; 1; 1; 1; 0j.

La �délité devient :
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Fig. 3.4 �La courbe de la �délité en fonction de �
g1
et �

g3

F (j	(t)i h	(t)j ; je; 1; 1; 1; 0i he; 1; 1; 1; 0j) = jhe; 1; 1; 1; 0j 	(t)ij2

Dans la �gure 3.4, nous traçons la courbe de la �délité en fonction de �
g1
et �

g3
: Nous

remarquons que les résultats sont très prometteurs et sont obtenus sur des intervalles

larges de paramètres du système et la �délité correspondante est toujours plus élevée

(F > 96%)

3.2 Conclusion

En conclusion, nous avons réalisé une porte de phase à 4 qubits qui va simpli�er

considérablement plusieurs problèmes de calcul quantique. Nous avons montré que le

temps d�implémentation de cette porte est beaucoup plus petit que la durée de vie du

photon dans la cavité QED. La �délité de cette porte est très bonne et proche de 1, ce

qui implique que les erreurs produites par les approximations faites sur l�Hamiltonien

du système sont sans e¤ets importants. Néanmoins, notre système exige que la cavité

fonctionne dans le régime du couplage fort, ce qui nécessite généralement que les

modes optiques soient con�nés dans un petit volume de mode pour des périodes de

temps assez grandes. Donc la cavité doit avoir un facteur de qualité Q extrêmement

élevé.
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Chapitre 4

Implémentation de la porte iSWAP

et de la porte de Fredkin

Dans ce chapitre, nous proposons deux approches théoriques pour implémenter

deux portes quantiques (porte iSWAP et porte Fredkin). Pour la porte iSWAP nous

avons considéré deux types de qubits[3, 9, 10, 11], le premier qubit représenté par

les deux niveaux d�un atome et le deuxième est représenté par les deux modes de la

cavité qui forment tous les deux un dual-rail qubit[12, 13]. Ce dernier est encodé par

la présence d�un seul photon dans l�un des deux modes de la cavité optique.

Dans la deuxième partie de ce chapitre nous avons achevé une porte de Fredkin.

Nous considérons un atome à cinq niveaux interagissant avec une cavité ayant un

grand facteur de qualité Q et contenant trois modes. Nous utilisons trois sortes de

qubits. Un mode de la cavité représente le qubit de contrôle et les états atomiques

jai et jei dé�nissent le second qubit tandis que les deux autres modes de la cavité

forment un troisième dual-rail qubit.

Une description théorique de l�implémentation des portes iSWAP et Fredkin est

présenté dans ce travail en plus d�une analyse numérique pour tester la faisabilité de

notre approche dans une cavité de grand facteur de qualité Q. On note aussi que nous

avons utilisé une technique d�élimination adiabatique pour réduire la taille de l�espace

de Hilbert dans lequel nous travaillons.

Dans le même cadre, di¤érents auteurs ont réalisé les portes quantiques iSWAP

55
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Fig. 4.1 � (1) : Atome, de con�guration atomique en �; à trois niveaux (jai ; jbi et jci

en interaction avec deux modes d�une cavité optique !1et !2. (2) : Représentation de deux

modes de la cavité dans le cas d�un qubit à double rail (dual-rail qubit)

et Fredkin en utilisant une cavité optique interagissant avec un atome à plusieurs

niveaux. Nous citons comme exemple les références[4, 5, 6, 7] où une suite de portes

universelles ont été étudiées.

4.1 Porte iSWAP

Nous considérons un système quantique constitué d�un atome à trois niveaux

d�énergie (jai, jbi et jci) dans une con�guration �, et interagissant avec deux modes

d�une cavité à haut facteur de qualité Q (voir �gure 4.1). Les états jai et jci couple jbi

respectivement avec les modes 1 et 2 à travers l�interaction dipôle-champ quanti�é.

En considérant l�approximation dipolaire et l�approximation des ondes tournantes

(Rotating wave approximation), l�Hamiltonien général du système fatome+ cavit�eg

peut être écrit comme suit (~ = 1)[14, 15] :

H =
X

�=a;b;c

!� j�i h�j+
2X
i=1

!iâ
+
i âi +

�
g1â

+
1 jai hbj+ g2 jbi hcj â2 +H:C

�
(4.1)

â1 et â2 représentent les opérateurs de bosons des deux modes de la cavité, g1 et g2
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sont les constantes de couplage atome-champ et !� représente l�énergie du niveau j�i

de l�atome.

Nous assumons que la cavité qui est à deux modes contient initialement un seul

photon. ce qui va nous permettre d�implémenter la porte quantique iSWAP en consi-

dérant deux types de qubits, un qubit atomique représenté par les deux états de

l�atome jai et jci et les états des deux modes de la cavité forment le deuxième qubit

appelé qubit à double voie "dual-rail qubit" et qui est un qubit logique. Si nous re-

présentons l�état de la cavité par jn1n2i avec ni le nombre de photons dans le mode i

de fréquence !i. En ne considérant que le cas où le nombre de photons dans un mode

est soit 0 ou 1 alors le qubit à double rail est représenté par les deux états j01i et

j10i. j01i � j0i est le premier état du qubit correspondant à la présence d�une seule

excitation dans le deuxième mode tandis que le deuxième état (j10i � j1i) correspond

à la présence d�une seule excitation dans le premier mode.

Nous notons aussi que l�atome qui est initialement dans l�état fondamental jai

restera complétement découplé de la cavité s�il n y�a pas de photons dans le mode

1 et il y�a un photon dans le mode 2 (i.e jai j01i). De même pour l�état du système

jci j10i, l�atome qui est initialement dans l�état jci ; restera toujours découplé de la

cavité. La situation intéressante est lorsque l�état du système est soit dans l�état

jai j10i ou jci j01i. Nous allons analyser ces deux cas dans ce qui suit :

Dans le cas où l�état initial du système est soit jai j10i ou jci j01i, l�interaction

atome-champ détermine les états de base du système (atome+ cavit�e) et qui sont :

fjai j10i ; jbi j00i ; jci j01ig. Donc nous posons l�état du système à l�instant t j	(t)i =

�1 ja; 10i+ �2 jb; 00i+ �3 jc; 01i :

L�Hamiltonien H du système, en prenant l�état ja; 10i comme origine des énergies,

s�écrit dans la représentation matricielle comme suit :

H =

26664
0 g1 0

g1 �1 g2

0 g2 �2

37775 (4.2)

avec :
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�1 = (!b � !a)� !1

�2 = ((!b � !a)� !1)� ((!b � !c)� !2)

L�hypothèse �1 � g1; g2 et �2 ' 0, nous permettra d�utiliser la méthode de

shore[8] pour déterminer l�Hamiltonien e¤ectif. Pour cela nous dé�nissons deux opé-

rateurs de projection P et Q, pour séparer respectivement les états proches de la

résonance et ceux loins de la résonance. Les états de base dans j	(t)i peuvent donc

être divisés en deux sous-systèmes P j	(t)i et Q j	(t)i où P et Q agissent respective-

ment sur les deux sous-espaces fjai j10i ; jci j01ig et fjbi j00ig. L�Hamiltonien e¤ectif

à deux niveaux Ĥeff peut donc être construit par (voir Annexe A1) :

Ĥeff = Ĥ0 �BA�1B+ (4.3)

où Ĥ0 = PĤP, A = QĤQ et B = PĤQ. Ce qui nous donne en considérant l�état

jai j10i comme origine des énergies :

Heff =

24 0 geff

geff �eff

35 (4.4)

avec

geff =
�g1g2
�1

(4.5)

et

�eff = �2 �
g22
�1

+
g21
�1

(4.6)

Puisque �1 � g1; g2 et �2 ' 0 et dans le cas de la résonance �eff = 0 (i.e

�2 =
g22
�1
� g21

�1
), l�évolution temporelle du système pour les deux états initiaux jai j10i

et jci j01i est donnée par :

jai j10i 7�! cos(geff t) jai j10i � i sin(geff t) jci j01i

jci j01i 7�! cos(geff t) jci j01i � i sin(geff t) jai j10i (4.7)

En choisissant un temps d�interaction convenable t tel que jgeff tj = �
2
, une porte

iSWAP peut être réaliser et nous obtenons les transformations suivantes subies par les
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Fig. 4.2 � L�inversion de population entre les états jai j10i et jci j01i pour g1 = g2 = g

and �1 = � = 20g.

états de base (comme mentionné ci-dessus, les deux autres états logiques du système

jai j01i et jci j10i restent inchangés) :

jai j01i 7�! jai j01i

jai j10i 7�! i jci j01i (4.8)

jci j01i 7�! i jai j10i

jci j10i 7�! jci j10i

Nous traçons dans la �gure 4.2 les amplitudes de probabilité des états jai j10i et

jci j01i pour g1 = g2 = g and �1 = � = 20g. La condition de résonance (équation

4.6) permet de déterminer �2:Nous constatons qu�il y a un excellent accord entre un

calcul numérique exact de la probabilité utilisant l�équation 4.2 (lignes continues) et

un calcul analytique utilisant l�équation 4.7 (lignes en pointillé)

Pour tester l�e¤et des approximations faites en calculant l�Hamiltonien e¤ectif du

système, nous traçons la �délité en fonction de �1
g
dans la �gure 4.3. Nous remarquons

qu�une bonne �délité est obtenue pour �1
g
> 10.
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Fig. 4.3 �La �délité en fonction de �1
g
. Les constantes de couplage gi sont dé�nies dans

la �gure 4.2.

4.2 Porte de Fredkin :

La porte quantique Fredkin, appelée aussi controlled swap gate, est indispensable

dans di¤érents protocoles de l�information quantique. Pour construire une telle porte,

nous avons considéré dans notre proposition, un atome à 5 niveaux dans une con�gu-

ration double Lambda (voir �gure 4.4(1)) en interaction avec une cavité à haut facteur

de qualité Q et qui contient 3 modes de fréquences !1, !2 et !3 (voir �gure 4.4(2)).

Nous supposons un mode répété de fréquence !1 et qui interagit avec les transitions

jai� jbi et jdi� jei. Nous avons aussi choisi le premier mode (!1) pour représenter

le premier qubit qui constituera un qubit de contrôle dans notre système. Les états

jai et jei représenteront le deuxième qubit et les modes 2 et 3 formeront un troisième

qubit de type double-rail. Nous présentons dans la �gure 4.4(2) la proposition du

schéma expérimental dans lequel un atome à 5 niveaux traverse une cavité à 3 modes

et interagit avec les photons présents.

Pour le système fatome + cavitég, l�état quantique du système peut donc être

représenté par jn1; �; n2n3i où :

- jn1i est le qubit de contrôle : jn1i � j0i ou j1i.
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Fig. 4.4 �(1) : Représentation des di¤érents désaccords entre les fréquences des modes de

la cavité et les transitions atomiques entre les cinq niveaux d�énergie de l�atome (jai, jbi,

jci ; jdi et jei). (2) : Disposition des trois modes de la cavité !1, !2 et !3.

- j�i le deuxième qubit : j�i � jai ou jei.

- jn2n3i le troisième qubit de type double rail : jn2n3i � j10i ou j01i.� j0i ou j1i.

Dans l�approximation dipolaire et l�approximation des ondes tournantes, l�Hamil-

tonien du système s�écrit (~ = 1)[14, 15] :

H =
X

�=a;b;c;d;e

!� j�i h�j+
3X
i=1

!iâ
+
i âi

+
�
g1â

+
1 jai hbj+ g2 jbi hcj â2 + g3â

+
3 jci hdj+ g1 jdi hej â1 +H:C

�
(4.9)

En considérant que, initialement, l�atome est soit dans l�état jai ou jei et qu�il

interagit avec les trois modes de la cavité !1; !2 et !3, les états initiaux possibles

du système sont : (j0; a; 10i, j0; a; 01i, j0; e; 10i, j0; e; 01i, j1; a; 10i, j1; a; 01i, j1; e; 10i,

j1; e; 01i). Premièrement, nous notons que l�atome restera complétement découplé de

la cavité s�il n y�a pas de photon dans le mode 1 (càd pour les états j0; a; 10i ; j0; a; 01i ;

j0; e; 10i ou j0; e; 01i): Aussi nous aurons une importante source d�erreurs quand l�état

initial du système est soit j1; a; 10i ou j1; e; 01i. Dans les sous-sections 5.2.1 et 5.2.2,

nous déterminons les solutions exactes pour ces deux cas et nous discuterons les e¤ets

de ces erreurs. La situation la plus intéressante est lorsque l�état initial du système
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est soit j1; a; 01i ou j1; e; 10i. nous allons analyser ces deux cas dans la sous-section

5.2.3.

4.2.1 Etat initial : j	0i = j1; a; 10i :

Les seuls états permis pour le système atome-cavité sont donc j1; a; 10i ; j0; b; 10i et

j0; c; 20i. Dans la base des vecteurs d�état précédents(i.e fj1; a; 10i ; j0; b; 10i ; j0; c; 20ig)

et en prenant j1; a; 10i comme origine des énergies, l�Hamiltonien Ĥ, s�écrit donc dans

la représentation matricielle :

Ĥ =

26664
0 g1 0

g1 �1

p
2g2

0
p
2g2 �2 ��1

37775 (4.10)

Et puisque �1, �2 sont grands, alors tous les états autres que j1; a; 10i engendrent

le sous espace Q j	(t)i. Ce qui implique que le système reste con�né dans l�état

j1; a; 10i :

4.2.2 Etat initial : j	0i = j1; e; 01i :

Les seuls états permis pour le système atome-cavité sont donc j1; e; 01i ; j0; d; 01i ;

j0; c; 02i. Dans la base des vecteurs d�état précédents (i.e fj1; e; 01i ; j0; d; 01i ; j0; c; 02ig)

et en prenant j1; e; 01i comme origine des énergies, l�Hamiltonien Ĥ, s�écrit donc dans

la représentation matricielle :

Ĥ =

26664
0 g1 0

g1 �3 ��4

p
2g3

0
p
2g3 �2 ��4

37775 (4.11)

Et puisque �2, �3 sont grands et �4 ' 0, alors tous les états autres que j1; e; 01i

engendrent le sous espace Q j	(t)i. Ce qui implique que le système reste aussi con�né

dans son état initial j1; e; 01i
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4.2.3 Etat initial : j	0i = j1; a; 01i ou j1; e; 10i :

Pour un état initial du système égal à j1; a; 01i ou j1; e; 10i, les seuls états permis

sont j1; a; 01i ; j0; b; 01i ; j0; c; 11i ; j0; d; 10i et j1; e; 10i. Donc nous posons l�état du

système à un instant t comme suit :

j	(t)i = C1(t) j1; a; 01i+C2(t) j0; b; 01i+C3(t) j0; c; 11i+C4(t) j0; d; 10i+C5(t) j1; e; 10i

(4.12)

Dans la base des vecteurs d�état précédents, (càd j1; a; 01i ; j0; b; 01i ; j0; c; 11i ;

j0; d; 10i et j1; e; 10i), et en prenant j1; a; 01i comme origine des énergies, l�Hamilto-

nien Ĥ, s�écrit donc dans la représentation matricielle :

Ĥ =

26666666664

0 g1 0 0 0

g1 �1 g2 0 0

0 g2 �2 g3 0

0 0 g3 �3 g1

0 0 0 g1 �4

37777777775
(4.13)

où les di¤érents désaccords �i (i=1,2,3,4) sont dé�nis par :

�1 = (!b � !a)� !1

�2 = ((!b � !a)� !1)� ((!b � !c)� !2) (4.14)

�3 = ((!b � !a)� !1)� ((!b � !c)� !2) + ((!d � !c)� !3)

�4 = ((!b � !a)� !1)� ((!b � !c)� !2) + ((!d � !c)� !3)� ((!d � !e)� !1)

Comportement à deux états e¤ectifs :

Nous supposons les conditions de résonance du système suivantes �1, �2, �3 �

g1; g2; g3 et�4 ' 0. Donc les états atomiques jai et jei sont supposés être en résonance

avec les modes de la cavité, tandis que les autres états jbi, jci et jdi sont hors réso-

nance. Ces conditions montrent que nous avons a¤aire à un système à deux niveaux
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provenant de l�utilisation de la méthode de shore[8], et cela est dû à l�élimination

adiabatique des états hors résonance.

Nous utilisons la même procédure citée dans la section 5.1 pour trouver l�Hamilto-

nien e¤ectif. Nous dé�nissons deux opérateurs de projection P et Q, pour sélectionner

respectivement les états proches de la résonance et ceux loins de la résonance. Donc

l�opérateur P concerne les états j1; a; 01i et j1; e; 10i et l�opérateur Q concerne les

états restants. En utilisant Ĥ0 = PĤP, A = QĤQ et B = PĤQ, Nous trouvons (voir

Annexe A1) :

Ĥeff = Ĥ0 �BA�1B+ (4.15)

Dans la représentation matricielle, nous pouvons donc écrire l�Hamiltonien e¤ectif

en prenant l�état j1; a; 01i comme origine des énergies :

Heff =

24 0 geff

geff �eff

35 (4.16)

où :

geff =
g21g2g3

�3g22 +�1g23 ��1�2�3

(4.17)

et

�eff = �4 +
g21 (g

2
3 � g22) + g21�2 (�1 ��3)

�3g22 +�1g23 ��1�2�3

(4.18)

En considérant les conditions �1, �2, �3 � g1; g2; g3, Nous trouvons :

geff '
�g21g2g3
�1�2�3

(4.19)

et

�eff ' �4 �
g21
�3

+
g21
�1

(4.20)

Dans le cas de la résonance �eff = 0 (�4 =
g21
�3
� g21

�1
), l�évolution temporelle des

états initiaux j1; a; 01i et j1; e; 10i, peut être facilement trouvée en résolvant l�équation

de Schrödinguer. Nous trouvons donc :
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j1; a; 01i 7�! cos(geff t) j1; a; 01i � i sin(geff t)e
i�t j1; e; 10i

j1; e; 10i 7�! cos(geff t) j1; e; 10i � i sin(geff t)e
i�t j1; a; 01i (4.21)

Le facteur de phase �t dans les équations précédentes peut être produit de plusieurs

façons[4, 1, 3]. En posant jgeff tj = �
2
et �t = �

2
La porte quantique de Fredkin peut

être réalisée et les di¤érentes transformations se résument ainsi :

j0; a; 10i 7�! j0; a; 10i

j0; a; 01i 7�! j0; a; 01i

j0; e; 10i 7�! j0; e; 10i

j0; e; 01i 7�! j0; e; 01i (4.22)

j1; a; 10i 7�! j1; a; 10i

j1; a; 01i 7�! j1; e; 10i

j1; e; 10i 7�! j1; a; 01i

j1; e; 01i 7�! j1; e; 01i

Cette transformation peut être écrite dans la représentation matricielle suivante :

Fredkin =

26666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

37777777777777777775

(4.23)

Nous traçons dans la �gure 4.5, les probabilités des états j1; a; 01i et j1; e; 10i pour

g1 = g2 = g3 = g et �1=�2=�3 = 20g. La condition de résonance (équation 4.20)
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Fig. 4.5 � L�inversion de population entre les états j1; a; 01i et j1; e; 10i pour

g1= g2= g3= g et �1=�2=�3 = 20g.

permet de déterminer�4:Nous trouvons un excellent accord entre un calcul numérique

exact utilisant l�équation 4.13 (les lignes continues) et un calcul analytique utilisant

l�équation 4.21 (les lignes en pointillé).

Cependant le temps d�évolution de cette porte est très lent (gt ' 12566), donc nous

allons améliorer ces résultats en assumant que l�état j0; c; 11i est en résonance parce

qu�une excellente vitesse est obtenue en choisissant un niveau d�énergie intermédiaire

qui soit en résonance[4].

Comportement à trois états e¤ectifs :

En choisissant �1, �3 � g1; g2; g3, �4 ' 0 et �2 ' 0 ( j0; c; 11i est en résonance),

nous pouvons obtenir un Hamiltonien e¤ectif à trois niveaux[8]. Nous utilisons la

même procédure décrite dans la section précédente pour trouver l�Hamiltonien ef-

fectif. Nous dé�nissons deux opérateurs de projection P et Q, pour sélectionner res-

pectivement les états proches de la résonance et ceux loins de la résonance. Donc P

correspond aux états (j1; a; 01i ; j0; c; 11i ; j1; e; 10i) et Q correspond aux autres états.

En utilisant Ĥ0 = PĤP, A = QĤQ et B = PĤQ, Nous trouvons (voir Annexe A1) :
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Ĥeff = Ĥ0 �BA�1B+ (4.24)

Dans la représentation matricielle, nous pouvons donc écrire l�Hamiltonien e¤ectif

en prenant comme origine des énergies l�état j1; a; 01i :

Heff =

26664
0 g1;eff 0

g1;eff �1;eff g2;eff

0 g2;eff �2;eff

37775 (4.25)

où :

g1;eff =
g1g2
�1

, (4.26)

g2;eff =
g1g3
�3

(4.27)

et

�1;eff = �2 +
g21
�1

� g22
�1

� g23
�3

,

�2;eff = �4 +
g21
�1

� g21
�3

(4.28)

La première condition �1;eff est appliquée pour mettre l�état intermédiaire du

système en résonance tandis que la deuxième condition �2;eff est la condition requise

pour avoir une résonance à plusieurs photons entre les deux états désirés du système.

Quand �2 � � g21
�1
+

g22
�1
+

g23
�3
, la condition de résonance �1;eff est rompue et le

système à trois états e¤ectifs se réduit à un système à deux états e¤ectifs.

En utilisant les conditions de résonance (�1;eff = 0 et �2;eff = 0), nous pouvons

choisir �2 et �4 a�n de countrer le décalage de niveau (Level-shifting). Donc nous

avons :

�2 = � g21
�1

+
g22
�1

+
g23
�3

�4 = � g21
�1

+
g21
�3
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Puisque �1, �3 � g1; g2; g3, nous obtenons �2 ' 0 et �4 ' 0. Dans le cas de la

résonance �1;eff = 0 et �2;eff = 0, l�évolution temporelle des états initiaux j1; a; 01i

et j1; e; 10i, peut être calculée en utilisant l�équation de Schrödinguer. Nous trouvons

donc :

j1; a; 01i 7�!
�
g22;eff
!20

+
g21;eff
!20

cos(!0t)

�
j1; a; 01i � i

g1;eff
!0

sin(!0t) j0; c; 11i

+
g1;eff :g2;eff

!20
(cos(!0t)� 1) ei�t j1; e; 10i (4.29)

j1; e; 10i 7�! g1;eff :g2;eff
!20

(cos(!0t)� 1) ei�t j1; a; 01i � i
g2;eff
!0

sin(!0t) j0; c; 11i

+

�
g21;eff
!20

+
g22;eff
!20

cos(!0t)

�
j1; e; 10i

avec !0 =
q
g21;eff + g22;eff

En posant g1;eff t = g2;eff t =
�p
2
et �t = �, nous avons :

j1; a; 01i 7�! j1; e; 10i

j1; e; 10i 7�! j1; a; 01i

Ainsi la porte quantique de Fredkin est réalisée.

Nous traçons dans la �gure 4.6 les amplitudes de probabilité des états j1; a; 01i,

j0; c; 11i et j1; e; 10i pour g1 = g2 = g et �1= �3 = 20g. Les conditions de réso-

nance (équation 4.28) permettent de déterminer �2 et �4:Nous constatons qu�il y a

un excellent accord entre un calcul numérique exact utilisant l�équation 4.13 (lignes

continues) et un calcul analytique utilisant l�équation 4.29 (lignes en pointillé). Nous

traçons aussi la �délité en fonction de �
g
(� = �1 = �3) (voir �gure 4.7). Nous

remarquons qu�une bonne �délité est obtenue pour �
g
> 10.

A noter aussi que l�évolution temporelle de notre système ayant un comporte-

ment à trois états e¤ectifs (gt ' 44; 2) est bien meilleure comparée à celle ayant un

comportement à deux états e¤ectifs (gt ' 12566).
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Fig. 4.6 � Population des états j1; a; 01i ; j0; c; 11i et j1; e; 10i pour g1= g2= g et

�1=�3 = 20g.

Fig. 4.7 �La �délité en fonction de �
g
. Les constantes de couplage gi sont dé�nies dans

la �gure 4.6 et �1 = �3 = �. Les conditions de résonance nous permettent de déterminer

�2 et �4
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4.3 Conclusion et Discussion

En conclusion, nous avons présenté deux approches pour réaliser deux portes quan-

tiques (iSWAP et Fredkin). Nous avons utilisé la technique d�élimination adiabatique

dévelopée par Shore pour déterminer l�Hamiltonien e¤ectif. Nous utilisons des inter-

actions fortes entre atome et cavité pour assurer que notre système soit évolutif. On

notera que, en général, le couplage fort est une condition essentielle pour la prépara-

tion des états quantiques mécaniques. Ainsi les résonances multiphotons périodiques

dans une cavité seront donc possibles. Donc la condition g � �; K doit être satisfaite

(� et K représentent respectivement les taux de relaxation atomique et photonique).

Actuellement, diverses cavités modernes avec un facteur de qualité Q élevé répondent

à ces conditions[2, 16, 17].

Pour étudier la faisabilité expérimentale de ces propositions, nous considérons un

atome de Rydberg avec un taux de relaxation atomique �
2�
= 500Hz et interagissant

avec une cavité supraconductrice à haut facteur de qualité (Q = 8 � 108). Le taux

de relaxation photonique est environ K
2�
= 0; 4Hz et la constante de couplage est

g
2�
= 7KHz. Les durées de vie � int des deux portes iSWAP et Fredkin doivent être plus

petites que la durée de vie photonique (K�1). Pour la porte iSWAP, nous trouvons

� int =
�
2
�
g2
. En assumant � = 10g et g

2�
= 7KHz, le temps d�interaction devient :

� int = 0:35 � 10�3s, qui est beaucoup plus petit que K�1 (K�1 = 0:39s). De même

pour la porte Fredkin, nous avons � int = �p
2
�
g2
. En assumant que � = 10g et g

2�
=

7KHz, nous trouvons la valeur du temps d�interaction : � int = 5 � 10�4s, qui est

aussi beaucoup plus petite que K�1:
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Chapitre 5

Implémentation de N portes de

phase quantique dans une cavité

QED par considération de

l�interaction dipôle-dipôle

Dans ce chapitre on propose une méthode e¢ cace pour réaliser la porte NTCP[1]

avec un qubit de contrôle contrôlant simultanément N qubits cibles. Ce travail se

base sur l�interaction dipôle-dipôle (atome-atome) et l�interaction qubit-cavité dans

une cavité QED en ajoutant un fort champ classique résonant. Dans ce système, le

temps de fonctionnement de la porte NTCP est indépendant du nombre N de qubits.

Cette porte peut être réalisée en un temps beaucoup plus court que le temps de vie

radiative et la durée de vie du photon dans la cavité. En�n, une discussion sur la

durée totale de fonctionnement de la porte proposée et sur le rôle de l�interaction

DDI sera abordé.

Récemment, Yang et al. ont présenté un approche pour implémenter la porte de

phase (NTCP gate) dans une cavité. Dans ce système un qubit contrôle simultané-

ment n qubits sélectionnés à partir de N qubits (1 < n < N) [1]. Dans la ref. [2],

les auteurs ont proposé une méthode pour l�implémentation d�une porte à plusieurs
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qubits. Ceci devient compliqué lorsque le nombre de qubits augmente. En outre, il

est signi�catif pour réaliser des portes à plusieurs qubits directement [3, 4].

Pour l�instant, la porte NTCP a trouvé des applications dans la préparation des

états intriqués [5, 6], de la correction des erreurs [7], de l�algorithme de recherche de

Grover [8, 9], la transformée de Fourier quantique [10, 11], l�algorithme de Deutsch-

Jozsa [12, 13], du codage quantique dense [14, 15], et en�n du clonage quantique

[16, 17]

L�opérateur unitaire représentant ce type de porte à multi-qubits est donné par[18] :

Up =

N+1Y
j=2

(Ij � 2 j�1i j�ji h�1j h�jj) (5.1)

où l�indice 1 représente le qubit de commande 1, alors que j représente le qubit

cible j et Ij est l�opérateur identité associé au pair de qubits (1; j), donnée par Ij =P
rs jr1sjihr1sjj, avec r; s 2 f+;�g. A partir de l�opérateur de l�équation. 5.1, on peut

voir que l�opérateur Up induit une phase �ip (du signe + au signe �) à l�état logique

j�ji de chaque qubit cible j lorsque le qubit de contrôle 1 est initialement dans l�état

j�1i ; autrement rien ne se passe.

Dans ce qui suit, nous allons présenter un moyen pour réaliser la porte NTCP en

tenant compte de l�interaction dipôle-dipôle. Nous allons calculer l�opérateur d�évolu-

tion pour chaque étape des trois étapes constitutives de la porte NTCP par l�utilisa-

tion du modèle de l�Hamiltonien de Jaynes-Cummings. L�opérateur d�évolution global

va nous permettre d�implémenter la porte quantique NTCP. Nous allons également

calculer le temps total d�implémentation de cette porte et nous allons le comparer

avec celui de la référence [1].

5.1 La théorie de base de la porte NTCP

Considérons (N + 1) qubits chacun ayant deux niveaux (état fondamental jg > et

état excité je >), simultanément en interaction avec une cavité monomode, et assisté

par un champ classique. Les N qubits sont très proches ce qui nous a mené à tenir

compte de l�interaction qubit-qubit. L�Hamiltonien du système dans l�approximation
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des ondes tournantes (Rotating wave approximation) (en supposant que ~ = 1) [19,

20] est donné par :

H =
N+1X
j=1

[!0Sz;j + !aa
+a+ 
(S+j e

�i(!t+') + S�j e
i(!t+'))

+g(a+S�j + aS+j )] + �
N+1X
i;j=1
i6=j

S+i S
�
j ; (5.2)

= H0 +H1 +H2 +H3

avec

H0 =
N+1X
j=1

!0Sz;j + !aa
+a; (5.3)

H1 = 

N+1X
j=1

(S+j e
�i(!t+') + S�j e

i(!t+')); (5.4)

H2 = g
N+1X
j=1

(a+S�j + aS+j ); (5.5)

H3 = �
N+1X
i;j=1
i6=j

S+i S
�
j ; (5.6)

où ' est la phase initiale de l�impulsion, H0 est l�Hamiltonien libre du système

f(N + 1) qubits+ cavit�eg, H1 est l�Hamiltonien d�interaction entre les qubits et le

champ classique, H2 est l�Hamiltonien d�interaction entre les qubits et le mode de

la cavité, et H3 est l�Hamiltonien d�interaction entre les di¤érents qubits. Sz;j; S�j et

S+j sont les opérateurs collectifs de l�ensemble des qubits (1; 2; :::; N + 1), avec Sz;j =
1
2
(jejihejj � jgjihgjj); S+j = jejihgjj et S�j = jgjihejj. jeji(jgji) est l�état excité (état

fondamental) du qubit j. !0; !a; !; sont respectivement la fréquence de transition

atomique entre les niveaux jgji and jeji, la fréquence du mode de la cavité, et la

fréquence du champ classique. â+ et â représentent respectivement les opérateurs de

création et d�annihilation du mode de la cavité, g est la constante de couplage atome-

champ quanti�é, 
 est la fréquence de Rabi du champ classique et � est la force de

couplage dipôle-dipôle. En supposant que !0 = !, nous aurons l�expression suivante

de l�Hamiltonien dans la représentation d�interaction[14, 21] :



75

Fig. 5.1 �Représentation des di¤érents désaccords � = !0�!a. Dans (A), le désaccord

est négatif (� < 0). Dans (B), le désaccord est positif (�0 > 0).

HI =
N+1X
j=1

[g(e�i�ta+S�j + ei�taS+j ) + 
(e
i'S�j + e�i'S+j )]

+�
N+1X
i;j=1
i6=j

S+i S
�
j ; (5.7)

= H1 +HI1; (5.8)

avec

H1 =
N+1X
j=1


(ei'S�j + e�i'S+j ); (5.9)

HI1 =
N+1X
j=1

[g(e�i�ta+S�j + ei�taS+j )] + �
N+1X
i;j=1
j 6=j

S+i S
�
j ; (5.10)

où � = !0 � !a est le désaccord entre la fréquence !0 de la transition atomique et la

fréquence !a du mode de la cavité.

Dans ce travail nous allons considérer les deux cas particuliers suivants : (' = �

et � < 0 ) et (' = 0 et � > 0). Les deux opérateurs d�évolution correspondants à ces

deux cas seront utilisés dans la section 6.2 pour réaliser la porte NTCP.
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5.1.1 Opérateur d�évolution dans le cas où ' = � et � < 0

Considérons maintenant les (N + 1) qubits placés dans une cavité monomode,

où le premier qubit est le qubit de contrôle et les autres N qubits sont les qubits

cibles. Dans le cas où la phase du champ est ' = � et le désaccord qui est négatif est

� = (!0 � !a) < 0 [voir �gure 5.1.B], l�Hamiltonien HI devient :

HI =
N+1X
j=1

[g(e�i�ta+S�j + ei�taS�j )� 
(S�j + S+j )]

+�
N+1X
i;j=1
i6=j

S+i S
�
j (5.11)

= H1 +HI1

avec

H1 = �
N+1X
j=1


(S+j + S�j ); (5.12)

HI1 =
N+1X
j=1

[g(e�i�ta+S�j + ei�taS+j )] + �
N+1X
i;j=1
j 6=j

S+i S
�
j ; (5.13)

On dé�nit les éléments de la nouvelle base comme suit [3, 22, 23] (j+ji = 1p
2
(jgji+

jeji); j�ji = 1p
2
(jgji � jeji). Donc HI devient

HI =
N+1X
j=1

g

�
e�i�ta+(�x;j �

1

2
�+j +

1

2
��j ) + ei�ta(�x;j +

1

2
�+j �

1

2
��j )

�

+�

N+1X
i;j=1
i6=j

(�x;i +
1

2
�+i �

1

2
��i )(�x;j �

1

2
�+j +

1

2
��j )� 2


N+1X
j=1

�x;j; (5.14)

avec
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HI1 =

N+1X
j=1

g[e�i�ta+(�x;j �
1

2
�+j +

1

2
��j ) + ei�ta(�x;j +

1

2
�+j �

1

2
��j )]

+�
N+1X
i;j=1
i6=j

(�x;i +
1

2
�+i �

1

2
��i )(�x;j �

1

2
�+j +

1

2
��j ); (5.15)

H1 = �2
Sx; (5.16)

où �x;j = 1
2
(j+jih+jj � j�jih�jj); �+j = j+jih�jj; ��j = j�jih+jj et

Sx =

N+1X
j=1

�x;j: (5.17)

Nous considérons l�équation de Schrödinguer

i
dj	(t)i
dt

= HI j	(t)i; (5.18)

et en e¤ectuant la transformation unitaire suivante

j	(t)i = e�iH0tj	0(t)i; (5.19)

nous obtenons

i
dj	0(t)i
dt

= H
0

I j	0(t)i; (5.20)

avec

H
0

I = eiH1tHI1e
�iH1t; (5.21)

ce qui donne

H
0

I =
N+1X
j=1

g

�
a+e�i�t(�x;j �

1

2
�+j e

2i
t +
1

2
��j e

�2i
t) + aei�t(�x;j +
1

2
�+j e

2i
t � 1
2
��j e

�2i
t)

�

+�
N+1X
i;j=1
i6=j

(�x;i +
1

2
�+i e

2i
t � 1
2
��i e

�2i
t)(�x;j �
1

2
�+j e

2i
t +
1

2
��j e

�2i
t): (5.22)
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Dans un régime de couplage fort 2
 � �; g;� quand le temps d�évolution est t =

� = �
2�
; nous pouvons éliminer les termes oscillants rapidement. Donc l�Hamiltonien

H
0
I se réduit à[24, 25] :

H
0

I = g(a+ei�t + ae�i�t)Sx + �
N+1X
i;j=1
i6=j

�xi�xj: (5.23)

L�opérateur d�évolution associé à l�Hamiltonien H
0
I peut donc être écrit comme

suit[26, 27] :

U
0
(t) = e�iA(t)S

2
xe�iB(t)aSxe�iB

�(t)a+Sxe�iC(t)X ; (X =

N+1X
i;j=1
i6=j

�xi�xj): (5.24)

En résolvant l�équation de Schrödinguer suivante

i
dU

0
(t)

dt
= H

0

IU
0
(t); (5.25)

nous obtenons :

C(t) =
1

2

Z t

0

�dt
0
= �t;

B(t) = g

Z
ei�t

0
dt

0
=

g

i�
(ei�t � 1); (5.26)

A(t) = ig

Z t

0

B(t
0
)e�i�t

0
dt

0
=
g2

�

�
t+

1

i�
(e�i�t � 1)

�
:

En posant t = � = �2�
�
, nous obtenons B(t) = B�(t) = 0. Donc, l�opérateur

d�évolution U 0(t) devient :

U
0
(�) = ei�S

2
x�

N+1Y
i;j=1
i6=j

e�i��xi�xj� ; (5.27)

où � = �g2
�
> 0; Donc, nous obtenons l�opérateur d�évolution du système :

U(�) = e�iH0�U 0(�)

= e2i
�Sxei��S
2
x

N+1Y
i;j=1
i6=j

e�i��z;i�z;j� ; (5.28)

L�opérateur d�évolution U(�) sera utilisé dans la première étape de réalisation de

la porte NTCP.
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5.1.2 Opérateur d�évolution dans le cas où ' = 0 et � > 0

Nous considérons le cas d�un désaccord positif � > 0 et ' = 0, où la constante

de couplage atome-cavité varie quand le désaccord � varie. Nous supposons que le

qubit 1 est découplé de la cavité et du champ classique. Pour cela, nous allons ajuster

l�espacement entre niveaux du qubit 1[1]. Nous remplaçons les notations 
, �, g et

� par 

0
, �

0
, g0 et �

0
, respectivement, pour distinguer le cas ' = 0 et � > 0 du cas

' = � et � < 0. Dans la suite, et pour simpli�er les calculs, nous utiliserons les mêmes

symboles !0 et !a [voir �gure 5.1.A]. Donc, l�Hamiltonien HI peut être écrit comme

suit :

H
0

I =
N+1X
j^=2

[g
0
(e�i�

0
ta+S�j + ei�

0
taS+j ) + 


0
(S�j + S+j )] + �

0
N+1X
i;j=2
i6=j

S+i S
�
j ; (5.29)

Dans le cas 2
0 � g
0
; �

0
;�0, et pour le temps d�évolution t = �

0
= 2�

�
0 , l�Hamiltonien

H 0
I1 devient :

H 0
I1 = g0(a+ei�

0t + ae�i�
0t)S 0x + �

0
N+1X
i;j=2
i6=j

�xi�xj; (5.30)

et

H 0
1 = 2


0S 0x; (5.31)

donc l�opérateur d�évolution U 0(� 0) s�écrit :

U 0(�
0
) = e�2i


0�
0
S0xe�i�

0�
0
S02x

N+1Y
i;j=2
i6=j

ei�
0�
0
�z;i�z;j ; (5.32)

où �0 = g2

�
0 > 0; et S 0x =

PN+1
j=2 �x;j; avec �x;j =

1
2
(S+j + S

�
j ): L�opérateur d�évolution

U
0
(�

0
) sera utilisé dans la seconde étape de réalisation de la porte NTCP.

Pour atteindre ce but, nous considérons que les qubits sont découplés de la cavité,

et nous appliquons une pulsation résonante à chaque qubit. Nous supposons que la

fréquence de Rabi de la pulsation appliquée au qubit 1 est 
1 et la fréquence de

Rabi de la pulsation appliquée au qubits (2; :::; N + 1) est 
r [voir �gure 5.2]. Nous

supposons aussi que la phase initiale pour chaque pulsation est ' = 0. Ainsi, dans la
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Fig. 5.2 �Le qubit de contrôle proposé (le point rouge), les N qubits cibles identiques

(les points noirs), et la cavité.

représentation d�interaction, nous avons l�hamiltonien suivant du système de qubits

et des pulsations :

H
 = 2
1�z;1 + 2
rS
0
x: (5.33)

L�opérateur d�évolution de l�Hamiltonien H
 pour le temps d�évolution � = �2�
�

est :

U
(�) = e�2i
1��z;1e�i2
r�S
0
x : (5.34)

L�opérateur d�évolution U
(�) trouvé ici, sera utilisé dans la section suivante pour

réaliser la porte NTCP.
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5.2 Préparation de la porte NTCP

Dans cette section, nous allons montrer comment la porte NTPC peut être réa-

lisée à partir de l�utilisation des opérateurs d�évolution U(�), U
0
(�

0
) et U
(�). Nous

considérons N + 1 qubits entrant dans une cavité QED. Les étapes des opérations de

la réalisation de la porte NTCP avec les opérateurs d�évolution sont les suivantes :

Première étape : Avec un désaccord � < 0 [�gure 5.3(A1) et (A2)], nous appliquons

une impulsion résonnante (avec ' = �) sur chaque qubit. La fréquence de Rabi de

l�impulsion est 
. Ainsi, U(�) est l�opérateur d�évolution du système de N+1 qubits,

où le temps d�interaction est � = �2�
�
.

Deuxième étape : Nous appliquons une impulsion résonnante (' = 0) sur chacun

des qubits numérotés (2; 3; : : : ; N + 1) avec un désaccord �0 > 0: Nous ajustons les

fréquences de transition des qubits numérotés (2; 3; : : : ; N +1) [13], de telle sorte que

le mode de cavité soit couplé aux qubits (2; 3; : : : ; N +1) [voir �gure 5.3(B2)]. La fré-

quence de Rabi de l�impulsion est maintenant 
0 et U 0(� 0) est l�opérateur d�évolution

pour le système de qubits. En plus, nous ajustons la fréquence de transition du qubit

1 [13] pour le découpler du mode de la cavité, et nous appliquons les impulsions sur

les qubits (2, 3,. . . , N+1) [voir �gure 5.3(B1)]. En outre, le temps d�interaction est

�
0
= 2�

�
0 :

Nous choisissons � = �4g (�0 = 4g). On note que � satisfait la condition de

l�équation 16g2=�2 = (2k + 1), où k est un entier. Ainsi, quand k = 0, � prend la

valeur � = �4g. Dans ce cas, le temps de l�opération sera le plus cours. L�équation

16g2=�2 = (2k + 1) est la condition d�implémentation de la porte NTCP qui sera

donnée plus bas. Donc, le temps total après ces deux étapes est :

� + �
0
=
�

g
(5.35)

Nous supposons que 
0�
0
= 
� , �0�

0
= ��� , et �0� 0 = �� . Ces conditions peuvent

étre réalisée en ajustant � et �0 (régler !0 et !a), 
 et 
0 (régler l�intensité de la
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pulsation), � et �0. Donc U(� + � 1) devient :

U(� + �
0
) = e2i
�(Sx�S

0
x)ei��(S

2
x�S02x )

N+1Y
j=2

ei���z;1�z;j

= e�2i
��z;1e�2i���z;1S
0
x

N+1Y
j=2

ei���z;1�z;j ; (5.36)

avec Sx � S 0x = �z;1, S2x � S 02x = I + 2�z;1S
0
x (I est l�opérateur identité du qubit1)

et S 0x =
PN+1

j=2 �x;j; avec �x;j =
1
2
(S+j + S�j ):

Troisième étape : Dans le cas où ' = 0, Nous appliquons une pulsation de fré-

quence de Rabi égale à 
1 au qubit 1 [voir �gure 5.3(C1)] et aussi nous appliquons

des pulsations de même fréquence de Rabi 
r aux autres qubits (2; :::; N + 1) [voir

�gure 5.3(C2)]. Donc, nous allons obtenir l�opérateur d�évolution temporelle U
(�)

avec � est le temps d�évolution donné en haut.

Après cette opération en trois étapes, L�opérateur d�évolution temporelle total du

système s�écrit :

U(2� + �
0
) = U
(�)U(� + �

0
)

= e�2i�z;1�(
+
1):e�2i
rS
0
x�

N+1Y
j=2

e�2i�z;1�z;j�(��
�
2
): (5.37)

avec les conditions :

�� �
2
= 4�


1 = 2N�� 
 (5.38)


r = 2�

que nous pouvons achever en ajustant les fréquences de Rabi 
, 
1 et 
r: Donc

l�opérateur d�évolution temporelle U(2� + � 0) devient :

U(2� + �
0
) =

N+1Y
j=2

e�4i��(�z;1+�z;j+2�z;1�z;j)

=
N+1Y
j=2

UP (1; j): (5.39)
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Fig. 5.3 �Représentation des trois étapes : la première étape (A1 et A2), la deuxième

étape (B1 et B2), et la troisième étape (C1 et C2). Les �gures (A1); (B1) et (C1)

correspondent au qubit 1, et les autres �gures (A2); (B2) et (C2) correspondent aux

qubits (2; 3; :::; N + 1).
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où Up(1; j) = e�4i��(�z;1+�z;j+2�z;1�z;j): D�aprés l�opérateur d�évolution U(2� + �
0
)

exprimé dans la base des états j+1i = 1p
2
(jg1i + je1i) et j�1i = 1p

2
(jg1i � je1i) de

l�opérateur de Pauli �x;1 du qubit 1 et des états j+ji = 1p
2
(jgji + jeji) et j�ji =

1p
2
(jgji � jeji) de l�opérateur de Pauli �x;j des qubits (2; 3; :::; N + 1); nous pouvons

obtenir les opérations d�évolution suivantes :

Upj+1ij+ji = e�8i�� j+1ij+ji;

Upj+1ij�ji = j+1ij�ji;

Upj�1ij+ji = j�1ij+ji; (5.40)

Upj�1ij�ji = j�1ij�ji:

où le terme ei2�� a été omis. En choisissant 8�� = (2k+1)�, i.e. 16g2=�2 = (2k + 1)

(avec k étant un entier) , nous trouvons

Upj+1ij+ji = �j+1ij+ji;

Upj+1ij�ji = j+1ij�ji;

Upj�1ij+ji = j�1ij+ji; (5.41)

Upj�1ij�ji = j�1ij�ji:

Evidemment nous pouvons remarquer que nous avons réalisé une porte NTCP. Par

conséquent une porte NTCP peut être réalisée après un processus de trois étapes..

5.3 Discussion

Maintenant, Nous donnons une brève discussion sur notre proposition. Nous consi-

dérons les nombres quantiques principaux 50 et 51 d�un atome de Rydberg, le temps

de relaxation atomique est Tr = 3:0�10�2s et la constante de couplage est g = 2��50

kHz [1, 28], avec �� = �
0
= 4g et � = (2k + 1) =� (k = 0; 1; :::; n) [19, 29]. Le temps de

l�opération totale Top = � + �
0
+ �a+4�m est indépendant du nombre de qubits cibles

N , où �a est le temps typique nécessaire à l�ajustement de la fréquence du mode de

la cavité pendant la deuxième étape, et �m est le temps typique nécessaire pour le
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déplacement des atomes vers l�intérieur ou vers l�extérieur de la cavité. Donc, le calcul

direct montre que le temps nécessaire à l�implémentation de la porte NTCP (avec des

qubits atomiques) est Top = 15�s (avec �a = �m = 1�s), qui est plus petit que Tr.

Récemment, la durée de vie du photon dans la cavité a été mesurée expérimentale-

ment Tc = 1:0 � 10�3s [19, 29], et qui est plus grande que le temps de l�opération

totale Top.

De plus, pour implémenter une porte NTCP, nous devons contrôler d�une façon

précise l�interaction dipôle-dipôle (DDI) entre les atomes. Dans les récentes années,

l�interaction dipôle-dipôle a été bien étudiée surtout avec l�émergence de la di¤usion

collective [30], intrication de deux atomes arti�ciels à deux niveaux avec des transi-

tions dégénérées de deux photons [31], ensembles de nanoparticules [32]. L�interaction

DDI dépend des trois facteurs suivants : (i) la longueur de la cavité, (ii) les positions

des atomes et (iii) la polarisation des dipôles. A�n d�obtenir la localisation serrée

requise pour DDI, les atomes doivent être piégés et refroidis. De plus, l�énergie d�in-

teraction dipolaire, des atomes piégés fermement, peut être beaucoup plus grande que

le taux de di¤usion des photons. Nous notons également que les atomes sont refroidis

simultanément par un champ de refroidissement unidimensionnel [33, 34]. L�interac-

tion DDI pourrait être utilisée pour le calcul quantique à l�aide d�un appareil expé-

rimental qui est réalisable avec les technologies actuellement disponibles[33, 34]. Sur

la base de la technologie ci-dessus, la force de couplage dipôle-dipôle entre les atomes

peut être ajustée pour satisfaire à la condition � = (2k + 1) =� (k = 0; 1; :::; n).

5.4 Conclusion

En conclusion, nous avons proposé une méthode simple pour réaliser la porte

NTCP dans une cavité QED avec un seul mode en interaction avec N + 1 atomes.

Nous avons tenu compte des interactions atome-atome (DDI) et atome-cavité (ACI).

Dans notre système, nous avons appliqué un champ inhomogène pour distinguer entre

les N + 1 qubits. Le système est insensible au champ thermique. En outre, le temps

de fonctionnement de la porte est indépendant du nombre de qubits, et les dé�nitions
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de qubits sont identiques, ce qui facilite le travail. En plus, le temps d�implémentation

peut être contrôlé en ajustant la fréquence entre les niveaux jgji et jeji. Ainsi, l�opé-

ration correspondante à la porte NTCP est indépendante de l�état initial du mode

de la cavité. Toutefois, nous avons présenté une méthode e¢ cace pour obtenir une

porte NTCP dans une cavité QED, nous avons calculé un opérateur d�évolution pour

les trois étapes. L�avantage essentiel de cette méthode est que cette porte peut être

réalisée dans un temps beaucoup plus court que le temps de relaxation atomique et

la durée de vie du photon dans la cavité. Par conséquent, elle est simple et réalisable

avec les techniques actuelles de la cavité QED.
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Chapitre 6

Approche alternative pour la

représentation de qubits

atomiques :

Normalement le traitement de l�information quantique dans une cavité QED uti-

lise comme qubits soit des atomes soit des photons. Le problème de stockage et de

manipulation des états atomiques et photoniques intriqués a récemment reçu beau-

coup d�attention en vue des récentes propositions d�implémentation de portes logiques

quantiques, tels que la polarisation des degrés de liberté (DOF) [1, 2, 3], la polarisation

et les modes spatiaux DOFs (Le calcul quantique photonique hyper-parallèle) [4, 5, 6],

la résonance magnétique nucléaire [7, 8, 9, 10], les boites quantiques [11, 12, 13, 14, 15],

les centres colorés NV (Nitrogen-Vacancy) du diamant [16, 17, 18], les qubits supra-

conducteurs [19, 20], les résonateurs supraconducteurs (photons micro-ondes) [21, 22]

et les systèmes quantiques hybrides[23, 24]. Les systèmes atomiques sont d�excellents

mémoires quantiques trés adaptés au calcul quantique à grande échelle. Par ailleurs,

les photons sont robustes contre la décohérence et peuvent être facilement transmis

sur de longues distances.

Dans ce travail, nous allons considérer des qubits atomiques et les photons seront

utilisés pour manipuler les atomes. Comme déjà vu aux chapitres précédents, un

seul atome, à deux niveaux, couplé à un seul mode de la cavité, représente l�un des

89
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Tab. 6.1 �Un qubit est encodé au moyen de deux atomes à deux niveaux avec l�un

se trouvant au niveau jgi et l�autre au niveau jei

Etat des atomes qubit

jg1e2i 7�! j�i

je1g2i 7�! j+i

systèmes quantiques les plus simples. Chaque qubit peut être représenté comme une

combinaison linéaire des deux états atomiques (l�état fondamental jgi et l�état excité

jei). Nous allons adopter une représentation alternative des qubits. En considérant

deux atomes 1 et 2 ayant respectivement les niveaux jg1i, je1i et jg2i, je2i, nous allons

encoder le qubit au moyen des deux atomes avec l�un se trouvant au niveau jgi et

l�autre au niveau jei. Ainsi une pair d�atomes va encoder un seul qubit. Nous nous

sommes inspiré l�idée de cette représentation des qubits photoniques à double voie

(dual-rails qubits)[34, 35], qui sont encodés par la présence d�un seul photon dans

seulement un des deux modes optiques d�une cavité.

Si nous prenons deux atomes 1 et 2 interagissant simultanément avec un seul mode

de la cavité et en assumant que ces deux atomes sont initialement dans les états jg1e2i

ou je1g2i (voir �gure 6.1), donc l�état jg1e2i encode le qubit j�i et l�état je1g2i encode

le qubit j+i (voir le tableau 6.1).

6.1 Suite universelle de portes logiques :

Pour construire une suite universelle de portes logiques, nous avons besoin d�une

porte quantique multi-qubits et deux rotations dans la sphère de Bloch[25]. Dans cette

représentation alternative de qubit, nous choisissons les rotations autour des axes x

et z (portes à un seul qubit) et la porte quantique à deux qubits CNOT.
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Fig. 6.1 �Représentation alternative de qubit au moyen de deux atomes dans une

cavité avec l�un se trouvant au niveau jgi et l�autre au niveau jei (jg1e2i � j�i et

je1g2i � j+i):

6.1.1 Rotation autour de l�axe des x

Pour construire une rotation autour de l�axe des x, nous considérons deux atomes

à deux niveaux numérotés 1 et 2, interagissant simultanément avec un seul mode

d�une cavité QED ayant la fréquence !a et avec un champ classique de fréquence !.

Les deux atomes sont initialement dans les états jg1e2i ou je1g2i. Nous allons voir que

la dépendance du nombre de photons n dans l�Hamiltonien e¤ectif sera enlevée par

l�assistance d�un champ classique fort.

En considérant l�approximation dipolaire et l�approximation des ondes tournantes

(rotating wave approximation), l�Hamiltonien général H du système peut être écrit

comme suit (~ = 1) [26, 27, 28] : :

H = !0

NX
j=1

Sz;j + !aâ
+â+

NX
j=1

�
g
�
â+S�j + âS+j

�
+ 


�
S+j e

�i!t + S�j e
i!t
��

(6.1)

où N est le nombre d�atomes (ici N = 2). â+ et â représentent respectivement

les opérateurs de création et d�annihilation du mode de la cavité, g est la constante

de couplage atome-champ, 
 est la fréquence de Rabi du champ classique, !0 est

la fréquence de transition atomique et Sz;j = 1
2
(jeji hejj � jgji hgjj), S+j = jeji hgjj,

S�j = jgji hejj.
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En prenant !0 = ! et � = !0 � !a, nous trouvons l�Hamiltonien suivant dans la

représentation d�interaction [26, 27, 28] :

Hi =

NX
j=1

�
g
�
e�i�tâ+S�j + ei�tâS+j

�
+ 


�
S+j + S�j

��
(6.2)

et avec la condition 
 � �; g et � � g, nous obtenons l�opérateur d�évolution du

système dans la représentation d�interaction :

UI(t) = e�iH0te�iHet (6.3)

avec

H0 = 


NX
j=1

�
S+j + S�j

�
(6.4)

et

He =
�

2

"
NX
j=1

(jeji hejj+ jgji hgjj) +
NX

j;k=1;i6=j

�
S+j S

+
k + S+j S

�
k +H:C

�#
(6.5)

où � = g2

2�
: Donc, l�évolution temporelle des états initiaux jg1e2i et je1g2i (N = 2),

peut être donnée par[26] :

jg1e2i 7�! e�i�t fcos(�t) [(cos(
t) jg1i � i sin(
t) je1i) (cos(
t) je2i � i sin(
t) jg2i)]

�i sin(�t) [(cos(
t) je1i � i sin(
t) jg1i) (cos(
t) jg2i � i sin(
t) je2i)]g (6.6)

je1g2i 7�! e�i�t fcos(�t) [(cos(
t) je1i � i sin(
t) jg1i) (cos(
t) jg2i � i sin(
t) je2i)]

�i sin(�t) [(cos(
t) jg1i � i sin(
t) je1i) (cos(
t) je2i � i sin(
t) jg2i)]g

Le facteur de phase global e�i�t est omis dans les équations suivantes. En utilisant

la dé�nition des qubits (jg1e2i � j�i et je1g2i � j+i) et en mettant 
t = �, nous

trouvons :

j�i 7�! cos(�t) j�i � i sin(�t) j+i

j+i 7�! cos(�t) j+i � i sin(�t) j�i (6.7)

de sorte que �nalement l�opération de rotation X devient :

Rx(t) = cos(�t)I � i sin(�t)�x

�x est la porte de Pauli X et I la porte Identité.
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Fig. 6.2 �Représentation de deux atomes à deux niveaux avec un très grand désaccord

�1 entre la transition du premier atome et le mode de la cavité et un large désaccord

�2 entre la transition du deuxième atome et le mode de la cavité.

6.1.2 Rotation autour de l�axe des z

Nous adopterons la description suivante d�un système quantique pour réaliser la

rotation autour d�un axe z (voir �gure 6.2). On prend pour cela deux atomes di¤érents

(à deux niveaux) passant à travers une cavité et interagissant simultanément avec une

cavité monomode. Nous considérons aussi un trés grand désaccord entre la transition

du premier atome et le mode de la cavité et un large désaccord entre la transition du

deuxième atome et le mode de la cavité.

On sait que pour un large désaccord, un système formé d�un atome à deux niveaux

interagissant avec une cavité monomode, reste dans son état initial et un décalage de

phase peut être produit ainsi[29] :

jg; ni 7�! ei�(n) jg; ni

je; ni 7�! e�i�(n+1) je; ni (6.8)

avec �(n) exprimé comme suit [29] :
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�(n) =
�

2�

LZ
0

dz

24s1 + n�g(z)
�=2

�2
� 1

35 (6.9)

� est la vitesse de l�atome passant à travers la cavité, L est la longueur de la

cavité, n est le nombre de photons dans la cavité et g(z) est la constante de couplage

que nous supposons indépendante de z.

Tandis que, pour un très grand désaccord, le système reste dans son état initial

à tout instant t. On peut dire que l�état du premier atome reste inchangé tandis que

pour l�évolution du second atome, nous allons introduire un décalage de phase :

jg1; e2; 1i 7�! e
�i 2g

2
2

�2
t jg1; e2; 1i

je1; g2; 1i 7�! e
i
g22
�2

t je1; g2; 1i (6.10)

que nous pouvons aussi écrire comme suit (jg1e2i � j�i et je1g2i � j+i) :

j�i 7�! e
�i g

2
2

2�2
t
e
�i 3g

2
2

2�2
t j�i

j+i 7�! e
�i g

2
2

2�2
t
e
i
3g22
2�2

t j+i (6.11)

Finalement, nous obtenons l�opération de rotation z suivante (le facteur de phase

globale e�i
g22
2�2

t est omis) :

Rz(t) = cos(
3g22
2�2

t)I � i sin(
3g22
2�2

t)�z (6.12)

�z est la porte de Pauli Z
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6.1.3 Porte quantique à plusieurs qubits

En plus des deux portes à un qubit (Rotations autour des axes x et z), nous

avons aussi besoin d�une porte à plusieurs qubits pour compléter la suite des portes

universelles. La porte CNOT , qui est un candidat évident, peut être implémentée

ainsi.

Nous considérons quatre atomes identiques à deux niveaux numérotés 1, 2, 3 et

4 et interagissant simultanément avec un seul mode de la cavité de fréquence !a et

avec un champ classique de fréquence !: Les quatre atomes sont initialement dans

les états jg1e2g3e4i, jg1e2e3g4i, je1g2g3e4i ou je1g2e3g4i. Il s�agit de la même situation

que celle de la sous-section 6.5.1, mais avec 4 atomes au lieu de 2. Nous utilisons les

équations (6.1 - 6.5) avec N = 4 pour trouver l�opérateur d�évolution de l�équation

6.3. Nous dé�nissons Sx = 1
2

P4
j=1

�
S+j + S�j

�
:

Donc les équations 6.4 et 6.5 deviennent :

H0 = 2
Sx (6.13)

et He = 2�S2x (6.14)

et l�équation 6.3 donne la forme suivante de l�opérateur d�évolution :

UI(t) = e�i2
tSxe�i2�tS
2
x (6.15)

avec � = g2

2�
.

En considérant la représentation matricielle de Sx, nous pouvons développer l�opé-

rateur d�évolution UI(t) dans le sous espace engendré par les états de base {jg1g2g3g4i,

jg1g2g3e4i, jg1g2e3g4i, jg1g2e3e4i, jg1e2g3g4i, jg1e2g3e4i, jg1e2e3g4i, jg1e2e3e4i, je1g2g3g4i,

je1g2g3e4i, je1g2e3g4i, je1g2e3e4i, je1e2g3g4i, je1e2g3e4i, je1e2e3g4i, je1e2e3e4i} comme

suit :
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UI(t) =

�
e�i8�t cos(4
t)� 1

�
4

S2x +

�
4e�i2�t cos(2
t)� e�i8�t cos(4
t) + 5

�
8

I

+

�
�4e�i2�t cos(2
t) + e�i8�t cos(4
t) + 3

�
8

J �
i
�
2e�i2�t sin(2
t) + e�i8�t sin(4
t)

�
4

Sx

�
i
�
�2e�i2�t sin(2
t) + e�i8�t sin(4
t)

�
4

S
0

x (6.16)

Les représentations matricielles de I; J; Sx, S
0
x sont dé�nies par :

Sx =

26666666666666666666666666666666666666666664

0 1
2

1
2
0 1

2
0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0

1
2
0 0 1

2
0 1
2
0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0

1
2
0 0 1

2
0 0 1

2
0 0 0 1

2
0 0 0 0 0

0 1
2

1
2
0 0 0 0 1

2
0 0 0 1

2
0 0 0 0

1
2
0 0 0 0 1

2
1
2
0 0 0 0 0 1

2
0 0 0

0 1
2
0 0 1

2
0 0 1

2
0 0 0 0 0 1

2
0 0

0 0 1
2
0 1

2
0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 1

2
0

0 0 0 1
2
0 1
2

1
2
0 0 0 0 0 0 0 0 1

2

1
2
0 0 0 0 0 0 0 0 1

2
1
2
0 1

2
0 0 0

0 1
2
0 0 0 0 0 0 1

2
0 0 1

2
0 1
2
0 0

0 0 1
2
0 0 0 0 0 1

2
0 0 1

2
0 0 1

2
0

0 0 0 1
2
0 0 0 0 0 1

2
1
2
0 0 0 0 1

2

0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 0 0 0 1

2
1
2
0

0 0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 0 1

2
0 0 1

2

0 0 0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 1

2
0 0 1

2

0 0 0 0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 1
2

1
2
0

37777777777777777777777777777777777777777775

; I =

26666666666666666666666666666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

37777777777777777777777777777777777777777775
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S 0x =

26666666666666666666666666666666666666666664

0 0 0 0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 1
2

1
2
0

0 0 0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 1

2
0 0 1

2

0 0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 0 1

2
0 0 1

2

0 0 0 0 1
2
0 0 0 1

2
0 0 0 0 1

2
1
2
0

0 0 0 1
2
0 0 0 0 0 1

2
1
2
0 0 0 0 1

2

0 0 1
2
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; J =
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En utilisant la dé�nition des qubits (jg1e2i � j�1i, je1g2i � j+1i, jg3e4i � j�2i

and je3g4i � j+2i), nous serons donc intéressés seulement par l�évolution tempo-

relle des états initiaux jg1e2g3e4i, jg1e2e3g4i, je1g2g3e4i et je1g2e3g4i. Nous repré-

sentons UI(t) dans le sous espace engendré par les états de base des derniers états

fj�1�2i , j�1+2i , j+1�2i , j+1+2ig, nous trouvons donc :

U
0

I(t) =

�+ � �
2

�
2




�
2

�+ � 
 �
2

�
2


 �+ � �
2


 �
2

�
2

�+ �

(6.17)
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Fig. 6.3 �Représentation du circuit de la porte CNOT: H représente la transforma-

tion de Hadamard. Rx(�), Ry(�) et Rz(�) représentent respectivement une rotation

d�un angle � autour des axes x, y et z.

avec :

� =

�
e�i8�t cos(4
t)� 1

�
4

� =

�
4e�i2�t cos(2
t)� e�i8�t cos(4
t) + 5

�
8


 =

�
�4e�i2�t cos(2
t) + e�i8�t cos(4
t) + 3

�
8

Si nous choisissons les conditions suivantes :

�t =
�

4
(6.18)

et


t = (2k + 1)
�

2
(6.19)

nous pouvons trouver � = 0, � = 1+i
2
et 
 = 1�i

2
. Donc l�opérateur d�évolution

U
0
(t) devient :

U
0

I(t) =

1+i
2

0 0 1�i
2

0 1+i
2

1�i
2

0

0 1�i
2

1+i
2

0

1�i
2

0 0 1+i
2

(6.20)

Cette matrice est équivalente à la porte CNOT par application des opérations à

un seul qubit (voir �gure 6.3).

Donc nous pouvons réaliser une porte quantique CNOT à l�aide de la représenta-

tion des qubits logiques que nous avons proposé. Ceci est possible si nous choisissons
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le temps d�interaction tel que �t = �
4
et la fréquence de Rabi 
 doit convenablement

satisfaire l�équation 6.19.

Discussion :

Pour étudier la faisabilité expérimentale de cette proposition, nous considérons des

atomes de Rydberg interagissant avec une cavité à haut facteur de qualité. La durée

de vie du mode de la cavité est égale à Tcav = 10�3s [32] et la constante de couplage

atome-cavité est g = 50� 2�KHz [32]. Ainsi, d�après la relation � = �
4�
= ��

2g2
; nous

calculons le temps d�interaction (en �xant � = 10g) � ' 5:10�5s. Nous remarquons

que le temps d�interaction � est beaucoup plus petit que la durée de vie du mode de

la cavité, ce qui rend possible l�interaction entre l�atome et le mode de la cavité.

-Calcul de la �délité : Pour trouver l�Hamiltonien e¤ectif de l�équation 6.5
en assumant 
� �; g, nous avons négligé les termes suivants qui oscillent rapidement

[27] :

�H(t) =
4X
j=1

g

�
e�i�ta+

�
1

2
�+j e

i
t � 1
2
��j e

�i
t
�
+H:C

�
(6.21)

Dans cette équation nous utilisons la base atomique j+ji = 1p
2
(jgji+ jeji) et

j�ji = 1p
2
(jgji � jeji) pour dé�nir �+j et ��j : �+j = j+ji h�jj et ��j = j�ji h+jj

(attention à ne pas confondre avec la notation des qubits que nous avons discuté dans

ce chapitre). Ces termes sont responsables de l�e¤et stark sur les états jgji et jeji

et qui pourrait réduire la �délité de cette porte quantique. Nous allons calculer la

dépendance de la �délité en considérant ces erreurs. A cet e¤et nous transformons

�H(t) comme suit :

�H(t) =
4X
j=1

ig
�
sin (
t)Sjz � cos (
t)Sjy

�
aei�t +H:C (6.22)

avec Sjz =
1
2
(jeji hejj � jgji hgjj) et Sjy = 1

2i
(jeji hgjj � jgji hejj). Pour les termes

Sjz ; nous pouvons utiliser la technique de l�écho de spin pour éliminer les erreurs

correspondants. Donc nous allons étudier uniquement les e¤ets des termes Sjy sur la

réalisation de la porte CNOT. Pour cela, nous utilisons la méthode qui est décrite

dans la référence [33] pour étudier leur e¤et.
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Si nous passons à la représentation d�interaction, nous pouvons trouver le propa-

gateur UI(t) des séries de Dyson :

UI(t) = 1� i

Z t0

0

dt0�HI(t
0)�

Z t0

0

Z t00

0

dt0dt00�HI(t
0)�HI(t

00) + ::: (6.23)

où l�Hamiltonien d�interaction�HI(t) est donné par :�HI(t) = U+(t)�H(t)U(t).

Nous pouvons considérer U(t) comme une constante pendant l�opération d�intégration

parce que �H(t) oscille plus rapidement que le propagateur. Donc nous trouvons :

UI(t) = 1� i
2g



sin(
t)

4X
j=1

U+(t)SjyU(t)�
g2


2

4X
j;k=1

(1� cos(2
t))U+(t)SjySkyU(t) + :::

(6.24)

Pour un temps d�interaction � = ��
2g2

et pour un état initial égale à jg1e2g3e4i,

jg1e2e3g4i, je1g2g3e4i ou je1g2e3g4i, nous obtenons l�expression de la �délité :

F ' 1� 2g
2


2
(1� cos(2
�)) (6.25)

Nous traçons la �délité en fonction de 

g
dans la �gure 6.4. Nous trouvons qu�une

bonne �délité est obtenue pour 

g
� 10: Ceci est en bon accord avec l�approximation

faite en négligeant les termes oscillants rapidement (
� �; g).

A noter que l�estimation de la �délité est faite dans la représentation d�interaction.

6.2 Conclusion

En résumé, nous avons montré que nous pouvons réaliser des portes quantiques

dans la cavité quand les qubits sont encodés en tant que deux atomes de Rydberg

circulaires avec un qui est dans l�état fondamental et l�autre dans l�état excité. Nous

avons également vu que cette représentation de qubits peut réaliser une suite uni-

verselle de portes logiques. A cet e¤et, nous avons implémenté deux rotations (X et

Z) sur la sphère de Bloch et une porte CNOT (Controlled NOT gate). Le système

semble prometteur pour l�évolutivité et nous pensons que d�autres portes quantiques

peuvent être obtenues en utilisant cette représentation de qubits.
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Fig. 6.4 �Courbe de �délité en fonction de 

g
pour l�implémentation de la porte

CNOT (� = 10g): Ici nous considérons les erreurs qui proviennent du décalage de

Stark (Stark Shifts).
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Conclusion Générale

Dans cette thèse, nous avons présenté plusieurs méthodes pour implémenter des

portes quantiques logiques. Nous avons réalisé une porte de phase à 4 qubits qui

va simpli�er considérablement plusieurs problèmes de calcul quantique. Nous avons

montré que le temps d�implémentation de cette porte est beaucoup plus petit que la

durée de vie du photon dans la cavité QED. La �délité de cette porte est trés bonne

et proche de 1, ce qui implique que les erreurs produites par les approximations faites

sur l�Hamiltonien du sytème sont sans e¤ets importants. Nous avons aussi implémenté

deux portes quantiques (iSWAP et Frédkin) en utilisant la technique d�élimination

adiabatique dévelopée par Shore[1] pour déterminer l�Hamiltonien e¤ectif. L�étude de

la faisabilité expérimentale de ces deux portes a montré que les temps d�implémenta-

tion de ces deux portes sont beaucoup plus petits que la durée de vie du photon dans

la cavité.

L�étude des e¤ets de l�interaction atome-atome (DDI) a été l�objectif du chapitre 6

de cette thèse. Pour cela nous avons proposé une méthode simple pour réaliser la porte

NTCP dans une cavité QED avec un seul mode en interaction avec N + 1 atomes.

Le temps de fonctionnement de la porte est indépendant du nombre de qubits, et les

dé�nitions de qubits sont identiques, ce qui a facilité le travail. En plus, nous avons

trouvé que l�opération correspondante à la porte NTCP est indépendante de l�état

initial du mode de la cavité et que le temps d�implémentation de cette porte est plus

court que le temps de relaxation atomique et la durée de vie du photon dans la cavité.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un nouveau moyen pour achever

les calculs quantiques avec des qubits atomiques dans une cavité QED. Nous avons

montré que nous pouvons réaliser des portes quantiques dans la cavité quand les qubits

sont encodés en tant que deux atomes de Rydberg circulaires l�un se trouvant dans

l�état fondamental jgi et l�autre dans l�état excité jei. Nous avons également vu que
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cette représentation de qubits peut réaliser une suite universelle de portes logiques.

A cet e¤et, nous avons implementé deux rotations (X et Z) sur la sphère de Bloch

et une porte CNOT (Controlled NOT gate). Le système semble prometteur pour

l�évolutivité et nous pensons que d�autres portes quantiques peuvent être obtenues en

utilisant cette représentation de qubits.

On notera �nalement que, dans l�ensemble, le couplage fort est une condition es-

sentielle pour la préparation des états quantiques mécaniques. Ceci rend les résonances

multiphotons périodiques dans une cavité possibles. Cependant, le couplage fort entre

un atome à plusieurs niveaux et une cavité à plusieurs modes reste un dé� expéri-

mental. En fait, avec l�avancée remarquable en nanotechnologie, ce genre d�interaction

pourrait être possible dans un avenir proche [2]. Il est rapporté dans la référence [3]

que le transfert d�énergie entre deux nanoparticules individuelles fortement couplées à

une cavité à mode de galerie (chuchoter-gallery modes) à haut facteur de qualité dans

un résonateur de microsphère est expérimentalement atteint. Cette réalisation donne

beaucoup d�espoir pour obtenir des expériences qui rendent possible une interaction

entre une cavité à plusieurs modes en interaction avec un atome à plusieurs niveaux

dans la limite du couplage fort.
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Annexe :

A1 - Calcul de l�Hamiltonien e¤ectif par la mé-
thode de Shore

D�une manière générale, l�évolution temporelle d�un système quantique décrit par

un Hamiltonien H indépendant du temps dans l�approximation des ondes tournantes

(rotating wave approximation) est régie par l�équation de Schrôdinguer (~ = 1) :

j	(t)i = e�iHt j	(0)i (6.26)

où j	(0)i est l�état initial du système à l�instant t = 0: Alternativement, la dyna-

mique d�un système peut être abordée par une transformation intégrale plutôt que la

forme exponentielle précédente[1]. On réexprime la fonction d�onde j	(t)i en termes

de transformation de Laplace. Cette transformée montre que[2] :

L (j	(t)i) =
1Z
0

j	(t)i e�pt dt = 1

pÎ + iĤ
j	(0)i (6.27)

En introduisant le changement de variable p = �iz, cela donne la transformée

inverse de la place suivante[1] :

j	(t)i = 1

2�i

i"�1Z
i"+1

e�izt
1

zÎ � Ĥ
dz j	(0)i (6.28)

Cette transformée est équivalente à l�équation 6.26. Cette intégrale peut être résolu

par le théorème des résidus[2] comme suit. Pour enfermer toutes les singularités de la

transformation (tous les pôles sont situés sur l�axe de la partie réelle de z), le contour

dans le sens contraire des aiguilles d�une montre de cette intégrale est constitué d�une

ligne droite qui est décalé au-dessus de l�axe réel de z et se prolonge entre �1 et
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+1, et en�n est fermé par un chemin semi-circulaire dans la moitié inférieur de l�axe

imaginaire de z[1] (voir �gure)

Le contour d�intégration de l�intégrale de

l�équation 6.28

En supposant que :

f(z) = e�izt
1

zÎ � Ĥ
=
h(z)

g(z)
(6.29)

les résidus de f(z) ( Resff(z)g ) peuvent être donnés par :

Res ff(z)g �
h
�
Ĥ
�

d
dz

�
g
�
Ĥ
�� = e�iĤt (6.30)

qui n�est autre que l�exponentielle de l�équation 6.26. L�opérateur Ĝ(z) = 1

(zÎ�Ĥ)

dans l�équation 6.28 peut être considéré comme une fonction de Green pour
�
zÎ � Ĥ

�
[1].

Ce qui implique que : �
zÎ � Ĥ

�
Ĝ(z) = 1 (6.31)

Maintenant nous supposons que les états de base dans la superposition j	(t)i

peuvent être divisés en deux sous-systèmes engendrés par deux opérateurs de projec-
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tion orthogonales P et Q [3] et qui possèdent les propriétés suivantes[4] : PP = P,

QQ = Q, PQ = QP = 0 et P+Q = 1. Par conséquent, on trouve que j	(t)i =

P j	(t)i + Q j	(t)i. Ce qui implique que pour un système où j	(t)i contenant m

états possibles, le sous-espace P-space peut inclure N états (N 6 m) tandis que le

sous-espace Q-space inclut (m�N) états. Ce qui veut dire que l�Hamiltonien e¤ectif

à deux niveaux de la référence[4] est valable pour m > N > 2. Finalement, cela

va nous permettre d�étendre cette théorie pour inclure plus de deux états dans le

sous-espace P-space.

Durant cette thèse nous assumons toujours que les états d�intérêt sont portés par

l�opérateur P. Donc, nous nous intéresserons seulement à l�évolution temporelle du

sous-système P j	(t)i. En rappelant la transformation de l�équation 6.28, On obtient :

P j	(t)i = 1

2�i

Z
dz e�izt PĜ(z) j	(0)i (6.32)

A�n de calculer PĜ(z), on utilise l�algèbre traditionnelle pour e¤ectuer des calculs

sur les opérateurs qu�on développe dans l�annexe A2 . Cela a permis de déterminer

l�expression de l�Hamiltonien e¤ectif décrivant l�évolution du sous-système P j	(t)i :

Ĥeff = Ĥ0 + bB 1�
zÎ � Â

� bB+ (6.33)

où Ĥ0 = PĤP, bB = PĤQ et Â = QĤQ. En supposant que l�opérateur Â a des

valeurs propres �k plus grandes que les valeurs propres z de l�Hamiltonien e¤ectif

Ĥeff (càd dans la limite j�kj � jzj), on peut introduire l�approximation suivante[4] :

1�
zÎ � Â

� � �1
Â

 
1 +

zÎ

Â

!
� �1

Â
(6.34)

pour calculer l�Hamiltonien e¤ectif :

Ĥeff = Ĥ0 � bBÂ�1 bB+ (6.35)

La condition que les valeurs propres de Â sont beaucoup plus grandes que les

valeurs propres de l�Hamiltonien e¤ectif Ĥeff peut être appliquée dans deux situations
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di¤érentes[4]. Premièrement, dans le cas des systèmes non résonants et à plusieurs

photons. On range les états à un grand désaccord dans l�espace Q j	(t)i et les états

en résonance où proche de la résonance dans l�espace P j	(t)i. Deuxièmement, dans

un système complètement résonnant et avec l�espace Q j	(t)i contenant au moins

deux états et les constantes de couplage liant les états dans l�espace Q j	(t)i doivent

être beaucoup plus grandes que les forces de couplage dans le sous-système P j	(t)i.

En général, des grands désaccords et des grandes constantes de couplage peuvent être

utilisés ensemble pour réduire un grand système à des dimensions plus faibles.

A2 - Calcul de l�équation 6.33

On considère que l�espace P j	(t)i contient seulement les états en résonance où

proche de la résonance. A�n de trouver PĜ(z) de l�équation 6.32, on suit l�algèbre

traditionnelle pour manipuler des opérateurs[5]. On utilise la propriété P+Q = 1

pour réécrire l�équation 6.31 comme suit :

�
zÎ � Ĥ

�
(P+Q) Ĝ(z) = P+Q (6.36)

En multipliant les deux membres de cette équation par l�opérateur P à droite, on

trouve :

P =
�
zÎ � Ĥ

� h
PĜ(z)P+QĜ(z)P

i
(6.37)

On multiplie cette dernière équation par Q à droite pour trouver l�expression de

QĜ(z)P :

QĜ(z)P = �Q
h
Q
�
zÎ � Ĥ

�
Q
i�1

Q
�
zÎ � Ĥ

�
PĜ(z)P (6.38)

En substituant l�équation 6.38 dans l�équation 6.37, on trouve l�expression de

PĜ(z)P :
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PĜ(z)P = P
�
P
�
zÎ � Ĥ

�
P� P

�
zÎ � Ĥ

�
Q
h
Q
�
zÎ � Ĥ

�
Q
i�1

Q
�
zÎ � Ĥ

�
P
��1

P

(6.39)

En�n, en laissant les opérateurs agir à l�intérieur des crochets on trouve :

P
�
zÎ � Ĥ

��1
= P

�
zÎ � PĤP� PĤQ

h
zÎ �QĤQ

i�1
QĤP

��1
(6.40)

Cela implique que :

PĜ(z) =
beG(z) = �zÎ � Ĥ

��1
=

�
zÎ � PĤP� PĤQ

h
zÎ �QĤQ

i�1
QĤP

��1
(6.41)

Le remplacement de Ĝ(z) par beG(z) dans l�intégrale de l�équation 6.32, montre que
les singularités sont les valeurs propres de l�Hamiltonien e¤ectif Ĥeff . Donc PĜ(z) =beG(z) = �zÎ � Ĥeff

��1
, avec Ĥeff = PĤP+ PĤQ

h
zÎ �QĤQ

i�1
QĤP.

En utilisant la notation de la référence[4], On dé�nit PĤP =Ĥ0, PĤQ = bB et

QĤQ =Â, pour exprimer l�Hamiltonien e¤ectif :

Ĥeff = Ĥ0 + bB hzÎ � Â
i�1 bB+ (6.42)
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ABSTRACT 

 

This thesis deals with the implementation of several logical quantum gates which can be 

useful for applications in quantum information processing and which will allow performing 

physically the operations necessary to calculations on qubits. We have at the beginning of this 

thesis, implemented a phase gate with four qubits. The qubits are represented by the state of 

the photons in the cavity which interacts with a five-level atom. The second part of this thesis 

is devoted to the physical realization of two universal quantum gates (iSWAP and Fredkin). 

We have used three types of qubits: photonic qubits, atomic qubits and dual-rail qubits. After 

that, We have studied how to realize a multi-qubit controlled-phase gate with one qubit 

simultaneously controlling N target qubits based on the dipole-dipole interaction (DDI) and 

the qubit-cavity interaction (ACI) in a cavity QED. Finally we have proposed an approach to 

achieve quantum computation with atomic qubits in a cavity QED. We have encoded a single 

qubit on a pair of atoms. The qubit is typically encoded by two two-levels atoms with one is 

in the ground state while the other in the excited state. This has allowed us to construct an 

universal set of gates including two rotations (X and Z) on the Bloch sphere of each single 

qubit and a Controlled NOT gate (CNOT). The experimental feasibility has also been studied 

by calculating the time and the fidelity of implementation of each quantum gate. 
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RESUME 

            Cette thèse porte sur l'implémentation de plusieurs portes quantiques logiques qui 

peuvent être utiles pour des applications en traitement de l'information quantique et qui vont 

permettre de réaliser physiquement les opérations nécessaires aux calculs sur les qubits. Nous 

avons au début de cette thèse, implémenté une porte de phase à 4 qubits. Les qubits sont 

représentés par l'état des photons dans la cavité qui est en interaction avec un atome à cinq 

niveaux. La seconde partie de cette thèse est consacrée à la réalisation physique de deux 

portes quantiques universelles (iSWAP et Fredkin). Nous avons utilisé trois types de qubits: 

qubits photoniques et atomiques et qubits double-voie (dual-rail qubits). Nous étudions 

ensuite comment implémenter une porte de phase quantique à plusieurs qubits (porte NTCP) 

avec un qubit de contrôle contrôlant simultanément N qubits cibles. Dans ce système (N 

atome à deux niveaux + un mode de la cavité) nous tenons compte de l'interaction dipôle-

dipôle (atome-atome) en plus de l'interaction atome-cavité. Finalement nous présentons un 

nouveau moyen pour faire des calculs quantiques avec des qubits atomiques dans une cavité 

QED. Ces qubits logiques sont encodés en tant que deux atomes de Rydberg circulaires avec 

un qui est dans l'état fondamental et l'autre dans l'état excité. Cela nous a permis de construire 

une suite universelle de portes logiques (deux rotations X et Z sur la sphère de Bloch et une 

porte CNOT). La faisabilité expérimentale de toutes ces portes quantiques a aussi été étudiée 

en calculant le temps d'implémentation de chaque porte quantique ainsi que la fidélité 

associée au traitement quantique de tous les systèmes proposés dans cette thèse. 
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