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Introduction

L’électrodynamique quantique en cavité (ou cavité QED), a longtemps été un do-
maine trés pratique pour I’étude de différents Phénomeénes dans 'optique quantique
[1]. Historiquement, cela a commencé quand Purcell a montré que les taux d’émis-
sion spontanée ont été améliorées dans une cavité [2, 3]. Les interactions entre des
systémes a l'intérieur d’une cavité a grand facteur de qualité peuvent dominer ceux
de l'environnement, offrant un haut degré de cohérence [1]. Le couplage fort entre
un atome a deux niveaux et un seul mode du champ électromagnétique est I'une des
propriétés les plus importantes dans la cavité-QED : une telle propriété peut étre tres
utile pour des applications dans le calcul quantique [4].

Les systémes basés sur la cavité QED est le théme central de cette theése. Dans
les deux premiers chapitres, nous rappelons les notions de calcul quantique, puis
nous présentons une bréve introduction sur les portes quantiques logiques en met-
tant en surbrillance quelques portes quantiques importantes (porte de phase, SWAP,
Fredkin...) et nous exposons le modéle standard de Jaynes-Cummings appliqué a un
systéme constitué par un atome en interaction avec un photon dans la cavité QED. Le
troisiéme chapitre contient une approche théorique pour implémenter directement une
porte de phase & quatre qubits tandis que le quatriéme chapitre sera réservé a I'implé-
mentation de deux portes quantiques universelles (ISWAP et Fredkin) et qui sont tres
utiles dans plusieurs domaines de I'information quantique et du calcul quantique[5, 6].
Dans le cinquiéme chapitre, nous réalisons N portes de phase quantique (NTCP) dans
la cavité QED en tenant compte de l'interaction dipole-dipole (atome-atome). Enfin
le dernier chapitre de cette thése sera consacré & un autre type de qubits logiques

réalisés a I’aide de deux atomes & deux niveaux |g) et |e) . Ces qubits seront codés par



les états différents des deux atomes 1 et 2 (cad |gie2) et |e1g2)). Pour que ces qubits
soit utiles, nous avons construit une suite universelle de portes logiques constituée
par deux rotations autour des axes X et Z (portes quantiques a un seul qubit) et une
porte quantique a deux qubits (CNOT).

Dans cette thése, nous avons réalisé plusieurs portes logiques qui peuvent étre
utiles pour des applications en traitement de 'information quantique et qui vont per-

mettre de réaliser physiquement les opérations nécessaires aux calculs sur les qubits.
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Chapitre 1

Généralités : Les bases de

I’information quantique

1.1 Le bit quantique (Qubit)

En informatique quantique un qubit (quantum + bit ; prononcé kiou-bite) est ’état
quantique qui représente I'unité de stockage d’information quantique. Il se compose
d’une superposition de deux états de base, par convention notés |0) et |1). Un état
qubit est constitué d’une superposition quantique linéaire de ces deux états. Une
mémoire & qubits différe significativement d’une mémoire classique par le fait qu’un
bit ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, et une seule a la fois. Un qubit n’a pas
cette restriction. On considére |0) et |1) comme vecteurs de base de calcul et sont
définis par |0) = (§) et |1) = (?). Le qubit peut étre dans une superposition de ces
deux états : [¢p) = a|0) + F]1). Ot v, B (€ C) sont les amplitudes de probabilité qui

doivent satisfaire la condition de normalisation

o + 8> =1 (1.1)



F1G. 1.1 — La sphére de Bloch

1.1.1 Sphére de Bloch

Il est toujours utile d’avoir une représentation graphique d’un concept abstrait.

Pour pouvoir le faire, nous exprimons I’état d’un qubit en utilisant trois nombres réels

) = e <cos <g> |0) + €' sin <g> |1>) (1.2)

avec a = eV cos (2) et B = e"esin (£). Puisque |¢7| = |¢¥| = 1, il s'ensuit

0, pety:

immédiatement : |a|* + |5]° = 1
Dans cette représentation e est un facteur de phase global qui n’est pas un

observable et ainsi il est généralement ignoré, donc on a :

) = cos (5 )10+ s () ) (13)

Cette représentation nous permet de donner une interprétation géométrique inté-
ressante. Un qubit [¢)) est un vecteur 7 orienté de I'origine & un point sur une sphére
a trois dimensions de rayon un, c’est ce qu’on appelle la sphére de Bloch [4] (voir

Figure 1.1 )
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Dans cette représentation, 6 est 'angle du vecteur 7 avec I'axe z, et o est 'angle
de la projection du vecteur 7 sur le plan (xy) avec I'axe des x, et comme nous 1’avons

expliqué v n’a aucun effet observable.

1.1.2 Les représentations SU(2) et O(3)

Pour comprendre 'interprétation géométrique d’un qubit, on considére un espace a
3 dimensions avec 3 vecteurs unitaires o, 0, et 0, qui forment une base orthonormée.
Dans la théorie de I'information quantique, on représente chaque élément de la base
par une matrice carrée 2x2, et qui est hermitienne de trace nulle appartenant au
groupe spécial SU(2). On définit ensuite le produit symétrique (produit scalaire)

comme :

o;-0; == (0,.0;+0;.0;) (1.4)

et le produit vectoriel par :

0, X 05 = _72 (0,07 —0j.0;) (1.5)

On note que la multiplication se trouvant dans la partie droite des équations 1.4 et
1.5 correspond & la multiplication entre deux matrices. Ainsi, une base orthonormée

satisfait les conditions suivantes :

1, sii=
o= T 1.6
o= o i a0
et
0, sti=]
i 79 { Ok, pour des indices cycliques (17)
La représentation matricielle fondamentale qui satisfait eq. 1.6 et eq. 1.7 est la
) 01 0 —1 10
base de Pauli : 01 = , Og = , 03 =
10 i 0 0 —1

On peut aussi exprimer le qubit (eq.1.3) sous une forme vectorielle comme suit :

E) = (sinf cos g, sinfsiny, cosb) (1.8)



TAB. 1.1 — Les différentes représentations du qubit

Représentations Qubit
Espace de Hilbert 1) = cos (£) 0) + e sin (£) [1)

Groupe orthogonal O(3) @) = (sinf cos p, sinfsiny, cosb)

o cosf e “sinf
Groupe spécial linéaire SU(2) My,=1|
e¥sinf —cosf

qui est une représentation d’un qubit dans la sphére de Bloch ou 6 est I'angle
d’élévation et o est 'angle d’azimut. Dans cette représentation (Figure 1.1), le qubit

est considéré comme un élément vectoriel du groupe orthogonal & 3 dimensions O(3).

En définissant le vecteur de spin de Pauli (qui a des composantes sous forme de
. — . . A ., .
matrices) par ¢ = (01,09,03), un qubit peut aussi étre exprimé sous forme matri-

cielle :

—

Md,E w?

sinf cosp o1 + sinfsinp o9 + cosf o3 (1.9)

cosf e ¥sinf

e¥sinf  —cosf

Dans cette représentation, un qubit est exprimé comme un élément du groupe

SU(2).

Dans l'information quantique, les matrices unitaires 2 x 2 sont considérées comme
des portes quantiques & un seul qubit, mais ces matrices peuvent eux mémes re-
présenter des qubits. Le tableau 1.1 donne un résumé des trois représentations de

qubits.



1.2 Portes quantiques logiques

Les opérations sur des qubits se font par application de portes logiques repré-
sentées par des opérateurs quantiques unitaires. les états quantiques d’un systéeme
quantique s’écrivent sous forme d’une combinaison linéaire de ces qubits en remplis-
sant la condition de normalisation. Aprés application d’une porte quantique sur un
état, le nouvel état doit aussi satisfaire la méme condition de normalisation. Il y a
deux types de portes quantiques : les portes a un seul qubit et les portes a plusieurs

qubits.

1.2.1 Les portes quantiques a un seul qubit

Les portes & un qubit sont des matrices unitaires qui agissent sur les vecteurs d’état
de 'espace d’Hilbert C2. Certaines de ces matrices joueront un role particuliérement

important.

Les matrices de Pauli et rotations :

Les matrices de Pauli sont des matrices carrées (2x2) qui sont souvent utilisées en
information quantique. Elles peuvent étre utilisées pour faire des transformations sur
les états. Les matrices de Pauli sont hermitiques et unitaires. Les portes de Pauli sont
trés utiles puisqu’elles peuvent faire tourner des vecteurs. Par exemple la porte de
Pauli X fait tourner un état représenté par un vecteur de la sphére de Bloch autour
de axe 7’ d’un angle 7 radians. Elle est aussi 1’équivalent quantique de la porte

classique NOT : elle fait tourner |0) en |1) et vice versa. Elle est représentée par la

0 1
L

La porte de Pauli Y fait tourner un vecteur autour de I'axe 3/ dans la sphére

matrice de Pauli o, (X):

de Bloch d’un angle 7 radians : elle fait tourner |0) en i|1) et |1) en -i|0). Elle est
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représentée par la matrice de Pauli o,(Y):
0 —i
V=" ~ vy

La porte de Pauli Z fait tourner un vecteur autour de 'axe 2z dans la sphére de

Bloch d’un angle 7 radians : il ne fait pas changer I'état |0) et elle fait tourner I’état

|1) en — |1). Elle est représentée par la matrice de Pauli o,(Z2):
1 0
7= _I 71
0 -1 Z

D’une maniére générale les portes quantiques logiques élémentaires agissant sur

un seul qubit sont les rotations sur la sphére de Bloch. Une rotation finie d’un angle

~ autour d’un vecteur donné 7 sur la sphére de Bloch est donnée par :
R% (y) = exp (—Z%W : 7)
= cos (%) I —isin (%) w7 (1.10)

— . — — —
avec: 0 = {0,,0,,0,}. Donc les rotations autour des axes 7', y et 2" d'un angle

~ sont définies par :

Rz (y) = cos (%) I —isin (%) o
R-(y) = cos (%) [ —isin (%) o, (1.11)
R+ (y) = cos <%> I —isin (%) o

La porte quantique "phase-shift"

La porte "phase-shift" ne change pas ’é¢tat |0) mais change ’é¢tat |1) en € |1).
Cette porte ne change pas la probabilité de mesure des états |0) et |1), Cependant
elle change la phase de I'état |1). Elle est équivalente a tracer un cercle horizontale
sur la sphére de Bloch d’un angle ¢ radian. Pour ¢ = 7 on obtient la porte de Pauli

7. Cette porte est représentée par :

1 0
o=lo oo| L0
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Un cas important est lorsque ¢ = 7, qui est appelée la porte T et qui est essentielle

dans la réalisation de portes quantiques universelles. Sa représentation matricielle est :

1 0
T:|V|J, E,.'.T-1} — T —

Porte de Hadamard

La porte de Hadamard est 'une des portes les plus importantes en informatique

quantique. Elle transforme les états de base |0) en % et [1) en %. Pour ces

deux états qui sont remarquables la probabilité de trouver les états |0) et |1) est la

méme. Géométriquement, cette porte représente une rotation de 7 autour de ’axe

, — (?4—7) — — .
engendrée par le vecteur n = v et 27 sont respectivement des vecteurs

unitaires directeurs des axes x et z. Cette porte est représentée par :

1T
e 7

Porte de phase

La porte de phase est un élément important dans la construction d’une suite
de portes quantiques universelles. Pour 'instant nous donnons seulement son circuit
équivalent et sa représentation matricielle et nous verrons dans les prochains chapitres

son importance et son utilité dans le calcul quantique.
- 1 0
S=1, .

0 S

1.2.2 Les portes quantiques a plusieurs qubits

La partie la plus importante de 'information quantique est d’effectuer des opé-
rations sur des systémes a plusieurs qubits. Dans ce chapitre nous allons présenter
les portes CNOT, iSWAP, Fredkin et Toffoli en raison de leur importance dans la

réalisation de plusieurs circuits quantiques.



12

Porte Controlled-NOT (CNOT)

L’entrée de cette porte contient deux qubits, 'un appelé qubit de controle et
I’autre qubit cible. Elle réalise I'opération suivante : Si le qubit de controle est dans
I’état |1), le qubit cible est renversé, autrement le qubit cible reste inchangé. Le circuit
est la représentation matricielle de la porte CNOT sont représentés comme suit (La

ligne en haut représente le qubit de controle tandis que la ligne en bas représente le

qubit cible) :

= = O O

1

Pour bien comprendre la porte CNOT, nous donnons sa table de vérité dans le

tableau 1.2 :

TAB. 1.2 — Table de vérité de la porte CNOT (& représente I’addition modulo 2)

INPUT OUTPUT

X yDx
0@ 0=0
1®0=1
0d1=1

X
0
0
1
1

_ O = O <
_— = O O

1®1=0

Porte SWAP et iISWAP

La porte SWAP est une porte quantique qui réalise la permutation de deux qubits.

Sa table de vérité est représentée dans le tableau 1.3. Le circuit et la représentation



matricielle de la porte SWAP sont représentés comme suit :

SWAP =

oo o —
o= oo

0
0
0
1

TAB. 1.3 — Table de vérité de la porte SWAP

INPUT OuTPUT
X y X y&dx
0 0 0 0@ 0=0
0 1 0 1®0=1
1 0 1 0 1=1
1 1 1 13 1=0

La table de vérité de la porte iSWAP est représentée dans le tableau 1.4.

TAB. 1.4 — Table de vérité de la porte iSWAP

INPUT | OUTPUT
|00) |00)
01) i[10)
110) i01)
1y | )

De méme son circuit et sa représentation matricielle sont représentés ainsi :

ISWAP =

Rl I R

0
0
;
0

_.,""_

I

—

oo - O
==R=N=]

13
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TAB. 1.5 — Table de vérité de la porte Fredkin

INPUT OuTPUT
X y zZ X y 7z
0o 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 O 0 1 0
0o 1 1 0o 1 1
1 0 O 1 0 O
1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Porte de Fredkin

La porte Fredkin (appelée aussi controled SWAP gate) est une porte a trois qubits
qui accomplit I'opération suivante : si le premier qubit qui est un qubit de controle
est dans I’état |1), alors les deux autres qubits sont permutés. Si le qubit de controle
est dans Iétat |0), I’état des qubits cibles reste inchangé. Nous donnons le circuit et

la représentation matricielle de la porte de Fredkin :

000CO0O0OO0OOQO0

Fredkin =

cooco oo =
coooco o=
coococo — o
coooc—oo
coo—o oo
c—_—ocococ oo
cCo-—Cocooo
—cooco oo

Sa table de vérité est représentée dans le tableau 1.5 :

Porte de Toffoli

La porte de Toffoli (controled CCNOT gate) est une porte a trois qubits avec deux

qubits de controle et un qubit cible : si les deux qubits de controle valent |1), alors
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TAB. 1.6 — Table de vérité de la porte de Toffoli

INPUT ouTPUT

X’ y7 Z)

"
<
N

= R 2 R, O O O ©
= R O O = = O O
_ O R O R O = O
—_ = = = O O O O
—_ R O O Rk = O O
S = = O = O = O

le qubit cible est changé; autrement le qubit cible reste tel quel. Nous donnons le
circuit et la représentation matricielle de la porte de Toffoli (les deux lignes en haut

représentent les qubits de controle, et la ligne en bas correspond au qubit cible) :

Toffoli =

Sa table de vérité est représentée dans le tableau 1.6 :
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1.3 Les algorithmes quantiques (algorithme de Gro-

ver)

L’étude des algorithmes quantiques est parmi les domaines les plus intéressants
dans toute la recherche scientifique d’aujourd’hui. Elle est basée sur le fait que les
caractéristiques non classiques de la physique quantique peuvent étre ingénieusement
utilisées pour fournir d’immenses avantages au domaine de l'information et de la
communication. Les sujets des algorithmes quantiques se concentrent sur I’étude et
I’exploitation de ces nouveaux modes quantiques, qui meénent & un niveau de puissance
de calcul tres élevé et beaucoup de ses applications les plus importantes ont été
développées par les chercheurs.

Un algorithme est une séquence d’opérations qui commande & 'ordinateur de
faire une tache spécifique, comme la résolution d’un certain probléme. Deux caracté-
ristiques de la théorie du calcul quantique jouent un roéle crucial dans la présentation
de l'algorithme quantique :

- La réversibilité d’un circuit (L’opération est unitaire)
- parallélisme quantique (nombre d’opérations effectuées simultanément est
2" ol n est est le nombre de qubits)

Il existe plusieurs algorithmes quantiques, dont les plus célébres sont 1’algorithme
de Shor[5] pour la factorisation et l’algorithme de Grover[l] pour la recherche d’in-
formation. Nous allons présenter en détail 1’algorithme de Grover[2, 3, 4] du fait de
son importance.

Cet algorithme permet de trouver de fagon efficace un (ou plusieurs) élément(s)
particuliers dans une base de données non structurée. La base de données comprend N
éléments non triés, non liés, numérotés de 0 & N —1. L’objectif est de trouver dans cette
liste I’élément (de numéro x) ayant une caractéristique particuliere. Sur un ordinateur
classique, dans une telle situation, il faut en moyenne % tirages (exhaustifs) dans la
liste pour trouver le bon élément. Nous allons voir qu’avec un algorithme quantique
qui porte son nom, Lov Grover a montré qu’il suffisait d’environ v N tirages|[1].

On prendra N = 2" de sorte que la représentation binaire du numéro = de chaque
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élément fasse intervenir n bits. Tout d’abord, on se munit de deux registres. Le premier
est de taille log N contenant x, le deuxiéme contient simplement un qubit ¢. On place

le premier registre dans un état de superposition :

1 N-1
)= 7% ;) ) (1.12)

On définit la fonction indicatrice de la solution :

1 si x est ’élément recherché x
fw) = (1.13)

0 si non
L’algorithme de Grover consiste tout d’abord & construire un opérateur unitaire

O appelé oracle, tel que :

O(lz) @) = |2) lg @ f(x)) (1.14)

ou @ représente 'opérateur NAND (ie. la somme modulo 2).

Mettons le deuxiéme registre dans Pétat [1),) = H |1) = %. Donc :

O(|z) [0)) = O(Jz) 1))
V2
|2) [f(2)) = |2) 1 & f(x))

O(|z) [¢q)) =

- 75 (1.15)
= (=1)/@x) [y,)
Si on applique le méme calcul a I’état |¢), on obtient :
| N
O([¢) [vhy)) = N 2 O(|z) [¥5))
;N
= — _1)/@
Wi (=1)" ) |ihy) (1.16)

Il
o

i
Ainsi, on a différencié I'état recherché xq puisque c’est la seule coordonnée qui est
négative. C’est important de noter que cette premiére étape de ’algorithme de Grover

est nécessaire puisqu’elle permet d’isoler ’élément cherché des autres en lui affectant
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un signe moins. L’état de sortie contient donc 'information recherchée. L’avantage
de 'algorithme quantique par rapport & son analogue classique est que 1’état d’entrée
n’est pas un élément unique de la liste mais la superposition de tous les états de la
base de calcul. Bien entendu, on n’a toujours pas acces a I’élément recherché puisque
toutes les coordonnées de 1’état de sortie ont méme module. La suite de 1'algorithme
de Grover consiste & manipuler cet état pour accentuer 'amplitude de la coordonnée
négative au détriments des coordonnées positives. On montrera qu’au bout de v/ N
opérations, on a assez accentué la coordonnée cherchée pour que la probabilité de
Pavoir dans une mesure soit excellente. On va maintenant définir cette deuxiéme
porte.

Définissons d’abord I'opérateur S :

- soit Sy l'opération qui change le signe de tous les états sauf 1’état |0) (L’état |0)

ici correspond a I’état |010,...0,,)) :

) 10 —10)
So : (1.17)
|z) — —lz) pour [z) # |0)
Cet opérateur qui est unitaire peut s’écrire Sp = 2|0) (0| — 1

- On applique a droite et & gauche de cet opérateur la transformation de Hadamard

H (cad qu’on fait agir I'opérateur H sur chaque qubit d’entrée et de sortie) :

Sy = H®"SoH®" (1.18)

comme H®"|0) = [¢) et que H*> = I on en déduit Sy = 2 [¢) (| — I
La porte de Grover (G consiste & appliquer successivement 'oracle O puis 'opéra-

teur Sy :

G = S,0 (1.19)

Pour bien comprendre ’action de cet opérateur nous utilisons une représentation

géométrique simple. Soit les deux vecteurs orthogonaux |xg) et |a) = \/ﬁ >z

TH#TQ
Dans la base orthonormée définie par ces deux vecteurs, le vecteur 1)) est représenté
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[xg) A\

lfra) =Glapy)

Y1) =Gl)
— He"S H®", 0|y)

F1G. 1.2 — L’action de l'opérateur de Grover (deux fois) sur un vecteur |i)

par :
) = \/ Sy + |ﬂ70>

= COS— \a) + sin — |a:0) (1.20)

ou 'angle 6 est défini par sin Q = % et qui est donc trés petit puisqu’en général

N > 1 et donc 0 ~ \ﬁ L’application de l'oracle sur ’état |¢)) change de signe la
composante de |zg), ce qui se traduit sur la figure 1.2 par 'action d’une opération
de symétrie par rapport a Uaxe |a) . L’action de 'opérateur S, réalise une symétrie
par rapport au vecteur [¢). Donc le résultat de 1'action de la porte de Grover G sur
le vecteur [¢)) est une rotation d’un angle #. On remarque que le nouvel état s’est
rapproché de I'axe |xg).

La répétition de cette procédure rapproche de plus en plus I’état du systeme de
'état |xo) . Nous allons maintenant déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour
atteindre ce but :

L’application de G une fois, sur |¢)) donne :

G |¢) = cos % la) + Sin%e |To) (1.21)



L’application de G, k fois, sur |¢)) donne :

20

G* |4b) = cos [(% +1) g} @) + sin {(Qk +1) g} |z0)

Nous cherchons k tel que cos [(2k + 1) 4] = 0 soit (2k +1) £

k =

AR =
N | —

12

20
VN

12

™ .
3, donc :

(1.22)

Nous remarquons que l'état final du systéme n’est pas exactement |xg), et la

probabilité d’obtenir un état autre que |xg) est de 'ordre de 1/N ce qui représente le

taux d’erreur.

1.4 Conclusion

Au cours de 'exécution d’un algorithme, ’état quantique de I’ensemble des qubits

est manipulé et évolue unitairement entre des étapes de lecture de qubits. L’évolution

s’obtient a ’aide d’'un ensemble limité de portes logiques & un et a plusieurs qubits.

D’ou l'interet des portes logiques quantiques dans le domaine de I'implémentation des

algorithmes quantiques. Cela nous a motivé a étudier 'implémentation de plusieurs

portes logiques quantiques dans une cavité électrodynamique quantique (QED)
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Chapitre 2

Couplage lumiére-matiére en cavité

QED

Pour comprendre 'interaction des modes quantifiés d’un champ électromagnétique
avec un atome, on doit tout d’abord comprendre les propriétés des champs quantifiés
elles mémes. Nous allons commencer par décrire le simple cas d’un seul mode confiné
dans une cavité et par la suite, nous allons généraliser cette étude au cas de plusieurs

modes du champ dans la cavité.

2.1 Les états initiaux du champ de la cavité

Un état en mécanique quantique est complétement décrit par sa matrice densité
p. La matrice densité peut étre développée dans différentes bases {|1)}, pour un

ensemble discret d’états de base, par :

p= Z D; ; [V;) <¢j‘ (2.1)

L’élément de matrice D, ; = (¢,] p ‘¢j> est une représentation de 'opérateur den-
sité. Pour définir ’état initial des modes de la cavité, il existe trois représentations
importantes : Les états de Fock, les états cohérents et les états thermiques. Dans

cette thése, nous allons considérer les états de Fock comme état initiaux étant donné

22
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le petit nombre de photons mis en jeu dans le processus d’interaction entre les atomes
et les modes de la cavité. Nous allons quand méme décrire tous les trois états initiaux

des modes de la cavité.

2.1.1 les états de Fock

Une cavité a grand facteur de qualité ) confine un mode du champ électromagné-
tique a la fréquence w.. Ce champ quantifié peut étre décrit par I’Hamiltonien d’un

oscillateur harmoniquel[1] :

jaep
I

1
hw. |ata+ =
(a a+2)

= Tw, (N + %) (2.2)

Ici, nous avons introduit les opérateurs de création et d’annihilation a*t et a.
N =a*4 est Iopérateur associé au nombre de photons et dont les états propres sont
représentés par les états du nombre de photons |n), connus aussi par les états de
Fock. Les états |n) sont aussi des vecteurs propres de ’'Hamiltonien H, (eq.2.2). Les

nouveaux opérateurs que nous avons introduit ici, ont les propriétés suivantes :

Q)

n) = vnln—1)
atln) = Vantiln+1) (2.3)
Nin) = nln)

2.1.2 Les états cohérents

Si nous considérons que le champ est initialement dans un état cohérent |a)[2] qui

est un état propre de 'opérateur d’annihilation a. |«) satisfait la relation :

ala) = ala) (2.4)

L’état |«) décrit un champ cohérent et peut étre exprimé par :
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) =% 30 O in) (2.5)

avec le nombre moyen de photon donné par :

(N)=(a|Nla) = || (2.6)

La distribution du nombre de photons P(n) dans un champ cohérent |a) obéit a

la distribution de Poisson :

2n
2 —|a? |Oé|
P(n) = |(n]a)f* = e o (2.7)
et 'opérateur champ électrique s’écrit :
E(r) = eo(r) (sa + =5a*) (2.8)

ou Z représente son vecteur polarisation et £¢(r) = £of(r) étant son amplitude.
f(r) est une fonction décrivant le champ le long du mode dans la cavité et g est
I’amplitude du champ électrique associé & un photon.

L’utilisation de ’'Hamiltonien de I’équation 2.2 nous donne 1’évolution d’un champ

cohérent :

cwet

a(t)) = e

e e (2.9)

Nous remarquons que 1’état reste cohérent, mais ’amplitude complexe tourne a la

fréquence du champ w,.

2.1.3 Les états thermiques

Le champ électromagnétique confiné dans la cavité n’est pas un systéme tota-
lement isolé. Son environnement qui représente un grand réservoir peut échanger de
I’énergie avec le champ de la cavité. Ce champ se relaxe donc et atteint un état d’équi-

libre thermique. Dans un équilibre thermique du champ a la température 7', le mode
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a la fréquence w. a une distribution du nombre de photons donnée par la statistique

de Bose-Finstein :

1
Py(n) = ——— (2.10)

ekrsT —1

kg est la constante de Boltzmann et A est la constante de Planck. Le nombre de

photons moyen s’écrit donc :

1
T a— (2.11)

eksT — 1

L’équation principale régissant 1’évolution du champ peut étre exprimée sous la

forme de Lindblad [3] :

dp —i
L= _[Hp+L 2.12
et
1 1
L= Y (LﬂpL: — 5Ly Lup = §pL:LH) (2.13)

/‘L:+’7
avec les deux opérateurs de saut L, et L_ qui décrivent respectivement le gain et

la perte d’un photon :

L+ - \/K_,_E“L
L. = K. (2.14)

K, et K_ représentent respectivement le taux de gain et le taux de perte d’un
photon. Le premier terme dans I’équation 2.12 correspond & I’évolution unitaire de
I’hamiltonien H et qui peut étre éliminé en passant a la représentation d’interaction
par rapport & H. Dans cette représentation, le terme de relaxation reste inchangé.

L’évolution du champ de l'instant ¢ a 'instant ¢ + dt peut étre écrite comme suit :

p(t+dt) = (1+ Ldt) p (1) (2.15)

Les probabilités par unité de temps pour qu’'un saut quantique puisse arriver sont

données par :
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pT o= Tr(LiLip) (2.16)
p

)

- K+(1+<]V>)

— K+ TT (anr

et

p- = Tr(LTL_p) (2.17)
= K_Tr(a"ap)

= K. (N)

A T’équilibre thermique, ces deux probabilités doivent étre égales, ce qui implique
que :

= 2.1
K_ Np + 1 ( 8)

On peut aussi introduire la notation K du taux de relaxation pour exprimer le

taux de gain ou de perte d’un photon par :

K, = npK (2.19)
K_ = (1 + nth)K
Pour déterminer leffet de la relaxation du champ sur P(n), On substitue I’équation

2.19 dans I’équation 2.14, qui a son tour sera utilisée dans les équations 2.13 et 2.15.

On obtient enfin ’équation du taux suivante :

dP(n)
dt

(2.20)

Ce qui permet aussi d’obtenir ’évolution du nombre moyen de photons (N ) = Z nP(n)

n=0

= K (1 +m) (n+1)P(n+1)—[K (1 + ng) n + Kng(n + 1)] P(n)+KngnP(n—1)

) ;
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oN) g ((ﬁ) _ nth) (2.21)

On note que la durée de vie du mode de la cavité T,,, est liée au taux de relaxation

K par:

Tou = — (2.22)

2.2 Modéle de Jaynes-Cummings

L’apparition du modéle de Jaynes-Cummings a permis une description compléte de
I'interaction entre matiére et champ quantifié et les expériences ont montré apres, que
ce modeéle est capable de donner une prédiction correcte aux résultats observés [6, 7, 8.
Récemment, ce modeéle est devenu un bloc fondamental pour plusieurs applications
dans le domaine de I'information quantique. Les prédictions théoriques sont liées es-
sentiellement aux domaines : collapses et arrivals[9], désintrication atomique[10, 11],
compression de champ[12], les mesures de la non-démolition[13], la reconstitution
d’états[14], les états de Fock[15], la superposition des grandes amplitudes des états
cohérents (schrodinguer cats)[16] et la décohérence[17]. Ces prédictions ont été véri-

fices expérimentalement[18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25|

2.2.1 Interaction d’un seul atome avec un seul mode de la

cavité

Nous allons calculer 'Hamiltonien correct décrivant la dynamique d’un atome
unique interagissant avec un champ quantifié a 'intérieur d’une cavité. Nous considé-
rons le cas le plus simple : un atome avec une seule transition atomique (cad a deux
niveaux), en interaction avec un seul mode quantifié de la caviteé.

L’Hamiltonien total décrivant un atome en interaction avec un champ électroma-

gnétique s’écrit :



28

hw, |

lg)

F1G. 2.1 — Atome a deux niveaux |g) et |e) .

1 14 =~ 2 = PO B WS
mc—%ﬂP—wm}+wm+m<am3)+m, (2.23)

ol p, q, r et m représentent respectivement le moment, la charge, la position et la

masse de ’atome. a* et @ sont les opérateurs de création et d’annihilation du champ et

H,; est ’'Hamiltonien décrivant les états électroniques de I'atome. L’opérateur associé

au vecteur potentiel s’écrit :

A(r) = Ay (Bf(r)a + & f*(r)a") (2.24)

f(r) nous donne le volume effectif du mode :

vz/fwﬂMQ (2.25)

qui est lié a la constante Aq par :

~ /| h
A = 2.26
0 2eqwV ( )

Nous considérons seulement une seule transition atomique qui est couplée au seul

mode de la cavité. Les états électroniques seront notés |e) (état excité) et |g) (état

fondamental) (voir figure 2.1)

L’Hamiltonien électronique }A[el peut donc étre écrit :
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S hw
H, = TOaZ (2.27)

ol wy est la fréquence de transition et o, est 'opérateur de Pauli Z (déja vu), tel
que 0 [e) = |e) et 72 |g) = —|g) (7= = [e) (e| = |g) {4])

Si on néglige le terme en 22(7") qui est un terme agissant uniquement sur les
variables de champ et qui modifie 1égérement les états propres et les énergies, mais
n’intervient pas dans le couplage entre I’atome et le rayonnement et en considérant

le potentiel atomique externe nul (U = 0), L’Hamiltonien devient :

Hy—o= Hy + H, + Hipy (2.28)
avec .
Hy = % + %az (2.29)
H, = hw (a+a+ %) (2.30)
i = Ao [(0-E)f(r)a + (p-2)f* ()] (2:31)

Dans la représentation matricielle (avec les états atomiques de base), on trouve

I"'Hamiltonien d’interaction [4] comme suit :

Hy = g(r) (@'~ +ac") (2.32)
ol &' et & sont souvent appelés opérateurs de montée et de descente de 1’atome

(67 =le) (g| et 7~ = |g) {e|) et g(r) s’écrit :

o) =~ (el (02 |9} S0y 5 (23)

D’une part nous avons utilisé ’approximation dipolaire [26] en négligeant la va-
riation du champ & I’échelle de la longueur atomique, d’autre part nous avons négligé
les termes oscillants rapidement dans le calcul de I’équation 2.32. Cette derniére ap-
proximation est appelée approximation des ondes tournantes (rotating wave approxi-

mation) [5]. Nous avons aussi ajusté les phases des états |e) et |g) pour que g(r) soit
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réel. L’opérateur de ’énergie cinétique atomique (dans 1’équation 2.29) a été lui aussi
omis puisqu’il est valide seulement pour les grandes et moyennes températures et de
méme pour le terme constant %“’ de I'équation 2.30 qui représente ’énergie du vide

du mode de la cavité. L’Hamiltonien total devient donc :

- he
H = hwa*a + =25 +g (@™ +a0") (2.34)

et qui définit le modele de Jaynes-Cummings (JC)

2.2.2 L’Hamiltonien en représentation d’interaction

Cet Hamiltonien (équation 2.34) qui correspond au cas simple d’un systéme a deux
niveaux en interaction avec un seul mode quantifié de la cavité, couple seulement les
états |n,e) et |n—+1,g9). ( Ces états sont des états stationnaires du systéme sans
couplage (g(r) = 0). Ils représentent 1’atome dans I’état |e) (respectivement |g))
en présence de n photons (respectivement n + 1 photons). On décrit I’'Hamiltonien

(équation 2.34) dans la base formée par ces deux états {|n,e),|n+ 1,¢9)} ainsi :

1 10\ & 5 Qov/n T 1
H, = h(n—|—§) w +o ’ (2.35)

0 1 2\ Qov/n+1 5

avec (g est la fréquence de Rabi du vide (©y = 2¢g) et § = w — wy

Les valeurs propres de cet Hamiltonien sont :

1 Q
By, = h(n+—)w—h n(9)

2 2
By, = h (n + 1) w+ L0 (2.36)
2 2
avec :
Q. (6) = \/52 +Q2(n+1) (2.37)

2,(0) s’appelle la fréquence de Rabi généralisée.

Les vecteurs propres correspondants sont :
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|2n) = cosf,|n,e) —sind, |n+1,g)

|ln) = sin#, |n,e) +cosb, |n+1,g) (2.38)
avec :
Q. (5) —
cosf, = n(9) — 0
V(©,(6) ) + 4g2(n + 1)
2 1
sinf, = gv(n+l) (2.39)

V(©u(8) = 0 + 4g2(n + 1)

Ces vecteurs propres du systéme combiné {atome — champ} sont appelés les états
habillés (voir figure 2.2).

A la résonance (0 = 0) les états habillés se réduisent ainsi :

2n) = %un,@—rnﬂ,g»
n) — %ﬂn,e)—i—]n—i—l,g» (2.40)

avec les valeurs propres suivantes :

By = h(n+%)w—hg\/m
Ey, = h (n + %) w+ hgy/(n+1) (2.41)

11 est facile de voir que dans la représentation d’interaction (rotation a la fréquence
(n + %) w ), les coefficients C4,,(t), Caon(t) d'un état arbitraire |¢(t)) = Cy,(t) |[1n) +
Con(t) |2n) obéissent a :

Con(t) _ exp(i£2,(0)t) 0 C2,(0) (2.42)
Chn(t) 0 exp(—1£2,(0)t) C1n(0)
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nQ,(8)

7i(5)
(Fréquencede
Rabi du vide)

F1a. 2.2 — Diagramme d’énergie dans le cas non résonant (6 # 0)
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A la résonance (6 = 0), cela donne pour un état initialement dans 1’état supérieur :

Cen(t)]” = cos(gy/(n + 1)t)

Gy @) = sin®(gy/(n + 1)1) (2.43)

Méme si n=0 (pas de photon), on a :
|C’eo(t)|2 = cos?(gt) = = (1 + cos (Qot))

IC(H)]? = sin®(gt) = = (1 — cos (Qt)) (2.44)

N o =

Ainsi, il existe un échange cohérent d’un quantum d’énergie entre I’atome et le
mode du champ, que 'on appelle oscillation de Rabi du vide. Ce résultat est parfai-
tement différent & la décroissance exponentielle irréversible dans ’espace libre d’un
atome excité. L’échange d’énergie périodique est en analogie avec deux pendules cou-
plés.

L’équation du mouvement des deux états couplés |n,e) et |n+ 1, g) s’écrit :

0 Y e
Cen = _ZEOen — 19 (n + 1)Cg(n+1)

. 0 .
Cg(n+1) = Z§Cg(n+1) — 1G9/ (77, + 1)Cen (2.45)

Les oscillations de Rabi du vide ont été observées expérimentalement [21].

2.3 Conclusion

On note que ce modeéle & deux niveaux est non seulement réaliste physiquement,
mais aussi traitable mathématiquement et I’équation de Schrodinguer peut étre ré-
solue exactement. Dans les chapitres suivants qui sont basés sur une généralisation
de ce modele, nous allons introduire des systémes d’atome & plusieurs niveaux en

interaction avec une cavité a plusieurs modes. Les deux approximations dipolaire et
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des ondes tournantes (RWA) seront prises en compte et le champ dans la cavité sera
pris initialement dans un état de Fock.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons implémenter une porte de phase quantique
a 4 qubits a l'aide d’un systéme comprenant un atome a 5 niveaux en interaction avec
4 modes de la cavité. Nous allons procéder a une résolution directe de ’équation de
Schrodinger puis & déterminer et discuter les conditions d’implémentation de la porte
de phase. Dans le quatriéme chapitre, nous allons considérer deux autres systémes
d’atome a plusieurs niveaux en interaction avec une cavité a plusieurs modes. Notre
étude sera différente puisque nous allons utiliser le modéle de shore pour simplifier
I’Hamiltonien du systéme et ainsi déterminer ’'Hamiltonien effectif. Cela va nous
permettre d’implémenter deux portes quantiques importantes : iSWAP et Fredkin
gates. Le cinquiéme chapitre sera consacré a I'implémentation d’une porte de phase
a plusieurs qubits (NT'CP) dans la cavité QED en tenant compte de Uinteraction

dipole-dipole (atome-atome).
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Chapitre 3

Implémentation de la porte de

phase a quatre qubits

Il a été montré que, généralement, une porte de phase quantique a plusieurs qu-
bits permet d’avoir des processus quantiques plus rapides et simplifie considérable-
ment I'implémentation en comparaison a la méthode classique de décomposition des
portes logiques|[l]. Le plus important c’est qu’elle réduit la possibilité d’erreur en
comparaison avec une série de portes logiques & un et a deux qubits. La porte de
phase quantique joue un role dans la correction d’erreur quantique[2], dans 'implé-
mentation de l’algorithme de recherche de Grover[3, 4] et dans la transformation de
Fourrier quantique[5]. Dans des travaux similaires au notre, on a implémenté deux
portes de phases quantiques respectivement a deux qubits[6] et a trois qubits[7] basés
sur ’électrodynamique quantique en cavité et ou les qubits sont représentés par I’état
des modes de la cavité.

Dans ce chapitre nous proposons une approche théorique pour 'implémentation
directe d’une porte de phase quantique & quatre qubits en faisant passer un atome
a cinq niveaux d’énergie en cascade a travers une cavité optique a quatre modes.
Les quatre qubits sont représentés par les états des quatre photons de la cavité. La
structure de niveau atomique correspondant est illustrée sur la figure 3.1(b). L’atome
qui est initialement dans ’état fondamental |e), interagit avec quatre modes de la

cavité de fréquences respectives wi ,ws ,w3 et wy (voir figure 3.1(a)). Les fréquences des

37
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—
a ] |d>
W,
le)
(a) : Les 4 modes de la cavité (b) : Les 5 niveaux d’énergie de I'atome

Fi1G. 3.1 — (a) : Les fréquences des quatre modes de la cavité. (b) : Illustration des
différents désaccords entre les fréquences des modes de la cavité et ceux des transitions

entre les cinq niveaux d’énergie de ’atome.

champs de la cavité w; et wy sont supposées en tres grand désaccord respectivement
par rapport aux transitions atomiques |e) < |d) et |d) < |¢). De méme pour les
modes w3 et wy qui sont en tres grand désaccord respectivement par rapport aux
transitions atomiques |¢) < |b) et |b) < |a) .

Si nous supposons qu’il y’a initialement un photon dans chaque mode de la cavité
et en considérant 1’état quantique de chaque mode représentant un qubit, alors les 24
états possibles des modes de la cavité sont :{|ajasazay)}, on |ajasasay) = o) ®
lag) ® |ag) ® |ag) et |a;) représente I'état de base |0) ou |1) du qubit |¢) (1 = 1,2,3
ou 4).

La transformation correspondante a une porte de phase quantique a quatre qubits

de phase n est définie par :

Qn |a1a2a3a4> = exp(inéal,15a2715a3715a471) |a1a2a3a4> (31)

Puisque la porte de phase quantique n’introduit la phase 1 que lorsque tous les
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qubits d’entrée sont dans ’état |1), nous pouvons aussi écrire (), comme suit :

= 101020504 (01050504 + 0090514 (01020514] 4 |01051504) (01051504 + 0,021514) (0,051514]

)
+101150304) (01120304] + [01150314) (01120314] + [01151504) (01121504] + [01151514) (01121514
)

{ )¢ )
+ [11020504) (11020304] + [11020514) (11020304] + [11021504) (11021504] + |1;021514) (1102151]
)¢ )

+[11150504) (13120504] + |11150514) (11120314| + |11121504) (11121504]

+exp(m) |11121314> <].1]_2]_314| (32)

Dans la suite, on prendra n = 7

On remarque que les états suivants restent inchangés durant le passage de ’atome
a travers la cavité :

- L’état |01050304) puisqu’il n’y pas de photon dans la cavité

- De méme pour tous les états ou il n’y a pas de photon de fréquence w; dans la
cavité (I’atome est initialement dans I’état fondamental |e)). cad les états |01020504 >,
|01020314 >, [01021304 >, [01021514), |01120304), [01150514), |01121304) et [01151514).

-C’est pareil pour les états |1;020304), [11020314), [1;021304) et |13051514) puisque
la fréquence du mode w; est en trés grand désaccord avec la transition atomique
€)= |d).

Par la suite nous allons discuter la possibilité d’implémentation de cette porte de

phase quantique & 4 qubits.

3.1 Etude théorique

3.1.1 Hamiltonien de base

L’Hamiltonien du systéme (atome+cavité) sera déterminé en considérant 'inter-
action entre un atome & 5 niveaux et une cavité optique a 4 modes (voir figure
3.1). L’approximation dipolaire ainsi que l’approximation des ondes tournantes nous

donnent I’expression de I’Hamiltonien du systeme :
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H = Hy+ H, (3.3)

avec

Hy = hwela) (a] + Awpe |b) (b] + hweq |¢) (c| + hwge |d) (d]
Fhwat g + hwadd g + hwsdd as + hwadl iy (3.4)

H1 = hgl |d> <6| &1 + hgg |C> <d| &2 + hgg |b> <C| dg + hg4 |a> <b| d4 + HO

ou a; et a; sont respectivement les opérateurs d’annihilation et de création du
mode ¢ de la cavité. g; est la constante de couplage respectivement entre le mode ¢
(i=1, 2, 3 et 4) et les transitions atomiques |d) < |e), |c) S |d), |b) = |c) et |a) S |b).

Dans la représentation d’interaction I’Hamiltonien peut étre écrit comme suit :

H; = hgy|d) {e] a1e™ + hgy |c) (d] age™ "4

+hgs |b) (| ase™™ + hgy |a) (b aue™ + H.C (3.5)

Ol Wee — W1 = —A, Weg —wo = A, wpe — w3z = 0 et wyp — wy = —0 (voir figure
3.1-b).

Généralement si nous supposons initialement n; photons dans chaque mode i et
I’atome est dans son état fondamental |e), I'état initial du systeme {atom + cavité}

est donné par :

|67n1an27n37n4> = |€> X |n1>n2;n37n4> (36)

Donc nous pouvons écrire ’état du systéme a I'instant t ainsi :

|WU(t) = C.(t)|e,ni,na,ng,na) + Cy(t) |d,ny — 1, n9,n3,1n4) + Ce(t) |e,n1 — 1,00 — 1,13, 0g)

+Cy(t) [b,ng — 1,ng — 1,ng — 1,ng) + Co(t) la,ng — 1,ng — 1L,ng — 1,ng — 1) (3.7)
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Dans la représentation d’interaction, I’équation de schrédinguer(ih% = H; V(1))

nous donne :

ihC(t) = higiCa(t)e ™A /my
ihCy(t) = hgiCo(t)e' ™\ /in + hgaCo(t)e?St /ng
ihC(t) = hgaCy(t)e ™t /g + hgsCy(t)e\/n3 (3.8)
ihCy(t) = hgsCe(t)e 0 /g + igsCy(t)e " /g
| ihCa(t) = hgaCy(t)e™ /g

Pour résoudre ce systeme il est utile de procéder a un changement de variable sur
les amplitudes en posant : Z, = C,, Zy; = Cye ™, Z. = C., Zy = Cpe™®, et Z, = C,.

Le systéme devient alors :

Ze = —igiy/mZa

Zy = —igiymiZe — iga/MaZ. — i Zy

Ze = —iga/MaZa — igsy/n3 %y (3.9)
Zy = —iga\/M3Z. — igan/TaZ0 + 107,

| Za = —igs/niZy

Si nous supposons qu’il n’y a pas de transition vers les niveaux |b) et |d) & cause
d’un grand désaccord entre les fréquences des modes de la cavité et les fréquences des
transitions vers les niveaux d’énergie |b) et |d) de I'atome. (i.e Z, = 0 et Z; = 0) donc

le systéeme devient :

Zb == 0
Zy=0
3 Z, = iU 7, 4 0y 7 (3.10)

. 2 2
_ s9192/MN1N2 D) - g3Mm3 - 03944/M3N4
Z, =it g Ry IS g S9IIS g

7 - g394+/M3N4 - g2ng
Ly = —i SO 7 930 7

que nous pouvons réécrire ainsi :
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( .
Zb |b, ny — 1,712 - 1,713 - 1,TL4> =0- |\Ij(t>>
Z4 |d,nq — 1,n9,n3,n4) =0 |U(t

Ze |€7n17n27n37n4> = (Z 1

Z. le,ny — 1,mg — 1,ng,ny) = <i%d1d2 le) (

it |o) (el — iBEatal [c) (ol ) 19 ()
Zalasm = Lima = Lng = 1,mg = 1) = (=% |a) (¢] — i%aia] |a) (al) 19(2))

6 (3.11)

Ces équations d’évolution correspondent & I’'Hamiltonien suivant dans la représen-

tation d’interaction :

: hgt . hgs . . h hgy . .
i = M) e - it 1) (ol + Mata o) o + i o) (ol (3.12)
hg19s . hgngA X hgsga . - 9394A R
—L i le) (el — R [e) (e] + =5a7ar ) (al + 5 agi fa) (o

3.1.2 Condition d’implémentation de la porte de phase

Nous allons maintenant considérer I’état initial du systeme |[¥q) = |e,1,1,1,0)
(cad que nous avons initialement un photon dans chacun des modes 1, 2 et 3 de la
cavité et 0 photon dans le mode 4).

Donc I'Hamiltonien effectif de la représentation d’interaction devient :

, hgs .. . 95 :

Hy = —"atanle) (el - “Ranaf o) el + “Dagasle) (] (3.13)
hg1g hg19z .. .
—=RRa a5 o) (e - =R e (e

Si nous assumons que g; >>gs et % > %3 donc 'Hamiltonien approximatif dans

la représentation d’interaction s’écrit :

Q

/ hg Al A
=~ —latan

K
- —%\6,1,1,1,(» (e,1,1,1,0] (3.14)
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Si nous choisissons le temps d’interaction tel que 7 = (%;—glmw (k est un entier
1
arbitraire) et en utilisant I’équation de Schrodinguer le systéme atome-cavité subit la

transformation suivante :

le,1,1,1,0) —> -e,1,1,1,0) (3.15)

Ainsi la porte de phase quantique a 4 qubits est réalisée.

Pour obtenir les conditions plus précisément, nous allons résoudre I’équation de
Schrodinger dans la représentation d’interaction pour trouver les amplitudes de proba-
bilité pour tous les états initiaux possibles. Pour cela nous posons pour les désaccord

normalisés Xg = é, X, = i, Xy = é, X3 = S et Xy=2.
g1 91 92 g3 g4

Etat initial : |¥o) = |e, 1,0,0,0)

Nous utilisons la partie d’interaction dans I’Hamiltonien pour déterminer les états
de base du systéme (atome4-cavité) et qui sont |e, 1,0,0,0) et |d,0,0,0,0). L'état
possible & un instant t est la superposition des états |e, 1,0,0,0) et |d,0,0,0,0). Donc
|W(t)) = Ce(t) |e,1,0,0,0) + Cy(t) |d,0,0,0,0) (i.e Z, = Zp = Z. = 0)

Le systeme 3.9 devient :

Z, = —ig 7
_ e (3.16)
Zd = —inge - ZAZd
qui donne (Z, = C.) :
C.(t) +iAC.(t) + ¢C.(t) = 0 (3.17)

En considérant pour ’état initial C.(t = 0) = 1 et Cy(t = 0) = 0, la résolution de

cette équation différentielle nous donne a I'instant t = 7 :

1 —i(2k+1)X2 % 1+ Xo ei\/@(2k+l)X0w

Ce,looo(T) = 56 2
24/1+ 2

X, /1458 .
+ 1 . 0 e 1+ 40 (2k+1)X0 (318)
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On trouvera la méme expression pour les états initiaux suivants : |e, 1,0,0,1),
le,1,0,1,0) et |e,1,0,1,1).
Pour que C. 1000(7) = 1, X, doit donc satisfaire les conditions suivantes (avec p et

p/ des entiers) :

(2k +1)X, (\/1+XT§+%> T =2pm
i (3.19)
(21<:+1)X0( 1+%—%)w:2pm
ce qui donne :
2k +1)(p —pr) — 2pp! =0 (3.20)
et
2(p — 1)
Xo= /222 21
0 (2k + 1) (3:21)

Pour des valeurs fixes de k, p et p’ vérifiant I’équation 3.20, nous pouvons donc
déterminer la valeur de X, pour que C. 1000(7) = 1.
Si nous prenons par exemple p = (2k + 1)k et p' = k, I'équation 3.20 est donc

vérifiée et on aura :

2%
Xg= — 3.99
T ok +1 (322)

Etat initial : |Uy) = |e,1,1,0,0)

De méme I’état possible a un instant t est la superposition des états de base
le,1,1,0,0), |d,1,0,0,0) et |¢,0,0,0,0). Donc en posant |¥(t)) = C.(t)|e,1,1,0,0) +
Cqa(t)1d, 1,0,0,0) 4+ C.(t) |¢,0,0,0,0), le systéme 3.10 correspondant a I’Hamiltonien

effectif devient :

A (3.23)
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En éliminant Z,., nous trouvons 1’équation différentielle suivante :

7
A

En utilisant les conditions initiales Z,(t = 0) = 1 et Z.(t = 0) = i%, nous trouvons

.. 2 .
Z,— il +%ﬂz:o (3.24)

la solution suivante :

2 2 (93+93
Ze(t) = 292 2 291 261( E 2)t (3.25)
g1 t+92 91193
ce qui donne a linstant t =7 (Z, = C,) :
2 2
X2 xz 88 o,
Ce,1100(7) . 2 Xy e (3.26)

X2+ X2 X2+ X2
On trouvera la méme expression pour I’état initial suivant : |e, 1, 1,0, 1)

Pour que C.1100(7) = 1, X et X5 doivent donc satisfaire la condition suivante

(avec m un entier) :

X2+ X2
g—%%Jﬁ@k+mw:2mr (3.27)
2
cela implique :
2k+1

En utilisant la condition sur X, correspondante a ’état initial |¥q) = |e, 1,0, 0,0)

(p=(2k + 1)k et p' = k), On trouve pour Xj :

2(p—p)
X2 2(n—k)—1
2k
T L2k -1 (3.29)

Etat initial : |¥o) = |e,1,1,1,0)

Si nous prenons initialement ny = 1, ny = 1, ng = 1 et ny = 0, donc I’état possible
du systéme a un instant t s’écrit : |U(t)) = C.(t) e, 1,1,1,0) + Cy(t)|d,1,1,0,0) +
C.(t) e, 1,0,0,0) + Cy(t) |,0,0,0,0)
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et le systeme 3.10 correspondant a I’Hamiltonien effectif devient : :

2
= iR 7, +i%27,

| : (3.30)
Z _29192Z +Z< 92 _%)ZC
En éliminant Z,., nous trouvons 1’équation différentielle suivante :
. 9 9 9193
Zo — 2 _Byg + 287 =0 3.31
ATAa5 %)+ 4% AS (3:31)
En utilisant les conditions initiales Z,(t = 0) = 1 et Z,(t = 0) = 9L, nous trouvons
la solution suivante :
i(ﬁJrﬁ 93>t g g2 1 92 92 92 2 i ﬁ_ﬁ+ﬁ
Z(t) = e’\*° *)" | cos e - I A
Ay  4\A A I 2\/g292 L2 2 2\2
173 | =2 <_1 + =2 _3>
A Ta\aTAT S

X2 Xz X2

¢1X—3X0X1 2k+1)T 4X, X X2 XoX;\?
Cennno(T) = 6<+X§ X3 )( E | cos \/ 0 1+<1+—°— 0 1) 2k +1) =

X3 X3 X3

2

+

<1__+X0X1> AN X X2 X 2
- sin : 1+(1+—°—L> (2k+1)g

AXo X X2 XoX
o (3 -

(3.33)

Or, en utilisant la condition g; >g> que nous avons déja évoquée pour réaliser
une porte de phase (cad Xo < X3), nous pouvons simplifier ’expression de C, 1119(7)
en considérant que << 1.

nous avons donc :

~1 (3.34)
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mmmm Réel (Ce1110(T))
s 'mag (Ce 1110(T))

K
10

X:=8/gs

3125}{51

F1G. 3.2 — Courbe des parties réelle et imaginaire de "amplitude C, 1110(7) & 'instant
t = 7 en fonction des paramétres X; = ;il et X3 = g%. Nous prenons k£ = 51, n = 52,

Xo >~ 10.05 et Xy = 102.

ce qui donne la valeur approchée de C, 1119(7) :

. X2 XoX 4XoX X2 xoXx 2
z(H—ﬁ,Z—‘OT ;:31"‘\/‘2* ?0f31+<1+ﬁ25fg_‘or },31) (2k+1) %
(&

Cenno(T) =~ (3.35)

12
|
—_

Nous allons vérifier ’exactitude de ces approximations en tracant la variation de
I'amplitude C. 1110(7) en fonction des parameétres X; et X3. Xy et X sont déterminés
a partir des équations 3.22 et 3.29. Pour cela nous choisissons les valeurs suivantes
pour lentier k& (k = 51) et pour 'entier n (n = 52) et qui seront adoptées dans ce qui
suit. Nous obtiendrons donc Xy ~ 10.05 et Xy = 102. La figure 3.2 visualise la courbe
des parties réelle et imaginaire de 'amplitude C. 1110(7) & U'instant ¢ = 7 en fonction
des parametres X; et X3. Nous remarquons que pour des valeurs de X; > 100 et

X3 ~ 10, la partie réelle de C, 1110(7) tend vers -1 et la partie imaginaire tend vers 0
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Etat initial : |¥o) = |e,1,1,1,1)

Nous procédons de la méme fagon que I'état initial |¥y) = |e,1,1,1,0) et nous

considérons ’état général du systeme (ny =1, ns =1, ng=1letnyg=1):

(1)) = Co(t)]e,1,1,1,1) +Cy(t)|d, 1,1,1,0) +Cu(t) |c, 1,1,0,0)
+Cy(t) b, 1,0,0,0) +C,4(t) |a, 0,0,0,0) (3.36)

et le systeme 3.10 devient : :

° . . 2 2 .
o=@z, +i(%-4) Z.—ivpz, (3.37)
Jy = —i7, %7,

En éliminant Z, et Z,, nous trouvons I’équation différentielle suivante :

Ad Ad Ao

En résolvant cette équation et en introduisant les paramétres normalisés X, X7,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2\
Z.e_i<g_1+g_2_g_3_g_4)ze+(9193+9194+9294)Ze:() (3.39)

Xy, X3 et Xy, nous trouvons la solution suivante a U'instant t = 7 (Z, = C.) :

2
; ; X XXy XXy ™
C =1 2 (O o D
et (7) = 1+ e

2
X X XoX 4X3 X,
\/(1 + X2 + 0 1 + 4 1> - X220X§

X2 XoX; XoXi\® 4X3X, o
i 1+-29 - =0 2k +1)= | (3.39
X sin \/( +X2—|- Xz + X2 XQQX??( + )2 (3.39)

2
A partir de la condition d’implémentation qui a été déja mentionnée % > %3,

L 1. o . . X2
nous pourrons déduire la condition suivante % > 1 et puisque 3% < 1, nous
3 2

4X3X,
X3x2°

obtiendrons XOX1 > le terme sous la racine dans ’équation précédente sera

porté par X°X1 + XOXl . Donc :

X2 XoX: XoX1\® 4X3X 1
\/<1+—2+ . 021> - > 1= ~ 0
X, X3 X4 X2X3 2 4X3X,
(1 5+ 50+ %) -y
= Coun(r)~1 (3.40)
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B Réel (Ceq111(T))

B Imag (Ce111a(T))

—

g

XeSlge ¥ oo s 100
X,=6/g,

F1G. 3.3 — Courbe des parties réelle et imaginaire de "amplitude C, 1111(7) & instant
t = 7 en fonction des paramétres X; = ;il et Xy = g%. Nous prenons k = 51, n = 52,

Xp ~ 10.05, X, = 102. et X3 = 10.

Pour vérifier I'exactitude de ces approximations, nous tracons la courbe des par-
ties réelle et imaginaire de 'amplitude C, 1111(7) & U'instant ¢ = 7 en fonction des
parameétres X; et X4 (voir figure 3.3 ). Nous remarquons que pour des parameétres
normalisés analogues & ceux considérés dans le cas des autres états initiaux (cad
Xo ~ 10.05, Xy =102, X; > 100 et X5 ~ 10), la partie réelle de C, 1111(7) tend vers

1 et la partie imaginaire tend vers 0.

3.1.3 Implémentation de la porte de phase

Nous écrivons la transformation que nous avons achevé dans une représentation

matricielle et dans la base des états possibles suivante{|0, 0, 0,0) , |0,0,0,1),|0,0,1,0),0,0,1,1),
0,1,0,0),]0,1,0,1),0,1,1,0),10,1,1,1),1,0,0,0),[1,0,0,1) ,[1,0,1,0) , |1,0,1,1),,

11,1,0,0),|1,1,0,1),(1,1,1,0),[1,1,1,1)}
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_ o O O o O

(3.41)

_ o O O O O o o o o o o o
o O O O O O o o o o o o o o©

I
—_

o O O O o o O +HBH O O o o o o o o
o O O O o O kB O O o o o o o o o
o o O o O B, O O O o o o o o o o
o O O O =B O O O o o o o o o o o
o O = O O O O O o o oo o o o o o
- o O O O O O O o o o o o o o o

o O O O O O O o o o o o o o o =~
o O O O O o O O o o o o o o +—~= o
o O O O O o O O o o o o o +~= o o
o O O O O O O O o o o o += o o o
o O O O o o o o o o o = o o o o
o O O O O o o o O = o o o o o o
o O O O O o o O +HH o o o o o o o

o O O O o o o o o o

o O O
]

Cette matrice est équivalente & la porte de phase par application de 'opération &

un seul qubit o, sur le 4°™¢ qubit. Nous rappelons que o, est la transformation NOT

ayant la représentation matricielle . Donc la porte de phase s’obtient ainsi :
1 0
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Qr = (LRLRI3®0,4)XUX([1®1,®13Q0,4)
(1 00000000000000 0|
01 0000000000000 0
00100000000000GO0 0
00010000000000GO0 0
000010000000000 0
000001000000000 0
000000100000000 0

_|oooo0o00010000000 0 2
000000001 000000 0
0000000001 00000 0
00000000001 0000 0
0000000000O01000 0
000000000000T100 0
0000000000000T1G0 0
00000000000000O0T 0
(000000000000000 —1

I, I, et I3 sont les matrices unités correspondantes respectivement aux qubits 1,

2 et 3.

3.1.4 Discussion

Nous rassemblons toutes les conditions pour implémenter la porte de phase quan-

tique & quatre qubits :

. : oA o kDA (2k+1)X, :
o Le temps d’interaction doit étre ainsi : 7 = < ;r Vg = Zl) o7 (K est un entier
1

arbitraire).
o A> gq,90 et 6 > g3, 94 : ce qui implique que Xg, Xo, X3, Xy > 1
0 g1 > go : donc Xy < Xo

2 2
91 93 . ; Xo Xy
o &> % : qui donne X2 > 1
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o Xy = ,/?giﬂ’)) et Xy = ,/2(27(173_—?;/_)1 avec k, n, p et p’ sont des nombres entiers

arbitraires.

Nous notons aussi que X, X1, Xo, X3 et X4 sont des parameétres normalisés et
les valeurs qui vérifient les conditions d’implémentation de la porte de phase restent
générales et ne correspondent & aucune valeur spécifique des constantes de couplage
(g1, 92, g3 et g4) et des désaccords (A et 9).

Pour étudier la faisabilité expérimentale de cette proposition, considérons ’expé-
rience sur les micro-ondes d’une cavité QED (voir réf [8]), ou des atomes de Rydberg
fortement excités (notamment ®Rb) ont été utilisés pour interagir avec une cavité
supraconductrice de facteur de qualité Q = 4 x 10'°. La durée de vie du photon a
I'intérieur de la cavité est de 'ordre 7,, ~ 130 ms, et la constante de couplage est
g = 21 X 50 kHz. Nous considérons les valeurs numériques utilisées dans notre pro-
position (k = 51, Xy = 10.5). Donc un calcul direct montre que le temps nécessaire
pour implémenter la porte de phase est 7 >~ 10.8 ms, temps beaucoup plus court que

la durée de vie du photon dans la cavité 7.

3.1.5 Fidélité

Cette analyse va nous permettre de réaliser parfaitement la porte de phase quan-
tique, en calculant la fidélité qui est considérée comme un outil trés utile pour carac-
tériser la performance de cette opération comme une porte déterministe. Pour deux
systémes quantiques donnés par les matrices densités p; et p,, la fidélite F'(py, p;)

peut étre définie par [9, 10] :

F(p1,p3) = <T7" \/P_po\/P_1>2

Dans notre cas, les deux fonctions d’onde |¥(t)) décrivant le systéme dans 1’équa-
tion 3.7 et | (0)) = |e, 1,1,1,0) qui est 'état cible, sont toutes les deux dans des états
pures ; Par conséquent, on peut définir p; = |U(t)) (U(t)| et py = |e,1,1,1,0) (e,1,1,1,0].
La fidélité devient :
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Fidélité .,

08 -

07

N, o

0.6 ~e

g _ ~

10 1 el 0 120 140
x3=5fg3 xl:ﬁjgl

= =}

14 s0 80

F1G. 3.4 — La courbe de la fidélité en fonction de ;—1 et ;—3

F(|%(t) (T(t)],]e,1,1,1,0) (e,1,1,1,0]) = |{e,1,1,1,0] T(t))|?

Dans la figure 3.4, nous tragons la courbe de la fidélité en fonction de ;—1 et ;%. Nous
remarquons que les résultats sont trés prometteurs et sont obtenus sur des intervalles
larges de parameétres du systéme et la fidélité correspondante est toujours plus élevée

(F > 96%)

3.2 Conclusion

En conclusion, nous avons réalisé une porte de phase a 4 qubits qui va simplifier
considérablement plusieurs problémes de calcul quantique. Nous avons montré que le
temps d’implémentation de cette porte est beaucoup plus petit que la durée de vie du
photon dans la cavité QED. La fidélité de cette porte est trés bonne et proche de 1, ce
qui implique que les erreurs produites par les approximations faites sur I’Hamiltonien
du systéme sont sans effets importants. Néanmoins, notre systéme exige que la cavité
fonctionne dans le régime du couplage fort, ce qui nécessite généralement que les
modes optiques soient confinés dans un petit volume de mode pour des périodes de
temps assez grandes. Donc la cavité doit avoir un facteur de qualité Q extrémement

élevé.
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Chapitre 4

Implémentation de la porte iSWAP
et de la porte de Fredkin

Dans ce chapitre, nous proposons deux approches théoriques pour implémenter
deux portes quantiques (porte iSWAP et porte Fredkin). Pour la porte iSWAP nous
avons considéré deux types de qubits[3, 9, 10, 11], le premier qubit représenté par
les deux niveaux d’un atome et le deuxiéme est représenté par les deux modes de la
cavité qui forment tous les deux un dual-rail qubit[12, 13]. Ce dernier est encodé par
la présence d’un seul photon dans I'un des deux modes de la cavité optique.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre nous avons achevé une porte de Fredkin.
Nous considérons un atome a cing niveaux interagissant avec une cavité ayant un
grand facteur de qualité Q et contenant trois modes. Nous utilisons trois sortes de
qubits. Un mode de la cavité représente le qubit de controle et les états atomiques
la) et |e) définissent le second qubit tandis que les deux autres modes de la cavité
forment un troisiéme dual-rail qubit.

Une description théorique de I'implémentation des portes iSWAP et Fredkin est
présenté dans ce travail en plus d’une analyse numérique pour tester la faisabilité de
notre approche dans une cavité de grand facteur de qualité Q. On note aussi que nous
avons utilisé une technique d’élimination adiabatique pour réduire la taille de ’espace
de Hilbert dans lequel nous travaillons.

Dans le méme cadre, différents auteurs ont réalisé les portes quantiques iSWAP

95
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(1) (2)

F1G. 4.1 — (1) : Atome, de configuration atomique en A, & trois niveaux (|a), |b) et |c)
en interaction avec deux modes d’une cavité optique wiet ws. (2) : Représentation de deux

modes de la cavité dans le cas d’'un qubit a double rail (dual-rail qubit)

et Fredkin en utilisant une cavité optique interagissant avec un atome a plusieurs
niveaux. Nous citons comme exemple les références[4, 5, 6, 7] o une suite de portes

universelles ont été étudiées.

4.1 Porte iSWAP

Nous considérons un systéme quantique constitué d’un atome & trois niveaux
d’énergie (|a), |b) et |c)) dans une configuration A, et interagissant avec deux modes
d’une cavité a haut facteur de qualité Q (voir figure 4.1). Les états |a) et |c) couple |b)
respectivement avec les modes 1 et 2 a travers 'interaction dipdle-champ quantifié.

En considérant 'approximation dipolaire et I’approximation des ondes tournantes
(Rotating wave approximation), I’'Hamiltonien général du systéme {atome + cavité}

peut étre écrit comme suit (h = 1)[14, 15] :

H= Z Wa |a) (a] + sza a; + [graf |a) (b + g2 |b) {c| az + H.C] (4.1)

a=a,b,c

ay et ay représentent les opérateurs de bosons des deux modes de la cavité, g; et go
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sont les constantes de couplage atome-champ et w,, représente 1’énergie du niveau |«)
de 'atome.

Nous assumons que la cavité qui est & deux modes contient initialement un seul
photon. ce qui va nous permettre d’implémenter la porte quantique iSWAP en consi-
dérant deux types de qubits, un qubit atomique représenté par les deux états de
l'atome |a) et |c) et les états des deux modes de la cavité forment le deuxiéme qubit
appelé qubit & double voie "dual-rail qubit" et qui est un qubit logique. Si nous re-
présentons ’état de la cavité par [niny) avec n; le nombre de photons dans le mode i
de fréquence w;. En ne considérant que le cas ol le nombre de photons dans un mode
est soit 0 ou 1 alors le qubit & double rail est représenté par les deux états |01) et
|10). |01) = |0) est le premier état du qubit correspondant & la présence d’une seule
excitation dans le deuxiéme mode tandis que le deuxieéme état (|10) = |1)) correspond
a la présence d’une seule excitation dans le premier mode.

Nous notons aussi que l’atome qui est initialement dans 1’état fondamental |a)
restera complétement découplé de la cavité s’il n y’a pas de photons dans le mode
1 et il y’a un photon dans le mode 2 (i.e |a) [01)). De méme pour I'état du systéme
|c) |10), 'atome qui est initialement dans 1’état |c), restera toujours découplé de la
cavité. La situation intéressante est lorsque 'état du systéme est soit dans l'état
la) [10) ou |c) |01). Nous allons analyser ces deux cas dans ce qui suit :

Dans le cas ou l'état initial du systéme est soit |a)[10) ou |c) |01), I'interaction
atome-champ détermine les états de base du systéme (atome + cavité) et qui sont :
{la) |10), |b)]00), |c)|01)}. Donc nous posons I'état du systéeme a Uinstant t |¥(t)) =
aq |a, 10) 4+ ag |b,00) + a3 |c,01) .

L’Hamiltonien H du systéme, en prenant 1’état |a, 10) comme origine des énergies,

s’écrit dans la représentation matricielle comme suit :

0 g1 0
H = g1 AN 92 (42)
0 g Ay

avec :



o8

Ap = (wp — wa) — w1

Ay = ((wp — wa) —w1) = (wp — we) — wa)

L’hypothése A; > ¢1,92 et Ay ~ 0, nous permettra d’utiliser la méthode de
shore[8] pour déterminer I’'Hamiltonien effectif. Pour cela nous définissons deux opé-
rateurs de projection P et QQ, pour séparer respectivement les états proches de la
résonance et ceux loins de la résonance. Les états de base dans |U(¢)) peuvent donc
étre divisés en deux sous-systémes P |W (1)) et Q |¥(¢)) ou P et Q agissent respective-
ment sur les deux sous-espaces {|a) [10), |c) |01)} et {|b) |00)}. L’Hamiltonien effectif

a deux niveaux H,s; peut donc étre construit par (voir Annexe A1) :

H,¢ = Hy— BAT'B* (4.3)

ou f[o = PH P, A= Qﬁ Qet B = PH Q. Ce qui nous donne en considérant ’état

|a) |10) comme origine des énergies :

0 Gess
Heff = (4.4)
Gerr Defr
avec
—3g192
9eff = A, (4.5)
et
2 2
Acpp =Dy — Z—zl + i—ll (4.6)

Puisque A; > g¢1,92 et Ay >~ 0 et dans le cas de la résonance A.;y = 0 (i.e

2 2
Ay = 2 —3), évolution temporelle du systéme pour les deux états initiaux |a) |10)

et |c) |01) est donnée par :

la) [10) +—— cos(gesst) |a) |10) — isin(gesst) |c) |01)

€)[01)  — cos(gesst) |c) [01) — isin(gesst) |a) [10) (4.7)

En choisissant un temps d’interaction convenable t tel que |gesst| = 7, une porte

iISWAP peut étre réaliser et nous obtenons les transformations suivantes subies par les



99

1.0 . : + : + -
Probabhilité ==== |a)|10)

— [c}|01)

0.5 T T

0.0 - t -
0 10 20 30

gt

F1G. 4.2 - L’inversion de population entre les états |a) |10) et |c) |01) pour g1 = g2 = g
and Al =A= 209

états de base (comme mentionné ci-dessus, les deux autres états logiques du systéme

la) |01) et |¢) |10) restent inchangés) :

|a) |01

I

|a) [01)

I

) 101)

|a) [10) ilcy |o1) (4.8)

€} [01) = ila)[10)
) [10)

€) [10) — [¢) [10)

Nous tragons dans la figure 4.2 les amplitudes de probabilité des états |a) [10) et
lc) |01) pour g1 = go = g and A} = A = 20g. La condition de résonance (équation
4.6) permet de déterminer A,.Nous constatons qu’il y a un excellent accord entre un
calcul numérique exact de la probabilité utilisant I’équation 4.2 (lignes continues) et
un calcul analytique utilisant ’équation 4.7 (lignes en pointillé)

Pour tester 'effet des approximations faites en calculant I’Hamiltonien effectif du
systéme, nous tracons la fidélité en fonction de % dans la figure 4.3. Nous remarquons

qu’une bonne fidélité est obtenue pour % > 10.
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Fidélite '’

FiG. 4.3 — La fidélité en fonction de %. Les constantes de couplage g; sont définies dans

la figure 4.2.

4.2 Porte de Fredkin :

La porte quantique Fredkin, appelée aussi controlled swap gate, est indispensable
dans différents protocoles de 'information quantique. Pour construire une telle porte,
nous avons considéré dans notre proposition, un atome a 5 niveaux dans une configu-
ration double Lambda (voir figure 4.4(1)) en interaction avec une cavité a haut facteur
de qualité Q et qui contient 3 modes de fréquences wy, wsy et ws (voir figure 4.4(2)).
Nous supposons un mode répété de fréquence w; et qui interagit avec les transitions
la) = |b) et |d) = |e). Nous avons aussi choisi le premier mode (w;) pour représenter
le premier qubit qui constituera un qubit de controle dans notre systéeme. Les états
la) et |e) représenteront le deuxiéme qubit et les modes 2 et 3 formeront un troisiéme
qubit de type double-rail. Nous présentons dans la figure 4.4(2) la proposition du
schéma expérimental dans lequel un atome a 5 niveaux traverse une cavité a 3 modes
et interagit avec les photons présents.

Pour le systéme {atome + cavité}, I'état quantique du systéme peut donc étre
représenté par |nj, o, nong) ou :

- |n1) est le qubit de controle : |n;) = |0) ou |1).
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| b)
)

IE}

_Iﬂ}

(1) (2)

F1G. 4.4 — (1) : Représentation des différents désaccords entre les fréquences des modes de
la cavité et les transitions atomiques entre les cinq niveaux d’énergie de 'atome (|a), |b),

lc) , |d) et |e)). : Disposition des trois modes de la cavité wi, wy et ws.

- |a) le deuxiéme qubit : |a) = |a) ou |e).
- |noms) le troisieme qubit de type double rail : |nong) = [10) ou [01).= |0) ou |1).
Dans 'approximation dipolaire et ’approximation des ondes tournantes, I’Hamil-

tonien du systéme s’écrit (h = 1)[14, 15] :

3
H = Z we @) {a] + Zwidfdi

a=a,b,c,d,e i=1

+ 9161 |a) (b + g2 |b) (cl a2 + g3&] |c) (d| + g1 |d) {e| & + H.C]  (4.9)

En considérant que, initialement, ’atome est soit dans l'état |a) ou |e) et qu'il
interagit avec les trois modes de la cavité wi,ws et ws, les états initiaux possibles
du systéeme sont : (|0, a, 10), |0,a,01), |0, e, 10), |0,e,01), |1,a,10), |1,a,01), |1,e,10),
|1,e,01)). Premiérement, nous notons que ’atome restera complétement découplé de
la cavité s’il n y’a pas de photon dans le mode 1 (cad pour les états |0, a, 10) , |0, a,01) ,
|0, e,10) ou |0, e,01)). Aussi nous aurons une importante source d’erreurs quand I’état
initial du systéme est soit |1, a, 10) ou |1,e,01). Dans les sous-sections 5.2.1 et 5.2.2,
nous déterminons les solutions exactes pour ces deux cas et nous discuterons les effets

de ces erreurs. La situation la plus intéressante est lorsque ’état initial du systeme
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est soit |1,a,01) ou |1, e, 10). nous allons analyser ces deux cas dans la sous-section

5.2.3.
4.2.1 Etat initial : |¥;) = |1,q,10) :

Les seuls états permis pour le systéme atome-cavité sont donc |1, a, 10} , |0, b, 10) et
|0, ¢, 20). Dans la base des vecteurs d’état précédents(i.e {|1, a, 10) , |0, b, 10) , |0, ¢, 20) })
et en prenant |1, a, 10) comme origine des énergies, ’'Hamiltonien H , 8’écrit donc dans

la représentation matricielle :

0 g1 0
H=|g A V29 (4.10)
0 V292 Ay— A
Et puisque A, A, sont grands, alors tous les états autres que |1, a, 10) engendrent

le sous espace Q|¥(t)). Ce qui implique que le systéme reste confiné dans ’état

11, a,10).
4.2.2 Etat initial : |¥y) = |1,¢,01) :

Les seuls états permis pour le systéme atome-cavité sont donc |1,¢,01), |0,d,01),
|0, ¢, 02). Dans la base des vecteurs d’état précédents (i.e {|1,e,01),]0,d,01),]0,¢,02)})
et en prenant |1, e,01) comme origine des énergies, ’Hamiltonien H, s'¢crit donc dans

la représentation matricielle :

0 g1 0
H= g Az — Ay \/593 (4'11)
0 V295 Ap— Ay
Et puisque Ay, Az sont grands et Ay =~ 0, alors tous les états autres que |1, e, 01)
engendrent le sous espace Q |¥(¢)). Ce qui implique que le systéme reste aussi confiné

dans son état initial |1, e, 01)
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4.2.3 Etat initial : |¥;) = |1,q,01) ou |1,e¢,10) :

Pour un état initial du systéme égal a |1,a,01) ou |1, e, 10), les seuls états permis
sont |1,a,01), 10,b,01), |0,¢,11), |0,d, 10) et |1,e,10). Donc nous posons 'état du

systéme a un instant ¢ comme suit :

|W(t)) = Ci(t) |1,a,01)+Cs(t) |0,b,01)+C5(t) |0, ¢, 11)+C4(2) |0, d, 10)+C5(¢) |1, e, 10)
(4.12)

Dans la base des vecteurs d’état précédents, (cad |1,a,01), |0,6,01), |0,¢,11),
|0,d,10) et |1,e,10)), et en prenant |1,a,01) comme origine des énergies, I’'Hamilto-

nien H, s’écrit donc dans la représentation matricielle :

H=10 g Ay g5 0 (4.13)
0 0 g3 A3 @
0 0 0 %1 A4
ou les différents désaccords A; (i=1,2,3,4) sont définis par :
A = (wp—we) —wi
Ay = ((wp —wa) —wi) — ((wp — we) — wa) (4.14)
Az = ((wp —wa) = w1) = ((wp —we) —w2) + ((wa — we) — ws)
Ay = ((wp = wa) —wi1) = ((wy — we) —w2) + ((wa — we) —ws) — (W — we) — wi)

Comportement a deux états effectifs :

Nous supposons les conditions de résonance du systéme suivantes Ay, Ay, Az >
g1, 92, g3 et Ay =~ 0. Donc les états atomiques |a) et |e€) sont supposés étre en résonance
avec les modes de la cavité, tandis que les autres états |b), |c) et |d) sont hors réso-

nance. Ces conditions montrent que nous avons affaire & un systéme a deux niveaux
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provenant de l'utilisation de la méthode de shore[8], et cela est di a 1’élimination
adiabatique des états hors résonance.

Nous utilisons la méme procédure citée dans la section 5.1 pour trouver I’Hamilto-
nien effectif. Nous définissons deux opérateurs de projection P et QQ, pour sélectionner
respectivement les états proches de la résonance et ceux loins de la résonance. Donc
I'opérateur P concerne les états |1,a,01) et |1,e,10) et 'opérateur Q concerne les
états restants. En utilisant Hy = PHP, A = QHQ et B = PHQ, Nous trouvons (voir
Annexe Al) :

H,p = Hy— BAT'B* (4.15)

Dans la représentation matricielle, nous pouvons donc écrire I’'Hamiltonien effectif

en prenant 1’état |1,a,01) comme origine des énergies :

0 e
Hep = detf (4.16)
gerf Desy
ou :
2
919293
= 417
Jelf Azgs + A1gs — A1 A A3 (4.17)
et
2(2 2 2
— + g7y (A — A
Aeff _ A4+ gl (zS 2g2)A 921_2A( A]- A 3) (418)
395 + Q103 182403
En considérant les conditions Ay, Ay, A3 > g1, g2, g3, Nous trouvons :
—919295
pp 919293 4.19
9l = N AN, (4.19)
et
2 2
91 91
A Ay — I L 91 4.20
e (4.20)
Dans le cas de la résonance A s =0 (A4 = i—i - i—i), I’évolution temporelle des

états initiaux |1, a,01) et |1, e, 10), peut étre facilement trouvée en résolvant 1’équation

de Schrodinguer. Nous trouvons donc :
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11,a,01) —— cos(gesst) |1, a,01) —isin(gesst)e’™ |1, e, 10)

I1,e,10) +—— cos(gesst) |1,e,10) — isin(gesst)e™ |1, a,01) (4.21)

Le facteur de phase nt dans les équations précédentes peut étre produit de plusieurs

s

fagons[4, 1, 3]. En posant |gesst| = 5 et nt = § La porte quantique de Fredkin peut

|

étre réalisée et les différentes transformations se résument ainsi :

10,a,10) ~— |0, a,10)
|0,a,01) +—— 0,a,01)
|0,e,10) +—— 10,¢,10)
10,6,01) —— |0,¢,01) (4.22)
I1,a,10) —— |1,a,10)
|1,a,01) — |[1,e,10)
|1,e,10) +— |1,a,01)
|1,e,01) +— |1,e,01)

Cette transformation peut étre écrite dans la représentation matricielle suivante :

Fredkin = (4.23)

o o O o o o o
o O O o o o = O
o O o o o == O O
o o o o = o o o
o o o = o o o o
o = O O O O O O
o o = O O O o O
_ o O O o o o o

Nous tragons dans la figure 4.5, les probabilités des états |1,a,01) et |1, ¢, 10) pour
g1 = g2 = g3 = g et Aj=As=A3 = 20g. La condition de résonance (équation 4.20)
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I 0—t————— f !
Probabilité | --oo=- |1,a,01>
=== |1,e,10>
0.8 + +
0.6 T 4
0.4 T T
0.2 1 T
0.0 —t——t——t——t——t——
0 2000 4000 G000 2000 10000 12000
gt
FiG. 4.5 — L’inversion de population entre les états |1,a,01) et |1,e,10) pour

permet de déterminer A4.Nous trouvons un excellent accord entre un calcul numérique
exact utilisant I’équation 4.13 (les lignes continues) et un calcul analytique utilisant

I'équation 4.21 (les lignes en pointillé).

Cependant le temps d’évolution de cette porte est tres lent (gt ~ 12566), donc nous
allons améliorer ces résultats en assumant que 1’état |0, ¢, 11) est en résonance parce
qu’'une excellente vitesse est obtenue en choisissant un niveau d’énergie intermédiaire

qui soit en résonancel[4].

Comportement a trois états effectifs :

En choisissant Ay, Az > g1, g2, 93, Ay ~ 0 et Ay ~ 0 (]0,¢,11) est en résonance),
nous pouvons obtenir un Hamiltonien effectif a trois niveaux[8]. Nous utilisons la
méme procédure décrite dans la section précédente pour trouver I’Hamiltonien ef-
fectif. Nous définissons deux opérateurs de projection P et QQ, pour sélectionner res-
pectivement les états proches de la résonance et ceux loins de la résonance. Donc P
correspond aux états (|1,a,01),]0,¢,11),|1,e,10)) et Q correspond aux autres états.

En utilisant Hy = PHP, A= QHQ et B = PHQ, Nous trouvons (voir Annexe Al) :
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H,p= Hy— BA'B* (4.24)

Dans la représentation matricielle, nous pouvons donc écrire I’Hamiltonien effectif

en prenant comme origine des énergies 1'état |1,a,01) :

0 Jieff 0

Heff = | Grefs ALeff 92.eff (4-25)
0 Goerr Doy
ou :
9192
e = === 4.26
9leff A ( )
9133
. = =79 4.27
92.eff A, ( )
et
2 2 2
91 95 g3
A = Ag4 - — = — ==
bel! 2 Ay Ay Ag
2 2
g1 g1
JATY = Ay + = - == 4.28
2eff AT A, (4.28)

La premiere condition A;.ss est appliquée pour mettre I'état intermédiaire du
systéme en résonance tandis que la deuxiéme condition Ay . est la condition requise
pour avoir une résonance a plusieurs photons entre les deux états désirés du systeme.
Quand Ay > _1_%1 + Z—% + g—i, la condition de résonance A;.s; est rompue et le
systéme a trois états effectifs se réduit a un systéme a deux états effectifs.

En utilisant les conditions de résonance (Aq.frr = 0 et Ag.rp = 0), nous pouvons
choisir Ay et Ay afin de countrer le décalage de niveau (Level-shifting). Donc nous

avons :

2 2 2
91 93 g3
A, — 2L 4 J2 I3
? ATA A,
2 2
A4 — _g_1_|_g_1
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Puisque Ay, A3 > g1, g2, g3, nous obtenons Ay ~ 0 et Ay ~ 0. Dans le cas de la
résonance Ay .rr =0 et Agrp = 0, Pévolution temporelle des états initiaux |1, a, 01)
et |1,e,10), peut étre calculée en utilisant I’équation de Schrédinguer. Nous trouvons

donc :

11,a,01) — <926’ff + i ] cos(wgt)) 11,a,01) — 2217 gin(wot) [0, ¢, 11)
Tret 92601 (cog(wot) — 1) € |1, e, 10) (4.29)
wo

|1,e,10) —— M (cos(wot) — 1) €™ |1,a,01) — §92e11 sin(wot) |0, ¢, 11)
w3 Wo

+

. (gl,lef 4 228l 9 eff cos(wot)) 1, e, 10)
wg wh

avec wg = gieff + gg,eff

En posant g1 crft = gaerst = \/15 et nt = m, nous avons :

11,a,01) +— |1 e, 10)

I1,e,10) +— |1,a,01)

Ainsi la porte quantique de Fredkin est réalisée.

Nous tragons dans la figure 4.6 les amplitudes de probabilité des états |1, a,01),
10,¢,11) et |1,e,10) pour g = g = g et Aj= Az = 20g. Les conditions de réso-
nance (équation 4.28) permettent de déterminer A, et A4.Nous constatons qu'il y a
un excellent accord entre un calcul numérique exact utilisant I’équation 4.13 (lignes
continues) et un calcul analytique utilisant ’équation 4.29 (lignes en pointillé). Nous
tragons aussi la fidélité en fonction de é (A = Al = A3) (voir figure 4.7). Nous
remarquons qu’une bonne fidélité est obtenue pour = > 10.

A noter aussi que I’évolution temporelle de notre systéme ayant un comporte-
ment & trois états effectifs (gt ~ 44, 2) est bien meilleure comparée a celle ayant un

comportement a deux états effectifs (gt ~ 12566 ).
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apsr e |0} + I + { - + } =
Probabilité " | — P} £
| . 0,c,11>

08T === |1,e,10> T

0.6 T T

0.4 T g B

0.2 T T

0.0 — T

0 10 20 30 40

gt

F1G. 4.6 — Population des états |1,a,01), |0,¢,11) et |1,e,10) pour g1= go,= g et
A1:A3 = 209

Fidélité ' ' '

0.0 ! i '
0 10 Alg 20
Fi1G. 4.7 — La fidélité en fonction de %. Les constantes de couplage g; sont définies dans

la figure 4.6 et A; = Az = A. Les conditions de résonance nous permettent de déterminer

AQ et A4
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4.3 Conclusion et Discussion

En conclusion, nous avons présenté deux approches pour réaliser deux portes quan-
tiques (ISWAP et Fredkin). Nous avons utilisé la technique d’élimination adiabatique
dévelopée par Shore pour déterminer I’'Hamiltonien effectif. Nous utilisons des inter-
actions fortes entre atome et cavité pour assurer que notre systéme soit évolutif. On
notera que, en général, le couplage fort est une condition essentielle pour la prépara-
tion des états quantiques mécaniques. Ainsi les résonances multiphotons périodiques
dans une cavité seront donc possibles. Donc la condition g > I, K doit étre satisfaite
(I et K représentent respectivement les taux de relaxation atomique et photonique).
Actuellement, diverses cavités modernes avec un facteur de qualité Q) élevé répondent
a ces conditions|2, 16, 17].

Pour étudier la faisabilité expérimentale de ces propositions, nous considérons un
atome de Rydberg avec un taux de relaxation atomique % = H00H z et interagissant
avec une cavité supraconductrice a haut facteur de qualité (Q = 8 x 10%). Le taux
de relaxation photonique est environ % = 0,4Hz et la constante de couplage est
% = TK Hz. Les durées de vie 7;,,; des deux portes iSWAP et Fredkin doivent étre plus
petites que la durée de vie photonique (K~!). Pour la porte iSWAP, nous trouvons
Tint = %;%. En assumant A = 10g et ;= = TK Hz, le temps d’interaction devient :
Tint = 0.35 x 10735, qui est beaucoup plus petit que K~! (K~ = 0.39s). De méme
pour la porte Fredkin, nous avons 7;,; = \%g%. En assumant que A = 10g et 3= =

7K Hz, nous trouvons la valeur du temps d’interaction : 7;,; = 5 x 10™%s, qui est

aussi beaucoup plus petite que K 1.
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Chapitre 5

Implémentation de N portes de
phase quantique dans une cavité
QED par considération de

P’interaction dipdle-dipoéle

Dans ce chapitre on propose une méthode efficace pour réaliser la porte NTCP[1]
avec un qubit de contrdle controlant simultanément N qubits cibles. Ce travail se
base sur I'interaction dipole-dipole (atome-atome) et Iinteraction qubit-cavité dans
une cavité QED en ajoutant un fort champ classique résonant. Dans ce systéme, le
temps de fonctionnement de la porte NTCP est indépendant du nombre N de qubits.
Cette porte peut étre réalisée en un temps beaucoup plus court que le temps de vie
radiative et la durée de vie du photon dans la cavité. Enfin, une discussion sur la
durée totale de fonctionnement de la porte proposée et sur le role de l'interaction

DDI sera abordé.

Récemment, Yang et al. ont présenté un approche pour implémenter la porte de
phase (NTCP gate) dans une cavité. Dans ce systéme un qubit controle simultané-
ment n qubits sélectionnés & partir de N qubits (1 < n < N) [1]. Dans la ref. [2],

les auteurs ont proposé une méthode pour I'implémentation d’une porte a plusieurs

72
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qubits. Ceci devient compliqué lorsque le nombre de qubits augmente. En outre, il
est significatif pour réaliser des portes a plusieurs qubits directement [3, 4].

Pour 'instant, la porte NTCP a trouvé des applications dans la préparation des
états intriqueés [5, 6], de la correction des erreurs [7], de 'algorithme de recherche de
Grover [8, 9], la transformée de Fourier quantique [10, 11], algorithme de Deutsch-
Jozsa [12, 13], du codage quantique dense [14, 15], et enfin du clonage quantique
[16, 17]

L’opérateur unitaire représentant ce type de porte & multi-qubits est donné par[18] :

N+1

Up= 1T =21=0) =) (=1l (=] (5.1)

j=2

ou l'indice 1 représente le qubit de commande 1, alors que j représente le qubit
cible j et I; est 'opérateur identité associé au pair de qubits (1, j), donnée par [; =
> v IT185)(r185], avec 1, s € {4+, —}. A partir de 'opérateur de ’équation. 5.1, on peut
voir que l'opérateur Up induit une phase flip (du signe + au signe —) a ’état logique
|—,) de chaque qubit cible j lorsque le qubit de controle 1 est initialement dans 1'état
|—1) ; autrement rien ne se passe.

Dans ce qui suit, nous allons présenter un moyen pour réaliser la porte NTCP en
tenant compte de I'interaction dipoéle-dipole. Nous allons calculer I'opérateur d’évolu-
tion pour chaque étape des trois étapes constitutives de la porte NTCP par 'utilisa-
tion du modele de I’'Hamiltonien de Jaynes-Cummings. L’opérateur d’évolution global
va nous permettre d’implémenter la porte quantique NTCP. Nous allons également
calculer le temps total d’implémentation de cette porte et nous allons le comparer

avec celui de la référence [1].

5.1 La théorie de base de la porte NTCP

Considérons (N + 1) qubits chacun ayant deux niveaux (état fondamental |g > et
état excité |e >), simultanément en interaction avec une cavité monomode, et assisté
par un champ classique. Les N qubits sont trés proches ce qui nous a mené a tenir

compte de 'interaction qubit-qubit. L’Hamiltonien du systéme dans I’approximation
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des ondes tournantes (Rotating wave approximation) (en supposant que i = 1) [19,

20] est donné par :

N+1
Jj=1
N+1
+9(a*S; +aSH+T ) SfSy, 5.2
i,j=1
i
- HO + Hl + H2 + H3
avec
N+1
Hy = Z woS,; +wa.a’a, (5.3)
Jj=1
N+1
Hl = Q Z(Sj‘e—i(wt‘i‘(ﬁ) + Sj—ei(wt—i-(p)), (54)
j=1
N+1
Hy = g) (a*S; +asS)), (5.5)
Jj=1
N+1
o T 56
1,7=1
i

ou ¢ est la phase initiale de I'impulsion, H, est ’'Hamiltonien libre du systéme
{(N +1) qubits + cavité}, Hy est 'Hamiltonien d’interaction entre les qubits et le
champ classique, Hy est I’Hamiltonien d’interaction entre les qubits et le mode de
la cavité, et Hj est ’'Hamiltonien d’interaction entre les différents qubits. S, j, S; et
Sj-“ sont les opérateurs collectifs de 'ensemble des qubits (1,2,...,N + 1), avec S, ; =
Leg) (el = lg3) (g S5 = les) gl et S5 = [g;)esl- le;)(1g;)) est Vetat excité (etat
fondamental) du qubit j. wg,w,,w, sont respectivement la fréquence de transition
atomique entre les niveaux |g;) and |e;), la fréquence du mode de la cavité, et la
fréquence du champ classique. a* et a représentent respectivement les opérateurs de
création et d’annihilation du mode de la cavité, g est la constante de couplage atome-
champ quantifié, €2 est la fréquence de Rabi du champ classique et I' est la force de
couplage dipole-dipole. En supposant que wy = w, nous aurons l’expression suivante

de 'Hamiltonien dans la représentation d’interaction[14, 21] :
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T T Ty =
g 0 $ s<0 ez * % s
b

o M, Do ®a

k

(A) (B)

F1c. 5.1 — Représentation des différents désaccords 6 = wo—w,. Dans (A), le désaccord

est négatif (6 < 0). Dans (B), le désaccord est positif (6’ > 0).

N+1
H = Y [g(e™™a®S; + e™aSH) + QS +e757))]
7=1
N+1
+I) 0 SHSy, (5.7)
ij=1
i#£]
= H,+ Hp, (5.8)
avec
N+1
Hy = ) Qe?S; +e7%S)), (5.9)
j=1
N+1 N+1
Hpy = Y [g(e™™a™S; +e®™aS7) +T > Sty (5.10)
Jj=1 i,j=1

i
oll 0 = wy — w, est le désaccord entre la fréquence wy de la transition atomique et la
fréquence w, du mode de la cavité.
Dans ce travail nous allons considérer les deux cas particuliers suivants : (¢ = 7
et 0 <0)et (p=0etd>0). Les deux opérateurs d’évolution correspondants a ces

deux cas seront utilisés dans la section 6.2 pour réaliser la porte NTCP.
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5.1.1 Opérateur d’évolution dans le cas ott p =71 et § <0

Considérons maintenant les (N + 1) qubits placés dans une cavité monomode,
ou le premier qubit est le qubit de controle et les autres N qubits sont les qubits
cibles. Dans le cas ou la phase du champ est ¢ = 7 et le désaccord qui est négatif est

d = (wo — wy) < 0 [voir figure 5.1.B|, 'Hamiltonien H; devient :

N+1
Hy = ) [g(e™ats; +e™aS;) — Sy + 57)]

7j=1
N+1

+T)  SfSy (5.11)
2,7=1
1#j

= H{+Hp

avec

N+1
H = =) QS5 +5;), (5.12)
j=1
N+1 N+1
Hpy = [gle™a*S; +e™aSH)] +T > SfS;, (5.13)

j=1 ij=1
J#J

On définit les éléments de la nouvelle base comme suit [3, 22, 23] (|+;) = \%(| g5)+
lej)):1=3) = J5(l9;) — le;)). Done Hy devient

w 1 1 1, ]
—1id 0 —
H, = jz_;g [e fat (o, — 20] + 2O'j )+ ea(o.; + = 597 50 )]
N+1 1 1 1 1 N+1
+FZ 0“—{—20j—§0;)(0w QUJ +20] —QQZUH, (5.14)
7,7=1 7=1
i#j

avec



N+1
— 7 1
H; = Zg "t (0p) — 20;L+ 20'])—1-6&(1(0'9”4— 2Jj— -0;)]
N+1
1 1 1 1
+ + -
+szl 7ri ¥ 500~ 50 e = 50y 505
i#]
Hl == —29533,
ot 045 = 3(|+) (5| = =) {(=5), of = [+ (—;l, 07 = =) (+;] et
N+1
Sx = Z Og,j-
j=1
Nous considérons I’équation de Schrodinguer
d[V(t))
= H;|W(t
S w),
et en effectuant la transformation unitaire suivante
[W(t)) = e oW (1)),
nous obtenons
AP (1)) ,
= H,|V'(t)),
S = )
avec
H} _ lHltHlleszlt
ce qui donne
w 1 1 1
HI _ Zg |:Cl e u;t(o-x,j _ éo_;remﬂt + 50_; szQt) _'_aeust(o_mj + 2O_;~€22§2t
j=1
N+1 1 1 1
4T Z O + 0 21 507;_6_2291:)(01:,3‘ _ 20_;-62th + 2%—6—2zm)
3,7=1

i#]

7

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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Dans un régime de couplage fort 22 > 9, g, " quand le temps d’évolution est ¢ =

.
267

H, se réduit a[24, 25] :

T = nous pouvons éliminer les termes oscillants rapidement. Donc I’'Hamiltonien

N+1
Hy, = g(ate® + ae™®)S, + T Z 0 2i0 sj. (5.23)

ij=1

ijfj

, L, . e, . . ’ N , .
L’opérateur d’évolution associé a I'Hamiltonien H; peut donc étre écrit comme

suit[26, 27] :
N+1
U/(t) _ e—iA(t)Sge—iB(t)ane—iB*(t)a"fsxe—iC(t)X7 (X — Z O-mzo-z]) (524)
ij=1
ijij
En résolvant 1’équation de Schrédinguer suivante
dU’ (t -
1 ®) = H,U (), (5.25)
dt
nous obtenons :
L[t
) — - / rdt =Tt
2 Jo
m@:g/ww:%@un, (5.26)
i

g .
At) = ig/ Bt )e—zét dt = = {t—i- ._<€—15t _ 1)} .
0 4] 10

En posant t = 7 = —27“, nous obtenons B(t) = B*(t) = 0. Donc, l'opérateur
d’évolution U’(t) devient :
N+1
UI(T) _ ei/\Sgr H efil_‘(fm'aij’ (527)
ij=1
(]
ou A\ = 7792 > (0, Donc, nous obtenons 'opérateur d’évolution du systeme :

Utr) = o)
N+1
_ eQiQTSIei/\T‘ﬁ H e—irdz,idz,jr’ (528)

ij=1
i#j

L’opérateur d’évolution U(7) sera utilisé dans la premiére étape de réalisation de

la porte NTCP.
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5.1.2 Opérateur d’évolution dans le cas ot p =0 et 6 >0

Nous considérons le cas d’un désaccord positif 6 > 0 et o = 0, ol la constante
de couplage atome-cavité varie quand le désaccord ¢ varie. Nous supposons que le
qubit 1 est découplé de la cavité et du champ classique. Pour cela, nous allons ajuster
’espacement entre niveaux du qubit 1[1]. Nous remplagons les notations 2, d, g et
I' par 6/, g et T, respectivement, pour distinguer le cas ¢ = 0 et § > 0 du cas
p =met d < 0. Dans la suite, et pour simplifier les calculs, nous utiliserons les mémes

symboles wy et w, [voir figure 5.1.A]. Donc, 'Hamiltonien H; peut étre écrit comme

suit :
N+1 , , N+1
Hy = § :[g,(e_“; fatS; 4+ e’ taS)) + Q’(Sj— +SH+T § SFSy (5.29)
jA:2 Z7j:2
i#£j

Dans le cas 200 > ¢/, &', T, et pour le temps d’évolution t = 7 = i—?, I’Hamiltonien

H}, devient :

N+1
H}l — g/(a+ei§/t + CLG_Z‘W)S; + F/ Z O_zio_rj7 (5.30)
ij=2
Z
et
Hy =205, (5.31)
donc 'opérateur d’évolution U’(7") s’écrit :
, . N+l ,
U/(TI) = 2T 5 omiINT 57 H R LR (5.32)
ij=2
i#]

ou X\ = g—? >0,et S, = Zj\[;;l Oaj, avec 045 = 5(S; +5;). L'opérateur d’évolution
U' (1) sera utilisé dans la seconde étape de réalisation de la porte NTCP.

Pour atteindre ce but, nous considérons que les qubits sont découplés de la cavité,
et nous appliquons une pulsation résonante a chaque qubit. Nous supposons que la
fréquence de Rabi de la pulsation appliquée au qubit 1 est §2; et la fréquence de
Rabi de la pulsation appliquée au qubits (2, ..., N + 1) est €2, [voir figure 5.2]. Nous

supposons aussi que la phase initiale pour chaque pulsation est ¢ = 0. Ainsi, dans la
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F1G. 5.2 — Le qubit de controle proposé (le point rouge), les N qubits cibles identiques

(les points noirs), et la cavité.

représentation d’interaction, nous avons I'hamiltonien suivant du systeme de qubits

et des pulsations :

Hg =200 + 20,5 (5.33)

L’opérateur d’évolution de I’Hamiltonien Hg pour le temps d’évolution 7 = —%”
est :

Uq(r) = e 207021 o= 2075, (5.34)

L’opérateur d’évolution Uq(7) trouvé ici, sera utilisé dans la section suivante pour

réaliser la porte NTCP.
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5.2 Préparation de la porte NTCP

Dans cette section, nous allons montrer comment la porte NTPC peut étre réa-
lisée & partir de I'utilisation des opérateurs d’évolution U(7), U (1) et Ug(7). Nous
considérons N + 1 qubits entrant dans une cavité QED. Les étapes des opérations de

la réalisation de la porte NTCP avec les opérateurs d’évolution sont les suivantes :

Premiére étape : Avec un désaccord 0 < 0 [figure 5.3(A1) et (A2)], nous appliquons
une impulsion résonnante (avec ¢ = m) sur chaque qubit. La fréquence de Rabi de
I'impulsion est €. Ainsi, U(7) est Popérateur d’évolution du systéme de N—+1 qubits,

2

ou le temps d’interaction est 7 = —=F.

Deuziéme étape : Nous appliquons une impulsion résonnante (¢ = 0) sur chacun
des qubits numérotés (2,3,..., N + 1) avec un désaccord &' > 0. Nous ajustons les
fréquences de transition des qubits numérotés (2,3, ..., N +1) [13], de telle sorte que
le mode de cavité soit couplé aux qubits (2,3,..., N +1) [voir figure 5.3(B2)]. La fré-
quence de Rabi de I'impulsion est maintenant Q' et U’(7’) est P'opérateur d’évolution
pour le systéme de qubits. En plus, nous ajustons la fréquence de transition du qubit
1 [13] pour le découpler du mode de la cavité, et nous appliquons les impulsions sur

les qubits (2, 3,..., N+1) [voir figure 5.3(B1)]. En outre, le temps d’interaction est

Nous choisissons § = —4g (§' = 4g). On note que 4 satisfait la condition de
équation 16¢%/6° = (2k 4+ 1), ol k est un entier. Ainsi, quand k& = 0, § prend la
valeur 6 = —4g¢. Dans ce cas, le temps de I'opération sera le plus cours. L’équation
16¢%/6* = (2k + 1) est la condition d’implémentation de la porte NTCP qui sera

donnée plus bas. Donc, le temps total apres ces deux étapes est :

THT = g (5.35)

Nous supposons que 7 = Qr, N7 = =7, et I'7 = I'r. Ces conditions peuvent

étre réalisée en ajustant § et & (régler wy et w,), Q et Q' (régler U'intensité de la
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pulsation), I" et I'". Donc U(7 + 71) devient :

N+1
U(’T—{—Tl) _ GQiQT(Sw—S;)ei)\T(S%—Sf) H eT702,102
=2
N—+1

iy e , . )
— e 219702,16 2iAT0 515k H eZFTo'z,lo'z,]J (536)
Jj=2

avec S, — S, =0,1, 52— 52 =1+ 20,15, (I est I'opérateur identité du qubit1)

et S/ = Zj\:;l Oaj, aVEC 045 = 5(S7 + S7).

Troisiéme étape : Dans le cas ot ¢ = 0, Nous appliquons une pulsation de fré-
quence de Rabi égale a ) au qubit 1 [voir figure 5.3(C1)] et aussi nous appliquons
des pulsations de méme fréquence de Rabi €2, aux autres qubits (2,..., N + 1) [voir
figure 5.3(C3)]. Donc, nous allons obtenir l'opérateur d’évolution temporelle Uq/(7)
avec 7 est le temps d’évolution donné en haut.

Apres cette opération en trois étapes, L’opérateur d’évolution temporelle total du

systeme s’écrit :

U2r+71) = Ug(nU(r+7)

N+1
— o 2i0:17(Q4 ) 202 S)T H 6—21‘02,1@,]-7@—5). (5'37)
=2
avec les conditions :
r
A—— = 4\
2
O = 2NA—-Q (5.38)
Q, = 2\

que nous pouvons achever en ajustant les fréquences de Rabi €2, ; et €2,.. Donc

I'opérateur d’évolution temporelle U (27 + 7') devient :

N+1

U(27’+T/) _ H e~ UAT (0214024202102 5)
=2
N+1

= H Up(1, 7). (5.39)
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Qubits (2, 3...,N+1)
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F1G. 5.3 — Représentation des trois étapes : la premiére étape (A; et As), la deuxiéme

étape (B; et Bs), et la troisiéme étape (Cy et Cs). Les figures (A;), (By) et (Ch)

correspondent au qubit 1, et les autres figures (Az), (B2) et (Cy) correspondent aux

qubits (2,3,..., N +1).
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ot Uy(1,7) = e ¥A(o=1+02342020025)  D’aprés I'opérateur d’évolution U (27 + ')
exprimé dans la base des états |+;) = \%(’90 + le1)) et |—1) = \%(’91) — |e1)) de
Vopérateur de Pauli o, du qubit 1 et des états [+;) = Z5(|g;) + lej)) et |—;) =
\%(qu) — |e;)) de Popérateur de Pauli o, ; des qubits (2,3, ..., N + 1), nous pouvons

obtenir les opérations d’évolution suivantes :

UplHi)l+5) = e 41)]+),

Upl+0)=5) = |+10)l=)),

Upl=)+5) = |=0l+5), (5.40)
Upl=0)=3) = |-1)l—3)

oil le terme ¢?*" a été omis. En choisissant 8A\T = (2k+1)7, i.e. 16¢%/6° = (2k + 1)

(avec k étant un entier) , nous trouvons

Upl+)+5) = —[+0)l+5),

Upl+)l=5) = [+1)l=5),

Upl=1)+5) = [=0l+5), (5.41)
Upl=1)[=) = [=0l=j)-

Evidemment nous pouvons remarquer que nous avons réalisé une porte NTCP. Par

conséquent une porte NTCP peut étre réalisée apres un processus de trois étapes..

5.3 Discussion

Maintenant, Nous donnons une bréve discussion sur notre proposition. Nous consi-
dérons les nombres quantiques principaux 50 et 51 d’un atome de Rydberg, le temps
de relaxation atomique est 7). = 3.0 x 10725 et la constante de couplage est g = 27 x 50
kHz [1, 28], avec —0 = § =4get T = (2k+1) /0 (k = 0,1,...,n) [19, 29]. Le temps de
I'opération totale Ty, = 7+ T 474+ 47, est indépendant du nombre de qubits cibles
N, ou 7, est le temps typique nécessaire a ’ajustement de la fréquence du mode de

la cavité pendant la deuxiéme étape, et 7,, est le temps typique nécessaire pour le
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déplacement des atomes vers l'intérieur ou vers l'extérieur de la cavité. Donc, le calcul
direct montre que le temps nécessaire a I'implémentation de la porte NTCP (avec des
qubits atomiques) est T, = 15us (avec 7, = T, = lus), qui est plus petit que T,.
Récemment, la durée de vie du photon dans la cavité a été mesurée expérimentale-
ment T, = 1.0 x 10735 [19, 29], et qui est plus grande que le temps de 'opération
totale T5,,.

De plus, pour implémenter une porte NTCP, nous devons controler d’une facon
précise l'interaction dipodle-dipdle (DDI) entre les atomes. Dans les récentes années,
I'interaction dipodle-dipole a été bien étudiée surtout avec 1’émergence de la diffusion
collective [30], intrication de deux atomes artificiels & deux niveaux avec des transi-
tions dégénérées de deux photons [31], ensembles de nanoparticules [32]. L’interaction
DDI dépend des trois facteurs suivants : (i) la longueur de la cavité, (i7) les positions
des atomes et (7i7) la polarisation des dipoles. Afin d’obtenir la localisation serrée
requise pour DDI, les atomes doivent étre piégés et refroidis. De plus, I’énergie d’in-
teraction dipolaire, des atomes piégés fermement, peut étre beaucoup plus grande que
le taux de diffusion des photons. Nous notons également que les atomes sont refroidis
simultanément par un champ de refroidissement unidimensionnel [33, 34]. L’interac-
tion DDI pourrait étre utilisée pour le calcul quantique a 'aide d’un appareil expé-
rimental qui est réalisable avec les technologies actuellement disponibles[33, 34]. Sur
la base de la technologie ci-dessus, la force de couplage dipdle-dipole entre les atomes

peut étre ajustée pour satisfaire a la condition I' = (2k + 1) /0 (k =0,1,...,n).

5.4 Conclusion

En conclusion, nous avons proposé une méthode simple pour réaliser la porte
NTCP dans une cavité QED avec un seul mode en interaction avec N + 1 atomes.
Nous avons tenu compte des interactions atome-atome (DDI) et atome-cavité (ACI).
Dans notre systéme, nous avons appliqué un champ inhomogeéne pour distinguer entre
les N + 1 qubits. Le systéme est insensible au champ thermique. En outre, le temps

de fonctionnement de la porte est indépendant du nombre de qubits, et les définitions
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de qubits sont identiques, ce qui facilite le travail. En plus, le temps d’implémentation
peut étre contrdlé en ajustant la fréquence entre les niveaux |g;) et |e;). Ainsi, 'opé-
ration correspondante a la porte NTCP est indépendante de I’état initial du mode
de la cavité. Toutefois, nous avons présenté une méthode efficace pour obtenir une
porte NTCP dans une cavité QED, nous avons calculé un opérateur d’évolution pour
les trois étapes. L’avantage essentiel de cette méthode est que cette porte peut étre
réalisée dans un temps beaucoup plus court que le temps de relaxation atomique et
la durée de vie du photon dans la cavité. Par conséquent, elle est simple et réalisable

avec les techniques actuelles de la cavité QED.
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Chapitre 6

Approche alternative pour la
représentation de qubits

atomiques :

Normalement le traitement de I'information quantique dans une cavité QED uti-
lise comme qubits soit des atomes soit des photons. Le probléme de stockage et de
manipulation des états atomiques et photoniques intriqués a récemment recu beau-
coup d’attention en vue des récentes propositions d’implémentation de portes logiques
quantiques, tels que la polarisation des degrés de liberté (DOF) [1, 2, 3], la polarisation
et les modes spatiaux DOFs (Le calcul quantique photonique hyper-paralléle) [4, 5, 6],
la résonance magnétique nucléaire [7, 8, 9, 10], les boites quantiques [11, 12, 13, 14, 15],
les centres colorés NV (Nitrogen-Vacancy) du diamant [16, 17, 18], les qubits supra-
conducteurs [19, 20], les résonateurs supraconducteurs (photons micro-ondes) [21, 22]
et les systémes quantiques hybrides|23, 24]. Les systémes atomiques sont d’excellents
mémoires quantiques trés adaptés au calcul quantique a grande échelle. Par ailleurs,
les photons sont robustes contre la décohérence et peuvent étre facilement transmis
sur de longues distances.

Dans ce travail, nous allons considérer des qubits atomiques et les photons seront
utilisés pour manipuler les atomes. Comme déja vu aux chapitres précédents, un

seul atome, a deux niveaux, couplé a un seul mode de la cavité, représente I'un des

89
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TAB. 6.1 — Un qubit est encodé au moyen de deux atomes & deux niveaux avec 'un

se trouvant au niveau |g) et 'autre au niveau |e)

Etat des atomes qubit
|g1e2) = —)
|e192) — +)

systémes quantiques les plus simples. Chaque qubit peut étre représenté comme une
combinaison linéaire des deux états atomiques (1’état fondamental |g) et I’état excité
le)). Nous allons adopter une représentation alternative des qubits. En considérant
deux atomes 1 et 2 ayant respectivement les niveaux |g;), |e1) et |g2), |e2), nous allons
encoder le qubit au moyen des deux atomes avec l'un se trouvant au niveau |g) et
l'autre au niveau |e). Ainsi une pair d’atomes va encoder un seul qubit. Nous nous
sommes inspiré 'idée de cette représentation des qubits photoniques a double voie
(dual-rails qubits)[34, 35], qui sont encodés par la présence d’un seul photon dans

seulement un des deux modes optiques d’une cavité.

Si nous prenons deux atomes 1 et 2 interagissant simultanément avec un seul mode
de la cavité et en assumant que ces deux atomes sont initialement dans les états |g;es)
ou |ego) (voir figure 6.1), donc I'état |g1es) encode le qubit |—) et 'état |e;go) encode

le qubit |+) (voir le tableau 6.1).

6.1 Suite universelle de portes logiques :

Pour construire une suite universelle de portes logiques, nous avons besoin d’une
porte quantique multi-qubits et deux rotations dans la sphere de Bloch[25]. Dans cette
représentation alternative de qubit, nous choisissons les rotations autour des axes x

et z (portes & un seul qubit) et la porte quantique & deux qubits CNOT.
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Qubit | ) Qubit |+)

Fic. 6.1 — Représentation alternative de qubit au moyen de deux atomes dans une

cavité avec l'un se trouvant au niveau |g) et l'autre au niveau |e) (|gi1e2) = |—) et

le1g2) = [+)).

6.1.1 Rotation autour de 'axe des x

Pour construire une rotation autour de I’axe des x, nous considérons deux atomes
a deux niveaux numérotés 1 et 2, interagissant simultanément avec un seul mode
d’une cavité QED ayant la fréquence w, et avec un champ classique de fréquence w.
Les deux atomes sont initialement dans les états |gie2) ou |e;g2). Nous allons voir que
la dépendance du nombre de photons n dans I’Hamiltonien effectif sera enlevée par
I’assistance d’un champ classique fort.

En considérant ’approximation dipolaire et ’approximation des ondes tournantes
(rotating wave approximation), ’Hamiltonien général H du systéme peut étre écrit

comme suit (& = 1) [26, 27, 28] : :

J

N N
H=uwo) S.jtwedtat+ ) [g(asy+aS))+Q(Sje™ +87¢“)]  (6.1)
j=1 j=1

ou N est le nombre d’atomes (ici N = 2). a* et a représentent respectivement
les opérateurs de création et d’annihilation du mode de la cavité, g est la constante
de couplage atome-champ, () est la fréquence de Rabi du champ classique, wq est
la fréquence de transition atomique et S.; = % (|e;) (e;| — |g;) (g5]), ST = les) (g5l

S =1g5) {ejl-
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En prenant wg = w et 6 = wg — w,, nous trouvons I’Hamiltonien suivant dans la

représentation d’interaction [26, 27, 28] :
Hy =Y [g(e™a"S; +e™aS)) +Q (8] + 5;)] (6.2)
j=1

et avec la condition €2 > 9,9 et 0 > g, nous obtenons 'opérateur d’évolution du

systeme dans la représentation d’interaction :

Up(t) = e~ HotgmiHet (6.3)
avec
N
Z (SH+5;) (6.4)
et
N N
Z le;) (e;] + 19;) (g;]) + Z (SfSF+SiS, +H.C) (6.5)
j=1 G k=L

ol \ = %. Donc, I’évolution temporelle des états initiaux |gie2) et |e1ge) (N = 2),

peut étre donnée par[26] :

[giea) > e feos(A) [(cos(Q) [g1) — i sin(§2) lex)) (cos(2t) fes) — i sin(Q) [g2))]
—isin(At) [(cos(€2) [ex) — isin(22) |g1)) (cos(Q) [g2) — isin(2t) [ea))]} (6.6)
le1g2) +— ¢ {eos(At) [(cos(Q) er) — isin(€21) |g1)) (cos(t) |ga) — i sin(Q) [e2))]
—isin(At) [(cos(62) |g1) — i sin(Q) [e1)) (cos(€2) [ez) — isin(€2t) |g2))]}

Le facteur de phase global e~ est omis dans les équations suivantes. En utilisant
la définition des qubits (|gie2) = |—) et |e1g2) = |+)) et en mettant 2t = 7, nous
trouvons :

=) —— cos(At) |—=) — isin(At) |+)

|+) —— cos(At) [+) —isin(At) |—) (6.7)
de sorte que finalement ’opération de rotation X devient :
R, (t) = cos(At)] —isin(\t)o,

o, est la porte de Pauli X et I la porte Identité.
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F1c. 6.2 — Représentation de deux atomes a deux niveaux avec un tres grand désaccord
A1 entre la transition du premier atome et le mode de la cavité et un large désaccord

A, entre la transition du deuxiéme atome et le mode de la cavité.

6.1.2 Rotation autour de ’axe des z

Nous adopterons la description suivante d’un systéme quantique pour réaliser la
rotation autour d’un axe z (voir figure 6.2). On prend pour cela deux atomes différents
(a4 deux niveaux) passant a travers une cavité et interagissant simultanément avec une
cavité monomode. Nous considérons aussi un trés grand désaccord entre la transition
du premier atome et le mode de la cavité et un large désaccord entre la transition du
deuxiéme atome et le mode de la cavité.

On sait que pour un large désaccord, un systéme formé d’un atome & deux niveaux
interagissant avec une cavité monomode, reste dans son état initial et un décalage de

phase peut étre produit ainsi[29] :

lg,n) — €™ |g,n)

i®(n+1

Ve, n) (6.8)

le,n)y — e~

avec ®(n) exprimé comme suit [29] :
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@(n)QéO/Ldz \/1—1—71(‘2(—2)2—1 (6.9)

<

v est la vitesse de I'atome passant a travers la cavité, L est la longueur de la
cavité, n est le nombre de photons dans la cavité et g(z) est la constante de couplage
que nous supposons indépendante de z.

Tandis que, pour un trés grand désaccord, le systéme reste dans son état initial
a tout instant . On peut dire que ’état du premier atome reste inchangé tandis que

pour I’évolution du second atome, nous allons introduire un décalage de phase :

2

23
|9176271> = € ZA?t‘917€271>
2
. g
le1, go, 1) +— ezfzzt|el,gg,1> (6.10)
que nous pouvons aussi écrire comme suit (|gies) = |—) et |e1g2) = |+)) :
.39%

=) e )

) T (611)

Finalement, nous obtenons I'opération de rotation z suivante (le facteur de phase
2

- g
globale ¢ 233" est omis) :

R.(t) = cos(222.0) — isin(222 t)o, (6.12)

o, est la porte de Pauli Z
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6.1.3 Porte quantique a plusieurs qubits

En plus des deux portes & un qubit (Rotations autour des axes x et z), nous
avons aussi besoin d’une porte & plusieurs qubits pour compléter la suite des portes
universelles. La porte CNOT, qui est un candidat évident, peut étre implémentée
ainsi.

Nous considérons quatre atomes identiques a deux niveaux numérotés 1, 2, 3 et
4 et interagissant simultanément avec un seul mode de la cavité de fréquence w, et
avec un champ classique de fréquence w. Les quatre atomes sont initialement dans
les états |g1eagseq), |g1€2€394), |€1G2g3€4) OU |e1gae394). 1l s’agit de la méme situation
que celle de la sous-section 6.5.1, mais avec 4 atomes au lieu de 2. Nous utilisons les
équations (6.1 - 6.5) avec N = 4 pour trouver l'opérateur d’évolution de I’équation
6.3. Nous définissons S, = %Z?Zl (S +5;).

Donc les équations 6.4 et 6.5 deviennent :

Hy = 2058, (6.13)
et H, = 2\S? (6.14)

et I’équation 6.3 donne la forme suivante de 'opérateur d’évolution :

U[(t) — e—i?ﬂtsxe—iQ)\th (615)

avec A = %.

En considérant la représentation matricielle de S, nous pouvons développer I'opé-
rateur d’évolution U;(t) dans le sous espace engendré par les états de base {|g1929394),
|919293¢€4) 5 |9192€394); |g192€3€4), [g1€29394), |g1€293€4), [g1€2€394), [gr€2€3€4), |€1G29394),
|e19293€4), [€192€394), |e1ga€3€4), [€1€29304), |€1€2g3€4), |€1€2€304), [€1€2€3€4) } comme

suit :
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(e7®M cos(4Q2t) — 1) (46722 cos(20) — e~ BM cos(4Qt) + 5)

Ur(t) = 0 S2 4 2 I
N (—4e™2M cos(2Qt) + e M cos(40) + 3) 5 i (267X sin(2Q) + e M sin(4Q1)) g
8 4 v
i (—2e72M sin(?Qti + e sin(401)) s (6.16)

Les représentations matricielles de I, J, S,, S; sont définies par :

(02 20 2000 20 00 00 00 | (10 00 00 00 00 00 00
100 0100031 000000 01 00 00 00 00 00 00
o0t 00 2000 f0 00 00 00 10 00 00 00 00 00
03 30 00 03 00 03 00 00 00 01 00 00 00 00 00
100001 20 00 00 20 00 00 00 10 00 00 00 00
02 00 2001 00 00 0% 00 00 00 01 00 00 00 00
00 20 20 0% 00 00 00 10 00 00 00 10 00 00 00
5 — 00 02 0 20 00 00 00 03 I 00 00 00 01 00 00 00
10 00 00 00 0% 20 10 00 00 00 00 00 10 00 00
02 00 00 00 2002 0% 00 00 00 00 00 01 00 00
00 20 00 00 30 03 00 30 00 00 00 00 00 10 00
00 03 00 00 03 30 00 03 00 00 00 00 00 01 00
00 00 20 00 20 00 01 Lo 00 00 00 00 00 00 10
00 00 02 00 04 00 0 01 00 00 00 00 00 00 01
00 00 00 50 00 20 20 04 00 00 00 00 00 00 00
00 00 00 05 00 05 05 50 | | 00 00 00 00 00 00 00




97

00 00 00 02 00 02 0% 10 00 00 00 00 00 00

00 00 00 30 00 30 0 03 00 00 00 00 00 00

00 00 02 00 03 00 20 03 00 00 00 00 00 00

00 00 20 00 20 00 0% 10 00 00 00 00 00 00

00 03 00 00 03 50 00 012 00 00 00 00 00 01

00 30 00 00 30 03 00 30 00 00 00 00 00 10

03 00 00 00 50 04 03 00 00 00 00 00 01 00

o _ 10 00 00 00 02 20 20 00 ,_ |00 0000001000
' 00 02 0% Lo 00 00 00 0% 00 00 00 01 00 00
00 20 £0 04 00 00 00 %0 00 00 00 10 00 00

02 00 0 0% 00 00 0% 00 00 00 01 00 00 00

10 0002 20 00 00 10 00 00 00 10 00 00 00

02 20 00 03 00 0% 00 00 00 01 00 00 00 00
1001 00 30 00 320 00 00 00 10 00 00 00 00
oot ol o000% 000000 01 00 00 00 00 00

03 30 50 00 50 00 00 00 | | 10 00 00 00 00 00

En utilisant la définition des qubits (|gies) = |—1), le192) = |+1), |g3e4) = |—2)
and |e3gs) = |+2)), nous serons donc intéressés seulement par 1’évolution tempo-

relle des états initiaux |giesgses), |gi€2e394), |€1g2g3es) et |e1gaeszgs). Nous repré-

sentons U;(t) dans le sous espace engendré par les états de base des derniers états

{|=1—2), |—1+2), |+1—2), |+1+2)}, nous trouvons donc :

etf| 5 | 5 | 7
, 5 |a+B| v 5
Up(t) = — -
2 v |atB| 3
v | 5 | 5 |oth

(6.17)

00
00
01
10
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00

01
10
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
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—{R(-n/4) H H
U;(t) = CNOT
T H.'.{T(} ] RK{HIE} ] =1 R.'.{-T{} o

F1G. 6.3 — Représentation du circuit de la porte CNOT'. H représente la transforma-
tion de Hadamard. R,(0), R,(0) et R.(f) représentent respectivement une rotation

d’un angle 6 autour des axes x, y et z.

avec :

(e7®M cos(4Qt) — 1)

4
5 — (46722 cos(20t) — e~ cos(4t) + 5)
B 8
(—4e™2M cos(2Qt) + e M cos(40t) + 3)
fy =
8

Si nous choisissons les conditions suivantes :

s
At = — 6.18
- (6.18)
et
7
Ot = (2k + 1)5 (6.19)
nous pouvons trouver o = 0, § = % et v = % Donc l'opérateur d’évolution

U'(t) devient :

s [0y
NNEEE
Ul(t) = (6.20)
I 0 1—1 144 0
2| T2
ENRE

Cette matrice est équivalente a la porte CNOT par application des opérations &
un seul qubit (voir figure 6.3).
Donc nous pouvons réaliser une porte quantique CNOT a I’aide de la représenta-

tion des qubits logiques que nous avons proposé. Ceci est possible si nous choisissons
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le temps d’interaction tel que At = 7 et la fréquence de Rabi () doit convenablement

satisfaire I’équation 6.19.

Discussion :

Pour étudier la faisabilité expérimentale de cette proposition, nous considérons des
atomes de Rydberg interagissant avec une cavité & haut facteur de qualité. La durée
de vie du mode de la cavité est égale & T,,, = 10735 [32] et la constante de couplage
atome-cavité est g = 50 x 2m K Hz [32]. Ainsi, d’aprés la relation 7 = [ = %, nous
calculons le temps d’interaction (en fixant § = 10g) 7 ~ 5.107°s. Nous remarquons
que le temps d’interaction 7 est beaucoup plus petit que la durée de vie du mode de
la cavité, ce qui rend possible 'interaction entre I’atome et le mode de la cavité.

- Calcul de la fidélité : Pour trouver I'Hamiltonien effectif de I’équation 6.5

en assumant €2 > ¢, g, nous avons négligé les termes suivants qui oscillent rapidement

[27] :

4
—i L, L
AH(t) =) g le Pat <§aj W goje Qt) + H.C] (6.21)
j=1
Dans cette équation nous utilisons la base atomique |+;) = \/LQ (lg;) + lej)) et
=) = 75 (lg;) — lej)) pour définir ofet o) = o = |+;) (=] et o = =) (+}]

(attention a ne pas confondre avec la notation des qubits que nous avons discuté dans
ce chapitre). Ces termes sont responsables de l'effet stark sur les états |g;) et |e;)
et qui pourrait réduire la fidélité de cette porte quantique. Nous allons calculer la
dépendance de la fidélité en considérant ces erreurs. A cet effet nous transformons

AH(t) comme suit :
4
AH(t) =Yg [sin (Qt) SI — cos (Qt) S]] ae™ + H.C (6.22)
j=1

avec 57 = 5 (|e;) (el — lg5) (g5]) et Sj = 5; (lej) (g5 — 195} {e;]). Pour les termes
S, nous pouvons utiliser la technique de 1’écho de spin pour éliminer les erreurs
correspondants. Donc nous allons étudier uniquement les effets des termes S:g sur la
réalisation de la porte CNOT. Pour cela, nous utilisons la méthode qui est décrite

dans la référence [33] pour étudier leur effet.
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Si nous passons a la représentation d’interaction, nous pouvons trouver le propa-

gateur Uy(t) des séries de Dyson :

tl tl t”
Ur(t) =1 —i/ dt' AH(t) —/ / dt'dt" AH (") AH (") + ... (6.23)
0 0 0

ou 'Hamiltonien d’interaction AH;(t) est donné par : AH(t) = UT(t)AH(t)U(t).
Nous pouvons considérer U(t) comme une constante pendant 'opération d’intégration

parce que AH (t) oscille plus rapidement que le propagateur. Donc nous trouvons :

Uty =1- z‘%g sin(Qt) i Urt)sju(t) — g—z i (1= cos(2Q))U™(£)SISpU(t) + ...
- " (6.24)
Pour un temps d’interaction 7 = % et pour un état initial égale a |gieag3ey),
|g1e2€394), |e1g2g3es) ou |e1gaesgs), nous obtenons I'expression de la fidélité :
F~1-— 2—92 (1 — cos(297)) (6.25)
02

Nous tragons la fidélité en fonction de % dans la figure 6.4. Nous trouvons qu’'une
bonne fidélité est obtenue pour % > 10. Ceci est en bon accord avec I’approximation
faite en négligeant les termes oscillants rapidement (2 > 9, g).

A noter que 'estimation de la fidélité est faite dans la représentation d’interaction.

6.2 Conclusion

En résumé, nous avons montré que nous pouvons réaliser des portes quantiques
dans la cavité quand les qubits sont encodés en tant que deux atomes de Rydberg
circulaires avec un qui est dans I’état fondamental et 'autre dans 1’état excité. Nous
avons également vu que cette représentation de qubits peut réaliser une suite uni-
verselle de portes logiques. A cet effet, nous avons implémenté deux rotations (X et
Z) sur la sphére de Bloch et une porte CNOT (Controlled NOT gate). Le systéme
semble prometteur pour 1’évolutivité et nous pensons que d’autres portes quantiques

peuvent étre obtenues en utilisant cette représentation de qubits.
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4
Fidélité
0.99 T
098 "'
0.97 T
096 T
0.05 -
0.94
0,93 +
0,92 T

0.91 +

0.90 % } } i
0 10 20 in 4an 50

] 60
L] ,-'g

Fic. 6.4 — Courbe de fidélité en fonction de % pour l'implémentation de la porte

CNOT (6 = 10g). Ici nous considérons les erreurs qui proviennent du décalage de

Stark (Stark Shifts).

REFERENCES

13 Benhelm, J., Kirchmair, G., Roos, C. F. & Blatt, R. Towards fault-tolerant
quantum computing with trapped ions. Nature Physics 4, 463-466 (2008).

14 Zwanenburg, F. A., Dzurak, A. S., Morello, A., Simmons, M. Y., Hollenberg,

L. C., Klimeck, G., Rogge, S., Coppersmith, S. N. & Eriksson, M. A. Silicon
quantum electronics. Rev. Mod.  Phys. 85, 961 (2013).

15 Itoh, K. M. & Watanabe, H. Isotope engineering of silicon and diamond for
quantum computing and sensing applications. MRS Communications 4, 143-157
(2014).

16 Kane, B. E. A silicon-based nuclear spin quantum computer. Nature 393,
133-137 (1998).

17 Koiller, B., Hu, X. & Das Sarma, S. Exchange in siliconbased quantum
computer architecture. Phys. Rev. Lett. 88, 027903 (2002).

18 Morello, A. et al. Single-shot readout of an electron spin in silicon. Nature

467, 687-691 (2010).

19 Pla, J. J., Tan, K. Y., Dehollain, J. P., Lim, W. H., Morton, J. J. L., Jamieson,
D. N., Dzurak, A. S. & Morello, A. A single-atom electron spin qubit in silicon.
Nature 489, 541-545 (2012).

20 Pla, J. J., Tan, K. Y., Dehollain, J. P., Lim, W. H., Morton, J. J. L., Zwanen-



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

102

burg, F. A., Jamieson, D. N., Dzurak, A. S. & Morello, A. High-fidelity readout
and control of a nuclear spin qubit in silicon. Nature 496, 334-338 (2013).

21 Laucht, A. et al. Electrically controlling single-spin qubits in a continuous
microwave field. Science Adv. 1, 1500022 (2015).

22 Dehollain, J. P., Muhonen, J. T., Tan, K. Y., Saraiva, A., Jamieson, D. N.,
Dzurak, A. S. & Morello, A. Singleshot readout and relaxation of singlet and

triplet states in exchange-coupled 31P electron spins in silicon. Phys. Rev. Lett.
112, 236801 (2014).

23 Gonzalez-Zalba, M. F., Saraiva, A., Calder ‘on, M. J., Heiss, D., Koiller, B.
& Ferguson, A. J. An exchange-coupleddonor molecule in silicon. Nano letters
14, 5672-5676 (2014).

24 Weber, B., Matthias, T. H., Mahapatra, S., Watson, T. F., Ryu, H., Rahman,
R., L., H. C., Klimeck, G. & Simmons, M. Y. Spin blockade and exchange in
coulomb-confined silicon double quantum dots. Nature Nanotech. 9, 430435
(2014).

25 Kalra, R., Laucht, A., Hill, C. D. & Morello, A. Robust two-qubit gates for
donors in silicon controlled by hyperfine interactions. Phys. Rev. X 4, 021044
(2014).

26 Pica, G., Lovett, B., Bhatt, R., Schenkel, T. & Lyon, S. Surface code ar-

chitecture for donors and dots in silicon with imprecise and non-uniform qubit
couplings.arXiv :1506.04913 (2015).

27 Trifunovic, L., Pedrocchi, F. L. & Loss, D. Long-distance entanglement of
spin qubits via ferromagnet. Phys. Rev. X 3, 041023 (2013).

28 O’Gorman, J., Nickerson, N. H., Ross, P., Morton, J. J. & Benjamin, S. C.
A silicon-based surface code quantum computer. arXiv :1406.5149 (2014).

29 Hollenberg, L. C. L., Greentree, A. D., Fowler, A. G. & Wellard, C. J. Two-
dimensional architectures for donorbased quantum computing. Phys. Rev. B 74,
045311(2006).

30 Calder “on, M. J., Koiller, B., Hu, X. & Das Sarma, S. Quantum control of
donor electrons at the Si-SiO2 interface.Phys. Rev. Lett. 96, 096802 (2006).

31 Lansbergen, G. P., Rahman, R., Wellard, C. J., Woo, 1., Caro, J., Collaert,
N., Biesemans, S., Klimeck, G., Hollenberg, L. C. L. & Rogge, S. Gate-induced
quantumconfinement transition of a single dopant atom in a silicon finfet. Na-
ture Phys. 4, 656-661 (2008).

32 Laird, E. A., Barthel, C., Rashba, E. 1., Marcus, C. M., Hanson, M. P. &
Gossard, A. C. Hyperfine-mediated gate driven electron spin resonance. Phys.
Rev. Lett. 99, 246601 (2007).

33 Luo, Y., Yu, H. & Yao, W. Deterministic preparation of 9 Dicke states of
donor nuclear spins in silicon by cooperative pumping. Phys. Rev. B 85, 155304
(2012).

34 Kim, D. et al. Microwave-driven coherent operation of a semiconductor quan-
tum dot charge qubit. Nature Nanotech. 10, 243-247 (2015).



23

24

25

26
27
28
29

30

31
32
33
34

35

103

35 Klimeck, G. et al. Atomistic simulation of realistically sized nanodevices
using NEMO 3-D — part i : Models and benchmarks. IEEE Transactions on
Electron Devices 54, 2079-2089 (2007).

36 Blais, A., Huang, R.-S., Wallraff, A., Girvin, S. M. & Schoelkopf, R. J.
Cavity quantum electrodynamics for superconducting electrical circuits : An
architecture for quantum computation. Phys. Rev. A 69, 062320 (2004).

M.A. Nielsen, I.LL.. Chuang "Quantum Computation and Quantum Information"
Cambridge University Press, Cambridge (2000)

L. Ye and G.C. Guo, Phys. Rev. A 71, 034304 (2005)
S.B. Zheng, Phy. Rev. A 68, 035801 (2003).
S. B. Zheng, Phys. Rev. A 66, 060303 (R) (2002).

B. G. Englert, M. Lo er, O. Benson, B. Varcoe, M. Weidinger, and H. Walther.
Entangled Atoms in Micromaser Physics. Fortschr. Phys., 46(6-8) :897{926,
1998

X. Q. Shao, L. Chen, S. Zhang, and Y. F. Zhao (2009), Swap gate and controlled
swap gate based on a single resonant interaction with cavity quantum electro-
dynamics, Phys. Scr. 79, 065004.

Poyatos J F, Cirac J I and Zoller P 1997 Phys. Rev. Lett. 78 390
S. Osnaghi et al., Phys. Rev. Lett. 87, 037902 (2001).
A. Sgrensen and K. Mglmer, Phys. Rev. A 62, 022311 (2000).

P. Kok, W. Munro, K. Nemoto, T. Ralph, J. Dowling, and G. J. Milburn,
Reviews of Modern Physics 79, 135 (2007).

I. L. Chuang and Y. Yamamoto, Physical Review A 52, 3489 (1995).



104

Conclusion Générale

Dans cette thése, nous avons présenté plusieurs méthodes pour implémenter des
portes quantiques logiques. Nous avons réalisé une porte de phase a 4 qubits qui
va simplifier considérablement plusieurs problémes de calcul quantique. Nous avons
montré que le temps d’implémentation de cette porte est beaucoup plus petit que la
durée de vie du photon dans la cavité QED. La fidélité de cette porte est trés bonne
et proche de 1, ce qui implique que les erreurs produites par les approximations faites
sur I’'Hamiltonien du sytéme sont sans effets importants. Nous avons aussi implémenté
deux portes quantiques (iISWAP et Frédkin) en utilisant la technique d’élimination
adiabatique dévelopée par Shore[1] pour déterminer ’'Hamiltonien effectif. L’étude de
la faisabilité expérimentale de ces deux portes a montré que les temps d’implémenta-
tion de ces deux portes sont beaucoup plus petits que la durée de vie du photon dans
la cavité.

L’étude des effets de 'interaction atome-atome (DDI) a été 'objectif du chapitre 6
de cette thése. Pour cela nous avons proposé une méthode simple pour réaliser la porte
NTCP dans une cavité QED avec un seul mode en interaction avec N + 1 atomes.
Le temps de fonctionnement de la porte est indépendant du nombre de qubits, et les
définitions de qubits sont identiques, ce qui a facilité le travail. En plus, nous avons
trouvé que 'opération correspondante & la porte NTCP est indépendante de 1’état
initial du mode de la cavité et que le temps d’implémentation de cette porte est plus
court que le temps de relaxation atomique et la durée de vie du photon dans la cavité.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un nouveau moyen pour achever
les calculs quantiques avec des qubits atomiques dans une cavité QED. Nous avons
montré que nous pouvons réaliser des portes quantiques dans la cavité quand les qubits
sont encodés en tant que deux atomes de Rydberg circulaires I'un se trouvant dans

I'état fondamental |g) et 'autre dans 1’état excité |e). Nous avons également vu que
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cette représentation de qubits peut réaliser une suite universelle de portes logiques.
A cet effet, nous avons implementé deux rotations (X et Z) sur la sphére de Bloch
et une porte CNOT (Controlled NOT gate). Le systéme semble prometteur pour
I’évolutivité et nous pensons que d’autres portes quantiques peuvent étre obtenues en
utilisant cette représentation de qubits.

On notera finalement que, dans I’ensemble, le couplage fort est une condition es-
sentielle pour la préparation des états quantiques mécaniques. Ceci rend les résonances
multiphotons périodiques dans une cavité possibles. Cependant, le couplage fort entre
un atome a plusieurs niveaux et une cavité a plusieurs modes reste un défi expéri-
mental. En fait, avec ’avancée remarquable en nanotechnologie, ce genre d’interaction
pourrait étre possible dans un avenir proche [2]. Il est rapporté dans la référence [3]
que le transfert d’énergie entre deux nanoparticules individuelles fortement couplées a
une cavité a mode de galerie (chuchoter-gallery modes) a haut facteur de qualité dans
un résonateur de microsphére est expérimentalement atteint. Cette réalisation donne
beaucoup d’espoir pour obtenir des expériences qui rendent possible une interaction
entre une cavité & plusieurs modes en interaction avec un atome & plusieurs niveaux

dans la limite du couplage fort.
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Annexe :

Al - Calcul de I’'Hamiltonien effectif par la mé-
thode de Shore

D’une maniére générale, I’évolution temporelle d'un systeme quantique décrit par
un Hamiltonien H indépendant du temps dans I’approximation des ondes tournantes

rotating wave approximation) est régie par I’équation de Schrodinguer (h=1) :
tating imati t régi I’équation de Schroding h=1

(1)) = e [2(0)) (6.26)

ou |P(0)) est I’état initial du systéme a l'instant ¢ = 0. Alternativement, la dyna-
mique d’un systéme peut étre abordée par une transformation intégrale plutét que la
forme exponentielle précédente[l]. On réexprime la fonction d’onde |¥(t)) en termes

de transformation de Laplace. Cette transformée montre que|2] :

i _ 1
L([¥(t))) Z/I‘I’(t» e dt = ———|¥(0)) (6.27)
J pl +1H
En introduisant le changement de variable p = —iz, cela donne la transformée
inverse de la place suivante[l] :
oy =k [ e oy (6.25)
= — e ————=dz .
2mi 21 — H
1e+00

Cette transformée est équivalente a 1’équation 6.26. Cette intégrale peut étre résolu
par le théoréme des résidus[2] comme suit. Pour enfermer toutes les singularités de la
transformation (tous les poles sont situés sur ’axe de la partie réelle de z), le contour
dans le sens contraire des aiguilles d'une montre de cette intégrale est constitué d’une

ligne droite qui est décalé au-dessus de 'axe réel de z et se prolonge entre —oco et
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+00, et enfin est fermé par un chemin semi-circulaire dans la moitié inférieur de ’axe

imaginaire de z[1] (voir figure)

Im

z—plane

Le contour d’intégration de l'intégrale de

I’équation 6.28

En supposant que :
1 h(z)

flz)=e" N (%) (6.29)
les résidus de f(z) ( Res{f(z)} ) peuvent étre donnés par :
h(H B
Res {f(2)} = d<—? = (6.30)
(o (7))

qui n’est autre que ’exponentielle de I’équation 6.26. L’opérateur G’(z) = 7
dans I’équation 6.28 peut étre considéré comme une fonction de Green pour (zf —H ) [1].
Ce qui implique que :

(zf - H) G(z) =1 (6.31)

Maintenant nous supposons que les états de base dans la superposition |W(t))

peuvent étre divisés en deux sous-systémes engendrés par deux opérateurs de projec-
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tion orthogonales P et Q [3] et qui possédent les propriétés suivantes[4] : PP = P,
QR=Q, PQ=QP= 0 et P+Q = 1. Par conséquent, on trouve que |¥(t)) =
P|U(t)) + Q|¥(t)). Ce qui implique que pour un systéme ou |W¥(¢)) contenant m
états possibles, le sous-espace P-space peut inclure N états (N < m) tandis que le
sous-espace Q-space inclut (m — N) états. Ce qui veut dire que ’Hamiltonien effectif
a deux niveaux de la référence[4] est valable pour m > N > 2. Finalement, cela
va nous permettre d’étendre cette théorie pour inclure plus de deux états dans le
sous-espace P-space.

Durant cette theése nous assumons toujours que les états d’intérét sont portés par
I'opérateur P. Donc, nous nous intéresserons seulement a I’évolution temporelle du

sous-systéme [P |U(t)). En rappelant la transformation de ’équation 6.28, On obtient :

PO(t) = — / dz e PO(2) [3(0)) (6.32)

" 2mi
Afin de calculer ]P’C?(z), on utilise I’algébre traditionnelle pour effectuer des calculs
sur les opérateurs qu’on développe dans 'annexe A2 . Cela a permis de déterminer

'expression de "'Hamiltonien effectif décrivant I’évolution du sous-systéme P |U(¢)) :

N ~ ~ 1 ~
Heff — H()—f—BfB—F (633)
(z] - A)
ot Hy = IP’}A[]P’, B = PHQ et A = QHQ. En supposant que 'opérateur A a des

valeurs propres )\, plus grandes que les valeurs propres z de I’Hamiltonien effectif

H.¢r (cad dans la limite |\z| > |2]), on peut introduire 'approximation suivante[4] :

1 1 I -1
<z] - A) A A A

pour calculer I’Hamiltonien effectif :

H.;p = Hy— BA™'B* (6.35)

La condition que les valeurs propres de A sont beaucoup plus grandes que les

valeurs propres de 'Hamiltonien effectif H, ¢ peut étre appliquée dans deux situations
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différentes[4]. Premiérement, dans le cas des systémes non résonants et a plusieurs
photons. On range les états a un grand désaccord dans l'espace Q |U()) et les états
en résonance ou proche de la résonance dans l'espace P|¥(t)). Deuxiémement, dans
un systéme complétement résonnant et avec l'espace Q|U(¢)) contenant au moins
deux états et les constantes de couplage liant les états dans I'espace Q |¥(¢)) doivent
étre beaucoup plus grandes que les forces de couplage dans le sous-systéme P |¥(¢)).
En général, des grands désaccords et des grandes constantes de couplage peuvent étre

utilisés ensemble pour réduire un grand systéme a des dimensions plus faibles.

A2 - Calcul de I'équation 6.33

On considére que l'espace P |¥(¢)) contient seulement les états en résonance ou
proche de la résonance. Afin de trouver Pé(z) de I’équation 6.32, on suit l'algebre
traditionnelle pour manipuler des opérateurs[5]. On utilise la propriété P+ Q = 1

pour réécrire ’équation 6.31 comme suit :

(zf - H) P+Q)G(z) =P +Q (6.36)
En multipliant les deux membres de cette équation par I'opérateur P a droite, on
trouve :

P = (zf . H) [Pé(z)P +QG(2)P (6.37)

On multiplie cette derniére équation par Q & droite pour trouver I’expression de
QG(2)P :

A ~ . -1 ~ . ~
QG()P = —Q [Q (zf - H) Q] Q (zf - H) PG(2)P (6.38)

En substituant ’équation 6.38 dans I’équation 6.37, on trouve l’expression de

PG (2)P :
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pap = (v (-1 - A)p—p (- - A)a[o (- - #)q] " (- A)P)
(6.39)

Enfin, en laissant les opérateurs agir a l'intérieur des crochets on trouve :

PN | . . . . . o1-1 . \1!
P (Z[ — H) —Pp (z[ — PHP — PHQ [zf _ QHQ} QH]P’) (6.40)
Cela implique que :

PG(z) — é(z):(zf—f{)_l

B -1
_ (zf ~ PP - PAQ [+ - QAQ]| @fm) (6.41)

Le remplacement de G (z) par 5 (z) dans l'intégrale de I’équation 6.32, montre que
les singularités sont les valeurs propres de ’Hamiltonien effectif H, #f- Donc PG (2) =
5(2) = <z_f — I:Ieff) 71, avec ]:Ieff = PHP + PHQ [zf — QI:IQ] - QHP.

En utilisant la notation de la référence[4], On définit PHP =H,, PHQ =B et
QHQ :121, pour exprimer I’Hamiltonien effectif :

1

]:Ieff = f{o + B\ [Zj - A]i §+ (642)
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ABSTRACT

This thesis deals with the implementation of several logical quantum gates which can be
useful for applications in quantum information processing and which will allow performing
physically the operations necessary to calculations on qubits. We have at the beginning of this
thesis, implemented a phase gate with four qubits. The qubits are represented by the state of
the photons in the cavity which interacts with a five-level atom. The second part of this thesis
is devoted to the physical realization of two universal quantum gates (iISWAP and Fredkin).
We have used three types of qubits: photonic qubits, atomic qubits and dual-rail qubits. After
that, We have studied how to realize a multi-qubit controlled-phase gate with one qubit
simultaneously controlling N target qubits based on the dipole-dipole interaction (DDI) and
the qubit-cavity interaction (ACI) in a cavity QED. Finally we have proposed an approach to
achieve quantum computation with atomic qubits in a cavity QED. We have encoded a single
qubit on a pair of atoms. The qubit is typically encoded by two two-levels atoms with one is
in the ground state while the other in the excited state. This has allowed us to construct an
universal set of gates including two rotations (X and Z) on the Bloch sphere of each single
qubit and a Controlled NOT gate (CNOT). The experimental feasibility has also been studied

by calculating the time and the fidelity of implementation of each quantum gate.

Mots clés : Information quantique, calcul quantique, qubits , électrodynamique quantique en

cavité, Portes logiques quantiques.
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RESUME

Cette these porte sur lI'implémentation de plusieurs portes quantiques logiques qui
peuvent étre utiles pour des applications en traitement de I'information quantique et qui vont
permettre de réaliser physiquement les opérations nécessaires aux calculs sur les qubits. Nous
avons au début de cette thése, implémenté une porte de phase a 4 qubits. Les qubits sont
représentés par I'état des photons dans la cavité qui est en interaction avec un atome a cinq
niveaux. La seconde partie de cette thése est consacrée a la réalisation physique de deux
portes quantiques universelles (iISWAP et Fredkin). Nous avons utilisé trois types de qubits:
qubits photoniques et atomiques et qubits double-voie (dual-rail qubits). Nous étudions
ensuite comment implémenter une porte de phase quantique a plusieurs qubits (porte NTCP)
avec un qubit de contr6le contrélant simultanément N qubits cibles. Dans ce systeme (N
atome a deux niveaux + un mode de la cavité) nous tenons compte de l'interaction dip0le-
dipble (atome-atome) en plus de l'interaction atome-cavité. Finalement nous présentons un
nouveau moyen pour faire des calculs quantiques avec des qubits atomiques dans une cavité
QED. Ces qubits logiques sont encodeés en tant que deux atomes de Rydberg circulaires avec
un qui est dans I'état fondamental et I'autre dans I'état excité. Cela nous a permis de construire
une suite universelle de portes logiques (deux rotations X et Z sur la sphere de Bloch et une
porte CNOT). La faisabilite expérimentale de toutes ces portes quantiques a aussi été étudiée
en calculant le temps d'implémentation de chaque porte quantique ainsi que la fidélité

associée au traitement quantique de tous les systemes proposés dans cette these.

Mots clés : Information quantique, calcul quantique, qubits , électrodynamique quantique en

cavité, Portes logiques quantiques.



