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Introduction

Représenter les types d’homotopie d’ensembles simpliciaux (et par la-méme
ceux d’espaces topologiques) par des structures algébriques préhensibles est un
domaine bien étudié et toujours ouvert dans sa généralité. Une étape fondame-
ntale a été réalisée par D. Quillen dans “Rational Homotopy Theory” [Qu2]. 1l
y associe fonctoriellement & chaque espace simplicial (2-réduit) une algebre de
Lie différentielle graduée (1-réduite) et, réciproquement, construit un espace si-
mplicial & partir d'une algebre de Lie différentielle graduée. Aprés composition
de ces deux foncteurs, on obtient un nouvel ensemble simplicial du méme type
d’homotopie rationnelle que 'ensemble simplicial de départ.

Le type d’homotopie rationnelle est une approximation du type d’homotopie:
deux espaces sont dans le méme type d’homotopie rationnelle s’ils sont reliés
par une suite de fleches induisant des isomorphismes en homologie & coefficients
dans Q. Cette notion ne tient évidemment pas compte de la partie de torsion des
groupes d’homotopie et, par exemple, un espace d’Eilenberg-MacLane K(Z/pZ)
y est assimilé & un point.

Le foncteur de Quillen ne s’explique pas aisément; a ’ensemble simplicial X
on associe d’abord son groupe des lacets GX puis ’anneau de groupe simplicial
QGX. 1l s’agit maintenant de compléter celui-ci afin d’obtenir une algebre de
Hopf simpliciale compléte; il reste & prendre le sous-espace des primitifs et a
normaliser pour avoir ’algébre de Lie différentielle graduée annoncée, A(X). Ce
bref aper¢u montre que la construction directe ne se prétera pas facilement a la
détermination d’exemples précis.

Cependant, cet article de Quillen contient un moyen d’étudier les types
d’homotopie rationnelle qui pallie la complexité du foncteur A. En effet, la
catégorie des algebres de Lie différentielles graduées possede tous les ingrédients
nécessaires 4 la définition d’'une homotopie: cylindre, modeles et plus générale-
ment une structure de catégorie a modéles fermée. Partant de 14, le théoréme
principal de Quillen s’énonce: les catégories homotopiques associées aux en-
sembles simpliciaux (2-réduits) et aux algebres de Lie différentielles graduées

(1-réduites) sont isomorphes.
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Remarquons au passage que de chaque c¢6té, algébrique et topologique, des
notions de groupes d’homologie, d’algebres de cohomologie, d’algebres de Lie
d’homotopie se correspondent et sont des invariants du type d’homotopie ra-
tionnelle. Bien siir, la considération d’une de ces notions ne rend généralement
pas compte du type d’homotopie rationnelle tout entier. Par exemple, nous ne
pouvons pas reconstruire le type d’homotopie rationnelle de X a partir de son
algébre de Lie d’homotopie.

Dans ce travail, nous ne considérons que la présentation en algeébres de Lie
différentielles mais ce rappel historique serait bien incomplet si nous ne citions
pas le travail de Sullivan. Dans [Su), il fournit une représentation du type d’ho-
motopie rationnelle des espaces simpliciaux (nilpotents, de type fini) par des
algebres différentielles commutatives graduées. Ici aussi existe une association
fonctorielle (sous la forme d’un couple de foncteurs adjoints); ici aussi une
structure de catégorie & modéles fermée permet de définir I’homotopie (cf. [B—
G]). Un résumé se trouve dans [D] ot apparait pour la premicre fois la notion
de formalité.

Dans la présentation de Sullivan, la définition d’espace formel s’exprime si-
mplement: un espace X est formel si son représentant algébrique est du méme
type d’homotopie que son algebre de cohomologie rationnelle. En termes d’in-
formations contenues dans la cohomologie, un espace formel est un espace dont
le type d’homotopie rationnelle est entierement déterminé par son algébre de
cohomologie.

Dualement, on peut définir les espaces coformels comme ceux dont le type
d’homotopie rationnelle est déterminé par ’algébre de Lie d’homotopie. Dans
la présentation de Quillen, cela équivaut & dire que le représentant algébrique
de X est du méme type d’homotopie que son algeébre de Lie d’homologie.

Si les espaces formels s’expriment aisément en termes de construction de
Sullivan, ils se caractérisent aussi dans le contexte de Quillen. Pour cela, il
nous faut d’abord expliciter la notion primordiale de modéle:

Un modeéle “de Quillen” d’un espace X est une algébre de Lie différentielle
graduée, libre comme algébre de Lie, dans le méme type d’homotopie que A(X).
Tout espace simplicial 2-réduit admet un modéle.

J.M. Lemaire [Lem2| montre qu’un espace est formel si, et seulement si, il

admet un modéle & différentielle purement quadratique (c’est-a-dire tel que la

différentielle d’un générateur d’algebre de Lie s’exprime en fonction de crochets
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de longueur 2). Nous voici maintenant préts a étudier ces notions de formalité
et coformalité & travers la théorie de Quillen. En fait, nous allons nous situer
dans un cadre plus général: ’homotopie modérée.

Cette théorie a pris naissance dans l’article “Tame Homotopy Theory” [Dw1]
de W.G. Dwyer. En mélant la construction de Quillen et les algebres de La-
zard, Dwyer construit un pont (que nous notons toujours \) entre l’algebre et
la topologie, joignant les espaces simpliciaux (3-réduits) aux algebres de Lie
différentielles graduées (2-réduites) définies sur Z. Ceci lui permet de considérer
un type d’homotopie moins grossier que I’homotopie rationnelle: le type d’ho-
motopie modérée (sa définition est rappelée en 2.1.13). Il prend en compte
une partie de la torsion des groupes d’homotopie en se limitant aux rangs pour
lesquels la puissance réduite de Steenrod n'intervient pas. Par exemple la 2-
torsion n’apparait que dans le premier groupe d’homotopie; la 3-torsion d’un
ensemble simplicial 3-réduit est tuée des le groupe de dimension 6.

Si la majeure partie des techniques du cadre rationnel s’adapte ici, notons
cependant que certaines n’existent plus. Par exemple, la présence de torsion
homologique pour un espace X se traduit au niveau des modéles par l'appari-
tion d’une partie linéaire pour la différentielle et la notion de modéle minimal
disparait. Nous pouvons dés & présent pressentir les difficultés que nous renco-
ntrerons pour la définition de formel dans ce cadre.

Passons maintenant a la description explicite de ce travail.

La théorie de la perturbation est déja apparue dans l'approche des problémes
de formalité et de coformalité [Fé] [H-S] [La] [Ta]. Son principe consiste
a partir d’une situation simple (en l'occurence celle des espaces formels ou
coformels) et a la perturber pour retrouver le cas considéré. L’espace cherché
apparait alors comme une déviation de la situation standard, déviation que ’on
mesure & I’aide d’un objet algébrique qui se trouve généralement étre une classe
de cohomologie particuliére.

Les suites spectrales constituent un exemple générique d’approximation; rap-
pelons en brievement 1’idée directrice: nous partons d’un objet différentiel filtré
L qui fournit une suite d’objets analogues bigradués E"(L), reflétant de plus
en plus fidelement la cohomologie de L. Une fois choisi l'indice r, ’étude de
L se ramene ainsi & celle de la perturbation d’un objet bigradué. Ce travail a
déja été mené a bien par Halperin et Tanré [H—T] dans le cadre des algébres

différentielles commutatives graduées; nous le transposons ici aux algébres de



Lie différentielles graduées sur un anneau commutatif R. Pour cela nous par-
tons d’un modele (bigradué) de E™(L), et en perturbant la différentielle (et le
morphisme, cf. 1.3.7) nous construisons un modéle (filtré) de L. En termes
d’informations contenues dans un modele, ce processus consiste a réintroduire,
par le biais d’une perturbation, toute l'information perdue par le passage au
r-iéme étage de la suite spectrale. La démonstration occupe le premier chapitre.

La notion de coformalité (modérée) que nous proposons au deuxiéme cha-
pitre est naturelle dans ce contexte: une algébre de Lie différentielle graduée
L est coformelle si elle est dans le méme type d’homotopie que son algebre
de Lie d’homologie. La liaison avec le premier chapitre découle de la filtration
particuliere de L obtenue en considérant tous ses éléments comme étant de degré
filtrant 0 et en choisissant r = 1. La perturbation amenée par le premier chapitre
mesure alors la non-coformalité de L. En guise d’exemples remarquons que les
sphéres, les produits d’espaces d’Eilenberg—MacLane sont coformels modérés.
Par contre, les suspensions ne le sont généralement pas; un espace de Moore
dont le groupe d’homologie a de la torsion n’est pas coformel modéré.

En prenant des CW-complexes de dimension finie, on peut travailler a coef-
ficients, non pas dans un systéme d’anneaux, mais dans un seul anneau &, no-
tamment ’anneau du systéme qui correspond a la dimension maximale. C’est-
ce qu'a fait Anick dans [An3] ou il associe (non fonctoriellement) a chaque
CW-complexe X une R-algebre de Lie L(X) dont I'algebre enveloppante est
un R-modele d’Adams—Hilton de X. C’est dans ce cadre que nous situons le
troisieme chapitre. En ne considérant que des CW-complexes & homologie sans
torsion nous obtenons des résultats et des notions analogues au cas rationnel:
existence et I'unicité d’un modéle minimal, une notion de R-formalité et une
suite d’obstructions & la R-formalité qui est constituée de classes de cohomolo-
gie de Harrison. Comme exemples nous mentionnons les sphéres ainsi que leurs
bouquets et produits et les espaces projectifs complexes.

Ensuite nous nous tournons vers les algébres tensorielles. En effet, en con-
sidérant (comme précédemment) des CW-complexes de dimension finie et sans
torsion homologique, R-localisés, nous obtenons des résultats analogues aux
précédents: lexistence et unicité d’un modéle d’Adams—Hilton minimal, une
notion de R-AH-formalité et une suite d’obstructions a la R-AH-formalité qui
est constituée de classes de cohomologie de Hochschild.

Le lien entre les deux approches s’établit & ’aide du théoréme 3.6.8 ou nous
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montrons que dans certains degrés, la cohomologie de Harrison s'injecte dans
celle de Hochschild. Ce résultat qui généralise celui de Barr [Bar] dans le cas
rationnel, nous permet de montrer que les notions de R-formalité et de R-AH-
formalité sont équivalentes. Si & = (), ce théoréme est démontré par Merle
[Me].

Dans le paragraphe 3.7 nous considérons une autre définition de R-formalité
de CW-complexe de dimension finie, qui fait intervenir ’algébre des cochaines
singuliéres cubiques et l'algebre de cohomologie du CW-complexe. Celle-ci a
P’avantage de s’étendre au cas des CW-complexes avec torsion homologique.
Nous montrons qu’elle généralise la notion précédente. Ainsi, les espaces de
Moore, leurs bouquets et plus généralement les suspensions sont R-formels.

En 3.7.17, nous comparons la notion de R-formalité a celle de p-AH-formalité
d’Anick (existence d’un modéle d’Adams-Hilton sur Z/pZ a différentielle qua-
dratique).

Finalement nous nous posons la question de ’existence d’une notion de for-
malité repérable non pas au niveau du complexe de cochaines, mais de ’algébre

de Lie d’Anick. Nous proposons de telles notions que nous appelons “type F1”,
“type F2”, “type F3”.
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Perturbation d’algebres

de Lie différentielles
graduées

1.1. Définitions et notations.

1.1.1. Soit R un anneau commutatif unitaire dans lequel 2 et 3 sont inversibles.

Un R-module gradué (resp. bigradué) M, (resp. M. .) est une somme
directe M = @;cz M; (resp. M = @i,jez M; ;) de R-modules.

On dit qu’une fleche f: M — M’ entre R-modules gradués (resp. bigradués)
est de degré p (resp. de bidegré (p1,p;)) si f: My — M.y, (vesp. fi My .o —
A/[*+p1.'+pz)-

La suspension ¢ M d’un R-module gradué M est le R-module gradué défini
par (oM), = M.

Un R-module gradué M est dit s-réduit, si M, = 0.

Le produit tensoriel M @ N de deux R-modules gradués est un R-module
gradué défini par (M ® N)« = @4, Mi ®r N;. Si f{M — M', ¢ N —
N' sont des fleches de R-modules gradués de degrés respectifs |f], |g| alors
f®gMON — M'®N' est définie par (f® g)(m@n) = (—1)19l™l f(m)® g(n);
elle est de degré |f| + |9



2 Chapitre 1. Perturbation d’algébres de Lie diff. graduées

Une R-algébre associative graduée A est un R-module gradué muni d'une
loi multiplicative associative et distributive par rapport a la loi de module.

L’algébre tensorielle T(M) sur un R-module gradué libre M est la somme
directe @;5, T(M) ou: T°(M) = R, T(M) = T*7'(M) ® M pour i > 1.
T(M) est une algebre associative graduée, pour le produit ®. La graduation

Ti(M) est appelée graduation par longueur des mots.

1.1.2. Une R-algébre de Lie graduée est un R-module gradué L muni d’une
fleche linéaire de degré 0, notée [, |: L ® L — L telle que

[a,b] = (=1)!*/PH1 (b a] (antisymétrie),
(._1)|‘1HC|[G, [bac]] + (_1)lb”a][b7 [Cv a” + (—1)‘6”bl[cv [a’: b” =0 (Ja'CObi)7

pour a,b,c € L de degrés |al, |b|, |c| respectivement. Une fleche f: L — L' de
R-algébres de Lie graduées est une fleche de R-modules gradués, compatible
avec les crochets: f[a,b] = [f(a), f(b)]. La somme L U L' de deux algebres de
Lie L,L' est communément appelée produit libre. Remarquons qu’on peut
munir toute R-algébre associative d’une structure d’algebre de Lie en posant
[a,0) =a-b—(=1)llltlp. g,

Soit M un R-module gradué. On note L(A) la R-algébre de Lie libre sur
M. Si M est un R-module gradué libre, I'hypothese %,% € R entraine que
L(M) n’a pas de torsion ([Hil]). En considérant T(M) comme une R-algébre
de Lie graduée, L(M) est la sous-algebre de Lie de T(M) engendrée par M. Ce

faisant, elle hérite de la graduation en longueur des mots de T(M) :
L(M) = HLi(M)
i>0
appelée ici graduation par la longueur des crochets. Notons enfin que le produit
libre de deux R-algébres de Lie libres L(M) et L(M') est la R-algebre de Lie
libre L(M & M").

Une différentielle 3, du R-module gradué M, est une fleche 8p: M — M
de R-modules gradués, de degré —1, telle que Jpodyp = 0. Un R-module
différentiel gradué (M, ;) est un R-module gradué muni d’une différentielle.

Une R-algébre associative différentielle graduée (A, 0) est une R-algebre
associative graduée A, munie d’une différentielle d’algébre, c’est-a-dire d’une
fleche 9: A — A de R-modules gradués, de degré —1, telle que 9.0 = 0 et

da-d)=0a d +(-1)a.dd



1.1. Définitions et notations 3

Une R-algébre de Lie différentielle graduée (L,0) est une R-algébre
de Lie graduée L munie d’une différentielle d’algebre de Lie, c’est-a-dire d'une
fleche 8 de R-modules gradués, de degré —1, telle que 000 = 0 et

dla, b] = [0a, b] + (—1)!*![a, Bb]

Le produit libre de deux R-algébres de Lie différentielles graduées (L, 9),
(L',8") est une R-algébre de Lie différentielle graduée (LU L', D) ou D satisfait
4 Dla,b) = [0a,b] + (—1)I*l[a,d'd], pour a € L, b€ L'

Définitions 1.1.3. Un R-module différentiel gradué filtré (M, 0, F,) est
un R-module différentiel gradué (M,d) muni d'une filtration par des sous-

modules gradués
- CFpeitMCFMCFEFpaMC...

telle que UnEZ F,M =M et 0F,M C F;M.

Une R-algébre associative différentielle graduée filtrée (A, 0, F,) est
une R-algebre associative graduée différentielle (4, 8) munie d’une filtration par

des idéaux gradués
e CFajACF,ACF,1AC. ..

telle que | J,cz Fnd = A, F, A FiA C Fp A et OF;A C FiA.

Soit 7 un entier positif ou nul. Une R-(r)-algébre associative différentielle
bigraduée (A, ,0) est une somme directe @iel A, de R-algebres associa-
tives graduées, munie d'une fleche de R-modules 9 de bidegré (—r,r — 1), telle
que 0.0 = 0 et

da-b)=0a b+ (—1)ela- b

ou |a| = |a|1 + |al2 ((la1,|al2) est le bidegré de a).
Une R-algébre de Lie graduée différentielle filtrée (L, 0, F.) est une R-
algebre de Lie graduée différentielle (L, ) munie d’une filtration par des idéaux

gradués

- CF, . LcFLCF,LC...

telle que |, ez Fnl = L, [F,L, FyL) C Fpy L et OF;L C F;L.
Soit 7 un entier positif ou nul. Une R-(r)-algébre de Lie bigraduée
différentielle (L« ,0) est une somme directe (D;cz L«,; de R-algébres de Lie



4 Chapitre 1. Perturbation d’algébres de Lie diff. graduées

graduées, munie d’une fleche de R-modules & de bidegré (—r,r — 1), telle que

806 = 0 et
dla,b] = [8a, b] + (—1)1/[a, BB

ou |a|l = lal1 + |al2 ((|al1,|a]2) est le bidegré de a).

Dans 1.1.4 et 1.1.5, V'expression “objet”, désigne un module, une algébre

associative ou une algebre de Lie.

Remarques 1.1.4. 1) Si(C. ., 0) est un R-(r)-objet bigradué différentiel, alors
le complexe total (Tot,.C,d) défini par

TotaC ¥ 3" 0y

i+j=n

est un R-objet gradué différentiel. On dira que Tot,C est la partie de C « de
degré total n.
2) Si (Cux,0) est un R-(r)-objet bigradué différentiel, alors (C, 9, F,) défini
par
F,C, « @ Cinmi
i<p

est un R-objet gradué différentiel filtré.

Définition 1.1.5. Le R-(r)-objet bigradué différentiel (Cl «, 0) est dit s-réduit
si Tot;C = 0 pour ¢ < s.

1.2. Un modele bigradué.

Définitions 1.2.1. Soit R-DGLA la catégorie des R-algebres de Lie graduées
différentielles. Une fleche f: L — L' de R-DGLA (notée ~p) est un R-quasi-
isomorphisme si H.(f) est un isomorphisme.

Un objet R-cofibrant de R-DGLA est un couple formé d’une algebre de

Lie libre sur un R-module gradué libre et d’une différentielle en faisant une
R-algebre de Lie différentielle graduée.



1.2. Un modéle bigradué 5

Un R-modéle (L(V),d, 1) d’une R-algébre de Lie différentielle graduée (L, §)
est un R-quasi-isomorphisme u:(L(V),8) — (L,§), de source un objet R-
cofibrant.

Un R-modéle d’une fleche f:(L,8) — (L',6') de R-DGLA est la donnée

d’un diagramme commutatif:

(L’ 6) ”——f—‘% (LI, 6,)

N
(LuL(v),9)
ou j est l'inclusion canonique dans le produit libre (comme R-algebres de Lie),
{4 est un R-quasi-isomorphisme et le quotient (L(V'),d) de (L UL(V),d) par
I’idéal engendré par (L, §) est un objet R-cofibrant.

Les définitions ci-dessus s’adaptent mot pour mot aux cas bigradué et filtré.

Nous parlerons alors de R-(r)-modéle bigradué ou de R-modéle filtré.

Proposition 1.2.2. Soit (A «,04)——(DBx ., 0p) une fleche de R-(r)-algébres
de Lie bigraduées différentielles s-réduites (s > 1). Alors a admet un R-(r)-

modéle bigradué.

Corollaire 1.2.3. Toute R-(r)-algébre de Lie bigraduée différentielle s-réduite

admet un R-(r)-modéle bigradué.

PREUVE DE LA PROPOSITION: Nous construisons un R-(r)-modéle de « par

récurrence sur le degré total.

Supposons avoir obtenu ¢: (AL L(W),0) — (B,9g) tel que

(i)n W est un R-module libre bigradué, engendré par des éléments de degré
total t, s <t < n
(ii)n Tot:H(%) est un isomorphisme pour t < n —1
(iil),, Totn,H (1) est surjective.

Notons C = @t1+tz=n+1 coker Hy, +,(1). Pour chaque (t1,%2) tel que t3 +t3 =
n + 1, prenons le premier terme 7': Wy, , — Ct, ¢+, d’une résolution libre de
Ci t,- 1l existe une fleche m: (Wy, 4,,0) — (B, 1,,0p) telle que le diagramme

H(=w
Wt’htz ) aHtl:fz(B*,*,aB)

e

Ctl;tz
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commute. Posons W' = @, 4;,—ns1 Wi, ¢, €t étendons la différentielle 0 au
produit libre AUL(W @ W') par 0|y = 0. Prolongeons ¢ sur AUL(W & W')
en posant 1|y = m. Alors

TOtn+1H(’(,[)): TOtn+1H(A (] L(W &) W’)) — Totyn + ].(B)

est surjective et nous obtenons (iil)n41.

Ensuite notons K = @, ,,,—, ker Hy, +,(1). Pour chaque (t1,t2) tel que
t1 + t2 = n, prenons le premier terme #': V4, 1, — Ky, 1, d’une résolution libre
de Ky, 1, et ©: (Vi ,1,,0) = (AUL(W @ W'), ) une fleche telle que H(%) = @',
Soit Wy, 1, 1, r41 une copie de V4, ¢, en bidegré (¢ +r,t3 —7+1). Posons W' =
D1, 11,=ns1 Wi, 1, b étendons 0 sur AUL(W & W' & W") par O|pym = 7|y,
a travers les isomorphismes W :—f—m*—r—*-] = Vi« 1l reste a remarquer que 3 se
prolonge a W", de fagon compatible aux différentielles et aux bigraduations, et

que
Totpt1H(Y): Totp,  HAUL(W @ W' @ W")) — Tot,+1 H(B)

est un isomorphisme. Nous avons ainsi (ii),+1. En remplacant dans I’énoncé

de (i), le R-module W par W @ W' & W" nous obtenons (1)n+1. O

NOTE. Dans ’appendice de ce chapitre, on peut
trouver les énoncés 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, qui sont
les analogues de 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.7, dans le cas
des algeébres associatives différentielles graduées.

1.3. Théoreme de perturbation.

Rappels 1.3.1. Soit (M, 9, F. ) un R-module gradué différentiel filtré s-réduit.
Alors la filtration F. de (M,8) définit une suite spectrale (E"(M),0") de la

fagon suivante:
Zy (M) ={a € FyMpi4|0a € FyprMpiq_1}
Blr’,q(M) ={0b e FpMp+q|b € FP+rMp+q+1} = 6Z1:+r,q—r+1(]v—r)
B (M) = 25 (M) 7773 1 (M) + By} (M)
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En particulier, E) (M) = (FPM/FpﬂlM)prq et By (M) = Hyyo(FM/Fp_1M).

On notera également

77,25, pour Z3, (1)
B;, B;’q pour B;,q(M)

E;, E;  pour EJ (M)

Définissons Z5° = [\, Z;,B5° = U, By et Ex° = Z;°/B°.

Définition 1.3.2. Avec les notations de 1.3.1, on dit que la filtration F, est
bornée, si pour chaque degré n il existe des entiers a(n) et w(n) tels que
FoymyMn =0 et Fw(n)Mn = M,.

Proposition 1.3.3 ([McC, Th. 2.1.]). Avec les notations de 1.3.1, si la filtra-
tion F, est bornée, la suite spectrale (E"(M),0") converge vers H(M), c’est-a-
dire

E;?q = FPHp+q(M)/Fp_1HP+q(M)
ol FpHptq(M) =im {is: Hppo(Fp M) — Hpo(M)}.

Proposition 1.3.4 ([McC, Th. 3.2.}). Soit f:(M,d,F,) —» (M',0',F.) une
fleche de R-modules gradués différentiels filtrés s-réduits; elle induit une fléche
de suites spectrales E"(f): (E™(M),07) — (E™(M'),d'"). Alors si E™(f) est
un isomorphisme pour un ng donné, E™(f) I'est aussi pour tout n > ng. Si les
filtrations sont bornées, f induit un isomorphisme H(f): H(M,0) — H(M',0").

Remarque 1.3.5. La proposition 1.3.4 ainsi que le reste du chapitre peuvent
se généraliser dans le cas des filtrations complétes et ezhaustives (cf. [McC, §

3.1.)).

Remarque 1.3.6. Si M a une structure de R-algébre de Lie (resp. de R-
algébre associative) nous obtenons une suite spectrale de R-algébres de Lie
(resp. R-algébres associatives). Les énoncés 1.3.1-1.3.5 restent inchangés dans

ces deux cas.

Théoréme 1.3.7 (de perturbation). Soit (L,0,F,) une R-algébre de Lie
graduée différentielle filtrée s-réduite 4 filtration bornée; soit r > 0, (E™(L), ")
est une R-(r)-algebre de Lie bigraduée s-réduite. Soit (L(V),d,¢) un R-(r)-
modéle bigradué de (E™(L),07). Alors il existe un R-modéle filtré de (L, d) de
la forme (L(V),d + 7,¢) avec E™(¢) = 3.
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PREUVE:
Rappelons que, dans Vp,,L(V),, Z,(L), Ep(L), V'indice
p désigne la premiére graduation; le degré total est
representé par Tot,V, Tot,L(V), Tot, E(L).

Définition 1.3.8. Un couple approximant (6,{) est une paire de fléches:
8 est une dérivation de L(V') de degré -1 et £&:L(V) — L un morphisme de
R-algebres de Lie graduées tels que pour tout p > 0

(1) 6:Vp — @jgp—r L(V);
(2) &V — Z5(1)
(3) & et £ relévent respectivement d et .

Lemme 1.3.9. II existe un couple approximant (8, £).

PREUVE: Posons é§ = d. Nous avons pour tout p > 0

V, —Y— EI(L)

N r
\\ Py

\)l

Z1(L).

Comme V), est un R-module libre, on peut relever ¢|y; en {,. Prenons{|y, = ¢,
p P

pour tout p et prolongeons £ comme morphisme de R-algébres de Lie..

Lemme 1.3.10. Soit 1 > 0 et (6¢;y,(;)) un couple approximant avec les pro-

priétés suivantes pour tout p > 0

§yVe— @ L),

j<p—2r—i
€y — Oy Vp — Zp_,_i(L).

Alors il existe un couple approximant (8(; 1), (i+1)) satisfaisant pour tout p > 0

vy —ba: Vo= € L(V);,

iivr) — €@y Vp = Zp—i(L).
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Remarque 1.3.11. D’aprés le lemme 1.3.9 il existe un couple approximant
(6(0)>€(0y)- Le lemme 1.3.10 nous permet de construire une suite de couples
approximants (6(;),{(;))ien. La filtration de L étant bornée, il existe pour

chaque n des entiers a'(n) et w'(n) tels que
Ef . (L) =0 pour j < a'(n) et j = w'(n).

D’apres la construction du modéle bigradué (cf. 1.2.2), il est de méme pour

L(V): il existe des entiers a(n) et w(n) tels que
L(V)jn—j =0 pour j € a(n) et j > w(n).
autrement dit

P L) =0et P L(V);=TotaL(V).

i<a(n) j<w(n)

Pour chaque degré (total) n il existe donc un indice i(n) > 0 tel que
asf
{ 5i(n)|TOth = 6i(n)+ltToth =... = 6(n)

&itm) [ Tot,, v = Sitm+1[Tot, v = - é(n)
En posant DiToth = 6(n) et Eltot, vV = &(n) pour tout n, nous obtenons un
couple approximant (D, E) avec D? = 0 et ED — 9= = 0. Ce couple est un bon
candidat pour (d + 7, ¢), il reste & vérifier que = est un R-quasi-isomorphisme:
considérons la filtration FL(V) = @, L(V); de (L(V), D) et la suite spec-
trale associée. Comme D:F,L(V) — F,_,L(V), nous avons Z;(L(V)) =
FL(V) = @<, L(V);. Dautre part, comme E: F,L(V) — Z7(L), £ est un
morphisme qui respecte les filtrations. Il induit donc un morphisme de suites
spectrales. Nous avons E"(Z) = ¢; d’aprés la proposition 1.3.4, = est un R-
quasi-isomorphisme. Ainsi en prenant d+7 = D et ¢ = = nous avons démontré

le théoréme.

PREUVE DU LEMME 1.3.10: Nous allons construire une suite de couples approx-
imants (5Q, fa)a>3 avec (53, {fs) = (5(;),6(1-)) et lima_,oo(éa, fa) = (5(,’+1), f(i+1)).

Ces couples auront les propriétés suivantes:

(6, &) satisfait a , sur tout V et , sur Totg, V.

pour tout p = 0,
8o — 8(3): Vp — @ L(V);

J<p—r—1

Ea — &y Vo — Z,_4(L)
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pour tout ¥ < @ — 1, (6,£y) = (6a, &) sur Totg,V et sur Totpaq V.
Supposons avoir construit (8,,,),...,(8a—1,Ea—1) €t construisons (6q4,&q).
Pour cela nous allons utiliser deux fonctions auxiliaires f,g en posant 6, =
ba—1 — fr€a =&a—1+ g avec f,g = 0 sur Tot;V pour j #.a, f de degré -1l et g

de degré 0. Ces fonctions auront les propriétés suivantes pour tout p > 0:
(1) sii>0,g:V, = Z;71(L)
fiVo = @,c,,—; L(V);
(2) sii>1, >~ Dicy ™)
9: Ve = Z;_ (L)
Lemme 1.3.12. Pour avoir les propriétés | X, | |Ya Zo | il suffit d’avoir
des fonctions f,g comme ci-dessus, telles que pour tout p > 0,

81— ba—1fVp,amp = Bjcpozrica L(V);
fot—-l(éor—l - f) - 8I(§a—1 + 9)3 Vp,a——p - Z;—r—i—l(L)'

PREUVE DU LEMME 1.3.12: Il est clair que indépendamment du choix de f, g
on a déja et . Montrons qu’on a . Comme pour tout p > 0,
ba—ba—1= f1Vp = D;¢,_,_; L(V);, nous avons pour tout p > 0, 82 -6 =
0a(ba — ba—1) + (ba — ba—1)ba—1:V, — @jgp_%_i L(V); c’est-a-dire sur
tout V.

Restreignons-nous maintenant & Tot;V pour j < a—1. La-dessus, 6o = 6o—1,
et donc aussi 62 = §%2_;. Comme §,_; y satisfait & par récurrence il
en est de méme pour 6,.

1l nous reste donc & montrer que pour tout p > 0,
62:Vy amp — @D ;<p—2r—i—1 L(V);. Mais §, baisse le degré total de 1, et en degré
total a—1,0n a 64 = 6a—1. Donc sur V,, o_p, pour tout p > 0, 53 = 63(_1—6a_1f

et il suffit d’appliquer .

Pour les mémes raisons que précédemment et indépendamment du choix de

f, g, la paire (84, &q) satisfait & sur tout V et & sur Totga—1V. 1l

reste donc a montrer que pour tout p > 0, {aba — 0ot Vpa—p — Z5_,—;1(L).
Pour cela on applique . La méthode est entierement analogue a celle

utilisée pour démontrer le point . O

SUITE DE LA PREUVE DE 1.3.10: Il s’agit donc de trouver f,g¢ satisfaisant a

], =]

1. Le cas ¢ = 0. Posons f = 0, et donc 6(1) = () = 6o pour tout a > s.
Comme 6, reléve d et d?> = 0, nous avons .
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Il reste & déterminer g. Considérons le diagramme suivant:

0Z;71(L) + Z;= (L)

8(1y— _ _ i —r—
Vpaop — 7%, 57r-1(1) + 2771, (1) 22 T —z
~o Zp«r—vl(L)
;\\\\\ }i /
Z;~{(L)
Autrement dit
(1) €81y — O(E + 9): Vp,a—p — ker proj = Z; 71, (L).

Il reste & montrer que cette fleche va dans Z;_._,(L). D’apres (1) nous avons

(2) €6y — €+ 9): Vpa—p = Fp—r-1(L).

D’autre part 0[¢6(1) — (€ + g)] = 0€6(1), et par récurrence, pour tout p > 0,
€801 — 0&: Va1 —p — Z1__1 (D).

Il s’ensuit:

§6(1) — O€: @p>oﬂ—(v)?,a—l—p - Z;—T—I(L)
c’est-a-dire que pour tout p = 0
(3) (55(1) - 35)5(1)1 Vo,a—p — Z;—Zr—l(L)'
D’autre part, nous savons que pour tout p > 0, 6(21): Vo — @jgp—zr—l L(V);
(4) 55(21): Vo,a—p = Z;—Zr—l(L)'

La différence entre () et (4) est précisément 9¢61), de but Z7_, _,(L). Donc,
pour tout p = 0,

88y — O + @) Vpramp — Fp—ar_1(L)

et ceci combiné avec (2) entraine .
2. Le cas 1 > 0.
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Introduisons une nouvelle notation: pour tout p > 0, P et @ seront les

composées
Voop = @) LYYy Vpep ez e
J<p—2r—i
i lprojp—-Zr—-i Q Pp—r—i
L(V)p-2r—1 Er_._(L)

Montrons que d’aprés , dP = 0. Nous avons pour p+ ¢ < a — 1,
o1 Vg — @jgp—zr—i—1 L(V) Donc, Sa1 L(V)p,am1-p — @]gp—w i—1 L(V);.
D’autre part, d’aprés la remarque 1.3.11, nous pouvons considérer §2_; comme

1 L(V)pa-1-p = Z5
@](p—r L(V),, nous obtenons, pour tout p > 0,

p—2r—i—1(L(V)). En composant avec dg4—1:Vpa—p —

(1) S5—1: Vo = Zy_greia (L(V)).

D’apres , 82 1 Vpa—p — D <pari L(V);, et donc d’apres (1), 82 1 Vpamp —
Zri'gr_ (L(V)), ce qui entraine d62_; = 0 et donc dP = 0 sur Vj o—p, pour tout
p=0.

D’autre part, d’aprés , nous avons pour tout p > 0, £4—184—1 —
Oa—1:Vpam1—p = Zp_,_; 1(L) et donc €a—18a-1 — Oa—1:L(V)pa—1-p —
Zy_r_i—q(L). Alors, (§a—16a—1 — 0a—1)ba—1:Vp,a—p =+ Z)_5,_;1(L). Nous
avons 97Q = p;_%,ia(ga_laa_l — 0bo—1) et YP = p;_zrwifaﬁlcﬁ_l. Pour
montrer que Y P = 97Q, il suffit de remarquer que p;HQT_i(ﬁa_lﬁi_l—afa_l50_1) =
0. Mais ce dernier est égal a p;_h_i(fa_] 8q—1— Oq—1)00—1 et d’apres

, nous avons pour tout p > 0

- a—16a—1—0a-
Vo amp —27s L(V )y Semtiemt Pect,

Zy i a() B0,

p—2r—1

Dans le diagramme suivant,

I/P»CY“P\—ﬁ-—) L(V)P—ZT i—‘lp”_éEp 2r—i (L)

u\/\\ d[ 8‘"]
: [ r
L(V)P—T—i I Ep——r—i(L)

nous voulons construire un relévement de P en u'. Pour cela, comme Vp o—p

est un R-module libre, il suffit que d soit surjectif sur "image de P. Ce qui
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signifie que si nous notons [.] la classe d’homologie, pour tout y € V, a—p,

[Py], = 0. Mais H.($)[Pyl, = [¥Pyl,; = [0"Qylsr = 0 et Hi(3) est un
isomorphisme; il existe donc y' tel que dy' = Py. On obtient ainsi le relévement
u't Vp a—p — L(V)p—r—i cherché, pour tout p > 0.

Maintenant, & partir de u’ nous allons trouver des morphismes u,v tels que
Q—vYu=030"vet du=P.

D’abord montrons que 8"(Q —1u') = 0: nous avons 8"Q = P et 8" = d =
pdu' = pP = 07Q = 07(Q — u') = 0. L'égalité [(Q — u')] ;. = 0 n’est pas
toujours vérifiée. Mais nous savons que H, () est surjectif et donc qu’il existe

pour tout y € V o—p des éléments a,, by tels que

Ya, = (Q —pu')y + 87b,,.

Posons u(y) e u'(y) + ay et v(y) e by, pour tout y € Vpo—p. Ainsi nous

obtenons [Q — 9ul,. = 0. D’autre part, duy = du'y + da, = du'y = Py.
Posons f = u sur Tot,V et f = 0 sinon. Vérifions que pour tout p > 0, f

satisfait a

(3) 8ot = ba—1f: Vpamp — Djcp-2r—ii LV);.

Ecrivons §q—1 = d + Ta—1 avec T4—1: Vp am1 — P L(V);. Alors §2_, —

ba1f =88 1 —du—Tqqu =6 | —P—74_1u=(Id —proj,_,, ;)82

a—1 a—1

j<p-r-1
~ Ta—1-

Nous avons d’une part (par définition du couple approximant)
(d —projy_3, ooV = P L(V);
j<p—2r—i—1
et d’autre part,

Vpamp — > L(V)p—r—i —_ @jgp—zr—i-ln—(v)j

et donc nous obtenons ().

Pour obtenir g¢ il faut maintenant relever v. Choisissons g’ telle que le dia-

gramme suivant commute pour tout p > 0

Vp,or—p\_’z‘_’ E;~i(L)

N
RN
N pr_.
g AN P—i
N
A

Z,-(L)
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Nous avons donc,

(4) 501—1(501—-1 - f) - a(§a—1 + 9I)3 Vp,a—P - Z; r—z(L)
et nous allons modifier ¢’ en g de fagon que la fleche aille dans Z7_,._;_;(L).
Vérifions que la composée de (4) avec p,_,_; est nulle:

nous avons P;—r—i(fa—l (ba—1—f)=0(ba-1+9")) = Q—pp—r-ifa-1 f—arp;ﬂ-g’ =
Q—u — 0"v =0 car 8"v = Q — pu. Donc pour tout y € Vp o—p,

[as(Bas = £) = OEamr + ¢y = al + 35,
avec a e zr71 i1(D) et bl Zr—z+1(L)

p—r—
Posons g(y) = g'(y) + b, pour tout y € Vj a—p, €t ¢ = 0 sinon. Donc, pour

tout p = 0,
(5) €am1(8a1 = ) = 8la=1 +9): Vo,amp — 221 _;_1(L).
Il reste a vérifier que cette fleche va effectivement dans Z;_,_; ;(L). Nous
avons d’apres (§), {a—1(8a—1 — f) — O(€a—1 + 9): Vp,aep = Fp—r—i=1(L). Alors
6[§a_1(6a_1 - f) - 6(50_1 + g)] = 650_1(6a_1 — f) L’image de ‘{n,a—p par
(6a—1—[) est en degré (total) < a—1, nous pouvons donc appliquer ’hypothese
de récurrence et écrire

) a&a—l ~€a—10a-1: @ L(V)P,q - pr—r—i—l(L)'

pHg<a—-1

Ainsi, pour tout p > 0,

(6€a-—1 - ga—l6a—-1)(6a—1 - f):vp,a——p - Zp 2r—i— I(L)

D’autre part, 6a—1(6a—1— f): Vp,a—p — ®]<p or—i—1 L(V); d’aprés nos calculs
précédents. Donc, pour tout p > 0, da-1(6a—1 — f): Vp,a—p = Fp—2r—i-1(L)
et la fleche (5) a pour but Z7 (L). O

p—r—i—1

1.4. Appendice.

Définitions 1.4.1. Soit R-DGAA la catégorie des R-algébres associatives
graduées différentielles. Une fléche f: A — A’ de R-DGAA est un R-quasi-

isomorphisme (noté ~pg) si H,(f) est un isomorphisme.



1.4. Appendice 15

Un objet R-cofibrant de R-DGAA est un couple formé d’une algébre ten-
sorielle sur un R-module gradué libre et d’une différentielle en faisant une R-
algébre associative différentielle graduée.

Un R-modéle d’une R-algébre associative différentielle graduée (A4, §) est un
R-quasi-isomorphisme u: (T(V'),d) — (4, §), de source un objet R-cofibrant.

Un R-modéle d’une fléche f:(A4,6) — (A',6') de R-DGAA est la donnée

d’un diagramme commutatif:
(4,8) —L— (4,6
7 H©
(A® T(V),d)

ol j est 'inclusion canonique dans le produit libre (comme R-algébres associa-
tives), u est un R-quasi-isomorphisme et le quotient (T(V),d) de (A®T(V), d)
par l'idéal engendré par (A, 6) est un objet R-cofibrant.

Les définitions ci-dessus s’adaptent mot pour mot aux cas bigradué et filtré.

Nous parlerons alors de R-(r)-modéle bigradué ou de R-modéle filtré.

Lemme 1.4.2. Soit (As s, GA)—L(B*,*, Op) une fléche de R-(r)-algébres asso-
ciatives bigraduées différentielles s-réduites (s > 1). Alors a admet un R-(r)-

modéle bigradué.

Corollaire 1.4.3. Toute R-(r)-algébre associative bigraduée différentielle s-

réduite admet un R-(r)-modéle bigradué.

Théoréme 1.4.4 (de perturbation). Soit (A,d,F.) une R-algébre asso-
ciative graduée différentielle filirée s-réduite a filtration bornée; soit r > 0,
(ET™(A),0") est une R-(r)-algébre associative bigraduée s-réduite. Soit (T(V),d, )
un R-(r)-modéle bigradué de (E"(A),9"). Alors il existe un R-modéle filtré de

(4, 0) de la forme (T(V),d + 7, ) avec E"($) = 1.



Coformalité modérée

2.1. Quelques résultats et définitions.

Dans [Qul}, Quillen définit une théorie de 'homotopie sur une catégorie
C. Ce point de vue lui permet d’unifier la présentation de théories homo-
topiques, comme celle des complexes de chaines ou celle des ensembles sim-
pliciaux. Surtout, elle lui fournit de nombreuses équivalences de catégories
homotopiques. La base de cette conception est la notion de catégorie ¢ modéles

fermée.

Définition 2.1.1. Dans une catégorie C, une fleche f: A — B est appelée

retract de g: X — Y §'il existe un diagramme commutatif

A X A
1
B Y B

dans lequel le composé des fleches horizontales est 'identité.

Définitions 2.1.2. [Qul] Une catégorie & modéles fermée est une catégorie
C munie de trois classes de fleches, appelées resp. fibrations, cofibrations et

équivalences faibles, vérifiant les propriétés suivantes:

16
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(1) C est fermée pour les limites inductives finies et projectives finies.

(2) Si f,g sont des fleches de C telles que fog est définie, alors si deux
quelconques de f,g, fog sont des équivalences faibles, la troisiéme l'est
également.

(3) Un retract d’une fibration (resp. cofibration, équivalence faible) est une
fibration (resp. cofibration, équivalence faible).

(4) Dans tout diagramme commutatif du type

A——X

f

B——Y

la fleche f peut étre relevée en f': B — X sil’une des conditions suivantes

est satisfaite:

(a) 1 est une cofibration et une équivalence faible, et p est une fibration

(b) ¢ est une cofibration, et p est une fibration et une équivalence

faible.

(5) Toute fleche f peut se factoriser de deux facons:

(a) f = pot, avec 1 une cofibration et une équivalence faible, et p une
fibration
(b) f = goj, avec j une cofibration, et ¢ une fibration et une équiva-

lence faible.

Un objet *; est appelé initial s’il existe une unique fleche *; — X pour tout
objet X de la catégorie. Un objet M est dit cofibrant si ¥; — M est une
cofibration.

Un objet *5 est appelé final s’il existe une unique fleche X — * pour tout
objet X de la catégorie. Un objet F' est dit fibrant si F' — ;¢ est une fibration.

Toute catégorie & modeles fermée C a une catégorie homotopique associée
HoC, obtenue a partir de C en inversant formellement la classe des équivalences
faibles. Il apparait que HoC est équivalente a une catégorie plus concréte dont
les objets sont les objets de C a la fois fibrants et cofibrants et dont les mor-
phismes sont les classes d’homotopie convenablement définies ([Qu2,p.234]).
Quillen ([Qu2,p.235]) fournit un théoréme permettant de construire des équi-
valences entre les catégories homotopiques; Dwyer utilise cette théorie pour

algébriser le type d’homotopie modérée (défini ci-aprés) des ensembles simpli-



18 Chapitre 2. Coformalité modérée

ciaux 3-réduits. Cette notion requiert un systéme d’anneaux permettant de

controler la torsion:

Définition 2.1.3. [Dw1] Soit R un sous-anneau de Q. Un R-systéme modéré
d’anneaux est une suite croissante de sous-anneaux de Q, (R;);>0, telle que
R C Ry et tout entier k vérifiant 2k — 3 < j soit inversible dans R;.

Soient (R4),(R,) deux R-systéemes d’anneaux. On dit que (R.) est plus fin
que (R.), et on note (R,) > (R) si Rx C R} pour tout k.

Notations 2.1.4. Notons Q, le plus petit sous-anneau de Q contenant 1/p
pour tous les entiers inférieurs ou égaux & n. La condition imposée au systéme
modéré s’écrit alors:

J+3

RCR;et Q[,_i;_a] C R;, pour tout j, ol [—2—] désigne la partie entiére de ’—';—3

Ainsi (Q[;_L_.zg._a]) est le Z [—;—, %]‘systéme modéré d’anneaux le plus fin possible.
Remarque 2.1.5. Comme il est déja remarqué dans [An3],[Dw1],[S—T2],
la théorie de I’homotopie modérée s’adapte au cadre des espaces 2-réduits a
condition de modifier le systéme d’anneaux. Dans ce cas, la propriété demandée
devient:

Tout entier k vérifiant k — 2 < j est inversible dans R;, ie. R C R; et
Qj+2 € Rj, pour tout j > 2.
Nous ne développerons les preuves que dans le cadre de 2.1.3, 'adaptation

étant sans probléme.

Théoréme 2.1.6 [Dwl]. Soit s > 2. Pour chaque R-systéme modéré
d’anneaux (R.), la catégorie des R-algébres de Lie différentielles graduées s-

réduites, notée R-DGLA , est une catégorie a modéles fermée, avec comme

(1) fibrations les fléches f surjectives en degrés > s pour lesquelles
Hgyr(ker f) est un Ri-module et le conoyau de Hqyi(f) sans p-torsion
pour p inversible dans Ry,

(2) équivalences faibles les fléches g telles que H,y1(g) ® Ry soit un iso-
morphisme pour tout k 2 0,

(3) cofibrations les fléches 1 ayant la propriété (4b) de 2.1.2.

Les R-algébres de Lie différentielles graduées libres sur des R-modules libres
sont des objets cofibrants de R-DGLA, [Dw1,th.7.1.]. Les objets fibrants L de
R-DGLA, sont ceux pour lesquels Hyy(L; R) est un Ry-module. Les fléches

qui sont a la fois des fibrations et des équivalences faibles sont les applications
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surjectives induisant un isomorphisme en homologie a coefficients dans R.

Théoréme. 2.1.7 [Dwl]. Soits > 2 un entier et (R.) un R-systéme modéré
d’anneaux. La catégorie des ensembles simpliciaux (s + 1)-réduits, notée SS 41

est une catégorie & modeéles fermée, avec comme

(1) cofibrations les applications injectives,
(2) équivalences faibles les applications f telles que moqp4+1(|f]) ® R soit
un isomorphisme pour tout k 2 0 (ot |f| est la réalisation de f),

(3) fibrations les fléches p ayant la propriété (4a) de 2.1.2.

Tout objet de SS,41 est cofibrant; les objets fibrants sont les complexes de
Kan X pour lesquels wy4k+41(X) est un Rig-module.

Remarque 2.1.8 [Dw1]. Une fleche f est une fibration de SS,41 pour laquelle
Ro ® me41(f) est surjective si, et seulement si, elle est une fibration de Kan
vérifiant pour tout k 2 0: mwyypyy(ker f) est un Rg-module et coker moppy2(f)

est sans p-torsion pour p inversible dans Ry41, ou ker f désigne la fibre de f.

Théoréme 2.1.9 [Dwl]. I existe une paire de foncteurs
A:SSgp1 ——= R-DGLA,: 1

qui induisent des équivalences de catégories homotopiques déterminées par les

structures de catégories a modéles fermées décrites ci-dessus.

Remarques 2.1.10. 1) En prenant s = 1, R = @, nous retrouvons la théorie
d’homotopie rationnelle de Quillen (cf. [Qu2]).
2) Les foncteurs A et p ne sont pas adjoints mais les composés de deux couples

d’adjoints.

Définition 2.1.11. Soit (R,) un systéme modéré d’anneaux. On appelle R,-
équivalences faibles les équivalences faibles de la catégorie R-DGLA (munie
de sa structure de catégorie a modeéles fermée décrite dans le 2.1.6) et on les
note ~ (ou ~pg, en cas d’ambiguité). On note de la méme fagon les équiva-
lences faibles de la catégorie SS,y; (cf. 2.1.7). Ainsi nous avons deux notions

différentes:

(1) celle de R-quasi-isomorphisme, notée ~, entre algébres de Lie différenti-
elles graduées: f en est un ssi Hy(f; R) est un isomorphisme pour tout
k>0 (cf 1.2.1).
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(2) celle de R.-équivalence faible, notée ~, dans la méme catégorie: g en est
une ssi Hyyr(f; Ri) est un isomorphisme pour tout & > 0.

La relation entre les deux notions est donnée par:

Remarques 2.1.12. 1) Soit (R4) un R-systéme modéré d’anneaux. Dans la
catégorie R-DGLA, un R-quasi-isomorphisme est une R.-équivalence faible.
La réciproque est fausse comme le montre 'exemple suivant:

Prenons s = 1, R = Z et (R,) un systéme modéré, et soit ¢: (L(t2,%3),dts =
ty) — *. Alors ¢ est une R,-équivalence faible (L(¢, d¢) est acyclique dans tout
systéme modéré d’anneaux) mais pas un R-quasi-isomorphisme
(car H(L(¢,dt);Z) #£0) (cf. aussi 3.2.1).

2) Rappelons qu’une fléche qui est une R,-équivalence faible et une fibration,

est un R-quasi-isomorphisme (cf. 2.1.6).

Définitions 2.1.13. On dit que deux ensembles simpliciaux X, X’ sont dans

le méme type d’homotopie modérée, et on note X «— X', si on a une chaine
finie de fléches

X e———... = X!

On dit que deux R-algébres de Lie différentielles graduées L, L' sont dans le
méme type d’homotopie modérée, et on note L+~ L', si on a une chaine finie

de fleches

Le—=— . ~ I
Un modeéle cofibrant M(X) de X, est un objet cofibrant de méme type
d’homotopie modérée que X. Un modéle fibrant F(X) de X, est un ob-
jet fibrant de méme type d’homotopie modérée que X. Dans une catégorie a

modeéles fermée tout objet admet des modéles cofibrants, des modéles fibrants,

des modeéles fibrants et cofibrants:
X———MX)—=—>FM(X)

Proposition 2.1.14 [Dw1]. La catégorie R-Ch, des R-complexes de chaines
s-réduits, posséde une structure de catégorie & modéles fermée comme suit:
les cofibrations sont les applications injectives dont le conoyau est projectif
en chaque degré; les équivalences faibles, les fléches f telles que Hoy 1 (f) ®
Ry soit un isomorphisme pour tout k et les fibrations, les fléches p ayant la
propriété (4a) de 2.1.2.
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Définitions. 2.1.15 [S—T)]. Le foncteur “sbélianisation” ab: R-DGLA,—
R-Ch, associe & (L,8) le module (abL,3,), ott abL € L/[L, L] et 8y est la
différentielle induite par passage au quotient. En particulier abL(V) = V.

Soit F un foncteur entre catégories a modeles fermées, envoyant des équi-
valences faibles entre objets cofibrants sur des équivalences faibles. Alors on
peut définir le foncteur dérivé total 7 de F comme le foncteur induit entre
les catégories homotopiques. Si F' envoie équivalences faibles sur équivalences

faibles, on note F le foncteur induit.

Définition 2.1.16 [Ne]. Soit X € Obj(SS,+1), un complexe de Kan, on définit
les groupes d’homotopie a coefficients de la facon suivante:
* Toro1(X; Bi) © Togrn(X) ® Ry
* si A est un Ry-module cyclique d’ordre fint, moqpr41(X; A) «f [M(A, s+
k), X], ou [,,.] désigne l’ensemble des classes d’homotopie pointée et
M(A,n) est un complexe de Moore vérifiant H,(M(A,n);Z) = A.

Dans cette définition on suppose k > 1. Pour k = 0, on pose me11(X;4) =
Te+1(X) ® A, ce qui est compatible avec les résultats de [Ne].

Théoréme 2.1.17 [S-T]. Soit (R.) un systéme modéré d’anneaux, X un
complexe de Kan (s+1)-réduit et \(X) la R-algébre de Lie différentielle graduée
qui lui est associée par le foncteur A\ de Dwyer. Alors
(1) Si A est un Ry-module cyclique, moqp41(X; A) = ﬁ_g.'_k(/\(X);A).
(2) Hotr1(X;4) = Hoprpr(oabA(X); A).
(3) Si A' = Ry ou A’ est un anneau quotient de Ry, alors
HSeHk+1( X, A’):l‘_—g’ gt (Uﬁ/\(X); A"), ou la structure d’algébre sur

le terme a droite provient de la partie quadratique de la différentielle.

Dans la pratique, un modéle cofibrant de A(X) fournira I’homotopie, I’homo-

logie et la cohomologie modérées de X.

2.2. Coformalité modérée.

Définition 2.2.1. Soit (L,d) une R-algébre de Lie différentielle graduée et
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(R«) un R-systéme modéré d’anneaux. On dit que (L,d) est coformelle
modérée (ou R,-coformelle en cas d’ambiguité) si (L,d) et (H(L),0) ont
le méme type d’homotopie modérée.

Soit X un ensemble simplicial (s + 1)-réduit et A\(X) la R-algebre de Lie
différentielle graduée qui lui est associée. On dit que X est coformel modéré
(ou R,-coformel) si A(X) l'est.

Définition 2.2.2. Soit (L, d) une R-algebre de Lie différentielle graduée filtrée
s-réduite (cf. 1.1.3). Soit (E"(L),0") le r-ieme étage de la suite spectrale
associée a la filtration. Appliquons le théoréme de perturbation 1.3.7 & (L, ).

Nous avons la situation suivante:

(L,9) (E"(L),0")
: |
(L(W),d+ ) (L(W),d)

Notons §(L(W),d + 7) la R-algébre de Lie différentielle graduée obtenue en
oubliant la filtration de (L(W),d + 7), et §(L(W),d) le complexe total défini
dans 1.1.4.

Alors on dit que 7 est une perturbation superflue si j(L(W),d + 7) et
h(L(W),d) sont dans le méme type d’homotopie modérée:

h(L(W),d + 7)=4(L(W),d)

Lemme 2.2.3. Soit X un ensemble simplicial (s + 1)-réduit. Nous pouvons

filtrer A(X) de la maniére suivante:

F_IMX) =0, BRAX) = A(X)

Appliquons le théoréme de perturbation a (A(X), F.), avecr = 1. Nous avons

la situation suivante

A(X) E'NX)
i |
(L(W),d+1) (L(W),d)

Alors T est une perturbation superflue, si et seulement si A(X) (et donc X)) est

coformelle modérée.
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PREUVE: Avec ce choix de filtration, nous avons E'A(X) = (H(MX)),0).
Donc D'existence dune perturbation superflue entraine celle d’une chaine de

fleches
MX) LW, d+7) ...« h(L(W),d) = El/\(X) = (H(MX)),0)

et A(X) est dans le méme type d’homotopie modérée que H(A(X)). Réciproque-
ment, si (L(W),d+7) et (L(W),d) ne sont pas dans le méme type d’homotopie
modérée, A(X) et E*A(X) ne peuvent pas 'étre non plus. O

Proposition 2.2.4. La coformalité modérée est un invariant du type d’homo-
topie modérée.
PREUVE: Soit (L, 0)&(3, 0'") avec (L, 0) coformelle: (L, 8)&(}[* (L; R),0).
Nous avons donc
(L,0)&5(L',0') = Hoyi(L,0; Ri) = Hopx(L', 0'; Ri)
<~ Hs_{.k(L, 6) ® Ry = H‘H.k(L’, (9/) ® Ry,
> (Hi(L; R),00&"5(Ho(L'; R),0)
= (I',8)EE5(H,(L'; R),0).

ce qui signifie que (L', 9") est coformelle modérée.

2.3. Exemples.

Proposition 2.3.1. Tout H-espace, homotopiquement associatif (s+ 1)-réduit

est coformel modéré.

PREUVE: D’aprés [S—T,1.8. et 6.9.], si X est un tel H-espace, A(X) a dans
son type d’homotopie modérée une algebre de Lie différentielle graduée (L, 9),
abélienne comme algébre de Lie, libre comme R-module. Dans ce cas, le R-
quasi-isomorphisme de complexes de chaines (L,8) — (H(L,9),0) est un mor-

phisme d’algébres de Lie et le résultat en découle. O

Corollaire 2.3.2. Les espaces d’Eilenberg-MacLane, ainsi que leurs produits

sont coformels modérés.
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Jusqu’a présent, la situation modérée est analogue a celle du cadre rationnel.
Par contre, il n’en est rien pour les suspensions en général, comme le montre la

suite du paragraphe.

Proposition 2.3.3. Toute suspension ZX € Obj(SS,4+1), dont ’homologie

H.(X; R) est un R-module libre, est coformelle modérée.

PREUVE: D’aprés [Dw2], un modéle de £X est fourni par (L(H(X;R)),0),
d’ol le résultat. O

Corollaire 2.3.4. Les sphéres sont coformelles.

Si on autorise de la torsion dans ’homologie, le résultat est faux, méme pour

le cas le plus simple (du point de vue de ’homologie) des espaces de Moore:

Rappels 2.3.5. Soit G un groupe abélien, 7 > 2 un entier et R C Q un anneau
commutatif. Un espace de Moore, noté M(G;1) est un CW-complexe R-local
(cf. 3.1.2) tel que H (M(G;i)) = G ® R pour * = ¢ et 0 sinon. Dans le cas
G = 1/pZ, on notera M(p;i) au lieu de M(Z/pZ;1).

Lemme 2.3.6. Les espaces de Moore ne sont pas en général coformels modérés.
Un modéle cofibrant de M(p; 2k + 1) est (L(y,z),68) avec |z| =2k + 1, |y| =
2k, 6z = py, by =0 (cf. [Dw2]).

PREUVE DU LEMME: Nous avons Hak(L(y, z),6) = [y]Z /pz et Hir41(L(y,2),6) =
[y, 2)1Z jpz car 63[x, 2] = ply, <].
Un modele (L(V),d) de H.(L(y,z)) commence par
(L(b,a,c,c' e e,...),0,9)

avec |a| = 2k+1, [b] = 2k, |c| = 4k+1, || = 4k+2, |e| = 4k+2, |¢/| = 4k+3,8a =
pb, 8! = pe, e = [b,a], 0e' = [a,a] — 2pe, b(b) = YL fpz, $(©) = [, 2l pZ et
sinon % = 0 (sur les générateurs que nous mentionnons).
Pour obtenir un modéle de (L(z,y), §) suivant la procédure du premier chapitre,
on déforme 0 en 0 + 7 avec 7(e) = —¢, 7(e') = —p(e + ¢').

Supposons (L(V'), d+7) et (L(V), 3) dans le méme type d’homotopie modérée.
Il suffit alors de considérer les algebres de Lie d’homologie & coeflicients dans
Z/pl pour obtenir une contradiction: le crochet des deux classes de plus bas
degré étant nul dans celle de la premiere et pas dans celle de la deuxiéme.

Autrement dit, le modele de Hi(L(z,y); R) “ne reconnait pas” le crochet

[y, 2112 fpz.-
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Pour M(p;2k), la construction est analogue;
dans ce cas le modele de H.(L(y',z'); R) (avec |z'| = 2k,|y'| = 2k — 1) ne

reconnait pas le triple crochet [[y'], [/, z']];.



Formalité des
CW-complexes de

dimension finie

Dans ce chapitre R est
un anneau commutatif uni-

taire, R C Qet %, % € R.

3.1. Rappels.

Nous avons rassemblé dans ce § les constructions (Adams-Hilton), théorémes
(Hilton—-Roitberg) et théories (Anick, Scheerer—Tanré) utilisés dans la suite du

chapitre.

Définition 3.1.1. Soit (L, ) une R-algébre de Lie différentielle graduée. Son
R-algébre enveloppante universelle est une algeébre associative différenti-
elle graduée U(L, 0), munie d’un morphisme de R-algebres de Lie différentielles
graduées v (L,0) — U(L, D) tel que si (A,d4) est une R-algébre associative
différentielle graduée, et f:(L,0) — (A4,d4) un morphisme de R-algébres de

26
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Lie différentielles graduées, alors il existe un morphisme unique de R-algebres
associatives différentielles graduées f:U(L,d) — (A,d4) tel que forp = f.
En particulier, si la R-algeébre de Lie est libre sur un R-module libre, alors son
algébre enveloppante universelle est ’algebre tensorielle sur ce méme module.
Nous considérons &/ comme un foncteur de la catégorie des R-algebres de
Lie différentielles graduées dans celle des R-algébres associatives différentielles

graduées.

Un CW-complexe X est appelé r-réduit si le (r — 1)-squelette de X est
trivial.

Construction 3.1.2 (CW-complexe R-local) [And]. Soit U(R) = {m €
Z|1/m € R}. Notons ¥ la suspension d’espaces topologiques et M(Z/pZ;i)
I'espace de Moore (cf. 2.3.6). Soit X un CW-complexe 1-réduit et xk(X)
le CW-complexe obtenu en attachant & X un céne sur chaque application
S*M(Z/mZ;1) — X, pour tout m € U(R) et tout k. Réitérons ce procédé
en posant ki1 (X) = kh(ki(X)) et kp(X) K Jrb(X).

Lemme 3.1.3. [And] Avec les notations de 3.1.2, kg(.) est un foncteur et si

X est 2-réduit, nous avons

{ H.(xr(X);7) = H(X;R),
mi(kr(X)) = [kr(SY), X],1 > 1.

Définition 3.1.4. Un CW-complexe dans 'image de xg(.) est appelé R-local

En particulier, une sphére R-locale $%,n > 2, est un CW-complexe n-
réduit tel que H;(S%) = 0 pour ¢ # 0,n et H,(S%) =2 R. Un CW-complexe
R-local r-réduit de dimension m est un CW-complexe construit a partir
d’un point en attachant succésivement des cones réduits sur des spheres R-

locales S, r —1<n <m.

Notation 3.1.5. Soit X un CW-complexe 1-réduit, on note (Cy X, dx ) le com-
plexe de chaines singuliéres cubiques associé & X, engendré par les cubes non

dégénérés dont tous les sommets sont au point de base.

Théoréme 3.1.6 [A-H]'. Soit K un CW-complexe 2-réduit R-local. Soit V
un R-module libre, tel qu’en chaque dimension n, V, soit en bijection avec
les (n + 1)-cellules R-locales de K. Soit T(V') algébre tensorielle sur V' (cf.

1 L’énoncé original d’Adams-Hilton est sur Z; 'adaptation est sans probleme.
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1.2.1). Alors il existe une différentielle d de degré —1 sur T(V') et un morphisme
d’algébres
6:(T(V),d) — (C.N2K,dqK)

tels que H,(6) soit un isomorphisme.

On dit que 0 est un R-quasi-isomorphisme (par analogie avec 1.2.1) et que
(T(V),d,0) est un R-modéle d’Adams—Hilton de K.

Proposition et Définition 3.1.7 [A-H],[Lem1]. Soit K un CW-complexe
R-local, 2-réduit. Si 2K — PK — K est la fibration des chemins de K et
(T(V),d,8) un R-modéle d’Adams—Hilton de K, alors il existe D,§' tels que le

diagramme suivant commute:

(T(V),d) ——-2L—— (C.02K,d0K)

| l

(1) (T(V)® (R@ oV),D) —L— (C.PK,dpx)

(R&oV,D) —— L (C.K,dx)
ou 7 est la projection, 7 (resp. D) sont induits par §' (resp. D) et 6, 9’,5’ sont
des R-quasi-isomorphismes.
On appelle (T(V),d) — (T(V)®(R®cV), D) — (RHoV, D) la construction
acyclique sur (T(V'), d). Remarquons que cette construction est naturelle, dans

le sens que f: (T(V),d) — (T(V'),d') détermine un diagramme commutatif

(T(Vf, d) ! (T(Vf,d')
) (T(V)® (R®oV),D) —L— (T(V')® (R® V'), D")
(R& oV, D) 7 (ReoV', D)

Théoréme 3.1.8 [Sch, A.5,A.6]. Soit a:(C,d,F) — (C,d, F) une fléche de
R-complexes de chaines filtrés, dont la filtration satisfait a
F,~C=Eé’=0pouri <0
FiC, = Cn,ﬁjén =C, pourj > n.
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Supposons que la suite spectrale associée a a donne naissance a un diagramme

commutatif, pour? p4+ ¢ < M + 1.

0 —-——>E2,0 ®E§,q Ez,q Tor (Ef,_l,o,Eg,q)~—w—~—>0
0 EE,O ® Eg,q Ezznq Tor (E~§—1,o’ Eg,q) 0

dont les lignes horizontales sont des suites exactes. Alors on a

(i) Si B} () est bijective pour p < M et surjective pour p = M + 1 et
si Hy(a) est bijective pour n < M — 1 et surjective pour n = M, alors
Equ(a) est bijective pour ¢ £ M — 1 et surjective pour ¢ = M.

(i) Si Equ(oz) est bijective pour ¢ < M — 1 et surjective pour ¢ = M et si
H,(a) est bijective pour n < M et surjective pour n = M + 1, alors
Ez’o(a) est bijective pour p < M et surjective pour p =M + 1.

Corollaire 3.1.9. Soit le diagramme commutatif de CW-complexes

F E—2 B
F! EI p, BI

(avec B, B' 2-réduits) ot p, p' sont des fibrations et e induit un isomorphisine

en homologie (4 coefficients R). Alors

1) s1 Hy(b) est un isomorphisme pour p < M et un épimorphisme pour
P p p p P p p
p = M + 1, alors Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un
épimorphisme pour ¢ = M.

i) si Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un épimorphisme

q

pour ¢ = M, alors Hy(b) est un isomorphisme pour p < M et un
épimorphisme pour p = M + 1.

PREUVE: Posons J! = p~}(B®) ott B est le t-squelette de B. Alors nous

avons une filtration de F

E>.-.OJ'oJ" ..o J>@.

2 Les hypothéses de [Sch,A.5,A.6] sont moins restrictives; nous n’avons pas besoin de toute
la généralité de I’énoncé dans la suite.
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Soit (C«E, Og) le complexe de chaines singuliéres cubiques de E. Il est filtré par
F,C.E =im(C.J* = C.E). La suite spectrale associée & cette filtration est la
suite spectrale de Leray—Serre E7 | de la fibration F' — E — B. Elle satisfait a

By, = Hy(B; Hy(F))

(puisque B est 2-réduit). En écrivant donc la formule des coefficients universels

pour CyB & coeflicients Hy(F)

\

0 — Hy(B) ® Hy(F) — Hp(B; Hy(F)) — Tor (Hp-1(B), Hy(F)) = 0

nous obtenons exactement la ligne horizontale de (H) du théoréme 3.1.8. La
fleche e induit une fléche entre complexes de chaines singuliéres C,(e) qui re-
specte les filtrations. Cette derniere donne naissance & un morphisme de suites
spectrales qui nous fournit le diagramme (H) du théoréme 3.1.8.

Les filtrations de C, E et C, E satisfont aux conditions exigées par le théoréme
3.1.8. Les assertions (i) et (ii) sont alors des conséquences directes de (i) et (ii)

de 3.1.8. d

Corollaire 3.1.10. Dans le diagramme

(T(V),d) A (T(V'),d)

| |

(T(V) @ (R@®oV),D) —L— (T(V')@ (R® oV"), D)

| |

(R® oV, D) ! »(ReoV', D)

nous avons

(1) st HP(?I) est un isomorphisme pour p £ M et un épimorphisme pour
p = M+ 1, alors Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un
épimorphisme pour ¢ = M. _

(i) si Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un épimorphisme
pour ¢ = M, alors HP(T) est un isomorphisme pour p < M et un

épimorphisme pour p = M + 1.
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PREUVE: En nous inspirant de 3.1.9, filtrons T(V) ® (R @ o V) par F;(T(V) ®
(ReoV))=T(V)® (R® oV)gs. Cette filtration fournit une suite spectrale
E;7 .. Faisons de méme pour (V') ® (R® oV') et notons E;,q la suite spectrale
obtenue. Les filtrations sont respectées par f' qui induit donc une fleche de
suites spectrales E7 (f'). D’autre part, les filtrations satisfont aux conditions
exigées par le théoreme 3.1.8.

Montrons maintenant que E‘g,q et Ez,q satisfont & la propriété (H) de 3.1.8.

Pour cela montrons d’abord que
(*) E;,q = Hq(T(V)) @ oV

ol on note oV, = (6V),. Nous avons le diagramme commutatif

Z;g,q =(T(V)® (Ro UV<p))p+q s (T(V)®(R® 0V<p))p+q—l =27,

P,g—1

Ep,=T(V), ® oV, = T(V)y1 @0V, = By,
Prenons v € oV,. Alors Dv € T(V)Q@ (R@ oV) sécrit Dv =w ® 1 +w' @'
ot w € (T(V))p-1,v € Vo,w' € (T(V))p—1-¢ avec £ < p. Soit maintenant
z2Q@v € T(V)g®0V,. Alors Do(2 ®v) = pD(2®v) =dz®@v. Donc Dy =d®1,

ce qui prouve (¥).

Pour obtenir la forme explicite de Dy, prenons pour tout s la suite exacte

(secs) 0->T(V)® (R oVeoor) 5 T(V) @ (R® oVes) 25 T(V) ® 0V - 0.

En combinant dans le diagramme suivant les suites exactes longues d’homologie

de (sec,) (verticale) et (sec,_;) (horizontale)

l
Hpto(T(V) ® (R® 0Vgp-1))
[Gp)-
Hp+q(T(V) (RO 0V<p))
l(sop).
N H(T(V)) @ (V)
/ la,,

co = Hy(T(V)) ® (0Vp—1) 57 Hpg1(T(V) ®l(R B oVgp-1)) ...
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nous obtenons la différentielle D; comme composée du connectant J, et la fleche
induite en homologie par pp,_;. Ainsi, siv, € 0V}, et Dv, = 1®@vp_1+ Ej w;®
Vp—1—j, nous avons Dyvp = (pp—1)«0pvp = 1 @ vp—1 €t donc Dy =1 ® D. Ceci
entraine que

El = Hy(oVi ® R,D ; H(T(V)))

et il suffit d’appliquer la formule des coeflicients universels (comme dans 3.1.9)

pour démontrer le corollaire. ]

Notation 3.1.11. Soit s un nombre entier > 1, et p un nombre premier. Notons

é 1
#7525
(p—-1)!
N min(sp — 1,8+ 2p — 3).

Nous notons R-DGLAYN ™! Ja catégorie des R-algébres de Lie différentielles
graduées libres d la fors comme algébres de Lie et comme modules, s-réduites et
engendrées par des éléments de degrés {s,s+1,...,N — 1}. D’autre part nous
notons %—CVVS’+1 la catégorie des CW-complexes (s + 1)-réduits R-locaux de
dimension € N (cf. 3.1.2).

Définition 3.1.12 (homotopie dans R-DGLAY ™! et R-CW/Y,). Défi-
nissons d’abord l'objet cylindre (cf. [An2], [S—T2]) de R DGLAY 1. Soit
(L(V),d) un objet de R-DGLAN 1 alors le cylindre (L(V),d)s est

LVeV'eoV'),D)
ol V' est une copie de V et D est donnée par Dv' = (Ggv)', Dov' = v' — gGpv’
et Dv = 9v ou Jy est la partie linéaire de 9, v € V', o0v' € aV' et v € V.
Soit ¢ la dérivation de (L(V),d)s définie par i(v) = ov',i(v') = i(ov') = 0.
D’autre part nous avons Ag, A1: (L(V),8) =% (L(V),d)r comme suit:
{ Ao est 'injection canonique

A(v) =v+Dov' + 37 5, (D)" (v).

n!

Deux fleches fq, f1:(L(V),8) =3 (L,6) sont homotopes (& gauche) s'il existe
F:(L(V),0)r — (L,8) telle que Fodg = fo, Fol1 = fi.

On vérifie facilement que 'existence de F' est équivalente a celle d’une solution
F(ov') a

(E) §F(0v) = fi(v) — fo(v) - F (Z (iD)" (v)> .

n!
n21
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On obtient ainsi la catégorie homotopique associée & R-DGLAY 1, que nous
notons Ho-R-DGLAT 1. D’autre part Ho-R-CW/{, désigne la catégorie ho-

motopique associée a ER-CWﬁ_l.

Remarque 3.1.13. Le choix de R est motivé par le fait que l'expression A;(v)

prenne un sens. Remarquons également:

(1) R = RN—1—s, ol (R.) est le systéme d’anneaux modéré le plus fin (cf.
2.1.4)
(2) si f est une (R.)-équivalence faible, alors H¢n—1(f;®R) est un isomor-

phisme.

On démontrera dans 3.2.1 que cette derniére implication admet une réciproque
dans R-DGLAY !,

Théoréme 3.1.14 [An3]. Pour chaque objet X de ER—CW;X_I, il existe un
modéle L(X) dans R-DGLAY ! avec les propriétés suivantes:

(i) si X = (pt)Uer Uea U... est la décomposition cellulaire R-locale de X,
alors L(X) (sans différentielle) est une algébre de Lie libre engendrée par
{a1,as,...} ot |a;| = dim (e;) — 1.

(11) UL(X) est un R-modéle d’Adams—Hilton de X.

Prenons les structures de catégories homotopiques sur %—CWﬁ_l et R-DGLAY -1,

Alors L(.) induit une équivalence de catégories notée

HoL: HoR-CW[; — HoR-DGLAY ™!

Remarque 3.1.15 [S-T2]. Si X € R CW/,, on note £,41(X) le sous-en-
semble de ’ensemble simplicial singulier associé a X, formé des simplexes ayant
toutes leur i-faces au point de base pour i < s + 1. Considérons R-DGLAY !
comme sous-catégorie de R-DGLA,, alors pour tout X € R-CWJY,, il existe
un objet de R-DGLAY ! qui représente le type d’homotopie de AE,+1(X) dans
R-DGLA,, et satisfait aux propriétés (i) et (ii) de 3.1.14.

Les processus de construction utilisés par Anick et Scheerer—Tanré sont diffé-
rents; I’existence d’une équivalence d’homotopie entre les algébres de Lie diffé-
rentielles obtenues reste une question ouverte. Dans la suite, nous utiliserons
la construction de [S—T2], qui est directement reliée a I’homotopie modérée de
Dwyer [Dw1].
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Proposition 3.1.16. Soit G un groupe abélien libre gradué s-réduit (s > 1)

et (R.) un R-systéme modéré d’anneaux. La fléche
admet un retract en degrés s,...,s +n+ 1.

PREUVE: Rappelons que la fleche 4:L(G) — T(G) est définie par ¢([g,¢']) =
g®g — (—1)'9“9'|g’ ® g (cf. 1.1.2). D’aprés [Qu2,p.281] en tensorisant par Q

on obtient un retract en tout degré
i T(G) 99— L(G)®Q
1
g1 ®- - ®gm = ‘T;[gl7[92a- .. [gm—lagm] . ]]
On s’apergoit qu'il suffit d’inverser chaque entier premier p seulement a partir
du degré ou les premiers éléments de longueur de crochet p peuvent apparaitre.
Comme G est s-réduit, en degré s + n + 1, la plus grande longueur de crochet

s+n+1
3

possible est [ ] = m. Il faut donc que m soit inversible dans R,,. D’apres

la définition de systéme modéré d’anneaux (cf. 2.1.3),
esis>2 R, D Q[H._a,]; mais m = [a—'t’-;i—l] < [P—"Zfi]
2
e sis=1, Ry D Q[nyg); mais m = [fﬂ:i—l—] =n+2

dans les deux cas, m est inversible dans R,,. O

3.2. Quelques résultats.

Proposition 3.2.1. Soit f:(L(V),8) — (L(V"),d") une fleche de R-DGLAY 1
et (R.) un R-systéme d’anneaux modéré, tel que R¢n—s—1 = R. On a équiva-
lence entre:
(i) f est une (R.)-équivalence faible (cf. 2.1.6).
(i1) H.(U[) est un isomorphisme.
(i) H.(abf) est un isomorphisme de R-modules gradués.
(iv) L(abf) est une (R.)-équivalence faible.

(v) Hg¢n-1(f) est un isomorphisme de R-modules gradués.
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PREUVE: D’apreés [S-T1,3.3], le foncteur ab envoie une (R, )-équi-
valence faible entre objets de R-DGLAY ™! sur une équivalence faible de la
catégorie R-Ch des R-complexes de chaines libres. Une équivalence faible dans
cette derniére catégorie est un morphisme h tel que Hyyrp(h) ® Ry soit un
isomorphisme pour tout k¥ > 0. Mais pour k < N —s—1,R; = R et pour
k> N —s,Hyr(abf) = 0 puisque V, V' sont concentrés en degré inférieur ou
égal & N — 1. Donc H,.(abf) est un isomorphisme en tout degré.

(iii) = (ii) |Prenons U f: (T(V'),0) — (T(V'), 0') et la construction acyclique

(T(T, 9) i (T(T, a)
(1) (T(V)® (R & V), D) —L— (T(V))® (R& oV"), D')
R oV, D) — L= (Re oV, D)

Par hypothése, H(abf) est un isomorphisme en tout degré et H(U f') aussi,
puisque (T(V)@R®oV),D) et (T(V')@ (R® V'), D) sont acycliques. Donc
d’aprés le corollaire 3.1.10.(1) H( f) est un isomorphisme en tout degré.

(i) = (i) | D’apres 3.1.16 le diagramme suivant

(L(V),0) ® BN stk LB, (L(V"),0") ® RN—stk
(T(V),0) ® Ry—ss s —LZ4 (T(V'),8') ® Rt

|

(L(V),0) ® Riy— oy —LZ (L(V'), ) ® By —srk
existe jusqu’au degré N + k + 1. On en déduit donc

H. iRN—»
Hen4k(L(V),0; RN—s+k) s il o) Hen4x(L(V'),0'; RN—stk)

GJ' CYI

)
H UfiRy_,
Heni(T(V),0; Ry—g) —2ttlllBNoetd) g TV, 0 Ry o)
)

. ﬂl B

H. RN s
H<N+k(L(V),a;RN_3+k) <N tr(SiRy -0 4h) H<N+k(L(VI 76I3RN—s+k)
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avec fa = Id et f'a’ = Id. Par hypotheése, H¢n4x(Uf) est un isomorphisme
pour tout k, donc Henk(Uf) ® Ry—s4k en est un aussi. Il s’ensuit que
Hyix(f) ® Ry—stk est un isomorphisme pour tout k, c’est-a-dire f est une

(R«)-équivalence faible.

Comme R est plat on a
0—HWV)®H(V)— HV ®V)—>Tor (H(V),H(V)) —0
| | |
0—HV"Y®HV")—HV'®V')—Tor(H(V'),H(V')) —0
et si Hi(abf) est un isomorphisme, les fléches « et v sont des isomorphismes,

et donc par le lemme des cing, 8 aussi. On montre ainsi par induction que si

H.(abf) est un isomorphisme, la fleche

T(abf): (T(V),00) = (T(V"),8)
induit un isomorphisme en homologie. Mais cette fleche est UL (abf). D’aprés
(i)=(i), L(abf) est une (R«)-équivalence faible.

(iv) = (iii) | Appliquons (i)=(iii) a la fleche L(abf). Alors H.(abL(abf))
est un isomorphisme de R-modules. Mais cet isomorphisme n’est autre que
H.(abf).

(i) = (v) | Ce cas est trivial.

(v) = (1) | Effectuons la construction du modéle de f, dans la catégorie a

modéles fermée de Dwyer [Dw1], & la maniére de [S-T1, 2.2]:
(L(V), 0 —— (L(V), )

Ls
LV ow),s)
Avec Phypothése (v), on a

Wen =0,
Wi est constitué de cycles.

Le morphisme ¢ étant une (R4 )-équivalence faible, on déduit de [S—T'1,3.3] que
Hyx(ab¢@)® Ry, est un isomorphisme, d’oti: Hgy—1(abg) est un isomorphisme
.de R-modules gradués. La remarque faite ci-dessus & propos de W entraine
que Hgny—1(abf) est un isomorphisme de R-modules gradués et donc aussi
H,(abf). En appliquant (iii)=-(i), nous obtenons le résultat. |
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Proposition 3.2.2. Soit X un objet de R-CWJ,, tel que H(X) soit sans
torsion. Alors il existe ¢ et O tels que ‘

(i) ¢:(L(¢e7™*H(X)),0) — L(X) soit une (R.)-équivalence faible

(i) O soit décomposable, i.e. o~ H(X)) C LZ?(c71H(X)).

PREUVE: Ecrivons (L(V),d) = L(X). Filtrons L (V) par la longueur de crochet
et prenons le 0-iéme étage E° de la suite spectrale associée & cette filtration.

Alors

B (L(V),d) = (L(V),do)
Soit ¢: 0 1(H(X),0) — (V, do) lafieche qui consiste & choisir un cycle représentant
pour chaque classe. Cette fleche est un R-quasi-isomorphisme. Comme H(X)

et V sont sans torsion, d’apres 3.2.1 la fléche
L(¥): (L(e™ H(X)),0) = (L(V), do)

induit un isomorphisme en homologie jusqu’'au degré N — 1. Bigraduons
L(c~YH(X)) par le degré usuel et la longueur de crochet; L(3) devient une
fleche de R-algebres de Lie bigraduées différentielles. Appliquons 1.2.2 a 9 afin

d’obtenir:®

(Lo H(X)),0)———Y—— (L(V), do)

\ 4:
(L(e™'H(X)) UL(W), D)
Remarquons que d’aprés la démonstration de 1.2.2, W peut étre choisi tel que
fW; =0pour: < N —1, DiWy =0 et Dla"lH(X) =0.

Ensuite appliquons le théoréme de perturbation 1.3.7 & ¢'. Nous obtenons

et ¢' tels que
¢":(L(e™ H(X)) UL(W), D + 7)=5(L(V),d)
et, pour des raisons de degré, (D + 7)o 1 H(X) = ro1H(X) C L(c ' H(X)).
Posons ¢ def ¢’|L(0_1H(X)) et = 7. Comme ab ¢ = 2 et ¥ est un R-quasi-
isomorphisme, d’aprés 3.2.1 ¢ est une (R, )-équivalence faible et nous obtenons
(i). L’assertion (ii) découle du fait que 7: 0 H(X) — L??(¢ 7 H(X)), d’aprés
1.3.7. a

3 Rappelons que “~” dénote une (R, )-équivalence faible, tandis que “~”, un R-quasi-isomorphisme
(cf. 2.1.6).
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Remarque 3.2.3 [An3, 3.2], [S—T2]. Soit (L(V),8) un objet de R-DGLAY L.
Alors il existe un objet X de R-CWZ tel que L(X) = (L(V), ), les cellules
de X étant en bijection avec un ensemble de générateurs du R-module V. On
dit que X est une réalisation de (L(V),9).

Définition 3.2.4. Soit X un CW-complexe 2-réduit R-local tel que H,.(X)
soit sans torsion. On dit que X a une structure cellulaire minimale si en

chaque degré il existe une bijection entre ses cellules et ses classes d’homologie.

Proposition 3.2.5. Soit X un objet de R-CW,, tel que H(X) soit sans
torsion. Alors il existe dans le méme type d’homotopie un objet de S‘E—CW}X_I

que nous notons X, a structure cellulaire minimale.

PREUVE: Soit L(X) = (L(V),0) 'algebre de Lie associée & X. D’apres 3.2.2
il existe (L(W),d)S(L(V), ) telle que d soit décomposable. En prenant pour
Xm la réalisation de (L(W),d) on a Ho(Xm) = Ho(cW,0) = oW et donc X,

est & structure cellulaire minimale. O

Lemme 3.2.6 (de relevement). Soit (L(W),§),(L(W'),§") des objets de R-
DGLAY ! et (L,8) un objet de R-DGLA,; considérons le diagramme suivant

ou f est une R,-équivalence faible:
(L(W),8) —*—(L,9)
AN [f
\i
(Lw’),6")

alors il existe ¢ telle que fotp et ¢ induisent la méme application dans la
catégorie homotopique Ho-R-DGLA, (cf. 2.1.6).

PREUVE: Toute équivalence faible d’une catégorie a modeles fermée, f, est la
composée de deux équivalences faibles, f = faofy, ou fi est une cofibration et

f2 une fibration. On décompose f en fyof: comme suit:
(L(W),8) —2— (L, )
~1Jfa
(L,d)
Jn

(L(W'),8') ———%;
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ol #; est I'objet initial de la catégorie (cf. 2.1.2). Comme f; est une cofibration
et la composée de deux cofibrations est une cofibration, (£,d) est un objet

cofibrant.

Relevons d’abord fz2. Nous avons le diagramme commutatif
* - (L, d)
T
(L(W),8) —"— (L,0)
et d’apres 2.1.2, propriété 4(b), ¢ peut étre relevée en

¢ (L(W),6) — (£,4d).

Relevons maintenant f;. D’aprés [Dw1l] et [S—T2, Lemme 2|, on peut con-
struire une cofibration et équivalence faible
J(LW"), 8 )r—— (L(W' 3 Y),8")

de but un objet fibrant, et telle que Yoeny—; = 0 et Yny—; soit constitué de
§"-cycles. On obtient alors une bijection induite par j

(1) Homm.para,(LW), ), (L(W),6)) <2 Homp.para, ((L(W), §), LW @ Y),§"))

D’aprés [S—T2], cette bijection est compatible avec la relation d’homotopie.

Dans le diagramme suivant, o * s est I’élément final de la catégorie,
(L(W), 8) —*— (L,0)
\

N‘ ~sz
\
\

\
\\:Z’ (/_',,d)\ *f

\ So
\ ~_r
~
\\ ~lfi ~ \\\
~

-« A

(LW'), 8" )—2— (LW @ Y),8")

d’aprés la propriété 4(a) de 2.1.2, il existe une fleche r qui releve (£,d) —
*5. Pour des raisons de degré, le morphisme ro¢’ est en fait une applica-
tion ¥: (L(W),8) — (L(W'),8"), c’est-a-dire joip = ro¢’. Nous avons donc
rofo) = ro¢'. L’application r est une équivalence faible (rof; = j et j, f sont
des équivalences faibles). Alors fio1) et ¢’ induisent la méme application dans
Ho-R-DGLA,; il en est de méme de fot) etd, ce qui démontre le lemme. [
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Proposition 3.2.7. Soit ¢: (LL(V),8) — (L(V'"), ') une fléche de R-DGLAY 1
telle que 8y = ) = 0. Alors si ¢ est une (R.)-équivalence faible, ¢ est un iso-

morphisme.

PREUVE: D’aprés 3.2.1, ab¢:(V,0) — (V',0) est un isomorphisme, d’ou le
résultat. |

Théoréme 3.2.8. Soit X un objet de R-CW2, tel que H(X) soit sans torsion,
Alors X admet un modéle L(X,,) dans R-DGLAY -1 3 différentielle décompo-

sable, unique & isomorphisme prés.

PREUVE: L’existence de L(X,,) a été établie en 3.2.2. Montrons son unicité &
isomorphisme prés. Soient X et X' tels que X« X', Alors L(X)«—L(X")
et donc d’apres 3.2.5,

L(X )< SoL(X) O LX ) EHL(X ).

D’apres le lemme de relévement 3.2.6 nous avons L(Xp,)«—L(X!,) et donc
d’aprés 3.2.7, L(Xm ) L(X",). O

Soit X un objet de ER'CWJL tel que H,(X) soit sans torsion. Alors H,(X)

admet une structure de coalgebre induite par la diagonale topologique.

Proposition 3.2.9. Soit A: Hy(X) — H.«(X) ® Hi(X) la diagonale réduite
de H(X) et (L(V),0) le modéle de X & différentielle décomposable défini en
3.2.8. Soit 0y la partie quadratique de la différentielle 9, alors le diagramme

suivant commute:

Ho(X) —2— H (X)) ® Ho(X)
[ e
o H.(X) o T H (X) @ o H (X)
v al SV RV

PREUVE: D’aprés [S—T1, th. C]si (Rg)rso0 est un systéme modéré d’anneaux

et (L(W), ) un modeéle cofibrant de A(X) le diagramme suivant commute pour
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tout k > 0:

6’
Hoypp1(oWiRy) ——— Hoyp41(cW @ oW Ry)

| |

Hopr1(X; Ry) —2—— HBopra (X A X; Ry)

(1)

ol 6} est la fleche induite en homologie par la partie quadratique §; de § et A
la fleche induite en homologie par la diagonale réduite topologique.

Dans notre cas, prenons comme modéle cofibrant (L(V),d), avec un systeme
d’anneaux (Ry) tel que By = Rpour k < N —s—1let V 2 o7 1H.(X). Le

diagramme (}) devient donc par Kiinneth

Vitk al VOV)sti—1
TR
(eV)stk+1 (He(oV) @ He(oV))s k41

Hopra1(X) —2— (H(X) ® Hu(X))orbt1

ou A définit la structure de coalgebre de H.(X) et 8 est la partie quadratique
de 4. =

Corollaire 3.2.10. Soit X, X' des objets de §R—CW£1 sans torsion homologi-
que tels que H,(X) = H.(X') comme coalgébres. Choisissons, comme modéle
de L(X), I'objet (L(V),8; +7) ot 8 est quadratique et 7: V — LZ3(V). Alors
il existe un modéle de L(X') s’écrivant (L(V),0; + 7') avec 7': V — LZ3(V).

3.3. R-Formalité des CW-complexes
sans torsion homologique.

Soit X un objet de ER-CWﬁ_I sans torsion homologique. Dans ce paragraphe
nous définissons ’espace R-formel associé & X & partir du modeéle L(X,,) € R-

DGLAY ! construit précédemment (cf. 3.2.8). Avant cela, nous allons établir
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quelques propriétés concernant les dérivations et automorphismes d’objets de
R-DGLALY 1. Pour cela, nous nous inspirons du travail de [Me], établi sur Q.

3.3.1 R-algeébre de Lie des dérivations.

Soit (L(V),8) € R-DGLAY ™! avec V fixé. Notons DerL (V) le R-module
des dérivations d’algébre de Lie de L(V). Un élément 6 de Derl (V') est dit
de bidegré (p, q) si

6(V;) C (LPTY(V))j44, pour tout j.

Ceci entraine §(L*(V)) C L**?(V). Ce R-module admet une structure d’alge-
bre de Lie bigraduée Der, .L (V') pour le crochet défini par

[6,0'] = 6o6' — (—1)I¢11¥"lg" o,
11 vérifie
[, 1]: Derp, g, L(V) x DerPthL(V) - DerP1+P2y41+92L(V)

Si O est une différentielle sur L(V'), un calcul montre que ad () = [., 0] est une
différentielle sur DerlL (V).

On notera (F;DerL(V))i»o la filtration décroissante associée a la premiére
graduation:

FiDerL (V) = P Der;.L(V),
i>i

i.e. 8 € F;DerL (V) si et seulement si (V) C LZ+1(V).

Si 8 € Derl (V) est homogeéne pour le degré homologique, on considére sa
décomposition:

6= 6,06 € Der; .L(V).

i>0
Si 6 est une différentielle et si §y = 0, un calcul montre que 6; est aussi une

différentielle.

Définition 3.3.2. Un automorphisme ¢ d’un module gradué est unipotent

si ¢ — Id est nilpotent en chaque degré.

Remarque 3.3.3. Soit L(V) une R-algébre de Lie libre, s-réduite avec V fixé
et soit ¢ un automorphisme de L(V') tel que aby: V — V soit I'identité. On
constate alors que (p — Id)* augmente de k la filtration par la longueur de

crochet et respecte le degré homologique; il s’ensuit 'unipotence de .
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3.3.4 Groupe d’automorphismes.

Soit L(V') une R-algebre de Lie libre, s-réduite avec V fixé. Notons Autl (V)
le groupe des automorphismes (de degré 0) de P’algebre de Lie L(V). Tout
automorphisme ¢ € AutL (V') se décompose en

o= ¢i, ol pi(LI(V)) CLIF(V),
i20
On constate que ¢ = L(ab ¢) est un automorphisme; par contre, les ¢;,7 > 1
ne sont pas compatibles au crochet.

Notons Aut,L (V) le sous-groupe des automorphismes unipotents ¢ tels que

aby = Id. Un élément ¢ de Aut,l (V) se décompose en
=1d +> i, @i(LI(V)) c LI (V).
i>1
Autrement dit, il existe un isomorphisme:
Aut,L(V) —== Homy(V,LZ%(V))
pw—————— o —Id.
Proposition 3.3.5. Soit L(V) une R-algébre de Lie libre, s-réduite, avec V
fixé.

(1) Si¢ est un automorphisme de L(V'), alors il existe ¢ € Aut,L (V') tel que

® = Gopo, ot po = L(aby).

(2) Avec les notations de (1), si @ est une différentielle décomposable (0 =

Yis1 Oi) sur L(V), alors w0197 = @071,

PREUVE: Le point (1) découle directement des remarques faites avant; il suf-
fit de poser ¢ = popy'. Légalité du (2) est aussi immédiate: $Op~1 =
Py Dipop ™ = plipt

Définitions 3.3.6. Un objet (L(V),d) de R-DGLAY ! & différentielle dé-
composable est R-formel s’il existe un automorphisme ¢ de L(V) tel que 0 =
001071, ot 81: V — L%(V) est la partie quadratique de 8. L’automorphisme ¢
est appelé R-formalisation.

Soit H une R-coalgébre graduée & module sous-jacent sans torsion, concentrée
en degrés s,...,N — 1. Alors d’aprés 3.2.9, la diagonale de H induit une diffé-
rentielle quadratique 8; de L(¢ ™! H). Nous dirons que H est intrinséquement
R-formelle si (L(c™' H), & +7) est R-formelle pour tout 7 € FyDer_;L(c 1 H)
tel que (81 +7)2 =0.
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Remarque 3.3.7. D’apres la proposition 3.3.5 on constate que ¢ peut étre
choisi dans Aut,L (V).

Soit X un objet de R-CWJ; tel que H.(X) soit sans torsion. Soit X, un
objet a structure cellulaire minimale dans le méme type d’homotopie que X
et L(Xn) = (L(V), ) l'algebre de Lie a différentielle décomposable qui lui est

associée,

Définitions 3.3.8. (1) L’espace R-formel X; associé a X est la réalisation
de (L(V'), 1), olt O est la partie quadratique de 0.

(2) L'espace X est R-formelsi (L(V),d) est R-formelle, ce qui équivaut a
dire que X est formel si X et Xy ont méme type d’homotopie.
(3) L’espace X est intrinséquement R-formel si H,(X) est une coalgébre

intrinséquement R-formelle.

Proposition 3.3.9. L’association X — X respecte le type d’homotopie, i.e.
si X, X' € ER—CWSIX_I ont méme type d’homotopie, alors Xy et X} ont aussi

méme type d’homotopie.

PREUVE: Par hypothese, il existe un isomorphisme
(L(V),0) = L(Xm)BL(X,,) = (L(V'),d).

Nous en déduisons un isomorphisme @o: (L(V),81) — (L(V'),81). O

La R-formalité d’un espace X € §R—CW§Y‘_1, sans torsion homologique de-
mande la construction d’un automorphisme ¢ de L(X,). Il n’est donc pas aisé
de déterminer si un tel espace est R®-formel ou non. Nous allons ramener cette
question & la nullité d'une suite (finie ici) d’obstructions, comme il est d’usage
en topologie algébrique. Explicitons d’abord quelques liens entre dérivations et

automorphismes:
Proposition 3.3.10. Soit (L(V),9) € R-DGLAY ™! tel que d se décompose
en O =0 + Ej>,.a,-, ou 1 > 2 est fixé, alors

(1) La dérivation 0; est un cycle pour ad (0;).
(2) Si &; est un bord pour ad (1), alors (L(V), 8) est isomorphe a (L(V), 6)
ot § se décompose en § = 01 + ) ;5,0 65
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Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant qui

nous garantit ’existence d’une “exponentielle” dans R-DGLAN 1,

Lemme 3.3.11. Soit L(V) une R-algébre de Lie libre, s-réduite, dont les
générateurs V ont un degré < N —1. Pour tout w € FyDer, oL (V), 'application

exponentielle
k

exp (w) = Z % est bien définie.
k>0
Par construction, exp (w) est un élément de Aut,L(V'). Si O est une différenti-
elle sur L(V') et si w commute & 8 (c’est-a-dire {w, 0] = 0) alors exp (w) est un
automorphisme de (L(V'), 8).

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3.10: (1) De 82 = 0, on déduit 8;9;4+9;61 =0
en considérant la composante en longueur des crochets ¢ + 1.

(2) Soit wij—1 € Deri—1ob(V) tel que & = [wi—1,0:1]. Calculons
exp (—wi—1 )oBoexp (wi—1)(v) = §(v),v € V modulo LZ*+2(V); on obtient

8(v) = 01(v) + Awi—1(v) + 8i(v) — wi—10:1(v) modulo L>i+2(V)
= 0,(v) modulo L>"%(V),
par hypothése sur w;_1. O

PrREUVE DU LEMME 3.3.11: Il suffit de montrer que les dénominateurs sont

inversibles dans ®. Par définition, siv € V,onas € |v| < N —1. La
dérivation w augmente la longueur des crochets de 1 par hypothése, donc w*
lPaugmente de k. En degré < N — 1, la longueur maximale de crochet est
la partie entiére de -N-si, notée [N;l]; d’on, exp(w)(v) = g%(v), avec
o= [-NT_l] — 1. Rappelons N = min(s+2p—3,sp—1), dotl o = [Hfl] —-1<

[ﬂﬁ] < [p — %] < p— 1. (En fait ce résultat algébrique est valable avec la

8

seule hypotheése N < sp— 1).

Proposition 3.3.12. Soit (L(V),8) € R-DGLAY ! tel que 9 se décompose
en 0 =01 + ) ;5,0;, ot i > 2 est fixé. Si (L(V),0) est R-formelle, alors 0; est
un bord pour ad (9).

PREUVE: Soit ¢ la formalisation de (L(V),8). Décomposons ¢ = Id + ¢1 +
w2 +.... Sit =2, en développant ¢ et J dans 1’égalité O = ©0;, on obtient
Oy = 101 — 0101 = [01,p1]. Sit > 2, la méme technique donne:
{ O1pr = w101, pour L <k <i—1
0; = %‘—131 - 31%’—1-
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Malheureusement, on ne peut rien conclure a ce niveau car ¢;_; n’est pas une
dérivation. Par contre, comme ¢; commute a &4, on peut composer ¢ par
exp (—¢1), automorphisme de (L(V),81) (cf. lemme 3.3.11), pour obtenir un

nouvel automorphisme ¢’ se décomposant en
¢ =+ +py+...
De proche en proche, on obtient un automorphisme
Y=Id +hir +i ...

pour lequel ;_; est une dérivation. O

3.3.13 Coustruction des obstructions & la R-formalité. Soit (L(V),0) €R-
DGLAY ! o011 0 se décompose en & = 8; + 92+ 03 +. ... D’aprés la proposition
3.3.12 on a que

— la classe de 8, pour ad (81) est une obstruction a la R-formalité, notons-la
02 = [82] € sz_l(DerL(V),ad (81))

— 516, = 0, avec la proposition 3.3.10 on se raméne au cas ot1 0 = 0y + 05 +
04+ ... et avec la proposition 3.3.12, on interpréte la classe de 83 pour ad (0;)

comme une obstruction a la R-formalité, notons-la:
93 S H3,_1(DerL(V), ad (61))

Nous construisons ainsi une suite d’obstructions (8, )n>2 vérifiant
n)n>

(1) 8, est définie si et seulement si 0; = 0,2 <7 <n—1.
(2) 0, € Hy —1(DerL(V),ad(81))
(3) (L(V),0) est R-formelle si et seulement si 6, = 0, pour tout n > 2.

Remarques 3.3.14. 1) La nullité des obstructions 6;,¢ > 2 dépend unique-
ment de Pexistence d’un automorphisme ¢ et non pas du choix d’un tel au-
tomorphisme. Le résultat (3) est donc bien indépendant de la formalisation
choisie.

2) Pour des raisons de degré, il n'y a qu'un nombre fini d’obstructions a

considérer: rappelons que NV = min (s + 2p — 3,sp — 1) et supposons que pour
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n < p—1, les obstructions 8, sont nulles. Vérifions que les 6,, avec m > p sont
alors nulles. Par définition des obstructions, 6, # 0 signifie qu’il existe une
différentielle 0 = & + O + . .., avec Om # 0 et

0: (L(V),0) - (L(V), 01 + O +...)

ol 8pn: V. — L™HY(V)., Mais 8, est de degré —1 et donc en fait 9,,:V —
(L™*1(V))<n—2. Comme la longueur maximale de crochet d'un élément de
(L™(V))<n—2 est [E=2], pour montrer que O = 0 il suffit de vérifier que
(%52 7

] < m pour tout m > p et donc que [ < p. Mais par définition

N <sp—1et done [¥52] < [222] = [p— 2] <p.

3.4. Exemples.

3.4.1 Les Spheéres. La sphére $"! (dans ce cas ® = Z[},1]) admet une
décomposition en une n+1-cellule et une 0-cellule; son homologie est H;(S™1!) =
Reni = 0,n+ 1. Donc S" est a structure cellulaire minimale. Alors
L(S™1) = (L(2,),0) dont la différentielle est quadratique; donc $"*?! est R-

formel.
3.4.2 Les bouquets de sphéres. Soit S V...V §™ un bouquet de spheres
R-locales (n; > 2,1 <t < m): dans ce cas ® = Z[1/N!] avec

1 ,
N = a(max(nl,...,nm)—min(nl,...,nm)+3) .

Une décomposition de S V.. -VS™™ consiste & prendre une i-cellule pour chaque

sphére §' et les attacher toutes & une O-cellule. L’homologie de cet espace est
H (S V- VS"™ R) = [cn, [RD - D [en, . [R D [coR

Donc cet espace est & structure cellulaire minimale. Alors L(S™ Vv ...V §"m)
est égal & (L(zn,-1,...,Zn,,~1),0) dont la différenticlle est quadratique. Donc
§™M V...V 8™ est R-formel.
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3.4.3 Les produits de spheres. Soit §™ X -+ x §™ un produit de sphéres
R-locales (n; 2 2,1 < ¢ < m): dans ce cas ® = Z[1/M]!] avec

1 (& ,
M= {5 (;n;—-mln(nl,...,nm)—ki’;)]

Dans S™ X -+ x §” chacune des sphéres est a structure cellulaire minimale,
et la structure cellulaire du produit est le produit des structures cellulaires.

D’autre part son homologie satisfait a
Hi(S™ x - x 8" R) = H (S";R)® - @ He(S"™; R)

Donc §™ x - - - x 8™ est a structure cellulaire minimale. Alors L{S"1 x---x§™m)

est égal a

(L(zi, %) 1<i<m—1 ,0) avec

|zil =ni — 1, |yje] =nj +nk — 1
1< <R<M—~1

Oz; = 0,0y, = [z}, 2]
dont la différentielle est quadratique. Donc $™ X --- x S™™ est R-formel.

3.4.4 L’espace projectif complexe. Soit CP™ 1’espace projectif complexe
R-localisé (dans ce cas ® = Z [4]). On sait que (cf. [Wh, p.91] & coefficients
dans Z)

(1) H*(CP™R) = R[z,]/xpT?, avec |zq] = 2

De (1) on déduit par dualité la structure de coalgebre de H,(CP™;R). Nous
allons montrer que la coalgébre H,(CP™;R) est intrinséquement R-formelle.
La démonstration se fait en deux temps: (i) nous montrons que CP™ est
R-formel et (ii) nous montrons que tout CW-complexe R-local ayant H.(CP™)
comme coalgébre d’homologie est R-formel.
(i). Soit (L(¢~'H.(CP™)),0) = (L(v1,v2,...,vn),0) le modéle de CP™ &
différentielle décomposable. La partie quadratique 0; de O est induite par la

diagonale de H,(CP"™). Elle s’écrit de la fagon suivante:

e+1
(2) O1vziye = Z [vp,vg] + T[Unvi]
ptHg=2i+e
0sp<yg

ol Jup| =2k —1,0 <1 < [252] et e € {0,1}.
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Montrons qu'il existe une formalisation ¢ de (L(v1,...,v,),8). Notons d =
01+ Oy et soit k le plus petit entier tel que Oy vy # 0. Posons &, ... ,¢k—1 = Id.
Comme 0 = 0, sur v1,...,0k-1,0104vx = 0. Pour montrer que [O4vi],; =0
nous allons regarder les groupes d’homotopie de CP". En effet, il est connu (cf.
[Wh,8.13]) que
®3) mg(CPT) = my(§2™+) @ 71 (S")

Donc en degrés < 2n nous avons
R pour ¢ =2
1 (CP") @R =
0 pour 3 < ¢ < 2n.
Mais d’aprés 2.1.17 et 3.1.13, nous avons

Hi(L(vi,...,vn),0) 2 m(CP")®R, i< 2n.

En particulier [0;vi],; = 0 et donc il existe « tel que Oa = Oy vi. En faisant le
changement de variable
€r(vp) = v — @
{ &r = |d sinon.

nous nous ramenons au cas 04vy =0 et nous pouvons recommencer. Aprés un
nombre fini d’itérations de ce processus, nous obtenons 0y = 0 sur vy,...,vn.
Donc (L(v1,...,vs), ) est R-formelle et £ = {,o...0f; en est une formalisation.

Nous donnerons une autre démonstration de la R-formalité de CP™ en 3.6.14.

(i1) Soit X un CW-complexe R-local tel que H.(X) %1 H,(CP™). Le modéle
coalg
de X & différentielle décomposable s’écrit (cf. corollaire de 3.2.9)

(L(v1y...,vn),0")

avec 8' = 0, + 0!,. Soit k' le plus petit entier tel que 0} vp # 0. Remarquons
que (L(v1,...,01-1),0) est le modéle de CP¥ ~1 et d’apres (3)

wq(CPk’"l) B R < { R pour ¢ =2
0 pour 3 € ¢ < 2k' — 2.
Nous avons |9, vp| = 2k’ — 2 et donc la classe
[[afi_ka]]ai € Hop—o(L(v1,...,v1/—1),01) est nulle. Mais comme les éléments
Vg, ..., VUn sont en degrés supérieurs & 2k’ —2 nous pouvons considérer [0/, vk’]]a;
comme classe de Hapr—o(L(v1,...,v,),0") et elle y est nulle également. En ap-

pliquant alors le processus utilisé en (i) nous pouvons rendre &' quadratique.
Comme cette derniére a été choisie arbitraire, la coalgébre H,(CP") est in-

trinsequement R-formelle.
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3.5. R-AH-formalité des CW-complexes
sans torsion homologique.

Soit X un objet de ?R-CW;XLI tel que H.(X) soit sans torsion. D’apres 3.2.8 il
admet un modéle en algébre de Lie (L(V),d) avec V = ¢ ' Hy (X) et 8 décom-
posable. D’apres 3.1.14 'image de cette algebre de Lie par le foncteur algebre
enveloppante est un R-modele d’Adams—Hilton de X.

Nous allons énoncer une série de résultats dans le contexte des algébres asso-
ciatives. Ces résultats ainsi que leurs preuves sont analogues a ceux des para-
graphes 2 et 3. Par analogie avec -DGLA, et - DGLAY !, nous notons
R-DGAA, la catégorie des R-algebres associatives graduées différentielles s-
réduites et R-DGAAY ! la catégorie des R-algébres tensorielles sur des modu-
les libres concentrés en degrés {s,..., N —1}. Le foncteur & envoie la catégorie
R-DGLAY! dans la catégorie R-DGAAY-1, La structure de catégorie &
modeles fermée de R-DGAA, (dans le cas ot R est un corps) est décrite dans
[Mu)*.

Proposition 3.5.1. Soit X un objet de R—CWﬁl, tel que H(X) soit sans
torsion. Alors il existe ¢ et O tels que:
(i) ¢:(T(c7 H(X)),0) — (C.2X,0ax ) soit un R-modéle d’Adams—Hilton
de X;
(ii) O soit décomposable, i.e. 8(c 1 H(X)) C T?*(c ' H(X)).

PREUVE: Ilsuffit d’appliquer le foncteur & au modéle construit en 3.2:2. D’apres
3.1.14, U(L (671 Hy(X)), D) est un R-modele d’Adams—Hilton de X. O

Proposition 3.5.2. Soit ¢: (T(V),8) — (T(V'),6') une fleche de R-DGAAY 1
telle que §p = &) = 0. Alors si ¢ est un R-quasi-isomorphisme, ¢ est un isomor-

phisme.

4 Un cylindre de la catégorie des R-algébres associatives différentielles (non graduées), avec
R un anneau commutatif, est décrit dans [Bal, p.48]. Un lemme de relévement dans R-
DGAAY ! est donné dans [An2, lemme 1.7).
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PREUVE: D’aprés 3.2.1 on aabg:(V,0) — (V'0) isomorphisme, d’ot le résultat.
]

Théoréme 3.5.3. Soit X un objet de R-CWJY, tel que H(X) soit sans torsion.
Alors X admet un R-modéle d’Adams—Hilton (T(V), §) a différentielle décom-

posable, unique & isomorphisme prés.
PREUVE: L’algébre (T(V), §) existe: il suffit de prendre UL(X,,) (ot L(X,,) a
été défini en 3.2.8). L’unicité découle de 3.5.2. - O
Soit X un objet de R-CW}Y, tel que H,(X) soit sans torsion. Alors H,(X)
admet une structure de coalgebre induite par la diagonale topologique.
Proposition 3.5.4. Soit A: H,(X) — H.(X)® H.(X) la diagonale réduite de
H.(X) et (T(V),6) le R-modéle d’Adams~Hilton de X & différentielle décom-
posable défini en 3.5.3. Soit 6, la partie quadratique® de la différentielle §, alors

le diagramme suivant commute:

Ho(X)—2 S H,(X)® H(X)
% -
o T H(X) o H(X)® 0 Ho(X)
1% al VeV

La Preuve de cette proposition est une conséquence de 3.2.9 et de 3.5.3.

Corollaire 3.5.5. Soit X, X' des objets de %—CWSJYH sans torsion homologi-
que tels que H.(X) = H,(X') comme coalgebres. Choisissons un R-modeéle
d’Adams-Hilton (T(V), 81 + 7) olt é; est quadratique et 7: V — T23(V). Alors
il existe un ®-modéle d’Adams—Hilton de X' de la forme (T'(V),6; + 7') avec
TV — TZ3(V).

3.5.6 R-algebre de Lie des dérivations.

Soit (T(V),8) € R-DGAAY ! avec V fixé. Notons DerT(V) le R-module
des dérivations de T'(V). Un élément 6 de DerT(V) est dit de bidegré (p, q)
si

6(V;) C (T"7H(V))j4q-

5 En fait (cf. §7) 6; est la différentielle de la cobar-construction §2 appliquée & H.(X).
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Ceci entraine 8(T*(V)) C TF+?(V). Ce R-module admet une structure d’alge-
bre de Lie bigraduée Der, .T(V') pour le crochet défini par

[6,6'] = 626" — (—1)I?118"g" o0,
11 vérifie
[ ]: Derp g, T(V) x Derp, ¢, T(V) — Derp,tpy,q 40, T (V)

Si 6 est une différentielle sur T'(V'), un calcul montre que ad (§) = [, §] est une
différentielle sur DerT(V).
On notera (F;DerT(V))i»o la filtration décroissante associée a la premicre
graduation:
FiDerT(V) = P Der; . T(V),
i>i
i.e. 8 € F;DerT(V) si et seulement si 6(V) C TZ+1 (V).
Si 8 € DerT(V') est homogene pour le degré homologique, on considére sa
décomposition:
0= 0,6 € Der; JT(V).
i>0
Si @ est une différentielle et si g = 0, un calcul montre que 6; est aussi une
différentielle.

Remarque 3.5.7. Soit T(V') une R-algébre tensorielle, s-réduite avec V fixé
et soit ¢ un automorphisme de T(V) tel que ab¢:V — V soit Iidentité. On
constate alors que (¢ — Id )* augmente de k la filtration par la longueur de mot

et respecte le degré homologique; il s’ensuit 'unipotence de ¢.

3.5.8 Groupe d’automorphismes.

Soit T'(V') une R-algebre tensorielle, s-réduite avec V fixé. Notons AutT'(V)
le groupe des automorphismes (de degré 0) de I’algebre tensorielle T(V').
Tout automorphisme ¢ € AutT(V') se décompose en

=3 i, ol p(TI(V)) C TIH(V).

i>0

On constate que pg = T'(abyp) est un automorphisme; par contre, les ¢;,7 > 1

ne sont pas compatibles au produit tensoriel.
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Notons Aut,T(V') le sous-groupe des automorphismes unipotents ¢ tels que
aby = Id. Un élément ¢ de Aut,T(V) se décompose en
p=Id+Y @i, ot pi(T/(V)) C TT(V).
21
Autrement dit, il existe un isomorphisme:
Aut, T (V) —= Homo(V, TZ%(V))
pw——————p —Id.
Proposition 3.5.9. Soit (V') une R-algébre tensorielle, s-réduite, avec V fixé.
(1) Si ¢ est un automorphisme de T(V'), alors il existe ¢ € Aut,T(V) tel

que @ = @opg, ot pp = T'(abyp).
(2) Avec les notations de (1), si § est une différentielle décomposable (6 =

E,-;l 8;) sur T(V), alors p0y1p~! = ¢O 1.

La Preuve de cette proposition est analogue & celle de 3.3.5.

Définitions 3.5.10. Un objet (T(V),6) de R-DGAAY !, & différentielle dé-
composable est R-A H-formel s'il existe un automorphisme ¢ de T(V') tel que
§ = é1p~t, ot 81: V — T%(V) est la partie quadratique de §. L’automorphisme
o est appelé R-A H-formalisation.

Soit H une R-coalgebre graduée a module sous-jacent sans torsion, concentrée
en degrés s,...,N — 1. Alors d’apres 3.2.9, la diagonale de H induit une diffé-
rentielle quadratique 8; de L (071 H) et donc une différentielle quadratique §; =
U8y de T(c~1H). Nous dirons que H est intrinséquement R-AH-formelle
si(T(c~1H),6; +7) est R-AH-formelle pour tout 7 € FyDer_;T(c~1 H) tel que
(61 +7)2=0.

Remarque 3.5.11. D’aprés la proposition 3.5.9 on constate que la R-formali-

sation ¢ peut étre choisie dans Aut, T'(V).

Soit X un objet de R-CWZ, tel que H.(X) soit sans torsion. Soit Xn, un
objet a structure cellulaire minimale dans le méme type d’homotopie que X et
(T(V),6) = UL(Xp,) le modele d’Adams—Hilton & différentielle décomposable
qui lui est associé.

Définitions 3.5.12. (1) Un espace X est dit R-AH-formel si (T(V),§) est
R-AH-formelle.
(2) L’espace X est intrinséquement R-AH-formel si H.(X) est une coal-

gebre intrinsequement R-AH-formelle.
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La R-AH-formalité d’un espace X € R-CW/} , sans torsion homologique
demande la construction d’un automorphisme ¢ de T(V) (ou (T(V),6) =
UL(X;)). Il n’est donc pas aisé de déterminer si un tel espace est R-AH-formel
ou non. Nous allons ramener cette question & la nullité d’une suite (finie ici)
d’obstructions, comme on I’a déja fait en 3.3.13. Explicitons d’abord quelques

liens entre dérivations et automorphismes:
Proposition 3.5.13. Soit (T(V),6) € R-DGAAYN ! tel que § se décompose
en §=06; + ZJ-;Z. 8;, ott1 > 2 est fixé. Alors:

(1) La dérivation §; est un cycle pour ad (61).
(2) Si6; est un bord pour ad (61), alors (T'(V'), §) est isomorphe a (T(V'),8')

ot &' se décompose en §' = &, + 2 izi1 65

La Preuve de cette proposition est analogue a celle de 3.3.10.

Proposition 3.5.14. Soit (T(V),§) eR-DGAAY ! tel que § se décompose
end =081+ 5,65, oi > 2 est fixé. Si(T(V),6) est R-formelle, alors §; est
un bord pour ad (51).

La Preuve de cette proposition est analogue a celle de 3.3.12.

3.5.15 Construction des obstructions a la §R-AH~formalité.
Soit (T(V),8) eR-DGAAY 1 011 § se décompose en § = 6, + 65 + 63 + ...
D’aprés la proposition précédente on a que

— la classe de &, pour ad (6;) est une obstruction a la R-formalité, notons-la
6‘2 = [52] € Hg,_l(DerT(V),ad (51))

— si 0, = 0, avec la proposition 3.5.14 on se raméne au cas ol § = §; + 83 +
b4 + ... et avec la proposition précédente, on interpréte la classe de &3 pour

ad (61) comme une obstruction & la R-AH-formalité, notons-la:
9; € H3)_1(DEI’T(V), ad (61))

Nous construisons ainsi une suite d’obstructions (8!, ),>2 vérifiant

(1) 0, est définie si et seulement si 6, =0,2< i< n—1.
(2) 8, € Hy,1(DerT(V),2d(61))
(3) (T(V),6) est R-AH-formelle si et seulement si 6/, = 0, pour tout n > 2.
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Remarques 3.5.16. 1) La nullité des obstructions 8,7+ > 2 dépend unique-
ment de l’existence d’'un automorphisme ¢ et non pas du choix d’un tel au-
tomorphisme. Le résultat (3) est donc bien indépendant de la formalisation
choisie.

2} Soit ¢4 la fléche induite par linclusion ¢:L(V) — T(V) au niveau de
I’homologie de I’algebre de Lie des dérivations:

tu: Hy,—1(DerL(V'),ad (01)) — Hp,—1(DerT(V), ad (1))

On constate que si (L(V'), 9) est R-formelle, de formalisation ¢, alors (T'(V), ) =
UL(V), 9) est R-AH-formelle, de formalisation 2{¢. De méme, si §; existe, alors
0} existe et 1.(6;) = 6} pour tout ¢ > 2.

3) Pour des raisons de degré, il n'y a qu’un nombre fini d’obstructions &

considérer (I’argument est analogue & celui de 3.3.14).

3.6. Cohomologies de Hochschild et de
Harrison, obstructions.

Dans les paragraphes 3 et 5, nous avons défini des suites d’obstructions pour la
R-formalité et pour la R-AH-formalité. Dans ce qui suit, nous utilisons la coho-
mologie de Hochschild et celle de Harrison comme réceptacles pour ces obstruc-
tions. En montrant que la seconde s’injecte dans la premiére nous établissons

I’équivalence des deux notions de formalité.
Définition 3.6.1. Soit H une R-algebre associative graduée et f une applica-
tion
fiT(c™*H) - o™ H.

On dit que f est de bidegré (p, q) si

(1) f est nulle sur T(c "' H) pour i # p,

(2) f est de degré q.
Nous notons Hom?(T?(c™1H),s 1 H) le R-module des applications de bidegré
(p,q). Sur ce module considérons la différentielle

V:Hom?(T?(¢ ' H),0 *H) = Hom?t(T?* (¢ H),0 ' H)
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définie par
Vi 'a1® @0 tapyr) = (—1)””"_1"’1|a1 floTlaa ® @ 0 apy)
L j -
+ Y (D)=l 0y @ @ 0T (aja41) @ @ 0 apy)
j=1

+ (~DIHELl Tl 10 @ - @ 0 ap)ap.

Cette différentielle donne naissance a une cohomologie bigraduée, appelée co-

homologie de Hochschild de H & coeflicients dans lui-méme, et notée

ker {V:Hom(T?(¢™*H),0 " H) — Hom® (TPt (¢~ H),0 " H)}
im {V:Hom? Y (TP=1(¢=1H),0-1H) — Hom!(TP(¢—1H),c~1H)}

Hoch®?(H; H) =

Remarque 3.6.2. Soit B(H,H) = (HQ®T(¢c71H)® H,d) avec

dlao®(c'a1®  ®0 an)®ant1) = aoa1 ® (0 '@ @ ® 0 'an) ® Any1

n—1

+ Z(—1)2$=17”"1“‘|a0 ® (O'_]Cll R - ® a_lajaj+1 ®...07 %) ® ant1
J=1

F(—D)EE T 0 @ (0 a @ ® 0 Lan—1) @ Annti

la bar-construction normalisée sur H.

Considérons ¢~ H comme H — H-bimodule et notons Homy g (B(H, H),c 1 H)
les morphismes de H — H-bimodule.

Alors, en posant Vf = fod, la définition 3.6.1 découle de la définition clas-
sique (cf. [Ba2, p. 37]) de cohomologie de Hochschild

Tot,Hoch (H,H) = H"(Homy_g(B(H,H),c "' H)).

3.6.3. Soit C une R-coalgebre graduée, dont le module sous-jacent est libre.
Nous notons A sa diagonale réduite (Az = Az —1®z —z ®1). Alors la fleche
dy définie par

c—38 __,cecC

o ] e

el — clIC®oIC

se prolonge en un élément de Dery,_17(¢71C). Notons {C = Hom(C,R). Le
module {C est muni de la graduation §C? = §(Cp). On définit o sur §C par
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o(p) = (=1)?lhoo, pour 1: C — R. Ainsi, nous avons (a§C)* = (§C)**1, et
d’autre part, 071 (1) = —(=1)¥lgpoo1,
La transposée de A définit une multiplication m sur §C, et la transposée de

dy satisfait a

§C —-1——1C ® {C

(i) U_IJ o‘®o}

O'_IﬁC'(TO'_lﬂC®O'_]ﬁC.
1

Proposition 3.6.4. Si C est de type fini, nous avons un isomorphisme de

complexes de chaines

o

®: (Hom¥ (TP (o1 C), 07 HC), V) —=— (Derp, T (71 C),ad (d1)).

PREUVE: L’isomorphisme ® peut étre décrit de la maniére suivante:
soit f € Hom?(TP (o HC), 0 4C). Alors tf:071C — TP (o7 1C) et ()
est le prolongement de *f comme dérivation de T(c™1C).

Inversement, soit § € Der, _,T(c71C), alors t(6|0—1 o) TPl (e 14C) —
o~ M{C. Posons ®71(§) = t(5|a-—1c).

Vérifions maintenant que V = ®~1ad (d; )®. Soit f € Hom?(T?* (¢~ 1§C), o7 {C)
et ®(f) =6 € Der, _,T(c71C). Alors si 0™ c1 ® - ® 0 epya € TP (07 1C),
7 ad (d)(f)l0 e @ ® 0 epra) =
7 (8dy + di) (0l 1 ® - @0 epya) =
(tdlt(s + tétdl)(a_lcl ® e ® O'_ICP+2) =
ti(d @ f+fOld) el a1 ® - @0 Teppa)+

p+1 7 fois p—j fois

e N e N
416 Zld ® - Rdeded® -@ld | (c'a®  ®c  cpra) = (%)
3=0

Compte tenu du diagramme (1), nous avons

1 1

(x)= (=Dl el lymr @ o (671 ® f(0™ ca ® - ® 0 epya)) +

+ o omec @ o (f(o"lcl R ® U—]Cp+1) ® a_lcp+2) +
p+1 i N

+ 5 ()Pl el @ @ (0 omeo ® 0)
j=1

(67'c; @07 cjr1) ® ® 0 epta
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= (—1)[f||"_1c1|c1f(0_1 2 ® @0 Teppa)t
+ (—1)lf]+2?=1|°'_1c‘lf(a'—lcl ® - ® a'_lcp+1 )CP+2+

p+1 , )
F YDl (T 0 @ 07 (ejein) @ 8 0 epia)
Jj=1
On reconnait expression de V(f)(c7le1 ® -+ - ® 07 eppa). O

Interprétation topologique 3.6.5. Soit X un objet de %—CWSJYH tel que
H,.(X) soit sans torsion et de type fini comme R-module gradué. Soit H*(X)
son algébre de cohomologie. Soit (8!, )n»1 la suite d’obstructions a la R-AH-
formalité de X. Alors si ¢, = 0 pour 1 < k < n—1, 8, est une classe de la
cohomologie de Hochschild Hoch '™ (H* (X); H*(X)).

En particulier, si Hoch M*(H*(X); H*(X)) = 0, alors H*(X) (et donc X ) est

intrinséquement R-AH-formelle.

PREUVE: Appliquons la proposition 3.6.4 au cas C' = H.(X). D’apres 3.1.14,
3.2.2 il existe un modéle (L(c~1H,(X)),0) de X & différentielle décompo-
sable, et son image (T(0c~'H.(X)),D) par le foncteur U est un R-modéle
d’Adams—Hilton de X. La différentielle d; qui figure dans ’énoncé de la propo-
sition 3.6.4 a été définie & partir de la diagonale de C'. D’apres 3.2.9 la fleche
dy construite & partir de la diagonale de ¢~!H,(X) coincide avec la partie
quadratique D; de D. Alors comme d’aprés 3.5.15 les obstructions 6], a la
R-AH-formalité sont des éléments de H,,_i(DerT(c ' H.(X)),ad(d1)), elles
sont des éléments de H™(Hom(T(¢ 1 H*(X)),0 "1 H*(X)),V) c’est-a-dire de
Hoch V'™ (H*(X); H*(X)). O

3.6.6 Rappels sur I’ajgebre du groupe symétrique. On note X, le groupe
des permutations de {1,...,n}. Soit R un anneau commutatif. Nous notons
R[X,] la R-algébre du groupe ¥ ,,.

Le signe de Koszul. Soit M un R-module gradué, mi,...,m, € M, et
A(M) la R-algébre commutative graduée sur M. Pour toute permutation & de
mi,...,Mny, le signe de Koszul e(o) est défini par ’égalité mq A -+ Am, =
€(0)mg(1) A+ - -AMg(ny dans A(M). Nous I’étendons en e: R[X,] — R; remarquons
qu’il y a abus de notation car ¢ ne suffit pas & définir €(o).

Les mixages. Soit p un entier > 1. Alors e € ¥, est un (p,n — p)-mixage si

o(l) < - <a(p)
olp+1) <. <o(n).
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On note *(, n—p)y I'élément Z e(o)o de R[X,]. Egalement on note sh,
@€{(p,n—p)-mixages)
la somme E;;ll *(p,n—p). Donc sh, est la somme des e(0)o ou & est (p,n — p)-

mixage, pour tout p € {1,...,n—1}.

Définition 3.6.7. Soit A une R-algébre commutative graduée s-réduite dont
le module sous-jacent est libre et T((4) ’algébre tensorielle sur A. Alors R [¥,]

agit (& gauche) sur T™(A) de la maniére suivante:
0(a1® + ® an) = €(0)ag-11) @+ ® dg-1(n).

L’action de *(p n—p) est appelée produit mixé. Nous notons

a1®~-~®ap*ap+1®-"®an d:éf *(p,n—p)(al ®®aﬂ)
= Z 6(0‘)(&0—1(1) ® & a,,.—l(n)).

oc{(p,n—p)-mixages}
Soit Homi(T?(c™1H),0~1 H) le R-sous-module de Hom?(T?(c 1 H),o0 "1 H) des
applications f telles que fosh; = 0 pour tout ¢ > 1. La différentielle V laisse

stable ce module:
V:Hom{(T?(c 7 H),0c ' H) = HomITY(T** (¢ H), 0 ' H).

Cette différentielle donne naissance & une cohomologie bigraduée, appelée coho-
mologie de Harrison de H a coefficients dans lui-méme, et notée Harr *?(H; H).

Soit C' une coalgébre cocommutative graduée dont le module sous-jacent est 1i-
bre. Nous notons A sa diagonale réduite. Comme C est cocommutative graduée
et 2 est inversible dans & on a pour tout ¢, Ac = %E(cl ® cy — (~1)|°1||°2|cz ®
c1) = % > [e1, ca] et donc la fleche dy définie par le diagramme (1) de 3.6.3 peut
s'écrire

di:o™'C = L*(o710C)

et se prolonge en un élément de Dery,—;L(c7'C). Notons §C = Hom(C,R)

et m la multiplication de JC, alors la transposée *d; de d; satisfait & *d; =

o lomnoeo ® 0.

Proposition 3.6.8. Si C est de type fini, nous avons un isomorphisme de

complexes de chaines

®: (Homd(TPH (67 1C), 0 HC), V) = (Der, _,L (671 C),ad (dy)).
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PREUVE: L’isomorphisme @ est la restriction de ’isomorphisme de 3.6.4 au
sous-module HomZ (TP (s ~14C), o~ C). 1l faut montrer que (oo foo™1)(sh;) =
0 pour tout 7, équivaut & im *(gofos~1) C LPH(c71C).

Sur T(6~1C) nous avons une structure de coalgebre dont la diagonale réduite

s’écrit
Ba@ @)= Y, o) o ()® o1 () B (Com1(p41)® * BCom1(m)
o€{(p,n—p)-mixages}
p€{l,...,n—1}
pour ¢i,...,c¢q € 0~ 1C. En fixant un p et en calculant I’application transposée

de A nous trouvons

Alr1® ®2p) @ (2p41 0 Q2a)] = (210 ® 7)) % (2p41 ® - ® T4)

ol z1,...,z, € o HC.
Nous arrivons & ’argument essentiel de la preuve. Les primitifs de T(c71C)
pour la diagonale ci-dessus forment l’algébre de Lie L(c71C) (cf. [C-M-N,

prop. 2.8]). Nous avons donc le diagramme

,0_10

b
Pre
o - t
- f
-
e

0 —— L7 C)———T(¢7'C) — 5, T(c7'C)RT(s71C)
qui se dualise en

o HC

P
t e
a -
o 7
P
P

0 ——— T(c™§C)/im * «——— T(0"14C) —*— T(6~14C) & T(s~4C).

A

11 est clair que *f(0™1C) C L(o71C) équivaut a l'existence de « et donc &
Pexistence de ‘a. Mais cette derniére est équivalente a f(im«) = f(sh;) = 0
pour tout 2.

Ainsi on pose ®(f)|,~1 = " f et on prolonge &(f) en dérivation de L(¢~'C').

On vérifie comme dans 3.6.4 que & commute aux différentielles. |

Interprétation topologique 3.6.9. Soit X un objet de %-CW}L tel que
H,(X) soit sans torsion et de type fini comme R-module gradué. Soit H*(X)
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son algébre de cohomologie. Soit (6, )n>1 la suite d’obstructions a la R-formalité
de X. Alors si 0 =0 pour 1 £ k €< n—1, 0, est une classe de la cohomologie
de Harrison Harr V™ (H*(X); H*(X)).

En particulier, si Harr P *(H*(X); H*(X)) = 0, alors H*(X) (et donc X ) est

intrinséquement R-formelle.

La preuve de ce résultat est analogue a celle de 3.6.5.
Nous allons maintenant relier les cohomologies de Harrison et de Hochschild
par une fleche, induite par l'inclusion canonique d’une R-algebre de Lie (rap-

pelons que 2 et 3 sont inversibles par définition) dans son algébre enveloppante.

Théoréme 3.6.10. Soit C une R-coalgébre graduée cocommutative de type
fini, libre comme R-module, concentrée en degrés s+ 1,...,N. Notons §C I’al-
gébre graduée commutative duale de C. Alors si N = min(sp —1,s + 2p — 3),
Pinclusion L(¢71C) — UL(¢71C) = T(s71C) induit une injection

Lyt Harr 9 SPL(4C §C') > Hoch »<P71(4C: 4 O).

PREUVE: L’algebre tensorielle T(c~1§C) est munie d’une différentielle combi-

natoire d:
d(a_lal R ® O'_ICLTH_l) = CL](O'_laz R ® U_l(ln+1)

n .
+ Z(-I)ELJ" o @ ® 07 041 ® .0 any)
j=1
+ (_1)2?:1|a"1a;l(0,—1a] ® - ® U_llln)an+1-

Nous étudions 'action de certains éléments de R[¥,] sur (T'(¢~1§C),d). Nous

allons construire une famille (e,)a<ngp—1 d’éléments de R[X,], idempotents
INKp P

’
(c’est-a-dire €2 = e,), de signature 1, dont I’action sur T(¢~{C') commute & d

(c’est-a-dire den, = e,—1d) et satisfaisant a

(1) enshy = shy,

(2) e, est un polynéme P, en sh, sans terme constant.

Nous constatons que pour n < p—1 le complexe T(6 "1 §C) se scinde par I’action
de la famille (e )n>1 en T (07 HC) = e, T™(c"HC)® (Id — en)T™ (a7 §C). On
a e, T™(07C) C sh,T™(o~HC); écrivons sh,T™(c HC) = e, T (o C) ®
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(Id —e, )T (o~ §C)Nsh,T™(c~1§C). Appliquons e, des deux cotés de ’égalité.

Nous obtenons

sh,T" (o™ HC) = e, T™(c " C)
et T™(o™HC)/imsh, = (Id — e,)T" (e HC).

Ceci entraine ’existence de la rétraction

Id —e,
—_—T

(R)  T"(¢4C)/imsh, —— T™(c"YC) T"(c~"4C)/imshy,

(vérifions que la composée des deux fleches est I'identité: tout élément dans
l'image de Iinclusion s’écrit a — e, (), avec & € T™ (o~ §C); ainsi (Id — e, )(a—
en(a)) = a — 2en(a) + €%(a) = a — en(a) par 'idempotence de ey,).

La fleche Homg(T™(o~HC), o~ HC) Hom(T"(J“lﬁC),o_lﬂC‘) consiste &
oublier qu’un morphisme a la propriété de s’annuler sur 'image de sh,. Par
les isomorphismes de 3.6.4 et 3.6.8, on déduit que cette fleche est induite par
Pinclusion

vL(e™1C) = T(e71C).
La propriété (R) passe en homologie et nous obtenons que

Lot Harr ©SP=HC ) Hoch »SP7L(HC; 1C).

Il nous reste donc & construire la famille (e,). La construction se fait par

récurrence:

%shz. Supposons avoir construit es,...,e,—1. Alors par hy-

pothése de récurrence, e,—1 = Pp—1(sh,,—1). Posons
1

en = Po_1(shy) + m(ld — Pn_1(shy))sh,

ou g(sh,) = 271 (qui est inversible dans R). On a bien e(en) = 1. Vérifions

Posons e, =

que e, commute & d. On vérifie aisement que dsh, = sh,d. Alors
dey = dP,—1(shn) +27"1d(ld — Py_1(shn))shy
= Pnr_1(shp—1)d + 2_”+1(|d — Pu_1(shp—1))shnp_1d
=ep—1d + 27"t (Id — e4_1)shp_1d
=ep—1d + 27" (shy—y — en_y5h,—1)d
=ep—1d par hyp. de récurrence.

Maintenant vérifions que e, est idempotent; pour cela nous utilisons le “lemme

de Barr” a coefficients dans R:
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Lemme 3.6.11 (Barr). Soit u € R[X,] pour n € p—1 tel que son action sur
T(o~YC) satisfait 4 du = 0. Alors
U= %e(u)zaezne(o)a.

La preuve de Barr [Bar, p.316] s’applique sans changement. La restriction
n € p — 1 provient uniquement du fait que n doit étre inversible dans R =
2 [t
SUITE DE LA PREUVE DE 3.6.10: Nous avons de? = ¢2_;d = e,_1d = de,
par hypothése de récurrence. Donc d(e? — e,) = 0 et par le lemme de Barr,
el —ep, = ;lfe(e% - e“)erE):n oy = 0.

Vérifions finalement que e, sh,, = sh,. Nous avons d(e,sh,~sh,) = e,_1dsh,—
dsh, = (en—1shn—1 — sh,—1)d = 0. Donc par le lemme de Barr, comme

e(en) =1, enshn — shy = (e(en)e(shn) — €(shy)) Yosey, €0)o=0. O

Interprétation topologique 3.6.12. Soit X un objet fini de §R—CW§11 sans

torsion homologique. Alors on a équivalence entre

(1) X est R-formel
(2) X est R-AH-formel.

PREUVE: Nous avons vu en 3.6.5 (resp. 3.6.9) que les obstructions & la ®-AH-
formalité (resp. & la R-formalité) sont des éléments de Hoch »*(H*(X); H* (X))
(resp. Harr»*(H*(X); H*(X))). D’autre part nous avons vu en 3.5.16.(2)
que les 8! sont les images des ; par le morphisme ¢, induit par linclusion
eL(e7 H (X)) &= T(o7 H (X)).

Donc le théoréme 3.6.10 entraine que les p — 1 premiéres obstructions a la
R-formalité sont nulles si et seulement si les p — 1 premieres obstructions a
la R-AH-formalité le sont. Mais d’aprés 3.5.16.(3) et 3.3.14.(2) si les (p — 1)
premiéres obstructions sont nulles, elles le sont toutes. Ceci entraine 1’équiva-

lence des deux notions de formalité. O

Proposition 3.6.13. Dans la sous-catégorie de SE—CWfil des espaces sans

torsion homologique, on a le tableau suivant:

[R-AHformalité] 2% [Q-AH-formalité]

(2

R-formalité] 2% [formalité rationnelle]

(3)
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Les réciproques de (1) et (4) sont fausses.

PREUVE: Soit X un objet de R-CWJY | sans torsion homologique, et X, son
CW-complexe associé a structure cellulaire minimale.

(1) Si (T(V),d) est un R-modéle d’Adams—Hilton & différentielle quadratique
de X, alors (T(V),d) ® Q est un Q-modele d’Adams—Hilton & différentielle
également quadratique.

(2) cf. théoréme 3.6.12.

(3) Cette équivalence fait Pobjet de [Me] (c’est évidemment aussi un cas
particulier de (2) pour ® = Q).

(4) est équivalent a (1).

La réciproque a (4) est fausse: voici un contre-exemple tiré de [E1H]: soit S5 =
(S3V S3) Ur1fa,) €° Uayja,s) €% Dans ce cas R = Z[3] et L(S) = (L(a, b, c,€),d)
avec da = 9b = 0, 9c = 11[a, b], Oe = [a,[a,b]]. Comme 11 n’est pas inversible
dans R, 5 n’est pas R-formel. Pourtant il est Q-formel. La réciproque a (1)

étant équivalente a celle de (4), elle est fausse aussi. O
Proposition 3.6.14. L’espace projectif complexe CP™ est R-formel.

PREUVE: Soit C.QCP le complexe des chaines singuliéres cubiques sur QCP*°.

D’apres 3.7.2 nous avons
QC,CP"-=C,QCP™.
D’autre part, si z est un générateur de C,S! nous avons
OB(zR,0)—= (2R, 0),

ou B est la bar-construction (cf. paragraphe suivant). Nous savons que QCP ~
§! et donc C.QCP™ ~ C,S'. Soit a l’élément de C.QCP™ qui correspond
au générateur de C,S!. Nous avons donc un quasi-isomorphimse d’algebres
différentielles

¢: CLQCP™ (2R, 0)

qui envoie « sur z.

De OB(zR, 0)<—£+QC*CF°°° on déduit que (T'(z1, z2,...),d) avec |z;| = 2i—1
et d quadratique, est un modeéle d’Adams-Hilton de CP*°. Comme CP" est un
squelette de CP*°, son modéle d’Adams-Hilton est (T(z1,z2,...,2x,),d) avec d
quadratique; donc CP™ est R-AH-formel. D’aprés 3.6.12 il est R-formel. O
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3.7. Le cas des CW-complexes avec
torsion homologique.

Rappels 3.7.1. Soit (A,d) une R-algébre différentielle graduée commutative
s-réduite (s > 1) a différentielle de degré —1. La bar-construction B(A,d)
sur A est définie par B(4,d) = (T(cA4),D = di + dg) avec

difca; ® + ® oap) = — E?zl(—l)z;;:ﬂaﬂﬂa—al R - Qoda; @ Qoan

dg(oa; ® - Qoa,) = — Zyzl(—l)z;;'”k'om ®  ®0(ai-10;) Q- Qoap

Soit (C,8) une R-coalgebre différentielle graduée cocommutative s-réduite
(s > 1) a différentielle de degré —1. Notons A sa diagonale. La cobar-
construction Q(C,d) sur C est définie par (C,0) = (T(c7'C),6 = & + )

avec

el ® - ®@olen) = — Z:.‘zl(—l)zi_:lll”wlc’a“lcl ® - ®c 10 ® - ®c e
(e e @ ®olen) = — Y ()%=l ol @
®(0'_1 ®c NoA(e)® - ®o tay

Remarquons qu’en tenant compte de la structure de coalgébre de ’algébre ten-
sorielle, utilisée dans la preuve de 3.6.8, les deux constructions fournissent
des algébres de Hopf: B(4,d) est commutative et €2(C,3) cocommutative.
D’autre part, aussi bien B que §2 sont des foncteurs qui envoient des R-quasi-
isomorphismes entre objets projectifs comme R-modules (cf. 1.4.1), sur des
R-quasi-isomorphismes.

Soit X un CW-complexe s-réduit (s > 2) et £2X son espace de lacets. Soit
(Cef2X,00x) le complexe des chaines cubiques singuliéres de 2X (cf. 3.1.5);
il porte une structure d’algebre induite par la composition des lacets de £2X a

travers Eilenberg—Zilber:

CrR2X @ Co2X —— Crpe2X x X,

D’autre part (C\X,0x) porte une structure de coalgebre pour la diagonale

induite par la diagonale topologique.
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Proposition 3.7.2 [F-H-T, th. I]. Il existe un R-quasi-isomorphisme d’alge-
bres 1 x, naturel en X

2/1)(: Q(C*X, ax) —-—:—+ (C*.QX,agx).

Théoréme 3.7.3. Soit X un objet de ?R—CWS]YH sans torsion homologique.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) X est R-formel;
(2) I existe des R-quasi-isomorphismes d’algébre

(C*Xa 8) — (T(V)> d) — (H*(X)> 0)

ott C*X est ’algébre des cochaines singuliéres cubiques de X et (T(V),d) une

R-algébre tensorielle munie d’une différentielle de degré +1.

PREUVE: i. (1) = (2) D’aprés 3.6.12 la R-formalité est équivalente & la R-AH-

formalité. Donc par définition il existe un R-quasi-isomorphisme
(T(o™ Ho(X)),6:)=(C0X, Bax)
et donc, en appliquant [F—H-T, prop. 2.14],

B(T(c 7' Hy(X)),61) —=— B(C.0X, dax)

i par 3.7,2]‘:

BQ(H.(X),0) BQ(C.X,0x)
(H*(X),O) (C*X> 8X)

Ainsi nous avons une suite de R-quasi-isomorphismes

(H.(X),0) +—=— ... = (C. X, 9x).
En dualisant, et en prenant des relévements successifs, on obtient

(C*X, 0x) «—=—(T(V),d) —=— (H"(X),0)

5

ou (T(V),d) est une R-algebre tensorielle munie d’une différentielle de degré
+1.
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ii) (2) = (1) En dualisant
(C*X,0x) —=—(T(V),d) —=— (H*(X),0)
nous obtenons (en notant {V = Hom(V,R) et *d la transposée de d),
(CuX,0x) —=— (T(fV),"d) «—=— (H.(X),0)
et donc par propriété du foncteur cobar-construction
QUC.X,0x) —=— QT{HV), d) —=— Q(H.(X),0)
En écrivant Q(H,(X),0) = (T(c " H.(X)),61) et en relevant, nous obtenons
Q(Cu X, 8) (T (e T Ho(X)), 61)
D’aprés 3.7.2, nous avons
(CX, agx)i(T(a“IH*(X)), 61)

et donc par définition, un R-modele d’Adams—Hilton de X a différentielle quadra-
tique. O
Remarque: La condition (2) du théoréme 3.7.2 garde un sens si H.(X) a de
la torsion, d’ou:
Définition 3.7.4. Soit X un objet de §R—CWSIYH. Alors X est dit R-formel
s’il existe des R-quasi-isomorphismes d’algébre

(C*X,8) —=—(T(V),d) —=— (H"(X),0)
ou C*X est I'algébre des cochalnes singuliéres cubiques de X et (T(V'),d) une
R-algébre tensorielle munie d’une différentielle de degré +1.

Proposition 3.7.5. Les espaces de Moore sont R-formels.

PREUVE: Soit M un espace de Moore, avec H*(M) = [2]Z/pZ en i et 0 sinon.
Soit (C*M, 8 ) le complexe des cochaines singuliéres cubiques (3.1.5) de M.
C’est un complexe de cochaines R-libre. Nous allons construire en méme temps
les deux R-quasi-isomorpismes de la définition 3.7.4 par récurrence sur le degré.
Soit W la R-algebre définie par
yR  en degré ¢
W=( 2R endegré:—1 et zy=0,dr = py.

0 sinon.
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Nous avons des fleches
(Cell*(X), Buan, x) —Z— (W, ) —=—» (H* (X),0)

ot (Cell*(X), Ocenl, x ) est le complexe des cochalnes cellulaires de X. Ces fleches

sont des R-quasi-isomorphismes d’algébres de cochaines. Prenons un modele
(d’algebre différentielle graduée) (T(V), d) de (W, §). Alors
(Cell* (X), Bt x) —=— (T(V), d) —=— (H*(X),0)

D’aprés [Mau,4.4.21-22] on a un morphisme 6: Cell,(X)5C, X et donc
Cell"(X)&C*X: 9 et d’aprés [op. cit.,8.5.6] ce morphisme commute aux pro-

duits. Apres relevement, on obtient
(C*X,8x) «—=—(T(V),d) —=— (H*(X),0)
et donc que M est R-formel.

Proposition 3.7.6. Un bouquet de CW-complexes R-formels est R-formel.

PREUVE: Soient X;, X; deux CW-complexes R-formels. Alors

C* (X1 V Xy)—C* X, @ C* X,
et H* (X1 V Xo)— H*(X1) @ H*(X3)
Puisque les espaces sont f-formels, nous avons (T(V'),d') et (T'(V"), d") quasi-
isomorphes en méme temps aux complexes singuliers et aux cohomologies. Con-
sidérons (T(V')®T(V"),d'+d"") comme algebre différentielle graduée en posant
v'v" = 0,d"v" = d"v' = 0 pour tout v' € T(V') et v" € T(V"). Alors nous

avons des R-quasi-isomorphismes d’algébres
C*X10C" Xy «—=—TV")Y o T(V") —=— H*(X;) ® H*(X>)

Soit (T(V),d) un modeéle de (T(V') ® T(V"),d' + d"). Nous avons alors des

R-quasi-isomorphismes
C*'X,®C* Xy —=— (T(V),d) —=— H*(X1) ® H*(X>)

et donc X V X3 est R-formel. La preuve se poursuit par récurrence pour un

bouquet de n CW-complexes. O
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Corollaire 3.7.7. Les suspensions de ?R—CWEZYH sont R-formelles.

PREUVE: D’aprés [Dw2, p. 168] toute suspension s-réduite a le méme type
d’homotopie modérée qu'un bouquet d’espaces de Moore. D’aprés 3.7.5 et la

proposition, ceci entraine le résultat.

Définition 3.7.8. Soit X,V des CW-complexes 1-connexes et p un nombre
premier. Notons Z(,) ’anneau des entiers, localis¢ en p. Une fleche f: X —
Y est une p-équivalence d’homotopie (notée ~ ou ~,) si elle induit un
isomorphisme de Z(,)-modules

fu ® 11(,,) R W*(X) ® Z(p);ﬂ'*(Y) ® Z(P)‘

Remarque 3.7.9. Soit X, X' des objets de R-CWJN ;tels que H,(X), Ho(X")
solent sans torsion et soit f: X — X' un R-quasi-isomorphisme. Alors f est une

p-équivalence d’homotopie pour tout p non inversible dans R.

Définition 3.7.10 [Anl]. Un CW-complexe 1-connexe est dit p-minimal si
en chaque dimension ses cellules sont en bijection avec une base de ’homologie
a coefficients 7 /pZ.

Proposition 3.7.11 [Anl]. Pour tout CW-complexe I-connexe X il existe un

CW-complexe p-minimal X, et une p-équivalence d’homotopie m: X — Xp,.

Définition 3.7.12. Soit X un CW-complexe R-local 1-connexe et p un premier
non inversible dans R. Un p-modéle d’Adams—Hilton de X est (T(V) ®
2/pl,d ®1z/pz), ou (T(V),d) est un R-modele d’Adams-Hilton de X.

Proposition 3.7.13 [Anl]. Un CW-complexe est p-minimal si et seulement

s’il admet un p-modéle d’Adams—Hilton a différentielle décomposable.

Proposition 3.7.14. Soit X un objet de R-CWJ ., tel que H.(X) soit sans
torsion. Si X est a structure cellulaire minimale, il est p-minimal pour tout p

non inversible dans R.

Corollaire 3.7.15. Soit X un objet de QR-CWSIX_I, tel que H.(X) soit sans
torsion. En combinant 3.2.8, 3.5.3 et la proposition précedente on trouve qu’il
existe pour tout p non inversible dans ® un objet X, , de la méme catégorie qui
soit p-minimal et p-équivalent homotopiquement & X, c’est-a-dire 3.7.11 dans

le cas particulier des CW-complexes sans torsion homologique.
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PREUVE: Si X est & structure cellulaire minimale, L(X) est & différentielle dé-
composable et donc UL(X) aussi. Mais d’aprés 3.1.14.(ii), ce dernier est un
R-modéle d’Adams—Hilton de X et donc YL(X)®Z/pZ un p-modéle d’Adams—
Hilton de X (rappelons que p n’est pas inversible dans ®). UL(X) ® Z/pZ est

a différentielle décomposable et donc X est p-minimal.

Définition 3.7.16. Par analogie avec 3.5.12, un CW-complexe X 1-connexe
est dit p-AH-formel s’il admet un p-modéle d’Adams-Hilton a différentielle

quadratique.

Proposition 3.7.17. Soit X un CW-complexe fini de ?R-CWﬁl et ¢ un pre-
mier tel que 1/q ¢ R. Supposons que Tor (H*(X),Z/qZ) = 0. Alors si X est
R-formel, il est ¢-AH-formel.

PREUVE: Par définition de la R-formalité, nous avons
(C*"X,0x) «—=—(T(V),d) —=— (H*(X),0)
d’ol, comme Tor (H*(X),Z/qZ) = 0,
(C*(X;2/ q2),0x) «—=—(T(V),d) ® 2/ g7 —=— (H"(X) ® 2/ ),0)

et enfin H*(X)® Z/q7 = H*(X;Z/qZ). D’apres [E1H,p.18] si H*(X;Z/qZ)
est de type fini, ceci équivaut a la ¢-AH-formalité de X. O

Remarque: Le probléme se pose maintenant de traduire cette définition de

R-formalité dans R-DGLAY !, Nous allons apporter des éléments de réponse.

Définition 3.7.18. Soit X un objet de R-CWJ{,. Filtrons L(X) par la
longueur de crochet et prenons le ler étage de la suite spectrale associée a

cette filtration. En appliquant le théoréme de perturbation 1.3.7 nous obtenons

L(X) E'L(X)
0 = o
(L(W),d+ ) (L(W),d)

ot W est un module bigradué libre et ¢, des R-quasi-isomorphismes tels que
E'¢ =+, Alors on dira que X est de type F1 si on peut choisir T superflue
(cf. 1.2.2), autrement dit si (L(W),d + 1) et (L(W),d) sont dans le méme type
d’homotopie R-modérée.
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Proposition 3.7.19. Si X est tel que H.(X) soit sans torsion, alors la notion
de “type F1” coincide avec celle de “R-formalité”.

PREUVE: Si H.(X) est sans torsion, d’apres 3.2.5, il existe dans le méme type
d’homotopie modérée que X un CW-complexe X,,. Reprenons le diagramme

(1) pour Xp: L(X,,) est a différentielle décomposable. Donc si nous notons

L(Xm) = (L(V),a)a
B'L(Xn) = BY(L(V),0) = (L(V), 1)

ou 0, est la partie quadratique de 8. Mais alors on peut prendre ¢ = Id et
T =0—01,¢ = Ild. Donc si X est de type F1, c’est-a-dire si 7 est super-
flue, (L(V),d) est dans le méme type d’homotopie R-modérée que (L(V'),51)
et réciproquement. Mais ceci est équivalent & dire que X et Xy (qui est la
réalisation de (L(V'), 81)) sont dans le méme type d’homotopie R-modérée c’est-
a-dire que X est R-formel. O

Remarque 3.7.20. Si H,(X) a une partie de torsion non nulle, il est impos-
sible de trouver (L(W), d) dans le type d’homotopie de L(X) avec d décompo-

sable.

Proposition 3.7.21. Les espaces de Moore ne sont (en général) pas de type
F1.

PREUVE: Si M est un espace de Moore, la différentielle de L(A) est linéaire.
Donc le terme E! de la suite spectrale associée & la longueur de crochet, n’est
autre que ’homologie de L(M). Alors la définition de type F1, coincide avec
celle de coformalité modérée. Mais on a vu dans 2.3.6 que les espaces de Moore

ne sont pas (en général) coformels et donc ne sont pas de type F'1 non plus. O

Commentaire 3.7.22. Le type F1 se revele étre un mauvais candidat pour
une notion de formalité dans %—CWSJX_I, car il ne recouvre pas les espaces de
Moore.

En calculant les premiers termes d’une déformation d’un espace de Moore
ou d'un produit d’espaces de Moore on constate que celle-ci peut étre choisie

linéaire (sur les termes calculés).

3.7.23 Question ouverte. Soit L(M) = (L(z,y),0y = pz) un modéle
d’espace de Moore. Notons (L(W), d) un modéle de EX(L(z,y),d) et (L(W), d+

7) son déformé. La déformation 7 peut-elle étre choisie linéaire?
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Définition 3.7.24. Soit X un objet de R-CWJ,, notons L(X) = (L(V),d)
et soit (L(W), d) un modeéle de EY(L(W),d) et (L(W),d + 7) son déformé. On
dit que X est de type F2 sl existe (L(W'),d + 7")e—(L(W),d + 7), avec

W - W
Proposition 3.7.25. Si X est de type F1, il est de type F2.

PREUVE: Si X est de type F1, alors (L(W),d + 7) est dans le méme type
d’homotopie que (L(W), d) et donc on peut prendre 7/ = 0. O

Remarques 3.7.26. 1) Si la réponse & la question 3.7.23 est affirmative, les
espaces de Moore seront de type F2.

2) En prenant R = Q, les types F1 et F2 sont chacun équivalents & la formalité

rationnelle.

3.7.27. Soit Ay — H.(X) une R-résolution par des modules libres de Hy(X);
on remarque que le degré maximal dans Ay est < N car Hy est sans torsion
(il n’y a pas de cellule en degré N + 1). Soit (L(V),d) = L(X) un R-modeéle
cofibrant de A(X); on a une équivalence faible 1: Ay — (V, do) qui d’aprés 3.2.1

induit une (R,)-équivalence faible
L(#): L(Ar) = (L(V), do).
Construisons un R-quasi-isomorphisme,
(L(Az ® W), D) — (L(V), do)
d’aprés le théoréme de perturbation 1.3.7, il existe 7 tel que
(LLAx ®W),D + 1) — (L(V),d)

soit un %-quasi-isomorphismé aussi. Comme précédemment, (cf. 3.2.2) 7(An) C
L(Ag).

Définition 3.7.28. On dit que (L(V),d) est de type F3 s’il existe 7 tel que
7(Ag) CL%(Ap).

Remarque 3.7.29. Les suspensions (donc les espaces de Moore) sont de type
F3. 1l reste, pour cette étude, & montrer que ces notions (F1, F2, F3) sont des

invariants du type de ®-homotopie et & déterminer laquelle correspond a 3.7.4.
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Append

MeTplaorévn GuYTUTILXOTNTA Xl TUTLXOTNTA THY
CW-ouurnieypdtwy Tenspaciévng dtdotaong.

Eicaywy.

“H &hyePpixr tomoroyia dvtiotoiyel dhyePpixés Sopés ool Tonoloyxods yd-
poug. Ol opég adtég unopolv va peketnBolv edxoldtepa xal ol minpogopleg tod
TepLéyouy pdg énttpénouvy pla xatdtadn 1@y Tonoroywdy ydpwy. “Oco md nok-
A mhnpogoples dvtholue dnéd tolg Tonoloyxolds Ydpous, 16oo mé ToNdnhoxeg
xatl dboypnotes yivovtal ol dhyeBpixéc dopéc. Xpetdlovtar howndv Bewpleg mod
vé petagépouy TR Té ToAMY TAnpogopla yenotuonowdvtag tig mé anhéc Sopée.

“Eva Oepehddeg Bripa npde adty ) xatelbuvorn éxave 6 Nt. KouRkev oté
“Rational Homotopy Theory” [Qu2]. Xt# dnuooievon adtd cvoyetilet teke-
otxd oé xébe (2-dvnypévo) mheypatd ydpo (xal dpa oé xébe 1-ouvaeh tomo-
roywd x@po) uta (1-dvnyuévn) diaPabuiopévn Sragopixd &hyefpa AR xal, dvri-
otpoga, Lexivavtag 4né ula SwaPabutopévn Stagpopixn &hyeBpa AR, xataoxeudlet
Eva mheypatind y@po. Luvbétoviag adtolg 100¢ 8bo teheaté, drnoxtaue Eva véo
Theypatixd obvoro atdy o tino pnifig duotontag, dnwe 6 dpyed Theyuatind
oUvohro.

‘O tbnog pnthg duotoniag elvat Tpocéyyion Tol tdnou duotoniag: dvo ywpot
elvar 100 1dtou ténou pnthg duotoniag, dtav cuvdéovtal péow uiag dxoroublag
pop@Lop®y ol mapdyouv dupokoyixols ioopop@iopols ué pntols cuvteheotéc.
‘H &vvoa adti) npogavisg dév éfaptdtal dnd 16 tufpa atpédne 1@y opddwy duo-
tortag xal £tol my. Evag y@pog “Athevunepyx-Mdéx Aénv K(Z/pZ,n) tavtileta
npde Eva onuelo.

‘O tekeothic 100 Koufjhev elvat dpxetd mohdnhoxos: 61é mheypatixd ocdvoro X
dvtiotolyolpe mpdta Y 6pdda Bedywy tou GX xal petd tév mheypatixd da-

xTOMo Opadag QGX. Luuninpdvoupe 16v QGX Y& vé dnoxticouue pid thrhen

78



mheypatixy &hyeBpa Xome: pével udvo vé ndpoupe tév Lnoy@Bpo BV dpyEyovey
yevwntépwy xal vd xavovixomowioouue yid va dnoxthooupe iy {ntoduevy diaPfab-
utopévn dtagopixn dhyePpa Af A(X). “H cdvroun adtd nepiypagr Selyver &t pla
dpeorn xataoxeur dév 04 pic Ponboloe oty dxplp neprypagy napadetyudroy.

[Tap’ 8k adtd, ¥ dnuooctevon adty 1ol Kouvfhev nepiéyel Evay tpémo pekétng
1@V tOnev ptic duotoniag T00 énolov f ypnowdtnta e€lcopponel T norumio-
x6tnta 100 tehect) A, “H xatmyopla t@v Swofabutopévev Slagopix@y dhyeBpov
A7) Buneptéyel 8ha & ouotatxd ¢ drapaltnta Y& oV Oploud pidc bupotoniag:
xOMVIPOo, povtéda xal yevixdtepa uid Soun xhewotfic xatmyoplag Wé poviéda.
"Etot 16 x0pto Bedpnua 100 Koufhev Statundvetal dg €€ic: ol duotomixée xa-
tyopleg ToU dvtioTtolyolv otlc xatnyoples (2-AvnyUévey) TAEYHATIXBY GUVORWY
xal (1-dvnypévev) dtafabutopévey dagoptxdy dhyeBpdy At elval lodupopgec.

"Ac émonpudvoupe 81l 1600 dnd dhyePpixiic 600 xal and tonoroyixic Theupds
Ondpyovv Evvoleg duddwy dporoylag, diyefp@v ouvopohoylag xal dhyeBpiv AT
duotonlag, dvtiotolyoly wetadld toug, xal elval dvarlolwta ténou pntic dpoto-
niag. BéPaia, f) Oedpnon plag t@v évvoldy adtadyv dév arnodidel yevixd 6héxinpo
t6v 1ino pntig duotonlag. Aéy pnopolue m.y. véd dvaguoTthcouue TéV TOmo pnTig
dbupotoniag 100 X &’ thv &hyefpa Afj opotorniag.

YAy Epyaotia adt) Bewpolue droxkelotid v napousiaon did péow dagopl-
x@v Ghyefpdv AR dANE ) lotopud adth dvadpoud 04 Arav modd Enmic &v dév
dvagépape ™y épyacta to0 TahBay. Lty dnpooievor [Sul napéyet v dvana-
pdotacy To0 TOTOL PN duotoniag BV Theypatxdy (undevodivauwy, nenepa-
opévou t0nou) Ydpwy uéow pntdy daPabulouévey dvtiuetaletdy Swagopixidy
dhyeBpdv. Kat o’ adtd 16 nhatoro Ondpyel teheotixd dvtiotoiyla (16 thv poper
Lebyous cuvnupévey tekeatdv)" éntong dplletal Sopr| xhelothg xatyoplag ué po-
viéha oy énttpénet 1év dploud duotoniac (Spa [B~G]). Mia nepiindm Bploxeta
016 [D] 8nou yid npdtn Yopd cuvavtdue TV Evvola THg TURLXOTNTAG.

YtAv napousiaon 100 LdAMBav & bploude 100 tumixol xdpou Statumdvetal
ebxoha: Evag y®poc X elvar tumixdg &v O dhyeBpixde dvunpbownds tou elvar
t00 1dtov tomou dpotontag pe v pnth dhyePfpa cuvouoroylag tou. ME &hha Ab-
yla, Tumxde x@pog elvar adtde tol omolou 6 tlnog pytiic duotoniag xaboplletal
TMpwe and thy ahyefpa cuvoporoyiag tou.

Avadixd, dptlovpe ouvtunixole xdpoug odv Y bpoug TBY omotwy 6 Tinog pNTHg
duovonlag xabopiletal énd v &hyePpa AR duotomiag toug. Mtvv napoustaon

100 Koufhev, ad1é looduvapel ué 16 yeyovée 8t fy &hyePpa AR A(X) nod dvriotot-
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xet 016y ¥&po X elval 100 1BLou timou duotoniag pé v dhyePpa AT dporoylag
me.

Eidape 811 ué v xataoxeuy 1ol LdhhPav ol tunixol y@pot éxppdlovtal ed-
xohat' unopoly Buwg vé yapaxtnploboiv éntong péoa 016 mhatolo 105 KouRhey.
"A¢ drocagrnvicouue mp&ta Tlg Pacixés Evvoleg Tol poviéhou xal Tol éldytoTtou
poviélou: &va poviého «tot Koufhevs &vdg ydpou X elvar pla SwaBabuiopévn
Sragopuey) &hyePpa A7, EkedBepn odv &hyeBpa AT} xal tol 1dtou tdnou duotonlag
ué ™y A(X). “Eva povtého Aéyetal €NdyLato, &v 16 dtagopixd tou dév Eyet ypau-
uxé pépoc. Kabe mieypatinds 2-dvnypévog xdpog déxetal éhdytoto poviého.
Ao E\dyota poviéha tob dlov xdpou elval lodupopea.

‘O Z. M. Aepalp [Lem2] drodeixviet ot Evag y@pog elvat tumixés, &v xat
uévo v déyetrar Eva poviéro pé xabapd tetpaywvixd dtagopixd (Snk. tétolo
bHote 16 dtagopixd Evée yevvhTopa yid THY Sour) dhvePpag AR vé éxgpdletal odv
YPoupxdg ouVBLAoUOG GYXUAGBY Wixoug 2). ©d& peketRoouue howndv tig Evvoleg
e TumdTnTag xal cuvtumixétntag Bud péoou thg Bewplag tob Kounkev, xal
pdiiota o’ Eva yevixdtepo nhalolo: TS peTpLacuérns dpotomiag.

‘H Bewpla adt yevviifnxe ué 16 dpbpo “Tame Homotopy Theory” [Dw1] 100
B. T{. NtfBdvep. Xpnowonoldviag tavtdypova v xataoxeun 1ol Kouhhev
xat tig &hyePpec Aaldp, 6 NtBdbep xataoxevalet pla «yépupar (mod onuetd-
vouue mdvta A) dvdueca otiv dhyeBpa xal v tonokoyla, cuvdéovtag tolg (3-
dvnypévoug) mheypatixols y@poug pé Tig (2-dvnyuéves) dxépatec Safabuiopéveg
Sragopixéc dhyePpec AR “Etol fploxet Evav tino duotorniag mé motd othv dxé-
patn 6upotonia dnd tév dviiotoryo TS prtfic Opotontag: TéV ThNo petplacuévng
dpotontag (OmevBupiloupe tév dptopd tou 016 2.1.13). ‘O tinog adtée éaptartat
&mé Eva pépog T oTpédng @V duddwy duotoniag, mol nepwplletal oti diaotd-
oetc yud tig omoleg Ny dynyuévn Sdvaun LtAvpovt elvar tetpyupévn. “H 2-o1pédn
Y. dév gugpaviletal napd pévo oAV TpdTn dudda duotorlag' fy 3-otpédn Evig
3-dvnypévou mheypatixol xdpou oxotdvetal otig duddes dwotdoewy &ve 100 6.

"Av 16 peyahlitepo UEpog TEBY TEXVIXEY ThHe et duotontag €papudletat xal
otV Hetplaouévn dpotornia, &g monudvoude Tt Optouiveg dév Lplotavtal md.
‘H napouvsta m.y. oporoyucis otpédng &vég xdpov X petagpdletar 016 éninedo
@YV povTENwY UE THY éugavion ypapuuxol uépous 100 Sagopixol xal ¥ Evvola
Ehdytotou poviéhou mader vq Gmdpyel. Mnopolue #8n vé& npoaisBavBolpe Tig
Suaxohleg mod B4 dvtetwnioovpe Y& T6év bploud The tumxbéntag o’adtd 16

thatoto.
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"A¢ mepdooupe Tdpa oY TEpLY pagy] THg €pyaciag abtig-xabeavtic.

Té np&to xepdhao dvagépetar o1 Bewpla tapayfic SaBabutouévey dagopt-
x&v dhyefpdv AR. “H Bewpla tapayfic éugaviletar #8n otdv npooéyyon 1@V
npoPnudtey tunixdtnrac xal ouvtumxdétntac tov [Fé], [H-S], [La], [Ta]. ‘H
&y tng elvar G €€fc: EnavafBpioxel 16 Exdotote pabnpatixd dvtixelpevo (m.y.
gvav tomohoywd xBpo) tapdlovtag &va anhé dvtlotoiyo dvtixelpevo (m.y. Evav
Tumx # cuvTUTLXG Y @po WE ToV 1BLo tino duotoniag). Té dvtixelpevo nod &etd-
Covpe gugaviletar howndv odv napéxxhon g xavovixii xatdataong, Tappéxiio
nol petpdpe pé v Borbeia Evdg atouyetov dhyeBpixfic Soutic, Tob cuyvéd Tuyaivel
v& elvar pia Brattepn xhaon cuvoporoylac.

Ol gacuatixég dxoroudies dnoteholv Bva yapaxtnolotixd napddetyua npocéy-
yiong &¢ UmevBuplooupe ué Aya Aéyta thv xatevBuvtipa Béa: Eexivape pé pla
StiMopévn Stagopixd doury L. “H dopr adth dpilet pla dxorovbia SimhodrafabpL-
ouévov dvarbywy Souav ET(L), nod dviixatontptlouy ué adfavépevn mordtnta
v ouvopodroyla the L. "A¢’fic ouyufic émiéiovue v T 1ol Sebxtn 1, 7
pekétn the L elval mhéov perétn tapayiic SimhodiaBabuiouévey dopsyv. Té £oyo
ad1é Eyetl #dn cuvtekeoBel dnéd todg Xdhnepv xal Tavpe [H-T| 016 nhaloo t@v
dvtipetabetixdy Stafabuiopévey Slagopixdy GhyeBpdv: 16 petagépoupe €8 otig
drafabuiopéves Blagopixés Bhyefpeg AT @V dnolwv ol cuvteheatée dvixouv o’'&-
vav dvtietabetind Saxtoho R. Eexivape dné &va (SimhodiaPabuiopévo) poviéio
e BT(L), xal tapdlovtag 16 Sagopixd (xal tév uoppiousd, dpa 1.3.7) xata-
oxevdlovue Eva (Sblopévo) poviého g L. "Av Békovpe vé dvagepBoiue othv
Tinpogoplia ol tepiéyetal oté poviéro, N Swadixaaia abth Enavagépel did péoou
e Tapayfig, ThV mnpogopla mod ydvetal dtav nepvipe atdv r-0atd BpoYo THg
pacpatixfic dxohoublag. Té xepdhato lvar dplepwuévo oAy anddetlrn adtol tou
Bewpripatoc.

‘H &vvoia tg (uetpracuerns) ourtumkdinzas nob npotelvoupe oté dedtepo
xegpdhato napovcialetal € QuaLXS TPdéTO 0T MAALoLO THG HETplaouévng buoTo-
nlag: pla dafabuiopévn dwagopixy) &hyeBpa AR L elvar cuvtumxdq &v elvatl tod
18rov tonou duotontag pé v Giyefpa AR duoroylag me. “H oyéon ué 16 npato
xepdhato gavepdvetar did péoov T dattepne ddhong g L mol dnoxtape &v
Bewprioovpe 1L Sha ¢ atouyeta elvar Sihotixol Babuol 0, xal &v émiéfoupe
r = 1. “H tapayn nod nopéyetar and 16 npdro xepdhato petpdet hotmdv thv
phA-ouvtumixétta the L. ¥av napadelypata &g dvagépoune 8t ol opatpeg xal

; / p S / . . /
T4 ywébpeva ydpwv 1@V "Alkevurepyx-Mdx Aénv elvar petplacpéva cuvtumixd.
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Avtifeta, ol dvaptioeig dév elvar ouviBuwg Evag y@pog Molbp 100 bmolou 7
oudda duokoyiag Exel atpédn dév elval uetplacuéva cuvtumixde.

aipvovtag CW-cuuniéypata nenepacuévng diaotaong, pnopolue va €pya-
cBolue pé ouvieheotés mod va dvixouv Byt o€ Eva cvotnua daxtuklov drwg
oy neplntwon e petplacuévng dupotontag, dANE o€ Evav povadixé daxtiio
R: t6v Baxtiho 100 ovoTRpATOg TOY dvTioTolyel oTHY peyalltepn didotaon 1ol
oumhéyuatos. AVt Exave 6 "Avix 016 [An3] 8nou dvtiotouel (uh-teheoTind)
o¢ x48e CW-olunkeyua X pla R-&hyeBpa A7 L(X) the onolag H nepiBdihovooa
&hyeBpa elval R-poviého 1@y "Avtaue-Xiitov 100 X. ’Avantbooovpe 6 tpito
xepdhato ¢’ adté 16 mhaiolo. Ocwpdviag pévo CW-cuvunkéypata pé duoroyia
Slywe otpédn dnoxtdue dnotehéopata xal Evvoleg dvdroyes pé Ty nepintwon e
entic duotoniag: Unapdn xal povadixdtnra éNdyiotou uovtéhou, pla Evvola R-
tomxdtnrag xal pla dxokovbia éunodiwy otiv R-tumxdtnta nod dnotekettan dnd
xhdoelg ouvoporoylag 100 Xdppioov. Ydv napadelypata dvagépovpe tic ogaipeg,
tlg déopeg xal yvéuevd toug, xabBdg xal tolg pryadixols npofokixolc ydpoug.

“Eneita otpegduacte npde tl tavuotuxés dhyelpec. Ilpdypatt, Bewpdvtog
(8nwe mponyouuéves) R-évromopéva CW-cupnkéypata menepacuévrg didota-
ong ywpls duoloyxy otpédy, drnoxtdue dnoteréopata o€ qvaroyia pé té mpon-
yobueva: v Onapin xai povadudtta Evég éNdytotou povtélou @Y "Avtauc-
Xiktov, pla &vvora R-AH-tumixdtnrag xal pla dxolovbla éunodlov otiv R-AH-
oG TNTa oY dnotekeltal and xhdoelg cuvoporoylag 00 Xbyothvr.

‘H o0vdeon dvaueoa otig 800 mpooeyyioels émtuyydvetal 016 Bedpnua 3.6.8
dmou dmodetxviouue b1l of dplopévoug Babuods bndpyel Bvag povopopplopde
e ouvoporoyiag 100 Xdppioov ativ cuvopohoyia 100 Xdéyowkvt. Té dnoté-
Aeopa adtéd, ol enextelver 16 dvtiotolyo oThY PNt mepintwon drnotéheopa ol
Mépk [Me], pac émtpénet vé dnodet&oupe 81t ol Evvoles R-tunixdtnrag xal R-
AH-tumixédtnrag elvat loodvvapes.

LAy napdypago 3.7 Bewpoipe Evav &hho dploud R-tunixdtnrag CW-cuumhey-
ndtwv nenepacuévng Sidotaong, mod yenoupomnotel Y EhyePpa xufixev IBatté-
pwv cuvahuoidwy xal v &hyeBpa cuvopoloyiag tob CW-cuurmhéypatog. Adtdg
6 bplopde Exel 16 mpoadv vé Enextelvetal o1 neplntwon 1@v CW-ouumheypdtov
né duoloyuxn otpédr. "Amodelxviouue St elvan yevixevon the mponyoluevng &v-
votag. “Etot, ol y@pot 100 Molp, ol déopeg toug xal yevuxdtepa ol dvapthoelg
elvar R-ocuvtumixée.

Y16 3.7.17, ouyxplvovpe v Evvola the R-tumixbinrag pé adtd g p-AH-
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turedtntag o0 Avix (Vnapln poviéhouv t@v "Avtapc-Xiktov ué cuvieheotég
016 7 /pZ xal tetpaywvixd Stapoptxd).
Téhog Bétoupe 16 Epdmua thg Unapdng plag Evvolag Tuxdtnrag nod vé puropel
Ié > - r > 1! ~ ’ ~ T > 7 ~
vé dviyveuBel &yt 016 éninedo Tob cuumAEyuatog TV cuvaiuaidwv, dAAG Tg
&ryeBpag AR ol Avix. Ilpoteivoupe tétoleg Evvoleg, mod Svopdloupe «tino

Fl», «tomo F2», «tino F3».
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