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PLAN ET RESUME DE LA THESE
Le présent travail étudie le mouvement des satellites galiléens par voie
analytique et donne la solution sous la forme des inégalités du mouvement

exprimées en séries quasi-périodiques du temps. 11 contient quatre chapitres :

Le premier chapitre présente la méthode adoptee. Les variables non
singuliéres utilisées sont des expressions simples des éléments d’'orbite.
Elles facilitent 1'étude du mouvement a trés longue ﬁériode du systéme. La
méthode donne d'abord une solution intermédiaire par intégration des termes
dépendant explicitement du temps; ensuite une solution variationnelle qui

tient compte des excentrités propres et des inclinaisons propres des orbites.

Le deuxiéme chapitre donne le développement de la fonction perturbatrice
et la formation des seconds membres des équations. La fonction perturbatrice
provient de trois actions : l'interaction entre les satellites, 1'action du

renflement équatorial de Jupiter et 1'action du Soleil.

Le troisiéme chapitre expose les divers traitements utilisés dans la
résolution des égquations et donne des extraits des résultats les plus
significatifs de 1la solution, notamment les contributions aux ordres éleves
dans la solution intermédiaire, une nouvelle solution de 1'équation de la
libration, une premiére approximation de la solution variationnelle, la
formation et 1’'intégration des termes de degré éleveé parmi lesquels les
inégalités de de Haerdtl sont complétées par de nouvelles contributions issues

d'un développement plus poussé.

Le quatriéme chapitre réexamine de fagon détaillée le calcul des
inégalités dues aux perturbations solaires et le choix d’une théorie du Soleil
jovicentrique. Ce chapitre contient dans la premiére partie des tables de
comparaison des extraits de résultats obtenus A ceux des théories connues et
dans la deuxiéme partie le développement d’'une théorie planétaire a solution
quasi-périodique. La théorie relative au mouvement de Jupiter obtenue sera
utilisée comme théorie du Soleil jovicentrique dans le calcul des effets de la

perturbation solaire sur le mouvement des satellites galiléens.



ABSTRACT

This thesis presents a study of the motion of the Galilean
Satellites by analytical method. The solution gives the inequalities of

the motiaon in the form of quasi-periodic series of time.

In chapter | we introduce the adopted method. The non-singular
variables wused 1in this work are simple expressions of the orbital
elements. They facilitate the study of the long period evolution of the
orbits of the system. The wmethod gives, in the first stage, an
intermediary solution supplied by the integration of all the terms which
depend on time explicitly, and in the second stage, a variational solution
which takes into account the free eccentricities and the free inclinations

of the orbits.

In chapter 2 we develop the perturbation function and the second
member of the motion’s equations. The considered perturbation function
arises from three actions : the interaction between the satellites, the
action of the equatorial bulge of Jupiter and the Sun’s action.

In chapter 3 we expose the different treatments used in the reso-
lution of the equations and give some extracts from the most significant
results; in particular, the contributions to the high orders of the
intermediary solution, a new solution of the libration’s equation, the
first approximation of the variational solution and the terms of high
degrees of eccentricities and 1inclinations, among which de Haerdtl’'s

inequalities are given with supplementary terms.

In chapter 4 we present the calculation of the inequalities due to
solar perturbations. This chapter contains, in the first part, a
comparison of the results obtained with those of known theories, and in
the second part the development of a new theory of the four great planets.
The theory of Jupiter will be used as a jovicentric solar theory for the

calculation of the perturbation of the Sun upon the galilean satellites.



INTRODUCTTION

Parmi les seize satellites connus de la planéte Jupiter, les quatre
plus gros ont été observés pour la premiére fois par Galilée en 1610. Les
magnitudes visuelles de ces quatre satellites sont respectivement 35,0
5,3 , 4,6 et 5§,6. Les découvertes des autres satellites ant eu lieu
beaucoup plus tard du fait que ceux-ci sont de loin plus petits; leurs
magnitudes visuelles saont toutes supérieures a 13. Dans 1'étude du
mouvement du systéme des quatre satellites galiléens, on ne tient pas
compte de la présence des petits satellites, car la masse la plus élevée,
celle de JS est encore plusieurs milliers de fois plus faible que celles

des satellites galiléens.

Nous abordons, dans cette introduction, le résumé des particularites

et des principales théories du mouvement de ces quatre grands satellites.

PARTICULARITES DU SYSTEME DES SATELLITES GALILEENS.

1. Les mouvements des satellites galiléens ne peuvent étre étudiés un a
un, de facon séparée, en raison de l‘existence des perturbations mutuelles
dues & leurs masses non négligeables devant <celle de Jupiter. Les
excentricités des orbites sont faibles; les inclinaisons des orbites sur
1 “équateur de Jupiter sont petites, la somme des amplitudes des termes en
latitude du satellite le plus incliné, Callisto, n'atteint pas O?B . Pour
ces raisons, on assimile souvent ce systéme & un modéle reduit du systéme
planétaire. Mais la similitude se limite la, car les distances faibles
séparant les satellites de Jupiter (de 5,9 & 26,4 fois le rayon équatorial
de Jupiter, figure 1) ne permettent pas de considérer le corps central
comme un point matériel dans 1°étude théorique du mouvement du systéme. La
forme trés aplatie de Jupiter (aplatissement = 1/15,2) joue wun role
dominant dans les mouvements des grands axes et des noeuds des orbites des
satellites. Une troisiéﬁe source de perturbation importante est due a

l‘attraction du Soleil.
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Fig. 1

Le systeme des satellites galiléens projeté
sur le plan équatorial de Jupiter : Les
distances moyennes séparant les satellites
de Jupiter sont données en rayon équatorial
R, de la planéte.

Table 1

Excentricité induite .......... 0,0041 0,0094 0,0006
Valeur maximum de [ excen-
cité formée & partir des evee | 0,0001 0,0003 0,0021
excentricités propres.

Dans le domaine des perturbations mutuelles, on peut relever deux
particularités provenant de 1'interaction trés forte entre les trois
premiers satellites : prédominance de certaines excentricités dites
induites sur les excentricités dites propres relatives au mouvement
d’oscillations libres des orbites (exemple : Table 1) et 1'existence d une
libration entre les longitudes moyennes des trois premiers satellites. Des

explications plus détaillées seront données dans la suite.

2. Au sujet de la premiére particularite, Sampson a donné son avis sur
le choix d’une approche & utiliser dans la construction d’'une théorie du
mouvement des satellites galiléens. D'aprés lui (Theory, 1921, page 4), la

méthode de variation des éléments elliptiques ne serait pas adaptée, car



les perturbations ont dépassé largement en amplitude les termes principaux
dus a 1’'existence des excentricités propres des orbites, auxquels elles
devraient simplement &tre ajoutées comme des corrections. Ce jugement est
sévére, car la somme des termes de deux groupes reste bien inférieure aux
excentricités connues des planetes (0,093 pour Mars et 0,206 pour
Mercure). Or on sait que méme pour ces grandes excentricités, les théories
planétaires wutilisant 1la méthode de variation des éléments elliptiques

donnent des résultats excellents.

3. 0On peut illustrer le rtle joué par le terme résonnant, donnant lieu
4 cette excentricité induite, a cOte du ro6le des termes dus aux
excentricités propres, en relevant dans la série obtenue comme solution
pour la variable relative au mouvement du grand axe du satellite J1 les
termes suivants :
Xy = 0,0000465 expiTl,
+0,0000015 expifl,
+0,0000516 expiTly
+0,0000239 expiTl,
+0,0041562 expi (-L, +2L,).

Dans la notation wutilisée, la variable citée X5 a pour expression
e.expitd. e, @ représentent | excentricité et la longitude du périjove
osculatrices. Les arguments des termes & trés longues périodes T, y Ty M,
T, sont des expressions linéaires du temps dont les coefficients sont
obtenus par calcul et dont les phases sont issues d’une comparaison a
1 'observation. Le coefficient du premier terme est 1'excentricité propre
du satellite 1. Les trois autres sont dus & la présence des excentricités
propres des autres satellites. Ly et L, représentent les parties linéaires

du temps des longitudes moyennes des satellites JI et J2.

On se trouve devant 4 termes a trés longues périodes, a coefficients
dépendant des excentricités propres des satellites. L‘amplitude du
cinquiéme terme (excentricité induite) est de loin plus grande que la
somme de celles des autres. Ce terme est appelé induit car les variables
angulaires figurées dans son argument sont de courtes périodes. Certains
auteurs appellent ces deux types d° excentricités les pseudo-excentricités
pour bien marquer la différence existant entre elles et |1'excentricité

osculatrice de 1‘orbite. Le terme forcé considéré ici est un terme a



Périjove J2
-~ Apojove Ji

Grand axe orbite J1i

et ligne de con-
jonction (J1,d2).

Grand axe orbite J3

Grand axe orbite J2 et
Ligne de conjonction{J2,Jd3)

Apojove J3

Fig.2 Disposition approchée des lignes de
conjonction des trois premiers satellites
et des grands axes des orbites.

longue période; sa fréquence -N,+2N, a une valeur treés faible du fait Qque
le moyen mouvement Ny de J1 est & peu preés deux fois plus grand que N, de
J2. L'axe porteur de ce terme ou la ligne passée par le centre de Jupiter
ayant la direction définie par son argument, est aussi la ligne de
conjonction des deux satellites. Elle a un mouvement lent, mais
comparativement plus rapide que les axes des mouvements propres. Ce

mouvement est rétrograde et fait une révolution compléte en 487 jours.

Dans le cas du satellite Jl, l‘excentricité induite est importante.
Son amplitude dominante est 33 fois plus grande que la somme de celles de
quatre termes correspondants du mouvement libre, le grand axe osculateur

de J1 se trouve alors trés proche de la ligne de conjonction de Ji et J2.

L excentricité induite est ¢galement dominante dans le cas du
satellite J2. L'axe porteur du terme forcé correspondant est tres proche
de la ligne de conjonction des satellites J2 et J3. Cette ligne de
conjonction régresse a la méme vitesse que celle du couple (J1,J2). Sur
deux révolutions, J2 se place en situation de conjonction deux fois avec
J1 et une fois avec J3. La direction de cette conjonction J2-J3 se trouve

4 peu preés a 180° par rapport a la derniére conjonction de J1-J2 qui la



précéde, vue de Jupiter. La disposition des orbites des trois premiers
satellites peut etre présentée sommairement par la figure 2, dans
laquelle, on peut voir .qu’a tout instant,.le périjove de 1l’orbite du
csatellite J1 se trouve & 180°de celui du satellite J2; par contre celui du
satellite J3 n'est aligné conjointement par rapport a aucun des deux

autres car son excentricité induite est faible.

C'est dans cette disposition particuliére que la distance entre les
deux satellites se trouve la plus faible au moment de leur conjonction,
non seulement en raison des longitudes identiques mais aussi a cause de

1’alignement du périjove de J2, de 1'apojove de J1 et de Jupiter.

4. I1 est intéressant de voir, a titre de comparaison, les amplitudes
de telles composantes dans un cas d'une interaction moins forte de type
planétaire comme celui de Jupiter dans son mouvement héliocentrigue. Pour
la méme variable X3 ou e.expiw osculatrice représentant le mouvement du
grand axe de 1’'orbite héliocentrique de Jupiter, on voit la petitesse des
termes forcés a cthté des quatre principaux termes a trés longues périodes

du mouvement propre :

mouvement propre : - 0,0157 exp iflg

mouvement force + 0,0007 exp il-Lg+2lg)

+ 0,0001 exp i(-2Lg+3Lg),

ot les arguments Ty, Mg oM, ,My des termes a4 trés longues périodes sont
déterminés d‘une facon identique 4 celle du cas des satellites galiléens
déja abordé; Ly et Lg, les longitudes moyennes héliocentriques de Jupiter

et de Saturne.

5. Les trois premiers gtats de proche-résonance des satellites
galiléens (Table 2) donnent naissance 4 des excentricités induites
importantes. Dans le cas du satellite 4, 1 ‘unique groupe d’arguments de

proche-résonance 3L -7L, apparaft a partir du degré 3 des excentricites
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Table 2
Satellites Angle critique etat
J1 et J2 Ly-2L,
J2 et J3 Lo-2L3 proches résonances;
J3 et J4 3La-7L,
J1,d2,d3 L4-3L2+2L3 libration autour de 1807

et des inclinaisons dans les équations relatives aux mouvements des grands
axes et des plans des orbites, et & partir du degré 4 des mémes variables,

dans les équations des longitudes et des moyens mouvements.

Les fréguences de ces arguments de proche résonance sont faibles
mais non nulles. Elles ne créent pas une situation de divergence de la
solution. I1 en est autrement avec la libration. A la collection des
termes du développement, on obtient des arguments, combinaisons des
longitudes des trois premiers satellites, de la forme k(A -3A5+2A, ),
toujours proche de k.180°, ot k est un entier positif ou négatif.

La fréquence de ce terme n’'est pas une simple caombinaison des moyens

mouvements moyens des trois premiers satellites :
k(N -3N,+2N3),

qui est nulle mais contient wune autre composante provenant de la
libration. L‘'argument ci-dessus peut s'écrire sous une forme plus
détaillée :

k(L -3L,+2L,+£),
ou encore

k(L +8,L) -3 (L,+0,€) +2(L3+0,8)),

dans laquelle &£ est la longitude de la libration. Elle est périodique et
d'amplitude faible. 8, ; @,, B3 sont des facteurs de répartition de la
longitude de 1la libration. Ce sont des constantes définies par le calcul
vérifiant 1 'expression :

8, -30,+20,= 1.



La théorie permet de calculer la fréquence de 1°argument £ . Le
dépouillement des observations déterminera ensuite les deux constantes
d'intégration qui sont 1 amplitude et la phase de la libration.

C’est dans ce cas de résonance exacte qu‘on n’obtient pas
directement les effets sous la forme de termes périodiques & arguments
bien explicités en fonction du temps comme dans les cas non résonnants ou
proche-résonnants. La technique de traitement consiste a isoler les termes
portant des arguments résonnants et leurs harmoniques pour un traitement
annexe dans la soiution intermédiaire et un traitement associé a d’autres

arguments & longues périodes dans la solution variationnelle.

LES PRINCIPALES ETUDES THEORIGUES DU MOUVEMENT DES SATELLITES GALILEENS.

6. Les périodes d'évolution des satellites autour de Jupiter sont

petites. Si on compare celle de Io (1,77 jours) & celle de Jupiter (4333
jours), on voit qu'une durée de validité de 1000 ans d'une théorie des
planétes extérieures correspond a une durée de validité réduite a 3 mois
d'une théorie du méme type dans le cas des satellites galiléens. Ceci
explique pourquoi les théories du type séculaire ne conviennent pas a la
représentation des mouvements des satellites galiléens. Rinsi des theéories
donnant des coordonnées sous la forme des séries de fonctions quasi-
périodiques du temps ont  été construites afin d'assurer wune bonne

représentation du mouvement sur de trés longues durées.

Les travaux théoriques qui ont abouti a la construction
d‘éphémérides peuvent e&tre classées en deux groupes d’'aprés le type de
variables utilisées :

Théorie de Laplace (1795) et les raffinements de Souillart
(1865,1894), traitent le probléme par la méthode de variation de
constantes arbitraires;

. Théorie de Sampson (1921) et les développements trés étendus de
Lieske (1973, 1974, 1975, 1976) traitent le probléme par le calcul

des perturbations des coordonnées cylindriques moyennes.

La théorie de Laplace (1795) est 1la premiére théorie compléte
incluant le traitement théorique de la libration. Elle donne 1’expression

liant les longitudes moyennes des trois premiers satellites :

L,-3L,+2L,= 180°;



Ce qui implique une deuxiéme relation entre les moyens mouvements

moyens :
N, =3N,+2N;= 0.

qui est valable aussi bien pour les moyens mouvements synodiques que pour
les moyens mouvements sidéraux. Laplace adopte 1'orbite plane de Jupiter
autour du Soleil comme plan de référence. En raison des 1inclinaisons
modestes, de 1‘'ordre de 3°, des orbites sur ce plan, le développement de
la théorie n’a pas rencontré de gros inconvénients aux degrés faibles des
excentricités et des inclinaisons. Les tables issues des résultats de 1la
théorie de Laplace, permettant le calcul des éphémérides, sont celles de
Delambre (1817), obtenues & partir de 1'analyse de plus de 6000 éclipses
observées et celles de Damoiseau (1836) & partir d'un plus grand nombre
d‘'observations d'éclipses. L'amélioration de la précision obtenue par
Damoiseau est pourtant modeste. Les affinements théoriques de Souillart
ont porté principalement sur les termes quasi-résonnants, sur 1'effet des
termes critiques dans le mouvement & trés longue période des périjoves et
sur les effets des perturbations des planétes extérieures sur 1'orbite
plane de Jupiter. Son travail, suivi des compléments de Tisserand (1896},
constitue la premiére théorie analytique compléte du mouvement des
satellites- galiléens. Malheureusement, les données prises pour base de ses
calculs ne sont pas trés précises. Les tables de Damoiseau (1836),
prolongées par d’autres astronomes ont été utilisées jusqu’au début de ce
siécle.

D’'aprés Sampson (1921), la méthode de variation des éléments
elliptiques n’est pas adaptée & la construction d’'une bonne théorie des
satellites galiléens. Sa théorie calcule les variations des coordonnées
équatoriales moyennes des satellites. Le plan de référence est 1'équateur
mobile de Jupiter. Le plan auxiliaire est 1'orbite de 1900,0 de Jupiter
autour du Soleil. Les fonctions perturbatrices sont développées jusqu’au
degré 2 des variables-coordonnées sous forme analytique, mais les masses
introduites dans le développement sont numériques. La solution ne dépend
pas seulement des constantes arbitraires mais aussi des données d'un autre
type. Ce sont des séries approchées représentant les variations
périodiques des coordonnées, celles que la théorie cherche & établir. Le
fraitenent débouche ensuite sur la détermination des masses au moyen des
résultats fournis par 1°observation. Le travail d’'origine de Sampson et

les reprises récentes du travail (Sagnier, Vu,1974), (Lieske, 1977) ne
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donnent pas des masses assez proches de celles connues aujourd’hui. Au
moyen des développements trés poussés et de 1'introduction des paramétres
auxiliaires traduisant les écarts relatifs & tous les paramétres du
probléme et en particulier ceux relatifs aux masses, Lieske a réalisé wune
théorie trés performante. Dans son travail d'extension de la théorie de
Sampson, des variables elliptiques ont été utilisées pour le calcul du
groupe de termes de degré 4 des excentricités qui était absent dans 1la

version d'origine de Sampson (termes de de Haerdtl, Lieske 1973).

Dans le but d’améliorer les éphémérides, Arlot (1982) wutilise les
séries de la théorie de Lieske. Les nouvelles constantes d'intégration ont
6té déterminées & partir d'un ajustement sur un vaste ensemble de séries
d‘observations photographiques. La théorie obtenue est baptisée G-5. Cette
théorie et la version E-2 de la théorie de Lieske sont actuellement les
plus précises.

Les principales autres études théoriques ne visant pas toutes 1la
construction d‘éphémérides sont ceux de de Sitter (1918 a 1931), de
Marsden (1946), de Ferraz-Mello (1966,1975, 1979) et de Brown (1976,1977).
De Sitter (1918) introduit une solution intermédiaire comprenant
uniquement des termes dont les arguments sont des combinaisons de ceux du
type excemtricité forcée que nous avons mentionnés plus haut. Les orbites
intermédiaires planes des trois premiers satellites sont alors des
ellipses d’excentricités constantes (exemple : excentricité forcée du
satellite 1, tableau 1). Du fait que 1'on ne tient pas compte des autres
termes & cette étape préliminaire; les grands axes des orbites
intermédiaires sont confondues. Les mouvements vrais sont calculés ensuite

comme des perturbations des orbites intermédaires.

Marsden (19664) applique la méthode de transformations canoniques de
Delaunay 4 ses équations exprimées sous forme hamiltonienne. Elles sont
résolues par approximatians successives daonnant les principales
caractéristiques du mouvement. Le nombre élevé de 26 variables du systéme
des satellites galiléens est la difficulté majeure de cette méthode, car
elle est habituellement employée pour traiter des systéme différentiels a

6 variables au plus.

Ferraz-Mello (1964) donne une théorie utilisant les variables de

Hill. Le calcul des perturbations utilise des paramétres représentant les
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distances moyennes et corrigées des satellites & Jupiter. Ces valeurs sont
obtenues & partir des moyens mouvements observés et corrigées des
perturbations séculaires importantes. Sa méthode cherche 4 obtenir dés 1la
premiére approximation les principales inégalités du mouvement. Les
coefficients du temps des arguments utiliseés sont des constantes ce qui
g¢vite les problémes créés par des fréquences variables des approches
usuelles. Par la suite, Ferraz-Mello a publié plusieurs articles sur la
résonance et un traité sur la Dynamique du systeme des satellites

galiléens (1979).

Dans un objectif précis d’'une etude sur 1 évolution a longues
périodes du systéme des satellites galiléens, Brown (1976) utilise les
¢léments képlériens modifies comme variables indépendantes du probleme de
maniére A obtenir directement toutes les informations sur la dynamique des

orbites.

Sagnier (1981) propose une méthode pour le développement d’'une
théorie générale analytique des satellites galiléens. Cette méthode est
largement appliquée ici, notamment dans le choix des variables, de 1la
forme des équations et des changements successifs des variables conduisant

3 la solutian.

Duriez (1982) donne une application de sa theorie planétaire au cas
de la résonance laplacienne des satellites de Jupiter. Dans ce travail,
les termes de résonance sont traites en méme temps que les termes
autonomes, indépendants explicitement du temps, dans un systeme

d‘équations unigue.
Henrard (1984) étudie la résonance laplacienne par le calcul de 1la

perturbation de la fonction hamiltonienne. Le résultat obtenu est valable

également dans le cas d'une résonance a grande amplitude.
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Chapitre 1

METHODE UTILISEE

Ce chapitre expose la partie theéorique de la méthode et le
traitement informatique wutilisés dans la construction d'une théorie

générale A solution quasi-périodique des satellites galiléens.

La premiére partie parle des contraintes du probléme & résoudre et
le découpage de la solution choisie. Elle donne ensuite le vocabulaire,

les abréviations utilisées et une description du traitement informatigque.

La deuxiéme partie donne les équations géneérales du mouvement et les
approches utilisées dans le traitement de ces éguations. La résolution des
équations commence par le calcul de la solution intermédiaire non
résonnante, puis par la formation et la résolution de 1'équation de 1la
libration. Le traitement wutilise dans la suite trois changements
successifs de variables dans la formation et la résolution du systéeme des
équations variationnnelles. Lors de la présentation des résultats des
chapitres 3 et 4, de nombreux compléments théoriques seront donnés pour

exposer d'une fagon concréte la demarche conduisant & ces résultats.

CONTRAINTES DU PROBLEME ET CHOIX DE LA SOLUTION.

7. Dans 1‘'étude du mouvement d'un systéme constitué d'astres 4 évolution

trés rapide comme le systéme des satellites galiléens de Jupiter, 11
convient de construire une théorie générale a solution quasi-périodique
afin d’en obtenir une validité sur de trés longues durées. L analycité par
rapport aux masses et aux autres constantes physiques des expressions du
développement présente un intérét théorigue important, car elle facilite
1‘identification des origines et des ordres des différentes contributions
dans la phase de la construction de la théorie comme dans celle de son
utilisation. On conserve ainsi & ctté des coefficients numeériques des
termes issus du développement, les traces de ces parametres. Un autre

avantage est la possibilité d’'étudier par la suite la variation de 1la



solution en fonction du choix des petits parametres du probleéme.

Les excentricités propres des orbites sont faibles; les inclinaisons
de celles-ci sur 1'équatéur de Jupiter le sont également. Ce qui permet de
découper le travail de construction de la théorie en deux phases
principales : Dans la premiére phase, on neéglige les excentricites propres
et les inclinaisons propres des orbites et on cherche la premiére solution
approchée du mouvement. Cette solution intermédiaire détermine une famille
d'orbites ayant 1les mémes moyens mouvements et les wmémes longitudes
moyennes & l’instant initial que le systéme réel étudié. La deuxiéme phase
tient compte de 1'existence de ces parametres excentricités et
inclinaisons, Elle détermine parmi les groupes d orbites de cette famille
celui qui correspond aux mouvements réels des satellites. A cote de cette
ligne directrice, les options théoriques seront présentées dans les pages
suivantes par 1’'exposé du choix des variables, de la fagon d'aborder les

différentes approches de la solution et du traitement des cas singuliers.

On peut envisager un autre découpage plus proche de la construction
réelle de la théorie: la solution intermédiaire constitue la premiere
étape; la deuxiéme phase citée ci-dessus sera réalisée en deux autres
dtapes : la solution du systéme linéaire et le traitement des termes non

linéaires.

L'étude théorigue consiste & construire des séries guasi-périodiques
par rapport au temps représentant les variations des éléments képlériens
Dans 1le cas non perturbé, le mouvement d'un satellite donné est connu par
les trois composantes de son vecteur position-? et trois composantes de
son vecteur vitesse ;;. Ce méme mouvement peut également étre défini par
les six éléments de son orbite

Le demi grand axe . . . + & « & & o & « a . . B,
la longitude moyenne a 1 instant initial t=0 E,
1'excentricité de 1 orbite. . . . . . . « . . &,
la longitude du périjove . . . . . . . . . .63,
l1"inclinaison de 1 'orbite sur le
plan de référence . . . « + + + + o+ o . o« I,
la longitude du noeud ascendant sur ce plan ..
Les trois longitudes sont mesurées & partir d'une direction fixe Jx. Les
coordonnées rectangulaires du satellite considéreé peuvent étre écrites en

fonction des éléments de 1 'orbite au moyen des relations
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r coscos{vt@-Q) - cosl.sinNsin(v+x-2) ,

=
n

y =r sinflcos{vt®-f2) + cosl.cosQ sin(v+®w-2) ,
z = r sinl.sigiv+¢® -N) ,
r = a(1-e?)/(1+e.cosv) ,

3
v =M+ (2e- Z)sinM + (%ez-%};e“)sinzn bl
M = N(t-to).

ot v représente 1 'anomalie vraie du satellite, M son anomalie moyenne et
N, son moyen mouvement moyen. Inversement, les éléments de 1'orbite sont
des fonctions des vecteurs ¥ et ¥ :

X = X7 0.

L'étude du wmouvement perturbé repose sur la variation des éléments
orbitaux en fonction des variations des vecteurs position et vitesse au
moyen des théories de perturbation. Les équations (7) qui suivront sont
établies dans ce but. Ce sont des équations de Lagrange écrites avec les
variables definies par la suite dans (4) et (4). Ces variables
représentent des petites quantités et sont choisies de telle sorte que

leurs expressions permettent d'éviter des singularités dans 1 'expression

des seconds membres des équations.

VOCABULAIRE, ABREVIATIONS ET TRAITEMENT INFORMATIQUE

8. Ce paragraphe donne la définition des termes couramment employés dans

le texte et les traits essentiels du traitement informatique.

VOCABULAIRE.

a. Variables képlériennes.

Les positions et les vitesses des gquatre satellites galiléens sont
définies par les 24 fonctions inconnues du temps Xp; (p=1l,...6, numéro
d'équation, j=1,...4, numéro de satellite), liédes de fagon simple aux
éléments képlériens classiques de leurs orbites. L'indice p est omis quand
sa présence n'est pas nécessaire a la compréhension du texte. Elles
appartiennent aux trois types {(précisés dans le paragraphe 10}):

- variable de circulation X.: la longitude moyenne osculatrice;
- variable de fréquence X2: le moyen mouvement osculateur;
- variables neutres :

X3, fonction complexe dont le module est 1'excentricite et

1 “argument, la longitude du périjove;
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X,, la conjuguée de Xj;
Xg, fonction complexe dont le module est la fonction sinus
de l‘inclina}son et 1'argument, 1la longitude du noeud de
1'orbite;
X¢ » la conjuguée de Xs.
Le travail de développement sera facilité par 1 utilisation de deux
variables auxiliaires réelles §, et Y, représentant de petites quantites
lites & X, et Xz d'une fagon simple par les relations (&) données dans 1la

suite.

b. Variables liées au mouvement du repére utilise.

Les deux variables supplémentaires, du type neutre, qui définissent
l'orientation de 1'équateur de Jupiter, constituent deux nouvelles

fonctions inconnues supplémentaires.

c. Paramétres constants.

Ils définissent 1'ordre de grandeur des perturbations. Ce sont

- les masses m; {j=1,..4) des satellites qui sont des petites quanti-
tés 4 cHté de celle de Jupiter prise égale a 1 unite.

- des combinaisons des harmoniques zonaux Jy du développement du
potentiel de Jupiter, avec les distances des satellites au centre de

la planéte rapportées & son rayon équatorial Ag :

n ()

- les facteurs : _ﬁi .E?;
1+M, Nj

apparus dans la partie de la fonction perturbatrice provenant de
1'action du Soleil. 1Ils sont plus faibles que les masses des
satellites méme en présence de la masse du Soleil Mg , car le carre
du rapport de la vitesse angulaire du Soleil A celui du satellite ]

est trés faible.

d. Paramétres variables.

Les positions des objets extérieurs au systeme jovien sont deéfinies
par des fonctions connues du temps : les éléments kepleériens du Soleil, la

longitude moyenne de Saturne etc...
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e. Terme, coefficient, facteur variable et arqument

Lors du développement préliminaire, les paramétres, les variables et
les fonctions du temps apparafssent sous la forme littérale. Un terme est

alors une expression montme, composée de trois facteurs :

- un coefficient numérique et littéral,

- un facteur variable litteral, produit de variables dont
chacune est dotée d’'un exposant positif ou nul,

- une fonction exponentielle ou trigonométrigque d’un argument

dépendant du temps d’une fagon explicite,

Les traitements par substitution font disparaftre le facteur variable
littéral et par suite, la solution ne contiendra que des termes & profil
trés simple formé d'un coefficient et d’une fonction explicite du temps.

Au cours du développement de la solution, nous utilisons également
les adjectifs ‘“préliminaire" et "substitué" pour désigner les deux états

possibles des seconds membres des équations.

f. Caractéristique et harmonique.

Un terme est lié explicitement au temps par son argument, constitue
d"arguments élémentaires qui sont des fonctions linéaires du temps. La
caractéristique de ce terme est la somme des coefficients des arguments
élémentaires. Un argument de la forme k& est un harmonique de 1 argument
o 8

g. Ordre et degre.

Les définitions des variables et des parametres sont telles que ces
quantités sont petites. Dans ces conditions, la petitesse d'une expression

monfmiale de ces quantités sera qualifiée par son ordre et son degré:

- ordre = somme des degrés des paramétres constants formant le

coefficient littéral du terme;

- degré = somme des degrés des variables et des parametres
variables contenus dans le facteur variable littéral du terme.
Dans certains cas particuliers, le nom du type de variable
sera précisé, notamment lors de la collecte des termes formant

le systéme autonome ou le systeme critique.
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h. Equations du mouvement képlérien.

Quand les paramétres constants et les variables sont nuls, c’est a
dire quand il n’y a pas de perturbation, les éléments képlériens vérifient
un systéme différentiel linéaire a coefficients constants :

d

(1) at X - J.X = 0.

i. Equations du mouvement perturbé.

5i les paramétres constants ne sont pas nuls, les éléments
képlériens vérifient un systéme de la forme :
d -
(2) at X J.X = F,
ot J est une matrice constante. F dépend du temps, des variables et des
paramétres; elle est développable en série de monoOmes de ceux-ci. Chaque
terme du développement de F a donc un ordre, un degré et une

caractéristique.

j. Constantes arbitraires

Le but final du travail est la construction d’une solution des
équations du mouvement perturbé dépendant du temps et de 26 constantes
arbitraires indépendantes. Les constantes arbitraires peuvent apparaftre
comme des constantes d’intégration qui sont choisies plus tard ou etre
introduits autrement comme les longitudes moyennes et les moyens

mouvements.

k. Solution intermédiaire non résonnante.

Par intégration des termes dépendant du temps de facgon explicite du
systéeme différentiel (2), on obtient wune famille de solutions qui ne
dépendra que de six constantes arbitraires indépendantes qu'on a détermine
d’une maniére préalable. Ce sont les 4 longitudes moyennes a l1'instant t=0
et les 4 nmoyens mouvements moyens. Comme il existe deux relations de
Laplace reliant les longitudes d’une part et les moyens mouvements d’ autre
part des trois premiers satellites, le nombre de constantes arbitraires
indépendantes de cette solution se réduit a 6. Elles sont introduites lors
de la définition des é&léments képlériens (et non comme constantes

dintégration).
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1. Solution intermédiaire résonnante.

La solution intermédiaire résonnante est une extension de la solution
intermédiaire non résonnante. Elle dépend de huit constantes arbitraires
indépendantes. Les deux nouvelles constantes sont 1'amplitude et la phase

de la libration.

m. Solution variationnelle.

On forme ensuite, par changement de variables, le systeme
d'équations variationnelles constituées de termes dépendant également des
variables excentricités et inclinaisons du systéme différentiel (2). De ce
nouveau systéme, on extrait une partie autonome, qui ne dépend pas
explicitement du temps; c’est le systéme autonome dont la résolution donne
la solution A& trés longue période. La connaissance de cette solution
permet de développer les termes du systéme variationnel qui dépend a la
fois des variables et du temps par 1l intermédiaire des longitudes moyennes
contenues dans leurs arguments. Le résultat s’'obtient ensuite par
intégration des nouveaux termes issus de ce développement. Aux ordres
supérieurs & 1, on parle souvent dans le cas des satellites galiléens d'un
systéme critique. C'est le systéme autonome compléte d’un groupe de termes
importants apparus dés 1'ordre 2. Ils sont dits critiques car ils sont
générés par des termes importants ayant dans leurs arguments la
commensurabilité (1,-2) des longitudes moyennes associées ou non a un
arqument A trés longue période. Lors des traitements par substitution,
certaines cumbinai;ons d'arguments font disparaftre les longitudes
moyennes et donnent naissance & des termes critiques qui portent seulement
des arguments & treés longue période comme ceux issus de la solution du

systéme autonome.

n. Abréviations.

1O ararate représente \f:f,

E ..... matrice colonne des longitudes moyennes & 1'instant initial.

m..... ensemble des paramétres constants, composés des masses et
des gquantités assimilées provenant de harmonigues zonaux.

N ..... matrice colonne des moyens mouvements Nj , i=1 a 4.

X «.... matrice colonne de variables elliptiques,

Ret) .. partie réelle de 1l 'expression (),

Im{) .. partie imaginaire de 1 expression ()},

Séc{).. partie séculaire de | expression (),

Ji, J2, J3, J4 les quatre satellites Io, Europe, Ganymede, Callisto.



TRAITEMENT INFORMATIQUE.
9. Le travail soumis au traitement informatique comprend trois parties:
- Conception du codage;
- Introduction des données d'aprés les codes utilisés;

- Construction des programmes de traitement.

a. Le codage.
Le traitement informatique est essentiellement un traitement de séries

dont le terme élémentaire a une structure mentionnée dans le paragraphe Be
et décrite avec plus de détails dans le paragraphe 35. Il peut @&tre
représentée par un certain nombre de mots de 4 octets dans le traitement
informatique.

Deux codes sont utilisés dans ce traitement :

Code A, wutilisé dans la premiére phase du développement et de 1la
formation des seconds membres des équations. On ne considére alors que
deux corps & chaque fois : 1 astre perturbé (le satellite considéré) et le
corps perturbateur (un autre satellite, 1le GSoleil ou 1le renflement
équatorial de Jupiter). Ce <choix permet de limiter le nombre de mots
informatiques dans la représentation des quantités utiles : deux masses,
deux jeux de six variables relatives a ces deux corps et quatre autres

paramétres. Un terme occupe ainsi 4 mots :

[Mot1 et Mot2 Mot3 Mot 4
Coefficient numérique Variables littérales
en double précision et arguments.

dans lesquels le coefficient représenté en virgule flottante et en double
précision occupe deux premiers mots. Les mots 3 et 4 contiennent les
variables littérales, les arguments et quelgues paramétres supplémentaires
utiles au traitement. La valeur absolue d’un nombre entier représenté par
un mot de 4 octets peut atteindre 2” -1 ou 2147483647. La «codification
assigne auyx paramétres représentés des zones numériquement bien délimitées
dans chaque mot. L'information se trouve dans le contenu de ces zones
ainsi définies. La valeur de ce contenu peut étre ou bien un exposant
entier (&€ N ) si la zone considérée est affectée & une variable, ou bien
un entier rationnel (-€ Z ) si elle est destinée & représenter le
coefficient d’un argument élémentaire tel gqu'une longitude moyenne par

exemple. 0On peut donc donner wune valeur & ce contenu, la lire, 1la
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modifier; c’est & dire agir de différentes fagons sur 1les parameétres
représentés. La méme codification doit étre congue de fagon & faciliter le

traitement informatique.

C'est dans la limite d'une valeur entiére maximum pouvant @tre logée
dans 4 octets, c'est a dire 21474834647 de <chaque mot 1informatique
utilisée, qu'on définit les zones affectées aux variables représenteées. Le

mot 3 représente 10 variables :

e, e [
R IRY < R a

v123 RS I

les exposants e , e,, ... e, sont des entiers naturels. Chaque variable
peut porter un exposant maximum différent. La liste suivante donne, pour
chaque variable, 1les valeurs possibles que peut prendre son exposant et,
dans la derniére colonne, la valeur numérique de représentation d’une

unité de cet exposant.

exposant valeur unitaire
Variable possible de 1 exposant

dans le codage

8]

[ A I e s e T * ol & ) B R &
o o O o O o o o o o
& o o - e - - I B O
0 o o~ oo O O W m o o~
~
N
<
0
n

[

Ainsi, le mot 3 du terme contenant vf w? porte une valeur numérique egale

4 la somme 2x1 + 3x(72x92), car la valeur unitaire de 1’exposant de la
variable v, est 1, celle de la variable v5 est 72%x 92, Le contenu du mot 3
qui représente ces deux variables élevées aux exposants donnés, vaut alors
11909. Le décodage partiel ou total se fait treés simplement par des
opérations inverses. Considérons maintenant un autre terme contenant par

exemple v, %f , son mot 3 vaut alors 1+2x (7%x9) = 883. Le produit de deux
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termes donne la combinaison v? vf v2 dont la représentation numérique est
simplement 11909+883. Le traitement informatique se fait donc treés
rapidement, on doit seulement fait attention au dépassement possible de la
valeur de chaque exposant. Les tests de dépassement de capacité sont alors
inclus dans les sous-programmes de traitement.

Le mot 4 a une configuration différente du mot3; il représente 2
variables et & parameétres. Les contenus de deux paramétres peuvent prendre
des valeurs allant de -24 a4 24 pour représenter les coefficients des
longitudes moyennes dans 1'argument de chaque terme.

Ce code wutilisant des dimensions réduites permet de faire un

développement économique pendant la premiere phase du traitement.

Code B. Lors des opérations de substitution accompagnant la montée
dans 1 'échelle des ordres du développement global, on est conduit &
introduire toutes les longitudes moyennes des corps considérés, toutes les
masses sous forme littérale ainsi que tous les jeux de variables
littérales. On doit également prévoir de la place pour loger d’autres
paramétres A introduire au cours du développement de la solution, tels que
les arguments relatifs au mouvement & trés longues périodes des grands
axes et des noeuds des orbites, les excentricités propres et les
inclinaisons propres. Un terme occupe alors 9 mots, dont les deux premiers

sont réservés au coefficient numérique.

b. Introduction des données.

Les données peuvent étre introduites dans le calcul sous la forme
des séries codées ou des séries a coder. Pour 1 introduction de groupes
importants de séries, telles que les séries de coefficients de Laplace et
leurs dérivées, ou encore les séries de base mentionnées dans le
paragraphes 37; nous construisons d‘abord, une fois pour toutes, ces
séries dans une étape préliminaire et les rangeons dans des fichiers a
accés direct pour pouvoir les utiliser d'une fagon répétitive dans les

programmes de traitement par la lecture de ces fichiers.

c. Programmes de traitement.

Les programmes de traitement sont treés variés suivant les résultats
cherchés. Une bibliothéque de sous-programmes est construite pour tous les
traitements courants. Ces routines appartiennent a plusieurs groupes

Opérations Addition, soustraction, multiplication des séries;
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substitution d’'un paramétre par une série; dérivation et
integration des séries etc ...

Calculs préliminaires : - routines pour la formation des séries des

coefficients de Laplace et leurs dérivées, calcul et formation

des séries de base etc ...

Gestion et entrées/sorties : Lecture des données sur fichiers;

écriture des résultats sur fichiers; impression des résultats.
Parmi les sous-programmes de gestion, le plus fréguemment
utilisé est le tri par dichotomie. Le tri congu est du type
differé wutilisant une zone de travail de faible dimension (32
termes) et une zone de réception de dimension variable. Au
debut, la zone réceptrice a une dimension pouvant recevoir 64
termes. Quand le nombre de termes retenus dépasse ce nombre,
la zone receptrice double automatiquement en dimension et peut
recevoir 128 termes, et ainsi de suite jusqu’d la dimension
maximum de 32768 termes dans le code A ou B192 termes dans le

code B. Ces limites peuvent étre modifiées facilement.

VARIABLES UTILISEES ET FORME LINEAIRE DU SYSTEME D'EQUATIONS.

10. Les variables wutilisées appartiennent aux trois groupes

Xy = &, ........... ot oaliatal ¢ e variable de circulation;
Ko = Digsisisesiessnosneeesas variable de {fréquence;
(3) ) Xy = e.expiw, X4 = e.exp-i® ,
kg = sinl.expifl , g = sinI.exp—ifL} 4 variables neutres.

Cette distinction vient du travail de Sagnier (1981), dans lequel, les
variables sont «classées suivant leur appartenance 34 trois sous-espaces
vectoriels différents. L explication sera donnée a la fin de ce

paragraphe.

Dans les systémes d'équations écrits sous forme matricielle, 1la
colonne de variables relatives aux quatre satellites est représentée

simplement par X. Dans le cas perturbé, on a le systénme

>< 0
I

J.X = FiX,t;m),



ot m désigne 1°ensemble des petits paramétres constants. La matrice J,

constituée d'éléments égaux a ¢ ou 1, est de la forme:

0 i 0
{pxp) (pxp) px (d-2p)
J = 0 0 0
{pxp) {(pxp) px (d-2p)
0 0 0
L(d-2p)xp (d-2p)xp (d-2p)x{d-2p)

/

Dans le cas du systéme des satellites galiléens, le nombre de corps
du systéme est p=4, le degré du systéme est d=6p=24. Notons que J est

nilpotente (J%=0) et vérifie les expressions

-1
(1+Jt) = 1-Jt,

1+dt.

exp Jt

Dans le cas non perturbé, la solution générale, en fonction de X, pour t

nul est
X = exp Jt.Xg = (1+3t) X5,

dont une éeriture plus explicite permet de mieux voir 1’appartenance des

composantes 4 trois sous espaces vectoriels différents :

Xy = X0t Xoot,
X2 = Xa04
Xj = on, pour j=3 a 6.

La fonction affine du temps X, est la seule partie variable de X. Il
appartient au premier sous-espace dit sous-espace de circulation. X, étant
le coefficient de temps de X, fait partie du deuxiéme sous-espace dit sous-
espace de fréquence; enfin, les autres composantes, n'intervenant pas dans
1'expression des composantes de circulation, appartiennent au troisiéme

sous-espace dit sous-espace neutre.
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LES EQUATIONS DU MOUVEMENT

11. D’'apres le schéma du développement de la sclution en trois étapes

défini ci-dessus, la solution générale pour la variable X peut é&tre

décomposée sous la forme d'une combinaison de quatre contributions :

la premiere composante § est la solution non perturbée;

. la deuxiéme représente la partie perturbée de la solution quand les
excentricités et les inclinaisons propres des orbites sont ignorées.
Ces deux premieres composantes forment la solution intermédiaire;
la troisiéme représente la solution du systeme variationnel (de
degré 1 ici);
la quatriéme, 1le complément provenant des termes non linéaires par

rapport a ces mémes variables.

Dans 1le cas non perturbé, le second membre de (2) est nul. Celle ci

devient

£ -ug = 0.

La solution est de la forme

dans

de 1

cans

soit

Ce

9o £ (130 @ = (1476) . col (B, N, 0)

(e}

= col (E+Nt,N,0) = col (L,N,t),

laquelle col(...) désigne la matrice colonne constituée des éléments

‘expression {(...).

Cette solution est connue dés 1 introduction de deux groupes de

tantes arbitraires E et N, et on peut définir les variables » par :

X‘_‘g"'yv

Xy - L, D2 =n - N,

=
1]

(4) M = e.expiw, Ng= e.exp-iw,

= sinl.expifl , Dg= sinl.exp-ifd.

=
w0
!

Les équations deviennent :
(5) N - dy = FLE+p ,tsm).

nouveau jeu de variables n’'est différent de X que par les deux



premiéres composantes :

Ve=X- L et 7= x,- N,

La premiére variable est imaginaire et ne permet pas wune manipulation
commode dans les opérations de développement. Ce travail sera facilité par

lutilisation de deux variables auxiliaires réelles :
(&) §1 = iv1= 1(X4-L), §2=—=—-—— 1.

Nous wutilisons dans 1’écriture des seconds membres les 4 derniéres
variables X appartenant au groupe de variables neutres, les deux premiéres
sont remplacées par les variables auxiliaires réelles L et &L, . Les

relations (6) permettent de faire une conversion rapide de § en X.

Les opositions et vitesses des satellites sont rapportées au repére
jovicentrique dont le plan fondamental est le plan égquatorial de la date
de Jupiter. Le troisiéme axe est 1'axe polaire de 1la date. Ce choix
presente deux avantages : le développement de la perturbation afférente au
renflement équatorial de Jupiter devient plus simple; ensuite, les
inclinaisons toujours treés faibles des orbites des satellites sur ce plan
permet d’arreter plus tot 1le développement par rapport aux variables
d'inclinaison. Le systeme inertiel utilisé est le systéme équatorial «ci-
dessus & une date choisie comme origine du temps t=0. Le mouvement dans
l"espace du systéme équatorial est repéré par rapport 4 ce plan fixe

(Fig.3).
Orbite du satellite

Equateur de Jupiter

de la date.
Equateur de Jupiter pour t=0.
Fig.3
Le second membre de chaque équation contient une partie principale

dérivant de la fonction perturbatrice et un supplément provenant du

mouvement du systéme de référence.



EQUATIONS DU MOUVEMENT DES SATELLITES DANS LE REPERE MOBILE.
12. Dans la construction des seconds membres des équations, la partie la

plus important dérivant de la fonction perturbatrice R est donnée par

( 2R

{, - = WP (3638 ¢ garm T e T e s o]
ip= iA2[-3¢ ;ig_ :
(7
| X3= iN A expil :2g*g—;1- %ng**.gg %x3h**(x5%‘-25+x6§% ],
; Xs= iN'AZexpil 2h*,;°§ - X g“*:; %xsh‘“(xbggb—xug)]

R représente la fonction perturbatrice; A une constante proche du demi-
grand axe de l‘orbite déduite de N au moyen de la troisiéme loi de Kepler.

Les équations iA et is se déduisent par conjugaison complexe de X, et is .

Les fonctions f, g*, hﬁ g**et h** ont pour expressions:

rng) = (143,

)
(1455 (1-X,%, 02,

(@) § I (5,00, Xghe) = (1+5,)8 (1-X,%, % (1-1 06 %,

g* { 51 XaXg)

4
g** (T, X5%,) = 2(1+52)4 (XX, )" [(1 X3X, 2 (1—x3x4)] :

20145, (1-X,X, 1%

* -4
W0, X%, 4 X ) (XgXg) [(1—x5x6>’é —n—xsxs)].

EQUATIONS DU MOUVEMENT DU SYSTEME DE REFERENCE.

13. Deux équations supplémentaires relatives au mouvement du systéme de
référence compleétent le groupe des équations des inclinaisons et
permettent ainsi d’obtenir 1'ensenmble de résultats concernant la
précession duquel on extraira le coefficient du temps ﬁ* de la précession,
nécessaire & la formation du complément (7b) du systéme (7). Toujours

d "aprés Sagnier

(7a) X -'fu-[—aﬁﬁiﬂ’—a‘\i(x Kgg) * o]

La sommation est faite sur les contributions de 1‘action des quatre

satellites galiléens ainsi que le Soleil. Dans cette relation,C représente
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le moment d'inertie de Jupiter par rapport & son axe de rotation, Nj, la
vitesse angqulaire jovicentrique du corps extérieur, Aj , le demi grand axe
de son orbite, mi sa masse; Ag, le rayon éguatorial et P la vitesse
angulaire de rotation de Jupiter. Les indices q sont affectés aux
variables du mouvement de 1 'équateur. La deuxiéme équation est 1la

conjuguée de (7a).

COMPLEMENTS DES SECONDS MEMBRES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT PROVENANT
DU MOUVEMENT DU SYSTEME DE REFERENCE.
14. Considérons le systéme de référence animé d'une précession définie
par

I=1, et Q=Qq ,

q
ol Iq est une constante et f?q une fonction affine du temps de dérivée \a.
Le plan fondamental pourra étre appelé équateur moyen de 1la planéte.
D’aprés Sagnier (1981), les compléments ajoutés par cette perturbation

fictive sont
X,~Xp = wq ,
X2= 0 ’
(7b) Xz= Zi e>:piL.vq,
¥g= -iVg ksq - i Vg Xeqexp2il.

“

Ce systéme admet la solution bornée
X, =0 X,=-4Y, X,=228 i L Xg=Xgq =X
|1— ] - q J \3—L N EXpl 3 5- 50 S'q ]

ot Xgo est une constante d’intégration. Dans le cas d’un mouvement
apparent circulaire, de vitesse angulaire N, la trajectoire relative est
caracteérisée par une vitesse angulaire et une excentricité définies par

les relations

En ce qui concerne les termes d’'inclinaison, la solution X5=X50—X5q.
traduit une translation d'axes : la nouvelle origine est repérée par X5q.
et le pole du oplan de l'orbite avant le changement de repére par la

constante d'integration Xs, .



EXPRESSION INTEGRALE DES ERUATIONS.
15. Le systeme différentiel (2) est équivalent au systéme intégral (9)

ci-dessous (Sagnier 1981):
1 t ¢’
(9) X = (1+Jt)X°+jF(X,Z';m)dC+ JJdCfF(X,'C;m)dT,
(o] 0 (=]

ol X, désigne la colonne des constantes arbitraires. Cette forme intégrale
permet de voir que le troisiéme terme du second membre, en raison de la
structure de J, n’'existe que dans les composantes de circulation de X, et
c’est le seul dont le calcul exige une double intégration par rapport au
temps. Le opremier terme, indépendant de F, constitue la partie non
perturbée; 1le second est qualifié de ‘“perturbation normale” s'obtient
simplement par 1’intégration par rapport au temps du second membre du
systéme différentiel (2).

51 on sépare dans (9) les composantes relatives aux trois sous-

espaces, on aura les expressions :

>
n

t t T’
/
= Ky + Kyt +£F’ (X,C3m)dT + fodchz(x,z;m)dC,
°

t
Xp= Xy +JF2(X,'C;m)d'C :

o

+
Xj= on +'£FJ (X,T3m)dT , j =3 aé.
CONDITIONS DE QUASI-PERIODICITE.

16. Les constantes d'intégration étant arbitraires, le choix convenables
de ces quantités dépend de la forme quasi-périodiques de 1la solution
(Sagnier, 1981). On est amené & considérer les termes séculaires obtenus
dans les expressions des composantes de X. F étant gquasi-périodique, %H)
d'ordre k est la somme d'une fonction périodique et d‘un polynéme de

second degré en t. On obtient des termes séculaires :

sec ) = xBe Breek®e oL W02,
(101 { sectx®) = & Wy
k
Séc(X(jk)) = x(j2+ <F(J.“)>t , i=3a 6.

-

0u < > représente la partie constante du contenu et k, un indice désignant
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l'ordre par rapport aux composantes de m. (F?)> n‘apparatt pas dans le
développement car on 1‘obtient sous la forme d’une série de fonctions
sinus dont la partie comstante est nulle; le terme quadratique du second

() la partie

membre de la premiére expression disparaft. Par contre, <F,
constante d‘une série de fonctions cosinus existe et on doit compenser sa

présence par le choix :

qui constitue wune correction de fréquence d'ordre k par rapport aux
composantes de m.

I1 reste & examiner la condition de quasi-périodicité des quatre
composantes neutres Xj (pour i=3 4 6). En considérant la maniére dont est

construit le terme F&n, on constate que :

F(k) F(') Q<43 (&)
) x-
qpane dépendent que des constantes libres XS? ,ng

La condition pour que Séc.X soit borné est :

F() (k4) (k)
'be J" A

)

qui est un systéme linéaire en X que 1 'on sait résoudre puisque son

déterminant n’'est pas nul. Ces cnnd1t10ns peuvent étre résumées

([ ,FLk) -0,
by X“‘)
(11 ) ®)
det (—L 3 # 0. |
6ﬁ

DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION.

17. La figure 4 donne le schéma du développement de la solution. On vy

trouve, dans la premiére colonne, les jeux de variables utilisées; dans la
deuxieéme colonne, les systemes déquations correspondants; dans la

troisiéme colonne, les solutions correspondantes.

On intégre tout d'abord le systéme d'éguations en X en négligeant
les exectricités propres et les inclinaisons propres. On obtient la

solution intermédiaire dépendant de 2p constantes arbitraires. Cette



Fig.4 : SCHEMA DU DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION

VARIABLES
ET CHAN- SYSTEMES D’EQUATIONS SOLUTIONS
GEMENT DE CORRESPONDANTS
VARIABLES
Systéme d‘équations générales Solution intermé-
du mouvement diaire ou solution
particuliére quand
. les excentricités
X X - JX = F(X,t:m) D> et 1es inciinai-
sons propres sont
nulles.
________ WV -==eeeau
-------------------------------- SOLUTION
<f:> degré = 1 degré > 1 GENERALE
- = mman e v ______________ v _______________________
v v
v SYSTEME D’EQUA. SYSTEME D’EQUA.
VARIATIONNELLES VARIATIONNELLES D> Solution
Y LINEAIRES NON LINEAIRES variationnelle
v-oy = &y Y = G(E+Y,t).Y
== T.K)=—-, === V- - V- | == N--—------
SYSTEME AUTO- | SYSTEME AUTO- Solution
NOME LINEAIRE NOME NON LINE Z = M.U
Y4 EN 'Z = -AIRE EN Z par
. . transformation
Z=1.h.2 Z = i(h+k).2Z linéaire de la
+ 4,.F(Z) solution U.
el (R e e el A----m--
SYSTEME AUTO- SYSTEME AUTO- Solution 3 trés
NOME LINEAIRE NOME NON LINE longues périodes
U EN U : -=AIRE EN U > du systéme 1iné-
. . aire, puis du
TIRE T, 8 A | U=14{.r.v systéme: non 1iné
+1.MLF(M.U) aire en U.
T.D. : Transformation découplante,
T.K. : Transformation de Krasinskij,
T.L. : Transformation 1inéaire.



solution contient une grande partie des inégalités du mouvement réel.

On forme ensuite' le systéme d'équations variationnelles dont 1la
solution tient compte de 1'existence des excentricités propres et des
inclinaisons propres des orbites dans leurs oscillations libres. Pour
parvenir a la détermination du mouvement libre, on isole d‘'abord dans les
équations variationnelles les termes autonomes qui ne dépendent pas
explicitement du temps. L'intégration du nouveau systeéme, dit autonome,
donne les fréquences de ces oscillations & trés longues opériodes. La
comparaison de cette solution aux conditions initiales & 1’'instant t=0
permet ensuite de déterminer les amplitudes et les phases des termes &

trés longues périodes correspondants.

Les transformations utilisées dans la construction de ces sytémes

sont

- La transformation découplante, proposée par Sagnier (1981), permet
d'obtenir le systéme d’équations variationnelles avec le découplage des

variables neutres et des autres variables;

- La procédure de Krasinskij (1969), Brumberg (1970) permet d'isoler le

systéme autonome linéaire en 7 & partir du systéme variationnel en Y;

- Une transformation linéaire, annexe a la transformation de
Krasinskij, est wutilisée lors de la résolution du systéme autonome en 2
par 1’'opération de diagonalisation de la matrice constante associée & ce
systéme. On obtient un nouveau systéme autonome en U dans lequel 1la

matrice associée est une matrice diagonale.

Dans la premiére approximation, on ne considére que le systéme
autonome linéaire. Ensuite, on s’occupe du méme systéme complété des
termes non linéaires. Le traitement de ces termes se fait d’une facon

commode dans le systéme autonome en U.

Quand cette solution est connue, on remonte & la solution pour 1,
puis au développement et a l'intégration de 1 autre groupe de termes du
systeme variationnel qui dépend & la fois de la solution & trés longue

période et du temps par l'intermédiaire des longitudes moyennes.
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Les variables anqulaires utilisées dans la composition des arquments

et la forme de la solution.

18. Lors de la définition des variables, un premier type de variables
angulaires est introduit sous la forme des fonctions L=Nt+E. Ces fonctions
constituent le premier groupe d'arguments elémentaires. Lors de 1la
solution des systémes autonomes, on obtient également des arguments

eglémentaires sous la forme des fonctions linéaires du temps.

La solution a la forme suivante :

X, = ZAi sin(j|o),
J

><
N
I

=) Ay costkl o,
k

X3

Z;Ap expilp|o ),

L X = I:Aq expi(q|T ).

q

Dans ces expressions, les coefficients Qj, A s AP, Aq sont des
constantes réelles. Les arguments sont des combinaisons linéaires des

arguments élémentaires o.

SOLUTION INTERMEDIAIRE.

Solution intermédiaire non résonnante.

19. La solution intermédiaire est la solution particuliére du systéme
perturbé. Dans cette premiére approche qui traite tous les termes
dépendants explicitement du temps du développement, les excentricités
propres et les inclinaisons propres des orbites sont négligées. C’est une
solution qui ne dépendra que de huit constantes arbitraires indépendantes
introduites lors de la définition des variables : quatre longitudes
moyennes & l'instant initial et quatre moyens mouvements moyens. Ce nombre
de huit constantes arbitraires est réduit de deux unités par la présence
de deux relations de Laplace :

E1-3E2+2E5 = 1809
et Ni-3N2+2N3 = 0 .
Dans chacune de ces relations, une quantité peut se déduire des deux
autres. Les constantes E. , (j=1 & 4), sont liées aux longitudes moyennes

L par la relation L =Nt + E .
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Quand on se place dans le cas non résonnant, la fréquence des termes

de libration s’'écrit sous la forme d’un produit scalaire nul :
(13) («|N) = 0, xeZ*,

Les valeurs de © correspondant aux moyens mouvements moyens N des
satellites galiléens sont :

(1;-3;2;0) et ses multiples.

Ces fréquences apparafssent dans les deux équations de circulation et de
fréquence : dans la premiére sous la forme des fonctions cosinus et dans
la deuxiéme,des fonctions sinus. Un argument de ce type, dont la fréquence
est strictement nulle, est constant. L’argument correspondant a oK peut
s’'écrire :

(x| E)

Ly- 3L+ 2L,

E,- 3E,+ 2E;
180°.

( |L)

i

i

Les fonctions cosinus de cet argument ou de ses harmoniques dans la
premiére équation deviennent des constantes et les fonctions sinus de 1la
deuxiéme équation, des =zéros. Le Fraitement du probléme est grandement
simplifié, mais rcette voie limite la généralité de la solution en raison
du nombre réduit des constantes arbitraires introduites. Ce nombre, egal a
bp pour p=4 dans le cas des satellites galiléens, sera diminué de deux
unités par 1'existence de deux relations de commensurabilité entre les
moyens mouvements moyens d’'une part et les longitudes moyennes dautre
part

N, -3N, +2N,= 0,
L,-3L,+2L,= 180°.

Dans chacune de ces relations, 1a valeur d’une quantité peut se
déduire de celles des deux autres. Si on se limite & ce nombre reduit de
constantes arbitraires, 1la solution sera incompléte. Avec 1'introduction
de deux constantes arbitraires (amplitude et phase de la libration}, on
retrouve le nombre de 6p qui assure & la solution sa généralite.

Dans le probléme du mouvement des satellites galiléens, on
introduit par suite du mouvement du repére, deux autres constantes

d'intégration.
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21. Dans le cas résonnant, 1‘argument élémentaire introduit n'est plus
une fonction linéaire du temps L, mais contient en plus une partie
résonnante 6A.

On sait, par 1'observation, gque cet argument est de longue période
et que 1 amplitude associée A ce terme est extrémement faible.

Les nouvelles longitudes utilisées dans les développements sont
désormais A & la place de L. On a les expressions suivantes liant ces

quantités :
li = L,"‘ 61‘, )\2’- L2+ Skz, 7\3= L3+ 8A3;

enfin Xb= L, car le satellite 4 ne fait pas partie du groupe de satellites
en libration.

La fonction F ne sera plus développée au voisinage de :

X,= E = col (L,N,0),
mais de :
~n
X,= & = col (A,N,0).

X s’écrit maintenant sous la forme d’une somme de deux groupes de termes

bien distincts : les termes ordinairesly et les termes résonnants &-.
(14) K= X =) 70, Y70

22. Dans 1le développement de la solution, les termes résonnants
apparatssent dés "l'ordre 2 dans les éguations de circulation et de

fréquence :

Ky ~Xg5 = Aj- N3 —Xg5= Fyj s
(15) x2j= sz.
On calcule :
(16) ?\j = Fop+ Fyg s

dans laquelle le second membre ne dépend du temps que par l1'intermédiaire

de :
A = (x|A).

On peut poser : i(/\) = (0(\F—2+f:‘4),

d'ol 1'équation de la libration du second ordre en A:
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(17) A = X(N).

Son calcul fournit 1la :période de 1la libration et 1les facteurs de
répartition @, , &,, @3 de la longitude de la libration parmi les trois
satellites en résonance. La définition de ces facteurs sera présisée dans
le paragraphe 467 lors du calcul de leurs valeurs.

Les reésultats obtenus par 1'étude de la libration seront introduits
dans un calcul d’estimation d’éventuelles corrections a apporter a la

solution acquise précédemment pour le mouvement non résonnant.

SOLUTION VARIATIONNELLE.

Formation du systéme variationnel

23. L’'équation du systeme perturbé est de la forme X - JX = F(X), dans
laquelle le second membre F dépend aussi du temps. Ici, cette forme
réduite permet de simplifier | écriture. On fait wun changement de
variables {X — Y) analytique qui transforme le systéme ci-dessus en un
systéme d'équations aux variations, sachant gque la solution intermédiaire
donnée par x=%+ 0N (%) vérifie strictement le systéme d’'équations X - Jx
= F(X). Le systeme variationnel est obtenu par 1‘utilisation d’'une

transformation dite découplante {(Sagnier, 1981) définie par la relation
(18) X = ¥+ N (E +ProjY) + Y,

ol FrojY est une projection sur le plan (Y, ,Y,)

Y; Y
si Y a pour composantes Y, ProjY a pour composantes Y,
Yy 0

24. Moyennant 1‘utilisation de cette transformation, on montre (Gomes,

1986) que 1°on obtient un systeme variationnel de la forme :

Y - J.Y = FUE+ Y +7(&+ProjY))
(19) = FUE +ProjY+ NI E +ProjY)),

soit aprés le développement du second membre :
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(20) V- 3y =60y s ZG(")(Y),

ot la matrice Go)a une forme particuliére permettant le découplage des

variables neutres des autres variables.

0 (E,t;m)
(E,t5m) = | 0 0 6% (g,t;m)
o 69 (&,t;m)

B(; )

(21) o

25. Considérons maintenant le systéme linéarise Yy - Jy = BOB.Y qui
constitue la partie principale du systéme (20). Une écriture plus
détaillée de ce systéme montrera la forme des équations relatives aux

composantes de Y :

Yy = 3+ 6"y,

ou :
= 5
Wofo 1 8@y,
Y = U)
B =[o o 6| |% .,
v y “) .
Yi 0 0 GS YJ
avec j=3 a 6.
ou encore
b, = v, 80,
Yo = G%3Y3’
" - (9 .
Yy = B¢ Y

dans lesquelles les matrices :

©_ k) W 20y oD

= G-/= —lL

G’ = ')Xj ] 2 raxJ 9 2 BXJ_ 9

ont pour dimensions respectives 4%16, 4x1b6, 16x16. Ce systéme apparatt
comme une variante plus explicite des équations aux variations au

voisinage de la solution

X =% +Z)(§,t;m),

car le systéme aux variables neutres est découplé de 1’'ensemble. Le

systéme ainsi découplé

(22) ;fj' = Bg>(§,t;m).Y- , i=3 a &,

J
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est de la forme :

(23) vV = 6.,
ot G est une matrice associée au systeéme (23) dont les éléments dépendent
du temps et des composartes de m, et Y un vecteur colonne de 16 variables
dépendantes inconnues.

Une fois calculée la solution variationnelle Y, 1la transformation
découplante (18) permet 1le retour aux variables X. Notons que pour 1la

premieére approximation, cette transformation est équivalente a 1la

tranformation donnant les équations aux variations classiques.

Formation et intégration du systéme autonome.

26. La premiére étape consiste a intégrer le systeme (23) relatif aux

@)

variables neutres, dont 1la matrice associée est G; . Cette résolution
s 'appuie sur la procédure de Krasinskij (196%9) déja développée par
Brumberg dans des circonstances voisines. On applique au systéme envisageé

la transformation voisine de 1 'identité :
ol 9 est de la forme

dont 1la partie principale est 1la matrice 1identité, 1les compléments
ordonnés par vrapport aux composantes de m sont faibles et dépendent du
temps. On impose de plus & I de vérifier un nouveau systéeme linéaire a
coefficients constants

(24) 7 =H.1,

H et ® doivent @tre choisis tels que Y vérifie 1 'équation (23). On vérifie

alors que les matrices 6, G, H vérifient le systeme différentiel
8 = 6.6 - 6.H .
Le couple de matrices {(8,H) qui permet de réaliser la transformation pour

1'ordre 1 de m est

H =< G“)>, la moyenne de G,

9 =J[GG)—< g% >] dt.

H est imaginaire, on utilise dans la suite la matrice h définie par H=ih.
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27. La matrice h associée au systeme autonome (24) est une matrice
constante dont les éléments sont des polyntmes des masses et des grandeurs
associées tels que les harmoniques zonaux J, et J4 du développement du
potentiel de Jupiter. Dans la résolution du systéme (24) qui fournit la
solution A& lonque période des oscillations libres du systéme des
satellites considérés, on calcule les valeurs propres et les vecteurs
propres de h. La matrice M des vecteurs propres permet de definir un
nouveau changement de variables Z=M.U. Le systéme (24) se transforme alors

en un systéme en U :

ou

I est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres
obtenues lors de 1’opération de diagonalisation de la matrice h. Le

nouveau systéme admet comme solution

u; = Cj expi (gjt+f}j).
La solution pour Z s’'obtient ensuite par une transformation linéaire de la

solution U. On a :

(26) ZJ = ZkHJ" CkEXP'i(qkt+6L)s

o les guantitées Mdk représentent les éléments de la matrice des vecteurs
propres, G s Pk’ les colonnes des constantes arbitraires a déterminer par

la comparaison & 1l observation. L'indice j désigne le numéro de satellite.

Remarques concernant le systéme autonome.

a. Le nombre de 18 équations du systéme (24) peut etre réduit de moitié
car les équations sont conjuguées deux a deux. La matrice associée h
est alors de dimension 9x9.

b. Dans 1la premiére approximation, on peut aussi traiter ce systeme en
deux fois : la premiére avec la sous-matrice 4v4 relative au
mouvement des grands axes, la deuxiéme avec la sous-matrice de
dimension 55 relative au mouvement des noeuds et de la précession
du repére. Cette opération est possible car les autres éléments de

la matrice h sont nuls.
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c. L'interaction treés faible entre les mouvements orbitaux et 1la
précession permet de faire le calcul de la précession d'une maniére
ponctuelle lors de la solution du systéme autonome et plus tard lors
du traitement du systeme critique. Ce sont les seuls moments ol 1°on
s'occupe de ces deux équations supplémentaires. Dans toutes les
autres circonstances on considére uniquement les équations du
mouvement des satellites affectées des compléments dus au mouvement

du repére.

Intégration du systéme variationnel.

28. Cette premiére étape se termine avec le retour aux variables Y par
la multiplication
_ f@) o
(27) Yo = (1487 02,

Yj é¢tant connu, on aborde dans la deuxiéme étape 1l intégration du systéme

v o= g®
(28) Y, = B Y]

par rapport au temps. Dans la derniére étape, les résultats obtenus pour Y,
sont introduits dans le systeme

v m

(29) Y, = ¥, + 6V

'BRER)

dont la résolution est également faite par intégration par rapport au
temps. Ainsi la partie concernant les variables de circulation est obtenue

au moyen d'une intégration double par rapport au temps.

Calcul et intégration du systeéeme critique.

29. Les solutions (28) et (29) de la premiére itération seront utilisées
dans les substitutions pour la formation des compléments venant de 1l ordre
2. Dans les équations ia relatives au mouvement des grands axes des
orbites, ce sont les variables de fréquence et de circulation qui
apportent les contributions les plus importantes. Dans cette opération,
les arguments mixtes (constitués de deux types d’arguments : les
longitudes moyennes L et les arguments a longues périodes (gjt+ﬁj) de ces

solutions se combinent avec les arguments contenant seulement les

longitudes moyennes pour redonner les fonctions du temps du type :

exp i(gjt+§j) ,
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comme celles de (26). Ce traitement est proche de ceux utilisés dans les
travaux de Scuillart cités dans Ferraz-Mello (1979). Ces contributions
importantes portent les mémes arguments gque ceux de la solution A trés
longues périodes de la premiére approximation. Elles sont habituellement
appelées termes critiques. Cet ensemble de compléments fournit, au moyen
d‘un traitement matriciel inverse, une matrice a éléments constants «c,
complément de h de 1'équation (24). On obtient ainsi un systéme linéaire
critique

(30) 7 =i (hta)Z,

dont 1la résolution fournit les nouvelles valeurs des fréquences g, et les
nouveaux vecteurs propres Mj;k. Les etapes suivantes de 1'integration sont

identiques a celles de la solution du systéme variationnel non critique.

TRAITEMENT DES TERMES NON LINEAIRES.

30. Les termes non linéaires sont ceux qui portent un degre supérieur a

1. Dans leur traitement, on les sépare en deux groupes : un groupe de
termes autonomes qui ne dépendent pas explicitement du temps, et un groupe
de termes qui dépendent du temps de fagon explicite par 1'intermédiaire
des longitudes moyennes contenues dans les arguments. Les termes autonomes
sont traités dans les équations exprimées en variables U avec ajustement
des modules et des phases des termes A& trés longues périodes obtenues
dans la solution du systéme linéaire en U. L’exposé de la méthode est plus
commode avec la 'présentation des résultats. I1 se trouve dans le
paragraphe 82 du chapitre 4., On trouve dans le paragraphe 83 du méme
chapitre le traitement des termes non lindaires qui dépendent du temps de
fagon explicite.

Le traitement des termes non linéaires autonomes apporte des
modifications sur les fréquences des termes 4 trés longues périodes. Le
traitement des termes non autonomes donnent des termes périodiques.
Certaines commensurabilités entre les longitudes moyennes contenues dans
les arguments peuvent donner lieu & des groupes de termes importants,
comme le groupe de termes dits de de Haerdtl dans le cas des satellites
galiléens ou celui de la grande inégalité Jupiter-Saturne dans le cas des

planétes.
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Chapitre 2

DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE
ET FORMATION DES SECONDS MEMBRES DES ERUATIONS

Ce chapitre aborde le développement de la fonction perturbatrice et
la formation des seconds membres des équations. Pour un satellite

considéré, la fonction perturbatrice a trois composantes provenant de :

- l'action des autres satellites.
- 1'effet de la distribution' de masse & 1'intérieur de Jupiter;

- l'action du Soleil.

Dans 1 étude des perturbations du mouvement des satellites
galiléens, le nombre de corps a considérer peut étre limité & & : Jupiter,
les quatre satellites galiléens et le Soleil. Les autres satellites du
systéme jovien, de masse tres faible, ne jouent aucun r6le dynamique
sensible. Il reste a considérer la perturbation du Soleil car 1‘action
directe des autres planetes est faible. Toutefois, on doit tenir compte
des perturbations de ces mémes planetes sur le mouvement du corps central
qui est ici Jupiter dans son orbite héliocentrique. Les inégalités
caorrespondantes apparafssent ainsi dans le mouvement relatif jovicentrique
du Soleil, et par suite dans le mouvement des satellites par le

développement de la perturbation solaire.

LES TROIS TYPES DE PERTURBATION DU MOUVEMENT DES SATELLITES DE JUPITER.

31. Le mouvement d'un satellite donné est perturbé par les perturbations

de trois types :

- Perturbation du type planétaire : c'est la perturbation créée par
les autres satellites du systéme. Elle ressemble & celle de 1'action
mutuelle des planetes sur trois points : la masse dominante du corps
central, les orbites A& excentricité et & inclinaison faibles et
enfin les distances mutuelles grandes par rapport aux dimensions des
satellites permettant de considérer ceux-ci comme des points

matériels;
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- Perturbation du type lunaire : Le mouvement d'un satellite du systeme
est perturbé par le Soleil de la méme maniére que celui de 1la Lune
perturbé par le Soleilj

- Perturbation du type satellite artificiel : les satellites évoluent
sur des orbites trés proches de Jupiter et subissent 1°action du
bourrelet équatorial de Jupiter. Cette perturbation est identique a
celle subie par un satellite artificiel en mouvement sur une orbite

proche du corps central.

Ces trois types de perturbation ont pour effets principaux suivants :

Effets de 1'interaction. Les commensurabilités existant entre les

moyens mouvements des trois premiers satellites donnent des
excentricités induites beaucoup plus importantes que les
excentricités libres dans le cas de J1 et J2. Ces particularités ont
été abordées dans 1 'introduction (paragraphes 1 & 3).

. Effets de 1'action du Soleil. L'orbite jovicentrigque du Soleil se

déduit directement de l1orbite héliocentrique de Jupiter. La
perturbation due a la présence du Soleil est plus faible que celles
des deux autres actions en raison de la grande distance séparant le
Soleil et 1le systéme jovien. Comme effet indirect des actions des
grosses planétes, certains termes contiennent dans leurs arguments
des éléments des orbites de ces corps. Les amplitudes des termes
obtenus lors du développement sont faibles, mais elles réapparafssent
plus grandes aprés intégration car la vitesse angulaire faible du
Soleil et le mouvement lent de 1'orbite solaire donnent des facteurs
de multiplication importants lors de 1'intégration.

. Effets de 1'action du renflement équatorial de Jupiter. Les

satellites du systéme jovien gravitent autour de 1°‘astre central
Jupiter par 1l'attraction de sa masse dominante. Mais la proximité des
satellites et de Jupiter ne permet pas de considérer ce dernier comme
un point matériel dans 1 'eétude dynamique du systéme. Jupiter a
approximativement la forme d’une ellipsoide de révolution aplati.
Comme effet a longue période, le bourrelet équatorial de Jupiter tend
4 ramener 1'orbite du point matériel vers le plan de 1'équateur et
donne au grand axe de cette orbite un mouvement de méme sens que san
mouvement orbital. Cet effet décroit trés vite avec la distance
séparant le point matériel et Jupiter. Dans 1°étude théorique, 1la

présence de cette perturbation donne au systéme autonome des
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variables neutres une forme assez remarquable : les éléments de 1la
diagonale de 1la matrice associée a ce systéme sont nettement plus
grands que les élémen}s voisins et cette décroissance en amplitude
continue d‘une fagon graduelle jusqu'aux éléments les plus éloignes

de la diagonale.

32. La fonction perturbatrice est constituée de trois composantes

provenant des trois actions citées ci-dessus:
(31) R = Rjk+ Rg + Ry -
Chacune de ces composantes se développe d'une fagon différente de

celles des deux autres en raison du choix des petites gquantités utilisées

dans les développements (table 3).

Table 3
Petites guantités Ordre de grandeur
Type de utilisées dans le dévelop- des petites quantités
perturbation pement en série entiére. sat. sat.? sat.3 sat.4
Ferturbation Rapport entre les demi- 0,2240 | 0,3364 0,3940 | 0,2240
mutuelle grands axes du couple de a a a a

satellites considéres 0,6284 | 0,56284 0,b269 | 0,5685

Perturbation Rapport du rayon ¢équato-
du bourrelet rial de Jupiter au demi 0,1693 | 0,1064 0,0667 | 0,0379
gdquatorial grand axe de l1'orbite du
de Jupiter satellite.
Perturbation Rapport entre le demi-
du Soleil grand axe du satellite ,00054 | ,00086 ,00138 | ,00242

et celui du Soleil.

DONNEES UTILISEES DANS LE DEVELOPPEMENT.

33. Nous disposons, a 1’ heure actuelle de données beaucoup plus précises

des constantes physiques qu’au début du siecle & 1’époque ot Sampson
élaborait sa theéorie. Plusieurs inconnues du probléme sont devenues des
données. Prenons le cas des masses des satellites par exemple, la théorie

de Sampson utilise des valeurs numérigues provisoires des masses pour
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construire un systéme d équations dont les masses sont des inconnues. La
résolution de ce systéme s'appuie sur des reésultats d 'observation. La
solution de Sampson et les récentes versions de solution de ce systéme
utilisant 1a méme théorie et des moyens de calcul sur ordinateur, ne
donnent pas des valeurs des masses proches des celles obtenues par des
sondes spatiales. L'écart relatif est treés faible pour la masse de J2 mais
atteint 25% pour celle de J4. Ces écarts ne peuvent étre expliqués d’'une
fagon simple, par exemple, supposer que ] ‘observation utilisée pour la
détermination de la masse de J2 est bonne, et celle utilisée pour
déterminer la masse de J4 est mauvaise, car il est souvent difficile
d'isoler un effet donné des résultats d'observation qui dépendent de
nombreux paramétres. Dans 1’'élaboration de notre théorie, les masses sont
considérées comme des constantes connues, leurs valeurs numériques sont
introduites dans le calcul. Cependant, une trace littérale accompagne la
valeur numérique de chaque gquantité de facon notamment & pouvoir exprimer

éventuellement la solution en fonction d autres jeux de masses.

Constantes physigues.

Les constantes physiques sont prises dans les résultats de dépouillement

des mesures des sondes Pioneer 10 et 11 par Null (1976) :

Les masses des satellites sant

m, = 0,00004684,
m, = 0,00002523,
n, = 0,00007803,
m, = 0,00005661,

pour la masse de Jupiter prise égale a 1.

Le rapport de la masse du Soleil & celle du systéme de Jupiter :

M
S _ = 1047,3443 .
My +2img

Le rayon équatorial de Jupiter :
Ao = 71398 km .
Les facteurs d'ellipticité jovipotentielle :
Jo, = 0,014733 ,
Iy = -0,000587 .

Constantes arbitraires utilisées dans la définition des variables.
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Les constantes arbitraires N sont prises dans la version E-2

(Lieske,1980):

N, = 203,488955363 %jour ,
Ny, = 101,374724557 % jour
Ng = 50,317609154 % jour ,

Ny = 21,571070875 %jour .

Constante de gravitation de Jupiter. Dans le mouvement héliocentrique de

Jupiter, c’'est la masse du systéme entier (Jupiter + satellites) qui est
prise en compte. Dans 1’'étude du mouvement des satellites galiléens, nous
definissons Gy comme la constante de gravitation due & la masse de
Jupiter, dont la valeur est calculée au moyen de celle de la constante de
Gauss k (k = 0,01720209895) du systéme des constantes astronomiques de
1'U.A.I. 19746. A partir des données numériques ci-dessus, nous calculons
le rapport de la masse de Jupiter & celle du Soleil :
My 1

ensuite la valeur numérique de Gy

By = kz—m—i = 0,282476820622 x 10°.
ORDRES DE GRANDEUR DES PERTURBATIONS.

34. Les masses des satellites sont faibles par rapport & celle de

Jupiter. Le rapport entre la masse d'un satellite & celle de Jupiter est
toujours inférieur & 1x10% c'est & dire au moins dix fois plus fajble que
le rapport entre 1la masse de Jupiter et celle du Soleil. Lors du
developpement, on a comparativement des amplitudes des termes plus faibles
que celles obtenues dans une théorie planétaire par exemple. Mais certains
arguments, dont les caractéristiques correspondent aux commensurabilités
des moyens mouvements des trois premiers satellites, donnent des facteurs
d'integration importants. 0On trouve, aprés 1'intégration, un groupe de

termes dont les amplitudes sont fortement amplifiées.

La masse du Soleil est importante, mais 1'éloignement du systéme de
Jupiter diminue trés fortement ses effets. Dans le développement de 1la
perturbation solaire, ce n'est plus la masse du Soleil qui donne 1‘ordre
de grandeur de sa perturbation mais l‘expression :

M. ( Ng)Z
1+M Nj
apparue en facteur de la fonction perturbatrice due & 1la présence du

Soleil.
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En ce qui‘concerne les différents termes de la perturbation due au
renflement équatorial de Jupiter, 1'ordre de grandeur de ces perturbations
n‘est pas J,, mais 1’expression :

36
J
apparue dans le développement du terme principal contenant J,. C'est dans
le cas du satellite J1 que le premier élément de la série contenant le
facteur J, paraft bien plus grand en ordre de grandeur que les masses des
satellites. On sait en plus que le facteur J, a 1'ordre de grandeur du
carré du 1'harmonique zonal principal J,.

Ces considérations montrent qu’il est bien difficile de définir un

ordre homogéne par rapport & cet ensemble hétérogéne de parameétres

physiques. La table 4 donne les ordres de grandeur de ces diverses

perturbations.
Table 4

m; Ao A\t M ¢

j 1+Jm- % (—9) J“(—If) 1+$M (%)

] J J sV

Sat.1 1 ,00004484 ,00042238 -,00000048 ;00000017
Sat.2 2 ,00002523 00016681 -,00000007 ;00000067
Sat.3 3 ,00007802 400006555 -,00000001 ,00000272
Sat.4 4 4000056561 ,00002119 -,00000000 ,00001482

On peut remarquer que la gamme des masses des satellites n’'est pas
dtendue; le rapport des deux masses extrémes n’'est que :

0,00007803

0,00002523

~ 3

C‘est une valeur trés faible comparée au rapport des masses proche de 6000
du couple Jupiter-Mercure dans le probléme planétaire. La table 4 montre
que, & coté de la colonne concernant les perturbations mutuelles et
représentée par les masses m; g les autres groupes de constantes dépendent
des distances séparant les satellites et Jupiter; les deux premiéres
constantes de la colonne contenant J, sont les seules valeurs plus grandes
que les masses des satellites. On peut prendre, dans chacune des colonnes
une valeur et la définir comme 1'ordre i de la perturbation

correspondante. Cette assimilation n’'est pas nouvelle, Sampson (1921) a

déjad utilisé des paramétres jj et kj {indice j=1 &4 4 : numéros des
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satellites) pour donner 1’ordre de grandeur des perturbations :

. _ 3 Ag \2
J; < ?(lﬂnJ)(Tj) Js
(32)

kj == p1+ng) ( 2;)" T
A part des masses des satellites, pour fixer les idées, nous désignons la
valeur soulignée dans chacune des trois dernieres colonnes de la table 4
comme 1'ordre | de la perturbation considérée. Chacune des autres valeurs
de la méme colonne est reliée a elle par un facteur numérique simple.

Ce choix arbitraire n'a aucune conséquence numérique car le
coefficient calculé de «chaque terme contient déja numériquement les
constantes physiques. Sur le plan de la mise en oeuvre par 1’'introduction
d'une notation littérale, nous utilisons j,, j, , mg pour marquer leurs
traces a 1'ordre 1. Il reste & voir s’il existe un inconvénient réel au
niveau de 1'ordre de grandeur des termes d'ordre 1 portant la trace j,
comparé a celui des termes portant une trace m, de méme ordre. Le calcul
effectif nous débarrasse de ce souci car le développement de la partie
provenant de 1'aplatissement donne parfois des amplitudes plus importantes
mais les 1inégalités obtenues ne sont pas affectées de facteurs

d'intégration de valeur élevée.

STRUCTURE D'UN TERME DU DEVELOPPEMENT.

35. Dans le développement en série de la fonction perturbatrice, chaque

terme est une expression monéme composée de trois facteurs :

- Un coefficient numérique et une trace littérale. Dans le cas d’un

terme d'ordre un, cette trace littérale permet d'identifier 1la
constante physique utilisée, et par conséquent, la perturbation qui
génere ce terme. Dans le cas d'un ordre plus élevé, on peut trouver
les traces des constantes physiques du corps perturbé et du corps
perturbateur.

- Un facteur apparu sous la forme d 'un produit de variables. Chacune

de «ces variables est dotée d’un exposant positif ou nul. Ces
variables sont des variables elliptiques dans le cas des satellites
et de Jupiter et sous la forme des variables d’inclinaison dans le
cas de 1°équateur de Jupiter. Dans le développement de la fonction
perturbatrice on considére chaque fois deux corps, un corps
perturbateur et un corps pertubé, les variables apparues sont celles

relatives & ces deux corps.
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- Une fonction exponentielle d’un arqument. A cette étape du

développemeﬁt, cet argument est une combinaison linéaire des
arguments élémentaires du type longitude moyenne dont nous
préciserons le mode d’'introduction dans le paragraphe suivant.
On voit qu’a cette étape préliminaire, un terme ne contient pas simplement
un module et un argument, mais aussi un facteur littéral contenant des
variables. Le traitement de ce facteur fait partie du développement de 1la
solution.
La forme structurée d'un terme de la fonction perturbatrice relative

4 1'action d’un corps k sur le corps j est donc :

Coefficient Facteur variable Fonction du temps
(k) ik o
Ces) * ng)) X | expils,jLj+s,Ly)

Un des deux derniers facteurs ou meéme les deux facteurs peuvent etre
absents. Dans cette forme générale du développement de la perturbation
mutuelle, le coefficient est numérigque et contient les traces littérales
des constantes physiques m;, my :
C(jk) - [ N mrz]
() Vi VpVaeaeVyy 5.8,.0.5, i k

Pour les autres sources de perturbations, les coefficients apparafssent
sous la méme forme avec une des traces de j2 ou ja ou Mg a la place de my
du crochet. Cette forme indicée indique que la valeur numérique du
coefficient C dépend de la composition de 1‘argument et du facteur
variable littéral dont la forme est donnée plus loin par la présence des
coefficients (s) et des exposants des variables (v). Nous avons choisi
d‘évaluer le contenu du crochet composé des constantes physiques et de
1'inclure dans le coefficient. Le coefficient numérique ainsi eévalué donne
l1’ordre de grandeur du terme. Ces constantes physiques figurées ici ne
représentent plus que des traces littérales utiles au repérage de 1'ordre
et 1'origine des perturbations.

Le facteur variable 1littéral est un produit des variables et
apparatt sous la forme : '

) Vo Vau Vs v Va v Ve vV V7 Vg Vo Ve MV VY
- 4 (3 7 8 9 ) ] 2
Foy = Sy g% s X4 X5 Xej  Sik Sak Xak Yak Mok Yok

Chacune de ces variables peut étre absente dans cette expression. Dans ce
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cas son exposant est nul. La propriété de d'Alembert, qui définit la

relation entre la caractéristique de 1 argument s, +s, et les exposants

1

des variables neutres, est donnée par la relation :

(33) Vi TV, tVg VetV TV tv,, ~V =—(51J- +51k)'

5 6 9 10 1 {2

ARBUMENTS UTILISES DANS LE DEVELOPPEMENT.

346. Les arguments utilisés sont des fonctions lineéaires du temps dans le

cas non résonnant. Ces arguments apparafssent dans le développement sous
forme littérale. Cette forme littérale permet de représenter les arguments
linéaires du temps et de compléter éventuellement par une composante
résonnante fonction périodique du temps. Nous rencontrons ce type
d'arguments dans le traitement de la libration, ol le complément résonnant
a une amplitude trés faible. Dans le premier cas nous avons une fonction
de circulation, qui reprend la méme valeur chaque fois gue son argument
augmente de 360°. Dans le deuxiéme cas nous avons cette méme fonction de
circulation légérement modifiée par la présence d'un petit complément
périodique dans 1’argument. Examinons le mode d'introduction de ces

fonctions linéaires du temps comme arguments élémentaires.

Dans la solution intermédiaire non résonnante qui dépend de six
constantes arbitraires, nous choisissons de les introduire tout a fait au
début du traitement, dans la définition méme des variables. Ces constantes
arbitraires sont les moyens mouvements moyens Nj obtenus par 1 ‘observation
et les longitudes moyennes Ej a 1'époque initiale t=0. Ces définitions se
trouvent dans (3) et (4), paragraphes 10 et 11. A 1 heure actuelle, ces
constantes sont trés bien connues car leurs valeurs sont tirées des
résultats de plusieurs siécles d'observation et leur ordre de grandeur est
confirmé par la théorie. Il existe toujours un ajustement des valeurs
attibuédes A& ces constantes dans chaque théorie aprés la comparaison aux

observations, mais les écarts relevés sont toujours tres faibles.

Exemple:
Ny /jour N, 7iour
Sampsan 203488954208 101,374723445
Lieske E-2 203,4889553463 101,374724557
Ecart (L.-5.) 0,000001155 0,000001112

Les écarts relevés ne touchent que le neuviéme chiffre significatif.
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Le développement de notre théorie est fait au voisinage de ces
constantes dont les valeurs sont données par Lieske E-2 (1980). Aprés la
comparaison de la théorie a 1’'observation on pourra voir si les eécarts
entre les nouvelles valeurs ajustées et les valeurs utilisées initialement
justifient une itération du développement de la théorie.

Dans le «cas du mouvement non résonnant, la variable de circulation
§1a pour expression :

3, = i(f - L), ou L = Nt+E,
et dans le cas du mouvement résonnant :
T=i0l-2), ol N représente L+48A
tel qu’'il est défini au paragraphe 21. C’'est cette derniére relation qui
remplace en deéfinitive la premiére relation de définition (6). Comme
exemple de 1'introduction effective des fonctions linéaires dans les
arguments, nous prenons le développement d’'une fonction d'un argument
éléméntaire du type longitude moyenne utilisée habituellement dans les

théories classiques :

expiﬂ expil.exp§,

expil(t +5 ¢ c2e ),
La série développee ne contient que des arguments fonctions
linéaires connues du temps :
expil +§1expiL +-%gfexpiL + .
La variable §, représente une petite quantité; la série converge
rapidement. L'utilisation des variables de ce type permet d’'éviter de
faire des déveloﬁpements de Taylor au voisinage des données dans la

construction des seconds membres des éqguations.

SERIES DE BASE UTILISEES DANS LE DEVELOPPEMENT.

37. L'expression de la fonction perturbatrice contient des rapports des

distances et des distances anqulaires des divers corps du systéme. Le
développement de ces quantités utilise d'une fagon fréquente quelques
expressions que nous donnons ici sous la forme des développements en série
de Fourier. 0On pourra remarquer que certaines de ces expressions sont
utilisées aussi bien dans le développement de 1’interaction que dans 1la
perturbation par le Soleil par exemple.

Les expressions courantes sont nombreuses :

a r a\3
L .
r a r oyee= expiv, expilv-M), etc

ot a, r, v sont définis au paragraphe 7. Il nous suffira d'obtenir
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initialement deux développements de base :

%} et E} expi (v-M),
4 partir desquels nous pourrons former toutes les combinaisons utiles. Par
exemple, le développement de g-peut @tre obtenu par 1'intermédiaire de la
série algébrique (l+x)_1 : un sous-programme de substitution remplace
chaque paramétre littéral x de la série (1+x)-1 par la série (?: -1). Un
autre exemple : la série (expiv) sera obtenue de la facon suivante : une
premiére multiplication de deux séries %} et%; expi (v-M) donne la série
expi{v-M); une deuxiénme multiplication par la séerie {expiM) donne la série
cherchee.

Le calcul des deux séries de base mentionnées ci-dessus utilise les

relations données par Kovalevsky (1963) 1

__ra: = 1+[2J (pe) cospM,
p=1
o0
{34) | recosv = af—%;1-§j4%;ép yipel JPM(pe)) cospM],
?:
| rsinv = aVl—ez[ E: %;(JPJ(pe) + JPH(peO sian];
P:’

dans lesquelles Jp, JP” y Jps représentent les fonctions de Bessel, le
parameétre étant pe. Leurs développements en série relatifs a un parametre

quelconque x ont pour expressions :
n
x@ 1 x\¢ 1 x\2n (-1)
1.0=1- (] _"H i Lo
° 2/ (1 \2/ (2 2/ (n)?

X\2n (-l)n
Jk@)= (> [ H 11 (k+1) "'+(—°) n!(k+l)(k+2)...(k+n)+m]

£

Les développements en série de Fourier de ces expressions satisfont
la propriété de d’'Alembert qui fixe la relation entre le degré en
excentricité du coefficient et la caractéristique de 1 argument. Prenons

comme exemple le développement en série de Fourier de 1'expression
+k Tk

YL r -
(39 sin jv ou (E;XCOS ivs

dans chaque terme, le degre en axcentricité du coefficient de sinpM ou

cosphl est : d = p-]
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Dans notre jeu de variables, X, traduit le mouvement du grand axe
de 1'orbite. Elle a comme module l'excentricité e et comme argument,wla
longitude du périjove de.l1'orbite. La propriété de d'Alembert s’applique a
Xz d'une fagon presque semblable qu’'a e du cas abordé ci-dessus. Le degre
d de X; de chaque terme du développement en série de

expi Jjv,
est lié A& la caractéristique p de la fonction du temps expiplL par la
relation

d = -ptj.

Le nouvel argument L est formé par 1'addition de 1’argument W de X, a
1'anomalie moyenne M. Ainsi, dans chaque terme du développement de %? , le
degré en Xa sera -p si la fonction du temps est expipl; dans chacun des
termes de :§~expiv, le degré en X3 sera -p+l si la fonction du temps a 1la
méme expression expi pL. D’aprés notre paramétrage, X, est la conjuguée de
X3 . Dans 1'utilisation simultanée de ces deux variables dotées des
exposants d,, d4 ; la différence
d, - dg

est lide & la caractéristique p de 1’arqument par la relation :
dz-dg = -p+i.

PRECISION UTILISEE LORS DE LA COLLECTE DES TERMES RETENUS

38. Lors du calcul des séries de base, nous avons utilisée une précision

de calcul trés poussée de 10®radian comme la plus faible valeur absolue a
retenir. Ces séries de faible volume sont calculées une fois pour toutes.
Elles sont rangées dans un fichier destiné 3 une wutilisation fréquente
lors du développement de la fonction perturbatrice.

A 1'étape de la collecte des termes issus du développement de 1la
fonction perturbatrice, nous n‘avons plus la possibilité pratique
d’adopter une précision commune & tous les degrés, en raison d’une
augmentation rapide du nombre de termes avec le degré des variables. Le
traitement des séries sur ordinateur reste une opération trés coQteuse en
temps de calcul et en espace mémoire occupé par les séries; on est amené
pendant le deéveloppement de la theéorie a adopter une précision
raisonnable. Nous comptons retenir dans le résultat final,apreés

l1'intégration des eéquations, tous les termes dont 1 amplitude est
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supérieure a lﬁi&[?radian jovicentrique. Cette valeur correspond & 42, 47,
107 et 188 métres respectivement dans le cas des quatre satellites de 1 &
4. Cette precision est aussi celle des théories de Sampson et de Lieske.
Pour bien situer cette précision dans le domaine théorique comme
dans le domaine de 1 observation, il est utile de voir les amplitudes de

quelques termes pricipaux

- Amplitude de la grande inégalité en longitude
du satellite J1 provenant des perturbations 4 0,0082631 radian
mutuelles J jovicentrique.

- Amplitude du plus grand terme de la longitude
du satellite J4, provenant de la perturbation | 0,0005594 radian
solaire 2 jovicentrigue.

- Amplitude du plus grand terme du rayon-vecteur

de 1 orbite déduite des oscillations libres jovicentrique.

du satellite J4, provenant de 1 'excentricité J 0,0073742 radian
Du c6té de 1°'cbservation, une précision de 0"05 géocentrique d'une
observation photographique par exemple correspond & :

0,00050 radian jovicentrique dans le cas du satellite Ji,

ou  0,00028 radian jovicentrique dans le cas du satellite J2,
au 0,00018 radian jovicentrique dans le cas du satellite J3,
ou 0,00010 radian jovicentrique dans le cas du satellite J4.

La grande précision des observations actuelles des phénoménes- mutuelles
des satellites galiléens permet de gagner un facteur 10 par rapport & ces
chiffres.

A premiére vue, la base adaoptée pour la collection des termes de
1x10~7 radian jovicentrique paraft trop faible; elle peut laisser dans la
collection un bon nombre de termes inutiles. Cette valeur se trouve en
réalite a wun niveau raisonnable compte tenu des termes & trés longues

périodes qu‘on doit obtenir avec une bonne précision.

La precision choisie impose des marges de développement assez
variables. Celles-ci dépendent en effet des facteurs d‘intégration des
inegalités apparues. Voici quelques exemples :

- L’'inégalité (L4 - Lp), de fréquence 1,78223 rad/jour, a un facteur
d'intégration égal & 0,561095; une marge est inutile.
- L'inégalite (L, - 2L, ), de fréquence 0,012907 a wun facteur
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d'intégration égal & 77,4784  nécessite un développement a 1la

précision arrondie a 1x10-9radian jovicentrique.

- L'inégalité (-3Ly+7L,), de fréquence 0,000780 rad/jour, a un facteur
dintégration égal a 1282,5. Elle se trouve dans certains seconds
membres qui nécessitent une double intégrationg le facteur
d'intégration est alors porté a une valeur trés élevée 1645000. Cet
argument est souvent associé a d'autres longitudes des périjoves qui

réduisent encore la fréquence générale. Par exemple, 1 "argument :
_3L3+7L4_ﬂ2-3ﬂ4‘

donne un facteur égal a (64535)% soit 4,165%109 aprés une double
intégration. Heureusement, il y a peu d’arguments de ce type dans le
cas des satellites galiléens. Les autres commensurabilités (-1,+2)
des moyens mouvements des couples J1-J2 et J2-dJ3 sant importantes
aux degrés zéro et un, mais faibles aux degrés élevés. Une autre
commensurabité (-1,+4) des moyens mouvements du couple J1-J3 danne

des termes négligeables.

La considération de ces cas extrémes permet de voir qu'il est
nécessaire. de déterminer un majorant numérique qui représentera un degré
dans le test de collecte des termes significatifs. Ce majorant numérique
est wutilisé wuniquement dans le test d'élimination des composantes
négligeables et n'apparaft nulle part dans les expressions. La
détermination de sa valeur doit tenir compte des modules réelles que

peuvent avoir les variables et d'une large marge de sécurité.

Nous wutilisons dans 1le développement général jusqu’'au degré 2 1la
précisian 5x10-9. Dans le test sur 1'amplitude des termes & retenir, la
valeur utilisée pour représenter un degré est 0,01. D'autre part, dans des
développements partiels repondant a certaines recherches spécifiques, 1la
précision de collecte est portée plus loin par un facteur allant de lxldz
a lxlo’a . La collecte des termes indépendants explicitement du temps
jusqu’au degré 35 fait partie de ces développements ponctuels. L'estimation
pratique permet de constater que toutes les contributions de degré
supérieur a 35 sont négligeables pour la précision finale de 110”7 radian

fixée au début de ce paragraphe.
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DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL PERTURBATEUR PROVENANT DE L 'INTERACTION.

39. 0On considére une masse ponctuelle m; animée d'un mouvement voisin du
mouvement képlérien autour de Jupiter dont la masse est prise égale a
1'unité. D'aprés la troisiéme loi de Képler le moyen mouvement osculateur
et le demi-grand axe osculateur de cette masse ponctuelle sont liés par la
relation :

(35) nJ.za‘? = B;(1+m;),

ot le second membre GJ(1+Qj) représente la constante d'attraction du

couple Jupiter et masse ponctuelle m

HE
J
On wutilisera aussi wune longueur constante Aj , liée au moyen

mouvement moyen observé Nj par la relation :

(36) NT A = By tienp.
Aj est voisin de a;, car Nj est trés proche de nj-

On se place & présent dans le cas des satellites galiléens,
considérés comme des masses ponctuelles, en mouvement orbital autour de
Jupiter dont le centre de masse est pris comme 1‘origine des coordonnées.
La fonction perturbatrice représentant 1'action du satellite k sur le

satellite j est de la forme :

- -

< 4 flrk]
(37) R., = 6.m,|— - —F
k ;rk[. ) L
J ﬁﬁ ry

dans laquelle m_est la masse du satellite k; GJreprésente la constante de
gravitation due & Jupiter et dont la valeur numérique est donnée dans le
paragraphe 33. Le crochet contient deux termes; le premier traduit
l1'action directe du satellite k sur le satellite j, le deuxiéme traduit

1‘action indirecte venant de celle du satellite k sur le corps central. T

J
et ?; , les vecteurs positions des satellites j et k.
On remplace dans (37) GJ par :
2 .3
Nj AJ-
{+m.
d
R/ devient :
J . A=
Rig= NiAZ. —k (.ﬂL_ G G-rk) ,
o emit A 12

L‘exposé sur -le développement de cette expression sera facilité si nous

séparons dés maintenant les deux parties directe et indirecte.
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Partie directe :
(38) Ry = N; A% .k .. 8

et partie indirecte :

m A Trre
(39) R; = -N7Aj. —= .2k,
J 1+m; r3

Partie directe de 1’'interaction.

40. L’'expression (38) peut s'écrire sous la forme d'un produit de

quatre facteurs :

N.A% LT S _fﬁ_
1+ my AJk

OO 06 O

<:> contient Nj , qui est une guantité déja définie. Elle n'est

Rd=Nj'

autre chose que le moyen mouvement moyen du satellite j dont
la valeur est donnée par 1’ 'observation.

<:> est une partie de compensation : elle annulera le facteur
1/NjA§ présent dans les expressions (7) utilisées lors de 1la
formation des seconds membres des équations.

(:) sera développé sous la forme d‘un polyntime des masses :

mk(1+m3)'1 =M= omymt mEm

C'est une série qui converge rapidement car les masses m; et m

J
sont faibles.
<:> est le rapport de deux distances. La premiére Aj est une
constante connue. Elle est déduite du moyen mouvement moyen Nj
au moyen de (36). La deuxieme £¥k, représentant 1la distance
instantanée entre les deux satellites, est la seule quantité

qui nécessite un développement important.

Jusqu’'a présent, nous avons utilisé dans 1 'écriture des expressions
le moyen mouvement osculateur ny et le demi-grand axe osculateur ag
ensuite le moyen mouvement moyen Nj obtenu par observation et une
constante Aj proche du demi-grand axe. Les quantités nj et aj ne sont pas
des constantes et la premidre approche de la solution utilise leurs
développements en série au voisinage des constantes connues Nj et Aj' La

théorie permet d'obtenir comme résultat pour nj sous la forme
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ny = N;j ~AN; + termes périodiques,

dans laquelle 1la quantité constante ANj est habituellement appelée la

perturbation séculaire du moyen mouvement (Tisserand, 1894) et :

-

(40) -n—J. =Nj-ANJ', le moyen mouvement;

ensuite, , la quantité correspondante & E} est appelée le demi-grand

J
axe.
I1 est commode de mettre le facteur <:> sous la forme d’'un produit

de deux facteurs :

Aj Aj

3]
D ap A
Cette mise en facteur permet d'isoler la partie ajlcgk dépendant seulement
des distances osculatrices; 1 autre facteur Aj/aj est une expression
simple proche de 1 :
(1+3,)%
. —> —
Soit S, l'angle formé par les deux vecteurs r et s le carré de la
distance Aﬁk séparant les deux satellites a pour expression:

A“,k N rjz +r|f = 2rjricosS

2 P2 r
H A = .2 [ ._k + - 'k ].
ou (41) ik rJ (r‘,) i ZQ.cosS
Le rapport r /q’ peut @&tre plus grand ou plus petit que 1; nous
distinguons deux cas :
cas intérieur re < s
cas extérieur e > o

Développement de cosS.

41. Soient (x,y) le plan de référence (fig.5),

N M P, 1l'orbite du satellite perturbateur,

Ny T1; % 1'orbite du satellite perturbé,

[j, [k les inclinaisons des orbites sur le plan de
reférence,

J 1'inclinaison mutuelle des orbites,

Nj, Ny les noeuds ascendants des orbites sur le plan de
reférence,

I; M, les périjoves des orbites,
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et 2y = xN; y Q= xNy,
vi & xNj+ NjPp, Vi = xNy+ NP,
Gjo= xNj+ Ny,  Ti= xN.+ NB

On dispose initialement de deux relations entre des éléments de deux
triangles sphériques Pj 6P, et GNij H
cosS = coslvj-Tjl.coslv -G +sinlv; -Tj).sinly -TQ).cosd,

cosd = cnst.cosIk + sinlj.sinlk.cos(ﬂj—ﬂk) ;

Fiq.5

qu’on transformera au moyen des formules de Delambre pour éliminer T; et

Cyx afin de pouvoir exprimer par la suite cosS en fonction des variables

utilisées.

Les formules de Delambre :

[ sindcos G+ =cos Bt cqs WReg; Lot g -Sheg; n Bl 1+ .
2 2 2 2 2
) sin% sin FJ‘;;G‘ =sinﬂj;_Q“cost;_R“sin 1~5;1"—ccnsQJl)'zﬂ"‘-sin'QJ;Qk'.iin I-’;_Ik,
ﬁ cos% cosg-ég‘ = cosz&z_ﬂkcns E;k+ sinz'(ﬁ,;,—ﬂkcos IL;lk ;
hcos%«sin ’G;_O‘ =é—sin(ﬂj-ﬂk) {cos _1_j~71k“ cos -3%]}) .
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peuvent étre facilement mises sous la forme :

. J i+ T = a3 }i I, _ _L_ I
[ sinscos=25 sin -l cos Lcos(; - cos L sinSt k cos 2,

sin%sinﬁg—u‘= sin—lzlcos%sinﬂ - cos-lazL 51n1" sinf2 ,

(43)¢

J_ q-tk= _IL .l‘k_ i EJ. i & o
cos=-cos cos 2 cos ¢+ sin3 sinZtcos(Q-0y),
I gin G- I I cintn.-
‘ cos5sin =3 sin . sin = e sin(Q Q).
On pose :
X = sin%expi—zﬂ;i* §
{44)

3 ayni G
cosexpi ==

Y,

et on écrit 1'expression de cosS en fonction de ces quantités et de v, et

J
Vi .
k 2 27
X expi(—vi—vk) = sin exp1( v —vk+Cb+Ck)
Zexpil-v; +vp ) = cos? I expi (-v; +v, +T -Tp)
N expi (-vy +vy ZexpL -V v+ G -Td
Alors :
(45) S-R[XZ i (-v; -v, )+ Hlexpi (-v; + )]
cosS = Re expi (-vj -v, hH expi Vi )]

ot Re désigne la partie réelle de 1'expression complexe mise entre
crochets. Les quantités X et Y) seront exprimées en fonction de variables
et seront introduites sous la forme des séries de montmes dans le calcul

informatique.

X

t_)i +IC|<
2

. . T : ] + T . s Ly .
sxn% expi —r-%t'% sin —Ié-cos QTk + isin —;’-sm

sml:lcos—lz—explﬂ- - cos -%—sxn ]; expif{2y

C‘est une série de & termes quand on limite le développement au degré 3 :

. 3 2 3
X =(—Iz"---]—”'-]-:"1—)exp1Q g3 - Lk 11

8 1o 2 48 e )explfzk

Le deuxiéme membre peut @tre exprimé facilement en fonction des variables.
Par exemple le premier groupe est égal a :

A aa -0 A
251n139><p1§'lj+(’Cz 48)sxn I expif2) - sxnIJexpxﬂ sinI + ...

4 i 2 1
ou @ fo€j+ &gx%.xqj 16X53X5k ex’ degré 5.

D'old le développement en serie de :

2 . 2 s
x = Mg Kk, X Xoj  Xgl X¢k ng‘xskxck+ Xs; Xngsker

T2 2 16 16 16 16
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De la méme fagon, on exprime v) en fonction des variables :

cos-;— expi _Q;_Zk

%

cns%—(cos -g%'ﬂ isin Q—T_G‘)

LA A S N -
g | =k == ;- 'l _k -
c052c052+ sin sinZcos (& Q) + 151n251n251n((2J 12,)

L I D I I ;
=2+ 4 o
cos—-lz cos3 t.nn—al2 sinSexpi (.QJ Q)

C'est une série de 9 termes quand on limite le développement au degré 4
des inclinaisons :
3

2 1.4 4
M = (1——§l+ S )(1—3‘+ ;’;) ' (EJ-EJ_HL"_ iS)EXpIQ exp-ife
1212 4 4 . .
_ PR PR 4§t on o LLo LR Lmé oo
= 1-2-5Vv~c %33 3t ' 4 o == )exprz)exp i, .

Le deuxiéme membre peut étre exprimé facilement en fonction des
variables X : 2 5
N =1- XsjXej  Xsk Xek, XsjXek  XsiXej Xsk¥ek_ S¥syXej
8 8 4 b4 128

2 2 2
_ SXsk Xck Xs_; ' Xek , Xsj Xsk XG/(+
128 32 32

On constate que ‘XF ne contient pas de termes constants alors que 02

contient un terme constant égal a 1. On peut donc écrire cosS sous la
forme:

(44) cosS = Re [expi(—vJ+vk)+(P],

dans laquelle p représente le reste de | expression et dépend des
variables d'inclinaison.

Développement de in.

AJ'k

42. On reporte 1'expression (44) de cos5 dans 1 expression (41) de D%k .

Cette derniére devient :

2 r‘
AJ'I:= rJZ[“( 2-; cos(v: -vk)-2—1 Re(te )] .

5 J
ou encore :
2
Ajk = rf[ 1+o(,z.—2¢>(rc05(vd' -V ) -QD(rRe(KP )]
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¢
quand on remplace le rapport de distances —F§ par X, .
J

On pose ensuite :

d? = 1+o(f— Zdrcos(vd-vk)
et = Re(Q),
€ 2K
Alors : Z¥%= rj d% (1 —-—agg),

et 1'expression & développer prendra la forme :

(47) A =é;d-‘< i 2°<r<b)
£ﬁk ry

dans laquelle 2«,.¢$/d® est une petite quantité devant L. On va développer
ajlﬁﬁk en série entiére par rapport a cette petite quantité :

e = 3 [ g M. 3,3 Tl = P T ]
i b2 (20b) P 220 df 07+ Z(204) T kel
le second membre limité au degré 4 des inclinaisons se réduit a :
—ai-[ A+ o d 34302 d‘s] .
5 2

On sépare ensuite les termes de ¢ en deux groupes, le premier portant les
degrés 2 et le deuxiéme, les degrés 4 :

’ ¢ = Pt P,
L expression (48) ci-dessous est celle que nous utilisons dans le

développement limité au degré 4 des inclinaisons :
3y ai[ ,~1 2 -5
(48) —-L=—-L[ R XT AT d ]
Dk Tk Bt o &
lLes quantités d's(5=1, 3, 5, ...) peuvent étre développées en series
de Fourier d'une fagon classique. Prenons un cas intérieur ol X1, si o,
était une constante, l’'expression :

-S

2 -%
d” = [l + X -2 X cns(vd-vk)]

pourraft étre développée en une série de la forme :

8

b(P)
) S,

(49) 475=1p©

4 . -
5 s/2+ cosp(vJ vk)

T
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. . (o) ®
aprés calcul effectif des coefficients de Laplace b%Q et bs/Z . 0Or le

rapport de distances o. dépend du temps par 1'intermédiaire des variables

et on ne connaft que la valeur du rapport

déduite des valeurs numériques des moyens mouvements Qj et N . Il est donc
important de wmettre en évidence les différences existant entre les ok
portant des indices différents pour pouvoir évaluer le complément de
developpement.

oy est calculé A& partir des valeurs numériques de Ny et Nj au moyen

de la troisiéme loi de Képler. On obtient :

()

1+m;
Le premier facteur du second membre est une constante numérique, on

1"appelle X, . Deux autres valeurs intermédiaires sont :

ay —_— a,
4
respectivement le rapport de deux demi-grands axes osculateurs et le
rapport de deux demi-grands axes. La définition des demi-grands axes a été
donnée dans le praragraphe 40.
La correspondance entre les différentes expressions des X est mise

en évidence par les éléments de la relation (50) ci-dessous :

’ % Va %

Xp = (ﬂ) <1+mk)/ l+§7_k> rk/ak>
(50) N; l+m; l+§?d- rd'/ a;
' N — e — [ - ) | O )

o %a /X X3 Xp

—_— = =

X
| ST —~ J
X

Il convient de signaler dés maintenant que la solution pour Szk .
comme pour Qg, contient une partie constante et une partie périodique. La
partie constante, constituée d’'un polyntme des paramétres constants, a une
valeur trés faible du fait que les termes les plus importants ont 1‘ordre
des masses perturbatrices. La présence de cette constante est due & 1la
deuxiéme condition de quasi-périodicité (11) du paragraphe 16. Elle dépend

donc de 1'ordre et du degré de la solution.
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I1 est courant d’'aborder une solution d'ordre plus élevé en faisant un
développement basé sur les résultats de la derniére solution connue. Par
cette voie, on doit refaire a chaque fois le développement par
substitution, du fait qu'on a une autre valeur du moyen mouvement. Une
autre voie consiste a évaluer les valeurs de ces constantes a un ordre
choisi et les utiliser une fois pour toutes dans un développement wunigue.
C'est la méthode mise en oeuvre par Duriez (1979) dans sa théorie
planétaire ol les degrés de ces constantes sont appelés grades. Dans notre
développement analytique par rapport aux masses, nous n‘utilisons pas les
grades numérigues mais des quantités équivalentes obtenues par
identification sous 1la forme des polyntimes des masses et des grandeurs
assimilées,

Soit Qg? la solution obtenue pour 54 a 1'ordre p. Cette solution
contient wun groupe de termes constants dont la somme est —0}”et une serie
de termes périodiques représentée par ?g? . Dans 1le développement de
l'ordre p+1, il west parfois intéressant d’'effectuer tout de suite 1la

substitution de la partie constante dont la valeur est connue.

..

Le troisiéme facteur du second membre de {(50) peut alors s’écrire

oo . (1l ( 1 Gealh (x+é:k'>%<1-<fk§2/i....
% \1+gy 1+ T3 -y 1+55/) \ 1-qy

l1'indice p a été omis pour simplifier 1'écriture. Le facteur contenant Gj

et OJyx est une constante évaluée & partir de la solution d'ordre p. Il

apparaft sous 1la forme d'un polyntme des paramétres constants. A cette

)
ol 1+3/ \1-

. J . J

approximation, on a :

V- —~
X Xa
KA X,

\ ~— J

X3
oA

Pour ne pas encombrer 1la notation des signes additifs, on peut
écrire (30) en utilisant T, et Sg , mais dans ce cas on doit garder en
mémoire que les séries représentées par elles ne contiennent plus les

constantes extraites formant le facteur :

g
1-&j

43. Le rapport des distances des satellites a Jupiter est o« . C'est une
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quantite variable; on la développe autour d‘'une valeur constante voisine

®o définie au paragraphe précédent :

(51) _(&)zé (1+m,‘)’/3 1-q.\ % I*Szk)—;é re/ay
N; L+m 1-3j L+ rj /aj

—

X,

numérique
-

——

o(p constante
J
~V
X5 constante

v

X5 contient des variables

de fréguence.
k.4

Xy contient tous les types de variables,
sauf les variables d'inclinaison.

Le premier facteur du second membre est numérique; chacun des
autres facteurs a un développement sous la forme d'une série dont la somme
des termes est proche de 1. Mis & part le développement du dernier facteur
qui neécessite les relations déjd établies dans le paragraphe 37, les

autres facteurs se développent simplement & 1'aide des formules du binome.

&, + & ,

il

On pose : ’ Ky
et on calcule §x ’

. 1
Su:i—a°= (XO[‘—‘_J'E'—_ ]
r

J
Le crochet est développable sous forme d'une série dépendant de toutes les
variables relatives au couple de satellites considérés, 4 1 exception des
variables d'inclinaison qui sont introduites seulement par le
développement de cosS abordé précédemment. On note par [Sa] la série

representée par le crochet; on utilise ensuite :
OCP = (xo+ o(o [Sa],

pour le développement des d
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44. Un terme général de (49) développé au voisinage de &,, prendra la
forme suivante, dans laquelle on utilise les dérivées des coefficients de

Laplace par rapport a o< ¢

{52) bzz cos(v- =V ) o=
® 2 (P ®
bb 2 b 2 b
(e) Sk 1 S L1 S/2 .-
[b sa o+ (8] o2 +3_,[sa]—LM3 £ ves ][Sb]cosp(Ld Ly ),
dans laquelle [Sb] y dont 1’expression contient des variables, a &té

préalablement évaluée au moyen de la relation :

{53) cosplv; ~vy) = [Sb]cosp(LJ—Lk),
d'apres 1'approche du paragraphe 37. Le développement des séries [Sa] et
[Sb] peut etre réduit suivant le degré désiré des paramétres variables.
Pour atteindre le degré n des variables, on doit pousser le développement
jusqu’aux dérivées niémes des coefficients de Laplace par rapport & o .

Le calcul des coefficients de Laplace et leurs dérivées par rapport
a8 K, utilise les relations bien connues en mécanique céleste dans les
theories planétaires. Notre travail dans ce domaine est essentiellement
une introduction de <ces relations sous une forme codée permettant un
calcul automatique et rapide. Ce calcul est fait une fois pour toutes; les
résultats sont rangés dans un fichier a accés direct auguel on peut faire

appel & tout instant.

Le développément de (33) utilise les expressions du paragraphe 37.
On doit faire disparaftre Vs et v, dans les arguments par un développement
ne laissant dans l’argument que des fonctions bien connues du temps Ly et
Ly - 0On considére la fonction du temps expip({j—vk); cette expression est

mise d’'abord sous la forme :
expip(Y)~vk) = expip(LJ~Lk) [expip(VJ~L3),exp*ip(vk—Lk)];

expip(LJ ~Li ) sera conservé comme fonction explicite du temps, le crochet
est a deévelopper en fonction des paramétres variables. Ainsi par cette
voie on a pu écrire cosp({j-vk) sous la forme (53).

Le développement de 1'expression (52) donne une série dont chaque terme a
une forme générale comprenant un coefficient numérique, un facteur

variable composé de variables dont chacune porte un exposant positif ou
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nul et enfin une fonction explicite du temps.

Expression unigque de d5 dans les deux cas intérieur et extérieur.

45. Dans le cas ou 1l'orbite du satellite perturbateur se trouve a
l‘extérieur de celle du satellite perturbé (cas extérieur, définition dans
le paragraphe 40), o, est supérieur a 1. Son inverse (XJ‘sera utilisé pour
le calcul des coefficients de Laplace et des dérivées de ceux-ci 3

=S/
~s ~ = =
d = 0<S[o<2+1-2o(4cns(vj—vk)] '

1 ‘expression (49) devient :

Q)

-S -
sl (o b%&cnsp(gj—vk)

(54) d =ol" Lbg, +

gl

Sagnier (1973) utilise wune expression unique de d~ pour les deux cas

intérieur et extérieur :

(55) Z zs(‘”) 0sp (L;-Li)

les coefficients K(h)sont alors définis comme les coefficients de Laplace

moidifiés.

Les comparaisons des expressions (49) et (55) d’'une part pour le cas

intérieur et (54) et (55) pour le cas extérieur permettent de fournir la

2 )
correspondance entre les coefficients bi%i et 52 :

P ®)
- cas intérieur Usé= bs@ .
P 4 -
- cas extérieur 3§é"% 5 02 -

On écrira (52) sous la forme ¢
(P) (P)
(56) [ +[85] D ¥ S/ [sa] b’(” [sa] n? ] [Sp) cosp Ly L)

La correspondance entre les coefficients Dz Eﬁ d‘une part et les
coefficients de Laplace et leurs dérivées, d'autre part, est également

dtablie par identification.
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Dans le cas intérieur :

n _(p) 11 a"b(:)
Di¥g = - — %
2 n! A"
et dans le cas extérieur :
»
B_ 1 1 z6n j ; Wb
W s =T ) ot W __315,
J=C
avec (s) = s{s-1){s-2)....{(s-n+l) et A=,
3@ _ 1 4 56 3)[ )
Exemple : §g/ = > 3% [s(sm1 (s=2)by,
éﬂ
+ 3si{s-1)X —=2
[
P
et 35
a
3
.53 9Py 2 b ]
o’
Partie indirecte de 1’'interaction.
46 L'expression (39) peut étre mise sous la forme d’'un produit de 4
facteurs :
(57) Ry = -N; N Ay e, Air cosS
49 Hemy rd

Les trois premiefs sont identiques 4 ceux de la partie directe. Le
quatriéme facteur sera mis sous la forme d’'un produit de plusieurs

éléments :

.r 3 : 2 w2 N .
6ms  hygcoEs g n (i&)(a_J)coss _ My (ia)&-emg
2 . . 2 2
rk aJ aj Tk ay aJ BJ rk

dont le développement en série est connu d'apreés les résultats acquis dans

la partie relative au développement de la partie directe de 1 interaction.

DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL PERTURBATEUR DU SOLEIL.

47 Dans 1 'étude théorique du mouvement des satellites galiléens, il est

commode d’utiliser un systéme jovicentrique. Ce qui a été fait avec le
développement de 1 'interaction. Ce méme systéme sera utilisé ici dans le

développement de 1la perturbation due a la présence du Soleil dont la



position est donnée par un mouvement moyen et les inégalités les plus
importantes. La partie afférente au mouvement képlérien est facile a
développer car le moyen mouvement du Soleil est bien connu. Par contre, on
doit faire une approximation sur les parties non képlériennes. On doit
faire des hypothéses, car les inégalités connues du mouvement du Soleil
sont rapportées au barycentre du systéme de Jupiter et non par rapport au
centre de masse de Jupiter pour les raisons suivantes : les theories
planétaires donnent le mouvement héliocentrique du systéme de Jupiter, en
considérant ce systéme comme un point matériel ayant pour position son
barycentre. On en déduit les inégalités du mouvement relatif du Soleil
rapporté au barycentre du systéme comprenant Jupiter et ses quatre grands
satellites quand les masses trés faibles des autres satellites sont
négligées. La distance entre le centre de masse de Jupiter et le
barycentre du systéme reste toujours inférieure a 230 km, sa valeur est
donc trés faible & caté de celle du rayon équatorial de Jupiter (71398
km). Nous admettons que les inégalités connues du mouvement du Soleil
rapportées au barycentre sont aussi valables dans notre systéme
jovicentrique. Soit Mg la masse du Soleil pour la masse de Jupiter prise

¢gale & 1'unité. La masse du systéme de Jupiter est alors :
1 +ij = 1,00020671,
d'aprés les dannées numériques des masses mj du paragraphe 33. Le rapport

de la masse du Soleil A celle de Jupiter est 1047,5628 d'aprés les calculs

du méme paragraphe. La fonction perturbatrice due a la présence du Soleil

a pour expression : o
1 h.ag
(59) Re = Bt - 52,
8 = A‘js I"S'\a

dans laquelle M. est le rapport des masses du Soleil et de Jupiter

mentionné plus haut; E;, r., les vecteurs positions du satellite j et du

s !

Soleily 1555 , la distance séparant le satellite j et 1le Soleil. Cette

expression peut etre mise sous la forme :
GJ Ms rs |
(60) Re = —— ———---icosS)

ot S est 1°angle formé par les deux vecteurs positions. Le développement
en série utilise comme petite quantité le rapport du rayon vecteur du

satellite & celui du Soleil. On porte 1'expression de ZXF provenant de
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1 “égalite
2
[\h =rf +rZ - 2r; ¢ cos§
dans (60), celle-ci devient :
r: r:A\%
RS =G'L:.4‘§[<I—Z—J-COSS +"—2) ——rLcnss].
'S (g ré e

dont 1le développement par rapport aux puissances croissantes de la petite

quantité donne les termes principaux suivants :

o’

2
GyMg [ 0 ry A3
W it S SR o e 2 )
Rg i+ r cosS + 2 ( 2i-2cos S) +

3
s n
—"3<—-écoss +£c0539) + Lo ——“cosS] .
N2 2 s

Le deuxiéme terme du développement est éliminé par le dernier terme venant
de la partie indirecte. Le premier terme est une constante et disparaft
lors des dérivations partielles dans la formation des équations.On

2

remplace ensuite Gy par I%%ai , 1'expression de la partie utile de la
s
fonction perturbatrice limitée au deqré 3 de la petite quantité se reéduit

a:

R.= i(ﬁs_)z Nj . N AP (i)z (

L+M M N, a; i "
1 ) 3 5
[(-5+%c058> +?S<—§c058 +§ c0539>] '
r-
puis on remplace — du crochet par :
I:
S
5,4 A A
ay AJ Ag Fs

et on obtient Rg sous la forme (61), dans laquelle tous les éléments sont
développables en série d’'aprés les expressions développées dans la partie

du développement de 1'interaction :

s 2 /a2 3
(61) Rg = Nj.N;af s N (L> (EL) (A_S) :
fems N7 \3;] Al \T
1 3 r. a; A, A /3 5
[(—--—msS>— LA A AfC e —0::125)]
2 2 3 Ay rg Ag

Les deux premiers facteurs canstants sant identiques a4 ceux de
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2
1'interaction. M N est une constante, c’est elle qui donne 1'ordre
1+ Mg sz

de grandeur du développement de Rg.

19_ ’ _%L , cosS sont des séries connues. I1 reste & déterminer le
41 i 4 .
développe%ent de 4¥L . Cette expression a un développement de la méme

forme que celui de -%L . Dans le traitement informatique, la méme seérie
Jd
est utilisée aprés une conversion remplagant toutes les variables

relatives au satellite par celles relatives au Soleil.

DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL PERTURBATEUR DU A LA FORME APLATIE DE JUPITER.

48. On se place dans le cas de 1°étude du mouvement de masses

ponctuelles autour d’un corps central de dimension finie. On supposera que
la distribution de densité admet une symétrie de révolution autour d’un
axe polaire. Soient A le rayon é¢quatorial de Jupiter et r le vecteur de
position du satellite j et b sa latitude; la fonction perturbatrice prend
la forme (Morando, 1974) :

o Ay A, Kk )
(62)  Rylr) = 6,2 ) 3, (G50 Pilsinb), K e N1},

ot les J, , coefficients zonaux du développement en harmoniques sphériques
de la fonction de force de Jupiter, sont des constantes qui dépendent de
la distribution méridienne de densité, et ol les P, sont les polyntimes de
Legendre. Parmi ces coefficients zonaux, les deux plus grands que nous
prenons compte dans la suite du développement sont J2 et J, . Le fait
d’ignorer les harmoniques zonaux d'ordre impair traduit 1 hypothése de la
symétrie de la distribution de densité par rapport au plan équatorial. Les
hypotheses simpli;icatrices sont en accord avec le dépouillement des
mesures effectudes par Pioneer 10, Pioneer 11,Voyager 1 et Voyager 2

(Campbell et Synnott, 1985):

J, = 14733 x 107°
I, = 1,4 % 107°
- - -6
3, = - 587 x 10 G
I, = 3Lz 107

L'effet créé par le terme contenant Jg est négligeable & 1la précision
préconisée pour 1la construction de la théorie. Le premier coefficient
d'ordre impair est\ﬁagt $ois plus faible que ce dernier. Les polyntmes de

Legendre associés aux coefficients J, et J, sont ¢

: _ 3 .2, _ 4
P2(51nb) = 5 sin b 5
j|
b 1sinkl = 22 sinth - 2 sinh + = ,

4 8 4 8



- 75 -

Le potentiel perturbateur se réduit & :

5[ g, e b (sinb) ¢+ g, (ﬁ) P, (sinb)] ,

(63)  Ry= -Gy

qui peut é&tre séparé en deux parties :

RJ2 = —GJ K Jz (——- P {sinb)
- 1+MJ 3
et R34 = -G _l’— Iy ( Pq(smb)

et nous

Ca-02

Pour leur développement, nous remplagons d’'abord G(l+m } par NjA

les mettons sous la forme d'un produit de plusxeurs facteurs H

A v 2 A2 A2
- N LNaZ A A Aol [ ANV (&) :
Ryp = =Ny NjAS. 5 T willy » A —%_L ':;‘ P, {sinb),

- e a2 A S AN AN [ 2\ .
RJ4— NJ.NJAJ.%J'—?J' UJ4.<ﬁ<Ej- "d Pq(SIHb).

A cote des facteurs dont le développement en série par rapport aux
variables est connu grace aux paragraphes précédents concernant le
développement de 1’interaction ou de la perturbation solaire, on trouve
quatre nouveaux facteurs :

Ae

), (Be)® P (sinb) et P, (sinb).

3, (2 I

Les deux premiers sont des constantes dont les valeurs sont calculables &
1'aide des données du paragraphe 33. Les autres facteurs sont calculables
aprés la détermination de sinb au moyen d’'une relation tirée de la figure

b et les expressions de définition des variables (3), paragraphe 10.

orbite du satellite

uateur de Jupiter

Fig.6
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sinb sian,sin(ﬁ -5
P | g o T i e
= glng .£T<exp1‘;exp 1!5 exp 1v)exp1!§)

1’ - 1 . - - 1 .
= (X% exp-iv; XQ expzvd).

La derniére expression contient expiﬁ et exp—ivj qu’on peut développer
d aprés la voie indiquée dans le paragraphe 37.

Cette série contient i ou V-1 en facteur, par contre, les polynfmes
de Legendre P, et P, sont obtenus sous la forme des séries réelles car
leurs expressions ne contiennent que des exposants pairs de la fonction

sinb.

Développement annexe utilisé pour la détermination du mouvement de

1l 'équateur de Jupiter.

49. La date t=0, origine de temps est une date commode pour déterminer
le mouvement de 1°'équateur par rapport a 1°équateur a4 cette date pris
comme plan fondamental du repére inertiel. Cette opération est faite lors
de 1'intégration d’'un systéme autonome déterminant en méme temps le
mouvement de 1°'équateur de Jupiter et le mouvement a trés longue période
des plans des orbites. L'orbite de Jupiter a la méme date est wutilisee
comme plan de référence pour évaluer le mouvement de 1°'équateur et le
developpement du sinus de la latitude sinb (fig.7) est identique a celui

établi par Ferraz-Mello (1979).

Orbite du satellite

Equateur de Jupiter

C Orbite de Jupiter

Fig.7

Dans la figure 7, nous admettons que :

BC = BD = v; =41,
AE = v;
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Alors : sinb’ = sinl; sinBD = sinljsinBC.
Dans cette approximation,‘si nous admettons en plus que :

sinb = b et sinb’=1b’,
nous aurons :
b’- b = sinlysin(y; -12),

et : sinb = sinljsin(v; =) - sinl sin(v; -f2,).

La premiére partie du second membre se développe comme dans le paragraphe
précédent. La deuxiéme se développe d'une fagon analogue et wutilise les

variables Xz, et X,, relatives au mouvement de 1'équateur.

DIMENSION DE QUELQUES SERIES APPARUES LORS DE LA FORMATION DE LA FONCTION
PERTURBATRICE.

Parmi les trois composantes de la fonction perturbatrice,

l"interaction est 1la plus volumineuse et la partie directe de celle-ci
occupe le plus grand espace de rangement ce qui est d0 au nombre important
de termes manipulés. Lors du développement 4 1 'ordre | et au degré 8, on
obtient, pour la partie indirecte de 1'interaction relative a un couple de
satellites, une série de 8854 termes si les degrés des variables de
fréquence et de circulation sont limités a 3. C'est une dimension déja
difficile A4 manipuler. La partie directe est de loin plus volumineuse et
on est conduit A éviter de faire un développement global sans une
limitation du nombre de termes par un tri basé sur la comparaison de la
valeur absolue du coefficient de chague terme issu du développement a une
valeur donnée, utilisée comme le plus petit coefficient & retenir., Aux
degrés élevés, pour la collection de certaines caractéristiques ou de
certains arguments donnés, on est amené a utiliser un tri sélectif
éliminant tous les autres termes dont I'argument n’'est pas figuré dans une
liste donnée. Cette voie sélective permet d'utiliser beaucoup moins
d ‘espace-mémoire de 1'ordinateur; elle utilise des séries intermédiaires
précalculées, rangées sur fichier. Prenons comme exemple, les éléments du
groupe 1, constituants de 1'expression (48) du pafagraphe 42, reproduite ci-

dessous :
3 a‘[ -4 -3 g 2 _5]
ri _.er' A7+ o Bty ) d T + S Xy dT |

I[ls ont pour dimension les nombres de termes donnés dans la table 3a.
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Table Sa Table 5b
Eléments . Eléments Nombre de
groupe 1 Nombre de termes groupe 2 termes
R [S5]ou 8 1152
- 128
expip(!ka) 769
o, 5196 ou[s,) a 919
@, ~7yP)
ot Py 2048 Yo a4 D Xg/z
2 13 chacune 2p+1
ey 7434

Chaque série contient
plusieurs dizaines de

47s milliers de termes.
{s=1,3 et 5) Elles sont «calculées
a partir des éléments
groupe 2 d’'apres (54).

Certains éléments de cette table sont calculés au moyen des éléments du
groupe 2 de la table 5b d’'aprés 1'expression (54).

A la précision de collecte des résultats finaux, d’aprés notre
estimation, les termes de degré 7 ou 8 sont vraiment négligeables du fait
que 1 'amplitude du degré est de 1l ordre lxlo_zradian. Les plus hauts
degrés significatifs sont les degrés 6 de la fonction perturbatrice pour
la collection des termes autonomes, indépendants explicitement du temps,
de degré 5 dans les seconds membres des équations; ensuite les degrés 5 de
la fonction perturbatrice pour la collection des termes du degré 4 et
portant la commensurabilité (-3,+7) des longitudes du couple de satellites
3 et 4 dont 1'importance est signalée dans le paragraphe 38. Les termes de

degré 6 portant la mé&éme commensurabilité sont négligeables.

5. Ces dernieéres remarques permettent de prévoir deux directions

principales dans le développement de la fonction perturbatrice :

- Un développement global jusqu’'au degré 3, dans lequel on conserve
toutes les compositions des arguments apparus. Ce travail permet de
ne pas laisser dans 1‘'oubli certains arguments.

- Plusieurs développements sélectifs aux degrés 4, 5 et & permettant

de réunir les termes & facteurs d’'intégration importants ou des
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termes indépendants explicitement du temps. Par 1le caractere
sélectif, au moyen d’un argument donné au programme de tri, on peut
réduire considérablement 1 'espace mémoire d'ordinateur nécessaire au

traitement.

FORMATION DES EQUATIONS PRELIMINAIRES.

52. La suite du développement de la fonction perturbatrice est la

construction des équations préliminaires d aprés les expressions données
dans (7) du paragraphe 12. Ces expressions présentent assez clairement les
opérations conduisant & la formation des seconds membres des équations :
ils sont les produits des fonctions (B) et des dérivées partielles de la
fonction perturbatrice par rapport aux variables relatives au satellite
perturbé et sont obtenus sous la forme des séries de termes contenant les
traces littérales des paramétres constants, les variables littérales et
les arguments littéraux. Nous les appelons les équations préliminaires
pour les différencier des équations obtenues plus tard dans le traitement
par substitution des variables ou les éguations ou systémes d'équations
plus partiels traitant des problémes particuliers comme le systeme
autonome, le systéme critique ou 1'équation de la libration. Les
compléments de la forme (7b) sont ensuite ajoutés aux seconds membres pour

représenter la partie due au mouvement du repére.
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Chapitre 3

RESOLUTION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT

Ce chapitre compléte la partie théorique du chapitre 2, expligue les
approches utilisées dans la résolution des équations et donne des extraits

les plus significatifs des résultats obtenus dans les solutions suivantes:

- solution intermédiaire,

solution de 1'équation de la libration,

- une premiére approximation de la solution variationnelle,

solution donnant des inégalités de degré élevé, notamment le groupe
des inégalités dites de de Haerdtl est complétées de nouvelles

contributions obtenues par un développement plus pousse.

La méthode utilisée, exposée dans le chapitre 1, a défini les
différentes étapes de la solution. A chague gtape, correspondent des
groupes d’arguments facilement identifiables. Ainsi, dans la opremiére
¢tape concernant la solution intermédiaire, ou on a neégligé les
excentricités propres et les inclinaisons propres des orbites, les
arguments sont des combinaisons linéaires des arguments élémentaires du
type longitude moyenne. Exceptionnellement, les arguments des termes
provenant de cette solution contiennent aussi la longitude moyenne du
Soleil, la longitude du périjove et la longitude du noeud de son orbite
dans le repére jovicentrique utilise. Cela vient du fait que le Soleil est
considéré comme un corps perturbateur extérieur au systéme jovien dont le
mouvement est connu. Ensuite, dans la solution du systéme autonome ou le
systéme critique, on trouve des arguments a treés longues périodes
provenant des oscillations libres des grands axes et des plans des
orbites. Enfin, c’'est dans le traitement des degrés par substitution qu’on
trouve toutes les combinaisons de ces deux groupes d’arguments. Un autre
aspect de la solution concerne la montée en ordre dans ces différentes
¢tapes. D'apres la méthode utilisée, la solution variationnelle utilise le

résultat fourni par la solution intermédiaire {paragraphe 24). On a le



choix entre les deux voies possibles : soit traiter les deux solutions
ordre par ordre, soit construire la solution intermédiaire jusqu’d 1 ordre
le plus élevé et, seulement & ce moment 1a, aborder la solution
variationnelle en raison d'une différence trés nette entre les deux
solutions : la solution intermédiaire est fortement dépendante des ordres
et on trouve encore des termes non négligeables & 1’'ordre 7 des petits
parametres physigques, alors que 1la solution variationnelle est peu
sensible aux ordres élevés et ne dépend surtout que des degrés des
variables. C’'est la deuxiéme voie qui a été choisie car elle offre plus de
souplesse dans le traitement. Au moment d "aborder la solution
variationnelle on pourra prendre la solution intermédiaire & un ordre
choisi bien adaptée au résultat recherché.

Ce chapitre comprend trois parties correspondant aux trois étapes
mentionnées dans le paragraphe 7 : la solution intermédiaire, la solution

variationnelle et le traitement des degrés élevés.

DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION INTERMEDIAIRE.

Le traitement se compose de trois types d’opérations : les
intégrations par rapport au temps, 1'identification des perturbations
seculaires des moyens mouvements et la résolution de 1'équation de la
libration dans la solution résonnante.

Dans le développement de la solution, nous insisterons sur 1’aspect
analytique du traitement qui permet de faire ressortir les détails des
calculs expliquant pourquoi certains résultats ne ressemblent pas & ceux
des theéories récemment développées et dont les points de départ sont

presque identiques & ceux que nous utilisons.

DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION INTERMEDIAIRE NON RESONNANTE.

53. La solution intermédiaire est la solution ne tenant pas compte des
excentricités propres et des inclinaisons propres des satellites. D’ aprés
le schéma de la solution (Fig.4, page 33), elle est développée sans
changement de variables. On recherche d abord la solution d'ordre 1, le
résultat obtenu est substitué aux variables pour construire les équations

d'ordre 2, le résulat d'ordre 2 est utilisé pour construire les équations
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d'ordre 3 et ainsi de suite. La solution intermédiaire d'ordre k est la
somme des solutions partielles des ordres traités allant de 1'ordre 0 &
1 'ordre k

RO ) N B O

ol x«o représente la solution képlérienne ou la solution non perturbée.
L'intégration par rapport au temps ne pose pas de problémes particuliers
sauf dans le cas de la libration ol 1°on groupe et traite d’une fagon
independante tous les termes résonnants. Les substitutions consécutives a
exécuter lors de la montée en ordre de la solution intermédiaire sont
parfois treés longues et utilisent des espaces mémoires importants
notamment lors de la recherche des composantes des grandes inégalités. On
est conduit & wutiliser wun traitement congu spécialement pour ce cas

particulier dés le développement de 1'ordre 2 de la solution.

TRAITEMENT DES EQUATIONS D'ORDRE 1.

94. Dans le traitement des équations d'ordre 1 et de degré zéro, le

nombre de termes est faible. C’'est une facilité qui nous permet de
1'extraire pour exposer 1 'approche utilisée dans la solution. Cet extrait
est limite 1ci au cas du satellite l, on y trouvera les séries
représentant 1les seconds membres des équations avant 1'intégration puis
les détails sur la double intégration concernant 1les deux premiéres

equations et 1'intégration simple de la troisiéme équation.

Les seconds membres des équations d'ordre 1.

Les extraits des séries représentant les seconds membres des
équations, reproduits dans 1la Table & sont 1limités aux termes dont
l"amplitude obtenue aprés intégration est au moins de méme ordre de
grandeur que celui choisi comme la limite 1inférieure des coefficients
retenus. En raison des expressions complexes des variables, les équations
{7) ne correspondent plus aux éléments de 1 orbite pris individuellement
sauf pour deux d'entre eux. C'est le cas de deux premiéres éguations :

i,- X,, premiére équation, qui permet d’extraire 1’'équation de
la longitude i,,
iz , deuxiéme équation ou équation du moyen mouvement,
Par commodité, nous appelons les deux autres équations relatives au
mouvement du grand-axe et du plan de 1’'orbite :
ig , troisiéme équation,

X5z , quatrieme équation.
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Sat.1 Seérie X, -X,, ordre 1.

Argument

4L,

10L, -10L,
1L, -11L,
12L, -12L,
L,- Ly
2L, -2l
3L, -3l
4L, -4L4
5L, -5L,
bL, ~blLy
7L1 ‘7L3
L1
2L,
3L,
L
2L,

= Lq
-2L,
-3L,
-4L,
..2L$

Coef.de cosA

(1x107 rad.)

530,59
1027,90
767,32
546,99
379,83
259,31
174,92
116,94
77,64
51,27
33,70
22,07
179,05
585,99
283,57
129,13
56,90
24,56
10,45
12,01
70,76
19,71
5,14

= 17,75

Trace
littérale

Sat.l Série i,, ordre 1.

Argument

1oL, -10L,
1L, -11L,
124, -12L,

Coef.de sinA

(1x1077 rad.)

754,35
4356,91
3440,56
2554,564
1814464
1258,54
859,02
579,57
387,61
257,47
170,08
111,85

Trace
litt.
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Sat.1 Serie isv ordre 1.

Table 6
Argument
A
1 120, -11L,
2 L1k, -10L,
3 10L, -9L,
4 7L, -8L,
3 BL, -7L,
b 7L, —~bl,
7 6L, -3L,
8 5L, -4L,
9 4L, -3L,
10 3L, -2k,
11 2L, -L,
12 Ly
13 L,
14 =L ¥ 2
15 -2L, +3L;
16 -3L, +4L,
17 -4L, +3L,
18 -5k, +6L,
19 6L, +7L,
2 -7L, +8L,
21 -8L, +9L,
22 -9L, +10L,
23 -10L, +11L,
24 -11L, +121
23 6L, -5L3
26 SLy -4L3
27 4L, -3L,
28 3Ly -2L,
29 2L, -Ly
30 Ly
31 L,
32 L, +2L,
33 =2, +3L4
34 3L, +4L4y
35 -4L4 +3L4
36 1 -1
37 6Ly +7L4
38 Sky-2L4
39 Ly
40 L
41 L +2L4
42 =2Ly 3L,

Coef.deiexpiA
(1x1077 rad.)

+ + + + + + + + o+ o+

+ + + + |

1
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Table &6 (suite)

Serie iz, ordre 1 (suite) Série is, ordre 1 (suite)
13 L, - Ly + 295,94 m,
14 2L, -2L, + 2903,47 my 43 3L, -2L + 4,44 mg
15 3Ly 3L, + 1434,95 My 44 L, = 2,96 Mg
16 4L, -4L, + 660,97 my 45 L, +22502,17 s
17 3L, -5, + 293,37 m, 46 L, t+ 32,13 g
18 6L, -6L34 + 127,27 m, 47 —L1+2Ls = 13431 mg
19 7Ly =70, + 54,36 my
20 L= L4 + 20,88 m, Sat.1 Broqpe de termes constants
21 2L, =21 . + 368,89 m, de X3 -Xz
22 3L, =34 + 103,39 m,
23 4L, -4L, + 27,04 m,, - 389,11(m,) - 204,72 (my)
24 2L, =20y + 94,355 m, - 23,94(m,) - 5,92 (mg)

+45004,33(5,) + 64,26 (j,).

Rappelons que d’'aprés la définition du paragraphe 12, X, et Xg sont respec-
respectivement des conjuguées de X, et X5 . Les fonctions des arguments du
temps apparues sont :

. Fonctions cosinus dans la premiére équation;

. Fonctions sinus dans la deuxiéme équation;

Fonctions exponentielles dans les équations 3 et 4.

Le second membre de la quatriéme équation est nul & cet ordre car il
ne contient que des termes portant au moins un degré relatif aux variables
de type inclinaison comme Xs et X, . Les coefficients des termes sont
donnés en unité de 1x10" radian. Dans la derniére colonne de chaque
tableau figure la trace littérale de la perturbation génératrice de chaque
terme qui correspond & une seule constante physique car les termes
collectés sont d'ordre 1. A titre indicatif, le groupe de termes constants
du second membre de 1'équation de la longitude est placé a la fin de la
Table & ; la collection globale de ce groupe de termes concernant les

quatre satellites du systeme se trouve dans la Table 7a.

Identification des termes constants.

La premiére équation contient des termes dont la fonction de
1'argument est du type cosinus. C'est la seule équation du systéme dans
laquelle apparafssent des constantes sous la forme des monbmes ne
contenant ni variable, ni argument. D’'aprés les conditions de quasi-

périodicité exposées dans le paragraphe 17, la somme de ces constantes
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changée de signe est identifiée 3 la perturbation séculaire du moyen
mouvement. La relation (11) du méme paragraphe donne :

<F.P) > o+ Xg?= 0. Dans cette expression, (F?>) représente la somme des
termes constants collectés et X%? , la perturbation séculaire du moyen
mouvement a l’ordre 1. La table 7a regroupe les termes constants qui vont
etre identifiés aux perturbations séculaires des moyens mouvements des
quatre satellites & 1’'ordre | de la solution intermédiaire.

Les perturbations séculaires zij des moyens mouvements & 1 'ordre 1
sont égales aux totales, fiqurées dans la derniére ligne de la table 7a,
changees de signes. Dans la colonne concernant le satellite 1 , on peut
remarquer la prédominance de la contribution portant la trace littérale
{(ip) venant de la perturbation par le renflement équatorial de Jupiter.
Cet effet décroft rapidement avec 1'éloignement du satellite de Jupiter et
dans le cas du satellite 4, il est de méme ordre de grandeur que les
etfets des perturbations mutuelles. Les perturbations séculaires des
moyens mouvements sont souvent exprimées sous la forme ZSNJ =OyN; , ob Oy
est une petite quantité devant 1’'unité. Les valeurs des Gj sont données

dans la Table 7b.
Table 7a

Séries (F,O)> (unité : 1x1077 radian)

Sat.1 Sat.2 Sat.3 Sat.4 Trace
———————————————————————————————————————————————————————— littérale

+45004,333 + 8854,451 + 1727,186 t+ 239,346 i,

+ 64,259 + 4,993 + 0,383 + 0,017 Jg

0,0 T+ 2444,607 + 934,888 + 366,619 m,

- 389,109 0,0 + 651,923 + 210,535 m

- 204,718 = 593,039 0,0 + 793,070 m 3

= 23,938 = 52,817 - 141,246 0,0 m g

= 3,916 = 11,875 = 23,925 S 55,809 mg
Totales t----- | =—=-ceommme | e ]
+44444,911 +10646,324 + 3149,189 + 1553,778

Table 7b
b] Nj {rad./jour) 03
1 3,351552270 -0,0012514221
2 1,769322721 -0,0006017175
3 0,878207947 -0,00035859264
4 0,37648B6223 -0,0004121739
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Intéqration des termes périodiques.

Le premier membre de la premiére équation du systéme d‘'équations (7)
paragraphe 12, contient X,. Il indique que 1‘intégration de 1la deuxiéme
équation doit &tre effectuée en premier lieu. Le résultat servira a
compléter la premiére équation par les termes provenant des perturbations
periodiques du moyen mouvement. L'intégration par rapport au temps de la
troisiéme équation est indépendante de celle des deux premiéres. Dans cet
extrait limité au cas du satellite 1, les résultats de 1'intégration de

l'ordre { sont donnés dans les tables 8a, 8b et 8c.

Table 8a

Intégration de 1‘'équation iz'

Sat.l Série X,, ordre 1. X,
------------------------------------- Facteur
Argument Coef.de sinA | Trace d'intégration | Coef.de cosA
n A (1107 rad.) | litt. (1x107 rad.)
1 Ly= Ly + 754,35 m, - 0,561095 - 423,26
2 2k ~2L, + 4356,91 m, - 0,280547 ~ 222,32
3 3L, -3L, + 3460,56 m, - 0,187032 - 647,23
4 4L, -4L, + 2554,56 m, - 0,140274 - 358,34
3 ak, -5k, + 1814 ,464 m, - 0,112219 - 203,42
b bl ~&L; + 1258,54 m, - 0,093516 - 117,69
7 7L, -7L, + 859,02 m, - 0,080156 = 68,86
8 8L, -8L, t 579,587 m, - 0,070137 = 40,65
9 gL, =9l o + 387,61 m, - 0,062344 = 24,17
10 1oL, -10L, + 257,47 m, - 0,056109 = 14,45
11 I, -1, + 170,08 my - 0,051009 = 8,68
12 120, -12L, + 111,85 m, - 0,046758 - 5,23
13 Ly~ Ly + 295,94 my - 0,374063 - 110,70
14 2L1—2L3 + 2903,47 my - 0,187032 - 543,04
15 3L, -3L, + 1434,95 m3 - 0,124488 - 178,92
16 4L, -4, + 660,97 m, - 0,093516 = b1,81
17 Sk, -5L4 + 293,37 my - 0,074813 = 21,95
18 6L, -6L4 + 127,27 my - 0,062344 - 7,93
19 7L, =713 + 54,36 mz - 0,053438 = 2,90
20 R + 20,88 m, - 0,314954 S 6,58
21 2L, ~2L; + 368,89 m, - 0,157477 - 58,09
22 3L, =3L, + 103,39 m, - 0,104985 = 10,85
23 4L, ~4L, + 27,04 m,, - 0,078739 = 2,13
24 2L, -2l + 94,55 me - 0,140841 = 113,32
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Dans 1la Table 8a, la derniére colonne contient les coefficients des
termes de la série représentant X, issue de 1'intégration du second membre
de 1’'équation i, par rapport au temps.‘La premiére série de la table &
représente i,- X,. A partir de ces deux séries, on pourra former la série
de termes périodiques représentée par i,. La Table 8b contient dans les
premiéres colonnes, la série i, ainsi formée; les deux derniéres colonnes
donnent respectivement le facteur d’intégration déduit du coefficient de
temps de 1'argument et le coefficient correspondant de chaque terme de Xqe
On peut remarquer que les facteurs d’intégration apparus dans les tables
8a et 8b sont faibles et leurs valeurs absolues sont toujours inférieures

a l.
Table 8b

°

Intégration de 1’équation de la longitude moyenne X,.

Sat.l Seérie X,, ordre 1. X,
------------------------------------- Facteur
Argument Coef.de cosA | Trace d'intégration | Coef.de sinA
n® A (1x107 rad.) |1itt. (1x1077 rad.)
1 L - L, - 953,85 m, + 0,5610935 = 935,;2
2 2L, -2L, = 2250,52 m, + 0,280547 - 631,3
3 3L, -3L, - 1414,55 m, + 0,187032 - 264,64
4 4L, -4L, - 905,33 m, + 0,140274 = 127,0
5 aL, -3L, - 583,45 m, + 0,112219 =~ 65,5
) 6L, -6L, - 377,00 m, + 0,093516 - 35,3
7 7L, 7L, - 243,78 m, + 0,080156 = 119558
8 8L, -8L, - 157459 m, + 0,070137 = B 50
9 9L, -9L, - 101,81 m, + 0,062344 = b,4
10 1oL, -10L, - 45,72 m, + 0,056109 = 37
11 ML, -11L, - 42,38 m, + 0,051009 - 2,1
12 120, 121, = 27,30 m, + 0,046758 = 1,3
13 L - L - 289,75 my + 0,374063 - 108,4
14 2L, -2, - 1129,03 my + 0,187032 = 211,2
15 3L, -3L, - 462,49 m, + 0,124488 = Gl 7
16 4L, -4L, - 190,94 m, + 0,093516 = 17 49
17 3L, -3k, - 78,85 my + 0,074813 = 549
18 6L, -6L, - 32,49 my + 0,062344 = 2,0
19 7Ly =70, = 13,35 my + 0,053438 = 0,7
20 L - L - 18,59 m, + 0,314954 = 5,9
21 2L, -2L, - 128,85 m,, + 0,157477 = 20,3
22 3L, -3L, - 30,36 mg + 0,104985 = 3,2
23 4L, -4L, = 7427 m, + 0,078739 = 0,6
24 2L, 2L - 31,07 mg + 0,140841 = 4,4
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Table 8¢

Intégration de 1'équation ia .

Sat.l Série Xj,ordre 1. X3
-------------------------------------- Facteur
Argument Coef.de iexpiA | Trace d’'intégration | Coef.de expiAf
n° A (1x107 rad.) |1litt. (1x107 rad.)
1 12L, -11L, + 7,54 m, + 0,043185 + 0,33
2 1L, -10L, + 11,35 m, + 0,0446786 + 0,53
3 1oL, -9L, + 16,97 m, + 0,051042 + 0,87
4 9L, -8L, + 25,16 My + 0,056150 + 1,41
5 8L, -7L, + 36,89 m, + 0,062394 + 2,30
b 7L, -6L, + 53,29 m, + 0,070200 + 3,74
7 6L, -5L, + 75,34 m, + 0,080239 + 6,05
8 5L, -4L, + 103,01 m, + 0,093629 + 9,65
9 4L, -3L, + 132,96 m, + 0,112382 + 14,94
10 3L, -2L, + 151,94 m, + 0,140528 + 21,35
11 2L, -L, - 61,85 m, + 0,187484 = 11,60
12 L, - 194,55 my + 0,281567 = 54,78
13 L, - 203,45 m, + 0,565188 - 114,99
14 -L, +2L, - 665,90 m, -77,478425 +51592,68
135 -2L, +3L, - 516,62 m, - 0,557061 + 287,79
16 -3Ly +4L, - 376,51 My - 0,279535 + 105,25
17 -4 +5L, - 265,26 m, - 0,186581 + 49,49
18 -5k, +6L, - 182,95 m, - 0,140020 + 25,62
19 ~bL, +7L, - 124,35 m, - 0,112057 + 13,93
20 -7L, +8L, = 83,63 m, - 0,093403 + 7,81
21 -8L, +9L, = 39,79 m, - 0,080074 + 4,47
22 -9L, +10L, = 36,98 m, - 0,070073 + 205199
23 -10L, +11L, = 24,39 m, - 0,062294 + 1,52
24 =1 1L, +12L; — 16,02 my - 0,0360649 + 0,90
2 6L, -SLy + 13,31 my + 0,059108 + 0,79
26 3Ly -4L, + 29,75 my + 0,070200 + 2,09
27 4L, -3L4 + 63,79 m, + 0,0B6419 + 5,51
28 3L, ~2L, + 126,01 my + 0,112382 + 14,16
29 2Ll 4 = 16,99 m, + 0,160645 = 2,73
30 L, - 102,36 m, + 0,281567 = 28,82
31 L; = 72,54 my + 1,138682 -~ 82,60
32 -L, +2L, - 419,00 m, + 0,557061 + 233,41
33 =2L, +3Lg - 205,57 m, + 0,223790 + 46,00
34 -3L, +4L, = 94,32 my + 0,140020 + 13,2
35 -4L, +3L4 = 41,76 m, + 0,101883 + 4,25
36 -3k, +6L, = 18,09 m, + 0,080074 + 1,45
37 -6L, +7L4 = 7,72 mgy + 0,065955 + 0,51
38 3L, =20, + 16,93 m, + 0,100993 + 1,71
39 L, - 11,97 m, + 0,281567 = 3,37
40 L, - 4,96 m, + 2,656140 - 13,18
41 - L, +2, = 92,34 m, - 0,357324 + 18,69
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Table 8c (suite)

Sat.l Série is' ordre 1. Xa
-------------------------------------- » Facteur
Arqument Coefide iexpifA | Trace d'intégration | Coef.de expiA

n® A (1x107 rad.) | litt. (1x1077 rad.)
42 ~2L, +3L, = 14,63 m, - 0,167402 + 2,45
43 3L, 2L, + 4,44 mg + 0,093881 + 0,42
44 L, = 2,96 mg + 0,281567 = 0,83
43 L, +22502,17 i + 0,281567 + 6335,87
44 Ly + 32,13 Jg + 0,281567 + 2,05
47 -Ly 2L = 13,31 mg - 0,281797 + 3,75

Dans la Table 8c, les coefficients des termes de la série
représentant X3 obtenue aprés intégration se trouvent dans 1la derniére
colonne. Parmi eux, on trouve une valeur de loin plus grande que toutes
les autres en raison de la valeur absolue élevée du facteur d’'integration.
Le coefficient du temps de son argument est trés faible; sa composition
correspond & une des commensurabilités entre les moyens mouvements des
gsatellites du systéme. Les phénoménes de proche-résonance et de résonance
provenant de ces commensurabilités ont ete abordés dans le paragraphe 5.
Dans le cas du satellite J1 examiné ici, ce terme de proche-résonance
constitue la plus grande inégalité du mouvement. Comme la variable X3
représente 1'excentricité de 1’orbite par son module et la position du
grand axe de 1‘drbite par son argument; ce terme, portant un grand
coefficient, apparu dans la série X, prédomine sur tous les autres et son
amplitude constitue une sorte d'excentricite que 1°on dénomme
habituellement par excentricité induite de l’orbite du satellite.

Le traitement des éqguations relatives aux autres satellites est
identique & celui du satellite 1| exposé dans ce paragraphe. Comme
particularité de la forme des orbites, on peut signaler que 1'excentricite
induite de 1’orbite du satellite 1 trouvé ici est plus faible que celle
du satellite 2 et plus grande que celle du satellite 3j tandis que

l‘excentricité induite du quatriéme satellite est tres faible,

SUBSTITUTION DES VARIABLES DANS LA FORMATION DES EQUATIONS D'ORDRE
SUPERIEUR A | ET CONVERGENCE DE LA SOLUTION.

55. Dans la préparation des équations d’'ordre supérieur a 1, les seconds

membres d‘un ordre donné sont obtenus par substitution des variables par
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les résultats correspondants obtenus dans la solution des ordres
inférieurs. Avant 1’'opération de substitution, un terme quelconque des
seconds membres des équations est un monome dont la structure est donnée
dans le paragraphe 35. Les variables littérales y sont apparues sous la
forme de facteurs. L’'opération de substitution consiste a remplacer ces
facteurs par des séries.

Dans 1le cas le plus simple ot le terme considéré ne contient qu’une
seule variable portant un exposant égal a 1, 1 opération sera faite par la
suppression de cette variable dans 1 'expression montmiale du terme suivie
d’une multiplication simple du restant par la série représentant 1la
variable. L’'ordre minimum d’un terme issu de 1 'opération est 2. Lors du

développement préliminaire, il apparaft déja certains termes d'ordre 2
Mk
1+m;j
substitution globale des termes linéaires d'un second membre équivaut a la

générés en partie par le facteur de la fonction perturbatrice. La

formation des termes d’'ordre 2 de celui-ci d'aprés la relation

F -~
bx !

ol F, représente le groupe des termes linéaires du second membre considéré

X(0 utiliseé dans le calcul est la

et F@) , les termes d'ordre 2 calculés.
solution intermédiaire d‘ordre 1. Ces mémes termes linéaires sont aussi
générateurs d’'une partie des termes d'ordre supérieur. Par exemple, les

termes d'ordre 3 seront collectés par 1'opération

}: oF, (2)

Dans le cas ob le terme considéré contient plusieurs variables
portant des exposants de valeurs différentes, plusieurs voies sont
possibles : on peut par exemple former la série représentant toutes ces
variables par multiplication, ensuite la substituer a «ce groupe de
variables de 1la m&me maniére que dans le cas d’'une seule variable «ci-
dessus; on peut aussi faire la substitution facteur par facteur. La
premiére voie n'est pas commode, car aux degrés eélevés, une série
importante porte toute une gamme trés variée de combinaisons de variables
qui rend trés cofteux le traitement. La substitution globale d'un second

membre a 1'ordre p+! équivaut a realiser 1'opération :

FF

X K e X
3 DXa o DNp - ¢
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Dans la deuxiéme voie, on cherche & substituer a chaque fois une
seule variable pour la série donnée. Un sous-programme congu pour ce
traitement identifie la variable désignée par cet appel et effectue
son travail en construisant d’abord toutes les séries représentant
cette variable portant les exposants de 1 & la valeur la plus élevee,
exécute ensuite la substitution pour 1°ensemble des termes de la
série. Cette démarche est sélective, c'est a dire que chagque terme
est examiné, 1°opération ne se déclenche que si la présence de 1la
variable désignée est repérée. Le mode de substitution est donné par

1 ‘expression :

-&I((-;(—b (35 %) xhe) 5

On aura dans le programme autant d’intructions d’appel du méme sous-—

programme de substitution que de variables a substituer.

A la fin de la substitution, on obtient une série dont les termes
apparatssent sous la forme de montmes de configuration trés simple
composée de deux facteurs : un coefficient numérique accompagné des traces
littérales des constantes physiques et une fonction du temps. L 'opération
de substitution prend beaucoup de temps d’'exécution quand les séries
manipulées sont longues. Pour la quasi totalite des arguments, qui sont
des termes de courtes périodes, le développement de la solution a l1’ordre
3 est satisfaisant, car 1'ordre 4 ne contient aucune contribution
d'amplitude supérieure a 1x1077 radian jovicentrique. Il en est pas de ménme

pour les arguments de proche résonance qui sont de longues périodes.

56. Grace a4 la petitesse des facteurs d'intégration, la convergence de
la solution des termes & courtes périodes est rapide. La table 9 donne la
liste ou figurent les plus grandes composantes du coefficient & chaque
ordre relatives a4 deux arguments choisis pour illustrer la convergence des
termes de courtes et de longues périodes. L'argument -2L, +3L, est de
courte période, la solution converge rapidement et les contributions de
1'ordre 4 sont négligeables. L’argument -L,+2L, est de longue période, la
solution partielle pour le groupe de termes portant cet argument converge
plus lentement et a 1'ordre 7, on trouve encore un petit nombre de

contributions non négligeables.
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Table 9. Convergence de la solution intermédiaire:

Satellite J1. Extrait de X, limité aux plus grandes
contributions du coefficient a chague ordre.

de

Argument A = -2L,+3L, Argument A = -L, +2L,
Ordre Coefficient Coefficient
de expiA Trace de expif Trace
(107 radian) | littérale (1077 radian)| littérale
__________________________________ ) ER AR
1 + 278,79 m, + 51592,68 m,
______________________ T B
2 - 5,81 m3 - B8966,23 mg iy
= 3,88 m,m, - 920,39 m3
RENTRACIEC A
3 + 0,45 m, m2 + 1569,70 m, i2
+ 0,24 n?m, + 318,33 m3 Jp
o "2 P | Mz,
4 - 203,47 m, i3
= 60,73 m3 2
~ 23,86 m,m, i3
] + 47,467 m, j2
ii,30 m3 2
+ 8,17 mymy i3
I . <
1) = 8,31 M,z
= 2,16 m? j3
- 0,62 m, my iz
7 + 1,45 myis
+ 0429 m3i3
Dans la solution intermédiaire, un argument peut étre écrit sous la
forme d'un produit scalaire
(64) CplL).
o L dénote le groupe d’arguments élémentaires Lj, j=1 a 4. L'argument
longue période -L,+2l, correspond a :
p=(-1, 2, 0, 0).
Il existe d'autres arguments égaux & cet argument 4 k.180° prés en raison

de 1 'existence de la relation
o _ )
L’—oL2+2L3— 1807 .

Les principales valeurs de p correspondantes se trouvent dans la table 10.



Table 10

‘ P
-3 (-4, 11, -6, 0)
-2 (-3, 8, -4, 0)
-1 (=2, 55 =2; 0)
0 (-1, 2, 0, 0)
1 (0, -1, 2, 0)
2 (1, -4, 4, 0)
3 { 2, -7, &, 0)
4 ( 3 -10, 8, 0)

La solution pour les termes portant ces arguments converge lentement pour
deux raisons : un facteur d'intégration important d@ aux commensurabilites
des moyens mouvements des trois premiers satellites et l1"amplitude des

termes générateurs.

APPROCHE UTILISEE DANS L‘'INTEGRATION DES EQUATIONS i3 AUX ORDRES ELEVES

57. La solution pour Xa contient des grandes inégalités dont 1la

composition des arguments est donnée dans la Table 10. Il est nécessaire
d'aller jusqu'ad 1'ordre 7 pour pouvoir réunir toutes les composantes
significatives. 0Or les séries résultats obtenues a l’ordre 3 sont assez
volumineuses; il n’'est pas commode d'itérer les substitutions jusqu’a
1‘ordre 7 avec de telles séries. De plus on sait bien que dans les ordres
supérieures, la majorité des contributions sont négligeables; celles qui
restent A& <collecter sont justement les contributions des grandes
inégalités. D'autre part, on peut constater que les termes linéaires des
variables qui ne portent pas d’argument sont de loin les plus importants
des termes générateurs. Par exemple, dans le cas de 1'équation i% relative

au satellite J1, le plus grand terme linéaire du second membre est :
i[22502,2(j2)+64,3(j4)+431,8(m2)+174,5(m3)+18,7(m4)+4,4(m34 X4

L'unité wutilisée étant 107 radian. Le coefficient de ce terme contient une
composante portant la trace (j,) qui génere des composantes significatives
jusqu’d 1l‘ordre 7. On désigne par Fa3 la série des termes formant le
second membre. En substituant le terme principal d'ordre 1 : 51592,68(m, )

(2
expi(-L, + 2Lp) de XSRdans la formation de 1’'ordre 2, on obtient :



_94_

bFai (1)
oy R Y 1[ 116,1 (myiy) expx(-L,+2L2)]
A

1.22502,2(j,) x 51592,5s(m2)expi(-L,+2L2;.
L'intégration fournit
XS?= -8994,8 (m,J,) expi(-Ly+2L2),
qui sera utilisé dans la formation de 1’ordre 3. Quand on utilise
seulement cette composante du terme linéaire, on obient successivement:

8994,8 (m,j,) a 1'ordre 2

+ 1568,2 (m,j3) & 1'ordre 3
- 273,4 (myi3) & l'ordre 4
+ 47,7 (m,j3) & l'ordre 5
- 8,3 (myi3) & 1l'ordre 6
+ 1,4 (m,ig) & l'ordre 7

Les termes linéaires de ce type sont les seuls générateurs des composantes
des grandes inégalités & partir de 1'ordre 45 les apports d’autres

origines sont négligeables.

Ces considérations incitent & traiter d’une fagon séparée les
composantes des grandes inégalités générees par les termes linéaires. A
chaque ordre, le résultat partiel obtenu sera fusionné ensuite dans le
résultat global. On considére le systéme des équations iaj réduites aux

termes linéaires et aux termes grandes inégalités (63)

. W 4 -~ - -
[ X3) ay 3 A Ay (Xa1 by
Xag | |32y 3 323 32 | | X3 n b,
{(63) iaa ay Ay Ay, 3y, X33 b; | expliwt
X34 a4 342 943 3444 hxaq_ b44
~ v J \ J
termes linéaires grandes inégalités

ol w est la fréquence des grandes inégalités qui est la méme pour toutes
les combinaisons d‘arguments de la table 10. On cherche les intégrales

particuliéres de la forme :

(X3 = A,expiwt Kag = S0y,
X3p= Azexpiw t X33 = 1o Xap
Xys= Ayexpico t  on en deduit : | Ky = iw Xy
X34= A expiw t i%=iwxM
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En portant ces valeurs dans le systéme (465) on obtient un nouveau systéme

dont la résolution fournira les valeurs de A; , A, , As , A, cherchées.

(W -a, “he T8y Ty LT by

T3y W T8 Taz  Tay, Az by

(66) '33’ _332 w —333 _33(, AE) - b3
T T34 T3y Wmag, | Agf bg

On peut ramener la résolution du systéme au niveau de celle relative & une
seule équation par 1'identification des ordres des termes apparus. A
l'ordre 1, on a immédiatement :

b’ @ _ b o b
w ! As “w ! Aq.“ !

AY -
od 1'indice supérieur figuré entre parenthéses indique 1‘ordre de la
solution pour la grandeur considérée. Buand 1'ordre | est obtenu, (46)
donne immédiatement les expressions de la solution pour A, , A, 4 Az et A
a l'ordre 2. Par exemple dans le calcul de A, d'ordre 2 que 1'on notera

par A?), on a d’abord une égalité tirée de (46)
(W= ay JAy - a,, A, - a, Ay - a, R, = by,
a partir de laquelle, on obtient :

-4
A, = (w-a, ) [b1+ A Ay + A fy + amAAJ.

On procede ensuite a 1'identification des éléments appartenant & 1’ordre 2
des deux membres.

(2 1|, (@ @) A [ INO) LR O N

A1 = —u—)' b‘ * 312 Az + 313A3 + 3,4 A4 + a)_z a" b1 .

—4

Pour les ordres plus élevés, il est utile de développer (W - ay ) pour

faciliter les identifications. On met ce facteur sous la forme :
=
1 ay
w (1-31)
dans laquelle ay/w est une petite quantité devant 1'unité car ses

composantes principales sont d’ordre 1. Le développement en série de ce

facteur donne :
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o (-2 - &l 2 (@ @) @]

Avec a4 /w plus petit ‘que 1, les éléments du crochet du second wmembre de
{67) montrent 1la décroissance continuelle en amplitude des composantes
formées dans les ordres successifs. Pour une fréguence w , la rapidité de

2

o Par rapport a

la convergence de la solution dépend de la petitesse de
1. Les valeurs de ce rapport des deux arguments cités dans 1la table 9

sont:

-2L,+3L, | -0,00129213
- Ly+2Lp | -0,01290683
Ces chiffres montrent clairement que la convergence de la solution pour le
premier arqument (a courte période) est beaucoup plus rapide que celle du
deuxiéme (a longue période).
A l'ordre 3, 1'identification des termes de méme ordre donne :

® [0 MR o @) (O { :
Ay = % [bt +aPade a0 A DAY DD a(wf“g)]

€

s [ 960 @]

(02
L ErY]

Aux ordres supérieurs, le mode d’'identification est 1dentique. On
arrive ainsi a4 obtenir les composantes des ordres élevés des grandes
inégalités des mouvements des trois premiers satellites avec un nombre de
termes manipulés bien plus faible que celle qu'on aurait a considérer dans
un développement de la solution par les substitutions normales wutilisant

des séries entieres de volume important.

FORME ANALYTIQUE DE LA SOLUTION.

58. Dans 1le développement de la solution au moyen des substitutions

comme dans la méthode de traitement partiel exposée dans 1le paragraphe
précedent, on obtient dans le résultat final des termes portant des trace;
littérales des constantes physiques. La présence de ces traces littérales
révele non seulement la provenance du terme considéré,mais aussi son ordre
par rapport aux oparamétres constants. Cette forme analytique permet

d'éviter une erreur courante qui est le mélange des ordres dans une
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solution. En contre partie, 1’'espace occupé par un terme est plus

important.

LES GRANDES INEGALITES.

59. La forme analytique des résultats permet de trouver a tout instant

l'origine et 1'ordre d'un terme de la solution intermédiaire. Dans 1la
présentation des grandes inégalités, nous les conservons sous la forme
d‘'un ensemble de composantes. Les arguments des composantes sont
différents de k.180° ;leur composition est donnée dans la table 10. Ces
arguments apparafssent lors du développement de la solution et nous ne
cherchons pas 4 les réunir tout de suite sous la forme d’'un seul terme
portant un argument unique, car nous avons besoin de ce résultat tres
détaillé dans 1le calcul de la libration, dont les arguments sont repérés
par 1'apparition de 1'argument résonnant L,-3L,+2Ls et ses harmoniques.
Cette présentation des grandes inégalités, sous la forme de composantes,
existe dans les théories connues, mais d'une fagon trés réduite. Dans la
théorie de Sampson (1921) par exemple, les grandes 1inégalités des
longitudes vraies des trois premiers satellites contiennent respectivement
1, 2 et | composantes. La séparation des composantes n'est effective que
pour le satellite J2; pour lequel Sampson compte séparer 1'action de Ji
sur J2 de celle de J3 sur J2 dans le calcul de la libration. La réaliteé
est plus complexe et on peut citer un exemple réel de formation des
arguments dans les deux cas suivants : le premier cas ol l'on tient compte
de 1’'existence de plusieurs arguments, tels gqu’'ils apparafssent dans le
calcul et 1le deuxiéme cas ot tous les arguments sont réduits & un seul.
Avec la notation donnee par (64) :
(-2,3,-2,0) + (0,1,-2,0) —> (-2,6,-4,0),
si le premier argument était auparavant modifié en (-1,2,0,0) dans le
regroupement avec la composante principale, on aurait :
(-1,2,0,0) + (0,1,-2,0) —> (-1,3,-2,0).

Les deux arguments obtenus sont tous les deux des arguments
résonnants, mais appartiennent aux harmoniques différents. Ceci conduit
aux deux résultats différents dans le calcul de la libration comme on le

verra dans le paragraphe 69.

60. Tous les huit arguments, différents les uns des autres de k.180°
{table 10) qui nous intéressent, apparafssent dés 1'ordre 2 par
regroupement d‘arguments des facteurs dans | 'opération de substitution. On

a par exemple :
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(-4,5,0,0) + (0,6,-6,0) ---> (-4,11,-6,0)
(-3,4,0,0) + (0,4,-4,0) ---> (-4,11,-4,0)
(-3,4,0,0) + (0,4,-4,0) ---> (-3, 8,-4,0)
(-3,3,0,0) + (0,5,-4,0) ---> (-3, 8,-4,0)
(-2,2,0,0) + {(0,3,-2,0) ---> (-2, 5,-2,0)
(-2,4,0,0) + (0,1,-2,0) =--=> (-2, 5,-2,0)
{(-2,3,0,0) + (1,-1,0,0) ---> (-1, 2, 0,0)
(-2,4,0,0) + (1,-2,0,0) ---> (-1, 2, 0,0)
etc ...

Les résultats obtenus pour les composantes des grandes inégalités &
l'ordre 7 de 1la solution intermédiaire avec des amplitudes réduites en
valeurs numériques sont donnés dans la table 1la. Notons qu’'on doit
ajouter les contributions provenant du mouvement libre. La table 11b donne
1'ordre de grandeur des compléments quand on tient compte des

excentricités et des inclinaisons libres des orbites des satellites.

Table 1l1a. Composantes des grandes inégalités de X3J
Amplitudes réduites aux valeurs numériques.

(unité = 1x1077 radian).
Argument Amplitude
Sat.l Sat.2 Sat. S
(-4,11,-6,0) + 0,63 - 1,31 0,00
(-3, 8,-4,0) + 55,82 - 136,11 + 0,06
(=29 Diy—2,00 + 1235,96 - 2984,94 - 2,65
=1, 25 0,0} + 42808,359 = 2321711 - 2,69
t 0,-1, 2,0) + b4,56 + 73894,59 - 6100,88
(1,-4, 4,0) + b,41 + 430,64 - 177,82
( 2,-7, 6,0) + 0,06 + 82,68 = 32,17
( 3,-10,8,0) + 0,00 + 0,81 - 0,32
Table 11b. Compléments des gqrandes inéqalités de X33
provenant des excentricités et des inclinai-
sons libres (unité = 1x10™7 radian).
Arqument Amplitude
Sat.!1 Sat.2 Sat.3
_____________ 7 NOPSSICEPSREIARY. SISROI, SR pSe | NEUSPREE—
(=t, 2, 0,0) ~ 74 + 10,1 ' 0,0
( i0,-1, 2,0} + 0, - 14,1 + Sy 2
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Un examen rapide des amplitudes qui figurent dans la Table 1la
permet de constater que dans le cas du satellite | par exemple, la
deuxiéme composante représente environ 3% de la composante principale. Le
tait de regrouper toutes les composantes dans un seul terme faussera le
calcul de la libration que l‘on veut etre trés précis.

Le résultat obtenu sous forme analytique est volumineux, La table 12
donne un extrait de ce résultat concernant les deux plus grandes
composantes de X, de J1 portant respectivement les arguments -Ly+2L, et

-2L, +5L,-2L 3.
Table 12.

Extrait de Xg du satellite 1 :

Série de termes portant 1'argument A = -L,+2L,.
Coefficient | Trace des cons- Coefficient | Trace des cons-
de expif tantes physiques de expiA tantes physiques
(1x107 rad) iy §, m mymym, mg (1x1077 rad) Jpiymymymym, mg

1 | + 51592,7 P 29 | - 60,7 2. .2,

2| - 8965,2 1 . o1 . 30 | - 6,4 2 . - 11 . ;
30 - 25,6 o A B 31| - 0,7 20 B |

4| - 662,35 RN O 32 | - 6,9 1. 21.

5 - 920,4 . o 2 . 33 | = 0,3 11, 2.

6| - 69,9 . - 11 5 34 |- 13,4 1 .12,

71 - 7,3 T ST 35 | - 557 R G

8| - 1,8 ot e = A 1 36 | - 0,9 1.111
91+ 1569,7 2. .1. 37 | - 0,8 t . 21

10 | + 8,9 1 (Y PR 38 | + 0,4 1. .12,
1L+ 136,6 | 1 .11 . 39 |- 0,2 .. 13

12 | + 0,3 . 111 . 40 |+ 47,7 4 1

13 ]+ 318,3 1 . 2 . 41 |+ 0,5 I 1. 1.

14 | + 24,1 1 . 11 42 | + 4,2 S a1l 1l . :
15| + 2,6 S 43 |+ 11,9 3 2 .

16 | + 0,9 JIRNTR2 44 | + 15 3.« 1l

17 | + 39,7 21 . 43 | + 1,2 2. 2 1.

18 | + 72,6 12 46 | + 2,3 2.12. .
19 | + 26,4 A 5 47 | + 1,0 2 . A
20 | + 4,1 . 111, 48 | + 0,2 2. .21
21 | + 2,6 - s 21 . . 49 | - 8,3 ¢ ol o a .
22 | - 2,4 . 12 5 30 | - 0,6 4 .11, .
23 | + 0,3 . 1 St | - 252 4 . . 2.
24 | + 0,3 s s 2 e 52 | - 0,3 4 . .11 .
25 | + 0,6 | G R | 33 |- 0,2 3.21.
26 | - 273,7 i RN 54 |- 0,4 3. 12.
27 | - 2,3 20 < 1 . 33 |- 0,2 S 3 . -
28 | - 23,9 2. 11 . 56 |+ 1,4 6 . 1.
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Table 12 (suite).Extrait de X, du satellite 1 :
Série de termes portant 1 argument A = —2L, +5L 214

Coefficient | Trace des cons- Coefficient | Trace des cons-

de expiA tantes physiques| de expiA tantes physiques

(1x1077 rad) i3, mymymym, g (1x1077 rad) iy, mmymym, mg
1 +1670,4 o« oox L1 W . 12| + 8,6 I .« 1 2. .
2 - 374,3 [ (R U (R 131+ 0,2 SRR S B | S
3 -. 0,9 a1l w1l 1l . s 14| + 0,2 v oo os 22 .
4 = §2,1 PR N A 15| - 10,6 .11,
5 - 64,1 o o w21 o 16| - 1,6 7 N W, P
b - 47,2 o oom L2 4 17| - 2,3 2 . « 21 o
7 = 0,8 PRSI (S A | 18| - 1,6 2 . 12 s
8 + 60,6 2 01 s 19| + 1,8 4. .11 ..
9 + 0,3 1 1 .11, 20| + 043 S U L [
10 + Pyl 1 . L1 1. 21| + 0,4 a0 « 216
11 + 12,6 1 . 21 . 391 + 0,3 3. . 12..

Dans 1la table 12, la colonne "Trace des constantes physiques" donne
les exposants de ces quantités. Un point "." occupe la place d’'un exposant
nul. Pour un terme considéré, la somme des exposants donne son ordre par
rapport aux petits parametres constants.

La convergence de la solution est bonne pour tous les arguments. La
décroissance des amplitudes est tres rapide par rapport aux ordres; le

signe des contributions, changé

d'un ordre a 1l'ordre suivant, 50000, 17
montre que l’apﬁfoximation est i
meilleure que le dernier ordre 40000, %
calculé.Dans le cas de la compo- i
sante de la grande inegalité de 30000, !
la table 12, les coefficients ‘
obtenus sont : 20000, \
\
(1 ..... 51592,7 x 107 10000, \'\_
2 .o0s. ~10633,7 " 1 \\§ 3 7
X oeisms * 22054 ° 0, [*1:_?_7 ordre
Ordre J 4 ..... - 395,5 " 2|7 s 6
3 seieae F 70,1 . -10000,' /
bii aiersisis, = 1252 "
L7 lelolete & 1,4 . Fig.8
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Les coefficients obtenus pour les derniers ordres sont tellement
faibles par rapport 4 celle du premier ordre qu’il n'est pas facile de les

porter tous sur le graphique avec une méme échelle (fig.8).

PERIODES DES TERMES PERIODIQUES.

60. Dans la solution intermédiaire, les termes périodiques sont pour la

majorité de périodes plus courtes que les périodes d’'évolution des
satellites, sauf dans le cas des grandes inégalités. La période de ces
termes est de 486,8 jours. Elle est bien plus grande que les périodes
d'évolution des satellites :

Sat.1 - 1,769 jours,

Sat.?2 3,951 jours,
Sat.3 7,135 jours,
Sat.4 16,689 jours,

PERTURBATIONS SECULAIRES DES MOYENS MOUVEMENTS.

61. La table 7a du paragraphe 54 donne les perturbations séculaires des

moyens mouvements obtenues A 1’ordre | des petits paramétres constants.

Table 13

Satellite 1. Termes constants a identifier aux
perturbations séculaires des moyens mouvements.

Trace des cons- Trace des cons-
Coefficient | tantes physiques Coefficient | tantes physiques
(1x1077 rad) jzj,‘mlmzmsm‘ms (1x10'7r§d) jszm‘mzmam,‘m5
1 +45004,333 P 14 + 0,081 . o v ow 2w
2 + 54,259 T ] + 0,018 ) (R ("
3 - 389,109 o s » 1o o 16 - 0.012 R TR (e
4 - 204,718 v & s @ koo 17 + 0,018 -
] = 23,938 S T R L 18 + 0,439 F oow s w e
b - 2y 4L R T | 19 - 0,181 Lo i .
7 = 40,395 2 o Vs s 20 - 0,380 o o 24 & w o
8 = 0,142 11 s @ e 21 - 0,901 1 . « 2. 4
9 - 1,403 1 .1 o = 22 = 04917 o o ¥ 2 o o .
10 + 0,313 | [ 23 - 0,578 . oM S e W
11 + 5,481 T 5 AP 24 - 0,026 ) I A
2 + 17,208 a2 25 - 0,035 -
113 + 0,156 I, & = = 15 = 26 - 0,119 .1 2.




- 102 =

Les contributions des ordres supérieurs décroissent rapidement. La table
13 donne toutes les contributions d’amplitude supérieure a 1.107° radian

jovicentrique relatives au satellite 1.

MOUVEMENT DES ORBITES INTERMEDIAIRES.

2. Les orbites intermédiaires des satellites ne sont pas planes dans la

solution intermédiaire en raison de 1'existence des termes périodiques
affectant leurs inclinaisons. Ces termes proviennent des perturbations du
Soleil, qui est consideré dans la théorie comme un corps extérieur ne
faisant pas partie du systéme jovien. A cette étape de la solution, c’'est
A dire quand les excentricités propres et les inclinaisons propres sont

négligées, les termes principaux des Xs sont donnés dans la table 14.

Table 14

Termes principaux de X, de la solution intermédiaire.

Coefficient de expiA (uniteé : 1x107 radian)
——————————————————————————————————————————————— Argument
Sat.1 Sat.2 Sat.3 Sat.4 A
= 4,52 - 16,34 - 36,87 - 87,86 36 +2W -8,
- 16,66 - 133,30 - 320,61 - 772,92 26 +21 -,
- 252 + 4,88 +  Sy27 + 37,50 6 +2T0 -8,
0,0 0,0 0,0 + 0,5 -2 +8,
- 7,01 + 14,65 + 44,78 + 111,56 6 +S2
- 31,10 | - 33,72 - 52,67 - 115,76 -6 +Q,

La table 14 contient une ligne de coefficients trés faibles. Notons
qu'a 1la place de + 0,5 expi(-2T th), Sampson (1921) donne le coefficient
du terme équivalent dans l’'expression de la latitude du satellite 4 égal a
-383, cette différence entre autres sera développée dans le paragraphe 79

du chapitre 4.

DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION INTERMEDIAIRE RESONNANTE.

Le traitement se compose de deux parties la résolution de
1'équation de 1la libration et 1°étude de 1°'effet de la libration sur les

termes périodiques obtenus dans la solution intermédiaire non résonnante.
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FORMATION ET RESOLUTION DE L°EQUATION DE LA LIBRATION.

63. D’'aprés les travaux de Laplace, on sait que 1'argument de la
libration est du type oscillatoire borné, au contraire des arguments des
termes périodiques ordinaires qui sont du type circulatoire. Dans le jeu
de variables utilisées, la premiére a une expression adaptée a 1’'étude du

probleme de résonance:

e. _xJ 1

Xij = J

ol %ﬁ = LJ+813. Le rattachement de la partie résonnante SAj a Lj permet de

détecter les arguments résonnants :

(68) k(OA, -36A,+280;) ,
gqui accompagnent les arguments non traités dans la solution non résonnante

(69) kib,-3L,+2L,), de fréquence nulle,.
Les arguments obtenus aprés les substitutions sont de la forme

XN, + Uy, + u3)3+-a1)4,
qui peut etre écrite sous la forme d'un produit scalaire
(| A )

Lorsqu’on se limite aux termes résonnants, le développement par

substitution donne :
y Ky = ng cosk(o(“\),

D By sink(s|[X),

ol Ay y By sont des coefficients constants, k des entiers positifs et
ol o a pour valeur (1,-3,2,0).

L'argument fondamental de libration est

N = A -3A; #2h5 - 18B0°.
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Ny -3\, +2\; et A sont différents de 180°. A 1'argument k(A, -3x, +2As )
correspond k(A + 180°); par suite, pour k impair, la fonction sinus de
1'un est égal a la fonction sinus de 1'autre changée de signe. Il en est

de méme pour les fonctions cosinus de ces quantités.

ce —_—

Le paragraphe 22 donne 1 'équation de la libration A= ?;+ F,y dans
laguelle ;; et-ﬁ représentent respectivement les parties résonnantes de F,
et ﬁ,. Le second membre ne contient que des termes résonnants : il ne
dépend du temps que par 1'intermédiaire de ( |A ) c’est & dire de A. On
peut poser :

(A = (& |Fy+F, ), avec & = (1,-3,2,0),

d’'ol 1'équation (17) en A, déja écrite au paragraphe 22 :

N = $(A)
En raison de la forme du second membre, on cherche une solution sinus donc

de la forme :

A=-§1T(UO-—EE)’ avec u= @ et 0 = expip t;
ot (¢ est une constante d’'intégration @ = VP‘ expiE,.

Dans le calcul du second membre, le guatriéme élément de o étant
nul, ce produit scalaire peut s’écrire sous la forme développée suivante,
ot les grandeurs apparues portent un deuxiéme indice, qui est le numéro du
satellite :

A = (Fy #Fy ) = 3UF, +F ) + 2(F5 +F5 ).

Chaque parenthése du second membre contient deux parties : F;} et éj
{(j=1,2, 3). La premiére partie calculant F, sera obtenue par une collecte
de termes de résonance apparus dans le développement de Fo aprés une
substitution des variables par les séries correspondantes issues de 1la
solution intermédiaire non résonnante complété par les compléments de 1la
solution variationnelle. Les traces des arguments (69) signalent 1la
présence des arguments résonnants (68). Le développement de la deuxiéme

partie est plus complexe; on a tout d’abord 1'égalité suivante:

6 3
L o S L
dt  pof ks Xy dt ot
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et on cherche & calculer la méme expression réduite aux termes résonnants:

e}

—14:2[ aF dXpk aF,J-
dt P K Bxpkdt ot

Le groupe contenant 1l opérateur Z;Z: est etendu a toutes les variables Xpk
présentes dans les termes de Fy o So: developpement est bien plus long que
celui du calcul de F, en raison du nombre plus important d‘'opérations a
effectuer. Chaque élément de cette somme est un produit de deux facteurs:
le premier est une dérivée partielle de Fﬁ par rapport & une variable
Xpk, le deuxiéme est la dérivée de la variable considérée par rapport au

temps :

dXpk

——

dt
qui n’'est pas autre chose que le second membre Fpk d'une des équations
obtenues dans le développement préliminaire. La multiplication des deux
series représentées par ces deux facteurs donne une série dont les termes
contiennent toujours des variables. On procéde ensuite & la substitution
de ces variables par les séries correspondantes . Dans cette opération, on
ne conserve que les termes portant un argument résonnant. On obtient ainsi
la série représentant 1'expression correspondante réduite aux termes

résonnants :

© 2 B,
el i
P;E;:IBX dt

Le deuxieme groupe est la dérivée partielle de Fyi par rapport au temps. On

obtient les termes résonnants de F, au moyen d'uni substitution identique a
celle wutilisée dans le calcul de ﬁz . La dérivation des termes obtenus par
rapport au temps n’'est pas immédiate pour deux raisons : d’abord,
l1"argument de libration n’'est pas une fonction linéaire du temps comme
dans le cas des autres termes périodiques mais une fonction périodique du
temps; ensuite on a besoin d'une valeur approchée ou d’'une approximation
donnée de la fréquence de libration pour pouvoir effectuer cette
derivation.

On obtient des termes contenant les fonctions sin/A\ , sin2/\, sin3A,

sind A dans le développement de E;-et des termes contenant les fonctions
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cosN , cos2AN, cos3A, cos4/\ dans le développement de F, 3+ A étant une
fonction périodique du temps. On développe toutes les fonctions sinus et
cosinus de kA en séries.entiéres de la petite quantité A au moyen des

relations

coskA 1

2 & 6
N C YN
2l 4! 6!

3
kA k
sinkA = kA _<__2+£__’_\25_“'
3! 5!
La dérivation de F, devient plus simple car 1'argument & considérer est

maintenant A et non une fonction périodique de A. Cette derniére

operation met 1'équation (17) sous la nouvelle forme :

(70) A== BEA(L + Y p APR).

k est un entier positif ou nul. La valeur de la parethése est proche de 1;
50 est donc la fréquence de la libration dans la premiére approximation.

C’est 1la partie principale de 1'expression générale de la fréquence de la

B =§r ézk

D'apres Sagnier (1981), 1la correction de fréquence d’'ordre 2 a pour

libration

expression :

B, - 5 Bapa IO .

dans laguelle 1Q| représente 1 'amplitude de la libration. Les paragraphes
suivants abordent successivement la collecte des termes résonnants dans la
tformation de l'équation de la libration; le traitement de 1'équation de la
libration et wune discussion montrant pourquoi le résultat obtenu est

différent de ceux des autres théories.

Collecte des termes résonnants dans la construction de 1l 'éguation

de la libration.

64, Les coefficients des groupes de termes collectés sont présentés
dans les tables 15 et 146. Les apports de ng provenant des degrés 3 et 4
des variables sont donnés dans le but de faciliter la comparaison des
résultats a ceux des autres théories dont le calcul s’arréte au degré 2
des variables (Théorie de Sampson par exemple). Les fonctions des
arguments apparues sont des fonctions sinus et cosinus. Elles seront

développées dans le paragraphe suivant sous la forme de polyntimes de A.
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Table 15a . Collection des termes résonnants
de FZ; (j : numéro du satellite).

Coefficient x 10" de

T sinA sin2N\ sin3A sind4 A\

(degreé 1
+degré 2)| -16434673 + 243454 - 9852 + 1825
degré 3 - 10245 - 14497 - 6528 + 92

degreé 4 + 142 | + 479 + 526 + 178

Total... -1653776 + 249436 - 13854 + 2095
(degré 1

+degré 2)| +3664752 - 563657 + 26487 - 3648

degré 3 + 16985 + 21540 + 9494 = 159

degré 4 = 258 = 747 S 7735 = 269

Total... +3681479 - 542844 + 35206 - 4076
(degré 1

+degré 2)| - 313122 + 45324 = 2942 + 225

degré 3 = 495 - 70 + 19 + 2

degre 4 + 14 + 4 0 0

Total... - 313603 + 45258 = 2923 + 227

F;  dX
Table 15b . Termes résonnants de?ié? . a—fﬁ,
T P OXpk t
{j : numéro du satellite).

Coefficient x 10'% de

L sinA sin2/\ sin3 N\ sind A
j=1 - 52 + 405 + 12 + 37
j=2 l + 32172 - 50 + 128 - 627
j=3 - 5611 + 240 + 703 - 336

Table 16 . Termes résonnants de Fﬁ '
{j : numéro du satellite).
T
Coefficient x 10 de
cosA cos2 A\ cos3A cos4 AN\
j=1 +1199144 - 64556 4 5014 - 580
i=2 -5506988 + 5884 - 3884 + 180
j=3 - 4246984 + 98732 = 3812 + 252
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Calcul du second membre de 1 ‘équation de la libration.

65. Les tables 15a et 15b contiennent des données wutilisables
immédiatement dans le e€alcul du second membre de 1°équation de 1la
libration. Dans la premiére approximation, on ne tiendra compte que de ces
données. La solution donnera une fréquence approchée qu’on utilisera dans

le calcul du complément :

Le second membre s’'écrit alors :

— (dF, dX
)
X dt

avec 2 = le— 3?;&+2F;; dont les éléments se trouvent dans la table 15a

(aﬁ dx)= i‘i B(Fn ~3Fp +2an)_ d Xpk
X dt pt ket X pk dt
dont les éléments se trouvent dans la table 15b. La collection, limitéee a
1 argument 4A, donne : 0,000013433209 sin A

+ 0,000001969579 sin2A
0,000000126284 sin3A
0,000000016023 sind A,

I

(71)

-+

dont le développement en polyntime de la fonction du temps A fournit :
-0,000009808811 A + 0,000000010129 N+ 0,000000294282 ﬁ? sty
L équation (70), limitée au degré 5 en A\, devient :
A = -0,000009808811 A {1 -0,001033 /\2—0,030002 N ) 4

La valeur de la fréguence de la libration, donnée par cette premiere
approximation, est la racine carré de 0,0000098088t1 ou 0,00313190 radian
par Jjour; ce qui correspond a une période de 2006,188 jours. Cette
fréquence sera utilisée par 1la suite pour le calcul du complément
mentionné au début de ce paragraphe. On a :

Fy = Fyq -3F,, +2F

A 13"

Avec les éléments donnés dans la table 16, on obtient
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Fy = +0,000016866140 cosA
+0,000000030250 cos2A

' 40,000000009042 cos3A
-0,000000000616 cos4A,

dont le développement en un polyntme de A donne :

Ey & -0,000008529331f€ + 0,000000746869ﬁ& = 0,000000031765/& + e
La dérivation par vrapport au temps de cette égalité, qui wutilise 1la

fréquence obtenue 0,00313190 radian/jour, fournit :

oF,
(b—t‘)= -0,000000053426A + 0,000000009356/ - 0,000000000597A° + ...

Quand on tient compte de ce complément, 1°équation de la libration

devient:

A = -0,000009862237 A (1 -0,00197572 N-0,02977874 A ),

elle donne une nouvelle fréquence 0,0031404199 radian/jour. La période de

la libration correspondante est 2000,747 jours. I3

Période de la libration.

66. Une itération du calcul du complément utilisant cette nouvelle

fréquence donne :

. 2
(72) A = -0,000009862382 A (1 -0,00197833 N-0,02977810 A ).

On obtient une fréquence légerement modifiée de 0,00314044296 radian/jour;
ce gqui correspond a une période de 2000,732 jours.
On peut a présent calculer la correction de fréquence la plus
importante qui est pz .
By = - -3— Bop, Q|2 4 avec p,= -,00197833;
(@l = 0,0011519 radian;
Bo = 0,00314044296 radian/jour.
La valeur attribuée ici & || est tirée de celle donnée par Lieske dans sa

theéorie, version E-2 (Lieske, 1980).

La valeur obtenue pour cette correction de fréquence est trés faible
B, = - 3,1 x 102

Les corrections suivantes décroissent trés rapidement et il suffit de
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tenir compte de la premiére correction dans le résultat final. Le résultat
concernant la périocde de la libration reste inchangé car la carrection

n‘affecte pas le dernier chiffre significatif retenu de 1la fréquence

principale @o . Voici quelques valeurs obtenues pour la périocde de 1la
libration :

Sampson (1921) 2041,1 jours,

Lieske E-0 (1977) 2091,1 jours,

Lieske E-2 (1980) 2074, jours,

Brown (1976) 2032, jours,

Ferraz-Mello (1979) 2012, jours,

Henrard (1984) 2014, jours.

Cette liste est donnée & titre d'information, car les valeurs des masses
utilisées dans les travaux correspondants sont différentes.

Facteurs de libration.

67. Ces facteurs indiguent la contributian théorique des trois
satellites concernés a la libration. Leurs valeurs sont liées par la
relation :

8,-30,+28,= 1.

L'indice donne le numéro du satellite. Dans la formation de 1 équation de
la libration avec wune séparation des pravenances, an obtient les

contributions suivantes relatives au terme principal portant A:

Satellite 1 - 0,000001196186 A,
Satellite 2 + 0,000002732322 A,
Satellite 3 - 0,000000234616 A.

Quand on note ces contributions par (1),(2),(3), le coefficient de A dans
le second membre de 1°'équation de la libration est le total (1)-3(2)+2(3).
La valeur de @, par exemple s’'obtient par la division de (1) par ce total.

On obtient les valeurs suivantes des facteurs de libration :

(73) g, = 0,1213 ; @5 = -0,2770 ; @5 = 0,0238 .

La table suivante contient quelques valeurs connues de ces facteurs :

Sampson Lieske E-2 Ferraz-Mello
(1921) (1980) (1979)
e, 0,1381 0,1152 0,1238
a, -0,2704 -0,2767 -0,2750
Q3 0,0254 0,0274 0,0256
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Coefficients des termes résonnants dans 1 ‘équation de la libration.

68. Un autre groupe d’'éléments peut étre utilisé dans la comparaison des

théories est composé des coefficients A,, A2, AB’ Aq_des termes résonnants

de 1'équation de la libration écrite sous la forme :

sin3/\ + A,sind .
3 IA

A = A.,sin/\ + An,sin2/\ + A

2

A 1'étape finale, le second membre de 1'équation de la libratiaon (72) de

la présente théorie est un polynéme de /\; mais & une étape intermédiaire,
le second membre incomplet posséde une expression en sinus comme ci-dessus
(71) paragraphe 63.

et les coefficients correspondants se trouvent dans

I1 existe trés peu de résultats intermédiaires publiés. La table 16

donne liste de ces quelques valeurs intermédiaires. Il faut auusi signaler
que dans ces différents travaux, les valeurs attribuées aux masses sont
différentes.
Table 16.
Sampsan Brown Vu
(1921) (1976)
Ay S1,1751x10° | -1,184x10°5| -1,3433x10°S
Ay | +1,1392x10° | +1,153x107| +1,9696x107¢
Ay -3,8 x1072| -1,2628x107"7
A, #3,1 x1073] +1,6023x107°
Les différences apparafssent dés le premier coefficient. Ceci mérite

quelques commentaires qui seront abordés dans le paragraphe suivant.

Détails utiles et discussion des résultats

69. Les approches utilisées dans la canstruction des
sont différentes et il est difficile de trouver partout grandeurs
équivalentes pour procéder & une camparaison systematique.
seulement expliquer les différences par les moyens mis en oeuvre dans
développement de 1la solution et ensuite montrer les conséquences
sur les valeurs des grandeurs de repére comme la période de la libration

par exemple.

Parmi

théorie, figurent deux éléments nouveaux :

les moyens mis en oceuvre dans le développement de la
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- La formation des équations est étendue aux degrés 3 et 4 des
variables., Les <contributions correspondantes se trouvent dans 1la
table 15a.

- Les composantes des grandes inégalités, portant des arguments
différents, sont introduites dans 1le calcul. Elles ne sont oplus
groupées sous un ou deux arguments comme dans les théories wutilisant
la méthode de Sampson. Leurs amplitudes et 1leurs arqguments sont

donnés dans la table 11a, paragraphe 59.

La différence des moyens utilisés permet d’'expliquer celle du groupe
de coefficients de 1la table 146, ensuite celle des périades de la
libration. Considérons le cas précis d'un couple de termes de degré 1 de
Fopy générateur d'importantes contributions aux termes résonnants du
satellite 2 : |
f32= 1 x 0,00026979471 [ X329xpi(7y72hs) - X42expi(-A2+2X34 LR

ol X42 est la variable conjuguée de Xgp. Lors du développement, on voit

apparaftrent les combinaisons d'argument suivantes :

arguments des arguments

argument grandeurs substitutées résonnants
initial X3 K40 apparus
{-1,2, 0,0) {-1,3,-2,0)

{0,1,-2,0) (=2 4159~ 215 0) (-2,6,-4,0)
(-3,8,-4,0) (=3,7,-6,0)

(-4,11,-6,0) {(-4,12,-8,0)

(t,-2, 0,00 | (1,-3, 2,0)
(0,-1,2,0) (2,-5, 2,00 | (2,-6, 4,0)
(3,-8, 4,0) | (3,-9, 6,0
(4,-11,6,0) | (4,-12,8,0)

On obtient deux groupes de termes portant des fonctions exponentielles
dont 1les arguments sont conjugués; ils donneront des termes portant des
fonctions sinus dans la présentation finale. De ce fait, il suffira

d'examiner la formation d'un de ces deux groupes.
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La substitution par la série -0,002321711 expi(A,-2},)
-0,000298494 expi(2h2—5h5+215)
-0,000013611 expi(3A,~BA,+4As)
-0,000000131 expi (4A,-11N,+6A3),
de la variable X,, du deuxiéme terme du couple considéré donne :
i [0,000000626385 expi (A, =3X\,+2x3) + 0,000000080532 expi (2\,-6A,+4A3)
+0,000000003672 expi (3A,-94, +645) +0,000000000035 expi(4h,—12)2+8)\3)].

Le regroupement de ce résultat avec celui du groupe conjugue donne :

Foo =

~1252770 x 102 sin(A,=3N,+2)s) [ 41252770 x 16 %sinA
- 161064 x 102 sint2h,-6A,+4%s)  ou : | - 161064 x 10 2sin2A
_ 7388 x 10sin(3A,-9A46h)  (74) )+ 7344 x 10 Zsin3A
- 70 ¥ lddzsin(4ﬁ,—12lz+815) L— 70 » lddzsin4A

Si ce groupe de composantes de X42 était réuni sous un argument unique A,-
23, ¢
X4p = -0,002036697 expi(A,-2X,),

on aurait dans la collection un terme unique :
-2 .
(73) +1098980 x 10 “sini\.
D’ol la différence entre les développements treés partiels (74) et (73) :

+0,000000153790s5in/A -0,0000001610645in2/\ +0,000000007344 sin3\
-0,000000000070 sind4 A,
Comme E; entre dans la composition du second membre de 1 équation de 1la
libration avec un facteur -3; les écarts créés, écrits avec les mémes

unités que les valeurs correspondantes de la table 16 sont :

-0,04614x 107> sinA
(76) +0,4832 x 107% sin2A

~0,2203 x 1077 sin3A

£0,0210 x 107® sin4A

et portent les mémes signes qu’'elles. Par conséquent, dans la table 16,

les coefficients figurés dans la derniére colonne sont plus grands en
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amplitude que ceux des colonnes des autres théories. Les écarts (76)
montrent, qu’'en cas de regroupement des arguments avant la substitution,
il existe wun phénoméne de transfert des apports appartenant aux
harmoniques vers 1'argument de base /A avec un changement éventuel de
signe. Ils modifient notablement la valeur de la période de la libration
car un méme apport ne portera pas le m@me poids dans les différents
harmoniques résonnants du développement en polyntme de A lors de 1la
formation du second membre de 1 'équation de la libration. En raison de ce
transfert, si on additionne les coefficients des écarts (74), on trouvera

zéro; mais le développement de (76) en polyntme de /A donne :
= -2 -12
439750 x 10 A - 2240 x 100 A2+ 1792 x 10 NS,

La modification de 1la période de la libration, provenant des écarts
obtenus par le développement partiel cité en exemple ici, est importante,
de 1'ordre -46 jours.

On peut aussi évaluer la modification de la période de la libration
quand le calcul tient compte des apports des degrés 3 et 4 des variables;
elle est de 1'ordre de -32 jours. Ces divers éléments du développement de
la solution contribuent A& montrer pourquoi la valeur de la période de 1la

libration obtenue ici est plus faible que celles des autres théories.

Perturbations séculaires des moyens mouvements dues 4 la libration.

70. La premiére équation du systeme (15) paragraphe 22, relative au

satellite j ne contient que des termes résonnants. Elle s’écrit :

SRR

ol Xq peut étre obtenu par une intégration delﬁg par rapport au temps.

E;} a pour développement en polyntme de A
3 5
alN +b\N +c/N+ ...

dans lequel a, b, c sont de constantes et A, une fonction périodique du
temps. Il ne contient donc que de termes périodiques. Son intégration
tournira des termes périodiques qui n’'entreront pas dans 1'identification
de la partie séculaire du moyen mouvement. Il reste donc & évaluer les
termes constants provenant du développement de F,j. Les guantités de 1la

table 16 développées en polynéme de A donne :
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Fy = 1137022 x 1072~ 484383 x 1072 %+ 16329 x 102N,

(77) F, =-5503806 x 107+ 2755760 x 1072/¥ 236056 x 10 N,

E=- 371812 x 1072+ 111166 x 162N + 11186 x 107 N

13

est une fonction périodique du temps; les coefficients des termes

contenant /F et A% sont faibles en raison de la petitesse de 1"amplitude

de
le

le

la libration. Il reste & considérer les termes constants apparus dans
développement (77). Une identification identique & celle exposée dans

paragraphe 54 fournit les petits facteurs Cﬂj des perturbations

séculaires du moyen mouvement dues a la libration :

Ces

AN, = O4N, = -<Fy > = -0,000001137, Opy = -0,0000003201,
AN,=0paNyg= -<Fyp > = +0,000005504, on en tire: ¢ Ora2 = +0,0000031107,
AN, =0rg N3= -<F,; > = +0,000000372, Or3= +0,0000004234.

perturbations séculaires sont beaucoup plus faibles gue celles dues

aux perturbations constantes ordinaires figurées dans la table 7b.

Conséquences de la présence de 1a libration.

a)sur les coefficients des termes périodiques de la solution

intecmédiaire.

71. Les arguments utilisés sont de la forme A =L+8A ou L=Nt+E et BA
une partie périodique de longue période. Rappelons que le moyen
mouvement- moyen Nj est la somme du moyen mouvement non perturbé
nj et des perturbations séculaires non résonnantes CGPU et
résonnantes Ory Nj

Ny = nj + Oy +0rj N 3
La valeur de Nj utilisée dans 1’intégration contient donc la partie
apN  venant de 1la résonance. Il reste & s'occuper de la partie
périodique Skj . A chaque instant, on a une expression de 3ﬁ de la

forme :
| d .
Aj=Nj o+ a—t[uj || sm(gt»f&)] .

ol @ représente le facteur de libration du satellite j. A L'instant

t, la composante venant de la libration aura pour expressian :

0; IKPI b cost Bt+EL),



- 116 -

toujours inférieur ou égal a QJILP,@ en valeur absolue. Cette valeur est

tres faible a cHté de NJ

des termes a4 courtes périodes. L'incertitude des résultats peut étre

et ne joue aucun role sensible dans 1 intégration

estimée dans le cas des termes de proche résonance portant les arguments

“1"2 AQ et )2"2)'5 .

SX, -20M, 0,-20,) [¢| sin( B t+E))

0,6753 [@] sin(p t+E)).

1t

La dérivée de cette quantité par rapport au temps : 0,6753@|L9|cos((3t+EL)
est toujours inférieure a 0,46753 pk?] en valeur absolue. En remplagant les
valeurs numériques de ﬁ et de kPI dans cette expression par les valeurs
trouvées précédemment dans le paragraphe 446, on obtient 1le complément
0,000002443 , qui est faible devant N,-2N,= 0,0129068268. Le facteur
d'intégration instantané des termes quasi-résonnants se trouve entre les
deux limites :
77,478 * 0,015.

La modification de 1la valeur du coefficient correspondant sera faible,
mais cette eventuelle Eorrection demandera une bonne connaissance de
1l amplitude et de la phase de la libration. Pour la grande inégalité de X3
du satellite 1, 1'incertitude sur la valeur du coefficient est de 1 x 107

radian jovicentrique.

b)sur les termes & trés lonques périodes.

72. Notons que certains termes de la solution générale nécessitent
une correction due aux effets indirects de la libration dont on ne donne
ici que 1le principe. La méthode de Souillart (1865) permet de faire la
correction des coefficients de ces termes qui ont une période proche de
celle de 1la libration. Dans le cas non résonnant, 1 éguation de 1la
longitude du satellite j restreint & ces termes s’'écrit :

A=) o ajsin(oltie )y
Alors en considérant le mouvement affecté par la libration, on obtient un
systeme de trois équations od les termes en Aj représentent des termes
forcés : .
Aj= @ysinA - ) oA sin(olt+€) ,  j=1 a 3.

A la place de la solution non résonnante E: stin(d t+€), la résolution

de ce systeme fournit les nouveaux termes :

D IR CTE I TR A P VE P

2@2
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constants (h+c) dont la définition a été donnée dans le paragraphe 29. La
formation de c s’'obtient par la substitution des variables par la solution
variationnelle d'ordre 1 qui fait suite a la solution (78). Les termes
critiques principaux sont issus de la combinaison des termes portant un
argument & longue période de fréqguence N1*2N2+g3 par exemple et des termes
partant une f{fréquence proche et de signe contraire -N,+2N,. Cet ensemble
de termes forme le complément [QJ expl{gt+p ) ol [Q] est une matrice
constante carrée et expi(gt+p) une matrice colonne. La relation (78)
donne

-1
expi(gt+a) = [P] .1,
On obtient la relation suivante qui permet de calculer c
-1
c = [a].[r] .

Résutat du calcul.

74. En raison des approches tres différentes utilisées dans les theories

connues, les tables de comparaison 17 et 18 utilisent les numéros 1, 2 et
3 pour désigner les différentes approximations : 1| pour les résultats
obtenus aprés la résolution du systéme autoncme; 2 pour ceux issus de la

résolution du systéme critique et 3 pour ceux quil contiennent une

Table 17 . Résultats comparés des valeurs
propres g; . Unité=1x10"% rad/jour.

g1 g2 g3 g4

S-A 1 (1983} 23,2045 5,7818 1,2562 00,3188
Brown 1 (1974) 23,0426 2% 7928 1,2260 0,3240
F.-Mello 1 (1979) 24,08 3,86 1,24 0,432
S-A 2 (1983) 27,2458 b5,9945 1,2963 0,3192
F.-Mello 2(1979) 27 533 7,05 1,30 0324
Sampson (1921) 27,56 8,2 1,21 0,32
Brown 3 (1976) 26,9578 7,4447 1,2683 0,3244
Duriez 3 (1982) 255,17.3 b,77 127, 0,32
Lieske E-0 (1977) 28,1382 B,3132 | 2173 0,3270
F.-Mello 3 (197%9) 27,341 7,00 1,30 0,320
___________________ [T S| | SO | |

1 resultat du systéme autonome,
2 ! résultat du systéme critigue,
3 résultat avec correction de la libration.



correction
comparés
propres.

théorie.

due

de
S-A

ces deux groupes de grandeurs :

désigne

a la libration.

les

Mk Mok

1, 1,824 -2
-2,699 -2 | 1,
=1,292 -2 =2 7:69 -2
7,713 -5 | -4,342 -4

L, 1,824 -2
2,607 -2 | 1,
-1,257 -3 | -2,727 -2
-1,476 -5 | -4,203 -4

1, 4,434 -3
-1,063 -2 | 1,
-9,007 -3 | -4,191 -2
3,969 -5 | -1,338 -4

L 5,8 -3
-1,29 -2 | 1,

-8,6 -3 | -4,24 -2
0, -1, -4
1 2,42 -3
1,73 -1 :

-7,53 -3 |-3,21 -2
0, 0,

L -1,637 -3
-3,868 -2 | 1,
-8,661 -3 | -4,516 -2
~3,897 -3 =95,;213 =S

L, 3,8 -3
-1,13 -2 | 1,

-8,9 -3 |-4,24 -2
0, 0,
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solutions approchées

Table 18

Résultats comparés des

issues

Les tables 17 et 1B donnent les

valeurs propres

de

et

la

vecteurs propres Wk -

Y I SN U ——

H4k
7,951 -4
1,295 -2
1,052 -1
L,
7,116 -4
1,161 -2
9,243 -2
1,
3,439 -4
1,746 -2
1,007 -1
Ly
3,3 -3
1,72 -2
9,96 -2
1,

2,25 -3
1,76 -2
8,73 -2
)
3,137 -3
1,519 -2
8,821 -2
1,
3,4 -3
1,73 -2
9,94 -2

: résultat du systeéeme autonome,

1
2 : résultat du systeme critique,
3 : résultat avec correction de la libration.

resultats
vecteurs

présente




Les

La

g, quand on passe de 1 approximation 1 & 1'approximation 2 c’est a dire

tables

Table 19 .

S-A

Ferraz Mello

Brown
Lieske E-0
Sampson

Ferraz Mello

solution

11 n'y

du
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longues périodes des plans des orbites.

systéme autonome a celle

du

19 et 20 contiennent les valeurs comparées des valeurs
propres hy et les vecteurs propres Njk relatifs au mouvement a tres
Résultats comparés des valeurs
propres hj Unité=1x10"%rad/jour.

h, h, hy h, | h
-23,2439 | -5,7906 | -1,2609 —0,3072? -0,000333
-23,31 -5,80 -1,26 -0,31 {{-0,00033
-23,0497 | -5,7576 | -1,2257 | -0,3124
-23,3907 | -5,7142 | -1,2248 | -0,3148
-23,40 =3, 71 -1,2 -0,32

Table 20 Résultats comparés
des vecteurs propres Njk .
Nk P Naw N4k équateur

1, 2,329 -2 0,710 -2 |-1,365 -3 0,99936
-3,592 -2 1, 1,414 -1 2,290 -2 0,99388
-2,659 -3 | -3,722 -2 189 I'4510 —1 0,96918
-2,759 -4 | -1,136 -3 | -1,613 -1 1, 0,95967
-1,419 -3 | -8,816 -4 | -3,410 -3 |-3,818 -3 L,

1, 2,36 -2 0,7t -2 |-1,3 -3 0,9994
-3:89 -2 1, 1,418 -1 2,27 -2 0,9939
-2,7 =3 | -3,77 -2 1y 1,493 -1 0,9695
=3 -4 | -1,1 -3 | -1,620 -1 1y 0,8601
-1,4 ~3 || =9 -4 | -3,4 -3 |-3,8 -3 1,

I, 2,441 -2 Lyt =2 2,239 -3
-3,908 -2 i, 1,499 -1 2,414 -2
-2,639 -3 | -3,696 -2 1y 1,367 -1
-2,744 -6 | -1,125 -3 | -1,745 -1 i,

systeme

a pratiquement pas de changement de la valeur

critique;

table 17 montre la modification importante des valeurs propres g,

par

propre Q4
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relative au mouvement propre du grand axe du satellite J4. Ce résultat
vient du fait que 1'apparition des termes critiques est en liaison étroite
avec 1’'existence des -excentricités induites. Ces derniéres sont
importantes dans le cas des satellites J! et J2, nulles dans le cas du
satellite J4. Par ailleurs, dans la solution des équations relatives au
mouvement des plans des orbites, les valeurs propres hi ne subissent pas
de modifications notables entre les deux approximations 1 et 2; car il
n‘existe pas d’'inégalités importantes venant du mouvement forcé.

TRAITEMENT DES TERMES DE DEGRE ELEVE.

75. Parmi les inégalités du mouvement des satellites galiléens issues
des termes de degré élevé, il existe un seul groupe de termes importants
calculé la premiere fois par de Haerdtl (1892).

Dans 1les équations des longitudes et des moyens mouvements, les
inégalités de ce groupe sont de degré 4 par rapport aux excentricites et
aux inclinaisons. Dans la présente théorie, ces termes sont de degré 4 par
rapport aux variables X, , X4 y X5 +Xg - Ceux de degre 6 des mémes
variables sont négligeables. Leurs arguments ont une partie oprincipale
commune :

=3Lgt 7L,

et un complément composé des longitudes des périjoves et des noeuds. L, et
L4 représentent 1les longitudes des satellites J3 et J4. Les arguments
ainsi formés donnent lieu & des termes & longues périodes.

De Haerdtl donne 1'ordre de grandeur de 1'amplitude de ces
inégalités deés 1892 en signalant que dans le cas du satellite J3, cette
inégalité dépasse en amplitude les termes périodiques dus aux
perturbations du satellite 1. Ses travaux sont bien antérieurs a ceux de
Sampson. Lors de la publication de sa théorie, Sampson (1921) a signale
dans le chapitre "Erreurs et omissions” que son résultat concernant ce
groupe de termes est incomplet, et c’'est la raison pour laguelle il les a

laissés 4 1 'écart de sa théorie.

Lieske (1973) n'a pas suivi la voie indiquée par Sampson pour le
calcul de ces termes. Son développement utilise pour wvariables les

éléments des orbites.



orbites.

Le calcul de de Haerdtl est limité aux variables représentant les
excentricités et les périjoves des orbites. Jusqu'a présent, les
differentes approches ne vont pas au deld de ces limites et la collecte
des termes de ce groupe reste incompléte. Il convient de compléter le
developpement par 1"introduction, dans le calcul, des variables
representant les inclinaisons et les longitudes des noeuds des orbites.

C'est ce qui a été fait ici.

Développements de de Haerdtl, de Sampson et de Lieske
76. De Haerdtl (1892) écrit 1'équation donnant cette inégalité dans le

cas de la longitude du satellite 3 sous la forme :
d* 3fn” dR
dans laquelle R représente la fonction perturbatrice; eu,a” ,E, désignent
respectivement 1la longitude moyenne, le demi-grand axe et 1la longitude
moyenne du satellite J3 & 1'épogue initiale; f est la constante de
gravitation pour la masse de Jupiter prise égale & 1'unité et m% la masse
du satellite J4. Le développement du second membre fait apparaftre les
cing arguments suivants :
=3t +797 -a”
=307 478”7 -3w” - @”
(79) =307 +70” 2w’ -2m”
’ 307 797 - 0—0//-3'&”

-3 4787 aw”

Les coefficients des termes correspondants sont de degré 4 par
rapport aux excentricités e” et e’ des satellites J3 et J4. L'intégration
qui fait suite au développement tient compte des fréquences des longitudes
des périjoves B et W

Sampson  (1921) écrit 1'équation donnant 1'inégalité de la longitude

du satellite i sous la forme :

1 d%; 2 %
Y de =(-3+42% -27,) (3—'('. _Q;j)zzt /ai2 n.l2

dans laquelle xo = Xo sont des quantités faibles devant | et Ilg , la
fonction perturbatrice. Le calcul n'a pas abouti a4 un résultat

satisfaisant et ce groupe de termes est omis dans sa théorie.



Lieske (1973) utilise une équation identique 4 celle de de Haerdtl :

2 2
et un développement idemtique jusqu'a 1'obtention des arguments (79).
Ensuite, son développement se poursuit avec la substitution de chaque

guantité osculatrice

E_»:cosiEJ, E’jsin&j g swe VIEZAT

par une somme de termes équivalents a longues périodes donnée par :

N
'chos%' = }:1&()) cos M;
I=
(80) N
Tosinw; = ) e sinfl
J J L 1

-
u
-

Lieske a comparé le résultat obtenu & celui de de Haerdtl. La
comparaison a permis de trouver des erreurs de calcul numérique dans le
résultat de de Haerdtl. L introduction des termes dépendant de
1'excentricité du périjove de 1 'orbite du Soleil dans les séries (B0) lui

a permis d obtenir un petit nombre de termes supplémentaires.

Calcul des termes de de Haerdtl dans la présente théorie.

77. Les termes appartenant au groupe des inégalités de de Haerdtl
apparatssent sans calcul particulier dans les seconds membres des
¢quations du mouvement des satellites J3 et J4. Deux faits sont cependant
a3 souligner et caractérisent le présent développement par rapport a. celui

qui a été fait par les auteurs précédents :

¥ Présence du groupe des variables représentant les inclinaisons et
les longitudes des noeuds des orbites dans le développement au méme
titre que le groupe des variables représentant les excentricités et
les longitudes des périjoves des orbites. Comme conséquence, on
obtient dans le résultat non seulement les arguments (79) dont la
composition est limitée aux longitudes des périjoves, mais aussi de
nouveaux arguments dont la composition est étendue aux longitudes des

noeuds.

¥ Présence des termes portant 1'argument principal -3L3 +7L4 , de
degrés 3 et 5 par rapport aux variables qu, X@ . X% ; XQJ (j=3,4)

dans les seconds membres des équations XQj et ij relatives au
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mouvement des grands axes et des plans des orbites, donnera des
inégalités du rayon-vecteur, de la longitude vraie et de la latitude.

Ces inegalités sont absentes dans les autres théories.

Par ordre d’'importance dans le résultat final, ce sont les termes apparus
dans les seconds membres des équations 22 qui arrivent en téte, car ces
termes seront soumis a deux intégrations successives, la premiere donnera
les 1inégalités des moyens mouvements et la deuxiéme donnera les inégalités
des longitudes moyennes. Ensuite, arrivent les termes apparus dans les
seconds membres des équations ia . Ils seront soumis a wune seule
intégration mais 1les amplitudes obtenues resteront importantes, car ce
sont des termes de degré 3, c’'est & dire un degré de moins par rapport a
ceux de 1’'équation iz relatif au moyen mouvement. En troisieme position se

trouvent les termes de X5 et en quatriéme position, ceux de X,.

Les tables 2la a4 21d contiennent un extrait de ce groupe de termes
contenu dans les seconds membres F; , ﬁq - ﬁﬁ - EU (j=3,4) des quatre
équations du mouvement relatives aux satellites J3 et J4. Cet extrait est
limité aux termes principaux d'ordre 1 des masses. Dans le développement,
on trouve en effet un trés grand nombre de termes de contribution
insensible : «ce sont des termes d’'ordre 2 dont 1'amplitude est au moins
1000 fois plus faible que celle de 1 'ordre | et aussi des termes de degré
4 ou ceux qui portent en plus des variables de frégquence ou de

circulation. Dans la table 2la, extrait de F on trouve des couples de

1
termes conjugués. Pour un terme portant le fa;teur variable littéral £ et
1"argument 3L3- 7L, , il existe un conjugué de méme coefficient portant le
facteur variable 1littéral ;?, conjugué de £ et 1l argument -3Lat7l, . La
fonction de temps de chagque terme est une exponentielle d’'un argument du
temps. C’'est seulement aprés les opérations de substitution des variables
par des séries correspondantes qu’'on obtiendra EU sous la forme d'une
série de cosinus dont les arguments dépendent du temps. Il en est de méme

dans Fg,: ol les fonctions apparues sont également des exponentielles. Ces

termes ipparafssent par couples de conjuqués et fournissent & la fin des
substitutions des termes portant des sinus dont les arguments dépendent du
temps. Dans les tables 2la et 2ib, les deux premiers couples sont
représentés explicitement par des termes conjugués, ensuite, chaque couple

suivant est représenté par un seul terme dans le but de simplifier 1la

présentation des tables.
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Extrait des seconds membres Fﬁ ’ ﬁy ’ st, E4j
des équations du mouvement : groupes de termes d’'ordre |
portant 1“argument quasi-résonnant 3L3—7L?.

Argument

3Ly, =7Lg
3L, -7Lg
3Ly -7L,
3L3—7Lq
3L, -7Lg
3Ly -7L4
3Ly -7L
3Ly -7Ly,
3Ly =7,
3Ly -7,
3Ly -7Ly

W N O U > W

11
12
13
14

3Ly -7,

Argument

3Ly-7L,
=31, +7L,
3Ly -7l

~3Ly+7L,

3Ly -7,
3Ly~ Tk
3Ly - 7L,
3L, -7l
3Ly -7Lg
3Ly 7L,
3Ly -7l
3Ly -7Ly
3Ly - 7L,
3Ly -7L,
3Ly-Tly

3L3‘7Lu

Xay Xz Xs3 Xea

e o e e e o e o e e e e o = - = = = ] o= = - = = == -

Table 2ia.
Exposahts des variables
du facteur variable f:

Xyy X4s Xsa X X%“ @

b o e o e e o - - - ————— - ————

o S e e -

2] & = s 2
s v 3
. 4

2 : :
e 2 1
. 2 2
2 1 .
1 1 1
: 1 2
2 s
1 1
2

Table 21b Extrait de qu.

(RSN S BN I

Extrait de Fg .

L impression du conjugué est omise

Exposants des variables
du facteur variable

2 & o E 2
3

2 Z

i 2 . 1
. 2 . 2
2 <« 1 -
1 i {
. 1 2
2 .
1 1

i~

1S T B N I

X34 th xsa X“,

L'impression du conjugué est omise

(j=3,4)

Coefficients de {aexpiA

- 4344,52
- 4344,52
24968,71
24968,71

pour les ter

-52883,00
48684,26
-16314,12
- 2288,76
7421,35
- 5009,88
4717,60
-15342,28
12469 ,55
- 2428,84
7920,93
- 5459,67

(1x10’7rad.) dans

Trace

Fiq 95at.4

5836,07
5836,07
-34455,58
-34455,58

mes sulivants :

75439,12
-72428,44
25639,48
2961,10
- 9790,11
8116,12
- 6067,78
20099 ,45
-164699,72
3106,68
-10309,34

8583,59

Coefficients de i.FexpiA

,5at.3

- 2510,90
2510,90
16169,53
-16149,53

pour les ter

-38929,66
41502,33
-16509,57
- 1107,11
3948, 60
- 3555,03
2214,23
- 7897,19
7110,05
- 1107,11
3948,60
- 3555,03

(1x10"¥ rad.) dans

Trace| Fp, ,sat.4

_____ o P
m, 2610,42
m, - 2610,42
m, -16810,41
m,, 16810,41

mes suivants :
m, 40472,63
m, -43147,2
m, 17163,93
m, 1150,99
m, - 4105,10
mg 3695,93
my - 2301,99
mg 8210,19
my - 7391,86
mg 1150,99
LA - 4105,10
Mg 3695,93

& 5P

3 3 9 3
W W W e W W W W

3 3 8 3
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Table 2ic Extrait de Fﬁ a

Exposants des variables
du facteur variable ¥

xts Xl.z x55 XCS

« 3 . .
. 2 . .
1 . .
s 1 & 2
. . 2
i 1
. =
ok

X3 Xay Xsp Xeq

N R = = e

2541,44
-12274,64
19701,56
-10501,77
560,29

- 999,15
- 1120,58
1998,31
560,29

- 999,15

Trace

deqré 5 . Contribution finale insensiblej ci-dessous, une
premiers termes sur les 68 termes d’ordre 1 :

Coefficients de i{:expiA
(1x107 rad.) dans

Fa4 ysat.4

- 4252,46
20476,38
-32744,34
17367,54
- 1038,45
1869,89
2076,90

- 3739,77
- 1038,45

—-——

1869,89

liste de cing

la

11a 3L,-7L, 5 . - 1848,20 m,
12 3L, 7L, 4 L - 12144,95 M, -19284,93
13 3Ly =7l 3 C 2 . a e -30356,24 m, 49964,38
14 3Ly -7L 2 3 : 35021,80 m, -61159,64
15 3Ly -7Ls 1 . 4 -17387,73 L 34104,09
t1b  3La-7L4 3 - 6314,65
Table 21d Extrait de Fq .
E;posants des variables Coefficients de iF:expiA
Argument du facteur variable £ | ------- (1x10"’ rad.) dans --
n°® A Xas Xaa Xy ez Xag Xy Xs %o Fa ssat.3 Trace Fay 95at.4
degre 3
1 -3L, +7L, 2 i 560,29 m,, - 582,32
2 -3, 7L, i 1 1 . . - 1998,31 mgy 2076,90
3 -3, t7L, . 1 2 . 1799413 m, - 1869,89
4 3L, +7L, 20 . . i - 540,29 my 582,32
3 3L+, . 1 i 1 1998,31 my - 2076,90
6 =3L, 7L, . 2 1 - 1799,13 L 1869,89
Le développement des seconds membres par substitution utilise
solution 5-A2. Cette opération est suivie d’'une integration par rapport au

temps. Les

tables

22a et 22b

donnent les

inégalités

obtenues

comp

areée
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Table 22a

INEGALITES DE DE HAERDTL. Satellite 3.

Coetf Période
1077 rad
Longitude moyenne
1] - 0,6 75,6 ans
2+ Il ] 12350 *
31+ 0,5 57,9 "
4= 7,1 44,6 "
51+ 43,8 36,3 "
b+ 0,2 34,0 "
7] =127 9 306 ™
8| - 0,9 29,00 *
91 +146,6 26,5 "
1o+ 1,4 23,2 *
11
12
13
14
15
16
17
18
19
Longitude vraie
i
2
3
______ ]
Rayon-vecteur
1
2
3
Latitude
1
2

Argument

P A e | 1-\5"2“"
-3k +71, -M-31,
=3L, +7L, -4Tl3
=3L, +7L, =3 - Tl
"3L3 + 7Ly "2”3—2'”4,
=3Ly +7L, -2M; - ﬂq_—ﬂ;—
=31, +7L, =M3=3My
—3L3 +7L““n5—2ﬂq—ﬂg
-3L,; +7L, -4,
=3, 7L, “3ﬂ4~ﬂs—
=3l +7L,-T2-2M,-Tisg
‘3L3+7L¢,"G‘ﬂq“ﬂg—ng‘-(ly
3Ly 7L, - ﬂb—ﬂq—ZQs
3Ly +7L, -2My -2
-3L, +7L4‘ﬁ5—nq—gg—ﬂq
=3, +7L, -2~ Q- Qy
=-3L, +7L4—ﬂ2—ﬂ3—2ﬂu
—3(.3 + 7Ly =Ty ~He=212,
-3L, +7L4'2ﬂ¢+“2ﬂq

-4l +7L,, - My-211,
8Ly +7L, =25 T,

AL, +7L, ~3My
4Ly +7L, - Mg-2MT,,
~8L3+7L, -2Tly -

-8y 470y -2, - Q,
-8L, +7L, -2M,- Q,

Résultat de notre
développement
Coeff. Période

107 rad

- 3,5 151,8 ans
+383,0 | 1102,8 *
+ 0,7 65,9 "
- 9,7 47,9 "
+ 56,1 37,7 "
+ 0,2 33,2 °
=1:57.49 Ji,0
I | 29,3 "
+176.49 26,4 "
+ 1,7 25,2 =
+ 1,5 1053,9 "
+239,0 | 6563,9 "
= 1.7 19,8 "
+ 4,8 17,8 "
+ 4,8 22,2 "
= 4132 19,7 ™
- 3,0 | 1437,6 "
= 5.5 25,3 *
+ 9.3 22,1 "
+ 11,4 7,1 jours
= 649 Tyl =

+ 1,1 7,2 &

& Sl 7,1 jours
= B3 7,1 '

+ 0,6 Vg "

= 0,3 7,1 jours
+ 0,4 74 !

Coef.
obtenu
avec
masses
Sampson

+
—
0
S

- -

-

-

B e s R o o B« w R o s N e T " 1 I o T« S N I o S & B e s

-

NP R S A e

-

(s & N«
N

o~
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Table 22b

INEGALITES DE DE HAERDTL. Satellite 4.

LIESKE (1973) Résultat de notre
développement
Coeff. | Période Argument Coeff. Période
1077 rad 1077 rad.
_______ (S | S| . | ! N S
Longitude moyenne
1|+ 0,8 75,6 ans | =3Ly +7L, -T[,-my-21, + 3,6 151,8 ans
2 (- 4,2 |[123,5 ° -3L, +7L, - T -31, -398,2 |[1102,8 "
3= K47 aZ.9 ™ -3L, +7L, -4T, = 08 65,9 "
4|+ 9,5 | 44,6 * | -3L,+7L,-3M-T + 10,1 47,9 "
5| - 58,6 36,3 " =3y +7L, -2Ty -2, - 98,2 37,7 "
6|- 0,3 34,0 " =3, +7L, -2 N, -Ts = 0,3 39,2 "
7 +171,1 30,6 ™ 3Ly +7L, ~M3 -3y +164,1 31,0 *
8|+ 1,2 29,0 " =3y +7L, —~M3-2M4-Mg I 29,3 *
9] -196,1 26,5 " =3L, +7L, -4T% -183,8 26,4 "
1o (- 1,9 25,2 " =3Ly+7L, =3y -Tg - 147 25,2 *
11 =3L, +7L, -, -20,-Ts - 2,8 [1053,% *
12 -3L# 7L, -6-Ty -Tls -0,-0s| -248,4 |6563,9 °
13 =3l +7L, -Ms-4-20, |+ 1,8 19,8 "
14 =3y +7L, —2M,-212, - 5,0 17,4 =
15 ~3L3+7L¢—ﬂ3—ﬂq—ﬂa-ﬂq = Di;0 22,2 ™
16 -3L, 470, ~2My-Q3-Q, | + 13,7 £9,7 *
17 =3, +7L, - M-My-24y |+ 3,1 |1437,6 "
18 —3L3+7L4—ﬂ;—ﬂu—2f2¢ + 3,6 25,5 "
19 - 3Ly +7L, -2M4-202, - 9,6 | 22,1 "
Longitude vraie
1 =3L, +6L, -3T, - 17,4 7,1 jours
2 -3Ly +6L, -3 -2M, £ 9.7 7! !
3 =3L, +6L, =21, -1, = 1.8 | 752 !
Rayon-vecteur
1 =3Ly +bL, -3y - B4y 7,1 jours
2 =3L,y +6L, - My-20, + 4,8 7% "
3 =3L, +b6L,-2My Tl - 0,9 7,2 "
_____________________________________________ S N——
Latitude
1 =3Ly +6L, 2Ty -9, + 0,3 7,1 jours
2 ~3Ly +6L, ~2My-125 - 0,4 51 *
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A celles de Lieske {1973). Four les amplitudes des termes qui se trouvent
A 1a fois dans les deux théories, les différences viennent de deux
sources: les valeurs attribuées aux masses Myy My et les fréquences
utilisées dans 1'intégration. Ces fréquences sont relatives aux mouvements
des axes définis par les arguments T,, N,, Njet fiq. Ces différences sont

trés visibles dans les deux cas types suivants :

* La différence des amplitudes obtenues pour le terme numéro 7 de la
longitude moyenne du satellite 3 vient de celles des masses
utilisées : dans Lieske 1973, la valeur attribuée a m, est celle de
la théorie de Sampson, elle est égale & 0,00004504 pour la masse de
Jupiter prise égale & l'unité. La valeur de 0,00005441 provenant de

Null (1976) est utilisée par contre dans ce travail.

* La différence des amplitudes Abtenues pour le terme numéro 2 de la
longitude moyenne du satellite 3 vient principalement de la frequence
de 1'argument T, utilisée dans le calcul. Dans le travail de Lieske
(1973), T, = 0,000821643 rad/jour, dans le notre cette valeur est
issue du systéme critique (paragraphe 74) et elle vaut 0,000699451
rad/jour. Cette valeur a une grande influence sur celle du facteur
d’intégration car la fréquence de 1’argument principal -3Lz+7L, est

de 0,000779718 rad/jour.



= 1350 =

Chapitre 4

LE CALCUL DES INEGALITES DUES A LA PERTURBATION DU SOLEIL
ET LE CHOIX D'UNE THEORIE DU SOLEIL JOVICENTRIQUE

78. Les effets des perturbations directes des autres planétes sur le
mouvement des satellites galiléens sont insensibles. On doit simplement
tenir compte des effets indirects transmis par les inégalités du mouvement
héliocentrique de Jupiter sous 1°action de ces planétes. Ce groupe
d'inégalités devient celui des coordonnées du Soleil quand on consideére le
mouvement relatif jovicentrique de celui-ci.

Certes, on peut prendre n'importe lagquelle des théories planétaires
connues pour le calcul des perturbations, car le mouvement de Jupiter est
toujours rapporté a un systéme héliocentrigue; mais dans la pratique, le
choix de la théorie a utiliser dépend d abord de sa précision, puis de la
possibilité d'en faire une utilisation facile sans conversion complexe,
ensuite de la compatibilité concernant 1la forme quasi-périodique ou
seculaire des inégalités et enfin de la présentation de «ces mémes
inégalités. Une voie possible évitant toutes les conversions est
1 application de la méethode déja développée pour les satellites galiléens
a la construction d'une théorie de Jupiter. Un premier essai a été fait
par Gomes (1982) qui a montré 1 'efficacité de cette méthode & 1a premiére
approximation. Dans le présent travail, cette application est abordée avec

un ordre et un degre plus élevés.
Ce chapitre contient trois parties :
- La premiére partie parle des effets de troncature dans le
développement des théories de Sampson, de Lieske et de notre premier

développement utilisant la théorie de Jupiter de Hill.

- La deuxieéeme partie aborde le probléme du choix d'une théorie du
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Soleil jovicentrique pour le calcul des inégalités du mouvement des

satellites galiléens.

- La troisiéme partie expose la méthode utilisée dans la construction
d’'une théorie planétaire de présentation commode pour son utilisation dans
la théorie des satellites galiléens. Elle montre, en particulier, les
opérations d’ajustement effectuées lors de 1 introduction des termes non
linéaires dans la solution A trés longues périodes. Cet ajustement permet
de limiter le nombre de phases apparues dans les fonctions
trigonométriques de la solution. Les résultats obtenus se présentent ainsi
sous une forme compatible avec celle de 1la théorie des satellites

galiléens en construction.

EFFETS DE TRONCATURE DANS LE DEVELOPPEMENT DES INEGALITES,
COMPARAISON DES RESULTATS.
79. L'utilisation de la théorie de Jupiter de Hill (1895) avec les mémes

simplifications adoptées par Sampson pour 1’élimination des termes de
Poisson doit permettre de faire une vérification efficace de notre propre
développement car les termes principaux obtenus doivent etre identiques
quel gque soit le jeu de variables utilisé. A 1'issue du développement de
la solution (Thuillot et Vu, 1983) utilisant notre jeu de variables, de
nombreux %“termes obtenus sont bien différents en amplitude de ceux de
Sampson (1921) et de Lieske (1973). L'interprétation de ces différences
n‘est pas facile, en particulier 1 approche utilisée ici et les variables
choisies rendent difficile une comparaison dans les détails et surtout
pendant les étapes intermédiaires du développement. On est amené a faire
une vérification plus directe par une reprise du développement suivant le
formulaire de Sampson complété par Lieske (1974). Le résultat confirme 1la
solution obtenue précédemment par le premier calcul utilisant notre jeu de
variables. Ce nouveau développement donne des termes identiques et aussi
des termes trés différents en amplitude en comparaison a ceux de Lieske
(tables 23a a 23c). Les écarts peuvent atteindre quatre décimales
significatives et peuvent s’expliguer en partie par des effets de
troncature dans les séries de Lieske et de Sampson comme on va le voir ci-
aprés. Les guantités publiées dans ces tables de comparaison appartiennent
surtout au satellite J4, qui est le satellite le plus perturbé par le
Soleil. C'est 1le cas le plus simple pour le travail de comparaison, du
fait qu‘il n’'existe pas de redistribution des valeurs des coefficients

portant le méme argument, sous 1'effet de la libration, comme dans le cas
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des trois premiers satellites.
Un résumé trés succinct des grandes lignes de la théorie de Sampson
est donné ci-apreés. On peut ainsi mieux situer les quantités

intermédiaires comparées.

Généralités sur la théorie de Sampson.

La position du satellite i est deéfinie par les coordonnées

cylindriques :

X = ai(“gi)’
(81) Vi = 4y,
z;= af,

rapportées au repére équatorial mobile de Jupiter. a; représente la valeur
moyenne de la projection du rayon-vecteur du satellite i sur ce plan de
référence; 2; la partie linédaire du temps de la longitude moyenne. Les
variables wutilisées sont £; ,v;et(, . Les composantes des fonctions
perturbatrices sont notées flg pour la partie relative a 1’interaction,
l?ig pour la partie relative & 1'action du Soleil et.Qij pour la partie due
aux harmoniques =zonaux du développement du potentiel de Jupiter. Elles

sont développées jusqu'au degré 2 par rapport & ces variables. Les

édquations du mouvement sont de la forme :

.E. +§ [ 1+b:)+222f,cosr‘t]— ZEP'cosp’t = 0,
(82) -D + & [ 2+76] - S Bprcost’t =

G+ g [ 1+X,+2Z X cos Kt]— 2 Cycosq't

] i
(=] <
. ~

EP/, %,, QY sont des constantes. L’'intégration de ce systéme donne comme
solution pour les variables ¥, v, § des séries de fonctions quasi-
périodiques du temps. Quand la premiére équation est mise sous la forme
simplifiée suivante :

g + ng = 2 EP,cosP’t,

elle fournit la solution :
1
£ = E:—:——75 EP,cosp’t;
dans laquelle Fy, = 1/(p2—p'2 )} représente le facteur d intégration
correspondant a 1 argument p‘t; p a une valeur proche de 1. Lorsqu’on

considére 1°équation compleéete, 1le facteur d'intégration est légérement
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positif ou nul et G représente 1 'anomalie moyenne du Soleil jovicentrique.
Le dernier facteur se présente sous la forme d'une série de termes
contenant les variables du problénme.
Pour 1'argument considéré £—2ﬂ +¢, qui s'écrit aussi sous la forme
h:V-ZH +2¢ , le développement donne les contributions suivantes pour les

différentes valeurs de k

contribution

k en amplitude
0 -,021281
1 +,084720
2 -,062965
3 -,000436
4 -,000002

L'unité utilisee est 1x10;7radian jovicentrique. Le développement de
Sampson (1921) limité aux deux opremiéres contributions donne a cet

argument le coefficient 00,0637 :

L0637 sin (hy-2+2¢) avec hy =0 -p.
(Table XV, page 173 de sa théorie)
Ce coefficient est trés proche de la somme de deux premiéres contributions

obtenues ci-dessus : 0,063439.

La liste dés contributions ci-dessus montre que la troisieme
contribution est presque égale a la somme des deux premiéres et de signe
contraire. C'est donc 1la troncature faite plus ou moins t6t dans les
séries utilisées qui est la cause principale de la différence apparue dans
la table 23c. Pour ce méme argument, nous avons trouvé des coefficients
encore plus faibles dans le cas des trois premiers satellites du fait que
les facteurs numériques :

2
N"/n?, Nzlni, Nllng

qui doivent entrer dans le calcul sont nettement plus faibles que le
rapport Nzlni donné ci-dessus. Les resultats comparés pour cet argument se
trouvent dans la table 23d. Le résultat est peu différent du nbtre pour ce
qui concerne le satellite 4. Cependant 1l semble qu’'il n’ait pas tenu
compte de ces termes complémentaires pour le satellite 3 comme on le voit

dans la table 23d.
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Table 23a : INEGALITES DU RAPPORT r/a DU SATELLITE J4
Extrait du groupe de termes dus 3 1’action du Soleil.

coefficient x 107

Argument Développement
SAMPSON LIESKE pour 1la
comparaison

- . e . e e e e o o o ——————————————

- Partie concordante -

le+Mo-21 -4G 0 - 6 - 5,4
L+, -21 -3G 0 - 62 - 60,9
t,+Ng -2 -2G - 550 - 554 - 551,1
by +N, -2 - G 0 27 27,3

24, -2n -26 - 151 - 155 - 148,3

{,+T,-2¢ 0 0 35,2
Y -My-20 +2¢ (o] - 24 0
b-Ny+2m -2¢ 0 30 0

Table 23b : INEGALITES DE LA LONGITUDE DU SATELLITE J4
Extrait du groupe de termes dus a 1’action du Soleil.

- Partie concordante -

b+, -2 -ac 0 12 10,9
lo +T4-21 -3G 0 124 123,3
{u + =21 -2G 1108 1091 1088, 8
ty+T-2n - G 0 - 55 - 54,9
24 -2m -2G 207 218 204,2
24, -2R -3G o} 36 34,9
+My -2 -2G 0 - 28 - 27,8
l-21m +2¢ -26G 0 73 72,3
£ =21 +2¢ -3G 0 8 8,2

- Partie différente -

0 -5349 - 6,0
-2Mg +2¢ 0 - 381 0,7

Table 23c : INEGALITES DE LA LATITUDE DU SATELLITE J4
Extrait du groupe de termes dus & 1‘action du Soleil.

- Partie concordante -

l-20 +¢ -4 6 8 7.8
2 -211 +¥-3G 88 8 87,7
4-20 +¢ -2G 768 769 769,3
&-2nt +p - G - 38 - 38 - 37,6

- Partie différente -
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Table 23d : Extrait des tables des latitudes

Coefficient x 107
argument |p--------—p-ou-—n 7---- Notre --
Sampson | Lieske |développement

e e o b o o o o o e o o e [ o e e e o e e - - —— ]

sat.1 £, -21 +¢ 0 0

sat.2 {, -2+ -4 0 0
sat.3 {3 27 +@ -42 -36 0
sat.4 L, -211 +¢ -383 + 2 -0,5

Le terme correspondant & cet argument a un coefficient important
dans la théorie de Lieske :

-95349 x 167 radian jovicentrigue.

Il est absent dans la théorie de Sampson. Dans notre développement, son
coefficient est trés faible. Il provient du produit :
M
e NPR®R?
qui apparaft comme facteur dans 1'expression de Il4s. Comme dans le cas
précédent, lors de la multiplication par les autres facteurs, les
différents termes portant les fonctions coskG de la série §5/N2 R3 nous
donnent les contributions suivantes pour k=0 A k=3
-,0005876
+,002295
-,0017064
-,000012
l'unité étant 10'7 radian jovicentrique. La somme de deux opremiéres
contributions a pour valeur

+,001719.

La troisiéme contribution est de méme ordre de grandeur que cette somme et
de signe contraire. La quatriéme contribution diminue encore le total
général. A cing contributions, on trouve un coefficient trés faible de
0,000001 x 10 radian jovicentrique.

A 1'intégration, ce total donne -9 x 1077 radian jovicentrique.
Cette amplitude est encore réduite par d’autres faibles contributions et

. ; =7 ) L :
on arrive a la valeur finale de -6 x10 radian jovicentrigque.
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Arguments f, -T,-2M +2¢p et [ -T,+2M -2¢ , table 23a
Les contributions. pour ces arguments sont issues principalement du
produit :

(83) N s 3x,
R TR e

c'est & dire le développement précédent multiplié par la série §q qui
contient wun terme portant 1 argument Q—ﬂh. Comme nous avons obtenu un trés
faible coefficient pour 1'argument -2T +2¢ , le produit par gqfournit des

coefficients négligeables pour les deux arguments considérés.

Argument ﬂf+fhf24) , table 23a

Ce terme est présent dans notre résultat. Il apparaft dans le
développement du produit (83) ci-dessus. Son argument est formé par la
combinaison de deux arguments suivants : L,—ﬂA dans la sériegq et qu- 2

dans la série Xﬁ/RZ.

CHOIX D'UNE THEORIE DU SOLEIL JOVICENTRIGUE
POUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS SUR LES SATELLITES GALILEENS.

80. La théorie des satellites galiléens en construction donne les

inégalités sous la forme des séries de fonctions quasi-périodiques du
temps. I1 est souhaitable de disposer d'une théorie du Soleil
jovicentrique du méme type, car l'absence de conversion ou de troncature

permet de fournir une solution finale homogéne et précise.

La théorie séculaire de Hill (1B95) a été utilisée dans les travaux
de Sampson et de Lieske. Elle 1’'est également dans notre premiére version
destinée a une comparaison des résultats. Cette théorie donne les

inégalités principales sous la forme d’'une somme de termes :
sin stn 2 sin
L[ aSincactsp,) + 6,0, 50 (ot ef) + A ST (X Erg,)]

dans lagquelle Ay, A,, AZ’@o’#ﬁ ’?7 ,X sont des constantes et ou t dénote
le temps compté & partir de 1850.0; 6 représente aussi le temps compté a
partir de la méme date, mais |l 'unité utilisée pour ® est la durée de

révolution de Jupiter.



Dans 1le développement utilisant cette théorie, la présence des termes
de forme mixte implique des opérations assez complexes au niveau de
l1'intégration car le temps se trouve aussi dans le facteur de la fonction
sinus ou cosinus du temps de ces termes. Dans le travail de Sampsan, une
simplification du probiéme\consiste a remplacer & par sa valeur numérique
calculée pour wune date donnée; il n'existe plus alars que des termes

portant des fonctions sinus ou cosinus du temps.

On dispose actuellement de plusieurs théories planétaires plus
précises élaborées avec des moyens informatiques : d‘une part, les
théories séculaires construites par Bretagnon (1982), par Simon (1983),
par Simon et Bretagnon (1984}, d’'autre part, les théories générales

analytiques construites par Duriez (1979) et par Laskar (1984).

Les théories planétaires de Bretagnon et de Simon offrent une trés
bonne précision sur des durées allant jusqu’'a 6000 ans. Leur validité sur
une si longue durée offre une perspective d'utilisation satisfaisante dans
le cas des satellites galiléens dont les premiéres observations remontent
a moins de 4 siécles. Mais le plus grand obstacle & 1°'utilisation de ces
théories est 1'incompatiblité entre la forme séculaire de leurs inégalités
et la forme quasi-périodique des résultats qu’on souhaite obtenir dans 1la
theorie générale des satellites galiléens en construction. On se retrouve
dans un cas presque identique & celui de la théorie de Hill déja abordé.
On peut éviter la suppression brutale des termes mixtes comme Sampson 1°a
tait avec la théorie de Hill, mais la complexité du probléme de conversion
des termes mixtes en termes quasi-périodiques rend leur utilisation treés

difficile.

La théorie générale planétaire de Duriez utilise un jeu de variables
trés proche de celui de la présente théorie. Entre elle et la notre, il vy
a non seulement une compatibilité de forme des expressions des variables
mais aussi une compatibilité de forme quasi-périodique des résultats. Elle
semble étre toute indiquée pour notre besoin. Or, l'existence d'un grand
nombre de phases dans la solution avec lesquelles la théorie donne les
expressions des fonctions périodiques du temps, fait apparaftre quelques
difficultés d'adaptation. Dans notre solution, les arquments du temps sont

des fonctions linéaires des arguments élémentaires.
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Table 24.

Duriez concernant le périvecteur moyen de Jupiter ;;5,

SOLUTION A TRES LONGUES PERIODES DU

MOUVEMENT DU GRAND AXE DE L°'ORBITE DE JUPITER

10N
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La meéme variable est notée X, Jupiter ou encore X45 dans notre théorie.
Sur les 38 termes de la table, les quatre premiers termes sont des termes
linéaires modifiés par les termes non linéaires tabulés dans la suite. On
y trouve 38 phases différentes. Le 22éme terme par exemple, dont 1la
fréquence est une combinaison linéaire de celles des trois premiers termes
linéaires, a une phase différente de celle obtenue par la méme
combinaison.

Dans les mémes conditions, notre théorie propose une solution ne
contenant que 12 phases, qui sont les valeurs & l’instant t=0 des 12
arguments élémentaires. Chaque phase est couplee 4 une des douze
fréquences de base dont les quatre premiéres sont les moyens mouvements;
les huit autres sont les huit valeurs propres de 1la solution a tres

longues périodes.

CONSTRUCTION D'UNE THEORIE DU SOLEIL JOVICENTRIQUE
POUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS SUR LES SATELLITES GALILEENS.

81. Le développement de la solution est limité & 1'ordre 2 des masses et

au degré 5 des variables neutres. La grande inégalité obtenue & l'ordre 2
présente encore un grand écart d'une trentaine de secondes de degre par
rapport & celles des théories séculaires de Bretagnon et de Simon. Cette
approximation est insuffisante pour 1'utilisation dans 1le calcul des
inégalités du mouvement des satellites galiléens. Par conséquent, 1la
collecte des contributions a été étendue & 1'ordre 3 pour le calcul de ce
groupe d’inégaliftés. On peut établir la correspondance entre la preéecision
de ces données et celle des termes générés par elles dans les coordonnees
des satellites galiléens. Pour wune amplitude de 1000" de 1la grande
inégalité correspond une amplitude de 1'ordre SOOXICFTradian jovicentrique
du terme généré par elle dans le cas du satellite 4, c’est a dire une
grandeur de trois chiffres significatifs pour la précision initialement
finéde A 1x10~7 radian jovicentrique pour la collecte des inégalités. La
certitude sur le dernier chiffre significatif est assurée par une
approximation ne dépassant pas 2" sur la valeur de 1'amplitude de 1la
grande inégalité. Pour les termes & courtes périodes, on n'a pas le méme
probléme, car la précision de ces termes est de 1'ordre du dixiéme de

seconde de degre.

Les programmes de développement de la théorie des satellites

galiléens sont adaptables au cas du mouvement des quatres planéetes
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extérieures. Les nombres de corps a considérer dans les deux cas sont
identiques, ce qui simplifie beaucoup le travail d’'adaptation. Le but est
de construire des séries représentant le mouvement de Jupiter. L’exposé
théorique et 1la compardison de résultats se limitent ici & 1la méthode
utilisée dans le traitement des termes non linédaires et les ajustements
des phases qui permet de donner & 1'argument du temps de chague terme 1la
forme d’une combinaison linéaire de 12 arguments élémentaires. Comme les
phases sont les valeurs a l'instant t=0 des arguments élémentaires, il est
inutile d'utiliser des mémoires supplémentaires pour les représenter dans
le traitement informatique.

Dans 1°'élaboration de cette théorie, les constantes d'intégration

(table 25a) sont déduites de la théorie VSOP8B2 de Bretagnon (1982).

AJUSTEMENT DE LA SOLUTION A TRES LONGUES PERIODES.
82. Les paragraphes 26 a 29 ont abordé 1 'approche utilisée dans la

formation et dans l’intégration du systéme autonome linéaire. Le systeme
des équations variationnelles (23) du paragraphe 26 relatif aux variables

neutres a la forme matricielle suivante :
(84) Y = B(E+Y,t).Y

dans laquelle Y représente la matrice colonne composée des B variables Y;
et de leurs 8 conjuguées. On en extrait d’'abord un systéme autonome
linéaire dont les éléments ne dépendent pas explicitement du temps. Les

nouvelles variables utilisées sont notées 1 :
7 =i.h.1 , ou i=V-1.

Rappelons que la solution pour I est la solution a trés longues
périodes ou la solution des “oscillations libres" des orbites. La solution
pour Y contient, en plus, des termes qui dépendent a la fois du temps par
l‘intermédiaire des longitudes moyennes et de cette solution a tres

longues périodes.

A 1'issue de la diagonalisation de la matrice constante h, on
obtient la matrice des vecteurs propres M et les valeurs propres g; . Le
changement de variables Z = M.U , ot M est la nmatrice des vecteurs
propres, conduit & un systéme d’équations en U. Dans la premiére

approximation o0& on ne tient compte que des termes linéaires, ce systéme



a une forme trés simple :

U=1i.F.u,

dans laquelle T représente la matrice diagonale des valeurs propres

obtenues par la diagonisation citée ci-dessus. Ce systéme a pour solution:

(85) U; = qfexp.i(gjt+§j).

Par suite, 1la solution pour Z, qui est une transformation linéaire de la
solution U au moyen de la matrice M, posséde la forme donnée par
1'expression (26), paragraphe 27. Les 16 constantes d'intégration
constituées de 8 modules Cj et 8 phases ﬁj {(Table 25b) sont déterminées
par les valeurs connues des parties réelles et imaginaires des 8 fonctions
Zi a l'intant t=0.

On considére ensuite les autres termes du s&stéme en Y, qui
dépendent du temps de fagon explicite. Les variables neutres contenues
dans les expressions de ces termes sont développées au moyen de la
solution A& treés longues périodes du systéme linéaire. L'intégration de ces
termes wutilise 1les fréguences connues des Uj, c'est & dire les valeurs
propres obtenues dans la résolution du systéme autonome. Cette intégration
conduit & exprimer la solution Y en fonction des quantités Uj et de leurs
conjugués. Dans la solution finale ces quantités sont substituées par des
expressions qui tiennent compte des termes non linéaires suivant la

méthode expliquée dans ce qui suit ci-apreés.

Revenons & la résolution du systéme autonome. Cette fois-ci on tient
compte de 1l existence des termes non linéaires. Dans le développement, les
variables Xy sont représentées par les variables I, correspondantes; car,
dans ce traitement, on ne considére que la partie & trés longue période
des variables Xi. On associe maintenant 1la partie non lineaire de
1’expression de Y 4 sa partie autonome. Lors du changement de variables I
en U, le sytéme 1 = iRl + iF(Z), ol F représente la partie contenant les
termes non linéaires de 6 de la relation (B4), se transforme en un systéme
d'équations en U :

. . -1
(Bb) U=i.[ .0+ i.M .F(M.U),

ot F(M.U) contient des termes non linéaires en U. Le développement de
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1 'équation portant 1’indice j du systéme au moyen de la solution (83)

donne deux groupes de termes complémentaires :

# Un terme portant la fréquence g; , qui est la fréquence de la
solution (85) pour Uj. 11 se réduit a [&gjui . C'’est ce complément qui
contribue A modifier, souvent d'une fagon importante, la valeur propre

portant 1 indice j obtenue lors de la résolution du systéme linéaire.

*+ Une série de termes de fréquences ij difféerentes de g;; ij est
formée par une combinaison linéaire des fréguences g4, (k=1 a B8). Comme
les constantes d'intégration Cj et Pj ont été introduites lors de la
résolution du systéme linéaire, on recherche pour chacun de ces termes une
solution particuliére s‘annulant & 1’instant t=0 d’'une fagon analogue a
Duriez (1979).

Aprés le développement de la partie non linéaire de (B6) par une
substitution de la solution (85) aux variables Uj, 1 équation portant
1'indice j du systéme (86) prend la forme suivante :

(87) U; = itgy+Dgyup+ iZAjkexinJ‘kt .

jk
dont la solution particuliére choisie pour les termes ne portant pas la

tfréquence 9j est

Ajk

(88) [exp.i( +Agi )t - exp.id t}
Z (QJ*AQ_D \)J gJ J P Jk

Cette expression, qui s’'annule pour t=0, montre que les deux termes du

crochet de cette solution particuliére ont la méme phase et des

coefficients égaux mais de signes contraires. Ce qui conduit a un

ajustement des modules et des phases des termes linéaires au moyen de

simples additions de vecteurs comme on le voit dans la suite.

Soit :G le vecteur représentant U; détermine par les constantes
d'intégration A& l’instant initial. Par cette attribution, on considere EG
comme la résultante de 1'ensemble des termes linéaires et non lineaires de
la série représentant Uj pour t=0 : une résultante qui ne doit changer ni
en module ni en phase lors de 1 introduction des termes non linéaires de
la solution (88).

On considére un couple de vecteurs opposés correspondant aux deux
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termes du crochet de (88) : ;; (de méme fréquence que celle de V;) et G}k
{de fréquence différente) qui font partie de la solution particuliére. Par
sa composition issue des opérations de substitution, la phase associée au
vecteur ;}L est une combinaison linéaire des phases des 4 termes A& trés
longues peériodes de la solution du systéme linéaire. Dans 1‘'opération

—
d'ajustement, on groupe les deux vecteurs de méme fréquence V} et V}.

¢,phase initiale,

(bzphase ajustée.

Fig. 9

—
La somme est un nouveau vecteur V} dont le module et la phase sont proches

de ceux du vecteur initial Ka (fig.9), du fait que le vecteur V} est
nettement plus faible. Guand on ajoute ;; a ce nouveau vecteur i%, on
retrouve 1'affixe 1initiale de Uj pour t=0. La méme opération est faite
pour tous les couples de termes de la solution particuliére; on obtient
ainsi a 1%issue d'un premier tour de calcul une valeur approchée ¢2 pour
la phase de chaque vecteur Vg. Dans cette premiére étape d ajustement, les
directions des petits vecteurs ;5; repreéesentant les termes non linéaires a
l"instant t=0 étaient calculées au moyen des phases ¢, qui sont les phases
figurees dans la table 25b de la solution du systeme linéaire. Ensuite,
par itération, on introduit les phases ¢2 ajustées dans le calcul de ces
directions de fagon a exprimer finalement 1 argument de chacun des termes
non linéaires en fonction des phases ajustés ¢2 des termes linéaires. On
arréte le calcul quand les valeurs ¢2 qu’on cherche a déterminer ne
varient plus. Trois itérations sont en général suffisantes pour cette
opération d'ajustement. On obtient ainsi une solution a trés longues
périodes pour chaque Uj sous la forme d’'une série de 4 termes linédaires et
d'un nombre plus ou moins important des termes non linéaires suivant la

précision donnée & la collecte de ces termes. Les phases finales (bz
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constituent les phases des arquments élémentaires. Dans cette solution,
les phases des termes non linéaires sont des combinaisons linéaires des
phases des arguments élémentaires. Ces derniéres sont au nombre de 12 dont
les valeurs des 4 longitudes & 1'instant initial et B phases des arguments
élementaires a trés lonques périodes obtenues par 1 'opération d‘ajustement

décrite ci-dessus.
La table 26 donne les expressions des 12 arguments élémentaires.

Les tables 27a et 27b présentent des extraits de résultats relatifs
aux gquatre premieres fonctions du temps Uj dans les deux solutions
consécutives. Chacune de <ces fonctions est obtenue dans la solution du
systéme lineaire sous la forme d’'un seul terme; ensuite dans la solution

du systéme non linéaire sous la forme d'une série de termes

Ui = E:UJkexp itk

ol les modules ulksont des constantes et les arguments (k|@ ) sont des

combinaisons linéaires des arguments élémentaires.

Le retour de la solution pour U & la solution pour 7 se fait au
moyen de la matrice de vecteurs propres M. La transformation est linéaire

et simple a exécuter. Le résultat obtenu & 1’'issue de 1°opération

d'ajustement est  pleinement satisfaisant en comparaisaon aver les
conditions initiales issues de 1 'observation (Table 28). Ainsi,
1 "opération finale de la solution Z, consiste & remplacer, dans les

expressions de I, les fonctions U par les séries correspondantes obtenues
apres 1'introduction des termes non linéaires. On procéde de la méme facon
dans le «calcul des termes qui dépendent explicitement du temps de ;. Un
exemple du traitement sera donné dans le paragraphe suivant avec le calcul

de la grande inégalité Jupiter-Saturne.

Les tables 29a et 29b présentent deux solutions consécutives de I3
des 4 grosses planétes, c'est & dire les séries limitées aux termes A trés
longues périodes de X3 de ces astres. Ces séries sont présentées sous 1la
méme forme que celle donnée dans 1‘extrait de la solution Uj des tables
27a et 27b. Elles contiennent en moyenne 250 termes chacune; la table 29b

ne donne que la liste des termes les plus importants. A la suite de chaque



Jupiter
Saturne
Uranus

Neptune
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Table 25a

: CONDITIONS INITIALES DEDUITES DE
LA THEORIE VSOP82 DE BRETAGNON

0,0469857212
-,0029600360
-,0459513238
0,0059997757

0,0120038575
0,0554296425
0,0056379131
0,0066924241

-,0041309548
-,0174308365
0,0037182169
-,0205805012

0,0223660965
0,0397735628
0,0129720449
0,023Q309322

Table 25b :

CONSTANTES D’INTEGRATION (Modules

et phases des fonctions U; déterminés lors
de la résolution du systéme 1inéaire en U.)

ONOUTDWN =

0,0507585142
0,065667698 1
0,0251965303
0,0094855743
0,0531151956
0,0104389450
0,0155474593
0,0170030702

2,3316232502
0,5513337373
5,1704497331
1,3042531280
5,0199588865
3,5228606594
2,3723584067
2,2223778846

Table 26 :

ARGUMENTS ELEMENTAIRES (radians)

-
[e2]
LI |

0,529690965095 t
0,213299095438 t
0,074781598567 t
0,038133035638 t

+
+
+
+

0,59954649739
0,87401675650
5,48129387159
5,31188628676

= 0,0001361646
0,0000207461
0,0000149074
0,0000032397

, 0000000099
-, 0000033636
-,0000145468
-,0001273358

)

~
nonon
~ o+ o+t

o
~
nononon
el

++ 4+ 4

+ 4+ + o+

2,2619958574
0,5364639240
5,3209455664
1,2965854478

5,0200254651
3,5352249723
2,4557080476
2,2245803796

t en années juliennes 3 partir de 2000.0 .

Table 27a

EVOLUTION DE LA SOLUTION POUR U

AVANT ET

APRES L‘INTRODUCTION DES TERMES NON LINEAIRES
(3 =124)

Extrait

: SOLUTION DU

0,0507585142
0,0656676981
0,0251965303
0,0094855743

1imité a y;

SYSTEME LINE

expi (0,0001
expi (0,0000
expi (0,0000

AIRE

126021 t +
199568 t +
144213 t +

expi (0,0000031816 t +

Les arguments sont exprimés
t en années juliennes & partir de 2000.0 .

2,3316232502)
0,5513337373)
5,1704497331)
1,3042531280)

en radians et
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: SOLUTION AJUSTEE APRES INTRODUCTION
DES TERMES NON LINEAIRES :

Table 27b

Forme de la solution :

combinaison des arguments

élémentaires L, P, Q.

: Coefficient,

u; = Xuk expi(k | ¢ ) {(kla;i‘:

SERIE U,

ARGUMENT .

L5 L6 L7 L8

COEFFICIENT

Q5 Q6 Q7 Q8

P5 P6 P7 P8

000000000009_2.._1._|._I._l._I._IOOOOOOOOOO.I.In_AOOOn-LOOOOOO?_T.I

0000000000000000011..I00000000100000000000000._1O
0000000000000001.IOO.IOOOOOOOO..IOOOOOOOO00000000

00000000000001.IOOOOOOOOOOOOOOHI..IOA_/_OOOn_Zn_ZOOOOOO'ﬂ

0001..IOOOOOOOOOOOOOOO«...._I00011100000000000000000

00100440022000001010011111000000000000&411000

O.lOOOO?.q.lQ..IO..IOOqI.IO.IOO.IO.I._I10._I

1000220240%0410000011111

—OO0O~00ANMr—~ANN"~ONN™ — —
| L] L)

SiejejelefelefofofoRelefo o o oo Yoo oY e oo XoYoYe Yo Yol oRoXoRo Ro Yo RoXoXo Xe Xe e Ro Xo Xo Xo Xo)
(eiejelejojejololelcleloRojofofofo oo XoXoXoNoNoYoNe Yo Yo Yo RoRoXo Yo Yo Ro Yo Yo XoXo Xe Xo Ro e Xo Xo)
[ejejiejejelelolclofodoRoYoNo o oYoXoXoXo e Yo YoXoXoXe Yo Yo oXoRoXoXo Yo Yo XoRoXoXe Xe Yo Jo ko Ro X o)

(elejelelojelejojojcfelecloNoYoNoNoYo oo Yo NoXoXoNoNoNoYo Yo Yo RoXoXoRo o Yo Yo Yo Yo Xo Xo Xo Ro Ro X o)

SERIE U,

ARGUMENT

L5 L6 L7 L8

COEFFICIENT

Q5 Q6 Q7 Q8

PS5 P6 P7 P8

[ofeJeNoXoNoNoXeo]
[efelofeoXoNoNoNe]
[eJeJoNoNoNeXoXo]

OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0

0001..|000
00100‘_1..10
0100202..1

~—OoO0O0oOoONON

[efejololeNoXoNol
OCO0OO0O0OO0O0O0O0
Q0000000

(eXeloloNoNoXoNol

001175
065879
000304
000005
000001
000007
000107
000098
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Table 27b (suite)

000022ﬂﬂﬁ000000111100
000200001ﬂ00000ﬂ40000
00000000010000000ﬂ000

0000001100000000004Q0

0000000000ﬂ0001000000
02200000011ﬂ11ﬂ000000
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LS5 L6 L7 L8

COEFFICIENT
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PS5 P6 P7 P8
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Table 27b (suite)

47 0,000004 0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 -1 1
48 0,000002 0 0 0 0 00 1 0 0 0-1 1
49 -0,000010 0 0 00 10 0 0 0-1 0 1
50  0,000005 0 0 0 O 1.0 0 0 -1 0 0 1
51 -0,000002 0 0 0 0 0-1 0 O 0 0 1 1.
52 -0,000001 0 0 0 0 -1 0 0 O 0 0 1 1
53  0,000001 0 0 00 0 3-2 0 0 0 00O
54 -0,000002 0 0 0O 3-2 0 0 0 0 0O
55 -0,000056 0 0 0O 0 2 -2 1 0 0 0O
56 -0,000003 0 0 0 O -1 2 0 0 0 0 1-1
57 -0,000001 0 0 0 0 0 2-1 0 0-1 1 0
58  0,000003 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 1-1
59 -0,000003 0 0 0 0 1-1 1 0 0 0-1 1
SERIE U4
ARGUMENT
COEFFICIENT  —mmmmmmmmm oo o e oo
——————————— L5 L6 L7 L8 P5 P6 P7 P8 Q5 Q6 Q7 Q8
1 0,000097 0 0 0 0 10 0 O 0 0 0O
2 0,000216 0 0 0 0 01 0 0 0 0 00
3 -0,000092 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00
4 0,009052 0 0 0O 0 0 0 1 0 0 00O
5  0,000003 0 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 00
6 0,000003 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0O
7 -0,000001 0 0 0O 2 0-1 0 0 0 0O
8 -0,000009 0 0 0 O 0 2-1 0 0 0 0O
9  0,000010 0 0 0 0 2-1 0 0 0 0 00
10 -0,000002 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0O
11 -0,000004 0 0 0 0 0-1 2 0 0 0 00
12 -0,000002 0 0 0 0 0 0-1 2 0 0 00O
13 -0,000001 0 0 0 0 0-1 0 2 0 0 00O
14 -0,000001 0 0 0 0 0 0-1 0 0 0 2 0
15 -0, 000004 0 0 0 0 01 0 0 0 1-1 0-
16 -0,000004 0 0 0 O 00 1 0 0 1-10
17 -0, 000002 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1-1 0
18 0,000005 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 00
19 -0,000003 0 0 0 0 1 1-1 0 0 0 00
20 -0,000004 0 0 00 1-1 1 0 0 0 00
21 0,000004 0 0 0 O -1 1 1 0 0 0 00O
22 0,000023 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0O
23 -0,000023 0 0 00 0-1 1 1 0 0 0O
24 -0,000016 0 0 0 0 01 00 0-1 1 0
25 -0,000162 0 0 0 O 00 1 0 0-1 1 0
26  0,000002 0 0 0 O 0 0 0 1 0-1 1 0
27 -0,000001 0 0 0 0 01 0 0 -1 0 1 0
28 -0,000001 0 0 00 0 0-1 0 01 10
29 -0,000002 0 0 0 0 0-1 0 0 01 10
30  0,000002 0 0 0 0 10 0 0 0 0-1 1
31 -0,000002 0 0 0 O 1.0 0 O 0-1 0 1
32  0,000043 0 0 0O 0-2 3 0 0 0 0O

Table 28 : VERIFICATION DES AFFIXES DE Z; APRES

L’OPERATION D’AJUSTEMENT.

APRES AJUSTEMENT

CONDITIONS INITIALES

3 Re(Z;) Im(Z;) Re(Z;) Im(Z;)

1 0,0469857212  0,0120038575  0,0469857212 0,0120038575
2 -,0029600360  0,0554296425  -,0029600360 0,0554296425
3 -,0459513238  0,0056379131  -,0459513237 0,0056379130
4 0,0059997757  0,0066924241  0,0059997757 0,0066924241
5 -,0041309548  0,0223660965  -,0041309548 0,0223660966
6 -,0174308365  0,0397735628  -,0174308365 0,0397735628
7 0,0037182169  0,0129720449  0,0037182169 0,0129720448
8 -,0205805012  0,0230309322  -,0205805012 0,0230309322




EVOLUTION DE LA SOLUTION POUR Z3 AVANT ET
APRES L’INTRODUCTION DES TERMES NON LINEAIRES

Table 29a : SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE

Jupiter

Z3 = - ,0166846140 expi (0,0001126021 t + 2,3316232502)
+ 0,0426202420 expi (0,0000199568 t + 0,5513337373)
- 0,0018991975 expi (0,0000144213 t + 5,1704497331)
+ 0,0000612089 expi (0,0000031816 t + 1,3042531280)

Saturne

Z3 = 0,0479049984 expi (0,0001126021 t + 2,3316232502)
+ 0,0362513231 expi (0,0000199568 t + 0,5513337373)
- 0,0018697050 expi (0,0000144213 t + 5,1704497331)
+ 0,0000698784 expi (0,0000031816 t + 1,3042531280)

Uranus

Z3 = - ,0017747863 expi (0,0001126021 t + 2,3316232502)
- 0,0405516113 expi (0,0000199568 t + 0,5513337373)
- 0,0295769127 expi (0,0000144213 t + 5,1704497331)
+ 0,0016972858 expi (0,0000031816 t + 1,3042531280)

Neptune

Z3 = - ,0001080809 expi (0,0001126021 t + 2,3316232502)
+ 0,0021154450 expi (0,0000199568 t + 0,5513337373)
+ 0,0037507462 expi (0,0000144213 t + 5,1704497331)
+ 0,0093570968 expi (0,0000031816 t + 1,3042531280)

Les arguments sont exprimés en radians et
t en années juliennes a partir de 2000.0 .

Table 29b : SOLUTION AJUSTEE APRES INTRODUCTION
DES TERMES NON LINEAIRES :

Forme de 1a solution
zy, : Coefficient,

Z3 = 5: zp expi(k | @) (k| ¢ ) : combinaison des arguments
élémentaires L, P, Q.

Za JUPITER

ARGUMENT

-0,015716
0,044402
-0,001758
0, 000056
-0, 000002
0,000045
0, 000045
-0,000668
0,000032
10 0,000006
11 -0,000005
12 0,000012
13  0,000001
14  -0,000003
15 -0,000001
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Table 29b (suite)
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Table 29b (suite)

0000000000011111nﬂ000n_/.0000000211 "%“000000000000000000..|..|1.-0
[} |
00000000111._l._IOOquOOOOOOOOOOOOq_lO "_nlw“000000000000000222111._!
| [}
LI 1 1
0000000000000‘_1<_|00n.£000n_£n_40000000._| S TﬂITT “%“0000000000000000000001
o n—umnguw |
— 269%3 1
< TIT OO [}
4 ~ oo~ ]
Ww ~ <I5Mm [} 1
TErr 0000000000000 000N~~~rNOOO (%] E nm EINT OO0~ 00N~—O0O0ONN~O~0O~0000~0O
I 1 | [} - — rODm :NL“D-“ 1 ] ! !
011101q‘101001011002311221222111 w e e e e oa M_6_0100202121001010100101
| | 1 | [ [ m Oﬁ_v.ooo AUU“D.“ | 1 1 | [}
1.11._I1O.I¢_I10010100333n_)_22.l1324‘04.22 rv—I._ m“%“10000002-_lo¢_l000000q_l1000
1
z |
. s "
o~
[ejejejejojofcloleoloNoNoYoYoYoNoNoRoXoYoYo Yoo XoXoXoXoXo Yo Xe Xo) .N.ﬂ - “w"OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
w oOTI~mN I [}
a. N —O<TO I |
[olejejelelcRolelelololoYoYoXoXo Yo Yo o oYoRoYo Yoo Yo Yo XoXo Xo Xo) w ,m.u\ mn..wmnz “Mm"0000000000000000000000
- X oOoNMm | i
T
ggooe
=1
MOONIT — O -~ AN OIT T~ INLTN -~ — OO~ O~ © (%] zZ | 25@952504161122 D= NI AN
== V) N = < = w NN ~ — AN~
NN z = ngT omum < m
m11mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmwmmm 2 | & 1%m1mmmmmmmmmmm mmmmmm
—
38 s | &1 3833
(S}
TUNORDDNO~-NMOITUNORNDNO~NMITNONDNO~NM T TNOTNORDNOTNMITNONDNO ~ON
NANANNNOOOOOOOOMOOIITITSIIITITITITIOONWOW0LW TS e e = (ON OO



153
Table 29b (suite)
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Table 29b (suite)

16 0,000007 0 0 0 O 0O 0 0 1 o 1-1 0 .
17  0,000005 0 0 0O 0 1 1 -1 0O 0 0O
18 0,000003 0 0 0 O 1 1-1 0 0 0 0 O
19 -0,000002 0 0 0 O 1-1 1 0 0O 0 0 O
20 0,000024 0 0 0 O 0 1 -1 1 0O 0 0 O
21 -0,000022 0 0 0 O 0-1 1 1 0O 0 0 O
22 -0,000014 0 0 0 O 0O 1 0 O 0-1 1 0
23 -0,000158 0 0 0 O 0O 0 1 0 0-1 1 0
24  0,000002 0 0 0 O 0O 0 0 1 0-1 1 0
25 -0,000002 0 0 0 O 0O 0-1 0O 0O 1 1 0
26 -0,000002 0 0 0 O 0-1 0 O 0O 1 1 0
27 -0,000004 0 0 0 O 1.0 0 O 0 0-1 1
28 -0,000004 0 0 0O 1. 0 0 O 0-1 0 1
29  0,000042 0O 0 0 O 0-2 3 0 0O 0 0 O
30 -0,000008 0 0 0 O 0 2-2 1 0O 0 0 O
DEVELOPPEMENT EN TERMES SECULAIRES
Re(Zs) Im(Zs)
0,0059997757 0,0066924241
0,0000064608 T 0,0000767616 T
-0,0000011250 T2 0, 0000007178 T2
-0,0000000268 T3 -0,0000000319 T3
0,0000000011 T -0, 0000000007 T*
Table 30
INEGALITES SECULAIRES DE LA
SOLUTION VSOP82 DE BRETAGNON (1982)
Kk h o} p
Jupiter 0,0469857212 0,0120038575 -,0020656110 0,0111837716
+ 11301038 + 21714936 - 3134016 - 2342756
- 1093013  + 985854 - - 166739 + 208676
- 42875 - 51311 + 7693 + 5072
+ 2054 - 901
Saturne -,0029600360 0,0554296425 -,0087174744 0,0198914730
- 52960263 - 37559389 + 8017150 + 5943977
+ 3092841 - 3199024 + 414228 - 523512
+ 129622 + 159863 - 19605 - 12722
- 5996  + 3245 - 944 + 830
Uranus  -,0459513238 0,0056379131 0,0018591508 0,0064861701
+ 1834405 - 7496435 - 1244938 - 1174473
- 8085 + 121020 - 20737 + 31780
- 4540 - 4209 + 762 + 732
+ 219 - 171
Neptune 0,0059997757 0,0066924241 -,0102914782 0,0115168398
+ 87128 + 782434 - 7273 + 257554
- 11990 + 8080 - 657 + 1938
- 403 - 396 + 167 + 133

T en milliers d’années juliennes A partir de 2000.0 .
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extrait de série, cette table contient un développement de la série
entiére correspondante en termes séculaires. Cette forme de résultat est
identique A& «celle de a solution SVOP82 de Bretagnon (table 30). Une
comparaison peut se faire sans conversion pour les quatre premiéres séries
relatives au mouvement des grands axes (solution des variables X4 ), et
avec conversion pour les quatre derniéres séries (solution des variables
Xg ) relatives au mouvement des plans des orbites en raison des expressions
(89) des variables de la théories VS50P82.

(89) k=e.cosw , h=e.sin® , q=sin-12-cosQ - p=sin%sinQ ’

On peut identifier la correspondance : X,=k+i.h, o0 i= V-1 . Par contre,
la variable Xg, qui a pour expression sinl.expif2 ne s’'exprime pas aussi
simplement en fonction des variables g et p de Bretagnon. Les conditions
initiales déduites des constantes d intégration de la théorie VSOPBZ sont

données dans la table 25a.

La série %:;de Duriez (table 24) représente la conjuguée de la serie
"1 Jupiter", (Table 29b). La comparaison peut &tre faite apreés le calcul
de la conjuguée de la Table 29b par exemple. Mais elles ne sont pas
strictement équivalentes du fait que le groupe de constantes d'intégration
introduit par Duriez est rapporté & 1 époque initiale 1950.0, alors gue le
résultat donné ici est rapporté & 2000.0. Ces deux époques initiales ne
sont pas trés éloignées et on peut trouver dans les deux tables des
amplitudes trés proches pour les termes correspondants dans le groupe de

termes linédaires comme dans celui des termes non linéaires.

CALCUL DES TERMES DEPENDANT DES DEGRES DES VARIABLES NEUTRES

83. Les termes considérés font partie de la solution Y. Ils sont
différents des termes A& trés longues périodes par 1la présence des
arguments du temps constitués des longitudes moyennes. Un exemple concret
du calcul de ces termes peut étre donné par le développement et
l'intégration du groupe de termes formant la grande inégalité Jupiter-
Saturne. Ils portent des degrés supérieurs & 1| des variables neutres
degrés impairs 3, 5, ... dans les équations de «circulation iq et de
frequence iz ; degrés pairs 2, 4 ... dans les éqguations relatives aux

variables neutres ia et is.



Dans notre théorie, le développement des termes dépendant des
variables neutres qui se trouvent dans les seconds membres du systéme Y
utilise la solution & trés longues périodés I. L'intégration des nouveaux
termes obtenus wutilise aussi les fréquences de cette solution A& trés

longues périodes.
Rappelons les deux étapes de la solution pour 7 :

- integration du sytéme autonome linéaire avec changement de variables
donnant Z en fonction des fonctions du temps U.

- Substitution de chacune des fonctions du temps U par une séries de
termes exprimés en fonction des arguments élémentaires obtenus lors de
l"introduction des termes non linédaires. On obtient ainsi Z sous la forme
des séries de termes dont les arguments du temps sont des combinaisons

linéaires des arguments élémentaires.

Le traitement du groupe de termes non linédaires de la solution Y se

compose des étapes suivantes :

- Developpement des seconds membres par une substitution des variables
contenues dans leurs termes par la solution Z=M.U. On obtient ainsi des
seconds membres dont la fonction du temps de chague terme périodigue est
composee d’'un produit de fonctions U et une fonction du temps exprimée par
une combinaison lineaire des longitudes moyennes. Ce développement donne
aux fonctions du temps des termes de la grande inégalité en longitude 1la

forme suivante:
e -e
(90) Z:Ukk.expi(2L5—5LG) o E:Ukk.expi(—2L5+5L6)
dans laquelle, les exposants e, sont des entiers positifs ou nuls.

- Intégration des seconds membres par rapport au temps. Cette
inégration wutilise les fréquences des fonctions monomiales Uj obtenues
lors de la solution du systeéme linéaire U =1l u.

- Substitution de chacune des fonctions monomiales q;par une séries de
termes exprimes en fonction des arguments élémentaires obtenus lors de
l"introduction des termes non linéaires. On obtient ainsi Y sous forme des

series de termes dont 1les arguments du temps sont des combinaisons
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linéaires des arguments élémentaires.

Cette solution pour Y ressemble a la solution I & trés longues
periodes par la méme approche : les expressions A traiter sont exprimées
d’abord en fonction des expressions monomiales de Uj de la solution du
systéme lineaire; apres des traitements annexes, on remplace ces monOmes

par les séries U; de la solution du systéme non linéaire.

84. Pour etre strictement conforme 4 la progression des ordres, les
termes d'ordre | se développe au moyen de (Uj)i de 1'ordre 1, les termes
d'ordre 2 au moyen de (Uj)2 obtenus a 1'ordre 2. Par conséguent, dans 1la
phase finale de substitution des fonctions Uj par les séries exprimées en
fonction des arguments élémentaires on doit faire attention s'il s’'agit

des éléments appartenant & 1°un ou & 1 autre groupe.

L'ajustement de la solution & trés longues périodes a été réalisé
pour (Q}5 a l'ordre 2; la substitution finale de ces fonctions s effectue
d'une fagon directe. GQuand t=0, entre (Uj% de 1'ordre 1 et (U;), de

l'ordre 2, 1l existe la relation matricielle :

dans laquelle M, et M, représentent respectivement les matrices des
vecteurs propres & 1'ordre 1 et & l‘ordre 2. 0On calcule les séries
représentant (ij a l’aide de cette relation pour la substitution finale
de ces fonctions dans les termes issus du développement & 1°ordre 1.

Les contributions a l'ordre 3 de la grande inégalité contiennent &
la {fois des fonctions du temps de deux groupes (Uj% et (Uj) provenant
des développements qui utilisent respectivement les résultats de 1‘ordre |
et de 1'ordre 2. Dans le calcul, ces deux groupes de contributions sont

traités séparément.

La table 31a présente la contribution d'ordre 1 de 1la grande
inegalité en longitude avant la substitution. La table 31b donne la nméme
contribution développée en fonction des arguments élémentaires. Dans la
table 31la, certaines combinaisons des fonctions Uj apparaissent deux fois.
Les termes correspondants sont des contributions des degrés 3 et 5. Des

marques distinctives ne sont pas données dans la table, mais on peut les
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EVOLUTION DE LA SOLUTION POUR LA GRANDE INEGALITE EN

LONGITUDE DE JUPITER. Extrait 1imité au cas de 1‘ordre 1

* SOLUTION EXPRIMEE EN FONCTION DES FONCTIONS U:

Table 31a

J

fonctions U; et de leurs conjuguées Uj;

16 colonnes donnant les EXPOSANTS des

ARGUMENT
L5 L6 L7 L8

COEFFICIENT

(" par an)

1234 5678

J=1 234 5678
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Table 31a (suite)
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* Dans cette table, certaingscombinaisons en UJ'1 apparaissent 2 fois
les termes correspondants proviennent de degrés différents 3 et 5
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termes plus grands que 0*,1 du

développement de la grande inégalité 3 1‘ordre 1.

: SOLUTION EXPRIMEE EN FONCTION DES ARGUMENTS ELEMENTAIRES.
Extrait 1imité aux

Table 31b

ARGUMENT

L5 L6 L7 L8

COEFFICIENT

Q5 Q6 Q7 Q8

PS5 P6 P7 P8
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reconnaftre facilement car la contribution du degré 3 est toujours plus

importante que celle du degré-S.

La table 32 donne le développement des contributions ordre par ordre
du résultat sous la forme des inégalités séculaires. Un calcul comparatif
par évaluation numérique a permis de donner 1°'évolution en fonction du
temps de 1°écart en amplitude de la grande inégalité en longitude donnée
par ces termes par rapport & celle de la théorie séculaire VSOPB2. Cet

écart reste inférieur a4 4° sur 2000 ans.

L'utilisation des valeurs propres numériques dans l'intégration ne
permet pas d’obtenir une séparation nette des ordres dés 1'ordre 2.
L'exemple simple ci-dessous montre les raisaons principales.

Un terme développé a 1 ordre | peut générer, lors de l'intégration,

des termes d’'ordres supérieurs du fait que le facteur d'integration

Table 32 : DEVELOPPEMENT DE LA GRANDE INEGALITE EN
LONGITUDE DE JUPITER EN TERMES SECULAIRES.

Le développement donne une série de la forme .

"y
) &gT* sin (2L~ 5Lg) + i oLy TK

k=0 k=0
LISTE DES COEFFICIENTS osk des fonctions Tk s1n(2L£-5Ls)

cos (2L5— 5L¢)

K -ordre 1 ordre 2(+) ordre 3(+) Total VSOP82

0 -1056,8543 =77,5421 -30,6988 -1165, 0952 -1168,5331
1 + 119,0961 + 9,13583 + 3,5152 + 131,7466 + 133, 2654
2 + 79,5092 + 5,7897 + 2,3153 + 87,6142 + 88,9275
3 - 5,6132 - 0,4103 - 0,1646 - 6,1881 - 7,2625
4 = 0,9769 - 0,0714 - 0,0284 = 1,0767 = 1,0129
5 + 0,0655 + 0,0047 + 0,0019 + 00,0721 + 0,0891
LISTE DES COEFFICIENTS & des fonctions'Tk cos(2L$—5L6)

k ordre 1 ordre 2(+) ordre 3(+) Total VvS0OP82

0 - 169,4573 -12,9536 - 5,0707 - 187,4816 - 184,0605
1 ~ 405,5156 -30, 1803 -11,8340 - 447,5399 - 452,8855
2 + 33,1250 + 2,4740 + 0,9738 + 36,6716 + 39,7507
3 + 10,2238 + 0,7468 + 0,2978 + 11,2684 + 11,2708
4 - 0,6834 - 0,0497 = 0,0200 -  0,7531 - 0,9387
5 = 0,0732 - 0,0054 - 0,0021 = 0,0807 = 0,0504

T en milliers d’années juliennes 3 partir de 2000.0 .




correspondant & un argument tel que 2L5-5LG+3W5. est donné par 1°

expression :

1
2Ng-SN, +3g5

dans laquelle 2Ng -5Ng est numérique et ou g, est une valeur propre qui
peut etre exprimée analytiquement sous la forme d'un polynBme des masses
perturbatrices. Ceci est évident, car ce sont les masses qui donnent du
mouvement aux grands axes et aux plans des orbites. Ce facteur
d'intégration peut étre développé en série, dans laguelle le terme d'ordre
zéro des masses a une valeur prépondérante et les termes d‘ordres
supérieurs ont des modules de plus en plus faibles. L’'utilisation des
valeurs propres numériques a pour effet de regrouper les petits termes
d'ordres plus élevés dans un seul terme portant 1°'ordre issu du
développement qui précede 1 intégration. Certains travaux récents (Duriez,
1983 et Thuillot, 1984) donnent des exemples de traitement permettant de
donner les valeurs propres sous une forme analytique en fonction des
variations des masses pour des études de comportement des orbites lors des
variations de ces paramétres. Le probléme posé ici est différent, car on a
besoin des expressions des valeurs propres en fonction des masses et non

de leurs variations.

Par suite ae 1'emploi des valeurs propres numérigues dans
l"intégration, 1la contribution d’ordre 2 de la table 32 contient une
faible partie provenant des ordres supérieurs; pour cette raison, elle est
notée "ordre 2(+)" sur cette table. Il en est de méme pour la contributian

d'ordre 3.

PERSPECTIVES D'UTILISATION DE LA THEORIE DU MOUVEMENT DE QUATRE GROSSES
PLANETES.

85. La présentation des résultats de la grande inégalité, sous la forme

des seéries de dimension importante, montre qu’une théorie analytique est
de loin plus volumineuse qu’'une théorie séculaire surtout dans le cas
planetaire ol les excentricités propres et les inclinaisons propres sont
importantes. L’'utilisation d'une telle théorie quasi-périodique peut &tre
difficile en raison du nombre important d’'inégalités. Heureusement, dans

le cas particulier du calcul des inégalités du mouvement des satelites
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galiléens, on ne retient que des termes ayant une amplitude supérieure A
2%,

On dispose, par cette voie, d'une théorie de Jupiter de présentation
adéquate qu’on utilise ensuite comme théorie du Soleil jovicentrique dans
le calcul des perturbations du mouvement des satellites galiléens. Le but
recherché est atteint, car la théorie construite donne les fonctions du
temps des inégalités obtenues sous la forme des combinaisons linéaires des
arguments élémentaires. Cette présentation est compatible avec la théorie
des satellites galiléens en construction. Elle facilite le travail de
codification et de traitement informatique, elle facilite également

l'utilisation ultérieure de la théorie dans le calcul des éphémérides.
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d'une approche wutilisant le développement des facteurs d’'intégration. On

obtient ainsi des contributions jusqu’d 1'ordre 7 sous forme analytique.

Le deéeveloppement du second membre de 1'équation de 1la libration
réalisé ici est plus complet que ceux des travaux connus sur deux points :
la preésence des termes de degrés 3 et 4 et 1‘utilisation des grandes
inégalités sous forme de composantes. L "évaluation numérique des
différentes contributions a permis de montrer 1'origine des différences

entre le résultat obtenu et ceux des autres théories.

La solution variationnelle présentée ici est obtenue & la premiére
approximation. Elle fournit la solution a trés longue période des
oscillations libres des orbites par la résolution du systéme critique et
des termes périodiques de plus courtes périodes qui dépendent de cette
solution a treés longue période. Le résultat est présenté sous la forme des

tables de comparaison.

Le groupe de termes dits de de Haerdtl de degré 4 a été développé
d'une fagon plus compléte que ceux des théories connues. Les variables
d'inclinaison ont été introduites dans le développement, ce qui n’'a pas
éte fait auparavant. Par rapport aux anciens résultats, qui ne donnent que
des inégalités de la longitude moyenne, ce calcul fournit des compléments
des 1inégalités de la longitude moyenne et aussi des inégalités de 1la

longitude vraie, dd rayon-vecteur et de la latitude.

Dans le quatriéme chapitre nous exposons une étude sur les effets de
troncature dans le développement des termes solaires. Ce travail essaie de
donner une explication sur quelques différences obtenues par notre théorie
et les théories de Sampson et de Lieske. Ce chapitre aborde aussi le choix
de la théorie du soleil jovicentrique a utiliser dans 1le calcul des
inegalites dues & 1'attraction solaire. Cette etude conduit a la
construction d‘une théorie des quatre grandes planétes. La théorie de
Jupiter obtenue est utilisée comme théorie du soleil jovicentrigque. Elle
permet d'obtenir les inégalités sous une forme quasi-périodique de
présentation compatible avec les autres groupes d'inégalités dans 1 étude

du mouvement des satellites galiléens.
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