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INTRODUCTTION




Le Temps Universel, communément appelé UTl, est censé
caractériser une é&chelle de temps la plus représentative possible de la
rotation de 1la Terre. Pendant trés longtemps (jusqu”au milieu de ce
sidcle) on ne disposait pas d horloges terrestres suffisamment exactes et
suf f i samment précises pour pouvoir &valuer 1les é&carts d uniformité
auxquels cette é&chelle de Temps légale et unité basée sur la rotation de
la Terre, était sujette. Ce n"est que depuis 17avénement d“une
inst rumentation trés précise (horloges 3 quartz, étalons de fréquence 3
césium. etc...) supplantant avantageusement les anciennes horloges 3
balancier, qu“a été permise une surveillance précise et systématique des

variations de rotation de notre planéte.

En dépit de cette rapide et impressionnante &volution dans les
méthodes de mesure du Temps , la maniére dont UTl1 est définie n"a pas été
modifiée, tout du moins dans son fondement, et cela depuis prés d“un
sigcle (la nouvelle définition adoptée par 1°UAI en 1984 , ne fait que
réactualiser 17ancienne par l’adetion de nouvelles constantes, sans y

apporter de changement significatif dans le fond).

Ceci serait sans importance si le—-dit fondement était d“origine
purement conceptuel : en effet, s”il y avait correspondance directe entre
UTl et 17entité qu”il est censé materialiser, 3 savoir la rotation de la
Terre, il serait nul besoin d”en modifier le concept. Malheuréusement, la
définition actuelle d“UTl fait appel 3 des intermédiaires qui ne font que
compliquer son interprétation et rendre moins exacte sa définition par

rapport 3 17objectif qu”il est censé incarner. Parmi ces intermédiaires,

on citera en guise d“exemple 17adoption de plans moyens, le choix de



17équinoxe comme point de référence, 17introduction de 1la notion de
"Soleil Moyen Fictif" qui a wvu le jour 3 1la fin du siécle dernier
(Newcomb, 1895), et qui ne constitue en fait qu“un artifice

supplémentaire dont il est possible de se priver.

Au vu de 1la précision actuelle des techniques d”observation
(VLBI, tirs laser sur la Lune et sur satellites) pouvant atteindre
quelques fractions de milliéme de seconde d”arc de résolution, il semble
nécessaire d“élaborer une autre définition du Temps Universel qui réponde
naturellement & deux exigences: 17une sera de s interpréter le plus
clairement et le plus simplement possible, tout en respectant
scrupuleusement le suivi rigoureux des wvariations de 1la rotation
terrestre. L7autre consistera 3 servir a4 17élaboration du Temps 1légal, ce
qui pose comme exigence wun calage sur la succession des jours et des
nuits, de telle sorte que 24 h. de Temps Universel ne s“écartent jamais

sensiblement en moyenne de 24 h. de Temps Solaire vrai, ce qui est le cas

actuellement .

C”est dans cette perspective que B.Guinot (1979) propose de
définir le Temps Universel & partir d“un concept clair, celui de
1""0Origine Non-Tournante'. Cette origine se substituerait avantageusement
3 17équinoxe par la condition méme de non-rotation qui accompagne son
appellation. Elle répond & 17idée simple en vertu de laquellé il faut,
afin de connaltre 1la rotation d“un corps autour d“un axe, avoir au
préalable materialisé ce que serait fictivement sa non-rotation autour de

ce méme axe.

Notons & cet é&gard que certains auteurs ont, par le passé,



utilisé 170rigine Non Tournante. sous une autre terminologie, dans le
cadre de travaux relatifs & 1la Dynamique. Ainsi, la transformation de
Hansen pour les équations différentielles des mouvements des planétes
(Tisserand,1889) introduit un paramétre ¢ permettant de localiser un
point sur 17équateur instantané, qui n”est rien d”autre qu une 'Origine
Non-Tournante'. Par la suite, certains auteurs, comme Andoyer (1923),
Brown & Shook (1933) ont fait référence 3 cette derniére, la dénommant
autrement (on 1lui trouve souvent 17appellation de '"departing point"
autrement dit de 'point de départ"). De m&me, dans son &tude sur les
syst émes de référence appropriés & 17étude du mouvement képlérien
perturbé, André Deprit (1975) fait directement intervenir une condition
de non-rotation d“un référentiel, qﬁi n“est rien d7autre que celle
invoquée plus haut. Enfin, Aoki & Kinoshita (1982), lors d”une analyse
critique de 1°0rigine Non-Tournante, utilisent 1la terminologie de

"Departure Point'".

Ainsi donc, si 1"Origine Non-Tournante'" n”est pas une entité
nouvelle, c“est son wutilisation & des fins cinématiques et non pas
dynamiques qui semble constituer une application sans précédent: de par
son role tout désigné de point de référence 3 178tude de la rotation d”un
solide, elle aurait di apparaitre de maniére explicite dés lors que 17on
s“est penché sur 17&laboration du Temps Universel. Certes, Newcomb (1895)
y fait implicitement allusion 1lorsqu”il définit 1”ascension droite du
Soleil Moyen Fictif, base de 1la définition actuelle de UTl. Mais son
effacement, alors qu“elle devrait naturellement €tre mise en &vidence,
apparalt regrettable. La mnouvelle définition de UTIL proposée par
B.Guinot (1979), pallie & cet inconvénient, de manidre d”autant plus

heureuse qu”il la rend aisément compréhensible par 17utilisateur courant.



Dans une premiére partie. on rappellera les principaux
résultats relatifs & 170rigine Non-Tournante présentés récemment dans un

article (Capitaine, Guinot, Souchay,1986), résultats concernant aussi

bien les moyens de la définir que diverses propriétés qui en découlent.

I1 s”avére d7ailleurs que le concept en question ne s”adapte
pas spécifiquement au cas de la Terre et est exploitable quel que soit le
corps en rotation auquel on s”intéresse. Une partie du présent travail
sera donc consacrée ad la définition et aux implications de 17"Origine
Non-Tournante" dans un cas tout 3 -fait général. Il ne sera ainsi
aucunement question dans cette seconde partie de la Terre, mais d”un
corps quelconque en rotation, dont on s”attachera a vouloir établir un
lien entre la norme de son vecteur rotation et un angle défini justement

a partir de 170rigine Non-Tournante.

Adopter une nouvelle formulation de UTl et en montrer 1”intérét
n“a de sens que si on a préalablement effectué une étude suffisamment
approfondie de 1la définition conventionnelle actuelle. C7est ce qui fera
17objet d“une troisidéme partie, qui traitera en outre des inconvénients
que cette définition fait naltre, par le choix des paramdtres qui lui

sont associés.

Enfin, wune quatriéme partie sera consacrée 3 un développement
de certains calculs déja évoqués dans la premiére partie, ainsi qu”a
quelques compléments de celle-ci. En particulier, on abordera des

propriétés relatives au positionnement de 170rigine Non-Tournante, 3 la



trajectoire qu”elle décrit, ainsi qu”au nouveau systéme de référence

quelle implique.




PREMTIERE PARTTIE

DEFINITION D UNE ORIGTINE

NON-TOURNANTE

S UR L"EQUATEUR DE ROTATTION INSTANTANEE

PROPRIETES . UTILISATTIONS




I.1) Généralités

La présente partie a pour objectif de rappeler les principales
définitions associées a 1° "Origine Non-Tournante' (Guinot,1979), ainsi
que les propriétés simples de cette origine. Ces résultats ont fait
1°objet d“un article (Capitaine, Guinot, Souchay,1986) ; ils permettent
de mettre en application 1°0rigine Non-Tournante dans la représentation
de la rotation de la Terre (autrement dit le Temps Universel).

Les définitions associées a 17 Origine Non-Tournante exigent
que 17on dispose d“une réalisation parfaite du systéme de référence
terrestre conventionnel , noté TRS, et du systé@me de référence céleste
conventionnel, noté CRS. On supposera dans ce chapitre que 17on dispose
de ces réalisations parfaites; on décrira ultérieurement (cf.
III.1,III.2) les matérialisations de ces systémes de référence existant
actuellement en indiquant leurs qualités.



|

1.2) Le référentiel céleste

Un systéme de référence céleste, encore appelé CRS (en anglais
"Celestial Reference System"), ou systéme de référence "non-tournant"
(Guinot 1979), est défini comme ayant des axes de référence fixes par
rapport aux directions des objets les plus reculés de 1”°Univers, tels
qu'ils sont vus depuis le barycentre du systéme solaire.

On peut se représenter le CRS par une sphére céleste de centre
O avec un grand cercle fondamental de pole £ et une origine Z, sur

ce cercle (Figure 1). Un point P pourra alors etre localisé par rapport
au C R S par ses coordonnées polaires:

ey
d= gp s E= 2 ¢

o 6o P
ou bien par ses coordonnées rectangulaires
X. Y, .2, , 17axe (0X,) étant porté par =, , l”axe (0Z,) par £ , et
(0Y, ) complétant 1le systéme direct. Le pdle origine ¥ et le point
origine Z, peuvent a priori 8tre choisis de manidre arbitraire.

On notera : R, = (0,X,,Y,,Z,) le référentiel représentant le

CRS.

Figure 1
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I1.3) Le référentiel terrestre

Un référentiel terrestre conventionnel, encore appelé TRS (en
anglais: Terrestrial Reference System) est défini par la condition qu-il
n“existe pas de rotation ou de translation entre la surface de la Terre
dans son ensemble et ce systéme de référence. Cette définition, bien que

loin d“@tre satisfaisante, est suffisante dans 1le cadre de 17étude
présente.

Les directions terrestres pourront &tre représentées (Figure 2)
sur une sphére céleste de centre O par 1 intermédiaire d”un grand cercle
fondamental de pole T et d origine sur ce grand cercle (
définissant 1“origine des 1longitudes). On utilisera les coordonnées
polaires d“un point P, 3 savoir: -

g=TaP ] F=“°TP

On pourra définir par ailleurs le systéme de coordonnées
rectangulaires (0,x,y,z) tel que (Ox) soit porté par T, , (0z) soit porté
par T, , (Oy) complétant ce systéme direct.

Figure 2
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I.4) Précisions de langage relatives & la notion de "Rotation de 1la
Terre"

Ce quon appellera la rotation de la Terre sera la rotation, au
sens cinématique du mot, du référentiel R par rapport au référentiel Ro.

Définir quelle est la rotation de la Terre 3 proprement parler revient 3
définir:

(1) Lorientation du vecteur de rotation instantanée de la Terre.
(2) Son amplitude.

Si on -appelle P le pole de rotation instantanée de la Terre, ce
pole sera l17intersection du vecteur rotation instantanée de la terre avec
la sphére céleste. La rotation de laTerre pourra alors étre décrite par
les mouvements de P dans 1le CRS et dans le CTS , ainsi que par la
vitesse de rotation angulaire du CTS par rapport au CRS.

I.5) Le concept d” "Origine Non-Tournante"

I.5.1) L” origine non-tournante dans le C R § (Figure 3)

On considérera un systéme de coordonnées trirectangles R”=
(0,x7,y",z") ayant son axe (0,z”) 1le long de OP, et son axe (0,x7) 1le
long d“un point o » point origine sur 17équateur de rotation

instantanée. O est défini par une propriété caractéristique, de telle
maniére que:

Lorsque P se déplace dans le CRS, le référentiel (0,x7,y7,2z7)
ne posséde pas de composante de rotation instantanée autour de 17axe de
rotation (0,z”) par rapport au CRS (Guinot,1979,1981).

I.5.2) L origine non-tournante dans le TRS (Figure 4)

De 1la méme manidre qu”a été définie une Origine Non-Tournante
dans le CRS, il est possible de définir une origine non-tournante w
dans le TRS. On é&labore ainsi un référentiel R"= (0,x",y",z") tel que

(0z") coincide avec OP axe de rotation instantanée de la Terre, et tel
que -
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Lorsque P se déplace dans le TRS, (0,x",y",2") ne posséde pas
q P

de composante de rotation 1instantanée autour de (0,2z") par rapport au
TRS.

L origine non tournante sur la Terre @ est alors
l7intersection de (0,x") avec la sphédre céleste.

Figure 3

Figure &
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I.6) La notion d” "Angle stellaire"

—
Considérons 1“angle & 06 entre 1° Origine non tournante &
et le méridien origine Pw . Cet angle, positif vers 17Ouest sera appelé
"angle stellaire" (Guinot,1979) et noté O .

L7angle stellaire exprime directement la rotation sidérale de
la Terre, et sa dérivée par rapport au temps donne directement la vitesse
de rotation angulaire de la Terre.

On peut alors concevoir un systéme de coordonnées défini a
partir du point & , que 17on appellera 'coordonnées instantanées'", de
telle sorte que 17une d“entre elles serait la déclinaison vraie
habituelle § , l7autre étant 17équivalent de 17ascension droite « |,
établie non pas 3 partir de 17équinoxe vrai, mais & partir de 1 origine
non—-tournante & . On appellera "A" cette derniére.

~

I.7) Proposition d“une nouvelle définition de UTl1 3 partir de 17angle
stellaire

La définition actuelle de UTl, telle qu”elle a &été adoptée par
1°UAT (Aoki & al., 1982) n“"est pas une définition conceptuelle, mais une
déf inition conventionnelle (Xu & al., 1986). Elle consiste 3d établir une
relation, sous forme polyndmiale, entre le Temps Sidéral Moyen et UTI,
ceci en utilisant 1le systéme de référence base du F.K.5. Cette relation
ne permet pas de définir clairement 17angle de rotation de la Terre, car
elle fait intervenir 17&quinoxe, qui ne joue en soi aucun rdle
particulier dans la rotation de la Terre.

UT1 pourrait etre défini comme un angle directement
proportionnel & € qui, comme on 1”7a vu plus haut, exprime rigoureusement
la rotation sidérale de la Terre.

Une définition conceptuelle de UTl serait (Guinot,1979)
UTl = R (& - 06, ) (1)

les constantes K et 6. &tant choisies de telle manidre
que 12h de UTl coincident approximativement, 3 la date initiale t, .
avec midi de Temps Solaire Moyen de Greenwich, et qu”un jour de UTl reste
3 long terme voisin de la moyenne du jour solaire vrai.

On remarquera que par le biais d“une telle définition, UTI1
augmenterait linéairement avec le temps dans le cas ol la rotation de la
Terre serait uniforme.
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I1.8) Définition d”une quantité "s"

La position du point & 3 la date t dépend, par définition, du
mouvement de P dans le CRS : considérons les positions P, et P du pdle,
et celles g3 et © de 17origine non-tournante, aux dates respectives t_
et t. N, et N sont les noeuds 3 ces mémes dates des équateurs de P, et de
P, dans le plan inertiel fondamental (0,X,,Y,). Si o, @ et jfdésignent
respectivement les vecteurs unitaires 1le long de OP, de 0 ¥, et de ON
(Figure 5), le vecteur de rotation instantanée du référentiel

~

(0,x7,y".2z7) 1ié a 17origine non-tournante, par rapport au CRS, est:

X-=ET -(E+$) T + d T

o

— —

en appelant s la quantité: s =( N - Z N) - ( éfﬁc— ég&o) (2)

Aussi, 1la condition de non-rotation du référentiel (0,x7,y7,27)
autour de 17axe (0,z”) s“exprime par:

- —>

X .n = 0
Soit: - . o = (E n, - (E+ s )0 +d 7). o
= E(®.T)-(E+¢)=0
Ce qui revient 3 : s = E (cos d - 1)

s étant nulle a la date t, y 8 aura pour expression

‘- .
s j E (cos d -1) dt (3)

to

Traduction vectorielle et analytique

Vectoriellement, s s“exprime sous la forme:
t .
(TAT) . n
s = - = dt (4)
(1 +m,.n)
K

Et, én utilisant les coordonnées X.,» Y., Z, du pole de rotation P:
4
XY= Y X
s = - dt (5)
(1 + Z)

"b
Remarque
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Si on choisit conventionnellement O sur 17équateur de t,

telle que:
/'~ —
O, N = EN » on obtient alors la formulation
simplifiée:
—_ —
s= ON- G,N

Figure 5
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I1.9) Définition d“une quantité "g”"

Considérant 1le mouvement du p3le de rotation P sur la Terre, on
peut, de meme que préc&demment, définir une quantité "s”" (Figure 6)
permettant de positionner 17origine non-tournante & . Si M,et M sont les
noeuds des équateurs de P, et de P par rapport a l’équatggf de T., et
la position de @ i la date t, , on a, avec la convention:w, 14, = MM, :

t
s" = WM-T1NM= J (cosg=-1) Fdt (6)

to

Figure 6
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1.10) Propriété de la quantité s

Une propriété simple de 1la quantité s apparait aisément 3
travers son expression vectorielle (4): dans le cas particulier od le
pole A est choisi proche de P, i la date t, P, P restant elle-méme
une quantité trés faible, W, et W possddent alors des orientations trés

voisines, et, par conséquent, 3 tout instant une approximation suffisante
de s est donnée par:

3
s=(—1/2)J(ﬁ'AE’).“ﬁ‘_ dt
‘B
On considére alors le plan tangent en £ 3 la sphére céleste
(avec les axes ¥, ¥ et ¥.» paralléles a 0X, et 0Y, ).

Puis on appellera fF la quantité : IP = 57; 3 ff = é]g (Figure 7).
Alors: (W AT)." = (DADT).n (7)

Et s peut désormais s”“écrire sous la forme suivante:

s 2
s = —(I/Z)J (@A IP ) .dt (8)
}6
On peut appliquer cette expression au cas réel en décompoggpt
le mouvement de_ P dans 17espace sous la forme de (n+l) composantes IP. ,
la premiére, IP, , étant celle de 1la précession, et 1les autres

caractérisant les n termes de la nutation généralement retenus dans le
développement conventionnel.

Ainsi: -ﬁ; = Z ﬁ.

‘o

—_—
On obtient alors , en susbstituant ce développement de TP dans

(8):
v n s t e n .
s = -(1/2) Z (I A TP ).m, dt - (1/2>J Z Z (A ).md
ke S
(9)

s se décompose ainsi en deux parties. L”une est issue du terme de la
précession et de chaque terme de la nutation. L autre est constitué de

n(n+1) termes croisés entre précession et nutation, et entre les
différents termes de la nutation.
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I1.11) Le développement numérique de s en fonct lon du temps.

Dans le but d“évaluer 1°ordre de grandeurdes composantes de s,

et de donner un apergu de son évolution au cours du temps, on peut donner
un développement approximé de cette quantité, en utilisant les propriétés
évoquées dans le chapitre précédent. On repérera la position du pdle P 2
partir du pBle moyen de la date t, = 0 . Le déplacement de P le long des
axes P'§ ( orienté vers l17équinoxe moyen ¥ ) et Pry (orienté dans la
direction opposée 3 celle du pdle de 17&cliptique), est la combinaison du
mouvement de précession, représenté ici avec une précision suffisante par:

5

[}
N
T

—~
0
]

2004" /sigcle)

N = -e tt (e =22,41"/sidcle carré)
» et du mouvement de nutation,
caractérisé par les n termes:
= ai sin( wit - %)
70 = b cos(w:t - o )

D7aprés (9) , s s”écrit

t n e ey £ " ” e o .
s = —(1/2)f Z (B A T¥) .7, dt - (1/2)f Z 2 (P, AIP).n dt
o ‘= A izo !,—o.
— S it

ol IP a pour coordonnées: 1P, ('E; s ).
Une fois développée, la quantité s peut se scinder en composantes S‘ﬂ de
nature différente

n o e o
s= s, * g% ((syc *+ S:, T8, ) + %2_ E%,L ( Sy ¥ s )

t s . .
Avec: sy = -(l/Z)J; (.5;7; = b §j) dt
Le terme dd spécif iquement 3 la précession
t- .
I1 s écrit: Spo = —(1/2)/0 ( go % = % 5, ) dt
Avec: f s ek et: . o = — e t?
D7 ou: S., = (1/6) e ct’ = 0,036 " &3
Les termes dis spécifiquement 3 la nutation
t ) .
Ils s“écrivent: s;. = -(1/2) J (§: 9 % §.) de
/ b}
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Avec: §;= af sin( w; t - ¥, )
D= b cos( wit - £ )
Ce qui donne: S0 = (1/2) wi a bt

En additionnant chaque contribution:

n h
So%eT /2) 2 Cweaib) o= 0,006" ¢

Chaque nutation

donne lieu 3 un terme croisé précession—nutation,
formulation est:

dont 1la

(]
+
7]
]

S bt e {(/wi) sinCuie - 9y = (e/2y cosCwit ~ %))

- a% @ {(-2/uuz) sinCwit =) + (2t/wi ) cos(uw:t — )

+(£/2) sinCuwit - 9:) + ((bye/ wi) + ((2 ale /w)) sin ‘?:} -

Les seuls termes 3 retenir, au-dessus de 5.107*" sont:

Celui qui correspond d la nutation d“ordre 1:

S0 VT 8,, =-0,045" t cos & - 0,003" (sin § - sin ), )

Celui qui correspond 3 la nutation d“ordre 9:
Soy *t 85, = -0,003"t cos 2 &

od & est 1a longitude tropique mo

yenne du noeud de 13 Lune, Jl, étant sa
valeur at, , et od o

est la longitude tropique moyenne du Soleil.

__—._—__—_—_—.——.__....______....__——__—__._.__

Si on considare par exemple les deux nutations notées respect ivement
cg. , i ) et ( §; UK ), le terme croisé correspondant sera:

=244§-%Q)~____smﬁw+%qc-(m+%ﬂ+uﬂg+g)
1 ( w+ uu;)r .
; :/j a}b;)\ sin[(w-'-“’j)t—(‘f;—‘Q,')]+sin(:E‘-—‘~P)-)

-~
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Aucun de ces termes ne dépasse la valeur de 5.10°%"

Résultat numérique

Tenant compte des résultats précédents, le développement numérique
approximatif de s , jusqu”d une précision de 5.10°* " par siécle, s”écrit:
3

s = 0,036" € + 0,004" t - 0,003" (sin & - sin &, ) - 0,045" t cos Sb

- 0,003" t cos 20

Le mouvement céleste diurne de P (sway) n”est ici pas pris en compte, du

fait de sa contribution négligeable, a la précision recherchée.

La quantité s a &té calculée précédemment, en rapportant la
position du pdle ¥ au pdle moyen de 17&poque origine t. On peut
mesurer quel est 17effet sur la quantité s du décalage entre §£

et le pdle moyen de rotation P, 4 la date origine. En introduisant 1les
termes de réajustement u et v tels que

5
1

3

u+ §, +

-

E..
Vi

i
M’

'S

v+')°+

v

» on trouve qu il faut ajouter 3
s la quantité A s telle que

As=(1/2) uet® + (1/2) vet =-(1/2)u éi bicos(uwit =9 )
+ (1/2) v é; ahsin(w;t - ¥)

51 on admet que 1les décalages u et v sont de 1”ordre de grandeur de
0,01", alors le seul terme qui doit €tre pris en compte est:

(1/2) vet=5.100% "¢

Figure 7



I.12) Le développement de la quantité s” en fonction du temps

On a vu (cf. I.3) que le couple de coordonnées (g,F) permettait
de définir 1le "Mouvement du Pdle" qui est 1le mouvement du pole de
rotation de 1la terre P par rapport au référentiel terrestre R=(0,x,y,z).
Rappelons que ce mouvement peut se scinder en plusieurs composantes:

le mouvement de Chandler, de période approximative 1,2 an
autour de T , et qui est la manifestation du mouvement libre d"Euler pour

un modéle de Terre non rigide,

une composante annuelle, dont 17amplitude est d”un ordre de
grandeur voisin de celui du mouvement chandlérien,

des nutations diurnes de faible amplitude, correspondant aux
nutations célestes,

une dérive séculaire, dont 17intérprétation est encore
difficile 3 réaliser.

De la m@me manidre que dans le cadre de 17étude du mouvement de
P dans le CRS, et du fait du trés faible écart qui sépare P de T,, on
considérera 1le mouvement de P dans le TRS par ses différentes composantes
dans le plan tangent en T & la sphére. On appellera:
la dérive séculaire,
le mouvement chandlérien,

la composante annuelle,

les nutations diurnes d“ordre i.

3, B ® 3

Ainsi, le mouvement de P dans le TRS sera caractérisé par le vecteur {p
tel que:

-—-v_‘-‘"’__—-b — - L

p= TP = *+ & * B+ Z P
-, . A . >
ng représentant le vecteur wunitaire porté par OL , s~ aura pour
expression, en se référant 3 1”expression de s” du I.9 et 3 l7expression
équivalente simplifiée (8) de s:

t
s” = —(1/2)1 ( TPADP)-T; dt = OM - © M
(10) o

e
( avec la convention: w,M,= T M, )

En admettant que 1la variation séculaire |p est de 1”ordre de 0,3" par
sidcle, que 1le mouvement de Chandler a une amplitude de 0,5" , le
mouvement annuel de 0,10", 1les seuls termes de s” qui s”en trouvent
issus, excédant 103" par siécle, seront:
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Sau -0,00002" t
0 <lIs;| < 0.00032" t

Quand aux termes de s~ provenant

des nutations diurnes, ils ont pour
amplitude:

2]
|

;. =0,00004" ¢

S5y = 0,00003" t

w
|

= 0,00001" t .

Leur contribution globale est donc : s, = 0,00008" t ,
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I.13) Effet de 17erreur accompagnant la réalisation du systéme de
référence céleste (CRS) sur la localisation de 1”origine non-tournante &
et de 17erreur accompagnant la réalisation du systéme de référence
terrestre (TRS) sur la localisation de 17origine non-tournante w

La réalisation du systéme de référence idéal ( ¥ , =, ) peut
avoir wune rotation résiduelle I? dans le CRS dle par exemple aux
erreurs sur les mouvements propres (dans le cas d”un systéme de référence
stellaire). Dans ce cas, le systéme de référence instantané attaché a3 &
et a 17équateur de rotation instantanée possdde lui-méme une rotation
résiduelle autour de 17axe de rotation, qui est la projection de I! 1le
long de cet axe. De ce point de vue, le systéme de référence instantané
(1ié 3 & ) ne constitue en aucun cas une amélioration par rapport au
systéme é&quatorial classique (1lié a 1”équinoxe).

Appelons maintenant ( -, Z,7) et ( ¥B", Z.,") deux
réalisations du CRS et &~ et G " les positions correspondantes de
1l7origine non-tournante sur 17&quateur associé 3d P (pdle de rotation

instantanée).

De par 1la définition d“ordre cinématique meme qui accompagne
l7origine non-tournante, on peut montrer que la quantité ( ¢~ & ") est
constante, et cela quel que soit le mouvement du pole de rotation P par
rapport au CRS (cette constante sera égale 3 0 dans le cas ot & ~ et &7

coincident 3 la date initiale t ).

I1 résulte de cela que 1la position de & sur 17équateur de
rotation instantanée est indépendante du choix du CRS, 3 condition que le

=

CRS ne soit sujet 3 aucune rotation résiduelle.

D7une manidre analogue,” on démontrerait que la position du
point @ sur l7équateur de rotation instantanée ne dépend pas du choix du
TRS adopté (3@ condition que ce TRS ne soit sujet 3 aucune rotation par

-

rapport a4 la Terre).




-24- |

1.14) Conséquences, sur le positionnement de o , de 17erreur

accompagnant la modélisation du pole de rotation instantanée dans le CRS

On considére maintenant deux modélisations différentes du
mouvement du pole de rotation instantanée, caractérisées par les pdles de
rotation associés P, et P, , O. et o, étant les Oigines Non-Tournantes
sur les @&quateurs respectifs (Figure 8). Y étant 1le noeud des deux
équateurs de P, et de P, , 1la question est de savoir si le passage du
référentiel (0,x” ,y” ,z” ) associé a o » au référentiel (0,x” ,y” ,z7)

associé a o, , s”accompagne d”une rotation P, caractérisée par:

P =6L))-—6°¥

De par leur définition, 1les

quantités s et S, associées
respectivement a3 &, et o

» s"expriment par:

—

Sq = Ga Nq- ZON‘\
s, = & N- LN,

No et Ny étant les noeuds des équateurs de P, et de P,

par rapport au
plan de référence (0,X,,Y,). On a:

Or: b= EW, +Wy - af, - Wy
D7 oii: P=(s - s¢ )+ Ny - Ny + N, Ny
L’expression (3) de la quantité s donne:

(s, = s, ) = J: [E, Ccos dy = 1) = B, (cos d, - ]at

D7aut re part , en utilisant les relations

trigonométriques dans le
triangle sphérique (Q‘,Nb, Vo)

cos ['%(d_+ dL)]
tg 3Ny - Nay ) =-tg 4(5-E,)

cos [ %(d;— d_)]

On démontre que, si P, et P, sont suff isamment proches de

€ pour que
17on puisse négliger les termes en d° » On peut écrire:

P e
=
=z
-
+
)
-
<
|
)
2
<
p—
1
[ep-

d, 4, sin(Ey - E ) = A (F AR).A7
On aboutit alors 3 la formulation vectorielle de P

suivante:
t . .
— —_— == —
M= - '-i—J[PquI\(P.+PB)] o o
o

dt

(11)

(s =5, )+ 4 (R B .,

. @tant le vecteur unité orienté vers ? .
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Applications

A 17aide de 1la formule précédente , il est possible d”évaluer
17influence de 17&cart entre 1a position idéale F, du pdle de rotation
instantanée et sa modélisation P, « On peut considérer que cet écart se
traduit par les &écarts en coordonnées correspondants:

A% =u + k t + 52 b0 a7 sin( w;t - 9, )

by

v - k7ct® + %; 4 b cos( w;t = P )

u et v caractérisent

le biais initial existant entre P,
sont des

petites vitesses angulaires,
la précession. Pour des valeurs raisonna

et P, , k et k~
caractérisant 1”erreur commise sur
bles des quantités k et k~:

k < 0,1" / siécle k” < 0,1" / siécle

les termes 1les plus

significatifs apparaissant
dans P sont:

o t
P =veer +_§£tﬂij Bx 0 a;sin (w:t -2%) + a; 0 b;cos (w:t =¥ ) dt
iz b :

En guise d~exemple, on postulera que le décalage initial du
pdle de rotation est: u = v = 0,01", et que 1les erreurs sur les
coefficlents des termes 1les Plus significatifs, de la nutation ont une
amplitude: O aj= 4 bi= 0,01"

Alors," sous ces différentes conditions . les seules
contributions 3 ¢ dépassant 107 " sont:

17effet du décalage initial v: v c t = 10-5" (t - t DI

le terme 1 de la nutation: 2 x 10°° " (t -¢t,)

b

le terme 9 de la nutation: 3 x105" ( ¢t - ¢ )

o b

le terme 31 de la nutation: 8 105" (¢ - t,)

Figure 8
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T.15) TJffet de 1”erreur accompagnant la modélisation de la trajectoire du
pole de rotation dans le TRS.

De 1la mé&me manidre qu'a été définie une rotation ® due a une
erreur de modélisation du pdle de rotation P dans le CRS, il est possible

de définir 1la rotation ¢ - due 3 une erreur de modélisation de P dans le
TRS. La formulation de ¢

" se déduit tout naturellement de celle de P
(relation(1l1)):
b . .
P'=—%Jﬁbr\(ﬁ+§;) - T dt (12)
t.

M7 étant le vecteur unitaire porté par OT, .
Du fait du faible &cart existant e
pourra sans conséquence significative re

P’:

ntre les directions OT, et 0 ¥
mplacer dans (12) N7 par m, .

¢
A — i e -
- zjh[p.pbr\ (P + pb)]. n, dt

B72= (st -8 )+ 4 (Fag).w

, on

On  peut montrer que la cont ribut
?”  est négligeable. La contribution du mouv
s7) a déja atcé évoquée  au chapltre 1.12. Quant aux cffets des termes

diurnes dis 3 l-erreur inhérente 3 la modélisation du pole P, ils seront
étudiés dans le chapitre suivant.

ion de la dérive séculaire sur
ement du pdle (sur la quantité
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I.16) ELEffet de 1la mauvaise modélisation

de la trajectoire du pdle de
rotation P sur la détermination de 17angle ste

llaire ©

Rappelons que O désigne
sur l7&quateur de rotation mobile.
directement positionnées par
de P dans le CRS et dans le TRS.

Si 0, désigne 1”angle stellaire idéal, obtenu 3 partir des
quantités elle-memes idéales s et sJ » l7effet sur 1les erreurs

commises en adoptant les valeurs S, et si provenant des modélisations

du péle de rotation P dans le CRS et dans le TRS » se traduit par
l7&cart:

178cart angulaire entre & et o
Or, on sait que ces derniéres sont
les quantités s et s~ diies au mouvement

AC 0’5 -—6@

T - P -

Il

(13)

N

—(1/2>r (B8 A (E+8)]. 5 a
. te

+(UDLP[QK A(E +ﬁ:” . n, dt

Or, 17une des propriétés fondamentales du pole de rotation
instantanée P

est d”avoir une vitesse égale dans le CRS

et dans le TRS.
Soit:
[P“=E): , et: '[:ﬁb=l.Pg—t5L/\i’:P|,
—
S &tant le vecteur rotation de la Terre
Comme, de plus: PR = PBF
Ainsi: 46 -

- [BE A (T A BB w a

—(1/2)}: & (BT, ) de

I

(14)
Si on admet,
A

en guise d”exemple, une dérive sGculaire de R
, égale a:

par rapport 3

ER =0,1" (t -¢t))

on about it alors a une erreur correspondante sur
significative, puilsqu”alors:
3
A0 = —0,002" (t -¢,)
Remarque
A
On admet ici que les poles P, et P, coincident. Or,

habituellement, dans 1les différentes

Terre, les termes de période diurne ne s
17on obtiendrait

observations de la rotation de 1a

ont pas observés. Le pole Py que

en tenant compte de ces termes serait alors plus proche
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de p, que

P, et l7erreur 00 s“en trouverait réduite p
précédent.

ar rapport au cas
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1.17) Application du chapitre I.16: conséquences entratnées

par
1"adoption du CEP 3 la place du pole de rotation inst ant anée.

La définition cinématique de 1“origine non-tournante implique
17utilisation du pdle de rotation instantanée.

Or, 17utilisation du PBle Céleste des Ephémérides, ou CEP, dans
les différentes réductions d“observation nous améne i rechercher quelle
peut @tre 17influence de son écart avec le véritable pdle de rotation

instantanée. L7écart en coordonnées § et Y correspondantes (cf.I.11)
s“exprime par:

Eczn - ge '

= =0,0031" sin ( wy t = %5 ) - 0,0071" sin (wy t - 2, )

a5

Il

Aj= Jeee — Yp
= -0,0087" + 0,0029" cos ( wyt - ?3 ) + 0,0066" cos (wig t = 95y )
2

Avec: wyg = 1,26 x 10 (terme semi-annuel)

Wy = 1,68 10~ (terme semi-mensuel)
Alors, les rotations excédentaires quil s“en déduisent sont:
P = -0,00013" (t -t,)

P’

- 0,00008" (t -t,)
Et 17erreur en angle stellaire correspondante est:
AS = ( f - ® -) = -0,00005" (t - t,)

Ainsi le choix du CEP & 1la place du pole de rotation
instantanée s”accompagne d“un biais séculaire d”amplitude trés faible. Or
du fait que 17on fasse intervenir non pas le pdle de rotation instantanée
mais le CEP dans les réductions d“observation, incite alors 3 localiser o
non pas sur 17équateur de rotation mais sur 1“équateur du CEP. De plus,

17emploi du CEP évite d”avoir 3 calculer les effets sur s~ de la nut ation
diurne dans le TRS.
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SECONDE PARTTIE

COMPLEMENTS D”ETUDE S UR L“"ORIGINE N O N-

TOURNANTE DANS UN CAS GENERAL
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I1.1) Généralités.

Aprés avoir présenté 170Origine Non-Tournante dans le cadre de
la rotation de 1la Terre, et avoir montré son utilisation pratique ainsi
que ses propriétés fondamentales. il peut s”avérer intéressant, dans un
second temps, de la situer dans un contexte tout a fait général, celui
d”un corps X quelconque en rotation.

Aussi ne fera-t-on appel ici qu”3d des notions mathématiques, en
étudiant le mouvement de rotation d”un référentiel mobile (1ié 3 = )
par rapport & un autre référentiel pouvant &tre qualifié de "référentiel
de base'. La transformation entre ces deux derniers s effectuera par
17intermédiaire des angles d“Euler.

Z est un solide quelconque, qui sera supposé indéformable,
afin de pouvoir définir un référentiel qui lui soit directement associé,
et pour admetttre l7existence d“un vecteur rotation instantané.

Si Z peut a priori revétir n“importe quelle forme, il sera
toujours possible de lui associer une sphére S de rayon unité centrée en
0, centre de gravité de = , et qui lui soit rigidement liée. Ainsi,
dans la suite, il ne sera plus question que de S puisque les rotations de X
et de 5 sont en fait assimilables 1”une 3 1~ autre.

Enfin, on n”aborde ici que 1”aspect cinématique de la rotation
de S sans pour autant s”intéresser aux causes d ordre dynamique qui
pourraient amener cette rotation. La résolution de toutes les équations
cinématiques & suivre suppose connue la donnée de deux référentiels, 17un
absolu, 17autre 1ié 3 S.

Par abus de langage, on gardera la notion d~ "équateur" pour
désigner le grand cercle de centre 0 et perpendiculaire 3 17axe de
rotation instantanée de S.




I1.2) Donnée d“un référentiel absolu Ro.

On postulera 1l”existence d“un réf érentiel absolu sensé
matérialiser 17 "absence de mouvement".

N“étudiant que 1la rotation de S , sans faire intervenir une

éventuelle translation, on fera coincider 1l7origine de Ro avec le centre
de masse O de S.

On posera ainsi:
Ro =(0,X0,Y0,Zo)

. —_— — —v
et on désignera par Io , Jo , Ko les vecteurs
orthonormés portés respectivement par les axes 0Xo,0Y0,0Zo

I1.3) Donnée d”un référentiel 11ié

Qo
wn

Puisque S est supposé rigide, il est possible de construire un
référentiel R qui lui soit 1ié, c”est i dire que les coordonnées de tout
point situé sur S gardent la méme valeur lorsque t varie.

On appellera: R = (0,x,y,z) , ce référentiel.

On notera de meme i, 7, K 1les vecteurs orthonormés portés
par les axes Ox, Oy, Oz . Mis 3 part le fait que ces vecteurs constituent
une base orthonormée, leur orientation initiale est purement arbitraire,

aucune structure sur S ne permettant, a priori, de leur attribuer une
orientation privilégiéde.
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I11.4) Repérage du référentiel R 1ié au Solide étudié par rapport au
réf érentiel inertiel Ro.

Ce que 17on appelle 1le repérage (ou positionnement)de R par
rapport a Ro revient en fait a orienter les trois axes de R par rapport
aux trois axes de Ro. Ce positionnement peut &tre réalisé de la
maniére la plus classique et la plus appropriée qui soit par
1”intermédiaire des paramdtres dits "angles d”Euler', que 17on a coutume

d“appeler & , ¥ , ¢

O , traditionnellement appelé '"angle de nutation" mesure
17écart angulaire entre les axes 0Zo et 0z) .
O restera compris entre les valeurs 0° et 180°.

~ , traditionnellement appelé "angle de précession" , mesure
17écart angulaire entre (0,Xo) et 1la ligne des noeuds qui est
1”intersection des plans (0,Xo,Yo) et (0,x,y). W est compris entre 0° et
360° ( modulo 27 ). ¥ peut bien siir €tre compté d partir du noeud
ascendant ou par rapport au noeud descendant du plan (0,x,y) par rapport
au plan (0,X0,Yo). On choisiera conventionnellement le noeud descendant
N. On se gardera d” assimiler Y 3 la précession astronomique du pdle
céleste de 1la Terre qui ne désigne que la composante séculaire de son
mouvement dans 1l espace.

® , rotation complémentaire, mesure 1”&cart angulaire entre
la ligne des noeuds ON et 17axe Ox, solidaire de la sphére. ¥ restera
compris entre 0° et 360° ( modulo 2 I1 )

Une petite remarque a son importance: le couple de
paramétres (Y, ©® ) donne entiérement l7orientation de 1”axe Oz dans Ro,
et la donnée complémentaire de ¥ donne entidrement l7orientation de
1”axe 0Ox, et par suite de 17axe Oy (par orthogonalisation).

Ainsi est-il besoin de deux paramdtres pour localiser un axe
de R par rapport 3 Ro, et d7un seul pour localiser les deux autres
restant.La figure 9 montre schématiquement comment s effectue 1la
transformation qui mé&ne de R, a R .
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Figure 9

Représentation des trois angles d“Euler ¥ , 0 et ¥
permettant d“effectuer 1la liaison entre le référentiel inertiel Ro et le

~

réf érentiel 1ié 3 S.
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I1.5) La matrice de transformation de Ro 3 R et ses applications.

Aprés avoir inventorié les trois angles de transformation¥

&, ® , on peut définir la matrice de changement de base (M) qui permet de
relier Ro et R.

Différéntes éombinaisons de
envisageables (Goldstein,1950). Nous

apparaitre: la plus appropriée, faisant tout d”abord intervenir 1le
rotations d”angle W et -0 amenées dans la suite de cette thase 3 étr

faible variation par rapport 3 la rotation d”angle ¥
donc les suivantes:

ces trois rotations sont
choisirons’ celle qui peut
s

e de
.@es étapes sont

RO —————mm R, * Rotation d”angle ¥ autour de (0,20)
Ry === Ry Rotation d”angle -8 autour de (0,x, )
L R

Rotation d”angle ¥® autour de (O,%)
avec R; = (0,x;,y,,z, )

Dans un souci de clarification, explicitons matriciellement ce

qu’est une rotation d”angle A autour des premier, second et troisiéme
axes Ox, Oy, Oz d"un référentiel.

1 0 0
Mx)(A ) =] 0 cos A . sin )\
0 -sin A COS A
COS A 0 -sin A
My)(A ) =] 0 1 0
sinA 0 cCos )\
_cos A sin) 0
(Mz)(N ) =| =sin) cos \ 0
0 0 1
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En choisissant cette terminologie

La multiplication de ces

trois matrices permet
correspondance recherchée.

donc d“établir 1a

(M) = (Mz) (¢) . (Mx) (-6) . (Mz) (¥)

D70l 17expression suivante de cette matrice (M) :

Fcos ¥ cos¥Y - sin® sinY cos B cos?® sinW+ sin? cosY cos & -sin¥ sin0

(M)=|-sin¥® cosYy - sinYcos¥cos® -siny sin¥+ cos¥® cosY cos® -cos¥ sin O

-sin¥sin & +cos¥sin & cos O

Schématiquement, on peut se représenter (M) de la maniére suivante

IC Jo Ko

X X X T
M) = | x X x 3
x X X X

Ce qui signifie que, colonne par colonne, (M) représente les
coordonnées de chaque vecteur de Ro en fonction de chaque vecteur de R.
(M) permet donc d”obtenir directement 1les coordonnées (X, Y, Z) d“un

—_— . 5 - >
vecteur U quelconque dans 'le .ré&férentiel R lorsqu”on connatt ses
coordonnées (Xo, Yo, Zo) dans le réf érentiel Ro.

X Xo
Y = (M) Yo
Z Zo
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Transformation inverse

Réciproquement . on peut

faire appel 4 la matrice de
transformation inverse (M-% ),

qui permet de définir les coordonnées d”un
point dans Ro lorsqu”on connatt les coordonnées de ce méme point

dans le référentiel R. L7 expression de (M-1) ge déduit directement de
celle de (M) par démarche inverse, c“est 3 dire en substituant dans

l”expression de (M) -®ay -6 a o » et =¥ a2 % ., On obtient alors
1”expression de la matrice:

rcos"l"a:os‘ﬂ -sin¥ sin¥cos & -cosWginy -sin¥cos® cos® sin¥ ging
(M )= sin¥ cos L +cos¥ sinYcos 0 -sinvy sin¥ +cos ¥ cosVcos® —-cosY sin
-sin0 sin ¥ —cos® gin & cos O
Schématiquement, on peut se représenter (M ) de la maniére
suivante:
g 3 X
X X X To
(M) =[x pe X Jo
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I1.6) Expressions 1littérales du vecteur rotation instantanée de S par
rapport aux référentiels Ro et R.

S &tant rigide, on sait quon peut 1lui définir un vecteur
rotation instantané, que 1”on notera &t jaussi, 1la seule donnée de 3y
permet-elle a chaque instant ¢ ,par intégration, de caractériser 1le
mouvement absolu de S qui consiste en fait a définir positionnement et
vitesse des vecteurs de base de R.

Une fggmule mathématique simple s“applique pour la
détermination de 3 . Du falt que par définition on a les égalités
suivantes

T=-8A71

T=X A5

=T %
alors TA T= -((I’.:fl:).'i')
Tha = -UTT)D
kN K=  -((%JX) 1

D70l 11 s”ensuit que (Murray, 1983):

& = (1/2). (T + (FAT) + (BaB)

de 1la

On peut évidemment exprimer dans les deux bases diff érentes que sont R,
et R. On trouve ainsi les deux jeux de coordonnées suivants:
& = —-(¥ sin @ sin0 +6cos 2 ).1"
+(-¥ cos¥® sin0 + & sine ).3°
+ (2 +¥coso ).K (15)
= —(é cosY + 4 siny sinO‘).Tg
+(- & sin ¥ + ¥ cosw sin & ).Jo
+ (¥ + ¥ cos 6 ).Xo ) (16)
—y
Paralléllement, 1l peut s”avérer judicieux d”exprimer N
~maniére la plus concise qui soit, en fonction des vecteurs
diff érentes bases.

On remarquera 3 ce titre que

des
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X = -(sin¥ sin ® ). Io =+ (cos¥ sin&).J—s + (cos &). Ko
T = (cos¥ ). Io + (sin¥ ). Jo

De telle sorte que X peut encore s”“écrire
- . — 3 .
= Y. Ko-0.7T+<¢.%

(On retrouve 3 travers cette expression

les différentes rotations
respectives d’angyi v

» ¥ ,et 9, autour des axes (Ko, T, X))

La norme de '8 est elle-m&me facilement déductible de
expression,

On trouve

son
que ce soit dans le référentiel R ou dans le référentiel Ro.

]33] = (Wi 0 4 9% 29 cos & )2 (17)




-40- |

I1.7) Definition formelle de 1°0Origine Non-Tournante.

Déf inition

Introduisons (Figure 10), en plus de Re et R, un troisiéme

référentiel : R” = (0,x",y",z”) encore appelé "referentiel instantané",
vérifiant les deux conditions suivantes

(a) L7axe (0,z") est porté par 1“axe de rotation instantande.

(b) TLorsque (0,z") se déplace dans Ro, R n”a pas de composante
de rotation le long de 0z”. L” "Origine Non-Tournante", encore appelée o,
sera l7intersection du solide unité S avec 0x~.

Les vecteurs unitaires des axes Ox”, Oy”~, 0z” seront
respectivement appelés T, 7 et K~.

On pourra localiser R” = (0,x",y",z”) par rapport 2 Ro par le
biais des angles d"Euler Y ~, O - et ¥- | 3 17instar de R que 17on a
localisé par rapport 3 Ro par le biais de W 0 et ¥

Y e

Remarques

~

(1) Notons qu” a 17origine des temps (to = 0), les axes (0x”) et
(Oy”) sont choisis d“une manidre purement arbitraire sur 17équateur de
rotation instantanée, mais qu“ensuite leur orientation est
imposée par les deux conditions (a) et (b).

(2) 1I1 existe wune différence de nature entre les conditions (a)
et (b): la premiére concerne le positionnement de 17axe de rotation
instantané, imposant ainsi 1la valeur des coordonnées W~ et O°. La

seconde concerne son déplacement dans Ro, imposant 1la valeur de la
troisiéme coordonnée ¥ .

(3) On remarquera que 17adjectif "Non-tournante" que 1“on a
prété a 1 origine " & ", ne se référe pas 3 un référentiel absolu, mais
au plan mobile de 1”équateur instantané.

Effectivement, & n“est pas fixe dans Ro de par sa nature,

puisque elle est localisee sur cet équateur instantane. Ainsi 17axe Oe&
se trouve-t-il en rotation par rapport 3 Ro.

Or, il ne faut pas oublier qu un référentiel non-tournant
qualifie en général un référentiel qui n”est sujet 3 aucune rotation par

rapport d Ro. D70l une confusion possible dans la terminologie dont il
faut se méfier.
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I1.8) Premidre détermination pratique d”une Origine Non-Tournante (Figure

-

10), par 1”intermédiaire des coordonnées eulériennes ¥ °, o7, 2 7.

—>
On appellera & ~ le vecteur rotag}on du réf érentiel R’_lié a
1“origine non-tournante & . On obtiendra & “ par analogie avec & en

substituant respectivement 3 ¥ , 6 , et ¥ les paramdtres ¥ 7, O 7
et ¥ .

— . .
Comme, d”aprés (15) : L = -(¥Ysin¥ sin9 + & cos ¥ ). T

+(—‘i’cos‘£sin0+ésinf DIRE

+ ( Q + ¢ cos 0 ). kK,

—» . 5
alors : b “ = ¥ “gin Y7sin &6 "+ 06 °cos ¥7). T”
+ (- ¥ “cos €7sin 8° + & “sin L 7). T
(17) + (9" + ¥ cos 6 ). kK

La condition mnécessaire et suffisante 3 la détermination de &
va porter sur le paramétre £ -, 1les autres paramétres ¥~ et O ~
étant des données imposées par 1 orientation de 17axe de rotation

instantanée. Cette condition s”exprime sous la forme de 17équation :
- -
b .d =0 (18)

-
C’est 3 dire annulation de 1la composante de 4 ~ le long de
17 axe deiﬁgotation instantanée, celui-ci étant matérialisé par le vecteur
rotation Jb .
— —
Or, on sait que les vecteurs k” et Jd s”associent de la
maniére suivante

T =(Z /1) poa: (LK )=0 (19)

-

En traduisant directement cette égalité en utilisant 17expression de
ci-dessus, on en arrive a:

-4 ¥, ocos 8 =0 (20)

L”8quation (20) est 1la formule mathématique qui permet de
définir 1le paramétre ¥$ - 3 une constante prés. La valeur de cette

constante est directement associée 3 la localisation de " o " 3 la date
to. Ainsi, 1la détermination de 1°0Origine Non-Tournante & l1”instant t,
soit o(t) , est immédiate 1lorsque sont connues sa localisation a la

date initiale ainsi que 1la yﬁ}eur des angles d"Euler ¥ ~ et € 7 de
1”axe de rotation instantanée (0,k”), 3@ chaque instant.
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Application

Soit o, la position arbitraire de o & 17instant initial to,
sur 17équateur de rotation instantanée de cette méme date, N~ le noeud
descendant de cet é&quateur de rotation instantanée sur le plan inertiel
(0,%X0,Y0).

Alors, par définition de 17angle P

P(to) = ¥ =No,
Et:
® ()
/—\
=N (t) 6 (t)
v
= ¥ - J Y-.cos O~ 4t (21)

b
en vertu de (20)

La figure 11 montre 1la maniére dont s”effectue la localisation de & a
tout instant , en fonction du noeud N~ et de l1l7expression sous forme
d”“intégrale ci-dessus.




Figure 10

La localisation des €quateurs de figure et de rotation
s"effectue respectivement par 17intermédiaire des angles d“Euler W et O

d“une part. Y- et O - d”autre part. L”angle ® ° permet de localiserc
dans le plan de 1”équateur de rotation.




Xo

Définition de

~44=-

. — . e— . —

Figure 11

G (t) a partir de sa position

G

4 la date

Sy

origine &
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I1.9) Les coordonnées de 1°0rigine

Non-Tournante dans le réf érentiel
absolu Ro.

On  sait (cf. chapitre précédent) que 17origine non
de S en rotation peut @tre localisée

d’Euler w¥~°, o-°, ® “,1la donnée des deux premiers angles etant imposée

par le mouvement de 1”axe -- de rotation (0z7),et permettant de

localiser cet axe par rapport au reférentiel inertiel : Ro= (o,TB,jK,EBx
le troisidme provenant de la relation (21):

—tournante &
par le biais des trois angles

{ TN
- = —J Y7 cos &~ dt + Ay
tey

Pour calculer 1les coordonnées de 1°0rigine Non-Tournante dans

le référentiel Ro, on utilisera la matrice de transformation (M*1) qui
établit la correspondance entre Ro et R”.

(M"‘*) =
cos¥ 'cos® -sin¥®' sin¥'cos 6 —cos““sin*l—sianEOSQ'cos0' -sin¥’'sin6’
sin¥'cos ®'+sin ¥ cos¥'cos 6’ -sin¥'sin 2+cos ¥’ cos¥ cos 6’ cos¥'sin0’
-sin®'sin ¥’ cos®'sin0”’ cos @'

Schématiquement , on peut se représenter (M"~!)de la maniare suivante:

Cd -~ —.’

T 37 k
—_—
X X X Io
> —
(M™-4) = X X x Jo
—
X X X Ko

Alors , comme 1”orientation de 1°0rigine Non
donnée par le vecteur T~
vecteur:

-Tournante nous est
» Sés coordonnées seront &videmment celles de ce
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cos¥” cos¥” - sin¥” sin¥Y” cos 6~
06 /Re =| sin¥” cos €7 + cos¥” sin¥” cos 0~

-sin9®“ gin ¥~

v
Avec: Q- = - ! Y- . cos O~ dt + ¥70
to

(22)

o $%o est, rappelons-le une quantité arbitraire que 17on se fixe 3
l7instant initial to.

L intéret que 1%on peut attribuer A 1”8tablissement de ces
coordonnées est de pouvoir définir 1la courbe décrite par & . Cette
courbe dépend évidemment de la constante d"intégration ¥'o, son allure
peut @tre parfaitement définie 2 partir du moment ol sont connues les

valeurs de W~ et de 0 - en fonction du temps, 3 partir d”une date
initiale.

Remarque:

Puisque ®70, et donc So , sont choisis de manidre purement
arbitraire, par souci de simplicité i1l peut €tre intéressant de faire
coincider & 17instant to le point &o avec le noeud N“(to). De sorte que
1°équation (21) devienne:

— € .
L(t) = N (t) & (t) = —J W, cos 0 “ dt
to
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I1.10) La quantité "s"

Dans la premidre partie (cf.I.8), on a vu comment il était
possible de localiser 1° origine non-tournante ad partir du noeud de
1"équateur de rotation sur un plan fondamental. On peut de manidre
équivalente faire intervenir ici une quantité "s'", telle que, si =, est
1l7intersection de 17axe OX, avec la sphére S, s désigne, par analogie
avec (2) (chapitre I.8)

s = (T N - ZN)-( &N - 3N )
—— ——~
. ds=d( SN - ZN) .
Or, d"aprés (21): d( 6 N°) = = d(N"6 ) =cos B~ dy -~ R

—

et, par définition: d( Z, N7 ) =4dY -~ .
D oli: ds = (cos 67 -1) . dV¥Y" 5 (23)
Si N7 désigne le noeud N” & une date initiale t, alors (Figure 11)

t
s(t) = L (cos @8 " -1)dY¥Y "~ . (24)

Ce qui est la traduction de la formule (3) de la premiére partie.

Cas particulier

O (t,) étant arbitraire, on peut la choisir telle que:

—_— —
()N = =N .

~

Alors, on aboutit 3 17expression simplifiée de s suivante:

s(t) = ( oN - Z,N7) = J (cos 07 -1)d ¥~ .
I.



II.11) Comment s”interpréte géometriquement la détermination de 1°0Origine
Non Tournante.

L7&quation (20) est la traduction simple du procédé qui permet
de déduire 170Origine Non-Tournante d“un instant (t+dt) de 1°0rigine

Non-Tournante d“un 1instant t lorsque dt est un 1intervalle de temps
infinitésimalement petit.

Effectivement, reportons—nous d la figure 12 ci-aprés.On
schématise sur cette figure quatre plans differents, qui sont:

a) Le plan de réf érence (0,Xo,Yo) associé au
réf érentiel inertiel Ro.

b) L7&quateur de rotation de 1”instant to,a savoir

Eq(to),od  Eq(to)=(0,x"(to),y (to)),associé au référentiel 1instantané
R (to).

c) L78quateur de rotation de 17instant t ,3 savoir
Eq(t), ol Eq(t)=(0,x"(t),y (t)) ,associé au reférentiel instantané R~ (t).

d) L7équateur de rotation de 1”instant (t+dt), a

savoir Eq(t+dt),ol : Eq(t+dt) = (0,x"(t+dt),y (t+dt)), associé au
réferentiel instantané R”(t+dt).

~~

Rappelons qu”“a tout instant t 17axe Ox” est porté par 17origine
non-tournante o (t). On nommera N7(to),N"(t),N"(t+dt) 1les noeuds
descendants de 17&quateur de rotation sur le plan de référence
(0,X0,Yo) , aux 1instants respectivement to,t,t+dt.Dans 1 intervalle de
temps infinitésimal (t,t+dt) ,on sait que,en vertu de la relation (21) .
17angle ¥~ se sera incrémenté d”une quantité:

d¥ "= -d ¥~ cos 6~ .
ou: d¥ “ = d(0Xo,ON") .

De cette é&galité , il résulte que 1“origine non-tournante &
(t+dt) n”est rien d”autre, lorsque dt tend vers O, que la projection
orthogonale de 17origine non-tournante & (t) sur 1”équateur de rotation
instantanée de la date (t+dt).

Par extension, 6 (t) se déduira de &, par une succession de
projections orthogonales infinitésimales du type de la précédente.

La derniére remarque qui vient d“8tre faite a son
importance.Elle indique clairement 1la totale indépendance entre & et le
plan (0,Xo,Yo)inertiel choisi comme référence.

Eff ectivement ,si un autre plan 1inertiel de référence est
choisi,la 1localisation de & par projections successives 2 partir de ©
(to) * choisi arbitrairement a 17instant initial,ne subit aucune
modification. Autrement dit,la localisation de 1”°0rigine Non Tournante °
dépend seulement de la maniére dont se déplace 17&quateur instantané de
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rotation.

/

Cette remarque a déja
17on a recherché quelle pouvait €tre 17inf luence du choix du référentiel

inertiel sur la localisation de

=)

été formulée dans le chapitre I.13, ol
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Et‘("rahs

E‘[b)

E}(’c)

\ \
Xo

: "(rede)
= N 0'(H«J'\y°\
8' iy [ i
N'(t) N'(v)
: £ [
6'(ts) Iy
='JV€°$ G’

Figure 12

On représente sur cette figure quatre plans de base servant 3
1"etude.a savoir 1le plan inertiel de réference (0,Xo
instantanés de rotation

dc§cendants

,Yo) , les &quateurs
Eq(to) ,Eq(t) et Eq(t+dt) dont 1les noeuds

T , sur ce plan de référence , sont respectivement
N(to) N(t) .N(t+dt).
On peut

désormais déduire 1°0rigine Non Tournante
celle G (t), de 17instant e,

17equateur Eq(t+dt).

S (t+dt) de
par projection orthogonale de & (t) sur
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I1.12) Cas particulier de détermination pratique de & en utilisant des
paramétres E et d uniquement 1iés au positionnement de 1“équateur de la

~

date t par rapport 3 l17équateur de la date to.

On ne prend plus ici comme plan inertiel de référence un plan
(0,X0,Y0) quelconque, mais le plan de 1“équateur de rotation instantanée
Eq(to) de 1la date to. Néanmoins, les axes 0Xo et OYo seront toujours
choisis de maniére arbitraire sur Eq(to). Alors, on fera intervenir un

couple de paramétres (E,d) (Capitaine, Guinot, Souchay,1986) tel que
(Figure 13)

d est 17angle que forment entre eux les plans des é&quateurs
Eq(to) et Eq(t).

(E + g; ) désigne 17angle, sur Eq(to), entre 1”axe OXo et le
noeud ascendant Q(t) de Eq(t) sur Eq(to).

On retrouve ainsi dans ce cas particulier 1le systéme de

paramétrage sous forme d“angles d“Euler (par rapport au noeud descendant
de Eq(t))

De telle manidre que 17angle ¥ “, qui n"est autre que

————
- = Q(t) o (t), sera tel que, en vertu de
17équation (19):
: — e :
- =qt) 6 (t) =-(E - -% ) cosd=-E cos d

/—“ﬁ _-.
Or, 11 est immédiat que: S (to) Q(t) = E .

d“ol la relation élémentaire suivante:

—————a, e ———— &, = coaa
o (t) Q(t) - & (to) Q(t) = E cos d - E
Et, par intégration:
— p————————— l- — p—
o (t) Q(t) - o (to) Q(t) = - j (1 - cos d ) dE ,

o

On pourra par conséquent définir une quantité "§" telle que:

4 - =
§=—J (1-cosd) dE (25)
to
D70l la localisation de & par rapport au noeud Q(t):

ety — t _ _
& (£) o) - S (to) Q&) = 5 = - J (1 - cos 3 ) dE (26)
te




Ceci est wune expression simplifiée par rapport 3 celle, plus
générale, du chapitre II.8, qui en outre ne fait intervenir que les deux
plans fondamentaux que sont Eq(to) et Eq(t): on s”affranchit ici ainsi de
la localisation supplémentaire de ces deux plans fondamentaux par rapport
d un troisiéme, inertiel, donné au départ.
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\/
J
A

Figure 13

Le positionnement de 1°&quateur instantana Eq(t) de la date t
par rapport a 17équateur instantané Eq(to) de la date initiale to (qui

sert alors de plan inertiel de réf érence) peut s”effectuer 3 1”aide des
deux paramétres E et d .

t Si Q(t) est le noeud ascendant de Eq(t) par
rapport a Eq(to). (E + T ) est 17angle qu”effectue ce noeud avec 1”axe
inertiel (0,Xo). E - § dési

2 gnera donc 1”angle entre cet axe et le noeud
descendant de Eq(t) sur Eq(to)

Zo

Figure 14
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I1.13) La détermination d”une Origine Non-Tournante @ dans R.

De méme que & est parfaitement définie lorsqu”est connu le
mouvement de 17axe de rotation instantanée de S dans R, , il est
possible de définir wune Origine Non-Tournante dans R, & partir du
mouvement de l”axe de rotation instantanée dans ce dernier référentiel:

Appelons J et I 1les paramétres permettant de positionner

1”axe de rotation instantanée (0,z°) dans R (cf.Figure 15), de telle
sorte que:

' désigne 17angle entre les plans méridiens (0x,0z) et
(0z7,0z).

Y désigne 17écart angulaire entre les axes Oz et 0z~ .

Appelons R" 1le référentiel 1ié6 3 w : R" = (0,x",y",z") ,
(0z") étant 17axe de rotation instantanée, et (Ox") étant porté par &
sur 17équateur de rotation instantanée. Les deux premiers angles d”Euler
permettant de positionner (0z") par rapport i (0,x,y,z) ne sont autres

que (I* - 5 ) et ¥ . La condition de non-rotation autour de (0z") du
référentiel R" s”exprime par:

[ % &)
e =0 27
&tw (27)
—p
_Jdb étant le vecteur de rotation de S
&F7]étant le vecteur de rotation du référentiel R" par rapport a R,
R

si 2 désigne le troisiéme angle d“Euler, par analogie avec 1la

détermination de ¥ (cf. relation (20)), & est définie par la
relation suivante:

»

é = - [! cos (28)

Ainsi, & est-il défini, de méme que ¥ , 3 une constante d”intégration
prés, cette constante étant directement 1liée 3 sa position initiale (3a 1la
date t=0) sur 1”équateur de rotation instantanée.



Figure 15
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I1.14) Positionnement de o5

dans le référentiel R par 17intermédiaire
des angles d-Euler.

Les deux angles d"Euler de précession et de nutation
permettant de positionner R" par rapport 3 R, sont ~ - ¥ 7 et

8. 11 reste a définir quel est 1”angle d“Euler de rotation complémentaire
¥". Ce dernier peut se déduire de (27). En effet:

(27) & S =0

(7a]
Hadie: Prarer™ &Eﬂ"/nﬂ - S"[m,)
Rayan =
Ainsi, (27) devient:
—_— — — __” — _
( k . &fg"/pw]\—(k . R)) = [k . JL[“"/Q"])_ ‘SL = 0 (29)

Mais, en s7inspirant de (15), T T E* gant 1lég vecteurs unitaires

portés respectivement par les axes Ox'", Oy", 0z", 1le vecteur rotation de
p y

R" par rapport 3 R, s écrit:

@;%g= - Y- sin 2" gin ©° + B - cos ¥ "y =0
+(-¥“cos 2" sin 6° 4+ 6 - gin @ my 3
+ (2 W ocos 0 VK -
(puisque K - -ir")
Donc: oo ﬁ.[n"/n.] = (¥4 Y- ocos &)
Et (29) entratne: PU 4 W-eoos 07— S = 0
e (% - Y- cos O )
(30) L =‘K (% - ¥ - o5 0 7) de + &

De cela il résulte que 17°0rigine
positionnée sur 17équateur de rotation
17angle d~“Euler 2" dont 17expression est donnée par (30). Cet angle

définit 1 écart entre W et le noeud descendant N” de 17&quateur de
rotation sur le plan fondamental (0,X,,Y,) (cf. Figure 16)

Non-Tournante peut @etre
instantanée par 1le biais de



Figure 16
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IT.15) Déterminatlon de W en fonctlon dea angles d”Kuler "¢ s 0
et ® atnsl que de leurs dérivées.

’

On sait que 1le point W

. situé sur 1”“équateur de rotation
instantanée. est localisé

par rapport au  noeud N“(t) , par
l7intermédiaire de 1”angle " (relation (30))
r .

L L (8 - ¥ cos 67 )dt + cte
Les expressions formelles de VY » cos O 7 et &N en fonction des
angles d7Euler ¥ , 0 et ¥ ainsi que de leurs dérivées, sont les
suivantes:
D”aprés 1”7annexe II (relation 11.2)

. . 2 6% cog 6 £751n26 d( & /¢ )
Yo=Y - . + - - (31)
0%+ 92 5in’%0 ®'+ ¥sin'0 gt
D”aprés 1”annexe I (relation T«3):
‘i’ + ‘£ cos O
cos & = - _ - — (32)
P4 8T+ Wi 2 by o5 0
Enfin, Jb s “exprime ainsi:
S = \/fz-ffl+ 6" 4 2 W cos O (17)

En résumé:
o =2 WE.

Le point W , situé sur 1“équateur de rotation instantanée,
est localisé& par rapport au noeud N“(t) de la manidre suivante:

S ¢ .
N~ & = 9", avec : \'B"=j» (& - v

“cos O 7) dt + &
00 1les quantités W7, cos 0 7, et &

impliquées peuvent s“exprimer
en fonction des angles d“Euler "W » 0, Pet

de leur dérivées:

. . fﬁélcosO ?7 sin‘o d( o /zé)
Yo W -] - [ = —
o'+ ¥ sin% 8'+ ¥ sin’ dt
"i."+ ‘f.r.csO
cos 0~ =

\!_i"l+ 0> + ¥ + 2 $4¢ cos o
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I1.16) Les coordonnées de w dans R

Tout comme & , que 17on a positionnée par ses coordonnées
rectangulaires dans R , il est possible, connaissant les angles d“Euler
qui lui sont associés, d”exprimer les coordonnées rectangulaires de @
dans R = (0,x,y,z). Ainsi, aux valeurs ¥ -, ©0°, ¥° des angles d“Euler

permettant de localiser & dans R,, se substitueront les angles d”Euler
(r - % ), ¥ et ® , permettant de positionner © dans R.

En adoptant ces substitutions dans (22), on obtient directement
les coordonnées rectangulaires de w dans R:

sin [ cos 2 + sin ® cos * cos J

!

0% /R -cosI* cos £ + sin & sin [1 cos Y
- siny sin 2

v .
avec:§'=—I. .L—"cos;)dt + F,

to

(33)
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I1.17) La quantité "s”"

Dans la premidre partie (chapitre 1I.9), on a vu comment il
était possible de 1localiser 17origine non-tournante w 3 partir du
noeud de 17équateur de rotation instantanée sur un équateur de référence
1ié 3 la Terre. On peut, de maniére équivalente, faire intervenir ici une
quantité "s“" telle que, si Ty est 17intersection de 1”axe Ox avec S, s~
désigne, par analogie avec (6):

—_—— p—

s =(wW M - To M) - ( Wy M- T M,) (cf .Figure 15) .

M étant 1le noeud descendant de 17équateur de
rotation instantanée de S sur 17équateur de référence (0,x,y).

—

On sait que M @ est 17angle de rotation complémentaire &8 déja évoqué
plus haut. Quant & T, M, c“est 17angle de précession (Jf* - g ). D ol
1“expression de la dérivée de s”:

C“‘ ——
ds'=d(wM)-d(mM)=—d§—d(_rl—g.) >
Or, d”aprés (28): d¥=-cosy d» .
Ainsi: d s =(cosy -1) dI* .
—_— —_—— = ——— (g
Et: s =( Q@ M- TeM) - (w, M- Tlo M) = J(cos Yy -1)da I

avec : M, = M(t,)
(34)

Cas particulier

-—

Si le positionnement de w est imposé par (34), sa
localisation initiale est arbitraire. Aussi, on peut envisager le cas
simplifié od w (t,) est tel que:

—_—

W (t,) M, = Tl M, (cf. 1.9)

Ce qui donne alors l17expression simplifiée de s”:

! (cosy - 1)d I*
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I1.18) Role fondamental joué par les Origines Non-Tournantes & et &

Le vecteur rotation db de S par rapport au référentiel absolu R
peut se décomposer en trois vecteurs rotation:
—> — . d - —
r.Ql = :52) = " " '
fndd = Swnd * ey + R Rol (35)
R, = (0,X,,Y, ,Z,) étant le référentiel absolu,
R™ = (0,x",y",z") étant 1ié 3 o

(0z” porté par X ,0x” porté par & ),
R" = (0,x",y",z") étant 116 3 =

—
(0z" porté par 8 ,O0x" porté par

)5

El

et R

(0,x,y,z) 1i6 a s .

—

K- &tant le vecteur unitaire 1ié 3 &

’

- = — —_ — - —_ —n
K = T-.H =0k 7 . &‘[nm"j) +(k ~ . &[R,,/Q,J) + (k. ‘n’fﬂ'm,])

Or, par définition des Origines Non-Tournantes 6 et

—1: - . J?[R/Q'IJ = O et : .E" . ‘SI{R"“.]= O
— — e
Et donc: R = k ~ . JB[Q../R.]= 0 o

D70l la justification cinématique de & et de w

Gow = & (36)

L7angle, sur 17équateur de rotation instantanée, entre les deux

Origines Non-Tournantes o et w s a une dérivée qui est

rigoureusement é&gale en amplitude au vecteur rotation & (cf. Figure
17).

C”est cette propriété qui est utilisée, dans le cas pratique de
la rotation de la Terre (chapitre I1.6).
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IIT.1) Généralités

L""Origine Non-Tournante" (Guinot 1979) ayant été congue pour
rendre plus claire et plus exacte la notion de "Temps Universel", il
semble 1intéressant de bien cerner la maniére dont est réalisée l17actuelle
définition de UTI.

On s”attachera ainsi & rappeler les notions de Temps Sidéral.
de Temps Universel, puis du lien qui les unit. Ensuite, on invoquera les
raisons pour lesquelles cette définition de type purement conventionnel,
s“avére insatisfaisante.

Dans un premier temps. on présentera le cadre dans lequel
s“effectue toute cette étude.
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III1.2) Donnée pratique d”un référentiel absolu

La notion de référentiel absolu est intimement 1liée 3 la notion
de 'référentiel dinertiel" opar allusion 3 la célébre loi d”Inertie émise
par Newton en 1686: "Tout corps reste dans un état de repos, ou dans un
état de mouvement rectiligne uniforme a moins qu”il ne soit amené 3
changer d“état par 17intermédiaire de forces agissant sur lui-méme". En
mécanique classique, des systémes de référence dans lesquels la loi
ci-dessus reste valide, sont appelés des systémes de référence

"inertiels".

On peut en fin de compte trouver deux définitions possibles
d“un référentiel inertiel (Mc.Green, p.49): 1”une est que, dans un tel
référentiel, les lois du mouvement de Newton peuvent &tre appliquées;
17autre qu”un tel référentiel reste fixe par rapport au reste de
17Univers.

Dun point de vue pratique, le catalogue FK5 est officiellement
le catalogue de base pour 1la détermination implicite du plan de
référence inertiel qu”est 17équateur moyen de-1"époque (to= J 2000,0). Le
FK5 est une version améliorée du catalogue qui le précdde, le FK4, adopté
par 17UATI en 1961, et qui regroupait alors 1535 étoiles fondamentales
distribuées de 1la maniére 1la plus uniforme possible dans 1le ciel
(Fricke,Kopff & al.,1963). L”exigence de la prise en compte d”un nombre
d“étoiles plus é&levé bien intégré au systéme du FK4 a conduit ensuite a
la formation du FK4 Sup, par Fricke et ses collaborateurs (1987 étoiles
supplémentaires), puis enfin du FK5.

Ce dernier se justifie en partie par le fait qu”il a fallu
ajouter aux ascensions droites des étoiles du FK4 wune correction
d”"équinoxe de telle maniére que ce dernier se rapproche au mieux de
17équinoxe dynamique. De plus, une nouvelle constante de précession a été
calculée (Lieske & al.,1977) qui a, elle aussi, &té prise en compte.

Plusieurs déf auts restent attachés a un tel catalogue
d”étoiles: tout d”abord, si on admet que 17origine O du référentiel ainsi
€laboré est en coincidence avec le centre de gravité de la Terre, cette
origine posséde un mouvement accéléré, et ne peut donc pas @étre
considérée comme 1 origine d”un référentiel inertiel (Mc.Green,p.59), au
sens de la mécanique classique (plus précisément, la vitesse orbitale de
la Terre sur son orbite, de 17ordre de 30 km/s, correspond a 107* fois
celle de la lumiére).

Néanmoins, il est vrai qu”au sens de la relativité restreinte,
on peut concevoir qu’un systéme se déplacant avec la Terre autour du
Soleil puisse @tre qualifié de référentiel inertiel, ceci grice 3 un
principe é&noncé par Einstein (1956), en vertu duquel: "Il existe des
régions finies de 17Univers ou, par rapport 3 un espace de référence
convenablement choisi,les particules matérielles se déplacent librement
sans accélération, et dans lesquelles 1les 1lois de 1la relativité
restreinte sont valables avec une exactitude remarquable". Il semble que
le systéme solaire, dans lequel le centre de masse du systéme Terre-Lune
"tombe" sur une orbite elliptique autour du Soleil, dans un champ
gravitationnel faible, constitue une telle région (Mueller,1980).

Le résultat est qu“on se doit, en plus des corrections de
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parallaxe et d”aberration en vigueug, d"effectuer des corrections
relativistes. lorsque une haute précision ‘est exigée.

Autre inconvénient, les axes de référence associés aux
catalogues d“étoiles utilisés actuellement se trouvent €tre en rotation
par rapport au reste de 17Univers. Ceci provient de ce que les étoiles
sont en mouvement les unes par rapport aux autres d“une part, et
participent 3 une rotation d”ensemble autour du centre galactique d”autre
part (Fricke,1971). Ainsi, la rotation galactique différentielle
elle-méme produit—elle un mouvement propre P pour une quelconque étoile

du plan galactique, donnée par:
MV = A cos 21 + B

oi 1 est 1la 1longitude galactique de 17étoile considérée et A et B sont
les constantes de Oort. Ces derniéres sont sujettes a révision
(Oort ,1967; Fatchikin,1970; Vlasiveskis & Klemola,1971). Leur incertitude
est de 17ordre du dixiéme de seconde d“arc pour un siécle, ce qui
apparait relativement é&levé. En guise d”exemple, on pourra se référer,
parmi d“autres, aux évaluations récentes de Fatchikin (1970) & partir
d"étoiles appartenant au catalogue FK4:

A
B

+ 0,08" + 0,10" / siécle
+ 0,22" + 0,09" - / sidcle

Enfin, un catalogue d“étoiles ne reste valide que dans un
intervalle de temps relativement court (quelques décennies), intervalle
au bout duquel une révision des mouvements propres des é&toiles
fondamentales s”avére nécessaire.

Compte tenu de tous ces éléments, il est impossible de définir

avec une précision optimale un référentiel inertiel 3 partir des données
brutes d“un catalogue d“étoiles.

L7adoption d“un nouveau catalogue de type VLBI permet de
s“affranchir de ces derniers inconvénients. En effet, les observations de
type VLBI permettent de situer des objets extra-galactiques dont on est
persuadé qu”ils ne présentent pas de mouvement propre significatif par
rapport a8 un référentiel inertiel. Ces observations conduisent ainsi 3
17élaboration d“un systéme de référence céleste , encore appelé CRS (cf.
chapitre I.2), ou systéme de référence mnon-tournant (Guinot,1979),
quasi-idéal.
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I11.3) Donnée pratique d"un référentiel terrestre

Des causes géodynamiques rendent complexe la mise en oeuvre
d”un tel réf érentiel. Ce sont 1les mouvements tectoniques, qu7ils
s”étendent sur une zone assez restreinte (failles, tremblements de terre,
EtiCsas ) ou bien sur des milliers de kilométres, tel 1le rift
médio-océanique qui, au milieu de 17Atlantique, tend 3 écarter la plaque
américaine de la plaque indo-européenne (Stablinski, 1981). Ces
mouvements, de plus ou moins grande amplitude, ont pour effet direct de
modifier 1les distances entre les différents sites d”observation dans un
ordre de grandeur qui est celui des observations les plus précises,
émanant des sessions VLBI (Boucher,1984).

On est donc contraint d“adopter un référentiel terrestre
conventionnel, encore appelé TRS (cf. I.3) défini sous la condition qu”il
n“existe pas de rotation ou de translation significative entre la surface
de la Terre dans son ensemble et ce systéme de référence.

L°un des objectifs du Service International de la Rotation de
la Terre (IERS), anciennement BIH, est de réaliser le TRS par un ensemble
de coordonnées cartésiennes de stations d“astrométrie et de géodésie
spatiale, participant aux observations des paramétres de la rotation de
la Terre (Annual Report for 1986, BIH, p.Al). Le TRS n”“est alors pas
seulement un systéme de référence en direction, mais aussi un systéme de
coordonnées géocentriques.
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III1.4) Les théories des déplacements des plans fondamentaux

La modélisation des plans fondamentaux que sont 17écliptique
moyen et 17équateur vrai, s"effectue selon deux théories principales:
celle des perturbations planétaires, en ce qui concerne le premier, et
celle des perturbations luni-solaires en ce qui concerne le second (en
tenant compte du fait que 17on a tout de méme besoin de connaftre la
position de 17écliptique pour connaitre la position de 17équateur).

Le  mouvement du pdle de 17écliptique par rapport 3 un
écliptique fixe, dd aux perturbations planétaires, a é&té traité
initialement par Newcomb (1894), ce dernier ayant calculé le moment
cinétique de 1la Terre par rapport & 17écliptique fixe de 1850,0 . La
modélisation conventionnellement admise actuellement (Lieske & al.,1977)
est 1issue de la théorie de Newcomb, en utilisant des données plus exactes

(en particulier en ce qui concerne la masse des planétes).

Le mouvement du pble céleste a été 3 1l origine défini par
Newcomb (1906), puis discuté ensuite par Andoyer (1911), De Sitter &
Brouwer  (1938), Woolard (1963). ~ Un des problémes posés est 1la
détermination de 1la constante de précession (Po) 3 partir des données
observationnelles. La qualité nettement accrue des observations depuis le
début du siécle a conduit récemment & wune révision de toutes les
quantités relatives a3 1la précession (Lieske & al.,1976). Aussi une
nouvelle valeur numérique de la constante de précession Po a-t-elle été
adoptée par 17Union Astronomique Internationale (XVI é&me Assemblée
Générale de 17UAI, Grenoble,1976). Le nouveau catalogue de référence
(UAI,1984) utilisé en correspondance avec cette valeur est celui du FK5.

: Quant aux termes de la nutation, il a été décidé (Symposium UAI
de Kiev,1977) qu”ils soient déterminés 3 partir du nouveau systéme de
réf érence et du nouveau systéme de constantes astronomiques évoqués plus
haut. Leur valeur conventionnelle définit 1la nutation du CEP, ou Pdle
Céleste des Ephémérides, ce dernier ne s”écartant que trés faiblement du
véritable pdle de rotation instantanée (cf.I.17). Les termes en question
résultent de 1la combinaisoun de la théorie de la nutation pour un modéle
de Terre rigide (Kinoshita,1979) et de corrections additionnelles
provenant de la non-rigidité de la plandte (Wahr,1981). On trouve leur

donnée dans 'La Connaissance des Temps'" (Bureau des Longitudes,1988).
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III1.5) Terminologie usuelle se rapportant 3 17étude du mouvement des
plans fondamentaux.

Devant le nombre assez important de quantités intervenant dans
la théorie du mouvement de rotation de la Terre dans 1l”espace, il

apparaft judicieux de consacrer un chapitre 3 la nomenclature des
différentes quantités en question.

Six plans fondamentaux principaux peuvent s”avérer utiles dans
la perspective de 1”étude présente. Ce sont:

- L7&cliptique (moyen) conventionnel de la date initiale to
(on dit encore de 1”"é&poque'"), que l7on appellera E (to).

- L7&cliptique (moyen) conventionnel de la date t, que 170on
appellera E(t).

- L7équateur moyen conventionnel de la date to, que 17on
appellera EJ(to)

. L7équateur moyen conventionnel de 1la date t , E:(t)
- L7équateur vrai conventionnel de la date t , E:(t)

. Le véritable équategr de rotation de la Terre, E1 (t)

En s”inspirant pour une large part des notations officiellement
en vigueur (cf. "La Connaissance Des Temps,1986"), on notera:

« % 17&quinoxe moyen de la date to, comme intersection
entre Eg (to) et E (to).

« ¥= 17&quinoxe moyen de la date t , comme intersection
entre EF (t) et E (t).

- ¥, l7équinoxe vral de la date t , comme intersection
entre E; (t) et E(t).

- ¥, le noeud descendant de E, () sur 17écliptique E(to).

. N le noeud ascendant de 17&cliptique E(t) sur
17écliptique E(to).

. @ le noeud ascendant de E1 (t) sur E: (to).

. T]“ la longitude » comptée 3 partir de y, le long de



-71-

17écliptique de 17époque bk, du noeud N.

My 1l7angle d“inclinaison entre les écliptiques E(to) et
E(t)

. Y3 1%angle de précession. compté i partir de Yo >
localisant le noeud descendant de Er (t) sur E (to).

. waq l7angle d”inclinaison entre E? (to) et E(to).
. & 1 angle d"inclinaison entre E: (t) et E(t ).

. Xa la précession planétaire, représentant en quelque
sorte le déplacement de 17&cliptique entre les dates to et t le long de
17équateur moyen E: ().

. 04 17angle d“inclinaison relative des deux équateurs E
(t) et E (to).

. DY 1a nutation en longitude, représentant 17 écart relatif
le long de 17écliptique de la date t, entre les noeuds des équateurs
E: (t) et E: (t), respectivement ¥m et ¥, -

. A8 la nutation en inclinaison , qui est en fait la

contribution de 1la nutation & l17angle d”inclinaison de 1“équateur vrai
par rapport 3 17écliptique de la date.

. AYy et Q& 1les équivalents respectifs de AY et de A€ , en
ne considérant non plus 17écliptique E(t), mais E(to).

. 00 et AX 1les valeurs qu”il faut ajouter 3 Oq et X4
lorsqu”on considére non plus 17équateur moyen de 1la date t, mais
1“équateur vrai de cette méme date.

! ! -~ -~ s r -~
. ¥ et O les paramétres d“Euler associés au véritable
péle de rotation instantané de la Terre, ces mémes paramdtres étant
définis par rapport au référentiel quasi-inertiel Ro.

Remarquons tout de suite que ce que 17on entend par &quateur de
rotation  vrai conventionnel n’"est rien d”autre que 17équateur
perpendiculaire & 17axe relatif au p8le céleste des éphémerides (CEP). Ce
pdle s”écarte du véritable p8le de rotation d”une quantité de faible
amplitude et de période quasi-diurne par rapport 3 1la Terre. Dans
1l”espace, 17écart entre le CEP et le véritable p8le de rotation
instantanée se traduit principalement par 1la présence d“un terme
constant, d“un terme semi-annuel, et d”un terme semi-mensuel, comme on a

pu le voir dans la premidre partie (chapitre I.17).
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On reporte ici les six plans fondamentaux que sont 17écliptique
E(to) de 1la date to, E(t) de la date t, les équateurs moyens E™(to)
et E: (t), enfin 17équateur vgai conventionnel Eﬁ(t) et le véritable
€quateur instantané de rotation E, (t).

Toutes les notations relatives aux orientations relatives des
quatre premiers plans sont les notations officielles adoptées par 17UAI
et se trouvent dans '"La Connaissance des Temps", il n”en est pas de

méme des notations AP [ OX | A€, et AY, , parametres qui complétent
1l”ensemble.



I11.6) Définition du "Temps Sideral Vrai'" ( Figure 19 )

¥ étant 17equinoxe wvrai , c¢“est 3 dire 1 7intersection de
17&quateur de rotation instantanée et 17ecliptique de la date.

@ étant 1”intersection entre le méridien choisi
conventionnellement comme méridien de rotation origine et 17équateur de
rotation instantanée:

" : + 1 — z
on appelle Temps Sideral Vrai" la mesure de © y, , compté en

heures , minutes , secondes , cette mesure étant positive d 17ouest du
meridien origine instantané.

On nommera " Tv'" 1le Temps Sideral Vrai , conformément 3 une
dénomination courante (Woolard & Clemence p.337). On notera que la
détermination de Ty depend en fin de compte de trois localisations
différentes:

(a) La 1localisation, par rapport a Ro, du pdle de
1“écliptique. Elle exige 1la donnée de deux paramétres en fonction du
temps, qui sont 17inclinaison =4 du plan de 17ecliptique par rapport au
plan quasi-inertiel de référence considéré (en 17occurrence 17é&cliptique
de to) et le déplacement Tl le long de ce dernier de la ligne des noeuds
que forme 17 intersection des deux plans en question.

(b) La 1localisation, par rapport 3 Ro, du pdle de
rotation instantanée P. A cette fin, on a évidemment besoin d”“un maximum
de précision en ce qui concerne les termes polyndmiaux de la précession ,
ainsi que les termes sinusoidaux de la nutation, ces deux mouvements se
combinant pour reconstituer le déplacement de 17axe de rotation
instantanée dans l7espace.

(e) La 1localisation, par rapport a R, du pble de
rotation, puis du méridien origine qui s”en trouve issu. En effet, le
point W , par lequel passe ce méridien origine, n”est autre que
1°0rigine -~ Non-Tournante définie sur 1“"équateur de rotation
instantanée (cf. premiére partie, I.5): or, le positionnement de cette
derniére dans le TRS est connu dés lors qu”est connu le positionnement de
P dans le TRS.

Remarque -

““““““ L emploi de 170Origine Non-Tournante pour définir le méridien
origine instantané clarifie cette définition. Jusque 13 cette derniére
était restée vague: on considérait généralement que le méridien origine
était défini par le pdle de rotation instantanée et un point de
1”“équateur fixe de référence.
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Figure 19

Le systéme de référence quasi-inertiel impliqué ici sera
Ro=(0,X0,Y0,Zo) 1ié a 17ecliptique (moyen) de la date initiale to . Y
est 17intersection 3@ la date t de 17équateur de rotation instantanée avec
17ecliptique moyen de cette date.

P est le pOle de rotation instantanée de la Terre. Le meridien
de rotation origine est défini conventionnellement comme é&tant le
demi-grand cercle passant par P et 17origine non-tournante & (cf.
1.5).

- =

Le Temps Sidéral est défini par: Ly = wy
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II1.7) Les fondements du Temps Universel

-~

UTl se définit comme le "Temps Solaire Moyen' par rapport a un
méridien origine (en 17occurrence le méridien P® défini au chapitre
précédent). Pour déterminer UTl, on procéde ainsi: des observations
conduisent 3 1la détermination du Temps Sidéral Vrai (cf. chapitre
précédent), puis du Temps Sidéral Moyen qui s”en différencie d”une
quantité qui est la nutation en ascension droite (Danjon, 1959, p.l14).
Le Temps Universel est alors conventionnellement défini par une relation
qui le rattache au Temps Sidéral Moyen au méridien origine. Cette
relation est intimement 1iée 3 17ascension droite du "Soleil Moyen
Fictif", concept é&tabli par Newcomb (1895), dont voici la définition
ci-dessous:

Définition

Le Soleil Moyen Fictif "S" est un point conceptuel qui est
situé sur 17équateur céleste moyen de la date t et est animé d un
mouvement uniforme 1le long de cet équateur (dans le systéme de référence
défini par la constante de précession en vigueur). Le mouvement

s"effectue ad wune vitesse qui est égale 3 la vitesse moyenne du Soleil le
long de 17écliptique (3 une époque précise).

En fait, pour définir le positionnement du Soleil Moyen Fictif,
Newcomb fait dimplicitement appel & la notion d”"Origine Non-Tournante"
(cf .Premiére Partie), sur 17écliptique tout d”abord, et sur 1”équateur
moyen ensuite. Cela provient de ce que pour caractériser un quelconque
mouvement sur les plans mobiles que sont 17écliptique de la date t et
1“équateur moyen de cette date, il faut préalablement avoir congu, méme
sans 17énoncer, la condition de non-rotation le long de ces plans, cette
condition étant parfaitement matérialisée par 1° Origine Non-Tournante
(cf. Premidre partie, chapitre I.5).

Pour exprimer dans un premier temps la longitude moyenne du
Soleil en fonction de sa vitesse moyenne et de son accéleration
séculaire, on se référera a4 la figure 20: celle-ci présente les

écliptiques E(to) et E(t) des dates to et t, situés 17un par rapport 3
17autre par les angles classiques (Lieske & al.,1977) 34 et T . Si on

fait coincider 170Origine Non Tournante Gelto) sur E(to), avec y, ,
équinoxe moyen de la date to (rappelons qu”d la date initiale to, Gecest
arbitrairement choisie) celle, & {t) qui s7en déduit sur E(t),

vérifiera ( N étant le noeud des deux &cliptiques):
GQ.(t) N(t) - @ (to) N(to) = - J (1 = cos ny) dTly ,

Yo
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moYen

Figure 20



-77- |

en vertu d7une formulation identique 3 la formulation (3) de la
premidre partie (les angles 34 et 247l se substituant respectivement aux
angles d et E ). De par la petitesse de dj

_— _— — — " 2
Glt) NE) - Zlto) NE) = &_(6) N(®) - H M) = =) (na/2famy .
*o
(37)
Un calcul immédiat montre que cette quantité n”atteint pas 10-6”

en un siécle, ce qui permet de 17assimiler sans peine a4 0, compte tenu
du degré de précision exigé (de 17ordre de 107° " par sidcle), soit:

———— —_—
&.(t) N(t) = &, (to) N(t)

Or, si ), désigne 1° é&quinoxe moyen de t, ¥ sa valeur 3 la
date to, ¥y, et ¥. seront liés par la précession générale en longitude,

Py
—— — "
EmN(t) = w%N(t) = p,= p,t + p,t (38)

en vertu du développement polyndmial classique de Pa (cf .Lieske &
al., 1977).

L”association des deux derniéres &quations donne:

o o g S » i D R,
¥m N(£) = Yo N(t) = ¥m G (£) + G N(t) = W N(t) =¥mSG, (£) = pq
¥N(E) = ¥oN(t) = p, = p,t + pt’ (39)

Si Ay désigne la vitesse sidérale du Soleil et 2A, son
accéleration séculaire, ces deux valeurs sont définies en choisissant Gg.
comme point de départ; ainsi, la longitude moyenne du Soleil sera-t-elle
donnée par:

2
L= mG + Ao+ At +),t , et, en vertu de (39):
L= pt +pat"+)\°+ At + N t?
L= A + (py+Xa)t + (p,+2)t?
= 12
L=Lo+L,t+Lgt (40)

]

Avec: Lo = Ao i L, = (M+py ) 3 L,=(MM+p)

La longitude moyenne du Soleil ainsi formulée, il reste 3
traduire 17exigence selon laquelle 1le Soleil Moyen Fictif S posséde un
mouvement sidéral strictement uniforme le long de 17équateur moyen de t.

L3 encore, on se doit de faire intervenir une Origine
Non-Tournante &, (m se référant A '"moyen'") située cette fois-ci sur
1“équateur moyen Eq., (t) de la date t , et qu”on pourra, par souci de




simplicité, faire correspondre avec ¥ & 1l 7instant to. La condition
d“uniformité du mouvement de S ne se congoit que par rapport 3 G,. Gwm (t)
est liée a3 O. (to) par la quantité Sn(cf. II.12) s”exprimant en fonction
des angles Oa et Y, permettant de positionner Eq(t) par rapport 3
Eq(to).

t
S = Gn(t) Q(E) = &.(t0) Q(E) = -] (1 - cos ba) d(- Ju)

= ft (1 = cos 6a) d

to

(on applique ici la relation (25) du chapitre II.12, ( @ /2) —zﬁ
correspondant 3 E et 0, 3 d ). Et, du fait de la petitesse de 0

- t 2

s,“=jr (1/2) & 47, (41)
[]

En outre 1le point S qui est défini comme possédant un déplacement

strictement uniforme le long de 17équateur moyen de la date t

vérifiera donc:

—_—

6;S= Pt+r)o (42)
ol e et y sont des constantes arbitraires qu“il convient de
déterminer.

Alors, 17ascension droite de S peut se décomposer ainsi:

——— —_ P
K.\S=)‘M0;,.+O‘MS

Pour 1la connaftre, il suffit d”avoir accés 3 la quantité
qui exprime 17ascension droite de 170rigine Non Tournante Om .

Q étant le noeud ascendant de 17équateur moyen E: (t) sur
E? (to), on__a_ accés, par 1 intermédiaire des éphémérides , 3 1la

T - . o . -~ -~ .
quantité ( ¥ Q - ¥% Q) , A savoir la précession générale en ascension
droite m = ( % + 2Z3 ), et qui s”exprime classiquement sous forme

polyndmiale en t, t désignant un temps idéal (pratiquement, il s”agit du
TDT, ou '"Temps Dynamique Terrestre')

3

2
m=(% + % )=m,t + m,t + mt

?

Par différenciation entre cette quantité et la quantité s , on obtient:

fron = ((@WQ-%Q -(a&Q- 50
= m - S,
b3 3 & 2
= mt + m t + m,t —L(I/Z) 0a d 7, (43)

D” od 17expression finale de 17ascension droite «, du Soleil Moyen
Fiectif:

/—‘ /‘\ ST——
& = ¥m S =Fm0On t+ 6uS
4 = TS = m t + m, tl+m3 tl—(l/Z)JO:d;n+y°+yt

¥ = ¥ 4+ Wt + Gt o+ ot -5, (44)
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Avec: S = (1/2)J- Oa d %a
do = Mo ) d‘L = (mi + Py ) ) °/1 = Mg ’ 43 = mg3

Par définition méme de S, son mouvement sur EY (t) s”effectue selon la
longitude moyenne du Soleil. Aussi y-aura-t-il identification entre les
termes constants et du premier ordre de L et de <

L, = do LL = (AL"— pi ) = ( H + ma4q ) (45)
Cette derniére équation impose la valeur de la vitesse ¢ de S
p = A+ Py ~ my ) (46)

Et dont se déduit 1”expression de 1”ascension droite de S

. .
4% = %+ (AtpL)t +m,t? +m, t -5,

g
d = dy+ (AL+pg )t +m,t" +m t’—£(1/2) Ofd;,, (47)

L écart entre 1la longitude moyenne du Soleil et 17ascension droite du
Soleil Moyen Fictif a pour valeur, d”aprés (40) et (47):

t
Lo-% = (L -m )¢ - m, €+ (/D)) 6day,
2 3 LI
L -a = (M+ pe-my )t —m3t+(1/2)Jr 0n dy, (48)

On aboutit alors d un écart séculaire entre l1l7ascension droite
du Soleil Moyen Fictif, et 1la 1longitude moyenne du Soleil, &cart
provenant 3 la fois de 17accélération séculaire du Soleil sur son orbite
2 A, , et de la différence entre les quantités en t et t° dans les termes
en ascension droite et en longitude (Woolard & Clemence p.347).

On constate donc, en s“appuyant sur cette équation,
17impossibilité de concevoir un point fictif ayant 3 la fois un mouvement
uniforme 1le 1long de 17équateur moyen, et dont 17ascension droite est
rigoureusement égale, 3 tout moment, 3 la longitude moyenne du Soleil.

En ce qui concerne le Soleil Moyen Fictif S adopté
conventionnellement, il remplit 1la premiére exigence au détriment de la
seconde.
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II1.8) La définition conventionnelle du Temps Universel.

Une récente définition du Temps Universel UT1 a été
recommandée par 17UAI 3 dater du Ier janvier 1984. en adoptant un nouveau
systéme de référence astronomique (Aoki & al..1981).

Ce dernier émane lui-méme du choix de nouvelles constantes
astronomiques (Lieske & al..1977), d”une nouvelle théorie de la nutation
(Wahr, 1981) et du choix d“un nouveau positionnement de 17&quinoxe 3
17époque J 2000.0 (en 17occurence celui du FK5).

Aussi, 17expression nouvelle 1liant Temps Sidéral et Temps
Universel trouve-t—elle toujours son origine dans la notion de "Soleil
Moyen Fictif'" (Newcomb.1895). Elle se construit numériquement ainsi:

——

En vertu de (43): EwOn = M — Spn
Selon les paramétres en vigueur (Lieske & al.,1977):

mi = (‘g,q +Zﬂ)

2 2

= m t +m, t° +m, t

1 3

4612",4632 t + 1",39656 t + 0",036201 ¢

]

— t 2
Bt = (/) ] 0 azy,
S.= 0",036293 t?

D70l 17ascension droite

3 3

4612",4362 t + 1",39656 £+ 0",036201 t~ - 0",036293 t~

—
{n Om

307°, 4957 t + 0°.093104 t -6°,2 107 t

Et 17ascension droite du Soleil Moyen Fictif:

VS = ym S = K/m—(;m + Om S
°’s = ¥m On + &, + M t
2y = ¥ + (307°,4957 + P )t + 0°,093104 & - 6°,2 10°° t?

ol t est exprimé en sidcles juliens 3 partir de J 2000.0

Les constantes <, et p sont définies par les identifications (45) et
(46):

¥

67310° ,54841

~

8639877¢,3171

Finalement 17expression conventionnelle de <« devient:
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% = 67310°,54841 + 8640184° ,812866 t + 0°,093104 t - 6°,2 .10 t*
(49)

UT1 est alors défini ainsi, par 17intermédiaire du Temps Sidéral moyen de
Greenwich (GMST)

GMST a Oh. UTI1 (50)

& =112 h

2

23962° ,54841 + 8640184° ,812866 t + 0°, 093104 t - 6°,2 10°¢ ¢’

ol t est la date exprimée en siécles juliens de UT1 depuis J 2000.0:

t = (JD - 2451545,0)/36525

Remarque

L expression de t en sidcles juliens de Temps Universel ne doit
pas faire oublier que 1les différentes entités qui rentrent en ligne de
compte dans 1la relation (50), 3 savoir 1la précession générale m, et
17ascension droite du Soleil Moyen Fictif o , s”expriment en fonction
de t. temps uniforme (qui dans la pratique peut etre quasi-idéalement
assimilé au Temps Dynamique Terrestre TDT).

De 1la résulte un défaut conceptuel, sans influence dans la
réalité (la différence entre UTl et un temps rigoureusement uniforme
n“étant pas suf f i samment grande pour créer un écart numérique
significatif en ce qui concerne les entités en question ci-dessus)




III.9 ) Effet de 1 erreur accompagnant la modélisation de 17écliptique
sur le Temps Sidéral et le temps Universel i

UTA, on 17a wvu (relation (50)), dépend directement de
l7ascension droite ¥wm S du Soleil Moyen Fictif, elle-méme tributaire de
la quantité ¥m 6, (relation (43)), qui représente 1”ascension droite de
1l“origine non-tournante &, dans le plan de 178quateur moyen de la date

t.

La localisation de 6w ne présente gudre de difficultés, par
1”intermédiaire de S, (relation (41)); 3 noter qu’il suffit alors de
connaitre le mouvement de Eg" (t) par rapport a EJ* (t,) par la donnée des
paramétres Oa et (§ ~ 44 ). Effectivement, en se reportant 3 la
figure 21: ©&wm , coincidant avec ¥, 3 la date t , est donnée par:

t
(1/2)]f 8a 4 B4
d”aprés (41)

———

= &) - mace)

Sm

Plus délicate apparalt la détermination, sur Eq (t), de
17équinoxe Ym (t), cette détermination dépendant é&troitement du

-

positionnement de E(t) par rapport 3 E(t,). Il est 3 ce titre regrettable

que, dans le cadre de la rotation de la Terre, on ait recours 3 un plan
dont la modélisation est inévitablement sujette 3 des imperfections.

Prenons par exemple deux modélisations différentes du mouvement
de 17&cliptique auxquels correspondront deux positionnements E,(t) et Eg
(t) de cet écliptique, et par 13 méme deux positionnements ¥a (t) et x3
(t) de 17équinoxe vrai de t. L7écart entre ces deux équinoxes sera
(Figure 22):

—

5% = Fi(t) wm(t) = 5(Xa+ax)

Xa(chapitre III.5) est la précession planétaire. AX est 1a
contribution qu”il faut 1lui ajouter lorsqu’on prend en compte le
mouvement de nutation du p8le de rotation instantanée. Proposons-nous
d“établir un ordre de grandeur de la quantité ( Xa + 0% ),

Les récentes théories ( Bretagnon, 1982 ; Newhall & al., 1983 ;
Laskar, 1985 ) donnant 17orientation relative de 1“écliptique E(t) par
rapport 3 E(to) atteignent un degré de précision extr@me, d”autant
qu”elles sont amenées 3 prendre en compte des phénoménes de trds faible
amplitude, comme par exemple les perturbations relativistes
(Laskar,1985). Le résultat peut se présenter sous la forme d“un
développement polynomial de quantités 'p'" et '"q" telles que:
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Figure 21
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E(b)

E;(t3

(&) B
‘S’w- »

R 1)
$ (x.‘u:;ﬁ

5(H)

Figure 22°
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P sin( 74 /2) . cos Tla

q sin( nq /2) . sin Tla
ol Y4 est 17inclinaison relative de E(t) par rapport 3 E(to),
et Jla est 1la 1longitude du noeud ascendant de E(t) par rapport d E(to)

-

comptée 3 partir de yo , equinoxe moyen de to (cf. Figure 20).

Le triangle sphérique constitué par les trois plans
fondamentaux E(to), E(t) et Eq(t) (cf. Figurel®) permet d“établir, a
17aide de 17analogie des sinus:

i [
r sin( Xq+6-x ) sin(“q+"_’c’.‘+0‘1’1)
- (51)
sin Mg sin(JL - & - Q€ )
L A i i
Soit: r . B . ]
sin( X, + 8 X ) sin( Tle+ ¥a + AWL)
- (52)
sin 7y, _J sin( €4+ 0€ )
- = =

Avec:

sin( Tly + Y4+ AYL)

=sin Tl cos(Ya + 8Y;) + cos T, sin( Yq + AY))

2 Arcsin (A q*+ p%)

Ta = TU + Arctg( p / q )

sin [2 Arcsin (fqz+ p?)

o
]
=

>
I

]

Ainsi: sin g4

sin my = 2 Yq*+ p? cos(Arcsin(m))
sin 7q = 2 'v qt+ p" ‘\/1 - (q¢*+ p®) (53)

Du fait que : tg Tla = (p/q) , il s”ensuit aisément que:

q P
cos Ty = - = " Et: sin Tl =

p*+ q* p=+ a® 4/ pt+ q*
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Et donc:
sin mq sinTly =2 p ’\jl - (q%+ p")\ (54)
sin nq4 cos Tly =2 q m (55)
Finalement:
cos( Y4+ BYy)
sin(Xq + 84X ) = 2p Al 1 = ( q*+ p?) (56)

sin( €4 + A€ )

sin(¥2 +0Vy)

+2qv1-(q*+p‘)
sin( €4 + 0& )

Etant donnée 1la petitesse des quantités q et p devant 1 (q
est de 17ordre de 10~%s et p de 17ordre de 10°5/s ) , on effectuera une
erreur relative au plus de 1“ordre de 10°¥ sur un sidcle en remplacant (1
- q?-p*) par 1 . De plus, étant donnée 1la faiblesse présumée de (Xa

+ AX ), on pourra assimiler ce dernier 3 son sinus (on s”entoure alors
d“une erreur relative de 17ordre de 10’5/5).Ainsi:

cos( Ya + 4Y)) sin( ¥ +0Y)

(-XQ‘FAX) =2p +2q
sin( & +0€) sin( & + 0€ )

A partir de cette expression, il est possible d”évaluer de
maniére simple quelle est 17incertitude que 1”7on commet sur a lorsque
17on sait préalablement &valuer les incertitudes §( Ya + 4Y¥,),8( €a + BE ),

Sp et §q qui accompagnent les différents paramétres associés au
positionnement des plans fondamentaux (equateur vrai, écliptique moyen)

~

par rapport 3 17écliptique moyen d”une date initiale:

cos( Y +4%Y¥; ) sin( Wt 0Y:)
28p +2 §q
sin( £ + 8¢ ) sin( &4 +0E€ )

(%, + Ax )

rsin( Y4 + AYY)
-2p §( ¥y + 0YL)
| sin( & + A€ )

[cos(Ya + 0%) cos( Eo +0E )

-2p §( &4 + 0OE)
sin ( & +0¢ )

cos( Ya + 0Y¥L)
+2q §( Ya +0Y;)
sin( & + 0€)
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cos( Eq + BE) sin( ¥ +0Wy)
-2q ; S( & + 0¢)
sin( €a + 08¢ )

Etant donné que sur un s iécle:
(1 -107) < cos Wy <1

[cos (VYo + AYy) - cos ":!"a] < 10 -3

sin ( & + A€ ) - sin &
< 2.10°"%

sin &g

On assimilera cos( YWa + AW, ) 3 1, et sin( €4 +0E ) 3 siné .De ce
faft:

S(X.q+ ax )

(2/sin &, ) [Sp + sin(Ua + 0Y;) Sq]

+(2/sin € ) [~ p sin(at OW) + q] S(Va+ 0¥)

+ (2 coség, / sin%e, ) [— p - q sin(Ya + ﬂ'&’,,)-] S(€a+0E )

Ainsi 17incertitude . § ( Xa + aAX) dépend-elle en partie des
incertitudes Sp et §q concernant exclusivement le mouvement de
17écliptique, en partie des incertitudes §( Wa+ AY]) et §( &a + € )
qui entourent la modélisation du mouvement de 17axe de rotation
instantanée. On écriera, pour séparer ces deux composantes:

On note: &( Xa+ BX )= Sa,+ Sa,
Avec: $a, = (2/sin &, ) [Sp + sin( WY + A":P,)] Sq
Et: $a, = (2/sin &, ) [—p sin( ¥ +0Y; ) + q__l S(%Y%+ 0Y)

+ (2 cos & /singa,) E— P - q sin(¥ + ﬂ‘f;)] S( &4 +0E)

(58)

L7indétermination  §ay :
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Celle—-ci provenant directement de 17erreur commise sur 1la
modélisation du mouvement de 17&cliptique, 1l wva de soi qu”elle est
inhérente aux écarts constatés entre les différentes théories de ce
mouvement , écart portant sur les paramétres de base p et q.

A titre d“exemple, on se penchera naturellement sur les
modélisations les plus récentes du mouvement de 17écliptique. Celle qui
est adoptée internationalement s”appuie sur la théorie de Newcomb (1894),
utilise 1les données des masses des planétes adoptées par 1°UAI en 1976
(Lieske & al., 1977), et donne le mouvement de 1“écliptique moyen de la
date t a partir de 17écliptique moyen de J 2000,0 , ceci par
l7intermédiaire des paramétres en vigueur, Mq et Tlg . Elle se traduit
par les deux égalités ci-dessous:

2
sin M4 sin Tlg 4",1976 t + 0",09723 t - 0",000089 e?

- 46",8150 t + 0",05059 t*+ 0",000344 t?

sin nq cos Tlg

Sachant que, en vertu des égalités (54) et (55) ci-dessus:

sinng sin My = 2 p Y1 - ( ¢*+ p?)
N\
2q41-(q* p?)

et compte tenu du fait que q et p sont des quantités
de 17ordre de 107* rd/sidcle et 10 *rd/sidcle, on effectue une erreur
relative au plus de 17ordre de 10°% sur un sidcle (cf .plus haut) en
posant:

sin Mg cos Tlg

(sin =, sin Ty ) (sin M4 cos Tly )
p = q =
2 2

En considérant ces deux é&galités comme acquises, on en déduit les

expressions de p et de q obtenues 3 partir des valeurs conventionnelles
de aip et Ty

p = 2",0988 t + 0",09723 t%- 0",000089 t°

q = -23",4075 t + 0",02529 t + 0",000172 t -

Une combinaison des théories VSOP 82 (Bretagnon P.,1982) et NGT
(Laskar, 1985 a)) permet un développement allant jusqu”d la puissance 10
de t des paramétres p et q. La précision interne des valeurs trouvées est
de 1l7ordre de 1la milliseconde par siécle (Laskar,1985 b)), griace aux
méthodes d”intégration employées, aux déterminations relativement
précises des masses des planétes adoptées, et aux phénoménes de faible
amplitude pris en compt e (dont les perturbations lunaires et
relativistes).

Poussé a 17ordre 3, 1le développement de p et de q donne les
résultats suivants (Laskar, 1985 b)) :

2",0998 t + 0",09698 t* - 0",000111 t*

Py

-23",4046 t + 0",02552 t* + 0",000261 t 3

Il

94
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Dol les écarts associés:

Il

$p = ( p - p,) =-0",0010 t + 0",0002 t - 0",000022 ¢ >

§q -0",0029 t - 0",0002 t*- 0",000089 t 3

Il
I

(q-4q)
Comme, d”aprés (58), &§a, a pour expression :

$a, = (2 /sing ) [sp+ sin(¥+a¥%) sq] .
En assimilant sin( % + 8% ) au terme séculaire Wit de Wa (du fait de
la petitesse de ( Yy + 0¥, ) dans la durée d“un sidcle et de la

prédominance du terme séculaire), on aboutit 3 1 expression de & a,
suivante:

da,; = 5,025 [—0",0010 t + 0",0002 t*- 0",000022 t 3 ]
+ 5,025 [-0",000070 t + ...]
$a, =-0",0050 t + 0",001¢ t* -0",0001 t°
Ainsi, un changement de modélisation du mouvement de
1”écliptique, se traduisant par des valeurs §p et $q données

précédemment, affecte 1la représentation du déplacement de 1”&quinoxe sur
1“équateur instantané, de maniére significative (de 17ordre de
0",005/siécle).

L7indétermination §a,

§a, caractérise 17effet que provoquent, sur la quantité ( XR+-A%J,
. les incertitudes sur les quantités ( Wa+ A% ) et ( g + 8¢ ) de
précession—-nutation permettant de positionner 17équateur vrai par

~

rapport 4 17écliptique de 17époque to.

Concernant $( Ya + OV, ), c”est 17incertitude sur le
coefficient du terme séculaire de ¥ (appelé constante de précession
luni-solaire en 1longitude) qui prévaut. La valeur généralement retenue
(Lieske & al.,1977) pour la date J 2000,0 est:

Y, = 5038",7784 / sidcle .

Fricke (1967), en analysant les mouvements propres d”environ
cing cent é&toiles du FK4 et du FK4 sup , a contribué pour une large part
a4 17adoption de 1la valeur ci-dessus. L7erreur interne concernant cette
détermination est de 17ordre de 0",15.

De nombreuses autres évaluations de la constante de précession
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ont été réalisées , par 1le biais notamment de différents catalogues
d“étoiles. Afin de prendre en compte un maximum d“étoiles, Asteriadis
(1977) wutilise 1les données de mouvement propre de 17AGK3 et trouve un
biais: §Y¥; = 0",11 *0",05 par rapport i la valeur ci-dessus. D une
maniére générale, 1les différentes valeurs obtenues s écartent d une
quantité tout au plus de 17ordre de quelques dixiémes de seconde d”arc
par siécle de cette valeur.

Enfin, les techniques de pointe (Laser Ranging, VLBI),
fournissent depuis déja plus d“une décennie des résultats concluants sur
1“évaluation de ¥, , bien qu”elles montrent encore quelques difficultés
d séparer les deux effets de la nutation et de la précession. En étudiant
les données de VLBI sur une durée de dix ans, Sovers & al.(1984)
constatent wune différence dans 1le terme p4 de précession générale en
longitude ( qui se déduit de "¥; ou réciproquement) de:

Py = -0",17 £ 0",02 /sidcle ,

par rapport & la donnée
conventionnelle (Lieske & al.). Par un travail analogue, Herring &
al.(1983) trouvent un résultat du meme ordre:

Sp‘= =0";11 £i0";02 .
Quant 3 la quantité$( €4 + 8¢ ), son indétermination émane de
17incertitude qui régne sur la valeur 1initiale & de 17obliquité de
17écliptique, de <celle qui entoure 1la variation séculaire de cette
obliquité, enfin de 17incertitude sur 1la nutation en obliquité. Il
apparait que la premidre incertitude prime d“un ou deux ordres de
grandeur sur les deux autres, puisque différentes observations conduisent
a des écarts sur &, de 17ordre de 0",1 , alors que Lieske (1970) arrive 3
la conclusion qu“il n“existe pas d“incertitude notoire concernant la
variation  séculaire de 17obliquité & <Enfin, 17écart entre les
coefficients théoriques de 1la nutation et ceux provenant de différentes
sources ne paralt pas dépasser quelques milliédmes de seconde d”arc.

On se bornera donc 3 attribuer aux écarts §( W+ 8V¥, ) et
S( €4 + 0¢ ) les valeurs indicatives suivantes:

S( ¥, + Y )

0",1 t

]

S( & +0€ ) 0o",1

et 3 rechercher leur effet § a, -

En vertu de (58), on a numériquement:
Sa, = (-5,6.107"¢t) §(y + AY)

+ (1,110t +0,3x1075 t2) S( & + BE )

sa, = (-1",1x10%¢t ) - ( 5",6 x10°¢t?)
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Ce résultat indique que les écarts en ( X4 + 8 X ) provenant de
différentes valeurs de ( Wa + OY,) et ( & + A& ) caractérisant le
mouvement de 17&quateur vrai, sont de 17ordre de quelques dix-milliémes
de seconde d“arc par sidcle ( ce qui est 1“ordre de grandeur des
meilleures observations); il s”agit d“une quantité beaucoup plus faible
que 178cart en ( X4 + AX ) provenant des différentes modélisations de
1“écliptique. (cf. ci-dessus).

Conclusion

Le déplacement de 17équinoxe le long de 1“équateur de rotation
instant anée, matérialisé par le paramétre ( Xa+ AXx ), reste sujet 3 des
corrections, au fur et 3 mesure que 1les théories de 17écliptique
deviennent de plus en plus précises.

Méme si un changement d“équinoxe s accompagne parallélement
d“un changement équivalent sur 1les ascensions droites des objets
célestes, il reste que le besoin de faire correspondre 17équinoxe
conventionnel avec 1° équinoxe réel, qui s“est déja manifesté lors de
17adoption de 1la nouvelle définition (Aoki & al.,1982), est susceptible

-

d”amener 3 17avenir d“autres rectifications.

L"idéal est donc de concevoir un point origine autre que
17équinoxe, insensible aux différents modéles du mouvement de
17écliptique. L7origine non-tournante, outre ses propriétés intéressantes
dans la perspective d“une nouvelle définition de UTl (premidre
partie,1.6) possé&de justement cet avantage.
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I11.10) Les désavantages de la définition actuelle de UTI1

Le premier grief que 17on peut invoquer 3 propos de 1l7actuelle
définition de UTl est sa relative complexité (Xu & al.,1984). Basée sur
le concept de "Soleil Moyen Fictif'", on a vu qu“elle mettait en jeu 3 la
fois 1le déplacement de ce point le long de 17équateur moyen de la date t,
et le déplacement de 1 équinoxe moyen ¥, le long de ce meme plan (cf.
III.7, 1III.8). L7utilisateur courant peut se trouver dérouté par la
contribution de ces deux mouvements dans la formulation conventionnelle
(50). D7autre part, il est amené a se demander pour quelle raison est-ce
que 17on introduit la notion de '"Soleil Moyen Fictif".

De plus, 1la définition actuelle de UTl est une définition
"conventionnelle'" (Xu & al.,1984) dans laquelle interviennent des
paramétres qui sont sujets ad révision, ce qui entraine alors ipso facto
une révision des coefficients du polyndme qui lie le Temps Sidéral Moyen
de Greenwich (GMST) et UTl (relation (50)).

Ce fut 1le cas lorsque a été remplacée 17ancienne formule liant
GMST et UTl par 1la nouvelle (Ier Janvier 1984), en tenant compte de
17introduction du nouveau systéme de constantes astronomiques du FK5
(UAL,1976), du réexamen de la Théorie de la Nutation (UAI,1980), et de
17adoption de 17équinoxe du FK5 & la place de celui du FK4.

Ainsi, 1la correction en é&quinoxe, qui représente 1”ascension
droite de 17équinoxe du FK4 dans le systéme du FK5 (cf .Fricke,1980) est
donnée par:

E=E+Et

avec: E, = 0,06390 s

E-

0,08500 s /sidcle

Cette correction en équinoxe est incluse implicitement dans les
positions et les mouvements propres de toutes les étoiles du FK5. On
notera que 17adoption d“un nouveau systéme de référence et de nouvelles
constantes astronomiques a des effets complexes lorsqu”il s7agit de
transformer UTl: tout doit €tre mis en oeuvre pour que la relation entre
GMST et UTl soit modifiée sans qu7il n”y ait de saut en valeur ou en
variation de UTl a4 la date du changement (Aoki & al.,1982).

En second 1lieu, on remarquera que l7actuelle définition de UTI
fait intervenir 17équateur moyen de la date t, et non pas 1”équateur vrai
de cette méme date. Ceci semble paradoxal, dans la mesure old 17&chelle de
temps UTl est sensée représenter au mieux les variations de la rotation
terrestre. En particulier, & la quantité S, qui sert 3 la localisation

de 17origine non-tournante 5, sur l17équateur moyen, et qui s”exprime par
(41):

‘-
S, = (1/2) J; 04 d Ta , devrait se

substituer une quantité § , telle que:



-93- j

t

2
s = (I/Z)J ( 04 + A0 ) d("§,+0§ ) , dont
to
le rBle serait de définir une origine non-tournante & cette fois-ci sur
178quateur vrai. Aussi (ce sera 17un des objets de la quatriéme partie).
cette substitution aménerait-elle wun surcroft de précision quant 3 la
définition de UT1 elle-mé&me.

I1 faut ajouter & cela 1la conclusion du III.7, en vertu de
laquelle il est 1impossible de concevoir un point fictif ayant 3 la fois
un mouvement uniforme 1le long de 17équateur moyen, et dont l17ascension
droite serait rigoureusement égale, 3 tout moment, 3 la longitude moyenne
du Soleil. Newcomb (1895,p.188) montre ainsi qu”un point qui possé&de un
mouvement uniforme en ascension droite par rapport & un référentiel
inertiel tend A& s”écarter d“un point dont 17ascension droite est égale 3
la longitude moyenne vraie du Soleil, d”une quantité de 0%¥,020 par sidcle

carré.

Enfin, on a pu se rendre compte de l1l7incertitude que pouvait
amener la modélisation du mouvement de 17écliptique sur le positionnement
du point origine qu“est 17équinoxe pour la détermination du Temps
Sidéral et du Temps Universel (III.9).

C’est en mne perdant pas de vue 17inventaire de ces différents
désavantages entourant la définition actuelle de UTl, qu” on effectuera
1"étude approfondie de 170rigine Non-Tournante dans 1le cadre de la
rotation terrestre, étude qui fait 17objet de la partie & suivre.
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IV.1) Généralités

La premiére partie du présent travail a été consacrée 3 la
présentation de 170Origine Non-Tournante, ses implications fondamentales.,

ainsi qu”a son wutilité majeure. qui est la définition conceptuelle du
Temps Universel.

On se proposera 1ici d° ajouter quelques é&léments d“étude
servant de complément 3 cette. premiére partie. Ils concerneront la
détermination rigoureuse de 1°0rigine Non-Tournante (cf.1.5). et de 1la
quantité s qui s’y trouve associée (cf.I.8), sa localisation par rapport
& 17&quinoxe. le nouveau référentiel qui s”y trouve associé, ainsi que la

trajectoire qu”elle décrit.
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IV.2 ) Identification des angles d”Euler.

On se donnera ici comme référentiel de base le référentiel
quasi-inertiel R = (0,X,,Y,,Z,) tel que (0X ) passe par 1“équinoxe moyen
de t = J2000.0 , (0Z, ) par 1le pdle de 1”écliptique de t, , (OY,)
complétant le triédre direct. A noter que ce choix peut paraftre peu
judicieux dans 1la mesure ol 17intérét majeur de 1°0rigine Non-Tournante
est d7utiliser un plan de référence quelconque. Néanmoins, il permet
d7utiliser au mieux les données de précession et de nutation
traditionnelles, et d“effectuer de manidre simple le rattachement entre
17équinoxe et © (il conviendrait, 3 ce titre, d"ajouter des termes
provenant du décalage, & t=to, entre l7origine polaire et le véritable
péle de rotation instantanée a la date to, comme ce fut le cas dans la
premiére partie, I.11).

Quant au référentiel terrestre R=(0,x,y,z), c”est celui qui a
été précédemment défini en III.3 .

Les deux référentiels R, et R ainsi établis, on se référera
la figure 23, ol sont représentés les angles d“Euler relatifs

-

17équateur de rotation et & 17équateur de figure (cf.IL.4) .

YR

0 , angle d7inclinaison , mesure l17écart angulaire entre les
axes (0Zo) et (0z) . C”est donc l”angle entre le plan de 1”&cliptique

fixe de 1la date to et 17&quateur perpendiculaire 3 1”axe 0z de la date t
considérée.

¥, angle de précession , mesure 1”écart angulaire entre (0Xo)
et la ligne des noeuds (0 ¥ ), qui est 1l7intersection des plans de
17écliptique de la date to et de 17équateur de figure de la date t .

¥ mesure 17écart angulaire entre ¥ et le méridien de figure
origine (x0z). C7est donc 1”angle entre les points vy et A (Figure 21)
le long de 17équateur de figure.

——

L = %pa

Un autre jeu de variables d“Euler (II.7), (¥ -, 0 - ¥ -),
permet de situer le réf drentiel R™=(0,%x",v"527) 1lié 3
1°0rigine-Non-Tournante , tel que (0,x”,y”) soit confondu avec 1”équateur
de rotation, Ox” é&tant porté par 170Origine-Non-Tournante positionnée
arbitrairement a la date to, et Oy~ lui étant directement
perpendiculaire. 0z” sera , en ce qui le concerne , porté par le pSle de
rotation instantanée.

On sait qu“un trés faible &cart sépare le pGle de rotation
instantanée du pdle céleste des é&phémérides (CEP). Dans l”espace, cet
écart est constitué principalement d“un terme constant, d“un terme
semi-annuel et d“un  terme semi-mensuel d“amplitudes trés faibles
(cf£.1.17). I1 nous sera donc permis, lorsque des calculs relatifs au
mouvement de précession et de nutation du pBle de rotation instantanée
seront nécessaires, d7utiliser les valeurs numériques associées au
mouvement du CEP. Une discussion devra porter a posteriori sur 1”erreur
causée par cette identification.



Xo

Figure 23
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)

De 13 s”ensuit 1le rapprochement entre les angles d”Euler W ~
et 0 ° relatifs au pdle de rotation instantanée, et les notations
usuelles de "La Connaissance Des Temps' (Lieske & al..1977).

0, angle d"inclinaison. mesure 1”écart angulaire entre les axes
(0.z7) et (0.Zo). autrement dit entre 1”axe instantané de rotation de la
Terre et 1la direction du pdle de 1”écliptique de to = J2000.0 . Ainsi
(Figure 22)

07 = ( wat BEy) (59)

0€; désignant 1la contribution supplémentaire apportée par le
phénoméne de 1la nutation 3 1”angle wga y que forment entre eux le plan de
17équateur moyen de la date t , et le plan de 17écliptique de la date to

CITE.S5).-

i angle de précession ., mesure 17écart angulaire sur
17écliptique de la date to = J2000.0 , entre 1“&quinoxe ¥(k), et le noeud

descendant de 17équateur de rotation instantanée sur le dit écliptique.

Ainsi (Figure 22)
Y = -(Wa + OYL) (60)
AYydésignant la contribution supplémentaire apportée par le

phénoméne de la nutation sur 17angle ¥, (cf.III.5). On notera que ¥, et
sont comptés positivement dans le sens rétrograde.

-~ . . - . = = Ly <
¥-, enfin . designe 17&cart angulaire x5 06 , sur 17équateur
instantané de rotation . Sa détermination s“établit par le calcul , 3
17aide de 1la relation (20):

d ¥ =-4a¥Y" . cos O

Soit: d ¥~ d(Y +0%) . cos(wa + 06y ) (61)

On peut en fin de compte dresser un tableau récapitulatif des
correspondances entre les angles d"Euler, et les dénominations qui les
représentent . lorsqu’on passe du référentiel Ro au référentiel R d”une
part , du référentiel Ro au référentiel R” d”autre part (cf. Tableau 1)

Remarque

Les coefficients des paramdtres Af et AV de 1a nutation
luni-solaire en 1longitude et en obliquité, par rapport a 17écliptique
E(to) ont fait 17objet de tables, comme celle &tablie par Woolard
(Woolard,1953,p.138-141), qui s”est appuyé sur un modéle de Terre rigide,

a
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TABLEATU 1

Référentiel de base

Référentiel mobile

Angle
d'Euler

Notation
correspondant

Ro R 4 Y
(l1ié a la Terre)
/
Ro R' . L4 Qir
(1ié a 1'axe de
rotation de 1la ’
Terre) e g
/ 4
_ _ Y EP:Hgfkﬁ
Ro R(C.E.P) W -CYA+A":L’:,,)
(1ié au pole
céleste des
éphémérides) o (w, + DEL)
_ _ A
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ainsi que sur des valeurs conventionnellemnt adoptées de la constante
principale de 1la nutation de 17époque, ainsi que de 1la précession
luni-solaire en longitude.

H.Kinoshita a développé depuis une théorie différente de celle
de Woolard (H.Kinoshita.1977) toujours basé cependant sur un modéle de

-~

Terre rigide. Cette théorie ne s”&labore pas & partir des paramdtres
classiques d“Euler. mais a partir des variables d”“Andoyer (Andoyer,1923).
De par ce choix. il a été amené 3 adopter 17écliptique mobile E(t), de 1la
date comme plan de référence. La raison de 17adoption de ce systéme
non—-inertiel résulte de ce que 1le développement de 1la fonction
perturbatrice luni-solaire s“en trouve avantageusement simplifiée.

De cela, il résulte que la détermination actuellement adoptée
de 1la nutation du CEP qui provient de 1la théorie de Kinoshita ,
s”“appuyant en outre sur un modéle de Terre plus proche de la réalité que
le modéle de Terre rigide (puisqu”on y intégre un noyau fluide et un

=

manteau é&lastique) s”effectue non pas par rapport 3 un plan inertiel de
référence, mais par rapport 3@ E(t). C7est la raison pour laquelle il nous
est utile d7utiliser des formules 3 1la fois simples et précises
permettant de relier entre eux les couples de paramétres ( 8¢ , oY )
émanant des Ephemérides, et ( A€ ,8Y;), relatif 3 E(to). C7est ce qui

fait 17objet de 17annexe III.




-101-

IV.3) Le positionnement de 1°0Origine Non-Tournante & 1liée au’mouvement
de la Terre dans l”espace par le biais des angles d’Euler(Figurelaw)
|

Le cheminement par 17intermédiaire duquel on peut positionner
3 partir des angles d”"Euler est le suivant (cf.II.8)

(a) Tout d”abord . par le jeu de paramdtres:

&’

(WA +A€1)
Y o= -( Y +4Y) .

on obtient directement 1“orientation du pole de rotation

=

instantanée de 1la date t par rapport 3 Ro , et par voie de conséquence
l“orientation de 17équateur E (t) par rapport 3 ce meme référentiel . Le
noeud descendant de E (t) sur E(to) , 3 savoir N°(t) , est lui-meme dés

lors parfaitement défini .
Alors, en vertu de (61)"

® - (t)

I

®“(to) - I: (cos 6’ ) . d¥~

/’—'_\
N (t) & (t)

/-—-\
N-(to) 0(to) - | (cos 6 ) . av -

te

Et donc , en remplacant W 7 et 0~ par leur valeur
respective., donnée en IV.2
g L T S F
N (t) 6 (t) = N7 (to) o (to) + Jr cos(uwgq +08€4 ) . d(¥, +0Y,)
(62)

Rappelons que 1le choix initial de 170Origine-Non-Tournante est
arbitraire . Ce qui importe n“est pas sa localisation a4 1”7instant to ,
mais la manidre dont il se déplace au sein de 17équateur de rotation
instantanée (Il ne répond qu”3 des exigences liées 3 la cinématique, et
n“est défini qu”a une constante d”intégration prés)

On peut cependant , pour des raisons évidentes de commodité ,

faire coincider 1°0rigine-Non-Tournante 3 l7instant to avec 1y (to) , ce
qui donne alors:

— r
R() 6 (6) = cosCowa+06).d(% + 0% )
bo
(627)
En utilisant les développements en vigueur (cf. '"La

connaissance des Temps'), on présentera les quatre paramdtres associés
sous la forme:
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2

Wy o= &+ g+ ...
Yo = Wt + Wt + ...
AY, = a, sin( w; b= ‘f.)

v=d

n
NEy = ‘2'_1 b; cos( wib- %)

Développons alors le second terme de (63):
¢
L cos( wa +086) . d( % +0%)

‘-
= |7 cos(E + e+ ME) L d( it + wE+AY)
to

~

On admettra qu”a une quantité du second ordre prés:

cos( wa + 8&y)

cos( & + Sztz+ DEy)

Il

E:os € - ( €.t"+0¢) sinf,l d(y, +0v;)

Alors , on peut considérer que

t
Jt cos(wga+0& ) d(H; +01)

[cosf., - ( Eatz+ﬂf¢) sin 8,,] d(Yy +0%)

- t
= l_( Y, + A%y ) cosf.]: - sin &, f (gt +0€ ) d( Wy +0% )
() l.(l
Soit:
— e
N“(t) & (t) - N (to) € (to) (63)

t
t
= [( Yy + BY¥L ) cos &,] - sin & j( £, tt+ 0& ) d( 4y, +4% )
to
ko

Dans 17annexe JI¥ , on effectue tous les calculs relatifs 3 ce
développement, par 1l intermédiaire des quantités transitoires Ys , Yp, Ym
(les indices faisant références aux mots ''séculaire'", "périodique", et
"mixte'").Alors, en utilisant ces quantités transitoires:

/‘ﬁ\ /’“—\
N“(t) 6 (t) - N (to) €& (to)
¢
= E Yy + 0% ) cosa,] - (Y¥s + Yp + Ym) sin g
b
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(&Y /3) £2 + (& %/2) t'+ ...

Avec: Ys

Yp

(1/2) ¢ 2 ab w)t

£ (1/8) (2, abrsin(2(wi t - % )))

=
n (b;a; w, + b, a w
+2 2 © " ) sin((wi+w; )t = ( &+ %))
Lt YA
- 2C w + wy ) .
" B (b; a. w; — b aquc)‘
+.2- Z = . sin((w;—u‘-)r_—(\ﬂ;-@j))
=i F&0
L 2( wi = wy )
Et:
ja) &
Y,.= Y, . [% (bs/ wi ) sin( w;t = <& ):L
+2 Yt . [2“‘_ (be/ wit) sinC wit -4 )]
(=4 )
w2 B e [%(b;/waz) cos( wit - ¥ )]:
s &
+ Es &&s [~-¢ a;sin( wy t = ¢ )]o
+2 &t . [ 2 (a/we) cos( it —% )]
-r\ (=
-2 & [ 2 (a/wt) sinC et - )]
iz4 3 e

A la suite de tous ces calculs, on peut dés lors développer jusqu“a un

ordre d”incertitude inférieur 3 celui des observations (5.107¢ "),
1”expression mathématique en vertu de laquelle se localise o (t):

Ainsi, en posant: to = 0 :
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-+

N (6) & (t) - §(to) O (to)
( Wicos € )t

(Y, cosé )t*

(¥ cosé )t’
B 52 a;sin( wit - 4;))]: cos &
[ &% /3) sin&] ¢2

[ €& % /2) sing] ¢

[ 2 abewo) (sina /2)) ¢

€ 2 acb:sin(2(wit -] (sin & /4)

" E
sin & {'Z’ Z I (b; a, w; + b$ a; wi )} sin(( Wi+ Wy > - (‘2\‘+ f“)ﬂ

2(w: + w; )

n
sin & [2:1?‘. (b;a; wy + b
2(w; = wy)

(W,ysin & ) [E-:Z:‘:(bi/w;) sin( wot - ) ]F
(2¥,sin & )t [gi(b;/w;) sin(w t - )]:°
(2, sin & ) {éi(b:/uxz) cos( w; t =¥ ) }&
(&osin &) [ 2 apsinCwce - 2 |0
2 tnsin &)t [ Z e/ wo) cosCor ¢ =% ]
(2&, sin &) Lé(a;/ wi*) sin( wot - ‘L-)]:

(64)

a; w, ) " sin((w"— ‘U) )t i (\:2\_\2))) ‘

o




H
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Développement numérique de (64)

On se contentera de ne prendre en considération que les termes
dont 1”amplitude dépasse 5.10°° " sur un intervalle d“un sidcle julien.

Les expressions numériques des quantités relatives a 1la
précession  sont celles de '"La Connaissance des Temps'" (Lieske &

-

al.,1977), ainsi que celles relatives 3 la nutation (Wahr.1981).
L°époque de base ( la date t = 0 ), est J2000,0

Alors: I

(a) (YL cos& )t + (Y cos€ )th + (Y% cosf. )t

= 4622".61410 t + 0",98400 t° - 0",00105 t°

(b) (- (& ¥/ 3 )sing ) t° = -0",00017 t3

() - [Z (adiw)/ 2]t sin€ = =0",00385 t

() - ( Z ab;sin( 2 (wt -%)) /4) sing = +0",00006 sin 28
(&) - ( Ysing )  Z (bi/w ) sin (wit - %) =+0",00265 sin &

& &tant la longitude du noeud ascendant de 1”orbite lunaire.
D70l 1l expression numérique finale:
() o () - ¥ (o) o (to) - (647)
= 4622".61410 t + 0".98400 t* - 0",00122 £+ (AY) cosé,
0".00385 t + 0",00006 sin 28 + 0",00265 sin &

(to) é&tant arbitrairement choisie sur 17équateur de rotation de t = 0.

Remarque

Dans leur &tude de 1la relation entre 17équinoxe et 170Origine Non
Tournante, Aoki & Kinoshita (1982) font intervenir les quantités:

(Aq), = AY cos €, + 0",00264 sin & + 0",00006 sin 2 R
Et: (A q)s = - 0".00388 t
Qui sont étroitement en accord avec les quantités correspondantes ici:

(8 q)p= 0% cosg + 0",00265 sind& + 07,00006 sin 2 R




-106-

Et (4 q), =-0",00385t
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IV.4) Expression conventionnelle de 1”ascension droite de 1°0rigine
Non-Tournante s (t)

Le point de repére traditionnellement utilisé en astrométrie
étant le point ¥ , ou é&quinoxe, il peut paraftre intéressant de
connaftre 17&cart angulaire entre 17équinoxe vrai X et 170rigine
Non-tournante &  sur 17équateur de rotation instantanée de la date t.

En fait. cet &cart angulaire ne fait intervenir qu”une quantité
supplémentaire, qui est ( x4 + 8X ), par rapport aux paramétres dont on
se sert pour localiser o (t) par rapport au noeud N°(t). En effet,
conf ormément au chapitre précédent, en faisant coincider < (t,) avec
N7(t.,):

— v
W) & (1) = | cosCwatdEr) a(¥ + 0% )
—_ Fo= T s — _
Mais: N“(e) & (£) = N(t) ¥y (t) + Y(E) & ()

( Xa + 0% Y%  FlB) &)

Et donc, par substitution:

k .
T 6 (©) = | cos(uwn +06 ) AUt 0% ) - (Hatdx ) (65)

Le paramétre ( Xa+ 0X ) ne dépend que du mouvement intrinsdque de
17écliptique. L7incertitude qui le caractérise a &été évoquée en III.9
II1.9
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Figure |2 ¥
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IV.5) Une autre manidre de définir, par le calcul, 17ascension droite de
1°0rigine Non-Tournante, en utilisant la quantité "s'" (Figure 3%)

On ne prend plus ici comme plan de référence inertiel (0,X,,Y, )
le plan de 17écliptique moyen E(t.), mais le plan de 17équateur E,(t,)
On pourra choisir ainsi comme référentiel inertiel R,= (0,%,,Y,,Z2,) tel
que (0Z, ) est porté par 1”axe de rotation instantanée de t, , (OX,) par
17équinoxe ¥y (t,) et (O0Y,) complétant le triddre direct. En reprenant la
terminologie du chapitre II.12:

d est 17angle que forment entre eux les plans des &quateurs Eq(t)
et Eq(t) E permettant de localiser le noeud de ces deux équateurs.

Ainsi: d = (a+ 00)
E = Ga+ 0% )
De telle sorte que: (E + 3) = % -( 34 + 87 ) deslgne 17é&cart

angulaire, sur Egq (t, ), entre 17axe OX,et le noeud ascendant Q de E (t)
sur E, (t). On sait que la localisation de 6 par rapport a Q(t) peut
s“effectuer par le biais de la quantité s

- — e . . - —
5 = o(t)Qt) - o)l )= - fh (1-cosd) dE

(66) = (1 -cos(0a+80)) d( g, +07)

Du fait que ( 84 + BV ) est un angle trds voisin de 0, on peut dcrire:

— r
T = &) @) - &(t,) de ) = Jh, ((Ba+80 )/ 2 ) da(q+8Y)

(67)
(cf. terminologie chapitre III.5)

Or, les équinoxes ¥ et ¥ (t) sont 1liés par la relation:

— . 7 — -

¥ (£) Qle) - F (o) Qlt ) = (Ga+ 87 )+ (za+ 0z )  (68)
Par soustraction de (67) avec (68), on obtient 17ascension droite de
1°0rigine Non-Tournante:
— T /"—\
y(£) € (£) - ¥(t) o (&) (69)

( @A+ A} )+ (274 + 02 ) -5
(Ta+ 83 )+ (2t 82 )= | Coa+00 $a(y, +0% )

°
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oo (G, +4% ) désigne 1la précession générale en
ascension droite.

Conclusion

En guise de conclusion, on retiendra qu”il existe deux manidres

de donner 17expression de 1”ascension droite de 1°0rigine Non-Tournante ,

Dans les deux cas, on fait intervenir la précession, que ce soit la

précession en longitude (relation (68)) ou bien la précession générale en
ascension droite (69).

Or, si déterminer 17ascension droite de 170Origine Non-Tournante
revet un intérét dans la perspective d”un rattachement entre ce nouveau
concept et le point origine actuel qu“est 17équinoxe, il ne faut pas
néanmoins perdre de vue que : 17un de buts principaux de 1°0rigine
Non-Tournante est justement de s”affranchir de 17équinoxe. Ainsi, la
quantité § permet justement de définir & en ne considérant que le
mouvement relatif de 17équateur de rotation instantanée par rapport a3 un
équateur origine. ’
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IV.6) Expression de la quantité "§" en fonction des paramétres (Yo + DY)
et ( Wo + 051).

D"aprés ce qui a été vu au chapitre précédent, § s“exprime trés
simplement en fonction des paramétres relatifs au seul mouvement de
17équateur, a savoir (4, + 8% ) et ( 64 + A& ). Or, il s”avdre que les
données de A7 et A0 relatives & 1la nutation, n”émanent pas
directement de 1la théorie. On peut néanmoins les déterminer a partir des
données de A€, et de AW} relatives au mouvement de 17équateur de
rotation instantanée par rapport au plan quasi inertiel de réf érence, et
qui, en ce qui les concerne, sont déterminables par le calcul (Woolard,
1953, Kinoshita, 1981) (éventuellement en utilisant au passage les
relations de 17annexe . ;é&tablissant un lien entre le couple ( A& ,AY )
et le couple (L& ,0Y ).

On s”attachera donc ici 3 présenter la quantité "s" sous la
forme d“un développement en fonction des paramétres (wpg +0¢& ) et (Y4 + av

i

Sous sa forme primitive (cf. relation (66))

) .
§ = I (1 = cos( G4 +40)) - Ay, +07 )

Yo

I1 va donc falloir établir la correspondance suivante:
Oa + 06 — W+ D&
Ga+ Yy ——————» W+ 0y

Dans le triangle sphérique de 1la figure 23 , dont les cotés
sont N7(t), N“(to), et Q°(t) , on obtient de suite la liaison suivante

cos( ba+ 00 )

¢

= cos(waq+ B& ).cos €, + sin(wa+ O0& )esin€, .cos (Y4 +0V)

D”od une nouvelle expression provisoire de s

S= ) (1 -cos(bat 80)) . a(y, +0Y)

v
§ = )u( 1 =(cos(wa+ 88 ).cos £, +sin(wa + 0& ).sin & .cos( Yy + B%L)).

d(Fa+ 0% )

I1 reste a substituer 3 d(g,+07 ) une expression numérique ne
faisant intervenir que (Y% +0¥ ) et (wWa+0& ) , ou bien leur dérivées
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respectives . Pour cela on utilise le jeu d”"équations provenant aussi
des relations classiques du triangle sphérique
cos(wy + A€y) (70)

= cos € .cos(ba +40 ) + sin & .sin( 0y +06¢ ).sin( Ta +A} )

sin( 64 +040 ) (71)

= (sin(Y +8% ) . sin( wy +061)) / cos( T4 +47 )

cos( On+ AU ) (72)
= cos € .cos(Wwya+0& )
+ sin & .sin(un + 064 ).cos( % +4Y%)
En remplacant dans (72) les expressions de sin( Oa+ 80 ) et de
cos( ®a+ 00 ) données par (70) et (71) , on élimine les variables

indésirables

cos(wa + 06 )

cos®é, . cos(wa + A&y )

+ cos € . sin f . sin(wa + A& ) . cos( W +0W )

+sin & . tang( Yo+ 47 ) . sin( Yo+ AY ) . sin(ws + 8€ )

Et , par conséquent

sin®€, .cos(wa+0€ )

= cos fo . sin & . sin(ws +A46 ) . cos( Ya +0Y )

+ sin & . tang(Ba +0% ) . sin( Ya+AY ) . sin(wy+ 861)

Do 17é&tablissement d“une relation entre (‘gq + 0% ) et les variables
""primaires"

tang( Ga +47 ) (73)

(sin & .cos( wa +8& ) - cos & -sin(wa+0& ).cos(Ya +a¥, ))

Siﬂ( “f’q + AWL) . sin( (-U4+ Af{ )

Par dérivation de (73) membre 3 membre , on obtiendra alors une
expresssion premiére de d( Gqa + A7 )

(1+tang‘(-§n+ﬂ}')) . d(7,+a73 ) = (N /D) ,
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"N'" signifiant qu”il s“agit d“un numérateur.
"D" signifiant qu”il s”agit d"un dénominateur.

L expression de D est simple : D = sin®( ¥ +4Y, ).sin® (wq+ 06 )
Pour sa part, N aura pour expression:
N

= |- sin€& . sin®(wat 8&) . sin (% + B¥)]. d(w, +06 )

- [(cosf.,.cos (wa + 06 ).sin (wa+ Bé&).cos( % +0Y, ).sin(¥ +8Y )zl.
d(wq +06& )

+[cos£, .sin"(w,\ +06& ).sin®*(wa+ 064 )]d( Yo +0Y,)

—[sinEo .cos (Wwa+ 46 .cos( WY + A ).sin (wa +0& )].d( Yy + 4%)

—[sin{,, ccost( wat+ 0& .sin( ¥, +4Y ﬂ.d( wa + 0&)

+[cos& .sin*(wa+ A& ).cos® (W + A% ).d( % +4¥, )

+[cosé; .sin (wa+ 868 ).cos (wa+ A& ).sin(Wa +AW ).cos( Yy +8WL).

d( wqg + A&.)

Dans cette expression , on constate que le second &lément du
second terme ainsi que 1le dernier s”annulent , d”autres donnant lieu 3
une simplification , ce qui améne 17&quation finale
N=[-sin& . sin(Y¥a+0%)]. d(wa+06)
+[cos£° . sin®(wq+ 0é& )]. d(¥ +2Y%)
—[sin o .+ cos (Ya+nAy Decos(uwy+ 864 )osin(wa+0 8 E].d( Yo +0%)
Ainsi

-(sine( Ya +0Ws ).esin®( wat+ A6 ))

] . d(g, +07)

cos?( Tat07)
= (-sin & sin(Y +A0%) ) . d(wa+ B&d)
+ Ecos Eo sin® (wa + 0&)
- sin & sin(wa+ A& ) cos(Ya +8% ) cos(wa +061)]d(% + ay,)

Cependant , d”aprés ( 71)
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3
(SLn(w.q+d&) . sinz( +48y))

cosQ(§A+A; ) =

sin®( G +0406 )

(1-cos(Batat)) .d(q, +4% )

(1 -cos(8yg+8b ) ) . (1 +cos(&+40)) .d(7, +47 )

[~sin& sin( % +0Y% ) d(wa+06 )
+[(cosﬁ, sin® (wgq+ 064)

- sin& cos(Yya +4Y% ) cos(wy +06; ) sin(uy +46& )]d( W + 0V )

Rappelons que 1la relation (66 ) &tablie précedemment nous donne la

formulation simple de '"s"

8 = f (1 -cos(ba+806) ) .d(g,+ 47 )

to

Or , en vertu de 17égalité précédemment trouvée , il est alors
possible de modifier 17intégrant ci-dessus de.-telle manidre 3 1 exprimer
en fonction des paramétres désirés .

5

£ sin fo sin( Y4 + A¥)
= - . d(wg + 0& )
/

(1 + cos( Ga+ a8 ) )

o

(sin & cos( wa + B& )cos( Y4 + 04 )sin(wa + A€ )—cos & sin"(wa +06s )

(1 + cos(Oaq+80 ) )

d(Ya + 8 W)
Mais , en vertu de (72 )
cos( Op+ 00 )
= cos & cos(wg+ 488 ) + sin & sin(wa + A& ) cos( Y4 +0v )
D00 , en guise de conclusion , 1la détermination rigoureuse de s en

fonction des variables & , wgq, W , D& , 0¥

( sin & sin( Yy + aw) )
A (1 + cos & cos(wat+déy ) + sin & sin(wy+86) cos(y+0%) )

.

t
(sin € cos(Wat+ A& )sin(wa+ 0&)cos(Y+A% )—cos £, sin® (wu+86&))
- , = LA(Y+0%)
(1 + cos & cos(Wa+Aéy ) + sin & sin(wa+d6€) cos(¥+aw))

9

(74)
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Voild 1le résultat recherché , qui consiste 3 n“inclure dans
1”expression développée de S que les variables que 17on pourrait
qualifier de 'primaires'", i savoir U s B s 8% 4¢, |, lides au
plan de référencede 17écliptique moyen de la date t = J2000.0 .

En utilisant cette é&galité , on peut donc prétendre que
17incertitude avec laquelle s”entoure §, ne dépend que de la précision et
de 17exactitude des différentes quantités servant 3 évaluer précession et
nutation luni-solaires par rapport 3 un plan fixe , en 17occurence

17écliptique de J2000.0
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Iv.7) Développement complet de "S" en tenant compte de certaines
approximations.

Au vu de 1l expression de "8" telle qu”elle nous est donnée par

17équation ( 68§ ), il va Btre possible d”“en effectuer le développement |,

<

aprés s @tre au préalable livré a des approximations largement justifiées,

Tout d“abord , on constatera que le dénominateur commun aux

~

deux intégrants pourra etre assimilé 3 2 . Effectivement
1 + cos & cos(wg + A€1) + sin €, sin(wy + 8&4 ) cos( Y, + AY1)
=1+ cos ¢ cos(wa+ BEs) + sin & sin(wa+A4ey)
- sin £ sin(wa+ A€) ((% +4% Y /2) + o((w; + 4%)")
=1 + cos(wy = & +861) = (sin€ /2) sin(wa+ A6y ) ((Ya+0wy )?
+ o(( +0% )
=2 - ((Wa-6& +86,)7/2) - (sing, /2) sin(wa+0E4) (Y +0% )"
¥ o, (Y% +0%)",(wh -6 + 06,0

Majorons la valeur absolue de 17erreur commise , sur un
intervalle de 100 ans :

(Wa- & + Af ) < 5.10°(rd)

Donc: (wa - & + A€ )L < 5.107°
2

Toujours sur ce méme intervalle de 100 ans =
(% + A ) < 25,5 . 107 (rd)
(% + MY ¢ 7.10*%
Et: (sing, .sin(wa + A€, )/2) < 1074
Doit ¢ (sin(wa+4€.) . sin& ) . ((H +A%)/2) < 7. 1077
Et 1l7erreur relative , majorée , sur s , due 3 17approximation :

€A 5/8) < (7/2) . 107° = 3,5 107°

En conclusion , en assimilant 1le dénominateur des intégrants a 2 , on
effectue au pire sur s une erreur relative de 5.10° .A posteriori , il
sera utile d“évaluer l”erreur absolue correspondante commise sur s , une
fois mesuré 17ordre de grandeur de s .

En tous les cas , 1 approximation qui vient d“@tre réalisée
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débouche sur 1la formule 1littérale suivante de § , nettement simplifiée
par rapport 3 la précédente :

“s(t)

t—
= —/ (sin€ .sin(¥ +AYL) . d(wy + A£L)
%o 2

+j((cosfo sin®(wy +0¢y)-sin €, sin(Wa +D€s)cos(wa +0&)cos( ¥y + %)) d(Ya+ Aty )

te 2
I1 sera alors utile d”effectuer les approximations suivantes :
(al)

sin(wgq +4861)

sin(€ +w,-& + A€L)

sin € + cos & . (wa-6 +08) + o ((wa—fo +064) )
(a2)

sin®(w, + A€L)
= sin%€ + sin 2€ (Wa-& +A€) + cos®, . (wp-6& +0€)

+ o((wa- 6 +0£,)°)

(a3)

cos( ' +AYL)
s 1 - (A2 + o (Cup+ b))
(a4)
cos(wy + 4 &)

cos( & +wa-6 +0€1)

Il

cos g, =sing (wa-& +06) - (cos £ /2).(wr-€ +4¢ )2
+0 ((wp-6& + 06 )

Ainsi , le numérateur N, du second intégrant de s prend
17allure suivante :

N,= cos &, sin( W+ D8 )
- sin€, sin(wa +A€s) cos(wuy +AfL ) cos(Wa + A¥)
= cos § sinlf; + cos fo5in 28 (wWa=-6 +D0E1) + cos’E& (wy & +08)F

- sin§ .[(sinEo + cosg (wa-& +0€1)) . (1 - ((H% +0¥ )1/2)_)] .
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[cos&, - sin& (wy -6 +08€1) - (cos & /2).(wa - & +A&)L]

o ((wa=6& +0e ), (W% +4%))

cos & sin%€,

cosf sin2f, (wa- & + 0€1)

cos’£, (up-6 + A&y )L

sin*€, cos &,

sing (wa -& +0¢)

((sin?6 cos & )/2) . (wy - & +4€1)T
sin €, cos £ (wa - & +0€L)

sin?€, cos & ((wp - & + AEy )L

+((sin€, cos?f, )/2) (Y +4%)*

+((sin& cosZ€, /2)) (wq - & +A£1) (Y +0%)°

~ (sin%E, /2) . (Y4 +A% Y (wq- & + BEL)

+

N

p]

((Wa-6 +860 Y, (Y +0% Y, (wa-6 +06).(% + A4, )

(cos €, .sin 26, - siné, cos?f. + sine, ) (wa-6& + déy)
(cos?& + ((sin%f, cos & )/2) + sin®& cos & ) (wa-6, +4€4)*
((sin®, cos € )/2) (4u +0% )™

((sin& cos?¢, )/2) - (sins /2) (Y +0W) (un-& +0£L)

sin & (wp =€ +0£y)

+cosfo (1 + (sin%é, /2)) (wWa-6 + L&)

+ ((cos &, sin?g, )/2) (Y% +Ay )?



-119-

+ ((sin €, cos 26)/2) ( wa- € + 0EL ) ( ¥ + 0w, )

+0 (( wa= & +BEG N, (Ta+ AW ) (wa- g + 0& J.(@+0% )
(75)

D“une manidre tout a fait analogue , il est possible d”envisager un
développement limité du numérateur du premier intégrant de s :

=
1

(-sin & ) . sin( %, + 0% ) (76)

(msin & ) . ( ¥q+ A% ((¥a+ 0¥ )/6) + 0 (( Y + 4% Y)

En tenant compte de (75) et de (76), ainsi que de
17approximation consistant & substituer 2 au dénominateur des deux
intégrants, on en arrive 3 la formulation simplifiée de § suivante

s(t)
= —j:(sinf. /2) [( o + A% ) - (( Ya + Alkl.))/é)] . d( wa +08& )
+f:(sin 6/2) (wa-6 + 46) . d( %+ A% )
+/:(cosf- /2) (1 + (sin®& /2))e( wa =& + BE ).d( ¥ +4Y )
+J:’((cos & sint& )/4) . (W + Ay . d( Yo+ 4Y)
+jf((sin € cos 2& )/2) ((Wa - & + O60) (Y4 + AV, Y d( ¥, +0% )
¥ oo (Cwn - & +8 Y,(%+ay Y wi-6 + 06 )% + ay))

I1 n”est pas inutile de rappeler qu”il ne s”agit ici que d”un
développement 1limité au troisiéme ordre en ( wa - & + A& ) et en ( Y +4y

la 1limitation & cet ordre s”expliquant aisément par la faiblesse de
ces quantités . Aprés un regroupement des termes croisés :

. ((Wa-& + A5 ) d( g + b))
et - (Y + AY, ) d( wa - & + 0&)

’

et une intégration évidente , on aboutit 3 un développement relativement
succin de s :
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s(t)

t
= (sin E° /2) .J[( Wa - & + D&, ).d( Wa. b L\‘-V.L) - ( WA »I-OW,_).d( Wy + A(-Lﬂ

° 13
+ ((sin%€s . cos & )/12) . [( Ve + 0w )3 ]°
¢
+ (sin € /12) J ( LIJA + dl}‘f )-d( wpy + dgi)
+ ((cop e ThY.(Ieaints, ) - JP ((wa- € + 06 Y. d(% +aY )

+ ((sing, .cos & )/2) . j‘( Wa- & + D6 ).( W4 +OWL Y.d(Up+ 0W )

[

3
+ 0(("”A‘E-+A61),( LPA +0\P4. )1'( Waq — €o+A€L )29(%-‘-0"'14)")

7)

ol o0 est une quantité que 17on aura loisir de négliger, compte tenu de la
précision exigée ( de 17ordre de 5 10"¢"/sidcle) .

D”ailleurs, en respectant cette précision, on peut se contenter du
développement suivant:

s(t) :
=(sh1&/2)1&‘% - & )-+ﬂ&].d(qa+-d%)— (Y2 +4y) th+6&ﬂ

o

+ ((sin?g cos & )/12) [(‘PA + 6‘%’4.)3]"
[}
(78)

Développement numérique de (78 ):

En utilisant les expressions en vigueur dans les éphémérides
(cf. "La Connaissance des Temps') , déja évoquées dans I.3:

WA = F + £, t°

W= Yt+ Yy, t!

AYy = :%4 a; sin (wit =¥ )
DeL = 2 by cos (A ﬁ;)

s(t) peut alors se décomposer selon différents termes dont 1”expression
exhaustive est donnée dans 1-zpnexe V:. On peut retenir selon leur
nature: '
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Une composante en ol provenant du terme 1ié a3 la précession, a savoir
( ¥3sin?fo cos & /12) t3

19 composantes en puissances de t de termes sinusoidaux, provenant de la
combinaison '"nutation-précession", 3 savoir:

t
(sin &o /2) ] [( wy - & )d(ﬂq)-l.)"'(ﬁsi)dq’p,-kvn d( ﬂfi)—(ﬂq)i)dwq]

Un terme séculaire et trois termes sinusoidaux provenant de la

~

combinaison '"mutation-nutation'", A savoir:

(sin & /2) (* [0 acaw) - bw acne )]

Tous ces termes ont &té calculés par Capitaine & al. (1986); ils sont
récapitulés dans le Tableau II ci dessous. §U est la longitude tropique
moyenne du noeud de l17orbite lunaire, {( et ©® sont respectivement les
longitudes de 1la Lune et du Soleil, et p et p, sont respectivement les
longitudes tropiques moyennes du périgée de la Lune et du Soleil.
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TABLEAU IT

"

Développement complet de § en ne gardant que les termes au—dessus de 5 10°¢

Origine No. I Termes de s Période
(10°° "/siacle) (jours)
précession 3629 t?
nutation Tous 385 t
précession
-nutation | - 265 sin {1 6798,4
=4471 t cos Q. 6798,4
- 37t sinfl 6798,4
+ 1t cosf) 6798,4
2 + 1 sin 20 3399,2
+ 43 t cos 2Q - 3399,2
9 - 279t cos 20 182,6
- 3t sin 20 182,6
31 - 47 t cos 2¢ 13,7
1] - 11t cos(30 - p,) 12,7
33 - 10t cos(20( -1) 13,6
34 - 6t cos(3C€ -p) 9,1
12 + 5t cos(O + p,) 365,2
13 + 3t cos(20 - 1) 177,8
36 + 3t cos(q +p) 27,1
10 - 3t cos(©® = pg) 365,3
38 + 2t cos(0 -p+ 02 ) 27,7
39 - 2t cos(-(+p+S1 ) 27,4
41 = 1t cos(3¢-p -4 ) 9,1
40 - 1t cos3¢+p-20) 9,6
3 + 1t cos(2p-11) 1305,5
42 - 1t cos(40 -20) s |
45 - 1t cos(4C -2 p) 6,9
L4 + 1t cos(( +20-7p) 23,9
nutation
-nutation 9 et 16 + 1 sin 2 p, 3,8 10¢
10 et 12
1 et 2 + 1 sin f) 6798,4
31 et 33
1 et 9 = 1 sin(2e - ) 177,8
3

AYY
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IV.8) Construction d“un nouveau systéme de coordonnées 1ié 3 1°0Origine
Non-Tournante.

La détermination de 1la quantité ¥ (cf. relation (66)) permet,
on 1°a vu au I.6, d"établir un nouveau systéme de coordonnées, que 17on
appelle "systéme de coordonnées instantanées" (Guinot,1979): Plus
précisément, lorsqu”on considére 1le référentiel R“(t) tel que: R"=
(0,x7,y7,27), ol (0z") est 17axe de rotation instantanée, od (0x”) est
17axe passant par 170rigine Non-Tournante, et ol (Oy”) compldte le
triédre, R7(t) se déduit de K o(t) par 1”intermédiaire des paramdtres

(§A+-n§ ),( Ba + AG ) et § , celui-13 étant directement fonction des deux
autres. Rappelons pour justifier ce fait, que

T B t
s = 6 (t) Q°(t) - o (to) Q’(t)=’(1/2)J (oﬂ+oe)2d(~§ﬂ+,3§)

ty
d”aprés (66)
ol Q7(t) est le noeud ascendant de Eq(t) sur Eq(to).
Faisons correspondre 6 (to) avec 1%équinoxe vrai de to;

alors, R7(t) se déduiera de R (to) de fagon simple, par la combinaison de
trois rotations:

R™(t) = Mz((Ga+0%) =0 - 5) Mx( O + 40 ) (D - (7, +4% )) R (to)
' (79)

oi le développement de s est donné par le tableau II.

-

, On  peut trouver un certain avantage 3 adopter un systdme de
coordonnées instantandes. Effectivement, a une époque ol les techniques
de type VLBI permettent de positionner le pOle de rotation instantanée de

la date t par rapport au pSle de rotation instantanée de la date to avec_
une trés grande précision, ceci de facon brute, il est logique de
concevoir un systéme de coordonnées comme R“(t) ne mettant finalement en
jeu que 1le déplacement intrinséque du pdle de rotation. En effet, il
n"est nullement question ici du positionnement relatif de 1”équateur par
rapport d 17écliptique, donc d”inconnues auxiliaires comme 17obliquité de
17écliptique ou la constante de précession. La,quantité § ne dépend
elle-méme que des paramétres ( 4, + AL ) et ( O + 40 ) ne mettant en
jeu que le mouvement intrinsdque de 1”équateur.
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IV.9 ) Les coordonnées instantanées d“un astre (Guinot 1979)

De la méme maniére que se trouve é&tabli un systéme de
coordonnées vraies ( « , § ) permettant de positionner tout astre par
rapport a8 17équinoxe vrai de la date t, et de 17équateur vrai de cette
date, il sera possible d"établir un autre systéme de coordonnées que 17on
pourra appeler '"Systé@me de coordonnées instantanées" ( «. , s ) ,
définies a partir du point < et de 17équateur vrai de la date. Un astre
S étant donné, ses coordonnées & et & seront liées 3 «, et §;& par
les relations simples:

4 = Yo + oA =q + oA (80)
5§ = 8¢ (8D
ol q est 17ascension droite de 1°0rigine Non Tournante.

Ainsi, il sera trivial de remplacer la coordonnée vraie d“un
astre par sa coordonnée instantanée, une fois qu”est connue 17ascension
droite de 1°Origine Non-Tournante %e& , dont 17expression est donnée par
les relations (68) et (69).

Remarque

Si rapprochement entre ascension droite vraie et ascension
droite instantanée est réalisable par le biais de la quantité '"q'", on ne
doit pas perdre de vue que 1”un des intéréts résidant dans 1”adoption de
l”ascension droite instantanée est de s”affranchir de 17indétermination a
laquelle est sujette le mouvement de 17écliptique, qui est caractérisée
par le paramétre ( Xq+ AX ) (cf.III.9). D aprés (68), ce paramétre

intervient explicitement dans 'q".
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IV.10 ) L approche du phénoméne d”aberration dans le cas de 17adoption du
systéme de paramdtrage '"instantané'.

I1 semble que si 17on doive trouver un avantage quelconque a
garder 17&quinoxe comme point origine pour établir des coordonnées, c”est
bien dans 1le cadre de 17aberration que 17on trouvera cet avantage.
Effectivement, 17aberration est un phénoméne physique dont 17expression
classique, sous forme de correction de coordonnées equatoriales, est
directement fonction de 17orientation du vecteur vitesse de la Terre et
de son intensité, ce vecteur vitesse balayant 17écliptique au cours d”une
révolution.

-Le point Y est ainsi fort logiquement le point de base pour
la -détermination de ce vecteur vitesse: Ce dernier est orienté vers le
point F de la sphére céleste dont la longitude 1 sera:

1. = by = (B §f2)
ol 1lg est la longitude du Soleil.

Classiquement, on note:

Ao = (K sec § ) [- cos o cos 1y cos€ - sin« sin lg
A§ = (-KcosS§ ) sin€ cos lg
+ ( K sin$§ ) [sinel cos 1lg cos€&€ = cosd sin 10]
oi K = (v/e) , v étant la vitesse orbitale de la Terre autour du Soleil

et ¢ la vitesse de la lumiére.

I1 va de soi que les. corrections (4« ) et (AS:) que 17on
devra appliquer aux ascensions droites instantanées «; et $¢ d“un astre
sont respectivement identiques 3 ( Ao ) et (AS ), puisque un changement
d“origine sur 17équateur instantané reste sans conséquences sur A« | et
que : & = &

I1 reste néanmoins a formuler ces corrections, en fonction de a&
et 8§ .

Substituons d 17ascension droite o sa valeur en fonction de
l”ascension droite instantanée o : & = o + q . On obtient les
formulations suivantes:

Ad; = (K sec s; ) [cos « (-sinq sinly =-cos q cos lg cos& )
+ sing; ( sing cos lg cosé& - cosq sin 1@)]
(82)

(K cos 8; ) sin<; cos 1lg
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+ (K sin &) ['cos o (- cos q sin 1y + sin q cos 1, cos € )
+ sin §; sin«; (sin q sin® - cos q cos lgcos& )

(83)

ol q désigne 17ascension droite vraie de 170Origine Non
Tournante (q est donnée par les relations (68) ou (69) ).

En guise de conclusion, on constatera que les formulations de Ad;
et de AS; relatives au phénoméne d”aberration se présentent de manidre
un peu plus Tongue 1lorsqu’elles s expriment A partir des coordonnégs
instantanées que lorsqu’elles s”expriment en fonction des coordonnées
vraies. Ceci provient de ce que le point & ne constitue pas une origine
parfaitement adaptée 3 un calcul qui fait dintervenir 17équinoxe de
maniére privilégiée.
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Iv.11) Détermination des coordonnées du point O par rapport
réf érentiel inertiel Ro. Allure de la courbe décrite par & .

Coordonnées de O dans Ro

Dans la seconde partie (II.9), on a vu comment il était
le

possible de déterminer les coordonnées de 17origine & dans
réf érentiel Ro. Ainsi:

cos ¥~ cos $7 - sin ¥~ sin ¥ cos O~
06 / Ro sin ¥ “cos €7 + cos ¥~ sin ¥~ cos &~

-sin O 7 sin ¥~ (84)

En reprenant le paramétrage déja adopté au chapitre I.2:
0- = (wa+ Q&)

v -

]

-( Ya + 8Yy)

Egalités auxquelles s“ajoute 17identité suivante:
t

¢ = L5 + J cos( wyp+ A& ) d(wa+ AYL)

]

d”aprés (67)

au

Donc, en tenant compte des substitutions ci-dessus:

cos( Ya + DY) cos ¥ - sin( ¥+ Q%) sin €7 cos(wy +4&)
aS'/Ro - sin( Ya+ A¥L) cos Y7 + cos( ¥+ AY) sin ¥~ cos(wy + A&)

- gin( wqa + 0&1) sin ¥ -

(85)
t
Avec: ¥~ = Y7o+ [( Y, + AY. ) cos &,]o - Y sin &
et: Y=Yn + Yp + ¥Ys (cf. chapitre IV.3)

{
!

(ol 1les expressions formelles et développées de Ys, Ym et Yp

sont données dans 17 annexe IV)
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L avantage est ici de présenter les coordonnées du point O
d tout instant de maniére absolue, sans avoir d se référer 3 un plan
mobile. De plus, cela va permettre de se représenter tout de suite
17allure de 1la trajectoire décrite par oo lorsque t varie (cf.

ci-dessous).

I1 sera intéressant, par comparaison, de donner l”expression
des coordonnées du point y1+ sur 17écliptique de to:

cos( A + AY, )
’{6};‘/R -sin( 4 + 2%, )

0

Trajectoire décrite par & .

A 17instar du point vernal dont on sait qu”il effectue en prés
de 26 000 ans un cercle sur la volite céleste, on peut évaluer globalement
quelle est la trajectoire décrite par le point O en fonction du temps.
Dans cette optique, on pourra se livrer 3 certaines approximations:

~

(a) On négligera les effets de la nutation, effets a courte
période qui ne transforment pas de maniére significative 17allure de la
trajectoire du point & . ;

(b) On assimilera waq et ¥ 3 leur terme 1le plus
significatif, & savoir:
b\)ﬂ = £ o

Et: Y =1 ¢

(c) On négligera, dans l7expression de ® “ ci-dessus, les
termes Ym, Yp et Ys, dont 17amplitude reste en valeur absolue trés
faible, méme sur une période de temps trés longue (cf. relation (69))

De telle sorte que 17on se contentera de l”approximation:
- = Y0+ Ycosb

Pl Lo+ (Ycos &) ¢t

Il

ol 70 dépend de 1la localisation initiale de & . Par
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mesure de simplicité on pourra attribuer 3 P76 1a valeur 0, puisque de
toutes les maniéres 17allure de la courbe décrite par & ne dépend pas
de la localisation initiale de ce dernier.

Tout revient donc & étudier 1la trajectoire décrite par le
point o dont les coordonnées paramétriques sont les suivantes:

X( & )= cos iﬁ cos( ﬁ% cos & ) + sin ﬁ; sin( ¥, cos & ) cosé,
Y(& ) = - sin @i cos( ﬁ% cos & ) + cos ?ﬁ sin( ﬁa cos & ) cos &
2(& ) = - sin & sin( ¥ cos & )

Avec: %K = Wt

Recherchons tout d“abord quelle est la projection (25) de la
courbe(gv décrite par & , sur le plan (0,X0,Yo). En fait:

X( & ) cos {iv’;i sinq cos( ‘E cos & )
© | . o
Y( 6 ) -sin ¥y cos ¥ sin( ¥, cos £, ) cos €,

Ainsi le procédé de construction de £ est le suivant:

Pour une valeur de t donnée, on positionne 1le point R de
coordonnées R(cos(( ¥ cos & ) t ), sin((( ¥ cos& ) t) cos & ) sur
17ellipse ( € ) de demi-grand axe 4 1le 1long de (0,X0), et de
demi-petit axe (cos & ) le long de (0,Yo). Puis on effectue une rotation
d“angle: - gz = - ( ¥ t) autour de (0,Zo) du vecteur OR . On aboutit
alors au point P qui est celui recherché (c”est 3 dire la projection de &
sur (0,Xo0,Y0)). En résumé, P se déduit 3 tout instant d“une rotation par
rapport un point situé sur ( € ).

La figure 25 ci-aprés retrace le procédé de construction de la
courbe projection.

Les maximas de la distance OP.

La rotation d“angle (- ¥ ) ne modifiant pas les normes, les
maximas de 1la distance OP se produiront lorsque la distance 0Q sera
elle-méme maximum.

Comme: 0Q ( cos( ¥ cos & )t) , sin((( ¥ cos & ) t) cos & )), les
maximas de la distance OP auront lieu lorsque:

( Tacos & )t =k , ol k est un entier.

Soit: t = (kM / W cosé& )
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Ces maximas seront égaux a 1.

-~

Les points correspondant 3 ces minimas auront pour expression:

X(B ) cos(kn /cos & ) cos kJl

Y(E ) -sin(k7 /cos & ) cos k 1

Les trois premiers maximas pour la distance OP seront les points P, , B ,
P, de coordonnées:
R,(l 5 0) Pi(0,9602 ; -0,2790) P2(0,8442 ; - 0,5359)

Les minimas de la distance OP.

D”"une maniére analogue, 1ils se produiront lorsque O0Q sera
minimale, autrement dit quand:

(¥ cos& )t= 2 +xan k entier.
Leur valeur sera (cos € ).

Les points correspondant 3 ces minimas auront pour expression:

X(P7)

sin ((2k + 1)3 / 2 cos & ) sin((2k + 1) 2 ) cos &
R{

Y(P7) cos ((2k + 1)1/ 2 cose ) sin((2k + 1)n ) cos &

Les trois premiers minimas pour la distance OP seront les points

g ( 0,9082 ; -0,1293 ) By (0,8360 , —0,3776) B (0,6974 ; -0,5959)

La figure 26 montre la courbe & , avec_ les valeurs des angles de
rotation (- ﬁ% ) utilisés. On remarque que /~ n”effectue sur (0,X, .Y, )
qu une petite portion dans 17intervalle de 26000 ans au cours duquel
1"équinoxe effectue, en ce qui le concerne, un tour complet le long de
(0,X0,Y0). De plus, ( &€ ) est cyclique, 1la durée du cycle étant
17intervalle de temps qui sépare les maximas et les minimas entre eux:

At = (7 /] Y cos& ) = 14 018 ans

Au bout d7un cycle, 1l7angle = (OXo,OZ‘:‘ ) a progressé d”une
quantité égale a:

Ad = (2 [fcos& )- 7 =(9/11)
Le point & effectuera donc un tour complet le long du plan
(0,X0,Yo) en ayant accompli 3 peu prés 22 cycles, soit dans une durée de
1“ordre de 310 000 ans.
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Quand a 1la coordonnée du point & le long de 17axe
(0,Z0), elle varie de manidre sinusoidale, puisque:

7 (6 ) =-sin & sin( ¥ cos & )

La figure 27 retrace la valeur de cette coordonnée en fonction de t, 3 la
méme &chelle que celle de la courbe 26. La période de la sinusoide est

deux fois celle du cycle, 3 savoir: 28 036 ans .
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Figure 25

Pour wune valeur de t donnée, on positionne sur 17ellipse ( E,)
le point d”abscisse : cos(( Y4 t) cos & ) et d ordonnée:
sin(( 42 t cos & ) cos & ) puis on effectue autour de O une rotation
d”angle (- 4Yt) a partir de 0Q pour aboutir au point P désiré, projection
sur le plan inertiel de référence (0,Xo0,Yo) du point & (les valeurs de
0Q et de OP étant les mémes).
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CONCLUSTION
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L°0rigine Non-Tournante esty au vu de 17&tude précédente un
concept indispensable lorsqu”il s agit d“établir un angle censé
matérialiser au mieux la rotation d“un corps quelconque, et par
conséquent de 1la Terre. Sa double application par rapport 3 un
référentiel non-tournant et par rapport 3 un réf érentiel terrestre permet
a4 cet égard d"établir un angle (Angle stellaire, chapitre I.6) dont 1la
dérivée est rigoureusement égale 3 1 amplitude du vecteur rotation de la
Terre. I1 s“ensuivrait wune définition & 1la fois conceptuelle et

simplifiée du Temps Universel (chapitre 1I.7). contrairement 3 1la

définition actuelle, relativement complexe et de nature conventionnelle.

La 1localisation des Origines Non-Tournantes, définie par une
propriété cinématique simple, est indépendante du choix du référentiel de
base choisi (Ro pour o 5 R pour @ ). De plus, apréds avoir &valué
1ordre de grandeur du décalage existant entre la modélisation de la
trajectoire du pdle de rotation instantanée et sa trajectoire véritable
dans le systdme de ré&férence céleste (ou CRS), il est possible d”en
déduire quelle erreur ce décalage est susceptible d”amener sur 1”angle
stellaire O . Cette erreur, bien que tré&s faible, ne peut cependant &tre

négligée.
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Les définitions d“une quantité s dans 1”espace et s”, sur la
Terre, permettent de localiser rigoureusement les Origines Non-Tournantes
correspondantes S et w le long de 1“équateur de rotation
instantanée, une fois qu”est connu intégralement le mouvement de
1"équateur de 1la date t par rapport a un équateur de référence d”une
époque donnée t, . s et s~ peuvent s“exprimer vectoriellement d une
maniére trés simple.

Le développement numérique de s en fonction des angles
classiques de 1la précession et de 1la nutation ( en adoptant les
coefficients associés au Pole Céleste des Ephémérides) fait apparaltre un
terme en t3 , émanant du seul phénoméne de précession, d”autres termes
provenant exclusivement de 1la nutation, dont 17 un est séculaire, ainsi
que des termes provenant exclusivement de la combinaison entre précession
et nutation. Ainsi, les effets de la précession et de la nutation sur la
position de &  apparaissent-ils trds clairement par 17intermédiaire de
cette quantité. Or, il s”avére que bien que bon nombre des termes
ci-dessus possédent des amplitudes largement supérieures au pouvoir de
résolution des meilleures observations, et auraient dis par conséquent
8tre introduits dans la nouvelle définition de UT1 (datant du Ier janvier

1984), seul le premier d”entre eux a &té pris en compte.

Quant a 1la quantité s, elle permet de définir avec rigueur le
positionnement de 1° origine des longitudes sur la Terre. En particulier,
elle met en é&vidence un terme dil au mouvement de Chandler qui ne peut
®tre négligé dés lors qu”une grande précision (de 1“ordre de 0",0001) est

requise.
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trajectoire de 17écliptique.

L°Origine Non-Tournante permet de définir un nouveau systéme de
coordonnées, encore appelé 'Systéme de coordonnées instantanées'. La
relation matricielle qui permet de le définir a tout instant, en fonction
de la quantité s et des paramétres usuels liés au seul mouvement de
1“équateur par rapport 3 un é&quateur de référence, est trés simple.
L7étude du phénoméne d”aberration dans le nouveau systéme de coordonnées
en question montre que ce dernier ne s”en trouve pas modifié, si ce n”est

dans sa formulation.

La conclusion 1logique qui émane de toutes ces considérations
est d7une part que le concept d“"Origine Non-Tournante" devrait etre
nécessairement utilisé dés lors que 17on se penche sur la rotation de la
Terre et les moyens de la matérialiser, d“autre part que son emploi
éliminerait certains inconvénients dont on ne peut s”aff ranchir lorsque
17on utilise 17équinoxe comme point origine. Enfin, son étude a permis de
mettre en &vidence 1la présence de termes ignorés dans 17actuelle

définition de UTI1.




-138-

I1 est possible d7étendre la notion d”Origine Non Tournante

dans le cas général de 17étude d“un référentiel R en rotation par rapport

[0

un autre référentiel Ro, ceci par le biais des angles d“Euler
permettant de positionnner le second par rapport au premier.

On peut alors exprimer les coordonnées des Origines
Non-Tournantes  qui s”en déduisent, 17une dans Ro et 17autre dans R, et
rappeler par wune relation vectorielle simple le rdle important qui leur
est imparti. L7application au cas de la rotation de la Terre permet de
tracer 17allure de 1la trajectoire décrite par 170rigine Non-Tournante
dans 17espace g , aprés en avoir précfsé les coordonnées dans un
réf érentiel quasi-inertiel. Ainsi, la projection de cette trajectoire sur
le plan de référence qu”est 17écliptique de la date origine to, est-elle
une courbe cyclique (cf. Figure 26) dont les minimas et les maximas de
distance du centre O de 1la sphére céleste sont régulidrement espacés,
selon une période correspondant 3 14 028 ans. Quant au positionnement de 0;
par rapport au plan de réf érence ci-dessus, elle varie elle-méme
sinusoidalement selon le méme cycle.

Une autre application de 17utilisation des angles d”Euler est
1”expression de 17ascension droite de o en fonction des quantités
usuelles de 1la précession et de la nutation. Un développement poussé de

cette expression a été formulé.

L7un des avantages de 17utilisation de 1°Origine Non Tournante
est de pouvoir s”affranchir totalement du mouvement de 17écliptique. Une
étude approfondie a montré comment la localisation de 1”origine actuelle

qu’est 17&quinoxe reste au contraire dépendante des modélisations de la
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Relation entre les angles d”Euler Y -, & - 1igs au positionnement de

l"axe de rotation instantanée de S, et les angles d Euler W, &6 et @
(ainsi que leurs dérivées), liés au positionnement de § par rapport 3 Ro.

I1 peut @&tre intéressant, dans certains cas, de pouvoir
exprimer ¥', 8 - en fonction des parametres ¥, & et ¥ qui servent a
positionneLR par rapport 3 Ro, ainsi que leur dérivées.

k™ étant le vecteur wunitaire porté par 17axe de rotation

instantanée (cf. , 11 s“exprime en fonction des angles d"Euler W~ et &'

=— — — —>
k™ = (-sin W~ sin & ~) To + (cos¥ ~ sin &) Jo + cos & “ Xo

—2p
Comme d”autre part, b ,dans le référentiel inertiel a pour expression

(cf. chapitre T. )

X - (6 cosW + @ sin¥ sin® ).To
+ € ésin"i" + % sin O cos":l").:J_o’
+('§"'+‘bcosé )..IZ:
Avec:
-

U= (518 2 W os b Y

—L> -0
L équivalence : k“ = (Jb /"n’l) donne alors les trois égalités

(& cos¥W+ % sin¥ sin® )

sin¥ “sin 0 ~ = - - - = 3 ( I.1)
’\[\2"+‘l’" + 0% 4 2 FW cos O
(- ésin'!l" + ‘:é sin & cos ¥ )
cosVY “sin &7 = - ~ - - { T.2)
’V‘£t+"1’z+ 6' + 2 d¥ cos o N
(":l" + ‘é cos 5 )
cos O~ = ( 1.3)

. 3 - . . A
/\/yu ¥ e 6%+ 2 4% cos 6




Hypothése (a)

On admettra que 1“on se trouve dans la condition restrictive:
» ¢ N

de telle manidre que : sin & °> 0

En é&levant les termes au carré dans IT.1 et II.2, on tire
immédiatement 1”expresion de sin © ~:

'\[éz + $% sin6

sin 0 7 = = - - — 1 (I.4)
’\It£"+ O+ Wl 28 W o5

Puis, par substitution dans II.l1 et II.2:

- ©® sin'W¥ + ‘écos"i" sin &

0 5 N
’\fe’- + $* sin?®

©cos W+ 2 sin¥ sin ®
’\/6" + @®¥sints

En guise de récapitulation, on écriera que:

cos W~

(X.5)

sin“Y -

(E.6)

La relation entre les angles d“Euler W~ et O - permettant de
positionner 17axe de rotation instantanée dans Ro, et les angles d”Euler
‘i’, © et ¥ (ainsi que leurs dérivées) s”établit comme suit:

("1"'+ 3 cos O )

cos O~ = e e = N (1.3)
’VQ+W + 07+ 2 QW% cos &
5l+ "&L sin’lb’
sin &~ = = = - — al (1.4)
’\/‘:9"+ Yl B+ 2 ¥W cos &
¥cos ¥ sin® - © sin”™¥
cosY = = - —= ("'I.5)
’V61+ ‘:9" sin &
6 cos ¥ + ? sin¥ sin &
sinW~* = ("1.6)

] ) Y
’VOL+ @* sin™6
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Relation entre 1la dérivée ¥ ~ de 17angle d”"Euler ¥~ 1ié au
positionnement de 17axe de rotation instantanée de R par rapport a Ro, et
la dérivée Y de L1 angle d Euler @ 1ié au positionnement de S par

<

rapport a Ro.

‘ A
On dérive 1la relation \‘\-51.6 de 17annexe X ( en se plagant toujours dans
le cadre de 1"hypothése (a) : sin @ = > 0 )

(O‘cosu"+ ¥ sin"¥ sin & )

v 8%+ ¥¥sind

sin ¥ =

N

Soit

YW . cos ¥ -

( Bcos ¥ - 6% sin¥ + ¢ sin¥ sin6 + $Y¥ cosW sin® + ¥6 sinWcos0 )

( 6"+ $%5in2d )

(OcosW + ¥ ginW sin® ).(1.74.9. +‘£"-.f.s1n£0 + 90 sin & cos & )

(6%+ ¥%ine V2

I1 suffit alors de remplacer

"cos ¥ “" par son expression
littérale dans 1I1.5, soit

. . . 0 -/
cosY = (P sin O cosW¥ - 0O sin¥ ) . ( o+ L45inté ) *
D70l le développement suivant:

v (Psin® cosW - & sinW )

(6% $rsin2s )Yz

(5 cosW - BW sin ¥ +¥sin¥ sin0 + ¥ cosWsin® + $6 siny cos0 )

( 6+ ilsinzo )

( & cos ¥ + :f sin¥ sin® ).(66 +9 8 sin*0 + ave sin® cosb )

(ét+ ‘élsinlb‘ )

vy *2 a A/
En multipliant chaque terme par (6 + ¥ sin'® )




"-}"”.(é sin 0 cosW¥ - & sin¥ )
= "i" .(‘j sin 0 cosW¥ - ésin"!")

+ (5 cosW+ 2 sinW sin 6 + ¥ 6 sin¥ cos0 )

Eé cos¥ + ¥ sinW sin¢).(6 6 +‘§‘§sin‘0+‘élésiné cos O )
) ( 6%+ $*sin?0 )

Puis:

[v--+]

(gcos‘r + 2 sinW¥ sin0 + $6 sinW cos®O )

( f sin © cos¥ - @ sinV¥ )

(6 cos¥W + € sin¥ sin ).(O.vé'+ L® 5inl® +$0sin O cos®)

e

( O% + 4% sintd ).( € sin & cos¥ - 6 sin¥ )

En ramenant au TMeme dénominateur les deux fractions du second
membre , on aboutit A une égalité du type:

[ -- v]- (N/D)
Avec :
N = ( e cosW + @ sinW sin@ + 86 sin"W cos ). ( e + ‘:ézsinzﬁ )
-( & cosW+ ¥ sinW sin & ).(68 + 2% sin%0 + $%6 sindcosd )
Et |

D= (O"L+ iz'sinlﬁ' 3 = (sé sin & cos¥ - 6 sin® )

En développant N , on aboutit 3 1”expression finale simple:
N = (5 ® sine - ‘202' cos® -ve6 sin & ).( ¥ sin® cosY¥ - O'sin'!l")

Et , par élimination au numérateur et au dénominateur :

. . (59 sinD—‘ébtcosﬁ -‘-.éésino' )
v, v
= +

. . ( I1.1)
(O* + & gints )

Ce qui peut encore s”exprimer de cette manidre:




., . ¢ 6% cos & ? sin 6 e /e )
Y = -y-, - s 1% 2 ¥ o ‘.
( 0%+ £%sin?® ) (0°+ 2% sin?6 ) dt
( 11.2)

Hypothése (b)

Dans le cas ol 1"hypothése suivante est vérifiée,:
(b) 6] <K |¥® sinel

alors:

1 1

———— - .[1 - (6"/ £ sint0) + 0( 6 /£ 5in6)
( 0%+ £%sin'y ) 27 sia’t

ol 0 est une quantité d“ordre 4 en ( © /¥ )in&}

Et, en substituant dans III.2 :

. . 6% cos O e . s
V=W - . 1 = ———— +0( 0 /£Xno)
P sino P An (vg
1 d( 6 /¢ ) 52 oo
+ 1 - . + 0( © /@sine)
sin © dt Painte
Et, en ne gardant que les termes les plus sisgnificatifs:
., . 0% cos © 1 d(é'/‘.é)
? = -y -— . 3 + + 0’
® sin © sin © dt
(.1I1.3)

ol 0” désigne une quantité du méme ordre que ( ® /¥ ) relativement au
reste de 1”expression.




ANNEZXE III

R Principe de détermination
fonction des

Temps.

simplifiée des
paramétres clagsiques A€ eor AW

paramdtres 01 er AWy on
de la Connaissance Des

Les calculs qui suivent résultent de la constata
Les 'nutations en longitude et en obliquité AY et pe
tout moment et de nmanidre conventionnelle (cf.
Connaissance des Temps), lorsqu”on se réferre a 17écliptique de 1la date.

On se proposera d"établir feci une formulation simple
susceptible d-effectuer 1a liaison entre ces quantités et les quantités AY
et A€ qui en découlent lorsque on se référencie non Pas par rapport au
plan mobile qu-est 17écliptique de 1a date , mais par rapport au plan
inertiel de référence que constitue 17&cliptique d”une date initiale to.

tion suivante
y sont données 3
Ephémerides de 1a

Dans tout le
conventionnelles de 1la
paramétres,

chapitre, on
Connaissance des
expressions qui sont récapitulées

utilisera les
Temps pour 1les
dans le Tableau 1ie

expressions
differents

Notons que sur un siécle, la quantites ne dépasse pas 0.00025 rd. ,et
que les quantités A€ y BY L 0EL ) er Ay, sont telles que, 3 tout moment :

10el < 0.0001 (rd.)
\A¥l < 0.0001 (rd.)
18g) < 0.0001 (rd.)
4% < 0.0001 (rd.)

De telle sorte qu”il est permis de poser
approximations suivantes

sans crainte 1les
» avec les erreurs

relatives sur 100 ans:

cosTy =1 (erreur relative inférieure 3 3.104)
sinn, = My (erreur relative inférieure 3 2.103)

.cos AL = cos 8L =1 (erreur relative inférieure 3 2.10'%

coslY = cosoO¥y =] (erreur relative inférieure 3 2.107)
sin 46 = A€ (erreur relative inférfeure a 4,109
sin0f, = Ofy (erreur relative inférieure a 4.104)
sin dY = AY

(erreur relative Inférieure 2 4.10°9)

sinf¥, = 011 (erreur relative inférieure 3 4.“f3)

-




Expression approximée de ( A€ _ A€y ):

En se réferrant 3 1a figure

ci-aprés, i1 est facile
“établir les relations classiques du triangle s

phérique suivantes:

cos( Wy +AEL) cosMy . cos(€a +0E )

(.1
+ sinn, . sin( & +0¢ ) . cos(_ﬂA + pat 4Y )
Et:
CoSs wp = COS My .« cos €, (Im.2)
+ sinn, . sin €A .cos(i7A + pﬂj
Soustrayons 1”une 3 1”autre les deux équations (WL Q) et (mr.d)
ci-dessus. Nous obtenons alors:

cos(waq + N€y ) - COS
= cosm . -cos(&, +AC ) - cos £,
tosinng . osin( & + AL ).cos(Tl, +py +AY ) - sing, ccos(Ty + p,)

Effectuons les développements limités au premier ordre:
kS
cos( &y + BE ) = cos & - (sin€q ).d4f - (cos €A /2).4¢€) + O(AQ?)

cos(l, +8€1) = coswa — (sinwp )eOfs~ (coswa /2).(BEY* 0(AES)

sin(E + 8€) = sin & + (cos £4 ).B€ - (sin€a /2)(06)+ o(ac)

cos(T\ﬂ+ Py + AW) = cos( T‘,\ +pa ) - (sin(T}A+ Pa ). DY
—(cos( Ty + pA)/Z)&QW)i O(ﬂ?g)

00 O désigne dans tous
grandeur correspond a
qui lui est associée.

Ainsi 17égalité ci-dessus devient:

les cas une quantité dont 17ordre de
celui du ou des paramdtres mis sous la parenthése

~(sin wa ). BEL = (cos wa /2).8£)% 0(ac2)

cos W, (-sin €4 ).M€ - (cos €a /2).06) 7+ o(AE?)

+

sinny jcos €4 cos( T+ py )OE - sin fo sin(T, + p, )ﬂ*f"]

+

sin 2, [—(sin €a /2) cos(Tlq + p,) ( A%+ ng"y sin(74 + py ) cos €q (:w.ne)]




+ 0 AYY, AEY, A% AE AwngY

Soit, en assimilant sinmy et cos M

n respectivement 3 ny et 1, comme cela
a déja été justifié plus haut:

(sin £4 ). D€ - (sinwy ). A€,

= il [(cos Ea cos( Ty + Pyl BE ) - (sin§, sin(l,+ py ).AY )

+ 7 [ - (sin & /2). cos( Ty + p,).( B4 a¢™)

= sin(T + py).(eos £4).( BY. de )]

+ (cos wy /2).0€.,_9',- (cos €4 /2). 082

+0((0Y %), (e ), (0% 0e ), ( AY, sety)
Dans le second membre de cette

restreindre seulement au premier
que:

égalité, on pourra se
terme . En effet, .on montre aisément

(cos wy /2). 1\&’2 - (cos & /2). se?
& cos€p (DB~ DE) L(BE ) + ((£a-wa)/2)esing, .(AEL)

Le passage aux applications numériques montre que les quantités
apparaissant dans cette é&galité possédent des ordres de grandeur
totalement négligeables, tout du moins si 17on se restreint 3 ne
considérer que les termes d”amplitude supérieure 3 10-° ",

I1 en sera de meme des quantités Ta ( DY), 74( AE_Q) et 7, (A¥AE)
falsant partie elles aussi du second membre.

On posera donc en conclusion:

(sin &4 ). DE - (sin wp ). BE,

= Jlgcos & cos(Tly + py) . Q€ - 7, sin €4 sin(T,+ pa) - A Y

+ 0¥y, (ne3dy, (DY a¢ ), (0% 082, (g AY™),( 0y AEZ),(Ma B¥ AE ), .n )

Or: sin wy = sin €4 + (wAa - 4 ) cos Ea  + 0(( & —wy )2)

( waA -€ ) étant (cf. Tableau 1)
inférieure en

, sur 100 ans.

On en arrive alors au développement suivant, en substituant 3
sinw, son expression ci-dessus:

une quantité trés faible, restant
valeur absolue 3 une minute d”arc, soit environ 3.10"% rd.

(sin& )NE = (sin g4 )NEL +’:((fr\ -~ wa) cos fr ) + O((€a -wn)z)] Aey

= J’]A cos Ft‘\ cos(T\A + pA) Ag - N4 sinf;\ sin( ”/] + pﬂ) AvY.




+ 0Cesss)

[se _ae]

= 7la cotg Ea cos(Ty +py) JBE - smysin(Tly + p,) . AY
+ (WA = & ) cotg £a + 0((wa -& )

+ 0(ese)

[AE - ﬂ€¢]

= cotg § .[TTA cos('\_la + p’\) - (& - wy) AEe
= [ sin(my+ py)] 8
+0(eeees)
On assimilera en effet sans peine A& 3 A€ dans le second membre .
I1 est facile de démontrer que le coefficient de A€

quantité négligeable devant le coefficient de O0Y .En effet,
relation simple du triangle spherique améne 1”identité:

est
une

sin 7, cos(ﬂﬂ + pa) = cos wy sin o — sinwy cos €, cos Xj

Soit:
'ﬂAcos(TfA+ Py) = cosw, sin §, - sin Ui cos §
+ sin wyq cos & (Xq*/2)
+ 0(esss)
Macos(Tl, + py) = sin(€q —wy)
+ sinw, cos & ( X;7/2)

+ 0(ss0s)

Mais: sin( €a = wu) = ( fa ~wa ) + O( & -wy V)
[ﬂﬂcos(—ﬂﬁ+ Pa) — (& -wﬂj= 0(( Mz),(fw - wg)”)

Ce qui prouve bien que le coefficient de

Af dans 1”expression
de (0€- pgy peut parfaitement etre négligé.

D70l 17expression finale de (A€~-4¢€):



[_Aﬁ— be] - L_ﬂ,; sin (Tl + fa )] Y (EL.3)

+ 0(eeee)

0d O0(...) désigne une quantité dont 1”ordre de grandeur est de loin
inférieur 3 17ordre de grandeur exigé .



‘Expression approximée de (AY; - Ay

Avant dexpliciter
cette quantité, {1 est
formulations de

les étapes qui conduisent 3 1“évaluation de

nécessaire au préalable de rechercher des
quantités annexes. Ainsi:

SInCYT = pa) = C W= py) + o(( Wy - pa ) (IT. & )

]

sin((h + 43 ) - (11, + P4))

sin( T+ Wi ) cos(T,+ p,) - sin( Th+ py) cos( T, L

Or, une relation du triangle sphérique me donne:

sin 7;4 -COS Wf\ = cos( T]/\+ pn) sin( hﬂ +% )

- sin(TlA+ pA) cos( Tl + Y4 ) cos’n,

cos(Th + pp) sin(Tl, + Yy ) = ain(T),+ Pa) cos(Tlh+y )

4 O( T!AL)
Cependant, par analogie des sinus:

sin X, -=\sin E PR (sin(1l\+ Pa) / sinwgq )

ce qui, substitué dans 1a

relation précédente, et en tenant compte de ( ), améne 176galité:

(% = pp) = 7, cotg wy sin(Tlg + po) + 0( Mt (e - we3) ({xs)

0 ne dépassant pas 5 IGAurd. en valeur absolue, sur 100 ans.

D”autre part, on a vu dans c.1l) , que.:

(& =wa) = Mq cos CTh+ py) + 00 %), ( & - wn)b) (THA )
O ne dépassant pas 5.107 rd. en valeur absolue, sur 100 ans.

Et que: ( A&y- A€ ) = 3, sin( T4 + Pn) .A¥F+-o(...) .7

0 désignant wun ensemble de

quantités de loin inférieures a 1-ordre de
grandeur exigé. )

Utilisons désormais les développements limités suivants:

sin(ﬂ,\ + p,+ QQ’) )

ot e+ cos(Ty 4+ py) LAY - ain(Wak py) (0¥ 2y 4 o(ad?y

sin(‘n(\ +‘:i/n+ ﬂy’;)




= sin(Tly +% ) + cos(Ty+W) . A%, - sin( T+ ) ( A%%72) + 0(4%w?)
A

sin(wg, +048)

= sinwp + (cos wy ) « A€y - (sinwa /2) .(0&)?; O(AE—LB)

sin( § + AE )

= sin €4 + (cos €4 ) .08 - (sinéq /2) .(AE7)+ O AE})
Chacune de ces relations peut encore s”écrire:
sin(Tly + pu+ AY ) (m .3 )

= sin(Tly + p,y) [l + (cotg(Tla+ P4 ). 0% ) - ( ﬂ‘t’ﬂ72) + O(A“VS)]

sin(T)y +44 + A4%)

(m,9 ) -
= sin( Ty + Y ) ):1 + (cotg(, +¥7 ). 4H) - ( 0%7/2) + o(4%)
sin(wa +061) (Ir.40)
= sin wqy [l + (cotg wyq « 063 ) = ( ’3&1/2) + O(A&j’)
sin( €, +0€) (x.41)

sin €4 [1 + (cotg &y .« D€ ) = ( AL*/2) 4 o(ae3)

Or, 17analogie des sinus dans les triangles sphériques de la figure
nous donne:

sin( T, + pu) sin( T,y +% ) .
- (Im.42)
sin wa sin &
Et:
sin( 7, Py + AY ) sin( Ty + pn+l]%.)
sin(w, +0fy) sin( & + A&)

La division terme 3 terme de ces deux égalités, en tenant

compte des f{dentifications (I.% ),(m .9 ),(XA40) et (m.44) , donne
17égalité suivante:

1 + (cotg(Tly +4y ). AYL ) - (8%172) + o(Ay,?)

1 + (cotg €4 ALy - ¢ AE'7-/2) +: O(Aig)



L+ (cotg(Tly + py)e D% ) = ( A¥Y2) + o(0w?)

1+ (cotgwg « AEy) - ( DE*/2) + 0(0&)

Ce qui revient i:
(cotg(ﬂg+% ). DY) + (cotg wa < A8L) = ( A%L/Z) - ( A€72)

+ (cotg( T+ 4a) cotg wy . nWAE)
= (corg(Ty +p4 ) B¥) + (cotg €y .8€) = (BYY2) - ( Af Y2y

+ (cotg(Na+pa ) cotg g, . BYANE)

+ 0(eos)
( Ava -y ) cotg( Ta + Y5 ) + Ay, cotg( TI4 + 4% ) - cotg( Tl + pn)]

= (D€ - Ny cotg £a + AE;. [cotg fn - cotg w,ﬂ*i- Q -

Avec:
Q= (A%.72) + (06%2) - (0%Y2) - (4 €Y2)
+ (cotg(Tla + 4 ) cotg wy . QY 0EL)
= (cotg(Tly + p4 ) cotg & .AY AL )

+ 0(ee.)

Cependant: [cotg( Tl + Pg) — cotg( Ty + Lmﬂ

1/ s1n™ (T +%5)) « (% = pa) + 0((% - pp))
Tpcotgwp (sin( Tly + py) / sinf( Tlﬂ+fl’a )
+0(C% = pa)) X2, (Fa—wy)t)

en tenant compte de (IIf.5)

Et: [:cotg Ea — cotg w{l
= =(1/ sin®6 ) « (Wa= &) + 0(C 5 - wy )

g cos( Tl + pg)

+ 0(( 4 -wp ), Xa©)
sin 2£4



en tenant compte de (1I.¢ )
D70l le résultat suivant:

cotg(My + Y4 ) [D‘f‘_— AL{’J

- [:31»\ cotg wa (sin(T) + pn)/sinz('"ﬂ,ﬁ‘};; )j)]. nY
= ‘cothn [AE-QEJ

- [31& cos(My, + Pn)/sinlfa . ey 4 q

Et, en multipliant tout par tg( 'y + Y4 )

[ﬂ%— AV]= [ﬂv\cotg wy sin(Tly + Pa) / (sin(Wa+ Y, ) cos(Tlq+ Y, ))].v Ay
[ cotg & sin (Tl+ pg) tg(Ta + %1 )] . 4y

[ﬂg (cos( ﬂ,‘+ Pa) tg(Ta+44)) / sin ‘EAJ. AEL
Qtg(Tly + Y1)

+

+ 0(ees)

en substituant 3 (A€.- A€ ) son
expression dans (V1.3 ).

I1 est immédiat, en tenant compte des résultats (fI.5) et (v 6)
de montrer que 1°on comnm

, et une erreur totalement négligeable (bien
inférieure 3 10""), lorsqu” on substitue dans le second membre (Vg + Y1)
a (Mg + pa) , et €4 3 vy,

De plus, on démontre aisément que les quantités mpa A€ et Ny 0 €L
sont identiques 3

une quantité& largement négligeable prés (inférieure 2
107 "), 11 est donc plausible de les assimiler 1-une d 17autre.

Enfin, la quantité Q s“approxime aisément:
Q= Y . (AW - AV

+2Ag . (A&-DBE )

+ cotg(Tla+Y4 ) cotg En [A‘Kj_( e, -bey + Age (A —ll‘#’)]

Ce qui E

rouve que Q est d“un ordre de grandeur bien plus faible
(de 17ordre de 10%

fois plus faible) que (AY;-A4AY.).

Fort de toutes ces constatations, 11

nous est maintenant
possible d“établir la relation simple suivante:

[AIK—AY:] = J\A[(cotg wa sinC Ty +%4)) / (sin( Tl + Y4 ) cos(Tlq+ %)3 . Ay



—I“E:-otg E'qtg('\'\.q+ut’.4)sin(7|ﬂ +‘-|7\ﬂ AY
- TMp Eos( la +j’n) tg( Mg + Y ) / singfq] . 4¢

% Gless)
[0¥i- 0] = m,[eotg £ cos(Th+¥a)] . AW (IXA )
- Tafsin( T+ ) / sintgy | . A€
+ 0(es.)

00 O est une quantité au plus de 1”ordre de 10'6"

(sur 100 ans)




Figure

: Ici sont représentés 1les quatre
17&écliptique de 1la date 1initiale to,
€quateurs moyen et vrai de la date t.

Des relations simples permettant de relier AE 3 A€, d”une
part, 8Y 3 0Y)L d-autre part peuvent s”avérer utiles, dans 1la perspective
ol par exemple sont connus 1”un des jeux de paramétres ( A& |, AY¥ ) ou (48¢&,

AY, ) et ol 17on désire en déduire 17autre. Les calculs é&ffectués
" montrent que:

plans fondamentaux que sont
“écliptique de la date t, les

A& - 0f = Ta . osin(T, +p ). OV
B -b¥ =~ ny Lfeotgg, cos(My+ W ) . MY

- 3, .[si_n( My +Y% )/ sin’{,\l . BE




ANNEXE 1V

\

Deveto ppementg

A) Développement du terme :

[[Cent™+ ey aCuy+ 0wy

JCee®s Becy alwe + w4 Y

jl' 7. d(We + W th)

+ J: DG d(Yit + Yot ) + &,t". d(4W¥)
+ [T 2g. d(0Y)

Dol la séparation de
d”ordre wuniquement

17autre de
troisiéme que 17on

juxtaposition des deux

phénoménes
differentes

notations pour
appelant "Y" la présente expression :

Y

o

Y

Y+ Y, + Y,

Avec :

f.
=] Lt d(Yt +9 )
ke

YS

¢
Yp .
Y .

(&
.ot
A€
4

13
= IJ d(ﬂ'ﬂ_)
- -,[
w
B) Développement de Ys

B.1) développement du terme Y; #

' 3
Y, = J,, E'itz cd(Yet + Yoth)

JUget o (W2 by . ar

J:(%Eit!'+2%f,_t ) . dt

désigner chacune

J':< €262 OF1) d(Y, +0%,)

1”expression en trois parties: 17une
polyndmiale ne faisant intervenir

nature sinusoidale ne faisant intervenir
pourra qualifier

que la précession ,
que la nutation , 1la
de terme mixte , provenant d”une

pourral 3 ce titre wutiliser
de ces trois parties , en

j" CEt™+ A6) « d( Y, + W)

(s par analogie 3 "séculaire")

(p par analogie 2 "périodique")

d(y e +¥e*) + gt*. d(ﬂ%)]

(m par analogie a "mixte')

o<
I

( €Yy /3) . &3

+ (&Y /2) et




B.2) Développement du terme Yo

Y, =] 06 a(nv)

} [Zh b.cos( w;t -, ):} [2 asin(wt:—i’ )__J

[,,_ b,cos(uw; t = L) . _‘ a; w; cos(wa-t - ) .dt

'h[‘Z b;a; wcos (wit - ¥ )]. dt

J %1 :57" b;a; w, (cos(w.t - 9 ) .« cos(w;t - 4 ))]. dt
2 COS’—( w. t _\_f'- ). = (1 + cos2( w. t —i.' ))

Et: cos(wt =¥;) . cos( wyt -¥:)

Mais , en utilisant :

= am. [eos(Cuwituwyde = (Lot #)) + cos((wim e - (i - ¢))]

Alors , on obtient 1le développement suivant pour Y

Y, = z ((bra;w:)/2) o JF (1 + cos(2(wrt -4 ) . at
ol q— ¢ “ 0 . &
+ é‘ ,%: [ ((b;a; vy )/2) . Jn cos((wi +wiir - (L + L)) . dt]

Jac

+ Z z [ o, ajuw: )/2) Jri cos((wi-uwt - (-4 . dt]

Et , 3 17issue des intégrations :

Ms

Yo =4(1/2) . ( a,bfw:) . t

3

t
+ (1/4) . |( < absin(2(w, t - ))]
+%7 [(ba(\u/2(w+w))).sin((w+w)t_(f+£))]
= A
+ Z: ZZ [' (b. a; (w; /2w - )

e sin((wi-w; )t - (Y- fj))]
|1. )1t ¢

On peut transformer les sommations pour obtenir 1”expression finale

Lp
= (1/2) . ( S oabiw) .t

* /e . [« {" a;b; siw(2(w: t -»9.-)))]*
+2
. 3 s

4+ 4

‘-L

-\
W

> [(Cha e+ bya, wid/2Cu +w))) sin((w twpe = (P +90]°
[((b aw; + bda,w. /2(w —wi)) . osin((Wi-wy)e - (¥ - f,-))]“_

to=-d

B.3) développement du terme Y

'.
Y, = ] EML' d(yy e + Y, %)) + (&tt- d(d%))]

ko




Yo = Your v Yao

¢
Avec : Ymd_:J BF. (% + 2% t) . dc
to
Et : YM,_=Jt£Lt1. d¢ 4% )
te
Développons dans un premier temps Y1

f
Yo = j,, ﬂf’. (Br+ 2%t ) . de

1
.,\
T
Ms

2, bicos(uwrt - ¥)) ., (‘V,_+9‘§_tﬂ.dt
/'b‘-. cos(we t =9 ), dt:]
(x4 t,
n [
¥ 24 . ZQ bs t . cos(wt =¥ ) , dt]
i=4|’to

Mais on sait que :

It « cos(uyet =¥; ) . dt

= (Ce 7w« osinCwie —¥0)) + (cos( wit =) /wi®)
D700 1”expression définitive de Yin

(-.
Ype= Y. . ;ni (b; /we ) o sin (wot =40) -
2% e [2 (b w) . ostn (wgt =dey ]

+ 24 .[f (bo/ ;) « cos (wit -4, )]:a
=1

Procédons d“une manidre identique pour le terme b Y
F

Ymsfj’ E.tT. d(OYy)
. :

= f;_jcz’. d( Zh a. sin(w;t =¥ ))

EE T
A £, agw cos(wet =40 ) ¢
Cependant , on utilisera 17égalité :
Jtl. cos(w t =¥ ) dt
= (1/w: ) . t¥sin(wit =¥ )
+(3/u,ix>t cos(wit =¥ )
_(e/wg)sin(w: t -4 ).

D700 17expression définitive de Ymao:

) ) '_ ¢
Yor= &, . > (a;t sin(w.t -4 ))_]'a



$26 [ 2 Carlw) e costune -9 ) ]
=26 .[5 ((a/ust) sinCuwit -& )¢

"Oea

Et la formulation finale de an :

Y= W o[22 (b wn) sinut - )],
+ 2Y¢ {:{21 (b /wy) sin(wit =¥ )]:o
+2W L [2 (b fwi) cosCugt - 2)]]
* £ [z'l a; t" sin(w .t -4 )]‘:
+2 €, . [,29 (a¢/ w;) t cos(uot - ¢ )],:

—26,_.[5

< (a. /w;v) sin( wet =L, )]::




ANNEXE Y

Analyse approfondie. terme par terme, de la quantité "g"

On sair ( Annexe I ),
d”erreur relative supérieure a 10-% lorsqu”on substitue A€ 3 Agfy et oY
a ML ice qui permet , sans dommage , de les confondre , tout du moins
sous réserve que cette confusion reste sans conséquences importantes sur

le calcul qui va suivre .Ainsi »On admettra, en premiére approximation,
que les identités suivantes sont vérifiées : '

0¥ - Y |

que 1°on ne commet pas

é a;sin( uwy t - %)
b€ = AE . .i: b;cos(w; t - ¥ )
En conservant en outre les notations habituelles :
Wa= & + €, 2+ & t?
o=V Y ety B
Chacune des quantités faisant justement partie de 1a

décomposition de s (cf.relation (79 )) peut donner 1lieu 2 des

transformations assez étendues, ce qui nous améne 3 1les considérer
individuellement: i :

(a) Développement du terme

t
J [(wa-6 + 060y acwy FAW) - (Y + 0% ) d(wa + del )

L3 encore, on opdrera des développements annexes:

‘.
(al) Développement du terme: [(‘JJA -6 )dy - dwﬂj
ko
(Wﬁ—f.)d% -'U;{ d wy
=(wa-6 )dYy - Y dws -& )

=K E 5+ & t*) . (¥ 24 t + 3 t‘)]
-E Vit + Vitt+‘:"3 tf)-(ZE,_t+3£3 t‘)].dc
=l__—f:';,%,tl-2€3% t3+("')t +("-) t] . dt

Donc :

>

J[( W/\ - gu ) . d.% - '\{'}" ode]

ko _ ¢
= RCE W /3) LY - (g w2y . 4 e

to

( 80)



(quantités négligeables)

(a2) Developpement du terme: J’ dey dYy

J+ A€y dyy

(]

= jf ( __Z:b;cos(m;t—‘f; M e (Y + 2%t + 3% %) . ar

On tiendra compte
identités suivantes :

, dans 1le développement de cette intégrale , des
f t cos(Cuw;t -¥ ) 4dt

= (t/w) sin(w:t -, ) + (1/w*) cos(wst -@; )

Et

J'tl cos(w: t =¥ ) dt

(" Jw?) sin(w;t =49:) + (2t/ w;r) cos( wet =Y. )

= (2/w® sin (wit -9 )

Par conséquent

j AE, d ¥,

o " ¢
- .2 b, jt cos(w: t =% ) 4t |
+2‘P¢,.‘_:Z: b, f':tcos(w:t-‘tfc )dt]
+ 3% .[;i By J; t cos((u t =¥ ) dt]
. [2 (b/w)sin(wt-‘.ﬂ)j
+ 2 [% (b;/w) sin( w: t =, )]

6

+21+£[_ (b:/ i) cos( wi v - )]
=4

h S EF [2 (by/ w:) sin( wet - @; )]

YW t [ (bi/wis) coslu b - )'_]k

to
= 64 [Zn (b; /wi2) sin( wet - Y )J:

xu

w

(a3) Développement de :Jf(ﬁ“>d°ﬁ
4

'(: (4%) a wa



t "
= J ( = a.sin( w: £t -9, )) . (2E,_t+3f2 tg) dt
te e ‘

On tiendra cette fois compte des égalités suivantes :

jt sin( w; t - <& )

= (1/w") sin(wit = 90) = (£/ we) cos(w:t =¥ )

Et :
ft"sin( w t - L)

= (2/ w!3) cos(uy:t =¥ ) + (2t/wy) sin(w:t =L )

- (t*/w) cos(w: t -¢ )
Ce qui aboutit 3 :

J; (@%). a

= 2§

£

A
[—a‘. f't sin(w,.t -2 ) dt]
+ 3¢ _L[ ajlyt sin(wit - £ ) de |

- 2¢, [2; (ai/we) sin(wre -20)]"

26 t . [ 2 (ar/we ) cos(uwit = N
-3 & ", [-'2:; (a;/w! ) cos(wi t = )],t

+6 & t [_:7:‘; (a;/wr) sin(usct =4, )],:

+6 £ . [z: (ac /w®) cos(wit -2 )]

'M,

(-4

-

b
(a4) Développement de: l [__AEL d(dYy ) - AY, d(ne, )J

Yo

j}* [De. aCAwL ) = A% . aCbes Y]
= k(
}ﬂ

+ "(_Z asin(wt—‘:ﬂ))(z‘ bwsin(wt-—t{’))dt
J\

- T2

its
+ J [Z¢‘£ b a, w; sin(w: t =) sin(w,t - Y] de

fc, ,t d

M

b;cos( w; t =¢:)) ( Z'1 aj wycos(w, t - ¥ )) dt

-
-

b, a; wj cos(w;t =4 ) cos(uo,t = ¢, )] dt

-
3*




On peut alors se permettre de sortir les sommations :

J: [AeraCav) - B%acae, )]
B ‘?‘1 2_“‘_ [th‘ a; w; cos(urt =) cos( wit =y ) dt]

+ |Z:_ {[]b a:w; sin(w:t =¥:) sin(w: t - )dt]

s . 3 )

Z fjk(b-a- w! /2) cos(( Wi +w 5 )t

itd

(% + %)) dt ]
(L-%)) de ]

(£ =9)) dt

[j (b. L 3 wi /2) cos((w: - W't

E

-

(b;aj e /2) cos((w:i- w)t

JJ('

[
- é_z [j (b;a; w /2) cos((wi+wy)t
¢
To

G+ 43)) de

XS

(b;a; wy) (cos (Wit - ) + sin®(ag t - 9. ) de

LZ
-[Z 2 a2

r
T (w;&:)sin((w + W )t—(‘2c+':!,- ))]
lh
+[.‘:1. > (bl-aa' /2) E: t:-’} ) sin(( wy —w e - (W - ))J‘-D
)

J
b S
+ [z (abg we ) ¢
=1 ta
Et, finalement:

£
j,o [AE,L-CI( 0% ) - AY,.d(4¢q )]‘
= [.‘f Z( (b;a; - b 3 /2) (W5 = w0 ) sin(( we Tyt = (R + Y )):}

(uu; + wy)

+
| Sl
;;M:

%. (b;a; + byag/2) (W% + W) ) sin(( ox - Wit = (Y% -9 )ﬂ
I :

(w\-w" )
+ [:ZZ (atl{w )t -7{-‘,

k
(a5) Développement du terme: f (wpn=- & )d(b¥)

J*< wa - £ ) d( By )

fo
= Jlb( Lt + £, £*) (fb a;w: cos(w, t =¥ )) de

De maniére analogue a précedemment » "Je peux m”inspirer des intégrales
sulvantes:

] t cos( w:t -4 ) de

b



= (tg’ /w; ) sin(w: t - ‘-‘E.' ) + (2t /v ?) cos( we £ =¥ )

- (2/ w3) sin( w:t =¥ )
Et :
k
J' t2 cos( w: t =¥ ) dt
= (t3 /we ) sin(w:t - 4 ) + (3t2/ W) cos(w:it =L )
- (6t/w3) sin(w et =¥ ) = (6/ wi%) cos( wet - &)
Ce qui entraine , en permutant intégrale et sommation :
[ Cwas &) acaw )
@ n . . (4
= €, t [Z’_ a,sin( w; t - )].
n -~ . . - N k

+2& ¢t [ 5 (aifw) cosC wit - ¢ 1

2 & [Zn (as/w:it ) sin( wee = £ )]0
=4
h
+ & . [Z assin( w;: t - & )J‘-
EX ] ]
365 [ 2 (ailuwr ) cosCwe t = )]
6 € t . [éi (a:/w:®) sinCwor - £)]"
P n

6 & .« [ £ (a;//w3) cos(uw t =% )jF:

(21

+

.
(ab) Développement de : J Y- d(AEd )
(Y

% . acaa )

f- n
- [ e g ey ) S bragsin(uwr t - &) de

Rappelons au passage les formules utiles au développement de cette
expression :

j t sin( w:t - £ ) dt
= (I/wi*) sinCwit =¥ ) = (t/we ) cos( w:t -¥. )

} tsin( wot - L) dt

=(t*/we) cos( wi t =) + (2t/wir) sin(urt =2 )

£ (2/wi?) cos( wit =-4¥)
JES sin( w:t - ) dt

- (t*/w!) cos(wit =& ) + (3t%/w:*) sin (wit =¥ )



+ (6t/ w3 ) cos(w; t -9, ) - (6/w;%) sin(wet - &)

Toujours en opérant de la meme maniére , c“est 3 dire en permutant
intégrale et sommation, on trouve finalement qu

J v acse )
=- ¥ [,_.}—:: (b: /w) sin(ast = 9 )]:
+ Yt ['_.:’i becos( w;t - ¥ )jt
+ Yt [z bicos(wet - £, )—J,°
=1
-2 [ 21 (be/ ) sin (wit =& )¢

—2"(’{_'[’2"(b/w‘—)cos(wt—§9 )]h.
+"4§t3[£" bocos( e &t = )"
=1

to
-3 e[

VM

(be/wwi ) sin (wi t = )"

te

=4
-6 Yt [é (be/w;t) sin (wr t = ¥, ) .
4 6 "K[é'(b/w’l)sin( wet =4 )

(b) Développement du terme : (Y, + iy y3

(% 0% T = % +3 %% .(0u ) +3 4 .(du Y+ (dy )3

Avec : T = Ut s+ Yo ™4 s t*+ ...
= et 2 Y% 4 Wlets o Yoy th+
(bl) Wi V23 Rty e L.l
(b2) 3 Yt (VL)
= O oWV i) L (S arsinl wit -9 ))
(b3) 3% (AW YT

3 (Yt + W ey e A )°

Cependant:




( ov )°®

"W
= ( 2 apsinCuw; t =@ )).( f aJ-s:Ln( wit = ))
1355 )=4
n
= 2 2 a;a; sinCwit = ¥ ) sin( w; t = )
c:l.j 5 . vl ) )

+%‘: a-sin®(wit -¢ )

= (1/2) 35 = aga; cos(( wi = w; )t - (2 - £ ))
ol 1

-(1/2) 2 > a:a ;COS(( wit wpt = (i + 20)

- =4 5

+ = a‘lsinz(A we ot - ¥)

= Z 5 aa. cos(Cwe - uy - (¥ -2 )
P, 9

—_Z"' s aa. cos(( wur + wy )t = (L + s ))
S
+ (1/2).( 2 a2) - (1/2).(_;2 a.c08(2( wirt =¥ )))

D“0od la conclusion:

3 . ow)T

3 (Yt + y ot W t?).[zn‘— > ajaq cos(( Wi —w; )t = (& =¥))
2 TS

3 (Ht+ we™y, t’)-[_g"z a

(Ek BEWI

;85 cos((woi+wy e = (¢ +4:))
3

+(3/2) (3 ab) ( Yet + Kt oy )

- (3/2) ( Z'" aszcoé(Z( wit - ) (Y + g £t 4+ ¥, )
=1

(b4) ( AY. )3pourra

etre considérée comme une quantité tout 3 fait
négligeable .




it
(c) Développement du terme : l (Y% +0W% )3. d( wa+ 06 )

J‘ (YA +0W Y. a( waq+AB6L)

= J: [%? +3 WM (0 +3 Y (AW Y+ (0Y, )3]. d(wa + 46 )
= J:y U'/J\? dwgy

Y 3j:°q;\‘( OYL ) d wp

+ 3_‘[:. AW A )Qdum

+fo (A% awa

+ff wlacae

+3 " W aw acaen)

+3 [Py (o) acaen)

+ [P A% ac aen)

Une bréve &valuation permet d“éviter certains développements
unitiles: 1les quatre premiers termes sont négligeables . Eff ectivement
on constate que pour chacun d”entre eux, l17intégrant ne dépasse jamais
2.10™ en wvaleur absolue, cela dans un intervalle de temps d“un siécle,
alors que 1le paramdtre intégré wa subit des variations qui ne dépassent
pas 0"05 dans. le mfme intervalle de temps.

Le cinquiéme terme » lul , nécessite d-etre élucidé
constitue le terme dont 17amplitude

’

’ bU13qU’il
prend 185 plUS grandes valeurs:
’ Lyg ﬂ£

In e d( i )

t_ L
. - .%3-]} tgo [421 b“ w /) Sin( w! t —3\' )Jo dt + ecoee (5 négliger)
[~ i

On négligera en effet ici les termes du développement de ¥
autres que Y41 , du fait de la petitesse des coefficients ¥ et ¥
devant Y3 (cela se justifiera d”autant lorsque 1”on s“apercevra de la

petitesse m€me du membre ci-dessus : L: Wil d(0a)
n ¢
= - = (b*w:%g)[j t3 sin( wet =¥ ) . dt
1=1 . l'a
. 3 M -_‘f.' c“'
Mais : JE t” sin( wi t )

= (3 /we ) cos( wet =4 )

+ (3t%/ we?) sin( wet =4 )

-

(6t / w¥) cos( wi t —@ )

(6 /wt) sin( w't =< )




pod :  [“4aC0es )
o . ,\ ‘
= [ ( ¥ t?) < beecos( weot =2 )
(3 Y3 t2)

W
»

h]

(b /e ) sin( we e = )

(6 K3t ) Zn (b / wed cos( wet = £ )

+6 W 2 (bi/ w3 ) sin(ewet - )
=4

»

~

o
w

+ oo (quantités négligeables) . ]

On  peut fort logiquement passer outre les trois derniers

termes de 17expression de (c¢) , du fait que , 13 encore , les fonctions
mises sous intégrale sont trds faibles :

3 [yt 4% £ 1.5 107t
3 % (8 ¢ 4s 107
[Caw Y] « 10-?
et le paramétre intégré n”excéde jamais 10" en valeur absolue.

Finalement » on réduira notre expression au seul

membre
significatif:

&
1° v o) (wa+0g,)
n ¢
(W2 Yy . [’% b;cos( w; t - 3 )3;.
n ¢
G e o [2 (b w) sinCwg e =20 )],
(6 Y2t ) . [Zn (b;/w;D cos(w; t - & )j,:
=1
(6 ¥3) [ S  (b;/w?) sin( wrt - 4 N
=4 °

+ «c... (quantités négligeables) (88)

1]

-+
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