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Chapitre 1

Introduction

L’astrophysique est une discipline faisant interagir de nombreux domaines

de la physique, afin d’améliorer la compréhension que nous avons de l’Univers

et des objets qui le composent. Ainsi, elle fait intervenir des théories allant

de la mécanique newtonienne à la physique des particules, de la thermody

namique à la mécanique des fluides. Différents moyens sont utilisés et mis

en place pour la développer. On peut retenir essentiellement quatre grandes

catégories de moyens d’étude.

La première, historiquement, est l’observation. Elle consiste à regarder les

objets présents dans notre ciel, avec des moyens allant de l’oeil nu jusqu’aux

très grands télescopes actuels ou aux satellites spatiaux.

La seconde est la catégorie des études théoriques et analytiques. Elle est

faite bien souvent à partir d’observations et est mise à l’épreuve par celles-ci.

La troisième, plus récente, est la simulation numérique. Elle consiste à

résoudre à l’aide de calculateurs les équations de manière numérique, afin

d’étudier et de reproduire des phénomènes sur ordinateur (simulations numé
riques) .

Enfin, la quatrième est l’expérience. Elle est souvent considérée comme la

partie la plus limitée, car il a longtemps été jugé impossible de reproduire les

phénomènes astrophysiques lors d’expériences (voir Sect. 1.2.4). Néanmoins,
l’arrivée progressive d’installations scientifiques permettant d’accéder au do

maine des très hautes densités d’énergie ("High Energy Density Physics",

HEDP) comme les lasers de puissance ou bien encore les Z-pinches pousse au
développement de ce qui est également appelé astrophysique de laboratoire

(en anglais, « High Energy Density Laboratory Astrophysics », HEDLA).
La matière qui compose notre univers forme diverses structures comme les

amas de galaxies, les galaxies, les étoiles et leurs planètes, les naines blanches,

les étoiles à neutrons, les trous noirs et bien d’autres encore. Elle compose éga

lement le milieu interstellaire (MIS), composé d’hydrogène ionisé, atomique
ou moléculaire selon la température, très dilué, dans lequel peuvent se former

des nuages de gaz plus denses. C’est dans ces nuages (hydrogène moléculaire

o



6 Chapitre 1. Introduction

H2) en contraction gravitationnelle que se forment les étoiles. Une étoile passe
au cours de son existence par différents stades. Dès le début de la contrac

tion gravitationnelle, provoquée par une onde de choc (supernova, collision de

nuages, ...) ou bien encore par d’autres phénomènes, la température du gaz
comprimé augmente. L’effondrement gravitionnel continue jusqu’au moment

où les conditions de température et de densité sont suffisantes pour initier les
réactions de fusion thermonucléaire. L’étoile vient alors de naître. Les atomes

d’hydrogène fusionnent alors en son coeur, en formant de l’hélium, et libèrent

ainsi, au final, de l’énergie sous forme de rayonnement, lequel engendre une
force due à la pression radiative et thermique. Cette force équilibre alors la

force de contraction gravitationnelle pendant une période allant de quelques

millions d’années pour les étoiles les plus massives (une centaine de fois la
masse du soleil M0) à quelques centaines de milliards d’années pour les étoiles
les moins massives (0.07 M©). Une fois le combustible de base épuisé, les élé
ments plus lourds fusionnent à leur tour et prennent le relai, durant des temps

beaucoup plus courts. Enfin survient la mort de l’étoile : elle se contracte sous

l’effet de la gravitation qui n’est plus compensée par la pression thermique

du coeur. Si l’étoile est suffisamment massive (8 M0), les couches externes
de l'étoile tombent sur le noyau de fer de l’étoile et rebondissent dessus dans

une explosion colossale : c’est une supernova (SN) gravitationnelle. D’autres
supernovae, appelées supernovae thermonucléaires, se produisent lorsque des

objets, les naines blanches, dépassent par accrétion de matière d’une étoile

compagnon, ou bien par collision, une masse critique appelée masse de Chan-
drasekhar.

Lors de cette explosion, de la matière est éjectée à des vitesses de plusieurs

dizaines de milliers de kilomètres par seconde, et va se propager dans le milieu
circumstellaire dans un premier temps, puis dans le MIS, derrière un choc. On

assiste alors à la formation d’un reste de supernova (RSN). C’est dans ce
cadre que se situe le travail de cette thèse. Cette onde de choc est une onde

de souffle, car elle est générée par la SN initiale puis se propage sans apport
ultérieur d’énergie, et elle est ralentie uniquement par la faible densité du

MIS qui est mis en mouvement centrifuge, ou bien par des pertes radiatives.
Elle évolue alors pendant des temps de plusieurs dizaines ou centaines de

milliers d’années, sur des distances de plusieurs parsecs, voire dizaines de

parsecs. Depuis que l’Homme est sorti de la préhistoire, il a laissé à plusieurs

reprises des témoignages de l’observation du phénomène de SN qu’on peut

voir aujourd’hui sous la forme d’un RSN. En effet, une supernova peut éclairer

davantage que la galaxie qui l’abrite, pendant plusieurs mois. Une supernova

dans la voie lactée constitue donc un évènement particulièrement lumineux,

dans certains cas visible à l’oeil nu. Ce sont les seuls objets, à l’exception de

la lune évidemment, capables de projeter des ombres dans la nuit terrestre.

Ainsi, on compte parmi ces supernovae dites ’historiques’ celle de 1006, qui

6



1.1. Présentation des restes de supernova

fut la plus lumineuse, celle de 1054, qui a donné naissance à la nébuleuse

du Crabe, celle de 1572, découverte par le célèbre astronome Tycho Brahe,

celle de 1885, qui est la première supernova de l’ère des téléscopes, ou bien

encore celle de 1987, appelée 1987a. qui est la dernière SN bien étudiée car

elle est située dans le Grand Nuage de Magellan, à proximité de notre galaxie.

L’observation de ces RSN montre que le front de choc présente des formes

et des structures complexes, notamment dans les RSN âgés. Ces structures

sont caractéristiques d’instabilités hydrodynamiques, telles que l’instabilité

de Rayleigh-Taylor, bien connue.

Néanmoins, un autre mécanisme, proposé par Ethan T. Vishniac en 1983

[ut puis étudié plus finement par Ryu et Vishniac [12], permettrait d’expli
quer ces formes filamenteuses et irrégulières mentionnées précédemment. Ce

phénomène est appelée “instabilité de Vishniac (I.V.)", et est l’objet d’étude
de cette thèse. D’autres études ont été menées par Kushnir [13], et une étude
numérique a été menée dans le cadre de la thèse de C. Cavet [14], donnant
lieu à plusieurs publications [16] [17| [15]. Ce phénomène peut être décrit de
la façon suivante : l’onde de choc du RSN est initialement quasi-sphérique, et

son expansion génère une coquille de matière sur-dense. Cependant, en recon

trant des hétérogénéités du MIS, cette coquille peut être déformée, et cette
déformation peut s’avérer instable : c’est le phénomène décrit par Vishniac.

Néanmoins, l’étude théorique présente des contradictions et des points liti

gieux (voir plus loin). L’étude numérique ne conduit pas, quant à elle, à la
fragmentation et à la filamentation du RSN : h instabilité sature et le phéno
mène s’atténue. Ainsi, on se pose la question de savoir si l’IV est un phénomène
vraiment instable et s’il est vraiment effectif dans les RSN.

Cette thèse a pour but d’étudier certains points litigieux des modèles ana

lytiques, ainsi que d’étudier l’instabilité de Vishniac dans des conditions plus

réalistes et complexes, à l’aide de la simulation numérique.

1.1 Présentation des restes de supernova

On peut décrire le déroulement de l’expansion d’un RSN dans le MIS de

façon simplifiée, en le divisant en différentes phases d’évolution. On décrit
alors la supernova comme un dépôt instantané d’énergie ponctuel, qui va se

répandre dans le milieu environnant. Celui-ci va alors être absorbé et mis en

mouvement au fur et à mesure de l’expansion du RSN qui va être ralenti.

Notons t le temps depuis l’explosion, r la distance au point où l’énergie est

relâchée, puis Li densité du MIS, supposé uniforme (puis est indépendant
de r et t), dans lequel se propage l’onde de choc supposée sphérique et R(t)
son rayon (c’est aussi le rayon du RSN), M, la masse initiale éjectée lors de
l’explosion, et M (t) la masse totale du RSN à l’instant t. Ces phases sont :

7



8 Chapitre 1. Introduction

- La phase balistique

Cette première phase se déroule des premiers instants de l'existence du

RSN jusqu’à un temps caractéristique de l’ordre du millier d’années. La

masse éjectée par l’explosion est alors grande devant la masse englobée
par le RSN : M* >> (4/3) ttR3 (t) pmis Le RSN n’est alors pas ralenti,
et obéit à une loi du type :

R(t) oc t (1.1)

- La phase de Sedov-Taylor

Cette phase se déroule lorsque la masse initiale est devenue négligeable
devant la masse totale du RSN, mais que les pertes d’énergie (par rayon
nement, par exemple) n’ont pas encore eu d’impact sur la dynamique de

l’expansion : le RSN est donc dans cette phase adiabatique. On a donc :

Mi « i/SnR3 (t) pmis et t « trad? OÙ trad. est le temps caractéris
tique associé aux processus de pertes d’énergie par rayonnement. Sedov

11 ), Taylor [2], Von Neumann [3] et Landau |4| ont étudié au milieu du
XXème siècle le problème de l’explosion forte en un point, et en ont

déduit la loi régissant cette phase. L’accrétion de masse engendre alors

un ralentissement de la propagation du R.SN. On trouve (voir les calculs
en annexe A) :

R{t)<xtV5 . (1.2)

Cette phase de l’évolution des RSN a été étudiée par Sedov 11] notam
ment, et des solutions analytiques implicites peuvent être trouvées dans

le cadre d’une théorie autosemblable mais représentative de la réalité.

On a donc connaissance à tout instant des profils spatiaux des grandeurs
hydrodynamiques telles que la densité, la vitesse ou encore la pression.

- La phase radiative

Cette phase est plus tardive, et correspond à l’expansion du RSN lorsque

les phénomènes radiatifs (perte d’énergie) influencent la dynamique du
RSN. Lorsque la température derrière le front de choc devient inférieure

à 106/L, les pertes d’énergie deviennent non négligeables dans la dy
namique, du fait des raies d’émission et de recombinaison des éléments

lourds contenus dans le RSN. Le ralentissement est donc encore plus fort

qu’avec la simple augmentation de masse. Différents modèles existent

dans la littérature [5] [Cj |7| [8|. et aboutissent à deux lois d’évolution :

R (t) oc t1/4

8
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1.2. Principe de l’instabilité de Vishniac et état de l’art 9

R (t) oc t2/l (1.4)

D’autre part, des simulations numériques |9] ont abouti à une loi d’évo
lution différente, pour laquelle on a :

- La phase finale

Enfin, lorsque la vitesse d’expansion du RSN atteint la vitesse du son,

on assiste à la fin de l’existence du RSN |10| : le gaz se dilue alors dans
le milieu et on ne peut plus différencier le MIS du RSN.

Les calculs de ces phases et de leurs lois d’évolution sont présentés en
annexe A.

1.2 Principe de l’instabilité de Vishniac et état

de l’art

1.2.1 Principe de l’instabilité de Vishniac

Comme mentionné précédemment, l’instabilité de Vishniac est un phéno

mène proposé par E.T. Vishniac [111 en 1983 pour expliquer la forme com
plexe que présentent les RSN (voir Fig. 1.1). On voit en effet que les RSN

d’âge avancé (plusieurs dizaines de milliers d’années) ne sont pas sphériques,
contrairement aux RSN plus jeunes (voir Fig. 1.2). Simeis présente une forme
globalement sphérique, mais sont apparues, par rapport au RSN de Tyclio-
Brahé, des structures filamenteuses à h intérieur du RSN, et le contour de

celui-ci n’est plus continu. L’IV est régulièrement invoquée pour expliquer

la filamentation des RSN, or cette instabilité, étudiée dans plusieurs articles

de manière analytique [11] [12] [13] s’atténue et ne se développe donc pas
dans les études numériques menées récemment par Cécile Cavet dans son tra

vail de thèse [14], [15], [16], [17] au Laboratoire Univers et Théorie (LUTH) de
l’Observatoire de Paris. Il est donc nécessaire d’étudier plus en détail le phéno

mène, afin de trancher quant à sa pertinence dans l’explication des structures
observées.

Les RSN peuvent être, en première approximation, décrits comme une

coquille de matière s’étendant derrière un front de choc, et contenant dans

sa région interne un gaz très chaud et très dilué (voir annexe A). Ce gaz
chaud exerce une poussée, due à la pression thermique, sur la surface interne

de la coquille. Lors de son expansion, le RSN absorbe la matière du MIS et

R (t) oc t3/w (1.5)

9



10 Chapitre 1. Introduction

Fig. 1.1: Simeis, RSN de 38 000 ans. On observe des structures complexes

s’étendant derrière le front de choc, comme des filaments. ©Digital Sky

Survey, ESA/ESO/NASA FITS Liberator

10



1.2. Principe de l’instabilité de Vishniac et état de l’art 11

Fig. 1.2: RSN de Tycho-Brahé, RSN de 600 ans. ©NASA/MPIA/Calar
Alto Observâtory, Oliver Krause et al.

11



12 Chapitre 1. Introduction

ram

Intérieur chaud

Fig. 1.3: Principe de l’instabilité de Vishniac. Le MIS est représenté en gris,
la coquille dense en bleu, et la zone intérieure, très tenue et très chaude, en

rouge.

la met en mouvement au passage du front de choc. Le transfert de quantité

de mouvement lors de l’absorption génère l’équivalent d’une force de pression

(pression "bélier", voir annexe A), s’opposant à l’expansion du RSN. Cette
force est colinéaire à la direction de la vitesse de la coquille (voir Fig. 1.3).
Lorsque le RSN est sphérique, ces deux forces sont colinéaires, car la force due

à la pression thermique est normale à la surface, et la vitesse d’expansion l’est

également. Le RSN est alors ralenti (voir paragraphe précédent).
Le RSN peut, lors de son expansion, être déformé, par exemple lors de la

rencontre d’une zone surdense du MIS. Si tel est le cas, alors la direction de

la résultante des forces en est modifiée (voir Fig. 1.3). En effet, la direction de
la vitesse du RSN restant la même (K,, flèches noires), la direction de la force

exercée par la pression bélier est inchangée (Prom, flèches épaisses bleues),
tandis que la force de pression thermique de la zone interne très ténue et très

chaude est toujours normale à la surface (Pth: flèches vertes), et cette surface
ayant été déformée, les deux forces ne sont plus colinéaires. Le bilan des forces

comporte alors une résultante selon la direction transverse, générant des flux

lïi3!3£S&-

y

:

ram
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1.2. Principe de l’instabilité de Vishniac et état de l’art 13

de matière des zones les plus avancées (points jaunes) vers les zones en retrait
(points bleu clair). Ces zones vont alors se densifier et contenir davantage de
matière que les zones en avance. Comme les forces en présence sont des forces

surfaciques, et en vertu du principe fondamental de la dynamique F =

ma, la décélération est moins ressentie par les zones plus denses. Les zones

en retrait vont donc rattraper puis dépasser les zones en avance, qui elles

sont davantage sensibles à la décélération. Un mouvement de va-et-vient se

produit, et les zones anciennement en avance deviennent les zones en retrait
et vice versa. Le mécanisme se produit alors en sens inverse, et on assiste à des

oscillations des perturbations. Ces oscillations des perturbations constitue le

mécanisme de LIV, baptisée, à notre sens assez maladroitement "overstability"

par E.T. Vishniac. La question est donc de savoir si ces oscillations (en position

et densité) sont amplifiées ou atténuées avec le temps, et peuvent finalement
conduire à une filamentation et à une fragmentation de la coquille du RSN.

1.2.2 Etat de l’art : études analytiques

La première étude concernant l’instabilité de Vishniac est présentée dans

un article publié par E.T. Vishniac en 1983 111J. Dans ce travail, un modèle
simple est proposé afin de modéliser un.RSN : celui-ci est modélisé par une

une coquille infiniment fine, située au niveau du front de choc, dont l’intérieur

est rempli par un gaz très dense et très ténu. L’indice adiabatique 7 du gaz

est supposé tendant vers 1, afin de justifier l'hypothèse de coquille infiniment

fine et de mimer l’effet des pertes d’énergie par rayonnement du RSN dans

sa phase radiative (cette étude permet néanmoins de se placer dans le cadre
d’une loi d’évolution du rayon en R oc tn avec n quelconque). La vitesse et
la densité du fluide dans cette coquille soin, alors intégrées sur l’épaisseur de

la coquille. Une perturbation du premier ordre (linéaire) est alors introduite,
et l’influence de cette perturbation sur les grandeurs moyennées est calculée.

Cela permet d’aboutir à une relation de dispersion liant le taux de croissance

s de la perturbation au mode propre l de celle-ci. Cette relation de dispersion

comporte un domaine d’instabilité pour des modes propres supérieurs à 8.

Par la suite, D. Ryu et E.T. Vishniac ont produit une seconde étude |12|
dans laquelle le modèle proposé est plus élaboré. L’intégralité de l’écoulement

au sein du RSN y est étudiée à l’aide des équations d’Euler et du formalisme

autosemblable. Une étude perturbative de la solution de Sedov-Taylor [1] dé
crivant les RSN non radiatifs y est présentée, et aboutit à des relations de

dispersion liant le taux de croissance de l’instabilité au mode propre de la

perturbation. Toutefois, ces relations de dispersion ne fournissent pas les taux

de croissances attendus pour des valeurs spécifiques du mode propre /(/ = ()

et l — 1), qui ont été calculés par J. Sanz et al. [18) de manière simple et
indépendante de ces études.

13



14 Chapitre 1. Introduction

Une autre étude a été menée par D. Kushnir, E. Waxman et D. Shvarts

[13] , sur un modèle proche de celui de D. Ryu [12], considérant toujours un
RSN en phase de Sedov-Taylor. Toutefois, ce travail ne prend pas en compte
l’intégralité de l’écoulement et s’appuie sur d’autres critères afin de déterminer
les relations de dispersion. Celles-ci sont pour l’essentiel semblables à celles

proposées par D. Ryu et E.T. Vishniac. sauf pour les modes propres faibles

(inférieurs à 2). Les domaines d'instabilité sont très proches de ceux de l’étude
précédente. Toutefois, cette étude ne permet pas non plus de trouver les valeurs
théoriques attendues pour les modes propres l = 0 et / == 1.

Ainsi, ces deux dernières études analytiques menées jusqu’à, présent ont
le défaut de ne pas retrouver ces valeurs théoriques spécifiques, et semblent
donc présenter des insuffisances pour les modes propres faibles. Toutefois,
elles sont en bon accord pour les modes élevés, et conduisent toutes deux à un

domaine d’instabilité pour des valeurs de 7 suffisamment petites (7 < 1,2).
Les trois études analytiques ont, en commun de ne pas prendre en compte

directement les pertes d'énergie par rayonnement, et aboutissent toutes les
trois à un domaine d’instabilité.

1.2.3 Etat de l’art : simulations numériques

Des études présentant des simulations numériques ont également été me
nées par le passé. La première de ces études est l’oeuvre de M-M. MacLow et

M.L. Norman [19). Ce papier est. basé sur des simulations numériques réalisées
à l’aide d’un code 2D qui utilise une grille sphérique à coordonnées polaires.
La technique qu’ils ont, utilisée consiste à introduire, sur une portion de 18°

du RSN, une perturbation similaire à la perturbation analytique de D.Ryu
et E.T. Vishniac [12], qui n’introduit pas de perturbation du rayon mais uni
quement les grandeurs hydrodynamiques (densité, pression, vitesse). Le RSN
simulé est en phase de Sedov-Taylor et constitué de gaz d’indice adiabatique
7 — 1,1- Ils obtiennent alors une croissance de la perturbation en bon accord

avec les prédictions des études analytiques. Toutefois, ils n’obtiennent pas

de fragmentation du RSN, et indiquent que l’instabilité de Vishniac semble

saturer lorsqu’elle rentre dans sa phase non-linéaire, notamment lorsque des
chocs transverses se forment en raison des flux de matière dans la direction

transverse derrière le front de choc.

D’autres études ont été menées dans le cadre de la thèse de C. Cavet

[14] . Dans une première étude publiée par C. Cavet et al. 116], l’instabilité de
Vishniac est étudiée en géométrie cylindrique. L’indice adiabatique du gaz est
uniforme, avec 7 = 5/3 pour initialiser le RSN puis 7 = 1,1 lors de l’étude
de l’I.V.. L’instabilité est déclenchée par l’introduction de surdensités dans le

MIS. Le mécanisme de l’I.V. est alors observé, sur des temps faibles (environ

14
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10 000 ans). Le taux de croissance de l’instabilité déduit de ces simulations

apparaît inférieur aux prédictions analytiques. Dans un second papier [17|,
l’influence de l’indice adiabatique est étudiée. Toutefois, celui-ci est variable

selon la région du gaz : si la densité est supérieure à la densité du MIS, l’indice

adiabatique est noté 72, qui varie de 7 — 5/3 à 7 — 1,1, et dans le reste du
gaz, il est fixé à 7 = 5/3. Ce choix a été réalisé afin de se rapprocher de la
structure de coquille fine attendue dans le cas d’un RSN en phase radiative.

La géométrie étudiée ici est plane, et une perturbation géométrique est cette

fois introduite. La conclusion de cet article est que plus 72 est faible, plus

l’évolution aux premiers instants de la perturbation est instable, mais que

dans tous les cas étudiés, on aboutit à une disparition de la perturbation à

long terme. Ces deux études sont issues du travail de thèse de C. Cavet [14],
qui constitue une étude paramétrique de 1T.V., essentiellement en géométrie

plane, et également en partie en géométrie sphérique. Les différents paramètres

optimaux pour le développement à court terme de l’I.V. y sont déterminés.

Cette thèse conclut qu’un faible adiabatique 72 dans la région de la coquille

favorise le développement de l’I.V. Une amplitude optimale de la perturbation

a été déterminée, ainsi que pour le nombre de Mach. La conclusion principale

de cette thèse est qu’il n’a pas été observé de cas où l’I.V. persiste à temps

long dans le RSN. Toutes les simulations aboutissent à une disparition de la

perturbation introduite. Enfin, un dernier article, publié par C. Michaut et

al. [15] résume et complète les résultats en géométrie sphérique de la thèse de
C. Cavet. La configuration est la même que celle décrite précédemment, et les

simulations montrent également, après une phase initiale de croissance, une
atténuation de l’instabilité de Vishniac.

1.2.4 Etat de l’art : études expérimentales

Des études expérimentales de l’instabilité de Vishniac ont été réalisées. Ces

études sont basées sur une discipline récente, l’astrophysique de laboratoire,

présentée en début de cette introduction. En l’occurence, un laser de puissance,

tel que le LULI de l’Ecole Polytechnique. GEKKO XII de l’Institute for laser

Engeneering (ILE) au Japon, la LIL ou le laser MégaJoule au CESTA (CEA)
en France, ou bien encore OMEGA de l’Université de Rochester et le NIF aux

Etats-Unis, est utilisé afin de chauffer une cible. L’objectif est d’atteindre des

conditions de température et de pression extrêmes, provoquant des processus

physiques semblables à ceux à l’oeuvre dans les objets astrophysiques, ici

les RSN. A l’aide de lois d’échelle, on peut ensuite comparer ces résultats

expérimentaux à des observations de RSN ou à des simulations numériques.

La première étude expérimentale de l’instabilité de Vishniac a donné lieu

à une publication de J. Grun et al. en 1991 [20]. L’ablation de plasma d’une
cible de polystyrène placée dans une chambre remplie d’azote ou de xénon

15
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permet d’obtenir une onde de souffle évoluant selon la loi de Sedov-Taylor. Le

choix de ces deux gaz permet de varier l’indice adiabatique : en effet, dans les

conditions de l’expérience, l’indice adiabatique de l’azone t,v est de 1,3 tandis

que celui du xénon jxe est de 1,06. Cette étude montre que l’onde de souffle

se propageant dans le xénon est instable, tandis que celle se propageant dans

l’azote est stable. Dans le cas instable, un taux de croissance a été mesuré,

et apparaît plus élevé que le taux théorique attendu. Toutefois, il a été mon

tré ultérieurement que le laser utilisé pour la génération de Fonde de souffle
perturbait celle-ci, rendant invalides ces résultats.

D’autres expériences ont été réalisées depuis par A. Edens et al. [21] [22]
[23] et par T. Ditmire et al. [24], et montrent à. plusieurs reprises ce qui
semble être l’instabilité de Vishniac. Toutefois, ils demeurent réservés quant

à la validité de leurs conclusions, et les écarts à la théorie sont grands.

Ainsi, les études expérimentales, si elles ont paru dans un premier temps

confirmer la théorie analytique de Vishniac, paraissent à nos yeux peu fiables
en l’état. D’autres expériences sont nécessaires selon nous avant de considérer

l’aspect expérimental de l’I.V. comme une source fiable de renseignements sur
la validité de la théorie de celle-ci.

1.2.5 Résumé de l’état de l’art

Depuis le premier article décrivant l’instabilité de Vishniac [11], cette der
nière a été étudiée par différents moyens. Ces différentes approches aboutissent

à des conclusions diverses, et parfois contradictoires. Les études analytiques

réalisées jusqu’à présent suggèrent qu’il existe un domaine de paramètres pour

lequel le mécanisme proposé en 1983 par E.T. Vishniac est instable, et peut

conduire à la fragmentation du RSN. Toutefois, ces études présentent des la

cunes : elles sont réalisées dans la phase de Sedov-Taylor du RSN (tout en

faisant varier l’indice adiabatique pour mimer les effets des pertes radiatives),

et fournissent des taux de croissance erronés pour les modes propres l — 0 et

1 = 1. Les simulations numériques montrent quant à elles que le mécanisme
de Vishniac se développe bien dans les RSN, tout du moins au début de leur

évolution, mais n’aboutit pas à la fragmentation du RSN. D’autre part, elles

11e prennent pas en compte les pertes d’énergie par rayonnement. Enfin, les
études expérimentales 11e nous paraissent pas concluantes en l’état actuel de

leur développement, et nécessitent selon nous d’être améliorées avant d’être

prises en compte comme une contribution fiable dans l’étude de l’I.V.

16



1.3. Objectif et plan de travail 17

1.3 Objectif et plan de travail

Cette thèse a pour objectif de lever une partie des interrogations qui sub

sistent quant à la pertinence de l’instabilité de Vishniac dans l’explication

de la structure filamenteuse et fragmentée des RSN. Tout d’abord, nous nous

sommes intéressés à la théorie analytique de ri.V. Pour cela, nous avons repris

et amélioré le premier modèle de coquille infiniment fine de E.T. Vishniac [11]
et nous présentons donc ici dans le chapitre 2 une extension et une généra
lisation de ce travail. Ensuite, nous avons repris l’étude de D. Ryu et E.T.

Vishniac [12], nous avons développé ce travail plus en détail que ce qui est
présenté dans leur article, et nous avons recalculé les relations de dispersion

dans le cadre de ce modèle. Nous montrerons donc dans le chapitre 3 le ré

sultat de cette étude, qui aboutit à des relations de dispersion en accord avec

les valeurs attendues pour les modes propres / — 0 et / = 1. La seconde partie

du travail de thèse utilise l'outil numérique à l’aide du code HADES (voir
chapitre 4) afin de simuler des RSN en phase de Sedov-Taylor et en phase
radiative. Après avoir déterminé les caractéristiques requises pour l’étude de

l’I.V., nous avons étudié l’effet des pertes d’énergie par rayonnement sur la

dynamique du RSN (chapitre 5). Le chapitre 6 présente les simulations de
RSN en phase de Sedov-Taylor dans lesquelles nous introduisons des pertur

bations, afin de confirmer les prédictions analytiques. Enfin, le chapitre 7 est

consacré à l’étude de l’influence des pertes radiatives sur le développement

et l’évolution de l’I.V. : elle permet d’étudier celle-ci dans les RSN en phase

radiative. Enfin, nous présentons les conclusions et les perspectives auxquelles

conduit cette thèse dans le chapitre 7.

17
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Etudes analytiques de Pinstabilité
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Chapitre 2

Modèle de la coquille

Dans ce chapitre est présentée une étude hydrodynamique de l’expansion

d’une coquille de matière éjectée par une supernova dans le MIS de densité uni

forme pMiSi selon une méthode analogue à celle développée par E.T. Vishniac

lui. Nous allons donc mener des calculs similaires aux siens afin de retrouver
dans un premier temps ses résultats, puis d’étendre leur validité en relaxant

certaines hypothèses. Dans un premier temps, il convient d’étudier le cas d’une

coquille non perturbée, donc sphérique, de rayon d’expansion Rq (t), de rayon

interne Ri^it) et de vitesse d’expansion d[Ro(t)]/dt = Ro(t) = Vq (t). On
note P{ la pression sur la face interne de la coquille. Cet écoulement, que nous

appelons écoulement de base, est OD. Dans un second temps, nous étudions

la coquille perturbée, puis nous comparons ces deux cas afin d’en déduire le

taux de croissance de la perturbation.

2.1 Etude de la coquille ÇLon-peiturbée

Les grandeurs caractéristiques du fluide constituant la coquille sont la den

sité p, sa vitesse v, et sa pression P. Dans le cas non perturbé, toutes ces gran

deurs, en coordonnées sphériques, ne dépendent que de la coordonnée radiale

r et du temps t. Cet écoulement est dit écoulement de base. Les équations de

l’hydrodynamique s’écrivent :

Il n’y a pas besoin de l’équation d’énergie dans ce modèle, nous y revien

drons ultérieurement dans ce même chapitre. Afin d’étudier la coquille, d’après

E.T. Vishniac nous définissons les grandeurs suivantes :

dtp + V. {pv) == 0 (2.1)

(2.2)
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22 Chapitre 2. Modèle de la coquille

W =
R„

p (r, t) r2dr
Ri. o

(2.3)

Vr,Q (t) =
'jRo

a0 (t) (t)]'
p (r, t) r2vdr

Ri fi

(2.4)

où oo (t) représente la densité massique surfacique instantanée, et Vr$ la
vitesse radiale instantanée moyennée sur l’épaisseur de la coquille afin d’évi

ter de prendre en compte la complexité de l’écoulement radial interne de la

coquille. Ces grandeurs ne dépendent que du temps : c’est le modèle OD que

nous avons mentionné au début de ce chapitre, et les quantités p et v qui

rentrent dans les intégrales (2.3) et (2.4) sont celles de l’écoulement non per
turbé 1D. On définira de manière similaire des moyennes pour l’écoulement

perturbé (voir plus loin). Calculons à présent dao/dt et dVrS)/d;t :

d(io d ( 1 fR"
dt dt \ Rq 2 J Rr

v;
prldr — — 2—(j0 +

/
Rc

1 d

Rn 2 dt

où on rappelle que V0 (t) est défini par :

(2.5)

Vo = ~ [Ro (<)] • (2-6)

Dans l’annexe B est présenté le calcul de la dérivée d’une intégrale dont les
bornes dépendent du temps. On a :

d

dt

'R'ïit')

R] (t)

f(t,r)dr\ = /

'1Ï2 (t)

+ / dtf (C r) dr
J Ri ( t)

f(t,Ri)Ri

où Rj = dRj/dt. Ainsi. (2.5) s’écrit :

dep

dt
2—<7°

Ho

Ro2
P {Ro) Ro2^0 — P {Ri,o) Ri.Q2 Ri A) dt {p) r2dr

Ri o

(2.7)

(2.8)
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2.1. Etude de la coquille non-perturbée 23

En utilisant (2.1), et en l’insérant dans l’intégrale, on peut la calculer très
aisément comme étant la variation du terme pvr2 entre ses bornes. L’équation
(2.8) devient alors en développant et en regroupant les termes :

do-Q

dt
= -2^-a0 + p(R0)[Vû-v(R<))}

Tl0

-p (Ri,o)
RrA

Ro)

2

Ri,0 V (Ri,û)

(2.9)

On notera que v (Ro) correspond à la vitesse du fluide en r = R0 et qu’elle
n’est pas égale à V0 — Rq. Cependant, on va supposer qu’il n’y a pas d’échange

de matière sur le bord interne de la coquille, ce qui implique que v (Ri,o) = Ri,o-
De plus, d’après les relations de Rankine-Hugoniot en choc plan (car la coquille

est localement plane) calculées en annexe E.2, on a p (Rq) [Vo — v (Ro)] —
PmisVq Ainsi, on aboutit à la très simple équation différentielle ordinaire

(EDO) :

— = -2—cro + PMisV0. (2.10)
CLt IiQ

A ce niveau, on peut faire un rapprochement avec le modèle de coquille
ry

présenté dans l’annexe A. En effet, Atujo (Ro) représente la masse de la co

quille et (2.10) donne :

" [Aircro (Rq)~] = 47t (Ro)~ PmisVq (2.11)

Cette équation correspond exactement à (A.6). Revenant à l’équation (2.10),
on remarque que c’est une EDO linéaire. Elle est donc intégrable, bien que

ses coefficients dépendent du temps. Sa solution générale est :

O) = tPmisRq 0) 4" y, Aï (2-12)
o pio {t)\

où ko est une constante d’intégration. Comme asymptotiquement la masse
4 o

accrétée est A/acc>co (t) = -npMis [Æo (t)Jb seul le premier terme de (2.12)
O

compte et on prend donc ko = 0.

De la même façon, on écrit l’équation régissant l’évolution temporelle de

la vitesse radiale moyenne K,o (t) '
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En utilisant les équations (2.1), (2.2) et (2.10), on obtient :

d>\'r.0

~dF
PMIS^'O

00
K-,o +

. T Ri

pvr2R
J R;>

cr0Ro2
1

VqRq
[~vdr (pvr2) — dr P — pvdrv\ r2dr .

(2.14)

En intégrant par partie les deux premiers termes de b intégrale, on peut
regrouper les termes afin d’utiliser les relations de Rankine-Hugoniot et le fait
que la vitesse du fluide sur la face interne correspond à la vitesse de cette

dernière (pas de flux de matière sur la face interne de la coquille). On obtient
alors :

dVrfi Pmis l'a b7\0 , Pmis^qV (AV)
—

dt (7o (Tq

[P (Ro) Rp2 - P^.02]
O’oRq2

1

(JoRo2

'Rai

Ri

2rPdr

(2.15)

Vishniac utilise alors dans son étude des approximations plus ou moins

rigoureuses. Dans un permier temps, nous allons présenter les calculs qu’il a

réalisés. Tout d’abord, il s’intéresse à une coquille infiniment fine : l’épaisseur

h0 de la coquille tend vers 0. Le terme en intégrale de la pression apparais
sant dans (2.15) est dans ces conditions négligeable devant les autres, ce qui
sera démontré un peu plus loin.. D’autre part, le rapport des rayons exté

rieur et intérieur tend vers 1 dans l’hypothèse d’une coquille infiniment fine :

Ri,o —* Rq- De plus, le terme P (i?o) /<r0 contenu dans le membre de droite
de cette équation donne, d’après les relations de Rankine-Hugoniot (voir an
nexe E.2), P {Rq) — PmisVoR (Rq), soit une contribution exactement opposée
à celle du second terme du membre de droite de (2.15). Ainsi, on a après ces
simplifications :

dK.o _ _ PmisPqK-.o — Pj ,2 ^
dt (Jq

Afin de fermer le système, Vishniac remplace alors Vr,o par Vq. En réalité,

il devrait utiliser la relation de Rankine-Hugoniot sur la vitesse : v (Rq) —
2

-Vq, puis dire que la vitesse radiale movennée Vr0 correspond à la vitesse
7+1 ~
prise en Rq. Néanmoins, avec 7

dVo

dt

1, cela devient :

PM/5Ç.2 - Pi
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Les équations (2.10) et (2.17) sont les équations finales proposées par Vi-
shniac dans in). Cette dernière EDO est l’analogue de l’équation A.12 de
l’annexe A pour la coquille infiniment fine en remplaçant dR/dt par Vo et en
négligeant la masse et le rayon initiaux devant la masse accrétée et le rayon

d’expansion, respectivement. Cette EDO est. non linéaire mais intégrable bien

qu’elle soit du type Riccati, car les coefficient ne dépendent pas explicitiment

du temps (voir annexe C). En effet, (2.17) devient :

d\/

b°-—- =.— [pmisVq2 — Pi] (2-18)
dRo cr0 J

On introduit alors ici le paramètre /?, qui sera davantage détaillé dans le

paragraphe 2.3.1, et qui représente le rapport entre la pression interne et la

pression bélier : Pi. = 6 x pmisVq- Ce paramètre permet notamment à E.T.
Vishniac de ne pas avoir à utiliser de bilan énergétique. En effet, il a ainsi deux

équations 2.10 et (2.18) à deux inconnues oq et Vo. L’équation 2.18 devient

alors, en utilisant également la relation cr0 (t) — pmisRo (t) /3 :

Vi'o
dV,

dRc
-3 (1-/3)

\/2
1 U

Rn

En posant W = Vjy, on obtient :

(2.19)

dW

dR<o
-6 (1 - 0) \V_

Rn
(2.20)

qui a pour solution : W oc Rq1>{] Comme Vo — AT1/2, on peut revenir à
l’équation différentielle suivante :

dRo __ 0-3(1-/?)
dt ~ 0

(2.21)

qui conduit à :

Ro(t) oc t1/{4~3-3). (2.22)

On peut également aller plus loin que Vishniac, en prenant en compte les

termes d’épaisseur. Reprenons donc l’équation (2.15) en gardant les termes
du premier ordre en ho. On a affirmé que l’intégrale de pression dans cette

équation est négligeable. En effet, en introduisant la quantité 5, homogène à

une surface, définie par l’égalité S = r2, l’intégrale s’écrit :
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/-Ro rR\ /'Fin rRn2rPdr = / PdS = / d(P5) - / SdP
R,.0 ./ R, il 7 /?,„

= P (P0) Po2 - P, P,O2 ~ s \P (Po) - Pi] (2.23)

où P est une surface moyenne que l’on définit à notre convenance, en r = R%

par exemple. Un développement limité au premier ordre en h0 donne alors :

'Rn

R;

rPdr = P (Po) (Po2 - Pi,02) = 2P (P0) P0 (Po - P*,o)

2P (Po) h0R'-o (2.24)

qui est négligeable devant les autres termes lorsque l’on suppose que la coquille
est infiniment fine.

On peut définir, pour une meilleure précision, S — (Ri,o + ho/2)2. On a
alors, en enlevant les termes d’ordre supérieur à 1 en h0 :

'Rn

Ri o

2 rPdr = R02 -PJbJ- (Ria+ ) [P (flo) “ C] • (2.25)

De plus, dans l’équation (2.15), le troisième terme apporte également une
contribution supplémentaire lorsque l’on prend en compte l’épaisseur. En effet,
ce terme s’écrit :

[P (R«) R* - P.Rl
(TqRq~

U^ + ExU°-fr>2 (2.26)
<J0 <7u Po

P (Po) Pi (. 2fto1 x 11 ——
Uo nn V Po

Après recombinaison, l’équation (2.15) devient donc :

dVrn pMIS^O^rX) ~~ Pi , 2/i0
dt ^0

(2.27)

En négligeant la pression du MIS en en utilisant les relations de Rankine-

Hugoniot en choc fort, (on prend ici aussi lv,o = [2/ (7 + 1)] Vq), on obtient
alors :

dPp _ Pmis^'q2 P _ 2/(0 \ 7 -t- 1 Pj f 4/?0
dt do V Po J 2 <t0\ P0

(2.28)
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2.2 Etude de la coquille perturbée

Dans le cas général, toutes les grandeurs mentionnées hydrodynamiques

non moyennées, à savoir la densité p, la vitesse v. qui était uniquement ra

diale dans le cas précédant, et la pression p, dépendent de r, 9, (f) et t. On

nomme à présent Rs (9,<j>,t) au lieu de Rq (c'est la position du front de choc
perturbé) le rayon d’expansion de la coquille, R{ (. 0. 4>,t) au lieu de Ri0 (t) le
rayon interne, V3 (9-O- t) = dRs/dt au lieu de Vo la vitesse d’expansion de la
coquille et h (0,<j),t) au lieu de ko l’épaisseur de la coquille. On néglige dans
ce qui va suivre les termes d’ordre égal ou supérieur à 2 par rapport à la per

turbation. On définit les grandeurs suivantes, de manière analogue à celles de
l’écoulement de base :

° (0, <M) = tt2 / f)r2(ir (2-29)
J R,

1 CRa
Vr ($,(/>, t) = ——-2 / pr2vrdr (2.30)

O R.S J R-;

- 1 fR“
Vr{9,<j),t) = ——~2 / pr2vrdr (2.31)

&Rs J R-i

où vr et vt désignent respectivement les composantes

radiale et transverse de la vitesse, Vr et Vf représentent les vitesses radiale

et transverse moyennées sur la largeur de la coquille de vr et de Vf. La gran

deur a représente toujours la densité surfacique. Les calculs sont en grande

partie similaires, nous n’en présenterons donc que les grandes lignes et les

approximations effectuées. Toutefois, contrairement au cas précédant où ces

grandeurs moyennées étaient 0D, on a ici des grandeurs 2D : elles dépendent
des coordonnées spatiales angulaires 9 et à-

Pour ce qui est de la dérivation de l’équation différentielle gouvernant de
la densité surfacique a, un terme supplémentaire apparaît lors de la substitu

tion de l’équation (2.1) dans l’équation (2.8) correspondant à la composante
angulaire de la divergence :

dta = -2La + p {Rs) Rs - R.
rRa ^

dr (pvrr2) dr + / Vt- (pvr) r2dr
Ri J R;
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où dt représente la dérivée partielle d/dt et où Vx désigne la composante
transverse de la divergence :

vT.x =
1

r sin 9
x

d

06
(sin 9Xq) + (2.33)

avec Xq et X# sont les composantes non radiales du vecteur X en coordonnées

sphériques. De plus, on note qu’à présent, Rs et Rt sont les notations de dRs/dt
et de dRi/dt respectivement. Les autres termes sont traités comme précédem
ment, mais maintenant, nous nous intéressons aux perturbations linéaires de

l’écoulement à symétrie sphérique. Dans ces conditions, E.T. Vishniac lui
obtient alors en prenant en compte les relations de Rankine-Hugoniot :

dt<7 — v -I- Pmis Vs <7Vx-Cr • (2.34)

Dans cette équation (2.34) obtenue par Vishniac, la prise en compte de
l’épaisseur et de l’indice adiabatique 7 n’apporte aucune modification. La

seule condition à sa validité est l’absence d’échange de matière sur la face

interne de la coquille, en r = R;, qui implique : v (Ri) = Ri. Il faut garder à

l’esprit que Vx-Vr est un terme perturbatif du premier ordre.

Concernant la dérivation de la vitesse radiale, on note l’apparition de deux

termes supplémentaires lorsque l’on prend en compte 7 et l’épaisseur h :

0 T r Pmi s K — Pi 2h
dtvr = f

g

aR/ „

R,

R,

(yRs

ù't-V (piy) -

-pMIS^s

7+1

P (vT)

2Pi (2.35)

rdr .

Etant donné que les dérivées spatiales dans la direction transverse de vr

et de p sont non nulles uniquement à l’ordre 1, le produit vt-X (piy) est une

quantité du second ordre. Elle peut donc être négligée, comme la quantité
pvr2- Cela conduit donc à la relation suivante, où a été utilisé également la
relation de Rankine-Hugoniot sur la vitesse :

dtVs =
PmisV?2

a

7 + 1 Pi

G

(2.36)

Dans le cadre de l’approximation de coquille infiniment fine (h —» 0) et
en prenant, comme Vishniac, 7 1, on obtient :

PmisVs2 ~ Pi
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G

(2.37)
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C’est l’équation perturbée de Vishniac pour la vitesse radiale et elle est iden

tique à (2.17) qui est non perturbée. Pour la dérivée partielle temporelle de
la vitesse transverse Vt, on obtient :

dtVr — —
PmisVs^t

<7

Vj’ l'T ) V-t +
pvTR2R

Rs

J Ri

(jR,

Rs r

V. (pv) vt — pdtVr
S J R; L

crR<

r2dr .

(2.38)

Le second ternie du membre de droite de l’équation (2.38) est du second
ordre, puisqu’il comporte à deux reprises la vitesse transverse Vt qui est une

perturbation. On sépare la divergence transverse de la divergence radiale, puis

on utilise (2.2). Dans l’intégrale va apparaître un terme en Vvt'Vt- (pvr) qui
est clairement du second ordre. La partie radiale de ce même terme peut être

intégrée par partie. En utilisant les relations de Rankine-Hugoniot, on parvient
finalement à :

dtVr - pMIsVs^'T | PmisVsVt (Rs)
a o

Rs r

Rt L

r2VtR + P'R

(2.39)

Dans cette équation, on utilise l’opérateur gradient transverse W, qui est

défini, pour toute fonction / (r, 9, (f>, t), par :

VT/M,<M) =
1 df

r c)0
Uf)

i df^

r sin 0 c)(jj
(2.40)

avec u$ et Ü,p les vecteurs unitaires de la base des coordonnées sphériques.
Tous les termes sont linéaires par rapport à la perturbation. Comme les vi

tesse Vt et vt sont elles-mêmes les perturbations de la vitesse tangentielle qui

est nulle dans l’écoulement de base et qu’elles apparaissent de façon linéaire

dans (2.39), elles conduisent à des contributions du premier ordre en pertur

bation. C’est; aussi le cas pour le terme qui contient VtT*. En effet, en écrivant

P (r, 9, cf), t) — Po (r, t) 4- Pi (r, 6, (f>,t) où Pi est la perturbation de la pression

Po de l’écoulement de base non perturbé avec Pi <C Po, on a VtP=VrPi (car
Po n’a pas de dépendance angulaire) qui est bien du premier ordre. En réalité,

la définition donnée par E.T. Vishniac à la vitesse transverse moyennée Vt

(équation 2.38) comporte un défaut : comme la vitesse transverse vt comprise
dans l’intégrale est du premier ordre (c’est purement une perturbation), on
aurait pu définir la vitesse transverse en prenant dans le facteur normalisant

29



30 Chapitre 2. Modèle de la coquille

l’intégrale les quantité de l’écoulement de base, à savoir diviser T intégrale par
<Jo et Rq, au lieu de a et Rs. Toutefois, nous avons conservé la définition d’E.T.

Yishniac pour faciliter les comparaisons avec son travail. Nous nous débarras

serons des derniers termes d’ordre 2 provenant de cette normalisation dans

le paragraphe suivant. On peut alors montrer que le dernier terme de (2.39)
peut se réécrire, en développant vT — 2/ (7 + 1) Vs + tq et Rs — r + £2 :

rR° _
/ prvTVrdr

J Ri

Ainsi, (2.39) devient :

R,

pr ,
R, V7+1

Vs T £1 Vj-dr (2.41)

2 1
(r + £2) prvTdr

R.t7 I 1 R8

2 V t'R"
—— — / pr2vTdr « ——
7 + 1 Rs J r, 7 + 1

9

(jVsVtRs .

dtVr = PMISV?^T | PMIS^s^T (Rs)
a a

2 VsVr

7 T .1 Rs (7 Rc

Ks

K,
r2 (vr p) dr

(2.42)

Pour finir, évaluons l’intégrale qui subsiste dans (2.42). Pour cela, on utilise
le calcul présenté en annexe B. mais appliqué aux intégrales dont les bornes
dépendent des coordonnées angulaires 9 et (p. On montre aisément que, pour

toute fonction /, 011 a l’égalité :

r2VTfdr = f(Ri)R2VTRi - / (Rs) R2VtRs + VT / f r2dr . (2.43)
J Ri

Dans cette équation apparaissent les termes VjRi et VtRs> définis par,

dans le cas général d’une fonction g (9,<p,t) :

Vt9 (^’ i) _L^-: 4. 1 %
I^do"0 Ro&n0d<i> ' (2.44)

On a choisi de prendre Rq comme facteur au dénominateur, car comme les

termes en dérivées angulaires sont forcément du premier ordre (l’écoulement

de base d’ordre 0 ne dépendant pas des variables angulaires), prendre Ri ou Rs
ferait apparaître implicitiment des termes supplémentaires d’ordre supérieur

à 1, qu’il faudrait éliminer par la suite. Ainsi, ce dernier terme de l’équation

(2.42) devient :
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gR2

'R,

'Ri
r2 (VTP)dr =

P {Ri) RfVr-R,
CTiî?

(2.45)

P (Ra) r

oRÏ

1
•Rs

/ Pr dr .
aRî J Ri

En introduisant la vitesse du son cs (on a donc cj — 7P/p, soit P = pc2/7,
on peut réécrire le dernier terme cette équation :

pRs

/ pr2dr
Jr,

= c|Vra
" 7 7 o-

Toutefois, il faut ici faire l’hypothèse que la vitesse du son est uniforme

dans la coquille, ce qui suppose une coquille isotherme, afin de pouvoir sortir

la vitesse du son de l'intégrale et du gradient; transverse. Dans le travail cl’E.T.

Vishniac, le premier terme du membre de droite de (2.46) n’apparaît pas, ce
qui nous paraît être un oubli. Toutefois, comme son calcul est peu détaillé,

nous ne pouvons Y affirmer avec certit ude.

Sachant que, d’après les relations de Rankine Hugoniot en choc oblique
2

(voir annexe E.2). P (Rs) — ~PmisV2, ainsi que vt (Rs) — —Vs\7tRs
7+1

(continuité de la vitesse transverse en choc oblique), on obtient :

(2.46)
1 - fR*

—VT / Pr2dr
°PS Jr, {G R

P
Ri

dtVr —
PMIsVs^T 2 V8Vt c2s Vj-cr

--VTRi
G

g 7+1 Rs 7 g

Aîllk - PMi
~ 7 R>

(2.47;

X

7 + 1

Dans cette équation, les deux premiers termes du membre de droite cor

respondent à l’effet de la pression bélier en choc oblique. Le troisième terme

correspond aux effets induits par le gradient de densité dans la direction trans

verse de la coquille, et les trois derniers termes comportent les effets dûs à

l’irrégularité de la coquille. Enfin, en prenant 7 —> 1 et en supposant la co

quille infiniment fine (ce qui permet de substituer VtRî par VtRs, comme
E.T. Vishniac le fait, cela devient :

dtVT
PmisYsVt

g

Vs Vt 7vtrs (2.48)

qui est exactement l’équation du papier 111] (afin de retrouver cette équa
tion, nous avons utilisé le calcul d’E.T. Vishniac à propos de l’intégrale de

pression de l’équation 2.46).

31



32 Chapitre 2. Modèle de la coquille

2.3 Relations de dispersion

2.3.1 Relation de dispersion selon Vishniac

On définit à présent les variables suivantes :

v (0* <$>, t)

o-q (t)
(2.49)

AB (0, <p, t) — Rs (0.0, t) — jRq (t) • (2.50)

—/

La troisième variable est toujours Vp- Les équations régissant leur évolution

peuvent être déduites des équations (2.10), (2.16). (2.34), (2.37) et (2.48).
Ainsi :

v(Aà -2Kj— (1 <5)
Ko

dtAR\ f _ ARA
Vo J\ RoJ

APmis (A + dtAR) - aVT.VT + 2^— (l + &) ~ ~PmisVd •
/A o-q

(2.51)

On a ici remarqué que Vs — Vo = dtAR. En négligeant les termes d’ordre
supérieur à 2, on obtient :

dtô =
2V0AR

Rl
- dtAR

PMIS 2^ àpMIS1
Vo R(. Vo

Vr-Vr • (2-52)

Cependant, nous avons la relation cr0 = PmisRo/3 [voir (2.12)], et ainsi, (2.52)
devient :

2VqAR dtA R $PmisA ^ fp
otà = —52"" + — Vr.Vr .

Rf) Ro vQ

A présent, calculons dfAR, qui provient de l’équation (2.37) :

(2.53)

d2tAR =
dVn r/L0 Pmis ~ Ri , PmisVq — P\
dt dt cr0

En négligeant les termes d’ordre 2, il vient :

vo
(2.54)

dfAr = _ 2emsïidAR
* * ffo

(2.55)
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Enfin, en négligeant les termes d’ordre 2 et en remplaçant a par a0 (Ô + 1)
dans (2.48), on obtient :

n ,-*r Pmis Ej Rr
àt\'T =

<A>

lo Et

~rT
- c2SrS - —Vr (AS) .

<?0
(2.56)

Nous avons donc trois EDP non linéaires couplées sur les perturbations au

premier ordre A R, à et Vj. Nous allons travailler ces équations afin de trouver

la relation de dispersion de la perturbation et connaître sa stabilité. On sait

que pour un RSN, le rayon d’expansion Rq est de la forme Rq oc tM (c’est la
notation de E.T. Vishniac), où M est un exposant compris entre 2/5 et 1/4.
D’autre part, on définit j3 comme le rapport, entre la pression interne et la

pression bélier : (3 = Pi/ (Pmis^'q)• En utilisant alors l’équation (2.28), on a
premièrement Vo = Al Rq/1: et dVo/dt — M (M — 1) Roft2. Deuxièmement, on
déduit que :

Pi
M (.M - 1)

3
AP

Rq

to

M
(4M 1) Pmis ( ~7~

R
(2.57)

Ainsi, la pression interne est bien proportionnelle au produit Pmis^o avec un
coefficient 6 qui vaut :

Les équations (2.53),

0 =

(2.55) et

4M - 1

3A7 '

(2.56) deviennent alors :

(2.58)

{dt + 3Mjt) ô
(dt + 2M/t) AR

__ - VT.VT (2.59)

(dt + ()M/t) dtAR = Al (1 - M) ÔRo/t2 (2.60)

(ôt + 4M/t) VT = -3/3A72 (/?,,/A2) Vr (AR) . (2.61)

Pour arriver à cette dernière équation, nous avons supposé que le terme

en c2VS est négligeable dans (2.56).
Deux remarques sont maintenant nécessaires à propose de la façon de dé

composer A R. 6 et Vf. Premièrement, comme Rq (t) est une puissance du
temps [Ro (t) oc tA1\, le coefficient Ro/t2 présent dans chacune des équations
donne une variation en tM~2. Par la suite, b unique possibilité est de prendre
des perturbations dont la partie temporelle est aussi proportionnelle à une
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34 Chapitre 2. Modèle de la coquille

puissance du temps. Deuxièmement, la partie angulaire des perturbations va

être proportionnelle aux harmoniques sphériques, Y^m (O. à), puisqu’elles sont

les fonctions propres angulaires en géométrie sphérique. Grâce aux équations

linéaires, les Yi-m vont disparaître à la fin, mais elles auront apporté des contri

butions lors des dérivations partielles d/09 et d/dà. Au final, nous avons
donc 6 (9,4>, t) = é0 {t/t0Y Y^m (0, <p), AR (9,d>, t) = A R0 {t/t0)M+s Y^m (6», q>)
et VT{0,<t>,t) = VTfi (t /tofM+s~1 Vr \Yi,m {0, <t>)\ où ô0, AÆq et VTi0 sont les
amplitudes des perturbations du contraste de densité, du rayon et de la vi

tesse tangentielle à l’instant initial G- L’exposant .s est celui de la perturbation

pour h, cependant comme le rayon et la vitesse de Lécoulement de base varient

comme tM et tM~l respectivement, les perturbations A R et Vp varient comme
tM+s et tM+s~l respectivement.

En introduisant l’expression de 6 dans (2.60), on aboutit à la forme expli
cite de AR :

AR
M (1 - M)

-ÔqRq (t/to)8 Yh
(Al + .s) ( ( M + s — 1)

et comme 7?<j (t) oc tM, on trouve bien AR oc tM + -s.

En utilisant cette expression dans (2.61) on peut obtenir VT :

1 - M
VT = —30M3 (R20/t) —

M + .s) (s + 5M - 1) (JM + s- 1)

Xê0 (t/toY VpYlm

(2.62)

(2.63)

où on trouve que la variation temporelle est en Vp oc ts+M~l. Il faut noter qu’en
effet que le gradient transverse, VrL/,m, contient un terme en l/Ro comme
indiqué dans la définition (2.44). Enfin, on introduit l’ensemble des équations

(2.62) et (2.63) dans (2.59), on injecte les perturbations, afin d’aboutir, après
simplification et en utilisant le laplacien des harmoniques sphériques :

(.s + 3M) (s + 5M - 1) [(M -\- s) (7M + .s - 1) - M (1 - M)] (2.64)

= 30M3 (1 — M) / (l + 1 ) .

Cette relation de dispersion est un polynôme de degré 4.Elle procure l’ex
posant .s de la perturbation en fonction des paramètres M et l car le coefficient

0 est donné par (2.58). De plus, comme on peut toujours exprimer analytique
ment les quatre racines d’un polynôme quartique par la méthode de Ferrari,
on trouve :

.s (/, M) = - - 4M (2-

±- J 18M2 + 1 - 6M ± 2My (7M - l)2 - 12/ (l -I-1) M (1 - M) (4M - 1) / (3M)
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Re(s) m=2/5

Fig. 2.1: Relation de dispersion selon E.T. Vishniac [11], pour deux valeurs
de M : en rouge M = 2/7 (phase radiative selon Vishniac) et en bleu M —
2/5 (phase de Sedov-Taylor)

Cette relation de dispersion ne dépend pas du mode m comme il fallait s'y

attendre, car l’écoulement de base est à symétrie sphérique. En général, pour

des valeurs arbitraires de M et du mode / (ce nombre dépend de la longueur

d’onde À de la perturbation et il est donné par le quotient 2irRo/\), s (/, M)
est un nombre complexe et si Re (s) > 0 (resp. Re (s) < 0), la perturbation
croît (resp. décroît) avec le temps et l’écoulement est instable (resp. stable).
L’exposant s correspond donc au taux de croissance de la perturbation.

Sur la figure 2.1 sont tracées les relations de dispersion pour deux va

leurs de M. correspondant donc à deux phases différentes de l’évolution du

RSN. Nous ne présentons ici que les racines du polynôme dont les valeurs

présentent un domaine d’instabilité. En rouge est représentée la relation de

dispersion pour M — 2/7, qui est la courbe tracée par E.T. Vishniac dans son
article [11]. Une telle valeur de l’exposant M correspond à la phase radiative
du RSN. En bleu est représentée 1a, relation de dispersion pour M = 2/5,
qui correspond à la phase de Sedov-Taylor du RSN, qui sera étudiée plus en

détail dans le chapitre 3 de façon analytique ainsi que dans le chapitre 6 de

façon numérique. On voit que dans les deux cas, les petits modes sont dans le
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36 Chapitre 2. Modèle de la coquille

domaine de la stabilité (Re (s) < 0), et que, pour les valeurs de / supérieures à

une certaine valeur lcrü (1^ ~ 6 pour M — 2/7, et lcrit « S pour M = 2/5), la
relation de dispersion présente un domaine instable. Ainsi, il ressort de l’étude

d’E.T. Vishniac qu’un RSN subissant une déformation devrait présenter une
instabilité, baptisée overstability dans son article, aboutissant d’après lui à la

formation de filaments et à la fragmentation du RSN. Toutefois, il est impor
tant de noter que l’étude se limite au cas linéaire, donc à une perturbation de
faible amplitude.

2.3.2 Relation de dispersion généralisée

On procède de la même façon avec les équations (2.34), (2.36) et (2.47) que
nous avons obtenues en prenant en compte l’épaisseur h de la coquille et en

supposant 7 quelconque. L’équation sur à n’est pas modifiée, car les équations

sur les densités sont les mêmes dans les deux cas. Concernant dtAR, il y a
en revanche des changements. En effet, deux termes supplémentaires appa

raissent dans les équations régissant l’évolution de la vitesse radiale [voir les
équations (2.28) et (2.36)J quand on considère une épaisseur finie. En prenant
7 quelconque, on obtient :

%AR = -ôdtv, - (l-A) (2.66)
^0 \ RsJ

PmisVq _ 2/îçA 7 + ! Pi (, _ 4/A _ 7 + 1 Pi f, _ 4/i0\
CT0 V Ko ) 2 cr0 \ Rs ) 2 (J0 V Ko J

A présent, nous avons besoin de fermer le système avec une condition
sur l’épaisseur que rious avons introduite. Nous proposons ici deux possibi

lités afin de traiter l’épaisseur de la coquille, qui représentent les deux pos

sibilités limites, et elles induisent le plus de simplifications dans les équa

tions. En effet, en toute rigueur, on a : Ri {9,<j>,t) = Rho (t) + AR4 ($,<(>, t),
Rs(6,(j>,t) — Ro(t) + AR(Q.ç>J). h0(t) = R0 (t) — R7,o(t) et h (9. à. i) —
Rs(Q,(p,t) — Ri (#, <f>, t). O11 peut adopter deux points de vue : soit on sup
pose que 1a, coquille est rigide, dans le sens où son épaisseur ne varie pas

angulairement, et dans ce cas, h. — h0, ce qui implique ARi — AR, soit 011

suppose qu’on ne déforme que la face externe de la coquille, et dans ce cas

nous avons Ri (6f 0, t) — Rii0 (t), qui conduit à h (0. t) = h0 (t) -I AR (9.0, t),
et ARi(0,(j),t) = 0. Le cas de la coquille rigide est le plus proche de l’étude
initiale de Vishniac, car en prenant R7 —> R.s, il suppose que la face interne
subit 1a, même déformation que la face externe. Toutefois, 011 étudie tout de
même les deux cas, afin de voir l’influence de la déformation de la face interne.
On s’attend à une baisse considérable des taux de croissance dans ce second

cas, car le moteur de l’instabilité de Vishniac est la non colinéarité de la force
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due à la pression thermique et de la pression bélier. En ne déformant que

la face externe, l’instabilité ne devrait donc pas pouvoir se développer. Dans

le cas d’une coquille rigide, pour laquelle l’épaisseur ne varie pas, on se ra

mène exactement à l’équation (2.55), les termes faisant intervenir l’épaisseur
donnant alors uniquement des contributions d’ordre supérieur à 1. Dans le

second cas, on obtient, en développant la vitesse selon Vs = Vo + dtAP, et en

négligeant les termes d’ordre 2, l’équation suivante :

9t2AR = '^£MIlmAR + *P»nsV?*R _ 21±lPiè*i .
O0 Oo Ro (T0 Ro

(2.67)

On obtient ainsi deux nouveaux termes dûs à l’épaisseur. Gardons en tête ces

deux possibilités de traitement, et passons à la dérivation de la vitesse trans

verse. Concernant la vitesse transverse, l’épaisseur n’apparaît pas directement.

Toutefois, oil ne peut plus simplement dire, comme pour obtenir l’équation de

Vishniac (2.48), que l’on peut remplacer Ri par Rs dans le terme contenant le
gradient transverse du rayon. En prenant en compte également 7, cela donne,

comme indiqué par l’équation (2.47) recopiée ci-après :

dtVr

PMIS K2 ^

pMIS^sVr _ 2 Wr
7 + 1 Rsa

(2.68)

a 7 + 1
- 1 VtR*

le2- P -
—±VT<r - —VTRi
7 a a

Selon le cas considéré, à savoir une coquille rigide, ou une face interne non-

perturbée, nous aurons ici aussi des différences. En effet, dans le premier cas,

comme on a ARi(9,<j>,t) = AR (0, <j>, t), on retrouve une contribution du terme
faisant intervenir la pression interne identique au cas de Vishniac. On a alors,

en 11e conservant que les termes d’ordre 1, et en remplaçant a par <jq (ô + 1) :

dtvT -

Pmis^q f

tfo V

PmisW't _ 2 VpV't a p>
<Jo 7+1 Ro Rq 7

— 1 ! Vr (AR) - - Ûvr (AR) .
7 + 1 J 7 crQ

(2.69)

En supposant que la face interne est non-perturbée, en revanche, le terme

faisant intervenir la pression interne disparaît, et on aboutit à :

ÔR/t -
PmisR(S't 2 V()Vp 2 c

PmisVq ( 2

7+1 Ri Rq
sVtR,

^0 7 + 1
1 VT (AP) - —VtÔ

37
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Il y a donc deux traitements différents dans la suite : on va procéder comme

dans le paragraphe précédant, en réalisant la même substitution que celle effec

tuée dans le paragraphe précédant (V0 — AlR{)/t, dVo/dt. = M (AI — 1) 7?fl/t2,
et <r0 = PmisRo/3) et introduisant les formes des perturbations, en utilisant
dans le cas d’une coquille rigide les équations (2.53), (2.55) et (2.69), et dans
le cas d’une coquille à la face interne indéformable les équations (2.53), (2.67)
et (2.70).

Coquille rigide

Dans le cas d’une coquille rigide, on obtient pour la vitesse radiale :

dt + -f ) dt (A= (1 Ro

l2 (2.71)

Pour la vitesse transverse, on obtient, en introduisant le paramètre [3 pré

cédemment mentionné, et qui dépend ici de 7 (voir annexe D) :

a , 37 + 5M\ ta
dt H —— V+

7+1 t

,2R0 ( 7 - 1
3A72—

t2 \ 7 + 1
+ d -

Orc;

iRi
(2.72)

xV-r(Aiî) - — Vpé' .

A l’aide du calcul présenté en annexe D, on peut réaliser la substitution c2/7 =
Eq\Rq (t) /t]2. On obtient alors :

dt
37 + 5 M

7 + 1 t
Vt :- 3M5

7~ 1

7+ 1
+ p 2 Ef (2.73)

x+Vj- (AR) — Eo~~Vtô .
t/ T'

En introduisant la forme des perturbations comme réalisé dans le para

graphe précédant, on aboutit à :

AR
M (1 M)

(s + 1 Al — 1 ) (s + A
-ÔqRq (t/t0y Ytj (2.74)

2AI

x { Al (1 - M)

27 + 3

7 + 1

m2

+ s — 1 Vi
1

T

[s + M) (-s + 7M - 1)
(2.75)

x

7 ~ 1

7 + 1
+ P ) + 2Eq

Rl
(s + Al) {s + 7M — 1) t

+ E0 (s + 7AI — 1) (5 + m)

(t/toYYrY^ .
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En introduisant ces deux équations dans l’équation (2.59) portant sur ô, on
aboutit finalement à :

(.s + 3M) [(s + M) (.s + 7M ~ 1) - M (1 - M)]

27 + 3
2M

x M (1 - 3 M2

7 + 1

- 1

7+1

+ .s — 1

b P] + 2+0

= -/(/ + 1) (2.76)

E0 (s + M) (s + 7M - 1)

qui est une relation de dispersion reliant le taux de croissance s au mode

propre /, au paramètre d’expansion M et à l’indice adiabatique 7. Cette rela

tion de dispersion n’est malheureusement pas bicarrée, contrairement à celle

de E.T. Vishniac, et ses quatre solutions, complexes, n’ont pas de forme élé

gante.

Sur la figure 2.2 sont tracées les relations de dispersion pour différentes
valeurs de 7, et pour M = 2/5 (phase de Sedov-Taylor). Tout d’abord, on voit
que le taux de croissance de l’I.V. tend vers celui de la solution de Vishniac

dans l’hypothèse de coquille rigide lorsque 7 —» 1. Ensuite, on observe que

plus 7 est grand, plus le domaine d’instabilité se réduit. Au dessus d’une valeur

critique 7^ ss 1,2 il 11’y a plus de domaine instable. Ainsi, il apparaît que dans
le cadre de cette hypothèse, une faible valeur de 7 permet le développement

de l’I.V., ce qui n’est pas le cas pour des valeurs de 7 plus grandes.

Coquille à la face interne indéformable

Dans le cas d’une coquille dont la face interne est indéformable, on obtient

pour la vitesse radiale :

U + dtAR = - M) + [1 - (7 + 1) (2.77)

et pour la vitesse transverse :

37 + 5 M

7+1 t.
VT ++3M+f+aK) <*»>

c2. -> „
-^Vrd -

En introduisant, comme précémment. le paramètre E0 pour faire dispa

raître la vitesse du son, on obtient :
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Re(s)

Fig. 2.2: Relations de dispersion du cas de la coquille rigide, pour différentes

valeurs de 7 (en rouge 7 = 5/3. en bleu 7 = 7/5, en vert 7 = 4/3, en gris
7 = 1.1 et en noir, 7 = 1.01) et avec M = 2/5. On voit que plus l’indice
adiabatique s’éloigne de l’iinité. plus le domaine instable se réduit, et que

pour des valeurs de 7 suffisamment grandes (7 > 1.2), il n’y a plus de
domaine instable. Pour 7 proche de 1, la solution converge vers celle de
Vishniac (pointillés noirs).
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dt +
37 + 5 M

7+1 t
VT = -[ 2E0 + 3M

R2 -,

il 1 \ Ro

7 + 1 / t2
Vr(AR) (2.79)

On procède à présent comme dans le cas de la coquille rigide : nous utilisons

les formes explicites des perturbations pour aboutir à :

AR =
M (1 - M)

{(s + M) {s + 7M - 1) - G M2 [1 - (7 + 1) 0\}

X ( t ft{) ) ÔQ /?o 11 m

(2.80)

x

s + M — 1 +
37 + 5

7 + 1

R2 -
-60 (2.81)

M (1 - M)

(s + M) (s + 7M - 1) - GA/2 [1 - (7 + 1)

En introduisant ces deux équations dans l’équation (2.59) portant sur ô,
011 aboutit finalement à :

{{s + M) (s + 7M - 1) - 6M2 [1 - (7 + 1) 0\ — M (1 — M)}

x (s + 3M) (s + —~ym - 1J =-l(l + 1)

x | (2E0 + 3M2-——!- ) M (1 - M) + Eo [{M + «) (s + 7M - 1) + 6M2 [(7 + 1) 0 - 1]]
Sur la figure 2.3 sont tracées les relations de dispersion pour différentes

valeurs de 7 en phase de Sedov-Taylor (M = 2/5) dans le cadre de l’hypothèse
de la coquille à face interne indéformable. O11 observe ici, contrairement au

cas de la coquille rigide, que les relations de dispersion ne présentent pas de

domaine instable, conformément à nos attentes. Ainsi, afin de subir l’I.V., la

face interne de la coquille doit être également perturbée.

Dans ce chapitre, 011 a repris en détails l’étude de Vishniac, en montrant les

points de désaccord concernant ses calculs. Nous avons dans un premier temps

remontré ses résultats, puis nous avons généralisé cette étude en l’étendant à

une valeur quelconque de l’indice adiabatique 7, et en considérant l’épaisseur

de la coquille. Nous l’avons prise en compte de deux manières différentes,

qui représentent les deux possibilités extrêmes entre lesquelles peut évoluer le
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Re(s)

Fig. 2.3: Relations de dispersion du cas de la coquille à face interne indé

formable, pour différentes valeurs de 7 (en rouge 7 = 5/3. en bleu 7 = 7/5,
en vert 7 = 4/3, en gris 7 = 1.1 et en noir, 7 = 1.001) et avec M = 2/5. On
voit que dans cette hypothèse, il n’y a pas de domaine instable, et que pour
7 —* 1, 1a. relation de dispersion ne tend pas vers celle d’E.T. Yishniac ou

de la coquille rigide.
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comportement de l’épaisseur. Dans le cas d’une coquille dont la déformation

de la face interne suit la forme de la déformation de la face externe, on a pu

voir qu’il existe un domaine d’instabilité pour une valeur de 7 suffisamment

faible (7 < 1,2). En revanche, dans le cas d’une coquille dont seule la face
externe est déformée, 011 a montré qu’il n’existe pas de domaine instable. Cette

étude détaillée remet donc en question les résultats initiaux d’E.T. Vishniac,

selon lesquels les relations de dispersion présentent systématiquement un large
domaine instable.
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Chapitre 3

Etude de l’écoulement

hydrodynamique autosemblable

3.1 Premières définitions et formalisme auto

semblable

Au chapitre précédent, nous avons déterminé des relations de dispersion

généralisées par rapport à celles de Vishniac 111J. Néanmoins, elles sont basées
sur un modèle de coquille, où le détail de l’écoulement hydrodynamique n’est

pas pris en compte. Le fait de moyenner les grandeurs sur l’épaisseur de la

coquille constitue une limite forte à cette étude, que l’on peut lever en s’in

téressant à h intégralité de l’écoulement hydrodynamique dans le RSN, depuis

le front de choc jusqu’au centre du RSN.

Comme mentionné précédemment, Sedov [lj, Taylor [2], Von Neumann et
Landau [4] ont étudié la dynamique de l’explosion ponctuelle, forte et instanta
née. Cette étude peut s’appliquer aux restes de supernova (RSN). D’autre part
Ryu et Vishniac |12] ont étudié le développement de l’instabilité de Vishniac
en prenant en compte l’intégralité de l’écoulement dans le cadre du formalisme

autosembable. Nous reprenons ici cette étude en détail. Afin d’aboutir à des

relations de dispersion, il est généralement nécessaire de résoudre numérique

ment l’écoulement perturbé du fluide dans le RSN autour d’un écoulement

de base instationnaire. Cependant, comme les équations de cet écoulement

possèdent des singularités à l’origine (r = 0), nous devons déterminer analy

tiquement le comportement des solutions à proximité de l’origine.

L’écoulement est régi par les trois équations hydrodynamiques qui sont :

- l’équation de continuité

- l’équation du mouvement

- l’équation d’énergie

Ces équations sont respectivement, en géométrie sphérique :
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dp 1 d (r2pv)
Ôt r2 dr

(3.1)

dv dv 1 dp
+ v— +

ut or p or
(3.2)

:| + ,L)(Pp-) = o (3.3)

où r, t, p, v, p et 7 sont respectivement la coordonnée radiale, le temps, la

densité, la vitesse, la pression et la constante adiabatique du fluide. Les deux

premières équations (3.1) et (3.2) sont celles utilisées dans la première étude
de E.T. Vishniac lui. Toutefois, il est ici nécessaire de prendre en compte
l’équation de la conservation de l'énergie. En effet, dans l’étude de E.T. Vish
niac reposant sur un modèle de coquille, elle est rendue inutile par la relation

connue entre la pression interne et la vitesse du front de choc (voir chapitre
2), ce qui n’est pas le cas ici.

Dans le cadre d’un écoulement auto-semblable (AS), on définit la variable

"spatiale" AS, £, par :

m
(3.4)

où Q est une quantité arbitraire homogène à une fréquence qui sera déterminée

ultérieurement et n un exposant égal à 2/5 en phase de Sedov-Taylor. Ce
formalisme est un peu différent de celui qui est utilisé habituellement pour

obtenir les solutions auto-semblables (SAS). L’avantage, entre autres, est qu’il
permet de donner une interprétation simple à la variable £ puisqu’elle a une

dimension d’espace (comme r) et de réécrire l’ensemble des équations régissant
l’écoulement en fonction de la seule variable radiale, £. dans laquelle le temps

a été absorbé. Dans le cas général, une quantité physique q qui dépend de

l’espace et du temps peut s’écrire q = f{r,t) mais si elle a un comportement

AS, elle peut se décomposer sous la forme :

f(r.t) - nur fiQ (3.5)

où af est un exposant spécifique de /, et où / ne dépend que de Ses
dérivées partielles par rapport à £ et à r sont données par :

= sî(ntfs~' Qf As)
df

dt

4C

(3.C)



3.2. Equations hydrodynamiques de 3’écoulement autosemblable

non perturbé 47

et

H = (fît)"'-" ^ . (3.7)
dr d£, y ’

Cette décomposition permet de passer de dérivées partielles par rapport à

r et t à des dérivées totales par rapport à £. Ainsi, on définit la vitesse AS, v,

la densité AS, p et la pression AS, p, auxquelles on associe respectivement les

exposants av, ap, ap.

3.2 Equations hydrodynamiques de l’écoule

ment autosemblable non perturbé

Dans le cas de l’écoulement sphérique instationnaire non perturbé, les gran

deurs v, p et p sont de la forme (3.5). On peut alors réécrire les équations

hydrodynamiques ((3.1), (3.2), (3.3)) en fonction de ü, p et p définis à la fin
du paragraphe précédent avec £ comme unique variable indépendante. On va

alors passer d’un système d’équations aux dérivées partielles (EDP) à un sys
tème d’équations aux dérivées ordinaires (EDO). De plus, pour indiquer qu’il
s’agit de l’écoulement de base on va alors ajouter l’indice "0" aux grandeurs ü,

p et p. L’équation de continuité (3.1) devient (les calculs sont présentés dans
l’annexe F) :

(«0 - «no — + Â,(2- + % = 0 . (3.8)

L’équation du mouvement (3.2) peut quant à elle se réécrire :

(ü0 - nQQ — + (n - 1) üv0 + —— = 0 . (3.9)
Po dÇ

L’équation d’énergie (3.3) donne :

(v0 - nQÇ) ~ (poPÔ7) + 2 (n - :I) ttpop(p = 0 . (3.10)
“s

Lors de l’écriture de ces équations, on a été amenés à déterminer les expo

sants av, ap, ap. En effet, les termes en Ht doivent disparaître dans le forma
lisme AS. Cela impose les valeurs suivantes :

dv = n — 1 (3-11)

a,p — 2(n — 1) (3.12)

dp = Ü .

47
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3.3 Equations hydrodynamiques de l’écoule

ment perturbé

Lorsqu’on étudie l’écoulement perturbé, les grandeurs fluides dépendent

également de 6 et à (les paramètres angulaires de la représentation en coor
données sphériques, voir Fig. 3.1). On note la perturbation fi(ï\t,0,(f>) cor
respondant à la grandeur /(r, t. 0. ç) à laquelle est associée la grandeur non-
perturbée /0(r, t) par :

/(r. t, 9,<j>) = ,/b(>-0 + f\(r.t.0.ô) . (3.14)

Cette décomposition s’applique à la vitesse v(f. t), mais, de plus, elle comporte
à présent une composante tangentielle vT en plus de la partie radiale vr. On

définit ur(r, £, 0,0) et vr{r, t, 0, <p) par :

v(r, t, 0, è) = vr(r. t, 0, </>)er + up(r, t, é>)ër (3.15)

où er et ër sont respectivement le vecteur unitaire radial et le vecteur unitaire

tangentiel de la représentation en coordonnées sphériques. Le vecteur ër est

donné par :

yT — Vjë'r — Vfjëo + V^ëfj, (3.16)

où ëg et ëfj, sont deux des vecteurs de la base des coordonnées sphériques (er,
ëg: ëfj,). On a donc :

Il Er — \j [veY + ('0>)2 (3.17)

et

vo -, , v<p
eT — n 7—v?e0 + H Tô 7 v>e<* ‘

\J (pe)2 + (v0)2 y/ (ve)2 + (v^)2
(3.18)

On décompose ensuite vr(r,t,Q,q>) :

vr(r, £, (9, <f>) = Voir, t) + uir(r, t, 0, <j>) . (3.19)

Ici, V\r est la perturbation radiale de la vitesse radiale vq. Par ailleurs, comme

Vt est une perturbation, elle sera notée dans la suite Vit par souci de cohérence.

En appliquant ensuite (3.14) à p et p, et en introduisant le résultat dans

les équations (3.1),(3.2). (3.3), on obtient :

d \ c)

T^(po + p\) + — [r2(p0 4 Pi){vq + t>ir)] + (po + Pi)Vt-Vit — 0 (3.20)
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Fig. 3.1: Représentation des coordonnées sphériques

— (^0 + vlr) + (VO + vlr)~jJ Où + C'ir Po + Pi dr
(PO + Pl)

duir

dt
+ (i’o + vit)

dv\r

dr
+

("G) + Vit)Vit

r
I ; VT(po + Pi) = 0

Po + pi
(3.22)

d . d

dt + (vo+vlr)dï
Ve d ^_d_

rsin#dP r dd>
[(.Po +Pi)(Po + Pi) 7] — 0 .(3.23)

Dans ces équations, on fait apparaître les opérateurs "divergence transverse"

et "gradient transverse". Ces opérateurs sont définis par :

Vt-Vit
r sin(0) [ dO

d (vq sin 6) dvé

d(f)
(3.24)

et

- 1 dp _ 1 dp
VrP = 4 ~7) d7

r du r sin u 00
V(t> (3.25)

En appliquant ensuite (3.14) à p et p, et en introduisant le résultat dans les
équations (3.1),(3.2), (3.3), puis en développant ces équations, en utilisant
les équations de l’écoulement de base (3.1), (3.2), (3.3), et en supprimant
les termes d’ordre 2, on obtient alors les quatre EDP linéaires régissant les

grandeurs perturbées (voir G) :
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dpi dpo po dr2vlr
dt lr dr r2 dr + Po^t-Vit

, „ dvo piv0 , dpi n(
+ 2 1- v0—— = 0

or r or

5t'ir d t,-o , 1 dpi P Y dpQ
+ Vq ~ h vir— I ôT" ~ ^

dt or dr po dr p~{) dr

dv\T dvit vqVit 1 - , v
—r— + t'o-^ + —Vr (pi) = 0

dt dr r po

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(I+v°î)(S - -2)+î,ir log (w)=0 (3-29)

3.4 Equations hydrodynamiques de l'écoule

ment autosemblable perturbé

Afin de pouvoir étudier plus aisément ces équations, on souhaite se ramener

à des EDOs, comme pour l’écoulement de base. On transforme donc l’écou

lement perturbé dans le formalisme AS. Pour cela, on définit les grandeurs
perturbées /i(Ç, t, 0, <£>) et 5f{Ç) dans le formalisme AS par :

= (Çlt)afôf(OFf(t)Gf(0)Hf(<l>) (3.30)

où Ff{t) porte la composante temporelle de la perturbation, 6f(Ç) la dé
pendance en £, et les fonctions Gf{9) et Hf(<p) portent les composantes an
gulaires de la perturbation. On détermine alors l’expression des dérivées par

tielles des fonctions perturbées AS par rapport à r et t :

dfi{r,L6,<f>)
dr

(fi t)a’
<5/(0 di

(3.31)

df\{r,t,8,<j>)

dt
-iÜtf1' ‘/, (i./.'Ao) ttcif + (Qt)

Ffit] '

Ffit)

nUt; dÔf

ôf dÇ
.(3.32)

On a noté Ff(t) la dérivée par rapport au temps de Ff(t). Notre déve
loppement perturbatif de l’écoulement est au premier ordre. On reprend les
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exposants cij définis pour l’écoulement non perturbé, laissant l’évolution tem
porelle du taux de croissance être porté uniquement par la fonction Ff(t).
Lors de la réécriture des équations de T hydrodynamique (3.1), (3.2), (3.3)
régissant l’évolution des grandeurs considérées, il convient de supprimer les

termes d’ordre supérieur au premier ordre comme cela a été fait au para

graphe précédent. De plus, pour le cas particulier de la vitesse transverse, on
a :

Vit — (nt)a”7 6vr(Ç)FVT(t)GVT(0)HVT(<f>)&r (3.33)

qui provient à l’origine du développement perturbatif selon ëe et :

Vit = (Clt)a^Ôvo(£)Fve(t)Gve(6)Hv<f,(é)ëe (3.34)

+(Qt)av*ôv0(£)FV(j>(;t)Gv0 (6)Hv0(é)e<t> .

Cela correspond aux définitions données par (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) et
(3.19).

On introduit donc (3.14) dans les équations (3.26), (3.27), (3.28), (3.29).
On obtient alors les équations régissant les grandeurs perturbées.

L’équation de continuité (3.1) donne :

Pi
,^FP , /- 1 dSP , .C’O , dy0

—h (Vq — nD£) —— + 2— +
ôp dÇ dÇ dC

(3.35)

, - (CiPo , dp0 t po dôhrs t _ _ n
+ty(2— 4—+ — ) + Povt-Vt — 0

e de àvr de

où l’opérateur Vp.fqj- qui est la divergence des termes transverses dans le
formalisme AS est :

Vr.thT
e sin 0

<9(sin 9ve) dv\
de dé

(3.36)

L’équation du mouvement projetée selon eT conduit à :

vu (n — 1) Ù + + (Vit)
Fvr 1 dÔ‘Vr _ (\r\

{v0 - nüe)
de Fvr ôvr de

| Pi b _ Pi_ dpo = Q
poàp de PI de

La même équation projetée selon &r mène quant à elle à :

(3.37)
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vit (n i)n {nt) - + -
R

dÔvr
(Vo

vT ÔVt dt;
nü£) +

c

S

+ ~~V;r {'Pi) — 0 .
PO

(3.38)

Ici, l’opérateur Vt(p) qui est le gradient selon la composante transverse dans
le formalisme AS, est donné par :

VTP
1 dp _ 1 dp _

4 00 ° ^ Jsin 9 0(j) q
Enfin, l’équation d’énergie devient :

(3.39)

Pi

Po

2) o + (nt) !'p
Fp de,

1 clàp , ,
(n0 -nilÇ)

1

Po
(2n - 2) Up0 + (n0 - raHÇ)

dpo~

Pi

Po

F

(nt) -=?
' <5p c/4

1 ^ (t’o - 77,110 4- — (vQ - ni 10 —
Po «ç

(3.40)

-H.qr
J_dpo __ 7 rfpo
Po ^4 Po d£

= 0 .

3.5 Séparation des variables

3.5.1 Séparation des variables angulaires

Les variables P, </>, t et r étant indépendantes, on peut appliquer la méthode

de séparation des variables aux équations (3.35), (3.37),(3.38), (3.40) et obte
nir ainsi la forme des fonctions Ff(t), Hf{0) et Gfié). On peut en. effet réécrire
les équations (3.35), (3.37),(3.38), (3.40) sous la forme, respectivement :

/1 (4, t)Gp{9)H„(<£>) + /b(4> t)Gvr{8)Hvr{<p) (3.41)

+W4>t)W- _Gvt{0)Hvt{<P)ut\ = 0

mi (4, t)Gvr(0)Hvr(<p) + 777,2(4, t)Gp($)Hp(<j>) (3.42)

+^3(4, t)GPQ)Hp{(f)) = 0

hi&t)GvT(0)HvT(<p) - h2&t)Gp(0)Hp(<t>) = 0
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+ k2(t,t)Gp(6)Hp(<t>) (3.44)

+k3&t)Gvr(0)Hvr(<i>) = 0

où les /q, li et les m% sont des expressions venant des équations (3.35),

(3.37),(3.38), (3.40) et ne contiennent que des termes en £ et t. Ces équations
contiennent toutes une partie radiale indépendante de la partie en £ et t, et on

peut donc séparer ces composantes des équations. Ainsi, (3.43) nous indique

que :

GvT{Q)HvT{ç) = LoVt(Gp(0)Hp(ô)) (3.45)

où Lo est une constante. L’équation (3.44) nous permet de dire que :

Gvr(8)Hvr(<j>) = + k2Gp(6)H,(<j>)) • (3.46)
K3

On utilise ensuite (3.42) afin de déterminer une relation entre Gp(0)Hp(<j>)
et Gp(0)Hp(i;!>). On introduit alors les expressions obtenues dans (3.41) afin
d’obtenir une équation portant uniquement sur Gp(6)Hp(<j>), qui est de la
forme :

A [Gp(d)Hp(<l>)] oc Gp(0)Hp(<i>) . (3.47)

On reconnaît ici une équation de Helmoltz tangentielle, qui admet pour solu

tion les harmoniques sphériques :

Gp(6)Hp((j>) — Aî)YLm[0.0) (3.48)

où Ap est une constante, et / est le mode de la perturbation. On peut ainsi
remonter aux expressions des composantes radiales des perturbations :

Gp(9)Hp(4>)=ApYltm(0i<l>) (3.49)

Gp(9)Hp(<j>) = Avrnm{9, ^) (3.50)

Gvt(0)Hvt((/>) — AvtVT^l,m{9, <p)
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3.5.2 Séparation du temps

Il s’agit ici de déterminer la forme des fonctions Ff(t) pour chacune des
variables, qui contiennent le taux de croissance de l’instabilité. Pour cela, on

utilise l’équation (3.38). qui est de la forme :

cvT{UA)FvT{t) + mc,vT(^e^)FvT(t) + cp(^6,ctAFp(t) = 0 (3.52)

où les Cf et c'f sont des coefficients qui ne dépendent pas du temps. Les va
riables étant indépendantes, on en déduit :

FvT{t) oc (Ot)FvT{t) oc Fp(t) . (3.53)

On a ainsi une équation différentielle ordinaire sur Fvt

FvT — A(ilt,)FvT v (3.54)

où A est une constante. Cette équation admet une solution du type :

FvT = FvT0ts (3.55)

où .s est un nombre complexe et FvT0 est une constante. Cela peut se réécrire

de manière plus explicite, avec -s — sr + ist la décomposition de -s selon sa

partie réelle et sa partie imaginaire :

FvT — FvT0(iltYr {cos [siln (Et)] + zsin [s*/n (Et)]} . (3.56)

La partie réelle de .s est le taux de croissance de l’instabilité, alors que

sa partie imaginaire intervient uniquement dans les oscillations des perturba
tions.

3.6 Equations différentielles ordinaires en £

En introduisant les formes (3.48), (3.49), (3.50). (3.51), (3.55), déterminées
lors du précédent paragraphe, on peut déterminer des équations différentielles
ordinaires en Celles-ci sont :

dôp m dv0, r
(t-o - nQÇ)— 4- (Es + 2— + —)ôp

d£ £ di

_ dôiy ,., . pn
+Po Ul + 1)—àVit

dÇ £

2p0 dpQ

ôvat+y
: 0 .

(3.57)

(.s + n 1)E +
dvo

dt
ÔVr + (t'o

1 dôp

Po ds

ôp po

Po2 d,c

54

0 (3.58)



3.7. Résolution numérique de l’écoulement de base 55

(•S ~\~ Tl — 1)12 -|-
Vo

Ç
Svt + (vq - nüÇ

dôvj

d£
1-^=0

Po £
(3.59)

ils
Vq - ni 2£ dp0

Po d£

dôp

àp , 1 dèp
— + (vo - niïÇ) -——
Po Po d£

-h-niig —
Po d£

1 dp0

12s +

y dp0N

Po de, Po d£ y

ni 2^ - t>p dp0

Po d£

àvr — 0 .

7 àp

Po

(3.60)

3.7 Résolution numérique de l’écoulement de

base

Afin de déterminer numériquement l’écoulement, il convient d’adimension-

ner les équations (3.8), (3.9), (3.10) pour l’écoulement de base, et les équations
(3.26), (3.27), (3.28), (3.29) pour l’écoulement perturbé. Pour ce faire, on in
troduit de nouvelles variables, adimensionnées : équation de helmholtz

II

</> (3.61)

t’o À U Vq (3.62)

Po = A’ppQ (3.63)

a5' II >3
e (3.64)

où A7, Kv, Àp, et Kp sont des constantes qui contiennent respectivement les
dimensions de la position, de la vitesse, de la densité, et de la pression. On

est libre de leur choix, et on les définira plus tard de manière à simplifier les

équations. Les équations (3.8), (3.9), (3.10) deviennent respectivement :

Kp dpo r J-,.- ~ n j, p, T, ~ ro Àt,'6’o Av duo
-r-j-[Kvvo - nQKg]+ K—+ —--j] = 0
A; ç KeÇ aç

(3.65)
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_ ^ -

En posant

K J\-^iï~'ydPo /y- f(-T« rT-1!^
P Po Itxpnp PoPo ^

+ 2(n - l)EApiv. 7p0/V = 0 .

^ - &

(3.67)

(3.68)

et

/v, =

K.
7 + 1

- 1
PMIS

(3.69)

(3.70)

I\ p Kpli v (3.71)

où £s est la valeur de £ sur le front de choc, on obtient

— + po ( 2ûo dùoX
v é " di)

= 0 (3.72)

dùo 1 djpo n — 1
—- + — —— -f

dÇ Po dp, n
(3.73)

fù — è
1 dp0 7 dp0

77 Po d£
+ 2

77, — 1

n
(3.74)

D’après les relations de Rankine Hugoniot, que l’on trouve dans la littérature,

on connaît les valeurs des grandeurs ù0, p0 et p0 en £ — 1 (au front de choc).
On a :

77(1) = 1 (3.75)

MO =
2

7 + 1
(3.76)

Po(l) =
(7+ if

(3.77)

On peut donc à présent résoudre numériquement l’écoulement de base. Pour

cela, il suffit de combiner les trois équations (3.72), (3.73) et (3.74) pour
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obtenir une relation donnant la valeur de la dérivée d’une des trois grandeurs

hydrodynamiques en fonction de ces mêmes grandeurs. On peut alors effectuer
une résolution itérative. On obtient cette relation en exprimant la dérivée de

la vitesse à l’aide de (3.72) :

dvo -2S-
c
s

Vo
1 dpo

Po
(3.78)

On utilise ensuite l’équation (3.73) et (3.78), pour exprimer la dérivée de la
pression :

dpo

di
= Po Vo

n — 1-) ( 2|o + vo_i | _ "—-î'opo (3.79)
' \ i Po ) n

Finalement, on utilise l’équation (3.74) dans laquelle on introduit (3.78) et

(3.79) pour obtenir :

dpo 1

dé vo - £

Po

ï

Po

(3.80)

2 1 - n n - 1 vppo __ 0 Vppo. _ .Vo-Ç
Lt-o-e n n Po tPo

On peut à présent obtenir numériquement l’écoulement de base; on utilise la
définition de la dérivée :

dpo y ^ Po(C + 6Q - pp(é)
é ~

où ô£ est une variation infinitésimale de Ç. On en déduit :

Mi+si) = Mi) + k'^f-d)
s

(3.81)

(3.82)

En prenant 6Ç négatif, on peut, puisqu’on connaît la valeur des grandeurs hy

drodynamiques au front de choc, "remonter" l’écoulement et ainsi le résoudre.

On obtient alors ce type de profil :

Dans ces figures, une seconde normalisation a été effectuée : toutes les

grandeurs sont normalisées à leur valeur au front de choc, ce qui implique que
ùo(l) =Â)(1) =Po(l) = 1

On remarque alors que la résolution numérique des équations présente une

difficulté : certains termes divergent à l’origine, car la densité p tend vers 0 à

l’origine (voir Fig. 3.2). Pour résoudre cette difficulté, qui empêche d’obtenir
la vitesse près de l’origine, on va utiliser le développement limité près de

l’origine calculé au chapitre (). Néanmoins, ce calcul de développement limité
ne permet pas de déterminer toutes les constantes nécessaires. On utilise donc

la solution implicite de Sedov [lj.
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0 0.1 B.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 3.2: Profils des grandeurs hydrodynamiques pour 7 = 1.4. La vitesse est

en vert, la densité en rouge et la pression en bleu

3.7.1 Développement limité à partir de la solution im

plicite

Dans cette partie, comme nous nous intéressons à l’écoulement de base

de Sedov, la valeur de n est fixée à n = 2/5. La solution implice permet
d’exprimer la grandeur AS Ç en fonction de v et de leur rapport, ici noté :

Cette relation est :

7 + 1 v
(3.83)

,/2 5(7+ 1) -2(37- O d

i - 7

"1 2yu’ -7-1

'7—1

où zq et z/2 sont des exposants définis par :

1372 - 77 + 12

(37-l)(27 + l)

(3.84)

(3.85)

I'! = 5^-—L
27 + 1

(3.86)

Le terme de droite dans (3.84) est divergent en 0. Le seul terme qui peut être
divergent dans le terme de gauche est le terme à la puissance //2. à la condition
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que :

' + 1

27

Cela implique :

(3.87)

(3.88)

L’équation portant sur po est :

—5^3 —2^3

Pû = s /y‘2 v ^2
5(7 + 1) -2(37- l) t/

7-7

- u \ v:\lv > -\-ua 7+1-2v'Y,5 s
’ '(3.89)

- 1

ou

27 + 1
(3.90)

/+ =
I.372 — 77 + 12

(2 - 7) (37 - 1) (27 + 1)
(3.91)

2

(3.92)

On introduit dans cette équation la relation portant sur v' (3.84) afin d’obte
nir :

Po —
"272 + 37 + 111,1 h + 1 \ '/5 ( 2jvf - 7 - 1 \

7(7-7) J V 7 ) v 7-1 ) (3.93)

On constate que le terme à la puissance rq tend vers 0 à l’origine. Il convient

donc d’introduire dans l’équation (3.84) un terme d’ordre supplémentaire dans
l’expression de v'. On pose :

En introduisant (3.94) dans (3.84), on obtient l’expression de e en fonction de
Ç:

€ = C5M
(7+l\"2M 27“ + 37 + 1

l 27 . 7(7-7) .

59
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En insérant cette expression (3.95) dans (3.89), on obtient le développement
limité de p :

Po —
~272 + 37+r

. 7 (7 - 7) .

i/,5 -h'-.i/vo

CouZ/y-> (3.96)

On a ainsi obtenu le développement limité de po en 0. Il nous reste alors à

déterminer celui de po, qui comporte un terme constant et un terme de premier
ordre. La solution implicite sur po est :

Po = V
/—2z/3/I/2+2/i/2+2 5 (7 + 1) - 2 (37 - 1) V1] W* + ! _ 2y

7 - 1

/\ V5

(3.97)

Le terme constant, correspondant à la valeur de p0 en 0, s’obtient en intro

duisant l’équation (3.87). Ainsi, on obtient :

Po(0) =
+ 1

2'7

-2f/.i/1/2 4-2/1/2 +2 ('27 + 1) (7 + /7 + 1N 1/5+1
7(7-7) 7

(3.98)

Ensuite, en introduisant (3.94) dans (3.97), on obtient le terme de premier
ordre du développement limite de Pq :

27-8 7

Po = Â>(0) + 1 j5(7- 1) /7 + 1 j 2-7
1372 - 77 + 12

(27 + I) (7 + 1)

x

7 (7 - 7)

IO72 + I67 - 12

(7 + 1) (27 + 1) (2 - 7) J

5 (37-l) (2-7) (7-1)

^-61/3/1/2+2

3.7.2 Calcul de l’écoulement de base : résolution et rac

cord

Dans un premier temps, nous avons effectué des tests concernant la réso

lution nécessaire afin de faire converger le calcul. Pour cela, nous avons testé

différents pas de calcul, et sélectionné celui pour lequel la convergence est
raisonnablement atteinte tout en restant dans des limites de temps de cal

cul réalistes. Cette convergence est atteinte pour un pas de 5.1()~8 (voir Fig.
3.7.2).

Ces développements limités nous permettent alors de calculer l’écoulement

de base jusqu’à l’origine. Pour cela, on calcule depuis le front de choc (Ç = 1)
les grandeurs hydrodynamiques à l’aide des équations de l’écoulement, et on

compare à chaque pas de calcul la valeur de la vitesse calculée par les équations
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c
S Po Vq Po

dxi : 2.0000000000E-06

0.10000000000E+Û1

0.5000Û000000E+Û0

0. 10000000000E+Û0

0.50000000000E-01

Ü.IÜÜOÜOÜOÜÜOE-Ül

0.10ÜÜ0Ü00000E ( 01

0.17182085188E-02

0.96495386909E-08

0.46952489544 E-10

-0.10506286913E-13

O.lOOOOOOOOOOE+Ol

0.42868661613E+00

0.85954117813E-01

0.43816413682E-01

0.32541693007E-01

0.10000000000E+01

0.36588076205E+00

0.36546569596E+00

0.36546569587E+00

0.36546569587E+00

dxi : 1.OOOOOOOOOOE-06

O.IOÜOÜOOÜÜOÜE f01

0.500Ü00000Ü0E l 00

0.10000000Ü00E+00

0.50000000000E-01

0.100000Ü0000E-01

0.10000000000E+Ü1

0.17183657182E-02

0.97368487331E-08

0.50533155821 E-10

-0.24973654707E-14

0.1Ü00Ü000000E+01

0.42868183488E+00

0.85834205616E-01

0.43336808056E-01

0.20560181193E-01

O.lOOOOOODOOOE-t 01

0.36587950232E+00

0.36546438725E+00

0.36546438716E+00

0.36546438716E+00

dxi : 5.0000000000E-07

Ü.IOOOOOOÜOOOE+Ol

0.50000000000E ( 00

0.10000000000E+00

0.50000000000E-01

0.10000000000E-00

0.1OOOOOOOOOOE 4 01

0.17184443215E-02

0.97806853305E-08

0.52383402995 E-10

0.10274926948E-15

0.10000000000E+01

0.42867944423E 1 00

0.85774246637E-01

0.43096982935E-01

0.14566711078E-01

0.10000000000E+01

0.36587887245E+00

0.36546373290E+00

0.36546373280E (-00

0.36546373280E+00

dxi : 1.0000000000E-07

0.10000000Ü00E 1 01

0.50000000000E+00

O.lOOOOOOOOOOE+OO

0.5000Ü000000E-01

0.10000000000E-01

0.10000000000E+01

0.17185072059E-02

0.98158418988E-08

0.53892637281 E-10

0.10589100991E-15

Ü.lOOOÜOOOOOOEfOl

0.42867753170E+00

0.85726278049E-01

0.42905112034 E-01

0.97706292269E-02

0.10000000000E | 01

0.36587836856E+00

0.36546320941E+00

0.36546320931E+Ü0

0.36546320931 E+00

dxi : 5. OOOOOOOOOOE-08

0.10000000000E+01

0.50000000000E+00

0.10000000000E+00

0.50000000000E-01

0.1000ÜÜ00000E-01

0.10000000000E+01

0.17185150666E-Ü2

0.98202419246E-08

0.54083114760E-10

0.19210729923E-15

0.1ÜÜ00000Ü00E+01

0.42867729263E+00

0.85720281894E-01

0.42881127521E-01

0.91710379936E-02

0.1000000Ü000E+01

0.36587830557E+00

0.36546314397E+00

0.36546314388E+00

0.36546314388E+00

dxi : 1.0000000000E-08

0.10000000000E+01

0.50000000000E+ÛÜ

0.99999999999E-01

0.49999999999E-01

0.10000000000E-Ü1

0.10000000000E-I 01

0.17185213552E-02

0.98237628550E-08

0.54235790783E-10

0.2842177554SE-15

0.10000000000E+01

0.42867710138E+00

0.85715484905E-01

0.42861939602E-01

0.86913469207E-02

O.lOOOOOOOOOOE+ül

0.36587825518E+00

0.36546309162E+00

0.36546309154E+00

0.36546309154E +00

Fig. 3.3: Fable de valeurs en différentes valeurs de £ pour différents pas
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Vo num. vo dl dvo num. dvo dl
0.1 0.714335682E-01 0.714285715E-01 0.714185778E 1 00 0.714285725E+00

0.2 0.142858397E+00 0.142857224E-P00 0.714273528E4 00 0.714289595E+00

0.3 0.214286681E+00 0.214289561E 1 00 0.71 1296411E • 00 0.714407555E+00

0.4 0.285723050E+00 0.285773457E 1 00 0.714506044E4 00 0.715691034E+00

0.5 0.357231077E+00 0.357635754E 4 00 0.716133405E M)0 0.723650768E+00

0.6 0.429168688E 1 00 0.431357411E 1-00 0.724 736836Fl i 00 0.758397118E+00

0.7 0.503Ô14989E+00 0.512049611E • 00 0.759537533E4-00 0.877816150E+00

0.8 0.583692142E 1 00 0.614273214E4 00 0.875278372E+ 00 0.122306584E4 01

0.9 0.684841343E+00 0.774030456E 1 00 0.119594626E+01 0.209889291E+01

1.0 0.833333333E4- 00 0.107118168E 1 01 0.180555555E4-01 0.410479747E+01

Fig. 3.4: Valeurs de la vitesse v0 et de la dérivée de la vitesse dvo calculées

numériquement (num.) et avec le développement limité (dl).

hydrodynamiques à la valeur calculée avec le développement limité. Lorsque

la différence entre les deux calculs est minimale, on effectue le branchement.

Cela se produit pour £ aux environs de 0.27 (voir Fig. 3.7.2).

Nous avons alors résolu l’écoulement de base.

(a) Profils des grandeurs hydrodynamiques(1
pour 7 = 1.4 p

'ecouIe»i«!-tJj*se.datar u 1:2 /
'ecou]n»%*nt_hase..data' u 1:3 /
'«couleur. it_bosc.dato' u 1:4 y

Profils des grandeurs hydrodynamiques

r 7 = 1.2

Fig. 3.5: La vitesse est en vert, la densité en rouge et la pression en bleu

Dans cette figure, une seconde normalisation a été effectuée : toutes les

grandeurs sont normalisées à leur valeur au front de choc, ce qui implique que

7»(1) = p( 1) =p( 1) = 1



3.8. Résolution numérique des équations de l’écoulement perturbé

3.8 Résolution numérique des équations de

l’écoulement perturbé

3.8.1 Aclimensionnent des équations

Une fois qu’on a résolu l’écoulement de base, on peut résoudre les équations

régissant l’écoulement perturbé (3.57), (3.58), (3.59) et (3.6Ü). Afin d’effectuer
une résolution numérique, il convient d’adimensionner ces équations de la

même façon que pour l’écoulement de base. Il apparaît dans l’écoulement

perturbé les quantités Ôvt et ôvr, qui vont être normalisées par le facteur Kv

du paragraphe précédant. Les équations deviennent, après adimensionnement :

vQ I) + (£ + 2| + fg sp + 2h I sa.
x Po , ~ dÔvr

(3.99)

—/(/ + !) —Ôvt + po-
di

0

.s + n - 1 dv0
H àvr + ( '6'q — £

n J ' V " V £ p0 c dç

dSvr 1 dôp dp dpo
+ -—— - -dd— = 0 (3.100)

S A Tl — 1 Vn ,

+ J 1 àv-T + (*b — 4 )n

s_ _ ~^d'Po\ d6P i'o - 4dôp _
n Po d£ ) Po Po di
dp v0 dôp, A ; —,
Po V n Po d£ Po de

1- —— = 0 (3.101)
Cpo

- (v0 -
) v

dôp

V di
(3.102)

dpo \
ôvr — 0 .de)

3.8.2 Forme matricielle et méthode de résolution

Ces équations adimensionnées peuvent se mettre sous forme matricielle :

dôQ = ASQ
d£

(3.103)

où Q est un vecteur Q = (ôvr, dp, dp, ôvt), et A est une matrice 4x4.

Appelons a-ij les coefficients de la matrice A. Ces coefficients sont alors donnés
par :
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«n

7 + 1 tr o\ , dv0

7+1;
Vo —£

7 +IA" 7-1-
Po 1 Vo —£ I - 7—y-ft.

Po

7 - 1

x -^(5s-3) +
4 v y

+

Po Vo
7 + 1 l _ W£

-Po

dpo

v0

«12 ~

7+1

2 1 1 dpo

7 + 1 A 7 - 1 ~ 2 Po d£
Po 1 v0 —£ J ~ 7——Po

+
7 - 1 7P0

vo
7 + 1 A I dPo , O?;o ( dvo

2
+ 2——{-

£ «ÇPo d£ £ d£

Po

7 - 1 5

Po V0
7 + 1

s - v0

«13 —

Z

7 - 1 .
7 2 Po

+ 72 1 dpo

2 p Po d£

Po v0
7 4- 1

7-
7“ 1

Po

«14 = ~7------"7 (/ + 1)
Po

7+1A 7 — 1 ~
Po [ V0 y—£ J - 7 - Po

«21

7—1

Op0 <fô>
2J+WIP0

Vo

+ 1

7 + 1 A 7 — 1 .
Po 1 «o y—s ) - 7 y Po

+P6'
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En connaissant la valeur au front de choc des grandeurs perturbées, on

peut à partir de la connaissance de l’écoulement de base calculer pas après

pas l’écoulement perturbé. Néanmoins, il est nécessaire de réaliser un second

calcul, afin de déterminer le taux de croissance. En effet, les coefficients de la

matrice A dépendent de s et de /. On calcule donc l’écoulement de base pour

un couple (J, s) choisi. Une fois l’écoulement perturbé calculé pour ce couple,
on vérifie la condition ôp = au centre de l’écoulement. En effet, la solution

n’est physiquement raisonnable que si la perturbation d’énergie est nulle au

centre, ce qui implique Ôp (0) = 0. Une fois récoulement perturbé déterminé
pour un couple (Z, s), on vérifie que ce critère est vérifié. Si ce n’est pas le cas,
il faut réitérer le calcul avec une autre valeur de .s (voir Fig. 3.6). La variation
de s entre deux itérations est calculée selon la formule suivante :

As =
ôp

dôp

~ds

(3.120)

Afin de pouvoir calculer A.s, il faut donc connaître la dérivée de la pertur

bation de pression par rapport au paramètre -s. Pour cela, on peut écrire, à

partir de (3.103) :

d dôQ dA^ i , OôQ
—— — ~r~~àQ + A —-—
d£ os as ôs

(3.121)

En explicitant l’expression de la dérivée à l’aide de ÔÇ, le pas de dérivation,
on obtient :

dôQ

ds

dôQ

ds
(3.122)

Il ne nous manque donc, pour calculer cette expression, que les coefficients

de la matrice dA/ds. Appelons les s^. Ils sont :
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Fig. 3.6: Schéma de fonctionnement du programme permettant de déduire

la relation de dispersion.

*34 = 0 (3.134)

*41 — 0 (3.135)

*42 — 0 (3.136)

*43 ” 0 (3.137)

5(7+1)- 7 + 0
+.4= 4 *0 - 2 O (3.138)

3.9 Relations de dispersion

Les relations de dispersion aini trouvées permettent de retrouver les valeurs

théoriques s (0) = —1 et s (1) = —2/5 [18], contrairement à l’étude de D.
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100

r= 1>4

r = u

J L
20 40 60 80

Mode propre

Fig. 3.7: Relations de dispersion pour 7 =1,4 et 7 =1,1. On remarque

la valeur attendue pour le mode propre 1 = 0: Re [s (l = 0)] = — 1. D’autre
part, on voit que, comme dans le cas de l’étude de la coquille fine, il existe

un domaine d’instabilité pour une faible valeur de l’indice adiabatique, ce

qui n’est pas le cas lorsque 7 augmente. Les résultats pour les modes grands
(l > 3) sont similaires à ceux obtenus par Ryu et Vislmiac [12].
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Fig. 3.8: Relations de dispersion pour 7 =1,4 et 7 = 1,1, avec axe des

abscisses logarithmique, mettant en évidence (point noir) la valeur de la

partie réelle du taux de croissance pour le mode propre l = l : Re [s (/ = 1)] =
-2/5.
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Ryu et E.T. Vishniac . On observe à nouveau que lorsque 7 augmente, le

domaine instable se réduit, voire disparaît. Globalement, on conclut de nos

résultats que le calcul de D. Ryu et E.T. Vishniac, s’il présente des lacunes aux

faibles modes, est correct pour des modes propres plus grands (/ > 3) : nous
sommes en très bon accord avec les relations de dispersion présentées dans

leur article [12]. Nous pensons que leur erreur pour les faibles modes est due
à leur méthode de résolution numérique des équations analytiques obtenues.

L’introduction d’un développement limité pour le calcul de l’écoulement de

base à proximité de l’origine, ainsi que l’étude de convergence définissant le
pas spatial que nous avons menée a permis d’aboutir aux valeurs attendues

aux faibles modes, contrairement à eux.

Pour des valeurs classiques (7 — 5/3) de l’indice adiabatique dans le cadre
d’un gaz parfait monoatomique, la théorie prédit des taux de croissance né

gatifs, donc la stabilité, i.e. une décroissance de la perturbation et un retour

à une configuration sphérique, tandis que pour des valeurs faibles de 7, un

domaine d’instabilité apparaît. Les profils hydrodynamiques ainsi que le taux
de compression au niveau du choc C (E.ll) sont directement liés à la va

leur de l’indice adiabatique. Le taux de compression augmente lorsque 7 est
7 V 1

proche de 1 : C = —> Toc, et la matière est davantage concentrée
7 — 1 7—u

derrière le front de choc : la coquille est davantage fine et dense. Le refroidis

sement du RSN par pertes radiatives conduit à ce genre de profil de densité
très concentré derrière le front de choc. Ainsi, diminuer et rapprocher l’indice

adiabatique de la valeur 7 —> 1 est une façon de mimer les pertes d’énergie.

Néanmoins, lorsque le RSN entre en phase radiative, son expansion dans le

MIS est ralentie, et la valeur de l’exposant autosembable n tel R x tn diminue

de sa valeur en phase de Sedov-Taylor n — 2/5 à une valeur inférieure com
prise entre n = 1/4 et n = 3/10 d’après la. littérature [31] [32] [9]. Il apparaît
donc, en conclusion de cette étude analytique, que l’instabilité de Vishniac

pourrait se développer dans des RSN en phase radiative, plutôt qu’en phase

de Sedov-Taylor.
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Conclusion des études analytiques

Comme nous l’avons indiqué en introduction (chapitre 1), différentes
études théoriques avaient été réalisées concernant l’instabilité de Vishniac.

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés à la première étude sur ce

sujet, qui est l’oeuvre d’E.T. Vishniac [11]. Dans cet article, un modèle simple
est proposé afin d’étudier la stabilité d’un RSN constitué d’une coquille in

finiment fine se propageant dans le MIS, poussée par une bulle de gaz très

chaud dans la région interne. En reprenant en détail cette analyse, nous avons

mis au jour différentes approximations et limites. Après avoir dans un premier

temps retrouvé les résultats d’E.T. Vishniac, nous avons généralisé ses résul

tats. Nous avons notamment décidé de prendre en compte les effets de l’indice

adiabatique, qui était considéré comme tendant vers 1 dans [11]. Nous avons
également pris en compte l’épaisseur de la coquille, et ceci de deux façons dif
férentes. Ces deux approches, qui constituent les deux cas limites, aboutissent

à des résultats sensiblement différents. Dans le cas d’une coquille rigide, dont

la perturbation sur la face externe se répercute à l’identique sur la face interne

(ce qui correspond au traitement réalisé par E.T. Vishniac), nous aboutissons
à des résultats similaires à ceux initialement trouvés en faisant tendre l’indice

adiabatique 7 vers 1 : il existe dans ce cas un domaine instable. Toutefois, 011

a montré que pour des valeurs supérieures de 7, ce domaine d’instabilité se

réduit, et disparaît totalement pour des valeurs supérieures à 7 æ 1,2. Dans

le cas d’une coquille dont la face interne ne subit aucune déformation, les

relations de dispersion calculées ne présentent aucun domaine d’instabilité. Il

est intéressant de noter que, pour justifier le modèle de la coquille infiniment

fine, il est judicieux de prendre 7 proche de 1, car le taux de compression

C = (7+I) / (7 — 1) diverge alors vers l’infini, ce qui signifie que la matière
du RSN est concentrée au niveau du front de choc. Le fait de prendre un

indice adiabatique si faible est une façon de prendre en compte indirectement

les effets des pertes radiatives sur le RSN, car il est attendu [9] que les RSN en
phase radiative présentent des profils de densité très piqués au niveau du front

de choc. Ainsi, la généralisation de cette étude nous a permis de montrer que

les RSN en phase de Sedov-Taylor, dans le cadre de cette théorie, 11e sont pas

supposés voir se développer l’I.V. pour des valeurs réalistes de 7 (7 = 5/3 pour
un gaz parfait monoatomique). Toutefois, l’I.V. doit se développer lorsque l’on
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considère un gaz d’indice adiabatique faible.

Dans un second temps (chapitre 3), nous nous sommes intéressés à une
étude analytique menée par D. Ryu et E.T. Vishniac [12], dans laquelle l’in
tégralité de l’écoulement est considérée. En partant de l’écoulement de Sedov-

Taylor [1]. une étude perturbative est menée et l’introduction de perturbations
linéaires permet d’aboutir à des relations de dispersion. Nous avons souhaité

reprendre en détails cette étude, car la résolution numérique des équations

analytiques obtenues nous paraissait sujette à caution, car elle ne fournit pas

les valeurs attendues [18] pour les modes Z = 0 et Z — 1, et présente des diffé
rences avec les relations de dispersion obtenues ultérieurement par une autre

étude adoptant une approche différente [13]. Notre étude, similaire à celle de
D. Ryu et E.T. Vishniac, est en très bon accord avec leurs résultats, sauf poin

tes petits modes pour lesquels nous aboutissons bien aux résultats attendus.

Nous en concluons que leur étude était bien réalisée, mais que leur méthode

de résolution numérique n’était pas suffisamment performante pour traiter les

petits modes. L’introduction d’un traitement de l’écoulement non perturbé à

proximité par un développement limité de la solution de Sedov nous a permis

de traiter ces cas, ainsi que la précision de notre calcul numérique. Toutefois,

les conclusions sont sensiblement les mêmes que celles de l’étude initiale [12] :
pour des valeurs de l’indice adiabatique suffisamment faibles, les relations de

dispersion présentent un domaine instable : l’I.V. devrait donc se dévelop

per dans des RS N composées d’un gaz à faible 7. Néanmoins, comme nous

l’avons déjà évoqué, cette contrainte sur l’indice adiabatique est artificielle.

Elle implique en réalité un RSN en phase radiative, pour lequel l’écoulement

hydrodynamique n’est plus celui de Sedov, et la loi d’évolution R oc tn n’est

plus celle de la phase de Sedov-Taylor. Il faut donc étudier le développement

de l’LV. en prenant en compte les pertes radiatives. Pour cela, nous avons

utilisé l’outil numérique, et cette étude fait l’objet de la seconde partie de
cette thèse.



Deuxième partie

Etudes numériques de l’instabilité

de Vishniac et des RSN en phase
radiative
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Chapitre 4

Présentation du code HADES et

des moyens et outils numériques

4.1 Présentation du code HADES

Le code que j’ai utilisé pour les simulations numériques de restes de su

pernova est un code développé au LUTH, par Chinh NGuyen lors de sa thèse

sous la direction de Claire Michaut et de Laurent Di Menza [25]. C’est un
code d’hydrodynamique 2D, qui résout les équations d’Euler de l’hydrodyna

mique. Le schéma numérique est un schéma explicite d’ordre 2 en temps et

en espace. Il permet de simuler des géométries planes, mais également cylin

driques et sphériques par l’introduction d’un terme source prenant en compte

les termes angulaires de géométrie différentielle inhérents à la géométrie 3D. Il
est adapté à la simulation d’environnements astrophvsiques extrêmes. Les dif

férents solveurs de Riemann implémentés dans le code permettent d’adapter

la méthode de résolution aux différents cas rencontrés, selon par exemple le

nombre de Mach rencontré dans la simulation. Ce code permet également de

prendre en compte le rayonnement de la matière de deux manières distinctes.

La première consiste à introduire un terme de perte dans l’équation d’éner

gie, appelé fonction de refroidissement. Cela suppose que le rayonnement émis

par la matière n’intéragit pas avec la matière environnante. Le milieu est alors

supposé optiquement mince, ce qui équivaut à dire que le libre parcours moyen

des photons au sein de la matière est grand devant la taille de l’objet. L’autre

façon de prendre en compte le rayonnement est plus élaborée, et repose sur un

couplage entre les équations de transfert radiatif et les équations hydrodyna

miques. Cette dernière façon de modéliser le rayonnement n’a pas été utilisée

dans le cadre de cette thèse. Nous avons utilisé le code dans deux configu

rations : dans un premier temps uniquement la partie hydrodynamique, puis

avec pertes d’énergie par fonction de refroidissement. Ce code a été parallélisé
par Fabrice Roy et Chinh Nguyen en 2008, puis amélioré par Marco Mancini.
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Les tests de performance réalisés par ce dernier montrent que la parallélisation

est efficace (voir paragraphe 4.1.5).

4.1.1 Les équations résolues et le schéma

Les équations résolues

La partie hydrodynamique du code HADES résout les équations d’Eu

ler dans leur forme conservative. Ces équations, avec lesquelles on a travaillé

dans l’étude analytique du chapitre 3, peuvent être écrites sous forme vecto

rielle. Pour être bien défini, le système d’équations doit également comporter
les conditions initiales ainsi que les conditions au bord du système physique
étudié. L’écoulement est ainsi modélisé de la manière suivante :

ÔU_ c)F(U) dG(U)
^ dt + dx dy
] conditions initiales : U(x,y, 0)

conditions aux bords

S(U) ,

= U0(x,y) ,
(4.1)

où t, x et y sont respectivement le temps, la coordonnée selon l’axe (Ox)
et la coordonnée selon l’axe (Oy). Les quantités U, F (U), G (U) et S (U)
comportent les termes des équations d’Euler :

P PVx PVy 0

PVx
, F =

pv'x + F
, G =

P^xVy
q 7—v , s ==

0

PVy pVXVy p% + p 0

E _ vx(E+ _ _ vy(E + F) -A + Sg

où p, u, v, p et E sont respectivement la densité, la vitesse selon l’axe (Ox),
la vitesse selon l’axe (Oy), la pression et l’énergie du fluide. Cette énergie est

définie par E = p (v2 + vf) /2 4- pe, où e est l’énergie interne massique du sys
tème. Le terme source comporte deux termes : le terme de refoidissement —A

prenant en compte les pertes d’énergie radiative dans le régime optiquement

mince, et le terme, dit source géométrique Sg, qui permet, comme mentionné
précédemment, d’étudier des systèmes à symétrie sphérique.

Le schéma de résolution

Afin de résoudre le système d’équations 4.1, le problème est divisé en deux
sous-problèmes pour lesquels nous connaissons des méthodes de résolution.

Le code a été développé afin d’obtenir des solutions à l’ordre 2, et il convient

alors d’organiser la résolution de manière adéquate afin d’obtenir des solu

tions d’ordre 2 en temps et en espace, avec un schéma explicite. Connaissant
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l’état du système à un temps t, on souhaite obtenir l’état de ce système à un

temps t + Ôt. Le système 4.1 est divisé en un système d’équations aux dérivées

partielles (EDP), composé du système d’équations homogène au système 4.1 :

ÔU/dt + dF{U)/dx + dG(U)/dy = 0 (4.3)

et un système d’équations aux dérivées ordinaires (EDO), qui comporte la
partie terme source du problème initial :

— - -A + S9 . (4.4)

Afin d’obtenir un schéma à l’ordre 2 en temps, on réalise alors la résolution

de la manière suivante : notons PSt/'2 l’opérateur solution du système d’EDP
et Oôt l’opérateur solution du système d’EDO. Le premier opère sur un temps
correspondant à la moitié du pas de temps ôt calculé à l’aide de la CFL,

tandis que le second opère sur le temps Ôt. Le schéma consiste à appliquer une
première fois pSt/2i puis Oôt et pour finir une seconde fois P6t/2. Cela s’écrit
sous la forme :

U U + ôt) = p&mostpstnu (t) . (4.5)

4.1.2 Le maillage

La discrétisation spatiale du problème est réalisée au moyen d’une grille

cartésienne constituée de mailles rectangulaires de pas spatiaux constants

(mais éventuellement différents) dans les deux directions. La taille de la boîte
de simulation xmax — xmin et ymax — Hmm ainsi que le nombre de mailles mx

et my choisis par l’utilisateur définissent les deux pas spatiaux ôx et Ôy :
c- max Xmin , r ymax ymin v -n 5 - .
ôx — et dy — . A ce maillage s ajoute une zone a

tïix rriy
la frontière de la grille, constituée de mailles dites "mailles fantômes" qui

servent à imposer les conditions aux bords de la boîte de calcul et à permettre

le calcul des cellules de la grille se trouvant sur les bords (voir figure 4.1).
La taille des mailles, donc la résolution de la simulation réalisée, détermine la

précision du calcul. En ayant une résolution trop grossière, donc un nombre

de mailles trop faible, le calcul n’est pas précis et on ne peut pas bien mo

déliser les phénomènes étudiés, comme les chocs par exemple. Toutefois, un

nombre trop élevé de mailles, donc une résolution trop fine, génère également

des problèmes. Premièrement, le temps de simulation croît avec la résolution,

si bien qu’une résolution très élevée requiert un temps de calcul qui peut deve

nir inaccessible avec les machines dont nous disposons actuellement. De plus,
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Domaine de

la simulation

niy

Mailles

fantômes

V

Fig. 4.1: Schéma du maillage dans le cadre d’une utilisation séquentielle du

code. Encadrée en rouge apparaît; la zone de simulation. A l’extérieur de cette

zone sont représentées les mailles fantômes.

les erreurs numériques s’accumulent, et le calcul finit par perdre en précision.

Il convient donc de mener une étude préalable sur la résolution nécessaire à

la modélisation du phénomène à simuler avant d’étudier ce phénomène en lui
même.

4.1.3 La discrétisation temporelle

Le calcul du pas de temps St est effectué à l’aide de la condition dite de

Courant-Friedrichs-Lewy. ou condition CFL. La condition CFL est introduite

par l’intermédiaire d’un paramètre noté CFL, de valeur 0 < CFL < 1. Le

principe est de limiter le pas de temps de façon à ce que l’information ne

puisse parcourir plus d’une maille pendant le temps St. Ainsi, le paramètre

CFL est tel que :

min (vxSt/Sx. VySt/Sy) < CFL < 1 . (4.6)

Dans notre cas, nous avons utilisé une condition de courant CFL — 0.9.
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4.1.4 La version parallèle de Hades

Ce travail de thèse a nécessité rutilisation de la version multi-processeurs

du code Hades. Hormis quelques tests, c'est la première fois que le code est

utilisé en version parallèle. Dans le cas d'une telle utilisation, le maillage est

divisé en autant de régions que de coeurs utilisés lors du calcul. L’utilisateur
définit le nombre de coeurs dans chaque direction qu’il va utiliser : nXtCOre

et ny core. Chaque coeur a alors pour mission de résoudre l’écoulement dans
un domaine contenant mX)Core = rnx/nx^core et my.cwe = my/ny^cœ.e (on se
place dans le cas où cela donne un résultat entier ; dans le cas contraire,

certains coeurs se voient attribuer le reste de mailles ne pouvant être réparties

uniformément). Sur la figure 4.2) est montrée la décomposition du maillage
pour une grille de simulation de 36 mailles selon (Ox) et 24 mailles selon
(0y), avec un calcul effectué sur 9 coeurs de calcul. On a alors mXjCOre = 12

et my core — 8. La grille physique intégrale est le domaine encadré en rouge.
En vert sont représentés les sous-domaines que chaque coeur doit prendre en

charge. Les coordonnées MPI des coeurs sont indiquées sous la forme XxY,
où X et Y représentent la coordonnée MPI selon la direction (Ox) et (Oy).

Chaque coeur génère un fichier de sortie qui lui est propre, contenant les
résultats de ces sous-domaines. Néanmoins, le schéma étant d’ordre 2 en temps

et en espace, le calcul de la solution des EDO et des EDP en une maille donnée

nécessite de connaître la valeur des grandeurs dans les 2 mailles voisines, et ce

dans chaque direction. Si la maille voisine n’appartient pas au domaine d’un

autre coeur, alors cette maille n’appartient pas au domaine physique mais

est une maille dite fantôme. Ces mailles fantômes sont donc nécessaires pour
calculer la solution sur les bords du domaine. Leur valeur est définie à l’aide

des conditions de bord, lesquelles sont choisies par l’utilisateur. Elles sont de

plusieurs sortes :

- Condition de symétrie : le bord est un axe de symétrie. Les mailles fan

tômes ont alors même densité et énergie que les mailles symétriques par

rapport au bord concerné, tandis que le vecteur vitesse dans les mailles

fantômes est le symétrique par rapport au bord. C’est cette condition

que nous utiliserons dans le cas de nos simulations en géométrie sphé

rique de restes de supernova, pour les bords de gauche et du bas.

- Condition d’extrapolation à l’ordre zéro : cette condition signifie que les

mailles fantômes ont la même valeur que la maille adjacente appartenant

au domaine physique. Elle est utilisée pour les bords de droite et du haut
dans nos simulations.

- Condition périodique : cette condition impose dans les mailles fantômes

les grandeurs présentes du coté opposé de la boîte de simulation. Par

exemple, en mettant cette condition sur le bord de gauche, les deux
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mailles à l’extrémité droite de la boîte de simulation sont recopiées dans
les mailles fantômes.

En revanche, si cette maille voisine appartient au domaine physique d’un

autre coeur, alors il faut que ce coeur communique ces valeurs à son voisin, et

ce à chaque fois que le code effectue une résolution d’un des solveurs. Ainsi,

comme au cours d’un pas de temps St, on applique à deux reprises l’opérateur

solution du système d’EDP, il faudrait réactualiser les valeurs à chaque St/2.
Toutefois, l’optimisation d’un code parallèle nécessite de limiter les échanges
de données entre coeurs, car ce sont des étapes coûteuses en temps. Afin
d’éviter ces communications, il est judicieux d’étendre le domaine de calcul de

chaque coeur de calcul de deux mailles dans chaque direction où est présent un
coeur voisin. Ainsi, à chaque début d’itération au temps t, sont transmises les

4 mailles jouxtant le coeur : 2 mailles pour l’extension du domaine de calcul, et

2 mailles servant de mailles fantômes. Ainsi, lors du premier appel du solveur

d’EDP, on calcule également dans les 2 mailles à l’extérieur du domaine cible
(en vert) à l’aide des nouvelles mailles fantômes, ce qui permet d’obtenir leur

valeur (également calculée dans le processeur voisin par ailleurs) au temps
t + St/2. Lors du deuxième passage dans ce solveur, le domaine physique peut
être calculée à l’aide de ces deux mailles (extérieures à la zone encadrée en
vert sur la figure 4.2, mais dans la zone rouge). Ces deux mailles sont certes
recalculées à cet instant, mais sans actualiser les mailles fantômes de la région
bleue. Leur calcul est donc inexact, mais cela n’a pas d’importance, car le

coeur voisin calcule lui de manière correcte dans ces mailles. Ainsi, on a bien

calculé la solution dans le domaine dédié à chacun des coeurs, sans nécessiter

de communications entre coeur à St/2 au cours du pas de temps St. Les tests
réalisés par Marco Mancini montrent un réel gain de temps avec cette méthode.

Chaque coeur de calcul écrit son propre fichier de données de manière indé

pendante, ce qui constitue également un gain de temps important (on multiplie

par le nombre de coeurs la vitesse d’écriture, qui peut être non négligeable
dans une simulation ; le système de gestion des fichiers des machines utilisées

étant lui-même doté d’un système de stockage fonctionnant de manière paral-
lélisée, on n’est pas limité par la bande passante ou la vitesse d’écriture sur le

disque dur).

4.1.5 Tests de performance

On peut mesurer l’efficacité de la parallélisation d’un code par différentes

méthodes. Des tests ont été réalisés par Marco Mancini pour déterminer l’ef

ficacité de la parallélisation. Une façon de mesurer l’efficacité de la parallé

lisation d’un code est de réaliser des tests dits de “scaling”. Deux types de
scaling ont été mesurés. Dans les deux cas, les tests consistent à effectuer des
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Fig. 4.2: Schéma du maillage dans le cadre d’une utilisation parallèle du code.

Le domaine global est divisé en sous domaines répartis sur chauqe coeur de
calcul. Afin de limiter les communications entre coeurs, le domaine de calcul

de chaque processeur est agrandi de deux mailles sur le domaine des coeurs
voisins.

simulations avec différents nombre de coeurs de calcul, et d’étudier révolution

du temps d’exécution de la simulation dans les différentes configurations.

- Le scaling faible (“Weak Scaling”)

Le scaling faible consiste à conserver le nombre de mailles par coeur

de calcul. Ainsi, les tests sont réalisés à travail constant par coeur, ici

chacun calculant sur un maillage de 400 x 400 mailles. La fonction w de

weak scaling est définie par :

w (N) = tL (4.7)
t-N

où 11 est le temps d’exécution avec un seul coeur, et t^ le temps de

calcul par coeur dans la configuration à N coeurs.

- Le scaling fort (“Strong Scaling”)
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Fig. 4.3: Résultat du test de scaling faible.

Les test de scaling fort se font sur un système de taille fixe. En faisant

varier le nombre de processeurs, le nombre de mailles par coeur varie

également. Le test a ici été réalisé sur un maillage de 10 000 x 10 000

mailles, correspondant à 400 x 400 mailles par coeur avec 025 coeurs.

Par contre, il n’a pas été possible de réaliser cette simulation sur moins

de 16 coeurs, car la mémoire exigée par un tel maillage est supérieure

à ce qu’un coeur seul peut gérer. Ainsi, le temps de référence est t\Q, le

temps de la simulation à 16 coeurs :

-S (N) = ^ (4.8)
In

où tN est ici le temps global cumulé (la somme des temps pris par chaque

coeur).

Ces deux tests de scaling montrent une légère perte de performance au fur

et à mesure que le nombre de coeurs croît. Toutefois, pour N = 144, qui est le

nombre maximum de coeurs que nous avons utilisés dans nos simulations, le

rendement reste très bon, puisque supérieur à 0,95. Ainsi, la version parallé-

lisée d’HADES est bien optimisée et peut être utilisée de manière efficace afin

de réduire le temps de calcul.
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Fig. 4.4: Résultat du test de scaling fort.

4.2 Moyens et outils numériques

4.2.1 Moyens cle calcul

Pour réaliser nos simulations numériques, nous avons eu accès à différentes

machines de calcul. Voici une présentation succinte de ces différentes machines.

Siolino

La première machine que j’ai utilisée, Siolino, est une grappe de calcul

dédiée à l’usage interne à l’Observatoire de Paris. C’est une machine qui n’est
pas adaptée au calcul parallèle, car elle utilise différents modèles de proces

seurs. Elle nous a été utile lors de la prise en main du code, pour réaliser les

premiers tests.

Starlight

Starlight est une machine du LUTH dédiée au débogage multiprocesseur.

Nous l’avons utilisée exclusivement pour cela, afin de mieux comprendre l’ar

chitecture du programme et de résoudre certains problèmes auxquels nous
avons été confrontés.

85



Chapitre 4. Présentation du code HADES et des moyens et outils

86 numériques

Mesopsll

Mesopsll est le calculateur sur lequel ont été réalisées les premières si

mulations en parallèle. C’est une machine installée en 2011 à l’Observatoire

de Paris sur le site de Meudon, qui appartient à l’iclex PSL Paris Sciences

et Lettres, et qui est le prototype du calculateur Mesopsl. Les bi-processeurs

hexa-coeurs Intel X5675 à 3,06 Ghz y sont regroupés en noeuds de 12 coeurs,
chaque coeur disposant de 2 Go de mémoire. Les calculs peuvent être lancés
sur un maximum de 8 noeuds simultanément, pour un total de 96 coeurs.

La durée maximale d’un calcul dans cette configuration est de 24H dans la
configuration que nous avons utilisée.

Mesopsl

Afin de réaliser davantage de simulations en des temps plus courts, nous

sommes passés sur la machine Mesopsl, qui est le calculateur de l’idex PSL

comme évoqué précédemment. Cette machine est équipée de 92 noeuds de

calcul, comportant des bi-processeurs 8-coeurs Intel E5-2670 à 2.60 Ghz. L’ar

chitecture système est en Linux/64 bits, et chaque noeud comporte 16 coeurs,
soit un total sur cette machine de 1472 coeurs de calcul, disposant chacun de

4Go de mémoire. La plupart des simulations ont été réalisées sur 9 noeuds
soit 144 coeurs.

4.2.2 Outils numériques

Afin d’analyser les données de sortie du code, initialement sous la forme

de fichiers contenant à chaque temps de sortie 4 colonnes en ASCII corres

pondant aux grandeurs conservatives des équations d’Euler p, pvx, pvy et e
(densité, produit de la densité et la vitesse selon ex et ey et énergie volumique)
pour chaque point du maillage, j’ai tout d’abord utilisé un programme Matlab
écrit par les précédents utilisateurs de l’équipe, notamment Claire Michaut,

Clotilde Busschaert, Cécile Cavet. et Chinh Nguyen. Néanmoins, lorsque les

simulations génèrent des volumes de données considérables (plusieurs dizaines
de Go par simulation), l’analyse avec Matlab se révèle laborieuse, voire im
possible. Afin de réduire la taille des données de sortie et pour permettre

Putilisation de logiciels de visualisation scientifique, nous avons dû changer
le format des fichiers de sortie. Nous avons alors opté pour le format binaire

NetCDF, contenant l’ensemble des données comprises dans le système de sortie

précédent. Un seul fichier de sortie est alors généré pour l’ensemble des temps
de sortie. Ces fichiers sont ensuite lus par le logiciel libre ViSit développé par
le Lawrence Livermore National Laboratory (LLNL).
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Chapitre 5

Simulations de restes de

supernova : détermination des

paramètres

Comme on l’a vu dans les chapitres précédents, les taux de croissance de

l’instabilité de Vishniac semblent être analytiquement moins élevés que ce que

laissaient penser Vishniac et Ryu [11] [12] lorsque l’on s’éloigne de la limite
7 —> 1. Cette limite permet, comme indiqué à la fin du chapitre 2, de “mimer”

le fait que le RSN est sensé être en phase radiative dans ces études. Le refroi

dissement du gaz choqué a pour effet de densifier la matière derrière le front de

choc, et de ralentir l’évolution du RSN. Il est très complexe d’étudier analyti

quement le développement de l’instabilité de Vishniac dans le cadre d’un RSN

en phase radiative. L’outil numérique va nous permettre d’observer l’évolution

de perturbations de RSN lorsque celui-ci perd de l’énergie par rayonnement.

Le principe de cette étude se décompose en plusieurs étapes. Dans un premier

temps, nous cherchons à simuler un RSN en phase de Sedov-Taylor. Une fois

celui-ci obtenu, nous introduisons une perturbation de sa géométrie, puis nous

simulons son évolution, afin d’étudier la comportement de la perturbation et

d’en déduire le taux de croissance. Différents cas sont étudiés, sans pertes

d’énergie dans un premier temps, puis avec pertes d’énergie par fonction de

refroidissement dans un second temps.

5.1 Conditions initiales et critères de validité

Afin d’étudier le développement de l’instabilité de Vishniac, nous souhai

tons observer l’évolution d’un RSN, sphérique initialement, dans lequel est

introduite une perturbation. Pour ce faire, nous devons donc au préalable si

muler une expansion de RSN qui nous servira de base afin d’initialiser les

simulations servant à l’étude de stabilité. En l’absence de pertes d’énergie, le
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RSN va se situer en phase de Sedov-Taylor.

5.1.1 Conditions initiales

Zone de surpression

Afin d’obtenir ce RSN, nous devons introduire une zone de surpression,

correspondant à la libération d’énergie d’une supernova, qui va se propager
dans le milieu ambiant, qui correspond au MIS. Par un calcul simple, nous

pouvons connaître les caractéristiques de cette zone de surpression. En effet,

on sait que la supernova libère une énergie de l’ordre de grandeur de 1044 J
[26] [27] [28]. Dans le cadre d’une explosion forte ponctuelle, on peut supposer
une densité et une pression uniformes. L’énergie interne e contenue dans la
zone de rayon R peut s’écrire :

Ainsi, on peut exprimer la pression à introduire dans la zone de surpression,
en fonction du rayon R de celle-ci :

La densité initiale n’a pas d’importance, puisque la masse initiale du RSN

va être négligeable devant la masse de matière du MIS qu’il va absorber lors

de son expansion.

Milieu interstellaire

Le milieu interstellaire est essentiellement constitué d’hydrogène ionisé
[29]. La densité du milieu interstellaire est de l’ordre de 10~2i)kg.m~3, qui
correspond à une densité de quelques particules par m3. On peut alors déter
miner la pression en fonction de la température du MIS :

Ainsi, une pression de 10“14 Pa correspond à une température du MIS de
Tmis ~ 120 K, tandis qu’une pression de 10"12 Pa correspond à une tempéra
ture de Tmis ~ 12 000 K. Dans notre cas, nous avons considéré un MIS d’une

pression Pmis — 10~12 Pa, donc de température Tmis = 12 000 K.

(5-1)

(5.2)

(5.3)
Tllprotori
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5.1.2 Paramètres de la simulation et critères de valida

tion de la phase de Sedov

Une étude a été menée afin de déterminer l’influence de la résolution et de

la taille initiale de la surpression sur la dynamique du RSN. En effet, pour une

taille initiale de surpression déterminée, plus la résolution diminue, moins la

surpression occupe de mailles, et moins sa forme s’approche d’un disque. Cela

génère des effets d’anisotropie dans le RSN. D’autre part, plus la résolution est
élevée, et mieux le choc est simulé. Afin de déterminer quelles sont la résolution

et la taille initiale de la surpression nécessaires pour obtenir une simulation

satisfaisante d’un RSN, nous cherchons à satisfaire différents critères

- Taux de compression

Le taux de compression se rapproche du taux théorique donné par les

relations de Rankine-Hugoniot au fur et à mesure qu’on augmente la

résolution car le profil de densité étant très piqué, il contient de très

forts grandients difficiles à calculer numériquement. Un problème raide
dout toujours se répartir sur plusueurs mailles du schéma numérique

donc plus la résolution est forte, mieux le calcul s’opère. Ce taux de

compression théorique Ccompjh est donné, pour un choc fort (nombre de
Mach M > 10,voir annexe E) par :

rs / 1 -1 ( ^ A\
comp,th 7 • vA*^/

puis 7 - 1

Pour 7 = 5/3, on obtient un taux de compression théorique Ccomp>th = 4.
Pour 7 = 1,1, il prend la valeur CCj0rapjjt =21.

- Profils hydrodynamiques

On connaît les profils théoriques des grandeurs hydrodynamiques p, v et

p de l’écoulement à l’aide de la résolution des EDO analytiques données

au chapitre 3. Ces EDO ont été résolues par le programme fortran que

j’ai effectué, ainsi que sous Mathernatica. Ces profils dépendent égale

ment de l’indice adiabatique 7. Les profils numériques obtenus doivent

coïncider au mieux avec les profils obtenus à partir des équations ana

lytiques en phase de Sedov-Taylor.

- Loi d’évolution autosemblable

O11 sait qu’en phase de Sedov-Taylor [1], le rayon du front de choc R a
un comportement autosemblable :

R (t) oc t2/'' .
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Cette loi d’évolution du rayon du front de choc doit être retrouvée dans
les simulations

- Caractère isotrope

L’explosion de l’étoile étant, supposée générer un RSN parfaitement sphé

rique, toutes les grandeurs doivent être isotropes. Comme évoqué en pré

ambule de ce paragraphe, ce caractère isotrope peut être mis en défaut

par la forme de la surpression initiale. En effet, pour un rayon de la

surpression initiale fixé, une résolution meilleure permet d’occuper avec

cette zone davantage de mailles, et donc de rapprocher sa géométrie de

celle d’un disque dans le plan (x,y) de la simulation. Dans les cas où la
surpression n’occupe pas assez de mailles, la zone initiale se rapproche

davantage d’une croix, et cela génère des anisotropies.

5.2 Simulation d’initialisation

Nous cherchons à simuler un RSN en phase de Sedov-'Taylor à un temps

finit = 1 000 ans, à partir duquel nous pourrons lancer les différentes simu

lations permettant l’étude du taux de croissance de l’instabilité. Cette simu

lation d’initialisation doit nous permettre d’obtenir un RSN le plus conforme

possible aux modèles théoriques, tout en conservant des résolutions et des

temps de calcul nécessaires raisonnables. Elle sera la base des simulations de

l’instabilité, et a donc un rôle essentiel. Parmi les critères évoqués précédem

ment, deux présentent un caractère réellement contraignant sur la résolution :

le caractère isotrope et le taux de compression. Le caractère isotrope est dé

terminé par le nombre de mailles occupées par la surpression initiale. Une fois

ce caractère assuré dans la simulation d’initialisation, la résolution peut être

baissée de façon significative pour la suite de la simulation tout en conser

vant le caractère isotrope (la taille du RSN est alors considérable, et occupe
un grand nombre de mailles). En revanche, le taux de compression dépend
de la résolution de la zone du choc. Cette zone du front de choc ne dépend

pas de l’instant considéré, et la contrainte sur la résolution issue de ce taux

de compression doit, être conservée lors de la poursuite ultérieure des simula

tions. Ainsi, les deux études de résolution sont distinctes : on peut choisir une

résolution très élevée pour garantir l’isotropie, puis la baisser par la suite, ce

qui n’est donc pas le cas pour la contrainte résultant du taux de compression

qui doit être conservée lors des études à plus long temps de simulation.

5.2.1 Etude du taux de compression

Sur la figure (5.1) est représenté le taux de compression en fonction de
la résolution pour un indice adiabatique de 5/3. On observe, conformément
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à ce qui est attendu, que le taux de compression dépend de manière signi

ficative de la résolution. Néanmoins, on ne peut pas monter indéfiniment la

résolution, car cela demande une augmentation considérable du temps de cal

cul et de la taille des fichiers. De plus, cette simulation d’initialisation est

moins exigeante en temps que les simulations de l’étude perturbative. En ef

fet, nous pouvons ici simuler un quart de disque, en appliquant les conditions

aux bords convenables. On obtient alors, grâce aux symétries, une géométrie

sphérique. En revanche, lorsque l’on introduit une perturbation, nous sommes

dans l’obligation de simuler un demi cercle car la perturbation brise un axe

de symétrie pour certains modes. L’autre aspect limitant dans les simulations

de RSN avec perturbation est le temps final de la simulation. En effet, nous

arrêtons notre simulation d’initialisation après un temps de l’ordre de 1000

ans, et le rayon du RSN est alors d’environ 1.25 1017 m ~ 4 pc. On utilise
donc une boîte de simulation de 1.44 x 101 ' m ~ 4, 7 pc. Lorsque l’on pour

suit cette simulation, il est nécessaire d’agrandir considérablement la taille de

cette boîte, d’un facteur 4 pour passer de 1 000 ans à 50 000 ans. Ce facteur

4 est en réalité un facteur 8 sur le nombre de mailles selon x, puisqu’il faut

simuler un demi cercle. Ainsi, il y a un facteur 32 entre le nombre de mailles

nécessaire pour obtenir la résolution de cette simulation d’initialisation et ce

lui nécessaire pour obtenir la même résolution dans la simulation finale. Les

temps de calculs peuvent devenir ingérables, ainsi que la taille des données

générées par le code. Il ne faut donc pas avoir des exigeances trop fortes sur le
taux de compression. En n’étudiant que des modes propres de la perturbation

multiples de 4, on peut toutefois se contenter de ne simuler que des quarts

de cercle. C’est ce qu’on fera en définitive, afin d’alléger les simulations et de

conserver une bonne résolution tout en limitant le temps de calcul.

5.2.2 Etude de Eisotropie et des profils hydrodyna

miques

Le caractère isotropique de la simulation dépend du nombre de mailles que

représente la zone de surpression initiale, que l’on souhaite la plus proche pos

sible d’un disque. Deux paramètres nous permettent d’influer sur le nombre de

mailles occupé par la zone de surpression initiale : le rayon de cette zone et la

résolution. Diverses simulations ont donc été réalisées pour étudier l’influence

de ces deux paramètres, et afin de trouver le meilleur compromis possible. Il

est important de noter que la résolution requise pour atteindre l’isotropie ne

donne pas de contrainte sur la résolution des simulations suivantes, puisque

l’anisotropie provient de la forme et de la taille de la surpression initiale. Ainsi,

il faut distinguer la résolution nécessaire pour atteindre l’isotropie lors de nos

simulations générant le RSN en phase de Sedov, qui nous servent ensuite de

base pour lancer nos simulations à plus grands temps utilisées pour l’étude
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Fig. 5.1: Taux de compression en fonction de la résolution. En vert est mon

tré le taux de compression théorique, et en rouge le taux de compression en
fonction de la taille de la maille.

de stabilité. Pour la résolution la plus faible qui ait été testée, pour laquelle
la taille de la maille est de dx = 2.4 x 1014 m, l’isotropie est déjà très bonne
sur la pression et la densité (voir Fig. 5.2.2 et Fig. 5.4). En revanche, les pro
fils de vitesse présentent une anisotropie importante, sur une zone allant du
centre de l’écoulement jusqu’à une distance représentant approximativement

60% du rayon du RSN = t « 1 000 ans (voir Fig. 5.5). On remarque égale
ment que cette anisotropie de vitesse dépend de la taille r0 de la surpression

initiale. L’anisotropie semble un peu mieux maîtrisée avec une taille de r0 plus
importante.

Augmentons la résolution en prenant dx — 1,6x 1014 m, et comparons trois
différentes tailles de la surpression initiale : r0 = 2x 1015 m, r0 ~ 4 1015 m et

r$ = 8 x 1015 m. Ces comparaisons sont montrées ci-dessous Fig. 5.6 et Fig.
5.7. On observe ici différents changements sur deux plans de comparaison : à
résolution constante et r0 variable, et à résolution variable et r0 constant. Tout
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(a) ro—2 x 1015 m (b) tq—A x 10in m

Fig. 5.2: Cartes de densité pour dx — 2,4 x 1014 m, avec deux tailles de
surpression initiale différentes. On voit que les deux cartes sont similaires, et

paraissent isotropes. Les segments visibles sur ces cartes sont les lignes de

coupe sur lesquelles sont tracés les profils des grandeurs hydrodynamiques

montrés dans les figures suivantes (voir Fig.5.3a à FigS.llb).

(a) 7*0 = 2 x 1015 m (b) 7*o = 4 x 1015 m

Fig. 5.3: Profils de densité pour dx = 2,4 x 1014 m, avec deux tailles de
surpression initiale différentes. L'isotropie est très bonne.
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(a.) r0 = 2x 1()15 m (b) r0 = 4 x U)1 ’ m

Fig. 5.4: Profils de pression pour dx — 2,4 x 1014 m, avec deux tailles de

surpression initiale différentes. L'isotropie est également très bonne.

(a) r0 = 2 x 1015 m (b) vq — 4 x 1015 m

Fig. 5.5: Profils de vitesse pour dx — 2,4 x 1014 m, avec deux tailles de
surpression initiale différentes. Les profils de vitesse présentent une anisotropie

sur la partie interne du RSN.

d'abord, on voit que pour r0 = 2 x 1015 m, le fait d’augmenter la résolution
permet de diminuer l’anisotropie en s’éloignant du centre, mais que celle-
ci est plus importante près de l’origine. Pour r0 = 4 K)15 m, on constate
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un comportement similaire. L’anisotropie proche du centre ne présente pas

de grande difficulté, tant qu’elle est confinée proche du centre et dans des

proportions raisonnables (quelques % de variation), pour l’étude de stabilité.
En effet, le phénomène de l’instabilité de Yishniae se déroule à proximité

du front de choc, et si l’anisotropie est cantonnée aux régions proches du

centre, son influence sera nulle sur la dynamique du RSN et l’évolution des

perturbations. On observe que les profils obtenus pour ro = 4 x 1015 m et
pour r0 = 8 x 1015 m sont très semblables. L’anisotropie est légèrement moins
importante en amplitude avec ro = 8x 1015 m, mais s’étend légèrement plus
loin (70 x 1Ü15 m « 2, 3 pc contre 64 x 1()15 rn ss 2 pc) du centre.

(a) ro = 2 x 1015 m (b) ro = 4 x 10ir' m

Fig. 5.6: Comparaison des profils de vitesse pour dx = 1,6 x 1014 m.

Augmentons maintenant la résolution et voyons si l’on parvient à dimi
nuer encore cette anisotropie. Nous prenons à présent une résolution plus

élevée, avec dx = 8 x 1013 m. et étudions trois simulations avec les trois
rayons de surpression initiale précédemment définis (voir Fig. 5.8 et Fig. 5.9).
Les conclusions sont identiques : on observe une diminution de l’amplitude

de l’anisotropie dans les profils de vitesse. On observe toujours de grandes

amplitudes d’anisotropie (proches de 50% de la vitesse en r — 20 x 1015 m
approxO, 7 pc) pour le rayon initial ro = 2 x 1015 m. Cette valeur est donc
écartée. En revanche, les deux autres valeurs présentent de grandes similari

tés dans leurs profils de vitesse. On a vu que les profils de densité semblent

isotropes. Néanmoins, on remarque une zone entre 40 x 1015 m ^ 1,3 pc et
60 x 1015 m ~ 1.9 pc dans laquelle les profils de densité dévient légèrement
des profils analytiques dans le cas ro = 8 x 1015 m (voir Fig. 5.10). On dé
cide donc de prendre ro = 4 x 1()10 m, et de doubler une dernière fois la
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(a) ?’() = 4x 1015 m

Fig. 5.7: Comparaison des profils de
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vitesse pour dx — 1,6 x 1014 m.

résolution afin de voir la différence générée. La taille de la maille est alors de

dx — 4 x 1013 m. On observe alors une amélioration de l’isotropie des profils
de vitesse dans la zone allant de 30 x 1015 m ~ 1 pc jusqu’à 60 x 1015 m ~ 2
pc (voir Fig. 5.11). Les profils de densité et de pression sont parfaitement iso
tropes, et correspondent de façon idéale avec les profils analytiques. On choisit

donc de conserver cette configuration pour Y initialisation de la simulation :

Tq = 4 x 1015 m, dx — dy — 4 x 1013m, et xmax — ym<lx — 1,44 x 1017 m
~ 4,7 pc. La valeur des bornes du domaine de simulation est ainsi choisie

afin d’obtenir un maillage de 3600 x 3600. Ce nombre de mailles est recher

ché afin de pouvoir aisément subdiviser le domaine lors de la parallélisation.

Ainsi, on peut lancer la simulation sur 81 processeurs, correspondant alors à

une subdivision du maillage en 9 lignes et 9 colonnes définissant 81 zones de

400 mailles de côté chacune. On peut également prendre une parallélisation
à 36 processeurs, 100 processeurs, à 64 processeurs, et ainsi de suite en ayant

respectivement des zones de 600, 360. 450 mailles de côté chacune, ce qui

simplifie le post traitement et optimise le temps de calcul.

5.2.3 Vérification de l'évolution autosemblable

Une dernière vérification s’impose : si la simulation est correcte, on doit

retrouver une évolution du rayon R du RS N en R oc t2/'7'. correspondant à
la phase de Sedov-Taylor dans Le cas sphérique. On a donc tracé l’évolution

du rayon en fonction du temps, et également cherché à déterminer l’indice n

tel que R oc tn. Cet indice est donné, entre deux instants t\ et t2 auxquels
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(a) ro = 2 x 1015 m (b) ro = 4 x 10ir' m

Fig. 5.S: Comparaison des profils de vitesse pour dx = 8 x 1013 m.

(a) ro = 4 x 1015 m (b) ro = 8 x 1015 m

Fig. 5.9: Comparaison des profils de vitesse pour dx = 8 x 1()13 m.

correspondent deux rayons R\ et R2 par :

n
\n(R2/R,i

(5.6)
lu (t2/ti)

On observe (voir Fig. 5.2.3) que révolution correspond bien à la phase de
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(a) r0 = 4 x 1015 m

Fig. 5.10: comparaison c

valeurs de r0 différentes.

0.0
o.o 1.0 2.0 3.0

Distance (pc)

4.0

(b) ?'o = 8 x 1015 m

= 8 x 1013 m, avec deux

(a) dx = dy = 4 x 1013 m (b) dx = dy = 8 x 101'5 m

Fig. 5.11: Comparaison des profils de vitesse pour deux résolutions différentes
et r0 = xlO15 m.

Sedov-Taylor.

Le problème physique de l’explosion forte de Sedov est un cas test classique

des codes hydrodynamiques. La solution analytique étant connue, il permet
de vérifier les résultats issus d’un code d’hydrodynamique par comparaison
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Fig. 5.12: Comparaison entre rayon Fig. 5.13: Evolution de l’indice n

d’expansion théorique et simulation

avec le résultat théorique attendu. Dans notre cas, on a vu qu’il y a un très

bon accord entre théorie et simulation, la différence portant sur les profils de

vitesse qui présentent des anomalies localisées dans la région proche du centre,

très peu dense. Cette anomalie est due à la taille de la surpression initiale qui

est l’équivalent numérique de l’explosion ponctuelle de Sedov. Elle ne pose pas

de problème dans notre étude, car elle reste localisée proche de l’origine.

5.3 Simulation haute définition du RSN en

phase de Sedov

Dans un premier temps, nous avons souhaité faire évoluer le RSN, sans

perturbation et en phase de Sedov, jusqu’à t « 50 000 ans afin de disposer

d’une base de comparaison pour les simulations qui serviront à l’étude de l’in

stabilité en phase de Sedov-Tavlor ainsi que pour les simulations avec fonc

tion de refroidissement. Comme on connaît la loi d’évolution du rayon (5.5),
on peut calculer aisément le rayon qu’aura atteint le RSN après 50 000 ans.

Ainsi, comme le RSN a un rayon de Ri — 1,25 x 101' m après un temps de
4 x 1()10 s, son rayon à 50 000 ans est donné par

Rfinai = Ri fijf) ~ 5,5 x 1()17 m . (5.7)
Il faut donc une boîte d’approximativement 11,2 x 1017 m x 5,6 x 101 ' m.

On choisit alors la résolution afin d’avoir un taux de compression satis

faisant tout en conservant des temps de calculs raisonnables. On a choisi

dans un premier temps de prendre dx = dy = 1,6 x 1014 m, sur un maillage
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de 7200 x 3000 mailles, ce qui fait une taille de la boîte de simulation de

11,52 x 1017 m x 5,76 x 101' m. On a donc ainsi l’ensemble des caractéris
tiques des simulations d’initialisation. Un programme a été réalisé afin de pro
jeter la simulation d’initialisation, réalisée dans une résolution de 4 x 1013 m,
sur la nouvelle grille. Pour cela, il faut fusionner 10 mailles de la simulation

d’initialisation sur une maille de la nouvelle grille, et réaliser le symétrique par

rapport à l’axe y du quart de cercle. Néanmoins, cette approche qui a été la

nôtre initialement a été modifiée en ne simulant plus que des quarts de cercle.

On divise ainsi par deux le nombre de mailles nécessaires. Cela implique de

mettre un axe de symétrie sur l’axe (Oy) comme condition de bord, et cela
contraint également le choix des modes propres de la perturbation. En effet,

en simulant un demi-cercle, le mode propre doit être pair, tandis qu’avec un

quart de cercle, ce mode propre doit être un multiple de 4. Afin de gagner

en taille de données et en temps de calcul, nous avons pris le parti de simu

ler des quarts de cercle, puisque nous n’avons pas besoin, dans le cadre de

notre étude, d’étudier systématiquement chaque mode propre. Deux valeurs,

multiples de 4, sont suffisantes. Nous simulons donc nos RSN sur un maillage
de 3600 x 3600 mailles, correspondant à une taille de la boîte de simulation

de 5,76 x 1017 m x 5, 76 x K)1, m soit un carré d’environ 18 pc de coté. Lors
de la visualisation, nous réalisons un échantillonage des résultats afin de pou
voir les analyser de manière efficace et fluide. Nous nous ramenons alors à un

maillage de 900 x 900 mailles, ce qui a pour effet de quadrupler le pas spatial

lors de la visualisation. Néanmoins, cette opération ne pose pas de problème,

puisqu’elle ne concerne que l’analyse des résultats post-calcul. Elle permet en

revanche d’alléger le stockage des données.

Six simulations à haute résolution ont été prévues, et leurs caractéris

tiques sont résumées dans le tableau ci-dessous. Les simulations en phase de

Sedov-Taylor non perturbé servent de base de comparaison à toutes les autres

simulations. Ensuite, pour les deux indices adiabatiques de l’étude, on intro

duit une perturbation de mode l = 24 dans un premier temps, et de l = 32

dans un second temps. L’amplitude de la perturbation est choisie égale à 8%
de la longueur d’onde de la perturbation. Ces valeurs caractéristiques de la

perturbation proviennent de [14] et [15], et correspondent à un développement
maximal de l’instabilité dans d’après ces études.

Au fur et à mesure de l’étude, il est apparu intéressant de poursuivre

certaines simulations à des temps supérieurs à f ~ 53 000 ans. Nous avons

dans ce cas conservé la résolution dx — dy — 1,6 x 1()14 m, et avons rajouté
des mailles à nos simulations. Nous sommes alors passés sur des grilles de

5400 x 5400 mailles, représentant une boîte de simulation de dimension

8,64 x 1017 m x 8,64x H)1' m nous permettant de poursuivre les simulations
jusqu’à des temps de t ~ 200 000 ans. Cela correspond à un carré d’environ

28 pc de coté.
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5.3.1 Etude de la résolution

L’étude sur la résolution a été menée sur une simulation de RSN en phase

de Sedov, sans pertes radiatives ni refroidissement. Lorsqu’on introduit une

perturbation, des surdensités vont se former dans les zones en retard sur la

postion moyenne du front de choc, où la matière converge. Ces zones, plus

lourdes, vont alors être moins sensibles à la décélération due au bilan des forces

de pression, et vont repasser devant les zones en avance : on observe alors un va

et vient entre les zones avancées et les zones reculées. La résolution peut avoir

une influence sur ce mécanisme, car une résolution plus importante, i.e. une

dimension de maille inférieure permet de concentrer la matière dans une zone

plus petite. Nous avons donc cherché à déterminer si la résolution utilisée est

suffisante pour bien représenter ce phénomène. Pour cela, nous avons comparé

des simulations en plan parallèle, comme pour l’étude des paramètres de re

froidissement, avec la résolution équivalente à celle des simulations de l’étude

perturbative ultérieure, et avec une résolution doublée. La comparaison des

profils permet alors de savoir si la résolution est suffisante. On observe sur les

figures Fig. 5.14, Fig. 5.15 et Fig. 5.16 qu'il y a de légères différences entre

les profils des grandeurs hydrodynamiques dans ces deux résolutions. Néan

moins, ces différences sont faibles, et augmenter la résolution pour gommer

ces différences serait trop coûteux en temps de calcul, pour un bénéfice faible

puisque ces différences ne représentent au plus que quelques pourcents. On

choisit donc de conserver la résolution qu’on avait définie précédemment.

(a) dx — dy — 1,76 x 1014 m (b) dx — dy = 0,88 x 1014 m

Fig. 5.14: Comparaison des profils de densité pour deux résolutions différentes
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(a) dx = dy — 1,76 x 1014 rn (b) dx = dy — 0, 88 x 1014 m

Fig. 5.15: Comparaison des profils de la vitesse radiale pour deux résolutions
différentes

(a) dx = dy = 1,76 x 1014 m (b) dx — dy = 0, 88 x 1014 m

Fig. 5.16: Comparaison des profils de température pour deux résolutions dif
ferentes

5.4 Simulations avec pertes radiatives

Comme on l’a vu dans les chapitres précédents, l’une des contradictions

essentielles de la théorie de Vishniac est que cette instabilité est supposée
se dérouler en phase radiative des RS N, ta ndis que l’étude est réalisée en
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phase de Sedov-Taylor. Afin de minimiser cette contradiction, Vishniac fait

tendre dans son étude théorique [11] l’indice adiabatique 7 vers 1. Ceci a pour
but de tenir compte de la densification et de l’amincissement de la partie

dense du RS N, qui est assimilé à une coquille. Néanmoins, il conserve une

être levés dans une étude numérique, en prenant en compte des pertes par

rayonnement du milieu choqué. Les RSN étudiés ici dans le cadre de l’étude de

la phase radiative de leur expansion sont composés d’hydrogène ionisé d’indice

adiabatique 7 = 5/3, qui est la valeur classique d’un gaz parfait. Dans l’étude
présentée ici, ces pertes énergétiques dues au rayonnement sont modélisées

par une fonction de refroidissement A introduite dans l’équation d’énergie, et

il n’est donc plus besoin de prendre un indice adiabatique faible pour mimer

l’effet des pertes radiatives. Ceci suppose que le milieu étudié est optiquement

mince, ce qui signifie que les photons émis par le gaz rayonnant 11’intéragissent

pas avec la matière, et emportent l’énergie rayonnée sans la retransmettre au

milieu environnant. Les pertes d’énergie doivent générer une densification et

un aminicissement de la coquille, ainsi qu’un ralentissement de l’expansion

du RSN dans le MIS. Dans la littérature, différentes formes analytiques sont

fournies en fonction des conditions hydrodynamiques du milieu [5], |10|, [33],
[29). L’entrée en phase radiative peut se justifier par le fait que lorsque la
température de 1a. zone choquée diminue, les éléments lours présents dans

le gaz se recombinent avec les électrons, et on a alors l’apparition de raies
d’émission et d’absorption. Néanmoins, on décide de tester des fonctions de

refroidissement plus simples, 11e faisant intervenir que la densité afin d’éviter

les complications dues aux instabilités thermiques (dans un premier temps, on
a testé une fonction de refroidissement constante de la forme : A = A0, mais

elle ne convenait pas car on refroidissait excessivement l’intérieur du RSN,

lorsque la densité est très faible). L’objectif est d’obtenir un RSN dont les

profils présentent une coquille fine et dense. O11 choisit donc de se limiter à

des fonctions de refroidissement du type :

La démarche consiste à étudier les profils hydrodynamiques des RSN lorsque

l’on introduit ces pertes d’énergie, afin de déterminer quelle valeur de a choisir.

Dans tous les cas présentés, nous introduisons une température seuil en-deça

de laquelle le gaz ne subit plus de pertes radiatives. Cette température est
celle du MIS Tmis ~ 12000 K. O11 introduit alors le paramètre y, qui est le

rapport entre le temps de refroidissement et le temps dynamique :

Ce paramètre nous permet de comparer l’intensité du refroidissement entre

différentes fonctions de refroidissement. Le temps dynamique est alors choisi

loi en R oc i2'5. Cet artifice de modélisation et cette contradiction peuvent

A = A0pa . (5.8)

(5.9)

103



Chapitre 5. Simulations de restes de supernova : détermination

104 des paramètres

comme le temps final des simulations de l'étude perturbative : Uyn = 50 000
ans. Ce paramètre \ est utilisé uniquement dans les tests préliminaires réalisés

en géométrie plane. Le temps de refroidissement est défini par :

th
P

(7-1) A

et finalement, y est donné par :

P

X (7 - 1) A

(5.10)

(5.11)

Les premiers tests de résolution et de détermination des paramètres ont été

réalisés en géométrie plan parallèle, car cela permet d’économiser beaucoup de

temps de calcul. En effet, en géométrie sphérique, les dimensions x et y doivent
être augmentées toutes les deux pour prolonger une simulation, tandis qu’en

plan parallèle, seule 1a. direction x doit l’être. On économise donc beaucoup

de temps de calcul en déterminant les paramètres dans cette géométrie. Trois
fonctions de refroidissement ont été testées :

- a = 0 : A = Ao

- a = 1 : A = Aqp

- a = 2 : A = A0p2

On recherche la fonction de refroidissement qui nous permettra d’obtenir
des profils de densité continus et réguliers, mais avec une densité très "piquée"

derrière le front de choc. On peut choisir de refroidir soit dans la zone dite

zone de la coquille, qui est la région dans laquelle p > Pmis, ou bien dans
la totalité du RSN. Le gaz ne se refroidit que si T > Tmis, avec Tmis =

12 100AL Pour déterminer la résolution équivalente en plan parallèle à la

résolution en géométrie sphérique, on choisit de faire correspondre le nombre

de mailles occupé par la coquille dans les deux géométries. On en conclut
que la résolution adaptée dans le cas plan parallèle est dx — dy — 1,76 1014
m. Il y a deux aspects dans l'étude du refroidissement des RSN : le premier

est de déterminer le paramètre a et le critère de refroidissement (refroidir
uniquement la coquille ou l’intégralité du RSN), le second est de déterminer
le paramètre A0. L’étude du paramètre a ne nécessite pas de simulations sur

des temps longs. On peut voir à des temps courts (quelques milliers d’années)
les différences induites dans les profils des grandeurs hydrodynamiques. En
revanche, déterminer A0 nécessite des simulations allant jusqu’à des temps
comparables aux temps finaux des simulations de l’étude perturbative, car

l’objectif est alors de déterminer la valeur de A0 qui nous permet de refroidir
le RSN suffisamment pour obtenir une densification et un amincissement de 1a.

coquille, tout en ne refroidissant pas de manière excessive, ce qui aurait pour
effet de trop ralentir le RSN.
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5.4.1 Choix de la zone à refroidir

On souhaite conserver un intérieur du RSN suffisamment chaud pour que

le ralentissement ne soit par trop élevé, et afin de maintenir une pression ther

mique importante. Le but est de conserver une force due à la pression bélier et

une force due à la pression thermique suffisantes pour déclencher et entretenir

l’instabilité de Vishniac. On peut choisir, comme indiqué précédemment, de ne

refroidir que la coquille, en prenant comme critère de ne refroidir le gaz que si

sa densité est supérieure à celle du MIS. Des tests ont été menés dans ce type

de configuration, et on s’aperçoit alors qu’une discontinuité apparaît dans les

profils hydrodynamiques à l’interface entre la coquille et la zone interne du

RSN (voir Fig. 5.17 et Fig. 5.18). On ne souhaite pas avoir de discontinuité et
de rupture dans les profils hydrodynamiques., aussi on choisit de refroidir l’in

tégralité du RSN. Etant donné que la densité décroît très fortement lorsqu’on

se rapproche du centre, il est toujours possible de refroidir très peu Y intérieur

du RSN en prenant a = 1 ou cv = 2. Les paramètres x mentionnés dans

ces simulations peuvent sembler faibles, mais cela est dû au fait que ces tests

sont courts relativement au temps des simulations de l’étude perturbative, on

a donc amplifié le refroidissement pour étudier plus facilement les effets du

refroidissement sur les profils.

(a) y = 6.666 x 10 2 (b) x — 2.666 x 10 2

FiG. 5.17: Profils de densité : discontinuité des profils

5.4.2 Choix du paramètre a

Afin de déterminer la forme de la fonction de refroidissement qu’on va

utiliser, on a réalisé des tests en géométrie plan parallèle du même type que
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(a) profil de densité, x — 1-333 x 10 2 (b) profil de pression, y — 1-333 x 10 2

Fig. 5.18: Profils : la discontinuité apparaît de plus en plus grande

pour l’étude de la zone à refroidir. L’introduction d’une forme en À oc pa avec

a > 0 permet de sélectionner la zone où le refroidissement est important,

puisque la matière est essentiellement concentrée dans la coquille. Ci-dessous

sont présentés les profils pour deux valeurs de ce paramètre a et différentes

valeurs de x- On remarque que pour des refroidissements élevés (Fig. 5.19 et
Fig. 5.20), la pression présente un profil très irrégulier à proximité du front de
choc pour a = 2, tandis qu’avec a = 1 on conserve des profils réguliers. On
choisit donc de prendre une fonction de refroidissement du type :

A = AoP (5.12)

5.4.3 Etude du RSN avec refroidissement et choix du

paramètre Aq

Cette étude est menée dans un premier temps en géométrie plan-parallèle,
puis en géométrie sphérique. Par la suite, nous avons étudié le comporte

ment du RSN sous l’effet du refroidissement en géométrie sphérique, afin de

pouvoir ensuite introduire une perturbation pour étudier le comportement du

RSN et le développement de l’instabilité de Vishniac en phase radiative. Cette

étude du RSN purement sphérique en phase radiative nous permet donc de

déterminer la valeur du paramètre Aq que nous allons utiliser dans cette géo

métrie, et nous sert également de base de comparaison pour les simulations

avec perturbation du RSN. Enfin, la compréhension de l’évolution des gran
deurs hydrodynamiques sous l'effet, du refroidissement nous sera utile pour
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Fig. 5.19: Comparaison des profils de densité
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(a) profil de pression, x — 6,25 x 10 2, a = 2 (b) profil de pression, x = 1 x 10 2, a; = 1

Fig. 5.20: Irrégularité du profil de pression avec a = 2

comprendre et analyser l’évolution du RSN radiatif perturbé. Pour cela, nous

préparons un RSN en phase de Sedov-Taylor qu’on a laissé évoluer jusqu’à

t = 3 000 ans. Nous relançons alors la simulation en introduisant le terme de

refroidissement et laissons évoluer le RSN jusqu’à t « 120 000 ans.
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A0 Rs Ri e

0 732,5 460 272,5

0,025 701 453,5 247,5

0,05 662,5 457 205,5

0,075 604 464 140

0,1 569 467 102

0,2 521,5 488 33,5

Tab. 5.1: Tableau comprenant, de gauche à droite, la valeur du paramètre A0

(en \V.kg~1), la position du front de choc Rs. la position de la face interne de
la coquille Ri et l’épaisseur e — Rs — Rt de cette coquille (tous trois en 1015
m).

Etude du RSN avec refroidissement en géométrie plane

Le but de cette étude est d’étudier l’influence du refroidissement et plus

particulièrement celle du paramètre A0 sur l’évolution des profils des grandeurs
hydrodynamiques p, v, p et T dans les simulations de restes de supernova.

L’étude préliminaire est menée en plan parallèle, afin de limiter les temps

de calcul. On rappelle que les pertes radiatives sont prises en compte dans

l’équation d’énergie, sous la forme d’une fonction de refroidissement, ce qui

suppose que le milieu est optiquement mince. On a choisi une fonction de
refroidissement de la forme :

A = A0p (5.13)

où A0 est une constante.

On peut voir, sur la Fig. 5.21, en haut les profils de température et de

vitesse pour differentes valeurs de A0, et en bas les profils de densité. La

position du front de choc est indiquée par des droites verticales en pointillés,

afin de bien visualiser la correspondance des particularités entre les différents

profils. Sur les profils de densité, on remarque que plus la valeur du paramètre

A0 est importante, plus la valeur maximale de la densité est importante, et

moins la position du front de choc est avancée. Ces observations sont conformes

à ce que l’on attendait. Une analyse plus fine de ces profils permet de connaître

l’épaisseur de la coquille, définie comme 1a. zone où la densité p est supérieure

à. la densité du milieu interstellaire pMis (voir Tab. 5.1 et Fig. 5.22).
On s’aperçoit alors, conformément à ce que l’on attendait, que plus le

paramètre A0 est grand, plus l’épaisseur se réduit et plus l’expansion du RSN

a été ralentie : le refroidissement rend la coquille plus fine et diminue l’énergie
cinétique du milieu choqué. Une valeur du paramètre de refroidissement de

A0 — 0,1 engendre une réduction de l’épaisseur de la coquille d’un facteur

2,7 et du rayon du RSN d’à peu près 20% (voir Fig.5.22), tandis que par
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Fig. 5.21: Ces profils sont pris au temps t — 50 000 ans. A gauche : en

haut profils de température (en K, échelle logarithmique), en bas de densité
(en 10“20 kg.m”3), et à droite : en haut profils de vitesse (en 103 km.s-1),
en bas de densité, pour différentes valeurs de A0 : Ao — 0 (cas Sedov) en
noir, A0 = 0.05 en gris, A0 = 0,075 en vert, A0 = 0,1 en rouge et en bleu

A0 = 0, 2. En pointillés est indiquée la position du front de choc. On observe

le ralentissement du front de choc, et la structure "zone intérieure chaude -

zone froide - résidu de matière chaude / pic de température".

rapport au modèle de Sedov (Ao = 0), le maximum de densité a été multiplié
par environ 25. De plus, si on compare à partir du Tab. 5.1 les configurations

pour A0 = 0,025 et A0 = 0,05 au cas de Sedov. on voit que le recul du

front de choc est environ 2 fois plus grand pour A0 = 0,05 qu’il ne l’est pour

Ao = 0,025. Cette proportionnalité n’est plus vraie quand Ao augmente car,

d’une part, le refroidissement A ne peut plus être vu comme une perturbation

en régime linéaire et, d’autre part, l’influence de p intervient en plus de A0

dans A. Par rapport à la solution de Sedov, on observe sur les profils de

température de la Fig. 5.21 l’apparition d’une zone froide, entre la région

interne très chaude du RSN et le front de choc, dans laquelle T = Tmis [T
est la température du fluide, Tmis est la température du MIS), et l’apparition
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valeur du paramètre de refroidissement (W/kq)

Fig. 5.22: En abscisse est portée la valeur du paramètre de refroidissement

A0, en ordonnée est représentée la longueur en 1()15 m. En rouge est tracée la
position du front de choc, et en bleu l’épaisseur de la coquille.

d’un pic de température au niveau du front de choc. Cette structure des profils

de température peut s’expliquer par la forme (voir Eq. (5.13)) de la fonction
de refroidissement. En effet, on sait que la densité est très faible au centre,

ce qui implique que la valeur de A y est également très faible : le centre n’est

quasiment pas refroidi d’où la forte température qui y règne quelle que soit la
valeur de A0 (la valeur de la température est pratiquement indépendante de
A0). L’extension de cette région chaude centrale est d’autant plus réduite que
A0 est élevé. Le bord de cette région est caractérisé par une valeur de T qui
chute brutalement à TMIS et à cet endroit le front de température est vertical

(la dérivée spatiale de T tend vers l’infini). La zone que nous définissons comme
froide correspond à la partie du RSN située au delà du front thermique. En

revanche, au fur et à mesure que l’on se rapproche du front de choc, la densité

croît, et le refroidissement également. La matière absorbée par le RSN est

d’abord comprimée par le front de choc, puis s’éloigne de celui-ci au fur et

à mesure du temps. Elle est alors refroidie progressivement. Cela explique
l’apparition de la zone refroidie à l’intérieur du RSN : cette zone contient

de la matière qui a eu le temps de se refroidir alors qu’elle était suffisamment

dense, tandis que la matière plus proche du centre était trop diluée, de densité

trop faible pour être refroidie de manière sensible. On a donc l’apparition du

front "thermique" séparant la matière qui a été refroidie et la matière chaude

et diluée plus à l’intérieur du RSN, ainsi que la formation de la zone froide
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qui s’étend vers le front de choc au fur et à mesure que le temps passe, car

la densité entre le front thermique et le front de choc est élevée. On observe

alors sur les profils de température à l’approche du front de choc le résidu de

matière chaude qui est en train d’être refroidi, formant une sorte de pic large

de température, visible sur la Fig. 5.21 sur la courbe grise correspondant à

A0 = 0,05, et qui voit son extension spatiale et sa température diminuer au

cours du temps. A un temps inférieur à 50 000 ans, ce pic de température

pour A0 — 0. 05 serait plus épais : le bord extérieur du pic serait toujours

localisé sur le front de choc, mais le bord intérieur serait plus proche du front

thermique. A un temps encore inférieur, la zone froide n’a pas encore eu le

temps d’apparaître, et alors on a partout une température élevée. On remarque

sur les profils de vitesse que celle-ci est également modifiée fortement par le
refroidissement. Contrairement au profil de Sedov où la vitesse est décroissante

en partant du front de choc et en revenant vers le centre du RSN, la vitesse

croît du front de choc jusqu’à une position à hintérieur du RSN, correspondant

au front thermique, puis décroît ensuite jusqu’au centre.

On voit sur la figure Fig. 5.23 que la pression est également fortement

modifiée par l’introduction du refroidissement. En partant du centre où la

pression est uniforme comme dans les profils de Sedov, et en approchant de la

zone froide, la pression diminue pour atteindre une valeur minimale à l’entrée

de cette dernière. A partir de ce point jusqu’à proximité du front de choc (tant
qu’on reste dans la zone froide), la pression est alors directement proportion
nelle à la densité. En effet, comme l’équation d’état est celle d’un gaz parfait,
on a :

P oc pT (5-14)

et comme la température est constante à la température T — Tmis, finale

ment dans cette région P oc p. On observe également pour A0 = 0,05 un

pic de pression analogue à celui observé sur les profils de température pour
cette même valeur de A0. En effet, l’équation d’état (5.14) implique qu’au
pic résiduel de température apparaissant sur la Fig. 5.21 corresponde un pic

de pression. Ces profils de pression expliquent l’allure des profils de vitesse :

le refroidissement a généré une zone froide, dans laquelle la pression est très

faible. En partant du centre, le gradient de pression est négatif, et atteint un

minimum à l’entrée de la zone T = Tmis Ensuite, la pression augmente et le

gradient de pression est alors positif. Or, on sait que :

F oc —VP . (5.15)

Ainsi, la matière est accélérée dans la région entre le centre et l’entrée de
la zone froide, puis décélérée entre l'entrée dans la zone froide et le front de

choc. Il est donc normal d’observer, sur la Fig. 5.23 une discontinuité dans la

dérivée de la vitesse à l’endroit du front thermique, indiquée par les droites en

111



Chapitre 5. Simulations de restes de supernova : détermination

112 des paramètres

Fig. 5.23: Ces profils sont: pris au temps t = 50 000 ans. De manière analogue
à la figure Fig. 5.21, on représente ici en haut le profil de vitesse (en 103
km.s-1), et en bas le profil de pression (en Pa, échelle logarithmique) pour
différentes valeurs de Aq : A0 = 0 (cas Sedov) en noir, A0 = 0,05 en gris,
A0 = 0,075 en vert, A0 = 0,1 en rouge et en bleu A0 = 0, 2. En pointillés est

indiquée la position du point de pression minimale, qui correspond à l’endroit

du front thermique après lequel commence la zone froide (en partant du centre
du RSN).

pointillés : ce point d’inflexion correspond à l’inversion du signe du gradient
de la pression. La matière allant plus vite que la matière du front de choc,
elle rattrape celui-ci, vidant h intérieur du RSN et contribuant à former une

coquille fine et très dense.

Sur la Fig. 5.24, on montre la transition entre la configuration dans la-
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quelle la zone froide n’a pas encore atteint le front de choc, et où le résidu de

matière chaude derrière le choc est visible sous la forme d’un pic résiduel de

température (profils en haut de la figure), et la configuration que l’on appelle
"configuration en coquille fine, chaude et surdense". Ces deux configurations

sont bien montrées sur la Fig. 5.21 : pour A0 = 0,05 on a une configuration in

térieur chaud- front thermique - zone froide - résidu de matière chaude, tandis

que pour les valeurs de A() supérieures, on a une configuration intérieur chaud

- front thermique - zone froide - coquille surdense et chaude. La matière froide

qui a été accélérée par le gradient de pression rattrape finalement le front de

choc lorsque cette zone finit par occuper toute la partie externe du RSN. A cet

instant, la température est uniformément T = Tmis depuis le bord intérieur

de la zone froide jusqu’au front de choc et le résidu de zone chaude qui formait

un pic a disparu (profils en bas à gauche de Fig. 5.24). Néanmoins, l’arrivée
de la matière et sa décélération sur la coquille génèrent alors un nouveau pic

de température d’extension spatiale très limitée, et dont la température croît

au fur et à mesure que la densité augmente dans la coquille fine ainsi for

mée. On ne voit pas sur cette figure, pour des raisons d’échelle, la formation

du second pic de température immédiatement après . Néanmoins, un zoom

approprié montré sur la Fig. 5.25 permet de se rendre compte qu’il apparaît

simultanément à l’apparition du pic de densité : sur cette figure sont superpo

sés les profils de température aux instants précédant la disparition du résidu

de matière chaude (profils noir et vert), puis la croissance progressive du pic
de température très localisé spatialement. Ce pic croît alors progressivement :

l’arrivée de la matière, son ralentissement et sa compression à la rencontre de

la matière du front de choc génèrent le pic de densité et de température, qui

constitue une forme de coquille surdense et chaude (visible en bas à droite
dans la Fig. 5.24). La structure du RSN est alors, en partant du centre :

- une zone de gaz chaud et très dilué, dans laquelle le gradient de pression

est dirigé vers l’extérieur, accélérant la matière de manière centrifuge,
- un front dit "thermique", marquant la délimitation entre la matière

chaude de l’intérieur du RSN et la zone froide

- une zone froide, à la température T — Tmis> de densité croissante à

l’approche du front de choc, dans laquelle le gradient de pression est

centripète, décélérant la matière (laquelle a une vitesse néanmoins tou

jours supérieure à la vitesse du fluide au niveau du front de choc)
- une coquille surdense et chaude, spatialement très peu étendue, au ni

veau du front de choc.

Il est remarquable de noter que la structure globale des variables hydro

dynamiques dépend certes de la valeur de A(), mais que globalement, l’intro

duction du refroidissement sous la forme (5.13) génère des phénomènes qui se
retrouvent sur toute la gamme de valeurs de Aq étudiée ici. En revanche, plus

Aq est grand, plus le "scénario" ici présenté se déroule rapidement. Ainsi, les
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Fig. 5.24: Sur cette figure sont montrés les profils des grandeurs hydrodyna

miques que sont la densité (en 10 20 kg.mT3), en rouge, la température (en
K, échelle logarithmique), en bleu, la vitesse (en 103 km.s-1), en noir et la
pression (en Pa, échelle logarithmique), en vert, pour A0 — 0,1. En haut est
montrée la disparition progressive du résidu de matière chaude lors de l’ex

pansion de la zone froide jusqu’au front de choc (à gauche t sa 35 000 ans, à
droite t sa 36 500 ans). En bas à gauche est montré l’instant où la zone froide
a rejoint le front de choc (t sa 38 000 ans), et en bas à droite le pic de densité
et de température résultant du ralentissement de la matière accélérée depuis

l’intérieur du RSN sur le front de choc (t sa 43 000 ans).

figures Fig. 5.21 et Fig. 5.23 permettent évidemment de comparer différentes

valeurs de Ao, mais donnent également un aperçu de l’évolution temporelle

qualitative des profils : les structures observées à A0 plus faible montrent le

passé des profils à A0 plus élevé.

On a donc choisi pour nos simulations des valeurs du paramètre de refroi

dissement de Aq = 0,075 et de A0 — 0,1. En effet, ces deux valeurs permettent

de générer une coquille dense et chaude de matière avant le temps final de

50000ans, tout en ne ralentissant pas de manière excessive le RSN. Les effets

du refroidissement sont donc perceptibles suffisamment tôt dans la simula-
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tion, sans pour autant modifier immédiatement et de manière trop brusque

les profils hydrodynamiques. De plus, l’instabilité de Vishniac générant des
surdensités, le refroidissement y sera plus important, et on souhaite éviter un

emballement du processus de refroidissement, d’où la valeur pas trop grande,

A0 = 0,1 que nous sélectionnons.

n » • « / i ic \Time=70 Distance (xlO 15 m)

Fig. 5.25: Sur cette figure sont superposés les profils de température (en K) :
en noir à t ss 37 000 ans, en vert à t « 37 500 ans, en bleu à t ~ 38 000 ans et

en rouge à t « 38 500 ans, pour A0 = 0,1. On voit bien disparaître le résidu
de matière chaude, puis la croissance d’un pic de température très fin.

Etude du refroidissement en géométrie sphérique

Nous présentons à présent des simulations réalisées en géométrie sphérique.

Nous introduisons des pertes radiatives par fonction de refroidissement, selon

la loi A = Aop suite au travail préalable réalisé en géométrie plane, au temps

t æ 3 000 ans. Comme précédemment, le gaz ne refroidit que jusqu’à la tempé

rature TMis ~ 12 000 K. Le but de ce travail est de vérifier que les résultats

précédents sont toujours valables en géométrie sphérique. Nous souhaitons

également vérifier que l’on aboutit bien, avec une telle loi de refroidissement,
à des profils hydrodynamiques compatibles avec ce que l’on attend d’un RSN

en phase radiative (densification derrière le front de choc et structure en co-
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quille fine). On présente sur la figure 5.26 les profils de densité d’un RSN au
temps t ~ 33 000 ans.

Fig. 5.26: Profils de densité à

t « 33 000 ans. En noir est représenté

le cas sans refroidissement (profil de

Sedov), en bleu le cas Ao = 0,03,
en vert le cas A0=0,05, en bor

deaux le cas A0 = 0, 75 et en rouge
le cas A0 = 0,1 W.kg~l. Ces profils
montrent une densification très sem

blable à celle obtenue en plan paral
lèle.

Fig. 5.27: Profils de pression au

même temps et avec le même code

couleur. On remarque qu’ici égale
ment. on a un comportement très si

milaire au cas plan, avec l’apparition

d’une région de pression décroissante

jusqu’à un minimum de pression, puis

une région de croissance progressive
et enfin un pic de pression dans la ré

gion surdense.

On remarque que ces profils sont très semblables aux profils obtenus en

géométrie plane. Comme attendu, on observe bien une densification d’autant

plus importante que la valeur du paramètre A0 est grande. On voit également
que plus le RSN est refroidi, plus son rayon d’expansion est faible : le RSN

le plus refroidi a un rayon d’expansion de l’ordre de 15% inférieur au RSN en

phase de Sedov-Taylor après un temps de t ~ 33 000 ans. 13e même, on voit sur

la figure 5.27 que l'effet des pertes radiatives sur les profils de pression est tout

à fait similaire au cas plan. On note l’apparition d’une région dans laquelle la
pression est décroissante, contrairement au cas de Sedov, qui implique donc un
gradient de pression de direction opposée à celui du cas sans refroidissement

dans cette région jusqu’au minimum de pression que se situe aux alentours

de 11,8 pc pour les cas A0 = 0, 75 et A0 = 0,1. Il y a ensuite une région
de croissance modérée de la pression, puis un pic de pression au niveau du

pic de densité. Les profils de vitesse montrés sur la figure 5.28 présentent
donc la même structure que précédemment : en raison du sens du gradient de
pression, le fluide est accéléré dans la région interne de pression décroissante,
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puis freiné entre le minimum de pression et le pic de densité et de pression.

Ainsi, la matière est ramenée des régions internes du RSN vers le front de

choc, générant la surdensité observée. De même, les profils de tempéture de

la figure 5.29 montrent l’apparition dans un premier temps (ici visible pour
A0 — 0,03 W.kg-1) d’une région derrière le choc où le fluide n’a pas encore
été totalement refroidi (la "dent"), avec dans les régions plus internes une
température qui a atteint la température minimale Tmis• Sur les profils de

RSN davantage refroidis, on voit que cette dent a été réduite progressivement

à un pic de température au niveau du front de choc correspondant au gaz

qui vient d’être absorbé par le RSN, et qui a donc été chauffe par le choc,

mais qui n’a pas eu le temps de refroidir. La valeur Aq = 0,1 W.kg-1 est
donc en bonne adéquation également en géométrie sphérique avec ce que nous

attendions comme impact des pertes d’énergie sur la structure des RSN.

t ~ 33 000 ans. En noir est représenté

le cas sans refroidissement (profil de Fret. 5.29: Profils de température au

Sedov), en bleu le cas A0 — 0,03, en même temps et avec le même code
vert le cas Ao = 0,05, en bordeaux couleur,

le cas A0 — 0, 75 et en rouge le cas

Ao — 0,1 W.hq 1

Un moyen de mesurer le changement de structure des RSN en phase radia

tive par rapport aux RSN en phase de Sedov. et donc de quantifier la finesse et

la densification de la coquille, est de calculer le pourcentage de masse contenu

dans une proportion donnée du rayon du RSN. On note M (X) la quantité de
matière contenue dans la région comprise entre r = X% x Rs et r — Rs. Elle
s’écrit :

Fig. 5.28: Profils de vitesse à
2 6 8 10 12 14

Distance (pc)
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Mass proportion évolution
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Fig. 5.30: Comparaison des proportions de masse entre un RSN en phase de
Sedov-Taylor et un RSN en phase radiative.

Nous notons M (X%) le rapport de la quantité de matière M (X%) conte
nue entre X%RS et Rs, sur la masse totale du RSN M (0%), et nous exprimons
cette quantité en pourcents. Son expression est donc :

M (X%)
M (X%)

M (0%)
x 100 (5.17)

Cette quantité ne doit pas dépendre du temps dans un RSN en phase

de Sedov, puisque les profils hydrodynamiques sont autosemblables. En re

vanche, lorsqu’on introduit les pertes radiatives, la densification progressive
derrière le front de choc et l’accélération de la matière interne en direction de

la coquille doivent conduire à une augmentation progressive de cette quantité.
On voit sur la figure 5.30 l’évolution de cette grandeur entre t ~ 3 000 ans
et t « 53 000 ans dans différentes situations. En vert et en bleu est repré

sentée la quantité M (80%) pour des RSN en phase de Sedov-Taylor et avec
des indices adiabatiques respectifs 7 = 5/3 et 7 = 1,1, tandis qu’en gris et
en noir est représentée M (90%) pour ces mêmes RSN en phase de Sedov-
Taylor. Pour 7 = 1,1, M (90%) a une valeur de plus de 99%, ainsi la courbe
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noire est quasiment confondue avec Taxe M = 100%. En jaune et en rouge
sont respectivement représentés M (80%) et M (90%) pour un RSN en phase
radiative, avec un paramètre de refroidissement A0 = 0,1 W.kg~l et un in
dice adiabatique 7 = 5/3. On observe bien que les proportions représentées
sont remarquablement constantes pour un RSN en phase de Sedov, quel que

soit l’indice adiabatique. Le RSN subissant des pertes d’énergie a au temps

initial les même proportions de masse que le RSN en phase de Sedov-Taylor

7 = 5/3, ce qui est tout à fait logique puisque nous partons de ce cas. On
voit alors qu’au cours du temps, ces proportions augmentent progressivement

jusqu’à dépasser celles du cas Sedov avec indice adiabatique 7 = 1.1, et que
les deux proportions étudiées tendent vers 100%. A t « 30 000 ans, la pro
portion de masse comprise entre 80%. du rayon et le rayon du RSN dans le

cas radiatif a dépassé celle du RSN en phase de Sedov-Taylor avec 7 = 1,1.

A t ~ 50 000 ans, les deux quantités M (80%:) et M (90%) sont très proches
de 1. Cela confirme que les pertes radiatives que nous avons introduites ont

engendré une densification considérable derrière le front de choc, et ont vidé la

région interne du RSN, conformément à ce que nous attendions. On constate
sur la figure 5.31, dans laquelle apparaissent en vert et en mauve les courbes

d’évolution de M (95%) et M (98%) avec refroidissement, que l’essentiel de
la masse est en réalité concentré dans les deux derniers pourcents du rayon

à partir du temps t ~ 40 000 ans, pour lequel M (98%) > 98%, alors qu’on
a M (98%) = 85% pour un cas Sedov avec 7 — 1.1. Ces résultats confirment
bien que les pertes d’énergie radiative génèrent une structure de coquille très

fine et très dense, dans laquelle les 2%. externes du rayon du RSN contiennent

plus de 99% de la matière.

5.4.4 RSN en phase radiative : loi d’évolution autosem
blable

Comme expliqué dans le chapitre 1, les différentes phases d’évolution des

RSN sont caractérisées par des lois temporelles d’évolution du rayon autosem

blables, du type R oc tn, où n est appelé exposant autosembable. Ces lois sont

simples à calculer pour les phases balistique et de Sedov-Taylor (voir A). En
revanche, différents modèles existent pour les RSN en phase radiative, comme

mentionné précédemment. Dans le cadre de l’étude de l’écoulement autosem

blable, utilisant les équations d’Euler et la séparation des variables comme

effectuée dans le chapitre 3, on peut introduire une fonction de refroidisse

ment dans l’équation d’énergie 3.3 de la forme :

A = A0pa. (5.18)

Dans notre cas, on se limite à l’étude des fonctions de refroidissement pour

119



Chapitre 5. Simulations de restes de supernova : détermination

120 des paramètres

Evolution des proportions de masse des RSN en phase radiative

Fig. 5.31: On observe que l’essentiel de la masse du RSN se trouve progressi
vement ramenée dans les 2% externes du rayon du RSN.

lesquelles p = 0. L’équation d’énergie 3.3 devient alors :

(Jï + V'5r'> N'N = “ T')A»P° (5-19)
En passant dans le formalisme autosemblable, comme dans le section 3.2,

on obtient alors :

i2n— 3
n (nt)

,2n—3 IP

(2n — 2) p — nt;
dp

rfçj
v(nt)

2n—3 dp

dë (5.20)

- m
P

dp

dë
v— - nQÇ

d£
de

(1-7) (nt)“A A0p"

où on a développé le terme de la fonction de refroidissement selon :

A = A0pa pH)QA. On obtient donc que

q.'a = 2n — 3

pour ce type de fonction de refroidissement.

(5.21)
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5.4. Simulations avec pertes radiatives 121

Ainsi, la forme autosemblable de la fonction de refroidissement doit être :

A = A0f (ût)2n~3 . (5.22)

Regardons le comportement de cette forme de fonction de refroidissement

vis-à-vis de n. Tout d’abord, les pertes d’énergie sont sensées ralentir le RSN,

et ainsi diminuer la valeur de n sous la valeur de la phase de Sedov-Taylor

n = 2/5. En fixant A0 et a:, on voit que plus n est grand, plus A est grand. Ceci
est contre-intuitif, car on s’attend à ce que les pertes d’énergie ralentissent le

RSN. Or, ici, plus on perd d’énergie, i.e. plus n est grand, et plus on est proche

de la phase de Sedov-Taylor dans laquelle n = 2/5. Ainsi, physiquement, on
s’attend à ce que plus on refroidit, plus n diminue, mais mathématiquement,

plus n diminue, moins on refroidit. 11 doit donc y avoir une unique valeur

physique de n.

Nous avons étudié différentes fonctions de refroidissement, incluant ou non

la dépendance autosemblable en temps. On voit sur la figure 5.32 qu’invaria-

blement, pour les lois A — A0p. A = Aop (f^)2n~3, et A = Aop2 (iÏÏ)2n~3 avec-
clans ces deux derniers cas différentes valeurs de n testées, nous avons abouti

à la même valeur de l’exposant n définissant la loi d’expansion du RSN. Il est

remarquable de noter que la valeur de n ne dépendent ni de la puissance de

p, ni de la valeur du paramètre de refroidissement A0, ni de la dépendance

temporelle intervenant dans la fonction de refroidissement. Après un certain

temps d’établissement du régime, on voit qu’on tend toujours vers la valeur

n = 0,3. Durant ce temps d’établissement, on s’aperçoit que la valeur de l’ex

posant autosemblable diminue jusqu’à des valeurs très basses, de l’ordre de

n — 0,15. Cela s’explique par le fait que la coquille est moins poussée par la

zone refroidie derrière elle, puis l’exposant n remonte lorsque le gaz accéléré

à l’intérieur du RSN rejoint la coquille. On entre alors dans le régime établi,

pour lequel n — 3/10. Cette loi d’évolution est la même que celle trouvée

par Cioffi [9], en introduisant des fonctions de refroidissement qui approchent
des fonctions de refroidissement établies par Cox [34], ainsi que par Raymond,
Cox et Smith [30]. Ces fonctions de refroidissement ont été établies en prenant
en compte différents processus de physique atomique, comme le rayonnement

bremsstrahlung, la recombinaison radiative et raies d’émission collisionnelle.
Les fonctions de refroidissement que nous introduisons conduisent donc toutes
à cette même loi d’évolution : R oc t3/1° trouvée avec cette fonction de refroi

dissement plus réaliste. La loi d’évolution autosemblable R oc 13//1° est donc-
un attracteur.
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Loi d'évolution autosemblable

Fig. 5.32: Ici est présentée la valeur de l’exposant autosemblable n dans dif

férentes conditions. Les courbes rouge, bleue et verte sont réalisées avec des

fonctions de refroidissement du type A = A0p, avec respectivement A0 — 0,1,

A0 = 0,075, et Ao = 0.05 \V.kg~1. En noir, violet et turquoise, on a utilisé des
fonctions de refroidissement du type A = 0, Ip (Qt)2n"3, avec respectivement
n — 0,4, n — 0. 35 et n — 0, 3. Enfin, en orange, on a pris une fonction de
refroidissement en A = A0p2 (fU)2n ”3 et n — 0.3.

5.4.5 RSN en phase radiative : estimation de la quantité

d’énergie rayonnée

Un calcul approximatif simple permet de vérifier que la quantité d’énergie

perdue n’est, pas absurde, et cohérente avec l’énergie initiale contenue dans

le RSN. Notons V (t) le volume du RSN à l’instant t. Entre les instants t et

t + Af, on perd la quantité d’énergie AE (t), donnée par :

AE(t)= / A dV . (5.23)
Jv(t)

Avec la forme A = A0 p, cela devient :

AE{t)= f A0pdV.
Jv(t)
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Comme A0 est une constante, on obtient :

AE(t)= A,,/ pdV. (5.25)
Jv(t)

Or, on note que l’intégrale / p dV n’est autre que la masse totale du RSN à
Jv(t)

l’instant t, notée M (t). Celle-ci est donnée, lorsque le RSN entre en phase de
Sedov-Taylor et dans la suite de son évolution, par M (t) — V (t) x pmis, car
la masse initiale éjectée est négligeable devant la masse balayée par le RSN.

Finalement, la perte d’énergie AE (t) est donc donnée par :

AE (t) = A<> x pmjs x V (t) . (5.26)

Le volume du RSN est donné par : V (t) — 47rR3 (t) /3. Dans le cas général,
la pertie d’énergie entre l’instant initial t0 et l’instant t, notée E\ (t), est ainsi
donnée par :

=J AE (t') dt'= Ta0 R df . (5.27)
Dans cette formule 5.27, aucune approximation n’a été faite au premier abord.

Néanmoins, l’introduction de la température de cut-off à T = Tmis implique

qu’en réalité, cette formule surestime l’énergie perdue, puisqu’il y est supposé
que le refroidissement ne cesse jamais. Il y a donc une première approximation

dans ce calcul. De plus, comme la zone refroidie est dense, alors que la zone

chaude est, elle, très diluée, cette surestimation n’est, pas négligeable. D’autre
part, en phase de Sedov-Tavlor, on sait que R(t) — Ro(t/to)2^ avec Ro le
rayon initial du RSN au temps C- Toutefois, on a vu dans le paragraphe
précédant que l’introduction du refroidissement ralentit l’expansion du RSN.

On a montré qu’un régime autosembable s’établit concernant l’évolution du

rayon, dans lequel R oc t3'10. Ainsi, on ne connaît pas réellement mla loi R(t)
à tout instant, et on a vu qu'elle était variable au cours du temps. Il y a

donc une seconde approximation. Dans le cas général, en supposant une loi

d’évolution R oc tn, on obtient :

Ea (t) = -ttA0 [Ro (t'/io
J t\ )

(5.28)

et finalement

e, (g) (5.29)
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qui s’écrit également :

Ea (t) = -ttAq PaiisE? x t0 x -
1

3 377, 4- 1
(5.30)

qui aboutit donc, en prenant t0 — 1011 s ~ 3 000 ans, Rq = 1,8 x 1017 m,

A0 = 0,1 W/kg et enfin pmis = 10~20 kg.m~3 à :

Ek (t) = — 7T x 0,1 x 10-20 x 1,83 x 1051 x 1011 x (1711/5 - l) (5.31)
od

dans le cas d’une loi d’évolution de Sedov-Taylor, donc avec n = 2/5. Au
temps tfinai = 17 x 1011 s ~ 53 000 ans, on obtient Ea = 5 , 6 x 1044 J.
Ainsi, ce calcul, qui se base sur la phase de Sedov-Taylor, fournit bien une

estimation supérieure à ce que l’on attend, à savoir une quantité d’énergie

inférieure à l’énergie initiale (environ 5 x 1043 J ici). Toutefois, comme men
tionné précédemment, cette énergie rayonnée est largement surestimée du fait

de la température de cut-off introduite et de l’iïypothèse de la loi d’expansion.
En prenant la loi d’évolution en R oc t3/10. on devrait se rapprocher d’une
estimation correcte, mais on va tout de même surestimer l’énergie perdue,

toujours en raison de la température de cut-off, et également en raison du fait

que cette loi d’évolution n’est atteinte qu’après un temps relativement long

(environ 30 000 ans) durant lequel l’expansion du RSN est davantage freinée
que cette loi ne l’impose. Toutefois, en prenant les mêmes valeurs numériques

que ci-dessus, et avec n — 3/10, l’équation 5.31 devient :

EA(t) =0,1 x KT20 x 1,83 x 1051 x 10u x (l7l9/1° - 1) (5.32)
O (

et cela donne une nouvelle estimation de l’énergie rayonnée : E\ = 2,8 x 1044
J. On peut donc voir que, dans ce calcul simple, la quantité d’énergie rayonnée

est surestimée. En effet, il est ici supposé que toute la matière rayonne, alors

que ce n’est pas le cas dans nos simulations. Toutefois, ce calcul permet de

dire que, compte-tenu de cette surestimation, il apparaît que la valeur de 1a,

constante A0 est cohérente avec l’énergie intialement introduite.



Chapitre 6

Etude de 1 instabilité de Vishniac

dans les RSN en phase de Sedov

Afin de confirmer les résultats analytiques établis dans les chapitres 2 et 3,

nous réalisons des simulations de RSN en phase de Sedov, dans lesquels nous

introduisons une perturbation. L’étude de révolution de cette perturbation

au cours du temps permet d’étudier le développement de l’instabilité de Vish

niac. Des études précédentes ont été réalisées 116] 117] 115] [14], dans lesquelles
ont été étudiées différentes configurations de RSN. Dans ces précédents tra

vaux, le RSN est simulé en phase de Sedov, i.e. sans pertes radiatives. Afin de

se rapprocher des profils hydrodynamiques en phase radiative, la zone dense

du RSN (pour laquelle p > Pmis) a un indice adiabatique 7 variable, avec
7 < 5/3, tandis que le reste du gaz a l’indice adiabatique classique d’un gaz
parfait 7 = 5/3. Cela permet de générer une densification de la matière dans la
région située derrière le front de choc, et donc de mimer l’effet du refroidisse
ment sur le RSN. Néanmoins, cette configuration n’est pas en adéquation avec-

la théorie analytique développée, dans laquelle l’indice adiabatique du gaz est
constant. Nous avons donc décidé de nous rapprocher des hypothèses théo

riques afin de faciliter la comparaison entre théorie et simulations. Nous allons

ici présenter deux simulations de RSN, dans lesquelles seul l’indice adiabatique
est différent. Dans le premier cas, nous étudions un gaz d’indice adiabatique

7 = 5/3, et dans le second cas 7 = 1,1. Dans les deux cas, nous présentons
une perturbation de mode propre l — 24. La perturbation est introduite à

to ss 3 000 ans, et prend la forme d’une perturbation spatiale : les caractéris

tiques du fluide à la coordonnée r sont remplacées par celles à la coordonnée

r + ôr, où Ôr est la perturbation spatiale de r. Cette perturbation spatiale ôr

est donnée, à chaque point (r, r, 9 et <j> étant les coordonnées sphériques
classiques, par :

ôr = A x sin (W/2tt)

125

(6.1)
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Fig. 6.1: L’angle 9 est dans le do

maine [0,7r/2]. L’axe (O, y) est un axe
de symétrie, tandis qu’une révolution

est effectuée autour de l’axe (O. x).

où A est l’amplitude de la perturbation. A t0, chaque quantité non-perturbée

q0 (r, to), ne dépendant que de r car l’écoulement de base est à symétrie sphé

rique et où qo correspond à n’importe laquelle des grandeurs hydrodynamiques,
i.e. la densité p, la vitesse v, la température T. est remplacée par une nouvelle

valeur q (r, 9, t0) qui correspond à la quantité perturbée, et qui ne dépend par
de l’angle d>. Cette quantité perturbée est donnée par :

q (r, 0, t0) q(r + ôr, 9, t0) . (6.2)

La perturbation ne dépend pas de l’angle <$> car nos simulations sont en 2D.

L’angle 9 est donc dans le domaine [0,7t/2], et une réflexion est ensuite effec
tuée par rapport à l’axe y, et enfin une révolution autour de l’axe x (terme
source géométrique, voir chapitre 4) (voir Fig. 6).

La première configuration est, prédite stable par la théorie, tandis que la
seconde est dans le domaine instable 2 3. Nous allons ainsi pouvoir comparer

l’évolution de la perturbation et analyser les différences de comportement
entre ces deux cas.

6.1 RSN d’incide adiabatique 7 = 5/3

Le premier cas étudié est un RSN composé d’un gaz d’hvdrogène ionisé

d’indice adiabatique 7 — 5/3, se propageant dans un MIS de même composi
tion. Le temps final de cette simulation est tfi7mi ~ 53 000 ans. On va en effet
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6.1. RSN d’incide adiabatique 7 = 5/3 127

Fig. 6.2: Carte de densité d’un RSN Fig. 6.3: Carte de densité du même

non perturbé à t ~ 3 000 ans. RSN. perturbé.

Densite

Distance (pc)

montrer que le RSN est alors redevenu quasi-sphérique, i.e. que la perturba

tion a été atténuée très fortement. O11 peut voir sur la figure 6.1 l’introduction

de la perturbation : à gauche de la figure, on voit le RSN en phase de Sedov,

avant l’introduction de la perturbation spatiale, et à droite le même RSN après

perturbation.

Une observation rapide des simulations effectuées dans ces conditions per

met de constater h atténuation de la perturbation sur la face externe du RSN.

En effet, à un temps t sa 8 000 ans, 011 voit (Fig. ??) que le RSN a quasi
ment récupéré sa forme sphérique. En revanche, on observe que des structures

complexes se sont formées et que des perturbations des grandeurs hydrody

namiques persistent, évoluent et se propagent à l’intérieur du RSN. Dès les

premiers instants, on observe le phénomène de l’instabilité de Vishniac se dé

rouler : au niveau du front de choc, la matière se dirige des bosses vers les

creux, engendrant une zone de surdensité dans la zone des creux. Cette sur

densité est déjà visible à.t ~ 3 250 ans, et est localisée dans un premier temps

à remplacement du creux, avant de s’étendre progressivement avec l’arrivée

de matière. Intéressons-nous à présent dans le détail à ce qu’il se produit dans

le fluide composant le RSN.

Sur la Fig. 6.4 sont montrés les profils de la vitesse radiale du fluide au

temps t ~ 3 500 ans. En bleu figure la zone correspondant à une bosse initiale,

en noir la vitesse radiale sans perturbation, en rouge la vitesse radiale dans un

creux et enfin en vert dans une position intermédiaire. On observe alors que

conformément aux prédictions de modèles simplistes de type coquille (modèle
dit du "serpent"), la vitesse radiale est plus élevée au niveau du front de choc
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Fig. 6.4: Profils de 1a, vitesse radiale.

La courbe bleue correspond à une

bosse, la noire est dite de référence

et correspond à un cas Sedov non per

turbé, la rouge correspond à un creux
et la verte à une position intermé
diaire à t ~ 3 500 ans.

Fig. 6.5: Profils de la norme du gra
dient de pression, le code couleur et

T instant étant les mêmes que pour la

figure de gauche .

pour le creux par rapport à celle du cas sans perturbation, et que celle-ci est
elle-même plus élevée que la vitesse au niveau du front de choc dans une bosse.

Néanmoins, il apparaît très clairement dans ces profils de vitesse un compor
tement plus surprenant, à savoir que la matière est fortement ralentie derrière

le creux, et accélérée derrière la bosse. L’explication provient de l’évolution
de la pression dans ces régions. En effet, dans les creux, l’arrivée de matière a

généré un gradient de pression bien plus élevé que dans les bosses (voir Fig.
6.4 et Fig. 6.5). Or, la force exercée sur le fluide étant proportionnelle et de

direction opposée à ce gradient (F oc — VP comme énoncé dans le précédent
rapport), comme ce gradient est dirigé de façon centripète, plus le gradient
est élevé, plus le mouvement est ralenti, et inversement.

D’autre part, on se rend compte grâce à Fig. 6.6 que le mouvement de
matière qui se produit dans le sens des bosses vers les creux au niveau du front

de choc se produit dans le sens inverse à Lintérieur du RSN. Sur cette dernière

figure sont tracés la densité d’une part, et les vecteurs vitesse transverse en

différents points, la norme de la vitesse étant représentée non par la norme
du vecteur représenté mais par sa couleur. Sans surprise, on voit clairement
qu’à proximité du front de choc, les vitesses transverses sont dans la direction

et le sens des creux. En revanche, il apparaît que. à partir d’une distance

au front de choc faible devant le rayon du RSN (de l’ordre de quelques %),
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Fig. 6.6: Carte de densité pré

sentant également les vecteurs vi

tesse transverse en différents points
à t « 3 500 ans. La valeur de la vi

tesse transverse est donnée par la cou

leur du vecteur représenté. Ce graphe

montre que le sens de l’écoulement

est inversé entre la région du front de
choc et la zone interne du RSN.

Fig. 6.7: Carte de pression montrant

également le gradient de pression, au

temps f « 3 250 ans. Le procédé de

représentation est identique à celui de

la figure de gauche.
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Fig. 6.8: Carte de densité à t « 4 000

ans.

Fig. 6.9: Carte de densité à

000 ans. On observe la

migration progressive des surdensités
des creux vers les bosses.
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l’écoulement transverse se produit dans le sens opposé. Ce phénomène est
dû à la perturbation initiale que l’on a introduite. En effet, la direction du

gradient de pression que l’on peut; voir sur la Fig. 6.7 où figurent la pression

et le gradient de pression selon le même principe que la figure précédente, ici
au temps £ ~ 3 250 ans, génère un mouvement allant des positions en creux
vers les bosses internes.

Par la suite, on voit (voir Fig. 6.8 et Fig. 6.9) que les surdensités au niveau
des creux migrent vers les bosses. Ce phénomène est causé par le fait que

le centre du creux initial a commencé à dépasser en terme de déplacement
radial les zones adjacentes. Localement, la zone creuse du front de choc initial

se scint en deux nouveaux creux qui s’en éloignent au fur et à mesure de la
progression du creux initial. Ainsi, la matière du MIS absorbée par le RSN au

niveau de l’ancien creux est dirigée vers ces zones adjacentes, et rencontre le
fluide en mouvement transverse inverse provenant de la bosse initiale. D’autre

part, on a vu précédemment (voir Fig. 6.4) que les profils de vitesse au niveau
des creux sont tels que cette vitesse n’est pas monotone. Elle croît jusq’à
une région à proximité du front de choc dans laquelle elle décroît à cause de

l’importance du gradient de la pression et recroît jusqu’au front de choc. Les
couches internes remontent donc petit à petit dans le fluide et arrivent dans la

zone du creux initial. Cette région ne recevant plus de matière du MIS, puisque
celle-ci est dirigée vers les deux surdensités, la matière provenant de l’intérieur

peut remonter jusqu’au front de choc progressivement, générant ces structures

visibles sur la carte de densité Fig. ??. On observe à différents instants (Fig.
6.10, Fig. 6.11) que les cartes de pression montrent des structures évolutives
dans les régions internes derrière les bosses. On remarque notamment une

surpression semblant remonter vers l’intérieur du RSN au fur et à mesure du

temps. Les profils de pression pris au temps £ ss 3 125 ans (Fig. 6.12) montrent
que dès le début, une surpression apparaît dans le creux, mais également dans
la bosse. Cette dernière surpression n’en est pas réellement une, dans le sens

où la bosse a une pression plus faible que la même région dans le cas de
Sedov. En revanche, la zone entre la bosse et le creux a une pression qui
diminue plus rapidement que le voisinage immédiat de la bosse. Ceci est dû
au fait que l’endroit où la "pente" de la déformation est maximale est situé

à mi-chemin entre les deux extrema. Localement, la bosse est plane et le

mouvement transverse de matière y est donc moins rapide qu’à l’endroit de

pente plus forte, ce qui est montré Fig. 6.13. C’est cette situation initiale qui

se propage ensuite dans le RSN, générant ces perturbations dans la pression.

Il est intéressant d’étudier l’évolution de la vitesse transverse dans les dif

férentes régions du RSN. Sous l’effet du choc et de l’absorption de matière
du MIS, 1a. matière à proximité du front de choc a une vitesse transverse la

dirigeant vers les creux. Sur les Fig. 6.14 et Fig. 6.15, on voit également qu’il
y a une zone plus interne dans laquelle la vitesse transverse est également
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Fig. 6.10: Carte de pression à

t ~ 3 125 ans. On voit une région de

moindre pression entre les extrema.

Fig. 6.11: Carte de pression à

t ~ 3 500 ans. On observe la propa

gation de la surpression dans l’axe de
F ancienne bosse.

Fig. 6.12: Profils de la pression au

temps 3 125 ans, avec le même

code de couleur que précédemment.

On remarque le creux présente une

surpression par rapport au cas Sedov,

tandis que la région intermédiaire

présente une sous-pression, ainsi que

le creux à proprement parler, de

moindre ampleur.

FiG. 6.13: Profils de la vitesse trans

verse à t « 3 125 ans. On remarque

que la vitesse transverse est maxi

male dans la zone intermédiaire, tan

dis qu’elle est quasi-nulle au niveau
du creux.
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Fig. C. 14: Carte de pression à

t « 4 500 ans. On voit qu’il y a une

région de forts gradients transverses

de pression, située aux cotés des creux

légèrement à l’intérieur du RSN,

correspondant aux zones de vitesse
transverse élevée dans ces mêmes ré

gions sur la figure de gauche.

Fig. 6.15: Carte de la vitesse trans

verse à t ~ 4 500 ans. On y observe

la zone proche du choc où la vitesse

transverse est conforme aux prédic

tions (dirigée vers les creux), ainsi
qu’une seconde zone plus en profon
deur où la matière a été accélérée

dans l’autre direction.

importante, mais de sens opposé. Ceci est dû à la configuration de la pression
précédemment décrite. En effet, on voit que le gradient de pression est élevé
dans la zone des creux. Plus en profondeur encore dans le RSN, on voit ap
paraître une troisième zone, de sens encore opposé par rapport à la couche la

précédant. Elle est également due à la structure de la pression, comme on peut

le voir sur la carte de pression Fig. 6.14. On note également l’apparition, au
niveau des anciens creux, d’une zone où la vitesse transverse dirige la matière
des anciens creux vers les anciennes bosses. Cela s’explique simplement par le
fait que l’ancien creux a à présent formé une bosse qui commence à se déverser.

C’est donc le début de la première inversion "bosse/creux1' que l’on observe.
On se rend donc compte que les mouvements de la matière dans le RSN ne

sont pas aussi simples que supposés par les modèles mécaniques simples, mais
qu’en réalité apparaissent différentes couches de fluide reposant les unes sur
les autres, elles-mêmes divisées périodiquement en deux zones contenant des

fluides évoluant en sens opposé.

La migration des surdensités se poursuit jusqu’à ce qu’elles se rejoignent
deux à deux, pour former une nouvelle surdensité formant un creux à l’endroit

des bosses initiales (voir Fig. 6.16 et Fig. 6.17). On se retrouve alors dans la
situation inverse à la situation initiale : les bosses sont devenus des creux et
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Fig. 6.1G: Carte de densité à

t « 5 500 ans, montrant les surdensi

tés convergeant deux à deux vers les
anciennes bosses.
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Fig. 0.17: Carte de densité à

t « 7 500 ans. montrant le creux

formé par les surdensités aux empla

cements occupés précédemment par
des bosses.

vice-versa, mais l’amplitude de la perturbation est devenue très faible. En re

vanche, la structure interne a été considérablement modifiée par cette première

inversion (voir Fig. 6.18). Le mouvement des nouvelles bosses vers les nou
veaux creux débute alors, et aboutit à une nouvelle inversion à t « 13 000 ans

(voir Fig. 6.19). On voit que la perturbation initiale a été quasiment totale
ment amortie. Les structures qui étaient apparues derrière les creux initiaux

se sont propagées dans le RSN, et demeurent visibles en profondeur, même

après 50 000 ans (voir Fig. 6.20). En revanche, les mécanismes décrits précé
demment concernant les couches de vitesse transverse s’atténuent eux aussi

avec le temps en surface, de même que la perturbation de pression, mais les

résidus dus à la première oscillation demeurent visibles également en profon

deur dans le RSN (Fig. 6.21). Les oscillations se succèdent alors, de plus en
plus ténues. On en voit la trace dans la vitesse transverse, présentée sur la

Fig. 6.21. On remarque que, si les mouvements transverses sont très faibles
dans les instants tardifs, le RSN a gardé "l’empreinte" des oscillations, et no

tamment de la première d’entre elles, qui est celle laissant les mouvements les

plus importants.

Afin de quantifier l’évolution de l’instabilité, 011 mesure la variation de

masse entre les régions. On intègre la densité sur le volume représenté par des

portions du RSN correspondant aux collines et aux vallées initiales, comme

indiqué sur la figure 6.22. O11 note l’angle inférieur correspondant à la i-ème

région : ainsi, Q\ correspond, dans le cas présenté sur la figure 6.22 à un angle
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Fig. 6.18: Carte de densité à

t « 8 000 ans. La structure interne

est considérablement modifiée, et le

mouvement des nouvelles bosses vers

les nouveaux creux a débuté.

Fig. 6.19: Carte de densité à

t « 13 000 ans, lorsque l’oscillation

prend fin. Les creux et les bosses sont

revenus à leur position initiale. La

perturbation en surface est très for
tement atténuée.
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Fig. 6.20: Carte de la densité à

t ss 53 000 ans. Les restes des struc

tures apparaissant lors de la première
oscillation derrière les creux sont tou

jours présents. Néanmoins, en sur

face, le RSN a retrouvé une quasi-

sphéricité.

Fig. 6.21: Carte de la vitesse trans

verse à t ~ 53 000 ans. Les résidus

dus à la première oscillation de

meurent bien visibles. On voit égale
ment la trace de chacune des oscilla

tions suivantes.
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9 — 7T/48, et la région n i est donc la région correspondant à 6 — [7r/48, 37t/48].
Afin de mesurer la variation de masse, on calcule les masses Mi des régions

précédemment définies. Ces masses sont données par :

rOi+ir/l pRpcrt(6)
Mi(t) = 2w x / / p (?\ 9,t) r2 sin9drd9 (6-3)

J Oi J 0

où Rpert (9,t) est le rayon d’expansion du RSN perturbé à l’angle 9 et au
temps t. La masse totale du RSN peut être obtenue aisément en sommant les

différentes masses par quartier du RSN. Ensuite, 011 utilise la relation simple

reliant, dans le cas purement sphérique, la masse totale du RSN à la masse

d’une région correspondant à la rotation d’un quartier compris entre 9i et 9i+i

autour de Yaxe (Ox). En effet, dans le cas sphérique, la masse comprise dans
une région définie comme précédemment, délimitée par les angles ou et a2 est

donnée par :

M (OU , û!2, t) — 2tt
f-R

0

p (r, t) r2 sin (9) drd.9 . (6.4)

Comme on est dans le cas purement sphérique, la densité ne dépend que de

la coordonnée radiale, ce qui permet alors de calculer l’intégrale angulaire, et

l’équation 6.4 devient :

fR
M (ûn,a'2,t) = 27t [cosai - cosa2] / p(r,t)r2dr . (6.5)

J 0

En prenant ai = 0 et a2 = tt, on obtient l’expression de la masse totale
du RSN :

-R

Mrsn (t) = 477/ (r, r2dr (C.6)

On utilise alors l’équation 6.6 dans l’équation 6.5 afin de supprimer l’inté

grale radiale, et on obtient alors :

M (ai, a2, £) — [cosai — cosa2] x Mrsn/2 (6.7)

qui est utilisée pour calculer la masse M^q qu’aurait chaque région Mi dans

un cas purement sphérique, en prenant aq — 9{ et a2 — 9i+O11 définit alors

la quantité normalisée adimensionnée ÔM ( 1 ) par :
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Fig. 6.22: Sur cette figure sont représentés les différents secteurs dans lesquels

est calculée la variation de masse. La première région va de l’angle 9 = 7r/48
à 9 = 3tt/48.

Mrsn (t)
(6.8)

Les bosses ou collines initiales correspondent aux secteurs numérotés im

pairs, et les creux ou vallées initiales correspondent aux secteurs numérotés

pairs. L’évolution au cours du temps de ÔM pour différents secteurs est mon

trée sur la figure 6.23. On observe que, conformément à la théorie et à l’analyse
visuelle de la simulation, la matière s’est déplacée des collines vers les vallées.

En effet, entre les temps t ss 3 000 ans et t & 5 000 ans, on voit que SM

augmente et est positif dans les vallées (les courbes bleue et rouge, SM (6)
et SM (8) correspondent aux vallées initiales), alors que cette même quantité
décroit et est négative dans les collines (les courbes noire, verte et violette,
SM (5), SM (7) et SM (9) correspondent aux collines initiales) : il y a bel et
bien un transfert de matière des collines vers les plaines. A mesure que l’os
cillation des positions vallées/col fines se réalise, on voit que SM diminue dans
les vallées initiales, tandis qu’il augmente dans les collines initiales du temps
t ss 5 000 ans jusqu’à t ~ 11 000 ans. Cet intervalle temporel correspond à la
durée pendant laquelle les collines initiales se remplissent et deviennent des
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Fig. 6.23: Sur cette figure est représentée l’évolution de la quantité SM au

cours du temps pour différents secteurs. On observe que les secteurs corres

pondant à des vallées (les secteurs n°6 et 8) ont tout d’abord un excès de

masse, tandis que ceux correspondant à des collines (les secteurs n 5,7 et 9)
ont un défaut de masse. Ceci est conforme aux observations précédentes et
confirme l’existence de flux de masse transférant la matière des collines vers

les vallées. On observe ensuite l’oscillation des variations de masse, correspon

dant aux différents battements de l’instabiltié, avec une stabilisation autour

d’une variation de masse nulle au cours du temps.

vallées (aux environs de t « 7 000 ans, voir figure 6.17), sous l’effet des migra
tions des surdensités montrées sur la figure 6.16 qui s’éloignent des anciennes
vallées, ainsi qu’au temps durant lequel la nouvelle vallée reçoit de la matière,

avant que les surdensités formées 11e rejoignent les nouvelles collines. Ensuite,

de t « 11 000 ans à t æ 17 000 ans, le phénomène inverse se produit, avec

le retour des surdensités vers les vallées initiales, générant une croissance de

AM dans les vallées initiales. Durant cette période, on a assisté au moment

présenté sur la figure 6.19 à t « 13 000 ans auquel une période de l’I.V. est

achevée, et où les collines et les vallées ont retrouvé leur position initiale. On

remarque que durant cette première oscillation, les vallées et les collines n’ont

pas eu le temps d’échanger suffisamment de matière pour que la quantité AM
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change de signe : les migrations sont trop rapides, et le transfert de matière

pas suffisamment important. La perturbation est alors très fortement atté

nuée. Néanmoins, on assiste à une seconde période de LI.V. s’écoulant sur

une durée beaucoup plus importante, durant laquelle on observe à nouveau la

croissance de AM dans la région des vallées et la décroissance dans celle des

collines, de t ~ 13 000 ans à t ~ 17 000 ans. Ensuite, le phénomène se poursuit

avec une amplitude de AM qui décroit progressivement, et on assiste à une
inversion du signe de AM à t « 32 000 ans. Les simulations avec un indice

adiabatique 7 = 1.1 nous montreront dans la partie suivante que l'inversion du

signe de AM correspond à l’instant où les collines et les vallées sont formées,

ce qui n’est pas visible avec 7 = 5/3 en raison du fait que AM ne présente pas
d’inversion de signe lors de la première oscillation, et que lors de la seconde

oscillation, la perturbation est trop atténuée pour qu’on puisse identifier les
collines et les vallées visuellement. Les extrema de AM sont atteints à envi

ron t ~ 37 000 ans. Par la suite, les variations de AM sont très faibles, si

bien qu’il est difficile d’identifier réellement les oscillations : le mécanisme de

l’instabilité de Vishniac est très fortement atténué, et le RSN récupère une

structure quasi-sphérique, comme montré sur la figure 6.20. La quantité AM

oscille alors très légèrement autour d’une valeur nulle. On remarque que la

pseudo-période d’oscillation, qui n’est donc pas constante au cours du temps,

est de plus en plus longue : les inversions collines/vallées sont de plus en plus
lentes. Cela est conforme à la théorie. En effet, d’après l’équation 3.56, les

perturbations, notamment celle du rayon ôR. ont la forme :

ÔR oc tSr x cos [s,;hi (fît)] (6.9)

ce qui implique bien une pseudo-période croissante avec le temps en raison

de la présence du terme en ln(üt) dans le cosinus.
Cette simulation conforte donc la théorie : un RSN d’indice adiabatique

7 = 5/3 est stable, et la perturbation introduite s’atténue avec le temps. On
a néanmoins observé que le mécanisme de Vishniac est bien à l’oeuvre : il y a

bien eu génération de flux de matière transverses dans la zone derrière le front

de choc, impliquant des surdensités dans les vallées. On a pu voir le phéno

mène oscillatoire à l’oeuvre, avec une inversion des positions collines/vallées,
mais, conformément à la théorie, on a assisté à la disparition progressive de
la perturbation introduite.

6.2 RSN d'ineide adiabatique 7 = 1,1

A présent, nous présentons le second cas étudié. Nous simulons ici un RSN

composé d’hydrogène d’indice adiabatique 7 = El, se propageant dans un
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MIS de composition identique. Selon la théorie analytique 2 3, une pertur

bation de mode propre l — 24 est instable avec une telle valeur de l’indice

adiabatique. Nous étudions son développement sur un temps plus long que le

cas précédent, jusqu’à t « 200 000 ans.

Les premiers instants du développement de l’instabilité montrent un com

portement similaire au cas 7 = 5/3. On observe sur la figure 6.24 le mécanisme
à l’oeuvre, avec l’apparition de flux de matière transverses générant un écou

lement de matière depuis les collines en direction des vallées. O11 distingue sur

la droite de la figure la colline située à l’angle polaire 6 = 45° (aux coordon
nées (3, 2 pc. 3, 2 pc)), ainsi que la vallée à un angle légèrement supérieur. Une
surdensité s’est formée au niveau de la vallée. On voit sur la figure 6.25 qu’au

temps t « 18 000 ans, les collines sont devenues des vallées et inversement. En

effet, à l’angle 0 = 45°, la région qui était précédemment une bosse constitue

désormais une région en retrait. On observe également l’apparition des mêmes

structures à l’arrière de la coquille que dans le cas 7 = 5/3, pour des raisons
identiques à celles décrites dans le paragraphe précédent.
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Fig. 6.24: Carte de densité avec com

posante transverse de la vitesse à
t ~ 4 000 ans. On observe bien le mé

canisme de Vishniac à l’oeuvre.

Fig. 6.25: Carte de densité à

t se 18 000 ans. Les collines sont de

venues des vallées, et vice versa.

On voit sur la figure 6.26 qu’à t se 53 000 ans, ces positions ont à nouveau

été échangées. Contrairement au cas 7 = 5/3, le mécanisme de l’instabilité

est toujours à l’oeuvre, et des flux de matière dans la direction transverse à

l’expansion sont toujours bien visibles. Les surdensités sont ici en train de

migrer vers les creux situés de part et d’autre de la colline, et les structures
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caractéristiques à l'arrière de la coquille sont toujours en formation. Sur la

figure 6.27 est montrée cette même région au temps t ss 163 000 ans. On voit
qu'à cet instant, le RSN est dans l'instant où les vallées et les collines sont en

train de s’inverser. Les zones surdenses qui étaient précédemment des creux

sont en train de dépasser les anciennes collines. Sur la figure 6.28, on montre
que les positions sont à présent en train d’évoluer : on assiste à la suite de

l’oscillation. Des mouvements transverses sont toujours générés, déplaçant les
surdensités vers les régions en retrait : le mécanisme de Vishniac est observé

à des temps longs de t ss 200 000 ans. On voit de façon nette sur la figure
6.29 que la perturbation est toujours présente à grande échelle, et que le RSN
présente clairement les caractéristiques de l’instabilité de Vishniac : les collines

et les vallées sont toujours en évolution, le phénomène oscillatoire se poursuit,

et des structures sont en constante formation à l’arrière de 1a. coquille.
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Fig. 6.26: Carte de densité et

vecteurs vitesse transverse à

53 ()()() ans. Une nouvelle os

cillation a eu lieu. On observe que le
mécanisme de l’instabilité est tou

jours à l’oeuvre : le flux de matière

transverse est toujours bien visible,
des collines vers les vallées.

Fig. 6.27: Carte de densité et

vecteurs vitesse transverse à

t pss 163 000 ans. Cet instant est

proche du moment où les vallées

dépassent les collines.

L’évolution de la variation de masse par région, présentée dans la figure
6.30, définie dans la section précédente, conforte cette analyse visuelle. Comme

dans le cas 7 = 5/3, on observe que AM est positif dans les vallées de t « 3 000
ans à t ~ 18 000 ans, tandis que durant cette période les collines présentent

un défaut de masse. Durant cette période, AM est passé par un extrema. En

comparant avec la figure 6.25, 011 constate que l’inversion du signe de AM
correspond à l’instant auquel les collines deviennent des vallées et vice-versa.

En comparaison avec le cas 7 = 5/3, on remarque que la durée d’oscillation
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Fig. G.28: Carte de densité et

vecteurs vitesse transverse à

t ~ 203 000 ans. Les positions

sont à présent en train d’évoluer.

Le creux est en cours de formation,

tandis que la colline se forme égale

ment. Le flux de matière est toujours

présent, et génère à nouveau une

surdensité migrant vers la vallée.

Fig. 6.29: Carte de densité à

t ~ 203 000 ans. On voit clairement

que la perturbation est toujours en

train d’évoluer, et que le mécanisme

de Vishniac est toujours à l’oeuvre.

Le RSN ne redevient pas sphérique.

est beaucoup plus longue avec un indice adiabatique 7 — 1.1 : la première

inversion vallée/colline a lieu à /: « 7 000 ans dans le premier cas, alors qu’ici
cette inversion n’a lieu qu’à t & 18 000 ans. Cette première inversion dure

donc environ 5 000 ans dans le premier cas, contre 15 000 ans ici. Entre

t ~ 18 000 et t ss 72 000 ans, AM reste positif pour les nouvelles vallées et

négatif dans les nouvelles collines, en passant par des extrema à t ~ 42 000

ans. Comme dans le cas 7 = 5/3, et en conformité avec l’équation 6.9, on voit
que la pseudo-période d’oscillation augmente au cours du temps, passant de

15 000 ans à 54 000 ans entre la première et la seconde inversion de AM. De

t « 72 000 ans à æ 200 000 ans, le signe de AM est constant dans chaque

région : le temps d’oscillation ayant augmenté, 128 000 ans ne suffisent pas

pour obtenir une oscillation supplémentaire. Les différences observées entre les

différentes régions s’expliquent par le fait que, en raison de la rotation autour

de l’axe (Ox), les différentes régions ne sont pas équivalentes. Plus elles sont
localisées à un angle 0 élevé, i.e. plus elles sont éloignées de l’axe (Ox), plus
elles représentent une fraction importante du RSN.
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Cette simulation montre donc que les RSN en phase de Sedov-Taylor avec
l’indice abiatique 7 = 1.1 sont capables de présenter le développement de l’in
stabilité de Vishniac sur des temps longs, sans atténuation des perturbations.

Temps flO3 ans)

Fig. 6.30: Sur cette figure est représentée l’évolution de la quantité SM au

cours du temps pour différents secteurs. Contrairement au cas 7 = 5/3, 011
voit que l’amplitude de AM est quasi-constante. Les oscillations présentent

toutes une inversion de cette quantité, et on observe jusqu’à des temps longs
(t ~ 200 000 ans) le mécanisme de Vishniac à l’oeuvre.

6.3 Comparaison et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré, dans un cadre très proche de la théo

rie, i.e. avec un indice adiabatique uniforme, et en phase de Sedov, que les RSN

d’indice adiabatique élevé (ici 7 = 5/3) pouvaient subir le mécanisme de l’LV.,
mais que celui-ci n’était pas instable. En effet, si on observe bien les carac

téristiques du mécanisme, à savoir la génération de mouvements transverses

derrière le front de choc, l’apparition de surdensités au niveau des vallées, ainsi
que l’oscillation entre les collines et les vallées, il apparaît clairement, tant par
une analyse "visuelle" que par une analyse quantifiée, que le mécanisme n’est

pas instable. On aboutit rapidement (environ 15 000 à 20 000 ans) à un RSN
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quasi-sphérique, présentant certes encore des mouvements transverses, mais

très faibles. Des traces des oscillations sont visibles à l’intérieur du RSN, que

ce soit dans la composante transverse de la vitesse ou dans la densité.

La situation des RSN d’indice adiabatique plus faible est differente. Pour

7 = 1.1, on a également vu le mécanisme de LI.V. générer des flux de matière

derrière le front de choc, des surdensités et, on a pu observer les oscillations

colline/vallée. En revanche, il n’y a pas d’atténuation de la perturbation au
cours du temps, contrairement au cas précédent. Le RSN présente, même à des

temps longs (t « 200 000 ans) les caractéristiques de l’I.V. Il ne récupère pas
sa structure quasi-sphérique et on observe toujours des variations de masse

importantes : il n’y a pas d’atténuation du mécanisme de Vishniac.

Dans les deux cas étudiés, on note que le comportement temporel des

oscillations est conforme aux prédictions analytiques : la pseudo-période d’os

cillation est croissante. De plus, un indice adiabatique faible favorise très clai

rement le développement du mécanisme de l’I.V. et la persistance des pertur
bations.
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Chapitre 7

Etude de Pinstabilité de Vishniac

dans les RSN en phase radiative

On a vu dans le chapitre 6 précédant que, conformément à la théorie, plus

l’indice adiabatique est faible, plus l’LV. peut se développer et persister à des

temps longs. Comme mentionné à la fin du chapitre 2, le fait de prendre un
indice adiabatique faible et proche de 1 permet de se rapprocher des condi

tions hydrodynamiques d’un RSN en phase radiative. Le taux de compression,

qui est très élevé dans la phase radiative, est en effet d’autant plus grand en

phase de Sedov-Taylor que 7 est proche de 1. Néanmoins, étudier un RSN en

phase de Sedov-Taylor avec un indice adiabatique faible n’est pas équivalent à

étudier un RSN subissant des pertes d’énergie : les effets sur les profils hydro

dynamiques (présence d’un pic de vitesse à T intérieur du RSN, due au profil
de température et de pression engendrant des gradients de pression de sens

inverse à ceux de la phase de Sedov, voir chapitre 5) ne sont pas reproduits.
Ainsi, dans ce chapitre, nous allons étudier l ’évolution d’une perturbation in

troduite dans un RSN refroidi, afin d’observer le comportement de l’I.V. dans

les RSN en phase radiative.

La fonction de refroidissement utilisée pour simuler la phase radiative du

RSN est celle définie dans le chapitre 5 : A = A0p avec A0 = 0.1 W.kg-1. Après
l’initialisation d’un RSN en phase de Sedov, jusqu’à l’âge de 3 000 ans, on

introduit à la fois une perturbation de la forme indiquée au début du chapitre

6 (voir Eq. 6.2), et la fonction de refroidissement. L’indice adiabatique du gaz
est 7 = 5/3, qui correspond à la valeur pour un gaz parfait mono-atomique.

Sur la Fig. 7.1 est présentée une carte de densité à t ss 8 000 ans. O11

observe alors des structures quasiment identiques à celles que l’on observait,

au même instant, sans refroidissement sur la Fig. G. 18. Une surdensité appa

raît derrière les zones en retrait, positionnées à (x; y) — (4, 2; 7, 4), (6,0; 6,0)
et (7,4; 4,2). On distingue très bien les traces de la surdensité derrière la
vallée initiale, autour des positions (x;y) = (4,8;6,4) et (6,4; 4,8). De nou-
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velles structures identiques à celle-ci vont se former progressivement, puisque,

comme on peut le voir sur la Fig. 7.2, une surpression est présente au niveau

des surdensités, qui induit des gradients de pression formant ces structures der

rière les vallées. On voit sur la Fig. 7.3 que la première oscillation se termine

aux environs de t « 15500 ans. Les surdensités, localisées à (x; y) — (6, 5; 8,6)

et (8,6; 6,5) sont aux angles correspondant aux vallées initiales (derrière les
quelles se sont formées les structures profondes visibles autour de (5,5; 7,5)
et (7,5; 5,5)). On observe autour de la position (7, 3; 7, 3) qu’une structure
similaire s’est formée lors de la deuxième demi-oscillation derrière la colline

initiale. Cette structure est moins profonde que les deux premières, puisqu’elle

s’est formée plus tard. La carte de vitesse transverse (Fig. 7.5) montre que les
flux de matière caractéristiques de l’I.V. sont similaires à ceux qu’on a décrits

dans le chapitre 6 : une trace des précédentes oscillations est conservée dans

les régions internes du RS N.

Ainsi, jusqu’à t « 15 000 ans, le RSN évolue d’une façon très similaire à un

RSN en phase de Sedov-Taylor : le refroidissement n’a pas encore eu le temps

d’agir de façon importante sur la dynamique et les profils hydrodynamiques
du RSN. A t « 20 000 ans, on voit (Fig. 7.6) que le refroidissement commence
à agir. En effet, on observe des régions de forte densité qui se forment derrière
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le front de choc, aux positions (5,7; 10, 2). (8; 8, 2), (10; (3) et (11; 3,5). On voit
toujours, à (7; 9, 5), (9,2; 7,2) et (11; 4, 5) les surdensités de FI.Y., mais on voit
que les régions internes sont en train d’évoluer sous l’effet du refroidissement.

La figure 7.7, qui représente la norme de la vitesse dans le RSN, montre que
les régions internes du RSN sont en train d’être accélérées : elles vont plus vite

que la face externe du RSN. Les régions les plus accélérées correspondent aux
structures formées lors de la seconde demi-oscillation, mentionnées ci-dessus.

Elles sont dans l’axe des régions de forte densité visibles sur la Fig. 7.6. En
progressant en direction de la face externe du RSN, ces structures génèrent
des surdensités qui vont progressivement rattraper le front de choc. On ob

serve également sur la Fig. 7.7 que les structures formées derrière les vallées

initiales, qui sont donc situées plus profondément dans le RSN, sont moins ac

célérées mais le sont tout de même. Elles vont donc elles aussi progressivement

rattraper le front de choc, mais avec du retard. La carte de pression (Fig. 7.8)
permet d’observer le profil de la pression dans le RSN. On y observe donc une

fine couche de fluide juste derrière le front de choc dans laquelle la pression

est élevée : la matière qui vient d’être choquée n’a pas encore eu le temps
de perdre de l’énergie. Derrière cette région de forte pression, on voit alors,

conformément à ce qui avait été décrit dans le chapitre 5, une région dans
laquelle la pression est égale à la pression du MIS : c’est la zone totalement

refroidie. Plus profondément dans le RSN, on observe que la pression croît au

fur et à mesure qu’on approche du centre du RSN : le gradient de la pression
est donc centripète, ce qui génère l’accélération centrifuge du fluide dans cette
région.

Les figures 7.9 et 7.10 montrent l’évolution de la norme de la vitesse entre

les temps t ^ 23 000 ans et t ~ 26 000 ans. On y observe que les perturba
tions dues au mécanisme de Vishniac lors des premières oscillations ont une

influence sur la distribution spatiale de la vitesse. On observe que des zones,

situées à (x;y) ~ (6,8;8.5) et (8,5;6,8) sur la Fig. 7.9, à t æ 23 000 ans,
sont moins accélérées que les zones présentes autour de (5,5; 9.5), (7,8; 8) et
(9,5; 5,5). La Figure 7.10, correspondant à 1 ~ 26000 ans, montre que les
deux régions moins accélérées décrites précédemment le sont en réalité plus
tardivement.

Il est également intéressant de s’intéresser aux flux de matière, à savoir

le produit la densité par la norme de la vitesse. Les Figures 7.11 et 7.12
montrent les flux de matière aux instants correspondants aux cartes de vitesse

précédemment évoquées. On voit sur ces cartes que les flux de matière sont

importants dans les trois régions fortement accélérées décrites ci-dessus, mais

également dans les deux régions moins accélérées, précédemment évoquées,

qui sont davantage en profondeur. La figure 7.12 montre que ces deux régions
se rapprochent progressivement de la coquille, tandis qu’entre elles, le flux

de matière est important proche de la coquille, mais également dans un arc
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Fig. 7.9: Carte de la vitesse à Fig. 7.10: Carte de vitesse à

t ~ 23 000 ans. t ss 26 000 ans.

reliant ces deux régions plus en profondeur, autour de (x\y) ~ (7,8; 7,8).

La Fig. 7.13, qui est une carte de densité à t « 25 000 ans, confirme que le
refroidissement a totalement modifié la structure du RSN. La densité maxi

male, qui est de 4 fois la densité du MIS théoriquement en phase de Sedov-

Taylor avec un indice adiabatique 7 — 5/3, est d’environ 70 fois la densité du
MIS à présent dans la coquille. Les structures observées sur les cartes de flux
de masse 7.11 et 7.12 se retrouvent sur cette carte de densité, A t ~ 33 000

ans, la carte de densité 7.14 montre que les structures se rapprochent progres
sivement de la coquille. Le flux de matière entre les deux régions évoquées
précédemment, formant un arc, a généré et amplifié des surdensités entre les

structures présentes à présent autour de (7,8: 10,3) et (10,3; 7,8).

La carte de flux de matière Fig. 7.15 au temps t se 33 OOOans montre
l’instant précédant l’arrivée des structures surdenses sur la coquille, ainsi que
la région en forme d’arc les reliant. Sur la figure 7.16, les structures surdenses
ont atteint la coquille, et ont induit un amincissement et une densification

supplémentaires de celle-ci. On voit que la région les reliant est également en
train d’arriver sur la coquille.

A t ~ 43 000 ans, on voit que l’amincissement et la densification de la

coquille présentés précédemment suite à l’arrivée des structures surdenses sur

la coquille ont généré deux bosses à (2:\y) ~ (8,5; 11,3) et (11,3;8,5). Ces
points de densification ont augmenté leur inertie et sont donc moins sensibles

à la décélération. De plus, l’arrivée de matière a généré une poussé en ces
points. Cela aboutit donc à la formation d’une perturbation sur la coquille.
Entre ces deux régions, une autre zone surdense s’est; formée suite à l’arrivée de
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Fig. 7.11: Carte du flux de masse à FlG. 7.12: Carte du flux de masse à

t ~ 23 000 ans. t ~ 26 000 ans.
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t ss 33 000 ans. t « 38 000 ans.

la structure présentée sur la Fig. 7.16. Cette surdensité va également générer
une bosse, comme le montre la Fig. 7.18. Ainsi, la coquille présente à présent
une structure très fine, de haute densité et une perturbation de mode V =

48 - 2x1, avec l = 24 le mode de la perturbation initiale.

A t ss 63 000 ans, on peut voir (Fig. 7.19) que la perturbation est toujours
présente selon le même mode, mais qu’elle évolue : les surdensités ont com

mencé à migrer. De plus, il y a un flux de matière transverse qui est présente

dans la coquille, des collines vers les plaines, comme le montre la Fig. 7.20.
En comparant les trois cartes de densité à t « 43 000 ans, t « 50 000 ans et

t ~ 63 000 ans, on s’aperçoit que l’amplitude de la perturbation croît. Ainsi,

toutes les caractéristiques de l’instabilité de Vishniac sont présentes : la pré
sence de collines et de vallées, la présence de flux de matière transverse allant

des collines vers les plaines, la migration des surdensités. On assiste donc à
un redémarrage du mécanisme de l’I.V. à partir de t « 40 000 ans, mais selon
un mode V doublé par rapport au mode de perturbation initial l : V = 2 x l.

Cette croissance de l’amplitude ainsi que la migration des surdensités est
montrée sur les figures 7.21, 7.22, 7.23 et 7.24 aux temps t « 83 000 ans

et t ~ 113 000 ans respectivement. Ces figures montrent bien qu’au cours

du temps, l’amplitude continue à croître progressivement, et les surdensités
continuent à migrer. Les flux de matière transverse sont toujours présents au

cours du temps, et on note l’apparition progressive de structures à l’arrière
de 1a, coquille semblables à celles que l’I.V. génère dans les premiers temps de
cette simulation, ou bien également dans les cas sans pertes radiatives présen
tés dans le chapitre 6. Du fait du décalage temporel entre les perturbations
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Temps (103 ans)

Fig. 7.25: Evolution de la quantité AM pour un mode l = 24.

voisines dû au doublement de mode, la symétrie qu’on observait par rapport

aux centres de vallées n’est plus respectée.

Cette analyse visuelle de l’évolution du RSN peut être complétée, comme

dans le chapitre 6, par l’analyse des variations de masse par région. Néanmoins,

ici, il est également intéressant de regarder la variation de masse correspondant

aux régions définies avec un mode /' = 2 x / — 48, puisque la perturbation

générée en phase radiative a un mode doublé par rapport à la perturbation

initiale. La comparaison de l’évolution des variations de masse dans les régions

définies par la perturbation initiale avec celle dans les régions définies sur un

mode double doit permettre de mettre en évidence ce doublement de mode, et

mettre également en évidence la croissance de l’amplitude de la perturbation.

La figure 7.25 présente l’évolution de la quantité AM définie au chapitre

6. On observe un comportement dans les premiers instants, de t æ 3 ()()()

ans jusqu’à t ~ 15 000 ans très semblable à celui observé dans le cas sans

refroidissement, qui est présenté sur la Fig. 6.23. En effet, les variations de

masse décrites dans le cas sans refroidissement sont toujours présentes avec

refroidissement : le premier pic présent à t « 5 000 ans est quasi identique
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dans les deux cas. Par la suite, révolution jusqu’au second extremum local
à t ~ 11 000 ans est elle aussi très semblable avec et sans refroidissement.

Cela confirme le fait, observé visuellement précédemment, que dans un pre
mier temps le RSN n’est quasiment pas affecté par les pertes radiatives. En

revanche, à partir de f ~ 15000 à 18 000 ans, les deux situations commencent

à se différencier. Alors qu’un extremum local est à nouveau observé dans le

cas sans refroidissement à f ~ 17 000 ans, on n’en observe pas en présence

de pertes radiatives avant t ss 27 000 ans, et cet extremum local correspond

à une variation de niasse plus importante (environ deux fois supérieure) que
dans le cas sans refroidissement. Dans ce dernier cas, on observe une inversion

du signe de la quantité AM à t ss 32 000 ans, puis un nouvel extremum local

à t ss 37 000 ans, qui est suivi d’une convergence de AM vers une valeur

nulle pour toutes les régions. Dans le cas présent, avec refroidissement, cette
inversion de signe se produit bien plus tard, à t ss 75 000 ans, puis est suivie
d’un extremum local à t ss 100 000 ans. On observe bien une diminution de

l’amplitude de AM avec le temps, mais il apparaît qu’on n’atteint pas une

convergence vers la valeur nulle. L’étude des variations de masse nous montre

donc qu’il y a toujours, aux temps longs, des différences de masses entre ré
gions qui sont caractéristiques de l’l.V. avec un mode l — 24. Ces effets ne sont

pas perceptibles lors de l’analyse visuelle des résultats, car ils sont masqués
par la perturbation de mode V = 48.

L’évolution des variations de masse étudiées pour un mode propre V =

48 est présentée sur la Fig. 7.26. Les régions présentées ici ne peuvent pas

être regroupées deux par deux pour correspondre aux régions du mode l —
24, comme montré sur la Fig. 7.27. En effet, la construction de ces régions,
notamment de la première demi-région adjacente à l’axe (Ox). implique une
non correspondance. Ainsi, les régions dotées d’un numéro pair dans le mode

1/ — 48 sont à cheval sur deux régions adjacentes (donc une vallée et une
colline) du mode l — 24. Ceci explique que, sur la Fig. 7.26, on observe des
valeurs quasiment milles pour chacune des régions paires entre t ss 3 000 ans
et t ss 20 000 ans. En revanche, chaque région dotée d’un numéro impair

représente la partie centrale d’une région du mode l = 24, et on observe donc

un comportement, pour ces régions, très semblable au comportement observé

pour le cas l = 24 présenté sur la Fig. 7.25 dans les premiers instants du RSN,

de t ss 3 000 ans à t ss 30 000 ans. A partir de t ss 30 000 ans, qui correspond

à l’instant où est générée la perturbation de mode double, révolution des

variations de masse avec l' = 48 diffère de celle avec l — 24. En effet, les

courbes AM (9) et AM (13) connaissent une croissance importante jusqu’à
t ss 70 000 ans, et présentent un excédent de masse. De même, les régions
11 et 15 conservent un excès de masse légèrement croissant, contrairement
aux régions 6 et 8 du mode l = 24 dont elles sont la partie centrale. Dans

le même temps, les courbes paires montrent que les régions correspondantes
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FlG. 7.27: Schéma des régions d'étude de la variation de masse pour les modes
l = 24 et V = 48.
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subissent un défaut de masse. Ceci est en accord avec la Fig. 7.25, pour laquelle

dans toutes les régions, la variation de masse diminue en valeur absolue. Par

exemple, la région n°7 du mode l — 24 correspond à la région n i3 ainsi qu’à la

moitié des régions n 12 et 14. Ainsi, comme la n°14 connaît un excès de masse
croissant et les deux autres un défaut de masse croissant en valeur absolue,

la région n 7 du mode / = 24, qui présentait initialement un défaut de masse,

tend à le perdre du fait de l’excès de masse de la région n°13 dans le mode

V = 48. Ce comportement, de t « 30 000 ans à t « 70 000 ans, montre

bien et confirme l’établissement de la perturbation de mode doublé V — 48.

Entre le temps t ~ 70 000 ans et le temps t ~ 140 000 ans, on observe une

décroissance AM dans les régions présentant initialement un excès de masse,

et une croissance de AM dans les régions présentant un défaut de masse, avec-

une inversion du signe de AM à t « 80 000 ans pour les régions n°9, 10, 13

et 14, et à t « 95 000 ans pour les régions n°8, 11, 12 et 15. On constate

donc le décalage temporaire qui a été mentionné précédemment. On observe

donc une oscillation entre excès de masse et défaut de masse, caractéristique

de l’I.V., pour les régions définies pour un mode V — 2 x / = 48. Ceci confirme
ce qui a été montré par l’analyse visuelle des simulations. L’amplitude des

variations de masse est semblable à l’amplitude qu’on observe lors du premier

extremum local, à t ~ 5 000 ans. Ainsi, la reprise de 14.V. due aux pertes par
refroidissement du RSN est très clairement visible.

Dans ce chapitre, nous avons donc montré que les RSN en phase radia

tive sont propices au développement de l’instabilité de Vishniac. Alors qu’en

phase de Sedov-Taylor et avec un indice adiabatique 7 = 5/3, 14.V. ne peut
se développer, on voit ici que les traces des premières oscillations dues au

mécanisme de Vishniac, à l’oeuvre aux premiers instants, génèrent une se

conde perturbation de mode doublé par rapport à la perturbation initiale, et

que cette nouvelle perturbation est croissante, tant dans son amplitude géo

métrique (déformation géométrique du front de choc) que dans les variations
de masse qu’elle engendre. L’amplitude de ces variations de masse est com
parable au maximum de celles de la perturbation initiale, ce qui rappelle le

comportement des RSN en phase de Sedov-Taylor avec un indice adiabatique

7 = 1.1. Ce résultat, inattendu quant au caractère doublé du mode la pertur

bation induite, est nouveau à notre connaissance, et suggère que les RSN en

phase radiative sont en effet le siège de l’instabilité de Vishniac. Néanmoins,

nos simulations ne montrent pas de croissance suffisante de 14.V. pour aboutir

à une fragmentation du front de choc du RSN.

159



Chapitre 7. Etude de l'instabilité de Vishniac dans les RSN en

160 phase radiative

160



Conclusion

161



163

Dans ce travail de thèse, nous avons étudié, analytiquement et par des

simulations numériques, l’instabilité de Vishniac. Cette instabilité a dans un

premier temps été proposée par E.T. Vishniac lui. Elle a ensuite été étudiée
analytiquement plus en détail par D. Ryu et E.T. Vishniac [12], par D. Kush-
nir, E. Waxman et D. Shvarts [13], ainsi que par J. Sanz, S.E. Bouquet et M.
Murakarni [36]. Ces différentes études comportent différentes hypothèses, par
fois contradictoires, et n’aboutissent pas aux mêmes conclusions. Des études

numériques ont également été menées, par M.M. Mac Low et M.L. Norman

[19], ainsi que par C. Cavet, C. Michaut, S.E. Bouquet, F. Roy, H.C. Nguyen
|14| |16| [17J [15]. Ces simulations ont étudié le comportement et l’évolu
tion d’une perturbation géométrique de RSN dans différentes conditions, sans

aboutir à une déformation conséquente du front de choc en géométrie sphé

rique. Ainsi, alors que l’instabilité de Vishniac est fréquemment citée pour

expliquer la morphologie non sphérique des RSN, les études menées n’avaient

pas pu confirmer que cette instabilité suffit à expliquer les structures filamen

teuses observées dans les RSN âgés. Notre travail a consisté à améliorer la

compréhension théorique du phénomène, tant dans les études analytiques que

dans les simulations numériques. Nous avons également entrepris de mener

des études plus réalistes, prenant mieux en compte les processus physiques à
l’oeuvre dans les RSN.

Le chapitre 2 de cette thèse constitue une extension du travail analytique

initial de E.T. Vishniac [11]. Dans ce premier papier, un modèle simple avait
été proposé afin d’étudier l’évolution d’une perturbation géométrique dans un

RSN en phase de Sedov-Taylor. Cette étude se limitait à modéliser le RSN

par une coquille infiniment fine au niveau du front de choc, ne faisant in

tervenir l’intérieur du RSN que par l’intermédiaire de la condition de bord

appliquée sur la face interne de la coquille. L'indice adiabatique 7 était consi

déré comme tendant vers l’unité, dans le but de mimer les pertes radiatives.

Nous avons donc entrepris d’étendre cette étude en prenant en compte l’épais

seur de la coquille dans ce même modèle, et en supposant l’indice adiabatique

quelconque. Cette étude permet de montrer que, si en faisant tendre 7 vers

1 dans la nouvelle relation de dispersion obtenue, on converge bien vers la

solution de Vishniac [ni, à savoir qu’il existe un domaine de longueur d’onde
de la perturbation pour lequel le taux de croissance de l’instabilité est positif,

le fait d’augmenter 7 et de le rapprocher de la valeur 7 — 5/3, correspondant
au cas d’un gaz parfait monoatomique, restreint et supprime ce domaine d’in

stabilité. Ainsi, pour 7 > 1,2, il n’existe plus de domaine de croissance de

l’instabilité dans ce cadre. Cela nous a donc conduit à étudier le modèle plus

perfectionné proposé par D. Ryu et E.T. Vishniac [12].

Le chapitre 3 reprend cette étude, en en démontrant les hypothèses. L’utili

sation du formalisme autosembable dans les équations d’Euler permet en effet
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d’étudier le comportement d’une perturbation linéaire des grandeurs hydrody
namiques. On peut se ramener à un système ne dépendant que de la grandeur
autosemblable introduite, et en déduire des taux de croissance de l’instabilité.

Les résultats obtenus par D. Ryu et E.T. Vishniac présentaient l’inconvénient

de ne pas correspondre, pour les petits modes, aux valeurs théoriques prévues

pour des valeurs particulières du mode propre introduit, mettant en doute

l’intégralité de leurs solutions. Votre résolution permet quant à elle de re

trouver ces valeurs, et correspond, pour les grands modes, aux relations de
dispersion qui avaient été proposées, confirmant leur travail dans ce domaine

de mode propre. Comme dans le modèle plus simple de la coquille fine, on a

montré que, si pour des valeurs de 7 proches de Limité, il existe un domaine

d’instabilité, ce 11’est plus le cas lorsque 7 > 1.2.

Dans ces deux études analytiques, le RSN est considéré comme étant en

phase de Sedov-Taylor. Néanmoins, elles aboutissent à la conclusion que la

perturbation 11’est. instable que si 7 —> 1, ce qui correspond, en termes de

répartition de matière et de structure globale du RSN, à un RSN en phase

radiative. Ainsi, nous avons décidé d’étudier, grâce à l’outil numérique, le

développement d’une perturbation, d’abord dans un cadre non radiatif (phase
de Sedov-Taylor) afin de confirmer les résultats analytiques, puis ensuite les
effets de pertes d’énergie par rayonnement sur le RSN et enfin sur l’évolution

des RSN perturbés.

Le code hydrodynamique et les moyens utilisés sont présentés dans le cha

pitre 4. L’architecture du code H ADES, les équations résolues et le schéma
utilisé par la suite sont succintement résumés. Les spécificités liées à l’utilisa

tion du code HADES dans sa version parallélisée sont abordées, car ce travail

de thèse a été le premier à utiliser ce code en version multi-processeurs. Ainsi,

les particularités liées au découpage du maillage sont décrites. Nous présentons
également succintement les differentes machines sur lesquelles les simulations

ont été réalisées, ainsi que les outils de post-traitement et d’analyse des simu
lations.

Le travail préalable à la réalisation des simulations finales constituant

l’étude numérique à proprement parler de l’instabilité de Vishniac est le sujet
du chapitre 5. Y sont abordés dans un premier temps les conditions initiales à

introduire afin d’initialiser les simulations de RSN, ainsi que les critères à sa

tisfaire afin de s’assurer de la convergence du schéma. On y montre l’étude qui

a été réalisée concernant la résolution nécessaire à cette convergence, vérifiée
à l’aide de l’isotropie, du taux de compression ou encore de la loi d’évolu

tion autosemblable que doit satisfaire le RSN simulé. Le travail préliminaire

concernant le choix des paramètres de refroidissement à introduire dans le

cas de RSN en phase radiative y est également décrit, ainsi que l’analyse des

effets du refroidissement sur la dynamique et les profils des grandeurs hydro-
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dynamiques au sein du RSN. On y montre que, conformément à nos attentes,

les pertes d’energie par rayonnement engendrent une densification de la ma
tière au niveau du front de choc, l’apparition d’une structure de coquille fine,

la modification substentielle des profils de pression, de vitesse, de densité et

de tempéture, ainsi qu’une diminution de la vitesse d’expansion du RSN. On

montre ainsi que, du point de vue de la répartition de matière, un RSN en

phase radiative composé d’un gaz parfait monoatomique d’indice adiabtique

7 = 5/3 est similaire à un RSN en phase de Sedov-Taylor où l’indice adia
batique tend vers 1. On observe notamment une modification importante du

profil de vitesse dans le RSN, avec l’apparition d’une zone interne dans laquelle

le gaz est accéléré suite aux changements induits sur les gradients de pression,

avec pour effet, que le gaz dans cette région rejoint progressivement le front de

choc. La dynamique du RSN y est étudiée et on a montré que, pour différentes
formes de la fonction de refroidissement introduite, on aboutit dans chaque

cas à la même loi d’évolution autosemblable pour le rayon d’expansion, de la

forme : R oc t3//10. Ce résultat est en accord avec des simulations numériques

effectuées par D.F. Cioffi, C.F. McKee et E. Bertschinger [9], qui avaient eux
étudié la dynamique d’un RSN en phase radiative en prenant une fonction de

refroidissement plus réaliste, basée sur des calculs de physique atomique de

J.C. Raymond, D.F. Cox et B.W. Smith [30]. Il apparaît donc à l’issue de ces
simulations préalables que la solution autosemblable R oc t3/10 possède des
propriétés attractrices.

L’étude de l’évolution d’une perturbation spatiale d’un RSN en phase de

Sedov-Taylor est présentée dans le chapitre 6. Ce travail diffère des travaux

précédents de par la résolution des simulations effectuées, mais également de

par les caractéristiques physiques introduites et étudiées. Dans les travaux

précédents, les simulations étaient soit en géométrie plane [14] [17], soit en
géométrie sphérique mais comportaient alors des conditions sur l’indice adia

batique afin de mimer l’effet du refroidissement sur la coquille seule du RSN

[16] [15] (indice adiabatique 7 = 5/3 partout, excepté dans la coquille au ni
veau du front de choc où 7 = 1,1). Les simulations présentées ici comportent
dans tous les cas un indice adiabatique uniforme, conformément à la théorie

analytique développée et analysée précédemment. Deux cas ont été présentés :

le cas le plus réaliste d’un gaz d’indice adiabatique 7 = 5/3 correspondant à
la valeur attendue dans le cas d’un gaz parfait monoatomique, et le cas moins

réaliste mais permettant de se rapprocher des profils de densité que l’on trouve

dans la phase radiative de révolution des RSN, où 7 = 1,1. On a alors pu étu

dier les différences de comportement de la perturbation dans ces deux cas, et

décrire le mécanisme de l’instabilité de Vishniac précisément, ainsi que quan

tifier l’évolution de la perturbation et observer les différences selon l’indice

adiabatique. Dans les deux cas. on a observé le déclenchement du mécanisme
de Vishniac :
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- la présence caractérique de surclensités dans les vallées, et leur migration
progressive vers les plaines ;

- l’oscillation entre vallées et plaines ;

- la variation de masse de ces différentes régions, les vallées présentant des
excès de masse et les collines des défauts de masse;

l’apparation progressive de structures complexes à l’intérieur du RSN
constituant les traces de 1:instabilité de Vishniac sur l’écoulement.

Néanmoins, dans le premier cas, on a observé une diminution de l’ampli

tude géométrique de la perturbation, aboutissant à un RSN redevenu sphé

rique après environ 20 000 ans, tandis que dans le second cas, on a pu consta

ter que la perturbation ne subissait pas d’atténuation, et ce jusqu’à des temps

non-atteints dans les études précédantes, à savoir environ 200 000 ans. Dans

ce dernier cas, l’étude de la variation de masse par région confirme que le

mécanisme de Vishniac est toujours à l’oeuvre à des temps longs, et que 1a,

période d'oscillation évolue conformément aux prédictions théoriques : en réa

lité, ce n’est pas une période d’oscillation, mais une pseudo-période qui croît
avec le temps. En effet, la théorie prédit une évolution des perturbations ôq en

Ôq oc bs, où .s est un nombre complexe, ce qui aboutit à la forme, en décompo

sant s en sa partie réelle sr et sa partie imaginaire s* : ôq oc tSr x cos [st lu (Qt)].
L’amplitude de la variation de masse est quasiment constante, voire légèrement
croissante dans le cas 7 = 1.1. Il est toutefois important de noter que du fait de

la forme sinusoïdale de la perturbation introduite, une comparaison rigoureuse
des taux de croissance avec la théorie analytique est impossible, car celle-ci

repose sur des harmoniques sphériques. Toutefois, cette étude et la comparai

son entre les deux cas confirme bien qu’un indice adiabatique faible favorise

le développement de l’instabilité de Vishniac. Néanmoins, nous n’avons pas
observé de filamentation du RSN.

Ainsi, après avoir montré qu’un indice adiabatique faible, engendrant une
structure en densité proche de celle attendue dans la phase radiative, favori

sait l’instabilité de Vishniac, nous avons entrepris dans le chapitre 7 l’étude

de l’évolution d’un RSN perturbé d’inclice adiabatique 7 — 5/3 subissant des
pertes d’énergie par rayonnement. Nous avons alors introduit la fonction de

refroidissement définie dans le chapitre 5. Nous avons alors observé que, dans

les premiers temps d’évolution (jusqu’à t » 15 000 ans), le refroidissement

11’ayant pas encore eu le temps d’agir sur la morphologie du RSN, le méca
nisme de Vishniac se déclenche et évolue de manière similaire au cas sans

rayonnement en phase de Sedov-Taylor pour 7 = 5/3 : on observe toutes
les caractéristiques de l’instabilité de Vishniac récapitulées précédemment, et

l’atténuation de la perturbation. Ainsi, on retrouve un RSN quasi-sphérique
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à t « 25 000 ans, dans lequel des traces de rinstabilité de Vishniac persistent

sous la forme de structures complexes. Progressivement, les pertes radiatives

modifient la structure du RSN, et le gaz de la région interne refroidie est ac
céléré. Les traces de 1‘instabilité de Vishniac initiale sont alors ramenées vers

le front de choc, et génèrent lors de leur arrivée sur la coquille une nouvelle

perturbation. Cette perturbation induite présente un mode V qui est doublé

par rapport au mode initial L Cela s’explique par le fait que les traces de

l’instabilité de Vishniac sont générées essentiellement derrière les plaines, et

comme il y a oscillation des plaines et des vallées, il y en a donc deux par

longueur d’onde. Nous avons décrit l’évolution de cette perturbation : son

amplitude est croissante, tant spatialement que dans l’analyse des variations

de masse par région qui montre clairement un comportement similaire à celui

observé dans le cas de la phase de Sedov-Taylor. Ainsi, l’instabilité de Vish

niac se développe à des temps longs dans les RSN en phase radiative d’indice

adiabatique 7 = 5/3, contrairement au comportement dans la phase de Sedov-
Taylor. Néanmoins, nous n’avons, ici aussi, pas observé de fragmentation ou
de filamentation du RSN.

Ce travail de thèse a donc permis d’étendre la théorie initiale de Vishniac

du modèle de coquille fine, et de préciser et valider les relations de dispersion

dans le modèle comportant l’intégralité de l'écoulement hydrodynamique. Les

simulations numériques ont permis de conforter ces résultats analytiques, en

montrant que l’instabilité de Vishniac peut se développer dans un RSN en

phase de Sedov-Taylor d’indice adiabatique faible, ce qui n’est pas le cas pour

un RSN d’indice adiabatique élevé. Nous avons montré, pour la première fois à

notre connaissance, qu’un RSN d’indice adiabatique 7 = 1.1 voit se développer

l’instabilité de Vishniac sur des temps longs (200 000 ans). L’introduction de
pertes radiatives par l’intermédiaire d’une fonction de refroidissement a permis

de décrire l’évolution de la morphologie d’un RSN en phase radiative, et a

permis d’aboutir à une loi d’évolution autosimilaire du rayon du RSN en R oc

t3j/l0 pour différentes formes de la fonction de refroidissement. Enfin, l’étude
de l’instabilité de Vishniac dans un RSN d’indice adiabatique 7 = 5/3 en
phase radiative a montré que les pertes radiatives favorisent le développement

de l’instabilité de Vishniac. Plus précisément, les pertes radiatives génèrent,

par l’intermédiaire des traces de l’instabilité de Vishniac initiale, une nouvelle

perturbation de mode doublé, laquelle se développe alors sur des temps longs,

ce qui n’avait jamais été montré précédemment à notre connaissance. Même si

nous n’avons pas observé de fragmentation ou de filamentation jusqu’à présent,

cette thèse offre des perspectives plus favorables quant au rôle que peut jouer

l’instabilité de Vishniac dans les RSN. En effet, la conclusion essentielle de ce

travail est que l’instabilité de Vishniac peut se développer, et croître, sur des

temps longs, et avec des indices adiabatiques réalistes en phase radiative.
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Ce travail offre différentes perspectives pour de futures études : il se

rait intéressant d’introduire une fonction de refroidissement plus réaliste afin

d’étendre ces résultats. Toutefois, il nous semble fortement probable que la

forme du refroidissement n’influe que peu sur les résultats obtenus, car quelque

soit la forme de la fonction de refroidissement sur la structure du RSN, et no

tamment concernant l’accélération du gaz dans la région interne refroidie qui

est cruciale quant à la génération de la seconde perturbation, le profil de pres

sion devrait être similaire (diminution de 1a, pression dans la zone refroidie),
et donc assurer la présence de gradients de pression accélérant la matière in

terne. D’autre part, introduire des perturbations en harmoniques sphériques

faciliterait la comparaison entre théorie et simulations. Cela peut être fait
avec le code à notre disposition, à condition de choisir m — 0 dans les harmo

niques sphériques Y]m. Nous avions d’ailleurs commencé à le réaliser, mais la

forme induite par les harmoniques sphériques implique une amplitude spatiale

de la perturbation variable selon l’angle, et pose donc des problèmes quant

au caractère linéaire de 1a, perturbation introduite, et complique l’analyse de
l’évolution de la perturbation, car celle-ci devient faible en s’écartant de l’axe

(Ox). En effet, l’amplitude de la perturbation initiale doit être faible devant la

longueur d’onde de la perturbation, et comme cette amplitude est, dans le cas

des harmoniques sphériques, dépendante de la distance à l’axe, cette ampli

tude est soit trop grande à proximité de l’axe, et donc non-linéaire, soit trop

petite lorsque l’on s’éloigne de l’axe, et il devient alors très difficile d’en ana
lyser précisément l’évolution. Une meilleure résolution, et donc un accès à des

calculateurs plus puissants, pourrait s’avérer nécessaire pour une telle étude.

L’utilisation d’un code 3D permettrait d’étudier le développement de l’insta

bilité de Vishniac dans des conditions identiques à la théorie, et permettrait

notamment de vérifier un point surprenant de cette théorie : l’indépendance

de l’instabilité de Vishniac au nombre m intervenant dans la perturbation

en harmoniques sphériques. Cependant, un tel code 3D nécessite des moyens
de calcul conséquents dans le cadre de l’étude de l’instabilité de Vishniac, si

l’on souhaite conserver une résolution permettant de l’étudier correctement.

Enfin, une étude analytique de l’instabilité de Vishniac en phase radiative

permettrait de confronter les résultats numériques obtenus ici à des modèles

théoriques. Toutefois, de tels modèles s’avèrent difficiles à réaliser, car le for

malisme autosemblable utilisé jusqu’à présent dans les études théoriques est
compliqué à, mettre en oeuvre lorsqu’on introduit une fonction de refroidisse
ment.
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Annexe A

Phases d’évolution des restes de

supernova

Il existe différentes façons de déterminer les lois d’évolution indiquées dans

l’introduction. La plus simple, permettant de retrouver la phase de Sedov-

Taylor, est l’analyse dimensionnelle. On peut également retrouver les diffé
rentes phases par un modèle simple.

A. 1 Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle (AD) est une méthode en physique tendant à
simplifier au maximum un problème donné afin de trouver des solutions par

rapport aux grandeurs physiques pertinentes sans avoir à écrire un modèle
avec des équations différentielles. Cette approche peut s’avérer très efficace
et rapide et s’appuie sur le fait que les grandeurs physiques ont des dimen
sions bien définies, s’exprimant à l’aide de dimensions fondamentales qui se

combinent entre elles pour former de nouvelles grandeurs. Ces dimensions

fondamentales sont : la longueur, la masse, le temps, l’intensité électrique, la
température et l’intensité lumineuse. Le principe de l’AD repose sur le fait

qu’on ne peut comparer entre elles que des grandeurs de même dimension.
Cette assertion repose sur le théorème de Vaschy-Buckingham, aussi appelé
théorème Pi. Ce théorème stipule que dans un problème de physique faisant

intervenir n grandeurs indépendantes dont les dimensions s’expriment à l’aide
de k unités physiques fondamentales, on peut construire n — k nombres adi-

mensionnés indépendants décrivant le phénomène physique étudié.

Le problème physique ici considéré est le problème de l’expansion d’une

onde de choc sphérique à la suite d’une explosion instantanée et ponctuelle

(la supernova) délivrant une énergie E dans un milieu de densité uniforme
Pmis- L’objectif est ici d’obtenir le rayon Rit) de l’onde de choc donné par
l’équation (1.2). Les dimensions des grandeurs que l’on vient de lister sont :
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_ Pmis ' kg.m 3 —> [pMis] — ML ’3
- E : kg.m?..s~2 -> [P] = ML2T~2
- t : s ->[*]= T
-R : m —> [R] = L
où M désigne la dimension d'une masse, L la dimension d’une longueur,

T la dimension d’un temps. On a donc quatre grandeurs, qui font intervenir

trois dimensions fondamentales. Ainsi, on peut construire un seul nombre

adimensionné, nommé AS, régissant l'évolution de l’onde de choc. On souhaite

donc construire ce nombre adimensionné en utilisant un produit de puissances

des quantités E, pmis> t et R. Soient a, (3. ô et k les exposants respectifs

attribués à ces grandeurs. Ainsi :

[JVi] = [EapfitiR'i] = Ma+0L2a-30+,iT~'la+s (A.l)

où dans le membre de droite les exposants de M. L et T doivent être nuis.

Cela impose donc :

a + [3 = 0

2a — 3/3 -)- k — 0 .

-2a 4- ô = 0

En résolvant ce système algébrique linéaire, on obtient :

PMIS&

et il vient :

/ p \ 1/5
R (t) oc ( —— ) t2/s

qui est bien la loi de Sedov-Taylor.

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

A.2 Modèle de la coquille

On peut également utiliser un modèle mécanique simplifié pour étudier

la dynamique du RSN plus en détail. On trouve dans la littérature des des

criptions des différentes phases de révolution d’un RSN à l’aide de modèles

simples indépendants les uns des autres [29]. On va présenter ici un modèle
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unique permettant de retrouver les différentes phases. Lors du phénomène de

supernova, on suppose que la matière est éjectée de façon isotrope, et forme

une coquille sphérique dont le rayon croît avec le temps. Néanmoins, la vitesse

d’expansion n’est pas constante car la quantité de masse balayée par l’onde

de choc (onde de souffle) est de plus en plus grande. On peut distinguer trois
phases :

- Phase balistique, où le rayon dépend alors linéairement du temps :

R(t) oc t
- Phase adiabatique, ou phase de Sedov-Taylor dont l’évolution temporelle

vient d’être montrée grâce à l’A.D. : R(t) oc t2/5.
- Phase isotherme : ici, nous ne parlerons pas des exposants 2/7 et 3/10

mentionnées dans le paragraphe 1.1 (voir toutefois la fin de cette an
nexe), et nous nous limitons à la loi d’évolution R(t) cc t1/4

Nous décrivons ici le RSN comme une coquille sphérique de rayon R(t)
et de masse M(t) soumise à une pression intérieure P(t) évoluant dans un
MIS de densité constante Pmis (voir Fig. A.l). Le RSN est donc assimilé
à une sphère creuse soumise à la pression thermique de sa région intérieure

très chaude, et accrétant de la matière provenant du milieu extérieur. Ainsi,

sa masse augmente au cours du temps, et son mouvement est freiné par le

transfert de quantité de mouvement du RSN à la partie du MIS mise en
mouvement.

Les équations utilisées sont l’équation fondamentale de la dynamique et

celle de la conservation de la masse. La pression du MIS est négligée, car très

faible devant celle de la région interne à la coquille. Les équations sont :

où v = dR/dt est la vitesse de propagation de la coquille. L’équation (A.6)
se résout immédiatement une fois mise sous la forme dM = 47tR2 (t) Pmis dR :

où Mo est la masse initiale éjectée par la supernova de rayon Rq, à l’origine

de la propagation de la coquille dans le MIS, et où la variable indépendante

t a été remplacée par R, dans M. A l’aide de ce résultat, on peut estimer la

durée de la phase balistique, qui perdure tant que la masse initiale est grande

devant la masse totale du RSN. Cela correspond à l’inégalité :

(A.G)

[M (t) v (»] = 4itR2 (t) P (t) (A.7)

M (R) = Mo + /3 , (A.8)
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Mo > 4?rpmjs (R3 — Rq) /3 - (A.9)

La taille initiale de la supernova est très vite négligeable devant le rayon

d’expansion du RSN. Ainsi, on a :

On sait qu’en phase balistique (montré dans la suite du calcul), le rayon
d’expansion R est proportionnel au temps d’expansion. Ainsi, on a : R —

t'exp x t où vexp est. la vitesse d’expansion en phase balistique, que l’on sait
constante. On obtient alors :

En prenant un milieu interstellaire de densité 10~20 kg.m"3, une vitesse d’ex
pansion de 10 000 km.s”1, et une masse initiale de 1031 kg soit 5 M0, on
aboutit à un temps caractéristique de l’ordre de 700 ans.

En injectant (A.8) dans l’équation (A.7), on obtient :

On remarque que cette équation fait apparaître dans son membre de gauche

le terme “classique”, ma, où a est l’accélération de la coquille, tandis que dans

le membre de droite figurent les forces s’exerçant sur elle. Ces dernières sont :

- La force due à la pression thermique dans la région interne de la sphère,
très chaude

- La force due à la pression dite “pression bélier”, notée Pram (t) =
pmis \v (t)]2, provenant de l’accrétion de masse issue du MIS et au trans
fert de quantité de mouvement que cette dernière subit lorsqu’elle ren

contre la coquille.

L’équation (A.12) peut être mise sous 1a. forme :

(A. 10)

(A.Il)

(A.12)

d2R

dt2
(A. 13)
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Cette équation différentielle ordinaire (EDO) est d’ordre 2 et hautement
non-linéaire. De plus, elle est non-autonome, c’est-à-dire, la variable indé

pendante t est explicitement dans P(t). On ne sait a priori pas la résoudre.
Néanmoins, on peut faire comme si elle était autonome : sauf au travers de R,

les coefficients des dérivées d2R/dt2 et dR/dt ne dépendent pas explicitement
du temps et pour la pression intérieure P(t), on va transmettre la dépendance
en t en une dépendance en R, P (R). La propriété d’une EDO autonome est
qu’on peut toujours réduire son ordre différentiel d’une unité. Pour cela, on

pose :

w = —R(t) . (A. 14)
dt v ' v '

On peut donc écrire :

d2R d (dR\ dw dRdw dw 1 d (
W = dt UJ = dF = lT3fl == = b ) ' (A'1J)

La variable dépendante R (t) et la variable indépendante t deviennent res
pectivement w2 et R puisque (A. 13) peut se réécrire :

! d / 2\ 4ttR*p\ns
2 dR ' ’ M0 + 4%pMls (R3 - fl») /3

47T R2
Mo + 47tpmis (P3 ~ Pq) /3

(A-16)

Le temps et la vitesse dR/dt ont disparu comme variables explicites et la
pression P(t). dont l’expression en fonction de t est non encore spécifiée a
été remplacée par une fonction arbitraire de R, P {R). L’EDO (A. 16) est du
premier ordre et les variables w2 et R entrent en jeu. De plus, cette équation
possède la remarquable propriété d’être linéarisable en posant :

u = w2

et l’équation (A. 16) devient alors :

du ÜKPmjsR2

d,R Mo + Mpmis (P6 - Pt) /3
8itR2

—u

Mo + 47TPM/5 (R3 — Hq) /3
^P(R)

(A.17)

(A.18)
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u (R) —
Mo

Mo + 4vtpmis ( R" — Rq) /3
A.19)

x<A +
87r

Mo.y a,
R'R(R') 1 + 4TT (R'3 - R03) / (3M0) rfR'

où A est le carré de la vitesse à l’instant initial. D’après (A. 14) et (A. 17),
on peut maintenant exprimer formellement une relation dynamique entre le

rayon R et le temps t. c’est-à-dire qu’on intègre analytiquement le système
différentiel formé des EDO (A.6) et (A.7) :

'R

dR' (A.20)
Ro

X
[l + i-KpMis {R"3 — -Ro3) / (3Mo)]

R"

A + (Stt/JWo) / R'2P (R')1 + ( R'3 - R03 ) (3M0)
Æi

j/3 dR!

La quadrature de droite n’est pas réalisable pour une pression P (R) ar
bitraire. Néanmoins, nous n’avons pas besoin de son expression exacte pour

obtenir les lois de Rit) recherchées. L’équation (A. 19) va nous permettre de
les retrouver.

- En phase balistique, la masse accrétée est négligeable devant la masse
initiale éjectée Mq. Ainsi, l’équation (A. 19) devient simplement u ~ A,
ce qui donne dR — \/Adt. qui correspond à une loi de type R (t) oc t.

Aussi, nous avons vexp = y A.

En phase adiabatique, avec une pression extérieure négligeable, l’énergie

interne U est conservée. Le gaz est assimilé à un gaz parfait, ce qui
permet d’écrire :

P =
hJcrT

V

u

(7-l)F (A.21)

où ks est la constante de Boltzmann, et n, T et V sont respectivement le

nombre de particules, la température et le volume du gaz, et 7 est l’indice
adiabatique, défini comme étant le rapport des chaleurs spécifiques à

pression et à volume constants. Comme U est conservée, on a :

P (R) oc t— oc R-3

17G

(.4.22)
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où Po et Vq sont la pression et le volume à l’instant de référence du début

de la phase de Sedov-Taylor. Cela permet de remplacer P dans l’équation

(A. 19) par (A.22). De plus, en considérant que la masse accrétée est
devenue grande devant la masse initiale Mo, on obtient :

u(R)
Mn

47Tpmis {R' ~ Pq5) /3
(A-23)

x A.+
1 32 cR

-k2PmisPoVo I R'2dR!
o 6 J r:,Mo2 3

où R'0 est le rayon de la coquille pour lequel on entre dans le domaine
de validité de l’approximation. L’équation (A.23) devient alors, après
intégration (on a négligé Rq et R'Q devant R) :

u (R)
Mn

X

47rpM/s-ft3/3

-4 + —PoV;,M (t)
Min

(A.24)

Dans cette équation, Mo x A représente l’énergie cinétique initiale, et
est donc comparable à PqVq. Comme M (t) M0, on a la relation

M0A « P0VÔ [M (t) /Mq\. Ainsi, A est petit devant PqVq/Mo quand R
devient grand, et on obtient :

u (R)
67tP0V0P3

PMISR6
x R~3 . (A.25)

En utilisant les changements de variables (A. 14) et (A. 17), on aboutit à
la conclusion qu’en phase adiabatique, le rayon obéit à la loi R (t) x t2/:)
comme indiqué par la loi de Sedov-Taylor. On note que 7 n’apparaît

pas, ainsi qu’on devait s’y attendre.

- En phase isotherme, la pression thermique devient si faible qu’elle ne

régit plus l’évolution du RSN. La masse accrétée est toujours très grande

devant Mo, et l’équation (A. 19) devient :

du 6

dR 1 T<" () (A.26)

I r-7t~-TII (

qui admet pour solution :
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u (R)
B

R*
(A.27)

où B est une constante. Il vient alors immédiatiement R (t) oc t1/4, ce
qui est conforme à nos attentes.

Il est intéressant de noter qu'il existe des transitions entre ces phases.

Dans la littérature est évoquée une phase intermédiaire entre la phase de

Sedov-Taylor et la phase isotherme, appelée phase PDTS (Pressure Driven
Thin Shell). Durant cette phase, le RSN est encore poussé de rintérieur par
une pression thermique importante de l’intérieur chaud, mais les pertes de

rayonnement ont commencé à affecter la dynamique du RNS. Il convient alors

d’utiliser un bilan d’énergie et de modéliser les pertes d’énergie, afin de déter

miner le rapport entre le temps dynamique tdyn et le temps radiatif trad. Cela
permet d’aboutir à une loi en R (t) oc t2''7.
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Annexe B

Dérivation temporelle cl intégrale

aux bornes présentant une

dépendance en temps

Calculons la dérivée par rapport au temps d’une intégrale dont les bornes

dépendent du temps. Soit / (t, r) une fonction de deux variables.

d

dt

rRoyt)

JR\{t)
f (C r) dr = lim

a

fR2(t+At)

JRi(t+At)

f (t, r) dr —

At

rRÂt)

JRi{t)
f (t, r) dr

(B.l)

or R (t + At) = R (t) + AtR (t) = R (t) + AR et f (t + At, r) = / (t, r) +
dtf (t, r) Al On a ici noté R la dérivée par rapport au temps de R : R = dR/dt.
Cela donne donc :

A
dt

'R2(t)+&R-2

f (1 r) dr = limAi->o
(Ç+A.'i.i

R\(t)

{f(t. r) + dtf (t,r) At] dr

AR

f-Roit)

JRi(t)

f (t. r) dr

~Ât (B.2)

A / (C r) dr = limAt—o

rR-2(t)+

JRy(t)+AR\
f (1 r) dr -

At

rR>{t)

jRi(t)
f (t, r) dr

/'i?2(£)+Aj?2

J Ri AR\

dtf (t, r) dr (B.3)
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Annexe B. Dérivation temporelle d’intégrale aux bornes

présentant une dépendance en temps

d_
dt

r-R-iit)

JRi(t)
f {t, r) dr

r R2{t)+AR2

JRi(t)+ARi
f (t, r) dr -

nR\ «)+AjRi

' R\(t)

f (t, r) dr

At

rR2(t)+iAR.2

JRi (t)+AR!
dtf (t, r) dr

At
(B.4)

A
dt

R>(t)

f (t-,r)dr
Ry (t)

=: liiriA^o

R,2 (f ) -4- A R‘2

f(t,R2)R2-f(t,R1)R1
At

+

R\ (t)+ARi

dtf (t, r) dr .

Ainsi,

(B.5)

dt

rRa{t)

jRdt)

f {t,r) f(t,R2)R2

l'Rzyt)

jRid)
dtf (t,r) dr

(B.6)

Dans le cas où la fonction sous / sous l’intégrale dépend du temps et de

la coordonnée radiale, mais aussi des coordonnées angulaires, la formule B.6
devient :

dt
'R2(t,6,4>)

f (t, r, 0, <j>) dr -- f (t, R2JR o) R2

—/ (tjRi-,0, </>) R\
nR2{t,9,(f))

JR\(t,64)
dtf (t. r, $, <!>) dr .

(B.7)
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Annexe C

Equation différentielle ordinaire
autonome

Dans cette annexe, nous définissons et présentons certaines propriétés per

mettant la résolution des EDO autonomes, notamment le fait qu’une EDO

autonome d’ordre n peut être transformée en une EDO d’ordre n — 1, c’est-à-

dire qu’elle s’intégre une fois. En particulier, dans le cas d’une EDO autonome

de premier ordre, on peut obtenir sa solution puisqu’on peut alors la ramener

à une EDO d’ordre 0, donc une relation algébrique. Le cas des EDP auto

nomes n’est pas ici abordé, car il est bien plus complexe. De plus, on utilise

les propriétés des équations différentielles autonomes dans le cadre du chapitre

2 dans lequel on rencontre une EDO autonome.

Afin de montrer la caractérique énoncée ci-dessus, considérons une EDO

de second ordre tout à fait générale :

où / est une fonction quelconque. La variable dépendante est y, et x est la

variable indépendante. On dit que l’EDO de second ordre (C.l) est autonome
si la fonction / ne dépend pas explicitement de x, soit df/dx = 0. Du coup,
(C.l) devient :

En posant c = dy/clx la nouvelle variable dépendante, (C.2) donne :

(C.l)

(C.2)

(C.3)

181
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Toutefois, cette forme n’est pas assez élaborée car elle comporte les va

riables x, y et z. Pour la rendre consistente, on écrit dz/dx sous la forme
(dz/dy) (dy/dx). Comme dy/dx ~ z. (C.3) devient :

dz
z

dy
= f(z,y) (C.4)

Enfin, en posant Z — z2, on aboutit à :

dZ

dy
= F{Z,y) (C.5)

OÙ

F (a, 8) --/( vÆ,/3) (C.6)

On a donc une EDO de premier ordre (n=l), mais elle n’est pas autonome
puisque F dépend de y qui est maintenant devenue la variable indépendante.

Néanmoins, comme (C.5) est du premier ordre, on a donc intégré formellement
une fois l’équation initiale du second ordre (C.l). Enfin, si (C.5) est reconnue
comme intégrable, on obtient sa solution Z0 {y) puis d’après

on arrive à la quadrature :

/ dx —

(C.7)

(C.8)

soit

x - x0 = int-7=== = Q (y) + Qo (C.9)
V Z0 (y)

où xq et Qo sont deux constantes arbitraires (car n — 2) et Q (y) est la
primitive de la fonction 1/yJQ (y). L’équation (C.9) donne y en fonction de x
soit la solution sous forme implicite de l’équation autonome initiale (C.l).
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Annexe D

Calcul des paramètres introduits

pour l’étude de stabilité de la

coquille

D.l Paramètre (3

Lorsque l’on calcule la relation de dispersion dans le cadre du modèle de

la coquille, on introduit un paramètre /3 (paragraphe 2.1) qui correspond au
rapport entre la pression sur la face interne de la coquille Pt et la pression

bélier PmisVq subie lors de la propagation dans le MIS. Ce paramètre est
défini par :

/? =
Pi

PmisVû
(D.l)

Nous l’introduisons suite au calcul de E.T. Vishniac [11]. On peut le cal
culer, en se basant sur Léquation (2.16), dans laquelle on utilise les relations
de Rankine-Hugoniot :

dVo

dt

PmisVq
7 ~r

Pr

(D.2)

Selon Vishniac, en utilisant le fait que Ri} oc tM, et en introduisant (3 à la
place de Pi, on obtient à partir de (D.2)

M (M — 1)
Ro

~¥
Pmis f Ri )

G0 V t )

Finalement, comme gq — PmisRq/3, 011 obtient la valeur de j3 :

(D.3)
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Si on fait 7 = 1, on retrouve la valeur de 6 utilisée par E.T. Vishniac [?)
et que nous avons employée dans le paragraphe 2.3.1

D.2 Variation temporelle de la température et

paramètre Eq

Le paramètre E0 introduit est un paramètre qui apparaît naturellement

lorsqu’on cherche à calculer la vitesse du son. En effet, celle-ci, notée cs, peut
être définie par :

c2s = TP/P = 7kBTjm (D.5)

où ks est la constante de Boltzmann et ni, est la masse moyenne par particule,

car on a supposé un gaz parfait. On suppose également que la vitesse du son
est homogène dans la coquille, ce qui équivaut à dire que la température l’est

aussi. Cela peut se justifier en supposant que le temps d’homogénéisation de
la température du gaz à l’intérieur de la coquille fine est très court devant

le temps caractéristique dynamique des phénomènes mécaniques. Ainsi, pour
calculer le terme c5, il suffit de le connaître au front de choc. Utilisons les

relations de Rankine-Hugoniot suivantes :

P2 = —y-tPmisVs (D-6)
7 + 1

P2 = -—-puis - (D.7)
7 - 1

On a donc :

où

Ro 012

2i'/2 Q — 1)

(7+7

(D.8)

(D.9)

En utilisant ces deux équations dans (D.5), on trouve immédiatement la
variation temporelle de T :

T(t) oc f2(M“1} .
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Annexe E

Relations de Rankine-Hugoniot

E.l Relations de Rankine-Hugoniot en choc

plan

On considère un choc plan se propageant dans un fluide à la vitesse D

(on entend par choc plan une onde de choc de surface plane, dont la normale

à la surface est colinéaire à la vitesse D). On écrit la pression P, la densité

p, l’enthalpie spécifique h. l’énergie spécifique e, la vitesse dans le référentiel
fixe v et celle dans le référentiel du choc V, indicées par 1 en amont du choc

et par 2 en aval du choc (voir figure E.l). Eut écrivant la conservation de la
masse, de l’impulsion et de l’énergie (ou de l’enthalpie), on établit les relations
de Rankine-Hugoniot reliant les grandeurs en amont du choc à celles en aval.

Pour cela, on considère un petit volume de masse m passant à travers le choc

pendant un temps dt. En supposant que le gaz est un gaz parfait d’indice

adiabatique 7, les équations dans le référentiel du choc sont les suivantes :

Pi 1 L — P2E2 (E.l)

2 + = U2 - Pi (E.2)

, V12 V2-
h\ H—— — ^2 H—“ (E.3)

L’équation(E.l) est issue de la conservation de la masse, (E.2) de la conser
vation de l’iinpiilsion (la différence d’impulsion étant égale à la somme des

forces que multiplie d’intervalle dt), et (E.3) de l’enthalpie. Elles sont ici écrites
dans le référentiel du choc. Dans le référentiel fixe, on a respectivement :
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pvD = p2 (D - v2) (E.4)

P2 — P2 P P\P^'2 (E.5)

h2 = h2 + Dv2 - —- • (E.6)

Comme le gaz est supposé parfait, on a la relation :

h = (E.7)
7 “ 1

En substituant les différentes variables de ces équations, on se ramène à

un polynôme du second degré sur la vitesse par exemple. La résolution de

cette équation permet de déterminer les transformations subies par la matière
lorsqu’elle passe à travers le choc :

P2 =
(7+1) M2 7 + 1

2 + (7-1 )M2pl m —++00 7- 1 (E.8)

P2 =
-7

+ 1
M2

7~ 1

7+ 1
1 +00

M—*+00
(E.9)

V,= P -D -> -D
(7 + 1 ) Af2 7+I M-.+00 7+1

(E.10)

où M — Djc\ est le nombre de Mach, c\ étant la vitesse du son dans le
milieu 1. Le passage à la limite M —> +00 correspond à la limite de choc; fort.

On note C le taux de compression, définit par le rapport suivant ;

C=^ = !±-i. (E.ll)
Pi 7 - 1

Ces relations peuvent également être obtenues dans le cas de deux milieux

d’indice adiabatique différents. Néanmoins, la quadrature est alors bien moins

élégante et conduit aux relations suivantes :
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E.2. Relations de Rankine-Hugoniot en choc oblique 187

ou

V> - Vi

P2 — Pl

72

(72 + 1) M271
H-

72 y/K'

7i

(7 + 1) M'2

(1 + -y1M2)72/7I - M2\/A

o r 2

f 2 = ~r 72 + 1 —: h 72+12 ( 1 + \/A
72 + 1 I 7i

A = 1 +
Ï22 . „ 1 - 722/7i

+ 2-

(E. 12)

(E. 13)

(E. 14)

(E.15)
7l2M4 (71 - 1 )M2 '

Dans la limite du choc fort, on retrouve les mêmes relations où l’indice

apparaissant est l’indice du milieu choqué.

Référentiel fixe

Fig. E.l: Schéma du système étudié

E.2 Relations de Rankine-Hugoniot en choc

oblique

Le principe est le même dans le calcul des relations de Rankine-Hugoniot

en choc oblique. Néanmoins, la conservation de la quantité de mouvement
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188 Annexe E. Relations de Rankine-Hugoniot

Milieu 1

Milieu 2

Fig. E.2: Schéma du choc oblique.

scalaire doit être remplacée par une équation de conservation de la quantité de

mouvement sous forme vectorielle. Plaçons nous dans le référentiel du choc, et

appelons milieu 1 le milieu non choqué, milieu 2 le milieu choqué. Considérons

une surface S du front de choc. Pendant un temps At. le volume V\ qui passe
à travers cette surface est :

V, = vi'XSAt . (E.16)

Il occupe dans le milieu 2 le volume :

V2 = v2.xSAt . (E.17)

La masse contenue dans ces deux milieux doit être égale, et on obtient
donc :

PlV1,x SAl. = f)2V2,:r
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qui permet d’aboutir à :

PlVi,x = p2V2,x - (E.19)

On remarque que cette équation correspond à l’équation en choc plan

(E.l), mais en remplaçant les vitesses scalaires v par les vitesses selon la
norme à la surface vx. A présent, on peut réaliser le bilan d’impulsion. La

conservation de l’impulsion s’écrit :

Ap = AEF . (E.20)

Ici, p désigne l’impulsion, F désigne les forces s’exerçant sur le volume consi
déré. Cela donne :

m2v2 — m1V1 — p2v2xxSAtv2 — p\Vi,xSAtvi — {P\S — P2S) exAt (E.21)

où mi désigne la masse du volume considéré dans le milieu i. On peut ainsi
projeter la conservation de la quantité de mouvement sur l’axe ex et sur l’axe

ey. Selon ex, on a :

P2^2,x ~ PlvL; ~ A ~ ?2 (E.22)

qui peut également s’écrire :

P‘2V2,x + = Pl^lx + P\ • (E.23)

On remarque qu’à nouveau, ce bilan correspond au bilan dans le cas du

choc plan, en remplaçant la vitesse totale par la composante selon x de la

vitesse. Selon ey, on obtient :

PïVl,x vv,y = p2v2,x v2,(J . (E.24)

En utilisant (E.19), on aboutit à :

Vi,y = V2,y (E.25)

Il y a continuité de la vitesse transverse dans un choc oblique.

Enfin, le bilan sur la conservation de l’énergie s’écrit :

AE = *£2 Fi.dk (E.26)

où E est l’énergie, et dl est le déplacement pendant le temps At. J] Pi-dli
est le travail des forces. La variation d’énergie cinétique est donnée par (en
prenant en compte le fait que m\ = m2 :

] i i .

-m2v2 - -miv\ = -SAt pit%x (t|x - vl,x2) .
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La variation d’énergie interne AU peut s’écrire en fonction de l’énergie interne
spécifique iq dans chaque milieu :

AU = U2P2V2.X SAt — uip\vi)X SAt . (E.28)

Le travail des forces donne quant à lui :

^F.dli= P, vhx SAt - SAt . (E.29)

En substituant dans (E.26) chacun des termes par leur expression calculée

dans (E.27),(E.28) et (E.29), on obtient :

\ PL ~ *L) + va - «1 = — ~ — • (E.30)
2

Finalement, on remarque que les équations gouvernant la densité, la vitesse
selon ex et la pression sont les mêmes dans le cas du choc plan que dans le cas

du choc oblique, en remplaçant la vitesse totale du choc plan par la vitesse

selon ex dans le cas oblique. Ainsi, les relations de Rankine-Hugoniot sur la
densité, la vitesse selon ex et la pression sont les mêmes, et on a continuité de

la composante transverse.

E.3 Cas de ôvt de l’étude hydrodynamique de
stabilité

Dans l’étude de stabilité en prenant en compte l'intégralité de l’écoulement,
il nous faut connaître la condition au bord régissant la perturbation de la

vitesse transverse Ôvt- On connaît, grâce au paragraphe précédant, la relation
dans le cas d’un choc oblique : il y a continuité de la composante transverse.

Néanmoins, lorsque le front de choc est perturbé, la normale au front de choc

11e correspond pas à la composante selon er des coordonnées sphériques (voir
schéma E.3). Le front de choc peut être vu comme une courbe paramétrique
d’équation :

r = Rq [t) + 77(0,(j),t) •

La normale en à cette surface est donnée par :

Gn
ër - Vy?

ër - Vp\

(E.31)

(E.32)

Dans le contexte de l’étude de stabilité, nous considérons que 7/ est une quan
tité d’ordre 1, et nous nous limitons à cet ordre. On peut donc faire un déve

loppement limité de cette expression (E.32) :
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Ici, l’opérateur Vr est défini, comme dans l’étude hydrodynamique, par :

(E.34)
- 1 dij 1 fhj ^
V T"ij = o —— e<j)

r dO r sin 0 dé

Ensuite, on définit eT.i comme le vecteur unitaire normal à en dans le plan

(er, es). On a donc :

êr, 1 — CT,l,rër + fiT,3,6»ë(9 . (E.35)

Ce vecteur doit obéir à deux contraintes :

ÊTI £> <9/7
Cr,l*en — eT,l,r

i?0 + // (9(9
= 0

et

1 .

(E.36)

(E.3-

eT,l,i
eT,i ,o

Rq + 7/ dé
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(E.38)

De (E.36), on déduit :
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En injectant ce dernier résultat (El.38) dans (El.37), on obtient :

eT;u f ébA 2
(Ro + VŸ

+ e
T, 1,0

= 1

qui donne finalement :

e
2

T, 1,0

1

1

1

(r0 + rjf

2 •

(E.39)

(E.40)

En prenant (E.40) et (El.38) au premier ordre en rj, on obtient :

_ 1 d?7 .

eT'1 = Rodëer + ee(E'41)

Enfin, on définit le dernier vecteur de base par le produit vectoriel des deux

premiers :

€t, 2 = en A ëj\ \

f _ 1 dr\ _ 1 drj _ \

\ ? jRq 90 ° Rq sin 9 de/0J A
1 drj

Rn ÔO
er + e$

(E.42)

(E.43)

Au premier ordre en rj. on obtient donc :

Ç-T 2 —
1 drj _

—er
Rio sin 9 dé

(E.44)

Ainsi, on peut à présent écrire la relation de Rankine-Hugoniot. Notons
VhT la vitesse transverse dans le milieu 1, et V2,r celle dans le milieu 2. On

sait que Vij = — Vs — —Vs er, et que V\.r — ICt

V\,t = — Vser.eT,\ &r,î —V^er.ër,2 er.2 • (E.45)

Ainsi, on obtient :

V^dv
Rq d9

v5 drj

Rq sin 9 dô ^

Cela peut finalement s’écrire :

(E.46)

y2j ~-vsvTv (E.47)

A présent, projetons la relation sur la vitesse normale sur la base des

coordonnées sphériques. On a :
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P\V\,n ~ P2^2,n (E.48)

or,

P\V\'n = -piVsër.en --piEs • (E.49)

Ainsi, on obtient :

V2.n = ~ — vs . (E.50)
P2

On a donc à présent toutes les composantes de la vitesse V2 du fluide

derrière le choc dans la base sphérique :

h'2 — V2,nen + V2,T,i6t,1 — O .T,2679 • (E.51)

En utilisant les expressions (E.33), (E.41) et (E.44) qui permettent de
passer de la base liée au choc à la base des coordonnées sphériques, on obtient

la vitesse du fluide dans le référentiel du choc en coordonnées sphériques :

V2 = -^Vser -Vafl- Cp Vr'O (E.52)
P2 \ P2J

La vitesse v2 du fluide dans le référentiel fixe en coordonnées sphériques

est liée à V2 par v2 — V2 + Cser, ce qui donne :

v2 = fl - jA V, (er - Vtv) (E.53)
En utilisant la relation de Itankine-Hugoniot sur la densité, les compo

santes radiale et transverse de la vitesse du fluide derrière le front de choc

dans le référentiel fixe en coordonnées sphériques sont données par :

v2,r = —7-rV; (E.54)
7 + 1

P2,t = 7—j-V^î? - (E.55)
7 r 1

193



194 Annexe E. Relations de Rankine-Hugoniot

194



Annexe F

Détermination des équations

autosemblables non perturbées

Dans cette annexe, nous allons montrer la transformation des équations

non perturbées dans l’espace (r\t) à l’espace autosernbable (AS) et la détermi
nation des exposants av, ap, ap. Rappelons les équations hydrodynamiques :

dp 1 à (r2pv)
dt r2 dr

(F.l)

dv dv i dp
~77 + V-— + — TT z= 0
ot Or p or

(F.2)

d_ d_
dt 1 dr {pp

En utilisant les relations :

d£
dt

= n (nt)af~l aff(0

et

d[_
dr

(iU)ar d[
dÇ '

L’équation de continuité (F.l) devient :

(F.3)

(F.4)

(F.5)

nÙ(Qt) ls~r +-2(nt)flt
jw

+ (ttt)av
-nd(pv)

= 0
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196 perturbées

soit :

^{v(Qt)a'-n~ n.S>Ç(! +p[2(SM)°"-n- + = () . (F.7)
«4 4 «4

Etant donné que le temps ne doit plus apparaître explicitement dans cette

équation différentielle ordinaire (EDO), car c’est maintenant 4 la variable
indépendante, cela impose une relation entre av et n :

cl, = n — 1 . (F .8)

L’équation de continuité s’écrit finalement :

dpr , .F dv, /r, ,

p-nm+r{2- + -} = 0. (F.9)
L’équation du mouvement (F.2) peut quant à elle se réécrire :

0(n«)"-2[(n - n^l+ {nt)n~2+ = 0 • (F.10)
Cela impose la relation suivante entre n et ap :

(FU)

(F-12)

(F.13)

( F. 14 )

C'o - n94) J: (pofo ) +2 (n - 1) ttp0p0 1 = 0 .

ap = 2(n - 1) .

La forme finale de l’équation du mouvement est alors :

~[F - nQt;] + (n - 1)DF + = 0 .
«s ’ P «4

L’équation d’énergie (F.3) se réécrit :

D(Qt)2ra“3[6p - ??4“] + -~

-7(Dt)2re“2?[(Dt)"'1F-~ - j] = 0 ,
p «4 «4

soit :

— [F - nD£] -F D2(n - i)p - ~~?[F - rzü4] = 0 ,
«4 P «4

qui peut encore se réécrire :
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Annexe G

Détermination des équations

hydrodynamiques perturbées au

premier ordre

Dans cette annexe, nous allons montrer le calcul du développement des

équations hydrodynamiques au premier ordre. Les équations hydrodynam-
qiues utilisées sont :

l + V.W)-» (G.l)

/ -\ 1

(G.2)+ 7.VU1+-Vp = 0
V / p

+ (V.v^) (pp 7) = o. (G.3)

Nous introduisons alors la décomposition des grandeurs hydrodynamiques

suivante : On reprend les définitions des grandeurs hydrodynamiques du cha

pitre 3, équations (3.15. 3.16, 3.17, 3.18, 3.19) :

f(r, t, 19,</>) = /o(r, t) + /i(?\ t, 0, <j>) . (G.4)

Cette décomposition s’applique à la vitesse u(r, t), mais, de plus, elle comporte

à présent une composante tangentielle vj en plus de la partie radiale vr. On

définit vr(r.t,Ô,<f>) et vx(r: t, <9, <fi) par :

u(r, t, (9, <j>) = vr(r, t, (9, </>)er + t'r(r, t, <9, 0)eT ,
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où er et eT sont respectivement le vecteur unitaire radial et le vecteur unitaire

tangentiel de la représentation en coordonnées sphériques. Le vecteur éj- est

donné par :

vt — vjèj — vq6q + Vtpëcj, , (CL6)

où e$ et ëtj, sont deux des vecteurs de la base des coordonnées sphériques (er,
ëe, ë<p). On a donc :

WM = \/ (vo)2 f (v(f>)2,

er VM2 + (o>)2"6' ' y/{vey + (vtfe'

On décompose ensuite vr(r,t,9,<p) :

vr(r, t, 19,é) — ?.!o(;r, t) + vxr(r, t, 6, <p) . (G.9)

Ici, v\r est la perturbation radiale de la vitesse radiale v0. Par ailleurs, comme

vt est une perturbation, elle sera notée dans la suite Vit par souci de cohérence.

Nous introduisons alors ces perturbations dans (F.l, F.2, F.3).
L’équation de continuité s’écrit alors :

(0.7)

(G. 8)

9 (po + Pl)
dt

4- V. {(po F Pl) [{vo + Virër) + Vt}} — 0 . (G. 10)

Nous développons les produits, et comme nous ne perturbons qu’à l’ordre

1, nous pouvons d’ores et déjà éliminer les termes d’ordre supérieur, qui sont
tous les produits de termes d’ordre 1. On obtient alors :

dp0 | dpi | 1 d {r2pqVq + r2p0vlr + r2ppc0)
Ot dt r2 c)r

| 1 d (pqVq sin 0) ^ 1 Po'ty ^ Q
r sin 0 d() r sin 9 dà

(G.H)

On remarque qu’apparaît alors un terme correspondant à l’équation non

perturbée (F.9), qui va donc disparaître. On applique ensuite les dérivées,
pour obtenir :

dp\ dpo 0 PcP'lr dv\r dvq
+ ùrT -F 2 F Po b pi—~

or r r Or

F2

dt

PiVo dpi
+ v0— F

(G.12)

PO d (vg sin 9) po ty,
dr ' r si n 9 d9 r sin 9 dé

= 0

PA RIS
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Vr-îTir
1

r sin(P)

d (vq si il 0) dv
d9

+
dé

(G. 13)

on obtient :

dpi dp0 poi'i,
+ vlr— + 2-

dt

dvo

<9r r

Ôpi

+ Ar
<9t’ lr

+Pit: b 2 P t'0
ar r dr

V.^'it — 0

(G. 14)

A présent, il faut faire de même avec l’équation du mouvement (3.2). Cette

équation est vectorielle, et comprend donc des composantes selon er, ëo et e#.
Selon er, elle s’écrit de la façon suivante :

dôl'r ^ ^ ÔVr_ ( V^dVr^ V<H dvr __ Vq + vj ^ 1 &p
dt 1 dr r dO r sin e dé t p r

(G.15)

Il convient alors d’introduire le développement (G.4). On obtient alors :

dvp

dt

dvlr dvo dv0 dvir
b —r- b Vq — b Uir— b Vq—-—

dt dr dr dr

+Uir
dVlr

dr
+

ve d (vq -b Vir)
r de

V(p d (v0 + Vir) 1 (po+Pl)
r sin 6 dé Po (1 + Pi! Po) dr

= 0 .

(G. 16)

On peut faire le développement limité du terme en 1 jp —, ce qui donne :

Po (.1 + Pi/Po) Po
i -a

Po
(G. 17)

Les termes d’ordre 0 correspondent à L équation de l’écoulement non per-
dv lr dvlr dV lr

dr ’ eU *-86' “ V*~âf’turbé, et s’annulent donc. De plus, les termes v\

en Vq, en v~. et en p\ —— sont d’ordre 2, et peuvent donc être négligés. On

dvo dvo
remarque également que les termes en et en —— sont nuis, puisque

de dé
Vq = V0(r, t).

On obtient donc finalement :
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dvh. dv0 , dvir 1 dpi pi dp0
—rr + brT 1- Vo~~ 1 x 2
ut or or pq or pQ or

= 0 .

A présent, passons à la composante selon ep qui s’écrit :

(G. 18)

dve

dt

VrV0

r

+ (t'o + V\r)

vl cot 0

dvp vpdve vp dv0
d() r 89 rsin/9 dé

1 & (po + /n ) = (
(po • P\)r 89

(G.19)

Comme précédemment, 011 peut négliger tous les termes d'ordre 2, qui
sont combinaison de deux termes d’ordre 1. De plus, on utilise à nouveau le

développement limité (G. 17), et on sait que dpo/dO — 0. O11 obtient alors :

dve dve v^vp 1 dpi

dt 1 ° Ôr r rpQ 09 (G. 20)

Selon e^, on a :

dvf
dt

(no + vlr) Vÿ

, / , -, dvà . ve dvj,
“b (t’o + V\) — h

Or

vpvp cot; 0

de

1

+
'<t> du.

r sin 9 dé

d(po +pi)

(G.21)

(po + Pi) r sin 0 Oé
- 0 .

On néglige à nouveau les termes d’ordre 2, on utilise le développement

limité (G. 17). De plus, 011 a également dpo/dé = 0, ce qui conduit finalement
à, :

dv<j> ^ dvj vovp 1 dpi
dt 0 dr r porsinP dé (G.22)

O11 peut à présent regrouper les deux équations selon e$ et e0. En effet, on
a alors faisant la somme vectorielle :

9 {vpëe + v^ep) (v$e$ + v^e^) vr (vgë$ + ipe^)
_ h t?0 —l
dt Or r

(G.23)

1 ( 1 dp 1 1_
Po \r 09 b r sin 9 dé

dpi _
l

= 0 .

En utilisant la définition de la vitesse transverse (G.6) et introduisant le
gradient transverse :
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-» i dp _ 1 dp _
VtP = -ttôee H ~7)~T7e<t> -

r uO r si il 0 (J(p

on obtient alors l’équation suivante :

(G.24)

dvj'

~dt
+ +

VqVt

r

— VtPi
Po

0 . (G.25)

En introduisant les grandeurs (G. 17), l’équation d’énergie (G.3) devient :

log [(po 1 pi) (po + p\) 7) — 0 . (G.26)

L’apparition du log dans cette équation se justifie par le fait qu’on peut

diviser tous les termes par pp~^On peut d’ores et déjà affirmer que le terme

en vt-V ne donne pas de contribution à l’ordre 1. En effet, il est appliqué

à des quantités d’ordre 0, mais qui ne dépendent que de r et t, ainsi qu’à

des quantités d’ordre 1. D’une part, b application de ce terme en vt, donc du

premier ordre, sur les quantités d’ordre 1 donne des termes d’ordre 2, donc

négligeables. D’autre part, ce terme en vt-'V fait intervenir des dérivées angu

laires d/d6 et d/d(p qui, appliquées sur les termes d’ordre 0 (ne dépendant pas
des variables angulaires), sont milles. On peut donc réécrire cette équation :

d_
dt

+ (t’o + vir) er.V + vt.V

d / \
7T7 + (Vo + Vir)
dt

d_
dr

log [(po + Pi) (Po + Pi) ’] — 0 .

On peut alors séparer les termes du log pour obtenir :

(G.27)

d d

Ft + (v0 + vlr)- (G.28)

og po + log 1 +
Pi

Po
7 l°g Po ~ 7 log ( 1 + —

Po

0 .

En utilisant l’équation de l’écoulement non perturbé et en développant, on
obtient :

d d

dt+ 1 +
P1

Po
log 1 +

Pl

Po

d
-K'ir— [log(p0 )+ - 7 log (p0)J = 0 .
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perturbées au premier ordre

Dans cette équation, on a supprimé les termes du second ordre impliquant i\r
(appliqué à p\ et p\). A présent, on peut simplifier le premier terme de cette
équation. En effet, au premier ordre :

d_
dt

log 1 + ^
Po

1 dpi/po dpi/po

1 + Pi/Po dt dt
(G.30)

Cette simplification s'effectue de même pour la dérivée temporelle s’appliquant
à Vi/vq et la dérivée radiale sur les deux rapports. On obtient finalement :

(jt+ v°l)(S ~ S)+^ los = 0 (c":31)
On a donc obtenu les quatre équations régissant l’écoulement perturbé.
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