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Introduction

Les grands relevés de galaxies, tels que le Sloan Digital Sky Survey, nous
ont révélé et continuent d'explorer les propriétés des grandes structures de
l'Univers. L'amélioration des instruments d'observation tant au sol que
dans l'espace permet de sonder toujours plus profondément l'Univers,
avec une large couverture. Il devient ainsi possible de cartographier la
répartition de matière, aux très grandes échelles, en particulier celle de
l'énigmatique matière noire.

Vo

Figure i - Carte de la distribution des galaxies vues par le Sloan Digital Sky Survey.
La Terre est au centre et chaque point représente une galaxie, colorée en fonction de l'âge
de ses étoiles. Le cercle extérieur est à une distance de deux milliards d'années-lumière.

Les régions vides ne sont pas cartographiées à cause de notre propre galaxie qui gêne
l'exploration de l'Univers profond dans ces directions. Source : http://www.sdss.
org/
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2 Introduction

Nous savons que les atomes qui constituent la matière ordinaire ne
pèsent aujourd'hui guère plus du 5% dans le contenu énergétique global
de l'Univers, et pas plus de 16% de son contenu matériel. L'étude des
courbes de rotation des galaxies ou de la distribution du gaz chaud dans
les amas a en effet conduit à postuler l'existence de matière non lumineuse
appelée matière noire. Elle serait constituée de particules dont la nature
reste à déterminer et qui n'ont pas d'interaction électromagnétique avec
les photons.

Ces particules de matière noire étant massives en revanche, elles
peuvent interagir gravitationnellement avec les photons grâce à l'effet de
lentille (gravitationnelle). C'est une conséquence de la théorie de la Re
lativité Générale d'Einstein, énoncée par Zwicky (1937) : la trajectoire
d'un photon est modifiée lorsqu'il passe à proximité d'une masse. Plus
précisément, celui-ci proposait que la lumière de galaxies d'arrière-plan
- en principe cachées par celles situées devant - puisse nous parvenir,
grâce à l'effet gravitationnel de ces avant-plans. La première confirmation
observationnelle de cette prédiction n'a été obtenue que quarante ans plus
tard par Walsh et al. (1979). Depuis lors, de nombreux objets ont été iden
tifiés par cet effet, donnant quelques images magnifiques et apportant
des renseignements précieux sur la masse des amas "lentilles". Néan
moins, de façon beaucoup moins spectaculaire, l'ensemble des grandes
structures entraine de petites déviations de la lumière des galaxies. Elles
apparaissent ainsi légèrement déformées. Cet effet de lentille faible est no
tamment utilisé dans les grands relevés de galaxie pour sonder la matière
noire (Fu 2008). Ces relevés ne vont toutefois pas au-delà de quelques
unités de redshifts. Ils ne remontent donc que jusqu'à des phases peu
anciennes de l'Univers.

De plus, les galaxies sont un traceur imparfait de la matière noire par
effet de lentille gravitationnelle. En revanche, les cosmologistes disposent
d'un outil hors-pair pour l'étudier : le Rayonnement de Fond Cosmologique
(ou CMB pour Cosmic Microwave Background). Ce rayonnement relique de
la phase très chaude et dense de l'Univers appelée Big-Bang a été émis à
un redshift autour de 2 ~ 1100. Nous l'observons aujourd'hui, fortement

refroidi par l'expansion, à une température de Tq = 2.726K. Les petits
écarts de l'ordre de 10~5 autour de cette température moyenne, appelés
anisotropies de température, sont en effet la trace des petites fluctuations de
densité qui sont à l'origine de la formation des structures.

Le CMB permet aussi de faire une deuxième mesure de la distribution
des grandes structures, en l'utilisant comme source pour l'effet de lentille
gravitationnelle (Blanchard et Schneider 1987). Il subit, au même titre que
n'importe quel rayonnement, lorsqu'il passe à proximité de potentiels
gravitationnels, une déviation qu'il est en principe possible de mesurer.
Cette déviation est directement reliée à la quantité de matière, intégrée

sur la profondeur, rencontrée par la lumière dans une direction donnée
(Zaldarriaga et Seljak 1999). La mesure de l'effet de lentille sur le CMB
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permet ainsi d'obtenir une carte de la répartition des grandes structures,
certes bruitée et projetée sur la profondeur, mais avec un maximum d'effi
cacité situé autour de z ~ 2, soit bien au-delà de ce que les grands relevés
ont pu atteindre jusqu'à présent, et sans biais.

Le satellite Planck, lancé en mai 2009, offre, entre autre, une opportu
nité inédite d'obtenir cette carte de la répartition des grandes structures
tracées par la température du CMB. Il a en effet réalisé la mesure "ultime"
des anisotropies du CMB, grâce à une résolution jusque-là inégalée sur
le ciel complet. Cette précision doit permettre, en théorie, de mesurer
l'effet de lentille avec un rapport signal sur bruit raisonnable. Les outils
statistiques nécessaires pour effectuer cette mesure sont en effet bien
connus. Cependant, en pratique, nous devons les adapter à la réalité
des données expérimentales. Par exemple, de nombreux objets astrophy-
siques émettent de la lumière dans les mêmes longueurs d'onde que le
CMB, à commencer par notre propre Galaxie. Il nous faut alors utiliser
des masques sur les cartes du CMB, ce qui a tendance à créer un signal
mimant l'effet de lentille.

Tout l'enjeu consiste donc à modifier la méthode théorique pour me
surer l'effet de lentille. C'est le cœur de cette thèse et de tout le travail

réalisé par les différents membres de l'équipe "Lensing" de la collabora
tion Planck. Les méthodes et résultats que nous présenterons ont enrichi le
travail de toute l'équipe. Nous nous sommes réparti l'étude de certaines

systématiques tandis que pour d'autres, le traitement des masques par
exemple, diverses méthodes ont été développées et confrontées. La ligne
directrice que nous avons suivie à l'IAP est celle de la simplicité. Nous
avons cherché une façon minimale de corriger les "non-idéalités" des don
nées. En contrepartie, le résultat peut être moins optimal que ce que four
nissent d'autres méthodes. Cela nous permet en revanche d'assurer une
mesure robuste.

Les trois premiers chapitres de ce manuscrit dressent le décor. Le
chapitre 1 décrit le modèle cosmologique standard d'un Univers en ex
pansion, ayant connu une phase très chaude et très dense, et dont le
refroidissement a abouti à l'émission du CMB, objet qui nous intéresse
particulièrement. Le chapitre 2 permet, par l'étude de l'évolution des
perturbations de densité, de comprendre la formation des grandes struc
tures, responsables de l'effet de lentille dans le CMB, ainsi que l'origine
de ses anisotropies. Nous esquissons, au chapitre 3, un panorama de la
découverte et de la mesure des anisotropies du CMB dont nous détaillons

la physique. Nous présentons, à cette occasion, le satellite Planck dont
cette thèse contribue à exploiter les données. Nous y définissons aussi le
modèle cosmologique ACDM choisi pour ce travail.

Les trois chapitres suivants développent peu à peu l'intrigue. La
manière dont l'effet de lentille imprime sa signature dans le CMB est
expliquée au chapitre 4. Les motivations pour le mesurer et les outils
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disponibles pour le faire y sont détaillés. Nous passons en revue les
détections et premières mesures de l'effet de lentille dans le CMB dans
le chapitre 5. À partir du chapitre 6, nous dévoilons nos contributions
personnelles, au travers, tout d'abord, d'une dérivation originale de l'esti
mateur quadratique utilisé pour mesurer l'effet de lentille dans le CMB.
Nous construisons en effet une version modifiée de l'estimateur pro
posé par Okamoto et Hu (2003). Celui-ci consiste en une resommation
des multipoles de la température, filtrés dans l'espace des harmoniques.
Nous mettons en place le pipeline de base pour, à partir d'une carte des
anisotropies de température, effectuer la mesure du potentiel de lentille.
Celui-ci doit être modifié pour tenir compte des nombreux écarts à l'idéa
lité des données.

Pendant trois chapitres, surviennent un certain nombre de rebondis
sements avant d'aboutir au dénouement. Nous étudions, au chapitre 7,
l'impact d'une connaissance incertaine du modèle cosmologique sur la
qualité de la mesure. Les filtres de l'estimateur sont en principe choisis
de telle sorte que sa variance soit minimale. Il faut alors connaître pré
cisément les spectres sous-jacents aux données et les caractéristiques de
l'instrument. Le traitement des systématiques d'origine astrophysique est
présenté au chapitre 8. Les méthodes développées pour tenir compte de
l'émission des objets d'avant-plan, comme notre propre Galaxie, y sont
détaillées et testées. Le chapitre 9 aborde quant à lui le traitement d'un
effet instrumental important : la couverture inhomogène du ciel par le
satellite. Celle-ci se traduit par un bruit inhomogène dans les données.
L'estimateur étant construit pour des données dont le bruit est supposé

homogène, il nous faut évaluer la contribution de la partie inhomogène
du bruit à l'estimation d'effet de lentille.

Dénouement de l'intrigue, nous présentons finalement au chapitre 10,
la mesure d'effet de lentille effectuée dans des simulations ayant un certain
nombre de caractéristiques des données Planck, puis celles effectuées dans
les données elles-mêmes...
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Dans ce chapitre, nous présentons le modèle cosmologique standard, per
mettant de décrire les premiers instants de l'Univers et son contenu actuel.
La figure 1.1 nous en donne un aperçu rapide. Nous nous intéresserons
en particulier dans ce chapitre à la phase qui va de la fin de l'inflation
jusqu'à l'émission du CMB, 400 000 ans environ après le Big-Bang. Avant
l'inflation, nous arrivons à des niveaux d'énergie pour lesquels la Phy
sique actuelle ne nous permet plus que des spéculations. Tôt dans son
histoire, l'Univers aurait subi une phase d'inflation, c'est-à-dire d'expan

sion très rapide. Jusqu'au découplage, l'Univers est opaque. C'est un plasma
de matière ionisée dans lequel les photons sont prisonniers. Des noyaux

atomiques se forment pendant cette période, c'est la nucléosynthèse. 400
000 ans seulement après le Big-Bang, à l'époque de la recombinaison, nous
voyons l'Univers baigné d'un rayonnement à 3000K, appelé Rayonnement
de Fond Cosmologique (ou CMB pour Cosmic Microwave Background). S'en
suit la période des "âges sombres", tandis que les premières étoiles ne se
sont pas encore allumées. Nous voyons naître les premières étoiles, entre
400 et 700 millions d'années plus tard, puis les premières galaxies.

5
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Figure 1.1 - Histoire de l'Univers depuis le Big-Bang. Source : http://planck.
cf.ac.uk/science/inflation

1.1 Cadre théorique

La théorie de la Relativité Générale a fourni le cadre théorique à l'étude
de l'Univers dans son ensemble, le considérant comme un système phy
sique. Celui-ci peut être décrit comme un ensemble de fluides "parfaits”.

1.1.1 La métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

A très grande échelle (c'est-à-dire plus de îooMpc), l'Univers est sup
posé spatialement homogène et isotrope, à tout instant. C'est le principe
cosmologique. L'isotropie signifie qu'il n'y a pas de direction privilégiée
dans l'Univers. L'isotropie est suggéré par la répartition des galaxies au
tour de nous et le rayonnement de fond cosmologique. De plus, le temps
doit s'écouler de la même façon partout. L'univers observable doit donc
pouvoir être décrit par une métrique de Friedman-Lemaître :

ds2 = c2dt2 — a2(t)
dr2

1 -kr2
+ r2(d02 + sin2 6d(p2) (i.i)

—> t, r, 9 et (p sont les quatre coordonnées d'espace-temps. Les coordon
nées d'espace sont des coordonnées comobiles. Elles donnent la posi
tion d'observateurs privilégiés pour lesquels l'univers est homogène
et isotrope. La coordonnée temporelle t ou temps cosmique corres
pond au temps propre des observateurs comobiles.

—>• Le paramètre k caractérise la courbure spatiale de l'univers. Il vaut 1,
0 ou —1. S'il vaut 0, l'univers est spatialement plat.
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—> Enfin, le terme a(f) désigne le facteur d'échelle et traduit l'expansion
de l'Univers qui sera présentée au paragraphe suivant. La distance
de coordonnée Ax ne dépend pas du facteur d'échelle et est appelée
distance comobile. La distance physique séparant deux lieux de l'espace
à un instant donné est a(t)Ax.

Le temps conforme rj est défini par :

, c ,
drj = —rrdt

1 a(t)

La métrique se réécrit alors :

ds2 = a2(rj)
dr2

1 -1er2
+ r2(d02 + sin2 Odcp2)

(1.2)

(i-3)

1.1.2 L'expansion de l'Univers

La découverte de l'expansion de l'Univers c'est-à-dire d'un apparent
éloignement des galaxies les unes des autres, est attribuée à Hubble (1929).
Il a observé en effet un décalage vers le rouge de la lumière émise par
les galaxies, d'autant plus important qu'elles sont plus éloignées de nous.
L'interprétation de ce décalage est fournie par la Relativité Générale :
l'Univers (dans son ensemble) est en expansion. Dans le passé, il a donc
bien dû avoir une phase très chaude et très dense. L'expansion est un
premier "pilier" de la théorie du Big-Bang.

La constante de proportionnalité H qui relie les vitesses de réces
sion apparentes des galaxies à leurs distances (pourvu qu'elles ne soient
pas trop grandes) est appelée paramètre de Hubble. Il s'exprime en
(km/s)/Mpc et correspond au taux d'expansion de l'Univers (et varie
donc avec le temps) :

H(f) = JjÛ (14)
a{t)

où le point désigne la dérivée par rapport au temps t. Soit, en temps
conforme rj, en notant cette fois-ci par un prime la dérivée temporelle :

H =
«'(>?)

«(>/)
= aH (i-5)

Le redshift ou décalage spectral vers le rouge z s'écrit comme :

1 + z(f)
fl(*o)

a(t)

ao

a{t)
(1.6)

Bien plus tard, en 1998, deux équipes dirigées par Perlmutter et al.
(1999) et Riess et Filippenko (1998) ont mis en évidence, grâce aux super
novae de type la, que l'expansion de l'Univers était accélérée. Pour com
prendre ce phénomène, il faut supposer l'existence d'un constituant dont
la pression est négative, autrement dit qui s'oppose à la gravitation. Ce
constituant inconnu est ce que nous nommons l'énergie noire ou constante

cosmologique. Le Prix Nobel de Physique a récompensé en 2011 les deux
chercheurs pour cette découverte.
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1.1.3 Contenu de l'Univers

Le contenu énergétique de l'Univers se répartit entre différents consti
tuants dont les proportions varient suivant l'époque considérée :

- matière non relativiste (matière noire et baryons)

- espèces relativistes parmi lesquelles la radiation (ou les neutrinos
dans des phases très antérieures)

- des champs scalaires ou une constante cosmologique A qui peut
encore être interprétée comme l'énergie du vide ou encore énergie
noire.

Notre Univers est, par exemple, actuellement dominé par l'énergie noire à
72%, la radiation ayant presque totalement disparu et la matière ordinaire
ne pesant que 5% du contenu total (cf. figure 1.2).

* Baryons

m Matière noire

Energie noire

Figure 1.2 - Contenu de l'Univers à l'époque actuelle

L'Univers est assimilé à un fluide parfait ou, plus exactement, à un
ensemble de fluides parfaits. Chaque fluide est caractérisé par sa densité
d'énergie p(t) et sa pression p(t). Les équations d'Einstein avec constante
cosmologique A se réduisent alors au système différentiel suivant :

2a
h

a

à2 -(- k

a2

à1 + k

8 tzG A

~-—p+ 3

-8nGp+-

(1 -7)

(1.8)

La connaissance de l'équation d'état du fluide, p = p(p) permet ainsi de
déterminer a(t), p(t) et p(t). On peut par ailleurs dériver l'équation de
conservation des deux équations précédentes :

p + 3H(p + P) = 0 (1.9)

L'introduction du paramètre de Hubble dans l'équation 1.7 conduit à
définir une densité critique :

3H2

8tzG
Pc = (1.10)
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dont la valeur donnée par Bernardeau (2007) est pc = 0.8 x 10~29g/cm3.
Le paramètre de densité est le rapport de la densité du fluide à la densité
critique :

o(0 = e!â.
Pc

On utilise habituellement les paramètres de densité évalués à l'époque
actuelle to :

O = O(fg)
Pi*O)

3Hq/8tcG
(1.12)

On peut encore réécrire les équations d'Einstein en fonction du temps
conforme tj en remarquant que :

f X' = aX

{ X" - HX' = a2X

Les équations deviennent donc :

n ,2 87tG 2 , A 2
H2 — -~^-pa2 — k+ —a2

nil 47rG 2/ _ A 2
K = 3 a2(p + 3P) +3 a2 (1.14)

p’ + 3H(p+P) = 0 (1-15)

Chacune des espèces présentées suit une équation d'état de la forme :

P = LUp (l.l6)

Nous avons alors, pour un univers à courbure nulle (k = 0), d'après l'équa
tion de conservation (1.9) :

P oc 0-3(1+a;) (1.17)

Et d'après l'équation 1.7, nous aurons alors, pour un fluide, lorsque celui-
ci domine le contenu énergétique de l'Univers :

a(t) oc (1.18)

D'après la définition du temps conforme, si a(t) oc tn, alors a(rj) ex rjn/^~n\
d'où :

a(rj) oc ^2/(1+3a’) (1.19)

Nous en déduisons ainsi l'évolution des différents constituants de

l'Univers, lorsque ceux-ci dominent le contenu total. Les équations pré
cédentes sont appliquées aux différents fluides dans le tableau 1.1.

Les équations de Friedmann se ré-écrivent ainsi, en termes des para
mètres de densité :

Clnr

1 = O7 + Cîk où Cij = CijsiR + Cïr -f- Oy\

+ Or

4

+ Qy\ + Cïk

2

(l.20)

H2(f) = Hq (1.21)
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Matière non

relativiste

Radiation Energie noire

Equation d'état <jû = 0 <0 = 3 co = — 1

Densité d'énergie Pnr « a~3 PR ®C pa « a0

Facteur d'échelle aNR(t) oc t2/3 aR(t) oc t1/2 æa (t) oc eHt

Temps conforme Vnr oc a1/2 rjRcxa rjA a-1

Paramètre de Hubble H(t) oc r1 H(t) oc r1 H(t) = Cte

Table 1.1 - Evolution des constituants de l'Univers

où nous avons posé :

0A —

Cïk =

A

3Hl
-k

aoHo

^ PA =

Pk =

A

8 nG

-3k

8nGa2

La densité d'énergie totale de l'Univers s'écrit donc :

ptot(a) = pR(a) +pNR(a) +pAW

Pc nR(^)4 + nNR(^)3 + nA

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Le facteur d'échelle étant une fonction croissante du temps, on aura donc
d'abord une phase de l'Univers dominée par la radiation, puis par la ma
tière et, éventuellement, plus tard, par la constante cosmologique. Dans
ce dernier cas, le facteur d'échelle croît exponentiellement et le paramètre
de Hubble est constant. Par ailleurs, lorsqu'on remonte vers le passé, le
facteur d'échelle tend vers zéro en un temps fini, ce qui impliquerait que
l'Univers ait un âge fini.

1.2 Thermodynamique de l'Univers

Nous avons vu que, par le passé, l'Univers était plus dense et plus
chaud. Grâce à l'expansion, la densité et la température du plasma pri
mordial ont peu à peu diminué. Nous allons nous intéresser ici à une
chronologie des premiers instants de l'Univers, gouvernée par la tempé
rature. Pour comprendre cette histoire thermique de l'univers, plusieurs
hypothèses sont nécessaires :

- L'Univers est en expansion adiabatique1. L'entropie globale de
l'Univers n'augmente pas significativement lors de réactions irréver
sibles entre ses constituants. L'augmentation d'entropie est en effet
négligeable devant l'entropie véhiculée par les photons reliques du
Big-Bang.

1. Pour une démonstration voir le paragraphe 4.1. du cours de Durrer (2005)
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- L'Univers a connu des époques où l'équilibre thermique était réalisé
au moins pour une partie de ses constituants. Cet équilibre n'est pas
remis en cause par l'expansion de TUnivers tant que les réactions
ont lieu suffisamment rapidement. L'expansion est alors assimilée à
une suite de transformations quasi-statiques et le gaz des particules
reste à l'équilibre thermique.

- On peut assimiler les particules présentes à des fluides parfaits c'est-
à-dire sans

Lorsque l'équilibre thermique entre constituants est vérifié, on décrit donc
TUnivers comme un fluide parfait en expansion adiabatique.

La fonction de distribution f(f, p, t) d'un gaz quantique à l'équilibre
thermodynamique s'écrit :

/(l v> 0
±i

(1.26)

Le signe + s'applique aux fermions (électrons, neutrinos, positrons, etc),
on parle alors de distribution de Fermi-Dirac, tandis que le signe — s'ap
plique aux bosons (photons) et on parle de distribution de Bose-Einstein.
On désigne par p le potentiel chimique à la température T. Enfin, kg =
1.381 x 10-23 J.K-1 est la constante de Boltzman.

1.2.1 Densité d'énergie du plasma primordial à l'équilibre

Le plasma primordial, à l'époque que nous considérons est majoritaire
ment constitué de photons qui baignent TUnivers, de protons, de neutrons
et d'électrons. Toutes ces espèces sont alors relativistes. La densité d'éner
gie de bosons relativistes et en particulier des photons, s'écrit, à l'équilibre
(Balland 2003) :

py = 8y^ô1<
g désigne le facteur de dégénérescence associé à l'espèce considérée (ici
au photon ou au boson). Il tient compte des différents états de spin ou de
polarisation. Pour le photon, #7 = 2-

Connaissant les densités d'énergie des fermions (électrons, neutrinos
et quarks essentiellement) relativistes et négligeant celles des fermions
non-relativistes, nous obtenons la densité d'énergie totale du plasma
primordial en fonction de la densité d'énergie des photons :

pm = Pigcff(T) = £750 ry-^) (1-28)
avec :

sr"(T)= E ~(t)4+87 L
iebosons °7 \ / j£fermions °7 \ /

(1.29)

2. Cette dernière hypothèse n'est pas incompatible avec la précédente bien que l'équi
libre thermique soit assuré par des interactions entre les différents constituants de l'Uni
vers. En effet, ces réactions sont suffisamment nombreuses pour assurer l'équilibre ther
mique et suffisamment peu nombreuses pour que l'on puisse traiter les différents compo
sants comme des "gaz parfaits".
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Le plasma est ainsi caractérisé par un nombre de degrés de liberté qui
dépend de la température. Sa densité d'énergie totale est liée à celle des
photons dont le bain joue le rôle de "thermostat" pour les autres espèces,
à l'équilibre.

1.2.2 Ecart à l'équilibre et découplage

Après un certain temps, l'expansion a suffisamment dilué l'énergie dis
ponible pour que certaines réactions qui assuraient l'équilibre thermique
ne le fassent plus. Les particules qui n'interagissent plus avec les photons
quittent l'équilibre et ne sont donc plus thermalisées. En d'autres termes,
l'équilibre thermique résulte de la compétition entre réactions et expan
sion. L'expansion possède un temps caractéristique H-1 tandis que les
réactions thermalisent efficacement le plasma en un temps T-1 où T dé
signe le taux de réaction. Le critère d'existence de l'équilibre thermique
est donc :

r_1 < h-1 « r > h (1.30)

Une estimation du taux de réaction T permet donc d'évaluer la période de

découplage d'une espèce :
- Si T > H, les particules sont couplées au plasma et en équilibre

thermique
- Si T < H, les particules sont découplées du plasma, elles n'inter

agissent plus avec les photons

1.3 Le gel des interactions faibles

Pour des températures supérieures à 100MeV, l'Univers est un plasma
de particules relativistes maintenues à l'équilibre par l'interaction faible
(réactions 1.31, 1.32) et les interactions entre électrons et positrons (1.33).

( e+ -(- e~ -H- v + v

\ v + e v + e

ve + n -H- p + e

e+ + n -H- p + ve
n p + e + ve

e + e+ -H- 7 + 7

Ces équilibres sont rompus au fur et à mesure que l'expansion l'emporte
sur les taux de réaction correspondants, aboutissant au gel des interactions
faibles.

1.3.1 Le découplage des neutrinos

Les neutrinos sont la première espèce du plasma primordial à se dé
coupler, autour de :

T„ec ~ lAMeV (1.34)

Comme le découplage a lieu lorsque les neutrinos sont encore relati
vistes (E >> m), leur distribution de Fermi (équation 1.26) est conservée
avec une température qui décroît en a~l (Balland 2003). Le nombre de neu
trinos par unité de volume comobile (N = nfl3) est également conservé.

(1.32)

(i-33)
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1.3.2 Le découplage des protons et des neutrons

Lorsque la température est encore supérieure à 1 MeV, les protons et
les neutrons, sous l'action de l'interaction faible, ne cessent de transmuter,

ce qui assure leur équilibre thermique. En dessous de 1 MeV, c'est-à-dire
vers t — 1 s, le taux d'interaction devient inférieur au taux d'expansion. Les
protons et les neutrons se découplent alors à leur tour du plasma primor
dial et ne se transforment plus entre eux. Ce découplage a lieu presque en
même temps que celui des neutrinos. Les neutrons se désintègrent ensuite
en une quinzaine de minutes en protons.

1.3.3 L'annihilation e+r

Lorsque la température atteint environ la masse de l'électron
(0.511 MeV), peu de temps après le découplage des neutrinos, les électrons
et les positrons s'annihilent. Cette réaction produit des photons dont l'en
tropie réchauffe le plasma thermalisé. Les neutrinos qui ont déjà découplé,
ne sentent pas cet apport. La température du bain de photon diminue
donc, à partir de ce moment-là, plus lentement que la température des
neutrinos.

1.4 La nucléosynthèse

La nucléosynthèse primordiale désigne la formation des noyaux des élé
ments légers (noyaux atomiques contenant 3 protons ou moins) durant
les premières minutes de l'Univers. Alpher et al. (1948a), Gamow (1948a)
ont en effet montré que le modèle du Big-Bang permet la formation de
noyaux légers et d'en prédire l'abondance, en fonction des populations
de neutrons et de protons (baryons). La vérification de ces prédictions
présentées figure 1.3 constitue un second pilier de la théorie du Big-Bang.

La nucléosynthèse peut être décomposée en trois étapes majeures, les
deux premières ayant déjà été évoquées au paragraphe précédent :

1. T >> 1 MeV, le plasma primordial est à l'équilibre thermodyna
mique (équations 1.31, 1.32 et 1.33).

2. T ~ 1 — 0.7MeV, gel des interactions faibles, les neutrons se dés
intègrent en protons mais les noyaux atomiques formés restent à
l'équilibre.

3. T ~ 0.7 — 0.05MeV, l'équilibre des noyaux atomiques avec le plasma
est déplacé, ceux-ci se forment (sans être désintégrés ensuite) par
une suite de réactions à deux corps.

1.4.1 Formation du Deutérium

Au bout de trois minutes, en effet, alors que tous les neutrons ne sont
pas encore désintégrés, le Deutérium, formé d'un proton et d'un neutron
n'est plus photo-dissocié. La température est alors de 0, lMeV (un milliard
de degrés Kelvin). La réaction de formation du Deutérium s'écrit :

n + p ^ D -f- 7 (i-35)
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Figure 1.3 - Prédiction de l'abondance des éléments légers en fonction du rapport ba-
ryon/photon ng/nT Source : Olive et al. (2000)



1.5. Le rayonnement de fond cosmologique 15

14.2 Formation des autres éléments jusqu'à l'Hélium 4

Suite à la formation du Deutérium, les réactions nucléaires s'amorcent

pour une centaine de secondes. L'hélium 3, l'hélium 4, le lithium 6 et 7, le
Bore et le Bérylium sont formés pendant cette période, fixant la composi
tion chimique de l'Univers (Peebles 1966).

1.5 Le rayonnement de fond cosmologique

Tant que la température du plasma est plus grande que l'énergie de
liaison de l'hydrogène (13.6eU), la matière reste ionisée et les photons sont
couplés aux électrons par diffusion Compton. Au-delà de cette limite en
revanche, les électrons peuvent en principe se recombiner avec les noyaux.
Ce processus aboutit alors au découplage des photons que l'on désigne
comme l'émission du CMB.

1.5.1 La transition radiation-matière

Nous avons montré à l'équation 1.17 que la densité d'énergie du rayon
nement varie comme a~4 tandis que celle de la matière varie comme a~3.
Il existe donc une époque à laquelle pR = pm. D'après l'équation 1.28, on
a alors, à l'équivalence :

1+^ = S (x.36)
Les données WMAPy ont permis à Larson et al. (2011) de mesurer zecj =
3196î}jg.

1.5.2 La recombinaison

La recombinaison est la période pendant laquelle les électrons se com
binent avec les noyaux d'hydrogène pour former des atomes neutres,
lorsque la température est suffisamment basse. Auparavant, les électrons
sont en équilibre avec les photons.

1.5.2.1 Equilibre thermique électron-photon

Les électrons ayant survécu à l'annihilation électrons-positrons sont à
l'équilibre thermique avec les photons et sont non-relativistes (T < me =
0,511 McU). L'équilibre peut être maintenu grâce à de nombreuses ré
actions, parmi lesquelles, suivant Padamanabhan (2002) à la section 4.7
(p.248), la diffusion Compton, la diffusion Coulombienne, la double diffu
sion Compton, etc. Or ces deux dernières sont gelées dès z ~ 107, c'est-à-
dire bien avant l'époque qui nous intéresse ici. L'équilibre électron-photon
est donc assuré par diffusion Compton :

7 + C-+7 + C (1.37)

Dans n'importe quel référentiel autre que celui du centre de masse, le
photon cède une partie de son impulsion et de son énergie à l'électron. La
diffusion Compton domine à très haute température (T > beV). A basse
température (z < 104), il n'y a plus qu'un transfert d'impulsion et on
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parle alors de diffusion Thomson. Celle-ci ne contribue plus à thermaliser
le plasma puisqu'il n'y a pas d'échange d'énergie.

Les photons suivent donc une distribution de Bose-Einstein avec
potentiel chimique (équation 1.26). Ce potentiel chimique est nul pour
T > 1 keV et ne change que si l'on injecte des photons ensuite.

L'équilibre thermique reste maintenu tant que la température de l'Uni
vers reste grande devant l'énergie de liaison de l'hydrogène et dépend de
la densité d'électrons libres présents.

1.5.2.2 Formation des atomes d'hydrogène

Peu après l'égalité rayonnement-matière3, les électrons se combinent
avec les protons, formant les noyaux d'hydrogène :

e~ + p -> H + 7 (1-38)

Définissons la fraction d'ionisation par :

nP n.
XP =

np + nH np + nH
= X, (i-39)

L'équation de Saha, donne l'évolution de l'équilibre de la fraction d'ionisa
tion Xe du plasma en fonction de la température :

X2e _ (rnJŸ/2 e-B"IT
l-Xe \2n J nb (1.40)

où Bh désigne l'énergie d'ionisation de l'hydrogène (13.6 eV) et nb la
densité numérique de baryons.

Par convention, on considère que la recombinaison a eu lieu lorsque
90% des électrons ont été intégré à des atomes d'hydrogène (Xe ~ 0,1).
Pour ng = 3.10”10 n7, nous trouvons :

Trec ~ 0,3 eV = 3888 K =>- 1 + zrec — 1250 (1.41)

En réalité, la recombinaison ne se fait pas directement de l'état io
nisé vers l'état fondamental. Cette réaction produit en effet des photons

de 13,6 eV qui réionisent immédiatement les atomes formés. Elle se fait
donc par étape, passant par divers niveaux excités de l'hydrogène. C'est
un processus plus lent que celui que nous avons considéré. Toutefois, les
résultats obtenus n'en sont que peu affectés.

1.5.2.3 Le gel de la recombinaison

Ce qui précède reste valable tant que l'équilibre est maintenu. La tem

pérature Tgel du gel de la recombinaison, lorsque T(Tgd) = H(Tgei) vaut,
pour Clm ~ 0,3 :

TgeI ~ 0,23 e V = 2800 K => 1 + zgd ~ 1000 (1.42)

La fraction d'ionisation restante est alors Xe(Tgei) ~ 10~5.

3. En principe, la recombinaison devrait commencer dès que la température atteint
13,6eV. En réalité, elle est retardée à cause de la proportion très faible de baryons en
regard de celle des photons, autrement dit de la très grande entropie par baryon.
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L'hydrogène neutre Après la recombinaison, l'hydrogène peut être as
similé à un gaz monoatomique (7 = 5/3) en expansion adiabatique. Sa
température décroît alors comme a~2.

Les électrons et protons résiduels Les photons, à partir du découplage,

ne sentent plus la présence des électrons mais les électrons ont encore
un grand nombre de collisions avec les photons. Cela n'affecte que peu
de photons mais permet de maintenir les électrons à l'équilibre avec les
photons jusqu'à un redshift z ~ 20.

1.5.3 Le découplage des photons

1.5.3.1 Emission du CMB

Du point de vue des photons, la densité d'électrons libres diminuant,
leur taux d'interaction baisse également. En principe, à ce stade-là, les
photons peuvent diffuser sur les atomes neutres (diffusion Rayleigh) ou
sur les électrons. En pratique, la diffusion sur les électrons est beaucoup
plus importante et, après un certain temps, seule la diffusion de Thomson
élastique est encore effective. En comparant le taux de réaction T7 de dif
fusion Thomson au taux d'expansion, nous calculons la température T^c à

laquelle les photons cessent d'interagir avec les électrons, pour Clm ~ 0,3 :

Tfcc ~ 0.266eV = 3085 R => 1 + z^c ~ 1130 (1.43)

Le découplage des photons a donc heu légèrement avant le gel de la re
combinaison. Après le découplage, les photons se propagent librement,
sans collision et ne subissent que l'influence de l'expansion. Leur libre
parcours moyen est en effet devenu plus important que le rayon de
Hubble : £7 >> H-1. Ils conservent donc leur distribution de Bose-
Einstein avec une température qui décroît comme ci~l.

1.5.3.2 Surface de dernière diffusion

Après le découplage des photons, l'Univers qui était opaque, devient
transparent. Il est baigné de ce rayonnement isotrope. Le moment où
les photons interagissent pour la dernière fois définit une hypersurface
de genre espace appelée surface de dernière diffusion. Les photons de ce
rayonnement fossile que nous observons viennent ainsi de l'intersection
de cette surface de dernière diffusion avec notre cône de lumière passé.

Nous voyons donc la surface de dernière diffusion comme une sphère
centrée sur nous.

Comme la recombinaison n'est pas instantanée, le libre parcours

moyen des photons augmente progressivement. La surface de dernière
diffusion n'est donc pas infiniment fine. Pour quantifier la transparence
de l'univers, définissons la profondeur optique de Thompson r par :

où dl = cdt est la distance physique parcourue par les photons. On définit
l'époque de dernière diffusion f* par r(f*) = 1 et, de même, le redshift de
dernière diffusion z* par t(z*) = 1. Ainsi, pour :
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—» r > > 1, l'Univers est opaque.
—y r < < 1, l'Univers est transparent.

On montre que t est indépendant des paramètres cosmologiques et ne
dépend que du décalage spectral. Il vaut 1 pour z* = 1072.

La probabilité pour qu'un photon ait diffusé dans l'intervalle [z, z + dz\
est donnée par la distribution de Poisson. On définit ainsi une fonction de
visibilité P(z) telle que :

P(z)dz = e~Tdr (1.45)

Cette fonction pique autour de z = 1100 et sa largeur à mi-hauteur indique
que les photons font leur dernière diffusion pendant un intervalle Az ~
100.

1.5.4 Propriétés du rayonnement fossile

Ce rayonnement de fond cosmologique (CMB pour Cosmic Microzvave
Background) a été découvert Penzias et Wilson (1965). Il possède les pro
priétés suivantes :

1. Il a une loi d'émission de corps noir à la température (Fixsen 2009) :

T0 = 2.72548 ± 0.00057 K (1.46)

2. Il est presque parfaitement isotrope. On observe des écarts à la tem
pérature Tq de l'ordre de 10~5.

3. C'est la principale source de rayonnement de l'Univers avec une den
sité numérique n = 420 cm~3 à comparer avec le photon par centi
mètre cube provenant des étoiles et des galaxies.

1.5.4.1 Le spectre de corps noir

Le modèle standard suppose qu'il n'y a pas d'apport d'énergie aux
photons entre l'annihilation électron-positron vers z ~ 109 et z ~ 10 — 20.
Le rayonnement fossile émis vers z = 1100 doit donc avoir assez précisé
ment conservé un spectre de Planck :

Le satellite COBE a permis de vérifier cette prédiction (cf. figure 1.4) et
d'étudier les éventuelles distorsions de ce spectre de corps noir causées
par des injections d'énergie à des décalages spectraux inférieurs à z rsj 106.

Potentiel chimique Pour un décalage spectral compris entre z ~ 2.106
et z ~ 105, la diffusion Compton permet encore de thermaliser le plasma
sans modifier le nombre de photons. S'il y a donc une injection d'énergie
sous forme de photons à cette période-là, le potentiel chimique cesse d'être
nul et les photons ne suivent plus une distribution de Planck mais la dis
tribution de Bose-Einstein. L'expérience FIRAS du satellite COBE (Smoot
et Scott 1996) a montré que

V_

T7
< 9.1CT5 (1.48)
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Figure 1.4 - Spectre du CMB mesuré par différents instruments (points) comparé à un
spectre de corps noir à 2.726K. Source : Smoot et Scott (1996)

Diffusion Compton Après la recombinaison, les photons du CMB

peuvent diffuser sur des zones réionisées (galaxies chaudes). Cette injec
tion d'énergie ne peut plus être thermalisée. C'est l'effet Sunyaev Zel'do-
vich. Il entraine un déplacement du spectre vers les plus hautes énergies
(sans modifier le nombre de photons). On le mesure avec le paramètre
y qui représente l'épaisseur optique de Compton intégrée. L'expérience
FIRAS du satellite COBE (Smoot et Scott 1996) a montré que

\y\ < i,9.io~5 (1.49)

Diffusion free-free II peut encore y avoir l'émission de photons lorsque
des électrons diffusent sur des particules chargées de gaz chaud. La conta

mination par absorption free-free est mesurée par le paramètre Yff. L'ex
périence FIRAS du satellite COBE (Smoot et Scott 1996) a montré que

\Yff\ < 1,5.10“5 (1.50)

Les limites sur les trois paramètres précédents posent des contraintes
intéressantes sur les processus "non-standard" après z 107.

Conclusion du chapitre

Le modèle standard de la Cosmologie déduit du constat que l'Univers
est en expansion l'existence d'une phase antérieure où il était beaucoup
plus chaud et dense, appelée Big-Bang. Cette théorie est communément
admise et confirmée par deux faits observationnels majeurs :
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- La nucléosynthèse primordiale qui permet de prédire l'abondance
des éléments légers

- Le rayonnement fossile (CMB) qui est la trace de cette phase an
cienne de l'Univers

Ce modèle décrit ainsi un Univers homogène, isotrope, en expansion à
l'aide de 5 paramètres indépendants {h, O^, Oc, O^, Or}, récapitulés dans
le tableau 1.2. La constante cosmologique est quant à elle contrainte par
Oa = 1 — Ei Oj.

h constante de Hubble 0.72 ± 0.05

CÏk paramètre de courbure 1.02 ±0.02

nc densité de matière noire 0.113 ±0.009

Clb densité de baryons 0.02 ± 0.009

nr densité de rayonnement 4.148 x 10“5

0A constante cosmologique 0.72 ± 0.03

w équation d'état de l'énergie noire w < -0.6

Table 1.2 - Paramètres cosmologiques du modèle standard de Big-Bang. Source : Peter
et Uzan (2005)

Ce modèle souffre néanmoins d'un certain nombre de problèmes - que
nous ne détaillerons pas ici - tels que celui de la platitude, de l'horizon, de
la taille des fluctuations initiales, etc. Les scenarii d'inflation (Guth 1981)

permettent de résoudre ces problèmes en proposant, avant l'ère dominée
par le rayonnement, une phase d'expansion accélérée. Les perturbations
de densité initiales sont générées pendant cette phase par amplification
des fluctuations quantiques.

La résolution des équations de Friedmann (1.7,1.8) dans un tel Univers

et quelques arguments thermodynamiques nous ont permis de retracer
son histoire thermique. Jusqu'à la fin de la recombinaison, vers un redshift
de z ~ 1100, l'Univers est entièrement opaque. Aucune information ne

peut nous parvenir de cette époque reculée sous la forme de rayonnement
électromagnétique4. L'image la plus ancienne que nous ayons de l'Univers
est ainsi celle donnée par le CMB. A partir de la "surface de dernière dif
fusion", l'univers devient transparent aux photons qui se propagent dans
toutes les directions. Nous les observons avec une température homogène
et isotrope en moyenne.

On observe en réalité de petits écarts de l'orde de 10~5 fois la tem
pérature moyenne To, appelés "anisotropies de température". Elles sont
directement reliées aux petites perturbations de densité de l'univers pri
mordial dont elles nous donnent une image : les zones les plus chaudes

(en rouge sur les cartes) correspondent aux sous-densités et les zones les
plus froides (en bleu sur les cartes), aux sur-densités. Ces fluctuations de
densité sont les graines à partir desquelles se sont formées les grandes
structures par effondrement gravitationnel. Le CMB nous donne donc la

4. Les modèles inflationnaires prédisent toutefois l'existence d'ondes gravitationnelles
primordiales qui pourraient être détectées (voir chapitre 2).
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première photo des grandes structures de l'Univers.

Le chapitre suivant nous permettra de comprendre leur formation
c'est-à-dire le passage de fluctuations quantiques à des perturbations de
densité puis à des structures gravitationnellement liées. Nous pourrons
ainsi lever le voile sur toute l'information physique contenue dans ces

anistropies du CMB.
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Les anisotropies de température observées dans le CMB sont la trace des
petites fluctuations de densité présentes dans LUnivers au moment de la
recombinaison. Nous allons, dans ce chapitre, nous attacher à expliquer

l'apparition et l'évolution de ces perturbations, pour la matière puis pour
le rayonnement. Le premier cas pourra, en général, être traité dans le cadre
de la gravité newtonienne pour un Univers en expansion. Les perturba
tions de densité de rayonnement, en revanche, nécessitent un traitement
relativiste que nous présenterons. Dans le chapitre suivant, nous en dédui
rons les caractéristiques du spectre angulaire des anisotropies du CMB.

2.1 Cadre d'étude

2.1.1 Une origine des perturbations

Nous avons présenté à la fin du chapitre précédent la nécessité d'une
phase d'expansion accélérée de l'Univers avant l'ère de domination du
rayonnement pour expliquer, entre autre, son homogénéité et sa platitude.
Les modèles d'inflation à un champ prédisent en effet que :

23
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- l'inflation efface presque toutes les inhomogénéités classiques. L'uni
vers observable est ainsi homogène et isotrope. Il peut donc être dé
crit par un univers de Friedmann-Lemaître (équation 1.1).

- l'inflation supprime exponentiellement la courbure, rendant l'Uni
vers plat.

Toutefois, ces modèles ne se limitent pas à résoudre les problèmes de la
théorie du Big-Bang. Ils proposent aussi une explication à l'apparition des
structures dans l'Univers1 (Bardeen et al. 1983) à partir des fluctuations
quantiques du champ responsable de l'inflation.

Nous nous plaçons ici dans le formalisme du roulement lent qui décrit
la plupart des modèles d'inflation, sans préjuger de la forme exacte du
potentiel de l'inflaton, à l'aide de trois paramètres e, ô et £. L'équation
d'état associée au champ scalaire peut s'écrire :

2

^ = -1 + -e (2.1)

2.1.1.1 Variables de perturbations

Les perturbations sont dues au fait que l'inflaton atteint le fond de son
potentiel à différents instants, en différents points de l'Univers. Ces fluc
tuations du champ scalaire (inflaton) engendrent des perturbations de la
métrique dont l'expression dans la jauge newtonienne (ou longitudinale)
est alors :

ds2 — a2 -(1 + T¥)dq2 + 7f;-(l - 2<t>)dx{dx] (2.2)

La perturbation de la métrique est caractérisée par les potentiels de Bardeen
Y et <I> pris petits pour pouvoir linéariser les équations. Dans le cas d'un
fluide parfait, ces potentiels sont égaux et sont l'analogue relativiste du

potentiel newtonien. 7^ est la partie spatiale de la métrique non perturbée.

Le tenseur d'énergie-impulsion du fluide est, lui aussi, perturbé. Pour
le décrire, nous devons introduire une perturbation de densité d'énergie

et une perturbation de vitesse.

2.1.1.2 Equations de perturbation

En injectant la métrique et le tenseur d'énergie-impulsion perturbés
dans les équations d'Einstein, nous obtenons des équations de perturba
tions dont les expressions peuvent être trouvées par exemple dans Peter et
Uzan (2005), équations 8.123-125. Ces équations se décomposent en trois
parties (décomposition S VT) :

- Des modes scalaires correspondant aux fluctuations de densité qui
vont nous intéresser.

- Des modes vectoriels disparaissant avant la fin de l'inflation, d'après
Bardeen (1980).

- Des modes tensoriels correspondant aux ondes gravitationnelles.
La résolution de ces équations augmentées de conditions initiales à définir
a permis à Stewart et Lyth (1993) d'établir les spectres de puissance des

1. Cela ne saurait être la seule et d'autres sont également étudiées comme les modèles
de pré Big-Bang, les théories de gravité quantique, les super-cordes, etc.
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modes scalaires Vs et tensoriels Vj. Ces spectres peuvent être considérés
comme des lois de puissance d'indice spectral ns, respectivement nj.

2.1.1.3 La fin de l'inflation

Des perturbations scalaires et tensorielles sont ainsi générées par l'in
flation. Ces perturbations sont amplifiées et amenées à des échelles macro
scopiques. Tous les modes observables aujourd'hui étaient super-Hubble
(leur longueur d'onde est supérieure au rayon de Hubble) à la fin de l'in
flation. Ces perturbations sont adiabatiques, de statistique gaussienne et
ont un spectre presque invariant d'échelle. L'indice spectral peut varier
légèrement avec la longueur d'onde. Ces perturbations sont cohérentes,
ce qui se traduit par une structure de pics acoustiques dans le spectre de
puissance angulaire du CMB.

2.1.2 Echelles considérées

À présent que nous avons proposé une origine pour les fluctuations de
la métrique, voyons comment celles-ci évoluent à partir de l'ère dominée
par la radiation. Il convient d'abord de bien définir les échelles spatiales
et temporelles qui interviennent aux différentes époques que nous allons
considérer. Celles-ci sont présentées sur la figure 2.1 par des traits hori
zontaux.

Figure 2.1 - Différents régimes pour l'étude de la croissance des perturbations dans le
plan k-a en échelle logarithmique. La courbe en trait plein épaisse noire délimite l'horizon.
Les modes situés au-dessus sont dits super-horizons, ceux situés en-dessous sont dits sub
horizons. L'époque de dernière diffusion est indiquée par le trait épais rouge. L'équivalence
radiation-matière est indiquée par la ligne horizontale grise. A désigne la perturbation de
densité. Source : Bernardeau (1998)
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Le comportement du facteur d'expansion, nous l'avons vu, dépend de
la nature du fluide qui domine l'Univers à une période donnée (tableau
1.1). Le fluide dominant est rappelé sur la droite du graphique et son
évolution a été établie au chapitre 1. Nous pouvons aussi le caractériser
par sa vitesse du son cs. Pour un fluide d'équation d'état P = f(p), elle
est définie par :

(2.3)

L'horizon du son est la distance qu'a pu parcourir une particule de fluide
dans le plasma, jusqu'à l'époque rj :

rs = (24)

Les perturbations sont caractérisées par leur nombre d'onde k, proportion
nel à l'inverse de leur longueur d'onde. À une époque rj donnée (caracté
risée par le taux d'expansion a (77)), ce mode peut donc être :

- super-horizon (ou super-Hubble2) si k << kn = l/t] (ou k << H)
c'est-à-dire a une longueur d'onde supérieure à la taille de l'horizon
(ou au rayon de Hubble), la physique microscopique ne peut pas
intervenir,

- sub-horizon (ou sub-Hubble) si k >> kn = 1/rj (ou k >> H) c'est-à-

dire a une longueur d'onde inférieure à la taille de l'horizon (ou au
rayon de Hubble). Il faut alors tenir compte des interactions entre
particules.

Un mode de Fourier k entre dans l'horizon à une époque t] caractérisé

par krj = 1. Nous allons voir que le comportement d'une perturbation
dépend de la valeur du mode k et du moment auquel ce mode entre dans
l'horizon.

2.2 Evolution des perturbations de matière

Nous allons commencer par étudier la croissance des modes sub-

Hubble des perturbations de matière. Nous pouvons en effet, dans ce
cadre, adopter une démarche simplifiée en nous concentrant sur des per
turbations scalaires et adiabatiques d'un fluide parfait non relativiste dans
un univers plat (courbure spatiale nulle). Nous nous plaçons donc dans
le cadre de la gravité newtonienne. Nous verrons, dans la partie suivante,
un traitement plus complet et général de l'évolution des perturbations à
partir des fluctuations de la métrique.

2.2.1 Description du fluide

Considérons un fluide de densité p, de pression P, de vitesse v, plongé
dans un potentiel newtonien cp. Son évolution est donnée par les équations
classiques de l'hydrodynamique : l'équation de continuité (2.5), l'équation

2. Nous parlerons indifféremment de modes super- ou sub-horizons, le rayon de
Hubble étant, à un facteur près, égal à la taille de l'horizon.
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d'Euler (2.6) et l'équation de Poisson (2.7) :

g + V.{pv) = 0 (2.5)

v + (5.V)5=-»--VP
dt p

(2.6)

\72cp - 4nGp (2.7)

S'ajoute à ces cinq équations, l'équation d'état du fluide P = f(p) qui
permet de relier la pression P et la densité p.

2.2.1.1 Solution homogène

Ecrivons d'abord la solution homogène de ces équations :

Iph(r,t) = ph(t)vh(r,t) = H(t)r
Ph(r,t) = P„(t)
<ph<J,t) = <ph(r,t)

D'après l'équation de Poisson (2.7), on a alors (en se plaçant en coordon
nées sphériques) :

2 7
(ph = tGPhr (2.8)

L'équation de continuité (2.5) conduit à l'expression de la densité :

Phit)=Po{—) ocfl"3(f) (2.9)
Nous retrouvons bien le résultat obtenu à l'équation 1.17 pour l'évolution
de la densité d'énergie d'un fluide de matière non relativiste {zv = 0) dans
l'univers en expansion.

Enfin, l'équation d'Euler (2.6) conduit à :

H2 = 8 nCph

Nous avons utilisé
dt

(2.10)

g(0

a0
ro-

2.2.1.2 Variables de perturbation

Les quantités perturbées sont définies par de petites variations autour
de la solution homogène que nous venons de décrire :

P = Ph + Pl ~ Ph( 1 + ô)

V = Vh+V\

P = Ph + Pl

(f) = (ph + (pi

où S = — est appelé le contraste de densité.
Ph

Si les perturbations sont adiabatiques, nous avons alors :

= fP= Pi=(2-ii)
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2.2.1.3 Equations de perturbation linéaires

Les équations de perturbations sont obtenues en remplaçant les quan
tités perturbées par leurs expressions et en tenant compte des relations
vérifiées par les solutions homogènes. Nous ne gardons que les termes du
premier ordre dans les perturbations afin d'avoir des équations linéaires.

Equation de Poisson
V2^i = 4:TiGphS (2.12)

Equation de continuité

^ + 3HPl + Hr.Vp1 + phV.vj = 0
ot

(2.13)

Soit encore, en fonction du paramètre de densité :

^ + Hr.Vâ + V.îh = 0
ot

(2.14)

Equation d'Euler

— + H(r.V)üi + Hv1 = -Vcpi - c2Vâ (2.15)

2.2.14 Décomposition en modes de Fourier

Pour résoudre le système d'équations obtenu, il est plus pratique
d'écrire les grandeurs ô, V\ et (pi dans la base de Fourier. Pour une gran
deur f(r,t) nous avons :

/ = J(2.16)

avec k le vecteur d'onde comobile et donc - le vecteur d'onde physique.

Nous calculons pour chaque mode k :

Equation de Poisson
-k2
—<Pk = 4 TïGphôk (2.17)

Equation de continuité

4 - z— = 0 (2.18)
a

Equation d'Euler

- Æ (c2Sk + (pk) = 0 (2.19)

En combinant les équations linéarisées 2.17, 2.18 et 2.19, nous trouvons fi
nalement l'équation d'évolution du contraste de densité au premier ordre :

4 4“ 2H(f)4 4* co2ô)k — 0 (2.20)

Elle fait apparaître un terme d'amortissement visqueux, proportionnel au
paramètre de Hubble et dû à l'expansion. La pulsation cv est alors définie
par la relation de dispersion suivante :

oz2 = ( — ) - 4/rGpk — -k1a2 *1 (2.21)
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2.2.2

où nous avons introduit la longueur de Jeans \j définie par :

A'=i7=cVü; (2'22)
Nous allons étudier les cas limites où la longueur d'onde du mode

considéré est très petite ou très grande devant la longueur de Jeans pour
différents cas : perturbations de densité de la matière noire seule, pertur
bations de densité de baryons seuls et perturbations de densité de baryons
en présence de matière noire.

Perturbations de densité de la matière noire seule

La matière noire ou matière non baryonique est assimilée à un fluide
de poussière sans pression, autrement dit une éventuelle vitesse de disper
sion des particules de matières noires est négligeable. Nous considérons
les modes sub-Hubbles : À << dn- L'équation d'évolution des perturba

tions s'écrit alors i i
(2.23)ôk + 2H(t)Sk = 4 rzGpDMdk

Epoque primordiale, 1 < z < zent, Oa = 0 et O = 1 On montre que

l'expression complète du mode à l'intérieur du rayon de Hubble s'écrit :

%) = Vmt 1 + 21n (l + y) -2îyLln (2.24)

où nous avons posé zent le redshift auquel le mode entre dans l'horizon,
aent le facteur d'échelle correspondant et y — — donc yent = —. Cette

quantité dépend donc de la longueur d'onde du mode considéré. Nous
obtenons les cas limites suivants :

ô(y) ex
lny, y « 1

y, y >> 1
(2.25)

Ere de matière, Oa = 0, O ^ 1 Ecrivons cette fois-ci l'expression du
mode en fonction du redshift z et de la densité de matière O

VÏTÔZ -(- y/l — O

y/l + Oz - y/1 - O
(2.26)

En particulier, pour :

z >> 1, c'est-à-dire au début de l'ère de matière, = 1 et

, . 1 -f- 20 -(- 30z 3 0(1 -f- z)vT+ Oz
^= (i-n2) 2 (i-np/2

ô(z) a 2 1 oc fl (2.27)

ÇÏ-nr <<1/ c'est-à-dire lorsque l'Univers devient dominé par la cour
bure :

ô{z) ~ Cte (2.28)

Conclusion La croissance des fluctuations, pendant l'ère de radiation et
l'ère de matière est proportionnelle au facteur d'échelle. A la fin de l'ère
de matière, elle est de nouveau stoppée par l'expansion.
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2.2.3 Perturbations de densité des baryons seuls

2.2.3.1 Univers dominé par la radiation

Lorsque l'Univers est dominé par la radiation, le terme gravitationnel
est négligeable devant le terme de pression dans la relation de dispersion
2.21. Cela correspond aux petites échelles telles que A.ka << À/. L'équation
2.20 prend la forme :

Sk + 2H(t)6k+Gf-j âk = 0 (2.29)

C'est l'équation d'une onde acoustique amortie par l'expansion. Dans la

limite où - —» 0, c'est-à-dire où ait) = Cte, nous trouvons bien des oscil-
a

lations acoustiques non amorties :

Sk(t) oc exp (2.30)

2.2.3.2 Après l'ère de radiation

Le terme de pression devient négligeable devant le terme gravitation
nel dans la relation de dispersion 2.21. Cela correspond à présent aux
grandes échelles telles que \ka » À/. L'équation 2.20 prend cette fois-ci
la forme :

ôk + 2H(t)ôk - 4nGphôk = 0 (2.31)

Dans la limite où >> 0, c'est-à-dire où ait) — Cte, nous trouvons cette
a

fois :
1

ôk(t) oc exp(±f/r) avec r = —== (2.32)
V4nGP

Dans un univers sans expansion, aux grandes échelles, c'est-à-dire après
l'ère dominée par la radiation, les fluctuations de matière baryonique
pourraient croître exponentiellement.

Nous pouvons modifier un peu l'équation 2.31 pour l'exprimer en
fonction du taux d'expansion a plutôt qu'en fonction du temps t :

, d2ô dS

à dtfi + [“ + 2~â) dâ ~ 4nGPâ = 0
Utilisons les équations de Friedmann sous la forme suivante :

2

2 "

2a

a

8nGp
+ -f h02( 1 - n)

8 nG
10 —

8 nG

Nous avons négligé la pression et pris le paramètre de densité totale do-
a

miné par la densité de matière : O = Qt ~ Cim. Alors, en posant â = — :
a0

(O + Â(1 - O)) â2— + + 25(1 - â^ - —S = 0 (2.33)
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Univers dominé par la matière (cas où O = 1)

3„8<5 3 „
a â? + 2*81 “ 2e-= 0 (2-34)

Deux solutions sont possibles :

ô oc â ou ô oc â-3/2 (2-35)

Seule la première solution permet une croissance des fluctuations qui va
alors comme le facteur d'échelle. En l'absence d'expansion, nous avons

vu que les fluctuations pourraient croître exponentiellement. Ici, elles ne
suivent qu'une loi de puissance (en fonction du temps). L'expansion agit
donc comme un frein sur la croissance des fluctuations de densité.

Univers dominé par la courbure (cas où O = 0)

d2ô dô

^ + 2aâ = ° (2.36)

Nous avons ici deux autres solutions :

ô oc â° ou S oc â~l (2.37)

Les fluctuations de densité pour la matière baryonique ne peuvent plus
croître non plus lorsque l'univers devient dominé par la courbure.

2.24 Perturbations de densité des baryons en présence de matière noire

Il faut en réalité tenir compte de la présence des fluctuations de matière
noire pour étudier l'évolution des fluctuations de matière baryonique.
L'équation d'évolution fait donc apparaître un terme de forçage créé par
la matière noire et repéré par l'indice (DM) :

4B) + 2H(t)4B>+ - inGpB^j 4B) = (2.38)

Définissons la longueur d'onde physique par :

A (2.39)

Nous allons montrer qu'aux grandes échelles (Àphy > Aj), la croissance
des fluctuations de matière noire entraîne la croissance des fluctuations de

matière baryonique tandis qu'aux petites échelles (Aphy < A/), cet entraî
nement est significativement réduit par la présence du terme de pression

2.24.1 Masse de Jeans

La masse de Jeans des baryons est définie comme la masse baryonique
contenue dans une sphère de rayon A//2 :

Mj ex pB\3j
PB

(2.40)
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Nous allons voir que seules les perturbations qui contiendront une masse
supérieure à la masse de Jeans pourront croître car la pression ne pourra
pas s'opposer à la gravitation.

Au moment du découplage, la masse de Jeans chute brutalement. En
effet, la pression de radiation P7 = n^ksT^c devient ineffective pour les
baryons et remplacée par leur propre pression Pb = MÿfcBTrfa:- Or, à ce

moment-là, le rapport ^ = 10“8. Nous avons donc :

M,(t<tiec) = M<1)= lO16M0^-(n/j2)-1/2
M,(t>tdec)= m}2)= io4M0^(n/î2)-1/2

Au découplage, des perturbations qui ne pouvaient pas croître peuvent
donc se mettre à augmenter :

- Les perturbations de masse M > Mj1^ peuvent toujours croître
- Les perturbations de masse Mj2^ < M < Mj1^ sont gelées jusqu'au

découplage puis se mettent à augmenter.

2.24.2 Solutions de l'équation d'évolution

Avant le découplage Pendant l'ère de radiation, la pression domine sur

la gravité. Nous avons donc des modes tels que Àp^y << A;. Pour un
redshift z > 1000, les baryons sont étroitement couplés aux photons et
leurs températures sont donc identiques Tm oc Tr oc a~l. La vitesse du son
dans le fluide peut donc s'écrire :

c2 _ KbT _ kgTp /ço\
s mp mp \ a J

L'équation d'évolution des perturbations de baryons se réécrit alors :

4B)+2H(t)4B> + (—) -AB) « 0 (2.41)
Une solution de cette équation est de la forme :

ô{B\t) oc r1/6 (2.42)

Les fluctuations de densité de baryons ne peuvent donc pas croître avant
le découplage.

Après le découplage La gravité est alors dominée par la matière noire
(pb<$b << Pdm^dm) dont les fluctuations croissent comme le facteur

d'échelle (i.e. Ôqm a f2/3)- La vitesse du son est quant à elle cl = avec

T oc a~l. L'équation d'évolution des perturbations de matière baryonique
sera donc, dans l'ère de matière :
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Nous trouvons alors :

.(DM)
(0

1 + Ak2
avec A(t) = 3 fkBTo\ E

mp J a3

Distinguons deux comportements limites de ce régime forcé :
- Les grandes échelles A(t)k2 << 1 :

^(0 :DM
(t)

- Les petites échelles A(t)k2 >> 1 :

ôB(t) -
SDM(t)
Â(t)F

(2.44)

(245)

(246)

Nous retrouvons bien le résultat annoncé, l'évolution des fluctuations

de matière baryonique est dictée par celle de la matière noire, après le
découplage. Aux petites échelles, la pression des baryons réduit toutefois
cette évolution forcée.

Conclusion

Les calculs que nous avons menés dans cette section sont valables dans
la limite où les perturbations restent petites. Or, nous avons vu que ces per
turbations de matière, après le découplage, croissent toutes proportionnel
lement au facteur d'échelle. Arrive donc un moment où les pertubations
quittent le régime linéaire. Nous ne décrirons pas cela ici, mentionnons
simplement que cette évolution non linéaire aboutit à la formation des
structures. Revenons pour le moment aux fluctuations de densité des pho
tons qui vont nous permettre d'expliquer les anisotropies du CMB. Nous
avons pour cela besoin de travailler dans un cadre relativiste.

2.3 Evolution des perturbations des photons

Pour étudier l'évolution des perturbations du fluide de photons, rela
tiviste, nous allons écrire une version perturbée des équations d'Einstein.
Nous ferons de nouveau l'approximation de perturbations linéaires.

2.3.1 Equations d'Einstein

Nous admettons, comme pendant l'inflation, que l'Univers peut être
décrit par la métrique perturbée donnée à l'équation 2.2. Ces fluctuations
de la métrique vont être à l'origine de la formation des structures de l'Uni
vers observable. Pour déterminer leur évolution temporelle, il nous faut :

- préciser le contenu de l'Univers
- écrire les équations d'Einstein (et de conservation)
- relier ces potentiels à des quantités observables
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2.3.1.1 Tenseur d'énergie-impulsion perturbé

Ecrivons les composantes du tenseur d'énergie impulsion pour un
mode k du fluide x :

Tq = -px - Spx (2-47)

n = l(px+px)vx,i = -Tf (2.48)

Tj= (Px + tpx)<5j + nxj (2-49)

px et Px sont la densité et la pression homogènes du fluide x, Spx et SPX en

sont les fluctuations relatives. Vx est la vitesse de x et Ylxlj est la pression
anisotrope.

2.3.1.2 Equations d'Einstein

Définissons la densité pj, la pression Pj et la vitesse Vj du fluide total :

Pt = ; àpT = YjôP* (2*5°)
X X

Pt = £px; àPT = EàpX (2-51)
X X

VT =
1

Pt + Pt
E()0X + PX)VX (2-52)

Les équations d'Einstein perturbées s'écrivent alors en temps conforme :

3U20 + 3Wï' + k2^ = °T (2.53)

k(H3> + r ) = a2(+ PT)VT (2.54)

t2(<K-T) = -i-«2nr (2.55)
MPZ

Les deux premières équations permettent d'établir une généralisation de
l'équation de Poisson :

^ = ~2^ral (Ôf)T + 3H<kPT + «ï) (2'56)
Nous cherchons à décrire le comportement des contrastes de densité en

particulier.

2.3.1.3 Quantités conservées et modes super-horizon

Bernardeau (2007) montre, à partir de l'équation de conservation de
l'énergie, que la quantité

(2-57)
pT

est conservée aux échelles super-Hubble. Elle permet donc de faire le lien
avec les échelles plus petites.
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Pour des modes super-horizon, pour un fluide d'équation d'état
donné, les potentiels gravitationnels sont constants et valent, dans l'ère
dominée par le rayonnement (RD) et l'ère dominée par la matière (MD) :

^RD = &RD = — (2.58)

3
^MD = ^MD = ~ (2-59)

Les modes super-horizon n'évoluent donc pas.

2.3.2 Equations des perturbation

Dans toute cette partie, nous suivons le chapitre 5 de Bernardeau (2007)
et y renvoyons le lecteur pour le détail des calculs.

2.3.2.1 Fluide de photons

Pour décrire l'évolution des perturbations de densité pour le fluide
de photon, il faut recourir à la résolution de l'équation de Liouville. qui
traduit la conservation des photons. En négligeant toute interaction, les
calculs conduisent à l'équation suivante pour le contraste de température
des photons (directement relié au contraste de densité d'énergie) :

-(* + *) = -(*!> + Y) (2.60)

Pour des potentiels statiques, 6 + O est donc conservé. Considérons le dé
veloppement multipolaire de 9, la température au point x dans la direction
7:

0(x,y) = J
d3k

(2n)Vi‘
Jk.x «o(ï)-«y9i(ï) + + (-i)

(2.6l)

où les P? désignent les polynômes de Legendre (voir l'annexe B). A partir
de cette décomposition, les calculs aboutissent à un système d'équations
couplées. Celles-ci sont encore valables pour les neutrinos qui sont des
particules relativistes sans interaction avec la matière.

Intéressons-nous à présent au cas où les interactions entre les pho
tons et les baryons (électrons essentiellement) ne sont plus négligées. Il
faut alors considérer l'équation de Boltzmann avec un terme de collision

créé par la diffusion Thomson entre les photons et les électrons. Après
quelques développements, nous arrivons à l'équation d'évolution suivante
pour 6 :

e’ + y A(0 + <D) - r = -T' (e0-e- rve + -7,7,n'Ù (2.62)

où t est la profondeur optique du plasma et LD sont les composantes
de la pression anisotrope du fluide de photons. De nouveau, ces calculs
aboutissent à une "hiérarchie d'équations" similaire à celle établie précé
demment mais avec des termes correctifs tenant compte des interactions
entre les photons et la matière.

K
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2.3*2.2 Fluide de matière

Qu'il s'agisse des baryons ou de la matière noire, ces fluides ont
une pression négligeable ou nulle, ce qui simplifie considérablement leur
étude. La conservation de l'énergie aboutit, pour le fluide de matière non
relativiste, à :

(—) = 3Y' - kVm (2.63)
V pm J

En revanche, l'équation d'Euler s'écrit différemment pour la matière noire
(quantités notées avec un indice c) et pour les baryons (notés avec un
indice b), ceux-ci étant couplés aux photons :

V'C+UVC = kY (2.64)

Vl + HV„ = JrT + r'(Vj, - 0i)-— (2.65)
3Pb

2.3.2.3 Conditions initiales

Nous nous donnons encore les conditions initiales (dites adiabatiques)

suivantes, correspondant au comportement super-horizon des perturba
tions :

bpc ÛPb 3 ôpr
Pc ~ Pb ~ 4 pr

vc = vb = e1

(2.66)

(2.67)

2.3.3 Evolution des perturbations

Nous avons présenté, pour les différents fluides en présence, les équa
tions qui gouvernent l'évolution des perturbations. Détaillons-en les so
lutions pour des modes super-Hubble d'abord puis pour des modes sub-
Hubble.

2.3.3.1 Modes super-Hubble

Nous avons déjà montré (équation 2.59) que, pour les modes super-
Hubble, les perturbations de la métriques restaient constantes. Pendant
l'ère dominée par la radiation, les perturbations de densité croissent
comme le facteur d'échelle au carré. Après l'équivalence, les perturbations
de densité de matière noire commencent à croître proportionnellement au

taux d'expansion, tandis que les perturbations de baryons sont encore
gouvernées par le comportement des photons, jusqu'au découplage. A ce
moment-là, les baryons vont alors être entraînés par les perturbations de
matière noire qui ont déjà évolué. Après le découplage, les fluctuations de
matière, baryonique ou matière noire, sont amplifiées et pourront aboutir
à la formation de structures gravitationnellement liées.

2.3.3.2 Modes sub-Hubble

Dans l'ère dominée par le rayonnement, nous avons :

6" + fc2Cg0 = Y" - ~Y
s 3

(2.68)
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La matière baryonique est contrainte de suivre ces oscillations du fluide,
tandis que nous verrons dans la prochaine section comment évolue la
matière noire.

Les fluctuations de densité, après le découplage, dans l'hypothèse de
couplage fort (c'est-à-dire que la profondeur optique varie vite lors de la
recombinaison), suivent le système d'équations suivant :

^ = -ï
R'

TR
0i +

R'
6q + —-0g + k2c20o = T" +

1 + R

1 + R**> + W (2.69)

R' . k2
(2.70)\p7

1 + jR

w

’ 3

où 0o et 0i sont les deux premiers modes du développement 2.61. Nous
, 3O}) ry P' 11

avons pose R = —— et nous avons ci — — -- —.
V 4pr 5 p'b+p'r 31 +R

Nous pouvons interpréter ces équations comme celles d'oscillateurs
harmoniques avec un terme de forçage qui dépend de Y. Si le temps ca
ractéristique 1 / kcs est petit devant le temps de Hubble, alors R et cs varient

plus lentement. Les solutions seront dans cette approximation des modes
acoustiques déphasés d'un angle 7ü/2 l'un par rapport à l'autre :

00 ~ cos (kcsï])

0i ~ 3cs sin (kcsrj)

(2.71)

(2.72)

Ces oscillations acoustiques sont le phénomène dominant dans la phy

sique des anisotropies primaires du CMB que nous allons aborder au cha
pitre suivant.

Conclusion du chapitre

Le modèle inflationnaire propose une explication à l'origine des petites
inhomogénéités présentes dans l'Univers primordial. Ces fluctuations de
densité ont été amplifiées par instabilité gravitationnelle, dès l'ère domi

née par la radiation pour la matière noire. Les fluctuations de densité du
rayonnement sont quant à elles amplifiées tant que leur taille caractéris
tique est plus grande que celle de l'horizon. A la traversée de l'horizon,
le fluide photons-baryons se met à osciller à cause de la compétition entre
la pression de radiation et la gravité. Les baryons tendent en effet à tom
ber dans les puits de potentiels créés par la matière noire, tandis que les
photons s'opposent à ce mouvement, jusqu'au découplage où les pertur
bations de densité des baryons peuvent alors évoluer librement et finissent
par suivre les perturbations de matière noire. Comme nous allons le voir
au chapitre suivant, c'est la raison pour laquelle les anisotropies de tem
pérature du CMB sont considérées comme une image des perturbations
de densité au moment du découplage.
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Lfhistoire de la découverte du CMB puis de ses anisotropies mérite un
petit détour que nous nous proposons ici. En moins d'un demi-siècle en
effet, l'étude du CMB a abouti au modèle ACDM, aussi appelé modèle
de concordance puisqu'il est compatible avec les autres observations telles
que les relevés de galaxie, l'effet de lentille faible, les supernovae, etc.
Ce modèle a été remarquablement confirmé par le satellite WMAP. De
puis, de nouvelles expériences, dont le satellite Planck, tentent d'améliorer
les contraintes sur les différents paramètres du modèle et d'explorer plus
précisément la physique encodée dans les anisotropies.

3.1 Observer le CMB

Depuis sa découverte fortuite par Penzias et Wilson (1965), le CMB a
été l'objet d'une attention toute particulière de la part des cosmologistes.
Il recèle en effet un nombre important d'informations sur les premiers
instants de l'Univers, son évolution et son devenir. Des instruments d'ob

servation au sol comme dans l'espace se sont donc succédés pour tenter

d'améliorer sans cesse cette "première photo de l'Univers".

39
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3.1.1 Découverte du CMB

3.1.1.1 Premières prédictions

Arno Penzias, dans son discours lors de la remise du Prix Nobel en

1978, retrace l'histoire des premières intuitions de l'existence d'un rayon
nement relique des premiers instants de l'Univers, jusqu'aux prédictions
plus précises qui ont à peine précédé sa découverte. Les premières prédic
tions remontent à la fin des années 40, au gré des discussions de Gamow
(Gamow 1948b), Alpher et Herman (Alpher et al. 1948b) sur la formation
des éléments dans l'Univers primordial. D'après Penzias, ils ne pensaient

pas que ce "rayonnement fossile" puisse avoir une signature spectrale
particulière (celle d'un corps noir) qui permette de le distinguer d'autres
effets.

Ce n'est donc qu'en 1964 que Doroshkevich et Novikov (1964) pré
sentent le rayonnement de fond comme des micro-ondes, reconnaissables
à leur spectre de corps noir. Plus encore, il semble même que ces scien
tifiques aient proposé l'antenne des laboratoires Bell à Crawford Hill
comme meilleur détecteur disponible! Toutefois, ayant mal compris un
papier de Ohm (daté de 1961), ils aboutissent à une non détection.

Cette même année, Dicke, Wilkinson et Roll, de l'Université de Prin

ceton, commencent à construire un radiomètre pour tenter de détecter le

CMB suivant le principe développé par Dicke (1946). Peebles avait en ef
fet, dans un papier soumis début 1965, explicité à son tour l'existence d'un
rayonnement fossile détectable dans le domaine des micro-ondes.

3.1.1.2 Une détection "accidentelle"

Parallèlement, à seulement 60 km de là, les radio-astronomes Penzias

et Wilson des Laboratoires Bell, utilisaient eux aussi une antenne de Dicke

de 6 m. Elle était initialement conçue pour détecter de faibles ondes radio
émises par les premiers satellites de télécommunication testés à l'époque.
Après avoir soustrait les signaux provenant des radars, des émissions
radio terrestres et de la chaleur du récepteur lui-même, ils découvrent
un bruit inattendu, isotrope, non saisonnier, ne venant ni de la Terre,
ni du Soleil, ni même de notre Galaxie. Ils en déduisent l'origine extra
galactique de ce rayonnement inconnu, mesuré avec une température
d'antenne de 3 K.

Burke a informé Penzias et Wilson du papier de Peebles qui ont alors
réalisé que leur détection avait précisément les caractéristiques du rayon
nement recherché par Dicke et ses collègues. Ainsi mis en contact, Dicke,
Peebles, Roll et Wilkinson Dicke et al. (1965) ont interprété le signal décou
vert comme la preuve de l'existence d'une relique du Big-Bang. De leur
côté, Penzias et Wilson se sont contentés de publier leurs observations
Penzias et Wilson (1965) à la suite du papier des cosmologistes. Ce sont
finalement ces derniers qui furent récompensés pour cette découverte par
le Prix Nobel de Physique en 1978.



3*i. Observer le CMB 4i

3.1.1.3 Les suites de l'histoire...

L'interprétation du CMB comme signature du Big-Bang ne fut com
munément acceptée par la communauté scientifique que dans les années
70, après l'avoir observé dans plusieurs fréquences et avoir ainsi mis en
évidence son spectre de corps noir thermalisé. La théorie de l'état station
naire, jusqu'alors concurrente de celle du Big-Bang, ne pouvait expliquer
un tel spectre. Le CMB est ainsi devenu un des trois piliers du modèle de
Big-Bang avec l'abondance des éléments légers et l'expansion de l'Univers
observée grâce au décalage vers le rouge des galaxies (Peebles et al. 1991).

A cette même époque, Harrison (1970), Peebles et Yu (1970) et Zel-
dovich (1972) ont montré que l'Univers primordial devait présenter de
petites inhomogénéités de l'ordre de 10 ~4 ou 10 ~5. Leur empreinte sur le
CMB a ensuite été calculée par Sunyaev Doroshkevich et al. (1978). Une
immense fenêtre sur l'histoire de notre Univers était ainsi ouverte, justi
fiant bien les mots de Penzias lors du discours pour le Prix Nobel en 1978 :
Une chose est claire cependant, la cosmologie observationnelle est à présent une
science respectable et florissante.1

3.1.2 Observations du CMB

3.1.2.1 Premières observations au sol et dans l'espace

Pendant les années 80, de nombreuses observations au sol ont permis
d'améliorer les contraintes sur l'amplitude des anisotropies de tempéra

ture. Un premier satellite russe, RELIKT-i, a été également lancé en 1983.
Ses mesures, publiées en janvier 1992 ont apporté une limite supérieure
aux anisotropies.

3.1.2.2 Le satellite COBE

Le satellite COsmic Background Explorer (COBE) de la NASA a mesuré

grâce à l'instrument Differential Microwave Radiometer (DMR) les aniso
tropies primaires du CMB (Smoot et al. 1992, Wright et Meyer 1992).
L'instrument Ear-InfraRed Absolute Spectrophotometer (FIRAS) a quant à lui
confirmé le spectre de corps noir du CMB (Mather 1994). Publiés en 1992
et 1994, ces résultats ont été récompensé par un Prix Nobel en 2006 attri
bué aux principaux investigateurs des deux instruments, George Smoot
et John Mather.

Toutefois, cette expérience n'avait pas encore la résolution suffisante
pour mesurer le premier pic acoustique du spectre de puissance. Elle a
donc été suivie d'un certain nombre d'expériences au sol ou embarquées
dans des ballons. Celui-ci a été détecté par l'expérience Mobile Anisotropy
Telescope (à Toco, au Chili) (Torbet et al. 1999) puis par Balloon Observations
OfMillimetric Extragalactic Radiation ANd Geophysics (BOOMERanG) et par
Archeops (Benoît 2003), montrant que notre Univers est plutôt plat.

1. One thing is clear however, observational cosmology is now a respectable and flourishing
science. A. Penzias, "The Origin of Eléments", Nobel Lecture, 8 December 1978
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3.1.2.3 Le satellite WMAP

Le satellite Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) a été lancé

en juin 2001 par la NASA. Il était initialement prévu pour observer le CMB
sur le ciel complet pendant deux ans. Sa résolution est de 13', pour les
détecteurs à 94GHz, quatre autres détecteurs à des fréquences inférieures
permettant d'étudier et de soustraire les avant-plans. En réalité, le satel
lite a fonctionné jusqu'en décembre 2010, donnant lieu a de nombreuses
avancées sur l'établissement du Modèle Standard de la cosmologie.

Dès les premières publications en 2003, basées sur la première année
d'observations (Bennett 2003), Spergel et al. (2003) conclut à un Univers
plat, dominé par la constante cosmologique et engendré par des pertur
bations gaussiennes adiabatiques presque invariantes d'échelle. Il établit
l'âge de l'Univers à 13,7 ± 0,2 milliards d'années. Ces résultats sont obte
nus grâce à la mesure du spectre de puissance par Hinshaw et al. (2003).
Le second pic acoustique est ainsi mesuré pour la première fois ainsi que
les modes E du CMB (Page et Nolta (2003)). Cela a permis à Peiris et al.
(2003) d'apporter des contraintes sur le modèle d'inflation, en particulier
sur l'indice spectral ns.

En 2006, les trois premières années d'observation sont rendues pu
bliques, puis, en 2008, l'accumulation de cinq années de données (Hin
shaw et al. (2009)) conduit à la mesure du troisième pic acoustique du
spectre de puissance de la température ainsi que du spectre de la cor
rélation croisée entre la température et les modes E (Nolta (2009)). Ces
avancées permettent d'affiner les contraintes sur le modèle cosmologique
et l'inflation (Komatsu et al. (2009)). Enfin, la communauté scientifique
retient les résultats et paramètres publiés en 2010 dans Larson et al. (2011).
La mission WMAP a finalement contribué à établir le modèle cosmolo

gique standard (Komatsu et al. (2011)), d'un univers presque plat, dominé
par la constante cosmologique, ayant connu une phase inflationnaire. Elle
a aussi soulevé quelques questions sur ce même modèle (Bennett et al.
(2011)) et apporté des informations astrophysiques importantes comme la
mesure de l'effet Sunyaev Zeldovich autour d'amas, ou la modélisation
des avant-plans galactiques.

Dans toute cette thèse, nous utilisons le modèle cosmologique obtenu

avec WMAPy et présenté dans Larson et al. (2011). Les paramètres cosmo
logiques utilisés sont présentés dans le tableau 3.1 et le spectre de puis
sance angulaire du CMB correspondant est représenté figure 3.1.

Densité de baryons nbh2 = 0.02270
Densité de matière noire Cïch2 = 0.1107

Densité d'énergie noire nA = 0.738

Profondeur de réionisation r = 0.086

Indice spectral ns = 0.969

Amplitude scalaire A2, = 2.38 x 10~9

Table 3.1 - Paramètres cosmologiques du meilleur ajustement ACDM aux données
WMAPy
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Figure 3.1 - Spectre de puissance de la température du CMB pour la 7eme année de
WMAP extrait de Larson et al. (2011). La courbe rouge est le meilleur ajustement des
données à un modèle ACDM. Les barres d'erreur incluent le bruit instrumental, la zone

grise représente la variance cosmique.

Depuis 2010, un certain nombre d'instruments tentent d'améliorer les
résultats de WMAP, en particulier de mesurer les modes B de la polarisa
tion. Le satellite qui a pris sa suite, Planck a été lancé en mai 2009.

3.1.3 Le satellite Planck

Planck est une mission de l'Agence Spatiale Européenne (ESA) dont
le principal objectif est de mesurer les fluctuations du CMB avec une
précision limitée uniquement par la variance cosmique.

Pour cela, le satellite observe le ciel complet (environ deux fois en un
an) avec une sensibilité sans précédent (AT/T ~2x 10~6), une résolution
angulaire située autour de 5' et une large couverture en fréquence avec 9
bandes allant de 30 à 857 GHz. Il contient deux instruments, LFI (Lozv Fre-

quency Instrument) Bersanelli et al. (2010) dont les récepteurs, semblables
à ceux de COBE ou WMAP, sont maintenus à 20 K et couvrent la bande

30 — 100 GHz tandis que HFI (High Frequency Instrument) Lamarre et al.
(2010) compte 52 bolomètres qui couvrent la bande 100 — 857 GHz et sont
refroidis à 0,1 K. Parmi eux, 32 sont sensibles à la polarisation linéaire qui
peut ainsi être cartographiée (de 100 à 333 GHz).

Le satellite a été lancé le 14 mai 2009 depuis la base spatiale de Kourou
en Guyane et placé en orbite autour du point de Lagrange L2. Il a reçu
sa "première lumière" le 13 août 2009. Ses caractéristiques sont résumées
dans le tableau 3.2.
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Fréquence
v (GHz)

Détecteurs

Ndet

Sensibilité

AT/T (10~6pK/K)
Bruit équivalent

aN (pKy/s)

Résolution

&FWHM

100 8 2.5 61.6 9.37'

143 11 2.2 39-5 7.04'

217 12 4.8 56.2 4.68'

353 12 14.7 211 4.43'

545 3 147 3.80'

857 3 6700 3.67'

Table 3.2 - Caractéristiques instrumentales de HFI prévues par The Planck Collabora
tion (2006) pour la sensibilité et mesurées sur les données en vol pour les autres quantités
(Planck Collaboration et al. (2011a)).

3.2 Les anisotropies primaires du CMB

En présence de fluctuations de densité, la gravité a tendance à faire
s'effondrer le fluide baryons-photons dans les potentiels de matière noire.
La pression de radiation tente de s'opposer à cette contraction, ce qui pro
voque une oscillation du fluide. Dans les zones de contraction, comme la
densité de rayonnement est plus importante que dans les zones d'expan
sion, la température est plus élevée. Après le découplage des photons et
des baryons, les photons peuvent s'échapper des potentiels. C'est l'émis
sion du CMB et la raison pour laquelle nous l'observons aujourd'hui, très
refroidi par l'expansion.

3.2.1 Formule de Sachs-Wolfe

L'étude de la propagation d'un photon dans un espace-temps perturbé,
de courbure nulle, permet d'établir Yéquation de Sachs-Wolfe (Sachs et Wolfe
1967). Cette équation relie l'énergie d'un photon du CMB observé aujour
d'hui à son énergie au moment du découplage. Elle met en évidence trois
contributions aux anisotropies de température :

- un terme caractérisant le photon au moment du découplage appelé

"Sachs-Wolfe propre".
- un terme Doppler résultant des vitesses relatives de la source et de

l'observateur

- un terme caractérisant l'évolution du photon après le découplage

appelé "Sachs-Wolfe intégré".
Les anisotropies de température encodent donc l'état du fluide photons-
baryons (zones de sous ou sur-densité) ainsi que l'évolution des photons
après le découplage. Nous allons détailler à présent chacun de ces termes
pour aboutir à l'établissement du spectre de puissance angulaire des ani
sotropies.

3.2.2 Oscillations acoustiques dans un potentiel statique

Considérons d'abord les fluctuations de température dues aux os
cillations du fluide de photons dans un potentiel statique (surdensité).
Plaçons-nous pour cela dans un univers dominé par la radiation, avec une
vitesse du son dans le fluide cs = 1 / y/3.
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3.2.2.1 Effet Sachs-Wolfe

La fluctuation de température se comporte comme la fluctuation
de densité et suit donc l'équation 2.68 d'un oscillateur harmonique. Nous
avons donc, en supposant que la fluctuation est initialement adiabatique
et que le potentiel newtonien Y est statique :

ek{rj) + Y = — cos (kcsrj) (3.1)

L'horizon du son r* est la distance maximale parcourue par une onde

sonore (de vitesse cs) depuis le Big-Bang jusqu'à la surface de dernière
diffusion (défini à l'équation 24). Pour les modes super-soniques, c'est-à-
dire pour lesquels kcsrj << 1 «4 A* >> rs, nous avons alors, à l'époque de
dernière diffusion :

(3.2)

Les fluctuations aux grandes longueurs d'onde (supérieures à l'horizon
du son) sont des modes qui n'ont pas commencé à osciller à la recombi
naison. Ils sont la combinaison des fluctuations initiales et du décalage
vers le rouge subi par les photons qui s'échappent des potentiels à la
surface de dernière diffusion. C'est l'effet Sachs-Wolfe.

3*2.2.2 Pics accoustiques

Les fluctuations de petites longueurs d'onde (inférieures à l'horizon du
son), oscillent suivant l'équation 3.1. A l'époque de la dernière diffusion,
ces fluctuations sont ainsi gelées dans différents états. Les extremas des
oscillations sont donnés par :

, , mn
kmCsh* = mn km = , m e N (3.3)

CsV*

Sachant que le potentiel Y est négatif par convention, si m est pair, on
est au minimum de la fluctuation de température, donc dans une zone
de raréfaction. Si au contraire m est impair, on est au maximum de la
fluctuation de température donc dans une zone de compression.

3.2.2.3 Effet des baryons

Nous avons jusqu'ici ignoré l'effet des baryons. Pour les prendre en
compte, considérons un fluide baryons-photons dont la vitesse du son est
alors donnée par :

.2
s

1

3
(34)

Posons R = Comme R > 0, c* < \ la vitesse du son dans un fluide
de radiation pure. Puisque la vitesse du son est diminuée, la taille de
l'horizon du son à la dernière diffusion l'est aussi. Supposons R = Cte,
nous trouvons alors :

0(j;)+Y= |(l + 3R)cos(fccs7) (3-5)
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Les pics de compression sont ainsi 1+6R fois plus importants que ce qui
a été calculé précédemment. De plus, la hauteur des pics de compression
sera d'autant plus grande que R sera grand.

3.2.3 Effet Sachs-Wolfe intégré (ISW)

Nous avons fait l'approximation, dans la partie précédente, que les po
tentiels gravitationnels étaient statiques. L'effet Sachs-Wolfe intégré rend
compte des décalages spectraux induits par la variation temporelle des
potentiels gravitationnels le long de la trajectoire du photon :

®isw(n) = / -\-^'){rj,x{t]))drj (3.6)
^ 7dec

3.2.4 Effet Doppler

La vitesse du fluide oscille elle aussi, avec un déphasage de zr/2 par
rapport aux fluctuations de densité. Pour un fluide dominé par le rayon
nement, la projection de la vitesse v7 du fluide sur la ligne de visée sera
donc donnée, à l'époque de la dernière diffusion, par :

vd(v*) = ^sin(krs) (3.7)
Si l'effondrement est isotrope, alors v& — vy/3. Cette composante de
vitesse à la dernière diffusion produit un décalage Doppler en tout point
de la surface.

3.2.3 Amortissement de Silk

En réalité, les baryons et les photons ne sont pas parfaitement cou
plés, les photons ont un libre parcours moyen non nul grâce à la diffusion
Compton. Les photons qui diffusent des zones de compression vers les
zones de raréfaction unifient la température de ces régions. Silk (1967) a
montré que les fluctuations de température sont ainsi gommées exponen
tiellement sur des échelles caractéristiques Ad Vna7 où À7 est le libre
parcours moyen des photons. Celui-ci dépend, comme nous l'avons vu,
du taux d'ionisation de l'univers.

3.2.6 Spectre de puissance angulaire des fluctuations de température

La fluctuation de température 0 est une variable stochastique que l'on
peut caractériser par sa fonction de corrélation à deux points :

2P +1

C(û) = (0(*o, 70+1 )©(f0,70+2)) = YL~'±n~'Ctpt (^1^2) (3-8)

La deuxième égalité définit le spectre angulaire Ce à partir du développe
ment de la fonction de corrélation sur la base des polynômes de Legendre.
En effet, le principe cosmologique suggère l'isotropie statistique par la
quelle la fonction de corrélation ne dépend que de l'angle entre les deux
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directions e\ et ez. Ce spectre angulaire est une mesure de la variance des
fluctuations de température à l'échelle

^ ~ ^ (3-9)
Si le champ de température est gaussien, il est entièrement caractérisé
par son spectre de puissance. Celui-ci se calcule2 à partir de la décom
position des fluctuations de température dans l'espace des harmoniques
sphériques, définie par l'équation B.9 de l'annexe B.

\

Q = 2j^j-j E (atm<4m ) (3-10)

avec :

atm (2o,Vo) = J d2e©{x0/t]ofe)Yfm(e) (3.11)

10 100 1000

l

Figure 3.2 - Spectre de puissance angulaire du CMB (noir), pour des conditions initiales
adiabatiques et ses différentes composantes : l'effet Sachs-Wolfe (rose), l'effet Sachs-Wolfe
intégré (vert) et l'effet Doppler (bleu). Les unités sont arbitraires. Source : Challinor et
Peiris (2009)

La figure 3.2 présente les contributions des différents termes au spectre
de puissance angulaire du CMB.

Le plateau observé aux grandes échelles, appelé plateau Sachs-Wolfe
vient des modes super-soniques qui sont restés intacts depuis la
fin de l'inflation. Ces modes permettent donc de relier le spectre
de puissance angulaire au spectre de puissance primordial Vs(k).
Nous avons vu que les modèles inflationnaires à roulement lent

2. Pour son calcul complet, nous renvoyons le lecteur au chapitre 6, partie 1.2.1 de
Peter et Uzan (2005).
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prédisaient un spectre invariant d'échelle. Cela se traduit alors par
£{£ + \)Cf « este. D'où le plateau observé (grâce à l'échelle loga
rithmique utilisée en abscisse).

Nous voyons que l'oscillation du fluide photon-baryon domine tous les
autres effets. En particulier, le premier pic correspond aux modes
qui atteignent leur premier maximum d'oscillation à la dernière dif
fusion. Sa position nous indique donc l'époque de la dernière diffu
sion T]*.

Nous vérifions aussi que l'effet Doppler est en opposition de phase avec
les oscillations acoustiques. Il a tendance à en combler les creux.

L'effet Sachs-Wolfe intégré pique à une échelle proche du premier pic
acoustique. Il lui ajoute de la puissance de manière cohérente puis
qu'il dépend comme l'effet Sachs-Wolfe de Y + O.

Nous observons enfin l'amortissement de Silk qui, aux petites échelles,
amortit exponentiellement les oscillations.

Conclusion du chapitre

Les anisotropies de température du CMB ont une distribution gaus
sienne. Toute l'information de ces anisotropies est donc contenue dans
leur spectre de puissance. Cette courbe est du premier intérêt pour les

cosmologistes. Elle contient des contraintes sur l'univers primordial et le
modèle cosmologique. C'est la raison pour laquelle une mission comme
Planck cherche à le mesurer avec la plus grande précision possible.

Toutefois, ces informations ne sont pas directement accessibles. En
effet, des anisotropies dites secondaires, viennent s'ajouter, pendant le
voyage des photons qui peuvent interagir avec la matière depuis la surface
de dernière diffusion jusqu'à nous. II en existe deux types associées à la ré
ionisation de l'Univers et à la croissance des structures. Une présentation
détaillée se trouve dans la revue de Aghanim et al. (2008) :

1. Anisotropies créées par interaction des photons avec des potentiels

gravitationnels

(a) Effet de lentille gravitationnelle : c'est l'effet secondaire domi
nant, il sera présenté en détails dans le chapitre suivant.

(b) Effet Rees et Sciama (1968) : En général, le potentiel linéaire
dépend du temps à bas redshift et, en particulier, lorsque ce
potentiel n'est plus tout à fait linéaire.

2. Anisotropies créées par diffusion des photons sur des électrons
chauds

(a) Effet Sunyaev et Zeldovich (1972) : Les puits des amas de ga
laxies contiennent des électrons chauds sur lesquels les photons
diffusent. Deux effets peuvent être distingués : un effet Doppler
appelé effet SZ cinétique - dû au mouvement des gaz chauds
dans les amas - et un effet thermique. C'est un des moyens les
plus efficaces de détecter des amas de galaxies à hauts redshifts
(Planck Collaboration et al. 2011c).
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(b) Effet Ostriker et Vishniac (1986) : Effet cinétique du gaz chaud
en mouvement à l'époque de la formation des galaxies.

(c) Effet de réionisation anisotrope (Aghanim et al. 1996) : Effet
dû au caractère inhomogène de la réionisation lorsque celle-ci
commence, pour des redshifts z ~ 5 — 10.

Le spectre de ces anisotropies secondaires est présenté sur la figure 3.3.
Nous allons, au chapitre suivant, détailler l'effet de lentille gravitation
nelle, dominant pour les échelles angulaires de plus de quelques minutes
d'arc (l'effet SZ est de même amplitude que l'effet de lentille mais c'est
un effet additif qui dépend de la fréquence et peut donc en principe être
soustrait par la séparation de composantes).

Figure 3.3 - Spectres de puissance des anisotropies secondaires de température créées
par des effets gravitationnels (à gauche) : "RS" pour Rees-Sciama, "Lensing" pour l'effet
de lentille et "ISW" pour l'effet Sachs-Wolfe intégré et par des effets de diffusion sur les
électrons chauds (à droite) : "SZ" pour Sunyaev-Zeldovich, "Doppler" pour l'effet SZ
cinétique et l'effet Ostriker-Vishniac et "8 — mod" pour l'effet de réionisation anisotrope.
Source : Aghanim et al. (2008)
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Lfeffet de lentille gravitationnelle désigne la déviation des rayons lumineux
en présence d'un potentiel gravitationnel. Dans le cadre de la Relativité
Générale, il se comprend comme la déformation des géodésiques dans un

espace-temps perturbé par la présence de matière. Les photons suivant les
géodésiques, leur trajectoire est affectée par les puits de potentiel rencon
trés.

En particulier, les photons du CMB subissent l'effet collectif des petites
déviations dues aux potentiels de toutes les grandes structures1 depuis
la surface de dernière diffusion jusqu'à nous. L'étude de cet effet permet

d'apporter des contraintes sur l'énergie noire, la masse des neutrinos et de
lever des dégénérescences sur certains paramètres cosmologiques (Metcalf
et Silk 1997), (Benoit-Lévy et al. 2012).

1. Ce sont les grandes structures, quasi-linéraires, qui dominent l'effet de lentille dans
le CMB.

51



52 Chapitre 4. L'effet de lentille dans le CMB

4.1 La déviation des photons du CMB par les grandes
STRUCTURES

Nous allons présenter ici les résultats généraux sur la déviation des
photons du CMB par l'effet collectif des grandes structures. La dérivation
des équations est détaillée par Lewis et Challinor (2006).

4.1.1 Déplacement des anisotropies

L'effet de lentille gravitationnelle ne modifie pas la fréquence des pho
tons. Ceux-ci gardent ainsi leur spectre de corps noir et on ne peut pas
observer cet effet en utilisant des cartes multi-fréquences. De plus, la
brillance de surface est conservée par l'effet de lentille. Si donc le CMB
était parfaitement isotrope, les photons seraient déplacés mais conserve
raient la même distribution, on ne pourrait pas observer d'effet de lentille.
On peut l'étudier grâce à la présence des anisotropies primaires qui vont
apparaître légèrement déplacées :

T(n) = T(ïi + ci) (4.1)

Nous noterons les quantités observées avec un tilde et les quantités pri
mordiales sans tilde. Les quantités observées seront dites "lentillées" pour

dire qu'elles ont subi l'effet de lentille gravitationnelle. Les quantités
primordiales désignent les quantités telles qu'elles seraient évaluées si
elles n'avaient subi aucun changement depuis l'émission des photons sur
la surface de dernière diffusion. La température lentillée sur un point du
ciel correspond donc à la température primordiale en ce point, décalée
d'un petit déplacement cc.

-284.94002751 ~ 282.338727^6

unlensed lensed

Figure 4.1 - Effet de lentille gravitationnelle dans une carte de température non lentillée
(à gauche) et lentillée (à droite) pour une portion de ciel de 3° x 3° environ, pour une
résolution d'une arcminute par pixel.

La figure 4.1 montre la même portion de ciel d'environ 3° x 3° avec une
résolution d'une arcminute par pixel pour une réalisation du CMB sans

effet de lentille (à gauche) et avec (à droite). Nous avons utilisé la même
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échelle de couleurs pour les deux images de sorte à mettre en évidence le
décalage de l'ordre de deux ou trois pixels des structures observées vers
la gauche dans la carte lentillée.

4.1.1.1 Ordres de grandeur

Nous voyons que la déflexion totale subie par un photon sur son
trajet depuis la surface de dernière diffusion jusqu'à nous (14000 Mpc)
est de l'ordre de quelques arcminutes (environ 2,5' en moyenne). L'effet
de lentille est donc très faible et a priori peu repérable dans une carte de
température dont la taille typique des anisotropies est de l'ordre du degré.
Quant au spectre, l'effet de lentille y introduit un changement de l'ordre
du pour-cent (2.5' rapportées à 1°) à toutes les échelles. Cependant, cette
déflexion totale correspond aux modes / > 3000 pour lesquelles le CMB
primordial ne contient quasiment plus de puissance à cause de l'amortis
sement de Silk. L'effet de lentille domine alors le spectre de température,
en l'absence d'autres anisotropies secondaires.

Les photons observées dans une zone du ciel sous-tendue par la taille
caractéristique d'un puits de potentiel auront subi la même déflexion.
Cette taille caractéristique étant de 30oMpc (échelle correspondant au pic
du spectre de puissance de la matière), la déflexion des photons sera co
hérente sur environ 2° sur le ciel (pour un puits de potentiel situé au
maximum de la fonction d'efficacité c'est-à-dire à mi-distance entre la sur

face de dernière diffusion et l'observateur). Aussi faibles ainsi soient les

déflexions causées par l'effet de lentille, elles sont corrélées à l'échelle du
degré et c'est l'exploitation de ces corrélations qui va nous permettre de
les quantifier.

4.1.1.2 Angle de déflexion

La Relativité Générale permet de dériver l'équation des géodésiques
dans un espace-temps perturbé par la présence de potentiels gravitation
nels sur la ligne de visée des photons observés. Elle permet ensuite de
calculer l'angle de déviation induit sur les photons par ces potentiels.
Nous nous contenterons ici de donner les résultats tels qu'ils sont présen
tés dans Lewis et Challinor (2006).

Dans le cadre de l'effet de lentille faible, pour une source située à la
distance comobile x* de l'observateur, comme décrit sur la figure 4.2, la
déflexion totale d'un photon s'écrit, à l'ordre le plus bas dans le potentiel :

s=~2 lo dxh^ïïâ~ (4-2)
Nous nous sommes placés dans le cadre de l'approximation de Born qui
consiste à effectuer les calculs le long de la trajectoire non perturbée des
photons. Cette approximation est suffisante pour l'effet de lentille faible
qui nous intéresse ici. Les écarts à cette approximation ne modifient pas le
spectre de puissance du potentiel mais seulement ses moments statistiques
d'ordres supérieurs. Nous avons noté Y le potentiel gravitationnel situé à
une distance comobile x de l'observateur, rjo — X donne le temps conforme
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auquel le photon était à la position xn. Vg représente la dérivée angulaire,
équivalente à la dérivée covariante sur la sphère définie par n. La distance
de diamètre angulaire /k(x) permet de relier les distances aux angles :

faix) =

-U=sm(y/Kx) K > 0

X K = 0 (4-3)

^Usinh(^/|K|x) K < 0

Figure 4.2 - Géométrie de l'effet de lentille faible pour une source (ici le CMB) située
à une distance comobile x*- Un potentiel Y est placé à la distance x de l'observateur et
créé un angle de déflexion ôfi dans la direction de propagation de la lumière. La source est
donc vue par l'observateur décalée d'un angle Ô6. Source : Lewis et Challinor (2006)

4.1.2 Potentiel de lentille

4.1.2.1 Définition

A partir de l'équation 4.2, nous définissons le potentiel de lentille de
telle sorte qu'au premier ordre, l'angle de déflexion soit le gradient du

potentiel de lentille a. = 'Vcp :

m = -2Jo70(44)
C'est la projection de tous les potentiels gravitationnels le long de la ligne
de visée. Si le potentiel gravitationnel est gaussien (ce qui est vrai aux
grandes échelles mais l'est moins aux petites échelles lorsque l'évolution
des perturbations devient non linéaire), le potentiel de lentille l'est aussi.
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4.1.2.2 Potentiels de lentille

En toute généralité, suivant Hirata et Seljak (2003b) et Namikawa et al.
(2012) nous devrions écrire :

a. = V(p + V x ip (4.3)

où cp est le potentiel de lentille précédemment défini et ip la partie rota
tionnelle de la déflexion. Dans le cas du CMB, cette composante est nulle.
Toutefois, il pourrait y avoir d'autres mécanismes conduisant à créer du
signal dans la partie rotationnelle de la déflexion. C'est par exemple le cas
des ondes gravitationnelles primordiales (Cooray et al. 2003). L'amplitude
prédite pour ce signal étant très faible, nous considérerons par la suite que
\p = 0.

4.1.2.3 Spectre de puissance du potentiel de lentille

Si le potentiel de lentille est un champ gaussien, toute l'information
statistique sur l'effet de lentille sera contenue dans son spectre de puis
sance et dans les corrélations avec d'autres champs.

Auto-corrélation Ecrivons d'abord le spectre de puissance du potentiel
de lentille en fonction du spectre de puissance du potentiel gravitationnel
V* :

d = 47î/y—Po«[/?"(fc)]2 (4-6)
où nous avons posé :

l\‘n{k) = -2 (4.7)
-'0 AA

où je{x) désigne les fonctions de Bessel sphériques.

Aux petites échelles, c'est-à-dire à grands t, l'approximation de Limber est
suffisante pour le calcul du spectre de puissance, surtout lorsqu'il s'agit
de le faire numériquement :

d » %- J*'X) (~r) (4-8)
En théorie linéaire, on peut écrire le potentiel Y en fonction de la per

turbation primordiale de courbure 7Z, grâce à la fonction de transfert T^.
Le spectre de puissance du potentiel de lentille devient alors :

ct = 1671J £ dxT^{k;po- x)je(kx) x*-x

X*X

n 2

(4-9)

L'approximation du régime linéaire devient fausse à petite échelle. On
évalue, par simulation numérique, que l'évolution non linéaire des per
turbations augmente significativement la puissance aux petites échelles.

En général, on représente plutôt le spectre de puissance de l'angle de

déflexion oc = Vcp qui sera donné par £(£ + 1)C^. Il est représenté sur le
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panneau supérieur de la figure 4.3 dans les cas linéaire et non linéaire et
dans le cadre de l'approximation en ciel-plat ("fiat" en pointillés bleus) ou
calculé sur le ciel complet ("ail" en traits pleins noirs). Nous voyons qu'aux
petites échelles, l'hypothèse linéaire fait perdre un peu de puissance.

Figure 4.3 - Spectres de puissance de l'effet de lentille. En Imut : auto-corrélation du
potentiel de lentille calculée sur le ciel plat (pointillés bleus) ou sur le ciel complet (trait
plein noir), pour des perturbations de densité linéaires ou non. En bas : corrélation croisée
du potentiel de lentille avec la température du CMB. Source : Hu (2000)

Corrélation croisée du spectre de puissance du potentiel de lentille avec

la température du CMB On peut aussi corréler le potentiel de lentille
avec la température du CMB. En première approximation, nous pourrions
supposer que cette corrélation est nulle. En réalité, certaines anisotropies
secondaires dépendent elles-même du potentiel gravitationnel cp. On s'at
tend donc à mesurer une corrélation non nulle. C'est en particulier le cas

pour l'effet Sachs-Wolf Intégré (ISW) qui contribue à grande échelle aux
anisotropies de température suivant l'équation 3.6 (Lewis et al. 2011).
A plus petite échelle, le potentiel de lentille devient complètement décor
rélé de la température, ce que nous confirme le panneau inférieur de la
figure 4.3.

La corrélation croisée du potentiel de lentille et de la température
s'écrit (Hu 2000) :

c<pels„ = J jf x)k(kX)
x f* dx'Tv(k;tio-x')jt(kx')

J 0

(4.10)
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4.1.3 Redistribution de la puissance dans le spectre angulaire

Pour calculer le spectre de puissance angulaire du CMB lentillé, nous
allons nous placer dans l'espace des harmoniques sphériques. Nous consi
dérerons toujours, dans le cadre de l'expérience Planck, un traitement
"plein ciel". Nous décomposerons donc une quantité X sur la sphère,
comme suit (Kamionkowski et al. 1997) :

+00 i

x(«) = £ E (4.11)
£=0m=-£

Le spectre de puissance est alors défini par :

Et la transformation inverse s'écrit :

Xtm = J dnX(n)Yem(n) (4.13)

4.1.3.1 Développement limité de la température observée

Afin de calculer le spectre de puissance de la température observée, il
nous faut évaluer les multipoles de la température. L'angle de déflexion
étant petit, nous pouvons écrire un développement limité au second ordre
dans le potentiel de la température observée à partir de l'équation 4.1 :

@(n) ~ 0(H) + X?i(p(n)Vz0(H) + iv/^(w).Vy^>(«)V'V70(H) 4-... (4.14)

La transformation en harmoniques sphériques de cette équation conduit
à (voir le début de l'annexe D pour le détail des calculs) :

®£m — ®lm d" 4>timi®£2m2
£\m\ £2^2

1

Tmm\m2 , _ £ .* Tmm\rti2m3
W2 L

£3^3

où nous avons posé :

+ ...

(4-15)

^T2 = / (4-16)
C2T3 = / <*^?«.(v,y/1M1).(v,Y<^).viv%aa (4.17)

4.1.3.2 Calcul du spectre lentillé au premier ordre

Par isotropie statistique, la covariance de la température lentillée est
diagonale et on peut définir un spectre lentillé de la température :

(®£m®£'m') = ÔM'Smm'Cf U-1^)

Nous pouvons à présent écrire ce spectre lentillé au premier ordre en C^ :

Cf « Cf + E clCfs, + Cf Ecl s2
£1/2 £1
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où nous avons posé puis calculé (voir l'annexe D pour le calcul des inté
grales / et /) :

Si= EdT^âïi
1Tl\lTl2 '

S2 = -EC!""1 + c-c = +
m\

Nous avons encore défini le terme géométrique :

=2 + 1) + ^2(^2 + 1) _ + 1)]
/(2^ + l)(% + l)(2^ + 1) / * ^ I2\

XV 4^ ( 0 0 0 y

Ce terme pourra encore s'écrire, d'après la formule C.13 :

2 = ~ \/^1(^1 + 1)4(4 + 1)
/(2^ + l)(24 + l)(2£ + l) / ix l2 t\

XV 4^ (l -1 0 y

(4-19)

(4.20)

D'où finalement l'expression du spectre lentillé :

Cf « Cf [1 - (((+1)R] + £ diC® (4.21)

avec :

R=5l>W + i)—icf, (4.22)
*1

Le dernier terme du spectre lentillé indique une convolution du spectre
de puissance primordial de la température avec le spectre de puissance
du potentiel. Cette convolution a pour effet de lisser les pics du spectre
primordial aux grandes échelles, ce que nous voyons sur le panneau en
haut à droite de la figure 4.4. Elle permet également de transférer de la
puissance des grandes échelles vers les petites échelles, initialement cou
pées par l'amortissement de Silk. Le panneau en haut à gauche et celui
du bas montrent en effet comment le spectre lentillé domine, à grands £ le
spectre non lentillé.

4.1.3.3 Comparaison avec d'autres anisotropies secondaires

Les différentes anisotropies secondaires du CMB ont été évoquées
au chapitre précédent. Certaines, comme l'effet Sunyaev-Zel'dovich ther
mique, ont une signature spectrale différente du CMB et peuvent donc
facilement être distinguées. En revanche, d'autres, comme l'effet Sunyaev-
Zel'dovich cinétique, ont la même signature spectrale. Ce signal est,
comme l'effet de lentille, un traceur des grandes structures et est donc
corrélé avec lui.

Amblard et al. (2004) ont proposé, pour traiter l'effet Sunyaev-
Zel'dovich cinétique, d'utiliser la mesure de l'effet Sunyaev-Zel'dovich



4-i. Déflexion du CMB 59

i

Figure 4.4 - Effet de lentille gravitationnelle dans le spectre de température du CMB :
spectres obtenus avec les paramètres WMAP7. En haut : spectre non lentille (bleu) com
paré au spectre lentillé (rouge). En bas : rapport du spectre lentillé au spectre non lentillé.

thermique pour masquer les amas les plus gros, autour desquels l'effet
SZ cinétique est concentré. Les zones masquées doivent ensuite être inter
polées d'une manière ou d'une autre pour pouvoir recouvrir une bonne
estimation de l'effet de lentille. En pratique, cet effet est largement do
miné par les points sources et les résidus diffus d'avant-plans et est donc
négligeable aux échelles qui nous intéressent.

4.1.34 Calcul au second ordre

Nous pouvons utiliser le développement limité de la température
poussé au quatrième ordre en <p pour calculer le spectre de la tempéra

ture lentillée au second ordre en C^. Le détail des calculs est présenté au
début de l'annexe F et aboutit à :

i

F—E CtC?2Fkk [! - *2(<2 + !)R]
2 3)

1_I_L_ y-1 ^ f
^82f + l^3 * ^2L + 1 V L(L + 1) J

x [^2(^2 + 1) — L(L + 1) + ^3(^3 + l)]2 j

(©£m0£/m/) — à££/Smml < C
-©

où R a été défini à l'équation 4.22.
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4.1.4 Création de non gaussianités

Nous avons vu que, si l'inflation prédit un spectre des perturbations
primordiales gaussien (pour les modèles les plus simples), et si leur évolu
tion depuis la surface de dernière diffusion est linéaire, on peut considérer
que les anisotropies du CMB sont elles-mêmes gaussiennes. Par ailleurs,
le potentiel de lentille est sensible aux grands modes du champ de den
sité, qui sont aussi gaussiens. Le CMB que nous observons n'est toutefois
pas gaussien. En effet, le développement limité 4.14 de la température
observée fait notamment intervenir les dérivées de la température non
lentillée qui ne sont pas des champs gaussiens. Nous allons utiliser cette
non-gaussiannité pour extraire de l'information sur le potentiel de lentille.
Pour cela, intéressons-nous aux moments d'ordres supérieurs à deux.

4.1.4.1 Moment à trois points (bispectre)

Le moment à trois points de la température s'écrit, à l'ordre dominant,
d'après Lewis et al. (2011) :

(0eimi0km20t3m3) « C®*Cg»F<lWs ( * £ ^^j+Sperms. (4.24)
où les permutations sont prises pour les couples d'indice (£,•,/«,). Le bis
pectre est alors défini par :

» Z Z )
Il donne une information directe sur la corrélation à grandes échelles

entre la température et le potentiel de lentille. L'effet Sachs-Wolfe intégré
intervient à bas redshift et est corrélé aux perturbations de densité qui
contribuent au potentiel de lentille. Ainsi, le bispectre fournit des indi
cations sur l'évolution récente des perturbations et de l'expansion ce qui
permet de mettre des contraintes sur l'énergie noire et la courbure. 11 ne
permet en revanche pas de mesurer directement le potentiel ip ou son
spectre de puissance.

4.1.4.2 Moment à quatre points (trispectre)

Voyons à présent ce que peut nous apprendre le moment d'ordre
quatre de la température observée. Si la température est gaussienne, ce
moment sera une combinaison de produits de spectres de puissance. La
signature non-gaussienne du moment à quatre points (que nous cherchons
pour mesurer l'effet de lentille) sera donc contenue dans sa partie connectée.
Celle-ci s'obtient en soustrayant la contribution gaussienne :

(^imi )c =

- ®t2m2) (®^3^4m4)-2perms
(4.26)

Nous verrons bientôt (voir déjà l'équation 4.29 pour s'en convaincre) que
cette quantité fait apparaître le spectre de puissance du potentiel de lentille
et peut donc être utilisée pour en construire un estimateur.
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4.2 Pourquoi étudier cet effet ?

L'intérêt premier de l'effet de lentille gravitationnelle dans le CMB est
de permettre de mesurer le spectre de puissance (linéaire) de la matière,
projeté grâce au spectre de puissance de la déflexion induite par cet ef
fet. Plus encore, il est une source d'information cosmologique précieuse
(Smith et al. 2009) et doit être pris en compte pour l'évaluation des para
mètres cosmologiques (Zaldarriaga et al. 1997, Metcalf et Silk 1997). Tou
tefois, il est également un contaminant pour l'étude des ondes gravitation
nelles primordiales (à partir des modes B de la polarisation). Notons enfin
qu'il peut permettre de tester la Relativité Générale ou des modèles de
gravité modifiée selon Calabrese et al. (2008; 2009) et Serra et al. (2009).

4.2.1 Sonder la matière et l'évolution des structures

La reconstruction de l'effet de lentille gravitationnelle dans le CMB

permet d'obtenir directement le spectre de puissance de la matière projeté
pour un redshift z ~ 1100. C'est l'avantage de l'effet de lentille appliqué
au CMB par rapport à l'effet de lentille appliqué aux galaxies. Pour ces
dernières, il y a une incertitude sur la relation entre la distribution de
galaxies et la distribution de masse. De plus, l'effet de lentille du CMB
donne accès à des redshifts plus importants que ceux atteints avec les ga
laxies et est sensible aux plus grandes échelles observables dans l'Univers.

En combinant l'effet de lentille du CMB à celui des galaxies, on recons

titue l'évolution du spectre de puissance de la matière en fonction du red
shift et on sonde alors la distribution radiale de la matière. La corrélation

de l'effet de lentille du CMB et des galaxies peut ainsi nous renseigner
sur l'équation d'état de l'énergie noire. En effet, l'énergie noire modifie
l'histoire de la croissance des structures. En comparant leur structuration

à différentes époques, on peut donc avoir accès aux propriétés de l'énergie
noire.

4.2.2 Contraindre les paramètres cosmologiques

Le spectre de puissance du potentiel de lentille dépend à la fois des
distances et de la croissance des perturbations. Il est plus particulièrement
sensible aux paramètres qui gouvernent l'évolution tardive (z < 5) de
l'Univers (Smith et al. 2006).

4.2.2.1 Dégénérescence géométrique

La mesure du potentiel de lentille permet en premier lieu de lever la
dégénérescence de diamètre angulaire (Stompor et Efstathiou 1999). Les pa
ramètres qui permettent de décrire l'univers tardif dépendent essentiel
lement de l'évolution des distances et de la croissance des perturbations

après la recombinaison. Ces paramètres sont la densité d'énergie noire
Oa, l'équation d'état de l'énergie noire w, la courbure O*. et la somme
des masses des neutrinos Y2mv. Or le CMB primordial ne dépend de l'en

semble de ces paramètres qu'à travers la taille angulaire du pic acoustique
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définie par :

où D* est la distance de diamètre angulaire à la recombinaison et s* l'ho
rizon du son à la recombinaison. Si on ajuste la densité d'énergie noire
pour fixer D* et que l'on fait varier l'un des autres paramètres, le spectre
de puissance primordial du CMB ne change pas. Ce n'est pas le cas du
spectre de puissance du potentiel de lentille, beaucoup plus sensible aux
variations des paramètres {Clvh2,w, O*-} et qui permet donc de lever cette
dégénérescence.

En particulier, la figure 4.5 montre que l'effet Sachs-Wolfe intégré (ISW)
aux grandes échelles (petits t), dans un univers plat, permet de caractéri
ser l'énergie noire. Il est très sensible à l'équation d'état de l'énergie noire
ainsi qu'à ses propriétés de "clustering". Cependant, même avec des expé
riences plein-ciel, on ne dispose que d'un petit nombre de réalisations des
modes à grande échelle. De plus, à ces échelles, de nombreux autres effets
secondaires s'ajoutent et modifient le spectre.

Figure 4.5 - Spectre de la contribution de l'effet Sachs-Wolfe intégré (ISW) aux aniso-
tropies, tracé pour différentes équations d'état de l'énergie noire (valeur de w) et vitesses
du son ceff. Source : Hu (2002)

4.2.2.2 Masse des neutrinos

Les neutrinos sont des particules massives du modèle standard de la

physique des particules qui possèdent trois états propres de masse qui
ne sont pas complètement dégénérés. La contrainte actuelle fournie par
les relevés de grandes structures et WMAP sur la somme des masses des
neutrinos est :

£m„^0.7eV (4.28)
Or la présence de neutrinos amortit la croissance des structures ce qui
modifie l'effet de lentille sur le CMB. Ainsi Planck pourra contraindre
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cette masse totale à o,i5eV (Kaplinghat et al. 2003) (Lesgourgues et al.
2006).

2.2.3 Energie noire

La présence d'énergie noire entraîne une accélération de l'expansion
de l'Univers et donc un ralentissement de la croissance des perturbations.
L'effet de lentille dans le CMB constitue ainsi un moyen indépendant de
prouver l'accélération de l'expansion de l'Univers (Acquaviva et Bacciga-
lupi 2006). D'autre part, si l'équation d'état de l'énergie noire n'est pas
strictement — 1, elle peut s'accréter, augmentant les perturbations de la
métrique. De nouveau, l'effet de lentille y est sensible et apporte des in
formations sur les propriétés de l'énergie noire (Hu 2002).

P2.3 Nettoyer les modes B de la polarisation

Les différents modèles d'univers primordial (infiationnaires ou autres)
prédisent l'existence de modes tensoriels. Ces perturbations aussi appe
lées ondes gravitationnelles sont à l'origine des modes B de la polarisation
du CMB (Kamionkowski et al. 1997, Seljak et Zaldarriaga 1997). Leur dé
tection permettrait de discriminer les différents modèles. Cependant, Hu
(2000) a montré que l'effet de lentille gravitationnelle induit un mélange
des modes E et B de la polarisation : une partie des modes E est transférée
vers les modes B. L'effet de lentille crée donc un "bruit" dans les modes

B primordiaux. Jusqu'aux environs de £ « 1000, le spectre des modes B
lentillés, produits par des modes E purement scalaires, est proche d'un
spectre de bruit blanc : Cj ~ 2 x 10~6}iK2 (Lewis et Challinor 2006).

Ce bruit est un facteur limitant pour la détection des ondes gravita
tionnelles primordiales dont l'amplitude détermine la gamme d'énergie
de l'inflation. On ne connaît pas cette amplitude qui pourrait être rela
tivement faible et donc dominée par les modes B de l'effet de lentille,
comme l'indique la figure 4.6. De plus, ce bruit ne peut être soustrait que
statistiquement.

La limite de détectabilité des modes tensoriels pourrait être améliorée

par des techniques de nettoyage direct (delensing) des modes B créés par
l'effet de lentille, proposées par Seljak et Hirata (2004) et qui consistent à
utiliser les anisotropies aux petites échelles pour reconstruire le potentiel
de lentille. Cette dernière opération est en principe possible (Hu et Oka-
moto 2002) puisque, nous le voyons sur la figure 4.6, le spectre des modes
B primordiaux pique autour de / ~ 100 et décroît ensuite aux plus petites
échelles. Or, nous voulons retrancher le signal créé par l'effet de lentille à
des échelles £ > 200. Les modes B, à ces plus petites échelles, seront entiè
rement dominés par le signal de lentille et peuvent donc être utilisés pour
le reconstruire. Comme par ailleurs, le spectre de puissance du potentiel
de lentille pique autour de £ ~ 60, l'essentiel du signal de lentille viendra
de ces modes à grande échelle.
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Figure 4.6 - Spectres de puissances de la polarisation du CMB : en rouge les modes E
en présence d'effet de lentille, en bleu, les modes B "primordiaux" pour deux valeurs du
rapport tenseur/scalaire r et en violet les modes B créés par l'effet de lentille. Source :
Lewis et Challinor (2006)
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4.3 Estimer l'effet de lentille dans le CMB

Les différentes méthodes proposées pour estimer l'effet de lentille gra
vitationnelle dans le CMB (sur le ciel complet) sont des approximations
de la méthode de Hirata et Seljak (2003a) utilisant la fonction de vraisem
blance.

- Estimateur quadratique de Hu et Okamoto
- Méthode sans biais Sherwin et Das

- Reconstruction dans l'espace réel de Bûcher, Carvalho, Moodley et
Remazeilles

4.3.1 Estimateurs construits sur la fonction de vraisemblance

Cette méthode consiste à supposer que les champs non lentillés, le
potentiel de lentille et le bruit sont gaussiens et à écrire la probabilité du
champ observé. Le théorème de Bayes permet alors de calculer la distri
bution postérieure des champs, connaissant les données. Cette fonction
de probabilité contient toute l'information possible sur l'effet de lentille.
Elle peut être alors utilisée pour construire des estimateurs tels que la
fonction de maximum de vraisemblance (Hirata et Seljak 2003a, Hanson
et al. 2010a).

Si l'estimateur quadratique du potentiel de lentille est très proche
de l'optimalité pour Planck, des expériences à plus haute résolution
{Sfwhm = 1;) nécessiteront l'utilisation de fonctions de vraisemblance

pour construire un estimateur optimal. De telles techniques sont non li
néaires (et donc coûteuses). Dans le cas de Planck, elles n'apportent une

amélioration que de 10 — 20% de l'erreur (RMS). L'estimateur quadratique
pourrait donc rester un bon compromis.

4.3.2 Estimateur quadratique à variance minimale

Nous avons vu que l'effet de lentille dans le CMB crée une corrélation
entre les différents modes en rompant l'anisotropie statistique (création
d'éléments hors-diagonaux dans la covariance). Nous montrons en annexe
D que cette corrélation est proportionnelle à la déflexion induite par l'effet
de lentille (équation D.17) :

où l'indice (p sur la moyenne indique qu'elle est prise sur différentes
réalisations de CMB à effet de lentille fixé. Pour une réalisation donnée

d'effet de lentille, Hu (2001b), Okamoto et Hu (2003) ont donc proposé de
construire un estimateur de la déflexion en prenant la somme pondérée

de paires de multipoles de la température et en calculant les poids qui
minimisent la variance. La dérivation complète de cet estimateur sera

présentée au chapitre 6.

(4-29)
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Il peut en réalité être biaisé et non optimal car il est construit à par
tir du développement limité au premier ordre en cp de la température.
Les termes d'ordres supérieurs peuvent en effet avoir un impact non né
gligeable dès lors que l'angle de déflexion est comparable à l'échelle des
modes utilisés dans la reconstruction du potentiel de lentille. Cet angle de
déflexion est de l'ordre de l'arcminute et, pour des expériences à haute
résolution, une grande partie de l'information vient donc de ces modes.
Les termes non linéaires peuvent alors devenir importants. Comme nous

l'avons déjà mentionné, dans le cadre de Planck, un tel estimateur sera une
approximation suffisante pour reconstruire le potentiel de lentille dans les
données.

4.3.3 Estimateur du spectre de puissance sans biais gaussien

L'estimateur quadratique présenté est non biaisé au sens où, en
moyenne, il donne le potentiel de lentille. Toutefois, la variance de cet
estimateur est biaisée et ce biais, nous le verrons, domine le signal pour
une expérience type Planck. Il provient de la partie gaussienne du mo
ment à quatre points. La mesure de l'effet de lentille ne sera possible que
si l'on peut soustraire ce biais avec une précision suffisante. Il faut donc
pouvoir le modéliser et, pour cela, connaître le spectre de puissance de la
carte, les avant-plans, le bruit en détail.

Figure 4.7 - Spectre de puissance du potentiel de lentille reconstruit sans biais gaussien
sur des portions simulées de ciel de 5° x 15° avec un bruit blanc de 2 pK'. Les points bleus
sont obtenus pour 120 réalisations de CMB lentillé, les points verts pour des réalisations
non lentillées. Les barres d'erreur représentent la dispersion entre les réalisations. La
courbe rouge est le spectre de puissance du potentiel de lentille théorique. Source : Sherwin
et Das (2010)



4.3. Estimer l'effet de lentille dans le CMB 67

Un moyen de s'en affranchir, d'après Sherwin et Das (2010) est de dé
composer l'espace de Fourier en deux anneaux disjoints et de corréler les
champs de déflexion reconstruits dans ces deux zones. Cette méthode a
été testée sur des simulations et sur les donnés ACT et fournit un résul

tat satisfaisant comme en témoigne la figure 4.7. Toutefois, l'émission des
points sources et l'effet Sunyaev Zel'dovich n'ont pas été pris en compte,
la modélisation choisie pour le bruit est une version simplifiée de la réalité
et les biais d'ordres supérieurs qui apparaissent dans l'estimateur quadra
tique demeurent. Les points ainsi obtenus pourraient être très corrélés
entre eux et leurs barres d'erreurs sont nécessairement plus importantes

que celles obtenues avec l'estimateur quadratique.

4.3.4 Estimateurs dans l'espace réel

L'estimateur quadratique présenté est optimal dans des conditions
idéales. Il faut en effet supposer que le ciel complet est couvert unifor
mément et qu'il n'y a pas de trous dus à la Galaxie ou aux points sources.
Bûcher et al. (2012) choisissent donc une approche dans l'espace réel qui
permet de faire un traitement local de l'effet de lentille au travers des trois
composantes du tenseur de shear : la dilatation Ko et le shear k+ et kx. Il
est défini par :

K=(KOtK+ K„-K+)=V“V^ (4.30)
Ces composantes fournissent des reconstructions de l'effet de lentille in
dépendantes et peuvent donc être comparées. De plus, contrairement au
potentiel de lentille (p ou au vecteur de déplacement a qui ne sont défi
nis qu'à une constante près, ces quantités locales sont parfaitement bien
définies. Des estimateurs de ces grandeurs peuvent être construits puis

combinés pour calculer le potentiel de lentille cp. Les champs reconstruits
sont en effet reliés suivant :

0 11 (4-31)

K+(i) = (4-32)

Kx(?) = -£x£y<p(i) (4-33)

Ces relations peuvent permettre de réduire le bruit de la reconstruction.

Conclusion du chapitre

L'effet de lentille affecte la distribution des anisotropies de température

et peut être mesuré statistiquement dans les données de diverses manières
qui sont toutes des approximations plus ou moins exactes du maximum
de vraissemblance. Cette mesure permet de lever des dégénérescences sur

certains paramètres cosmologiques et de sonder la distribution projetée de
matière des grandes structures. Avant de détailler au chapitre 6 la dériva
tion de l'estimateur quadratique que nous avons retenu pour exploiter les
données Planck, nous allons présenter une brève revue des détections et

mesures déjà réalisées.
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Nous présentons dans ce chapitre une rapide revue des détections et me
sures de l'effet de lentille dans le CMB, depuis sa prédiction par Blan
chard et Schneider (1987). Cela permet d'expliciter le contexte dans le
quel notre travail s'inscrit. Les résultats sont mentionnés avec quelques
commentaires. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur à prendre
connaissance des articles mentionnés correspondants.

5.1 Corrélations croisées avec des grands relevés

Avec le satellite WMAP, l'effet de lentille était encore trop faible par
rapport aux anisotropies primaires pour permettre une détection interne.
La solution pour augmenter le signal sur bruit a été de faire des corréla
tions croisées avec des traceurs des grandes structures à bas redshifts.
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5.1.1 WMAPi + SDSS (LRGs) 2004 - Pas de détection

Hirata et al. (2004) ont tenté de faire la première détection d'effet de
lentille dans le CMB en corrélant la première année de données de WMAP
avec des galaxies rouges lumineuses (LRGs) du Sloan Digital Sky Survey
(SDSS). Ces galaxies présentent l'avantage d'avoir une bonne luminosité
intrinsèque, une importante densité numérique et une distribution en
redshifts bien caractérisée.

Ils ont donc corrélé la convergence reconstruite par un estimateur qua
dratique des cartes de CMB avec la fraction projetée de surdensité de ga
laxies. Cette première tentative n'a pas abouti à une détection. La densité
numérique des galaxies utilisées tombe rapidement au-delà de redshifts
2 = 0.5, c'est-à-dire avant le domaine où le CMB pique.

5.1.2 WMAP3 + NVSS 2007 - Détection à 3.4(7

Smith et al. (2007) ont obtenu la première détection indirecte d'effet de
lentille dans le CMB en corrélant les trois premières années de WMAP avec
1.3 millions de sources radio du NRAO VLA Sky Survey (NVSS). La plupart
de ces sources brillantes sont des radio-galaxies alimentées par un AGN
et des quasars. La corrélation du potentiel de lentille du CMB reconstruit
par un estimateur quadratique avec la densité de galaxies aboutit à une
première détection à 3.4(7 présentée sur la figure 5.1.

Figure 5.1 - Estimation de la corrélation croisée cfg avec les données WMAP3 et NVSS.
Les barres d'erreur bleues représentent les erreurs statistiques seules, en rouge elles sont
augmentées des erreur systématiques.
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5.1.3 WMAP3 + SDSS/NVSS -2008 - Détection à 2.5a

Hirata et al. (2008) ont réitéré l'exercice en incluant cette fois les LRGs

et quasars de SDSS ainsi que les radio-sources du NVSS. Leur analyse
utilise les données des trois premières années de WMAP, ce qui a permis
de réduire le bruit instrumental. De même, le relevé SDS S couvre une plus

grande partie du ciel. Enfin, le traitement de l'effet Sunyaev Zel'dovich
thermique et des points sources a été amélioré.

Ils obtiennent donc la corrélation croisée entre trois échantillons de

galaxies (LRGs, quasars et radio-sources) et l'effet de lentille du CMB.
Cette corrélation est détectée à 2.5a et confirme les résultats de Smith et al.

(2007).

5.2 Spectre de puissance des anisotropies du CMB

Comme nous l'avons montré, l'effet de lentille a tendance à lisser les

pics du spectre de puissance du CMB et à redistribuer la puissance aux
petites échelles. L'estimation du spectre de puissance dans les différentes
données disponibles peut donc être un moyen de sélectionner les modèles
avec ou sans effet de lentille.

5.2.1 ACBAR 2009 - Détection à 2a

C'est ce qui est fait avec les données ACBAR et WMAP5 (Reichardt
2009) combinées en définissant le paramètre qiens par :

/^lens ^no lens , _ a /'"•lens \
C( — Cç + qiens/SLe (5.1)

Ainsi ^iens = 1 correspond au spectre de puissance lentillé et ^iens = 0 re
donne le cas sans effet de lentille. Les valeurs obtenues sont les suivantes :

WMAP5 1 24+027

WMAP5 + ACBAR 1 99+0-21
1-ZO-0.23

CMBall 1 91 +0-24
0.24

Les données favorisent donc plutôt les modèles avec effet de lentille,
avec une amplitude relativement conforme au modèle.

5.2.2 ACT 2011 - Détection à 2.8a

Les données de YAtacama Cosmology Telescope (ACT) ont été combinées
elles aussi à WMAPy (Das et al. 2011a) pour contraindre un paramètre
multiplicatif A£ tel que Ag = 1 corresponde au spectre de puissance de
l'effet de lentille tel qu'il est prédit par un modèle fiduciel ACDM, et A g =
0 à l'absence d'effet de lentille. Les valeurs mesurées pour ce paramètre

sont rapportées dans le tableau 5.1.
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Table 5.1 - Effet de lentille dans le spectre de puissance du CMB

WMAP5 + ACBAR 1 6+0.55
i-°-0.26

WMAP7 + ACT 1.3 ± 0.5

WMAP7 + SPT 0.94 ± 0.15

5.2.3 SPT 2011 - Détection à 5a

La même approche avec les données du South Pôle Telescope conduisent
à une préférence pour les modèles ACDM avec effet de lentille à 4.9(7
(Keisler et al. 2011). La valeur obtenue du paramètre Ap (cf. table 5.1) est

compatible avec le niveau attendu d'effet de lentille.

5.3 Spectre de puissance de l'effet de lentille

Jusqu'à présent, nous n'avons évoqué que des signatures de l'effet de
lentille gravitationnelle, détectées dans les cartes du CMB grâce à des cor
rélations croisées avec des traceurs des grandes structures ou à l'étude du

spectre de puissance de la température. Depuis 2011, l'effet de lentille a
pu être détecté en mesurant le moment à quatre points de la température,
apportant une contrainte sur l'amplitude du spectre de puissance de la
matière projeté.

5.3.1 ACT 2011 - Détection à Aa

La première détection du spectre de puissance de la convergence du

CMB (k = - V.a) a été faite par Das et al. (2011b) avec le Atacama Cosmology
Telescope et est présentée sur la figure 5.2. La contamination due aux points
sources et aux amas SZ a été estimée au moins deux ordres de grandeur
en-dessous du signal prédit.

Cette première détection a été immédiatement suivie d'une première
contrainte intéressante sur l'énergie noire, par Sherwin et al. (2011), favori
sant les modèles avec énergie noire à 3.2a. La dégénérescence géométrique
a ainsi été levée en combinant aux spectres de puissance de la tempéra

ture et de la polarisation de WMAPy la mesure de l'effet de lentille faite
par ACT. La levée de cette dégénérescence est illustrée par la figure 5.3.
Les modèles sans constante cosmologique sont alors écartés avec 95% de
confiance. Le nouvel intervalle de confiance ainsi obtenu pour Ha est, à
3(7 :

nA = o.eiîgi (5-2)
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Figure 5.2 - Spectre de puissance de la convergence (points rouges) mesurée à partir de
portions équatoriales du ciel vues par ACT. Les barres d'erreur correspondent à la disper
sion obtenue entre les estimées de 480 cartes simulées avec les mêmes caractéristiques que
les données.

5.3.2 SPT 2012 - Détection à 6.3a

Le South Pôle Telescope a permis à van Engelen et al. (2012) de
contraindre le paramètre Ag — 0.86 ± 0.16 et de rejeter les modèles sans
effet de lentille à 6.3a en utilisant une couverture du ciel deux fois plus

importante qu'ACT et en réduisant de 25% le bruit. Le spectre de puis
sance de lentille obtenu est présenté figure 5.4 et comparé aux points de
mesure d'ACT.

Ces mesures ont également été accompagnées de contraintes intéres
santes sur différents paramètres cosmologiques. Les données obtenues sur
l'effet de lentille ont en effet été combinées aux données WMAPy. Elles

permettent de lever la dégénérescence géométrique conduisant à :

Qk = -0.001 ± 0.017 (5.3)

Elles correspondent encore à une densité d'énergie noire non nulle :

nA = 0.734 ± 0.056 (5.4)

Ces améliorations sont résumées dans les fonctions de vraissemblance de

la figure 5.5. Cette figure témoigne par ailleurs de la possibilité d'améliorer
les contraintes sur les paramètres à partir des spectres de température
lentillée seuls.

La combinaison des données SPT, WMAP7 et de la mesure du para
mètre de Hubble (Riess et al. 2011) permet encore de poser une contrainte

importante sur la somme des masses des neutrinos < 0.38eV ainsi
que sur l'équation d'état de l'énergie noire w = —1.087 ± 0.096.
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Figure 5.3 - En haut : probabilité marginale postérieure zD pour Cïm et Oa (intervalles
de confiance à 68% et 95%). Les contours colorés sont les contraintes obtenues en com
binant l'effet de lentille estimé dans ACT avec WMAP. Les lignes noires sont obtenues
pour WMAP seul.
En bas : probabilité marginale postérieure 1D pour Oa calculée pour WMAP seul (tirets
bleus) et en tenant compte de l'effet de lentille mesuré par ACT (en rouge).
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Figure 5.4 - Comparaison du spectre de puissance du potentiel de lentille reconstruit
par ACT (points rouges) et par SPT (points noirs). La courbe en trait continu noir est le
spectre de puissance obtenu pour un modèle ACDM.

Figure 5.5 - Fonctions de vraissemblance 1D pour (de gauche à droite) la courbure,
le paramètre de Hubble, la densité de matière, la densité d'énergie noire calculées avec
WMAPy seul (rouge), en y ajoutant le potentiel de lentille obtenu avec SPT (bleu) ou en
n'ajoutant que l'information sur l'effet de lentille contenue dans le spectre de la tempéra
ture des cartes SPT (vert).
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54 Retour aux corrélations croisées

Si les corrélations croisées du CMB avec des relevés de galaxie ont
permis dans un premier temps de détecter l'effet de lentille dans le CMB,
à présent que la détection interne est possible, ces corrélations demeurent
une source d'information astrophysique importante.

5.4.1 SPT 2012

Ainsi les données SPT permettent de détecter des corrélations entre les
cartes de convergence et des cartes de densité de galaxies à plus de 4a. Les
traceurs de grandes structures utilisés proviennent de relevés infra-rouge
Wide-field înfrared Survey Explorer (WISE) ou optiques Blanco Cosmology Sur-
vey (BCS) et Spitzer/IRAC. Les spectres croisés sont extraits de Bleem et al.
(2012) et présentés sur la figure 5.6.

Figure 5.6 - Spectres croisés de cartes de densité numérique de galaxies avec des cartes
d'effet de lentille (convergence) mesuré par SPT. Les courbes bleues sont les signaux
attendus pour différentes modélisations et différents biais galactiques, pour les catalogues
optiques.

5.4.2 ACT 2012

La densité numérique de quasars et l'amplitude de l'effet de lentille
dans le CMB dans une direction donnée sont tous deux directement re

liés à la densité de matière noire projetée dans cette direction. Les quasars
sont de surcroit nombreux aux redshifts où l'effet de lentille est le plus

important. C'est la raison pour laquelle les données sur l'effet de lentille
obtenues avec ACT ont été corrélées aux quasars relevés par SDSS (cata
logue photométrique DR8 SDSS-XDQSO). La figure 5.7 montre le spectre
croisé mesuré à 3.8cr par Sherwin et al. (2012) ce qui confirme l'aptitude
des quasars à tracer la matière noire.
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Figure 5.7 - Spectre de puissance croisé de l'effet de lentille du CMB avec la densité de
quasars. En bleu, les points de mesure, en vert le signal ibérique.

Conclusion du chapitre

Des mesures plus précises de l'effet de lentille sont attendues avec
Planck (c'est l'objet de cette thèse) et les données de polarisation d'ACT-Pol
(Niemack 2010), de SPTPol (Bleem 2012) ou encore de PolarBear (Keating

et Moyerman 2011). De telles mesures sondent la formation des structures
et la géométrie de l'Univers bien après la recombinaison. Elles permettent
ainsi de lever la dégénérescence géométrique du CMB seul. La figure 5.8
présente les incertitudes sur certains paramètres dégénérés en fonction
des caractéristiques des instruments considérés (on pourra voir aussi Na-
mikawa et al. (2010)). La taille du lobe de Planck, pour comparaison, à
143GHz est de 7' et celle d'ACTPol sera de 1.4'. Toutefois, les expériences
à venir nécessiteront un traitement plus précis des systématiques qui don
naient jusqu'alors des erreurs inférieures aux erreurs statistiques.
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Figure 5.8 - Incertitudes sur la masse des neutrinos (panneau du haut), sur la courbure
(panneau du milieu) et sur l'équation d'état de l'énergie noire (panneau du bas) en fonc
tion de la sensibilité et de la résolution des expériences. Figures extraites de Smith et al.
(2009).
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Ce chapitre présente l'estimateur quadratique d'abord proposé par Hu etOkamoto ((Hu et Okamoto 2002), (Okamoto et Hu 2003)). Nous le dé

rivons suivant la démarche proposée dans Benoît-Lévy et al. (2012) que
nous avons contribué à mettre en place.

6.1 Idée pour construire un estimateur optimal non

BIAISÉ

Comme nous l'avons dit au chapitre précédent, l'effet de lentille crée
des termes non diagonaux dans la variance de la température observée
(équation 4.29). Nous voulons donc écrire une resommation pondérée de
ces termes pour extraire le potentiel de lentille (p. La pondération sera
choisie de sorte à maximiser le signal sur bruit c'est-à-dire à minimiser la
variance. Posons ainsi l'estimateur </>lm •

Î>lm = Al £ (-W*1 £ _M ) (6-D
ixmxl2m2 k 1 2 /

où et /(2) sont des filtres et Ai est une normalisation à déterminer.

L'estimateur que nous proposons ici n'est valable que dans le cas de
cartes de température "homogènes", autrement dit, lorsque tous les pixels
de la carte ont été vus le même nombre de fois par l'instrument, dont
le lobe est lui-même symétrique. Pour traiter des cartes inhomogènes, il
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faudrait a priori des filtres dépendant de i et m, ce qui complique singuliè
rement l'expression de l'estimateur. Nous verrons au chapitre 9 la manière
de prendre en compte la violation de l'hypothèse d'homogénéité.

6.1.1 Choix de la normalisation

Nous avons écrit un estimateur du potentiel de lentille avec des pon
dérations très génériques et non normalisé. La normalisation est choisie
de telle sorte que l'estimateur soit non biaisé, c'est-à-dire qu'il redonne en
moyenne le champ (p cherché.

($LM) | (p °< <pLM (6.2)

Même si nous ne connaissons par encore l'expression des filtres, dans le

cas homogène, la forme obtenue pour le coefficient de normalisation est
donc :

r \ -1

A, = (2L + 1) £/<X2) Cffi2Lh+CffyLl2
Wi

où l'expression de Fe1u2 a été définie à l'équation 4.19.

(6.3)

6.1.2 Choix des filtres

Utilisons à présent la condition de variance minimale pour définir les
filtres. Nous calculons pour cela la variance de notre estimateur en faisant

l'hypothèse que la température lentillée est gaussienne :

{Mi'M') = ALAU -M

r(l) r(2) r(l) r(2) /q q q* 0* \
J tx Ji2 fi3 fi4 N^I^I ^i2m2'<Ji3mfUiimJ

('$LM$VM') =ALAV Yh (_1)
1,2,3,4

r(l)r(2)r(l)r(2)

M+M'

fii ’fi2 ’fis ’fi4 ’ ^*1*3àmim3^i^lsU'àm2m4 + 4 1 Cf2i3ôr

il i2 L

m\ m2 —M

il i2 L

m\ m2 —M

h V

nl4 -M'

4 )d

U If

m\ -M'

^0

\M+M' r®r®
li2

A1) r(2)
fil fi2=ALAL'Y1(~*)

1,2

il il L' \ (1) (2) f i2 il V \ Al) Al)
—M') f*1 fl2 \ m2 m.\ —M' I fl2 fi\

x

m\ m2

i\i2

Le poids fiAfi2) qUi minimise cette variance vérifie (Okamoto et Hu
(2003)) :

:(1) A2) _ CfiFWi + Cf2FilLi2
r 1 rfi1 fi 2CfCf2

(6.4)

En pratique, nous pouvons utiliser n'importe quel filtre dans l'estimateur,
au prix d'un écart à l'optimalité. En particulier, nous pourrons utiliser
ces mêmes filtres pour traiter le cas inhomogène. Cela entraînera une aug
mentation de la taille des barres d'erreur mais pas de biais supplémentaire
(Hanson et al. (2009)).
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6.2 Dérivation complète de l'estimateur

Le lecteur pressé pourra aller directement aux résultats (équations 6.7
et 6.8). L'expression que nous avons proposée dans la partie précédente
pour l'estimateur n'est pas utilisable telle quelle puisqu'elle nécessite de
filtrer et de convoluer dans l'espace des harmoniques sphériques. En pra
tique, nous allons exploiter le fait que cette convolution est un simple
produit dans l'espace réel. De plus, la forme du développement limité
présenté au chapitre 4 (équation 4.14) indique que l'effet de lentille induit
une corrélation entre la température et son gradient. Nous écrirons donc
l'estimateur à partir de la température lentillée observée et du gradient
D de la température non lentillée. C'est une quantité vectorielle, donc de
spin ±1 :

d(w) oc 0^(iz)D ©(2)(H) (6.5)

où on écrit les vecteurs en gras et on a noté ©^(0) et 0^(0) les champs
de température filtrés dans l'espace des harmoniques :

©(1>(") = E/l1)Ô<mV'£m(n)
im

©(2)(H) = E/l'2)^'m'W(«)
i'm'

6.2.1 Estimateurs non normalisés

D'après la formule B.31, la dérivée covariante de 0^2^(0) s'écrit :

D ©(2)(^) ^9+1^ [-iW(«)m - iW(«)m]
i'm' V Z

D'où :

d oc Yj £ J- ^y 1 Yim [-lW™ ~
im i'm' V Z

Les vecteurs m et m se décomposant dans la base orthonormée {ei,^}
suivant les équations B.32 et B.33, nous pouvons réécrire :

d oc YL ®im®i'm'ff^ J~ ^ j—-Yem [(-îYpmi — \ e\ -(- i (_iYe>m> +1 Y?mi) e2]
im i'm' V Z

Et nous en déduisons :

d, ± TE E +
im i'm'

Or ces composantes d\ ± id.2 sont des objets de spin 1. Ils peuvent donc
eux-mêmes être décomposés dans la base des harmoniques sphériques de
spin 1 :

(d\ ± ^2) (îî) — d: *#)lM±iXlM
LM

(6.6)
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Pour identifier Clm que nous appellerons "partie rotationnelle" (ou "curl"
ou "mode B") et giM que nous appellerons "partie gradient" (ou "gradient"
ou "mode E"), nous écrivons la transformation inverse :

(c±ig)LM = J dn(dl±id2)(n)±1YlM
Nous obtenons donc, en remplaçant d\ ± idi par son expression et en ap
pliquant la formule C.5 :

(c ± iS)LM = T E E + i)(-i)M±1
£m i'm'

/(2L + l)(2£ + l)(2f+ 1) ( L t P \ ( L t t'
XV 471 \ -M m m' ) \ ±1 0 4=1

Nous aboutissons ainsi aux expressions suivantes pour c^m et giM :

CLM = + 1) J (2L + W + W2*' + lj
im i'm' V *n

/ l e e \ f l £ e \ 1 - (-i)L^+£'
X \ -M m m' j 1 0 -1 j 2

(6.7)

E EQfaQ^-/<(1)/f2)+1) J(^1±1)(2^+1)(2f ±1}
é'm' V

/ L * \ / L £ f \ 1 + (-1)L+^
X y —M m m' y y 1 0 —1 y 2

(6.8)

A l'avenir nous noterons :

Put
1 ± (-i)L+£+^

(6.9)

Okamoto et Hu (2003) ont considéré la divergence de d (équation 6.5)
afin d'éliminer la composante rotationnelle que nous récupérons en ne
faisant pas cette opération. Nos estimateurs diffèrent donc du leur d'un
facteur y/£(£ + 1) venant de cette dérivation supplémentaire. Comme, en
pratique, le champ de déflexion est effectivement un pur gradient, nous
nous servirons de la partie rotationnelle comme d'un null-test et indica
teur d'éventuels problèmes dans le traitement des systématiques.

6.2.2 Estimateurs non biaisés

Calculons l'espérance, à (p fixé, de nos deux estimateurs (démonstra
tions en annexe D) :

(£lm) 1, «0 (6.10)
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(&M>|, oa-V/L^+1)^LM g^+ !)/(*)(2€ + l)/f (tf + l)p+t

(6.11)

Pour calculer la normalisation de l'estimateur, nous imposons qu'il soit
non biaisé c'est-à-dire qu'il redonne en moyenne le champ (p cherché :

($Lm) = <pLM = {AigLM) (6.12)

Ce qui nous donne l'expression du coefficient de normalisation :

! vÆÔ+1)
E
££'

' + l)/(W(2( + l)f^(2£' + l )p+L(2),

X yV(F+l)C
l e

1 -1
+ +i)c;

L £

1 -1

(6.13)

Cette expression peut encore s'écrire, d'après l'équation 4.20 :

+ 1 )f( ^ y/2£ + lf£, ^ y/2£f + 1

f L i £'
\ 1 0 -1

FiU'C? + Fi’LiCf

(6.14)

6.2.3 Estimateurs à variance minimale

Nous souhaitons que la variance "gaussienne" de nos estimateurs soit
minimale. En d'autres termes, pour choisir les filtres et f^2\ nous
minimisons la variance de g, calculée sous l'hypothèse que la température

lentillée est gaussienne. Nous trouvons :

r(l) ^£ r(2) 1 /s \
J£ ~ r*°t' J? ~ rtot vo-151

^^£

où C£ot désigne le spectre de puissance total de la température observée.
Il se décompose en un spectre fiduciel lentillé Q, affecté d'une fonction
fenêtre W\ à cause du lobe, et un spectre de bruit instrumental n£ dont
nous supposerons dans un premier temps qu'il est blanc et homogène
(Knox (1995), Kamionkowski et al. (1997)).

W£b = exp

C^^Cfwf + ne
el

-£{£ + !)
FWHM

ne

8 l°g 2 )
4no%
N,

pix

(6.16)

(6.17)

(6.18)
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Il est donc nécessaire de connaître précisément les caractéristiques de l'ins
trument pour construire les filtres tels que l'estimateur soit optimal : le
niveau de bruit a^ et la résolution angulaire (ou taille du beam) Ofwhm-
L'amplitude du biais gaussien qui affecte la variance de l'estimateur est
elle-même très sensible à ces caractéristiques (voir figure 6.1). Dans le cas
de Planck, ces caractéristiques sont rappelées en fonction des fréquences

considérées dans le tableau 3.2. Enfin, Npjx désigne le nombre de pixel de
la carte, il est relié à sa résolution nside par NpjX = 12 x nside2.

Figure 6.1 - Variance gaussienne de l'estimateur en fonction des caractéristiques instru
mentales : taille du lobe (couleurs bleu, vert et rouge) et sensibilité (traits pleins, mixtes
et pointillés).

6.3 Biais des spectres de puissance

Si l'estimateur du champ (f) n'est pas biaisé, celui de son spectre de

puissance Cp l'est. En effet, nous allons voir que la variance des estima
teurs que nous avons construits s'écrit :

ÜLMtuM) = W Cl + <'*> + +K1'#) r(2,g)‘

{CLMCl’M') = àlL'ÔMM' n\Q'c) + N,(vr

(6.19)

(6.20)

La variance des estimateurs est donc biaisée mais les filtres sont choisis de

telle sorte que ce biais soit minimal. La partie "gradient" redonne bien le

spectre de puissance du potentiel de lentille Cf augmenté de biais Np
où i indique qu'il dépend de (C^)!. La variance de la partie "rotation
nelle" ne fait apparaître que des biais puisqu'elle est d'espérance nulle.
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Par chance, ces biais sont calculables analytiquement dans le cas idéal ho

mogène. Dans le cas inhomogène, nous pourrons encore les calculer par
des intégrales Monte-Carlo. Il nous faut donc corriger l'estimée du spectre
de puissance de nos estimateurs de biais qui, de surcroit, dominent le si
gnal recherché.

6.3.1 Biais gaussiens

La variance des estimateurs est dominée par des termes N®, mais
ces biais sont faciles à calculer et ne dépendent pas de (p. Ils viennent
seulement de l'auto-corrélation du CMB qui contient du moment à quatre
points (Hu 2001a). Ils correspondent en fait à la réponse des estimateurs
à une carte de température purement gaussienne. Leur niveau dépend du
lobe et du bruit de l'instrument. Nous montrons à l'annexe D :

Ng = ^ E V^+ï)/l1Vi2)C®Q®(2A +1)(24 +1) ( [ 5 e_\ )
y/h(t2+i )/£>/;(1) ,(2)

(-2

L ix il

1 0 -1
+

pthl (g)
Pele2e <c)

l e2 i\
10-1

(6.21)

Une conséquence du fait que ces biais ne dépendent pas de (p est qu'ils
peuvent être calculés par des intégrales Monte-Carlo : il suffira de simuler
des cartes gaussiennes ayant le même spectre que la carte de données et
de prendre la moyenne des estimées de ces cartes sans effet de lentille.

6.3.2 Biais d'ordre supérieur

Les biais d'ordre supérieur dépendent de (p mais sont sous-dominants
aux échelles qui nous intéressent. Ils viennent de la manière dont on
a construit les estimateurs : ils n'ont pris en compte que les termes du
premier ordre en (p et ils ne savent pas extraire l'information contenue
dans les ordres suivants. D'où une contamination de ces termes qui ne
sont pas resommables.

L'expression des biais d'ordre un en C^ est démontrée à l'annexe E.

Ni=Tj J f3 \ |aa€3/^4
ie{U}

(6.22)
fl c)

où g£l£2(L) a été défini à l'équation E.3. Notons que le biais NL de
l'estimée de la partie rotationnelle de la déflexion dépend lui-même du
potentiel de lentille (p. L'effet de lentille apparait donc comme un conta
minant pour les modes B de la déflexion. Toutefois, comme nous l'avons
déjà mentionné, nous nous contenterons, suivant Cooray et al. (2005) et
van Engelen et al. (2012) d'utiliser ces modes B comme des indicateurs
d'effets systématiques éventuels.
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Nous nous contentons par ailleurs d'une estimée partielle de ce biais
calculée dans l'approximation "fiat sky" (Kesden et al. 2003, Lesgourgues
et al. 2005). Leur calcul plein-ciel demande en effet d'évaluer des symboles
de Wigner-6j, ce qui serait trop coûteux.

Hanson et al. (2011) donnent une expression approchée pour le biais

d'ordre deux en Cj? :

N\ï ”2C^2^l2 I>
x E/^0 r2

Leaeb

£\{£\ +1) + + 1) — £b{h +1)

+ l)(2^i + 1)
(6.23)

-2R + 1) - -)] (L
Ils montrent qu'une approximation simple de ce biais est donnée par :

n2l « 4Ct 2 ( E AC® (6.24)
[AL-^L) / ex£2

où AC® désigne la différence, au premier ordre en Cf entre les spectres de
température lentillée Cf et non lentillée Cf. Cette différence vaut, d'après
4.21 :

ACf - Cf - Cf -£{£ + l)RCf + £C£C
hh

F2
0_W2_
f22^ + l

(6.25)

Lewis et al. (2011) ont proposé, suivant cette idée, de remplacer les

spectres de température non lentillés par leurs analogues lentillés dans
les filtres de l'estimateur pour s'affranchir de l'inexactitude du dévelop
pement perturbatif utilisé pour le construire, seul le filtre est ainsi
affecté et s'écrit :

A i) =
J ( Qtot

Un tel procédé réduit en effet la variance des estimateurs à :

Cf

(gLMÊl'M') = hi.«W c[ + + Ni
r(Lg)

{CLMCl'M') — àLL'àMM1 N[0,C) + N£r(U)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Suivant les études que nous présenterons par la suite, cette astuce sera ou
non utilisée.

L'allure des biais et du signal recherché sont présentés à la figure 6.2.
Nous voyons qu'autour de i « 1500, le biais N\ domine à son tour le
signal. Cela peut être compris, d'après Lewis et Challinor (2006), de la
manière suivante : à cette échelle, les angles de déflexion deviennent com
parables à la longueur d'onde du champ de température non lentillée.
Le développement de Taylor de la température n'est donc plus du tout
valable à cette échelle.
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Figure 6.2 - Biais du spectre de puissance des estimateurs du potentiel de lentille calculés
pour un lobe de taille Ofwhm = 5' et un niveau de bruit cr^j = 50pK. La courbe
rouge est le spectre du potentiel de lentille, autrement dit, le signal que nous cherchons à
reconstruire. Les courbes bleues sont les biais gaussiens, dominant totalement le signal.
Les courbes en traits pleins sont les biais de la partie gradient de l'estimateur, celles en
pointillés sont les biais de la partie rotationnelle. Notons que le biais Nj (courbe cyan)

fl c)
est entièrement négatif et que le biais Nj; ' 1 (courbe verte en pointillés) devient négatif
autour de £ — 1500.
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6.4 Estimation des spectres de puissance des potentiels
DE LENTILLE

64.1 Estimateurs des spectres de puissance

Comme nous l'avons introduit dans la partie précédente, nous allons
le plus souvent nous intéresser aux estimateurs des spectres de puissance
des potentiels de lentille. Ainsi, nous pouvons définir, suivant Kesden et al.
(2003):

Ct= {gLMgL'M') <'*> - N[hs) - (6.29)
Cf = (ilMCL'M') ~ — (6.30)

Ces estimateurs sont non biaisés. Leur espérance vérifie donc :

(et) = et (6.31)
(et)= cf = 0 (6.32)

64.2 Covariance des spectres estimés

La covariance du spectre de potentiel estimé s'écrit quant à elle :

cov (et,et) = (cfcf) - (cf) (cf,) (6.33)
Elle fait donc intervenir le moment à huit points de la température len-
tillée! Hanson et al. (2011) montrent cependant qu'à l'ordre dominant, la
variance est dominée par la composante gaussienne :

V" (e0 = 2ÏTÏ <^)2 (6-34)
Nous retrouvons ici une expression analogue à celle de la variance cos
mique et nous assimilerons les barres d'erreur théoriques des spectres
reconstruits à la racine carrée de cette "variance cosmique". Elle est domi
née par le biais gaussien N®.

L'examen de la matrice de corrélation, définie par :

cov (et, et)
= (6.35)

Var (Cf) Var (Cf,)
montre que le spectre du potentiel estimé est corrélé à moins d'un pour
cent. Cette corrélation est d'autant plus faible que la résolution de l'expé
rience est grande.

6.5 Reconstruction du potentiel de lentille

6.5.1 Description du pipeline

Nous voulons, à partir d'une carte du CMB observée, reconstruire le
champ de potentiel de lentille et/ou son spectre. Nous suivons la procé
dure suivante :
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1. Construire les filtres

(a) Nous nous donnons des spectres fiduciels C®, Cf et Cf en choi
sissant une cosmologie à l'aide du code CAMB (Lewis et al.
2000).

(b) Nous mesurons précisément le spectre de la carte de données

Cçot à l'aide du code Spice (Hivon et al. 2002).

(c) Ou bien : nous donnons la taille du lobe $fwhm (ou son spectre

be) et le niveau de bruit a^ (ou son spectre Cj?)
2. Calculer les estimateurs. Le code utilise les routines HEALPix

(Gôrski et al. 2005) permettant le traitement de données sur la sphère
et effectue les étapes suivantes :

(a) Passer la carte en harmoniques sphériques et diviser par le lobe.

(b) Appliquer les filtres

(c) Dériver ©W à l'aide de la routine map2alm_spin puis repasser
les deux composantes en espace réel

(d) Passer ©(2) dans l'espace réel

(e) Faire les produits des deux cartes

(f) Calculer le coefficient de normalisation à partir de son expres
sion analytique et l'appliquer aux deux champs estimés

(g) Calculer le spectre de puissance des deux champs estimés

3. Calculer les biais (N®), Ni (et N2) à partir de leur expression analy
tique.

4. Eventuellement calculer les biais N® par des intégrales Monte-Carlo

(a) Simuler Nmap réalisations gaussiennes sous le spectre C^ot de la
carte de données

(b) Appliquer l'estimateur à ces cartes sans effet de lentille

(c) Calculer la moyenne des spectres estimés N® = ^l'

6.5.2 Validation du pipeline

Nous nous sommes donné une carte de CMB contenant de l'effet de

lentille simulé sous le spectre tracé en rouge et que l'on cherche donc à
reconstruire. Les simulations sont effectuées à l'aide du code développé
par Basak et al. (2008). Nous avons pris un beam de Ofwhm = 5' et un
niveau de bruit cr^j = 50pK. En conséquence, nous n'utilisons qu'une
résolution nside = 1024 (le lobe coupe assez vite les modes au-delà).

Nous comparons sur la figure 6.3 le potentiel de lentille utilisé pour
simuler une carte lentillée (en haut) et le potentiel reconstruit par l'estima
teur et dont le bruit est traité par un filtre de Wiener de la forme C^he0 / Ce*p
(en bas). La carte reconstruite a donc une résolution moins bonne que la

carte de départ et les structures qui y apparaissent ne sont pas exactement
celles de la carte d'entrée. Toutefois, nous avons vérifié l'allure du spectre
croisé entre la carte d'entrée et celle de sortie. Celui-ci redonne bien le

spectre de puissance du potentiel de lentille.
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Input potential map

-0.00296704 0.00300772

Output Wiener-filtered potential map

-0.00175422 0.00155951

Figure 6.3 - Cartes du potentiel de lentille en nside = 1024. En haut : carte de départ
que nous cherchons à reconstruire à partir d'une carte de température lentillée par ce
potentiel. En bas : carte reconstruite par l'estimateur et filtrée afin de réduire le bruit
statistique.



6.5• Reconstruction du potentiel de lentille 9i

Sur la figure 64, nous présentons un exemple de la meilleure recons
truction possible d'effet de lentille. Elle est réalisée dans un cas idéal sur
une carte simulée du CMB avec effet de lentille pour laquelle les caracté

ristiques de l'instrument (lobe et niveau de bruit) ainsi que la cosmologie
sous-jacente sont parfaitement connues. Les points bleus ont été obtenus
en appliquant l'estimateur et le calcul analytique des biais sur la carte. Les
barres d'erreur correspondent à la variance cosmique. Elles sont dominées
par le biais Nj?. Le panneau du haut nous montre un spectre du potentiel
de lentille reconstruit qui est bien compatible avec le spectre initial. Celui
du bas indique la compatibilité du spectre des modes B avec zéro, ce qui
était attendu.

Conclusion du chapitre

Nous avons obtenu un estimateur quadratique optimal de l'effet de
lentille. Il permet de reconstruire le spectre du potentiel de lentille avec
une très bonne précision. La partie "rotationnelle" fournit quant à elle un
null-test naturel.

En réalité, les choses sont plus complexes ! Le calcul de l'estimateur
et des biais dépendent de la connaissance parfaite du spectre primordial
sous-jacent à la carte analysée, du lobe et du bruit instrumental. Si nous
connaissions parfaitement le spectre, Planck n'aurait pas raison d'être.
Quant aux caractéristiques de l'instrument, il est difficile de les connaître
précisément. Nous verrons l'impact de cette méconnaissance au chapitre
7-

Par ailleurs, de nombreux objets émettent dans les mêmes fréquences que
le CMB, à commencer par notre propre galaxie. Certains de ces avant-

plans sont sous-dominants, nous n'en parlerons pas ici. D'autres dominent
le CMB et il nous faut les gérer à l'aide de masques. Ce sera l'objet du cha

pitre 8.
Enfin, Planck n'a pas une stratégie de pointage homogène sur le ciel, cer
tains endroits sont vus plus que d'autres. Ainsi, le bruit n'est pas homo
gène, ce qui crée des biais importants dans les donnés dont nous présente
rons le traitement au chapitre 9. Les chapitres suivants vont ainsi détailler
les solutions mises en place pour tenir compte de ces entorses aux hypo
thèses pour lesquelles nos estimateurs sont valables.
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Figure 6.4 - Reconstruction purement analytique du spectre du potentiel de lentille
sur une carte de CMB simulée avec un beam de Ofwhm = 5' et un niveau de bruit

aN = 50pK. Les barres d'erreur correspondent à la variance cosmique. Les courbes rouges
sont les courbes attendues. En haut : partie "gradient", en bas : partie "rotationnelle"
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La connaissance des spectres C^ot et Q est nécessaire pour construire
les filtres d'estimateurs optimaux. Il est très difficile en réalité de

connaître exactement les spectres sous-jacents aux données et les caracté
ristiques de l'instrument. De même, le calcul des biais d'ordres supérieurs
nécessite de connaître le spectre de puissance de l'effet de lentille (que l'on
cherche justement à reconstruire). Il faut donc faire des hypothèses sur ce
spectre, c'est-à-dire sur le modèle cosmologique. Celui qui nous sert de
référence est le modèle obtenu par WMAPy dont les différents paramètres
ont été présentés dans la table 3.1 et les spectres correspondants sur la
figure 3.1.

7.1 Connaissance des spectres sous-jacents aux don
nées

Le premier point que nous avons évoqué est le moins grave. En effet,
la connaissance des spectres et des caractéristiques de l'instrument est
nécessaire pour avoir un estimateur optimal. L'imprécision sur ces don
nées entraîne donc un écart à l'optimalité et une augmentation de la taille

93
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des barres d'erreurs, mais pas de biais supplémentaire. En revanche, on
n'est plus dès lors capable de calculer le biais N® analytiquement et il faut
recourir à des intégrales Monte-Carlo sur des simulations.

Nous avons validé cette approche dans l'étude suivante. Le graphe 7.1
montre en rouge le signal que nous cherchons à reconstruire. Les barres
grises donnent la reconstruction purement analytique. Enfin, les points
bleus ou verts correspondent à la reconstruction obtenue en évaluant le
biais d'ordre zéro par Monte-Carlo sur 50 ou 200 simulations. Dans le
cas idéal (pas de systématiques ici), cela fonctionne et converge pour un
nombre raisonnable de simulations.

+ + MC on 50 maps

+ + ClAÊ MC on 200 maps

Ct'fë MC on 50 maps

Cfg MC on 200 maps

theoretical

Cdÿ cosmic variance

Ctÿ ref analytic

C£dQ ref analytic

1.4

1.2

1.0

0.8

1—H

+
0.6

0 0.4

0.2

0.0

-0.2

xlO"7 Validation of MC

10 3050 100 1000 2000

Figure 7.1 - Validation du calcul Monte-Carlo du biais N® : celui-ci est estimé sur 50
(points bleus pour les modes E et cyans pour les modes B) puis zoo (points verts pour les
modes E et jaunes pour les modes B) cartes non lentillées tirées sous le spectre de la carte
de données. En rouge, le spectre théorique du potentiel de lentille et les barres d'erreurs
données par la variance cosmique. Les barres grises indiquent le résultat obtenu par calcul
analytique du biais, pour les modes E et B.

7.2 Effet des incertitudes sur le modèle cosmologique

Nous nous sommes intéressés à l'impact d'une mauvaise connaissance

des spectres sur les biais d'ordres supérieurs en cp. Une incertitude sur les
paramètres cosmologiques se traduit en effet par une incertitude sur le
potentiel de lentille prédit et donc une augmentation des barres d'erreur
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sur les biais Nj et Nj.

Nous avons considéré le modèle ACDM à six paramètres retenu par

WMAPy et fait des simulations en tirant aléatoirement des jeux de para
mètres (distribution gaussienne). A partir de ces paramètres, à l'aide du

code CAMB, nous avons calculé le spectre de puissance de lentille Cj? et
les biais Nj et Nj correspondant. Chaque quantité a été pondérée de la
probabilité du jeu de paramètres :

pW = vh^expi~è]
où x est la distance à la valeur moyenne du paramètre que l'on a fait
varier et cr l'erreur sur ce paramètre. La valeur moyenne et l'erreur des
paramètres sont présentés dans le tableau 7.1.

Cib CicDM nA 4 ns T

Valeur 0,0449 0,222 0,734 2,43 0,963 0,086

Erreur 0,0028 0,026 0,029 0,11 0,014 0,015

Table 7.1 - Paramètres cosmologiques WMAPy et incertitudes

7.2.1 Modèle ACDM

Nous avons fait varier chaque paramètre séparément puis les six en

même temps et calculé les valeurs moyennes correspondantes pour C\f,
Nj et Nj. La figure 7.2 compare les spectres de lentille obtenus à leur
valeur de référence.

Nous retrouvons bien ici que l'effet de lentille est particulièrement
sensible à la densité de matière noire (OcdM/ courbe verte) et à la densité

d'énergie noire (Oa, courbe rouge). En revanche, il n'est presque pas
affecté par la profondeur optique de réionisation (t, courbe jaune) ni par
la densité de baryons {Cb/ courbe bleue).

La figure 7.3 montre les valeurs moyennes de C^, Nj et Nj obtenues
pour la variation simultanée des six paramètres et les barres d'erreurs
correspondant à la dispersion (pondérée par leur probabilité) de toutes
les réalisations.

L'incertitude sur les paramètres se traduit donc par une augmentation
d'environ 4% des barres d'erreur sur l'estimateur pour le biais Nj et 1,5%
pour le biais Nj. L'impact sera donc faible.

7.2.2 Modèle ACDM plat

Nous considérons à présent le même modèle cosmologique en im
posant la contrainte d'un univers plat. La constante cosmologique est
alors fixée par Cia + Ocdm + = 1- Ce paramètre est remplacé par
la constante de Hubble qui mesure le taux d'expansion de l'Univers. Sa
valeur mesurée est H — 71 ± 2.bkm.s~l.Mpc~l. La même analyse que pré
cédemment est effectuée sur 100 tirages de jeux de paramètres. Les valeurs
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e

Figure 7.2 - Effet de la variation des paramètres cosmologiques sur le spectre de puis
sance de l'effet de lentille : moyenne réalisée sur 200 réalisations de jeux de paramètres
tirés aléatoirement. La courbe noire correspond à la variation de tous les paramètres si
multanément.

Figure 7.3 - Impact de l'incertitude sur les paramètres cosmologiques (modèle ACDM)
pour le spectre de lentille (rouge), le biais d'ordre un (bleu) et le biais d'ordre 2 (vert). Les
barres d'erreurs correspondent à la dispersion entre les réalisations.
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moyennes et barres d'erreurs associées obtenues sont présentées sur la fi

gure 74.

Figure 74 - Impact de l'incertitude sur les paramètres cosmologiques (modèle ACDM
plat) pour le spectre de lentille (rouge), le biais d'ordre un (bleu) et le biais d'ordre 2
(vert). Les barres d'erreurs correspondent à la dispersion entre les réalisations.

Le fait d'imposer un modèle plus réaliste réduit la taille des barres
d'erreur sur les quantités qui nous intéressent.

Conclusion du chapitre

La connaissance précise des spectres sous-jacents aux données permet
de construire des filtres tels que l'estimateur de l'effet de lentille soit opti
mal. En pratique, nous avons montré dans ce chapitre que des incertitudes
sur le modèle cosmologique et donc sur les spectres pouvaient être prises

en compte dans les barres d'erreurs de l'estimateur. De plus, nous avons
proposé une méthode simple d'évaluation numérique du biais gaussien
reposant sur des simulations Monte-Carlo. Nous verrons par la suite que
cette approche est de toute façon nécessaire pour prendre en compte les
autres "non-idéalités" des données que nous traitons (avant-plans, bruit
inhomogène, etc.).
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estimateur est construit pour extraire l'effet de lentille dans des cartes
plein-ciel du CMB. En réalité, les cartes doivent toujours être masquées au
niveau de la galaxie d'une part et des points sources d'autre part. Nous
présentons dans ce chapitre l'effet de telles contraintes sur notre capa
cité à reconstruire l'effet de lentille. Par ailleurs, nous étudions également
l'impact d'éventuels résidus de ces avant-plans, situé hors des masques.

8.1 Masque galactique

La zone équatoriale du ciel est particulièrement contaminée par les
émissions de notre propre galaxie (Zacchei et Maino 2011). Cette émission
domine très largement le CMB lui-même, comme en témoigne la carte à
100GHz obtenue avec la mission nominale de Planck (figure 8.1).

Nous devons donc "cacher" la galaxie avec un masque dont la struc
ture est a priori compliquée. Nous allons alors perdre une partie de la
puissance du signal de lentille. Le spectre du potentiel étant proportion
nel au moment à quatre points de la température, se calcule comme
la moyenne sur les pixels du masque à la puissance 4 (Hivon et al. (2002)).

Nous appelons la proportion de signal faisant intervenir le moment

à n points de la température, préservée par un masque iv :

99



100 Chapitre 8. Avant-plans

-0.000478784 Kelvin 0.00050417

Figure 8.1 - Carte à 100GHz du CMB obtenue par Planck (050)

Comme nous avons choisi d'appliquer directement l'estimateur d'effet de
lentille aux cartes masquées, nous nous attendons à devoir au moins cor

riger le spectre de puissance du potentiel reconstruit par le facteur f^1'^

8.1.1 Etude analytique de l'effet du masque

Caractérisons plus précisément l'effet du masque et notons w(n) le
masque dans l'espace des pixels et 0msk(n) la carte de température len-
tillée et masquée :

0msk(n) = zv(n).Q(n) (8.2)

En utilisant les transformations en harmoniques sphériques et leur inverse

(équations B.8 et B.9), nous avons alors :

&Sk = / ànTtm(n) £ Ô(im,Y,imi(n) £ km(H)
^ i\tn\ £2^2

Ce qui s'écrit, d'après l'équation C.4 :

&Zk = (
t,\m\ tirn-i '

£ h ( £ £1 £2

0 0 0 ) \ —m m\ m.2

(21 + l)(2l] +1)(2<?2 + 1)
4n

(8.3)

Si nous remplaçons les multipoles 0^m de la température par l'expression
des multipoles de la température masquée dans l'expression 6.8 de
l'estimateur, et si nous en prenons l'espérance, nous avons alors :
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L'expression du moment à deux points de la température lentillée (équa
tion D.i7) nous permet alors d'écrire :

(.ÊLM) = - ÎAL(- 1)M

24 + 1

E
£imi

î€{1,2,3,4,5,7,8}
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Nous voyons que le premier terme ne dépend ni de (p ni de la réalisa
tion du CMB considérée. Il est en revanche caractérisé par la matrice de
covariance du masque et par le spectre de la température. Nous appelons
ce terme déterministe le champ moyen et nous le notons <p{MF^ :

4T = -iM-1)M E (-1(wt7m7we,me)
ie (1,2,3,4,5,7,8)

x +v(2L+!)

v f £3 h £7 \ ( £4 £5 £8 \ f L £\ ^2 \
\ 0 0 o y y o 0 0 y v 1 0 ~l )

x f £3 4 M / 4 ^5 4 ^ / h ^1 ^2 \
y —m3 m5 m7 ) \ — ra4 —ms m7 J \ —M m\ m2 J

(8-4)
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Quant au second terme de l'espérance de l'estimateur, il fait apparaître

le champ (p, affecté d'une matrice de mélange que nous notons et
dont l'expression est :

-Ay
LM ~ —iAL(—l)M+ti £ (_1)^3+m4

îeM

FtsM6 C?6 + FW5C?5 {Wi7m7'^£sms)

X

X

X

J™* ÿnyL + 1 + VffffptkL
f \ f h h h \ / L i\ i2 \

^ 0 0 0 j 0 0 0 j \ 1 0 -1 /
( 13 4 ^7 U 4 ^6 ^8 \ ( L h £2 \

y —1713 ms my J \ —m4 — m6 m7 J \ —M m\ m2 J

Finalement, l'expression de l'espérance de l'estimateur s'écrit sous la
forme suivante :

(Êlm) — £MlJ>a, + (piM ^ (8.5)
\y

Le premier terme de cette expression est le plus compliqué et n'est pas
calculable analytiquement. Un calcul Monte-Carlo serait encore trop coû
teux. Nous l'approcherons simplement par une matrice diagonale de coef
ficients inférieurs à un. En effet, par analogie avec l'estimée du spectre de
puissance d'une carte masquée (Hivon et al. 2002), la variance du potentiel
estimé peut être approchée par une matrice diagonale dont les coefficients

sont donnés par le facteur fs^a/) présenté à l'équation 8.1 :

Ce facteur fsyy s'applique aussi aux biais et Ndans le calcul de
la variance de l'estimateur pour des cartes masquées :

{gLMgt'M') = ^LL'^MM'fsky Cf + (0-*> + + CL
(MF)

(8.6)

où nous avons posé / = ^lu^mm'C^^ . Rappelons que cette
quantité vient du deuxième terme de l'équation 8.5. Son expression ana
lytique fait intervenir un grand nombre de symboles de Wigner~3j et n'est
donc pas utilisable en pratique non plus. Toutefois, nous avons vu que ce
champ moyen est complètement déterministe pour un masque donné et
ne dépend pas de l'effet de lentille. Nous pourrons donc le calculer par
Monte-Carlo sur des simulations de cartes non lentillées ayant le même

spectre que la carte dont nous voulons extraire le potentiel de lentille.

Nous allons à présent vérifier que l'effet du masque peut être pris en
compte par le calcul Monte-Carlo du champ moyen et une simple cor

rection en /sfcy. Nous travaillerons d'abord avec une coupure équatoriale
apodisée, puis avec des masques créés pour les données Planck.
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8.1.2 Coupure équatoriale apodisée

Dans un premier temps, nous avons testé une simple coupure sur
une bande équatoriale. L'avantage de cette approche est de préserver
l'isotropie des cartes dans une direction. En revanche, il faut sacrifier
une partie importante des cartes pour capturer toutes les structures des
émissions galactiques. L'étude de la reconstruction de l'effet de lentille
sur des cartes ainsi "coupées" nous a montré qu'il est nécessaire de lisser
le bord du masque. En effet, l'estimateur quadratique effectue une resom
mation des multipoles dont l'effet est de mélanger toutes les échelles. La
transition brutale due au masque crée ainsi du signal de lentille artificiel,
autrement dit, un biais dans le spectre estimé du potentiel de lentille. Un

moyen simple de remédier à ce problème est de lisser le bord du masque,
autrement dit, d'imposer un passage continu, sur quelques pixels, de 0 à
1, à l'aide d'une arche de cosinus par exemple.

Pour tester l'utilisation de tels masques sur les données, nous avons
utilisé 30 cartes lentillées simulées, de résolution nside = 1024, auxquelles
nous avons appliqué des coupures de 10° de part et d'autre de l'équateur :

- Sans apodisation (points bleus sur les figures)
- En apodisant sur 5° (points jaunes)

- En apodisant sur 8° (points verts)
Le biais Nj? est évalué soit analytiquement, soit par Monte-Carlo suivant
la méthode exposée au chapitre précédant, sur 100 cartes non lentillées
auxquelles nous appliquons les mêmes masques. Les biais Nj et N| sont
quant à eux toujours évalués analytiquement.

8.1.2.1 Estimation de cartes sans effet de lentille

Nous appliquons tout d'abord notre estimateur sur 100 cartes non len
tillées. La figure 8.2 nous montre l'allure du spectre de puissance des es

timées des modes E et B, corrigées du facteur f&y approprié mais non
débiaisés. Nous observons plusieurs faits intéressants.
Tout d'abord, les cartes affectées d'un masque binaire (non apodisé) font
apparaître des oscillations dans le spectre de l'estimée des modes E. Plus
encore, nous pouvons déjà voir un biais dans les spectres des estimées
des modes E comme des modes B (nous savons en effet que ces estimées
doivent être, aux variations statistiques près, égales aux biais N°).
Pour les cartes masquées par une bande équatoriale apodisée, à haut £,
nous retrouvons bien l'égalité entre l'estimée des modes E et le biais gaus

sien correspondant. Le biais observé à bas i diminue d'autant plus vite que
la longueur d'apodisation est grande. Il correspond au spectre du champ

moyen c[MF^. Le fait d'apodiser le masque permet donc de diminuer ses
effets de bord et nous place ainsi dans une configuration où l'approxi
mation de la matrice de couplage par une matrice de diagonale semble
fonctionner. Cela nous permet de continuer à utiliser notre estimateur
quadratique pour reconstruire le signal de lentille, à condition toutefois
de pouvoir soustraire le champ moyen. Pour les modes B, l'égalité entre
l'estimée et le biais gaussien est préservée à toutes les échelles, l'utilisation
du masque ne crée donc pas de champ moyen ou de biais dans ces modes.
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Figure 8.2 - Spectres de puissance des estimées des modes E (en haut) et B (en bas)
obtenus sur 100 cartes sans efffet de lentille et masquées par une bande équatoriale de
10° respectivement, sans apodisation (bleu), avec une apodisation sur 5° (vert) et avec
une apodisation sur 10° (rouge). La courbe cyan correspond au biais gaussien calculé
analytiquement.
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8.1.2.2 Estimation de cartes lentillées - Calcul analytique du biais gaussien

La figure 8.3 montre la reconstruction de l'effet de lentille obtenue pour
50 cartes lentillées, lorsque le biais iSÇ est calculé analytiquement. Nous
voyons que l'utilisation d'une coupure équatoriale non lissée entraîne la
création d'un biais important dans les spectres reconstruits. Dans le cas de
cartes masquées par des bandes apodisées, nous repérons deux régimes.
À bas £, le spectre du champ moyen domine la reconstruction. Aux autres
échelles, le potentiel de lentille est en revanche très bien reconstruit, par

une simple correction d'un facteur f&y. Le spectre de la partie rotationnelle
ne présentant aucun biais, nous ne montrerons plus les modes B dans la
suite de cette étude. Pour conclure, le biais N® peut donc a priori encore
être calculé de façon analytique, pourvu que la coupure équatoriale soit

apodisée.

8.1.2.3 Estimation de cartes lentillées - Calcul numérique du biais gaussien

Nous avons toutefois la possibilité de calculer ce biais par une inté
grale Monte-Carlo en simulant des réalisations gaussiennes du spectre
de puissance des cartes lentillées. Ces cartes ne contiennent pas d'effet
de lentille et la moyenne de leurs estimations nous donne ainsi le biais
gaussien. Appliquons cette méthode au cas qui nous intéresse ici. Nous
masquons donc les 100 cartes non lentillées simulées avec les différentes
bandes galactiques utilisées précédemment. La figure 8.4 nous indique
qu'un tel traitement permet de prendre en compte une partie de l'effet du
masque non apodisé : la reconstruction de l'effet de lentille est à présent
moins biaisée. Plus intéressant, le biais à bas £ est, quel que soit le masque
utilisé, réduit. Ce qui reste vient d'un champ moyen dont nous allons à
présent tenir compte.

8.1.24 Traitement du champ moyen

Nous calculons aussi le champ moyen dû au masque <pMF à l'aide
d'une intégrale Monte-Carlo. En effet, puisqu'il ne dépend pas de l'effet
de lentille, nous prenons la moyenne des cartes de potentiel reconstruites

à partir des Nmap cartes non lentillées et masquées :

£MF
1

Nmap
(8.7)

La variance de notre estimée numérique du champ moyen s'écrit alors :

(fflffî) - ÔLL'ÔMM' fsky
N L
iyimap

(8.8)

Nous voyons apparaître un terme en plus du spectre du champ moyen
qui est un bruit d'intégration numérique et peut être arbitrairement réduit
en augmentant le nombre de simulations Nmap utilisées.

Nous soustrayons ce champ moyen à chacune des cartes de potentiel
estimé sur les cartes de température lentiUée : (p = g — ÿMF. Nous estimons
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Figure 8.3 - Effet de lentille reconstruit sur 50 cartes lentillées masquées par une cou
pure équatoriale de 10°, non apodisée (bleu), apodisée sur 5° (jaune) ou sur 8° (vert). Le
biais N® est calculé analytiquement. En haut : spectre du potentiel de lentille, en bas :
spectre de la partie rotationnelle. Les barres d'erreur correspondent à la dispersion dans
les bins. Les barres rouges indiquent la variance cosmique des spectres théoriques.
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Figure 8.4 - Résidu de l'effet de lentille reconstruit sur 50 cartes lentillées mas
quées par une coupure équatoriale de 10°, non apodisée (bleu), apodisée sur 5° (jaune)
ou sur 8° (vert). Le biais N® est par Monte-Carlo sur 100 cartes non lentillées, de
même spectre que les cartes lentillées et auxquelles les mêmes masques sont appliqués.
La valeur théorique Cfdeo du potentiel de lentille a été retranchée à sa valeur estimée
Cdef = (C| — Nf) /fsky — Nj — Nj. Les barres d'erreur correspondent à la dispersion
dans les bins. Les barres rouges indiquent la variance cosmique des spectres théoriques.
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ensuite le spectre du potentiel reconstruit, en dehors du masque, à l'aide
de Spice. La variance de l'estimateur complet d'effet de lentille devient :

(^LM^L'M1) = ^LL'^MM'fsky cf + 1 +
N,

map

N{L°’g) + N(L1,g) (8-9)

Nous sommes alors en mesure d'estimer le spectre de puissance du poten
tiel de lentille, ce dont témoigne la figure 8.5. La soustraction du champ
moyen nous permet de reconstruire ce spectre, même à bas i, avec une
précision compatible avec la variance cosmique, tout en calculant le biais
gaussien analytiquement.

Conclusion

Cette première étude nous a permis de démontrer notre capacité à
inclure l'effet d'un masque galactique (simplifié) dans la reconstruction
de l'effet de lentille gravitationnelle. Le masque préserve l'isotropie dans
une direction et la rompt dans l'autre, ce qui explique l'apparition d'un
"champs moyen" aux grandes échelles dont nous avons présenté le traite
ment.

La figure 8.6 montre encore la carte de potentiel de lentille utili
sée pour construire les cartes de température lentillée et celle que nous
reconstruisons avec l'estimateur, Wiener-filtrée. Ce résultat, obtenu en

n'appliquant l'estimateur qu'à une carte, nous donne une idée du mieux
que l'on puisse faire. Nous vérifions que le spectre croisé (mesuré hors
du masque) des cartes de potentiel d'entrée et reconstruit redonne bien

le spectre de puissance du potentiel, au facteur fs^y près. Les propriétés
statistiques de la carte de potentiel reconstruit sont donc celles attendues.
C'est ce que confirme également la figure 8.5, qui présente la moyenne des
spectres des estimées sur 50 cartes lentillées. Jusqu'aux grandes échelles
en effet, la perte de puissance qu'entraîne le masque peut être corrigée

par un simple facteur fgai.

Enfin, la largeur d'apodisation optimale, pour une coupure de 10° de
part et d'autre de l'équateur, se situe autour de 5°. En effet, nous avons
observé que plus cette largeur est grande, plus nous augmentons la taille
des barres d'erreurs, sans toutefois améliorer significativement la qualité
de la reconstruction du potentiel de lentille.
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Figure 8.5 - Effet de lentille reconstruit sur 50 cartes lentillées masquées par une cou
pure équatoriale de 10°, apodisée sur 5°. Le biais N® est calculé analytiquement pour
les points jaunes et violet, par Monte-Carlo pour les points verts. Le champs moyen a
été soustrait à la carte de potentiel estimée pour les points violets. A droite, un zoom à
bas é souligne l'efficacité de la soustraction du champs moyen. Les barres d'erreur corres
pondent à la dispersion dans les bins. Les barres rouges indiquent la variance cosmique
des spectres théoriques.
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Figure 8.6 - Cartes du potentiel de lentille initial (en haut) et reconstruit (en bas) à l'aide
de l'estimateur quadratique sur une carte lentillée, masquée par une bande équatoriale de
10°, apodisée sur 5°. Le champs moyen a été soustrait et un filtre de Wiener a été appliqué.
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8.1.3 Masque galactique apodisé

Nous avons ensuite étendu l'étude à des masques mieux adaptés à
la forme de la Galaxie sur le ciel. Nous leur avons aussi appliqué une

apodisation afin de ne pas créer de discontinuités brutales dans les cartes,
(figure 8.7). Nous avons fait une étude pour déterminer la longueur
d'apodisation optimale évaluée ici autour de 10°. Avec une telle longueur

d'apodisation, la proportion de carte préservée est fgai « 65%.

Galactic mask apodized on 10°

Figure 8.7 - Masque galactique réalisé à partir de la carte à 217GHz et d'une coupure
en flux dans la carte à 857GHz (utilisé pour le "round 0")

8.1.3.1 Reconstruction du champ de potentiel

La figure 8.8 nous permet de voir que l'estimée d'une carte de tem
pérature masquée est complètement dominée par le champ moyen dû au
masque (figure du haut). Ce champ moyen peut lui-même être estimé sur
100 cartes sans effet de lentille puis retranché au potentiel estimé de la

carte analysée. Le résultat obtenu est encore très bruité (figure du milieu),
nous lui appliquons donc un filtre de Wiener pour obtenir une carte de
potentiel plus proche de celle de départ (figure du bas). La taille des struc
tures que nous observons dans cette carte est plus grande que celle des
structures habituelles d'une carte de potentiel de lentille (voir figure 8.6
par exemple). Notons par ailleurs que même si cette dernière carte semble
avoir du signal à l'intérieur du masque, le potentiel n'y est pas reconstruit.
Il semble que la forme de ce masque pour lequel l'isotropie n'est préser
vée dans aucune direction, soit à l'origine des différences observées avec
la figure 8.6. Pour autant, nous vérifions de nouveau ici que la corrélation
croisée entre la carte de potentiel d'entrée et celle du potentiel reconstruit
a le spectre attendu. La carte du potentiel reconstruit n'est donc pas ex
ploitable en tant que telle mais conserve les bonnes propriétés statistiques.
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Figure 8.8 - Cartes du potentiel de lentille reconstruit à partir d'une carte de CMB
lentillée, affectée d'un masque galactique apodisé sur 10°. En haut : résultat brut de
l'estimateur. Au milieu : résultat de l'estimateur corrigé du champ moyen calculé par
Monte-Carlo sur 100 cartes non lentillées. En bas : même résultat qu'au milieu auquel
nous avons appliqué un filtrage de Wiener.
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8.1.3.2 Reconstruction du spectre du potentiel

Nous validons l'utilisation de nos masques galactiques apodisés et
choisissons la longueur d'apodisation optimale en estimant à nouveau
50 cartes de température lentillées, de beam Ofwhm = 5' et de bruit
uN = 50}iK, affectées du masque galactique. Nous utilisons 5 longueurs

d'apodisation différentes : 0°, 5°, 10°, 15° et 20°. Pour chacune, nous re
présentons sur la figure 8.9 le spectre des modes E et B de l'estimateur.
Les biais AÇ et le champ moyen dû au masque ont été calculés par Monte-
Carlo sur 100 cartes non lentillées.

Conclusion

Cette seconde étude, plus réaliste, effectuée avec un masque galac
tique adapté aux données Planck, montre de nouveau la nécessité d'apodi-
ser le masque. Les différentes longueurs d'apodisation testées fournissent
toutes des résultats relativement comparables en précision. Toutefois, plus

la longueur d'apodisation est grande, plus la taille des barres d'erreurs
augmente. Nous écartons donc les apodisations sur 15° et 20°. Les deux
autres longueurs (5° et 10°) sont raisonnables. Nous choisissons 10° par
précaution.

8.14 Autres méthodes de traitement

Le traitement de la Galaxie n'est pas un problème nouveau dans
l'étude de l'effet de lentille sur le CMB. Smith et al. (2007), pour extraire
le potentiel de lentille des cartes WMAP, ont choisi d'utiliser les données
de tous les canaux en température et d'inverser la matrice de covariance
totale. Une telle méthode n'est pas transposable aux donnés Planck qui
ont une résolution deux fois plus grande et un niveau de bruit beaucoup
plus faible, ce qui dégrade le conditionnement du problème. Hirata et al.
(2008) ont quant à eux pris le parti de faire la corrélation de plusieurs
cartes en fréquence, ce qui créait des biais importants.

Pour traiter les données Planck, plusieurs approches ont été étudiées,
en plus de celle que nous venons de présenter. En particulier, Perotto
et al. (2010) ont proposé de remplir le masque galactique en recréant le
signal à l'intérieur, avant d'estimer les cartes. Ils utilisent pour cela une
méthode de remplissage basée sur la "parcimonie" ("sparsity") (Starck
et al. 2012). Une autre méthode, développée par Plaszczynski et al. (2012),
consiste à découper la carte, en-dehors de la zone masquée en éléments
de 10° x 10°. L'estimateur est alors appliqué dans sa version ciel-plat

et permet de reconstruire le spectre du potentiel de lentille à partir de
l = 100.
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Figure 8.9 - Résidus des spectres des modes E et B moyens estimés sur 50 cartes len-
tillées, après correction du champ moyen, pour 5 longueurs d'apodisation différentes : 0°
(vert), 5° (jaune), 10° (violet), 15° (bleu) et 20° (cyan). En haut : le résidu des modes
E c'est-à-dire la différence entre le spectre de potentiel estimé et le spectre de potentiel
théorique. En bas : les modes B dont la valeur attendue est zéro. Les barres d'erreur
correspondent à la dispersion dans les bins.
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Figure 8.10 - Sources résolues relevées par Planck (janvier 2011)

Il reste bon nombre de sources, galactiques ou extra-galactiques, hors
du masque galactique. Un certain nombre d'entre elles sont résolues. On
ne peut pas leur appliquer un simple masque apodisé car cela serait trop
coûteux! Nous avons donc choisi de remplir les pixels pollués par ces
sources à l'aide d'une méthode d'inpainting. Nous voulons reconstruire le

signal, avec les bonnes propriétés statistiques, dans les trous de la carte à
analyser.

8.2.1 Choix de la méthode de remplissage

8.2.1.1 Remplissage diffusif

Nous avons initialement utilisé un remplissage diffusif qui avait le mé
rite d'être simple et relativement efficace. Cependant, il consistait plus à
lisser les trous qu'à les remplir ! En effet, ce procédé consiste à résoudre
l'équation de la chaleur dans les trous suivant un algorithme itératif.

8.2.1.2 Réalisations contraintes gaussiennes : Cork

Nous avons depuis développé une méthode par réalisations
contraintes gaussiennes qui va chercher l'information nécessaire dans
les pixels voisins du trou. Cette méthode présente l'avantage de rem
plir les trous par du signal ayant les mêmes propriétés statistiques, au
deuxième ordre, que le CMB observé. Elle ne devrait donc pas créer de
champ moyen ni de biais supplémentaire dans le calcul de l'estimateur.
Pour simplifier le problème, nous n'allons calculer la contrainte que sur
un sous-ensemble de pixels autour des trous.

Avant de tester cette simplification, rappelons comment obtenir des
réalisations contraintes gaussiennes. Nous décomposons la température
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observée (et donc contaminée par les points sources) en deux parties :

t=(£) <8-10>
où Ti est le vecteur contenant les pixels pollués par les points sources, qui
sont masqués et dans lesquels nous voulons restaurer le signal. Le vecteur
T2 contient quant à lui les autres pixels qui sont utilisés pour contraindre
les valeurs des pixels masqués. Nous décomposons également la matrice
de covariance de la température Z suivant :

e-(£:S) <8,‘i
La probabilité de Ti connaissant la contrainte T2 est une gaussienne cen
trée sur Ti et de variance :

Ti = -WrfWuTi = Eii^Ti (8.12)
a2 = W,!1 = En - Ei2£ÿE21 (8.13)

où les W sont les compléments de Schur des blocs correspondants.
Nous suivons ensuite Hoffman et Ribak (1991) pour générer des réalisa
tions contraintes gaussiennes dans les pixels masqués :

fl = fi+E12E22I(T2-T2) (8.14)

où f est une réalisation aléatoire du spectre de puissance C, fiduciel
donné par WMAP ou Planck (ce peut être aussi une mesure filtrée du
spectre de la carte, en dehors des trous).

Il faut donc a priori inverser la matrice de covariance de la température
non masquée. C'est une opération très coûteuse si nous ne restreignons
pas la contrainte donnée par le CMB aux pixels voisins du pixel à remplir.
En pratique, nous n'utilisons donc que quelques pixels voisins du trou.
Bien entendu, plus le nombre de pixels utilisés est grand, meilleure est la
restauration du signal. La figure 8.11 montre la qualité du remplissage en
fonction du paramètre "border" qui indique le nombre de pixels voisins
utilisés autour des bords du trou à remplir. Le spectre de la carte ainsi
nettoyée est comparé au spectre de la carte initiale, pour 50 simulations.
Nous voyons qu'à partir de border — 10 (soit un bord de 34.4'), la diffé
rence entre les spectres de départ et restauré est inférieure à 0.5%. Par
ailleurs, l'amélioration permise par une profondeur border = 20 (soit
un bord de 68.7') est faible par rapport à la restauration obtenue pour
border = 15 (soit un bord de 51.5')/ tandis que le temps de calcul est plus
que doublé. Nous opterons donc a priori pour border = 15 dans la suite1.

Notre outil permet donc a priori de reconstruire un signal ayant le
bon spectre dans les trous du masque de points sources mais pas d'y
restaurer l'effet de lentille. En fonction du nombre de pixels utilisés au
bord du trou, nous améliorons la reconstruction du signal. Bien entendu,
cela est d'autant plus coûteux en temps de calcul que l'on va chercher
loin. Toutefois, une fois cette opération réalisée, nous pouvons appliquer
l'estimateur sans correction supplémentaire.

1. Pour de plus amples détails, voir le papier Benoît-Lévy et al. (2012) en annexe.



8.2. Masque de points sources 117

0.996 -

0 500 1000

i

1500 2000

Figure 8.11 - Etude de la qualité de la reconstruction du spectre de puissance de 50 cartes
lentillées dont les points sources sont remplis par Cork, pour différentes profondeurs de
la zone utilisée comme contrainte. Le spectre de puissance de la carte remplie est rapporté
au spectre de puissance de la carte initiale.

8.2.2 Effet du remplissage sur le spectre de lentille reconstruit

Il nous faut tenir compte du fait que la méthode de remplissage que
nous avons présentée ne rétablit pas l'effet de lentille dans les pixels pol
lués. Notons fps la fraction du ciel qui n'est pas affectée par les points
sources et dans laquelle l'effet de lentille demeure donc intact. La variance
de notre estimateur fait alors apparaître des corrections en fpS. Plus pré

cisément, le spectre Cf dépend de (p2 et sera donc affecté d'un facteur fpS,
de même pour les biais Ni :

{gLMgl'M') - 3LL'àMM' fpsCL + Nl'^ + fpS^L^

{clmc*l'm’) = Ôll'Ômm' n|°'c) + fpsNp'^

D'où les estimées des spectres que nous cherchons :

J PS

(8.15)

J PS

(8.16)

Le traitement des points sources induit donc une augmentation des barres
d'erreur d'autant plus importante que le masque est grand.
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8.2.3 Résultats

Nous utilisons pour cette analyse un masque de points sources
construit pour les données Planck. Les sources compactes observées à 100,
143 et 217GHz relevées dans le Early Release Compact Source Catalog (Planck
Collaboration et al. 2011b), sont masquées par un disque dont le rayon est
trois fois la taille du lobe de la fréquence correspondante (soit environ 30',
21' et 15')• Rappelons que nous ne considérons que les sources situées en-
dehors de la Galaxie, puisque nous masquerons ensuite cette zone. Cela
se traduit par une valeur de fp$ « 98%.

8.2.3.1 Champ de potentiel reconstruit

Nous avons comparé, figure 8.12, les cartes de potentiel reconstruit
à partir d'une carte de température lentillée, avant et après avoir rempli
les pixels pollués par les points sources avec Cork. La différence entre les
deux champs reconstruits est mise en regard du masque de points sources
utilisé. Cela nous permet de voir que les différences les plus importantes
sont concentrées autour des trous du masque. Nous pouvons donc suppo

ser que l'effet dominant de notre méthode de remplissage sera une perte
de puissance dans l'effet de lentille au niveau des trous. Cela confirme
quoi qu'il en soit que l'effet de lentille n'est pas reconstruit par notre mé
thode dans les 2% de la carte affectée par le masque de points sources.

8.2.3-2 Spectre du potentiel reconstruit

Nous présentons à la figure 8.13 le résultat de l'estimation de 50 cartes
lentillées dont les pixels troués par le masque de points sources ont été
remplis. Nous avons utilisé quatre nombres de pixels pris au bord du trou
différents. Le pipeline de base présenté au chapitre 5 n'est donc modi
fié qu'à son démarrage : avant d'estimer le spectre des cartes lentillées,
celles-ci sont inpaintées. Ce sont alors les spectres des cartes inpaintées
qui sont utilisés pour les filtres de l'estimateur et pour simuler les cartes
sans effet de lentille. Nous voyons d'abord que le procédé de remplissage
des pixels pollués n'introduit pas de biais supplémentaire et est simple
ment pris en compte par une correction de la puissance du potentiel. De
plus, le choix d'utiliser border = 15 est confirmé par l'adéquation entre
les points obtenus pour cette valeur (points bleus foncés) et le cas de ré
férence (points rouges) où les mêmes cartes ont été estimées avant d'être
inpaintées. Notons enfin que les modes B ne sont absolument pas affectés
par l'inpainting des cartes. Cela traduit sans doute le fait que ce n'est pas
un test très sensible puisque même avec border = 5, ces modes sont bons.
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Figure 8.12 - Effet de l'inpainting sur la reconstruction d'une carte de potentiel. En
haut : différence entre la carte de potentiel reconstruit à partir d'une carte lentillée de
référence et le potentiel reconstruit à partir de la même carte inpaintée avec border = 15.
L'échelle a été adaptée pour augmenter le contraste. En bas : masque de points sources
utilisé pour l'inpainting.
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Figure 8.13 - Résidus des spectres des modes E et B moyens estimés sur 50 cartes len-
tillées et inpaintées, pour 4 profondeurs de contraintes différentes : 5 (jaune), 10 (violet),
15 (bleu) et 20 (cyan). Le cas de référence (cartes avant inpainting) est présenté en rouge.
En haut : le résidu des modes E c'est-à-dire la différence entre le spectre de potentiel estimé
et le spectre de potentiel théorique. En bas : les modes B dont la valeur attendue est zéro.
Les barres d'erreur correspondent à la dispersion dans les bins.
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Conclusion du chapitre

Nous avons présenté les méthodes mises en œuvre pour tenir compte
de la présence d'avant-plans dans les données. Nous sommes ainsi ca
pables d'utiliser l'estimateur quadratique en dehors des conditions idéales
qui avaient été supposées au chapitre 6. Pour cela, il nous faut sacrifier
les pixels situés au niveau de la galaxie en utilisant un masque apodisé
dont l'effet est bien corrigé par le calcul d'un champ moyen. Nous devons
aussi "nettoyer" les pixels pollués par les points-sources mais, dans ce
cas, nous parvenons à reconstruire un signal de température avec les
bonnes propriétés statistiques. Le signal de lentille n'y est en revanche
pas restauré et il nous faut donc tenir compte de cette perte de puissance
lors du calcul du spectre du potentiel.

Nous présentons à la figure 8.14 la moyenne des estimations réalisées
sur nos 50 cartes lentillées, dont les trous ont été remplis, et affectées
du masque galactique apodisé sur 10°. Plus précisément, ce sont les dif
férences entre les spectres estimés et théoriques qui sont tracées. Nous
voyons que le traitement conjoint des points-sources et de la Galaxie
entraîne une dégradation de la qualité de l'estimation, en particulier
du potentiel de lentille. Il semble qu'un biais apparaisse à haut l, aussi
bien pour les modes E que pour les modes B. Notons toutefois qu'à ces
échelles {£ ~ 2000), le signal sur bruit est si faible qu'il est inutile d'y
chercher de l'information. Le premier bin des modes E est lui aussi hors
des barres d'erreur fournies par la variance cosmique. Nous retiendrons
cependant que pour 20 < t < 1200 les spectres reconstruits sont tout à fait
compatibles avec le signal théorique attendu, ce qui valide les méthodes
présentées dans ce chapitre.

Notons que nous n'avons pas traité ici le cas des sources diffuses (non
résolues et donc non identifiées dans les masques). Il faudrait aussi tenir
compte d'éventuels résidus d'avant-plans de la Galaxie. Nous laissons ces
deux aspects pour une étude ultérieure et nous allons nous intéresser, au
chapitre suivant, aux effets systématiques liés à l'instrument cette fois, en
particulier, celui de la couverture anisotrope du ciel.
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Figure 8.14 - Résidus des moyennes des spectres des modes E (en haut) et B (en bas)
estimés sur 50 cartes lentillées pour 3 cas : le cas de référence sans avant-plan (rouge),
le traitement des points-sources seuls (bleu) et le traitement des points-sources et de la
Galaxie (cyan).
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Les hypothèses qui sont faites sur les caractéristiques de rinstrument sont
une importante simplification de la réalité : le lobe instrumental est loin
d'être parfaitement circulaire d'une part et la couverture du ciel est,
d'autre part, assez inhomogène. Il faut donc tenir compte de ces écarts
aux conditions d'optimalité des estimateurs et développer des méthodes
qui permettent d'en tenir compte raisonnablement. Nous ne présenterons
ici qu'une étude concernant le bruit inhomogène. En ce qui concerne l'asy
métrie du lobe, nous renvoyons le lecteur à Hanson et al. (2010b).

9.1 Définition et modélisation du bruit inhomogène

La stratégie de pointage de Planck ne permet pas de voir tous les
points du ciel pendant le même temps. C'est ce que traduisent les cartes
de "hit" de Planck HFI Core Team (2011) présentées à la figure 9.1. Cela
implique que le bruit par pixel n'est pas le même en tout point de la carte
(figure 9.2). Nous faisons toutefois toujours l'hypothèse que le bruit n'est
pas corrélé entre les pixels et qu'il est, par conséquent, complètement dé
fini par sa variance dans chaque pixel.

9.1.1 Calcul analytique du champ moyen

Pour comprendre la réponse de l'estimateur que nous avons construit
(équation 6.8) à une carte de CMB comportant du bruit inhomogène, dé
composons la température observée 0obs(n) suivant :

Ôobs(n) = ê(n) + N(n)

123

(9-i)
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Figure 9.1 - Cartes du nombre de coups par pixel pour les détecteurs de Planck de
fréquences 100,143, 2iy et 333GHz. Nside = 2048.

Inhomogeneous noise

-0.01 HK 0.01

Figure 9.2 - Simulation d'une carte de bruit inhomogène obtenue à partir d'une carte
de "hit" et de la variance du niveau du bruit. Nside = 2048.
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où 0(w) correspond donc à la température du CMB (éventuellement
entachée d'un certain nombre d'avants-plans ou effets astrophysiques) et
N(n) est le bruit du détecteur qui peut lui-même être décomposé en une
composante homogène Nh(u) et une composante inhomogène Nj(n).

L'estimateur g fait intervenir le moment à deux points de la tempéra
ture. Calculons donc le moment à deux points de la composante de bruit, à
l'aide de la définition des coefficients de la décomposition en harmoniques
sphériques (équation B.9) :

(Ni,m,Nl2m2) = Q
= J dH J dïî' {N{n)N{ï?]mA«)Y<U2("')

Or, nous avons supposé que le bruit n'était pas corrélé d'un pixel à l'autre.
Il est donc entièrement déterminé par sa variance V :

(N(n)N(n')) = V(n)ô(n — n') (9.2)

D'où nous déduisons, en notant les coefficients harmoniques de V et
en utilisant l'intégrale de Gaunt (équation C.4) :

{Nfim,N(2m2) = f dnEVAllYAh(n)Y^(n)YÎ2m2(n)

\ ' tt t 1 \u /(2À + l)(2^i + 1)(2^2 + 1) ( A t\ £2 \ ( A i\ £2
1 V 4/r \ 0 0 0 ) \ ml m2

Nous pouvons alors calculer l'espérance de la réponse de l'estimateur à
une telle carte de bruit :

(gLM)Noise = E y(2A + 1)(2^+1)(2^±ÏI
txi2 V *'L

x ce h

X
A t\ £2
0 0 0

L £x £2

1 0 -1

v 1 f A £\ £2

m\ïn2 V -¥ m2

L £\ £2

—M m.\ ni2

Ce qui s'écrit encore, d'après la propriété C.11 :

(ÊLM)Noise = ~ iALVLM E + 1 )p&,

) ( Ï 0 -1 )
*1*2

A £\ £2
0 0 0

h

(9-3)

Nous obtenons ainsi une expression complètement déterminée par la va
riance du bruit. Il s'agit d'un champ moyen, qui peut a priori être calculé

analytiquement. Notons que nous avons ici une expression différente de
celle proposée dans Hanson et al. (2009) puisque nous avons utilisé notre
propre écriture de l'estimateur. L'idée est bien entendu la même malgré
cela.
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9.1.2 Calcul analytique du biais du spectre de puissance

A la différence du masque galactique qui est modélisé par un facteur
multiplicatif, le bruit inhomogène se modélise par un terme additionnel de
la température observée. Même si ce bruit n'est pas corrélé avec la tempé
rature, il entraine la création d'un biais supplémentaire dans l'estimateur
quadratique de l'effet de lentille. En effet, la variance de cet estimateur
dépend du moment à quatre points de la température observée que nous
pouvons écrire ici :

Le premier terme donne le résultat de l'estimateur dans le cas idéal, le
second donne la contribution du champ moyen dû au bruit inhomogène
et les six autres vont ainsi constituer un biais supplémentaire. Son cal

cul, que nous ne reporterons pas ici, conduit à une expression analytique
compliquée faisant intervenir des symboles de Wigner-6j, etc. Nous allons
détailler dans la partie suivante la méthode qui nous permet d'estimer ce
biais numériquement. Nous avons, à ce stade, montré que :

9.2 Traitement du bruit inhomogène dans les données

Nous nous sommes de nouveau donné 50 cartes lentillées dont le bruit

a toujours un spectre de bruit blanc (N — 50pK) mais dont la distribution
n'est plus homogène sur le ciel. Elle est déterminée par la carte du nombre
de coups par pixel (carte de "hits" en anglais). Nous avons utilisé ici celle
de la mission nominale pour les détecteurs à 217GHz (DX9-V53).

9.2.1 Simulation de cartes de bruit inhomogène

Pour estimer numériquement le champ moyen et le biais du spectre
de puissance, nous devons simuler des cartes de bruit ayant les bonnes
propriétés c'est-à-dire le bon spectre et une variance par pixel Vj donnée

par :

où H{ désigne la valeur de la carte de hit H dans le pixel i. Nous tra
duisons ici le fait que plus un pixel aura été vu, moins sa variance sera

grande, le terme du numérateur assurant une normalisation unitaire.

Deux possibilités s'offrent à nous pour simuler des cartes de bruit in
homogène :

((0! + NjX©2 + N2)(0J + N3*)(0J + N|))

(©i©203©î) + (NiN2N3*N4*>

+ (0202) {N^Ni)+5perms.

(94)

(9-5)
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- Soit nous tirons Nmap ayant la variance par pixel donnée par la carte
de "hit", puis nous leur imposons, dans l'espace des harmoniques,
le spectre attendu. Les cartes auront alors le bon spectre, mais une
variance par pixel légèrement différente de celle attendue.

- Soit nous créons Nmap réalisations gaussiennes du spectre de bruit
que nous pondérons ensuite par la racine carrée de cette variance.
Les cartes n'auront alors pas exactement le bon spectre mais aurons
la bonne variance par pixel.

Notons que pour le bon fonctionnement du calcul Monte-Carlo des biais,
il est a priori préférable de simuler des cartes ayant le bon spectre.

D. Hanson a proposé d'améliorer cette approche en simulant du bruit
inhomogène à "deux dimensions" (bruit 2D). Pour cela, il utilise la carte
de variance du bruit dans l'espace des harmoniques et construit de larges

bandes en angle solide (en m). La distribution jointe ainsi obtenue permet
de tirer des réalisations de bruit ayant toujours le bon spectre et dont la
variance est plus proche de celle de départ. Nous verrons l'application de
cette méthode dans les résultats présentés à la fin du chapitre 10.

9.2.2 Calcul du champ moyen (p(MF)

Nous avons montré précédemment que le champ moyen dû au bruit
inhomogène correspond en fait à la réponse de l'estimateur au bruit seul
de la carte. Il peut en principe être calculé analytiquement. En pratique,
nous préférons en faire une estimation numérique par Monte-Carlo sur

Nmap = 100 simulations de cartes de CMB non lentillées, de même spectre
que la carte de données et contenant du bruit inhomogène de même va
riance :

£(mf) =
1

Nmap
(9-6)

La reconstruction de l'effet de lentille est totalement dominée par le bruit

inhomogène si on n'en tient pas compte. C'est ce dont témoignent la carte
du potentiel reconstruit à partir d'une carte lentillée contenant du bruit
inhomogène et la carte de champ moyen associée à ce bruit, présentées à

la figure 9.3.

9.2.3 Calcul du biais C

Nous avons également établi à l'équation 9.4 que le moment à quatre
points de la partie inhomogène du bruit crée un biais supplémentaire dans
le spectre de puissance du potentiel de lentille reconstruit. La figure 9.3
a montré qu'il fallait d'abord soustraire le champ moyen. Voyons à pré
sent l'ordre de grandeur du biais supplémentaire en étudiant, figure 9.4,
le spectre de puissance du potentiel de lentille reconstruit sur 50 cartes
lentillées, avec ou sans correction du champ moyen et en calculant le biais
gaussien analytiquement. Nous vérifions bien que la soustraction du
champ moyen permet une meilleure reconstruction des petits modes. En
revanche, dans les deux cas, il est clair qu'un biais supplémentaire positif
n'a pas été pris en compte.
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Figure 9.3 - En haut : potentiel de lentille estimé sur une carte contenant du bruit inho
mogène et en bas : champ moyen correspondant, calculé sur 100 cartes non lentillées, de
même spectre que la carte de données et contenant le même niveau de bruit inhomogène
(sa distribution a la même variance que celle du bruit de la carte de donnée). Carte du po
tentiel de lentille reconstruit à partir d'une carte de CMB contenant du bruit inhomogène
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xio~7 Inhomogeneous noise effect (analytical debiasing) : E-modes

Figure 9.4 - Spectre du potentiel de lentille reconstruit sur 50 cartes lentillées contenant
du bruit inhomogène, avec (points bleus) ou sans (points jaunes) correction du champ
moyen. Celui-ci est calculé sur 100 cartes non lentillées de même spectre et contenant
du bruit inhomogène de même variance. Le biais gaussien N® est calculé analytiquement.
Les barres d'erreur correspondent à la dispersion dans les bins.

9.2.3.1 Etude analytique

Calculons, pour mettre en évidence ce biais, le spectre de puissance du
potentiel estimé sur une carte, corrigé du champ moyen :

Explicitons chacun de ces trois termes, à l'aide de l'équation 9.6 donnant

le champ moyen cp(MF\ en notant Cp- le biais venant du moment à deux
points de la partie inhomogène du bruit et CbL1 le biais venant de son
moment à quatre points :

(f) = C( + N°L + Nl + Cb>+CbLi

W-lc(w\= 1
/ N2 e((»“)!> +L(ïu

iymap h l*map Li=i N ' ¥i

1

N2
iymap

Nmap (n°l + Cbi + CbL') + Nmap(Nmap - 1

W~
t-'map

[n°l + c£) + c£

Nous obtenons donc :

c[£) = c£ + Mi+ Ni(9.7)

où nous avons ainsi défini un "biais gaussien" (au sens de réponse de
l'estimateur à la partie gaussienne de la carte) A/f qui tient compte du
moment à quatre points créé par la partie inhomogène du bruit :

(9-8)
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Nous calculons ce nouveau biais A/";° par Monte-Carlo sur un autre jeu
de Nmap = 100 cartes non lentillées simulées de la même façon que pour le
champ moyen. Plus précisément, l'estimée de chacune de ces cartes donne
un potentiel (pUi qui est corrigé du champ moyen MF\ La moyenne des
Nmap spectres de potentiel ainsi obtenus est l'estimation numérique de
notre biais :

<*»

En effet :

/ ^ (<p)^ + - 2
=n°l + c£ + c*> + — (n£ + c*1) + c* - 2,cÿ

-("!+c!')(1+È;)-aî
9«2.3.2 Application aux données

Lorsque nous appliquons cette méthode pour calculer le biais A/]0 à
partir de deux jeux de 100 cartes non lentillées, nous obtenons les points
cyans de la figure 9.5. La reconstruction du spectre de potentiel de len
tille sur 50 cartes lentillées inhomogènes y est comparée à celle obtenue
pour les mêmes 50 cartes lentillées homogènes (à niveau de bruit égal).
Dans ce cas de référence, les biais sont tous calculés analytiquement. Les
barres d'erreur sont naturellement légèrement augmentées à cause du cal
cul numérique des biais pour le cas qui nous intéresse. Les modes E de
l'estimateur sont cependant tout à fait comparables au cas de référence,
ce qui valide notre approche pour prendre en compte l'inhomogénéité du
bruit. Les modes B pourraient présenter une légère perte de puissance à
très haut i. Notons ici que ces modes sont calculés en faisant simplement
la différence entre l'estimée des cartes lentillées et la moyenne des estimées
des cartes non lentillées (il n'y a pas de champ moyen pour les modes B).
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Figure 9.5 - En haut : Résidu du spectre des modes E reconstruits à partir de 50 cartes
lentillées contenant du bruit homogène (cas de référence, points rouges) ou du bruit inho
mogène (points cyans). En bas : Spectres des modes B reconstruits.
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Conclusion du chapitre

Nous avons présenté dans ce chapitre, une méthode robuste pour in
clure l'effet des inhomogénéités dans les données, créées par la couverture
anisotrope du ciel. Contrairement aux effets astrophysiques présentés au
chapitre précédent, le bruit inhomogène doit être traité en deux temps :

- Soustraction du champ moyen dans la carte de potentiel estimé, cal
culé par Monte-Carlo sur 100 cartes non lentillées de même spectre
et dont le bruit a la même variance.

- Soustraction d'un biais supplémentaire dans le spectre de potentiel
estimé, créé par le moment à quatre points de la partie inhomogène
du bruit et lui aussi calculé par Monte-Carlo sur 100 autres cartes
non lentillées de mêmes caractéristiques.

Nous nous sommes placés pour cette étude dans le cas simple où le bruit
reste blanc. Nous verrons au chapitre suivant, que s'il est coloré un tel trai

tement s'applique encore. Nous y présenterons aussi la synthèse des dif
férents effets étudiés jusqu'ici : masque galactique, remplissage des pixels
pollués par les points sources et couverture anisotrope du ciel par l'ins
trument.



Résultats

Les méthodes que nous avons développées et présentées aux chapitres pré
cédents ont été mises en oeuvre sur les données Planck, au fur et à me

sure qu'elles ont été disponibles. Elles ont systématiquement été testées
sur des simulations ayant des caractéristiques semblables mais simplifiées.
Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus sur des simulations
contenant du bruit inhomogène, des points sources et un avant-plan ga
lactique. Nous montrons ensuite l'application du pipeline développé aux
données DX8. Enfin, nous finissons sur l'état des résultats obtenus par la
collaboration au moment de la rédaction de ce manuscrit.

10.1 Résultats sur des simulations

Nous nous sommes donné, pour tester notre pipeline, un jeu de 100
cartes lentillées ("cartes de données"), tirées sous les spectres WMAP,
contenant du bruit inhomogène coloré (spectre de bruit qui n'est plus
plat). Nous disposions, parallèlement, des spectres du lobe et du bruit
ainsi que de 100 cartes de réalisations de bruit. La démarche adoptée est
la suivante :

1. Prétraitement

(a) Remplir les pixels correspondant aux points sources dans les
cartes de données à l'aide de Cork pour border = 15. Nous four
nissons au code un spectre de CMB fiduciel, un spectre analy
tique du lobe, le spectre du bruit. Nous supposons alors que le
spectre des cartes est bien restauré.

(b) Appliquer le masque galactique, apodisé sur 10°.

2. Estimer les cartes de données en utilisant les spectres fiduciels four
nis pour le filtrage. Nous obtenons des cartes de déflexion

3. Calcul du champs moyen et du biais gaussien

(a) Simuler deux jeux de Nmap = 50 cartes non lentillées tirées sous
le spectre fiduciel.

(b) Leur appliquer le lobe et leur ajouter une réalisation de bruit
inhomogène.

(c) Leur appliquer le masque galactique.

133
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(d) Estimer ces cartes dont le spectre est ainsi identique aux cartes
de données. Nous obtenons de nouveau des cartes de déflexion

<pu.

(e) A partir du premier jeu de cartes, nous calculons le champ
moyen dû au bruit inhomogène et au masque galactique :

=

i

Nmap

(f) A partir de l'autre jeu de cartes, nous calculons le biais qui ap-
parait dans le moment à quatre points en soustrayant le champ
moyen aux cartes de déflexions obtenues puis en prenant la

moyenne :

i ' '

4. Soustraire le champ moyen aux cartes de déflexion obtenues sur les
données, puis en prendre le spectre hors du masque galactique avec

Spice : C[ = ^(<p — corriger encore du facteur dû au
remplissage des pixels pollués qui ne restaure pas l'effet de lentille.

3. Soustraire le biais calculé Â7®, corriger du facteur dû au masque

galactique et soustraire les biais d'ordres supérieurs Nj et N2 qui ont
été calculés analytiquement.

Le spectre de puissance estimé du potentiel de lentille s'écrit donc :

10.1.1 Convergence du pipeline

Nous avons d'abord testé ce pipeline sur 50 cartes lentillées, en n'uti

lisant que 23 cartes non lentillées pour les Monte-Carlo, dans 4 configura
tions différentes reprises sur la figure 10.1 :

- Traitement du bruit inhomogène seul (bleu)
- Traitement du bruit inhomogène et du masque galactique (violet)
- Traitement du bruit inhomogène et du remplissage des points

sources (vert)

- Traitement du bruit inhomogène, du masque galactique et du rem
plissage des points sources (cyan)

Nous voyons sur cette figure que la présence simultanée de bruit
inhomogène et du masque galactique dans les cartes augmente le bruit
de la reconstruction (points violets). L'effet conjoint de l'inpainting et du
bruit inhomogène (points verts) est quant à lui moins marqué. Lorsque
ces trois systématiques sont traitées (points cyans), la différence entre
le spectre de potentiel reconstruit et le spectre théorique est compatible
avec zéro. Nous validons ainsi, par cette première étude, notre aptitude
à traiter ces trois systématiques conjointement. Leur présence simultanée
ne semble pas introduire de corrélation supplémentaire.

t
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Figure 10.1 - Comparaison des résidus du spectre de potentiel reconstruit pour le trai
tement du bruit inhomogène seul (bleu), du bruit inhomogène et du masque galactique
(violet), du bruit inhomogène et du remplissage des points sources (vert), du bruit in
homogène, du masque galactique et du remplissage des points sources (cyan). Les barres
d'erreur correspondent à la dispersion dans les bins.

Nous avons ensuite appliqué ce pipeline aux 100 cartes lentillées et fait
la moyenne des spectres reconstruits pour les modes E et les modes B de
l'estimateur de lentille. Ces spectres moyens sont présentés à la figure 10.2.
Celle-ci confirme la robustesse et la convergence de notre outil puisque les
spectres obtenus sont compatibles avec les spectres théoriques.

10.1.2 Reconstruction sur une carte

Nous présentons ici les résultats obtenus à partir d'une seule carte len-
tillée afin de montrer ce que nous pouvons faire au mieux sur les données
réelles de Planck. Toutes les systématiques ne sont en effet par prises en
compte ici.

La figure 10.3 est la preuve que les biais créés par les systématiques
que nous étudions sont bien corrigés. Il y a de la dispersion à cause des
incertitudes sur les biais gaussiens (ordre o), en particulier pour les modes
B. De plus, le bruit devient de plus en plus important à hauts l. Nous
ne pourrons sans doute pas obtenir d'information sur l'effet de lentille
au-delà de t = 1000.

10.2 Résultats sur les données Planck

Après avoir validé nos méthodes sur des simulations, nous les avons
appliquées aux données Planck au fur et à mesure qu'elles ont été dispo-
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Figure 10.2 - Spectres des modes E (en haut) et B (en bas) du potentiel de lentille
reconstruits sur 100 cartes contenant du bruit inhomogène, dont les points sources ont
été remplis par réalisations contraintes gaussiennes et dont la galaxie a été masquée. Les
points jaunes sont obtenus sans soustraire le champ moyen, les points bleus en ont été
corrigés. Les barres d'erreur correspondent à la dispersion dans les bins.
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e

Figure 10.3 - Spectres du potentiel de lentille reconstruit sur une carte contenant du
bruit inhomogène, dont les points sources ont été remplis par réalisations contraintes
gaussiennes et dont la galaxie a été masquée. Le champ moyen a été corrigé pour les
modes E (en haut). Les modes B sont présentés dans le panneau du bas. Les barres d'erreur
correspondent à la dispersion dans les bins.

nibles. En particulier, nous avons travaillé à partir des cartes en fréquence
à îoo, 143 et 217GHz.

10.2.1 Cartes en fréquence DX8

Nous disposons, pour la version "DX8", d'un certain nombre de pro
duits tels que :

- Des cartes des premier et second relevés faits par Planck notées
"FIRST" et "LAST".

- Des cartes de "hit" donnant, pour chaque carte, le nombre corres

pondant de coups par pixels.
- Le spectre du lobe de l'instrument par fréquence.
- Des spectres fiduciels donnés par les spectres WALAPy.

À partir des cartes "FIRST" et "LAST" nous construisons des cartes de
demi-somme "SUM" et de demi-différence "DIFF". Ces dernières peuvent
être considérées comme des cartes de bruit. Nous avons ainsi appliqué
l'estimateur d'effet de lentille à trois séries de cartes : "FIRST", "LAST" et

"SUM", en suivant la procédure décrite dans la section précédente, excepté
pour le traitement du bruit. Celui-ci étant coloré, il est plus difficile de
faire des simulations de cartes de bruit inhomogène qui aient les bonnes
caractéristiques. Le champ moyen calculé n'encode donc que l'effet du
masque et nous avons choisi de simplement retrancher l'estimation de la
carte de bruit corrigée du champ moyen. Cela se traduit par de grandes
barres d'erreur sur les spectres reconstruits présentés figure 10.4.
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Figure 104 - Spectre du potentiel de lentille estimé dans les cartes à 100 (bleu), 143
(orange) et 217GHz (cyan). Les modes E (en haut) sont corrigés du champ moyen dû au
masque et d'une contribution du bruit inhomogène, les modes B (en bas) sont débiaisés
par Monte-Carlo. Les barres d'erreurs correspondent à la dispersion dans les bins.
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Cette figure nous indique qu'il reste une contamination importante,
sans doute due au mauvais traitement du bruit inhomogène, mais aussi de
possibles résidus d'avant-plans. En effet, il peut très bien rester, en dehors
du masque galactique, des résidus diffus qui polluent le CMB (free-free,
synchrotron, poussières, etc). La carte à 217GHz présente particulièrement
de dispersion, tandis que celle à 143GHz semble plus raisonnable. Nous
présentons les reconstructions obtenues à cette fréquence pour les trois
cartes étudiées à la figure 10.5, et les coefficients A\ens correspondants dans
le tableau 10.1. Ces coefficients ont été définis au chapitre 5.

Table 10.1 - Valeurs du paramètre Aipn, mesuré pour les cartes à 141GHz dans l'inter

valle i G [50,500]

Carte Aiens

FIRST

LAST

SUM

1.11 ±0.020

1.33 ± 0.027

1.15 ±0.018

Nos mesures vont clairement dans le sens d'une détection de l'effet de

lentille, à 32a pour la carte "SUM", 25a pour la carte "LAST" et 28a pour
la carte "FIRST". Nous rappelons en effet que Aiens = 0 indique l'absence
d'effet tandis que Aiens = 1 montre sa présence.

En revanche, nous sommes encore à plus de 20a du modèle, ce qui

ne permet pas de conclure sur sa validité. Il reste en effet un certain
nombre de systématiques à prendre en compte. Nous allons présenter,
dans la partie suivante, une partie des résultats de la dernière étude en
date menée par toute l'équipe "lensing" de Planck.
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Figure 10.5 - Spectre du potentiel de lentille estimé dans les cartes à 143GHz 'FIRST'
(bleu), 'LAST' (orange) et 'SUM' (cyan). Les modes E (en haut) sont corrigés du champ
moyen dû au masque et d'une contribution du bruit inhomogène, les modes B (en bas)
sont débiaisés par Monte-Carlo. Les barres d'erreurs correspondent à la dispersion dans
les bins.
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10.2.2 Cartes en fréquence DX9

Les résultats présentés dans cette partie sont l'état actuel du travail
de toute l'équipe "Lensing" de Planck au moment de la rédaction de ce
manuscrit. Une partie du traitement est similaire à celui présenté plus
haut et reprend mes résultats. Un certain nombre de systématiques qui
n'ont pas été présentées auparavant car étudiées par d'autres membres de
l'équipe (lobes asymétriques, résidus de points sources non résolus, bruit
à 2D, etc.) sont également incluses dans ces résultats.

Nous estimons la carte à 143GHz de la mission nominale (deux rele

vés complets du ciel) en utilisant un masque galactique apodisé sur 10°
conservant environ 70% du ciel et un masque de points sources issu de

la séparation de composantes. Nous avons choisi d'estimer les biais et les
champs moyens dus aux différentes systématiques sur des jeux de cartes
lentillées dont les caractéristiques essentielles sont les suivantes :

- Les réalisations d'effet de lentille sont obtenues à partir du spectre
"best-fit" des données Planck-DX8.

- Une contribution des points sources non résolus calculée à partir des
données du fond diffus infrarouge ou CIB pour "Cosmic Infrared
Background" (Planck Collaboration et al. 201 îd)

- Lobes asymétriques et "pixel window function"
- Réalisations de bruit 2D faites à partir de la carte de "hit" et de la

carte de demi-différence (estimée du bruit).

Les spectres de puissance de ces simulations sont en accord au pourcent
près avec les données jusqu'à £ — 1500 et à 5% près jusqu'à £ — 2500. Les
spectres de température et de potentiel fiduciels utilisés pour les filtres
sont les spectres "best-fit" obtenus avec ces données.

La figure 10.6 présente la reconstruction des modes E et des modes
B de l'effet de lentille dans la carte. Le champ moyen a été calculé par
Monte-Carlo sur un premier jeu de 100 simulations. Les biais ont été éva
lués sur un deuxième jeu de 100 simulations, enfin, les barres d'erreurs
sont données par la dispersion, pour chaque mode, entre les 100 simula
tions d'un troisième jeu. Les modes E montrent des oscillations étonnantes
pour 500 < £ < 1000. Celles-ci pourraient éventuellement être le signe de
corrélations entre les bins, à cause du masque. La probabilité qu'il s'agisse
d'une structure intrinsèque au CMB est en revanche faible. Ce point reste
donc à élucider, d'autant que, nous allons le voir, les mêmes structures

apparaissent dans la mesure réalisée par SPT. Les modes B, aux échelles
qui nous intéressent, sont bien compatibles avec zéro et ne révèlent donc
pas d'effet systématique qui soit détectable par ce test. Nous obtenons
finalement le spectre du potentiel de lentille à 13(7 environ de zéro, en
ne gardant que les modes allant jusqu'à £ = 500. Ce résultat est encore
loin des 35c que nous attendons et indique qu'il reste des systématiques à
traiter. Ce spectre reconstruit est compatible à 3.5c avec le spectre fiduciel
Planck, ce qui est faible pour l'instant. Les modes B sont quant à eux com
patibles à 3.8c avec zéro, toujours en ne gardant que les modes £ < 500.
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Figure 10.6 - Reconstruction de l'effet de lentille avec le pipeline "IAP" pour la carte de
la mission nominale à 143GHz. En haut, les modes E, en bas, les modes B. En rouge, les
spectres attendus. Le champ moyen, les biais des spectres estimés et les barres d'erreurs
ont respectivement été évalués numériquement sur trois jeux de 100 simulation chacun
de CMB lentillé.



io.2. Résultats sur les données Planck 143

10.2.3 Comparaison aux autres expériences actuelles

Comparons nos résultats à ceux obtenus avec les télescopes au sol ACT
et SPT. La figure 10.7 présente les mesures du spectre du potentiel de
lentille réalisées par les trois expériences. Celles de Planck et SPT sont
tout à fait comparables. En particulier, au niveau de la perte de puissance
et des oscillations observées à partir de £ = 500, non encore expliquée. Ce
point commun pourrait nous indiquer un effet systématique commun aux
deux expériences et qui aurait, dans les deux cas, mal été traité (résidus
de points-sources ou autre, ce point devra être élucidé dans les études
ultérieures).

Figure 10.7 - Comparaison des spectres de puissance du potentiel de lentille estimés sur
les données Planck (bleu), SPT (vert) issues de van Engelen et al. (2012) et ACT (orange)
issues de Das et al. (2011b). Chaque point a été calculé sur un intervalle = 100,
excepté pour ACT. La courbe rouge représente le spectre prédit avec les paramètres Planck.

Nous mesurons aussi le paramètre Aiens défini au chapitre 5. Nous
obtenons les valeurs présentées dans le tableau 10.2. Celles-ci indiquent
que le modèle avec effet de lentille est nettement privilégié par rapport
au modèle sans. Les valeurs obtenues avec nos données sont par ailleurs

compatibles avec celles obtenues par ACT et SPT. Nous trouvons alors que
notre mesure du spectre du potentiel de lentille est compatible à environ
0.5cr avec le spectre de potentiel théorique donné par les paramètres cos
mologiques de Planck. Toutefois, nous avons vu plus haut qu'il restait du
bruit mal représenté par les barres d'erreurs dans les données. Il est donc
difficile de conclure sur la qualité de l'ajustement de Ajens.
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Table 10.2 - Comparaison des mesures du paramètre Aiens pour les données CMB ac
tuelles

Expérience £ A-lens #a

ACT [75,2050] 1.16 ±0.29 2a

SPT [100,1500] 0.90 ± 0.19 2Aa

Planck [2,2000] 0.96 ± 0.044 lia

Planck [50,500] 1.02 ±0.039 13a

Conclusion du chapitre

Nous avons obtenu, au moment de la rédaction de ce manuscrit, une

mesure à 12a du spectre de puissance de l'effet de lentille dans les cartes
les plus adaptées pour cette mesure (143GHz) de la mission nominale.
Les systématiques principales ont été prises en compte, conduisant à une
mesure robuste qui ne pourra qu'être améliorée dans les résultats finaux.
Il reste en effet à inclure les effets suivants :

- une partie de l'asymétrie des lobes
- une soustraction d'un modèle de poussière. Une étude a cependant

montré que cette contribution était tout à fait négligeable.
- les points sources diffus. Nous attendons un effet de moins d'un

demi a sur Aiens pour un modèle simplifié de points-sources (dis
tribution poissonnienne ignorant les possibles corrélations avec la
matière)



Conclusion

L'instrument HFI du satellite Planck a cessé d'être refroidi à 0.1K

depuis janvier 2012, après trente mois de fonctionnement. Depuis son lan
cement en 2009, Planck a ainsi vu le ciel près de cinq fois dans sa totalité.
Une partie des données sera rendue publique fin mars 2013, en même
temps qu'un certain nombre de résultats scientifiques. Planck a effectué la
mesure ultime des anisotropies de température du CMB. Nous avons vu
qu'elles encodent un grand nombre d'informations passionnantes sur les
premiers instants de l'Univers, sur son histoire et sur son contenu actuel.
Parmi tous les résultats qui sont annoncés, la mesure de l'effet de lentille

gravitationnelle est particulièrement attendue.

Un défi complexe à relever

En théorie, une re-sommation pondérée des multipoles de la tem

pérature observée permet d'estimer le potentiel de l'effet de lentille (p
dans le CMB sans biais (mais avec un bruit important). La variance de
cet estimateur est cependant biaisée. Elle est même dominée par un biais

gaussien dont l'amplitude dépend fortement des caractéristiques de l'ins
trument mais qui, heureusement, est indépendant de l'effet de lentille.
Avec Planck, ce biais a atteint un niveau suffisamment bas pour permettre
une mesure de l'effet de lentille à 30a environ. De plus, l'indépendance de
ce biais gaussien en (p est une chance pour le traitement des systématiques.

En pratique en effet, la mesure de l'effet de lentille dans les don
nées Planck doit tenir compte d'un certain nombre de non-idéalités pour
lesquelles l'estimateur n'est a priori pas adapté : incertitudes sur le mo
dèle cosmologique, avant-plans (résolus ou non), couverture anisotrope
du ciel, lobes asymétriques, etc. Toutefois, nous avons démontré qu'un
certain nombre de ces effets pouvait être traités en ayant recours à des
calculs Monte-Carlo sur des simulations de cartes de température sans
effet de lentille. C'est le cas par exemple du masque galactique ou du
bruit inhomogène.

Les biais d'ordres supérieurs au biais gaussien dépendent eux-mêmes
du potentiel de lentille (p, ce qui complique également la mesure de l'effet
de lentille dans le CMB. Il faut, pour estimer le potentiel de lentille d'une
carte, connaître le spectre de ce potentiel ! Cette difficulté est en réalité la
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moindre de toutes. Nous avons montré au chapitre 7 comment l'incerti
tude sur les paramètres cosmologiques, et donc sur le spectre du potentiel
de lentille fiduciel, peut être prise en compte par une augmentation de
la taille des barres d'erreurs pour ces biais. Leurs variations relatives ne
sont que de l'ordre de quelques pour-cents pour les incertitudes sur les
paramètres donnés par WMAPy.

Les nombreux objets qui émettent dans les mêmes fréquences que
celles qui nous intéressent pour le CMB contaminent les cartes dont ils
rendent une partie inexploitable. Pour la carte obtenue avec les détecteurs
à 143GHz, nous voyons en particulier le signal de la Voie-Lactée dominer
le CMB autour de l'équateur. De nombreuses radio-galaxies impriment
aussi leur marque dans quelques pixels, à toutes les latitudes. Il nous faut
donc masquer ces zones polluées de la carte.

Malheureusement, comme notre estimateur mélange toutes les échelles
de la carte, la présence de trous, si l'on n'en tient pas compte, crée des
biais dans le potentiel reconstruit. Une solution consiste à remplir ces
trous par du bruit ayant les mêmes propriétés que le signal. Nous avons
développé un algorithme qui restaure le signal du CMB, avec les bonnes
propriétés statistiques dans les trous. L'effet de lentille n'y est en revanche
pas rétabli, ce qui se traduit par une très légère perte de puissance dans
l'estimée des cartes ainsi traitées. Cette méthode, en raison de la taille

des matrices à inverser pour contraindre le signal dans les trous, ne peut
cependant être appliquée qu'aux points-sources.

Reste à traiter le cas du masque galactique à cause duquel plus de 30%
du ciel est perdu. Plutôt que de chercher à recréer du signal à l'intérieur
de ce masque, nous avons proposé d'en minimiser l'effet. Pour cela, il
suffit d'en lisser les bords sur une largeur de quelques pixels. Le sacri
fice d'une petite portion supplémentaire de la carte sauve notre capacité
à y mesurer l'effet de lentille, puisque l'estimée du potentiel est alors
seulement augmentée d'un champ moyen. Celui-ci peut être évalué sur
des cartes non lentillées, masquées et de même spectre. Le biais gaussien
doit lui aussi être calculé par Monte-Carlo sur des simulations similaires.
Moyennant ces deux calculs, nous sommes donc en mesure d'estimer
l'effet de lentille dans des cartes masquées.

L'ensemble du traitement des avant-plans, objet du chapitre 8, a donné
lieu à un article reproduit dans l'annexe A et soumis en même temps que
ce manuscrit. Nous avons relevé le premier défi et le plus important pour
l'estimation du potentiel de lentille : le spectre de potentiel reconstruit
moyen (pour 300 simulations de cartes lentillées dans l'article), en pré
sence de points-sources remplis et d'un masque galactique apodisé, est
compatible avec le spectre théorique, à la variance cosmique près.

L'effet systématique dominant suivant est celui de la couverture ani
sotrope du ciel. Elle se traduit par un bruit inhomogène dans les données.
Un traitement similaire à celui du masque galactique prend en compte
une partie de son effet sur l'estimation du potentiel de lentille. Cependant,
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le spectre du potentiel présente un biais supplémentaire puisque le bruit
inhomogène crée du moment à quatre points, qui mime l'effet de lentille.
Ce biais peut toutefois être évalué par Monte-Carlo, tout comme le champ
moyen. La simulation de bruit inhomogène est une autre gageure à la
quelle nous avons alors fait face, avec une précision plus ou moins grande
selon les méthodes adoptées.

Des obstacles comme celui-ci n'ont pu être surmontés que par le travail
de toute l'équipe. D'autres effets systématiques ont ainsi été traités par
d'autres et ont permis d'aboutir aux résultats que nous présentons au
chapitre 10. A l'heure où s'achève ce manuscrit, nous avons obtenu une
mesure du spectre de puissance du potentiel de lentille à environ 12(7. Le
défi semble relevé...

... MAIS CE N'EST QUE LE DEBUT !

Ces résultats sont encore les préliminaires des mesures finales et nous
avons détaillé les systématiques qui demandaient encore un peu d'atten
tion. D'ici quelques mois, nous pouvons espérer une mesure autour de
20 — 30(7 du spectre de puissance du potentiel de lentille. S'ensuivront
quelques contraintes intéressantes sur certains paramètres cosmologiques,
comme nous l'avons détaillé au chapitre 4.

Un tel effort n'aboutira pas seulement à préciser et confirmer le mo
dèle cosmologique standard ACDM avec quelques décimales de plus.
Nous nous sommes souvent concentrés, tout au long de ce travail, sur
l'estimation du spectre du potentiel de lentille. Nous avons pourtant pris
le soin de présenter, au moins dans les études sur des simulations, la carte
du potentiel reconstruit lui-même. S'il était plus facile, dans un premier
temps, de comparer nos résultats au spectre du potentiel de lentille (dont
l'espérance est prédite théoriquement), ce sont les cartes du champ de
potentiel qui sont les plus prometteuses.

En effet, bien que nous ne connaissions pas l'espérance de ce champ
et que ces reconstructions soient assez bruitées, elles peuvent être corré
lées à d'autres traceurs des grandes structures. Les corrélations de relevés
à différents décalages spectraux permet l'étude de la distribution de ma
tière dans l'Univers à différentes époques. L'estimation du potentiel de
lentille mesuré sur le CMB présente l'immense avantage d'être non biaisé
et de couvrir la quasi totalité du ciel (à la Galaxie près toujours). De telles
corrélations ont déjà été effectuées, avec le Fond Diffus Infrarouge par
exemple, donnant une mesure à 20(7 (un article est en préparation) ou
encore avec le catalogue de galaxies à bas décalage spectral (LRG pour
Lozv-Redshift Galaxies en anglais) du SDSS. Des expériences à venir telles
qu'Euclid (Laureijs et al. 2010, Amendola 2012), prévue pour un lancement
vers 2020, permettront d'en apprendre toujours davantage sur l'histoire de
la formation des grandes structures.



Article soumis à Astronomie &

Astrophysique

Les méthodes développées pour traiter les avant-plans présentées au
chapitre 8, ont donné lieu à l'article suivant, écrit en collaboration avec A.
Benoit-Levy. L'ensemble de notre travail sur le sujet y est présenté :

1. Une dérivation originale de l'estimateur, dont les calculs détaillés
ont été faits au chapitre 6.

2. Le traitement des points-sources et la méthode de remplissage - par
réalisations contraintes gaussiennes - mise au point pour cela.

3. Le traitement de la Galaxie par un masque apodisé.

Nous démontrons dans cet article, notre capacité à prendre en compte
les avant-plans, pour des données ayant les caractéristiques de Planck,
dans le cadre de l'estimation de l'effet de lentille gravitationnelle. Le rem
plissage des points-sources ne conduit à aucun biais supplémentaire mais
entraine seulement une perte de puissance de l'ordre de quelques pour
cents dans le potentiel de lentille. L'utilisation d'un masque apodisé per
met de limiter la création d'un faux signal de lentille qui survient par
mélange des modes à toutes les échelles lors de l'utilisation d'un masque
binaire. En contrepartie, il faut sacrifier une petite partie supplémentaire
dans la carte. Les avantages de cette méthode justifient néanmoins un tel
sacrifice puisque l'estimée de cartes masquées fait alors apparaitre :

- un champ moyen qui peut être estimé par Monte-Carlo sur des si
mulations

- une perte de puissance dans le spectre du potentiel qui est corrigée,

à toutes les échelles, par un facteur fgai déterminé par le masque.
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ABSTRACT

We consider the reconstruction of the CMB lensing potential and its power spectrum of the full sphere in presence of sky-cuts due
to point sources and Galactic contaminations. Those two effects are treated separately. Small régions contaminated by point sources
are filled in using Gaussian constrained realizations. The Galactic plane is simply masked using an apodized mask before lensing
reconstruction. This algorithm recovers the power spectrum of the lensing potential with no significant bias.

Key words. gravitational lensing: weak, methods: data analysis, cosmological background radiation

1. Introduction

The gravitational potential of the large scale structure génér
âtes a deflection of the trajectories of the Cosmic Microwave
Background (CMB) photons. This effect, known as CMB lens
ing has long been predicted (Blanchard & Schneider 1987;
Bernardeau 1998; Zaldarriaga & Seljak 1999; see Lewis &
Challinor (2006) for a review). It was first detected by cross-
correlating CMB data with large-scale structure (Smith et al.
2007; Hirata et al. 2008) and was recently detected intemally us

ing only CMB observations (Das et al. 2011; van Engelen et al.
2012). CMB lensing consists in a remapping of the underlying
unlensed température field. The lensed CMB is related to the
unlensed by the deflection angle d, which is the gradient of the
lensing potential (d(n) = V0(n)). Mathematically this reads

r(n) = f(n + d(n)). (1)

The lensing potential 0(n) is defined as the intégral along the line
of sight of the gravitational potential of the large scale structure
weighted by a geometrical kernel

0(n) = -2 f n)' <2)
J Xilrtc )X(J1)

where 'P is the Newtonian potential, 77 is the conformai time,
tjkc is the epoch of last scattering, and y is the angular diame-
ter distance in comoving coordinates. The lensing potential thus
contains valuable information on the large-scale structure and on
the cosmological parameters goveming their growth such as the
équation of State of Dark Energy or the sum of neutrino masses
(Lesgourgues et al. 2006; Benoit-Lévy et al. 2012). It is therefore
of utmost importance to be able to recover the lensing potential
and its power spectrum from the wealth of high quality CMB
data which will soon be available, especially with the forthcom-
ing data of the Planck satellite.

CMB lensing modifies the Gaussian structure of the primary
anisotropies and generates a corrélation between the température
and its gradient (Hu 2000). These couplings can efficiently be
used to construct an estimator, quadratic in the observed tempér
ature, that can be applied to data to recover the lensing potential
(Okamoto & Hu 2003).

Reconstruction of the lensing potential on the full sky re-
quires specially designed techniques to account for the compli
cations inhérent to real-data analysis. In particular, the presence
of régions of the sky that are too contaminated by Galactic émis
sion or by point sources prevents the direct and straightforward
use of the quadratic estimator. Various techniques were devel-
oped to account for sky-cuts in a full sky CMB lensing analysis.
Perotto et al. (2010) developed an algorithm to reconstruct the
Gaussian fluctuations of the CMB inside the masked régions.
Smith et al. (2007) chose to perform the optimal filtering of the
observed température, by inverting the full variance of the data.
This expensive operation, which requires the inversion of a ma

trix (Npix x Npix) would be feasible at the Planck resolution but
requires CPU consuming algorithms. Finally, Plaszczynski et al.
(2012) recently proposed an hybrid method that décomposés the
région outside the Galactic mask in small patches on which a
flat-sky analysis can be performed.

Is this article, we présent a new and simple method to re
construct the lensing potential on the sphere. We treat differ-
ently the zones of the sky which must be removed because of
the presence of point sources and the régions contaminated by
the Galaxy. The pixels corresponding to point sources are in-
painted with Gaussian constrained realizations. The idea is to
restore perfect Gaussian CMB fluctuations at the expense of
adding a little noise in the data, so that the lensing estimator has
the same response as it would hâve in the idéal case. Regarding
the Galactic eut, we choose to apodize the Galactic mask and
perform the usual isotropie filtering required by the lensing esti-
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mator on the masked data. As we will show later, this operation
is almost harmless to the lensing signal.

In Sec. 2, we présent the formalism used in this paper for
lensing reconstruction. Then we treat each aspect separately. In
Sec. 3 we investigate the question of the point sources mask
and deal with the Galactic mask in Sec. 4. Finally, in Sec. 5 we
présent a reconstruction where the two effects are présent.

2. Lensing reconstruction

We review in this section the formalism of CMB lensing and
CMB lensing reconstruction.

2.1. Notations

Throughout the paper, unlensed quantités are denoted with a
tilde. Thus, Q dénoté the lensed TT power spectrum and Q, the
unlensed. CMB lensing consists in a remapping of the unlensed
température on the sky:

0[n] = 0[û + d], (3)

where d is the deflection angle. This deflection angle can be ex-
pressed as the gradient of the lensing potential 0, but for gen-
erality can also hâve a curl component (Hirata & Seljak 2003;
Namikawa et al. 2012)

d = V0 + V x 0. (4)

In case of CMB lensing the curl component is null, 0 = 0, but
there exist other mechanisms that could lead to non-zero curl in

the deflection angle (e.g., primordial background of gravitational
waves from inflation (Cooray et al. 2005)). Given the smallness
of the signal that can be expected in the curl reconstruction we
consider in the following that 0 = 0.

2.2. Quadratic estimator

The idea of lensing reconstruction is to rely on the off-diagonal
terms in the CMB covariance that are created by CMB lensing.
Lensing reconstruction then simply consists in computing the
corrélations between a filtered version of the observed tempéra
ture with a filtered version of its gradient (Okamoto & Hu 2003).
The first step in the reconstruction consists in filtering the ob
served température by its variance. This can be done in several
ways, either by inverting the full variance (5 + N) (Smith et al.
2007), or, simply by applying an isotropie filtering. We chose the
latter option and our inverse filtered map then takes the follow
ing form

nobs

Cm /^\
a(m - (7)

W

where are the harmonie multipoles of the observed tempér

ature, and C*ot the total power spectrum of the observed tempér
ature. This total spectrum can be decomposed as

C‘ot = Cjd + Ne, (6)

where Cj?d is a fiducial lensed power spectrum and Nf the power
spectrum of the instrumental noise, which is considered here as
white and homogeneous

Ne = A (7)

Here AT is the instrumental sensitivity and $fwvm is the angular
resolution parameter of the CMB experiment (Knox 1995).

The inverse variance filtered multipoles are then used as a in-
put to the quadratic estimator. We follow the construction of the
quadratic estimator by Okamoto & Hu (2003), but we slightly
modify it along the fines of Lewis et al. (2011). Instead of filter
ing the inverse variance filtered map by the unlensed température
power spectrum, we use the lensed power spectrum. This small
modification has been shown to greatly simplify the expression
of the variance of the lensing estimator (Hanson et al. 2011) -
hence the estimation of the lensing power spectrum. To summa-
rize, we consider the following fields

fl*0») = :e<2)(n) = 2]/2(0<s*Vm(n), (8)
lm (m

with

/2OT = Q/,(0 = -^. (9)
Ct

We then consider the product of 0(1) with the gradient of (P\
0(1)V0(2) (Hu 2000). This quantity is a vector field from which we
can extract the curl-free gcm and gradient-free C(m components.
After calculations, g(m and C(m take the following forms:

gfm = J] F(A,f2,mi,m2,f,m)0imi02m2^if2 (10)
eie2mim2

and

C£m = i J] F{eu£2,mx,m2,t,m)e(imxGhm2p~eex(2 (11)
(\{2m\m2

where

Fit,, €2t mi, m2, A, p) = (- Iffi (A )f2(f2) + D x (12)

/(2A + 1)(2^2 + l)(2A + 1) /1\ h A\l €i h A \
V 4/r 0-11 jim, m2 -J’ (13)
and

[l ± (-l/^i+^J
Ptnt2 ~ ô (14)

g(m and C(m are two unbiased and unnormalized estimators
of the lensing potential and the curl mode. The expectancy of
these two estimators are

{g(m) = [A^] [(pirn
and

(15)

<Qm) = 0, (16)

where A* is a scalar function that renormalizes the estimator so

that the normalized estimator, g(m = A^gfm, is unbiased
(gem) = (f>em- (12)

We can easily show that A* takes the following form

[A*]-' = —VW+D^/iIW/îW 08)
11 t\t2

(2f, + l)(2f2 + l)f g % ) V«2(f2 + 1
Cf, VO(f| + l)(o () +

cf2 v«f2+Di o % n
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Operationally, this quadratic estimator can easily be im-
plemented using the HEALPix (Gorski et al. 2005) routine
map2alm_spin with the two components of 0(1)V0(2) as an input.

It is worth noting that our estimator is different from that
of Okamoto & Hu (2003) by a factor + 1). This can be
explained as Okamoto & Hu (2003) considered the divergence of
the temperature-gradient product 0(I)V0(2) to extract the curl-free
part and then the Iensing potential. Their estimator then involves
an additional dérivative which explain the \jl{€ + 1) factor.

The variance of the Iensing potential estimator is given by
(Okamoto & Hu 2003; Kesden et al. 2003; Hanson et al. 2011)

{gLMg'uw) = àwSutr [Cf + <'81 + A^] (19)

Nm,c = £ fiifùMh) Vfzfe + 1) (25)
n

vu+ mu+ d( (j () czc%pâll2
fi(U)h(U)'Jll(Cl + 1)( g % () +
Mh)MU)^(dU + l)( o t\ (j .

where N{®'8) is a bias term which emerges from the un-

lensed CMB. More precisely, the N^] bias is the response of N[lx)
the quadratic estimator to the underlying unlensed CMB which
has a non-zero trispectrum (Hu 2001)

L4^12
<*’ = — (20)

2A*

(2L + \)yjL(L + 1)

Z <-»^2+^3

l\

ft,U2 ft3L(4

h U

l\ ti L )
U h L' f

fe, L't2ft2L'uPLtx h Pu3e4 Puex e3 Pue2e4

(26)

(2^, + 1)(2^2 + 1)( o -1
/l(fl)/2(f2)VW2 + l)(o -, f) +
f,+i)f q (J .

The Ar(l,g) term can be expressed in the full-sky formalism
(Hanson et al. 2011), but we need to resort to the flat-sky ap
proximation (Kesden et al. 2003) for a computable expression
(Lesgourgues et al. 2005). Following Hanson et al. (2011), N(l,8)
takes the following form

yv1(U) _

with

2A

(2L+ 1) VT(L+ 1)

\£2+(j f(\Lt2 fhL(4

2CtotCtot 2CtotCtot
11 t2 {2 t4

Z
l\

^u iL'h fhuuPu, f2PÎe3(4Pueie3Pui2i4

€\ £2 L

U h L'

(21)

It should be noted that the yv(l,c) term, despite being related
to the curl-like part of the deflection dépends on the Iensing po
tential power spectrum. This means than CMB Iensing will be
a contaminant for any future studies that aim at detecting faint
signais in the curl modes of the deflection angle. Here, we fol-
low Cooray et al. (2005) and use the curl modes in the Iensing
reconstruction mainly as a systematic test as we expect a null
signal, except for the small N{X,C) term (see also van Engelen
et al. (2012) for a flat-sky discussion).

Given the expression of the variance of the quadratic estima
tor, we can construct an unbiased estimator of the spectrum of
the Iensing potential (Kesden et al. 2003)

cf = {gLMgLM)-N<^-^\ (27)

This estimator is unbiased and at second order in <p its variance

is given by

o-2 (cf) = -—~x [<Cf + Nf'8) + yv[U)]2 . (28)
Similarly, the estimator of the power spectra of the curl modes
reads

fc,u2 = Ce2F({Lc2 + Q, FflLe,, (22)

and

FhU2 = - y/L(L+ \)Uh + D ( g % \ ) (23)
/(2A + 1)(2£> + 1)(2L+ 1)

V 4TT

This expression for F(yu2 is more general than the one frequently
used in the literature and is valid whatever is the parity of the
quantity l\ + l2 + L.

We also consider the variance of the estimator of the curl

modes. Similarly, we hâve

(clmc'um.) = sws„„. + <’cl], (24)

where + similar to + (V^l,s>, the only differ-
ence being in the parity conditions in their définitions

cf =(cLMc‘LM)-N®-c) (29)

The curl term is null at second order in (p. Besides it can be

shown that computations of the next order yield a resuit com
patible with 0. We then hâve

<cj* > = 0, (30)

and the variance is given by

^n=~Kc)+<i2- <3i>

2.3. Simulations

In order to test the validity of the Iensing estimator in the vanilla
case of a pure lensed CMB with a perfectly white and homo-
geneous noise on the full sky, but also in presence of sky-cuts,
we generate simulations of lensed température field. We use the
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algorithm presented in Basak et al. (2008). Our lensed tempéra
ture maps are then filtered in harmonie space using a Gaussian
circular beam with Ofwhm = 5 arcmin to account for the instru

mental beam. We then add to these maps a AT - 50/zK.arcmin
homogeneous white noise. The resulting synthetic maps hâve
characteristics similar to those that the Planck experiment is ex-
pected to produce (Planck HFI Core Team et al. 2011). This map
will be pixellized using the HEALPix (Gorski et al. 2005) pack
age. Given the experiment characteristics, we will only use the
Abside = 1024 resolution.

As a benchmark of both our implémentation of the lensing
quadratic estimator and the quality of our simulations, we first
try to reconstruct the lensing signal on those perfect full sky
synthetic sky réalisation. Results are presented in Fig. 1, where
we show the average over N = 300 reconstructions on lensed
maps. Thorough examination of the reconstruction for the gradi
ent (middle panel) and the curl (bottom panel) modes reveals the
presence of small residuals. Those are small compared to second

order corrections (À^l,gc)). They can either corne from higher or-
der corrections (that we are ignoring) or lack of convergence of
our estimate as we are only using 300 realizations. In the follow-
ing we will investigate how this residual dégradés when taking
into account and correct for masks.

Now that we hâve demonstrated that in the idéal case of an

uncut sky the use of the quadratic estimator leads to an unbi-
ased reconstruction, we successively address the questions of the
point source mask and Galactic mask.

3. Treatment of the point sources mask

In the following results, we use a realistic point source mask con-
structed from the Planck Early Release Compact Source Catalog
(Planck Collaboration et al. 2011). More precisely, we consid-
ered the compact sources from the 100, 143 and 217 GHz chan-
nels and masked disks with radius equal to three times the values
of the beam of the corresponding channel. We therefore use a
point sources mask which is composed of holes of various sizes,
about 30, 21 and 15 arcmin. Some of the holes overlap, result

ing in an enlarged distribution of holes sizes (Fig. 2). We an-
ticipate on the following section, and we will only include in
this mask the point sources which are outside a realistic Galactic
mask which masks about 20% of the sky.

3.1. Filling the point source mask

The first step of the lensing reconstruction pipeline consists in
restoring a (fake) signal in the région contaminated by resolved
point sources. The aim of this operation is to restore the Gaussian
statistics of the température map to ensure that the response of
the quadratic estimator to this inpainted map will be unchanged
compared to the full sky case (i.e. without masking). We will
do so by filling the point source holes by a Gaussian realization
constrained by the signal around the masked région. This will
add a little bit of noise in a small area of the sky (^ 2%, given
the point source mask we use). We will see that this is a small
price to be paid for the simplicity gained this way.

We recall here quickly the équation of the Gaussian con
strained realizations. The observed température map is decom-
posed in two parts

Fig. 1. Reconstructed power spectrum of the lensing potential averaged
over 300 full-sky lensed simulations. Red dots represent the gradient
mode of the deflection (i.e. the lensing potential). Green dots repre
sent the reconstructed curl modes. Middle and bottom panels represent
the residuals over 300 lensed simulations of the gradient (middle) and

curl (bottom), with the corresponding first-order bias term (black lines).
Histogram errors bars represent the theoretical dispersion expected for
one single reconstruction (Eqs. 28) and (31). Error bars on the data
points are the realization variance on 300 simulations.

where Ti represents the régions of the sky which are masked and
need to be inpainted and T2 the régions of the sky which are used
to constrain the value in the masked régions. We also write the
covariance matrix S of the température field as

S =
£11 £12

£21 £22
(33)

The joint probability of (Ty, T2) is given by

nTi,T2)cx
1

Vdët(ï)
exp

T,

T2
—1 T.

T2
(34)

The probability of Ty knowing the constraint T2, is a
Gaussian centered on

r, = -H'r/iV,2r2 = I l2ij2‘r2, (35)

4

and with a variance

(T = Wj / = - ^12^22^21 (36)
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io3

# pixels

Fig. 2. Histogram of the sizes of the holes in the point sources mask.

Given this formalism, the génération of a local Gaussian con-
strained realization is straightforward (Hoffman & Ribak 1991).

We start by generating a random realization of the tempéra
ture f with a power spectrum C®d. As the variance of the masked
régions given the constraints does not dépend on the values of
the field, both T\ and T\ hâve the same variance. We just need
to shift the mean of the inpainted région to recover the expected
mean in the masked région. Specifically, we fill the masked ré
gions with the values

r = f, +z125:;2l(r2-f2)- (37)

The computation of this quantity requires the inversion of X22-
This operation can be prohibitively expensive if we use the full
CMB as a constraint. However, given the statistical properties
of the CMB température anisotropies, the data far away from a
given hole will hâve a small constraint. This is shown in Fig. 3
where we represent in real space the CMB corrélation function
as well as the filter we are constructing above. As we can see
the filter is quickly decreasing. This means that we can probably
reduce the size of the matrix I22 by only computing it for the
unmasked pixel in a narrow région around each hole and get a
reasonable approximation of the resuit.

We perform tests on the Gaussian constrained realizations
on our point sources mask with three different choices for the
size of the constraint région around the hole, using a 10, 15 or
20 pixel border (resp, 34.4, 51.5 and 68.7 arcminutes with our
HEALPix map resolution). The results of these tests are shown
in Fig. 4 which présents the ratio between the mean power spec
trum of 100 maps whose point source mask as been filled using
the procedure described above and the power spectrum used to
perform the random realizations. The different results (depend-
ing of the size of the border région used to build the constraint)
are to be compared with the green line showing the ratio of the
mean power spectrum of the unmasked maps to the input power
spectrum. This green line, as expected, nicely varies in the région
defined by the black fines, which represent the expected vari
ance for 100 realizations in the (slightly wrong at low f) gaus
sian approximation for the Q. We clearly see that using only 10
bordering pixels yield to an excess of scatter which is probably
correlated given its apparent oscillatory behavior. However us
ing 15 or 20 neighboring pixels seems to be acceptable and at

the level of précision of our simulation, the power spectrum is
nicely recovered without any significant bias.

degree

Fig. 3. Top panel is the CMB corrélation as a function of the angular

séparation. Bottom, the filter corresponding to E12£j21 as defined in eq.
(37). Vertical fines show the angular séparation corresponding to 10, 15
and 20 pixels (i.e. 34.4, 51.5 and 68.7 arcminutes)

Fig. 4. Ratio of the mean of the N=100 power spectra of the inpainted
maps to the fiducial power spectrum for three values of the width of
the région used for constraining the Gaussian realization, 10 (blue), 15
(red), and 20 (magenta) pixels. The green fine represents the case where
no mask is applied. Black fines are the cosmic variance expected given
the number of simulations and binning.

3.2. Point sources and lensing reconstruction

We now wish to demonstrate that our treatment of the point
sources mask is harmless for lensing, i.e. that 1) it does not create
any spurious lensing signal, and 2) that it enables an excellent re
construction of the power spectrum of the lensing potential. We
first test the case of unlensed maps. In that case, the terms in-
volving the lensing power spectrum disappear and according to

5
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t (

Fig. 5. Reconstructed gradient (top) and curl (bottom) modes of the de-
flection angle on 100 unlensed maps. Point sources are inpainted using
15 (red) to 20 (magenta) bordering pixels to constrain the Gaussian re-
alizations. The unmasked case (green) is shown for comparison.

Eqs. 27 and 29, the estimated spectrum should be equal to zéro.
Here again using around 15 to 20 bordering pixels is required
in order to get an unbiased reconstruction. Figure 5 shows the
mean over 100 lensing reconstructions on unlensed maps. Both
the cases with 15 and 20 bordering pixels prove to be in very
good agreement with the unmasked case, for both the gradient
and curl modes. We thus confirm that the point source inpainting
does not create any artificial signal that could be seen as related
to lensing via the lensing estimator.

We now tum our analysis on lensed maps. In that case, we
need to modify the estimator of the lensing power spectrum to
correct for the fact that the régions that are inpainted are filled
with a perfectly Gaussian realizations and should therefore not
contain any lensing signal. The outputs of the lensing estima
tor must therefore by rescaled by a factor that corresponds to the
fraction of the signal that is masked. This factor should in princi-
ple be scale dépendent as the large scale of the lensing potential
are hardly affected by masking sub-degree scale pixels. However
we found that using a scalar scale-independent renormalization
gives an excellent reconstruction of the lensing power spectrum.
The modified estimators thus reads

çM,PS _ (SLMgLM) ~ S ^ ^(l g) ^g)
fps

where fp$ correspond to the fraction of the sky which is un
masked by point sources. With our fiducial point source mask,
fps = 0.98.

Figure 6 represents the residuals of the reconstruction, Le.

A= C^'PS - Cf'fid averaged over 300 simulations. We also
show the residuals of the curl estimator. We compare those re-

sults to the full-sky case, with no inpainting. As can be seen,
there is no significant différence between the two cases, which
validâtes the use of our inpainting algorithm for lensing recon
struction.

We therefore hâve a tool that can be efficiently used to in-
paint the point sources and that can recover both the 2-point
and 4-point statistics of a Gaussian field without introducing any
spurious signal or bias.

Fig. 6. Residuals of the reconstructed power spectrum of the lensing
potential averaged over 300 full-sky lensed simulations in presence of
the point sources mask. Top panel présents the gradient mode of the
deflection (i.e. the lensing potential). Bottom panel présents the recon
structed curl modes. In both cases, we compare with the full-sky case

(red for the gradient modes and green for the curl modes) Histogram
errors bars represent the theoretical dispersion expected for one single
reconstruction.

4. Treatment of the Galactic mask

The second problem frequently encountered in full-sky lensing
reconstruction is the presence of large-scale foregrounds, mainly
along the Galactic plane, that strongly contaminâtes the lens
ing signal. As mentioned in the introduction, several possibili-
ties exist to deal with this complication. We choose a new ap-
proach which consists in masking the contaminated régions of
the Galactic plane and then directly applying the lensing esti
mator on those masks maps. We first begin by presenting some
analytical computations on the effect of the mask on the recon
structed lensing potential, and we show how these effects can be
efficiently alleviated to provide a robust and rapid way of recon-
structing the lensing potential.

4.1. Analytical computation of the mask

In presence of a mask, the expectancy of the lensing estimator
become

= + 09)

Ap.

where is a coupling matrix which replaces the scalar nor-

malization A^, and 0^ is a lensing independent quantity which
we will loosely refer to as the “mask mean field”.

The variance of the estimator applied on a masked tempéra
ture map becomes an intricate expression

= Xic,fKm+ + <T. (40)
À

where C^F dénotés the power spectrum of the mask mean-field.
and are terms similar to the full-sky équivalent N(®’8)

and Ar[l ,g) but also dépends on the structure of the mask. Ail the
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terms in the two previous équations involve high order intégrais
of functions which can be written as imbricated summations of

Wigner 3-j symbols. They are directly related to the structure
of the mask and dépend on its harmonie coefficients W{m. Those
functions and intégrais can be written down analytically, but can-
not lead to a form which can be efficiently evaluated numerically.
However, we find that under certain circumstances, notably de-

pending on the mask (and we will provide précisé example in
Sec. 4.2), those coupling matrices are essentially diagonal, in the
sense that their effect on power spectra is just to apply a constant
normalization factor. This normalization factor is related to the

fraction of the sky which is unmasked (Hivon et al. 2002). More
precisely, we hâve

(41)

À

and

<« » /gal.4(Vf'\ Aü? » (42)

where

f** = TÏ-'Zwî- <43)
iVP« i

The presence of the coefficients of the mask at the power of four
is related to the fact that the variance of the lensing estimator is
a resummation of the 4-point corrélation function on the CMB.
The variance of the lensing estimator then becomes

(SLMg*L’M') = ÔLL’ÔMM'fgalA \f^L + ^l '8) + + ^AL? > (44)

Even though ail these mask kernels cannot be computed,
some of them are fairly easy to estimate by a Monte-Carlo pro
cedure. Applying the estimator on unlensed maps which hâve
the same spectral content as the lensed map will precisely give
the mask mean field

<Æ> = Æ (45)

It is thus straightforward to construct an unbiased estimator of
by averaging over several outputs of the estimator applied

on unlensed masked maps

omf _
^LM =

1

A/MF
uni

(46)

0MF is an unbiased estimate of the mask mean-field and its
variance can be approximated by

/ IMF IMF* \ c c i r'
vrLMVL'M'l ~ VLL'OMM' C

-.MF,mask /gal,4
yMF

uni

N?'g) (47)

We can then define a mask mean-field debiased estimator by
subtracting the estimated mask mean-field to the lensing poten-
tial reconstructed from the masked température field. We then
define

S = (48)

The mean of this estimator is

<i«> = 2>«^> (49)
A/j

and its variance becomes

(£lm£Î/M') ~ ÔLL'ÔMM'fgtiA cf + f. i
L yyMF

' uni '

N?'8) + N(U)
,(50)

The removal of the mask mean-field by Monte-Carlo induces a
small increase in the variance of the estimator, but this increase

can be as small as required by averaging over a large number of
unlensed realizations, which is a numerically cheap operation as
it does not require the production of lensed simulations.

The estimator of the lensing power spectrum now takes the
following form

çApi.mask
/pMF ~MF*\

LMo LM '

./gai,4
1 +

a/MF
uni

N
(O.g)

-Nd,g)
(51)

It should also be noted that on the curl estimator side, the

situation is little simpler as there is no mask-mean field (Fig. 9,
bottom panel). Therefore there is no need to subtract a ”curl”
mask mean field to the curl estimate.

If we now consider the variance of the estimator of the lens

ing power spectrum, it will dépend on

/galS - N
iVpix

(52)

as it involves the 8-point corrélation function (Kesden et al.
2003; Hanson et al. 2011). We will then hâve

cA (cf-™**) = [C**M + Nf*> + (V'/-*’]2 (53)
/gai,4 + 1

We hâve set up the formalism to perform a reconstruction on
a masked field. We will now give précisé examples and explain
the régime of validity of our hypothesis.

4.2. Apodization

If we apply the quadratic estimator directly to the masked tem
pérature fields, both the mask mean field and the band couplings
caused by the presence of the mask will highly bias the re
construction (Fig. 7), both for the gradient and curl estimator.
This pathologie behavior is caused by the sharp transition at the
boundary of the mask, that créâtes important power leakage at
ail scales.

Fig. 7. Reconstructed lensing potential (Eq. 51) over 100 lensed simu
lations using the binary mask (no apodization). Green dots are the gra
dient mode which should overlap the black line, and magenta dots the
curl modes, which should be compatible with zéro.
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In order to reduce the off-diagonal terms in the coupling ma
trix and the frequency extent of the mask mean field, we simply
need to fïrst apodize the mask before masking the température
field. Apodization smoothes the spectral content of the mask and
reduces the mask-mean field amplitude and removes almost ail

the off-diagonal terms. This operation has nevertheless a draw-
back as it decreases the quantity of data used for reconstruction
and therefore dégradés the statistical significance of the recon
struction. The apodization of the mask is performed by applying
a cos-like function to the pixels bordering the mask so that the
apodized région goes smoothly from 0 to 1 over the apodization
length 6>apo.

Figure 8 présents the variance of the estimator of the mask
mean field (or equivalently the estimated power spectrum of the
mask mean-field) for both the gradient (top panel) and curl (bot-
tom panel) estimators and for different values of the apodiza
tion length. In ail cases, the variance has been rescaled by the
corresponding /ga1,4 factor. In this figure, = 100. We here
confirm that the mask does not create a mean-field in the curl

estimator (bottom panel). We also see that even a small apodiza
tion over 1 degree is enough to remove ail the off-diagonal terms
and restore the ability of the quadratic estimator to successfully
reconstruct the lensing power spectrum. On the top panel, we
clealy see that the mean-field frequency extent decreases when
the apodization length is increased. We therefore choose the
higher value, 0apo = 10° to perform the reconstruction. With this
value of apodization length, we hâve /ga1,4 = 0.65.

t

Fig. 8. Power spectrum of the mask mean field rescaled by /gaJ (top, gra
dient modes; bottom curl modes). The full red line is the Gaussian noise

N°,gc divided by the number on unlensed simulation, N=100. When
the binary Galactic mask is applied (blue fines) the reconstruction is
strongly biased at high multipoles. Note the absence of a mask mean-
field in the curl modes.

The final reconstruction is presented on Fig. 9 where we
show the mean over 100 residuals of the reconstructed lensing
potential power spectrum. In this case, the reconstruction seems
less in agreement with the fiducial spectrum at low multipoles,

Fig. 9. Residuals over 100 lensed simulations of the gradient (top) and
curl (bottom) modes of the deflection angle in presence of the Galactic

mask, apodized over 0apo =10°. Histograms represent the error bars for
one reconstruction (Eq. 53).

but it should be emphasized that the small bias that can be seen is
well with the expected errors bars, whereas the mask-mean field
is actually several orders of magnitude higher that the lensing
potential at those scales.

4.3. Normalization

The rescaling of the power spectrum of the reconstructed map

by l//gai,4 can be thought as a modification of the normalization
factor applied to the unnormalized estimator g[m. Indeed, rescal

ing the power spectrum by 1 //gai,4 is équivalent to applying a

normalization factor equal to A*/”ij^2. We can elaborate on this
by estimating the normalization factor to apply to the unnormal
ized reconstructed potential by computing it by a Monte-Carlo
procedure. There are two ways of doing so, either by correlat-
ing the lensing potential reconstructed from a lensed simulation
with the input lensing potential used to generate the lensed tem
pérature map, or by correlating two lensing reconstructions from
two different température maps lensed with the same lensing po
tential. We thus form the following corrélations that define the

Monte-Carlo normalizations AfMC2 and A*'MC'4

Jj Ÿj<8em<f>îm> =
C,<p<p.th

, 0.A/C.2
(54)

(=i

N N
C

’<p<p,th

N(N-1)Zj 2j ’ (55)

where gl(m and gJ(m are to be understood as reconstructions from
different realizations of température maps lensed with the same
lensing potential. As Eq. (54) brings in the two-point corrélation
function of the masked température and Eq. (55) the four-point

corrélation function, relations between A‘P('MC"2, AfMC'4 and A^
dépend on /gai>2 and /ga],4, where

/gai,2 = 77- X^ (56)
VVpix i

8



Aurélien Benoit-Lévy et al.: Full-sky CMB lensing reconstruction in presence of sky-cuts

More precisely, we hâve

a4,mc,2 = and aJ’mc’4 = —=. (57)
/gai,2 y/fgalA

Figure 10 présents the ratio of the normalization computed
by Monte-Carlo to the theoretical normalization. Red dots corre

spond to A*'mc'2 and green dots correspond to A4>('MCA. The first
bin is not in agreement because of the presence of the mask mean
field which yield a non-zero corrélation in Eq. (55). Accordingly,
when computing the normalization by correlating the recon-
structed lensing potential to the input potential, the mask mean
field disappears from the corrélation. This figure shows a very
good agreement between the ratio and the expected constant val
ues, which validâtes once again the use of an apodized Galactic
mask for CMB lensing reconstruction. It should be noted that the
two normalizations computed here do not hâve the same utiliza-

tion. We hâve seen previously that A^’MC’4 is used to normalize
the power spectrum of the reconstructed lensing potential. As

A<p,mc,2 onjy bnngs in a single reconstructed potential in its déf
inition, it should be used to normalize corrélations between the

reconstructed lensing potential and any other field that would
hâve a non-zero corrélation with the lending potential but not
with the reconstruction noise. A perfect example for such a field
would an extemal dataset of tracers of the large scale structure.

However the inpainted régions lack the lensing signal, but pos-
sess the full Gaussian structure, so that the Gaussian noise Corn

ing from those régions is the theoretical Nf\ The estimator of
the lensing potential power spectrum then takes the following
form

£i00,mask+PS
f2J P<

(gLMgLM)

_/gal,4

and its variance becomes

- 1 +
nmf

uni

N
(0-g)

CT' (cf,:mask+PS ./gai,8

Æ4i.42f+I

~,<p<t>, fid
1 + J

- N
<i,g)

N?'8) + Nd.g)

(58)

(59)

The residuals over 300 lensed simulations of the gradient and
curl power spectra reconstruction are presented in Fig. 11. We
notice the presence of biases at low multipoles both for gradi
ent and curl modes and at high multipoles for the curl modes,
but their amplitude is small, about O.lcr. However, the residu
als show excellent agreement with zéro in the multipole range
100 < l < 1000, for both the gradient and the curl modes
of the deflection angle. This multipole range is also where the
signal-to-noise ratio is the highest, thus validating the described
pipeline.

(

5. Point source and galactic mask

Ail the ingrédients are now in place to reconstruct the lensing
potential and its power spectrum when both the point sources
and Galactic masks are included. The algorithm is fairly sim
ple. We first inpaint the régions masked by the point sources
mask using the algorithm described in Sec. 3.1. We then apply
the apodized Galactic mask on this inpainted map. We chose
to use the largest apodization length we considered previously,

#apo = 10°. We then generate a set of unlensed simulations un-
der the lensed température power spectrum on which we run the
quadratic estimator to estimate the mask mean-field.

Renormalization of the reconstructed lensing potential
power spectrum requires some care as some the masked régions
in the Galactic plane do not hâve any signal and must therefore

by rescaled by the Galactic mask renormalization value /ga1,4.

Fig. 11. Residuals over 300 simulations of the gradient (top) and curl
(bottom) modes of the deflection angle in presence of the point sources
mask and of the Galactic mask, apodized over 0apo = 10°. Histograms
represent the error bars for one reconstruction (Eq. 60).

6. Discussion

We hâve presented a new, simple, and robust pipeline for CMB
lensing reconstruction. This pipeline is designed to treat two im
portant issues in a full-sky lensing reconstruction analysis: the
presence of point sources that need to be masked and Galactic
foregrounds. We treat the first problem by filling in the holes of
the température map by Gaussian constrained realizations. This
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operation perfectly restores the Gaussian structure of the origi
nal map and inpainted maps can then safely be ingested in the
lensing estimator.

The issue of Galactic contamination is treated by simply ap-

plying an apodized Galactic mask to the température map before
the lensing estimation. The presence of the mask créâtes a bias
in the reconstructed potential. However, since this bias is solely
related to the mask and does not dépend on the actual lensing po
tential, it can be efficiently estimated from unlensed simulations
and then subtracted to the final resuit. This simple operation is
enough to guarantee an unbiased reconstruction of the lensing
power spectrum.

By using an isotropie filtering during the reconstruction pro-
cess, this pipeline remains analytical, in the sense that both the

normalization A* and the Gaussian noise keep their theo-
retical expression as they are just properly rescaled by scale-
independant factor to account for the missing power due to the
presence of masked région.

In this article, we hâve used a simple noise model by consid-
ering that the detector noise is white and homogeneous. This will
is not be the case for a realistic experiment like Planck, where
the scanning strategy lead to a non-uniform coverage of the sky.
Analytical prédictions of the effect of inhomogeneous noise on
lensing reconstruction hâve been investigated in Hanson et al.
(2009). The pipeline described in this work can easily be gener-
alized to inhomogeneous noise, by taking into account the noise
structure in the unlensed simulations when the mask mean-field

is computed. In that case, the estimated mean-field would be the
sum of the noise and mask mean-fields. Similarly, any other sys-
tematic effects that would create a fake lensing potential can be
treated in a similar way, the difficulty being more in the ability to
correctly simulate these effects than in the lensing reconstruction
in itself.
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BHarmoniques sphériques

L'évaluation d'un estimateur pour l'effet de lentille sur le ciel complet
nécessite la généralisation sur la sphère des développements en série de
Fourrier, les développements en harmoniques sphériques. Nous présen
tons donc ici la définition et les principales propriétés des harmoniques
sphériques, ainsi que la notion d'harmonique sphérique spinnée.

B.i Harmoniques sphériques standards

B.i.i Définition et propriétés

Les harmoniques sphériques sont solutions de la partie angulaire de
l'équation de Laplace, exprimée en coordonnées sphériques :

1 a

VV= 3-(»*£) +
0/
dr r2 sin 9 d6

a2/
sur ed(p2

La solution pour cette partie angulaire s'écrit :

= **^2t4V)(t + ZflP*'i

= 0 (B.i)

(B.2)

où P£m désigne le polynôme de Legendre donné par :

p,mw = (-ir—a-*2r/2—
dm

(B.3)

Cette solution peut encore s'écrire d'après Riazuelo (2000) mais en tenant
compte de la convention adoptée (terme en ( — l)m) :

YM) W + (°

E

4:71

i

Y y — m

m2

^_^y+m-r , e
cot -

2r—m
(B.4)

B.1.1.1 Conjugué

Nous avons adopté la convention de Condon-Shortley (McEwen (2008)
ou encore Zaldarriaga et Seljak (1997)) pour la définition des polynômes
de Legendre. Celle-ci assure que le conjugué d'une harmonique sphérique
est donné par :

(B.5)

161

ï?w = (-1 )raVm
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B.1.1.2 Orthogonalité et complétude

r 71 rT.71

/ / dnYemYpml = ôeeiômm> (B.6)
Je=o J<p=o

00 t

E E (**)*?», (*') =S(cose-cos0')ô((p-(p') (B.7)
e=Om=-t

Puisque les harmoniques sphériques forment ainsi une base orthogonale
complète sur la sphère S2, toute fonction / E L2(S2) de carré sommable
sur la sphère peut être décomposée sur cette base :

00 £

/(«) = E E (a) (b.8)
£=0 m=-£

Les coefficients complexes sont alors donnés par la projection sur la
base des harmoniques sphériques :

fim = J dnf{n)Y}m(n) (B.9)
Si / est une fonction réelle, le conjugué de ce coefficient sera quant à lui
donné par :

fim = (-1Tfo-m (B.10)

B.1.2 Autres propriétés

Par construction, le laplacien d'une harmonique sphérique s'écrit :

v2r,m = + (b.11)

Nous avons encore la relation suivante :

^ 9/ -I- 1
E (b. 12)

m=—£

B.2 Harmoniques sphériques spinnées

Les harmoniques sphériques spinnées sont la généralisation des har
moniques sphériques classiques qui incluent la notion de spin.

Une position sur la sphère est caractérisée par les angles (6, (p). Notons
n le vecteur directeur radial et (ci,^) des vecteurs tangents à la sphère.
Ces deux derniers ne sont définis qu'à une rotation près autour de n. Par
définition, une fonction sf est dite de spin s si elle se transforme par une
rotation d'angle ip de la sphère suivant1 :

sf(n) -4 e-*V(3) (B.13)

1. Nous utilisons ici une convention de signe différente de celle de Goldberg et al.
(1967), basée elle-même sur le travail de Newman et Penrose (1962). Nous privilégions en
effet la convention adoptée pour décrire la polarisation du CMB par Zaldarriaga et Seljak
(1997) par exemple.
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Il existe deux opérateurs 9 et 9 qui permettent respectivement d'augmen
ter et de diminuer le spin s d'une fonction suivant :

a(s/(n))-»e-’'<s+1>*3(s/(3)) (B.14)

-*• (,/(»)) (B.15)

Leurs définitions explicites, dans les coordonnées sphériques standard
s'écrivent :

3(s/(«)) = -(siney jit + ~ J [(sin0)-ss/(«)] (Bl6)

%f(n)) = -(sfaO)- {^ - —e^}[(^)Ssf(n)] (B.17)
Ces opérateurs définissent une dérivation covariante sur la sphère. Si / est
de spin s, alors 9/ est de spin s + 1 et 9/ est de spin s — 1.

B.2.i Définition

Les harmoniques sphériques spinées sont notées sY/m et sont dérivées
des harmoniques sphériques standards grâce aux opérateurs 9 et 9 :

f VpÜ3s(Y,m)
sY'",= ] v/|îS|(-l)s5“‘(V,m) si -l^s^O (Rl8)

[ 0 si l < |s|

L'expression explicite de ces fonctions peut s'écrire, suivant Zaldarriaga et
Seljak (1997)2 :

(2i + 1) {e + m)\(e - m)\

47T (£ + s)l(£ — s)!

£ + s

r + s — m
(-i) i+m—r—s , e

cot -

2r+s—m

(B.19)

La somme portant sur les valeurs de r telles que les arguments des fac
torielles ne soient pas négatifs. Pour s = 0, nous retrouvons bien l'ex

pression des harmoniques sphériques standard donnée à l'équation B.4 :
0Ytm - Y^m-

B.2.2 Conjugué

La généralisation de la relation de conjugaison pour les harmoniques
sphériques standards s'écrit :

(B.20)

2. Ici, nous adoptons de nouveau la convention pratiquée pour la polarisation du CMB
plutôt que celle choisie par Goldberg et al. (1967) et suivie (étrangement) par Hu et White
(1.997), Riazuelo (2000) et McEwen (2008).

sYL = (-1 Y
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B.2.3 Orthogonalité et complétude

Cet ensemble de fonctions suit les mêmes relations que les harmo

niques sphériques standards :

J dn s Ygm(n) (B.21)
00 i

E E sV?m(^') =ô(cos6-cos6')ô{(p-(p') (B.22)
e=0m=-£

Ainsi, les harmoniques sphériques spinnées forment elles aussi une base
orthogonale complète des fonctions spinnées sur la sphère S2. Toute fonc
tion de spin s sf G L2(S2) de carré sommable sur la sphère peut donc se
décomposer dans cette base :

00 i

sf(n) = E E sfemsYem(n) (B.23)
£=0 m=-£

Les coefficients complexes sf£m sont encore donnés par la projection sur
la base des harmoniques sphériques spinnées :

sfim = J dnsf(n)sYïm(n) (B.24)
Si la fonction de spin s vérifie sf* = _s/, le conjugué de ce coefficient sera
quant à lui donné par :

s Slrn = (-1 )S+m-sf£,-m (B.25)

B.2.4 Produit

D'après Hu et White (1997), nous avons :

(Sly<irai)(S2y«2m2) =^l±5M±ÏÏ £ (_i)M+sv5lTï
v LMS

X
h i2 L

—si —s2 S

il

m.\

h

m2

L

-M

(B.26)

sYlm

8*2.5 Dérivation covariante

Nous avons, d'une part, d'après la formule (A14) de Okamoto et Hu
(2003),

Di[sf(”)] = -~j= [(ds/(w))m/+ (9s/(n)) m/ (B.27)

D'autre part, appliquons les opérateurs de création et d'annihilation
de spin sur les harmoniques sphériques (Zaldarriaga et Seljak (1997)) :

9 (sXfm) — \J(i ~ s)(£ + s + l)s+lXfm (B.28)

3 (sY£m) = ~ \J(V- + s)(f — S + l)s_iY^m (B.29)

33 (.sY£m) = -(^-s)(^-S + l)sY£m (B.30)
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D'après Okamoto et Hu (2003), cela nous permet de donner une défi

nition covariante du gradient des harmoniques sphériques :

DilsYem] — ^2 \J + s)(£ — s + l)(s_iV^m)m/ — \J(P- — s)(f + s + l)(s+iY*m)
(B.31)

Les vecteurs m et m sont définis dans la base {e\,ez} par :

m,

Ils vérifient donc

m = 7^ Pi + ie2\

* = \Pi - »êy

m.m — m.m - 0

mm = 1

(B.32)

(B-33)

(B-34)

(B-35)

Nous allons montrer la propriété suivante mentionnée dans Hu (2000) :

EVfY^VyY^ = -^ + 1)(2£ + 1) [m,-my + m,m; (B.36)

Repartons de la dérivée covariante des harmoniques sphériques (équation
B.31) :

EV/VtaVyïî. JSi+A £ [-iY<mm, - lYlnm,] [-lY^m,- - jY^m,•]
m Z m

= £(£ + l) ^ (_1y£|n)(1y;m)mfm;-
z m

-(i^m)(-iy;m)mfm;- + (iY^)(iy;m)m/my]

D'après les formules (7) de Hu et White (1997) et (57) de Hu (2000) nous
avons, [en adaptant les conditions de normalisation] :

hf + 1

£Sly;m(n)S2Y<m(«) = y'—-S2rt_Sl(o) (b.37)

D'où :

£V,YtaV,T;m = ^±11Vw+ï

-i^,i(9)niim7- + iY£_i(Ô)miin;-

Nous savons de plus (Hu 2000) que les seuls termes non nuis de l'expres
sion précédente seront données par :

-iYu(0) = iY(,_,(0) = V2i+I (B.38)

D'où le résultat annoncé.
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Nous allons également montrer la propriété suivante, mentionnée elle
aussi dans Hu (2000) :

Vz V;'Ytm [m,-my + mzm;] = -£(£ + 1) (B.39)

Partons de l'expression vectorielle de la dérivée covariante :

yj {£ + s)(^ — s + l)s_iY^m — yj(0. — s)(£ + s + l)s+iY^mm

Donc :

miV’Yem =
£(i + l)

-1 Yit

En réappliquant l'expression vectorielle de la dérivée covariante à chacune
de ces deux équations, nous avons donc :

V (m

V

D'où :

y/£(£ + !)

i(£ + l)

+ l)y£mm- J(£-l)(£ + 2)2Ytmm

£-!)(£ + 2)-2Y£mm - J£{£ + 1) Y*mm

m'V'

m'V'

m’V’

m

£(£ +1)
2

£(£ + 1)

Ytm

Yem

Dont nous déduisons le résultat annoncé.
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L'utilisation du développement en harmoniques sphériques sur le ciel
conduit à l'apparition des symboles de Wigner-3j dans les calculs. Ceux-
ci sont reliés aux symboles de Clebsch-Gordan1 qui interviennent quant
à eux dans le couplage des moments angulaires dans les lois de la Phy
sique quantique. Nous donnerons ici la définition et les propriétés utiles
aux développements des calculs qui nous intéressent. De nombreuses re
lations sur les Wigner-3j peuvent être trouvées sur http : //functions .
wolfram.com/HypergeometricFunctions/ThreeJSymbol/.

C.i Définition

Les symboles de Wigner-3j sont des scalaires représentés par un ta
bleau de six paramètres :

h h h \
M\ m2 m3 J

Ces paramètres sont tous des entiers ou des semi-entiers qui obéissent à
des règles de "sélection" précises. Si l'une de ces règles n'est pas respectée,
le symbole de Wigner-3j est nul :

• Inégalité triangulaire : \ji - j2\ ^ 73 ^ ji + ji-

La somme j\ + j2 + js est un entier.

• Les indices m vérifient :
-\h\ ^ m sc \ji\
m\ + m2 — m3

C.2 Symétrie

Les Wigner~3j sont invariants par toute permutation paire de ses co
lonnes :

(C.i)
h h )3 \ = 1' J2 ]3 h )= ’3 h n )
m\ m2 m j1 \v m2 m3 m ,1 \ m3 ni\ m2 j

i. La relation qui lie les wgj aux Clebsch-Gordan est :

h h h \_(-i
m\ m2 m3 v/2/3 + 1

{jim1j2m2\j3 ~ m3)

167
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Ils gagnent un terme de phase sous l'effet d'une permutation impaire des
colonnes :

h ]2 J3 \ _

m\ m2 rti3
— (_iyi+72+73

= ^_l)7i +72+73

72 7i 73

m2 mi m3

72 73 h
ra2 m3 m

(C.2)

Le changement de signe des paramètres m apporte également un terme
de phase :

h J2 ]3

ni\ m2 m.3

_i yi+72+73= (-i)'
Il )2 }3

—m\ —m2 — m3
(C-3)

C.3 Intégrale de Gaunt

L'intégrale de trois harmoniques sphériques,appelée intégrale de Gaunt,
est donnée par la relation suivante :

[ dQY Y Y /(211 + l)(2l2 + l)(2l3 + l)
J ddl£imY£2m2Ï£3m3 —y ^

x
i\ 4 £3
0 0 0

i\ 4 £3

m-[ m2 m3

Et nous avons aussi :

J d0YlmiYhm2Yl3m3=(-l rv/(^1+l)(24 + 1)(24 + 1)
X

£\ £2 £3
0 0 0

£\ £2 £3

—m\ m2 m3

(C4)

Nous pouvons généraliser ces relations à l'intégrale de trois harmoniques
sphériques spinées suivant :

f jr*( y w Y w Y ï — /(2^ + !)(2^2 + 1)(24 + 1)
J dn(s,Ytltni){s2Yt2m2){s3Yè3m3) — y ^

( 4 4 4 A / <1 4 4 i
V Si s2 s3 J V m ra2 m J

(C-5)

/ P, m, )(S2 U Ye3m3) = (-1P+S'
x f 4 4 4 )

\ S! -s2 -S3 J

(24 + 1) (24 + 1) (24 + 1)
4 7T

4 4 4 ^
—mi ra2 ra3 y

D'après Hanson et al. (2011), nous avons encore, en utilisant la pro
priété B.26, puis en faisant appel à la propriété C.5 :

J dn(SlYe% mx ) (s2^42m2 ) (s3^3W!3 ) (s4^4m4) —
^(24 + l)(24 + l)(24 + l)(24+î) ^(_1}m+s(2L + 1)

4/r LMS

x / 4 4 L \ / 4 4 L \ / £3 £4 L £3 4
V -si -s2 -S / V mi m2 M j \ —s3 —s4 S y V m3 ra4

(C.6)

L

-M
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C.4 Conjugué

£\ £2 £3 V _ (_iŸi+t2+h ( £\ c £3 \
m.\ m.2 7773 J ^ ' \ mi m.2 7773 J (C .7)

C.5 Propriétés d'orthogonalités

E (273 +1)
73^3

( ;1 72 73 \ /
V rni 7772 m3 J \

E ( 71
^ V wii

m\m2rti3 \ 1

71 72 73

772 J 777^ 7773

7*2 7*3 )2 =
777 2 ^3 ,/

^m\m\ ^m2m'2 (C.8)

(C-9)

C.6 Sommes

D'après Okamoto et Hu (2003), nous avons les deux formules suivantes
(équations 31 et 32) :

E
m-itti2

h

m\

B-1)£+m £ £ L

m —m M

/2£ + l
V 2L + 1 <5lo

£2 L \ f £\ h P
m.2 M ) \ m\ m2 M' 2

(C.10)

(C.11)

E _i \h+j2+h+k+k+m\+m2+mA+ms+mf)(-1y
h h h A
m2 —rn.3 m\ J

( 7i 7*5 76 \ ,f 7*5 7*3
V -TWi 7775 7776 7 'V ~™5 m3

(-1^*3, J 7*1 7*2 7*3

2j3 + 1 fcJ3 m3m3 j. 7*4 7*5 7*6

74 h h 7*6 A
— 7774 —7772 —7776 J

(C.12)

C.7 Identités

D'après la formule (A6) de Hanson et al. (2011), nous avons, pour les
valeurs paires de £\ + £2 + £3 :

( £\ £2 £3 \ _ \ ( £\ £2 £3 \ £?>(£3 + 1) ~ li(li + 1) — £i(£2 + 1)
V1 -1 0 / 2 y 0 0 oj y/e1(e1 + i)e2(e2 + i)

(c.13)

D'après la formule (A14) de Hanson et al. (2011), nous avons :

( £1 *2 ^3 \ 1 / *1 £2 £3 \ 1
Vi 1 -2 J 2 \ 0 0 0 J v/(^-i)(f3+2)n,=i,2,3^w + i)

{^1(^1 + 1) {£3 {£3 + 1) — ^1(^1 + 1) + £2^2 + 1)]

+C(^2 + 1) [^3(^3 + 1) + ^l(^l + 1) — £2^2 + 1)]}
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Nous en déduisons :

f t\ £2 M _ / 471 li(Il + l)Fiii2l3 + ^2(4 +

V 1 1 "2 / V ^ V/(f3-l)(^3 + 2)n,=U,3^(^ + l)
(C.14)

C.8 Permuter des symboles

Pour permuter des paires d'indices dans un produit de deux Wigner-
3j, on utilise un Wigner-6j (cf. Hu (2001a)) :

a b e \ ( e c d

oc f> —e)\e 7 —ô
+ 1) ^_iy+b+c+d+f+e+a+'Y

f

f a b e
\c d f

a f d
oc cp —ô

(C.15)

x
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Calculs au 2eme ordre en </> D

D.l DL AU DEUXIÈME ORDRE DE LA TEMPÉRATURE LENTILLÉE

Partons du développement limité de la température lentillée au
deuxième ordre en (p, dans l'espace réel présenté à l'équation 4.14 :

1 •

0(w) « 0(w) + Vf^(n)VlQ(n) + -V,-^>(n).Vj(p(n)'VtV,@(n) + ... (D.i)

Par définition, la température lentillée s'écrit, dans l'espace des har

moniques sphériques :

®tm = J dnG{n)Yîm(n) (D.2)

Nous avons alors, en ne notant plus la dépendance en n pour alléger
les notations :

&tm = J dn®Yfm + J dnVjtf-VW;*, + ^J + ...

La transformée inverse des harmoniques sphériques vers l'espace réel
s'écrit :

0(n) = £0<mY<m(n) P-3)
£m

D'où, en considérant que (p est un champ réel (donc (p* = (p) :

®£m — ®£m d" j dfl X^ (p^mi^i^t\*n\ X^ ^£2*112^
^ i\TTl\ (,2m2

+ \jdHL £ <Plm3VjYim3 £ ©fcm2v'v'y£2m2y;m +
^3™3 £2^2

®£m — d" X^ X^ (p£\m\®£2*n2 / V Y£2W2 Y^m
£imi £21*12 L

+ \ L -PU /dHViYeimiViYlm3ViViYe2m2Y^ + ...

Nous retrouvons la formule 4.15 du chapitre 4 :

®£m ®£m d“ Xj £\tn\®£21*12
£\m\ £21*12

Tmm-\m2 , 1

W2 +3 LtfW«,«3
£31113

(D-4)

171
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D.1.1

D.1.2

Et nous avons défini1

rmffl] m2m3

Jeele2£3

l7”C = / dnYtmViY^V'-Vhm2 (d.5)

(D.6)

Intégrale i^”2
On montre d'abord, par une triple intégration par parties que :

l7"C = (fl + !)+ ^2 + l)-^ + l)] J dnY;mYhmYtim2 (D.y)
L'intégrale restante est donnée par la formule C.3. Nous avons donc :

«rr=
-m m\ m 2

(D.8)

ou nous avons pose :

1

Pee1 i2 — 0 [^1(^1 + 1) + ^2(^2 + 1) — ^(^ + 1)]

(2^ + l)(24 + l)(2^ + l) / £ h I2
4n 0 0 0

(D.9)

Nous pouvons montrer par ailleurs, d'après la propriété C.7 et sachant
que la somme i\ + ^2 + h est paire à cause du coefficient F :

LUxt2 ~ Lnli2 (D.10)

Intégrale /™m*

Utilisons l'expression B.31 de la dérivée covariante des harmoniques
sphériques pour expliciter ce coefficient :

Sr3 = /^«v^v^v'v'y^

= /ànYL1} JdH[_lYk

J

X

1

[-l^m3m/ - lY*3m3®/] -^2(^2 + l)Xf2„2(mW + nLlïi')

+ \/(4-l)(^2 + 2) (2^2m2mzm/ H- _2y^m2mzr
En utilisant les propriétés B.35 des vecteurs m et m, nous avons alors :

CJf3 + + + f dnY(m
y/{h-W2 + 2) (-1Y<1m1.2Vi2™2.-1V/3m, + iY/imi-2Y<2lB2.iY;,„

+1) (-1 Y£imi-y^2m2-iy£3m3 +1 y^i zhi • y^2zn2 • 1 y^3/zz3 )+

1. Attention, ici nous suivons les définitions de Hu (2000) plutôt que celles de Hanson
et al. (2011).
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Les intégrales de quatre harmoniques sphériques se calculent à l'aide de
la formule C.6 en utilisant la propriété de conjugaison B.20. Nous arrivons
ainsi à :

jmm\m2rti3
ni&h

£<“+«(4» :ï Lu)'{ïx -u){t
v/«!-1)(4 + 2) ( % f J ) + V^to+Ï) ( %

l)m!

*1 L

1 -1

£3 L

— 1 1

Notons ici que l'intégrale est nulle pour les valeurs impaires de
la somme £ + £\ + £2 + £3. Nous ne considérerons donc à partir d'ici que
le cas où cette somme paire. D'après l'équation C.14 :

L £3 ^2 \ _ / 47r L(L + l)Fjj2e3 + £3^3 + 1 )Fe3L£2
11-2) V (2L+ !)(% +1)(2^3 + 1)

D'autre part, d'après l'équation 4.20 :

( L £3 £2

\ 1 -1 0

( £1 L £
V 1 -1 0

Fi2a3 / 47T
^L(L + l)e3(e3 + l)]j (2L + 1)(24 + 1)(24 + 1)

/ 47T
v/^(^ + l)L(L + l)V (2<?i + l)(2L + l)(2f + l)

Donc nous avons :

rmm\m2mj

nw2h
HTr_J_Z « <1 4 l \ .

2 —jL(L-t-l) \ — m mi M J \ m.2 —m3 —M ^lL'
x L(L + 1)Fu2<3 + 4>(*i + 1)F«3u2 - (-l)W!+l<2(/2 + l)F<2l/3

(D.11)

Après ré-écriture du dernier facteur, nous trouvons finalement :

jmm\m2m3 -1 fi £1 L \ ( £2 £3 L \
L(L + 1) \ — m ni\ M J \ m.2 —m^ —M J

f [£2(£2 + i)-l(l + i) + £3(£3 + i)]f£3U2
{ [f2(^l) + f(L + l)-«4 + l)]%3 '



174 D. Calculs au 2ème ordre en (p

D.2 Moment à deux points de la température lentillée

Dans un premier temps, notons £0 le terme d'ordre un en (p et <r2)(3
celui d'ordre deux, pour alléger le calcul :

Ecrivons la variance de la température lentillée, à effet de lentille fixé,
au deuxième ordre en (p (et le moment à deux points qui sera

utile pour évaluer l'espérance de nos estimateurs) :

D.2.1 Termes en ^0

Il y a deux types de termes en <Ü0, ceux qui n'en contiennent qu'un
et qui, moyennés sur les grandes structures, s'annuleront et ceux qui en
contiennent deux.

D.2.1.1 Termes en (£0.0)

0£m — + ^0£m + ^®lm + • • •

Le premier terme se calcule facilement :

(©£m©£/m') = Cfôee'Smm'

= (-1 )mCfÔ££iôm-mi

Détaillons à présent le calcul des autres termes.

D'après la formule D.8, nous avons donc :
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Et, de même :

<©^0,v>i# = (-i
t\m\ \ 1 7

\ 1 7

D.2.1.2 Terme en (50.^0

(^©^0£'m')| = Y Y Y X3 ^iwi^€3m3 (®^2>n2®£4i4) ^^2 24
^ £2tTl2 hm3 ^4m4

(«J0te5©|,m,)^ = LEE
£\mx £2m2 £3m3

(^0£mJ0^m/)|^ — Y Y Y ^imi^3m3( l)m2C®^£2£4^m2,-m4^£1£12 2^£'£3£2 2
£2tn2 £3m3

Si nous moyennons en plus sur les grandes structures :

(<*W0,*W) = e e
t2m2

Or, nous pouvons encore écrire, grâce à la formule D.8 :

m-[tn2

>< E
m-ym2

rm'm\m2
Pi\l2 fyi&Ft'tih

( e *1 * ï ( e' h Li

y — m mi m2 y l — m' m\ ni2

D'où, d'après la formule C.n :

ETmm\m2 Tm'm\m2 t-2 ^ r rw2 t'£\£2 - t££\£22i -\- iÔ££,ômm'
m\tn2

(D.i3)

Donc nous obtenons :

<*©£W*0JM,>
1

2£ + l
£ Cf C?F2
*1*2

'l\l2rU\l2

D.2.2 Termes en

A0^2)©(*)
imL Pm! 2 Y Y Y ^imi (©U'0fem2) <P%mJuj2tl *

£\m\ £2m2 £3m3

\ E E ^mCfSe,e2Smlm2r(3m3lTeXm3
A £\m\ £3m3



176 D. Calculs au 2ème ordre en (p

(<»?>«). = \ E E te^e>eM^j7”iïm3
'* hmx t3m3

Z *im, *3m3

Si nous moyennons en plus sur les grandes structures :

£iwi! e3m3

^ V ’ r c tmm-ym'm\
— j '^t'^'tl0W3°m\m3)wxt'tx

i\m\

— 9 JL
hm\

Or, d'après les formules B.36 et B.39 nous pouvons écrire :

D5r = f dH E V/Xf,mi v;r;irai v'v'y<2m2r;m
m\ J m\

— — + 1)(2^1 + 1)^2(^2 + 1) J dnYe2m2Y(!m
Enfin, d'après la condition de normalisation des harmoniques sphériques
(équation B.6), nous avons :

Ecr=w+1w+(d.i4)
mi Z

Ce qui donne finalement pour le moment à deux points :

(<5©g©,*,m,) = --Cf^ + l)fe'<W + 1)(2^ +1) (D.15)
t\

Conclusion

La variance de la température lentillée s'écrit donc, au deuxième ordre

en (p :

(Ôta0|,m,)L = CfSu,S,I <P

+ E 0*1 «1
* ^

—m mi —ra'
(-l^F^C® + (-l)rf(-l)^FfVÇ0

+ e e e
t\m\ t2m2 P3m3

+ -E E
Z P3tn3

^0 Tmm\m'm3 , ,->0 jm'm\mm3
''t'ht\t't3 ''“t JPP, PP*t h'txtt3

(D.16)
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ou encore, pour le moment à deux points de la température lentillée :

= (-1)mCfôæSm.

h
+ E( 1 _m m _mi

+ LLL
t\m\ hm

1 v-1 V"1 ^ ,** [7 -wm’( -,\mr©
+ 2 ^ 2^ riim W3m3 \~L) ^VhtiVl3 + 3

0

f3m3

(D.17)

Et en moyennant aussi sur les grandes structures :

(0£m©J/m/) = Ô££tômmi < Cf0 1 - + l)ECÎ/ift + 1)(2«1 + 1)

+2ZTïEc'c®f«14
(D.18)

Nous avons ainsi démontré l'expression 4.21 du spectre de puissance de

la température lentillée, au premier ordre en :

(D.19)

r = -Ecî/i(<i + iPi + i) (D.20)

où nous avons posé :
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D.3 Espérance des estimateurs de l'effet de lentille

Rappelons les expressions obtenues au chapitre 5 pour les estimateurs
(équations 6.7 et 6.8) :

CLM = (-l)TE + 1)]f
£m i'm

l e e

—M m m'

(2L + l)(2£ + l)(2f + 1)
4n

Le i' \ _

1 0 -1 J Vui'
(D.21)

Sim = -i(-l)ME E èem®e'
n m / V

(2L + l)(2^ + l)(2f+ 1)

£m i'm
4 71

avec :

Lee'

—M m m'

Pue = ô

Lee'

1 0 _1 ] PLU'

(D.22)

(D.23)

D.3.1 Partie gradient

Utilisons l'expression D.17 au premier ordre en (p pour calculer l'espé
rance de g :

£m i'm1

(gLM)L « - 'E E Ve(e + 1)/lI>/i'2) (0«m©w)u (-1

(2L + 1)(2£ + 1)(2£' + 1)
4 TC

I*

Lee'

—M m m'

Lee'

1 0 -1

oc -XV^ + l)/i1)/f)(-l)mCf(-l)Va
£m

x(2,+1)Æ±ë(^ ' <
V 471 \ M m —m

Lee

1 0 -i

-CEE
£m t'm' i\m\

0Ftiit'Cf + (-1 Y+( +£lFwQ

e ex e'

—m m\ —m

D'où, d'après les formules C.10 et C.11 :

(2L + \ ){ie + \){ie' + 1)

Lee'

M m m'

4tz

Lee'

1 0 -i

<&m\ « - c \W+ïK^+ï)/i1)/f)(-i)£c:tr,0(2e + \)
y/4n \ i ^ i

>LO

w

X

iEtf>W^' +1 )fe1)fe)PÎe'L+ (-1

(2L + l)(2£ + l)(2f + 1) 1
471 2L + 1

Lee'

i o -i
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En négligeant le monopole et en remarquant que p+ est non nul pour des
valeurs paires de la somme £ + £' + L nous avons donc :

(Êlm) 1 oc — î

X

<pLM

V2L +
= E \A'(*' + !)/£(1)/f PÛ'l peLe'Cf + FpuCf
1 tv

(2£ + l)(2£' + l)(L £ £'
471 10-1

Nous avons, d'après l'expression du coefficient F^ (équation 4.19) :

47T

1

x 2

E Jey ++!)}$>{& + i)vW ( \ f0
(LC

0 0 0
(C(C+ 1) + L(L+ 1) — +1)) Cf

L

0 0 0
+ {({( +1) + L(L + 1) - + 1)) Cf

Enfin, l'équation C.13 donne, si la somme £ + £' + L est paire :

<&m)|, wVl^+1)^mg y/ep + vtfHzt + +1 )pj,L ( j
L £ £'

0 -1

' + 1)Ç
L £' £

1 -1 0
+ + 1)C

0
L £ £'

1 -1 0

P.24)

D.3.2 Partie rotationnelle

Nous procédons de même en omettant directement le terme qui donne
un monopole :

«Wu «E E y/WC + Vft'V? (®em&e«),, (-1 )MP«a
£'m'

/(2L + l)(2£ + l)(2f+ 1) ( L £ £' \ ( L £ £' \
XV 4zr \ M m m' ) \ 10—1 J

«EE E)f£)fe)PæL
Cm Cm' C\m\

X

X

î / î r /^0 (2L + l)(2^ + l)(2f+ 1)
4tt

/ * \ / L £ \ / L £ f \

y — m m\ —m' j y M m m' ) \ \ 0 —1 J

D'après l'équation C.n, nous avons alors :

(£lm)\, _|_ i E ^Pii’L
l(2£ + l)(2£' + l) ( L £ £'

X V 4tt V 1 0 “I

T /'->© i / -i ^+f+Lr /^©
têU't'C + (_1J ^C'LC^C



i8o D. Calculs au 2ème ordre en (f?

Or, les coefficients F sont non nuis si et seulement si la somme l + i' + L

est paire tandis que le coefficient p~ est non nul pour les valeurs im
paires de cette même somme. L'espérance de la partie rotationnelle est
donc identiquement nulle :

(clm) |,«0 (D.25)

D.4 Calcul de la variance gaussienne des estimateurs

Par construction, nous souhaitons minimiser la variance de nos esti

mateurs, calculée en faisant l'hypothèse que la température lentillée est
gaussienne.

D.4.1 Partie gradient

La variance de l'estimateur g s'écrit :

(êiMÎl’M') = ~~EEEEy/m + Vy/M + V/iX'/iX’
£47714 £2m2 £37713 £41714

X (-l)“+M'p+,2lp+,4l,V/(2L + l)(2f! +1)(2£2 + 1)(2L' + 1)(24 + 1)(2*4 +1)
f l £3 £2\( V4 4 44 A
y —M nti mi y \ — M; ) \ \ 0 -1 j y 1 0 —1 y

x £47714^£27n2^£3m3^£47714}

Nous ne retenons, dans le moment à quatre points de la température len
tillée, que la partie déconnectée :

(êLMêl'M'h -—EEEE v/^2+1) ^4(4+1)/iX2)4X2)
£imi £.2m2 13m3 £47714

x (-l)M+«'p+fcLp+<4L,V/(2L + 1)(24 +1)(24 + 1)(2L' + 1)(24 + 1)(24 +1)
/ L h i2\( L' £3 <4 \ / L <1 (2 \ ( L' £3 £4 \
y —M mi m2 y y —M' m3 ra4 y y 1 0 -1 j \ 1 0 —1 y

^1^4 m4 ^m2m3
^0 ^0 ^0

= — EE 4(4 + 1) (fffffczcz
£47714 £2m2

x (_l)M+M'p^2tp,H;f2L-(24 +1)(24 +1)^(2! + 1)(2L' + 1)
( L £3 £z \( L' £3 f£2 \
y —M m\ m2 ) \ —M' m\ m2 y \ 1 0 —1 y y 1 0 —1 y

+ ^EE ^4(4 + Dy/W + Dff fj?$><%(%
£47714 £2^2

x (-l)M+M'p+feLp+,iL,(24 + 1)(24 +1)y(2L + 1)(2L' + 1)
( L £3 £2 \( V £2 £3 \(

y —M ni\ nt2 J \ —M' m2 nt\ J y 1 0 —1 y y 1 0 —1 y
x
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D'après les propriétés sur les symboles de Wigner~3j présentées aux équa
tions C.io et C.ii, nous avons alors l'expression du biais dit "gaussien" de
l'estimateur, donnée à l'équation 6.21 :

nl's) = é£\Jei(h + i)/£Vf w+1) ( \
*/L ixi2 \

x

l ix e2
0 -i

y/*2(<2 + i)/iX2) ( 1 5 -1 ) + y/Wi + 'Kffî ( 1 S -i
(D.26)

D.4.2 Partie rotationnelle

La variance de l'estimateur c s'écrit

AlA_u
4 7T

= —- E E E E ^+1)^+1)
i\tni E2ni2 t^m-i £4^4

x (~l)M+M'pi,hLPletUv/(2L +1)(2^! + 1)(2*2 + 1)(2L' + l)(2f3 + 1)(24 + 1)
( L lx h \f L' h U \ ( L ii (2 \ ( L' (3 <4\
\ M m1 m2 J \ M' m3 m4 J \ 1 0 -1 J \ 1 0 -1 ^

x (C^imiC^2W2®^3m3®£4m4)

Les mêmes calculs que pour la partie gradient conduisent à :

Nl’C) =ë L ^2(<2 + VffffîCf&PZbLM + 1)(«2 + 1) ( 1 5
I1I2 '

X V^+ï)/"/® ( 1 5 -1 ) + V^+Ï)ÀX2) ( l O2 -1
(D.27)

Or, rappelons l'expression 6.13 obtenue pour le coefficient de normali
sation Al :

,-i _;vÆÔ+ï) L + 1 )(2^2 + 1) f j 0 -1 )
^2 \ /

V^TÏ)C® ^ 1 q1 ^ + ^1(^1 + i)c® ^ 1

Pour des filtres donnés par :

-(i)riji _

-Z l çtot

A2) =
J £ Çtot

L £2 h
0 -1

(D.28)

(D.29)

(D.3°)

N? - ———
1 L(L + 1)

(D.31)

nous aurons alors,



Calcul du biais N} de
l'estimateur

Les biais Ni dépendent du spectre du potentiel de lentille Cjf. Ils
viennent donc d'une partie des termes du moment à quatre points de la
température observée faisant intervenir deux (p. Nous allons ainsi expli
citer dans cette annexe le calcul complet de la variance de l'estimateur
quadratique défini aux équations 6.8 et 6.7, à partir du développement
limité au deuxième ordre en cp.

Le moment à quatre points de la température observée s'écrit, en te
nant compte du développement limité à l'ordre 2 en (p :

(©h mi®e2m2 ©£3m3©4m4) =

©^2^2 + S©£2tn2 +

(®U++ *P)®U) (®U + *®U + *®eu) )
N'écrivons toutefois que les 11 termes jusqu'à l'ordre 2 en <p qui ne

s'annulent pas :

(©<,»>, ©fem2©U®U) = (©<,»., ©<2m2©U0U)
+ (<*©<im/©<2m2©U0U) +5 perms.

+ (<5(2)0£imi©«2m20?3m30|4m4) + 3 perms.
Nous allons montrer dans la section E.i que le premier terme de cette

somme vient du biais gaussien. Dans la section E.2, nous montrerons que

les termes en ÔS redonnent, pour une part, le spectre recherché et,
pour l'autre part, le biais Njf. Enfin, nous verrons dans la section E.3 que
les termes en complètent le biais gaussien.

E.i Terme d'ordre o en (p

Seul le premier terme de l'équation précédente ne fait pas intervenir le
potentiel de lentille :

(©flmi®£2™2 ©£3m3©£4m4) = (©^i/ni©^2w2) (©£3m3©^4m4)

+ (©£,»,,©U) <©fe»*®U> + <®<.«.®U> <®<2-*®U>
= ( — l)miC®^£1£2àmi/_m2( — l)m3Cf3Ô£3£4ôm3-m4
+ m3 Cl2 ^£2£i^m2Tn4 + C^q£4^m1m4C®^2^3^m2m3

1:83
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Le seul terme de la variance de g, d'ordre o en cp, vient de la partie décon
nectée de l'expression précédente.

(gLM êuM')^ = — E ^4(4 + 1)y/UiU + lXOf/is’/if
i€{l;4}

x vUtVlwM + 1)(2I‘/ + 1)IK^ +1)

( L h t2\( V £3 £4 )( L £, £2 )( L' £3 £4 )
\ — M m\ ni2 ) \ -M' m3 m4 J \ 1 0 -1 j \ 1 0 — 1 )

AlAl>

471
E E 4(4 +1) 2£i +1)(24 +1)

£imi £2m2

x ^(2L + 1)(2L' + 1)

AlA-l'

4 7T

/ L * *2 \ / 1/ 4 *2 W L 4 4 \ / L' e1 e2
\ — M mi wi2 / y -M' mi WZ2 / \ 1 0 -1 j y 1 0 —1

E E \/4(4 +1)v/4(4 + l)/<X2)4M2)C°Cf (24 +1)(24 +1)
£1^1 £2m2

x (-l)«+«'p+wp+tiI-,N/(2L + 1)(2L' + 1)
x / L h £2 \( L' £2 £1 \ ( L £i £2 \ ( V £2 £1

\ -M m\ m2 ) \ -M' m2 mi J \ 1 0 -1 j y 1 0 -1
D'après la formule C.n, nous avons donc :

(ÊLM sbM')i0) = â E 4(4 +1) +1)(24 +1)
£\£2

* PthL ( 1 0 -1 ) ( 1 0 -1 )
+â E v/4(4 +1) ^4(4 +1)/^/f/f/fc®c|(24 +1 ) (24 +1)

^ £i£2

x PÎW(-l),1+'!+t ( 1 o1 -1 ) ( 1 0 -1 ) W*»
Nous retrouvons une expression similaire au biais N^, mais où les Q len-
tillés ont été remplacés par des Q non lentillés :

{gLM êuM')(0) = ÔlL'ÔmM'-^

x E ^4(4 + c®c®(24 +1)(24 + l)p^2i ( 1 g1 ** )

v/4(4 + i)/l,1)/i2)( 1 J ) + V^+ïï^X ( 1 0 -i)
(E.i)

X
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E.2 Termes en J0 d'ordre 2 en (p

E.2.1 Termes en ((12) (34))

Pour cette combinaison des paires d'indices, le terme en
(£©.£©) (0.0) conduit à un monopole que nous n'écrirons donc pas.
Nous avons alors quatre termes de la forme (<50.0) (£0.0) :

(Iim&m-CU) = i- E y/Uh +1)y/U(t* +
ijifij

fe{l;4}

X (-1) M+M'pte2LPÎAvM+ 1)(2I' + 1) Wti +1)

/ L f, M/ L' <3 Uft (i U/I' (3 M
y —M m\ m2 ) \ —M' m3 J ( 1 0 -1/(1 0 —1 y

X (((<50<imi0<?2m2) {<5©?3m,0?4m4)> + 3 perms.)

Or nous avons, en remplaçant les coefficients I par leur expression (for
mule D.8) :

(ô©hmi ®e2m2) = CgCg E E

( <1 4 * ï ( ^ 4 4

V -«î -m2 J V -^3 mb —m4

(E.2)

Nous pouvons donc écrire :

—(-1)M+M' E +1)y/wu +1)41)4?4)/t2>
ie{l;4}

x pte2iPt3eiuJ(2L+i)(2L'+1) n(M,+1)

/ L Uh\ / L' <3 M/t <1 M/L' <3 M

y —M mi m2 y \ — M' m3 J \ l 0 -1/(1 0 —1 y

X ((seeimi©e2m2)

alav

4/r
£ \/4(4 + l ) V^4(4 + 4/q Vi2 Vi3 Vj4 ^^C®p^zLp^4L/

ie{l;4}

l i\ i2 \ ( v e3
1 0 -1 / \ 1 0x /(2L + l)(2L' + l)n(2^ + l)F<lW2Fw4 (

x E
m\m2

/ L ^ £2
\ —M mj m2

\ / 4 4 4 >

y V -mi m« m2 )1

x E
m3m4

/ L' 4 4

y —M' ttl3 1714
4 4 4 '

y V ~w« m3 -m ,) ^fl4a4^maw26

4

-1



i86 E. Calcul du biais N[ de l'estimateur

En appliquant deux fois la formule C.n, nous trouvons :

^ E y/m +1)^(4 +1)ft)f^f^fu^ivtkLviuv
iefW)

x l(2L +1)(2U + 1) Ym + mMFl3lA ( \ J ** ) ( L' J e_\
^Ua^Mmg àyêjM'mg r<p
2L + 1 2U + 1

- 4^2L+^ \A2^2 + a) \/+ 1)fi^fh fe^c?2C?4
e{M}

JWi + l)^iU2f£3L4 ^ ^ q1 ^ ^ 1 Q3 -1 )
Posons, pour simplifier les notations :

g£y£2(L) = V^+ïj/IXV/(^TT)(^T) ^ 2 g1 ^
(E-3)

Les différents termes de la forme (<!>©.©) (£0.0) se calculent de la même
façon et vont donner :

(*©/imi©/2m2) (é®imoim4)

mimi®t2rn2) (®hm3m<m4)

(0£imiæ,2m2) (^3m30|4m4)

(0,im/0,2m2) (0^0^)

Au total, nous aurons donc :

c'p
^L Al

2L + :1 47T

r"*P 4
2L + :1 47T

c'P
'“L 4

2L + :L 471

C'(P
L 4

2L + :L 47T

E^i£2(L)Efi^2C®
£\£l

E
*1*2

^1^2

^1^2

*3*4

x ESe3u(l)FULhc?3
*3*4

x ESe3e4(L)Fe3u4Cf4
*3*4

x Y^Sh(AL)FhL£3cf3
£3 £-4

{gLMgl'M’ /((12)(34)) — ^LL'^MM'
Cf Aj

2L +1 471

12

Ea.fe(L) +fWic°)
l_*l*2

Nous retrouvons, grâce à la définition 6.14 du coefficient de normali
sation Al :

{gLMgl'M' > ( (12^) (34) ) = àLL'àMM'Cl (E-4)
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E.2.2 Termes en ((13) (24)) et ((14) (23))

E.2.2.1 Termes de la forme (SQ.SQ) (0.0)

Cette fois-ci, ces termes ne conduisent pas à un monopole. Calculons

par exemple :

«»<,«,<0<2„20£,4» = %-f1 E
+ 1 44

(E.5)

Nous avons donc,

AlAl-(-1)m+m'£ y/t2(t2 + 1 )y/U{U + 1
4:71

tiW
fe{l;4}

X pUlPIulJ(2L + 1)(2L' + 1) U(2i, +1)

X L £1 i2 \ ( L' 4 4
—M mi m.2 ) \ —M'

X ((^0,im/0J3m3> (0fem20|4m4))

L U 12
1 0 -1

4 L' £3 ^4

H 1 0 -i

L 4 <2 y
1 0 -i- 4^LL'^MM' 5^4(4 + !) (/j^/jf) vtt2L(2£1 + !)(% + x) f 1 0 -1

44 '

^ p2 r<P p-0

De même, on montre :

«<50(imi »U)(ete0;3„3»^

-ré^LL'^MM' £ i/ErT\jMti + 1)4;41/£'/+',£L ( 2 C1 + 1)

x (%+d ( ^ 5 !2a ) ( î S !\ ) — <p ^->0
4

((©4m, ©U>(*04«2*©U>>

J^ÔLL'ÔMM' E 4(4 + 1) (/^/j
1

44

(i) ,(2)
4

L 4 4
1 0 -1

24 + 1
p>0 v-1 f2 r^
u4 2^ *444

44

«e*,», 0U><‘S€W0E.3>>^

Tz4l^MM' \/4(4 + l)y^
44

471

x (24 + 1)
L £1 4
1 0 -1

2(4 + 1 v\£2l (24 + 1 )

E 4 4 \ 1 ^0 x-1 f2 rQ r'
1 0 -1 y 24 + 1L/l r/ 4244L4L

^->0
4
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Donc, au total, nous avons :

(gLMgL'M')^0^0^0'0^ =

x + !)(% + !) f 1 q1
*1*2

X \IW2 + Ï)$ffî ( i J * ) + y/ti(*i + l)/£}/f ( l 0
F} 0 D „ F}

x E ctc?b
ia^b

f© ^\^q(-b | /">0
^ 2£i + l *24 + 1

(E.6)

E.2.2.2 Termes de la forme (£©.©) (J0.0)

Les combinaisons de paires d'indices ((13) (24)) et ((14) (23)) vont
donner des résultats semblables (il suffira d'échanger les indices 3 et 4).
Nous allons donc détailler le calcul pour la première combinaison. De

plus, pour chacune de ces combinaisons, on peut de nouveau écrire 4
termes de la forme (£0.0) (<$©.©). Sachant

=(-l)"l+"!C®C^ E(-l)"CA%«,f>2A<4

/ /l A 4 \ ( e A M

V -mi F ^3 y \ ~m2 —// ra4 y

(E .7)

nous avons,

(-!)M+M' E V<2(<2 + !) \/A(4 +
(iTtli

ie{1;4}

/ L M / L' 4 4 W E 4 4 \ / L' 4

y -M mi m2 y \ — M' m.3 J \ 1 0 -1 j ( 1 0

x l(2L + 1)(2L' + 1) Um, + 1) (t®km20imi))

= ~r~ E y/*2(*2 + !) \/4(4 + cgcgcjF^F^
£,A

x PtkLrlwy(2i + 1)(2I.' + 1) n(2^ + 1)
( 1 o1 -1 ) ( ï 0 -1 ) E(-l)M+M'(-l)m,+m2+"
/ L e1 e2 \f L’ <3 <4 ïï <1 A f3 \ / <2

y —M mi ni2 J \ —M' m.3 m4 y y —rai ji ) \ —ra2
l ^

ra4
x
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Les sommes de produits de quatre symboles de Wigner-3]' sont données
par la formule C.12. Nous avons donc :

AlAl1

4Tl
-(-1)M+M' E yJWi + !)\/^(4 +1)/*X2)/lX2)PwPw'

X

i€{l;4}

L h e2 \f V £3 4
—M mi ra2 / l —M' ra3 ra4

L ^
1 0 -1

L' £3 4
10-1

x /(2L + 1)(2L' + 1) n(2«i +1)

= -^àLUSMM, E \jWi + 1) \JU(U +

s 5)(î -.)

X(-1)^ECÎ^3^4{J | a}
En reprenant la notation définie à l'équation E.3, nous trouvons donc pour
les différents termes en ((13) (24)) :

(<50<im,©î3m3) (<50«2m2©£4m4) -* E&.d%M.(ncgCg<fo«,F<lAit
£,A

X r_1^2+4+L / ^ ^ 1*1
( j U UJ

(^imi©î3m3) (©e2m2^0|4mi) -+ Eft.ft(L)?«.(L)CS£tcA^.A<br<1Afe
t{\

X (-l)f2+<4+I- /

(0,irail5©J3m3) (<50£2m20|4m4) -*• EsvA^WOQWtF^.F^
€,-A

x f_l72+4+L / ^3 ^2 L \
[ } \ U £1 A J

(0<2m2<5©U) “ Eft,fe(L)ft3<4(I-)^cecÎFe3A<1F<4A<2
ijA.

X (-l)^^L { | JJ }
Nous arrivons ainsi à l'expression factorisée suivante :

(ÊLMgl'M')[Ô(u)(24)) = 4^ÔLL'ÔMM' ’4(L)
£

-L \ £\ U L
£2 £3 A

?<*{ £4 4 4 } fwJhxu
où nous avons défini le coefficient / par :

A1Ü2 = C?2F^L£2 + C?fi2L£i (E-8)

Et pour les termes en ((14) (23)), il suffit d'échanger les indices 3 et 4 dans
le résultat précédant, ce qui conduit au même résultat.
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Conclusion

L'ensemble des termes que nous avons détaillés ici n'est pas capturé

par le biais gaussien et contribue donc au biais d'ordre 1 en :

^=2^E?W2(%W4(L)(-l)^+iÇct{ J* | \ }/W*«.
(E.g)

Nous retrouvons l'équation 6.22 annoncée au chapitre 6.

E.3 Termes en d'ordre 2 en (p

Les termes de la forme (<$©.©.©.©) conduisent à un monopole pour la
combinaison d'indice ((12)(34)). Nous ne nous intéresserons donc qu'aux
deux autres combinaisons. Pour chacune, nous aurons quatre termes dif
férents, soit au total, huit termes qui contribuent au biais gaussien.

Par ailleurs, la formule D.15 nous donne que :

(æfjeîw) = (E.10)

où R a été défini à l'équation 4.22.

E.3-1 Termes en ((13) (24))

—( —1)M+M' E \!w2 + 1)^4 + 1
i'e{l;4}

( L h i2 \( V h U \( L £2 \( v h U \
X y — M m\ m2 ) \ — M' m4 J \1 0 -1/(1 0 —1 J

x /(2L + l)(2L' + l)n(«i + l) (^2)0<,-.,0U)

= E E W2 + 1)
Z */L txml l2m2

( l ix i2\ ( l' tx e2 \ f l ii £2 \ ( l' e1 f>2
X \ -M ml m2 ) ( “M' nu m2 J \ 1 0 -1 J \ 1 0 -1
x (2 U +l)(2ti + 1)\f(2L+1)(2L' + ï)h((i+ 1)R

— —j E +1) (/('/f;21) C®C®p^,2L(2£i + 1 j(2£'2 + 1)
h ^2

L ^ t2
1 0 -1

^iW + 1)
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Le terme conduit exactement au même ré

sultat. Un calcul semblable conduit encore à :

^—(-1)M+M' E ^2(^2 +1)^«4 +1
£itni

ie{l;4)

/ L h t2\( U (3 (4 \ ( L (1 C2 \ ( L’ £3 I4 \
\ — ni2 J V —M'ni2 1114 /Il 0 —1 y y 1 0 — 1

x /(2L + l)(2L' + l)n(2^ + l) (0£imi0|,m3> (<5(2)©&m2©|4m4)

= 4E^2 + l) (/f, ’/y1) C®C®pJ<2L(2fi + 1)(2^2 + 1)

x(ï 0 -l)2'* + ,)
Le calcul de ^©*imi0J3JW3^ (®£2m2^(2)©|4m4) donne le même résultat.

E.3.2 Termes en ((14) (23))

Le même calcul s'applique encore à ces termes et conduit à :

... . . . .at.
4 TL
l-l-ir1 E ^2(4 +1)^4(4 + PÎwPÎ<.L'

êitrijUm-i
i€{l;4}

X
l ix e2

-M m\ m2

L' £3 U

—M' 1713 m4

L £\ £2
10-1

L' £3 £\
1 0 -1

x /(2L + 1)(2L' +1) n(2^ + 1) (^©^.©U)

= - 2 E + 1 >\Jfn(M + 1)/” f/2 :fj']c®c®tiL
l\lï

x (2^i +1)(2l2 + 1) ( J 0 0 -1 ) ^ + a)
De même pour (®qm/(2)®!4m4) (@e2m2®e3m3)‘ Enfin, nous avons :

471

M+M' E
0 . ÿYI .
ZiTïlt

ie{l-A}

*1 £2 \{
m! m2 ) '

r(l) r(2) r(l) r(2) + +
û. o- 0. y û- t y û-t .11

L' £3 £a

—M' rti3 ra4

L £x £2
1 0 -1

L' £3 £4
1 0 -1

= -yTZ^L'^MM' Yj \J^(^2 + ^)\]£\{£\ + 1 )/!*Vif/^/jfC®C®p^iiL

x (2£\ + 1)(2^2 + 1) ( \ q1 ) ( 1 0 \ ) 4(4 + 1)
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Conclusion

En rassemblant les résultats des deux sous-sections précédentes, nous
trouvons :

(Si= -?TzhvèMM' e +1)
z t\t2

L h t2
x (2£2 +1)

1 0 -1

x \füh + ï)ffîffî

[£\{£\ + 1) + ^2(^2 + 1)]

+ v^+ï)4X2)l e1 t2
1 0 -i

L i2 £\
1 0 -1

(E.11)

E.4 Conclusion : variance de l'estimateur au premier
ORDRE EN

Nous avons, dans cette annexe, explicité entièrement le calcul de la
variance de l'estimateur du potentiel de lentille, en allant jusqu'au premier

ordre en cj. Celle-ci est donnée par :

{gLMgLM*)

(CLMCLM*)

àLL'àMM'

Ôll'Ômm'

Cl + N(L°'g) + N[hg)

N(l°'c) + n{lu)

(E.12)

(E.13)

—> Nous avons montré que la variance de l'estimateur donnait le spectre
de puissance du potentiel de lentille (équation E.4) à partir des

termes connectés i.e. la combinaison ((12)(34)) de la forme (<5© 0)2
du moment à quatre points de la température observée, dévelop
pée au deuxième ordre en cp. Ces termes donnent en revanche une
contribution nulle à la variance de la partie rotationnelle de l'estima
teur pour les mêmes raisons que celles pour lesquelles son espérance
était déjà nulle.

-> Un certain nombre de termes que nous avons calculés précédemment

dans la variance de l'estimateur, au premier ordre en Cf, sont en
fait inclus dans le biais gaussien. Rappelons en effet son expression
obtenue à l'annexe D, valable pour la partie gradient comme pour la

partie rotationnelle (signe + ou - de :

= ÛL V/^+Ï)/)11)/12)C,®C®p±<2L(2^ + l)(2fe + 1)
471 t\lz

y/e2((2 +1 )/<X> ( 1 O1 -1 ) +

L £1 M

10-1 J

L £2 £1 \

10-1 J

Les spectres de température Q désignent ici les spectres lentillés dont

l'expression au premier ordre en C^ a aussi été établie à l'annexe D et
s'écrit :

1

ÏITÏ
r2

'~ea{~ibttiatbcf = cf[i-e(e + i)R} +
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Nous pouvons donc expliciter le produit C0C0 dans le biais N®, au pre

mier ordre en Cjf :

/^0/^0 c® [1 - em + i)R] + E cicfbFjM

c® [1 - e2(e2 + 1)R] + E cî.c?AeA

*Z<t - C?M+ m - cg/i(<i+i)r+E ctcZFw„
z^2 + 1 44

C0
1 4 V-1 r'Q /'’© r2

+ 2Â'"+Ï ^ L4L4*442^ +
44

La contribution du premier terme est donnée par l'équation E.i. Celle
des deux termes suivants correspond à l'équation E.11. Enfin, les deux
derniers termes se retrouvent dans l'équation E.6. Pour ces trois termes, les
expressions ont été obtenues pour la partie gradient de l'estimateur mais
peuvent facilement être transposées à la partie rotationnelle en remplaçant
le facteur p+ par p~.

-© Enfin, le biais N[ (équation E.9) provient des termes déconnectés de
la forme (£0 0) . Une fois encore, nous avons fait le calcul pour la
partie gradient de l'estimateur. Pour la partie rotationnelle, il suffit
de nouveau de remplacer p+ par p~.



Calcul du biais £ de
l'estimateur

Pour calculer le biais d'ordre deux en C'f de l'estimateur, nous allons
calculer les termes supplémentaires qui apparaissent dans sa variance,
c'est-à-dire essentiellement dans le moment à quatre points de la tempé
rature observée, lorsque le développement limité de la température est
poussé au quatrième ordre en cp. Nous commencerons par étudier le mo
ment à deux points de la température avant d'expliciter ces termes sup
plémentaires.

F.i Expression du spectre de puissance de la tempéra

ture LENTILLÉE AU DEUXIEME ORDRE EN Cj?

Le développement limité de la température lentillée s'écrit, en allant
jusqu'à l'ordre 4 en (p :

1 . .

0(H) » 0(n) + V^(«) V'©(H) + -Vi(p(n).X7j(p(n)V* V;0(H)

+ lvi<pvi<p\'k^viv>vke(n) (F.1)
6

+ +...

La transformation en harmoniques sphériques de cette équation conduit
à :

=®em+e e
t\m\ t2m2

+ 2 E E E mi ®l2m2$3^3 Jee^i2ll 3
t\m\ t2m2 e3m3

+-EEEE
0 i\m\ t2m2 t3m3 t4m4

i\ m\ t2m2 i3m3 i4m4 £5m5

(F.2)
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où nous avons posé :

f«T2 = J dSY^.ViYe^.VYt,m (F.3)
Œ”3 = JdML-ViYhm^iYlm3.VViYhm2(F.4)

= / ltôY;m.ViYtim.VjY;3m3.VkYiimt.ViViViYiim2 (F.5)
HZ\h™ = I dëY^.V^.VjY^.V^.V,Y^.V-WV^
Nous retrouvons bien, en limitant les calculs au deuxième ordre en cp,
l'expression 4.15 introduite au chapitre 4 et établie dans l'annexe D.

Ecrivons la variance de la température lentillée :

= ({0em + setm + ô^eem +s^etm+s^©tm')
x + s+ â<3>©pm, + )

Ne retenons que les termes d'ordre pair inférieur ou égal à 4 en phi :

(0£m0|,m,) = (0£m0£*,ra,> + (0tmS<2>0pm,)+ (0}m,ô^0em) + {S0tmô0}m,)
+ (ô^0tn5^0},m,) + (60tnô^0},m)
+ (0lmô^0}m) + (0},m,ô^0tm

Les termes de la première ligne sont ceux de l'expression obtenue au
deuxième ordre en (p. Nous avons donc 5 termes supplémentaires à calcu
ler.

(sM®emsv®}m,)= J £ £ £ £ E £
t\m\ £2m2 hm3 V\m\ ^2m2 ^3m3

x ((Ptimi(Pe3m3(Pe[m[(t)t,3m'3S) (®h™2®£'2m'2

otons que, par parité de la somme i' + i\ +£f2 + ^3, nécessaire pour que
i'm\m!7m!3 •. 1 T* r
p p g 3 ne soit pas nul, nous avons J = /.

{^0tm^0\,m) = \ £ E E E E crdr5
t\m\ i2m2 i3m3 l\m\ i'3m'3

X ((Pt\mi(p£3m3(p£'lm\ ^3^3 ^ ^--£2^£2£'2^m2m'2
moment à 4 points en (p donne quant à lui :

= (-ir+m>cl

"F ^m\m\ ^£3>£3£'3^m3m'3
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Nous avons donc :

>0,m<5<2>0|,m,) = - E c®

+ E E Ch Ci3khhh
hm\ £3m3

£2^2

( r'
yt't\t2h

Er1 ftp wp jmmim2tn-i -,m!m\m2m!xL-t ^h^i’Mhhh
htm ê[m[

<p f-r(p jmm\tn2tti2, ( jtn'm\m2tn3 . / -i \fflj+m3 rtn'— m3m2—wj
+ V D U'hhh )

Et nous montrons :

te— = / d”Y<mvIy<3_m3v/y;i<_miviv'y<2m2
= (-l)"+m3 /ViY;3m3VyY<im,V'V'Yj.j^
— ( _i\mi+m3Tm'mim2m3
~ \ h'hhh

D'où :

^2>0ta^2)0|,m,) = - E C® E C<,C? + l)(2^l +1)*«A

x^'(^ + lKW + l)(2n + l)<5«2Vm2+2 E E ciclj—3iïwP
hm\ £3m3

(<5<2>0ta<5<2>0^,) =CfS((fômmi Ec?/i(^i + 1)(2^1 + 1)
, 1 V-1 x-i0 v-1 V r'ÿ n'P jmm\m2m3 rtn'm\m2m3
+ 2 E c<2 E E clcVuJ2iî WU

hm2 hm\ hm3

Or, d'après l'équation D.12 :

ETfflf«im2m3 Ttn'm\m2tn3Hhhh n'hhh
m\m.2m3

-1 £1 L(-1)- r
2 rML(L + 1)V-«1 ml M

X F«,l [4(4 + 1) - L(L + 1) + 4(4 + 1)] 4,L<2

(-y. -i ( e 4v
2 fy,V{L' + l)\-m' ntt M’

x F«,i/ [4(4 + 1) _ L'(L' + 1) + 4(4 + 1)] F,

D'où, d'après la propriété C.11 appliquée deux fois :

Ej-mmim2tfi3 7m'mlm2m3JpP.P.P, JP

e2 £3 L

ni2 -m3 -M

£2 *3 L'

m.2 -m3 -M'

ihhh n'hhh
m\tn2m3

1 àLL'àMM' { £ £\ L \ ( £' £\ L

4 lm [L(L + 1 )]2(2L + 1) V ~m mi M ) \ -m' m\ M
x FihLfy'hL [^2(^2 + 1) ~ L(L + 1) + ^3(^3 + l)]2 Fhh

J~-E [L{L + l)P(2i: + 1)F«’l [4(£z + !) - F(L + 1) + 4(4 + l)]2F\Uï
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Finalement :

=CfSu,Smm, -EC?/i(^i + l)(2€l + 1)
*1

1 See'Smm' y ^Q^ip ^(p y ^
8M+1 ^L. [L(L + 1)P(2L + 1 )

x [4(4 +1) — 4^ + 1) + 4(4 +1)]2 423l*2

Soit encore, en utilisant la définition 4.22 du coefficient R :

(<5(2)0£m <5(2,©lw) =

|Q ^ 2 J+82£ + 1 C<, C<2C<3

X Ç 2LTÏ )2 + 1} - L(L + !) + *(«3 + l)]2 J
(F.7)

2(<5(3)©fm^©,*,m,) 4 E E E E E E
^’1m1 *2m2 *3?«3 *4^4 ^2m2

x (<Pt’Lmt(PPim3(PU™A{P?\m[}

^(3)©te<s0|,ra,) = - E E E E E
u *im3 £2m2 (31113 *4m4 *'m3

x ^^im,^3m3^4m4^'m,1) ^f2^£2£2^m2m'2
Le moment à 4 points s'écrit cette fois :

(^imi^3m3 ^4^4^^; } = ( — 1 )mi+m3£4<4i1,_m44ï3/-m'j
+ £3 "23 cf4 ^*4*' ^m4m; + £' ^mi m/ C*43*4 <4z3m4

Donc, nous avons :

(<5<3>0<m*8O =i E c® Ey i^mm\m2m\m4 jin'm$m2 s^<p wpLu A**i*2*i*4 1£i£4£2 ^£^£4
£2m2 \_£\in\ £41114

1 y y Tsmm\m2m3m3 jtn'm\m2 s^<p s-,<p
^ L^ L-, £2*3*3 4*1*2 c*i *3

*!mi *3m3

. y y jxwm1m2m3-mi Tm'-m3m2/ -1 \mi+m3/-'<P ^
L-i L-! ^**i*2*3*i 4*3*2 V D L*iLf3

*1™1 *3™3

Repartons de la définition F.5 pour expliciter les trois termes en K. Nous
utiliserons les propriétés B.36 et B.39 :

K_,imi = J d0y;m.v1.y,imi.v;Y;imi.vty,4m4.vivV^r<2ra2
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Eœr=-!'>('+i)(«i++Disr
Wi

De même,

EK«rs?m3=+ h+mih+»tsr
m3 z-

Enfin,

K7™W3™3 m] = J d^Y£rtr v/y£,m,.vyy;3ra3.(-i)m'v,r;imi.viv'v*:rfem2

+1)4(^ + i)(-i)m3/«3^3ra2
mi Z

<1

X

-0

'*2

Réinjectons ces expressions :

(<5®0emæ*e,m,) = -- £c? £>(4 + i)cj
\ iZ " £2

<!«>+i)(2*+i)Ect e î«:rf«rr
£4

+e<3«3+i)(z«3+d33 e xr-^rr
<3 m\m 2

+ em+me,+i)Ect E iu;r<7™
£3 m2m3

D'après l'expression calculée à l'équation D.13, nous avons donc :

1 Spf>ôn_

’1 £1 ' £2
/s^Qtm Ô0*e,m,)= E^iW + l)(2*i + l)«t E^2 + l)cg Ecf,F«3<2

Soit encore pour les deux termes en en renommant l'indice muet £3
en i\ :

S^0emS0},m,) + (â0emâ^0}m,) = -|f^E3/2^2+ 1
(F.8)

A4

F.ï.3

(0-t,m,^0em) = - E E E E E
£\m.\ £2m2 £3m3 £4m4 £5m5

X (^iJni^3m3^4m4^5m5)

(0|,m,<5W0,m) = - e E E E H^«X4m5
A^h £3m3 £4m4 £5m5

X (4>£\mi(p£3m3(p£4fn4(p£5m5) ^£'^£2£'^m2m'

/^tRVA7^N
V^ARIS^x
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Le moment à 4 points s'écrit cette fois :

(fai mifa3m3 fa^m^^m5) = (~l)mi+m3^£1^i4^mi/-m4^'f3^3^5^m3r-

+ Cq &t\ m3 Cl Sm4m. + C^S^£5SmitTl5<t<W

Nous avons donc :

m5

m3m4

(&e,m^eem) =Lc® [ E E
I V-1 V"1 ( zjmmim'm3m3mi , TTmm-[m,m3-m-l~m3/-l\mï+m3\

Lu L WiL<3 C«1«3¥i +n«,«3flf3 V D J
£3m3

Or d'après la définition donnée par l'équation F.6,

E Cr = /d^Ev-y<.m,Vjr;,mi.Ev^£im4v*y;4m4.viv/vi:v'1yw
mir«4 ^ mi m4

= Jdgy?M^ + ^(2£l-+. ai *«(*« +^ +a> [4«?' +i)]2y„

= 4(4 + 1)(24 + 1)4(4 + 1)(24 +1)——j

De même,

E Hu7è™£rm' = /J<Ew1..v»,(,,-Ev&w,.rvwvi'w
m4 m3 J m\ m3

— + l)(2^i + 1)^3 (^3 + 1)(2^3 + 1)——^

Et enfin en utilisant la définition du conjugué d'une harmonique sphé
rique (équation B.2o),

E (-i r+X5w?rr"3 = /
mim3 ^ rti\ m3

x viv'v'rv',y(,m,

— 4(4 +1)(24 +1)4(4 +1)(24 + i)L—-—^—ôe£'Smm'

D'où, en rassemblant les termes :

(=>* jf(4)R \ _ 3 X X pO^ + lJr
^tm,d '®£m / 1

-1 2

E4(4 + i)(24 + i)C?
Lh

;-cfR2 [i{e + \

Nous avons finalement, pour les deux termes en :

+ (©te<5<4>0|,m,) ^+ a)R V (F-9)
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Conclusion

Rassemblons les termes calculés F.7, F.8 et F.9 :

Fl

=Su,Smm, |c? [1 - l(t + 1 )R] + £ Cf c®^
^/£(£ + l)R\ 1

+C< [—2— ) +

x ç 2ITT (l(l+1?)2 t4(^2 +a) “ L(L +1} + +1})2
- 2ZT1 E C«/2(4 + + C® (^—

Ce qui achève la démonstration de l'expression donnée à l'équation 4.23 :

(0£m0j/m/) =Ô££tân

+ 27TT E <£ 11 " *2(4 + i)R]

V-1 Y"1 j;
82£ + l^ * ^ ^3“2L + 1 \ L(L + 1) )

x [^2(^2 4-1) — F(L + 1) + ^3(^3 + l)]21

(F.10)
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