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SYMBOLES FREQUEMMENT UTILISES DANS CE MEMOIRE

ansemb le des.nombres entiers strictement positifs.
ensemb le des nombres én*iers positifs (y compris 0}
ensemb le des nombres entiers relatifs (positifs et néga+ifs§
pour tout x

appartient &

partie réelle du complexe x

partie imaginalre du complexe x

comp lexe conjugué du complexe %

matrice adjointe de la matrice A

systéme de coordonnéesde |'espace a ?rois dimensions
systéme de coordonnéesde |‘'espace-temps

3

!

tenseur métrique

déterminant de la matrice (977
composante covariante du vecteur 3
compesante contravariants du vecteur ;
composante cartéslenns du vecteur 2
composanta d'un tenseur

composante d'un psecdo-tenseur
symbo1e da Kronecker

indicateur de Levl Clvita.




Introduction

Notre ambition initiale était de réaliser en microondes des expériences
relativistes de propagation des ondes électromagnétiques dans des diélectriques
en mouvement. Cecl nous a conduit & &tudier au préalaﬁle, le calcul tensoriel
et la géométrie différentielle qui sont les outils indispensables de

i'électromagnétisme relativiste.

I} nous est rapidement apparu que ces méthodes, surtout utilisées pour
|'espace quadridimenslionnel de la relativité, pouvaient également rendre de
grands services pour poser et résoudre les probiémes tridimensionnels de
I"électromagnétisme classique, lorsqu'lls présentent un aspect géométrigue
tourmenté. |1 nous a donc semblé intéressant de consacrer dés lors nos
travaux de recherche a la mise au point de ces nouvelles méthodes et 3 les
illustrer en résolvant quelques problémes d'électromagnétisme. [l est vrai-
semblable que si, Jusqu'alors, ces techniques n'avaient pas fait |'objet de
beaucoup d'applicafions.dans ce domaine, cela était essentieltfement d0 &
|'aspect rébarbatif du calcul tensoriel qui, 'le plus souvent, rebute 3 priori
le physicien. En fait, ce formalisme n'est compliqué qu'en apparence et s'avére
a l'usage le plus simple et le plus rationnel!, son avantage primordial résidant

dans la facillté d'écriture des conditions aux limites.

En effet, la résolution compléte des équations de Maxwel! nécessite

d'écrire la continuité de certaines composantes de champ sur des surfaces limites.

Cect n'est analytiquement possibie que si ces surfaces limites sont aussi




des surfaces de coordennées. Trés souvent, on élude cette difficulté soit en

se¢ restreignant aux problémes qui peuvent étre traités avec les systémes
traditionnels de coordonnées orthogonales (cartdsien, cylindrique, sphérique,
etc...), soit en abandonnant |‘'analyticité au profit du calcu! numérigue.

Malgré tout, il semble bien, que pour les problémes les plus généraux, la

recherche de sclutions, au moins partiellemant analytigques, conduise inévitablement

3 utiliser de nouveaux systémes de coordonnées non orthogonales.

De plus, dans ce formallsme, les |imites Interviennent explicitement
sous la forme de paramétres fonctionnels dans les équations de propagation, &
la maniére des propriétés diélectriques et magnétiques du milieu. Cela rend
possible, a partir de solutions de problémes connus, |la résclution des problémes
volsins, par des méthodes de perturbation dont |'origlinallité est de porter sur

le systéme de coordonnées lui-méme.

Dans l|a premidre partie, nous présentons tout d'abord ‘fe formalisme
quadridimensionnel des équations de Maxwe!!l sous forme covariante développé
par E.J. POST [ 19]. Nous en donnons ensuite une écriture simplifide adaptée &
|'espace tridimensionnel et valable pour tout systéme curviligne de coordonnées.,
Afin de pouvoir illustrer nos méthodes, nous avens été amenés 3 introduire deux
nouveaux systémes de coordonnées (Annexe I), dans lesquels nous projetons les

équations de Maxwell :

_ - le systéme de coordonnées "de révolution™ pour !'étude (falte dans
la seconde partie) de |a propagation des condes dans les guides cylindriques

périodiques ;

- le systéme de coordonnées "de translation” pour i'étude (faite dans

la troisidme partie) de la diffraction d'une onde plane par un réseau.

Pour ces deux problémes, nous avons développé deux technigues diffé-
rentes ; d'une part, une méthode de perturbation des conditions aux IImites
permettant d'obtenir quelques formules analytiques ; d'autre part, une méthode
"rigoureuse mais plusnumérigue falsant appel aux méthodes de [talgeébre

tTnéaire (caicul des valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice).
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Chapitre I

LES EQUATIONS DE MAXWELL EN

[. 1.

COORDONNEES CURVILIGNES

LES EQUATIONS DE MAXWELL EN COORDONNEES CURVILIGNES

L'état électromagnétique d'un milieu continu est défini par cing

champs vectdriels et un champ scalaire :

dante des

champ électrique

champ (ou excitation magnétique
excitation électrique

induction (ou champ) magnétigue

densité de courant

o «}wlolximi

densité de charge.

Ces grandeurs satisfont aux équations de Maxwe!|

> a8 -
rot £ = - 35 (I.1.1a)
. I . :
rot H = Q% + 4, | ' ¢ ’1‘1b)
divB = 0O, R co _ (I.1.1¢)
div D= p. _ _ - (I.1.1d)
Il est habituel d'ajouter une autre éguation qul n'est pas indépen-
précédentes et exprimant la conservation de ['électricité :
agivy = -2, (I.1.1e)



Ces relations constituent [a base de I'é!écfromagnéfisme et ont

valeur de postulat.

Dans tout ce qui suit, nous étudions des champs qui sont des fonctions
harmoniques du temps et nous utilisons |la méthode des imaginaires. Aux compo-
santes des champs, sont associées des grandeurs complexes, les composantes

réelles étant obtenues en prenant la partie réelle de ces grandeurs compliexes.

Nous supposons gque toutes les grandeurs complexes dépendent du temps
par le facteur exp {iwt), ol @ représente la pulsation. Nous pouvons donc
écrire : o

a_ . ' C '
3T W | : o : (r.1.2)

Remarque -
Afin d'allidger i'écriture, et comme cela ne préte en général pas &

confusion, nous adopterons dans fes chapitres suivants les mémes notations

pour ies amplitudes complexes et pour les champs sux-mémes.

B Les relations de milieu

Pour résoudre les équations de Maxwe!l (1.1.1), 11 faut faire des
hypoth&ses sur les propriétés &lectromagnétiques du milieu dans lequel
existent les champs. Ces h?poThéses se traduisent sous !a forme des relations
du mitieu qui, dans le cas le plus simplé d'un milieu homogéne, isotrope,

diétectrique et magnétique parfait, s'écrivent :

B- - é+, 3 (11.1.32)
CRPIRTS | . . 1.1.3b)

et pour un milieu conducteur,
e - : '
J = gE. : - (IT.1.3¢)
Les grandeurs e, §4 et ¢ sont de simples scalaires. € désigne la

permittivité, u la perméabl!ité et o la conductivité. Dans le cas le plus

général, ces grandeurs sont tensorlielles et dépendent des coordonnées d'espace

et de temps.




Tow oy T T

Les équations de Maxwell (I.1.1) sont des éguations affines alors

gue les relations de miilleu sont des équations mé+triques.

I, 2, LES EQUATIONS DE MAXWELL SOUS FORME COVARIANTE [13, 15, 19, 23]

Aprés avoir constaté dans les égquations de Maxwel| une certaine
similitude de comportement des champs vis-3-vis des variables d'espace et de
la variable temps, Minkowsky fut !'un des premiers & chercher si les grandeurs
électromagnétiques pouvaient s'exprimer sous la forme de champs de | 'espace
quadridimensionnel espace-temps. Pour cela, 11 a ét& conduif & associer aux

champs classiques, des tenseurs de |'espace-temps selon le processus suivant :

—
E
E, }"’Flv' - F v €{0, 1, 2, 3}

VA
-
0 | e Av VA :
_"}—b = '—G -: . (1-201)
7 A
b ©
Av
F est un tenseur deux fois covariant, G  est un pseudo-tenseur de polds +!

Av
deux fois contravariant, c)t est un pseudo-vecteur contravariant de poids - +1.

Les lettres grecques sont réservées aux indices relatifs 3 1'espace-
o

temps, I'Indice zéro est relatif 3 la variable femps : x = t.

En utliisant les tenseurs champ Slectromagnétique (I.2.1), Minkowsky
a généralisé les équations de Maxwell (I.1.1) & |'espace-temps. E.d. Post [19]
a repris les éguations ainsi obtenues et les a écrites dans ie systéme MKS

raticnalisé.

Equations de Maxwel!-Minkowsky @

F =0 ' aI.2.2a)

3,6 M .¢? “ (I1.2.20)
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Le symbcole "crochet" [ K, A,v] intervenant dans 1'équation {1 .2.2a)
Y

posséde ta signification suivante :

~

. 1 .
Lk a0 3T P * Puen * Pk ) q.2.3)

" Pacy T Puxk T P
En tenant compte de 1'antlisyméirie du tenseur Flv’ | "équation
(I1,2.2a) peut donc aussi s'écrire :

3 F . + a,F_ = 0. ' _ (1.2.4)

% Fav” T * B

Pour un milieu au repos dans un systéme cartésien de coordonnées, on
peut, entre les tenseurs F, G et C, et les vecteurs du champ électromagnétique

faire tes identifications suivantes :

x = T, & =X, X =y, X =z ' ' {1.2.5)
0 F F_ F 0 -E -E -E
a1 02 03 1 2 3
F O F F E 0 B -B
10 12 L3y, 1 3 2 — ' (.2.6)
F F 0 F .E -B 0 B '
20 21 23 2 3 1
F F F 0 E B -8 0
30 31 32 __3 2 1 _
"o Gg°' G G°F) o 0 D D]
1 2 3
Glo 0 GIZ Gl3 D o} H -H .
= 1 3 2 o _ . (1.2.7
20 21 @3 . -H 0 H
GG 0 G Dz 3 1
30 @31 §2 D H -H 0
_53 G a ° _ L a 2 ) |
o
c =5
¢! = _
1 . .
) p (.2.8)
c 2
¢ =
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Si ['on sépare la variable temps des variables d'espace, les équations
affines de Maxwell-Minkowsky {(I.2.2) se réduisent aux équations habituelles
(r.1.1).

Nous admettons que ce sont les équations de Maxweli—Mihkowsky (1.2.2)

gul constituent le postutat fondamental de |'é&lectromagnétisme.

n Invariance des équatione de Maxwell=-Minkowsky

Les équations de Maxwell-Minkdwsky sont invariantes[19] , c'est~d-dire,

conservent leur forme analytique pour tous les systémes de coordonnées 3 guatre

'.dimensions, si |'on fait les deux hypothéses suivantes :

i. Tous les systémes de coordonnées peuvent &tre obtenus de maniére
holondme (A.3.6) & partir d'un systéme dans leque! les équations sont supposées
valables. | |

2. Les composantes de F}‘ . GM et (:.)L se transforment dans un’
changemen+ de coordonnées selon les lois tensorielles (on dit alors qu'elles

sont "covarlantes').

Ces deux hypothadses cont la signification analytique suivante!

T .
Scien'l'{x)‘}e'l'(xl ) deux systémes de coordonnées espace-temps ; la

transformation est holonéme si

)L' lf
Al Av ax ax
3 A 3, A", soit = ; : (1.2.9
v A AV ax“axk ax"oax
A A
A . 3 x Ix ' o

Les composantes des champs sont covariantes si :

F AN (1.2.11)

Aty © k'v' Av

MV T A:,\" eV | 1.2.12)
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=1 . : ’ . o .
cl' "6' A;'cl . (I.2.13)

Ces conditions é&tant remplies, le systéme (1.2.2) est invariant :

e Mt ™ % Fann | (1.2.143)

Tyt
BvG“ - viGk Y | (I.2.14b)

De plus, on peut démontrer :

o _ .

e Il A T T Tl T AP | 1.2.15)
Av Y oV A A0 v o0 Av Av

V\JG b av G * G I'\)U'+G I:\)O'-rw G a\)G (I.2.16)

Le symbole ¥, désigne la dérivation covariante et Fta l[e symbole de
Christoffel.

Les retations (I1.2.15) et (I.2.16) montrent qufil n'est pas utile de
faire intervenir la dérivation covariante et par suite les symboles de Christoffel
dans tes équations de Maxwel]-Minkowsky (1.2.2). Les dérivations étant des
dérivations ordinaires ou naturelles 31 , on dit que les équations de Maxwel |-

Minkowsky sous la forme (I1.2.2) sont naturellement invariantes.

B Les relations de milieu

On pose qu'i! existe entre les tenseurs champ électromagnétique une

relation lindaire (11.2.17) qui est la relation de milieu =+

G Avok ¢ S (1.2.17)

‘l
VR gK

Le fenseur du milieu XAvUK est un pseudo-tenseur de poids +1, d'ordre
quatre, quatre fois contravariant. En ralscon des propriétés d'antisymétrie des

tenseurs le et FcK , il vient :

Avg A AVKO TKVA
X VT e o VATK e VK X (1.2.18)

£n raison de {I1.2.18), le tenseur de milleu posséde au plus 21

composantes non nulles différentes, mais seudement 20 composantes indépendantes
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car dans le cas général, on peut montrer {19 ] qu'il existe une relation supplé-

mentaire

L Aveel Lo (1.2.19)

Les relations (1.2.18) et (1.2.19) sont indépendantes des propriétés

de syméfrie du milieu,

Dans un changement de base, 11 vient pour le tenseur y :

Atutgie! -1 AW'g'¢!? Avgg
|A| AkvaK '

La relation de milieu (!.2,17) est une relation méfriqué enftre le
tenseur ka de |'espace vectoriel E4 et le fenseur va de !'espace dual E; 3
les composantes )(me< du tenseur de milieu dépendsnt non seulement des propriétés
électromagnétiques du milieu mais aussl des propriétés géométrigues du systeme

de coordonnées utilisé, par ['intermédiaire du tenseur métrigue gij‘

I, 3, LLES EQUATIONS DE MAXWELL SOUS FORME COVARIANTE

TRIDIMENSIONNELLE

Un tenseur antisymétrique d'eordre deux de 1'espace & quatre dimensions
posséde six composantes non nulles Indépendantes ; c'est-d-dire le méme nombre
que deux vecteurs de |'espace & trois dimensions. Associons des vecteurs

tridimensionnels aux tenseurs électromagnéfiques :

S 1 oidk . .
Eg = Foi , - 7 gt ij ’ 1,7 k&( 1,2,3y
o . GOt H.o=Lla @ik (1.3.1)
T 2 ik :
o .t
p =C !i C

&ka est |'indicateur de Levi=Civita,

Avec ces grandeurs, les équations de Maxwel [-MInkowsky s'écrivent :

ik, ¢ . . 3B .
& ajEk e o - (1.3.2a}

2,8 = 0, | T (1.3.2b)
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R S T

- 1: 4

L7k ., | -

R _ | (.3.2¢)
3;,D"= p. o (I.3.24)

Compte-tenu des identifications (I.3.1), le systéme (I.3.2) est
équivalent (et posséde donc les mémes propriétés d'invariance}) que les
équations de Maxwe!|-Minkowsky (1.2.2). En particulier, il est invariant pour
toutes les transformations holondmes de coordonnées de |'espace affine &ﬁ .
Par contre, les quantités définies par (1.3.1} et qui intferviennent dans ces
équations ne sont pas covarlantes ; elles n'ont donc un comporfement tensoriel

[-]
qgue si les transformations considérées n'affectent pas la variable temps x = 1,

ce qui s'écrit

oy Q9 A

-]
Ay =8e , Ay = Bor R L 1.3.3)

§i cette condition (I1.3.3) est remplie, les équations (I1.3.2)

sont nature!lement invariantes car nous pouvons écrire :

z A RV, 1
Egy = Aly Eg B = Al AL B | |

: ! PCANEC A -
Hi! = Air Hi D” = !ﬁl Ai D £,2'€{1,2,3} (I1.3.4) ,
A L ' 1
N P .V o =18 p

- -
On peut remarquer que, par nature, £ et H sont des vecteurs covariants

- = -—
et B, D ot } des pseudo-vecteurs contravariants.

Toute identification enTre'E.e+ B'd'une part, a'eflﬁ d'autre part
{comme dans les anciens systé&mes d'unités) suppose {'abandon du caractére affine
des équations de Maxwell. Celles~ci contiennent ators de maniére implicite
les propriétés géométriques du systéme de coordonnées et les propriétés spéci-.'

fiques du milieu considéré.

B Les relations de milieu

Pour un milieu au repos par rapport au systéme de coordonnées, certaines

des 21 composantes du Tenseur y sont nulles ; 11 vient :

X 0£jk= O, v i:jsk € {1:2:3}- . ) (I .3.3)




- O " % %F 9 W O wT KT FOTYCO)F QT 2 0
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£y oYY T8
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9
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3
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\
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'
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Y
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La propriété (I1.3.5) raméne & 12 le nombre des composantes non nulles ;
ce nombre est alors égal & celui des composantes indépendantes de deux tenseurs
symétriques d'ordre deux de |'espace & trois dimensions. A partir de lecx

F) - » ‘L Y +
nous définissons deux nouveaux tenseurs g J et Xij de la maniere suivante :

el = yor9, (1.3.6)
kimn o
avec ! .
i, ] .
€ €. et Xei™ X5z - Tsds E,1,mn € {1,2,3} . (1.3.8)
Si la condition (I.3.5) est remplie, la retation de milieu (I.2.17)
devient :
Di = EijE . (I.3.%a)
eyl (1.3.9b)
H; xWSJ - .

et en inversant ces relations :

= J . . : . ’ I. |9 )
£, * ng; 07 | | (I.3.9¢
Bi = Hina (I.3.9d)
d
avec :
. (2! iy o -t 1.3.10
(ngg = (D7 ot D 0T (1.3.10)

Si la conditien {I.3.3) est vérifiée, les quantités représentant le

milieu ont un comportement tensorlel

AR A 1 i'j' ij o . _ . _
et d s | Al Aij Y, (I.3.10a)
-1 i
= . . (I1.3.10b)
Xprge = 180 A xgg 0
-1 44
LRI Y Ai'j' nij ’ (I.3.10¢)
+ » _1 - » «
T A VN R A A (1.3.104)

Comme la relation de mllieu quadridimensionnelle {I.2.17}, les relations
(13.3) sont des relations métriques car elles étab{issent une connexion entre les

vectaurs covariants et contravariants.
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B Leg équationg de propagation de champs

Dans )'équation (I.3.2¢c), remplagons H, par sa valeur en fonction de
BX tirée de (1.3.95) |

gidk dx 80 L 30, 1

5 . (.3.12)

Dérivons par rapport au temps, en supposant que les fenseurs du
miliev sont Indépendants du temps :

gidk 3, 8, 300 b :
3t 8tc ot 3D

Reportons (I .3.9a} et (I.3.22) dans cette derniére relation :

2
. ' .9 E, Z
tik Jlm. RN % IS R | R
& &34 X1 O E *¢ 3 + ” 0. 1 .3.14)

Si nous.nous plagons dans le cas d'un milieu condicteur, nous pouvons

ajouter aux relations de milisu :

1% . gt £ o | (1.3.159

et en reportant cette derniére valeur dans (II,3.14)

2 c
gldk glmy o 4 g L A S A R - (I.3.16a)
j sz m n 31'2 5t ) e

En procédant de la méme manidre pour les équations relatives |
Hi (I1 .3.2¢), on obtient :

gk g ma H - 8T, 1T %zl - 0 E.3.160)
Si te milieu posséde une conductivité nulle (oﬁj = 0), il vient :
. . .3E,
g“o* amaj Xp7 %p B s"'J;E-?- - 0, (I.3.17a)
.. v n2H, |
g=ix &Z’maj Mg O B, ¢ uwz—*;’- - 0. | N (I.3.17b)

Dans lg cas ol p 8 0, & ces deux relations nous pouvons ajouter les
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deux relations suivantes, qui ne sont pas indépendantes de d.3.172) et
(I1.3.17p)

‘L‘l
3; € J £, = 0, - (I .3.18a)

oy . |
3,7 H,=0. | (I.3.18b)

Compte-tenu des restrictions que nous avons faltes, les trois couples
d'équations (£ =1, 2, 3} (I. 3.17) sont valables pour tout systéme de coordon-

nées curvilignes. Elles représentent le dalembertien sous sa forme la plus

générale. |l est possible d'obtenir pour les composantes Bi et Di des
reiations similaires ; toujours avec cij 20, il vient :
gk ghm 5 &, 3 Bp+aza1:_0 | d.3.170)
7 %1 O xnp aTg 3.17¢
gk gt 3. v, 3 & DF 2o’ | 0 | (1.3.17¢)
J kI "m mp 8+2 -

[. 4, LES RELATIONS ENTRE LA FORME COVARIANTE ET LA FORME

TRADITIONNELLE DES EQUATIONS DE MAXWELL

" Les dquations de Mazxwell en coordonnées cartésiennes

La distinction entre les composantes covariantes et contravariantes
d'un vecteur est Inutile pour un espace métrique en cocrdonnées cartésiennes.
Les systémes (II. 3.1) et (11.3.2) sont identiques en posant :

' 1 1 ) 1
E! = Ex , B« Bx , D' = D, HysH ., 3 =Jd,p" 0,

.=t , B =8, DZ=Dp, H =H, 12=Jy, (.4.1)

2 y Y y 2 y
3 3 I
EB Ez , B = Bz » D Dz’ HS Hz’ . Jz'

Pour un milieu dlé&lectrique et magnétique parfalt isotrope, les
&quations de propagation {I.3.18) se réduisent au dalembertien habifuel en

coordonnées cartésiennes, avec :

- . . . 6.!
S O | (I.4.2)
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R Leg équations de Maxell en coordonndes curviZigﬁes'orthogonaZés

Le repére naturel en un peint quelconque est alors orthogonal, mais
n'est pas orthonormé, car les vecteurs de base ne sont pas unitaires (giiz 1.
De plus, ces vecteurs de base n'ont pas nécessairament la dimension d'une
fongueur. Pour ces deux raisons, il fagf gistinguer les composantes cevariantes
a, des composantes contravariantes a® d'un vecfeur';. Afin d'échapper a cette
distinction, on définit souvent les composantes cartésiennes %i de-; sefon
{(A.3.12) :

e —_—t _ % .
% T 8 ® T | (A,3.12)
954 | |

Les composantes gﬂ ont [a méme dimension dque le vecTeur-; alors que
ce n'est pas (e cas en général pour a; et a’. Par contre, dams un changement
de coordonnées, les composantes %i n'ont pas un comportement tensoriel,
ce qui nécessite |'élaboration de régles de catcul et |'obtention d'expressions

=

analytiques spécifiques 3 chaque systéme.

De plus, la définltion (A.3.12) des composantes d'un vecteur implique
que dans les équations du milieu, les grandeurs g et u soient invariantes alors
que dans le formalisme (I .3.2) les grandeurs ¢ et p se comportent comme des

tenseurs.

Compte~tenu de ces remarques, !es équations de propagation des champs

1l .3.17) se réduisent au dalembertien en coordonnées curvilignes orthogomales.

' Les dquations de Maxwell en coordonmdes curvilignes nom orthogonales

Le repdre naturel n'est pas orthogonal et les vecteurs de base ne
sont pas unitaires ; la distinction entre les composantes covariantes et
contravariantes d'un vecteur est alors indispensable. Les équations de
Maxwe!| sous forme tensorielle.{I.3.2) sont particulidrement blen adaptées
3 |'obtention des équations de propagation dans de tels systémes. Quelques
+ravaux [ 38, 39, 40} ont porté sur ces problémes. En général, ils sont basés
sur in formalisme développé par Stratton'{2!] qui est'&8 mi-chemin entre le
formalisme classique et le formalismé covariant. Grace au calcu! préalable des
opérateurs différentiels en coordonnées curvilignes que léonques, cette méthode

permet dlexpliciter les équations de Maxwell classiques (I.1.1),
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Le systdme obtenu est plus complexe que (I.3.2) et perd te caractére affine,

car i! suppose gue dans les reiations de milieu les grandeurs £ et U sont
invariantes. En raison de cette complexité, il devient difficile d'obtenir les

équations de propagation des champs, ce qui nécessite ['utilisation d'approxi-

mations précoces, inutiles avec le formalisme covariant.

I, 5,  LES CONDITIONS AUX LIMITES

Considérons une surface S de séparation entre deux milieux (1) et
(2), de propriétés électromagnétiques différentes ; M un point de cette surface,

-'b rd - .
n vecteur unitaire normal 3 S en ce point, orienté du milieu (I)vers fe miltieu{d} .,

En s'appuyant sur les équations de Maxwell (I.1.1) on peut montrer
qu'i! existe, pour les différents champs &lectromagnétiques, certaines relations

de continuité au passage d'un milieu & !'autre, sol+t :

WX By~ By < 0 +3-12)
7. By - Byy) = o - : 2
ne Ty Ty - "z%' o . .
7. @, - -0, ) - a5.1d)
Tx ., -F. =R @s.1e)

(2) (1)

Les indices (1) et (2) indiquent qu'il s'aglt des grandeurs

relatives au milisu (1) ou au milieu {2) au poinft M.

T4 désigne !a densité de charge de surface sur 3 ;
* - .
K désigne le vectsur densité de courant de surface sur 3.

Si:las deux milieux ont une conductivité finie, (R =T et g, = 0),
les relations (F.5.1) montrent qu'il existe deux types de conditions aux
limites :

e
H

—
1°) continuité des composantes tangentielles pour £ et
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. - -
2%) continulté des composantes normales pour 8, D et j:

Définition

systéme nature! de coordonnées attaché & une surface §,
Nous appelons ainsi un systéme, orthogonal ou nen, tel que ['une de ses

surfaces de coordonnées coincide avec la surface S. Dans un te! systéme,la

surface S est définie par x% = cte.

Cette définition est une généralisation au cas non orthogenal de la
définition donnée par Bouix [5 ] du "systéme fondamentai®. '

A une surface S correspond une infinité de systémes naturels.

B Fxpresston dea conditiong aux limites dans un systéme naturel

Consldérons une surface S séparant te milieu (1} du mitieu (2) ;
soit (x° ) un sysfemena;urei de coordonnées attaché 8 S ; soift 3(M) un champ de
vecteurs, donné par & dans le milieu (1) ef'% dans le milieu (2).

En utilisant |'interprétation gécmétrique des composantes d'un vecteur
(§ A.3), il vient :

- continuité des compcsantes tangentielles sur la surface S(x1 = cte)

3, =32 {I.5.2a)

UL o S (1.5.2b)
) |

- contlnuité de la composante normale :

(@ -
al = gt (1.5.3)

- =
Ce qui donne, si Ue =0et K=0:

(1 (2) (1y (2}
'E = E et E =E : o ' : ' (1.5.4a)
2 2

D! . D* | - (1.5.4b)
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J " J 1 . . . I S e E (I 05o4C)
(1) (2)

B! . B1 _ (I.5.44)
(1) (2) (1) (2) |

_ On remarque que ce sont les mémes types de composantes du champ qui
Interviennent dans les conditions aux |imites (1.5.4) et dans les équafioﬁs
de Maxwel| (I.3.2). Cecl indique que ces propriétés de conservation sont des
propriétés affines {(elles sont une conséquence des éguations de Maxwell) qul

~ peuvent s'exprimer comma suit :

- au passage & travers une surface de discontinuité, il y a conserva-
+ion de la composante externe 3 la surface pour les champs contravariants et
conservation des composantes internss (ou tangentielles} pour les champs

covariants.

Un cas particulier tras important est celui d'une surface limite
infiniment conductrice. Soit x' = ue, !'équation d'une telie limite ; la loi

de continuit+é du champ électrique prend la forme simple suivante :

%(%,f,£)=%(%,f,f}-0. (1.5.5)

n Les conditions aux limites pour les tenseurs champ électromagnétique

En se reportant aux définltions des tenseurs F etG, les rel§+ions

- - - t
{I .5.4) prennent, dans le systéme naturel, une forme +rés simple. Si x = cte

représente la surface de discontinuité S, 11 vient :
(1} (2) . _ I
F w o F AU avec A, p ¥ | {I.5.6)
(1), {23, _
LA A
G . G (si K=Ceta, =0 | (I1.5.7)
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[. 6, LES EQUATIONS DE PROPAGATION DES CHAMPS POUR UN MILIEU

ISOTROPE DIELECTRIQUE ET MAGNETIQUE PARFAIT

Pour un tel milieu, dont !'espace vide de matigre est un cas particulier,
la permittivité et la perméabilité p gqui interviennent dans les relations de

milieu (I.1.3).en formaiisme classique sont de simples scalalres.

- -

D = gE (1.1.32)
- -

B = uH (I.1.3b)
! - . )

J = 0. : : - (1,13

Au §'(I.4), nous avons montré que les différents formalismes
coTneident em coordonndes cartésiennes. Compte-tenu des Identifications
(1.4.1) qui sont alors possibles et du systeme {1.1.3}, les relations du

mitieu (II.3,9) sTécrivent :

D% = 6% Ej : : (I.6.1a)

g® = us™ H | (1.6.1b)
§.. . B

E, = —i %, - (1.6.1¢)
s.. . | |

Hj = —ﬁﬂ-aﬁ. (1.6.1d)

Le systéme étant cartésien :

9,,= &, ef gtd = &t _ (A.3.10)
D7 R :

Les différents tenseurs de millieu sont alors :

etd = €8t = e g%, (I.6.32)
uij = uﬁij . U gij, ' (I.6.3b)
S., 9., _ .
n,, = == E&, : (I.6.3¢)
1d 58 £ :
.. g..
X., = =kt = &l (I.6.3d)
1] u U :
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Pour un systéme curviligne quelconque, reportons (I.6.3a) dans
(I.3.11a}

y - o P ;4 - P14 %l - Ak
S o) KT e cal A Gl ela FT s

dJ 7
De plus, i1 est possible de montrer que pour une telle ftransformation,
on & :
- R IR '
|a]7 = /Tg'T, avec g' = detg 1) = [ det(g i, (.6.5)

i gt
donc, et v =c /g 91"7 .
Finalement, en coordonnées curviiignes {(x ), pour un milieuv isotrope
diélectrique et magnétique parfalt, les différents tenseurs du milleu s'écrivent
3 partir du tenseur métrique et des constantes € et U :

CH e/g g%, ] _ ' (.6.6a)
W o, c (1.6.6b)
) Q.
, = L _ (I1.6.6¢)
x"J u@ . : . .
g-. - B a .
ne. = —L, (1.6.6d)
1]
Nz

En reportant ces valeurs ([1.6.6) dans les gquations (II.3.17}, on

ocbtient les équations de propagation des champs harmoniques (-g; = fuw)

. 9 S,
gidk glm 5 KLy ¢ - k2gg¥ e, -0, (1.6.7a)
ik, lmn | s
8% 8™ 3. %1y w -y eldHg =0, (1.6.7b)
s m n J
&‘LJk&Z‘m a,.gk_lam g_"EBp-kz B =0, (1.6.7c)°
I8 "
| gidk gtm 8;2kio Ippp @ pt.o. 1.6.7d)
| g )
t
t |
: o
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Ces équations sont valables si € et 1t ne dépendent pas des coordonnées,

avec . )
S = %E at k¥ = E; (I.6.8) i
c L :

Chaque systéme (I1.6.7) donne trois éguations correspondant aux -
trois valeurs possibles de ['indice £. Par exemple, pour |'équation (II.6.7a)

et 2 =1, if vient :

9 g : !
3 Al(3E -3EFE)+3 2(3E -5E)+93 2(3E -93€)
1 2 3 3 2 _2 31 1L 3 2 1 2 21

/g /g /g )
921 3 922 gzs
+9 23 E -3E)+3 223 E -3E)+ I-2Q@ E -3 E ) {1.6.9)
3 ?"9 3 z_ 1 3 . 3 r"g 1 b | 31 3 ;—g 2 1 1 2

- K5 d'e -k JGgtle -k Vg ¢ E =0

Les deux autres équations (7 = 2 et< = 3) peuvent 8tre obtenues &

partir de (I1.6.9) par permutation circulaire des indices.

Pour un milieu isofrope de conductivité finie, on peut ajouter aux

" relations de milieu, la relation suivante :

ot o E ot | (1.6.68)

L'équation (II.6.7a) s'&crit alors :

+ @ g
giik glm o  ZkL o E, 8l Gy e -0 | (I.6.10a)
i g m c? we 9

Nous pouvons écrire une retation identique pour F 3 partir de
(1.3,16b) ; en effet :

A in o in g n.
n Jh =m0 E g 9 En-—-skE

X1 " = (I.6.11)

n’

d'ed : ‘
ikl 5. n . L _ O gtik 6

& J Mg ) E-S aj Eg s (1.6.12)

et dlapréds (I1.3.2a), (II.3.9p) et (I1.6.6b) :

" ., OH .,

17k . i _d :
& aj Ek —H Y3 9 at - | (I.6.13)
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En définitive, ['8quation (II.3,16b) peut s'écrire :

iik olm 9 )
& amr o Tk 3, Hn-ﬂ—u-t?—)H.ao. (I.6.10b)
J /3 o? we Y

Pour un milieu conducteur homogéne isotrope, les éguations de

propagation des champs Ei et Hi sont donc identiques.

1. 7. LE THEOREME DE POYNTING EN COORDONNEES CURVILIGNES

f ' Définissons le vecteur de Poynting comme un pseudo-vecteur contrava-

; riant dont les composantes N® sont données par :
i _ gtdk - '
N & Ej By« _ _ _ (r.7.1)

Ecrivons la divergence de ce vecteur, soit :

i _ ptik iik
a; N & Hy 3, EJ. + & Ejai Hy s (1.7.2)
solt ancore :
T _ okEd _ etk -
3; N & Hy, 9 EJ. &’ 3; Hy Es (1.773)

Reportens les équations de Maxwell (1.3.2a3) et (1.3.2¢c) dans

. (1.7.3), (en:supposan+ qu'il n'existe pas de courants vrais) ; il vient alors :
. M » 1: 1:
z 3D 3B
- a = - L] _— - ] L] - l4
at N Ez ot Ht pes {(1.7.4)
or
2eoh) « L Mee =gk, 2 i, i Ei, dig Ta e
’ . 3H 74 oH
- 3 . gfy o & id IS A~ A Tl |
- F(H';:B ) = T u H‘::H . = HiH. - K + U HJ’E?_ +U Hia‘i' (I.7.5H)

Si ['on suppose que les propriétés du milieu (e, u) sont indépen—

- dantes du temps, et compte-tenu de la syméfrie de atJeT uzJ, il vient :
' S (en%) -2 e L7 SR 20 (1.7.68)
1 € Rt 7 7 a3t _ e

- . -aT
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3 i ij ., My 28"
st 2y Lo BB (1.7.6b)

En reportant ces relations dans ['équation (I.7.4), on obtient une
nouvelle relation qui traduit le théoréme de Poynting :
9.N% = -]
T

3 7 z S '
7 =x (E,D7 + HB), aI.7.m

La densité d'énergie &lectromagn&tiqus &, s'écrivant :
1 2 2 _ _ ' :
& 5 (Eio + H-ziB ) _(I.?.B)

Sur une surface S appartenant 3 une surface de coordonnées le flux ¢

1

du vecteur de Poynting prend une forme trés simple. Pour [a surface x = cte,

par axempie :

o = ff o N'ad o, __ - (I.7.9)




Deuxiéme partie

LES GUIDES PERIODIQUES
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Introduction

Les guides d'ondes cylindriques périodiquement chargés par des iris
ont de nombreuses app!ications en microondes, par exemple dans les tubes 3
ondes progressives,dans les |ignes & retard, et surtout, dans les accélérateurs
ITnéalres de particules. Nous avons donc été amenés & étudier la propagation des
ondes &lectromagnétiques dans ces guides. Une des premiéres théories électro-
magnétiques, directement issue des équations de Maxwell, a été donnée en 1949
par WALKINSHAW [42] mais en ralson des faibles moyens de calculs numériques de
'époque, 11 n'a pu exploiter qu'une théorie approchée &lémentaire donnant des

résuitats assez peu satisfaisants.

Plus tard, en 1959, R. COMBE et M. FEIX ont donné de ce probléme une
solution rigoureuse pour laqueile les calculs numériques, rendus possibles par
|tapparition des premiers gros ordinateurs, conduisent & des résultats en

trés bon accord avec |'expérience [31] .

Cependant, en raison de |‘augmentation des puissances électromagnétiques
.é transmettre, 11 a fallu trés rapidement, pour limiter les risques de claquage,
réduire les effets de pointe dis aux angles vifs des iris en utilisant des iris
3 bords arrondis. Malheureusement, pour de tels guides, les fhéories &laborées
jusqu'alors n'étaient plus utilisables. gEn effet elles sont basées sur la
méthode dite des "raccordements™ qui s'applique seulement si le domaine dans

teque! on intdgre les équations des champs se subdivise en sous-domaines
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&iémentalres dans lesquels on connait les solutlions ; les consTanTes.d'lnTégraTion
sont alors obtenues en raccerdant les diverses solutions sur les frontiéres
communes de ces domaines. En 1966, J. BERNARD a généralisé, aux prix de certaines
approximations, la méthode des raccordements 3 1'étude des guides a iris 3

bords arrondis. [24].

Paral |&lement, des recherches &taient condultes en vue d'élaborer une
théorie plus générale valable pour les guldes périocdiques queiconques. Ces
recherches ont mis en évidence la nécessité d'utiliser un systéme de coordonnées
curvilignes prenant en compte la géométrie du guide. En 1967, H. SNYDER [ 39l
a proposé une telle méthode pour |'étude du guide sinusoidal. Mais, en raison
de la complexité des équations, 11 ltul a fallu d&s le départ, faire de

nombreusss approximations.

Enfin en 1975, NEVIERE [52] a suggéré 'ldée, pour résoudre ce probldme,
dtutiliser la méthode de la transformation conforme qu'il venait d'appliquer

avec succés & |'étude de !a diffraction par un réseau.

En raison des considérations précédentes, [1 nous a2 semblé intéressant
de tester tout d'abord notre formalisme en étudiant la propagation des ondes
électromagnétiques dans les guides de révolution & génératrice périodique, en
hous consacrant essentiellement 3 ce qul peut &tre considéré comme le probléme

fondamental, !a recherche de !'dquation de dispersion.

Dans te chapitre II nous donnons pour fe gulde sinusofdal une solution
analytique approchée construite au moyen d'une méthode de perturbation & partir
de la solution relative au guide |isse. Une étude particuliére, dont nous monirons

la nécessité, est falte au voisinage du mode 7.

Dans le chapitre IIl, en décomposant les champs axialement en séries
de Fourier et radialement en séries de Fourier-Bessel, nous ramenons la
résolution des &quations de propagation 3 celle d'un systéme infini et homogéne
d'équations aligébriques. L'annulation du déterminant de ce systéme fournit |a
relation de dispersion ; son inversion perme¥fant ensuite le calcul des dlverses

composantes du champ électromagnétigue.
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Chapitre |

ETUDE DES GUIDES PERIODIQUES PAR

UNE METHODE DE PERTURBATION

II. 1 POSITION DU PROBLEME

Nous nous proposons d'étudier [a propagation d'une onde électromagné-
tique, fonction harmonique du temps dans un milieu isofrope.diélec+rique et
magnétique parfait |imité par une surface Infiniment conductrice S présentant la
symétrie de révolution axiale. Nous nous intéressons particulidrement &
1'équation de dispersion de |'onde se propageant dans une telle structure
lorsque le milieu considéré est le vide et la génératrice de la surface limite

une fonction périodique de ta variable z (fig. IL.1).

\ r=y r=u_alz) .~ Ue : ravon moyen du guide

0z : axe du guide

D : période du guide

fig. II.1 - Le guide pérlodiq&e

Pour ce problédme, le systdme de coordonndes de révolution axiale
défini au paragraphe (A.6) est on systdme nadtirel (I.5)

sy, mp, X =2 avec U ® ——
’ : alz}

(alz) fonction périodique de période D).
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La surface infiniment conductrice S est représentée par :

x! = us = cte soit r = ue alz) ' (It .1.10)

Dans ce systéme, |'écriture des conditions aux |imites sur s,

relatives aux composantes covariantes du thamp électrique est trés simple :

EZ(UQ, lp, z} = 0 (11.1.26)

Ea{u°’ ¢, 2} =0 : (I 1.2b)

En cgordonnées de révolution, en posant a = %%, le tenseur méftrique
s'écrit (A.6.7)

& 0 aau Ira v o -2
. 2 a8
L a
(g..) =) a ¢ 0 sl g A= 0 (A.6.7)
i . a2 2
adu 0 14+8a8d —%3 0 1

Compte-tenu de ces valeurs (A.6.7), les équations de propagation

relatives aux composantes covariantes du champ Electrique ( 1.6.9) s'écrivent :

o 5 Er Py, 8 e X L2 u(,aEz_aEu)
® a & oz kT 2 L du o 3z o T 9z
(II.1.3a)
- ) (i+a'u?) uE + K aauE_=0
u z
ar B % s o5 M X 0 2 5 T
U P az 3z a Ju ¢ U a 9z 0
(I1.1.3b)
5 1+a2 P 3Et.l BEZ 2E<p
+ o= - ) = k= =20
ou 3 9z 3u
a*u
3k 3E 3E ot 3k oE
at e 2y 2.8 (T4 g Ll vl 5
qu U 3z 0 Y 2 e Bu 3 U3z a4
(11.1.3¢)
+ k¥ aduE -Katu E_=0
u z
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Lte systéme (I1.1.3) est |'expression du dalembertien appliqué au
champ électrique en coordonnées de révolution. Au sein de |'infinité de
solutions possibles, nous cherchons les soluftions présentant (s méme symétrie

que les coordonnées, c'est-a-diré teiles que :

1]

a3 .
0. : o (II.1.4)

Il vient alors

3ZQE 2 3 2 8:Ez 2 * 2
— u + k* (1 + a“u }uEu U a—s k® a au Ez _ . (11 .1.5a)
3z ‘

y » 2 2 . ’
1_3_1";2'-’2 8E¢_§_3E‘p+l‘i&-a_'ﬁa%+kziﬁ=o ' (I1.1.5p)
R 3u u 3u a sudz u a2 3z a 3z U ! e
.33u€u 3 JE Ny

2 . . . z . 3 PR )
=7 " k! a au Eu T T k‘a"u EZ | : (I11.1.5¢)

L'équation (II.1.5b) relative & la seule composante E, est

indépendante des deux autres. Cecl indique-qu'll existe deux types de solutions :

[ €,20 , H,* 0
modes de type | E¥# OE %0 H = HZO
™ z u z U

on

0 = 0
%P ﬂp ‘

modes de type | £, = E E 0 Hz=#0 Hu¢ 0

TE

on

Dans ce chapitre, nous limitons notre &tude aux modes TMon et plus
particul idrement au mode TMO1' Ce mode a déJ2 été étudié dans le cas d'un quide
3 génératrice en créneau, par la méthode classique de raccordement [31]1 ; il a
pour intérdt d'dtre utilisé dans les accélérateurs lindaires de particules.

UUne étude des modes TEOn est faite au chapitre III.
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II. 2,

avecg :

RECHERCHE D'UNE SOLUTION PAR UNE METHODE'DE PERTURBATION ;
A partir de a(z), définissons une nouvelle fonction Z(z) par : .
alz) = 1 +a Z{z) (I1.2.1) -
alz) > Q VzER (I1 .2.2) B

et ¢ &tant un paramétre réel sans dimension.

Pour oo = 0, le systéme de coordonndes est le sy§+éme.cylindrique

classique.

Recherchons les solutions aux équations (IT.1.5a) et (II.1.5b) par

une méthode de perturbation, clest-a3-dire sous la forme de séries entiéres ’

du paramétre @ :

= +]
E +QF + OE + .., = &
[a] 1 2

Ez * n=0

= - 2 =
uEu_Fu_ F04-£1Fl 4-0'.F2 ..
En

n

o En

(I1.2.3a)

-]

T a'F.

Z . (I1.2.3b)

reportant ces expressions dans (IT.1.5a) et (I1.1.5b) et aprés -

avoir fdentifié les termes de méme degré en n, les éguations de propagation -

des coefficients En et Fn sTécrivent :

n=390
3 F , a’Ez
2 vk Fo ® Y 3cez !
oz II 4)
a‘Fo 5 3E \ ab.z.
503z T 50 Y au T KUY By
n=1 5 '
3¥*F ; '€, 23 .
{ __;J_ + K F_l = U 357 + k¥ Z u Eo’
3z
ar .z2.5)
°F 23 3 EEL 2 2
Buaz*kZuFo'ﬁuau +kuE1+2kZqu
——— — _*_'._;...__ _M




35

nx=?2
?F . ¥E, ) .
+ K2 F o+ KU =y +k2ZutE + K77u'e
377 n G Juaz =1 n=2
9t F ok (I1.2.6)
n 2 Y L2 .9 n 2 2
sy * K 2an_1 ¢ KIZIUF | = g u gl ¢ KUE | 2KZuE
+ K222y €

D'aprés Ianr:Ia?ion (IT.1.2) c'est la composante E, qui satisfait 3
une conditlion aux |imites sur 8. Nous allons donc rechercher une éguation aux
dérivéas partielles de la fonction En mais comportant un second membre fonction
de En~1"En—:’ .o E0 et Fn_! Fn_2
de dérivations et de combinalsons linéaires des équations (I1.2.4), (I1.2.5)
et (II.2.6).

, 5 onn Fo' Ce résulfat est obtenu au moyen

Ordre zdro (n = 0)

3E 3 E aF 3E

19 o, o, 12 o .., 0
TN YT K Eg et g v ugg at.z.m
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L'équation ('II.2.7) n'est autre que |'équation de Bessel, équation

classique de propagation en coordonnées cylindrigues.

9E 3¥E 3 E 3E e
13 . 3. 0 _ o
3350 u EL * oo + K E1 Zu 05 + Eu G 22 Y
I1.2,
—22-§Z——ZkZE°+ — + 2 ==+ (PL s DIF

abo 2y 2 s TuFy ¢ T 52 - g - 220 g5 | (11.2.8b)
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Ordre égal ou supériewr & deuz {n 3 2)

13 3 OE, . OE._ o= OE aE,
— * + K3 p = Z2u s (22« Z2) - 73 -
u 3u du 322 En Judz Y 87
. 9., - s rlY Foms e OFp a‘Fn
- - - - 5 "2
222 —, KZPE, 2Py g 227 —Jau + 27 ~ |
z (11 .2.9a)
oF . 3E . 9E »E
] [ i) n-l . . ] - e 2 n-l . : ] n— - r‘l—I
+ 227 — 22 - 27+ RZDF ¢ 2 557 2“_—“Lau 22
. 3z
L] aEn_‘ 3 az Fn 1 aFn L]
- -— (1] ! L] 2
22— 2°ZE__ + 2 — ¢ 20— (Z+K2Z)F _
<
aFn aEl‘l 2 3 aEn"z 2 n=2 22 2 N=3 s aFn-z
sl = - uggt ¢ 22 Pt - Tu s - Sy 2 T
o .. 9E__ 3 __ . OF _ " (I1.2.9b)
+(22-7*Yu F + Zu? . 27Zu Lo+ Zu L +2uF
n=s au 9z 9z n-1

La fonction Z{z) &tant donnée, ces systémes d'équations perme++enflde
calculer par-des intégrations successives En puis Fn’ a partir de EO et FO,

solutions de |'équation non perturbée.

11, 3, APPLICATION A UN GUIDE DE REVOLUTION A GENERATRICE

SINUSOIDALE

Pour un tel guide

Z = - cos Rz, o €f0, I[, avecB = %ﬁ, _ . (I1.3.1}

D désignant le pas du guide périodique.

D'aprés le théoréme de Flogquet-Bloch, reiatif & la propagation des
ondes dans les structures périodiques, les composantes de champ dépendent de z

par une fonction de ta forme : {7.9]
-1YeoZ
f{z) = gz} e ' : (11.3.2)
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Yo = %E désignant |a constante de propagation, kg !a longueur d'onde guidée,
glz) g une fonction périodique de méme période D que la structure et pouvant
se développer en série de Fourier 3 termes complexes ; ce qui met en évidence
| *existence d'harmoniques d'espace, celui d'ordre m se propagseant 3 la

. w
vitesse v = —, av = * mB.
esse Vo, = 7y 3VeC Y, =Y, =
m
Nous pouvons donc écrire :
00

gtz) = T A o 1mBz | a1.3.3
m=-0a

sol+ ancora, pour En et Fn :

“de =iy z - :
m< L o
En = mE-m Enm {u) e . N {11 .3.42)
_ . m o
Fo = n’E-m Fom (U2 ® - (T .3.4p)

Enm et an sont des fonctions & déterminer, de la variable u seulement.
L'ensemble des fonctions f(z) du type (I1.3.2) constitue un espace vectoriel

dont les fonctions exp{-isz) forment une base.

En reportant (II.3.4) et (I1.3.1) dans le-systdme (I1.2.9) ot aprés
avolr proJé+é sur la pase des exp(—iymz), on obtient un ensemble de 2m.n
équations différentielles :

dE
14 LLLL - :
o du Y Tau " XalEnm Gnm _ : (I1.3.5)
& Fon ® Mo (11.3.6)
du nm nm

Le systéme (II.3.5) est formé d'équations de Bessel inhomogines
d'ordre zéro. . Les ssconds 'membres, fonctions de la variable u, sont
obtenus pour n = N & partir des sotutions Enm et an pour toutes les valeurs
de n telles que n< N.

Toujours pour n = N les fonctions Hnm sont formées & partir des

solutions Enm et an pour n gN. Il faut donc résoudre, & chague intégration,

d'abord les équations (I1.3.3), puis les équations (I1.3.6).
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De plus, il est facile de montrer que pour le guide sinusoTdal, tes
fonctions Gnm s'annulent pour certains couples d'indices :

6 =0si n#2k +|nl n ,kEN, mEZ (IT.3.T)
et qoo =0

Par des intégrations successives & paf?!r de Eoo’ les relations
(I13.5) et (I1.3.6) permettent de calcuier E_ puis F_..

Dans le cas d'une onde guidée & 1'intérieur de la surface S(u = ug)
infiniment conductrice, les champs dolvent rester finis sur ['axe (u = 0) ;
la seule solution acceptable de |'équation de Bessel est donc la fonctlon de
Besse| de premidre espéce d'ordre zéro, soift Jo {Xrn u). Nous pouvons donc

écrire :

Em ™ Aom JO(XI_!mu)"' B (u). (11 .3.8_)

Les coefficients Anm sont des constantes d'intégration et les
Bnm {u} sont les solutions particuliéres des équations différentielles
inhomogénes (IT,3.5). D'apras (I1.3.7), certaines fonctions Bnm sont nuiles.

B =0 et B _=0 sl n#* 2k + |m| (I1.3.9)

00 nm _

Le calcu! des Bnm non nuls se falt par fa méthode de la variation
de la constante appliquée 3 |'équation de Bessel ; il fait intervenir des
intégrales,dont celle de Lommel,portant sur des expressions ol inferviennent
les fonctions de Bessel (une table des intégrales utilisées est donnée

dans 1Tannexe 2}.

Les constantes ¢'lIntégration Anm sont détermindes & par+ir de ['une
d'entre elles prise comme référence, en &crivant ta condition aux timites

(11.1.2). Nous les avons calculées & partir de Ao, amp | i tude de Jo(xou}

dans Eotu}, soit :

8

A = = amA . : c (I1.3.10)
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Chaque harmonique d'espace de |'onde doit satisfaire ia condition aux

[imites. Pour m=20, il vient :

Enrn (ue) =0, ¥Ym %0 € Z, : : {I1.3.11)

Condition qui, en tenant compte de (I1.3.8) et (II.3.9) s'écrit :
B (ug)

nm
" 3;??;_3:7 s Ap =0 pourn ¥ Zk [mi . (IT.3.12)

Les relaticns (I1.3.,12) expriment les constantes A, d'intégration en
fanction de Ao pour m=0, Pour le fondamental (m = 0), la condition aux

timites g'écrit :

an E, fue) =0, - o : 11.3.13)

npq 8

n 0

solt encore, d'aprés (11.3.8) et (I1.3.9)

o n .
Agy xg W+ 5, a B (uo) = 0. - (If.3.14)

L'équation (I1.3.14) est |'équation de dispersion qui donne en
fonction du paramétre o, la relation entre k =~% ety ?Vfg . Pratiquement,
il est nécessaire de |limiter cette série 2 une somme finie de N fermes pour
effectuer les calculs ; on postule -alors que cette somme est une approximation
dtautant meillsure de 'a sdrie que N est grand. Dans cette approximation

d'ordre N, le champ é&lactrigue peut donc s'écrire :

N n n -1y, 2
CE, By i, ¥ Ep(we (1 .3.15)

La complication des différents calculs augmente frés rapidement
avec N ; aussi nous avons 1imité nos calculs & |'ordre deux (N = 2). Pour le
fondamental {(m=0), il vient :

Eoo = Ao Jo (xou), | ' : {II..S.Iﬁa?

E, =0Q, T 2 ' - (11 .3.168)
1o : _ o : :

IR I T - o -
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3 2.2
XO B 2, U 8 5
Eog * Agtlg- . Y5y () * c4 == Fd) Ul I Ixgug)
s 0 O XO
_Xo T By i X ) 0l ) - O0F + 8y,)°
4x0x1 o] Jo(x1 uo) RSk 4xo X1
» ) (I1.3.16¢)
1 %o Yo
“o T tx_juy Y Y1t W

Toujours & ['ordre deux, |'éguation de dispersion s'écri+ donc :

(u=0).  dI.3.7)

= - - 2 n 1 - - 2
Eoo (u=0) o E20 {(u=0), soift Jotxouo} o E20

On constate dans (]].3.17) que la relation de dispersion du guide
Msse (J (xj u,) = 0) n'est affectée qu'au second ordre en & par fa périodicité.

[lI. 4., ETUDE PARTICULIERE AU VOISINAGE DU MODE =

Considérons les points de fenctionnement suivants :
™ L .ﬁ Y = _¥ ) - *
Yo "P5 P2 m amp X “Xmep (PEND (I1.4.1)

En ces points, ia vitesse de phase de |'harmonique d'espace d'ordre m
est &gale & celle de |'harmonique d'espace d'ordre -m-1 ; le guide d'onde est

alors le sliége d'ondes stationnaires.

On appelle classiquement "mode n", le point de fonctionnement d&fint
par p = 1, s0it Yp = Y_, , (en parficulier vy = -y_;). En ce point, y_ju, prend
une valeur égale & XUge qui esT racine de Jo(x] = 0 dans !'approximation d'ordre
2éro (N = O). Les expressions des coefficients d'amplitude Enm et En"{qui
comportent JO(X_1u0) en facteur au dénominateur, prennent alors des vaieurs
théoriques infinies, ce qui est incompatible avec nofre méthode de développement
en séries entidres. || devient alors nécessaire de rechercher la solution du
systéme (I1.2.9) sous une autre forme. A cet effet, nous utilisons |la propriété

remarquable pour |'onde d'&ire stationnaire au mode ™. Cette propriété, conséquence

de la nature périodique du probléme (7,200, est valabie pour foufe valeur de & non

nullie.
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B Etude au premier ordre

" Au voisinage du mode 7, |'amplitude du premier harmonique inverse prend
une valeur voisine de celle de }'onde fondamentale, ces deux amplitudes étant
strictement égales au mode ™ Ilui-méme. En premiére approximation, nous pouvons

donc substituer les sommes suivantes aux décompositions en séries entiéres :

-y z -i{y_-B)z
£, = E (w e e w e %,
(IT.4.2)
-iy_z -i{y ~R)z
o _ o
Fz = Fo{u) e F_1(u) &
B

avec Y= 5--6 et §<<B8 .

En reportant ces expressions dans (I .1.5a et ¢), en remplagant a(z)
par sa valeur, et en négligeant les termes en o d'ordre supérieur 3 un, on
obtient un systéme de deux équations différentielles :

2_.2
&-%E u EUQ ¥ X;Eo = G{X; + 8(%—- $)] [EZETO u di:1 + €1,
e . 1 g (I1.4,3)
- o o _
T U v 8 Eymaly] +Bz - 6 - u—— BT,
avec
£ =% - 286. | | I - (1.4.4)

Toujours dans |'approximation d'ordre un, I'Tn+égrafion du systéeme
(I1.4.3) peut &tre faite en remplagant les fonctions intervenant au second

membre par les solutions du systéme homogéne, soient :
. . | (11.4.5)
-Eo Ao Jo(xou) at E._1| A_1 JO(Eu) _ .

Ay et Ay &tant deux constantes d'intégration.

{a résolution du systéme de deux équations de Besse(| d'ordre zéro

inhomogénes ainsi obtenu peut &tre faite par |z méthode de Iz variation de la

constantsa.
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Il vient :
| x2+ 8- &
B = Ag dg (X U * @ A 5 ud, (B, (11 .4.6a)
£P e RS- 8
E_y= A-lJo (xo u) +a A X uJ1(xou). | (11 .,4.6b)

On remarque dans (II ,4.6) gue, contrairement & ce qui se passe dans
IThypothdse du développement en série entlére, i'onde fondamentale est affectée
au premier ordre en & par |a périodicité, et que le premier harmenique comporte
un terme d'ordre zéro. Au mode W, il n'est donc pas possible d'obtenir une solution

en partant d'une seule onde progressive comme au § 11,3,

La détermination de la relation qui existe entre les constantes Ao'ef

A_1 se fait en écrivant les conditions aux |imites sur la paroi infiniment

conductrice ol E0 et E_1 glannulent. I vient :
2 8.
) + B35 8) & J1(x0uo) Jotxouo)
A = = A (I1.4.7)
-1 o 8

x;; BE - &) x, J4Eu,) d (Euy)

En reportant (11.4.7) dans (II.4.6a), et toujours pour u = u_, On

obtient une seconde relation :

2 B _

£+ B(ﬁ' §y & Jo(xouo) J1(x°uo)
Xo JO(EUO) I, (Eu)

J (x.u )l - o

2 8- 8 |
x =2 22 ug I Eu) = 0 (I .4.8)

Cette relation (II.4.8) permet de déterminer la constante X, pour une

valeur de k donnée, qui reportée dans | Yéquation :
2 2 2
K2 Yo" Xeo

fournit |'équation de dispersion.

.a connaissance de |a composante EZ permef alors, en retournant aux

&quations de Maxwell d'exprimer toute composante de champ.

- L

P

T Y P O T Y
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II. 5, CALCUL AU SECOND ORDRE AU MODE I

L 'extension des calculs précédents aux termes du second ordre en o
@st trés pénible en raison de !'extréme complication des équations différentielles
obtenues. FPar contre, ce calcul est abordable en se plagant au mode ¢ =t non
plus & son voisinage. En ce point |'onde est purement stationnaire ; au second
ordre prés nous pouvons donc poser

-] % z +1 %-z =i %ﬁ z i %ﬁ Z
E. =E_ (e + ge } + aE (e + £e ) {I] .5.13)
z o 1
=i %z +] %-z =i %ﬁ z i %ﬁ z
uEu - Fu = Fo{e - ge ) o+ aE1(e - £e ) (I .5.10)

o+
.avec E = =1,

En reportant les équations (I1.5.1) dans le systéme (I1.1.5a et c¢), puis
aprés avoir séparé les composantes EZ et Fu, on obtient les deux équations

différentielles suivantes :

dE dE
1d 2 2 2
Y T XE - e Byus2e - 20 g (I1.5.22)
o
4 .
ld_u—df-g- sz _a:_B___ u—.g_u?ie.d-azﬁ u— dE_o
u du u (o e} 8 X20 du u 4 XB du
2 2 2
2 2g? Xo ¥ X - X 2,2 3R u dE:
cead By e s Lo WD) gl 0 gl 305 b dlsae)
X X
1 1
2,2 _ 38
+ a* (k -15—)u E‘.

Lta résolution de (I1.5.2) se falt par une mé&éthode semblable & celle

déja utilisée & I|'ordre un. Tous calculs faitfs, on trouve :

U J . (xou)

J Oy ol
c "

! il -
E1*AOZX—O(K3 4) [L:J1(X°U)

J tx uwl . {I1.5.3a)
=B |
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1

- £0 2 Bz o 2Xo 2 .
Eo Ao [Jotxou) + -—---ZXO (xo * 5 ) qu(xou} -0 U Jo(xou)
(IT.5.3b)
X 2 2 Joly u)
270 s} 2 - 3R 1'% 0
+ Qe ud (Y _ul) - (kP = =) g ————— ud, {x W]
4 1'%0 4xox1 4 o] Jo(x1uo) 1M

g

Le calcul de la valeur de k au mode T (Yo = 5& sa falt en écflvanT

la condit+ion aux limites relative & Eo’ solt :

Efu,) = 0 ;

ce gul donne :

2

e 2, & %o |
JO(xouo) + ZXO(XO + i_) Uy J1(xouo} - ol Uy Jotxouo)
(1.5.4)

ol o . 38t J1(xouo) Jl{x1uo)
+ —xu_ J,xu) - (k® = <=—) u = 0,

4 oo "1 Mo 4x0x1 4 o JO(x1uo)
avec |

2 g |
X5 K - Yg < K- g o - - {I1.5.5.)

II. 6 ETUDE NUMERIQUE DE L” EQUATION DE DISPERSION DU GUIDE SINUSOTDAL

ET VERIFTCATION EXPERIMENTALE

Les diverses relations (I1.3.14), (I1.4.8), (Il .5.4) que nous avons
obtenues permettent de déterminer, pour une vajeur donnée de Yoo la constante Xqt

Celle-ci, reportée dans !'équation : k' = x; + Y;, fournit |'équation de

dispersion k(y}. Les valeurs de k cherchées dépendent évidemment du paramétre o.

1) a=0;

| *équation de dispersion est celle du mode TM01 du gulde lisse ; X U,
premier zéro de JO ne 4épend pas de Y'(xouO = 2,4048) ; la courbe k{y) est alors

une hyperbole équilatére.
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2 o tend vers 1 ;

le guide peut &tre considéré comme une succession de cavités identiques
de plus en plus falblement couplées entre elles. Ces cavités résonnent pour une suite
de fréquences discrétes si bien que les courbés de dispersion k = k(y) fendent
vers des droites parall&les & |'axe des Yy, chacune correspondant 3 la fréquence de
résonance de ['un des modes du type TM de révolution pouvant exister dans !'une

quelconque des cavités.

3) GE]O’”: H :
le passage de !'une & |'autre de ces valeurs 3 partir de o = 0, se fait
par i'apparition au mode T de bandes de fréguences interdites pour lesquelles |3

propagation du mode TM01 n'est pas possible.

L'existence de ces phénomdnes, indépendants de la forme de 1a génératrice
du gulde, est une consdquence directe de la péricdicité. Une é&tude détalilée en est

donnée par Slater dans son |ivre "Microwave Efectronics” {20].

Les courbes théoriques de dispersion ont &té tracées pour un gulde
sinusofdal présentant les caractéristiques géométriques sulvantes, cholsies

arbitrairement ou en fonction de contraintes expérimentales :

it

- rayon moyen du gQuide u 13,5 mm

0

- période de la sinusoTde D = 30,0 mm

1/9.

- amplitude retative o

Les calculs numériques, faits sur ordinateur, ont permis de tracer

les courbes de la fig. Il.2.

ta fig. 1.2, représente, outre ia courbe (I) relative au guide 1isse
de rayon u_ pour le mode TMy,, les courbes I1 et II1  relatives au guide périocdique
obtenues é partir de la précédente par des corrections, calculées & |tordinateur
et données par les équations {I1.3.14) et (I1.4.8). I1 est remarquable que les
courbes (II) et (IT11) se confondent pratiquement sur une large ptage, la courbe 111
valable & priori seulement au voisinage du mode m, donnant en fait un résultat

acceptable presque jusqu'au mode zéro (tableau 1.11).
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l o
0 01 05 1D
fig. 11.2

Afin de vérifier ces résultats, il a été réalisé en cuivre une cavité
composée de plusieurs &léments de guide dont la longueur est un multiple de la
période D. Les fonds plans de la cavité, perpeﬁdicu!aires a4 |'axe 0z, sont placés
dans des plans de symétrie du guide (z = p g). Pour chaque longueur de cavité, |a

2
fréquence de résonance des dilvers modes TM01p a &été mesurée dans la bande X, pour

différentes valeurs possibles de 1a constante y données par :

ID—=-E- ’ i : t ’
2r 2N’ | (I1.6.13

N désignant le nombre de pas D contenus dans la fongueur de cavité.

Les points expérimentaux se placent sur les courbes théoriques avec une

précision relative de |'ordre de quelques milii&mes comme le montre |e +ableau
(1.I1) ol les valeurs théorigues et expérimentales de %% = % sont données pour

: ¥o_5
diverses valeurs de o 3
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.0
2r A
VYaleur théorique Valeur théorique
%% - %_ (en dehors du mode ) ;g;ev$;sinage du Valeur expérimentale
g {courbe IT) {courbe IID
0,00 0,8410 0,8446 0,840 = 0,001
0,05 0,8422 - 0,8448
0,10 0,8458 0,8476 0,844 = 0,002
C,15 0,8517 0,8530
0,20 0,8596 0,8607 0,857 = 0,002
0,25 0,8691 0,8704 0,870 = 0,002
0,30 0,8798 0,8816
0,35 0,8891 ' 0,8936
0,40 0,8910 0,9051 0,903 = 0,002
0,45 0,8193 0,5138
0,50 | 0,9172 0,918 I 0,002
tableau 1.I1- Equation de dispersion du guide sinusoTdal
Pour le guide considéré Icl, on peut donc constater qu'il existe un

excel lent accord entre la théorie proposée et les résuitats expérimentaux.

Etude théorigque de la largeur de la premiédre bande interdite du guide

gtnusofdal

En utilisant |'équation (I1.5.4), valable au second ordre au mode T,
nous avons ensuite &tudlé théoriquement en fonction du paramétre «, la largeur de
la premiére bande interdite d'un guide sinusofdal (fig. Il .3). Les courbes (IV)

™
et{Vireprésentent les limites inférieure et supérieure de cette bande (Yo = BJ,
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la courbe {VlI)donnant les valeurs de k au mode zéro {yo = 0). On constate que
fa largeur de la bande interdite croft avec @ au détriment de la bande.permise dont

la largeur deviendrait nulle pour a = 1,

Y
2%

bande interdite

bande permise

0,6

fig. 11.3
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I1. 7 ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE DES GUIDES BIPERIODIQUES

AU MODE n

Dans |'étude des guides périodiques chargés destinés aux accélérateurs
lindaires de particules, on appelle guides "bipériodiques" des guides comportant

deux types alternés de corrugations (fig. I1.4) [33].

e SR 7777/ )/
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cossseed s d s d I,

quide périodique ctassique gulide bipériodique
airls

t1g. I1.4

_ Le développement en série de Fourler de la fonctlon a(z), représentant
“la génératrice du quide, comporte tous les harmoniques dans le cas du guide
bipériodique alors qu'il ne comporte que les harmoniques d'ordre impair dans le

cas du guide classique & iris.

Au second ordre prés, a courbe de dispersion du guide périodique
classique est ldentique & celle du guide sinusoTdal, alors que la présence du

premier harmonique pair apporte une correction dans le cas du guide bipéricdique.

Pour &tudier I'influence, sur la courbe de dispersion, du premier
harmonique palr, nous avons repris les calculs relatifs au mode w, faits précédem-

ment pour le guide sinusoidal, mals en prenant pour fonction génératrice :

2(z) = al cos Bz + a2 cos 2Rz (B = %1) (I1.7.1)
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Dans |'approximation d'ordre deux en o, on frouve (pour Y, ™ %-)
que k =‘% doit satisfaire & !'égquation sulvante :
E0 ,2
I X) = 3% (X +Y2)al 4,0
o 2 X E_Yz ?_ 2 2 2y
7 (Xa + 15+ 3 x’(x YOl &l « e(X*+¥ )z a H_(X)
e B0y b c@eva s M0 (I1.7.2)
4x 1 3 N 2 12 1
2
£ ¥ ey
+ e o X Y‘)a2 J, 0
. J, (HE-ay )
o? 2 : 2 2 1 1
- ax [ -Y’)ai + g (X2 e2Y )azl $,06 =0
| A - 4P JO(‘/Q-J,Y’-)
avec
Bzuz
_ anr - TP T Ei_ 1 o = *
g = 5 X Uy (k 7 Y, Y 5— E = 1 (IT1.7.3)

Les limites Infériéures ki et supérieure ks de la premiére bande
interdite sont les raclines positives de plus faible valeur de 1'équation 11.7.2)

-
avec € = -1,

Les courbes VIIetVIII (fig. 1I1.5) représentent 695 variations des

{Imlfes ki at k8 en fonction de aaz, les paramétres aalef 59 restants constants.

Cette figure met en évidence |'influence du premier harmonique pair
de forme (d'amplitude aaz) sur la largeur et la position de Ia premiére bande

Interdite.

£n particulier on peut constater que !a ltargeur de cette bande est

Jnﬁf!e aﬁ polnt A, ce qul réalise le phénoméne de "eonf luence™. Clest ce point

PO T T PO T SR ]

Y TR T G TR G TP

I . T ' N

0B 2 il s 4 = LR
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qu!l est parfois utilisé comme point de fonctionnement des accé&iérateurs !indalres
de particules.

-0,3 -0,2 -0,1 0 0.1 0,2 0.3 ey

fig. 1.5
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Chapitre 111

ETUDE DES GUIDES PERIODIQUES PAR

UNE METHODE DIFFERENTIELLE

[II., 1, POSITION DU PROBLEME

Au chapitre précédent nous avons &tudié une méthode approchée; nous nous
proposons dans ce chapitre de donner une méthode rigoureuse pour |'étude de fa
propagation d'une onde électromagnétique, fonction harmonique du temps, dans un
guide limité par une surface S Infiniment conductrice. Cette surfaée S présente la
symétrie de révolution axiale et sa génératrice a(z) est une fonction deux fois

dérivable, périodique et développable en série de Fourier.

Nous nous intéressons aux modes'ﬂgq et T%xq présentant eux-mémes la

symétrie de révolution axiale ( %3 = 0).

Pour ces modes, en coordonnées de révolution (x* = u, x* =y, 2 = z2)
les &quations auxquelles doivent satisfaire les composantes covariantes du champ

électrique ont été données au chapitre IL:

- Modes TMOq
r 3%k , ' a’E'z :
« K2(12%2) uE = + k! a a ulE . .
322 : u Jugz z
. (I1.1.5a)
4 3TuE 3E
4,2 2 - z 242
ATE, k* aau Eu o u 5 + k*a*u Ez
. ﬁp =z 0
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- Modes TE .
oq
L) . [] : : L |
2 U G 3u a 33z U, dz = 8z T
_ _ (I1.1.588)
EzzEu=0

Sur |a paroi métallique, infiniment conductrice définie par u = Ugs les

composantes EZ et ﬁp s'annulent alors qu'il n'existe aucune condition a satisfaire
pour Eu.
E, tu, 2) =0, £y (ugs 2) = 0 (III,1.1)

Pour a(z) =1, le systéme ( I1.1.5) est relatif aux coordonnées
eylindriques ; il est formé d'équations de Besse! et ses solutions sont connues.

Modes TEO du guide cylindrique

9

-iYoz
AO J1(xou) -] ,

m
u

z X Z o "o ' (1171.1.2)

m
i
m
™~
11
-
1]
j@]

ol Ao est une constante et avec :

P T . - /-2 o1
X =K -y, et .Z /EO | | - (111.1.3)

La condition aux limites s'écrit :

! = : ' o (11 .1.4)

thxbum) 0

Si I'on appelie 8 , ..., Bq’ ... les zéros positifs successifs de J1, la
1

relation (II1.1.1} donne :

¥

B
=9 : . (I11:1.5)
% ",

" F.

. 4

T N R TN R S U SO 1

T Y Y T P T T TP A W S WU [ S 1

o
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et par suite :
-iv,z

E =AJ. (B e . ' - (111 .1.6)
P o1l g Yo :

Modes TMOq du guide cylindrique

On trouve cette fols :

-iy. 2z
u o]
Ez AOJO(GQ -J—) e »
o}
. 'O U Q _ .
EU i EAO J}(th :i:) e |, (I1I1.1.7)
A -iy z
-1 kK = U 0
Hso i —-Xo VA J1(0¢q -—uo) e ,

1}
hu
it

qp H =0
u z
oll les grandeurs aq sont les zéros de Jo.

Dans le cas généra! des guides périodiques, ii faut rechercher des fonction:s
de deux variables U, z)satisfalsant au systéme (II .1.5) et aux conditions aux
limites. Pour cela, nous pouvons remarquer que, vis-3-vis de chacune desvariables

u et z les solutions cherchées appartiennent 38 un espace vectoriel.,

% Dépendance radiale

Eu’ ﬁp, E, sont des fonctions continues sur |'intervalle uE€[0, Ug 1;
elles sont donc intégrables sur cet intervalle. L'ensemble des fonctions de u
intégrables sur u€[0, uO] forme sur le corps des complexes un espace

vactoriel Vr :

Vr = snsemble des fonctions f{u, z)} Intégrables sur _ _
u€fo, uo] vz ER (I11.1.8)

B Dépendance axtale

Si a{z) est une fonction péricdique de période D, le tThéoréme de Floquet-
b ol
Bloch indique que, si F désigne |'une quelconque des composantes du champ E, on a :

-iy O
Flu, z+D) = F(u, 2)e ° , Vu€l[O, ulVzER. | (I11.1.9)




56

It est faclle de voir que |'ensemble des fonctions f(u, z) du fype ' :
(II1.1.9) forme é&galement un espace vectoriel Va sur e corps des complexes.

Eu, qp’
(e )} est une base de V at (e') une base de V les fonctions cherchées s'écrivent :

E appar+iennenf donc & un espace vectoriel V = Vr X Va. 51 ‘

E L
Flu, 2] = : ? (ITT .1.10)
Le probléme consiste donc, aprés s'étre donné deux bases de fonctions,
& rechercher les composanTes.FEj. Nous prendrons pour |a dépendance axiale |a
base de Fourier. Pour la dépendance axlale, ia forme des solutions relatives au
guide lisse nous incite & prendre une base de Fourier-Bessel propre & chacune des

composantes Eu’ Ep, Ez'

Ainsil, gréce & cette méthode, la résolution des égquations de Maxwell en

coordonndes de révolution se raméne & celle d'un systdme infini et homogéne

d'équations algébriques lindaires. L'annulation du déterminant de ce sysiéme

fournit la relation de dispersion, son inversion permettant ensuite le catcul des

diverses composantes du champ é&lectromagnétique.

111, 2. DEPENDANCE RADIALE DES CHAMPS. (MODES TEOq)

Dans !'équation (II.1.5b), faisons les changements suivants :

X = =, E_ = uF. . (II1.2.1)
u v _ _

-

Il vient alors :

2 2
L ng eat x P28 - %EE - 22 a gx;; + a’a P sk2a?Fa0 (I11.2.2)
v, 9% X 33 T 32

En ralson de la définition particullére des composantes covariantes
des champs, nous remarquerons dans (IIT.2.1) que sialzi=1, F ntest autre que la

c
composante cartésienne classique ﬁp (A.3.12).
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e e
a(z) =1 E =rg =F =¢ . a2,
z > ) Enp a 2.3)
Soientg , 8, ... sq, les z&ros positifs successifs de J1 ; les
1 2
fonctions J (B x), @B, ... Jq(qu), .+ forment sur |'intervalle x€[ 0,1],
H 2

une base orthogonale de polds x pour |'espace vectoriel Vr des fonctions intégrables
sur xe€{0,1] (Annexe 3).

La composante F peut ains! s'écrire :

F{x) = X Aqgt2) 4y (Bx. CaIr.2.4)
q=1"

Ce développement (II] .2.4) est valable pour x = 1 & cordition que la
fonction F s'annule pour cette valeur de x, ce qui, en raison de la condition aux
'Mmites (IIf.1.1) est bien le cas. La relation QII.2.4) tient donc compte & priori
de la condition aux |limites.

En reportant (III.2.4):dan5'l'édua+fon 'fIII;2.2},'on obtlent :
g |

m . ﬁ .2 - ‘.z _ Ly
qff - J](qu) Aq + 2 XBJ:JO{qu) quJ1(8qx)]Aq + {22 aa)quJo(qu),"\_q
° hy @ A s . d11.2,5)
- 2a 2 qu JO(qu)‘dz + & JI(qu} —3 s ila J1(qu)Aq}- 0

dz

Afin de pouvoir projeter !'équation (I1I1F.2.5) sur ta base des fonctions
J1(qu), posons

-]
b _
= ( .2.6)
qu JO(qu) - an J1(an) 111
B X0 (B x)e = M 4. (Bx) | . (111.2.7)
q 1" g n=} gn 1 '"n : : :
Les constantes an et qu sont calcuiées par la formule donnant les
coefficients d'une série de Fourier-Bessel (Annexe 3). || vient :
88 B J (R}
L Dd 2 9. siq#n et Lpn = O . (111.2.8)

gn Ba - 8% JO{Bn}

882 B J (B) B
M - g n JO( q} si q*n o+ Mnn = Eﬂ' ) (III.Z.Q)
gn (B; —Bif o B .
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Les projections de t'éguation (I1l.2.5) sur le vecteur de base
J (B x} s'écrivent , compte-tenu des relations précédentes dII,2.8) et (I11.2,9) :

VhEN"
- DA+ 33-am Z LA -& T M_A - 2023 Ezq —4
2o’ q=1 qn g q=1 gn g =100 dz
o
d® A (I11,2.10)
+ 2 0+ k?a? A, = 0.

dz*

Ces équations (III1.2.10) sont valables pour toute fonction a(z)
continuement dérivable et tiennent compte de la condition aux limites pour -
u=u. Nous poursulvons le calcul (§ IIl.4) en prenant pour a(z) une fonction

périodique.

111. 3. DEPENDANGE RADIALE DES CHAMPS (MODES-TMoq)

Sojient o, a, s-- , «+. les zéros positifs de Jo ; les fonctions
1 2
Jo(a x)} forment, sur 1'intervalle x€ [0, 1] une base orthogonale de poids X
(Annexe 3.

La composante Ez peut ainsl s'écrire :

(ITI.3.1)

M8

= 4
EZ = ge1 Aq(z} Jo(aqx), avec : X = uo.
En ralson de la condltion aux limltes (III.1.1), E, s'annule pour
x = 1 ; te développement (I11.3.1) est ators valabie pour cette borne (x = 1).

En écrivant £ sous la forme (11I.3.1), nous avons donc tenu compte 3 priori de la

condition aux |imites.

La forme des solutions de révolution dans le guide lisse (II1.1.8) nous
incite & développer Eu en série de Fourier-Bessel de seconde espéce d'ordre un

{(Annaxe 3).

Sofent lx’ l:’ cany lq’ ... les racines posITives mises en ordre

croissant de |'équation :

Ay - HI ) =0, (111.3.2)

B B N T Y e

N

% o R a2 B a2 B 2 R s on d o adoadt s d o adt »E o Eoa N
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ol H est une constante arbitraire ; les fonctions J1(Alx), J1(Jk2 XY, wen, J1(Aqx),...
forment sur |'intervaltie &[0, 1] une base de poids x pour Vr"

En particulier, si H = 1, les racines Aq satisfont & :

AJ{{}\) + J}{}\) = Q, (I11.,3.3)

En tenant compte de la formule de récurrence :

JI(l)
L) - -
J!(J\) JO{A) — . (II_I .3.4)

on constate gue les nombres )Lq sont les zéros de Jo et sont donc¢ ldentiques aux aq.

La composante Eu peut ainsi s'écrire :

E = I aqm Jy(agx), avec X . — (111 .3.5)

u q=1 uo

En reportant (III.3.1) et (II1.3.5) dans (IIL1.5), et en posant x = L.,

u
mous obtenons : o
%0 ¢ B )
T oIx—3 J,lax) » K145 FIx B Jlax)] =
=] 4z 17q © q 19 .
. oA | (111 .3.63
- x 9 P ' ]
? [ % T W J1(0qu} + Kaaug * Aq Jo(aqx)] ,
g=1 o :
e o dB :
T2 s ex)+KRaauxs J@x) =
q=1 Ug dz "o q o g 1 7qg
T{-3a Jex)«ra A J (ax)].
aet { 2 "q Yo!% q 7o q"
o
Pour faire apparaftre un plus grand nombre de fonctions de base Jo(aqx),

appliquons & ['équation (I11.3.6) |'opérateur 1;%;
o .Cf]_B_Cl 132,20 L 9 )8

2 2 4 Lt
z[aq T JO(cch)"'kaq Bq Jo(a,qx) +kou0x iR J1(aqx q]
q=1

(1I1.3.7b)

=2 [-—q-—-g-Jo{a x) + 1K aaAh
q=1 u, dz q

1d 2
qxdxx Jotaqx}].
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Posons

%g—x ® 4y ax) = 51 Can Jol@nX)s (11 .3.8)
%%; e Jytagx) = n;J; Dap Yo (@ %) (111 .3.9)
X3 (@) . 51 Cqn Jo{anxj, - (111 .3.10)

{es constantas an, an, an étant calculées par la formule donnant les coefficients

d'une série de Fourier-Bessel (Annexe 3). 1! vient :
. .a; + o J1(a ) a%+4
o e g 9 sinzq, Con = 5o (I11.,3.11)
G @ - J (a) n
n q 1""n
: 2an aq J1(aq) _ S ¢ _
-an =a an = T, T si n¥q, Dnn:&nGnn = 1, (111 .3.12)
an—aq 1"7n .

L'ensemble des fonctions Jo(aqx) forme, sur I'Intervalle x.€[0,1],
une base compléte pour Toute fonction F{x)E V} ; les projections des équations
(IT1.3.7) sur le vecteur de base Jo(anx) s'écrivent, conmpte-tenu des relations

précédentes :

Yne N*
o0 oy
d*B 3 o? dA b
0, K2 2322 = =20y aa D A (I11.3.13a)
e E k aan + k'a uoq=1 anBq T + k“a auch_ﬂqn q
n 2
s dB E a4
_n_n 2,5 3 = - N 228 (I¥1 .3.13b)
5 1z + kfa a ug ge1 an Bq E An + k*a n _
o

Ces équations (II1.3.13) sont valables pour toute fonction alz)
contlnuement dérivabie et tiennent compte de la condition aux |imites sur EZ

pour u = u_.

R oy B e ok a k. R . R . A . oA

I T "
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ITI. 4, DEPENDANCE AXIALE DES COMPOSANTES DE CHAMP ELECTRIQUE

(MODES TE )
Qq

Nous -&+udions  l|a propagation d'une onde dans un gulde bériodiqde de
période D ; la fonction alz) est supposée développable en série de Fourier 2
termes complexes, sous la forme ; |

]

b ~ipBz 21 * :
alz) =1 + a P a T - )
p=== D e ’ B D * a_p ap . (111.4.1)

De |a méme maniére, posons :

o0 ipBz +o

2 -

& =1+ % h e h, =2 z 4.
= Ny avec hy a, * -maj 3] (il1.4.2}
P J

. .l_-w -f B +~ K

a? =82 £ be 'PP? avec b = I J(p=j) a, a (IIT.4.33

o pz— P P jumo P

2a2= -18 T phoe PBZ, SR o (I111.4.4)
puen _ _ _ _ .

- 1) m -. 2 m -.
3f-ad = 4 T b o PP B 3o h, e tpBz (111 .4.5)
p=-m . p:-ﬂb :

D'aprés le théoréme de Floquet-8loch [7,9]'rela+if ad la propagation

des ondes dans les structures périodiques, nous pouvons poser :

oo -] nZ o0 +o0 U -Iymz
_An(z) a mf_wA"m e » soit Flu,z) = mE-m n§1 Ao J1(gnjz:e (111.4.6)
avec @

Y, =Yg * 2m L, %z%i . BT (I11.4.7)

A étant la longueur d'onde guidée de 1'onde fondamentale. L'ensemble des
-i

fonctions e Ym2 forme pour I['espace veciorisl Va une base compléte. Les

projections sur cette base de I['équation (II1.2.10) s'écrivent :

VhEN, VmEZ
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o _ . C".2
T O (e 6 +h & ) ~[(Tem? + 2
pmoq =1 0 8qn Spm * Pep Sgqn) - L (T4 = %an Som
(I11.4.8)
- 2 .— + El:E— + =
hm_p{I¥pJ an + bm-p (qu 4an) 5 hm_p(2P+p m)an}qu 0
ot §x1e+ Spm représentent le symbole de Kronecker et en posant :
Yo D .D D _D | |
R=2mg=, Ke=kzm=3, T=y3 5 S (I11.4.9)

9

A &tant 1a longueur d'onde dans le vide.

Nous sommes en présence avec (III.4.8) d'un systdme algdbrigue lindaire
homogéne dont les inconnues sont |les amplitudes complexes Aap' Il comporte m.n

équations, m variant de ~© & +o, et nde 1 3 + o,

En écrivant que le déterminant du systéme est nul, condition d'existence
d'une solution non triviale, nous cbtenons une relation entre K et T, soit entre

A et Ag’ qui n'est autre que |'équation de dispersion du quide.

En pratique, 1] est commode de ramener ce probléme au calcul des
valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice A opérant dans !'espace vectoriel
V= Va X Vr‘ En effet, associons 3 qu un vecteur 3@ €V; la reiation (IV.4.8)

stécrit alors :

P | ' (111-4.10}
1 X _ _ o
sait encore :
K* 3 = Aa, avec A = ATA R C(TIT.4.11)

A:’ Az, A sont des matrices opérant sur V.,

Az mpgn i} aqn(spm_* hm-p}
a _
- - 2 1 -
A moqn aqh. Som [ (T+m)*+ = 1+ Mep (T#PYF 800 + by (Mo 4L ) (I11.4.12)

R .
3 hm_p(Z r p+m)Lqn

N TP T A T N P T PN T S T TS

PR SR R T

BT S T S S I S

PR §

LR P T R O S L2
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ITI, 5, DECOMPOSITION AXIALE DES CcHAMPS (MODES TMO )
q

Pour |a décomposition axiale du systéme (IV.3.13), nous pouvons utiliser

un processus identique 3 celul exposé au paragraphe précédent pour les modes Tqu.

D'aprés le théordme de Floquet-Bloch [ 9], nous pouvens poser :

o0 _;sz ©  +x@ y =i mZ
A(z) = ZA e soit E_(u2) = Z ZA J (a—=~—le , ((II1.,5.1)
n nm z _.nmo nu
m=—co n=1 m=—co o
' iy z s 5 iy
) “YmE T 0z U,y Tm®
Bn(Z} ’ma—mEnm e soit EU(U,Z) a1 m-—anmJ1{aﬁ;e , (IIT.5.2)
Avec les mémes notations qu'au paragraphe ({IV.4) on obtient :
¥ n€N, Vme Z,
+o0 -] _@:_E_ Ctn
pf_m qi{R[ (T+m) (= )hm_p an - bm_qun] + anapm = }qu
(I11 .5.32)
- . - e -
{6qn apmcr+m> +6qntr+m} hm_p 5 hm-p an} qu 0
+00 o c(";_.t Gn
z Z{8 & —A +6 & (T+m) =— B
pa-e q=1{ pm gqn 2 QP pm gn R “qgp
(ITT .5.3b)

ar R
= (m- - (§ h _ JA =0
+ Kl (m=p) hm-p Cqn Bap 8anSom * Mmep qp]}

Nous sommes encore avec {II1.5.3) en présence d'un systéme algébrique
lindaire homogéne comportant cette fois deux sortes de coefficlents inconnus qu
et B_ . Nous pouvons 3 nouveau ramener |la recherche des solutions & celle des
valeﬂﬁs propres et vecteurs propres d'une matrice A opérant sur V. Associons a qu
et & qu les vecteurs » et b € V= Vy X Ve En notation matricielle, le systéme

(I1I.5.3) s'écrit :

8

= A2 | ] | | . : (111 .5.4a)
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A2+ B+ KBB +KABs0O, : .
23 2 3 33 , B o (IT15.4b)

ol AI’ Az, AS, 81, 82’ 83 représentent des matrices opérant sur V. Le systéme
(I11.5.4) peut encore s'écrire :
- -
K*a = Aa,
avec
v g g~ -1 -1 L
A (8381 A1 + AS) ! (8281 A1 + Az), L (Il .5.5)
et avec :
; m=p ] ' %
B1mpqn & (T+m) ¢ > ) hm_p an bm-quJ +6qn Gpm =
= - E:E.
A1mpqn andpm(r+m) + an{F+m) hm-p > hm-p an
2
a
A2mpqn " 6pmdqn n E . . (111 .5.6)

B =
2mpgn pm-qn

Ay ==& (5§ +h A
3mpgn  gn “pm  "m-p’ qp

- R
B =3 (m-p) h

G 8B
3mpgn m=p gn gp

[1I, 6. ETUDE DE L'EQUATION DE DISPERSION

Nous avons montré (§ IT1.4 et II1.5) qﬁe pour les modes TEon alnsi que
TMOn 114+ude de la relation de dispersion K{(I') se ram&ne & celle des valeurs propres

d'une matrice A opérant dans |'espace vectoriel V = Va X Vr :
Az = K3, : (111 .6.1)
2 D?
ta matrice A, et par suite ses valeurs propres K = = sont des fonctions

del = -i}-, ce qui donne K = K(I). A

9

Le rang de la matrice A est infini vis-3-vis de chacun des espaces.y,

et Vr‘ Dans la pratique, pour effectuer les calculs, it faut timiter ce rang
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3 une valeur finie P, ce qui se fait en supposant que le champ &lectromagnétique
. P - . -
est assez bien représenté par P vecteurs propres a ayant F composantes ag . non

nulles :

mEZ, nEN, 3 ™ 0 pour |{mPM et/ou n>N.

La matrice A est a2lors de rang P = (2M+1)N, et elle comporte {(2M+1)N
valsurs propres K donc (2M+1)N valeurs peslitives de K.

Dans le cas du guide cylindrigue lisse (a({z) = 0), A est une mafrice
diagconale dont les valeurs propres sont :
A2 : '
KR o= K (m,n) = (T+m)? + O o (111 .6.2)

avec :
modes TE A=
on

modes TM A =8
on

L'indice n est e numéro d'ordre des modes TEon ou TMon' L'indice m est
le numéro d'ordre de |'harmonique d'espace, celuil d'erdre m se propageant avec |a

vitesse de phase :

R S (111 .6.3)
ol ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide.

Dans le guide lisse, la seule onde dont 1'ampiifude n'est pas nulle est

i'onde fondamentale (m = O) de longueur d'onde guidée lgo = OT.

Pour les guides périodiques, ces différents modes et harmoniques sont
couplés entre eux, par |'intermédiaire des coefficlents bp et hp caractérisant

ia génératrice.

[II. 7. QUELQUES EXEMPLES D’ETUDES NUMERIQUES DE LA COURBE DE

DISPERSION

Afin de contrdler la validité de notre formallsme, nous avons effectué

sur ordlnateur des calculs numériques pour le guide sinusoidal et le guide 38 iris.
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o

Nous avons restreint cette étude au mode TM01 utilisé dans les accélérafeufs,

seul mode pour lequel nous disposons de résultats expérimentaux ; nous donnons

P T TP Y

cependant, & fitre indicatif quelques valeurs numériques pour le mode TE01. Avant

de présenter ces résultats nous devons falre quelgues considérations d'ordre général.

Que!te que soit la puissance du calculateur dont on dispose, les calculs
numériques ne peuvent &tre falts qu'aprés avolr, par froncation, ramené le rang
de a2 matrice A & un nombre fini. Bien que les effets précis d'une telle ~troncation
restent mystérieux, il est raisonnable de penser que lorsque le rang de la matrice
augmente, les résultats ainsi obtenus convergent vers la solufion exacte. Dans notfre
cas, la matrice A opére dans un espace vectoriel V produit de deux espaces infinis
Va et Vr ; cela souléve une difficulté nouvelle, car il faut effectuer deux +ronca-~
tions distinctes, 1'une pour Va' | Tautre pour Vr' Concrétement, cela se ftraduit dans
les relations (I1114.8) et (I111.5.3) par une limitation des indlces aux valeurs

suivantes :

IPISM: q £ N,

le rang de la matrice A étant alors N(ZM+1), A priort, les entiers M et N peuvent
&tre choisis indépendamment |'un de |'autre, mais |'expérience numérique montre

que les meitleurs résultats sont souvent obfenus forsque M = 2ZN.

" Le guide sinusofdal | |

C'est ce type de guide qul posséde la géométrie la mieux adaptée pour
I'emplol de notre formalisme. Aucune approximation ntest nécessalre sur la fonction
alz} ot la matrice A comgorte de nombreux termes nuls. Nous avons repris |'exempie

du guide déja &tudié au chapifre précédent par la méthode des perturbations (I1.6).

Dans un premier femps, nous avons &+udié en fonction de M et de N pour

. D
une valeur donnée de T = %}-Ia convergence de la valeur caiculée de K = T ;

ces valeurs numériques sont rassemblées dans le +ableau 1. II1. Dans ce cas

précis, on remarque que Jusqu'au guatriéme chiffre la convergence est trés rapide,
puisqulelle est pratiguement atteinte pour M = 1 et N = 2 ; cela s'explique par

la faible valeur du paramdtre g qui nous situe dans le domaline d'app!ication de

la méthode des perturbations. Pour les chiffres suivants, la convergence semble
difficile & atteindre ; ce qui peut s'expllquer par le fait que le rang de la matrice
A augmentant trés rapidement avec M et N, les erreurs d'arrondis, inhérentes
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aux calculs sur ordlinateur, viennent limiter la préclsion des résultats,

0 1 2 3 4
0,939%0 0,906193 0,906021 0,906021 0,906023
0,93523 0,906896 0,906706 0,906849 0,906709
0,93523 0,907067 0,906882 0,906773 - 0,906510
0,93523 0,907815 0,90697% 0,906533 0,907067

tableau 1.111
. 1 i u

=55 0,45, T =0,4

Guide slnusoTdal: convergence avec M et N de K = %- (o
Le tableau 2. II1 donne des valeurs de K calculées & partir de notre

nouveau formalisme et pouvant &tre comparées 3 celles issues de la mé&thode des

perturbations. En plus des résultats du mode TMO1 nous donnons, 3 titre

indicatif, ceux du mode TEOI’ ainsi que les valeurs K(I') pour le quide lisse

{a = 0). A la lecture de ce tableau, on constate qu'll exlste un excellenT accord

entre les deux métheodes.

R Le gutde & iris

Lorsque, comme c'est le cas pour le gulde & iris, 1a fonction a(z)
caractérisant la génératrice du guide présente des discontinuités ainsi que ses
dérivées, no+re2formalisme ne peut pas s'appliquer (il ndcessite la continuité

da d'a

de alz), == , —). Cette difficulté n'apparalt pas clairement au cours des
dz de

calculs analytiques, car, au moyen du thécréme de Floquet-Bloch, nous substituons
3 a(z) son développement en série de Fourier.C'est 3 ce développement gque nous
faisons ensuite subir des opérations de dérivation ce qui est mathématiquement

incorrect. |1 n'est cependant pas inconcevable gqu'une telle méthode puisse

conduire & des résultats numériques cohérents,




68

3
A e s e B R
~{perturbation)| méthode) a=Q0 méthode) a = 0)
0,00 0,841 0,8419 0,8505 1,3276 1,3552
0,05 0,842 0,8432 . 0,8520 1,3282 1,3561
0,1 0,846 0,8473 0,8564 1,3298 1,3589
0,15 0,853 0,8530 0,8637 1,3323 1,3635
0,20 0,861 0,8614 0,8737 1,3358 1,3699
0,25 0,870 0,8715 0,8865 1,3401 1,3781
0,30 0,882 0,8830 0,9019 1,3445 1,3880
0,35 0,894 0,8952 0,9197 1,3489 1,3997
0,40 0,905 0,9069 0,9399 1,3527 1,4130
0,45 0,914 “0,9157 0,9622 1,3559 1,4279
0,50 0,917 0,9190 0,9866 1,3565 1,4445

tableau 2. III

Courbe de dispersion du guide sinuscoTdal

*® 2 B 2 3 - 1 4 =

.E’a...&_.\.u- - .
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En effet, les calculs numériques étant toujours, comme nous |'avons
montré, affectués & partir d'une matrice A de rang fini, ce n'est pas a(z) qui
Intervient mais une approximation de cette fonction pouvant présenter les conditions
de dérivabi|ité requises par le formalisme. En fToute rigueur, on ne résoud pas
fe probléme posé mais un probléme voisin, dépendant de 1'approximation choisie. .
It est clalr que i'on a intérét & choisir dés le départ ['approximation de a(z) en
conservant dans son développement en série de Fourier un nombre fini P de termes

au plus égal M.

Si cette |Imltation est faite brutalement, 1! apparalt une nouvelle
difficultéd. Pour le montrer, raisonnons sur !'exemple de la figure III. 1. Sur
cette figure nous avons représenté un guide en créneau, ainsl que !a premiére

approximation de ce quide, obtenue en conservant seulement le premier terme de

la série de Fourler de la fonction alz) (le rayon moyen u, = %-‘ID alzldz

0
restant inchangd). || est évident qu'une telle approximation ne Ssaurait étre
valable car 1l n'y a plus de canal central dans le guide ainsi obtenu, et par

suite, i1 ne peut pas y avoir propagation des champs.

Ces considérations nous ant condult 2 adopter comme approximation du
ghide réel un guide ayant méme rayon moyen et méme début de spectre de Fourier,
|tamp!itude du premier harmonique &tant choisie de telle manidre qu'il posséde

aussi le méme canal central.

Nous avons choisi comme exemple !'un des guide & iris ayant fait,
par R. Combe et M. Feix [31] i'objet d'une étude expérimentale et théorique
(par la méthode des raccordements) en vue de son utilisation dans un accélérateur
de particule. Les caractéristiques géométriques de ce guide, fig.IIl .2 sont les

sutvantes :

2a 46,81 mm
87,84 mm
7,50 mm
D =10 mm

Jo . 3,8791.

N
o o
n ]
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=
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Dans le tableau 3.III., nous avens, pour ce guide, porté les valeurs
expérimentales et calculées de K = %—en fonction de T = %— ainsi que, a titre de
- - g .
comparalson, ces memes valeurs pour le guide lisse de méme rayon moyen. Tous ces
calculs ont &té faits avec M = 4, N = 3 et P » 4, |2 matrice A é&tant alors de

rang 27.

Fa o “ %
S Yaleurs Valéars .
expérimentales calcalées guide lisse
0 . 0,0950 0,0951 0,0987
0,0668 0,0976 0, 1000 0,1192
0,0868 0,1000 0,1027 | 0,1314
0,1271 0,1053 0, 1084 0,1609
0,1774 | 0,1111 0,1149 0,2030
C,2589 0,1176 0,1217 0,277
0,5 0,1238 0,1271 0,5096

tableau 3 XII1

Courbe de dispersion du quide & iris

Si I'on tlent compte, comme nous ['avons précedemment Indiqué, que nous
sommes placés ici dans un cas trés défavorable pour 1'application de notre
formalisme, on constate 3 la lecture de ce tableau que |'accord entre les valeurs

expérimentales et calculées est trés acceptable.

Cette étude numérique nous a permis de mettre en &vidence, |'importance
de la notion de rayon moyen des guides périodiques. Cette importance semble avoir
été Jusqu'd présent le plus souvent ignorée des expérimentateurs. On trouve en
effet assez fréquemmentdes études ol il est fait é&tat de ['influence, sur la
courbe de dispersion, des paramétres a et b (fig. II1.2}). En fait toute variation
de b et méme de a entratne une variation du rayon moyen g dont |'effet est

- -~

prépondérant. On en arrive a attribuer & ces paramétres (a ou b) une influence
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gu'ils n'ont qu'indirectement. || sembie méme que la courbe de dispersion
d'un quide périodique soit, en grande partie, déterminée par les dimensions

relatives du rayon moyen et du canal central.




Troisiéme partie

LES RESEAUX
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Introduction

Au cours des quinze dernidres années, le probiéme de la diffraction
dlune onde plane par un réseau a faift i'objef de trés nombfeux travaux théoriques
(le lecteur intéressé pourra se reporter & une revue détalllée 3 ce sujet dans
un article publié récemment par R, PETIT [61]1). Schématiquement, ces théories
rigoureuses peuvent &tre rangées dans deux catégories distinctes selon que le
formalisme auquel e!les font appel est intégral ou différentiel. On est conduift
3 résoudre numériquement sur ordinateur une équation intégrale dans le premier
cas (ou éventuellement des équations intégrales couplées) ou un systéme infini

d'équations différentielles couplées dans le second cas.

L'emploi des équations de Maxwel) sous la forme covariante et d'un
systéme de coordonnées non orthogonales dit "de transiation™, adapté 3 1a
géométrie des réseaux, nous a permis de donner du probtéme une formulation
différentielle originale. En effet, le systéme infini d'équations différentiel les

que nous proposons est & coefficients constants. Cette importante particularité

permet de ramener 13 résolution du probléme 3 la recherche des valeurs propres
et des vecteurs propres d'une matrice, et rend également aisé |'emploi d'une

méthode de perturbation.

Dans le chaplitre _V, aprés avolr mis ce probiéme en &quations dans le
systéme de coordonnées "de translation', nous proposons une critique nouvelle
de la méthode du développement en ondes planes du champ diffracté dite "méthcde
du développement de Rayleigh". Nous développons ensuite une méthode de perturbatic
qul nous permet de donner dans quelques cas particuliers simples des expressions

analytiques pour les efficacités.
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Dans le chapitre V, nous écrivons un systéme différentiel unique
permettant de traiter -simul+tanément les deux cas de polarisation. La résolution de
ce systéme se fait par une technique voisine de celle utilisée en mécanique
quantique, pour résoudre | 'équation de Schrddinger, notre fonction d'onde présentant
toutefois la particularité de comporter deux composantes. Nous propesons ensuite
une méthode hybride dans laquelle nous faisons la distinction entre la partie
asymptotique du champ qui seule présente de | *intérét pour le physicien, et la
partie évanescente dont la connalssance est Indxspensable a |'écriture des
conditions aux |imites. Nous utilisons alors uniquement notre formalisme pour la
détermination de ce champ évanescent, le reste du caleul &fant conduit de la méme

maniédre que dans la méthode du développement de Rayleigh.
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Chapitre |V

ETUDE PAR UNE METHODE DE PERTURBATION

DE LA DIFFRACTION PAR UN RESEAU

IV. 1. POSITION DU PROBLEME

e réseau considéré est une surface cylindrique dont la génératrice,
paraliéle & |'axe Oz (fig. IV. 1), s'appuie sur la courbe y = h a{x). La fonction
a est une fonction deux fois dérivable de la variable x, de période D, développable

en série de Fourier, h est un paramétre proportionnel & |a profondeur des sillons.

by

=~

y = halx) m

/7 PN VN &

fig., Iv. 1

On se propose de rechercher, & partir des équations de Maxwell, !|'onde
diffractée par ce réseau, lorsqu'il est éclairé par une onde plane incidente de
longueur d'onde X, dont le vecteur d'onde K, situé dans le plan xOy, fait

I'angle 6 avec Oy. Pour cela, on fait les trois hypothéses suivantes :

(Iv. 1.A) Condition d'onde incidente : la seule onde se propageant vers le

réseau est J'onde plane incidente dont |'amplitude est connue.
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(Iv., 1.8) Condition de rayennement 3 |'infini : |'ampllitude des chamops
électromagnétiques reste finie lorsque y tend vers |'infini.
(Iv.1. C) Condition aux limites : le réseau est matérialisé par un métal

infiniment conducteur sur la surface duquel la composante tangentielle
du champ électrique s'annule {au chapitre suivant le cas d'un métal

de conducTivité finie est envisagé ).

On peut montrer [58] qué, loin du résesu, !'onde diffractée peut &ire
considérée comme une somme finie d'ondes planes dont les directions de propagation
font les angles Bm avec Oy. Entre 6 et em, il existe une relation dite "formule

des réseaux!, indépendante de la fonction a{x)
sin 6_ = sin & + m~--JE : ' (Iv.1.1)
m D’ o . A e
m &tant |'Tordre de diffraction.

Pour les réseaux par réflexion, 8 et em sont orientés en sens inverse
{ftg. IV.1).

Cette formule (IV.1.1) &tablie &lémentairement en opfique.physlque, pour
un ensemble de fentes étroites est en fait valable pour tous les réseaux ; elle

est la fraduction de ta périodicité de la structure [58].

_ Le probidme fondamentazl des réseaux est la recherche des efficacités &m’
clest-a-dire la répartition de |'énergie diffractée dans les différents ordres.

Ltonde incidente étant par hypothé&se une onde plane, son unique composante

de champ Ez ou HZ peut &tre représentée par son amplitude complexe :

F2 7 F - £ o~ kx sin g eiky cos 8, o (IV.1.2)
H, = H!

avec
k= £, AV.1.3)

: Eo &tant un coefficient d'ampli+ude'que 1'on prendra podr la commodi+é de 1'écriture

égal a un.
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Rem ue — -

La convention de notation pour les amp!ltudes complexes, adoptée ici,
est encore celle de la propagation guidée, soit :

E — E ei(m'l' - yx)

pour une onde se propageant suivant le sens positif.

IV, 2. MISE EN EQUATION DU PROBLEME

Le systéme de coordonnées de "translation" (x! = x, x* = u, x3 = 2)
(A.5) est, pour la surface S du réseau, un systéme naturel de coordonnées. Dans

ce systéme :

x} =u=y=-h a(x) : (Iv.z.1)

La surface infiniment conductrice S coTncide avec la surface de

coorgonnées u = O, soit : y = h alx).
Les composantes gij et 913 du tenseur métrique de ce systéme ont été
calculées au §. A.5.
! + h*a®, ha, Oq 1, =-ha , O
(gg5)= ha , 1, Of; g%y = |- ha, 1+p*&, O (A.5.7)
o , 0, 1 o, 0o , 1
/g = 1 - | | (A.5.8)

Aprés avoir reporté ces valeurs (A.5.7) dans le systéme (1.6.9), on
arrive aux équations de propagation relatives aux composantes covariantes du

champ &lectrique {(ou magnétique) (E1 = Ex’ E2 = Eu’ E3 = EZ)

s 9€, 9E o 3 RE, , BE, 2E \ 2 e  2a)
a—u('a';(—'-'au—)+:§Eha(a—i—-§a~—)+ﬁ(a—x—-§'{')'kEx"kha_u=0 (Iv.2.2a
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21 s i) (EEE - EEE) . 2 hé{aEx - aEZ) s 3~4EE§ - EEE}
oz 3u 3z 9z 3z T 9% U 5%

_ (I1v.2.2b)
- k(1 + h?3%)E + k* haE =0

Li x

3E 9E . 3E 3E ) 9E 3E
i S S M- Tan I B BN B N At 2
ax z ox ax au 3z gu _ 9z su

. . BEZ aEx 2 (Iv.2.2¢)

+-é—ha (BX -a—z—)'kEz=0

La condition ( V.1.A} Impose & la solution de posséder la symétrie de

translation par rapport & 0z, donc :

Le systéme (V.2.2) s'éerit alors :

€, . E,, |
=50 " k! ha E, = + k2 E,. ' (IV.2.42)
) auz ' . .
a’su . °E,, . _— - . o
+ k?(1+h%a%)E = + k? ha E : (1¥.2.4b)
I u  @xau x . _ :
P?E, 3°E *E_’ 3E -
24+ h?a?) —Z% - 2hd o2 - hA —2 + K2E_ = 0., . (1V.2.5)
3X2 au?. ugx au Z )
La relation ( V.2.5) est Indépendante des deux précédentes ; 1l existe

donc deux types de soluticns :

N . — - = - ) .
- Polarisation E// \E S Eu_ 0, |E| Ez, le champ électrique est
paralléle au réseau.

= Polarisation H,, :=EZE o, |Fl = H,, le champ magnétique est paralliéle

au réseau.
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Dans le systéme "de translation”, les composantes covariantes Ei* et H,
- -
-des champs E et H sont obtenues 2 partir de celles relatives aux cocrdonndes
cartésiennes E, et H, par les relations (I.3.4)

. Z Z
Eov = Ay By Hee = An He c'est-a-dire : : (1.3.4)
- d_a »n -d-E-
T E1 +h Ix E2 ! Hl +h I Hz
E"E '-H . R oo
2 3 2 2 o (Iv.2.8)
£ ,*E H, =H |
3 3 3 3

En coordonnées "de translation”, la condition aux {imites (IV.1¢) pour
les composantes covarianfes s'écrit
. _
i . 2 = ] = .
polarisation E// : E’,(x } Ez(u 0) =0 : (Iv.2.7a)

polarisation H,, : E ,(x’f) = E (u=0) =0 S (Iv.2.7b)
!/ 1 X

En coordonndes cartésiennes, pour les composantes cartésiennes (notédes

¢
icl pour &viter les confusions E), cetts condition s'écrit :

oo . .
polarisation E// : Ez(y-a(x)) = O (condition de Dirichlet) (IV.2.8)

c c
* +* d—a = |
polerisation H,, : (E, * h 5% Ey)y-ha{x} 0 (1v.2.9}
soit encore :
, -
Z da "z, ' : :
By "N ax ey = hat) T O o (1v.2.10)

cette dernidre relation traduisant la nullité sur la surface de la dérivée

normale de HZ(condiTIon de Neumann}.

IV. 3. LE DEVELOPPEMENT DE RAYLEIGH [63]

Lotn du réseau, |'onde diffractée est constitude d'une somme finle
d'ondes planes (§ IV.1). En coordenndes caridsiennes, la composante EZ ou HZ de
cette onde diffractée psut &tre écrite :

-ikx sind ~1ky cos 9 ' :
Z }- Z 8 s T s m Cdv.IL
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U &tant i'ensemble des entiers m tels que :

|sin e+m%]sl, | (Iv.3.2)
et avec :

oo A | |
sin Bm = sin B+ m o : ) : (Iv.1.1)

Le coefficient complexe Bm représente |'amplitude relaftve de {'onde
plane diffractée dans |'ordre m. On peut montrer [60] que I'efficacité &m dans
l'ordre m est reliée 3 Bm par ia relation suivante :

. COs Bm ~ .
8m = Bm Brn o B . o (Iv.3.3)

On peut également montrer [ 58] que la relation (IV.3.1} nfest autre
que la partie asymptotique d'un développement plus général de 1'onde diffractée

valable pour y > Supl h alx)] et connu sous le nom de "développement de Rayleigh” :

' o 4 +x -y x  =Ix vy :
Ez E } = z Bm e M g M , : {(1V.3.4)
d m = —x%

H. =H

z
avec : : .

Y, = kisin 8 +m %} | dv.3.5)
et |
Xp = K%, = Y K- Y;. si Y; £ K, solt m €U, : (Iv.3.6a)
Xy = kx, = =i/]K - ¥il,st ¥2 > K} soit &y, B o (Iv.3.6b)

S1 la quantité X est réelle, |'onde correspondante est une onde plane,

s! xm est imaginaire, l'onde est évanescente.

IV, 4, LA METHODE DU DEVELOPPEMENT DE RAYLEIGH [57,58,59,60,63,64,65,67]

En coordonnées "de translation”, |'onde inclidente s'écrit d'asprés les
i relations (IV.1.2) et {IV.2.6)

E. -fy x ix.u iy ha(x} _ .
1 ae © ex° e ° ) (Iv.4.1)

. '
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et le développement de Rayleigh pour |'onde diffractée :

E ww =iy x =ix.u =ix. ha(x)
} = I Bm e ™ g M g M . : ' 1v.s.2)
Hd M==-00 :

Le champ total est la somme des champs Incident et diffracts. La
méthode dite du "développement de Rayleligh” suppose que |'équation (I1V.4.2) soit
ta solution cherchés pour le champ diffracté pour u 2 O, et non pas seulement pdur
y> Sup [ ha{x} ] . Cette hypoth2se permet d'utiliser ce développement pour écrire

la condition aux limites et par suite, pour caiculer les coefflicients Bm :

o =iy x =i¥x_ hal(x) -1y X i¥_ ha(x)
E,, + T B e " g " =-e ° o ° - dv.4.32)
-iv % =Ix_hal(x)
da m m
H// : -§ Bm(xm h*a-;Ym)e e - : |
\ m (dv.4.3b)
-{y x ix_ halx) ’
da 0 0
"X * N ER Yo' © .

L'exploltation des équations (V.4.3) se fait en projetant sur une base

de Fourier les fonctions périodiques de x.

Pour cela, posons :

i ha(x) ~imBx '
Xo 3 2
e * e Lm(xoh) e , (B 5—) (Iv.4.4)
avec :
0 iy hat(¥) im gt ' -
L _(y_h) -k f e © 8 dt. (I1v.4.5)
m AQ D 0
il vlient alors :
- - - !VI4.
€, m_?: B Lo Xah) = ~Laltx M) (Vn€2) ( 6a)
Y -
_ n=m 2m - « tv - 20,0 h). (Iv.4.6b)
H// mgéz Bm(xm X, D Ym)Ln_m ( xmh) (xo 5 nXO}H$+xO )

Les relations (1V.4.8) forment des systdmes Infinis d'2quations

algébriques |inéaires ol les inconnues sont les coefficients Bm.
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La résolution numérique n'est possible que pour des systémes tronqués
{|ml, |n] £M) comportant un nombre 2M+1 finl de B, 5 on aboutit alors 3 des
valeurs que |'on suppose d'autant plus proches des valeurs réelles que M est plus

grand. L'expérience numérigue montre que cette proposition est vraie 3 condition

a

que !a hauteur h du réseau reste inférieure 3 une certaine limite h , appeilée |

_ L
"limite pratique de Rayleigh", dépendant de !a forme du réseau. Au-deld de cefte

vajeur limite, il n'y a plus convergence de [a méthode.

Pour le réseau sinusoTdal (ai{x} = cos zgx), nous montrons au chapitre
suivant que cette hauteur limite est 11&e au pas du réseau par la relatlon
suivante :

o
D

3

La hauteur limite ne dépend donc nl de la longueur d'onde, ni de la

polarisation.

IV, 5, SUR'LA VALIDITE DE LA METHODE DU DEVELOPPEMENT DE RAYLEIGH

Pour obtenir des résultats satisfaisants par la méthode du dévelioppement
de Rayleigh, 11 est clalr que |la solution ains! décomposée & priori en ondes
planes et évanescentes {IV.4.2) doit satisfaire aux équations de Maxwell en
coordonnées de transiation et cela pour tout y positif. Afin de vérifler la valldi+é
de cette hypothdse, nous allons &tudier de maniére plus précise le cas simple du

réseau sinusoTdal. Pour un tel réseau :

a{x) = cos AL cos Bx. (Iv.5.1}

D'aprés le théordme de Floquet-Bloch (II.3), la compesante covariante

du champ électrique EZ ou magnétique H, peut s'dcrire sous la forme du développement

suivant :
E, 5 -y, X - Vs 2
H } = a0 Em(u) e , : | (IV.5.2
'z

ol :

Ym'Yo+mB’
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Yo désignant |2 constante de propagation .de |'onde fondamentale :

Yo. k sin 8. . (Iv.5.4)

Aprés avoir reportd |a valeur (I1V.5.2) dans 1a relation (1V.2.5) et
projeté sur la base de Fourier, on obtient le sys*éme infini suivant d'équations

différentielies homogénes lindaires & coefficients constants :

AE de e
m 2 ng m-1 _ h8 m+ t
au? X Em T2 Yt Ymet) —a T T Tt Yeet) "o
. ) (Iv.5.5)
+h‘§3’ dEm- h? g2 dEm_z_hzsz dEm+2‘0
2 2 4 2 4 2
du du o du

Les fonctions Inconnues Em(u) sont les solutlons de (IV.5.5), Un teal
systéme possidde, quand il n'est pas dégénérs, une infini+é de solutions indépen=
dantes de la forme :

LY : :
Eq(u) =8B e . (Iv.5.6)

En reportant cette veleur (JV.5.6) dans (1V.5.5), on obtient un systéme
infini d'équations algébriques homogénes |inéaires, ol les inconnues sont les
coefficients Bm a0 Pour qu'un fe| systéme posséde une solution non triviale, il

faut que son déterminant s'annule ; cette condition permet de calculer L

Considérons malntenant 1'une quelconque des ondes constituant le

développement de Rayleigh, soit :

-ix ha(x) ~Iy u =iy_X
p=B8e " e ne 7, _ (1V.3.7}

ce qui peut encore s'écrire :

§” -Ixn u —lYm X . '
Y * pew®n bn- (=x,h) e e . {I1v.5.8)

m

Le réseau &tant slinusoTdal, !z quantité Lm(x) peut s'écrire & partir

des foncticns de Bessel Jm(x). [ vient :
o - u ~IY_.x
- fn=m n m :
= V.5.
P m-men i Jm-n (th)e e , . | {(I1v.5.9)
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solt encore

..

+00 -y X o -
= 2 m . ' '
v e g ’ Iv.5.10)
en posant :
-iY_u
n-m = n
E =B_ i J—n (xn hY e {Iv.5.11)

mn n

En reportant cette expression dans le systéme (IV.5.5) et en utilisant
pour faire des combinalsons |inéaires d'équations, les formules de récurrence

entre les fenctions de Bessel

_2m
Joo e = =m0, | Iv.5.12)
on obtient un sysidme infinl d'équations différentielles découplées. €, €51 une
solution, & condition que 1'&gall+é suivante solt vérifiée :

XK =Y | (1V.5.13)

cette relation n'étant autre que la formule des réseaux (IV.1.1).

Le déve!oppement de Rayleigh, combinaison |inéalre des solutions
&lémentalres satisfaisant 3 la condltion (IV.5.13), semble donc &tre Ja solutien
du probléme. Malheursusement, pour pouvoir faire numériquement le calcul des
coefficients Bn 3 partir des conditions aux !limites (§ IV.4), nous avons vu qu'il
ne faut conserver qu'un nombre fini 2M+1 de solutions élémentaires ; ce qui

revient & poser :

E., = O pour [mp>M ou/et [n]>M. i (IV.5.14}
Celz é&quivaut, vis-3-vis des &quations de Maxwell, & ne conserver
qu'un nombre fini d'équations dans le systéme différentiel infini (IV.5.5). On
constate alors que les solutions de Rayleigh fronguées (Iv,5.10) et (IV.5.14) ne
satisfont aux équations de Maxwel! tronquées que si la hauteur h du réseau est
nulie. (En effet les formules de récurirence dés fonctions de Bessel ne permettent
alors plus d'obtenir un systéme d'équations différentielles découplées). On congolt
donc bien qu'une telle solution ne puisse domner des résultats satisfaisants que

pour des réseaux de hauteur h faible.
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Pour les réseaux de hauteur Importante, i| est ndcessalre de calculer
les solutions élémentaires du systéme différentiel +ronqué sous la forme
(Iv.5.8) ; puis d'écrire ensuite 13 condition aux 1Imites. Une telle mé+hode

est développée au chapitre suivant.

IV, 6. RECHERCHE D’ UNE SOLUTION PAR UNE METHODE DE PERTURBATION

Nous exposons cette méthode en prenant | Texemple du réseau sinusoTdal
en polarisation E//. Au paragraphe suivant, une généralisation est falte pour

tous les réseaux et les deux types de polarisation.

On désire obtenir une solutlon approchée du systéme différentiel inflni
(1V.5.3) par une méthode de perturbation, en prenant comme paramétre :

%ﬁ = gﬁu On recherche la sclution E, Sous la forme d'une série entlére du

paramétre o ¢

a-

E(w = 2 o5 (uw. - L (IV.6.1)
m
p=0

Aprés aveir reporté cette expression dans le systéme dlfférantie!
(1Y.5.5) et identlfié les termes de méme degré erf o, on obtlent les systémes

suivants :
n=20
2 .
d°E o L )
.y g =0 (IV.6.2a)
P) m —mo _ .
du
{ n =1
d*E dE dE
ml 2 m=1,0 m+1,0
} + mem1 - -(Ym + Y _1) -—-——-ﬁ-—du + (Ym + Ym+1) o {IV.5.2b}
du
nz2 -
2 2
d°E d’E dE
mn 2 m,n-2 m=1,n=1
& * xm Em n -z 2 K * Ym-i} du
L cu du (FV.6.2¢)
2 2‘:
dEm+1,n-1 d Em+2,n-2 “me2,n=2
+(Ym+Ym+1) : . _
du du du
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avec :

ekt -y - o R C(IV.6.3)

Les équations sont toutes des équations différentielles lindaires du
second ordre a coefficients constants, sans dérivée premiére. Les solutions sont
de la forme sulvante :

-i% u
e Xﬁ + G

mn m n 0 m_n(U) ; (Iv.6.4)

‘. A L
Am n et Bmn sont deux constantes d'intégration ; Gm'1(u) est une fonctlion de

variable u {constituée d'une somme d'exponentielles), solutlon particuliére de

| Téquation non homogéns.

_ La conditlon d'onde incidente (IV.1A)} et la condition de rayonnement &
t'inflni (IV.1.B} permettent d'écrire :

Am:1 = 0 pour m#* O. ' o : (IV.6.5)

Pour m = 0, la constante AO n est calculée a partir du développement

en série entiére de ['onde incidente, solt :
m -
€, . = %, & E e "= A =E | (IV.6.7)

La condition aux limites (IV.1c) permet ensulte !e calcul des constantes

‘ - 3 ' - -
an d'intégration. Pour la peolarisation E//, il vient :
Em(u=0) = Oﬂ-an = - Amn -G mn(O), - (1v.6.8)
ce qui, compte-tenu de (V.56.5) é’gkrif :
B _=-A__ =G_ (0),sim=0, : (I1V.6.9a)
on on on
= -G__(0), . sl m#% 0. o { V.6.98)
mn on

Finalement la solutfon charchée peut se metire sous la forme :

=iy u s I u
I P ! ° - (Iv.6.10)
Emn p=§n Emnp ¢ * Emn € ' 2
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lLe calcu! des coefficients compiexes Eﬁﬁp permet de construire, terme
aprés terme, ['onde diffractée par le réseau. On remarque que les constantes xp
{(Iv.6.3) intervenant dans la retlation (IV.6.10) sont identiques 3 celles données

par la formule des réseaux (1V.3.6) et ne sont pas affectées par la perturbation.

{1 faut ensuite calculer les efficacifés.du réseau dans |'aporoximation
d'ordre N par rapport 3 a. Pour cela, il faut au préalable calculer avec la méme
approximation les coefficients Bn intervenant dans le calcul de ces efifcacités:
(Iv.3.3). Ce calcul se falt par identification du développement de Rayleigh scus
fa forme (IV.5.9) avec les solutions (IV.6.10) :

gtN) (h)-EGpE | dv.6.11)
n men *n p:O mnp e

Cette ldentification est possible en développant B;N)e+ Jm_n{xnh)

en sérigs entiéres de a. B;N)

représente Bn dans ['approximation d'ordre N,
On remarque dans |a relation (IV,6.11) que |'on a un excés d'équations
pour déterminer Bgﬁ) puisque le choix de ['Indice m est arblitralre ; en falt,

le calcul montre que les valeurs obtenues sont identigques guelque soit m.

Cette méthode donne, quand N augmente, au prix de calculs devenant
rapidement importants et fastidieux, des résultats en bon accord avec |'expérience
pour les réseaux sinusoTdaux de faible hauteur. Mals {| apparaif au cours des
calculs, que cette méthode n'est en fait que la reconstruction pas & pas, car des

séries entiares, du développement de Rayleigh.

IV, 7. METHODE DU DEVELORREMENT DE RAYLEIGH EN SERIE ENTIERE DE 2_;‘\_

Les résultats donnés par les perturbations sur les équations de Maxwell
semblent &tre ldentiques 3 ceux issus de la perturbation du développement de
Rayieigh. Cas 1909 [ 63] Rayleigh lul-méme a proposé une telle méthode, reprise
et discutde par Wirgin [ 83], qul pensait que son rayon de convergence &tait sinen
nul du molns trés faible alors que nous montrons plus loin au'il est vraisemblable-

ment du méme ordre que celui de t2 méthode de Rayleigh proprement dite.
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Nous allons donc¢ reprendre cette méthode de perturbation & [a lumiére
du fait qu'elle est en accord avec les équations de Maxwel!l é&crites dans un
systéme de coordonnées respectant le profil ce qui, & nos veux, lui donne une

Justification nouvelle.

Admettons donc & priori le développement de Rayleigh et recherchons les
coefficients inconnus Bm sous forme de séries entiéres du paramétre h. Pour cela

posons :
polarisation E// : Bm ; o 1 _
= B {(—=) : (Iv.7.1)
polarisatien H,, : = B n=0 “mn A
/e m
xp = k xp = r xpa | . o . (IV.?-Z)
Déve loppons également la relatlon (IV.4.5) en sérle entiére :
n
e ., D
L(xh) = = (th’ %- | lac” o MBx dx, | (IV.7.3)
n=0 : o
soit
Lxhy = 2 1" om"e IV.7.4)
me
' n=0 :
avec :
1 (P n TmBx . o .
L= [ Tatx™ e dx. | | dv.7.5)

- - Iv.7.
L L et L o Gmotsymbole de Kronecker) _ (Iv.7.6)

En reportant ces valeurs (IV.7.5) dans les é&quations (IV.4.6) et
aprds ldentification des termesgde méme degré en h, on obtient, pour les deux
types de polarisation, une formule de récurrence entre les coefficients an :

1

n- +o ) -
B =ax" (iMoo iMp L -3 ¥ 1"%9p (Iv.7.7a)

mn o mo mn gel pe-% pmp m-pg Bp-n‘q
-8 | av.7.7)

- g = - 2ix P L _ (IV.7.7¢c)
ml o mo ml _ .
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avec
xp = \/ 1 ={sing + p %-)”, si Ising+ p %[ <1, p€E Y, Iv.7.83)
x, * —IMI -(sinB+ p %?[ , si |sin@+ p %I:ﬂ,pg U. (1v.7.8b)

Les coefficients Pmp dépendent du type de polarlsaticn choisi.,

Polarisation E//,

Pmp = Vm, p€Z ' (Iv.7.92a})

Polarisation H// :
1

mp xmxp

[x; - (m=p) %-{54n g +p %J].ﬁ _ ' (Iv.7.9%)

Pour pouvoir calculer les coeafflicients an dans le ¢as ol n>1, il
faut limiter la sommation portant sur ['indice p. Cela s'opére nature!lsment
s} |'on admet que la fonction a (caractéristique du profil du réseaul) est assaz

bien représentée par un nombre fini k d'harmoniques de Fourler :

=0, sl |[m|>k. o (Iv.7.10a)
Ceci entratne
L_ =0, si |ml>kn. o (1V.7.10b)

mn

Dans ces conditions, la relation de récurrence (Iv.7.7a) devient :

n n n n-1 +kn -q g I
= LA - i (Iv.7.11)
an xo(l P Lmn q§1 p=?kn i xp Pmp Lm-pnq Bp n-a

Les quantitas Lmn' caractérisant la forme du réseau, peuvent également

&tre caiculées par récurrence 3 partir de Lm1

+k
i . .
- — _ (Iv.7.12)
“on " T q=§k Lq1 Lm-q,n-i'

Pour un réseau sinusoldal {k=1), la formule de récurrence (I1V.7.12)
prend une forme trés simple @

foo * oty it

-
11 2
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. Loy =0 st n*.2p+ [m], pEN, - IV
L o= oL + L Y sl no=2p+ |m
mn ~ Zn m-1,n=1 m+1,n-1 P .

B Caleul des efficacités

Les coefficients an permettent, & partir de Ja relation (IV.3.3)
dlexprimer les efficacités &m dans les différents ordres diffractés sous la forme

de séries entliéres de h. Pour cela, posons :

- ) n
. Z (2mh . o
&m n=0 ( A ) amn ' : _ . . (Iv.7.13)

Il est aisé de vérifier que &mn est nul si n est impalr :
&m,2k¥1 f 0. | | {Iv.7.14)

Las grandeurs réelles amn sont obtenues & partir des parties réelles

j%a{an) et imaginaires Jm(an) des grandeurs complexes an :

x
- _m N
& = . q‘EoD{e{qu)ﬁE(Bm’“'q) * :jm(qu)J.m{Bm’n_q)] (IYJJS&
&, =1 & =Opourm#¥0 D (IV.7.15b)

Le réseau é&tant supposé infinlment conducteur, toute lfénergie incidente
est diffractée, ce qui s'exprime par :

T & =1, _ . . (Iv.7.16)
mey M

Cette relation (AV.7.16) implique la condition suivante pour les 8mn :

né;sm'j = 0, pour n %0, (Iv.7.17)

& -
cet & i.
On peut constater, analytiquement pour |es premiéres valeurs de n,
et numériquement pour les suivantes, que cette condition est satisfalte. Avec

cette méthode, le critére de la conservation de |'énergle est toujours satisfait
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ce qui n'est pas le cas avec la méthode classique du développement tronqué de
Rayleigh. Par contre, les séries entiéres ainsi obtenues pour |'efficacité
possé&dent un rayon de convergence fini he. Cetfe valeur 1imite semble, sinon
identique, du moins voisine de la limite pratique de validi+é du développement
de Rayleigh.

IV, 8., LES RESULTATS ANALYTIQUES POUR LES EFFICACITES

Lorsque- & profondeur des si:ions 'est-trés farﬁié-(g§ﬂéﬁt)) on peut
trouver une valeur approchée des efflcacités Em {m*0), en remplagant la série
par son premier terme. Celui-c¢! dépend uniquement de !'amplitude du premier

harmonique de Fourier de {a fonction ai(x) ; on trouve alnsi

- 1 omp 2
4cos 6 cos emle1! 2Th

Polarisation E,, : & 52, (mEw) Av.8.1a)
) cos B _ A 2 2 2Thys
Polarisation H,, : & =4 cosem(cos 8 - m gt 6) leil (=) (Iv.8.1b)
avec : D
0

Dans les deux relations précédentes, on constate que le rapport des
gfflcacités entre les deux types de polarisation tend, lorsque h tend vers zéro,

vers une limite Indépendante de la forme du réseau :

& (H, )}
1im &m(E//) = ! {(cos & = m % +g 8)? (1v.8.3)
h+0 “m=//" cos® e

ler exerple : le réseaqu sinusofdal

0x AR _~_r .
2(x) = cos 5~ _/ N P\ .

fig.1Vv.2.
le réseau sinusoidal

1
L = Q0 sim 1 L11 = L-ll == (]v.8.48)

ml
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2Th,?

E//_ ajl = cos 8 cos 8, (~I—) B - ' (Iv.8.5)

H & A 2

/1 ) n SR E— (cos 8 1549 0) (2N | (1V.8.6)
+*

=1

2éme exemple : le réseau échelette symétrique

by

1. 2H
tg @ )

x ¥

fig. V.3
le réseau échelette symétrique

H
Y

STFN

polarisation E// : &:1 = 4cosBcos 9 (

& dcos B
:1 cos 8+
-1

polarisation H// : (cos € % tg€) :?;;I-
Pour n22, 11 n'est pas possible de donner une formule générale pour
“les efficaC|+es. En effet, les coefficients 8, dependen+ du profil du réseau

et du nombre d'ordres diffractés. Leur expressnon n'est vraiment simple que pour

les réseaux sinusoTdaux.

"

Dans le formulaire de |'annexe 4, nous donnons les efficaclités au

second ordre par rapport & g?, pour une incidence quelconque.

Afin de contrdler la validité de nos formules, nous avons confronté
fes résultats ainsi obtenus avec ceux calculés par D. Maystre au moyen du
formatisme intégral [ 45]. Ceux-ci, ayant é+é trés largement confrontés avec

I'expérience, peuvent 8tre considérés comme rigoureux.

Ces comparaiscns sont rassemblées dans les tableaux 1.IV et 2.1V. Elles
ont &té faites pour un réseau sinusoidal et un réseau échelette symétrique (profil

de la fig. IV.3) éclairés en incidence normale. Pour les calculs du second ordre,

ta série de Fourier du profil échelette a &t& réduite 3 son premier harmonique.
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A la lecture de ces tableaux, on constate gque pour les réseaux aux
sillons peu prefonds les calculs au premier ordre constituent une approximation
acceptable ; ceux au second ordre sont trés suffisants compTe~tenu de la précision

de réallisation des profils.

On remarque aussi (réseau échelette) que |'influence de la forme est
assez faible (pour la hauteur considérée icil). De plus, et comme c'est souvent

le cas, la précision est mellleure pour la polarisation E// que pour la polarisatior

H//l
%- ] & yer ordre & sacond ordre & nypain
A 1 1] 1

1,1 0,01008 0,0989 0,00995

o, . 0,0225 1,5 0,0335 0,0326 0,0327
w2z 1,9 0,0614 0,0589% 0,0589
2,1 0,0776 0,0738 0,0730

1,1 0,0403 0,0382 0,0383

0,2 _ 0,045 1,5 0,1342 0,1202 0,1209
T2 1,9 0,2456 0,2062 0,2082
2,1 90,3102 90,2500 0,2426

1,1 . 0,0907 0,0801 0,0809

9

0,3 - 0,0675 1,5 0,3019 0,2311 0,2391
2 . 1,9 0,5525 0,3522 0,2757
2,1 0,6980 0,3926 0,3953

+ableau 1.1V

Réseau sinusolTdal en Incidence normale (sin 8 = 0} et polafls&?!on E//




el

% &1 ler ordre &1 28me ordre 81 yrail
1,1 0,0398 0,0377 0,0380
' 1,4 0,108 0,0992 0,0994
€, 1,6 0,158 0,0139 0,141
1,8 0,212 0,0182 0,184
2,02 0,279 0,224 0,226
2,2 0,340 0,245 0,251
1,1 0,229 0,183 0,191
1,4 0,226 0,185 0,191
H,, 1,6 0,259 0,213 0,220
1,8 0,306 0,246 0,254
2,02 0,369 0,158 0,180
2,2 0,428 0,242 0,259

Tableau 2. 1V

Réseau &chelette symétrique en incidence normale {sin & = 0) g-- 0,110266, 8' = 12°
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IV. § APPROXIMATION POLYNOMIALE ET METHODE DES APPROXIMANTS DE PADE

‘Le calcul des ccefficients 8mn peut &tre fait numériquement & |'ordinateur

: A . .
en fonction de 8, = et des paramétres caractérisant le profi! du réseau. Lorsque

ce profil est donné par une fonction périodiqus ne comportant qu'un nombre fini
dtharmoniques de Fourier ( ¥.7.10), ce calcu! est rigoureux e?.la précision sur

fes valeurs ﬁmn ains! obtenues n'est limitée que par l|es erreurs d'arrondi propres

3 chaque ordinateur. A partir de ces valeurs, Il est ensuite nossible de caltculer,
dans un ordre de diffraction donné, les efficacl+és &(h) en fonction de la hauteur
Pour cela, aux séries entiéres (IV.7.13) on substitue des polynomes de h de degré
2N. Quand N augmente ces polynomes convergent vers la valeur exacte cherchée si

h<h (§IV.,7). Nous appeions ces différentes valeurs &(h,N) : "approximations

L
polyncmiales d'ordre N'.

Afin d'obtenir une valeur pour 1'efflcacité au del2 de |2 hauteur limits
hL, nous pouvens utl|iser la méthode des approximants de Padé, [2, 43],

En effet, !e défaut principal du développement en série entiédre (ou.de
Taylor) d'une fonction d'une variable réelle est que sa convergence es? fige 2
| 'exlstence de singularités pour cette fonction étendue a2u plan complexe. Ainsi une
fonction peut &tre trésréguiidre sur !'axe réel (comme c'est la cas pour
| 'efficaci+é d'un .réseau en fonction de la hauteur) et avoir un développement

de Teylor dont le rayon de convergence est trés petit (c'est pear exemple lo cas

de y = dont le rayon de convergsnce est x = 1). La méthode des approximants
de Padé‘éénsls?e 3 rechercher pour la fonction Inconnue, fci  &(h), une approxima-
+ion non plus sous la forme d'un poiynome & (h,N) mais d'une fraction rationnel le
&' (h,N), en espérant qu'en ralson de ta présence des pdles introcduits par le
dénominateur la fraction rationnelle &' (h,N) soit une mei!leure approximation

et dans un domaine plus grand que le polynome &(h,N}.

Pour cela, on recherche une fraction rationnelle dont les N premiers
+ermes non nuls du développement en série entiére solent identiques & ceux du
polynome, Les coefficients de la fraction rationnelle étant en général différents
dtune approximation 3 la suivante, 1! ne peut &tre question de trouver entre sux
une formule de récurrence. De plus, le choix des degrés resopectifs du numératsur
et du dénominateur est arbitraire (la somme des degrés du numérateur et du

dénominateur devant &+tre &gale au degré du polynome). Si knes? le degré du
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‘numérateur et kd celul du dénominateur (kn + kd = N) on dit que le "Padé" est
k

dlordre Eﬂ'

d

Cette méthode s'applique avec succés lorsque, comme c'est le cas ici,
on connalt avec une aussi grande précision qu'on le désire les coefficients du

développement de Taylor,

Concrétement, dans notre cas, le probléme se présente sous la forme
sulvante :

soit l'approximation polynomiale d'ordre N = 2k s'écrivant :

&k, 2k) =ah® +a K +2a M +« ...+ 2 h4k. 1v.9.1)

2 4 5 4k
Nous choisissons |'approximant de Padé &'(h, 2k) d'ordre E {(le numérateur

et le déncminateur sont des polynomes de degré k par rapport a h?).

b K ¢ ... by, heK |

&'(h, 2k) = —= 5 dv.9.2)
2
1+ qz h*+ ... o h

Les 2k coefficients inconnus b et ¢ de la fraction rationnelle ( V.9.2)
peuvent &tre obtenus & partir des 2k coefficients a au moyen de 2k équafibns

algébriques l|in&aires, par identification entre les relations {IV.9.1) et (I1V.9.2}.

Dans les tableaux (3. IV) et (4. 1V), nous comparons nos résulfats avec
ceux obtenus par 0. Maysire, pour un réseau sinusofdal. Le tableau (3. I Vicorrespend

A un réseau utilisé en montage de Littrow (sinf@ = %ﬁ-= 0,4) en polarisation E//;

deux ordres seulement étant diffractés, 1'ordre -1 et I'ordre O. L'approximation
polynomiale est d'ordre N = 14 et les approximants de Padé ont un ordre variant de
1/t & 7/7.

Le fabfeau'(4.'V) correspond 3 un réseau utilisé en Incidence normale

(sing = 0, % - 0,4368, cing ordres diffractés : -2, -1, 0, 1, 2) |'approximation
polynomiale est d'ordre N = 10 et les approximants de Padé varient de /1 & 5/5.
Ce dernier réseau est celui qui a servi d'exemple & R, Petif pour montrer

Itexistence de la |imite pratique du développement de Rayleigh [58l.




59

A |a lecture de ces tableaux on constate que |a méthode des apporoximants
de Padé permet d'étendre le champ d'application de ta méthode des perturbaticns,
L Ce

doub lement du domaine d'application du développement de Rayleigh est un résutftat

un "Padé" d'ordre 7/7 donnant des résultats acceptables Jusqu'd h = 2h
particuliérement intéressant lorsque |'on sait que cela correspond 3 des hauteurs
de |'ordre de grandeur de celle des réseaux commerciaux actueltement utilisés

par les opticiens.
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W &_, "vrai'] &, polynome &, &, &, &, &, &, &,
14 termes Padé 1/1{ Padé 2/2 Padé 3/3 Padé 4/4 Padé 5/5 Padé 6/6 Padé 7/7
0,0318 0,05147 0,05147 0,05147 0,05147 0,05147 0,05147 0,05147
0,0637 0,1941 0,1941 0,1944 0,191 0, 1941 o.tOA_ 0,1941 0,1941 0,1941
0,0955 0,3968 0,3968 0,4004 0,3967 0,3968 0,3968 0,3968
0,1275 0,6185 0,6185 0,6363 0,6161 0,6185 0,6185 0,6185 0,6185 0,6185
0,1592 0,8165 0,8136 0,8750 0,7947 0,8162 0,8164 0,8164
0,1910 0,9529 0,955 1,0988 0,7949 0,9514 0,9527 0,9528 0,9528 0,9528
0,2228 1,000 -2,309 1,299 -1,1721 0,9929 0,9990 0,9999
0,2546 0,9457 -2,27 1,474 3,0161 0,9192 0,9411 0,9452 0,9475 0,9456
0,2865 0,7988 -607,47 1,6231 2,560 0,7204 0,7813 0,7959 o
0,3183 0,5892 1,75 2,567 0,3976 0,5371 0,5775 0,6886 0,5846
0,3501 0,3619
0,3820 0,1651 -0,0927 0,0796 -0,7497 0,1226
0,4138 0,03754
0,4456 0,000594 0,3063 -1,212 -0,1711
Tableau 3. V
Réseau sinusoTdal au Littrow sin6 = wlo = 0,4 en polarisation y




p=10y W m_ Yvrai" m; v.o:..:oao m_ Padé m..._ Padé W m..# Padé W m_ Padd u_a: m_ Padé W
1 0, 1605 0, 1605 10,1626 0,1605 0, 1605, 0,16045 0,16045
2 0,3851 0,3852 0,4604 0,3841 0,3852 0,3852 0,3852
3 0,3292 03,3293 0,6965 0,3000 0,3296 0,3292 0,3292
4 0,09515 0,0992 0,8489 -0,1136 0, 10625 0,09490 0,09519
5 0,01514 Q,5064 0,9446 -0,6659 0,11609 0,00909 0,01183
6 0,1335 24,509 1,006 -1,204 0,59389 0,06814 0,1284
= 7 0,2115 640,90 1,047 1,668 1,4955 -1,716 0,1719
B 8 0,1475 1,076 -2,046 2,648 -1,2648 ~-0,01248
9 0,09183 1,097 -~2,348 3,886 -3,549 -0,27242
10 0,1278 1,111 ~2,599 5,097 -7,048 -0,326
11
12
Tableau 4. V

D>

Réseau sinusoidal en incidence normale (sin 8 =0, =(,4368) ,polarisation m\\

T T T T T T T T L T T e T T T T T Y T Y T T T T T T T e .
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IV, 10 LE RESEAU SINUSOIDAL AU LITTROW LORSQUE., SEULS., LES ORDRES 0

ET -1 SONT DIFFRACTES

Le Littrow pour les réseaux est un point de fonctionnement particulier
correspondant au mode W des guides périodliques (chap. Il1}, En ce point, nous

avons ¢

= A— l 2 - - . k =
sinB= =™ sinB+npg (sin @ ={medS’™ v, = -~y .y (Iv.10.1)

Cette relation (IV.10.1) signifie que toutes les directions de propaga-
t+ion des ondas diffractées sont doubles ; en'par+icu|ier, pour [es ordres C et -1,

compte-tenu des conventions de signe pour les angles (IV.1), on a :
sin®_, =~ -siné>8_ = -8 : (IV.10.2)

La dlrection de [lordre de diffraction -1 est confondue avec celle dg

!'onde Incidente (fig. 1V.4).

ordre -1
onde
Incidente 8_, A ordre O

8

/N JARN
NV ANV Y

fig. Iv.4
Réseau au Littrow

' _
Nous avons vu (chap. II) que, dans le cas des guides périodiques au

mode T, 1'onde électromagnétique totale est purement stationnaire. Pour les réseaux,
cela n'est pas nécessairement le cas. Cependant, bien qu'ad notre connalssance il
n'existe pas de démonstratlon, 1l semble bien, que c'est en ce point et en ce-

point seulement que |'on puisse avoir une efficacité 8gale & un dans |'ordre -1,

Considérons le cas particuliérement simple de Littrow ol seuls les

ordres O et -1 sont diffractés, clest-a-dire lorsque X et D satisfont 3 %<%<1.
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Compte-tenu de la lol de la conservation de |'énergle, entre les efficacités
&O dans 1'ordre 0 &t &_]dans ['ordre -1, on 3 !a reiation suivante :

& + 8, =1 | ' : (Iv.10.3)

Nous pouvons donc poser :

& = cos’ ¥ et &, =sin’ 9, - {Iv.10.4)

ol ¢ représente une fonction inconnue de la variable h et de %5 = sin 8 .

Afin d'avoir une idée de I'allure de Ia fonction ¢{h), nous avons, &
partir de valeurs calculées par D. Maystre, tracé la courbe représentative de
Tefficacité &LT dans |'ordre =1, pour un résesu sinusoidal en polarisation

. . AL
E// (fig. IV.5) et H// (fig. 1V.6) pour 5 ¢,8.

-

De ['examen de ces courbes, [l ressort essentiellement que, pour la
polarisation E//, &_1 ~peut s'écrire sous la forme extramemént simple suivante :

&;1'= sin? Qn, | (1v.10.5)

ol ' @ est une fonction de h praticuement constante.

En premidre approximation, nous pouvons prendre @ comme une constante.

La relation (IV.10.5) peut &tre développée en série entidre de h, le
développement ainsi obtenu étant trés différent de celui issu de fa formule de
récurrence (IV.7.11). Ceci peut paraftre surprenant, mais il ne faut pas oubiier
que deux fonctions trés voisines peuvent avoir des développements en série entliére

trés différents. Afin de préciser la valeur de Q nous identifions les premiers

termes de ces deux séries entiéres ; 1l vient alors :
- Th P Th V.19.6a)
E,) Qh = 2 cos B & .= sin® 2cos 8 (I a

2{2-cos”8) Th a

= sin

H 1 2(2-cos’8) mh (IV.10.60)

// eh = cos 8 J\ -1 cos 8 A
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I
—

o LT T -
Efficaclité du réseau sinusoidal en monfage de Littrow D
Polarisaticn E//, %’f}' = gin 8 = 0,4 g_;z %57 4
flg. 1V.,5 '
!
&_11
i
l 2 '3
n i3
L | y L o h
T l } ”~ .ﬁ

0
Efficacité du réseau sinusoidal en montage de Littrow

A
Polarisation H//, %5 = sin 8 = 0,4

flg. IV.6
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Dans le tableau (5. IV) sont rassembiés les résultats rigouresux ainsi
gque ceux lssus des formules (IV,10.8). On constate qu'i! existe un excellent
accerd pour la polarisation E// {méme pour des valeurs importantes du rapoert
hauteur sur pas) et que !'accord est médiocre pour ta polarisation H//. Cependant,
on ramarque que les maximums égaux & un de |'efficacité ainsi que les minimums

nuls, se produlsent sensiblement aux points prévus.

Des formules (IV.10.6}, on peut déduire que |'efflcacité dans I'or&re -1

passe par un maximum égal & un, lorsque les relations suivantes sont vérifiées

€, R, _2ne Ao &, e, a0 gt: A % (1V.10.7a)
D ~ Zcos © 0 4x 08§
G oo
LH %-L’fc’se% -8 ., - 5% (IV.70.85)
4(2-cos §) -
n étant un nombre entier ;
le minimum nuil se produisant pour :
h, __n I |
7 5" e s = LT | {1v.10.82)
Hy, B..peos 8 z =& .o ! | (IV.10.85)
2(2-cos?8) .
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% &_1 "yral® E// 8_1 = ) 3_1 "yral" H// &_1 = .
sin? 2cos B T sir:z%é-g—-%?i-l;i
1 0,05147 0,05159 0,09748 0,0968
2 0,1941 0,1957 0,3588 0,3498
3 0,3968 0,4026 0,6934 0,6609
4 0,6185 0,6296 0,9533 0,9097
5 0,8165 0,8289 0,9692 0,9999
6 0,9529 0,9621 0,7173 0,8964
7 1,000 0,9989 0,4097 0,6394
8 0,9457 0,9328 0,2139 0,3284
9 0,7988 0,7774 0,1187 0,0839
0 0,5892 0,5647 0,06202 0,0005
0,3619 0,3387 0,01240 0,1106
0,1651 0,1460 0,01417 0,3715
0,03754 0,02631 0,1862 0,6821
0,00059 0,00438 0,5289 0,9223
0,05648 0,08472 0,8379 0,9989
0,1913 | 0,2508 0,9864 0,8822
0,3796 0,4682 0,9723 0,6176
0,5889 0,6922 0,8032 0,3074
0,7837 0,8766 0,4888 0,0718
0,9294 0,9832 0,1514 0,0020
0,9974 0,9902 0,00258 0,1251
0,35714 0,8959 0,04422 0,3934
0,8528 0,7200 0,1448 0,7030
0,6629 0,4987 0,2569 0,339
Tableau 5. V

Le tableau sinusoTdal en montage de Littrow sinfé-= é—D = 0,4
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Chapitre V

ETUDE PAR UNE METHODE DIFFERENTIELLE

DE LA DIFFRACTION PAR UN RESEAU

V. 1, POSITION DU PROBLEME

Nous nous proposons de résoudre les équations de Maxwe!!l en coordonnées
péricdiques de translation pour un milleu homcgéne et isotrope, diélectrique ou
conducteur. La méthode employée est une méthode différentielle consistant 2
rechercher les composantes des champs €lectromagnétiques sous 1a forme de solutions
d'un systéme d'équations différentielles directement issu des équations de Maxwell.
Afin que le systeme puisse, pour un diélectrique parfalt, permetire de fraiter
simuitanément les deux types de polarisation E// et H//’ le probléme est |'objet,
dans ce chapltre, d'une ncuvelle mise en équation, Les sclutions mathématiques ains
obtenues sont ensuite utilisées pour |'étude de la diffraction d'une onde électro-

magnétique par un réseau (fig., V. 1},

by

milieu (1)
EO’ uO’ =0

N N DN AN
/ \/ N N\ N\ X
milieu (2)

€, Ko g

fig. V.i
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Les notations ainsi que les hypothé&ses adoptées ici sont celles du
chapitre précédent. Nous envisagerons sans falre d'application numérique le cas
ol le milieu (2) est un métal de conductivité finie. La surface du réseau est ici

représentée par la fonction :

y =a(x) _ ' o - _ (v, 1.1

V. 2. MISE EN EQUATION DU PROBLEME DANS LE MILIEU DIELECTRIAUE

® Polavigatiin B
/7
En coordonnées de translation, comme en coordonnées cartésiennes, seules

. N - -
trois des six composantes des champs E et H ne sont pas nulles ; posons :

= = -E
E, = E, =0 o {H =3 H, ¥ 0
' (V. 2.1}
Ez = F HZ =0
Z étant |'impédance d'onde du vide :
v EE (V. 2.2)
: o

Si une surface de coordonnde u = cte est une surface de sépara+ion entre
les milleux (1) et (2), ce sont les composantes covariantes qui satisfont aux
conditions de continuité (§ 1.5). Nous allons donc rechercher un systeme de deux
équations aux dérivées partielles ol E, et H {clest-A-dire F et G) sont les
fonctions inconnues. Une premiére relation pour Ez (ou F) est donnée par |'équation

ds propagation (IV, 2.5)

Lo T - 2 . 1 an
aF F + _3 F + K2F + at -----—--a F -~ 23 —a i - a -a—F = 0 L (v, 2.3)
ax? s N duUdx au

Une seconde relation pour Hx {ou G) est obtenue & partir de 1'une des
équations de Maxwel | (I1.3.2a) :

* 2. »

agt 14 1

= -y p Hj = ~iwuyg g H.s (I. 3.23)

15k L
&7y 5T

ce qui donne fcit, compte-tenu de 1'expression du tenseur métrique :

3E =-iguH + lwua H ; - (V. 2.4a)
13 1 2 S
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-3 E = +iw pa H = 10+d e W (v, 2.4b)
et, aprés une combinaison linéaire de ces deux derniéres relations :

(1+4a) 3 € =23 E =-lwpH ; - o tv. 2.5
T 3 13 1 _

¢e qui, avec les relations précédemment définies s'éerlt :
*a EF .- 8F
KG = 1 (1+2%) TR . (V. 2.6)
Polartaation gé/

Reprencns les notatlons empfoyées pour la polarisation E//, en posant :

Ex = -~ Eu* 0 Hx = HUE o

_ £ (v. 2.7)
Ezzo o .‘ Hz‘-z-
L'équation de propagation ralative 3 Hz = % &tant Tdentique 3 celle de

Ez pour E//' nous pouvons conserver la relation (V. 2.3) pour H

/7

Une seconde relation est obtenue 3 partir de |'équation de Maxwel |
a@d. 3.2¢)

»

E‘Jkaij - S$J = ImetJEj = fweg /3 ¢“E., ' (I1.3,2¢)

J

ce qul, compte-tenu de |'expresston du tenseur métrique, pérmet d'écrire :

(1+3*)3 H-a8 8 H = lwe_ € (V. 2.8)
1 3 1 3 o i

L]

soit encore :

. ., OF _ .+ 3F | | '
kG = 1(1+a*) T ia ~ L (v. 2.9)
En conciusion, quelqué_so?? te type de polarisation, 1| faut résoudre,

dans fe milieu (1), !'ensemble des deux &quations aux dérivées partielles

suivantes :

- +.2 gf.— .2 9F | . . |
kG = t(1+2°) o i3 ==, | - (V.2.10a)
2 2 2 1 X =
3F L EF L ap, g BE_ S FF S - (V.2.100)

3x? au? ad?
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avec :
pour la polarisation E// : F = Ez et G = ZHx ;

(v.2.1Cc)
pour la polarisation H// : F -ZHz et G = —Ex. :

Le systéme (V.2.10) peut &fre résolu par rapport 2 ses dérivées premiéres
en u. Pour cela, on tire de (V.2.10a) la valeur de %% que |'on reporte dans

(V.2.1055. On arrive ainsi & :

—_— e —— kG ¥ ———— ' (v.2.11a)

au 1+4° 1457 O

3G 3 .1 % 2 3 a

22 ol = = - TKF ¢ — =2 kG (Vv.2.118)
ag o 1+a2_3x ox 1+az

_ De |'examen des équations (V.2.11), il ressort que seules interviennent
explicltement les deux fonctions cix} et d(x), avec :

et d(x) =
t+a 1+a

ci{x) -

(v.2.12)

Remargue

§1 I'on cherche, par une méthode de perturbation, une solution au
systéme (V .2.11) sous la forme d'une série entiére d'un paramétre h en posant,

comme au chapitre précédent :

alx) = h f(x), ' S P (V.2.13)

la convergsnce de |la sotution ainsi obtenue semble lige & celle des développements
en séries entiéres de h, des fonctions ¢ci{x} et di{x), convergence imposant |2
condition suivante :

h2  supl

2 . . o
A1 = h< ! . ‘ (V.2.18)
i; sup |l ‘ '

En particulier, pour un réseau sinusofdal (a(x) = h cos 2%5} fa

convergence n'est possible que pour :

he 2=, soit Eh oy, | (V.2.15)

valeur limlte compa+lb|e avec celle du développement de Rayleigh.
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V. 3. RESOLUTION DES EQUATIONS DANS LE MILIEU DIELECTRIQUE

La fonction a(x) est une fonction périodigue de péricde D :
. 2mx

Fe--] D

alx) = 2 a_e .
p:—m p

tes fonctions ci{x) et di{x) sont glles~-mémes péricdiques. Nous pouvons

donc poser

2Tx
_ip —
] +00 D .

cix) = ol T e 8o » o (v.3.2)
1+a p == P . )

-1 2m%

. oo P~ S

d(x) = = T d e . o (V.3.3)

1 baz pa—m p

En ralson de la périodici+é du probléme, d'aprés le théoréme de

Floquet-Bloch [ 9], il faut chercher les solutions sous la forme sulvante :
¥ -1y, _x A -1y _x
. Z m o, . Z m -
F mcs Fm(u) e ; G o Gm(u) ) , v.3.4)
avec
Ym'vc,*m%l- k(sin 8 *m%-),_ ' : (V.3.5)
en posant

Yo " k sin 8.

Aprés avoir reporté ces valeurs dans le systeéme (VI .2.11) et projeté sur
iz base des fonctions exp{-lymx), on obtient le systéme différentiei infini

suivant, du premier ordre & coefficlents constants :

Ym € Z
1 dFm Em by o
e Tl pg_mﬁsin B+ p -.D_) dm_p Fp + cm_p GD] o . (V.3.7a}
. dG e Ay oot A A
o= - p}_}ﬁsm% p3) (sinbemylc, = & JF e(sinden 5d, Gp{ (V.3.7b)

Les sojutions &lémentaires d'un te! systéme sont de la forme :

—ikrnu -ikrnu
Fm(u} = Fm 0 € , Gm(u) = Gm o e s (v.3.8)

la solution générale &fant une combinalson lindaire des solutions é&lémentalres.
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On peut remarquer que le calcul de ces solutlons élémentaires se raméne
3 la recherche des valeurs propres . et des sous-vecteurs propres Tn et En
(ayant an et G, pour composantes) d'une matrice généralisée infinie C, formée
de guatre sous-matrices A

1» By, T -A,, B,, elles-ménes infinies (I é&tant la matrice

[____fl_-f_..fl__l
C.= - | | (V.3.9)
I -A 0 By

¥ : ¥ .
- { ],[,---fl_g.__?l_J [ J, (V.3.10)
slli-a i 8 3 S

unité).

2 2
avec
A = (sin@+ p édd o B = C
imp D "m-p 1mp m=p
(v.3.11)
A, e=(sin+ p & (sindsm 2c_, B, =(singsm 2)d
2mp D D' "m-p’ “Zmp 0" “m-p

La matrice C n'est pas hermitique, cependant elle possdde le méme
spectre de valeurs propres que sa matrice adjointe . On peut en effet aisément
vérifier que les matrices Az et B1 sont hermltiques :

A = * = * ) . [ -
> Az st B, B1 | : | (v.3.12}
et que l'on a, entre les matrices A1 et BZ’ la relation sulvante :
* * '
A1 BZ et 82 A1. {(v.3.13)

Ces deux propriétés impliguent :

Les valeurs proores de ¢" sont identiques 3 celles de C et les vecteurs
propres de ¢* sont obtenus 3 partir de ceux de C en intervertissant les fonctions

F et G.

Cette propriété rests vrale pour une matrice tronauée de rang iM+2 3 et

elle Implique deux conséquences importantes :
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1) S1 r est une valeur propre de C, son complexe conjugué r* est aussi
valeur propre de C.

2) Les vecteurs propres d'une matrice &tant orthogonaux svec ceux d2
. v . - —
sa matrice adjointe, deux sous-vecteurs propres fn et 9, correspondant & deux

valeurs propres distinctes sont orthogonaux ; ce qui peut s'écrire :

+M .

Z F_G =0, pourn#gq. o : | | : {vV.3.15)
me-M TN Mg :

Dans le cas du miroir pian, 1a matrice C de rang infini alnsi définie
est diagonale et ses valeurs propres ™ sont égales aux valeurs de X, données
par la formule des réseaux :

2
e =1 - A _
r; o= 1 (stn 6 *+ n 3 (v.3.16)
Nous avons montré qu'll en est de méme pour le réseau sinusoidal

(§ 1v.5), (IV.5.13) et c'est trés certalnement toujours le cas pour un réseau

qus | congue.

Dans la pratique, pour effectuer numériquement les calculs, i1 faut -
Iimiter 3 un nombre fini 4M+2 le rang de la matrice C en posant :

F =G =0 pour {m[> M. (v.3.17)
m om . . .

Remargua

Il'peuT paraitre étrange, slors que !'on connalt rlgoureusemenf les
valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice C, de faire un calcul
approché en |imitant le rang de:cetfe matrice, mals 1| faut blen volr gue e
prabldme n'est pas de donner la forme mathématigue des solutions propres mais
de calculer les coefficients d'une combinaison |inéairs de ces solutions
permettant de satisfaire au mieux les conditions aux limites. || est clair qu'un
te! caleu! n'est possiblie, dans la pratique, qu'en ne conservant.qu'un nombre fini
de ces coefficients. || semble alors logique de calculer les solutlions proores

dans la méme approximation.

La matrice C tronquée de rang 4M+2 posséde (s] eolle n'est pas dégénérée,
clest-3-dire en dehors du Litftrow et de 1'incidence normale), 4M+«2 valeurs propres

distinctes, " formant un ensembie VpM'
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A ces diverses valeurs propres correspond, (d'aprés nos notations) selon

fe signe de la partie réelle ou de |a partie Iimaginaire, une onde incidente,

d1ffractée, évanescente ou antiévanescente. Ces correspondances ains! que les

notations utilisées sont rassemblées dans le tableau

1.¥).

4 partie réelle |partie imaginake] Nofations utilisées pour les Nature
r: de T de . vecteurs propres et les valeurs de ['onde
propres
<0 = 0 ‘ (IIG('), r & V. onde incidente
mn°omn o0 P
2
r >0
- (d) .(d) e
>0 0 fmn’ Gmn > Vpdgvﬁd ohq? g;;ngcfée
“n Vpd {ou asymptotique
(d} (d) . .
s =
>0 an * Cpn "n Vpev, ou blen onde diffractée
lev) . {ev) e v évanescente
rﬁf < 0 F S * Tn pd
ou
comg Taxe <0 F(aev)’G(aevZ eV onde
mn mn n pasv antiévanescente
Tableau 1.1V

Les notations utl!isdes pour les valeurs propres et les vecteurs propres

I{ est faclle de vérifier qu'll y a toujours autant de rz poéififs'fvaleurs

propres réelies} que de X, réels, et que s'il y a un x_ nul 11 y 2 8gatement
une valeur propre nu!le. De plus, si le profil du réseau est symétrique et si

L. est valeur propre, =r,

de ces valeurs propres ; on peut constater par exemple (ta

| fest aussi.

D'autres informations peuvent &fre obtenues par le calcul sur ordinateur

M augmente, elles convergent vers les Xn

lim rn(M) - X

M 20

pour n = N = cte

bleau 2.V) que lorsque

(v.3.18}
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Réseau sinusaldol {deux ordres réels diffractés)

2
a(x) = h cos —%5, %-- 0,2, %-- 0,1, sin g a %5
- 2-I
ordre xf1=1—(sine+n %) r? {M = 5) r? (M = 7} r2 {M = 9
de diffraction n n n
-9 -75,56250 -6,98989 +i 22,9245
-8 -59,06250 -6,56790 «i 20,2028°
-7 -44,56250 =5,24131+1 13,07476(=12,27934+1 11,5369
-6 -32,06250 ~4,78395+f 11,04285!=11,17811+1 9,65127
-5 -21,56250 -3,39351+i 5,96895 |-7,98063+] 4,96034{-12,53655+1 3,5630:
-4 -13,06250 -2,93395+1 4,61681 |-6,96548+1 3,69686]-11,08895+i 2,5051+
-3 - 6,56250 ~3,99021+1 0,95747 |-5,97652 |- 6,55650 -

-2 - 2,06250 -2,10489 -2,06254 - 2,06250

-1 + 0,43750 0,43750 0,43750 0,43750

0 + 0,93750 0,93750 ,93750 0,93750

1 ~ 0,56250 -0,56250 -0,56250 - 0,56250

2 - 4,08250 -3,55592 -4,06631 - 4,08250

3 - 9,56250 -3,99021-1 0,95747 [~7,58721 - 9,45063
4 -17,06250 -2,93395-1 4,61681 |-6,96548-1 3,69686{-11,08895-1 2,5051¢
5 -26,56250 -3,39351-1 5,96895 |-7,98063~1 4,96034]-12,53855-1 3,5€30!
6 -38,06250 -4,78395-1 11,04285|-11,17911-1 9,6512:
-51,56250 -5,24131=1 13,07476{-12,27934~i 11,5369:
67,06250 - 6,56790~1 20,2028
9 84,56250 - 5,98989-1 22,9249

Tableauy 2.V

Convergence des valeurs propres en fonctlon de M
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Cette convergence est extrémement raplde pour les valeurs propres
réellies (ondes planes), et de plus en plus lente pour les ondes dvanescentes. On
remarque aussi que sl x; est toujours réel et négatif pour les ondes évanescentes,

tes valeurs propres correspcondantes peuvent &tre complexes.

De plus, on peut penser que lorsque M croft, les ondes iﬁcldenfes et
diffractées hﬁ1>0) tendent vers des ondes plangs dont [a direction de propagation
fait avec l'axe Oy un angle Bn tel que :

cos 6_ = r_,
_ Tt n
Dans {'approximation d'ordre M, la solution générale des équations de

propagation stécrit 3 partir d'une combinaison linéaire des 4M+2 solutions propres

soit, avec une numérotation arbitraire des 4M+2 valeurs propres :

M AMe2 =ikr u =1y x
Fa X T AF e " & M, (V. 3.19a)
ma-M p=t T M0 .
+M 4M=+2 -tkr u -1y X
G= I T AG e " e M, . (V. 3.19)
m==M n=1 mn

Les 4M+2 coefficients complexes An son+.des cohsfanfes-d‘lnfégrafidn

que |'on peut déterminer & partir de la condition aux limites, de la condition

& |'infini, et de la condition d'onde incidente.

En ralson de la condition & ['infini, on ne peut pas conserver les

ondes antiévanescentes ; les An correspondants doivent donc &tre pris nuls.

La condition d'onde Incidente Impose que |'on connalsse |'amplltude
de toutes les ondes Incidentes (rn < 0) ; en général, on n'en conserve qu'une
seule correspondant & une onde plane incidente dans |'ordre zéro dont on prend
le coefficlient An égal & |'unité ; nous appelons Fo la valeur propre correspondante.

En d&finitive, il reste & déterminer les 2ZM+] An relatifs aux ondes

diffractées, les fonctions F et G solutions du probidme s'écrivent :

+M .y —ikr_u ZM+1 ~ikr u =Ty X
e 2 (F)e O . TE AR e My T (V. 3.208)
mo n mn
me-M n=1
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+M . M+ 1 ; -y _x
. -ikr_u =Tkr u m o
G = T (G{P) e Q s D A G(d) e n) e ’ .; R (v, 3.20b8)
m== me n=1 n “mn -

la signification des différentes grandeurs intervenant dans ces deux relations

ayant &été donnée dans le tableau 1.Y.

V. 4. MISE EN EQUATION DANS LE MILIEU CONDUCTEUR

Les &quations de propagation relatives aux compeosantes covariantes des
champs électrique et magnétique sont, pour urne onde fonction harmonique du temps,
fdentiques & celles des milieux diélectriques et magnétiques parfaits, 3 condition

de substituer & €, une nouvelle valeur complexe ¢! définie de 2 maniére suivante :

LIS + 8
€ =g~ 1 =, _ (vV.4.1)
ol g est la permittivité du milleu et g sa conductivitd, Les deux types de polarisa-
ticn E// et H// peuvent encore exister indépendamment ['un de 'autre, |'éguation

de propagation pour Ez ou Hz s'écrivant alors :

e " . E '
2 2 2 2 3
{-a——+—a-=—+k' +a-§-—-—'2a—3—-a-——-}{Hz-0, (¥.4.2)
ax? 3u? _ Ju? d'uax au z
en posant @
k'? = oy &' = Pue (1- ﬁ:-’) et  Retk™ >0, | (v.4.3)

Comme dans le cas du milieu diéjectrique parfalt, nous associons &
chaque type de polarisation E// ou H!/, le méme systéme d'équations aux dérivées

partielles ; pour cela, posons :

polarisation E//

E 5 £, 20 H, = Sr H, 40
(V.4.4)"
€, = F' H, 20
avec .
2t <.k ! ot Re(Z") >0 S | (v.4.5)




118

polarisation H//

= -G! = =
E, G,EU*O H EH, 20

- ' . F?! {(v.4.6)
EZ - O HZ = 2";"

Compte-tenu de ces notaticons, on obtient le méme systéme d'équations que
pour le milieu diélectrique parfait en remplagant k par k', soit :

»

8FY _a 3F' _ 1

k' G’ | | (V.4.72)
Ju eg? 9% leg? . S
T R ST IR S SOy
30 Vax T ek T KRR g e (V.4.7b)

V. 5. RESOLUTION DES EQUATIONS DANS LE MILIEU CONDUCTEUR

- En conservant les notations adopfées au paragraphe (V.3) pour les milleux
diélectrigues, nous constatons gue nous sommes & nouveau conduits 3 rechercher les
valeurs propres et les vecteurs propres d'une matrice unique permettant de traiter

simultandment les deux cas de polarisation.

Par raison de continuité, les vitesses de phase des harmoniques selon Ox
de |'onde électromagnétique dans |e conducteur et dans le diélectrique sont

identiques ; nous pouvons donc encore poser

+00 -ime o -i-me - .
Ft = Z F'(u) e ; G'= T G' (U e ; (v.5.1)
M= —0 m. === m
avec @
A . . . .
Yy = k{sin 8 + mR). _ (v.5.2)
Aprés avoir reporté ces expressions ainsi que les développements en série
de Fourler de c(x) et d(x) dans les équations (V.4.7), 11 vient :
Vmez
' e | ' | S
1% Zisine +p %) 4 __Flefc 61 o (V.5.3a)
k du p=-= P P P P )
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dG! 2 .
i m Z , k! k A A : .
e p_dx{ . [Gmp ;T?(sh1e+ P& (sin@ +mz) Sep] F; (V.5.38)

. A
*lsin & + mZhd Gé}

Les solutions élémentaires d'un te! systéme sont de la forme :
~ikr'u -ikr'u
1]

1 - £ n - .
Fm(u) an 8 , Gé{q} Gén e , (Vv.5.4)

la solution générale &tant une combinaison [indaire de ces solutions élémentaires,
fes grandeurs ré étant les valeurs propres d'une matrice C?, Fén ef.Gén les

composantes des vecteurs propres.

Cette matrice C' s'écrit & partir des quatre sous-mafrices A1, Az, 81 et

Bz définies au paragraphe (V. 3) ainsi gque la matrice unitél . Il vient :
k!
A re B
Ky ka1 o
! = r— - h
c kI FAZ: B,

Comme précedemment, dans |'approximation d'ordre M, on limite 4 AM+2 e

rang de C!'. Sur les d4M+2 valeurs propres complexes ré de |la matrice C' ainsi

tronquée, en raison de !a conditlon de rayonnement 3 |'Infinl, on ne peut conserver
que les 2M+1 Fr comportant une partie Imaginaire positive, c'est-3-dlire ceiles

. N . (ev) {ev)
qui correspondent & une onde évanescente ; nous appelans- F! et Gén les

composantes des vecteurs propres correspondants.

En conclusion, dans le milleu conducteur, les fonctions F! et G!

s'&crivent :

M 2Me -Tkrty -ly.x
Fia I s ar priev) e M, (V.5.6a)
m=—M n=1 noma
+M 2M+1 =Tkr'y =iy X _
6= T X A o N o T, | (V.5.6b)

m==M n=l

les constantes d'Intégration A! &tant & déferminer 3 partir des condltions de

continuité des champs sur fa surface du réseau.




120 | 4

V. b6, APPLICATION A'LA'DIFFRACTION”D‘UNE'ONDE'ELECTROMAGNETIQUE PAR

UN RESEAU

B Cas du réseau de conductivité infinte

La surface de coordonnés u = 0 est matérialisée par un métal parfalt
infiniment conducteur. Sur cette surface, les composantes covariantes E2 et Ex du
champ électrique doivent s'annuler pour toute valeur de la variable x. Cette
condition aux limites permet d'écrire un systéme de ZM+! é&quations algébriques

linéaires ol les inconnues sont les 2M+1 coefficlents complexes An..

polarisation E//

E;(u=0) =0 = F(u=0) =0, - | " (V.6.1)
¢e qul donne, dans (V.3.Za) :
2Ms1

2 A F
n
n=1

(1)

(a), -F o i VYmE€Z tel que |mlcM. IR (V.6.2)

mn

polarisation d//

Eu=0150=6(u=0) 20, - (V.6.3)

ce quil s'écrit :

2 (d) (1) ‘
T A G =G ", VmEZ tel que |ml< M. (V.6.4)
n=1

lLes coefflcients du systéme [lnéaire sont donc issus, selon le type

de polarisation, solt de la fonction F, soit de la fonction G.

B Cas du réseau de conductivité finie

La surface de coordonnée u = O est une surface de séparation entre le vide
et un métal de conductivité O. Au passage & travers cette surface, les composantes
covariantes Ex 2t EZ du champ électrique, Hx et Hz du champ magnétique sont
continues (§ 1.5). Cette condition aux |imites permet d'écrire un systéme
atgébrique lindaire comportant 4M+2 &quations oll les inconnues sont les 2ZM+1

coefficients complexes Ah et les 2M+1 cosfficlients compiexes A;.
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polarisation E//

Ft{u=0)

Ez(u-O) = Eé(u-O} = F(u=0}

Z
Hx(u-O) = H)‘((u*O) = G(y=Q) = E-rG’(u-O}

ce qui se tradult par :

Vm €Z tel que |m| gM

(
ML @ PG pten | D
n=t n mn n=1 n mn mo
ZM+1 ZM+1
AR T AR O BN S
hei MmN n=q N Mo mo

polarisation H//

Ex(u-O) = E;(u=0) = G(usQ) = GWu=0)=0

H_(u=0) = H'(us0) = F(us0) = L= Fi(ysd)
z z Z
ce qul sé tradult par
¥m € Z tels que [m| €M
’2 2M+1
M+l M+
3 oA flO L2 5% arplev, (D
n o mn Z n o mn mo
n-1 n']
o
M+ 1 2M+1 '
5 oA oo % argrtev. gt
n mn n o mn mo
n=1 n=1
\

(V.8.5)

{V.6.6a)

{(V.6.6b}

(V.6.7)

(v.6.8a)

{V.5.8b)

Les coefficients complexes An et A; étan+ connmus, 'a solutlion physique

des &quations de Maxwell, dans !'approximation dlordre M, est alors entiérament

déterminée. Cependant, il reste 2 calculer les gfflcacités du réseau qui, pour.

le physicien, sont des grandeurs fondamentales.




122

V. 7. CALCUL DES EFFICACITES

[l est possible de donner & la diffraction par un réseau une Interprétatior
en terme de mécanique quantique. En effet, pour un photon tombant sur le réseau
sous l'angle € I'efficacité &n peut &tre considérée comme ia probabilité de
présence de ce photon aprés diffraction dans |la direction donnée par Bn. Cette

direction &tant pour le photon, |'analogue d'un niveau d'énergie.

Cecl nous incite & rechercher les efficacités selon un processus calqué
sur la mécanique quantique pour les probabi|ités de présence en utilisant au
moyen du théoréme de Poynting (§ 1.7}, les composantes des vecteurs propres de
la matrice C.

Considérons la surface (S) formée par une portion de cylindre de longueur 2
dont la génératrice paralléle & Oz s'appuie sur un contour (T) (fig. V. 2)

constitué par quatre portions de courbes de coordonnées :

A

b
EF ¢+ x =20
E G
FG = u = u1> 0
GH : x =D
(P) « y=a(x) HE @ u = -u, <0
' —-
0 x
3 H
flg. V.2

Le contour d'intégration (T')

..Célculons'!e flux du vecteur de Poynting sortant par Ia surface (S) qui,

& cause de |'aspect bidimensionnel du probléme (%; = 0), se réduit au flux sortant
par la surface latérale :
(N) = . . R v. 7.1)
% %F * %6 T %on T et
En raison de la périodicité par rapport & la variable x, Il vient :
b Va ?02)
%er ="%n- ¢
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De plus, si le milieu (2) est conducteur, les champs sont nuls pour

u, suffisamment grand ; on psut donc¢ prendre :
5 _
e * 0 | V. 7.3
d'ol :
= = 2 )
o (N = @, 2/ - N dx (v, 7.4)

N? étant [a composante contravariante du vecteur de Poynting sur {'axe u. Ca flux
est égal & la pulssance s'échappant & travers {S). Soit &' cetta pulssance rapports
& |'unité de surface :

d D . o .
g - %GL . %é{m dx (V. 7.5)

Cette expression montre que &' n'est autre qus Ila valeur moyenne sur
une période da la seconde composante contravariante du vecteur de Poynting. Dans
les deux cas de pelarisation, cette composante s'écrit & partir des fonctions F
et G

polarlsation E//

N2 -E K - E

3 > {(v. 7.6}

pelarisation H//

S . G
N H3E1 Vs

Pour les deux types de polarisation, nous pouvons donc Scrire :

D

1

&' = FG dx,
© 0

at sl ('on prend la valeur moyenne &' de cette quantité par rapport au temps :

, 1 jD - _

g' === Re (x G dx) V. 7.%)
2Z D 0 _ .

Le calcul précédent peut s'appliquar 3 chacune des solutions T?déoendanfes
; =YX
des équations de Maxwell. En raison de |'orthogonalité des fonctions e i
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pour ['une quelconque de ces solutions, il vient :

- " -ikrnu —ikr u * oo
&n =57 A, A e (e ) Re (mwamn Gy - : (V. 7.10)

St r_ est réel, 'E: est indépendant de la variable u et s'éerit :

. |
T =2A A Re (£ F_G ). | (V. 7.11)
me=—x

5i r est imaginaire purou complexe et correspond 3 une onde évanescente,
&A tend vers zéro quand u tend vers |'infinl ; seuls les ordres diffractéds réels
transportent de |'énergie loin du réseau.

Pour |'onde incidente (A, = 1), la retation (V.7.11 ) stécrit :

=L ez U glD, | (V. 7.12)
1 2Z mo mo “° : : . . . 7.
m=—ca
L'efficacité &n du réseau dans !‘ofdre n est éoale & l1a fractlion
d'énergie diffractée dans cet ordre ; c'est donc le rapport changé de signes des
deux quantités précédentes (le flux pour les ondes diffractées est positif car
ctest un flux sortant, il est négatif pour |'onde incidente, c'est un flux entrant).

il vient :

+o {d)* _(d)
. .‘R.e b> ( an Gmn ) )
* M= —co _ (v, 7.133
n n n Re +m(F(|hG(U )

mo mo

Cette relation, permettant le calcul des efficacités &n a partir des
amplitudes complexes An est, comme dans la théorie classigue ( V. 3.3) indépendante

de la polarisation ainsi que de la nature du milleu (2).

_Remarque : Conservation de |'énergie

Cette relation (V. 7.13), ftraduction du théoréme de Poynting, contient
le critére de !a conservation de |'énergie. On constate numériquement que quel que
soit l'ordre M (§. V.3)} de |'approximation cholsie, |a somme des efficacités est

toujours &gale & ['unité :

Z
- | . 7.14
ey & <1, VMEN, | | | (v. 7.14)
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Cette prooriété se vérifie +rés simplemen% anafytiguement. En effet le
théorédme de Poynting nous indique que le fiux fotal sortant par la surface (3)

ast nul {en valeur moyenne par rapport au temps) ce gqui s'éerit @

o, .. | |
Io FG dx) = 0 __ ) | (V. 7.15)

| P

1
-2—2-.‘]{.6(

ol F et G sont les sclutions générales des égquations de Maxwel! satisfaisant
aux eondltlions aux limites. En reportant (V.3.20a) et (V.3.20b) dans (V.7.135) {!
vient :

+M -Tkr_u 2M+1 =ikr_u : : L .
e T [FiNe "oz a fldg 7] - | N
map = MO n=y N MmN '
-ikr u . (¥. 7.16)
“1kr_u  2M+1 (d) n. e o
[ell) o' g A G e J-0
mo
n=1
Pour u suffisamment grand et compte-tenu de "1 torthogonal 118" des

foncilons F et G, 1a relation (V. 7, 18) stécrit

+M

() ~Cix, 3 v L (dY (d)wq

Re

et en reportant 1a relation (V. 7.13),

ngvan (M) =1,

ol & (M) désigne ['efficacité dans |'ordre n calculée dans |'approximation M, cette

retfation traduit la conservation de |'énergie.

La somme des efflcacités calculdes est donc toujours égale & 'unité ;
la joi de conservation de |'&nergie ne peut pas servir de critére de convergence,
pour notre méthode. Il en ast de méme, ce qui est plus surprenant, du théorame
de réciprocitd qui, comme on peut le constater, est toujours vérifié pour tout M.
Ce thécréme, qui traduit des relations de syméfrie enfre jes efficacités dans les
différents ordres pour différentes conditlons d'incldence, st pourtant considéré

comme particulidrement sévére. [45, 65].

Pour tester |'exactitude des résuitats obtenus, il est donc nécessaire
de faire zppel 3 d'autres critéres ; par exemple, ta convergence des résultats en
fonction de M, ou, pius simpiement |2 comparaison des valeurs cropras r avec
les X issus de la formule des réseaux, la précisfon sur les efficacités étant

du méme ordre gue celle sur les r_.




126

A titre d'exemple sont réunis dans le tableau 3. V. pour quelques

valeurs de M las résultats relatifs au réseau sinusoTdal. A la |ecture de ce

tableau on remarque que, dans ce cas précis, la convergence est trés rapide

puisqu'elle est pratiquement atteinte pour M = 3,

7 7
& & &

M -1 -0 -1 &o o Fo
1 0,7859 C,2141 0,3670 0,6330 0,95650321 0,61236492
2 0,6974 00,3026 G, 1800 0,8100 ¢,96772520 0,65965717
3 0,6932 00,3068 0,1845 0,8155 0,96823675 0,66142088
5 0,6931 0,3069 0,1844 0,8156 0,96824589 | 0,66143759
M&+hode cos B4 = cos 8-1 =
intégrale 00,6931 00,3069 00,1844 0,8156 0,96824384 0,66143783

Tableau 3.V.

Etude, en fonction de M, de la convergence des efficacités calculées et des valeurs

propres réelles

X
: al{x) = h cos Zmx =1, sin 8 = 0,25, h.

D » D_ D 0,125.

Réseau sinusoTdal

V, &, METHODE DIFFERENTIELLE MODIFIEE

Une des difficultés de la méthode exposée dans les paragraphes précédents
est que, pour affecter une efficacité ainsi calculée 3 un ordre de diffraction
donné, i1 faut frier les valeurs propres et les vecteurs propres correspondant
aux ondes réelles afin de les associer & [a partie asymptotique du champ diffracté.
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Lorsque les valeurs propres rnS'éloIgnenfdes valaurs X issues de la formule
des réseaux, cette identification devient diélicate ; elle est méme imoossible
lorsque le systéme différentiel est déaénéré car deux vecteurs orepres corras-
pondent alors & une seule vateur prepra. Une telle dégénérescence se prodult

ay Littrow (sin g = %5 ; X = xn} ol, par exemple ia direction de |'onde

==
diffractée dans |'ordre =1 est confondue avec la direction de |'eonde incidents.
Pour expioiter la méthode en c2 point de fonctionnement, 1! conviendralt alors

de reprendre les calculs en tenant compte de cette dégéndrescsnce.

On peut lever ces glfférentes difficultés en imposant la forme de
['expression du champ incident comme on le fait habituellement mais également

ceile du champ dlffracté asympfotique.

En effet, on recherche habituellement le champ €lectromagnétigue E

i)

comme i1a somme du champ de !'onde plane incidente E( supposé connu et d'un

champ diffracté Eﬁ)que {'on se propose de déterminmer. || est & noter qu'a
I'Tntérieur des sillons les notions d'ondes incidentes et diffractées perdent
leur signification physique,mais cela est une hypothé&se de travail commode, car
il est toujours possible d'écrire une fonction inconnue (ici E) sous la forme
(i}

de l1a somme d'une fonction connue (ici E et d'une nouvelle fonction inconnue

(et €49,

g =gl , gld - | (V. 8.1)

De la méme maniére, nous pouvons poser que pour u =0 |e champ total E
(i) ‘

est |a somme du champ E de 1'onde plane incidente, d'un champ diffracté reel
E(da) correspondant 3 1a somme finie d'ondes planes, partie asymptotique du
développement de Rayleigh, et d'un chemp proche évanescent E(eV) gue ['on se

propese de déterminer :

(1

£ agll) . glda) | glev) | (V. 8.2)

(av)

Le champ évanescent E est choisl de telle manié&re que sur la

surface du réseau (u = Q) le champ total vérifie les conditions aux [ImlTes.

E(l} et E(da) sont calculés 2 partir du développement de Rayleigh

~(av)

&crlt en coordonnées de translation ; E est derit sous la forme d'une

combinaison linédaire des solutions propras de type évanescent {Jm(rq)< ) du

systéme différentiel (V. 3.7).
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Remarque

Cecl ne saur;l? &tre confondu avec les comsldérations Inexactes inhérentes
a4 la méthode du "développement de Rayleigh" qui supposent gque tout le champ

diffracté peut &tre mls sous |a forme d'un développement en ondes planes pour

u >0, Pour notre part, nous ne faisons aucune hypothése sur fa forme de E(eV)
a3 I'Intérieur des sillons. L'équation (V. 8.2) doit en fait étre considérée comme
une définition de E(d) et par conséquent de E(eV} = E(d) - E(da},; elle est donc

parfaltement justifiée sur le plén mathématique.

.polarisation E//

Comme nous |‘'avons vu au chapitre précédent, le champ de [‘'onde plane
incldent stécrlt en coordonnées cartésiennes :

E;” . olkycos 8 -ikxsing -

En ccordonnées de translation, compte-tenu des notations adoptées au
‘paragraphe (V. 2), cette relation dsvient :

+oo : ikycos 8 =1y X :
F(T) = z Lm(k cos §) e e m : (V. 8.4}
m==co

avec : . .

Yy = Ksin g +m 2) | - (V. 8.5)
et : | | D lkcosg alx) im £Ty

Lm(k cos §) = B-f o e dx {(v. 8.86)

Q

soit encore :

i T kucos @ =Ty x
F(T) = Z F(') e e ™ avec F(]}-L (k cosp) (v, 8.7)
m==c0 MO mo m

_ En coordonnées cartésiennes, la partie asymptotique du développement
de Raylelgh s'écrit : '

-ikycos 8 ~ikxsin ¢
efdd) . 38 o N n (V. 8.8)
z n&y R :

ol U est |'ensemble des nombras entiers posi+ifs ou négatifs.-tels que

[sin 8 +n %1 st | . o (v. 8.9)
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et :

- A _
siné =sin8 *ng o _ {v. 8.10)

En coordonnées de translation, la rejation (V. 8.8) devient :

+oo -{kucos § -iv x
(da) Yr
F * meo ngéUBn L'r1'|--n(-k cos Bn) e e (v, 8.11)
soit encore :
: +oo ' ~ikucos @ -1y, _x
Fldd) . 2z g Fld¥ " e 7 (V. 8.12)
m=wco n €Y
en pesant
F(da) . L (~k cos § ) = 1 ID . Ik cos Bna(x)e im 5 o W 8.13)
m=N n 5 » -

0

Nous écrivons la parfie évanescente du champ diffracté & partir des

{ev}

composantes an des vecteurs propres des ondss évanescentes (Jn(rn} <,

o eV v} du systéme différentiel, soit :

pe
+o0 -ikr v =ly x _
AR T oA F;ﬁV) e N g M . (V. 8.14)
e rnevpev

Lle calcul des coefficients compliexes incennus An et Bn se fait en écrivant

que Ez = F s'annule sur la surface du réseau (u = 0}, || vient z2lors :
{da} (ev) _ _pt ;
réUBn an + rgv An an F o VmefZ (V. 8.15)
n_ ‘pev

La résolution de ce systdme lindaire (V. 8.13) se fait toujours en

Fimitant |'lindice m aux valeurs telles que :

|ml <M (v. 8.16)

Nous disons alors que ie probldme est résolu dans |'approximation d'ordre M.

Les coefflciants Bn é+ant connus, les efficaclités &n sont ensuite

obtenues par la formule classigue (V. 3.3)

cos 8
n

& -8 E (Y. 3.3)

1] n on cos 9
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polarisation H//

En coordonnédes cartésiennes, e champ de |'onde plane incidente s'écrit :

H;I) "% gl Kycos8 - =Tkxsin.g , (v. 8.17)

I'impédance du vide Z = /EQ assurant I'homogénéiTé avec les formules de 1a
X . o
p?Iarlsa+|on E//.

En coordonnées de translation, la relation (V. 8.17) devient :

Fl o olkucos®d  -~ikxsin®  _tk cosg alx) (V. 8.18)

A partir de F, nous pouvons, grace & la relation (V. 2.10a} calculer la
fonction G = -Ex sur laquelle portent les conditions aux [imites :

kG = 1(1+a”) %% - i3 g; B o . 2100
Nous avons :

-SF = {kFcos® ~ et oF = [k{a cos B8~ sin8)f : (v, 8.19)
. o .

dtot

(1) ikucos@ . =Tkxsing Tk cosga (X} (y g 50

G = -(cos g+ & sin 8)e

D'autre part, nous avons déjd posé (V. 8.6)

# —im 27X 5
-1k cos@a (x) = I D
8 . T e Lm(k cos @) e ’ (V. 8.213}

ce qui, aprés dérivation, donne :

- + -im ==
& oik cosfa (x) _ _ b3 m_ A Lk cos8) e 0

o5 O (V. 8.22)
M=o

Aprés avoir reporté ces deux derniéres relations dans (V. 8.20), it

vient : ‘oo
. -1y _x
' a e 2 cos 8 m %+g o)L (k cos ) olkuUcos® o My, 8.23)

==
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Soit encere :

o =-Tv _x _
617 . pglllglhucoss (v. 8.2%)
ma-c.o O
en pesant
68 - (cos 8 - m2 +g 8) L (k cos ) | 2
mo c mE Te m{K cos . _ | | (V. 8.2%)

Ce calcul peut également &tre fait pour chacune des ondes planes

composant la partie asymptotique du champ diffractd ; ce qui conduit & :

- - -
I kucos Bn ime

gled .z 3 8 G;:a) e e . | (v. 8.26)
me~o n&l
&n posant :
(da) A - :

Gy {cos 8 -(mn) 5 tg8l L _ (-k cos @) L tv. 8.27)

Comme nous |t'avons indiqué au début de ce paragraphe, nous écrivons la
partie évanescente G(eV} du champ diffracté, 3 partir des composantes G;:whes
vecteurs propres des ondes évanescentes du systéme différentiel

oo fkr u =ly x _
s .z oz sl M e ™ - (V. 8.28)
Muwee rEV

nev

tes calculs sont ensuite identiques & ceux faits pour la polarisafion E/,,

la condition aux limites s'écrivant ici

s g gl9a , 3 A gleVa 6 wpez (V. 8.29)

ey N M FETV nomn mo
n pev

La relation (IV. 3.3}, permettant le calcu! des efficacités & partir des
coefficiants Bn ntest plus, pour une approximation d'ordre M, directement issue
du théoréme de Poynting, écrit en ccordonndes de translation. {1 en résulte que
la lol conservation de ['énergie n'est pas, nour tout M, systématiquement vérifige

et qu'elle peut constituer un critére de convergence des résultats.
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Nous avons effectud des calculs numériques pour le réseau sinusofdal
et le réseau échelette & facettes perpendiculaires. Les résultats principaux sont

rassemb|és dans les tableaux (3. V) & (4. V) ol ils sont comparés avec les

résultats dits "vrais" issus de la méthode intégrale de D. Maystre [45].

L'ordre M de !'approximation est variable et peut aller jJusqu'ad M = 10,
maximum compatible avec le sous-preogramme de calcul des vecteurs et valeurs
propres, ce qul correspond a des matrices de rang 42, Le temps de calcul est alors
sur |'ordinateur CDC 7600 d'environ quatre secondes par point (pour |'ensemble '

Dans le cas du réseau échelette, |'expérience numérique a montré que
la représentation optimale de la fonctlon a({x) caractérisant le profil est
ocbtenue lorsqu'on limiteauxM premiers termes son dévelcppement de Fouriar

(M étant |'ordre de |'approximation).

La précision des calculs est une fonctlon croissante de M et décrois-
sante de !a profondeur des siljons et du nombre d'ordres réels diffractés. Elle
ne semble pas avoir d'autre !imite que celle, pratique, de la taiile des matrices
utilisées ; et I'on cbtient des résultats valables bien au-del3 de la Iimite

pratique du développement de Rayleigh (§ IV. 4).
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Conclusion

Au cours de la derniére décennie, f'essort du calcul sur ordinateur
& permis de traiter numériquement un grand nombre de problémes d'électromagnétisme
restés jusque [3 sans solutions. Cette expansion a souvent fai+ négliger la
recherche des solutions analytiques. Mais, malheureusement,pour résoudre tous
les problémes de 1'électromagnétisme 11 ne suffit pas de programmer une fols pour
toutes les équations de Maxwell| sur un ordinateur géant, car !a compréhension en
profondeur des phénoménes physiques souvent indispensable pour effectuer une
programmation efflcace nécessite de falre, au moins partiellement, un traitement
analytique.

Dans c¢e but, nous avons, au début de ce travail, présenté les équations
de Maxwel!l sous forme covariante, outl! commode emprunté & la physique relativiste,
que nous avons adapté & ['emploi dans !'espace 3 trois dimensions de 1a physique
¢lassique. Ce formalisme peut 2 premiére vue, sembler compliqué et Inutile ; 11
s'avére pourtant pratiquement Indispensable s1 J'on désire que fes limites du
domaine d'intégration interviennent explicitement dans les ‘éqiations, par
ITintermédizire du systéme de coordonnées. Ce choix d'un sysféme de coordonnées
adequat est fondamental et il suffit pour s'en convaincre d'imaginer les difficulté:
qui surgiraient dans l|la résotution d'un probléme ayan+ ia symétrie cylindrique
si l'on utilisait des coordonnées sphérigques. On pourrait également penser que
I*introduction de coordonnées non orthogonales pour la mise en équation de
problémes aux dérivées partielles avec conditions aux limites cemplique inutilement
fa résolution. En réalité la complexité des équations n'est que le reflet de celle
des conditions aux limites, et I'utilisation de ces coordonnées semble &tre [a voie

natureile pour résoudre ces types de problémes.
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L'introduction des limites, sous la forme de paramétres fonctionnels
dés la mise en équation du probléme est donc 1a caractéristiaue essentiel!le de
notre formalisme. Cela nous a permis, pour ['étude de la propagation dans
des guides périodiques et de la diffraction par un réseau, de développer une
méthode de perturbation ne souffrant d'aucune restriction mathématique ; c¢s qui
nous a conduit, dans queiques cas particuliers, & obtenir des petites formules,
simples d'emploi, pouvant présenter de I'Intérét pour un expérimentateur. Dans
le cas du réseau nous avons pu ainsi montrer gque |'échee de la méthode dite du
"dévetoppement de Rayleigh” n'est vraisemb!ablement pas, comme on le présente
le plus souvent, !a consédquence d'inéxactitudes mathématiques mais plutdt celle
de la troncature brutale d'un systéme infini d'équations algébrigues, ce que

semb lent montrer par ailieurs quelques travaux récents [ 441,

De plus, le fait d'infroduire explicitement les I|imites dans les
équations permet de rechercher ensuite les diverses composantss du champ &lectro-
magnétique sous la forme de développements en séries. Cet artifice conduit alors
3 substituer 3 Ja résolution du systéme initial d'équations aux dérivées parfielles,
la recherche des valeurs propres et des vecteurs propres d'un opérateur linéaire.
Ainsi le traitement numérique de ces é&quations peut se faire en utilisant des
mé&thodes blien éprouvées en mécanique quantique ; avec toutefois une difficulté

supp iémentaire provenant de la non hermiticité des matrices.

Les queiques exemples tral+és dans ce mémoire devraient suffir 2
montrer |'efflcacité de notre formalisme, efficacité due & la bonne adapfation
de 1'outi| mathématique & la géométrie du probléme physigue. Cette méthode devrait
pouvoir apporter une contribution utile & |la mise en &quation et & |2 résolution

de problémes actuels de 1'é@lectromagnétisme.




139

Annexe 1

Vecteurs, tenseurs

et systémes de coordonnées

A, 1, TENSEURS ET PSEUDO-TENSEURS ASSOCTES A UN ESPACE VECTORIEL

=
On désigne par E un espace vectoriel*3d n d!men5|ons, et par (e »
ciay e ) une base de cet espace. Un vecteur quelconque a de E stécrit en
fonc+|on des vecteurs de base de la maniere suivante :

n . :
3= 3 &% (A.1.1)

- 1 <

Nous adopterons la convention d'Einsteln, qui sous-entend !{a sommation
pour les indices qul figurent deux fois dans le méme mondme, une fois en indice
supérieur et une fois en Indice inférieur. Nous convlendrons donc d'écrire :

2= ate. - | (A.1.2)

e
Solt (ei,) ung autre base de En' Les relations de changement de base
stécrivent :

- -+ -+ A f .‘1 A
8,y = A;, e. et e. = Az e., avec Az, A; - 6}, (A.4.3}

t
G? étant le symbole de Kronecker, A £ et A désignant les coefficients du

changemenf de base.

o —p 1:'
Sofenta® les composanfes du vecteur a sur ia base (eﬁ) et a ses

1 .
composantes sur la base (e yJ ; nous avons entre a® et a¥ les relations
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sulvantes :

il ' 1 £ _ L 1!
a =A: a ; a =hA; e | (A.1.4)

Ces composantes se transforment 38 |'inverse des vecteurs de base ;
pour cette raison, elles sont dites "composantes contfravariantes" et le

e
vecteur a est un vecteur contravariant.

O Fspace dual et vecteurs covariants

L'ensemble des formes |inéaires sur En forme un nouvel espace vectoriel
E* appelé "espace dual de E . A une base (e ) de E n? I! est possible dtassocier -

une base (e ) de E . A un changemenT de base dans En (e )= (e ¢} correspend

un changement de base dans En ( }-*(e ) satisfaisant aux re[aT:ons
* L] # 0' l' L ]
2.y =A;E| =] H ? 'Az -;L H
(A.1.5)
> Ai' -> - Ai o
8. : €t ; 8 =A, e .
e * . .
St a est un &lément de En’ il vient :
i * =t e o A * BT AN
a =a, e =ae avec 2, Asva; et a, Az acy (A.1.6}

Les composantes de ce vecteur se transforment de |a méme maniére
-
gque les vecteurs de la base {ei) de En ; pour cette raison, elles sont dites

] ;’* -~ ]
"composantes covariantes", le vecteur a é&tant un vecteur covariant.

B Tenseurs, pseudo-tenseurs

Sojent A et A ' les déterminants formés au moyen des coefficients de
changement de base (A,1.3)

' - »
A = det (AE.) AU e det (AT (A 1.7)

On appelie pseudo-tenseur affine T d'ordre (ou de variance) p associé
a En’ un ensemble de nf grandeurs ou composantes qui dans un changement de
base se transforment de la maniére suivanfte, par exemple pour p = 3

z' =k I d Z
Thgr = 87 Ag A% AL Top

{A.1.8)
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On dit que les Indices inférieurs, (icli J et 1), sont des indices
covariants et les indices supérieurs (i¢l £ ) des [ndices contravariants ;
k est |le poids du gsesudo-tenseur,

Si k=0, T est un tenseur ; sinon c'est un pseudo-tenseur. Les
pseudo-tanseurs de poids k = 21 tres fréquents en physique sont appelés

densités tensorielles si Xk = + 1, et capacités tensorielles si k¥ = - 1,

Afin de simplifier |'écriture ncus posons :

-’ L ]
- At Al Al (A.1.9)

TAIA i 4

“ys
Al Ji

soit, pour la relation (1.1.8) :

! . lal'k At 't Ti
Jj'i! % RN AR

Afin de noter différemment les tenseurs vrais at les pseudo-tensaurs
nous utilisons les majuscules d'imprimerie pour les premiers et les majuscules

en carattéres gras pour les seconds.

Un pseudo-tenseur trés Important est |'indicateur & de Levi-Civita
{(cu tenseur d'antisymétrie).

/ .

PN C si deux indices sont égaux

+1 si les indices sont dans un ordre obfenu au moyen
{potds +1) d'un nombre pair de permutatiorsa partir de

=
&i,j’ ..-,n (1’ 2’ 3, -.-,?1.)

(A.1.10)

{(poids -1) -1 pour un nombre impair de permutatiors
“

A. 2, TENSEURS ET PSEUDO-TENSEURS ASSOCIES A UN ESPACE VECTORIEL

EUCLIDIEN

Un espace vectoriel est euclidien quand il est muni d'un produit

scalaire, c'est-3-dire d'une lol de composition externe associant a fout

* ‘-> - - **- * L - -
couple de vecteurs (z, b} un nombre réel noté a.b. On est conduit @ considarer

les produits scalaires de 1'ensembie des couples des vecfeurs de base :

- e

LT e, @, v ..
gzg Z avec g9y
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2z s e
L'ensemble des n™ quantités Qij forme un fenseur symétrigue d'ordre

deux appelé "tenseur métrique'. ' : ;

- . »
De 1a meme maniére, pour |'espace dual En' on pose @

L %l _* - .il »
v <. e?  avec g¥ = g'". . (A.2.2)
Entre fes composantes gij et ng des tenseurs métrliques de En et
E;, il existe la relation sulvante :
. Tk J '
9 ¢ S o (A.2.3) |

ol Gg est le symbole de Kronecker.

Compte~tenu de !a syméirle du tenseur métrique, la relation (A.2.3)

est éqﬁivalenfe ad la relation matricielle sulvante :

(g (g =1 = (g% = (97:3.)"1 | (A.2.4)

"I &tant la matrice unité,

Le calcul des gtJ peut donc se faire par Inversion de ta matrice

formée par les composantes gij du tenseur méfrigue de En.

La formule (A.2.3) permet de réaliser une connexion entfre En et son

* -+ oy . .
dual En' Pour le passage de ia base (ei) 3 |la base duale (e ), il vient :
* - L] .-*
5. = o et e age.. (A.2.5)

8i4 J

Un vecteur psut alors &tre considéré (par un abus de langage) comme
élément de En et de E; ; 11 posséde &8 [a fols des composantas covariantes et

des composantes contravariantes.

- ;= 1 — qi

a = az L avec a =2a . e ;

- o - = (A.2.6})
& - 2 a - + &

as=s 81’ e avec az e
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Le tenseur métrique donne des relations enfre composantes contra-

varianfes et covariantes :

. I

|| permet égatement de changer la variance relative 8 un indice
quelconque d'un tenseur, par exemple pour un tenseur d'ordre trois nous pouveons

dcrire '

k

Tei T 951

ki

T. -
1

(A.2.8)

A, 3, ESPACES PONCTUELS ET SYSTEMES DE COORDONNEES

_ Pour le physicien, |'espace est le domaine dans lequel se produisent
les phénoménes naturel!s qu'l! désire &tudier. Le plus 50uvenf; il lul accorde
d'emblée ies propriétés de ia géométrie euclidienns. Sous !'impuision de [a
physique relativiste, on a é+é amené & se pencher de plus pras sur ces
propridtés, et a étudier des structures mathématiques plus génératles, tels les
espaces ponctuels &n 3 n dimensions (ou plus généralement les variétés
ponctuelles) pouvant les représenter. De cette étude, i! est apparu gu'il est
nécessaire de distinguer les propridtés affines (ne faisant pas intervenir la
notion de longueur) et les propriétés métriques de ces espaces. Bien qu'en
physique classique, cette distinction soit rarement faite, nous nous efforcerons

d'examiner les différents problémes scus ces deux aspects.

n Les systémes de coordomnées de 1'espace affine 8n

Le "repérage' d'un point M gquelconque, &lément ds &n, est falt au
moyen d'un systdme de coordonndes qui associe & ce point M, d'une maniare

unique, un ensemble de n nombre réels (xt) appelés coordonndes du point M.

Les courbes de coordonnées sont les ensembles des points M ayant

n-1 coordonndes fixées,

Les surfaces de coordonnées sont les ensembles des poTnfs M ayant

une saule coordonnés fixée.
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Le systéme de coordonnées le plus simple est celul des coordonnées
rectilignes pour lequel, les courbes de coordonnées sont des droites. Mais un
te| systéme n'est possible que pour un espace euclidien &n' Dans ce cas, cef
espace est isomorphe & un espace vectoriel.

Cet isomorphisme explique la confusion qui est scuvent faite, en

physique, entre espace vectorie! et espace ponctuel.

. - _
L'ensemble d'une base (e.) de En et d'un point C de &n appelé
origine définit un repére R de & . A chaque point M de & est alors associé
n, n 2 >
de maniére biunivogue un vecteur x de En’ les composantes x de ce vecteur X
.-’
sur la base (ei) de En étant les coordonnées rectilignes de M,

' i1 \ \
Donnons nous n fonctions x continuement dérivabies des n variables

3,

Txt = xT U, e, XD - _ (A.3.1)

Supposons que ces fonctions solentinversibles, c'est-3-dire qu'il est

possible diécrire :

. L ‘ ' . . " -
¥ = X, ..., X'y, (A.3.2)

!
Ainsi, & un ensemble de n valeurs x* correspond un point M de &n'

. : 2! P . -
Si les fonctions x° ne sont pas lindaires, nous dirons qu'etles définissent

sur 8n un systéme de coordonnées curvilignes.

" Repdére naturel

A chague point M de &n’ associons un repére R{(M) que nous appelons
1
"regpdre naturel™ en M du systéme (x* ) ayant pour origine M et pour vecteurs
- -
de base les vecteurs et obtenus & partir de la base (ei) de R par les

relations (A.1.3)

|

e | (A.1.3)

[S

-
e. ; ei = A
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avec
- £ L] i'
7 ax ! 3 :
Ai' = _.'_‘I.' et A,z: = —""""-X,L . (A.3.3)
ax ax

L] "

Les coefficients de changement de base AE, et Az dépendant des
"1

cocrdonnées curvilignes x© , le repére R(M) dépend denc du point M.

-
Les vecteurs de base {ei,) sont portés par les tangentes aux n
courbes de coordonndes se coupant en M.

Afin de simplifier 1'écriture, nous adopterons les conventions

syivantes @

3 ) d . '
';F 31: ; ;;;2—, ai, . - _ (A.3.4)
Nous é&crirons par exemple
- * ' .'
Az, £ 3., X AL =3 (A.3.5)

Nous dirons gqu'un changement de coordonnées est holondme si :

. g J . 7

R Chams dz tenseurs

Si en chaque point M d'un domaine D de &ﬂ est d&fini un tenseur de
En’ |'ensemble ainsl obtenu constitue un champ de fenseurs. En coordonnées
curvilignes, ces tenseurs sont définis par leurs composantes relatives & la

base du repére naturel en M,

A un changement de coordonnées, correspond un‘changemenf de repére
naturel associé et, par sulte, une transformation des composantes des tenseurs
du champ. Cette transformation s effec+ue selon tas formules définies au
§ A.1 en utitisant les coefficients &., et A. de (A.3.3).

R Zapace ponctuel métrique

Si 1'espace vectoriel E associé 3 & est doté d'un prodult

scalaire, alors & est un espace poncfuel méfrlque dans leguel les notions

de longueur et d!' angle ont une signification. De la méme maniérs qu tau § A.2,
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nous posons

e A
g£j= ei-ej

— .
ol les vecteurs e; sont les vecteurs de !a base du repére naturel en M, Le

{(A.3.7)

y

tenseur métrique dont les composantes gij dépendent du point M considéré,
constitue un champ de tenseurs. Oans un changement de coordonnées, on a :

g

L'étément d'arc ds de |'espace &n s'écrit en coordonnées curvilignes :
i L]
ds = g;.dx d< .

Les composantes gij du tenseur métrique définissent & la fois
I tespace &n et le systéme de coordonnées. Etant données 3 priorl les fonctions
g.. si, par un changement de coordonnées, il est possibie pour fout point M

17
de &n, d'obtenir :

0 " aij , R S ' (A.3.10)
alors |'espace est euclidien et le systéme de coordonnées obtenu est le systéme

cartédsien. Dans le cas contraire, |'espace est courbe ou riemannlen.,

Les coordonnédes sont orthogonales si

(A.3.11)
. - - * »
ol i 0 pour 3 ¥J

B Remarques

1) En coordonnées curvilignes orthogonates, 'a base du repére naturel

associé & un point M quelconque n'esf'pas orthononormée :
9:5 = 0 si 13#] mais g£i¢ 1. (A3.11)

_ 11 ost alors nécessaire d'aprés (A.2.7) de faire la distinction
Epfre les composantes covariantes 2, et contravariantes ai d'un vecteur
a(M. En calcul vectoriel classique, cette distinction n'est pas faite et on
appeile composante du vecfeur’;, ses projections gi sur les supports des
vecteurs de la basaz naturelle en M. Entre les différents types de composantes,

il existe les relations suivantes :

g, = Jgiiat = 1 a, , solt ('31:)2 = aiaz (A.3.12)
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2) En coordonnées non orthocgonales, |3 base du repére nature! est

cblique, les composantes covariantes et contravariantes sont respectivement
. - * - - *
proportionnelles aux projections perpendicuculaires et paralléles du vecteur a

sur |la base naturelle ; fig. (A.1)

- x! varle seul

it

0

x* varie seul

flg. A.t

Les composantes covariantes et contravariantes d'un vecteur du plan en

coordonnées curvilignes

3) la nullité d'une composante de e peut s'interpréter géomdtrique-

ment de la manié&re suivante :

-

a, = 0 : a est normal 3 la ftangente en M 2 la courbe de cocerdonnée :
(x* varie seul)

a® = 0 : 3 est contenu dans le plan +angent en M 3 la surface de

. T
coordonnée @ (x~ = cte).

Oh peut égaiement noter que, sauf pour les systémes orthogonaux, les

composantes covariantes et contravariantes ne sont simultanément nulles.
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" LES SYSTEMES DE COORDONNEES DE L'ESPACE EUCLIDIEN

A TROIS DIMENSIONS

A, 4, POSITION DU PROBLEME

Pour pouvoir résoudre les équa+ions,.vecforielles ou tensorielles,
de la physique des milieux continus -et en particulier les équaticns de
|télectromagnétisme~"i1 faut préalablement se donner un systéme de coordonnées
afin de pouvoir projeter ces é&quations. Le cheix de ce systéme est conditionné
par |la géométrie du probléme & étudier. Les systémes les plus frégquemment
utilisés sont les systémes orthogonaux (cartésien, cy!indrique, sphérique ,
etc ...) parce qu'ils sont associés 3 des problémes présentant un aspect
géométrique simple. Dans les cas pius compliqués, cerfains artifices de calcul
permettent de conserver ces systémes mais |'utilisation de systémes non

orthogonaux paralt inévitable pour fraiter les problémes les plus généraux.

Dans le cadre de la physique non relativiste, |'espace considéré
est |'espace eucltidien & trois dimensions 83 pour leque! il est toujours
possible d'employer un systéme cartésien (A.3.9), & partir duquel peuvent &tre
géfinis tous les systémes curvilignes. Mais 1| est également possible, et
pratiquement plus rapide, de prendre pour référence un systéme orthegonal

classique mettant primitivement en évidence les symétries du systédme cherché.

En fait nous avens été amenés & définir deux grandes familles de

transfermations, solent :

1 3

x', x®, x*, le systéme initial de coordonnées,

1 1 ] . .
x! , x3 , x?,le systéme transformé de coordonnées

et a une fonction plusieurs fois continuement dérivabie de x?et/ou

de x 7 par exemple.

Les transformations de type additif sont telles que :

¥
x!' = x! - a, o= X, B =, (A.4.1)
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et les transformations de type multipliicatif sont telles que ¢
i t

x1'=;—, a2, R =, (A.4.2)

Les deux autres coordennées pouvant &tre l'objet de tzlles

transformations.

Les transformations de type multiplicatif peuvent s'applliquer &
tous les systémes classliques (cartésien, cylindrique, sphérigue) ; mais les

transformations de type additif ne s'appliquent bien qu'au systéme cartésien.

A. 5, LE SYSTEME DE COCRDONNEES DE TRANSLATION

Un cas particulieérement simple de transformation de type additif
conduit au systéme de coordonnée dit de "translation", A partir du systéme
cartésien (X! = x, x® =y, x* = z), définissons un nouvsau systéme par :

1 ' 1 .
x! = x, o=y, x* =z, : _ (A.5.1)

avec :
1 .
o= 3 - alx!) soit : u =y ~ al(x) _ (A.5.2)

ol alx) est une fonction continuement dérivable de la variable x. Les &léments
des matrices de changement de base s'écrivent :

—Al Al Al - ] O O"
H 2 3 ; .
a 3 t t 1 . )
A%y m(axty = A2 A2 A2 | = |2 1 o], (A.5.3)
T (4 1 2 3 -
1
A A A L0 0 1]
-1 2 3 -
"A:, A;, A; '] Tt 0 07
4 1: 1: ‘ .
- (A7) = (3,,x7) = Af, A:, A:, - 4 1 0 ,
LAT, A:, A: . 0 0 1]
avec
i 5 -8 | | | (A.5.5)
dx _
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_ £ L
A = det (Ai ) = 1.

Le calcul du tenseur métrique se fait a partir de (A.3.8) et

(A.5‘4’
ol . — [~ H
142 a o0 1 -3 O
- i‘ .' -— ] -
(grgi= 2 1 O (g J Y=gz 1) 1. 1-2 1422 0O (A.5.7)
o 0 1 o 0 1
L - h— L
JaefTEEE‘ =Jg = 1. : - (A.5.8)

L'élément de fongueur d'arc satisfal+t & |'équation :
ds? = (1+2%) dx® + du* + dz* + 2a dx du (A.5.9)

La figure (A.2) est relatlve aux coordennées de franslation dans
2mx
D »

coordonnées U = 0 et u = 3n sont tracées dans le plan z = cte. Ces courbes

‘la cas ol al(x) = h cos h et O étant deux paramétres. Les courbes de
sont des sinusofdes et les surfaces de coordonnées u = cte s'appuient sur
des directrices sinusofdales. Ces surfaces se déduisent toutes de |'une

quelconque d'entre elles par des translations paralléles & Oy.

Le systéme de coordonnées de transiation

tig. K.2
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A, 6. LE SYSTEME DE COORDONMEES DE REVOLUTION AXIALE

Un cas particuliérement simple de transformation de type multiplicatif

condult au systéme de coordonnées dit "de révolution axiale™.

A partir du systéme cylindrique (x! = r, x? = ¢, x? = z}, définissons

" un nouveau systéme par :

x! =y, x: =@, X =z, : ' (A.6.1)
avec \
1! X r
® - soflt u = ——r, (A.8.2)
alx?) a(z)

ol a{z) est une fonction de la variable z, plusieurs fols continuement dérivablae,

ne s'annulant jamais.

11 vient :
-1 ]
= 0 -3y
1! . ! . (A.6.3)
(Ay ) = 13,x7 0 ; ¢ |
E 0 3d)
L £ (A.6.4}
(Agy) = (B x=|0 1 o},
| C 0 1]
avec : _
- . da (A.6.5}
a dz L] .
i 1 - -
4 = det (A; ) = 3 (ﬁ.6.6)‘
Le tenseur métrique s'écrit -
. .22 L]
- al 0 aau 18 U 0o - &
_ a? a
- 2,2 AR 1
. a‘u
a2y 0 142 -2y 0 1
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/g = aty . (A.6.8)
ds’ = a'du’ ¢+ a'uld ¢+ (1+8° )2 + 2amidudz.
La figure A.3 est relative aux coordonnées de révolution axiale dans

le cas of :

a=1-¢gcos %,

@et D étant des paramétres et a € [0,11.

Les courbes de coordonnées u = cte sont tracées dans le demi-plan
¥ = cte. Les surfaces de coordonndes u = cte sont les surfaces de révolution

d'axe 0z engendrées par ces courbes, fa surface u = 0 se rédulsant & |'axe Oz.

r
A

% e 8
ol

i -y

~Y

fig. A.3

Le systéme de coordonnées de révolution




153

Annexe 2

TABLE DES INTEGRALES UTILISEES [1s]

INTEGRALES DE LOMMEL

1

J I tox) J_(Bx) xdx = [8x J () J__ Bx)ax J

-1

(ax) Jn(ﬁx}] + cte

ol - g
sinw=Q
1 ' '
[ tax) 3 (gx) xdx = Far [ Jglox) (B0 - ax J () I (B0} + cte
a =8
IJz(ax} xdx = X [J1¥¢ax) « (1 - n* ) ¥ (ax)] + cte
‘°n B n alx? n @

2
f J;(uxi xdx = %— [J; {ax) + J} {ax}] + cte

AUTRES INTEGRALES

m m
fx Jo_10a) dx = x J (x) + cte

at {ax) J_(Bx)+BJ, (ax) J, (Ax) J, (ax)
Q e} i 1 1
x M N
J; (Bx) o
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]
2 - X
[ tax)y 3 Bx) X dx o [BJ (ax) J_(Bx) + aJ (@x) J,(Bx)]

N —2-3"—-[3J0(ax> J (B - ad (o) J_(Bx)] v cte

(a? -8

2
2 = X_ 2
[ tax) Jtax) Kdx = 5= tax)  + cte

2

J1(ax} i - x J](ax) 2
2
Jo(ax}

+ cte

X = —_—— =
a Jo(ax) 2

2 3 x* 2 1 x> x> 2
J 00 Kdx = 2= L0+ JT00) + 3= 0 (x) = 2= J100) + cte

3 3
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Annexe 3

LES SERIES DE FOURIER-BESSEL [18, 22]

LES SERIES DE FOURJER-BESSEL DE PREMIERE ESPECE

Seient A1, 12, i, ln les racines positives mises en ordre croissant,
de 1'équation J?(x) =0 {(p>-1). L'ensemble des fonctions

Jp(l1x), J1{X2x), v Jp(lnx),

forme sur |'intervalle x€[0,1] un systéme orthogonai de poids x. Toute fonction
f(x} continue par morceaux sur |'intervalle x & [EJ,ﬂ peut, sur cget intervalle

stécrire

f(x) = <4 Jp (A1x) *Cy Jp(12§) + L.

avec

1 !
e, * —————— [' x f{x) JP(knx) dx

n 2
Jp+1 (An) 0

LES SERIES DE FOURIER-BESSEL DE SECONDE ESPECE

Sotent A1, AZ’ ceay An les racines positives mises en ordre croissant

de 1'équation

¥ JM{x}) ~HJ (x) =0
P p

ol H est une constante.
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L'ensemble des fonctions

Jp(k1x), Jp{lzx), ers Jp(knx), res

forme, sur i'intervalle x € [0,1] un systéme orthogona! de poids x. Toute fonction
f{x) intégrable sur |'intervalle x€[0,1] peut sur cet Intervalle s'écrire :

fix) = < Jp(l1x) *c Jp(lzx) + e

aveg

2
. - .g.;n. S 1
n

2 2 22 _ 2 ; .
ln'Jp (An)+(ln p )Jp(ln) 0

x fix)} J (h x) dx
r’'n

En particullier, si H = p, les racines Xn satisfont 3 :

X J'{x) + pJ (x) =0C
1% p

et, en tenant compte de |la formule de récurrence

Jp(x)

X

JPAx) = J__, () -
P p-! P
~ on constate que les nombres A, sont les racines de Jp.1(x) = 0. En parficuller

pour p = 1 ce sont les racines de Jo(x) = 0 et pour !e calcul des cosfficients
. if vient alors :

22 x flx) Ji(knx)dx.
JT(A) 0

1'*n ' ' | ' ' -

Cn"
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Annexe 4

LES EFFICACITES DES RESEAUX (FORMULAIRE) DE FAIBLE HAUTEUR

Les formiles sont ¢alables pour |le réseau sinusofdal {(fig. 1)

| VADN | :
- ' a{x} = h cos L
x

Réseau sinuscTdal

Les formules sont &galement valables pour les réseaux symétriques proches
des réseaux sinusoidaux (fig. 2) avec :
o

A . _ ) ,
| : '  h o= Zf alx) cos <X dx
, 5’y D
| i
| -
[¥]

x

al=x) = a(x)
%ig. 2

Réseau symétrique
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POLARISAT (CN E//

" Cing ordres ou plus sont diffractés (-2, -1, 0, 1, 2) (%5 -1—:%?—”—-6—)
& ™ 4 2

-p = 4(3=) cos 8 cos 8, cos B_,
& - 4™ cos 8 cos © [1-{““)2( 0 ~ cos®8,~2cos’B_,+2 cosB

-1 ) ¢ o - ) (cos cos” 8, ~2cos™§_,+2.cos

x(cos 8, + cos 6_,) + 2cos 8_, cos 6_,)]

&8 ~1-&,-8 -8& -8

Th

mh,? 2 2 1 2
&+1 4(1\_) cos 80 cos 81[1 (A } (cos®8 - cos 8_1 -2¢cos e1+ 2cos B

x{cos B, + cos 8_,) + 2cos §_, cos 8_,)]

Th 4 2
&+2 = 4(1—) cos BO cos*8 | €os g 5

les ordres -3 et 3 sont diffractés)

Th.6 (cos’8

= (Th L nc? 2
& ;= () cos B cosb_; (== +2cosB_,cosB_, cos® €_,)
8, = (ﬁ}6 cos & cosf; (5:5-’--5-3-g +2cosb, cosf, = cos® 8 ) |
+3 A 3 3 1 2 1 *_
‘ | , 1+sin 6 _A
- "Seuls les ordres -1, 0, 1, sont diffractés (—————-—2 <5 < l«sin 8)

mh

5 +2cos8 (cos@  +cosh_, )]

2 2
&, = 4(%’1) cost cosf_[ 1=z (cos?B-cos’6,~2cos’8_

-1 1

8, =1-8, -8

. 2 2
&” ,.4(;.".‘.; ccsscose1[ 1—(-1{£J (cos’e-cos’8_1—2c0581+2cos 9{c0581+c058_1)]
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B Deux ordres seulement somt diffraotds ( =1, 0)

2 2 : . 2
&, = 4(;—hJ cos8 coss_ I-({—QJ (2cos® 8-2cos 8 ;*2cos’Bcoss_, - -S-)‘- sing- \—
. D‘
& =1-8
Lo} -1
f
PCLAR|ISATiON H//
R Cing ordres au moins {~2, -1, 0O, 1, 2) sont diffractda
s T a¢Th,4 cos 8 LA 7, - AL =2
-2 * 4 o 5.5 (cosé + = +98)" (cos 8., * Fte e
n.s cos 2 z
&, = 4(;—)’&-—3-.—1(«:05 g+ % tg9 8} {1-({—% {cos’8-2cos’9_1+2(cose+é—fgei
{cos 8 --J-\-‘I'gQ_;)*-Z(cosS --A-'I' 8 ) (cos8 +3-1' g ,)
-17D 1 2" 7§ "8 % -1 59 °q
A A y |, cos8 2R g %
*2{cosB~ 51g8) (cos §,+ 5 9 8;)-cosd, (cose~ = tg8) T 1}

cosH + o tg 8

8 =18 ,-8 -8-8,

Th,?cos & A ? Th,? A
&, = 4 m:coss- 5 1e8) {1-(3=) [cos®6~2cos’ e y*2(cos8, v 2tgd.)

' X A .
'Ecczse1 -5 1'gef + 2(cosd - 51'98) (cos 8 't 51'9 e 1)

2X
A A A cos® _-5-136_
+2(cos8 + =tgh) (cosf , = =tg 6 . )=cos8 .{(casd+ =tg8)
° - 0 - -1 0 cosg- A tg &
0

1

4

mh.* cosé A : A 2
&1.2 4(-{-) -c—o—s-s—z-(cose 5 T98) (cos 9! ) t+q BT)

O 5t les ordres =3 et +3 sont diffractis

cOsg+ a?ge

L] 2 2
&_3 ) (%ﬁ-) E%?—é-e—{cose*- %‘i'ge) [cog 9 E + 2(coss_1+ % 'l'ge_T)
-3 cosg+ ) Tge

A +
(cos 8_,+ o te &) -cosB_, (cos8_,+ g te 8]

B
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cose-; .g—kfge

6 8 A ¥ costa A
&, < (I _C85 9 (058~ 24g8) | »2(cosd, - L+g8.)
+3 A" cost 4 D 3 cosh- % +g8 1 D=1
(cosd.~ Mo 8.) - cos 6. (cosd.— Ztq 0.0]
2708 Y2 1 1”7 9%

B Troig ordres (=1, 0, 1) seulement, sont diffractds

2

& = 4fhy cos 8

-1 A cos 9

(cosé*f 2\-’?' 8)2{1-(wh)2[cosze-2co§8 +{2cosf+ A +q8)
3 59 X -1 D9

A Ao, A : A
(cose_l- -[-3-1'98_1)+2(c058 - 51‘96) {cose1+ T:’-1'ge1)-cosB1 (cosh- 5+gs)

cosf, + 2—)}-‘1'9 3]
1 D 14 )
a4

cos 8+%+g 8

8 <1-8 -8

o) 1

2 2 2
8, - 4Ty cggsee (cos6- %—me) 11 [ cos? 8-2c0s? 8, + (2c0s8~ %- +g8)
1

(cos8, + %‘l'gﬁﬂ )+2( -c058+%—‘1'96) (cosb_,+ gteb_,)-cosb_, (cos B+ 5198)

2 ,
cosé_;, - 519 8_4 1

cos8 - % tq ©

B Deuxr ordres (-1, 0) seulement sont diffractés

A
cosf~ =+gh
4Th cos § A mh,? 2 D
&_. = 5 g —(cos®+ =g {1-(3—) [ cos?B~2cos?B _,+
- Acosd D A ' cosa+ %fgs

A A
(sine}*« —Ij-) (sing+ 3—-)-1] }

g, = 1-8&,

T .
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