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Introduction

Traditionnellement, on divise le hamiltonien (énergie totale) du problème
planétaire à n planètes en deux parties. La solution associée à la première

partie seule correspond à n mouvements képleriens découplés. Pour des con

ditions initiales convenables, les planètes parcourent des trajectoires ellip

tiques autour du Soleil. La deuxième partie, appelée fonction perturbatrice,

modélise les interactions entre les planètes. En tenant compte de la pertur

bation, la solution elliptique devient une première approximation. On in

troduit classiquement plusieurs développements de la fonction perturbatrice.

Ces développements sont un très vieux sujet, dont il est hors de question de

retracer ici l’histoire. La partie “séculaire au premier ordre des masses” de ce

développement joue un rôle très important depuis le début de la mécanique

céleste, et est liée à la question de la moyennisation. Toutes ces choses ont

été très étudiées (Euler, Lagrange, Laplace, ...), mais certaines relations entre
les coefficients n’ont pas été examinées ; elles sont pourtant la cause d’une

résonance remarquée par Herman.

Dans ce travail, on s’intéresse, entre autres choses, aux relations entre les coef

ficients du développement du hamiltonien séculaire dans le problème à deux

planètes. Ce hamiltonien s’obtient en moyennisant l’inverse de la distance

entre les deux planètes le long des orbites elliptiques, solution du problème

non-perturbé. La plupart de ces relations proviennent de l’invariance de la

distance entre les deux planètes sous l’action du groupe 0(3). Elles sont
donc vérifiées pour une fonction, plus générale que le hamiltonien séculaire,

obtenue en remplaçant dans notre hamiltonien l’inverse de la distance entre

planétaire par une puissance quelconque 2y de cette distance. Quand 7 = — -,

on obtient notre hamiltonien séculaire ordinaire que nous disons newtonien.

D’autres relations, vérifiées pour le hamiltonien séculaire “newtonien”, ne

sont pas vérifiées pour le hamiltonien séculaire généralisé. Par conséquent,
ces relations ne sont pas dues aux symétries. Elles sont très difficiles à trou

ver. La résonance d’Herman fait partie de ces relations.
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Les coefficients du développement dépendent des variables utilisées. Le choix

des variables peut servir à simplifier les relations entre les coefficients. Le pre

mier chapitre est consacré à ce sujet. Il contient un exposé sur le problème

de Kepler, dans lequel on donne différents systèmes de variables capables de

repérer une ellipse. Le principale originalité de ce chapitre est l’introduction

des variables de Souriau, des variables sc, gc et de la symétrie galoisienne.

L’utilisation nouvelle de cette symétrie, dans le problème séculaire, est très

intéressante. On donne dans ce chapitre les expressions du vecteur position et

du vecteur vitesse de la planète képlerienne en fonction des variables sc, gc et

la longitude excentrique. On remarque la ressemblance entre les variables sc,

gc et celles de Poincaré. L’avantage des variables sc, gc est que l’expression du

vecteur position et du vecteur vitesse de la planète képlerienne est rationnelle

dans ces variables. Ce n’est pas le cas avec les variables de Poincaré.

Dans un système planétaire le point circulaire non incliné (les planètes par
courent, dans le même sens, des cercles situés dans le plan de référence) a un
intérêt particulier. Les planètes vivent normalement dans son voisinage. Le

deuxième chapitre contient un exposé sur les techniques du développement

du hamiltonien séculaire du premier ordre des masses planétaires, au voisi

nage de ce point. Les techniques de développement se sont perfectionnées

au cours du temps. Citons ici les travaux de Poincaré [8], qui ont donné un
grand nombre de propriétés de la fonction perturbatrice. Ces travaux ne nous

ont pas paru utilisables. Nous avons largement utilisé les sources classiques

et les travaux récents de Laskar et Robutel [10], mais nos variables préférées
diffèrent de ces sources. On préfère utiliser les variables sc, gc ou celles de

Souriau. Les principales originalités de ce chapitre sont : la démonstration

de l’analyticité du hamiltonien séculaire dans nos variables préférées et l’ap

plication de certaines symétries au hamiltonien séculaire.

Il y a quelques années, M. Herman a signalé une nouvelle résonance du

système séculaire, au voisinage du point circulaire non incliné, qu’on peut

qualifier de mystérieuse, sauvage, ... Elle ne dépend pas des paramètres

(masses et demi-grands axes). Dans cette thèse, on l’appelle “la résonance
d’Herman”. L’un des premiers objectifs de cette étude sera d’expliquer cette

résonance. C’est l’objet du troisième chapitre. On établira une propriété

géométrique simple liée à notre hamiltonien. Elle fournit des relations en

tre les coefficients du développement du hamiltonien séculaire (7 = —|) à
tous les ordres. L’interprétation de ces relations, dans la partie quadratique

uniquement, implique la résonance.

Dans le quatrième chapitre, on établira un théorème permettant de com-
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prendre d’autres relations entre les coefficients de notre développement aux

ordres supérieurs. Ce théorème est valable pour la fonction perturbatrice

généralisée. Sur le développement du hamiltonien séculaire, on constate l’ex

istence d’autres relations, qui commencent à l’ordre quatre. Ces relations ne

sont pas vérifiées pour la fonction perturbatrice généralisée. On construira

une conjecture permettant de les expliquer. On vérifie, par calcul effectué à

l’aide d’ordinateurs, sa validité jusqu’à l’ordre dix. Cette conjecture demeure

jusqu’à présent sans démonstration (ni rejet).

Le cinquième chapitre sera consacré aux différentes réductions possibles du

système séculaire. On donnera des systèmes de variables SO(3)-invariantes
ou 0(3)-invariantes. On établira la théorie et la technique permettant de
développer le hamiltonien dans ces variables. La plupart de ces systèmes sont

quadratiques par rapport aux variables “usuelles” (d’ordre un par rapport

aux excentricités et inclinaisons). Cela permet de condenser considérablement
le développement. Un intérêt technique de ces variables est que l’algorithme,

qui donne le développement dans ces variables et puis convertira dans des

variables dites “usuelles”, paraît plus rapide qu’un autre développant directe
ment dans les variables “usuelles”.
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Chapitre 1

Problème de deux corps

Au début de XVIIe siècle, Kepler décrit le mouvement des planètes dans un
système héliocentrique [20]. D’après ses travaux, les planètes parcourent des
ellipses bien définies dans l’espace ayant le Soleil pour foyer. Ce résultat,

d’après la mécanique newtonienne, n’était valable que dans le cas où le

Système solaire se composait du Soleil et d’une seule planète, et était isolé.

Dans le cas général, les trajectoires elliptiques ne sont qu’une approximation.

En effet, chacune des planètes, sous l’influence dominante du Soleil (due à sa
forte masse) subit un mouvement képlerien. Les influences mutuelles entre les
planètes produisent des faibles perturbations qui modifient continuellement

les constantes des mouvements képleriens. Cela construit le fondement des

méthodes perturbatrices modernes de la théorie planétaire.

Dans ce chapitre, on donne un exposé du problème de Kepler [16], afin de con
struire et d’étudier les constantes du mouvement képlerien, qui nous serviront

à aborder le problème planétaire des trois corps (où deux des trois masses

sont très petites devant la troisième). La principale originalité est l’intro
duction des vecteurs de Souriau §1.8 et de la symétrie galoisienne §1.9. Le

caractère symétrique des variables de Souriau facilite l’étude des relations

entre les coefficients du hamiltonien séculaire §2.4.2. La symétrie galoisienne

fournit un opérateur, défini sur les éléments elliptique, qui laisse le mouve

ment képlerien invariant.

Soient O et A deux corps, dans un espace galiléen de dimension trois, de

masses respectives uiq et m\. Soit

r =e R3

le vecteur reliant ces deux corps. D’après la loi de Newton, le vecteur r doit

satisfaire à l’équation différentielle

r

1

(î.i)



avec fi = G(mo -f mi). La constante G est la constante de gravitation uni
verselle et r la norme de r (tout au long de cette thèse les vecteurs seront
notés avec des flèches, et leurs normes sans flèches, les points désignant la

dérivation par rapport au temps.)
Notre problème est donc équivalent au problème du centre fixe O de masse

m0 -f mi autour duquel gravite un point A du vecteur-position r et de masse

quelconque notée (3. En effet l’équation différentielle de ce problème est aussi

l’équation 1.1, quelle que soit la valeur de (3. Le fait que (3 ne figure pas

dans l’équation 1.1 implique que le mouvement du point A ne doit pas en

dépendre. Pour des raisons techniques concernant le problème des trois corps,

on préférera étudier ce problème dit “du centre fixe” à la place du problème

des deux corps.

1.1 Problème du centre fixe

Munissons notre espace euclidien de dimension 3, contenant les points O et

A, d’un repère direct orthonormé d’axes Ox\X2X3 . Cela permet de l’identifier

à R3. Le champ de forces que subit le point A, dérive du potentiel

appelé potentiel newtonien. L’énergie cinétique est donnée, naturellement,

par la formule
p1

T = —.
2(3

Le vecteur p est le vecteur quantité de mouvement. Il est donné par

p = (3t.

Le hamiltonien, qui est la somme de V et T, est donné par

H =
2(3

(1.2)

Les équations différentielles de Hamilton, équations différentielles d’ordre 1

équivalentes à l’équation 1.1 d’ordre 2, sont



Soit la forme symplectique

a = dp Adr = dpi A dx\ + dp2 A dx2 + dp3 A dx3, (1.5)

où le symbole A désigne le produit tensoriel antisymétrique. Soit aussi x —

(r,p) un élément de l’espace des phases

E = R3 x (R3)* = R3 x R3,

(l’identification de R3 à son dual (R3)* vient de la métrique euclidienne). Les
équations de Hamilton s’écrivent sous la forme

o-'x = dH. (1.6)

Le point dans le premier membre désigne le produit tensoriel contracté.

1.2 Intégrales premières et résolution

Hors l’intégrale d’énergie H, on dispose de deux intégrales premières vecto

rielles, le vecteur du moment cinétique

C = f A p (1.7)

et le vecteur d’excentricité, connu sous le nom “vecteur de Laplace”

Ces deux vecteurs sont orthogonaux, car le vecteur C est perpendiculaire aux

deux vecteurs p A (r A p) et r.

Restreignons-nous au cas où

C ^ 0 et H < 0.

La condition C / 0 exclut le mouvement rectiligne tandis que la condition

H < 0 est équivalente à l’inégalité

L < 1. (1.9)

En effet, le carré scalaire de L est

1
L -

A*2
(p2c2)-

fi /32 r
C2 + l,
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ou

L2
2C2

H2 (33
H + l.

D’après 1.7, le vecteur r est toujours perpendiculaire à C. Il en découle que

le mouvement du point A est plan. Ce plan contient L et est perpendiculaire

à C. L’équation 1.8 donne

r L —
C2

Le point dans le premier membre désigne le produit scalaire. Notons v l’angle

entre L et r (angle qu’on appelle “l’anomalie vraie”). La relation précédente
devient

c2
r L cos v = - — r;

W2
(1.10)

d’où
C2

n(32( 1 + Lcosv)’
(î.n)

Le point A parcourt donc une ellipse dont l’un des foyers est le point O.

Le vecteur L est porté par l’axe principal de l’ellipse, dirigé du foyer vers le
périhélie. L’excentricité et le demi-grand axe de l’ellipse sont donnés par

D’où

e = L (1.12)
C2

(1.13)
M/32(l ~£2)'

L = e (1.14)

C = (3y/na{ 1-e2). (1.15)

1.2.1 L’équation de Kepler

Pour compléter la résolution, il ne reste qu’à trouver l’équation du temps;

c’est à dire l’équation qui permet de déterminer la position du point mobile
sur son orbite à tout instant. La formule 1.7 donne

-fA dr = -^Ôdt. (1.16)
Le premier membre de cette relation est le différentiel de l’aire balayée par

le rayon vecteur du point A et le coefficient de dt dans le deuxième membre
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est constant au cours du temps, d’où la propriété :

l’aire balayée par le rayon vecteur du point A, quand il parcourt une partie

de son orbite est proportionnelle au temps nécessaire.

En intégrant 1.16 le long de l’ellipse, l’intégrale du premier membre donne

l’aire de l’ellipse, qui vaut

tf a2V 1 — e2,

tandis que celle du deuxième donne

1

2p
C T,

t est la période. D’où

La dernière équation et la propriété précédente suffisent pour déterminer la

position du point A sur son orbite. Avec ce dernier point, le problème du

centre fixe, et par conséquent le problème des deux corps, est complètement

résolu. Pour mettre cette solution sous forme plus explicite, introduisons

d’abord les dénominations astronomiques suivantes[19] : On appelle “anoma

lie excentrique”, notée u, l’angle que fait le vecteur 0\B avec L (voir la figure
ci-après), “anomalie moyenne”, notée /, l’angle proportionnel au temps qui
vaut zéro modulo 2tf au périhélie. Dans le cas où le mouvement se fait dans

le sens direct, on aura

l = n(t — t0), (1.18)

où to est l'instant de passage au périhélie et

(1.19)

est la fréquence. D’où, l’aire de la région OO2A, balayée par oX entre l’in
stant t0 et l’instant t (le bord O2A est l’arc de l’ellipse), noté A, est donnée
par

A = —7ra2\/l — e2 l = -a2\/l — e2 /. (1.20)

Notons B l’aire de la région DO2B (le bord O2B est l’arc du cercle). Cette
aire vaut la différence entre l’aire du secteur circulaire O2O1B et celle du

triangle 0\DB, rectangle en D. C’est-à-dire,



Le fait que l’ellipse s’obtienne à partir de son cercle principal par affinité du

rapport \/l — e2, implique que

A = BV 1 - e2. (1.22)

D’où l’équation,

/ = u — e sin u,

qu’on appelle l’équation de Kepler.

(1.23)

*

1.3 Eléments osculateurs

Dans le repère Ox1X2X3, donner la position et la vitesse du point A est

équivalent à donner l’ellipse que parcourt ce point, l’une de ses anomalies

(vraie, excentrique ou moyenne) et le sens du mouvement. En effet, donner
l’ellipse et une anomalie, revient à donner la position du point et son vecteur

vitesse au signe près. Le sens de ce vecteur est le sens du mouvement. Cher

chons maintenant des paramètres pour déterminer l’ellipse, la position du

point A sur l’ellipse en fonction du temps et le sens du mouvement. Les as

tronomes utilisent souvent la terminologie suivante :
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soit OX1X2X3 le repère orthonormé direct lié à l’ellipse tel que les axes OX1

et OX3 soient confondus respectivement à L et C et aient les mêmes sens

qu’eux. Soit OD l’axe, appelé l'axe du nœud ascendant, situé dans l’intersec

tion des deux plans Ox\X2 et OX\X2 de telle sorte que le repère Ox^X^D soit

direct. Notons u l’angle (OD,OX1). On appelle l’angle (Ox3,OÀr3), noté ô
“inclinaison”, l’angle (Ox\,OD), noté Q, “longitude du nœud ascendant”, la
somme w — $7 4-a;, “longitude du périhélie”, la somme v = xo + v “longitude

vraie”, la somme û = w + u ”longitude excentrique” et la somme / = tu + /

“longitude moyenne”.

Les variables a, e, ô, avec l’une des anomalies sont appelés “éléments os-

culateurs”. Avec ces éléments et selon la convention du nœud ascendant, on

est capable de déterminer la position et la vitesse du point A. Les anomalies

et l’angle u deviennent indéterminés quand l’excentricité de l’ellipse s’an

nule, alors que les différentes longitudes restent définies. C’est pourquoi l’on

préfère le système composé des variables a,e,ô,Q,zu et l’une des longitudes

du point A. Dans la suite de ce paragraphe on donne les relations qui relient

ces éléments avec les coordonnées cartésiennes de r, r et la quantité

dl

lu = — = 1 — ecosu, (1-24)

appelée poids, qui joue un rôle important dans le calcul du hamiltonien
séculaire.

Constatons d’abord que

X — r cos v — u(cos u — e), (1-25)

Y = r sin v = aV1 — e2 sin u, (1.26)

Z = 0. (1.27)

D’où

r = a(l — ecosu) — a,lu.

D’après les équations 1.18, 1.23 et 1.7, on trouve :

n,

a n

r ’

V7a(l - e2)

D’où

• an an

X = = sin v = sin u,
V1 — e2 1 — ecosu

î =

ù =

v =

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

7
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Ÿ ~ an (e + cos v) = — Vl — e2 cos u, (1.33)
VI — e2 1 — e cos u

Z = 0. (1.34)

Ces équations donnent

r a

Enfin, le hamiltonien devient

»--% <i3si
Pour calculer les coordonnées des vecteurs r, r dans le repère il

suffit de remarquer la formule :

( X x \ / X X \

y ÿ = ^3(n)K1(5)7J3(a;) Y Ÿ

V 2 Z / \ z Z /

avec 7Zk(6) est la matrice de rotation principale autour de l’axe numéro k
d’angle 9.

1.4 Variables action-angles de Delaunay

Ce sont des variables classiques du problème de Kepler. Leur avantage est qu’

elles sont des variables action-angles de ce problème. Ce qui nous intéresse

dans ces variables est que la forme symplectique séculaire s’obtient facilement
dans ces variables. Elles sont les six variables suivantes :

les trois angles l,u, fl, et les trois quantités

Il = Py/fTà,

I(jj = P y/M û(1 - e2),

In = 1 - e2) cos5,

appelées les actions de Delaunay. En exprimant le hamiltonien et

symplectique en fonction de ces variables, on trouve

M2/?3
H = -

27,2 ’

(1.37)

(1.38)

(1.39)

la forme

(1.40)

a = dli A dl + dlu A du) + dlçi A d Q. (1.41)

Ces sont des variables action-angles selon le sens du théorème du Liouville

[17]. Dans l’annexe (B), on consacre un exposé à ces variables, dans lequel,
on propose une nouvelle méthode pour démontrer la formule 1.41.
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1.5 Les expressions de r et de lu en utilisant

l’unité complexe

L’utilisation des nombres complexes sert à faciliter les calculs et rendre les ex

pressions plus simples. Un vecteur quelconque de notre espace comme f a trois

composantes réelles : ri, r2, r3. Un tel vecteur sera représenté par sa troisième

composante et un nombre complexe, qui regroupe les deux premières com

posantes, qu’on note en mettant c en indice :

rc = ri + ir2,

i étant l’unité imaginaire. En injectant 1.25, 1.26 et 1.27 dans 1.36, on trouve

rc = j{[(1 + cos<5)(1 + VT^ë2) + (1 - cos<5)(l - vT^ë2)e2(n-ro)']e“i
+ [(1 + cos<5)(l - + (1 - cos<5)(1 + VT^?)emi]e-üi
—2e[(l + cos^e0' + (1 — cos <5)e*2n~t!’'']}, (1-42)

r3 = U[(l-v/T^)e(n-2")i-(l + v/T^)e-ni]eii

+[(i + v/r^?)eni - (i -
-2e[e(n-=’)i-e-(n-,i’)i)]}ïsin(5, (1.43)

lu = l-ic[e(i‘B)i + e-(i-o)i]. (1.44)

Attention à la différence entre e, qui désigne le nombre d’Euler, et e représentant

l’excentricité de l’ellipse.

1.6 Variables associées aux vecteurs d’excen

tricité et de moment cinétique normalisé

Soit le vecteur du moment cinétique normalisé,

y/JIâ'

Il est clair que donner une ellipse orientée, ayant l’origine pour foyer, est

équivalent à donner son demi-grand axe et les deux vecteurs S et L. Chacun

de ces deux vecteurs ayant trois cordonnées réelles, l’ellipse est donc donnée

par sept variables, quand il n’en faut que cinq indépendantes. La variable a

(1.45)

9



étant indépendante de S et de L, on doit avoir deux relations entre ces deux

vecteurs. En effet, on a

S2 + L2 = 1,

S.L = 0.

(1.46)

(1.47)

On va repérer nos ellipses par les variables a, Sc, Lc (Rappelons-le, l’indice
c désigne l’affixe de la projection dans le plan de référence). Cherchons à
exprimer les quantités rc,r3,/u en fonction de ces variables. Pour ce faire, on

commence d’abord par exprimer les quantités e,ô, en\e^1 dans 5, L et puis
on injecte dans 1.42, 1.43 et 1.44. On a

e =

Vl — e2

cos ô

sin ô =

L,

5,

5s

5’

i^ci
5

En projetant S sur le plan horizontal, on trouve

5, .
i

\sc

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

Il ne reste qu’exprimer e^1 dans ces variables. En projetant L sur le plan

horizontal, on aura

(1 + cos é)eroî + (1 — cos é)e^2Q~ro^ = 2 — .
L

En substituant cosé et eQî par leurs valeurs, données plus haut, la formule
précédente devient

(L(S + S3)eroi - SLcf = S2L\ + L2S2C. (1.53)

En utilisant les formules

52 = (1.54)

L2 = LCLC + L2, (1.55)

et les formules 1.46, 1.47, qui s’écrivent

s2 + l2 = 1, (1.56)

SCLC + S+ 2L353 == 0, (1.57)

10



la relation 1.53, devient

(L(S + 53)e- SLC)2 = (S3LC - L3Sc)2. (1.58)

Au voisinage de l’orbite circulaire et horizontale, les deux quantités L(S +
53)eroî — S Lc, S3LC + L3SC sont au voisinage de Lc. Donc la formule 1.58
donne

L(S + S3)e™1 — S Lc = S3Lc - L3SC,

ou

En injectant dans les relations 1.42,1.43,1.44, on trouve

->2/^2SÎG‘e_ a>/(1 + S)(S + S3)
c 4 55(1 + 5) (5

)e“;

|((5 + 5,)G? (l + 5)5?)c_,ii

—2(

5(1 + 5) 5(5+ S3)

(5 + S3)Gc S2CGC

r3 = --[(

5

Se<3*
5(5 + S3)

+ 1 tt- -)e

)].

(1 + S)Sc^_ii
4l'5(l + 5)“r 5

+( s‘a'

-2

5(1 + 5)

SCGC + SCGC

5

+ (1 + S)Sc^_ûi
S

l--(Gceùl + Gce-û%

avec

Gr = Lr~
L,

5 + 53
Sr

Remarque 1. D'après 1.59, on a

Gr = Lezu\

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

Les formules précédentes contiennent, en plus des variables 5C, Lc les quan

tités 5, L, 53, L3. Ces quantités doivent être regardées comme des fonctions

des variables 5C, Lc. On peut obtenir ces fonctions en résolvant le système
composé des équations 1.54, 1.55, 1.56, 1.57. Dans le cas où

53 + L3 > 0,

53 — L3 > 0,

(1.65)

(1.66)
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on trouve

5*3 — -(<u+e2),

£3 = ^(ei ”e2)>

S — + 5C5C — LCLC 4- €162,

L — — SCSC -f LCLC — 6162,

avec

61 — y 1 SCSC LCLC SCLC SCLC,

62 — \/l — SCSC — £c-^c + S<XC 4- SCLC.
On peut alléger nos formules en faisant le changement de variables

Sc
Sr —

9c

S + S3

Gc

1 + 5'

En effet, les formules donnant la position et le poids deviennent

rc = af[( 1 - s2g2)eul + (g2 - s2)e~ul - 2 (gc - s2gc)],

^3 = Œ f[{scgc "b <5c)^* d- (scgc + sc)e * 2(scgc -f- 5C^C)],

L = 1 -
1

—(gczul + #ce Uî),
1 + 9c9c

avec

f =
1

(1 + scsc)(l + 9c9c)

1.7 Variables de Poincaré

Ces sont les variables [10]

= ,/Wi-vT- e^e
y - .

j/p = \[îi\Jy/\— e2(l - cos<5)en‘.
En convertissant dans les variables données plus haut, on trouve

Gc

VTTs’
sc .

= V

= \ L
\/S + S:>

12

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

Up (1.82)



Remarquons la ressemblance avec les formules 1.73, 1.74

1.8 Variables de Souriau

Soit les deux vecteurs

C = 5 + L, (1.83)

fj — S — L, (1-84)

les deux relations 1.46, 1.47 entre S et L prennent la forme simple suivante

llHl = 1, M\ = 1. (1-85)

Ces deux vecteurs sont dus à Souriau [3]. Les relations 1.85 lui ont permis
de conclure que l’ensemble des ellipses, à foyer et demi-grand axe fixés, est

équivalent au produit de deux sphères : S2 x S2. On peut exprimer le vecteur
f et le poids lu en fonction de ces variables en utilisant les relations

C3 = V^-CcCc, (1.86)

% = V1 - Vcrjc, (1.87)

Sc 2 (Ce + Vc)> (1.88)

Lc = (1.89)

S3 = 2 (C3 + %), (1.90)

l3 = 5(6 - %) (1.91)

Dans le problème planétaire, on s’intéresse particulièrement au point circu

laire plan (l'ellipse est un cercle situé dans le plan de référence). En fait,
quand l’orbite est circulaire, on aura

L = 0,

et par conséquent

C = fj = 5,

et quand l’orbite est situé dans le plan de référence, le vecteur S devient

vertical, et par conséquent, C et fj deviennent symétriques entre eux par

rapport à Ox3. On aura

Ce — ~Vc-

Au point circulaire plan, les deux vecteurs C et 77 sont verticaux. On aura

Ce = Vc = 0.
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1.9 Symétrie galoisienne

Revenons à la lois de Newton, donnée par la formule 1.1.

La quantité r, qui est la racine carrée de r 2, peut être remplacée par ±r.
Au signe + correspond la dynamique attractive, dans laquelle est situé notre

problème. Quand on donne à r le signe —, on aurait la dynamique répulsive.

Dans ce cas si l'on change aussi le signe de /r, notre équation reste invariante.

On va construire un opérateur, noté ip, qui fait cette symétrie. Cet opérateur

envoie g sur —g et r sur —r sans toucher à la dynamique (r, p, le hamil

tonien et la forme symplectique sont invariants). D’après 1.8, le vecteur L

sera envoyé sur — L. L’équation 1.10 montre que cet opérateur ajoute 7r aux

anomalies et l’équation 1.13 montre que ip fait passer a à —a. Plus formelle

ment, on définit cet opérateur par

Autrement dit, cet opérateur a pour effet de changer g en —g et a en —a,

d’ajouter tt à l'anomalie excentrique et de permuter Ç et fj.

Proposition 1. Les quantités r et lu en tant que fonctions des variables :

a,£,77 et û, sont invariantes sous l’action de 'ip.

Démonstration.

On va appliquer cet opérateur aux formules 1.75, 1.76 et 1.77. Remar
quons d’abord que les quantités (3 et fa ne figurent pas dans ces formules, et

que permuter £ et fj est équivalent à conserver S et remplacer L par —L.

D’après 1.73 et 1.74, cela revient à conserver sc et changer gc en — gc. D’où
notre énoncé, qui est équivalent aux relations :

Ces relations sont vérifiables directement dans 1.75, 1.76 et 1.77. O

En dérivant les relations 1.75, 1.76 par rapport au temps, on trouve

î/>(/?,/qa,£,77,û) = (/?, -g, -a, r/, £, u + ir). (1.92)

rc(-a,sc, -gc,û + 7r) = rc(a, sc, gc,û),

r3(-a, sc, -gc, û + n) = r3(a, sc, gCi û),

l"u( Sci 9ci û "h 7r) lu (n, sc, gc, ü).

(1.93)

(1.94)

(1.95)

Pc = firc = afin —[(1 - sc2gc2)eul - (g 2 - sc2)e Uî], (1.96)
f'U

P3 = = -a (3 n f[{scgc2 + s~c)eul - (scg2 + sc)e"UI],
l"U

14
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n et f sont donnés respectivement par 1.19 et 1.78.

Proposition 2. La quantitép en tant que fonctions des variables : (3, /i, a, fj
et û, est invariante sous l’action de xp.

Démonstration.

L’action de xp sur p est équivalente aux relation :

Pc{/3, ~a,sc, -gc,û + 7r) = pc(/3, sc, gc,û), (1.98)

Pz(P, -a, sc, ~gc, û + tt) = p3({3, g, a, sc, gc, û). (1.99)

Ces relations sont vérifiables directement dans 1.96 et 1.97.0

Corollaire. La forme symplectique

a = dp A dr

est invariante sous l’action de ip.

Remarque 2. D’après 1.81 et 1.82, l’opérateur ip envoie xp à —xv et la
variable yp à elle même.

Cet opérateur donne des relations entre les coefficients du développement

du hamiltonien séculaire. Nous l’utilisons dans le troisième et le quatrième

chapitres.
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Chapitre 2

Système séculaire

C’est le système que Ton obtient en remplaçant le hamiltonien du problème

planétaire par sa moyenne par rapport aux anomalies moyennes (angles rapi
des). Cela permet de se débarrasser des variations à courte période des

éléments des orbites et de ne tenir compte que des variations à longue période,

dites séculaires. Les résonances en longitude moyenne peuvent rendre cette

approximation mauvaise [18].
Dans ce chapitre, on définit ce système dans des coordonnées héliocentriques,

On démontre l’analyticité du hamiltonien séculaire, au voisinage du point
circulaire non incliné (le point de notre espace des phases où les planètes

parcourent, dans le même sens, des cercles situés dans le plan de référence),
dans différentes familles des variables, décrites dans le premier chapitre et on

expose la méthode adaptée pour réaliser le développement de notre hamil

tonien, au voisinage du point en question. On étudie, à la fin de ce chapitre,

les propiétés de ce développement, dues aux symétries du problème. Cela

fournit les outils que nous utilisons dans les chapitres suivants.

Soient O un corps de masse importante ttiq (le Soleil), AX,A2 deux petits
corps (planètes) de masses respectives mi,m2. Dans un référentiel inertiel
(lié au centre de masses par exemple), les équations du mouvement sont

m0R0

m\ Ri

m2R2

Gmomi (£ - R0) + „ C710"?2,, (R, - R0),
H^-floll3 ||i?2--Ro||3

- (Æ, - R0) + (R2 - Rl)t
m-Roir ii^-Hiii3

__Gmomî_ ^ ^ Gm.m, - _ &
\\R2-R0\\3 ll^-iîlll3

(2.1)

(2.2)

(2.3)

où R0, Ri, R2 sont les vecteurs position respectifs des points O, Ai, A2. Notons

Pk = mkRi k = 0,1, 2, (2.4)
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les quantités de mouvement respectives des corps O, A\,A2. On constate que

£À = o.
k=0

2 -

Donc la somme Pk est une constante. Choisissons le référentiel inertiel de
k=0

telle sorte que son origine soit le barycentre des trois corps. On aura

2

171kRk = 0,
fc=0

2

(2.5)

£ A = 0. (2.6)
k=0

Dans ces variables, le hamiltonien et la forme symplectique s’écrivent

Gm^rrii

t=o2m<= 2>h>ARt - Rk\\'
2

o = £dPkAdRk.
k=0

(2.7)

(2.8)

2.1 Coordonnées héliocentriques

Effectuons le changement des variables

r0 = R0, (2-9)

T\ = R\ — R0, (2-10)

r2 = R2-R0. (2.11)

En injectant ces formules dans la forme symplectique, on trouve

2

a = Pk) A Fq + Pi A fl + P2 A r2. (2.12)
k=0

Cela montre que les variables

2

Po <W2î11 (2.13)

Pl = a, (2.14)

P2 = P2, (2.15)

sont des conjuguées canoniques des variables r0, f\, r2. Ces nouvelles variables

sont appelées les variables héliocentriques. Elles sont dues à Poincaré [6].
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2.2 Réduction du centre de masses

C’est une réduction classique du problème planétaire. On l’effectue en util

isant les deux relations 2.5, 2.6, qui s’écrivent

mir1+m2r2
r0 = ,

ra0 + mi + 1TL2

Po = 0.

(2.16)

(2.17)

Ces relations permettent d’enlever les deux variables f0,po et, Par conséquent,

de réduire le système de trois degré de liberté. Le hamiltonien devient [10]

H = H0 + Hp, (2.18)

H0 = jZHok, (2.19)
k=1

?r II

Pk PkPk

2(3k: rk
(2.20)

fik —
m0mk

(2.21)
m0 + mk ’

P-k = G{mo + mk), k — 1,2, (2.22)

Hp =
Pl • P-2 G177x7112

(2.23)
mo \\r2 -fi ||*

D’après 2.12, la forme symplectique, exprimée dans les nouvelles variables,

prend la forme

a — o\ + <r2, (2.24)

avec

ok — dpk A drk, k = 1,2. (2.25)

2.3 Solution approchée

Notons E l’espace de phases de notre problème après la réduction du centre

de masses. On peut mettre cet espace sous la forme

E = Ei x E2,

où

Ek = {{rk,Pk)/rk e R3,pk G R3} = R3 x R3, k = 1,2.
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Dans la suite, on va confondre, par abus de notation, les éléments de Ei et

de E2 à leurs relevés dans E. Soit x un élément de E tel que

X = Xi+X2, (2.26)

avec

Xk = (rk,pk) E Ek. (2.27)

L’équation du mouvement s’écrit

o • x = dH0 -b dHp, (2.28)

ou

(o\ 4- a2)(xi + X2) — dEtoi + dHo2 + dHp. (2.29)

La partie Hp du hamiltonien est petite de l’ordre des masses planétaires

devant H0. En faisant abstraction de Hp, l’équation 2.29 devient

^1X1 + 02X2 — d i/oi + dH02- (2.30)

Les quantités d’indice k dans cette équation ne dépendent que des variables

concernant le corps k, k = 1,2. Cela permet d’en déduire les deux équations
suivantes

^1X1 — dH0\, (2-31)

^2X2 = dH02- (2.32)

Chacune de ces équations présente un problème de Kepler (voir premier
chapitre). En imposant les conditions d’énergies négatives et des mouvements
cinétiques non nuis, la solution de chacune de ces deux équations sera ellip

tique. Aussi peut-on profiter des formules du premier chapitre. Le numéro du

corps sera mis en indice. En particulier, les relations 1.75, 1.76, 1.77, donnent

rCk = afk[( 1 - sck2g~ck2)eUkl + (gck2 - sck2)e~Ukl

—2(gck - sck2g~ck)], (2.33)

^3k ^k fk [(SckQck d” ^c/c)^ "b (SckQck “b 5ck )c ~k

2{sck9ck “b )], (2.34)

Lk = 1 - .. . 1 _ (9ckeûki+gCke-ûki), (2.35)
1 ~b gck9ck

avec

h = — =—,
(1 “b Sck^ck) (1 “b gckÇck)
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2.4 Système séculaire au premier ordre des
masses

Quand on tient compte de Hp dans l’équation 2.29, la solution elliptique
associée aux équations 2.31, 2.32 devient une approximation. Les éléments

décrivant les deux ellipses ne sont plus constants. On peut dire, dans ce

cas là, que chacune de deux planètes parcourt une ellipse variant au cours

du temps. Ajoutons à ces éléments deux variables décrivant la position de

chaque planète sur son ellipse, telles les longitudes moyennes /fc, k = 1,2.

Ainsi obtient-on un système des variables décrivant l’espace des phases E.

Les variables de Delaunay ou celles de Souriau,

Çcki Vcki b k = 1,2,

sont des telles variables. Exprimons H et a dans des telles variables. Cela

est équivalent à appliquer la méthode de variations des constantes de La

grange au système 2.29. Remplaçons, maintenant dans ce système le hamil

tonien H par sa moyenne par rapport aux longitudes moyennes (ou anomalies
moyennes), dit angles rapides. Le problème associé au hamiltonien moyennisé

1 r2* r2n

H = 7ï~Ÿ2 / / Hdl'dl* (2.36)
(Z7rR J0 Jo

s’appelle le problème séculaire du premier ordre des masses (les ordres suiv
ants s’obtiennent par des procédés de “normalisation”). Le but de cette
moyennisation est de nous débarrasser des angles rapides, et de ne tenir

compte que des variations non-périodiques des éléments orbitaux dits sécu

laires de premier ordre. Dans la suite, on va utiliser le mot séculaire en

sous-entendant toujours séculaire au premier ordre de masses.

Utilisons, à présent, pour étudier le problème séculaire, les variables de De

launay

1lk i luk î Içik ? b ; ^k 1 ^k 1 k — U 2,

données dans §1.4. Dans ces variables H, s’écrit

1 r2n r2n

/ (2.37)
(Z7Tjz J0 J0

Il ne dépend pas de b, U- Ces deux variables étant ignorées, leurs conjugués
symplectiques In,Ii2 doivent être constants. D’où les demi-grand axes ai, <22

sont constants. Cela nous permet de réduire le problème séculaire de deux

degrés de liberté. L’espace des phases réduit, noté Es a huit dimensions seule

ment. C’est l’espace des couples de deux ellipses orientées à demi-grand axes
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constants et à foyer commun fixé. En utilisant les variables de Souriau, on

peut mettre Es sous la forme

Es Es\ x Es2, (2.38)

avec

E.k = {(6,*) € R3 X R3/||*|| = 1, ||*|| = 1} = S2 X S2. (2.39)

2.4.1 Forme symplectique séculaire

Cette forme est, par définition, la restriction de la forme symplectique du

problème à deux planètes, donnée par 2.24, sur l’espace des phases séculaireFs,

donnée par 2.38. Elle s’écrit sous la forme

Os = crsi + crs2, (2.40)

où aSk est la restriction de or*, donnée par 2.25, sur Esk, défini par 2.39,

k = 1,2.

En utilisant les variables de Delaunay, on constate que les quantités 7/^,

données dans §1.4 par

Ilk h \Jk'k dk t k 15 2 i

sont constantes sur Esk- Donc, la restriction de dlik A dlk sur Esk est nulle.

On en déduit que

&sk = dluk A diük + dlçik A dÇlk k = 1,2. (2.41)

Dans les variables de Souriau, le calcul de aSk est plus difficile. On peut, par

exemple, exprimer les variables de Delaunay en fonction de celles de Souriau,

remplacer dans 2.41, et puis faire les simplifications nécessaires. Cela paraît

trop long. Souriau, dans [3], nous donne ask sous la forme

@sk E'iGçf. 4“ ^fjk) k 15 2,

où C est une fonction des masses et des demi-grands axes, a^k, <7ffk sont
respectivement les formes symplectiques standard des sphères unitaires S2
de et de fjk, k = 1,2.

Souriau n’est pas très précis sur les signes et sur les coefficients. Je pars de
la forme

&sk — CWfjfc + C2Gfjk k — 1,2, (2.42)

et je précise les coefficients Ci, C2 dans la proposition suivante.
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Proposition 3.

Vsk 2 4c \JH'k&k “1“ ®fjk) k — 1,2,. (2.43)

Démonstration.

Considérons la transformation qui envoie sur + 7r et conserve les autres

éléments elliptiques (c’est la réflexion par rapport au plan passant par le foyer

O et ayant le vecteur d’excentricité L^ pour normal). D’après 2.41, la forme
symplectique ask est invariante sous l’action de cette transformation. Cette

transformation conserve le vecteur Sk et envoie Lsur — L^. On en déduit

que cette transformation permute les deux vecteurs Ç* et 4- En appliquant
cette transformation à 2.42, on trouve

C! = C2. (2.44)

Notons 4, ; k = 1, 2, 3, 4 respectivement les vecteurs

6,571,6,4.

Soit 4>çk l’argument de la projection de Çk dans le plan horizontal et (4 sa
projection sur Taxe vertical. On a

açk = A k = 1,2,3,4. (2.45)

Restrignons-nous au cas plan et comparons les deux relations 2.42 et 2.41.
On a

C\d^sk A d (f)gk -+- C2d Tiw A d (f)^ — d Iuk Adcu^ + d Içi^ A d $4 k — 1,2. (2.46)

Dans le cas plan, l’inclinaison est nulle, le vecteur Sk est vertical, les vecteurs

de Souriau 6 et 4 sont symétriques par rapport à Sk et

6A: — dzk = (2-47)

On en déduit que

d ^u>k d Içik d (4, y (ifc clh (1 ) ) — (3kyj(ik akd Sk

= Pky/Vk akd S3k = ^Pky/Hk akd (Ç3* + 773*), (2.48)

ÿçk = 'UJk'>
4*fjk ^A: “h 7T,

et que
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avec vjk = Qk + co*. La relation 2.46 donne

(Ci + C2)dS3fc A dujk = Pky/Hk akdSu A dwk k = 1,2. (2.51)

D’où

Cl + C2 = /?jfc yj^k^k- (2.52)

Notre proposition découle de cette relation et de la relation 2.44. ©

Remarque 3. En convertissant e£ (f)^ dans ÇCkXck,k — 1,2,3,4,, on
trouve

i d C/c A d Çck
aCk = ~

^/ï ÇckÇck
(2.53)

2.4.2 Hamiltonien séculaire

La formule 2.36 donne

1 r2ir /•27T

H = ~r / / (/foi + #02 + #„) dfi
(27r)^ J0 ./O

Les fonctions

H01 = ~

dU

Pi Pi
h02 = -

P2P2

2ai ’ 2a2 ’

ne dépendant que des 01,02, sont, du point de vue séculaire, des constantes.

"27r r2n
D’où

H =
1 r2n fé

-—— Hp dlidl2 + constante
(27T)2 J0 io

Comme le hamiltonien est une fonction définie à une constante près, on

préfère utiliser à la place de H le hamiltonien

H. =
1 r2TT r2n

I I dip dl\dl2,
J 0 Jo(27t)2 J0 J0 p

qu’on appelle hamiltonien séculaire. D’après 2.23, la perturbation s’écrit

Pi'P2 Gm\m2

(2.54)

Hp =
m0 \r2 - n

Il est bien connu que la moyenne du premier terme, dans le deuxième membre,

est nulle. En effet, on a

r2ir r2n „ „ rzn rzn

/ / Pi P2 dl\dl2 — / (/ PiCidoi)-p2 dl2.
J 0 ./o Jo Jo

27T r2n

, i
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D’après les relations 1.32, 1.33, 1.34 et 1.24, l’intégrale entre les parenthèses
dans le deuxième membre de cette relation est nulle. On en déduit que

Hs
Gmim2 f2n f2n 1

(27r)2 Jo Jo \\f2 — fl ||

Le problème séculaire est équivalent à l’équation

VsXs d Elst

(2.55)

(2.56)

où Xs est un élément courant de Es.

Enfin, pour mettre notre problème dans un cadre plus général, on pose

= llo-oll27 7 E R, (2.57)
1 r

— tz—rz / / dl\dl2 7 E R. (2.58)
\lT\y Jo Jo

Le hamiltonien séculaire devient

Hs = —Gmim2ù_i. (2.59)

Dans la suite, on essaye de distinguer les résultats concernant ù7, valables
quel que soit 7, de ceux valables uniquement quand 7 = —

2.5 Développement du hamiltonien séculaire

au voisinage du point circulaire non in
cliné

Le point circulaire non incliné est le point de l’espace des phases séculaire

Es qui correspond au cas où les deux ellipses sont des cercles situés dans le

plan de référence Ox\X2 et ont la même orientation. C’est le point où

e\ = e2 = 0, (2.60)

Si = ô2 = 0 (2.61)

En ce point, les nœuds et les périhélies ne sont pas définis. C’est pourquoi

on doit éviter l’utilisation des variables qui leur sont liées, comme les angles
Qk,Uk,lk k = 1,2. Les variables de Poincaré répondent bien à cette exi

gence.

Dans la suite, on va utiliser plusieurs familles de variables : telle la famille

sck,9ck k = 1,2 ou celle de Souriau. La dernière sera notre famille préférée
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pour son caractère symétrique. De plus, pour mettre la particularité du po

tentiel newtonien en évidence, on va parler du développement de la fonction

/i7. Le cas newtonien s’obtient quand 7 = — On a

h
7

Oin.1127
a2 ai

r2 fi
a—

a2 a 1
(2.62)

avec

a 1
a = —.

a2
(2.63)

On a identifié a2 à sa valeur absolue, car il est positif. On doit se rappeler

cette identification quand on reparlera de la symétrie galoisienne, évoquée

dans §1.9. La dernière relation donne

. 27r/rc2 LlwL2 Tcl \ . /r32 r31 \2l7 / 0 r a\
K — a2 K a—)( a—) + ( a—) Y (2-64)

a2 ai a2 ai a2 ai

La quantité entre les crochets, qui vaut ^-||f2 — 771|2, est toujours positive.
Les points où cette quantité s’annule, (ff = r2), forment une sous variété
de notre espace, appelée sous variété de collision. Quand 7 est négatif, la

fonction h1 est définie uniquement hors collision.

Proposition 4. Soit la famille de variables algébriquement indépendantes

$cki Scki 9ck', 9cki k — 1,2,

hors collision, la fonction ù7 est analytique dans ces variables.

Démonstration.

En utilisant les longitudes excentriques, on aura

K = / / ù7 luilu2dùidû2 7 G R. (2.65)
{2n)z Jo Jo

Au voisinage du point circulaire non incliné et hors collision, la fonction

hrylui lu2 est analytique, dans les variables

Tcki Tcki ^3ki luk k 2.

D’après 2.33, 2.34, 2.35, ces dernières variables sont analytiques, dans les
variables

$cki Scki 9cki 9ck: âk, k 1,2
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au voisinage du point en question :

Sck sck = gck — gck 0.

et périodiques, de période 27r, par rapport aux variables ûi,û2. O

Remarque 4. De la même manière, en utilisant les formules de 1.60 à 1.72,

on démontre qu’au voisinage du point en question et hors collision, la fonction

h7 est analytique, dans la famille de variables algébriquement indépendantes

Sck: Sck, Lck, Lck: * 1? 2.

Proposition 5. Hors collision et au voisinage du point circulaire non in

cliné, la fonction h1 est analytique, dans la famille de variables algébriquement
indépendantes de Souriau

fck: f,cki Ock: Ock: * 1,2.

Démonstration.

La proposition découle de la remarque précédente et du changement de vari

ables analytique (linéaire) suivant

Sck = ^{Çck + Vck), (2.66)
Lck = -{Çck ~ 0ck)-O (2.67)

2.5.1 Méthode du développement

La fonction h7 étant analytique dans toutes ces familles, notons

tL {*£ck: 'Êcki Uck: Vck * h 2}

l’une de ces familles, et posons

Pck = — ~eûkl * = 1,2. (2.68)
&k

Les fonctions pck, k = 1,2, sont périodiques par rapport aux ûi,û2, ana

lytiques dans les variables de la famille W, et elles s’annulent avec elles au

point circulaire non incliné. Injectons ces formules dans l’expression de /r7 et
remplaçons û2 par tq + À tel que

\ = Û2 — Û\.
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La fonction /i7 devient

avec

27(^ + e)7,7 G R, (2.70)

1 + a2 — 2a cos A, (2.71)

,T2 D 2

0-2 al
(2.72)

e est une fonction analytique dans les variables de la famille W, et nulle au

point en question. D’où

h = -£ 00
7 (2*)>£UDC'~

2n

e G1G2d U\}d A. (2.73)

Tronquons notre calcul à l’ordre n G N en les variables de W. On aura

a1 71

k=0

k\

(2tr)2

r2n r2n

/ ^-"(/ eklullu2vn-kdÛ1)d\ + On(2.74)
J 0 J 0

Développons eklu\lU2Vn~k en série de Fourier par rapport aux variables ù\ et
A. L’intégration par rapport à û revient à ne garder que les termes constants

par rapport à cette variable, tandis que celle par rapport à A fait apparaître

des quantités de la forme

, . 1 r2ir pm\i
dA me Z (2.75)

n 7 2tt Jo vn-T' v '

Dans le cas newtonien, 7 = —-, les ê^_7 sont les coefficients de Laplace [7]
d’ordre (- + n). Ces coefficients ne sont pas indépendants. On peut passer
d'un ordre à un autre inférieur en utilisant la formule

^2([S+rn-l)(l+a2)b(^\-2{2-9+m)ab{^'y). (2.76)
Entre les coefficients du même ordre on dispose des relations de récurrence

suivantes,

bem) = -(ëd^UTO“ 1)(1 +a2)b(^~l]+ (2 - 9 (2.77)
(2.78)A-™) _ ^(m)

’6

Grâce à ces relations, on peut exprimer tous les coefficients du développement

en fonction de deux coefficients de Laplace choisis arbitrairement. Donc, On

peut mettre tous ces coefficients sous la forme

G2
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Dans [10], J. Laskar et Ph. Robutel démontrent que, dans le cas newtonien
(7 = quand

les fonctions f(a),g(a) sont des polynômes entiers en a. Ces polynômes sont
les plus simples possibles quand

Ainsi, on termine l’exposé de la méthode utilisée pour effectuer nos dévelop

pement. Cette méthode était déjà utilisée et perfectionnée dans [10]. Les
calculs des coefficients de ce développement sont difficiles à faire à la main.

On les a effectués à l’aide de TRIP, logiciel du calcul formel, adapté à ce
genre de calcul, développé par J. Laskar et M. Gastineau. On trouve le code

de notre programme dans l’annexe (A). La proposition suivante simplifie les
calculs dans le dernier terme de la somme dans 2.74.

Proposition 6.

1

2tt

1

2tt

r2n

/ €ndûl
J 0

r2n

/ endû 1
J 0

2nn\

^jyy|#C2 - agci\nvï + On+1 ;

0 ; n est impaire

n est paire. (2.80)

(2.81)

Om est un polynôme en sc*., sck, gCk, gck, k — 1,2, petit d’ordre (m) en ces
variables (m est un entier positif).

Démonstration.

Les formules 2.33, 2.34 s’écrivent

eUfc 1 — 2gck + O21 (2.82)

0 + O2, A; = 1,2. (2.83)

D’où la relation 2.72 devient

T'ck

U'/c

Tjk

e = -2[(gc2 - agcl)(e Xl - a)e Uxl + (gc2 - agcl)(eXl - a)eûli] + 02.

Donc

en = (-2)n[(gc2 - agcl)(e Xl - a)e Ul 1 + (gc2 - agcl)(eXl - a)eül ^ + On+1

La moyenne de e par rapport à û\ vaut sa partie constante par rapport à
cette variable. D’où découle notre énoncé. O
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2.6 Symétries du problème

La partie quadratique du développement de h_\ est donnée dans le troisième

chapitre, paragraphe §3.1 , et l’ordre 4 dans le quatrième chapitre, para

graphe §4.3 . On constate que ce développement a une forme particulière

(coefficients réels, ...). L’étude des symétries aide à comprendre les propiétés
de ce développent. Ces symétries fournissent des relations entre les coeffi

cients du développement en question. Ces symétries ne sont pas propres au

cas 7 = La fonction h7 est invariant sous l’action de ces symétries, quel
que soit 7 G R.

Le fait que la fonction /i7 soit une intégrale d’une puissance de la distance
||r2 — ri || implique son invariance par les isométries 0(3). Elle est aussi in
variante sous l’action de la symétrie galoisienne (exposée dans le premier

chapitre §1.9), appliquée au premier ou au deuxième corps. Enfin, on peut
profiter aussi du fait que la permutation des rôles des corps dans les calculs

de notre développement laisse ce développement invariant. Dans la suite, On

expose l’action de ces symétries dans la carte

£cfc) £cfc) Vcki Vck k 1,2.

2.6.1 L’invariance par réflexion par rapport au plan

0^1X3

L’opérateur, dit de conjugaison

(£cfc) £c/o Vcki Vck) 1 ^ (£cfc) £c/o Vcki Vck)i k 1)2, (2.84)

correspond, du point de vue géométrique à transformer les vecteurs de Souriau

des deux corps en leur symétrique par rapport au plan Ox 1X3.

Cette opération revient à transformer simultanément les deux ellipses par

cette symétrie.

La fonction h7 étant invariante par isométrie, elle est invariante par cette
symétrie. On en déduit que h7 est invariant par 2.84. Cela implique qu’un
terme du développement de cette fonction et son conjugué ont le même coef

ficient. Ce résultat et le fait que la fonction h7 est réelle, impliquent que les
coefficients de son développement sont réels.

2.6.2 L’invariance par rotation autour de Ox3

Notons V3 le champ de vecteurs dont l’action fait tourner ensemble les vecteurs

£1,771, {2 et V2 autour de l’axe Ox3. La projection de ce vecteur sur le plan
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des coordonnées Çck,Çck k = 1,2, 3, 4 (f* est une notation générique qui

présente les vecteurs £i, Ùi, £2, V2) est

L3fc - i
Çck

-cck

, A; = 1,2,3,4.

L’invariance de par rotation autour de Ox3 donne

jCŸh7 = 0.

C désigne la dérivée de Lie. D’où

(A dh~y - dhry _
èl(c*ac* CckdQk]~

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Cela veut dire que, dans un terme quelconque du développement de ù7 la
somme des puissances des variables Çck k = 1,2,3,4, est égale à celles des
variables Çck k — 1,2, 3, 4. De surcroît, on en déduit que les termes de ce
développement sont tous pairs. Ces relations sont connues sous le nom de
“relations de d’Alembert”.

2.6.3 L’invariance par rotation autour de Ox\

Comme précédemment, notons V\ le vecteur qui correspond à cette rotation.

Sa projection sur le plan des coordonnées Çck, Qck k = 1,2, 3,4, est

vlk =^ j, fc = 1,2,3,4. (2.88)

L’équation

A-
-J
II O (2.89)

donne

(2.90)

D’où

Jl / ~ dh7
V ^ ÇckÇck — 0?

/c=l OtyCk
(2.91)

LL r . dhy
^ V ^ ÇckÇck — 0.
k=l Okck

(2.92)

Ces deux relations ne sont pas indépendantes. En effet, 2.92 s’obtient à partir
de 2.91 par conjugaisons. On ne peut pas donner des explications simples de
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ces relations. Pour en profiter, on peut développer le premier membre de 2.91

dans les variables de Souriau et identifier les coefficients de ce développement
à zéro. Ce calcul, tronqué à l’ordre 3, donnera la relation 3.5 entre les co

efficients de la partie quadratique et les relations 4.2, ..., 4.8, qui relient les
coefficients de l’ordre 4 à ceux de la partie quadratique.

2.6.4 Symétrie galoisienne dans le problème séculaire

On a évoqué cette symétrie dans §1.9. L’opérateur 0, décrit dans ce para

graphe laisse le mouvement képlerien invariant. Donc, la fonction h7 doit être
invariante sous l’action de cet opérateur, appliqué au premier corps, noté 0!,

ou au deuxième, noté 02. Comme cette fonction ne dépend pas des anoma

lies, l’action de 0*, A; = 1,2, se résume à permuter Ç* et ffk et à remplacer a

par —a (rappelons-nous que le facteur — doit être lu comme —j, voir 2.62).

0i(û2,a,«fi,771,^2,772) = (02,—a, *,£,&,%), (2.93)
^2(02, a, fi, 771,^2,772) = (a2, —a, fi, t?i, 772, f>)- (2-94)

L’action de 0! appliquée aux coefficients du développement de h7 est iden
tique à celle de 02 (L’image d’un coefficient sous l’une des deux actions s’ob
tient en remplaçant a par —a.). On note ces deux opérateurs par 0 quand
ils sont appliqués à ces coefficients,

0(a2,<a) = 0(a2, -a).

Les coefficients de Laplace vérifient

6™o0 = (-l)m&™, (2.95)

m étant un entier. La composition de 01 et 02, notée 03, est l’opérateur

03(o2, ci', fi, 7/1, f2,7/2) = (02, a, 771, £,%,&). (2.96)

Bien évidement, fi7 est invariante sous l’action de 03. Cet opérateur ne touche
pas à a2 ni à a, donc, les coefficients du développement sont aussi invariants

sous l’action de 0. Cette symétrie sera utilisé dans §3.1 et §4.1.

2.6.5 La permutation des indices des corps

Dans les calculs de h7 permutons les rôles des deux corps. Cela ne doit pas
changer h1. Notons 0 l’opérateur présentant cette symétrie. On a

0(a2,a,fi,7?i,fi,7?2) = (a2a, -, f, 771, fi, f)2).
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Cette symétrie sera appliquée dans §3.1 et §4.1. Pour faciliter l’application
de cette symétrie sur les coefficients, remarquons que

bfo 0 = a2%^. (2.98)
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Chapitre 3

Résonance d’Herman

Dans le cadre du système séculaire du premier ordre de masse du problème
planétaire, Herman a signalé une résonance imprévisible, qui ne dépend pas
des masses ni des demi-grand axes.

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés de la partie quadratique de /i7, dues
aux différentes symétries. On démontre l’existence de la résonance d’Herman,
pour 7 = — On établit une propriété géométrique simple, qui implique cette
résonance, dans un cas particulier. Dans le cas général, cette propriété donne
des relations entre les coefficients du développement du hamiltonien séculaire

à tous les ordres. La résonance n’est qu’une de ces relations. L’utilisation des

variables de Souriau a permis de donner à la propriété une forme intrinsèque.

3.1 Propriétés de la partie quadratique du
hamiltonien séculaire

Développons la fonction /i7 (7 G R), définie dans §2.4.2, dans les variables de
Souriau, notées comme dans §2.6.2 par (ck k = 1, 2, 3,4. Notons le coefficient

d’un terme par la lettre c, en mettant la partie littérale du terme en indice.

On a vu, dans §2.6, que les coefficients de ce développements sont réels et

qu’ils vérifient les relations de D’Alembert (dans chaque terme la somme des
puissance des variables Çck k = 1,2,3,4, est égale à la somme des puissances

de leur conjugué). Soit Q2 la partie quadratique de ce développement. On a

4 4

^2 = EE CCcjÇcfc£cjCcA: (3.1)
3 = 1k=1

Notons Ce la matrice unicolonne d’éléments : (ck: k = 1,2,3,4, Ce celle

d’éléments : k = 1,2, 3, 4, et c2 la matrice 4x4 dont l’élément (j, k)
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est le coefficient c. . La dernière formule s’écrit

Q2 (3.2)

Grâce aux symétries, la matrice C2 prend la forme

/ A\ a2 A3 A31I') \

a2 A\ A3IP A3
c2 =

A3 A3ip A\(p A2(p

\ A3tp A3 A2(f) A\(f) J

ip est l’opérateur galoisien défini dans §2 .6.4. L ’égalité

C^ciêci ~' CT)clVcl ~~ A 1»

par exemple, est obtenue par le raisonnement suivant :

D’un côté, 'ipi envoie le terme C£c1|c1£ci£ci sur le terme Cr,clf)clr]cif\ci. D’où

cZdïci = Cricif}ci 0 '*/’•

De l’autre côté, ces deux termes sont invariants sous l’action de ip2. Donc

CriciVcl ° — Cr)cifjci-

D’où découle l’égalité 3.4. On peut expliquer cette égalité à l’aide de ip3

aussi. En effet, ip3 envoie le terme en £ci£ci sur le terme en ï]cifîci- Donc, ces

deux terme ont le même coefficient (On a vu dans §2.6.4 que ip3 laisse les

coefficients invariants). La symétrie de cette matrice est une conséquence de
l’invariance par réflexion par rapport au plan OX1X3. En combinant toujours

les symétries décrites dans §2.6, on déduit les relations suivantes :

Aioip = Au A2°^4 A3o(f> = A3.

De plus, la relation 2.91, tronquée à l’ordre 1, donne

A\ + A2 + A3 + A3ip — 0. (3.5)

Cette relation est équivalente au fait que la somme des éléments dans chaque

ligne et dans chaque colonne de C2 est nulle.

Proposition 7. Les coefficients de la partie quadratique Q2 de h1 vérifient
la relation

A 7(27 + 1 W 1 f2n 7-l^ ,0 c\
=* =-Tn=s,- âF/, " (3-6)
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Démonstration.

La démonstration revient à calculer le coefficient du terme en £cl£cl, dans le
développement du Taylor de ù7, au voisinage du point circulaire non incliné.
On a exposé la méthode de construction de ce développement dans §2.5.1.
On donne les grandes lignes de ce calcul.

Etant intéressé uniquement par le terme en fclÇcl, il nous suffit de calculer
le développement pour

Vcl rja — £c2 = £c2 = Vc2 = T)c2 — 0-

D’après 1.73, 1.74, 2.66 et 2.67, on trouve

^cl - -4u+ - , (3.7)

9c\ = 4&1 + - , (3.8)

SC2 = 0, (3.9)

9c2 = 0 . (3.10)

Dans cette démonstration les points de suspension présentent les termes d’or
dre supérieur à deux ou les termes en ou en La connaissance des co

efficients de ces termes n’est pas utile pour le calcul du coefficient du terme

en fci£ci. Les formules 2.33, 2.34, 2.35 deviennent

rc\ — ai [(1 — g£ci£ci)eUl 1 — -fci] + ••• (3.11)

r3i — —~(CcieUl 1 + Ccffi Ulî) + ..., (3.12)

lu\ = 1 — ~(£cieUl 1 + £cie Ü1 *) + •••, (3.13)

rc2 = a2eU2\ (3.14)

^32 = 0, (3.15)

lu2 1* (3.16)

D’où

r2n f2n
h~r=fo\2 / (v + e)2lLiduid\,

\2.tï)z Jo Jo
(3.17)

avec

a ! Xi
€ = -(a + êA'1 + + |[(e-At - a)e~il 1 Çcl + (eAi — a)eUl 1 £ci] + ....

(3.18)
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Les quantité a et v sont données, comme dans 2.63, 2.69 et 2.71, par

a =
ai

a2’

A = û2 — U\,

v = 1 + a2 — 2a-cos A.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

La relation 3.18 donne

a

e = — ^ÇciCci (3.22)

Enfin

hy =
(27r):

a27

(2?r);

fi
r2n

1 (v1 + 7l/y”1'
'0 J 0

r
r2n

1 {y1 + 71/7”1
10 ^ 0

7(7 - 1)

£cl£cl

J'7 2yKci£ci)d£i dA + ... . (3.23)

D’où la formule

. . _7(27 + l)«2l
8a,-27 2Wo dA'

D’après 3.3, on a

C£cl£cl CT?cl^cl
7(27 + l)a2 1 j

8û9 27 27r
r

J0
1/7 dA. (3.24)

La démonstration est achevée. Le lecteur non intéressé par les symétries ex

posées plus haut, peut parvenir à cette égalité en calculant cVclf^cl aussi. Le
calcul ressemble à celui dect,/,. O

ÇclÇcl

La quantité A\ s’annule quand 7 = 0 ou — -. Le cas 7 = 0 est trivial, car ho

est constant. On s’intéresse au cas 7 = — Dans le paragraphe suivant, on

montre que cette annulation donne la résonance d’Herman.

La méthode exposée dans §2.5.1, pour 7 = — -, donne

Q2 — T-—{—2aÙ3^(fci77ci + £c27c2 + Çc2r]c2 + fel»7cl)
16a2 2

+ [3a&3°^ — (2 — a + 2ck2)é?3 (^ci^c2 + VciVc2 + VciVc2 + ÇciÇc2)
2 2

+ [—3a&3 ^ 4- (2 + a + 2a2) 6 3 ^](£cif7c2 + 7ci£c2 + f?ciCc2 + Ccifys)}*
2 2
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On en déduit

Ai = 0, (3.25)

A2 = ab(P, (3.26)
OÜ2 2

A3 = [3063°’ - (2 - a + 2a2)6» >]. (3.27)
IOG2 2 2

3.2 Nouvelle résonance de la dynamique liné

aire du système séculaire

Linéarisons le système séculaire,

Xs = a~1dHs, (3.28)

au voisinage du point coplanaire non incliné. Dans les variables de Souriau,
on aura

Hs = —Gmim^^Ç, + 04, (3.29)

et

&s — ctsq + O2, (3.30)

avec

4
1 A

&s0 X / y Ai fcd Çck A dÇcfc. (3.31)
k—l

Aik est une fonction des masses et des demi-grands axes.

Ce n’est pas

Aik = -Piy/fiiai, quand k = 1,2,

Aik = -/Wal>û2, quand k = 3,4.

une forme symplectique standard. Le linéarisé devient

Çc = 2 i Gmim2Ai~lC2^c, (3.32)

Çc = —2 i Gmim2Ad“1C2Cc- (3.33)

avec Ai est une matrice diagonale d’élément diagonaux (Adi, M.2, Aiz, Ai4).
Ces deux équations ne sont pas indépendantes car la deuxième découle de la

première par conjugaisons. Il suffit donc de traiter la première.

La matrice A4~1C2 n’est pas symétrique. Soit Af une matrice diagonale d’élé
ments diagonaux positifs telle que

AfAf = Ai~\
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Effectuons le changement des variables

Çc=VC<1). (3.34)

Moyennant ce changement notre système devient

Çc^ = 2 i Gmim2J\fc2Af^l\ (3.35)

et sa matrice, Nc2N, devient symétrique et réelle, car les matrices Af et c2
le sont aussi.

Proposition 8. Le linéarisé du système séculaire possède la résonance

è A* = 0, (3-36)
Â;=l

les quantités A*, k = 1,2,3,4 sont les valeurs propres de la matrice

2 i Gm\m2Nc2J\f.

Démonstration.

La matrice Mc2M étant réelle et symétrique, il existe une matrice réelle U,

telle que

lUU = /, (3.37)

/ est l’identité, vérifiant /C = tUAfc2AfU est une matrice diagonale. Faisons

le changement des variables

Ci1’ = ^C<2)- (3-38)

L’équation 3.35 devient

Cc(2) = 2 i Gm\m2K,(}2\ (3.39)

Les éléments diagonaux de la matrice 2iGmim2Kè sont les valeurs propre de
la matrice 2iGm\m2Nc2N, désignées dans l’énoncé par A*, k = 1,2, 3, 4.
Ce sont les fréquences du système.
On a

4

^ Ak = 2 i Gm\m2tr(Nc2N). (3.40)
k=1

D’où

^TAk = 4 iGm1m2(
Ai

+
Ai (f)

k=l Ply/t* lûl (h y/1*2^2
) (3.41)
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Dans le cas newtonien, 7 = —-, on a Ai = A\<$> — 0. D’où notre énoncé. 0

C’est M. Herman qui a signalé cette résonance, il y a quelques années. On
l’appelle ‘'Résonance d’Herman”. Cette résonance empêche la construction

de la forme normale, mais apparemment, elle n’a pas d’incidence sur la dy
namique. En effet, dans [14], on fait une réduction partielle, qui consiste à
fixer la direction du moment cinétique total. La forme normale du système
réduit sera construite sans problème. Le vecteur moment cinétique total étant
intégrale première, la dynamique n’est pas touchée par cette réduction.

L’origine géométrique de cette résonance n’est pas évident. Dans le para

graphe suivant, on donne une propriété géométrique simple qui généralise
cette résonance.

3.3 Propriété géométrique

Lemme. Soit V une ellipse orientée de foyer O et de demi-grand axe a, qui
vit dans notre espace euclidien de dimension trois. Soit aussi £, fj ses deux

vecteurs unitaires de Souriau, Ag- l’opérateur de Laplace-Beltrami sur le
produit de deux sphères unités associées aux f et fj, p un point de V et q un
point quelconque de l’espace. Notons

_ 1 r2ir

D^q,a,i,ri) = —ja ||p$|| (3.42)

Alors, on a, pour tout £

= 7(27 + l)a2D7_i ( , a, £ Ç). (3.43)

Quand 7 — 1 n’est pas positif, le point q ne doit pas appartenir au cercle
perpendiculaire à £, de centre O et de rayon a, pour que les deux membres
de cette égalité restent définis.

Enoncé équivalent. Soit (x,y) l’un quelconque des systèmes des variables

(^, (Sc, Lc) ou {—\fjQVp, xp) (xp et yp sont les variables de Poincaré,
exposées dans §1.7). Alors, on a

Q2 Q2 \

(QxQÿ ^ dydÿ^1^'X’ y^\y=x=0 = ’ÿNfàl + 1)G D1_\(q, ai 0)- (3-44)
Démonstration.

La relation 3.44 est la relation 3.43, exprimée dans les variables (x,y), au
point

x = y = 0.
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L’équivalence des deux énoncés est due à l’invariance de 3.43 par rotation

d’ensemble de V et q.

Pour des raisons techniques, on préfère utiliser les variables (sc, gc) qui sont

(-Sc, \LC) au premier ordre, et la longitude excentrique û à la place de l.

1

= 0-46)

On doit calculer les coefficients des deux termes scsc,gcgc du développement

de Taylor de la fonction Z)7 dans les variables sc,sc,gc,gc. Dans les cal
culs suivants, on expose ce développement, en ne montrant que les termes

nécessaires pour le résultat final. Les autres termes seront désignés par des

points de suspension. Les formules 1.75,1.76 et 1.77 donnent

pc = a[(l - scsc - gcgc)eul - 2gc] + ...

P3 = —a(scéul + sce Uî) -t- ...

lu = l — gceul ~ 9c£ ul + ••• •

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Notons

J = aeul — qc

K = \m2\sc=9c=o = Jj+ql

(3.50)

(3.51)

On a

WpÏII2 = (Pc - Qc){Pc - Qc) + (P3 - Ç3)2

= K + e, (3.52)

avec

e = —a[(scsc + gcgc){jeU2 + Je U1) + 2(gcJ + gcJ)

—2a(scsc + 2gcgc) — 2q^(sceut + sce Uî)] + ... . (3.53)

D’où

e2 = 8a2(q$scsc + JJgcgc) + ••• ,

et par conséquent

(3.54)

= 7/P-'aHJeû* + )

+2a(scsc -t- 2gcgc)}

+ ^7(7 ~ l)7é7~28a2(ç3Scsc + JJgcgc) + ... . (3.55)
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En faisant la somme de coefficients des termes en scsc et gcgc, on trouve

2a27(27 + l)iP'“1.

Cela donne

dp- d2 1

(dIM + = 47(27 + 1)fl2^ L Kdi
D’où découle notre lemme. ©

(3.56)

Remarque 5. On peut écrire ce lemme sous une forme plus générale. On a

(dSfc + dBicmil2nuL=ac=<> = 47(27 + 1)a2(ll^ll27/“)l^=0' (3-57)
Les coordonnées de p doivent être exprimées à Laide de la longitude excen
trique.

Soulignons enfin le fait que dans le cas newtonien, on a

= 0 (3-58)

La relation 3.43 est une relation géométrique indépendante des systèmes
de coordonnées. La composante horizontale et la composante verticale de
pï[ vérifient des relations ressemblables, ayant leur sens uniquement dans un
système de coordonnées. On donne ces relations dans la proposition suivante.
On ne fait pas d’usage de cette proposition.

Proposition 9. Soit

= [{Qc - Pc)(qc - Pc)Ylu, (3.59)

v7 = (ç3-P3)270- (3.60)

Alors, on a

d2 d2 2

(dUdZd + ftfciôjfci17 ki=&,=0 -d 7 Z1_\ |t7c1=£c1=0}

d2 A ! 1 9

dÇcidÇci + dVcldnJVjUc'=(‘1=0 ~ —a 7(27 — l)V7_i 177ci=^cl =0

3.3.1 Application au problème séculaire

Soit V\,V2 les deux ellipses associées aux deux planètes au sens du deuxième
chapitre, pi un point de V\ et p2 un point de V2.
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Proposition 10. Le lemme précédent implique la résonance

Démonstration.

Appliquons notre lemme sur le point p2 et l’ellipse V\. On a

d’Herman.

Af.Æ£)-è(î>2’ai’éi’^)l{i=m=o = °-
Moyennisons cette relation le long de l’ellipse V2. On aura

. 1 r2n , - ,

(3.61)

Afi Jo £,-è(p2’°1-Çl’*)d,2)lî.=*f.=o = °-
D’où

(3.62)

A? - h lie* ft n — 0.
Çum - 2 '6 =^i=o

Examinons le cas où V2 est circulaire plan ; c’est-à-dire,

(3.63)

f,c2 = Tjc2 = 0.

La relation 3.63 donne tout simplement

(3.64)

C£ci£ci + Cric\f\c\ = 0-

De la même manière, on démontre que

(3.65)

C£c2éc2 CVc2fic2 ~ (3.66)

On a vu plus haut que ces relations impliquent la résonance d’Herman. O

Remarque 6. Dans cette démonstration, on n’a pas utilisé toute la puis

sance du notre lemme. Le cas où le point p2 est dans le plan de référence

était suffisant.

Remarque 7. Dans le cas général, le lemme donne

( d2 t d2 x u,
{dtcldu + dVcldnJHsk'=*'=0 o, (3.67)

l 92 1 1
laÇc2a?c2 dr,c2dfjjsk'2-’,c2-° 0. (3.68)

En terme de coefficients, cela donne

o, (3.69)

Cic2Ïc2Q Cl2 Cl Cl4 + CVc2f)c2Q Cl Cl Cl ~ o, (3.70)

où ni,n2,n3,n4 sont des entiers non négatifs, vérifiant

n\ + n3 = n2 -f n4. (3.71)

Ces formules ne sont pas toutes indépendantes. On en a qui s’obtiennent des

autres à l’aide des symétries.

On n’a pas trouvé des explications dynamiques de ces relations.
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Remarque 8. La résonance d’Herman et la proposition précédente restent

valables dans le cas de n planètes. La démonstration de cette proposition se
généralise facilement.
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Chapitre 4

Conjecture sur la particularité

du potentiel newtonien

Dans le chapitre précédent, on a étudié les propriétés de la partie quadratique

de à7. Dans ce chapitre, on complète cette étude, en mettant l’accent sur l’or
dre 4. L’action des groupes de symétries évoqués dans le deuxième chapitre

sera traduite en termes de relations entre les coefficients du développement de

h~f. On constate, sur le développement du hamiltonien séculaire, l’existence
de deux relations supplémentaires. On établit une proposition sur à7 qui ex
plique l’une de ces relations. L’autre relation n’est pas vérifiée pour toutes les

valeurs de 7. C’est une relation propre au cas newtonien. Pour l’expliquer,

on construit une conjecture. On vérifie la validité de cette conjecture jusqu’à

l’ordre dix. On n’arrive pas à démontrer cette conjecture.

4.1 L’action des groupes de symétries à l’or
dre 4

Notons Z la matrice unicolonne d’éléments respectifs

£cl ’ ^clVcl 5 TJci 5 £cl<bc25 ^,c\Vc2i Cc2^?cl 1 Ticl Vc21 £c2’ £c2^?c2 •> ^?c2’

Z la matrice unicolonne d’éléments conjugués des précédents. L’ordre 4 du

développement de à7 sera

Q4 = Zc4Z. (4.1)

La matrice c4 est réelle et symétrique. Cherchons les relations entre ses

éléments. En utilisant les opérateurs <j> et définis dans §2.6.4, §2.6.5, elle

47



prend la forme suivante :

/ B1 b2 Bs Bq Bq'iP Bq Bq'iP Bs Bq BsP

b2 ba b2 b7 B7iP B-i'ip b7 BqP B\q BqP

b3 b2 Bl Bq'iP Bq BqP Bq Bs'ip Bq Bs

B5 b7 BqP Bn B12 B\2(p B\s Bq<p B7p BqPP

BqP B7p Bq B\2 B\\ip Bn'ip BnP BqP B7pp BqPP

Bq B7p Bq'iP B\2<P Bis'ip Bn'ip B\2 BqP'P B7pp BqP

BqP b7 Bq B\s BnP B\2 Bn BqPP B7P BqP

Bs BqP Bs'ip BqP BqP BqPP B6pp Bip B2<p BsP

b9 Bio Bq B7p B7pp B7(pip B7(p BqP BaP BqP

\ B8p BqP Bs BqP'P BqP'P BqP BqP BsP B2p Bip

Les coefficients

Bs, B10, Bh, B13,

sont invariants par p et

B\, B2, Bs, B4, Bq, Bio, B12

par p. L’explication de ces propriétés est assez simple. Prenons, par exemple,

le terme iJsfcifci&a- Son coefficient est l’élément (4,1) de c2. L’opérateur pi
envoie ce terme sur le terme en rj^fjcifc2. Donc le coefficient de ce terme doit
être B5p. C’est l’élément (6,3) de c4. Sous l’action de p2, ce dernier terme
sera envoyé sur le terme en Le coefficient de ce terme doit être

BqPP = Bq. C’est l’élément (7,3) de c4 et ainsi de suite. Pour profiter aussi
de l’invariance par rotation autour de l’axe Oxi, il suffit de développer la

formule 2.91. Cette formule tronquée à l’ordre 3 donne

2B\ + B2 + Bq + BqP = -Al,
2 ’

(4.2)

2B2 + Ba + B7 + B7p = i42’ (4.3)

2Bq H- B7 + B\\ + B\2 = ^3’ (4.4)

2Bq -4- B\g H- B7p + B7pp = o, (4.5)

B2 + 2Bs + Bq + BqP = o, (4.6)

Bq + Bq “b 2Bg + Bq - 0, (4.7)

B\2 + B\s B7p + 2BqPP = 0. (4.8)

Ce sont sept relations indépendantes, entre 13 coefficients. Cela veut dire

qu’on peut calculer ces coefficients en connaissant six d’entre eux. Le choix

de ces six n’est pas arbitraire, à cause des opérateurs p et p. Le nombre

de coefficient indépendants peut être réduit d’avantage, grâce aux autres

relations entre les coefficients établies dans les paragraphes suivants.
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4.2 Nouvelle symétrie de révolution

La proposition suivante donne davantage de relations entre les coefficients

de h1. On peut considérer ces relations comme des compléments de celles de
D’Alembert.

Proposition 11. Soit k un vecteur non nul, V\,V2 deux ellipses orientées

de foyer commun O et de demi-grands axes respectifs fixés ai,a2, les

vecteurs de Souriau de V\, ^¥2 ceux de V2 et hy la fonction définie comme
précédemment. Alors la moyenne de ù7 quand Vellipse V\ fait un tour uni

forme autour de k est invariante par réflexion de ^¥2 par rapport à n’im

porte quel plan passant par O et comprenant k.

Enoncé équivalent. Dans le développement de /i7, au voisinage du point
coplanaire non incliné, on a

Ccn 1 „n2 c713^4 tn5 T1n6
SC1 7'c 1 SC1 7'c 1 sc2 7'c2 sc2 7'c2 Sel 7'c 1 Sel Tlc 1 +2 7/c2 +2 +2

te/s que Uj, j = 1,2,8, sont /zwü entiers non négatifs vérifiant

m +n2 = n3 + n4,

77-5 + 77-6 = 777 + 778-

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Démonstration.

Compte tenu de l’invariance de h7 par rotation, la proposition est équiva

lente à son cas particulier où le vecteur k est vertical (confondu à l’axe Oxfl).
Démontrons la proposition dans ce cas particulier. Mettons les deux nombres

complexes £ci,77c1 sous la forme polaire suivante

U

Vcl

Pi**"

p2e
(0i+0)i

(4.12)

(4.13)

Posons la fontion

M7,Qi ,02,Pl ,P2,Ô ($2,4)
1

2tt

r2ir

J0
ù7 d6\ (4.14)

On a

r27T r2ir r2n

M7)ûi)û2)pi,p2,0(6^2) = Jq J0 (J0 ¥2-riW^dOfljidlxdh. (4.15)

Quand on varie ^ de 0 à 27r, les deux vecteurs de Souriau 0 et ffi font

ensemble un tour complet autour de Ox3. Par conséquent l’ellipse V\ fait
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aussi un tour complet autour de Ox3. D’où le vecteur r\, fait aussi le même

tour et dessine un cercle d’axe Ox3. Donc l’intégrale

est invariante par réflexion de f2 par rapport à n’importe quel plan passant

par Ox3. D'où découle la proposition. Pour démontrer l’énoncé équivalent,

constatons que la moyennisation de ù7 par rapport à 6\ élimine tous les ter
mes de son développement, qui ne vérifient pas 4.10. Grâce aux relations

de D’Alembert les termes qui vérifient 4.10, vérifient 4.11 aussi. La fonction

^^7,ai,a2,pi,/92,6»(^2, ^2) étant invariante par rotation autour de Ox3, son invari
ance par réflexion par rapport à n’importe quel plan passant par Ox3, est

équivalente à son invariance par réflexion (des vecteurs £2 et 7/2) par rapport
au plan X\Ox^. Cette réflexion envoie les variables concernant la deuxième

ellipse à leur conjugué. D’où la formule 4.9 O

Evidemment, on peut écrire la même proposition en permutant les rôles des

indices désignant les ellipses, mais cela donne une proposition équivalente.

Grâce à cette proposition, on a la relation suivante entre les coefficients de
l’ordre 4

Les autres relations entre ces coefficients (à l’ordre 4), données par cette
proposition ne sont pas indépendantes des relations données plus haut et de
la dernière.

4.3 Particularité du cas newtonien

Dans le cas newtonien, 7 = — -, la propriété géométrique du chapitre pré-

cèdent donne d’autres relations. En effet, à l’ordre 4 les formules 3.69, 3.70

donnent huit relations. L’opérateur envoie celles qui viennent de 3.69 sur

celles qui viennent de 3.70. Cela réduit le nombre de ces relations à quatre.

La symétrie de C\ enlève une relation et ip enlève une autre. En fin de compte,

la propriété géométrique donne les deux relations suivantes :

Bis'if; — E?13. (4.16)

B\\ + Bnip — 0,

B\2 + B\2 — 0.

D’où

B\\ip — —B\i,

B\2 = 0.

(4.17)

(4.18)
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Les calculs exposés dans le deuxième chapitre, 7 = — donnent

Qi = 25ë^{Ci(&& + Vltù + + V2c2V2c2)
+ C3 + Va Va. + VclVc2 + £i&)

+ C3- + &vl)

+ + ^Vci)+ +
2

+ Ct (42l{clCc2 + rj2clfjdflc2 + fj2clr]cxT)c2 + CclCclCc2)
+ ^4 (Ccl^cl^c2 + ^?clVclÇç2 + VclVclU + ^lCcl7?^)

+ ftfâfclifcl + ^clfcl^cl + C^cl^cl + ÇclUVcl)
+ a^6 ({,clVclVc2 + TlclÇclÇc2 + ^l£cl£c2 +

~ aC6 {&ïc\îc2 + ri2clÇclfjc2 + fj2lÇClVc2 + ^iVclfa)

+ ^7(CclCc2^c2 + ?/?iCc2ÿ?c2 + vll^c27lc2 + ^\^c2Vc2)
+ ^(â^cl^cl + v“c2^clVcl + ^c2^cl^cl + SCcl^cl)
+ Q (&Vc2^cl + Vc2^c2Vcl + v‘c2^c2Vcl + ^2rlc2^cl)

+ £(î" (&Vc2Vcl + Vc2^c2^cl + Vc2^c2^,cl + ^c2^c2 ^cl)
+ ^9^c2^c2Vc2 + vl2^c2Vc2 + ^c2£c2^c2 + t^2Çc2Vc2)

+ ^1o(Cc2^c27?c1 + Vc2Vc2^cl + fj&VczÇcl + Cc2^c2^cl)

+ ^îo(Cc2^c2^cl + I2c27lc2ricl + Vc27lc2Vcl + Cc2Cc2^cl)
+ ^llCcl^cl^cl^cl + Ci2(c2Vc2^c2Vc2

+ Ci+3(Çcl»7clÇcl&2 + ^clVclVclVc2 + Çcl7îcl'>lcl'rlc2 + £cl??cl£cl£c2)

+ ^13 (^cl7?clCcl^7c2 + Ccl^cl^Clfc2 + fcl^d^cl^ + fcl^cl^cl^)

+ ^14 {£c27lc2^c2Vcl + ^c271c27ïc2^cl + Îc27)c27lc2^c\ + ^c2Vc2^c2Vcl)

+ ^14 (Cc2^7c2Cc2Ccl + £,c27lc27îc2Vcl + fc27îc27lc27lc\ + £c2?7c2£c2£cl )

— 12a26^(ÇciÇc2|cl$c2 + rlclrlc27jcl7jc2 ~ £,cl7lc2Çcl7jc2 ~ rlclÇc2VclÇc2)
2

+ 12û!2&5 ^ (^cl^c2^cl^c2 + £,c\71c27Ïc\£>c2 + ^clVc2^cl7lc2
2

+ ÇclVc2Çc\Vc2 + ÇclVc27lcl£lc2 + fclfc2^cl^c2) } »

avec

Ci = 2a240) - a(4 + a2)^15,
2 2

C2 = 2a26(50) - q(1 + 4q2)6(51),
2 2

CJ1 = ±2a(5±4a + 5a2)è(50) =F (2±a + 2a2)2M‘),
2 2

C? = =Fct(20 ± la +15a2)6(50) + (±8 + 6a ± 18a2 + 4a3 ± 6a4)b(P,
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C5 = 10a26(50)-2a(2 + 3a2)6<51),
2 2

C? = -5a(=fl + «)6(50) + 2(=Fl + a)(l ± a + a2)b^\
2 2

C7 = -4q'2(6(50) - ab{p),
2 2

C8 = -4a(a6(50) - 6(51}),
2 2

C9 = 10a26(50)- 2a(3 + 2a2)6(51),
2 2

CS, = q=a(15 ± 7a + 20q2)6s0) + (±6 + 4a ± 18a2 + 6a3 ± Sa4)b^\
2 2

Cn = 4q2(46(50) - ab^P),
2 2

C12 = 4a(a6(50) - bi”).
2 2

CS = -2a-2(l ±5a)b(s0) - 4a(l T»)(l ±a + a2)6(s1)
2 2

CS = -2a(±5 + a)6(50) - 4(q=l + a)(l ± a + a2)b{P.
2 2

On en déduit que

Bi

£2

54

B5

56

B7

Bs

B9

Bio

Bn

3a

256a2
3a

128a2

9a3

[(a2 + 4)6(i1) - 2a6(50)],
2 2

[(3a2 + 2)bP - 5a6(50)],

256a2

3a2

(i)
5 ?

64a2

3

256a2

3a

256g2

3a

(ab{P - 46(50)),
2

(0).
5

2

[2(3a4 - 2a3 + 9a2 - 3a + 4)6(51) - (15a2 - 7a + 20)a6(5‘
2

>(50)]
2

[2(a - l)(a2 + a + 1)6^ - 5a(a - 1)6^],,(o)i

128a2

3

[2(a - l)(a2 - a 4- 1 )bP - a(5a - 1)6^],
2

40)1

256a2

3a2

64g2

9a2

640^1 ’

9a\bw

[(2a2 — a + 2)26® — 2a(5a2 - 4a + 5)6®],
2 2

(abP - 6(50)),

40)

64a2 2
£ 5

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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(4.30)

(4.31)

On constate sur ces formules l’existence d’une égalité supplémentaire.

Bn

B13

0,

9a2

64ao
5(,0)

Bio — Bi3- (4.32)

Cette égalité n’est pas une conséquence des symétries, car les calculs mon

trent qu’elle n’a pas lieu pour toutes les valeurs de 7. Pour expliquer cette

égalité on propose la conjecture suivante, établie à la lumière de la proposition
précédente. En effet, dans la proposition, on fait tourner une ellipse autour
d’un vecteur k. Cela revient à faire tourner ses vecteurs de Souriau autour

de k. Dans la conjecture, on faire tourner ensemble un vecteur de Souriau de

la première ellipse et un autre de la deuxième ellipse. Le sens géométrique de

cette rotation de deux vecteurs de Souriau des ellipses différentes n’est pas

claire. La conjecture obtenue, n’est pas vérifiée pour toute les valeurs de 7.

Nous conjecturons qu’elle est vérifiée dans le cas newtonien (7 = — -).

Conjecture. Soit k un vecteur non nul, V\, V2 deux ellipses orientées de

foyer commun O et de demi-grands axes respectifs fixés a\,a2, £1,771 les

vecteurs de Souriau de V\, £2, V2 ceux de V2 et ù7 la fonction définie comme

précédemment. Notons A4£7 fll û2 £ ç2 Wij^h) la moyenne de /i7 quand £1 et

£2 font ensemble un tour uniforme autour de k et fi^ aj û2 ^ ^(£2, tfi) la
moyenne de /i7 quand £1 et 772 font ensemble un tour uniforme autour de

k. Alors les fonctions ^,_i,ai,02l{-/2(»5i,»fc) et _i,ai,(6, ifi) sont in-
variantes par réflexion de leurs arguments par rapport à n’importe quel plan

passant par O et comprenant k.

Enoncé équivalent. Dans le développement de h_\, on a

Ce"]
Sel

le"2ën3ën4 "5 "6 „"7 ^"8 —
Sc2 Sel SC2 'lc 1 t'c2 7Ici 7'c2

Ce"l e"2ë"3
Sel Sc2 Scl

xn4 ny no _nc _ncZjVcïvJriJvJ' (4.33)

Ce"]
sci

l n2rn3 n4 n5 n6ê^7 n8 =
7'c2 Sci Tlc2 SC2 7/c 1 SC2 'lc 1

Ce"l "2ë"3
Sel 7'c2 Sel

f)n 4cn7 n8pi5 n6
7'c2 Sc2 7'cl Sc2 7'cl

(4.34)

3 = 1,2,..., 8, sont huit entiers non négatifs vérifiant

m-\-n2 = 723 + 724, (4.35)

7i5 + 726 = 727 + 72g. (4.36)

cas OÙ

721 + 722 = 723 + 724 = «S + 726 = 727 + 72g. (4.37)
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L’opérateur 02 envoie la formule 4.33 sur 4.34. Dans ce cas, ces deux familles

des relations entre les coefficients de h_i sont équivalentes. On a vérifié la

validité de cette conjecture sur le développement de h_i jusqu’à l’ordre dix.

La démonstration ou le rejet de cette conjecture me paraît difficile. Je serais

reconnaissant à quiconque peut me suggérer une idée permettant de y par
venir.

En calculant les relations données par la conjecture à l’ordre 4, on trouve bien

la formule 4.32. Evidemment, on peut obtenir une conjecture équivalente en

permutant les indices désignant les ellipses.
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Chapitre 5

Développement réduit du
hamiltonien séculaire

La fonction /i7, définie dans §2.4.2, est invariante par toutes les symétries
0(3). On cherche à l’exprimer dans des variables ayant cette propriété. On

établit d’abord une famille de variables SO (3)-invariantes, d’ordre 1 en ex
centricités et inclinaisons. Comme on le sait, la fonction /i7 est paire dans
de telles variables. On cherche donc à l’exprimer dans des variables d’ordre

2 par rapport aux précédentes. On établit deux familles des variables 0(3)-
invariantes. Dans ces variables, notre fonction prend une forme très condensée

mais le nombre des variables augmente d’une unité. Cela donne lieu à une

relation de dépendance entre ces variables.

Ce chapitre est assez indépendant des chapitre trois et quatre. Cependant,

certaines des relations, mises en lumière aux chapitres trois et quatre, peuvent

s’exprimer dans les variables 0(3)-invariantes.

5.1 Famille linéaire 50(3)-invariante

Soit D un axe commun entre les deux plans de nos deux ellipses orientées,

zuim (L’indice m veut dire mutuel) l’angle entre D et L\ compté positivement

dans le sens de l’orientation de la première ellipse, zu2m celui entre D et L2

compté positivement dans le sens de l’orientation de la deuxième ellipse, et

ôm l’angle entre Si et S2 (appelé traditionnellement inclinaison mutuelle). La
valeur des angles zjim et vo2rn dépendent de l’orientation de l’axe D.

Proposition 12. La fonction h7 est analytique au voisinage du point copla
naire non incliné, dans la famille des variables

p = sin 8m, ri = Li eWlm *, r2 = L2eW2m\ tu t2.
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Démonstration.

Dans le paragraphe §2.5, on a vu que la fonction h7 est analytique au voisi
nage du point coplanaire non incliné, dans les variables

Sel, Sel, Gc\, Gc\, Sc2 , Sc2, Gc2, Gc2-

Choisissons le repère Ox 1X2X3 de telle sorte que le plan Ox 1X2 comprenne la

première ellipse, l’axe Ox 1 soit confondu à D et l’axe Ox3 soit du côté de 52

par rapport au plan Ox\X2- En tenant compte de la formule 1.64, on trouve

Sel = 0, (5.1)

Sc2 = -pVl-r2f2i, (5.2)

Gc\ = ru (5.3)

Gc2 = t2. (5.4)

Ces formules avec leurs conjuguées fournissent un changement des variables

analytique au voisinage du point en question. D’où découle la proposition. O

Ces variables sont au nombre de cinq. C’est le nombre qu’il faut car on avait

auparavant huit variables, et on a réduit ce nombre en utilisant l’invariance

par les trois rotations. Dans ces variables prend la forme

K = Y. ('rlfl)32(T2f2)',3(cjl 0 + cil J2J3.W) 0),
ji,32,js,k,leM

(5.5)
avec

<*(M = Pk+l(rÎT‘ + (- (5.6)

0(k,l) = /-'l(rff' + (-l)l':-,lrfr'), (5.7)

Af est l’ensemble des entiers naturels : Af = {0,1,2,...} et les coefficients
cji,j2,j3,a(fc,0’ cji,h,j3,0(k,i) sont complexes. Dans le cas newtonien, la partie
quadratique et l’ordre 4 seront donnés respectivement par

Q{2 = 7— [ki{rifi + r2f2 - p2) + k2(rif2 + fir2)], (5.8)
4a2

Qa} = {12a26(50)[rifir2f2 - p2(TXfl + r2f2)] - 6a2b^ p2(riT2 + fif2)
o4a2 2 2

+*3[r?f? + P2(t22 + f2)] + kA[r2f2 -f p2(r2 + f2)]

+2 (k5p2 + k6rifi + k7T2f2)(rif2 + fir2)

+3/c8(r2f22 + f2r2 + p4)},
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avec

ki = û'[-2a6(50) + (1 + a2)b^\
2 2

(5.10)

k2 = 5a(l + Q,2)5^ — 2(1 + 3a2 4- a4)b^\
2 2

(5.11)

= —5a2Mj0) + 2a(l + 3ct2)b^\
2 2

(5.12)

Àq = — 5a2&5°^ 4- 2a(3 4- a2)b^\
2 2

(5.13)

^5 = 2[5q(1 + a2)6(50) - (2 + 3o2 + 2a4)6(51)],
2 2

(5.14)

k6 = 10o6(50> - (4 + 9a2)6(51),
2 2

(5.15)

/C7 = 10q36(5°^ — a2 (9 + 4a2) 6
2 2

(5.16)

ks = 5a2 6 5°^ — 2a(l 4- a2)b^\ (5.17)
2 2

Ce genre des variables était déjà utilisées dans [9].

5.2 Première famille quadratique 0(3)-inva-
riante

La fonction h1 est une fonction des vecteurs

S\,L\, S2, L2.

Il est, donc, naturel de penser aux produits scalaire de ces quatre vecteurs,

quand on est à la recherche des variables 0(3)-invariante. On dispose déjà
des relations suivantes entre ces produits :

Sk2= 1 -ii!, (5.18)

Sk-Lk = 0, fc = 1,2. (5.19)

Donc, il ne nous reste que les produits

L\2, L2 2, Si • 52, S\ • L2,52 • L\, L\ • U

Ces six produits aussi ne sont pas indépendants, car ils vivent dans un espace
de dimension 5 (le quotient de notre espace de phases, qui est de dimension
8, par le groupe des isométries de dimension trois). La relation entre ces
produits ne permet pas d’exprimer l’un d’eux analytiquement en fonction des

autres. On donnera cette relation de dépendance, pour toutes les familles des
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variables qu’on construit. Pour avoir des relations simples entre les variables

de la famille linéaire et les variables 0(3)-invariante, on préfère ne pas utiliser
directement les produits, mais plutôt les fonctions suivantes de ces produits

A, = L\, (5.20)

A2 = Ll (5.21)

ta II 1

s*
&•

t~u
(5.22)

_ Si • l2
£>2 — c ’

àl
(5.23)

r , (5, • S2)2
1 S\S22 ’

(5.24)

„ ? ? (51-L2)(52-Z:1)
U2 - lil • L2 -, (5.25)

En effet, en passant au variables linéaires, on trouve

Ci = P2, (5.26)

c2 = 2^Tif2 + ïit2), (5.27)

Bk
Tk ~ fk

= SP 2* ' (5.28)

Ak = rkTk, k = 1,2, (5.29)

e est une constante qui vaut ±1, selon le choix de l’orientation de l’axe D

(voir §5.1). Ce sont des variables homogènes d’ordre 2 en p, n, fi, t2, f2 ; leur
sens géométrique est très simple. En effet, on a

Ci = sin2 ôm, (5.30)

C2 = L1L2 COS(?I72m ®lm)i (5.31)

Bk = £ d^k sin djyi Sin 'UJkmi (5.32)

Ak = L2k, k = 1,2. (5.33)

Proposition 13. La fonction /i7 est analytique au voisinage du point copla
naire non incliné, dans les variables

C\, C2, B\, B2, Ai, A2.

58

Démonstration.



La formule 5.5 s’écrit

^7 X!/ ^1 ^1 ^2 (Cji,j2,j3,a(k,l)a{ki 0 + cji J2j3,/9(A:,/)/^(^5 0)> (5.34)
ji,32,j3,k,l€Af

D’après les relations de récurrence suivantes,

0(/c, 0 - 2C2/3{k -1,1-1)- AlA2/3(k -2,1-2) k,l> 2, (5.35)

fd(k, 1) = 2C2/3(k - 1,0) - Axa(k -2,1) k>2, (5.36)

/?(l,0 = (-l)'“1(2C,2/3(0,/-l)- A2a(l,l-2)) 2, (5.37)

p{k, 0) = /3(0, /) = (-l)'a(O, ,

a(&;, /) = B2a(k, l — 1) + ^Ciaffc, l ~ 2) l> 2, (5.38)

a(A;,0 = 2zeJB1a(ife-l,0 + i41C1Q(A;-2>Z) /c > 2, (5.39)

a(0,0) = 2, q(1, 0) = 2ie B\, a(0,1) = 2ie B2, (5.40)

a(l,l) = 2{ClC2-2BlB2), 0(0,0) = 2, 0(1,1) = 2C2, (5.41)

les quantités a(k,l), /3(k,l) sont des fonctions analytiques dans les variables
C\,C2, Bi, B2, Ai, A2. En remplaçant dans 5.34, on obtient un développement

de hj dans ces variables. Le fait que les variables C\,C2, B\, B2, A\, A2,
soient homogènes d’ordre 2 en fonction de p, 7"i, fi, r2, f2, implique que l’or

dre 2n de ù7 dans Ci, C2, B\, B2, A\, A2 passe à l’ordre n dans les variables
Pi B, Ti, t2, f2. D’où découle la convergence du développement de ù7 dans ces
dernières variables. Donc la fonction ù7 est analytique dans ces variables. O

Remarque 9. La fonction ù7 étant O(3)-invariante, elle ne dépend pas de
la quantité e. Cela implique que cette fonction est paire dans les variables

B\,B2.

Ces six variables ne sont pas indépendantes ; elles sont reliées par la relation
suivante :

A1A2C1 - AxBl - A2B\ - C\C, + 2C2B1B2 = 0,

qu’on déduit facilement des relations 5.30, ...,5.33.

Dans le cas newtonien, on aura

—[ki{Ai + A2 — C\)2k2C2\,

Q{t = g^{/c3(.4? - 4B22) + M4; - 4B?)
+6[(2a2b{ — kg)AiA2 + 4ofb^ ^BiB2]

2 2

59

(5.42)

(5.43)



(5.44)

+2[(&4 — 6<y2b^)Ai + (/c3 — 6a2b[ '>)A2]Ci
2 2

+4(ksAi + k-jA2)C2 + 3fc8(C2 -f 4C%)

+4(/c5 — 3o26s ^)CiC2}.

5.3 Seconde famille quadratique 0(3)-invari-
ante

Soit la famille des variables,

Ti = 5(1 - U), (5.45)

t2 = 2^ - ém), (5.46)

Vi = -(l - liS), (5.47)

4 2 = ^(1 - mm), (5.48)

Wi = -ém), (5.49)

w2 = - 6m). (5.50)

Ces variables sont en fait les carrés des demi-distances mutuelles entre les

points représentés sur la sphère unité par les vecteurs Çu&iWufk- Par exem

ple

Tl = [-(?! -iTi))2. (5.51)

Proposition 14. La fonction h1 est analytique au voisinage du point copla
naire non incliné, dans les variables

T\,T2, \'\, V2, W\, W2.

Démonstration.

D’après les formules 5.20, ..., 5.25, les quantités

C\, C2, B\, B2, Ai, A2,

sont des fonctions des produits scalaires des vecteurs

Si, Li, S2, L2.
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En passant de ces vecteurs aux vecteurs de Souriau et puis dans les variables

TuT2,VuV2,WuW2,

On trouve le changement de variables suivant :

= Tu

a2 =

B!
V2

b2
v2-

Ci = 1

C2 = -(H

V2 - Vi + -

2VT=T2

2vT^7Y

(2 - V, - V2 - W, - W2)2

4(1 - î\) (1 — T2)
1 B\B2

2 1 + y/1 — C\

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

La proposition découle de l'analyticité de ces formules, au voisinage du point
coplanaire non incliné. O

La relation de dépendance de ces variables résulte de la nullité du déterminant

de Gram des quatre vecteurs de Souriau. On a

/ 1 1-2Ti

1 - 27i 1

1 - 2Vi 1 - 2IL2

V 1 - 2Wi 1 - 2V2

1 - 2Vl 1 - 2Wi \

1 - 2W2 1 - 2V2

1 1-2T2

1 - 2T2 1 /

(5.58)

Cette relation n’est pas homogène.

Dans ces variables, la partie quadratique et celle d’ordre 4, de h_ 1, seront
données par

Q2^ = ~^[2h{Tl + T2)-(h + k2){Vi + V2)
4(22

-(i,-M(Hi + H'2)], (5.59)

Q{:] = ~{^{a2T2 + T2) + ci(V2 + V}) + c2{W2 + W2)

4“C3(L"iT2 4- V\V2 + W\W2) + c[(qTi — T2)(V\ + V2)

+c4 [cxT\ + T2)(Wi + W2) H- C5(\\Wi 4- V2W2)

+C6(V1 W2 + V2W1)}, (5.60)

avec

ci = 27
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cf = 18a(T5 + 4a T ± 9(2 T a + 2a'2)%)}2
c3 = 54a1'/)™!,,

cf = -45a(l =F a)65°j + 18(1 T a3)*^,

c5 = —36a2(&5°j - ab^2),
ce = —36a(a6j°2 - bQ).

On a exposé dans ce chapitre, différentes familles des variables dans lesquelles

s’exprime û7 (et par conséquent le hamiltonien séculaire). La forme symplec
tique de notre problème n’est pas 0(3)-invariante, mais SO (3)-invariante.
Par conséquent, les équations du mouvement sont ainsi. Donc, on ne peut

pas les exprimer dans les variables des familles quadratiques 0(3)-invariante.
Il faut ajouter à la dernière famille, par exemple, les quatre volumes ori

entés des tétraèdres associés aux quatre choix différents de trois vecteurs de

Souriau parmi les quatre [12]. L’arbitraire dans le développement dû à 1a.
relation de dépendance présente un autre défaut des familles quadratique

0(3)-invariante. La famille linéaire est exempte de ces défauts. Un avantage
important de nos familles quadratiques est l’élégance de leur construction.
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Annexe A

Codes des programmes

Je donne dans cette annexe les codes de mes calculs tournant sous Trip.

Le programme suivant calcule h_ 1 dans les variables de Souriau.
2

programme(l)

_cleanflag=3$

n= $ /* n est l’ordre du développement */

P=expi(11,1,0)$ /* 11 est la longitude excentrique de la première
planète, noté \hat u_l dans la thèse */

H=expi(T,1,0)$ /* 11+T est la longitude excentrique de la deuxième
planète */

Q=H*P$

/* on établit ici la règle de conjugaison et la troncature */

varconj((x,X),(y,Y),(z,Z),(u,U))$

tr=({(x,X,y,Y,z,Z,u,U),n})$
usetronc(tr)$

/* Définir des variables concernant le premier corps */

xicl=x$

etacl=y$
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xi31=sqrt(l-xicl*conj(xicl))$

eta31=sqrt(l-etacl*conj(etacl))$
Sc1=1/2*(xicl+etacl)$

Le1=1/2*(xicl-etacl)$

S31=1/2*(xi31+eta31)$

L31=1/2*(xi31-eta31)$

Sl=l*(Scl*conj(Scl)+S31~2)~ (1/2)$
Gcl=Lcl-L31*(Sl+S31)^-l*Scl$

gcl=l*(l+Sl)''-l*Gcl$
sc1=1*(S1+S31)~-l*Scl$

/* Calcul de la position de la première planète */

FAC1=(1/4)*S1~-1*(1+S1)*(S1+S31)$

Rcl=FACl*((l-scl~2*conj (gel”2) )*P

+(gcl~2-scl~2)*P~(-l)-2*(gcl-scl~2*conj(gel)))$
/* Rcl est l’affixe de la composante horizontale du vecteur

position du premier corps divisé par le demi-grand axe */
RR3=-1*FAC1*((conj(sel)*gcl~2+scl)*P~(-l)-2*conj(scl)*gcl)$

R31=RR3+conj(RR3)$

/* R31 est la projection du vecteur position du premier corps
sur l’axe vertical */

P0I1=1- (1/2)*(1+S1)*(conj(gel)*P+gcl*P~(-1) )$

/* POU est le poids concernant la première planète */

/* Le passage au 2ème corps */

gc2=l*substvar(gc,(x,z),(X,Z),(y,u),(Y,U))$
sc2=l*substvar(sc,(x,z),(X,Z),(y,u),(Y,U))$

Rc2f= l*substvar(Rcl,(x,z),(X,Z),(y,u),(Y,U))$

R32f= l*substvar(R31,(x,z),(X,Z),(y,u),(Y,U))$

P0I2f= l*substvar(POU,(x,z),(X,Z),(y,u),(Y,U))$
Rc2=l*subst(Rc2f,P,Q)$

R32=l*subst(R32f,P,Q)$

P0I2=l*subst(P0I2f,P,Q)$
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/* Calcul de \tilde h_{-\frac{l}{2}} */

/* On calcule la moyenne de (l/a2)* ( ||R2-a*Rl||~2 )~(-l/2)

avec a=al/a2. On pose d=H-a, D=|d|~2 et

I|R2-a*Rl||~2= I d*P+ctrc |~2+(R31-a*R32)~2=D+ep
Dans la thèse, D est noté \nu et ep noté \epsilon */

ctrc=Rc2-a*Rcl-(H-a)*P$

ep=ctrc*D*(d*P)~-l+conj(ctrc)*d*P+ctrc*conj(ctrc)
+(R32-a*R31)*conj(R32-a*R31)$

PP=P0I1*P0I2$

dim vtt[0:n-l]$

vtt [0]=D~(n-1)$

for k=l to n-1 {vtt [k]=vtt[k-1]/(k*D)*(1/2-k)*ep$}$
for k=0 to n-1 {vtt [k]=coef_ext(vtt[k]*PP,(P,0))$}$

Mf=0$

for k=0 to n-1 {Mf=Mf+vtt[k]$}$

/* Mf regroupe les n premiers termes du développement
de D~(n-l/2)*(l+ep/D)~-l/2 */

drt=l*coef_ext ( (-1)~n*fac (2*n-l) / (2^ (n-1) *fac (n-1) * (f ac (n/2) ) ~2)

*D''(n/2-l)*((gc2-a*gcl)*conj (gc2-a*gcl))“(n/2), (P,0))$

/* drt est le dernier terme, calculé selon la proposition 6 */
M=Mf+drt$

M=subst(M,D,d*b)$

M=subst(M,d,H-a)$

M=subst (M,b,H~-l-a)$

/* \tilde h_{-\frac{l>{2}> vaut D~(l/2-n)*M.

Dans la série M, la quantité H~k présente le coefficient

de Laplace b_{n-\frac{l}{2}}~{(k)}, k est un entier. */

/*L5utilisation des relations de récurrence entre

les coefficients de Laplace */

Nl=abs(puismax(M,H))$

N2=abs(puismin(M,H))$
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Nm=puismax(xx~Nl+xx~N2,xx)$
dim mm [0:Nm ]$

mm[0] = coef_ext(M,(H,0)) $

for j=l to Nm { mm[j] = coef_ext(M,(H,j))+coef_ext(M,(H,-j))$ }$
s=n-l/2$

for k=0 to Nm-2 {

j=Nm-k$

mm[j-l]= mm[j-l]-((j-l)/(s-j))*((l+a~2)/a)*mm[j] $
mm[j-2]= mm [ j—2] - ( (2-s-j) / (s-j) ) *mm[j] $
mm[j]=0 $ }$

s0=n/2+l/2$

while ( s != sO ) do

{

mm[2]=mm[l]*2*(s-3)/(s-l)*a/(aa)~2$

mm[l]=mm[0]*2*(s-2)/(s-l)*a/(aa)~2

+mm[l]*s/(s—1)*(l+a~2)/(aa)"2$

mm[0]=mm[0]*(l+a~2)/(aa)~2$

s=s-l$

mm[l]= mm[l]-l/(s-2)*(l+a~2)/a*mm[2]$

mm[0]= mm[0]+s/(s-2) *mm[2] $

mm[2]=0 $

}$

M=mm [0] +mm [1] *H$

tra=({a,puismax(M,a)})$
usetronc(tra)$

M=subst (M,aa, l-a~2)$

/* Dans cette série, il n’y a que deux coefficients de Laplace,
à savoir b_{s0}~{(0)} et b_{s0}~{(l)} : s0=n/2+l/2 */
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Le programme suivant calcule h_\ dans les variables de la famille linéaire
2

SO(3)-invariante du paragraphe §5.1.

programme (2)

_cleanflag=3$

n= $ /* n est l’ordre du développement */

P=expi(11,1,0)$ /* 11 est la longitude excentrique de la première
planète, noté \hat u_l dans la thèse */

H=expi(T,1,0)$ /* 11+T est la longitude excentrique de la deuxième
planète */

Q=H*P$

/* on établit ici la règle de conjugaison et la troncature */

varconj((x,X),(z,Z))$
tr=({(x,X,z,Z,u),n})$

usetronc(tr)$

/* x=Ll*P noté \tau_l dans la thèse,

z=L2*Q noté \tau_2 dans la thèse,

u=sin(angle entre les deux ellipse), noté \rho dans la thèse */

/* Calcul des positions des planètes */

/* On prend le plan de la première ellipse

pour plan de référence */

Sl=sqrt(l-x*X)$

S2=sqrt(l-z*Z)$

S32=S2*sqrt(l-u"2)$

Rcl=l/2*(l+Sl)*P+l/(2*(l+Sl))*x~2*P'‘(-l)-x$

R31=0$

P0Il=l-l/2*X*P-l/2*x*P~(-l)$

Sc2=-i*S2*u$

Rc2=l/4*(((S2+S32)*(1+S2)/S2-Sc2~2*Z~2/(S2*(S2+S32)*(1+S2)))*Q
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+ ( (S2+S32) *z~2/ (S2* (1+S2) ) - (1+S2) *Sc2~2/(S2* (S2+S32) ))*Q~(-l)-2

* ( (S2+S32) *z/S2-Sc2~2*Z/ (S2* (S2+S32) ) ) ) $

RR3=(l/4)*(-(Sc2*Z~2/(S2*(l+S2))-(l+S2)*Sc2/S2)*Q+2*Sc2*Z/S2)$

R32=RR3+conj(RR3)$
P0I2=l-l/2*Z*Q-l/2*z*Q~(-l)$

/* Calcul de \tilde h_{-\frac{l}{2}} */

/* On calcule la moyenne de (l/a2)* ( ||R2-a*Rl||~2 )~(-l/2)
avec a=al/a2. On pose d=H-a, D=|dI"2 et

I I R2-a*Rl I I "2= | d*P+ctrc |~2+(R31-a*R32)~2=D+ep

Dans la thèse, D est noté \nu et ep noté \epsilon */

ctrc=Rc2-a*Rcl-(H-a)*P$

ep=ctrc*D*(d*P)~-l+conj(ctrc)*d*P+ctrc*conj(ctrc)

+(R32-a*R31)*conj(R32-a*R31)$

PP=P0I1*P0I2$

dim tt[0:n-l]$

tt[0]=D~(n-1)$

for k=l to n-1 {tt [k]=tt[k-1]/(k*D)*(1/2-k)*ep$}$
for k=0 to n-1 {tt [k]=coef_ext(tt [k]*PP,(P,0))$}$

Mf=0$

for k=0 to n-1 {Mf=Mf+tt[k]$}$

/* Mf regroupe les n premiers termes du développement

de D~(n-l/2)*(l+ep/D)~-l/2 */
drt=l*coef_ext((-1)~n*fac(2*n-l)/(2"(n-1)*fac(n-1)

*(fac(n/2))~2)*D~(n/2-1)*((z/(1+S2)-a*x/(1+S1))

*(Z/(1+S2)-a*X/(1+S1)))~(n/2),(P,0))$

/* drt est le dernier terme, calculé selon la proposition 6 */
M=Mf+drt$

M=subst(M,D,d*b)$

M=subst(M,d,H-a)$

M=subst(M,b,H~-l-a)$

/* \tilde h_{-\frac{l}{2}} vaut D~ (l/2-n)*M.

Dans la série M, la quantité H~k présente le coefficient

de Laplace b_{n-\frac{l}{2}}~{(k)}, k est un entier. */
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/*L'utilisation des relations de récurrence entre

les coefficients de Laplace */

Nl=abs(puismax(M,H))$

N2=abs(puismin(M,H))$

Nm=puismax (xx~Nl+xx''N2 ,xx)$
dim mm [0:Nm ]$

mm[0] = coef_ext(M,(H,0)) $

for j=l to Nm { mm[j] = coef_ext(M,(H,j))+coef_ext(M,(H,-j))$ }$
s=n-l/2$

for k=0 to Nm-2 {

j=Nm-k$

mm[j-l]= mm[j-l]-((j-l)/(s-j))*((l+a~2)/a)*mm[j]$
mm[j-2]= mm[j-2]-((2-s-j)/(s-j))*mm[j] $
mm[j]=0 $ }$

s0=n/2+l/2$

while ( s != sO ) do

{

mm[2]=mm[l]*2*(s-3)/(s-l)*a/(aa)"2$

mm[l]=mm[0]*2*(s-2)/(s-1)*a/(aa)"2

+mm[l]*s/(s-l)*(l+a~2)/(aa)"2$

mm[0]=mm[0]*(l+a~2)/(aa) "2$

s=s-l$

mm[l]= mm[l]-l/(s-2) * (l+a~2)/a*mm[2] $

mm[0]= mm[0]+s/(s-2)*mm[2]$

mm[2]=0 $

}$

M=mm[0] +mm[l] *H$

tra=({a,puismax(M,a)})$
usetronc(tra)$

M=subst (M,aa, l-a~2)$

*/ Dans cette série, il n'y a que deux coefficients de Laplace,
à savoir b_{s0}~{(0)} et b_{s0}~{ (1)} : s0=n/2+l/2 */
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Le programme suivant effectue le changement de variables, dans h_i, en

tre la famille linéaire SO(3)-invariante et la première famille quadratique

0(3)-invariante du paragraphe §5.2. On applique ce programme après avoir
appliqué le programme(2).

programme(3)

N=n/2$ /* N est le nouvel ordre du développement */
efftronc$

tr=({(Al ,A2,B1 ,B2,C1 ,C2) ,N»$

/* Ce sont les variables données dans le paragraphe 5.2 */
usetronc(tr)$

/* définir les tableaux \alpha et \beta du paragraphe 5.1 */

dim A [0 : N,0 : N]$

dim B[0 : N,0 : N]$

/* initialiser les éléments des tableaux */

A [0,0]=2$ B[0,0]=2$

A[1,0]=2*i*Bl$ A[0,1]=2*i*B2$ A[1,1]=2*(C1*C2-2*B1*B2)$ B[1,1]=2*C2$

/* Appliquer les relations de récurrence du paragraphe 5.2*/

for k=0 to 1 { for 1=2 to N {

A[k,1]=2*i*B2*A[k,1-1]+A2*C1* A[k,l-2]$ >$}$

for 1=0 to N { for k=2 to N {

A [k,1]=2*i*Bl*A [k-1,1]+A1*C1*A[k-2,1]$ }$}$

for k=l to N { B [k, 0] =A [k, 0] $ B[0,k] = (-l)''k*A[0,k]$ }$

for k=2 to N { B [k,1]=2*C2*B[k-1,0]-Al*A[k-2,1]$

B [1,k] = (-l)~(k-1)*(2*C2*B[0,k-l]-A2*A[1,k-2])$ >$

for k=2 to N { for 1=2 to N {

B [k,1]=2*C2*B[k-1,1-1]-A1*A2* B[k-2,1"2]$ >$>$
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/* Remplacement dans M des variables de la famille linéaire

par les éléments des tableaux A et B */

for j=l to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext(M, (x, j), (X, jj))*x',j*X''jj
+coef_ext (M, (x,j), (X, j j) ) *A1~ j*X~ (j j - j ) $
}$}$

for j=l to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext(M,(X,j),(x,jj))*X~j*x~jj

+coef_ext(M, (X, j), (x, jj))*Al~j*x',(jj-j)$
}$}$

for j = l to N { for j j=j to N {

M=M-coef_ext(M,(z,j),(Z,jj))*z~j*Z~jj

+coef_ext(M, (z, j) , (Z, j j) ) *A2'“ j*Z~ (j j~j)$
}$}$

for j=l to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext(M,(Z,j),(z,jj))*Z~j*z~jj
+coef_ext(M,(Z,j),(z,jj))*A2~j*z~(jj-j)$
}$}$

for k=0 to N { for 1=0 to N {

M=M-coef_ext(M,(x,k),(z,l),(X,0),(Z,0))*(x~k*z~l+(-ir(k+l)*X~k*Z~l)

+(coef_ext(M,(x,k),(z,l),(X,0),(Z,0))/u~(k+1))*A[k,1]$

M=M-coef_ext(M,(x,k),(Z,1),(X,0),(z}0))*(x~k*Z~l+(-l)~(abs(k-l))*X~k*z~l)

+coef_ext(M,(x,k),(Z,1),(X,0),(z,0))*u~(-abs(k-1))*B[k,1]$

>$>$

M=substpow(M,u,2,Cl,0);

/* Rappelons-le, \tilde h_{-\frac{l}{2}> vaut D~(1/2-n)*M.

Dans la série M, la quantité H~k présente le coefficient

de Laplace b_{n-\frac{l}{2}}~{(k)}, k est un entier. */

71



Le programme suivant effectue le changement de variables, dans h_ 1, en

tre la famille linéaire SO(3)-invariante et la deuxième famille quadratique
0(3)-invariante du paragraphe §5.3. On applique ce programme après avoir
appliqué le programme(2).

programme(4)

N=n/2$ /* N est le nouvel ordre du développement */
efftronc$

tr=({(Tl,T2,VI,V2,W1,W2),N})$

/* Ce sont les variables données dans le paragraphe 5.3 */
usetronc(tr)$

/* définir les tableaux \alpha et \beta du paragraphe 5.1 */

dim A [0 : N,0 : N]$

dim B [0 : N,0 : N]$

/* initialiser les éléments des tableaux */

LL1=T1$ LL2=T2$ Sl=sqrt(1-T1)$ S2=sqrt(1-T2)$
LlL2=l/2*(W1+W2-V1-V2)$

SlS2=l-l/2*(W1+W2+V1+V2)$

S2Ll=l/2*(V2-V1+W2-W1)$ SlL2=l/2*(V2-V1+W1-W2)$

A1=LL1$ A2=LL2$

B1=-S2L1/S2$ B2=S1L2/S1$

C1=1-(S1S2/(S1*S2))~2$ C2=L1L2-(S1L2*S2L1)/(S1*S2+S1S2)$

A [0,0]=2$ B [0,0]=2$

A[1,0]=2*i*Bl$ A[0,1]=2*i*B2$ A[1,1]=2*(C1*C2-2*B1*B2)$ B[1,1]=2*C2$

/* Appliquer les relations de récurrence du paragraphe 5.2*/

for k=0 to 1 { for 1=2 to N {

A[k,1]=2*i*B2*A[k,1-1]+A2+C1* A[k,l-2]$ }$>$

for 1=0 to N { for k=2 to N {
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A [k,1]=2*i*Bl*A[k-1,1]+A1*C1*A[k-2,1]$ >$}$

for k=l to N { B[k,0]=A[k,0]$ B [0 ,k] = (-l) ~k*A [0 ,k] $ }$

for k=2 to N { B [k,1]=2*C2*B[k-1,0]-A1*A[k-2,1]$

B[1,k]=(-l)~(k-1)*(2*C2*B[0,k-l]-A2*A[1,k-2])$ }$

for k=2 to N { for 1=2 to N {

B [k,1]=2*C2*B[k-1,1-1]-A1*A2* B [k-2,1-2]$ }$}$

/* Remplacement dans M des variables de la famille linéaire

par les éléments des tableaux A et B */

for j=l to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext(M,(x,j),(X,jj))*x~j*X~jj

+coef_ext(M,(x,j),(X,jj))*A1~j*X~(jj~j)$
}$}$

for j=l to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext(M,(X,j),(x,jj))*X~j*x~jj

+coef_ext(M,(X,j),(x,jj))*A1~j*x~(jj-j)$
}$>$

for j = l to N { for j j=j to N {

M=M-coef_ext(M,(z, j),(Z,jj))*z~j*Z~jj
+coef_ext(M,(z,j),(Z,jj))*A2~j*Z“(jj-j)$
}$}$

for j=l to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext(M,(Z,j),(z,jj))*Z~j*z~jj

+coef_ext(M, (Z, j) , (z, jj))*A2~j*z~(jj-j)$
}$}$

for k=0 to N { for 1=0 to N {

M=M-coef_ext (M, (x,k), (z,l), (X,0), (Z,0))*(x~k*z~l+(-l)~(k+l)*X~k*Z'>l)

+(coef_ext(M,(x,k),(z,1),(X,0),(Z,0))/u~(k+l))*A[k,l]$

M=M-coef_ext (M, (x,k), (Z,l), (X,0), (z,0))*(x~k*Z''l+(-l)'‘(abs(k-l))*X~k*z~l)

+coef_ext(M,(x,k),(Z,l),(X,0),(z,0))*u~(-abs(k-l))*B[k,l]$

}$}$

M=substpow(M,u,2,Cl,0);

/* Rappelons-le, \tilde h_{-\frac{l}{2}} vaut D~(l/2-n)*M.

Dans la série M, la quantité H~k présente le coefficient

de Laplace b_{n-\frac{l}{2}}~{(k)}, k est un entier. */
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Annexe B

Variables actions-angles de

Delaunay

Dans cette annexe, nous montrons qu'on peut obtenir les variables de Delau

nay en appliquant le théorème de Liouville sur les systèmes intégrables [17],
au problème de Kepler. Notre problème ayant trois degré de liberté, pour

obtenir notre résultat on a besoin de trois intégrales premières, indépendantes,

en involution et dont la sous-varété de niveaux est compacte. Remarquons

qu’on a cinq intégrales premières :

a, e, â, Q, lü.

Appliquons le théorème de Liouville aux intégrales a, e, ô. Ces intégrales
premières sont indépendantes et la sous-variété de niveaux est décrite par une

anomalie et les angles eu, Q. Donc cette sous-variété est compacte. Démontrons

que ces intégrales sont en involution ; c’est-à-dire

{a,e} — {a,à} = {e, <5} = 0 (B.l)

Remarquons que a est une fonction de H, donc a est en involution avec toute

intégrale première. D’où

{g, e} = {a, 5} = 0.

On a

Ci = C sin ô sin D (B.2)

C2 = — C sin ô cos Q (B.3)

C3 = C cos ô (B.4)
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Injectons dans les célèbres formules

{Ci,Cj} = -Ck. (B.5)

(i,j,k) étant une permutation circulaire de (1,2,3). On trouve un système
linéaire de trois équation à trois inconnues {£7, <5}, {C, 17}, {C, é} dont la so
lution est

{fi, <5} =

{C,Q} =

En remplaçant

c= /3\/Va(l - e2) (B.7)
dans la dernière équation, on trouve

{e, é} = 0. (B.8)

Cela achève la démonstration de B.l

1

C sin ô

0

0 (B.6)

B.l Calcul des actions

D’après le théorème de Liouville, la sous-variété de niveaux des intégrales

a, e et ô est difféomorphe à un tore de dimension 3. Les angles 17, u avec

une anomalie (vraie, excentrique ou moyenne) décrivent des cycles de base
de ce tore qu’on note respectivement 7n,7u;,7n Notons Iq:Iu,Ii les actions

correspondantes à ces cycles. On a

Ii = iljdf
1 r27r

= [ jf dl
2ttn/3 Jo

0 r2* 1 1
= — / 2/i( —) dM

27rn Jo r 2 a

_ /j/3 + r2n d/
an nu Jo r

_ n(3 fi/3 r2* du
an Tin Jo a

= M/?
an

= /dy/JTd (B.9)
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Une autre démonstration de cette formule peut s’obtenir en exprimant p, r

directement en fonction de l'anomalie vraie ou excentrique.
Calculons l’action Iu. On a

L = hljdr-
Exprimons pdf dans le repère (O, ex,ëy) porté par les axes principaux de
l’ellipse. En tenant compte des formules

dëx dëY
"x— — ey, —— = —ex,
Oiü Oiü

on trouve

r2n

Iu = /3 / r(—X sin v + Y cos v) du
J o

= a2n(3\/1 — e2

= - e2) (B.10)

Pour calculer 7^, exprimons r et p dans le repère fixe OxiX2x^, on trouve

hi = 7- ! pdf
Z7T J

r27r

= (3 r(—X sin v + Y cos v) cos ô d fl
J o

= a2n(3\/1 — e2 cos é

= /3yJfj.a(l - e2) cos é. (B.11)

B.2 Calcul des angles

Les actions étant calculées, plusieurs méthodes permettent de calculer les

angles associés. Chacun de ces angles est une variable angulaire, défini mod

27r et décrivant le cycle de base correspondant proportionnellement au flot de

son action. Cela fournit une méthode directe pour calculer les angles. Cette
méthode était déjà utilisée dans [21].
Calculons les champs de nos actions.

L’action Iq est la composante verticale du vecteur moment cinétique. Pour
calculer son champ, passons aux coordonnées cartisiennes. on a

In = X1P2 ~ x2p\-
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Le champ de cette fonction est donné par

(B.13)

D’où

X\ = -x2, X2 = Xi, x3 = 0,

Pl = ~P2, P2=Pl, p3 — 0.

(B-14)

(B.15)

C’est le champ de la rotation 7£3(D). On en déduit que

{7q,D} — 1, {Cî,^} — 0, {/q,/}—0,

= 0, {Içi,Ii} = 0.

(B.16)

(B.17)

Pour calculer le champ de l’action 7W, remarquons que cette action vaut la

norme du vecteur moment cinétique. L’équation

étant invariante par rotation, on peut l’étudier dans un repère particuler dont
la direction de l’axe vertical est confondue avec celle du vecteur du moment

cinétique. D’où, on aura dans ce repère des équations identiques à B. 14, B. 15.

Le champ de /u est donc le champ de la rotation d’angle uj autour du vecteur
moment cinétique. Cela donne

Le champ de l'action 7/ est proportionnel au champ du hamiltonien 77. En

effet, on a

Donc le champ de 7/ s’obtient à partir du champ de 77 en le multipliant par
l’inverse de la fréquence n. D’où

(B.18)

= 0, {/k,,w} = l, {C, 0 = 0,

{lu, h} = 0, {In, h}= 0.

(B. 19)

(B.20)

(B.21)

Cela donne

d H = nd Ii. (B.22)

= 0, {/,,ü,} = 0,

{h, In} = 0, {h, lu) = 0.

(B.23)

(B.24)
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V

Les équations en B.17, B.20, B.24 sont une conséquence du fait que Ii,Iu,Iq

sont un système des variables d'actions.

Notons des angles correspondant aux actions Ii,Iu et 7fi par <!>/, et

La forme symplectique s’écrit

o — dli A d$i + dlu A (1$^ 4- dlçi A d$Q. (B.25)

D’après la définition des variables action-angles, On a

{In,$n} = 1. (B.26)

Cette équation, comparée à la première de B. 16, donne

— D + Do? (B.27)

avec Q0 est une fonction des actions et des deux angles uj et /. D’après la

définition des variables action-angles, On a aussi

{/w,*n} = 0, {Ii,$n} = 0. (B.28)

L’équation B.27 et ces deux équations, comparées à la première équation de

B. 19 et à la première équation de B.23, donnent

R,, no} = 0, {7,,ft0} = 0. (B.29)

Cela montre que D0 ne dépend pas de uj ni de l. C’est-à-dire que 7^ ne dépend
que des actions.

= Q + D0(7). (B.30)

Un raisonnement identique donne

4C = u + cjo(7), (B.31)

= / + lo(I). (B.32)

Remplaçons dans la formule B.25, on trouve

g = dp A dr = gd + do, (B.33)

avec

gd = d Ii f\ dl + d. Iu/\ dud, In/\ dQ (B.34)

gq = dli A dlo + dlu A duo + dln A dQo. (B.35)

La 2-forme Go ne dépendant pas des angles /, lj et D, elle est connue par sa
restriction sur la sous-variété définie par

Z = u = fi = 0.
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La restriction de ae> sur cette sous-variété est clairement nulle. Calculons la

restriction de dpAdr sur cette sous-variété. Sur cette sous-variété, le vecteur

f vit sur l’axe Ox\ et le vecteur p est perpendiculaire à l’axe Ox\. D’où la

restriction de dp A dr sur cette sous-variété est nulle. On en déduit que

a0 = 0. (B.37)

Cela montre d’une part que

o — dp A dr = (jp. (B.38)

et d’autre part que les angles possibles sont donnés par

oli
(B.39)

— U + O T ,
Olu

(B.40)

— D + .
Olçi

(B.41)

<ï> étant une fonction régulière quelconque des actions.
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Conclusion

Notre lemme, qui généralise la résonance d’Herman, donne des relations

algébriques entre les coefficients du développement du hamiltonien séculaire à

tous les ordres. L’interprétation dynamique de ces relations à l’ordre deux est

la résonance d’Herman. On n’a pas trouvé d’interprétation dynamique pour
ces relations, aux ordres supérieurs. Il est important de diriger la recherche
de ce côté.

On a trouvé d’autres relations entre les coefficients de notre développement.
Ces relations demeurent, jusqu’à présent, sans démonstrations. Il est indis

pensables de chercher à démontrer ces relations et peut être trouver des liens

avec notre lemme. L’interprétation dynamique de ces relations sera aussi à
étudier.

Certaines des variables utilisées ou construites dans ce travail ont des car

actéristiques très intéressantes. Il est important de les exploiter dans d’autres

problèmes. Les variables de Souriau sont très utiles quand on est à la recherche

des propriétés globales et les variables sc et gc sont à conseiller pour traiter

les aspects techniques. Les familles SO (3)-invariantes et 0(3)-invariantes
réduisent considérablement la taille des développements.
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Récapitulatif des familles des
variables et des séries

Définition Partie quadratique Partie quartique
Variables de Souriau

Ce 5 Pc p. 13 p. 38 p. 51
Variables de Poincaré

•Epi yp p. 12 non fournie non fournie

Variables rationnelles

$Cl 9c p. 12 non fournie non fournie

La famille linéaire

Pi Tl» 72} fi, f2 p. 55 p. 56 p. 56

La première famille

quadratique

^1î ^2? Bu B2, C2 p. 57 p. 59 p. 60
La deuxième famille

quadratique

T\,T2, Vi, V2, W2 p. 60 p. 61 p. 61
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