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Introduction

Traditionnellement, on divise le hamiltonien (énergie totale) du probleme
planétaire a n planetes en deux parties. La solution associée a la premiere
partie seule correspond a n mouvements képleriens découplés. Pour des con-
ditions initiales convenables, les planetes parcourent des trajectoires ellip-
tiques autour du Soleil. La deuxieme partie, appelée fonction perturbatrice,
modélise les interactions entre les planetes. En tenant compte de la pertur-
bation, la solution elliptique devient une premieére approximation. On in-
troduit classiquement plusieurs développements de la fonction perturbatrice.
Ces développements sont un tres vieux sujet, dont il est hors de question de
retracer ici I’histoire. La partie “séculaire au premier ordre des masses” de ce
développement joue un role tres important depuis le début de la mécanique
céleste, et est liée a la question de la moyennisation. Toutes ces choses ont
été tres étudiées (Euler, Lagrange, Laplace, ...), mais certaines relations entre
les coefficients n’ont pas été examinées; elles sont pourtant la cause d’une
résonance remarquée par Herman.

Dans ce travail, on s’intéresse, entre autres choses, aux relations entre les coef-
ficients du développement du hamiltonien séculaire dans le probleme a deux
planétes. Ce hamiltonien s’obtient en moyennisant 'inverse de la distance
entre les deux planetes le long des orbites elliptiques, solution du probléme
non-perturbé. La plupart de ces relations proviennent de l’invariance de la
distance entre les deux planetes sous l'action du groupe O(3). Elles sont
donc vérifiées pour une fonction, plus générale que le hamiltonien séculaire,
obtenue en remplacant dans notre hamiltonien 'inverse de la distance entre
planétaire par une puissance quelconque 2y de cette distance. Quand v = —%,
on obtient notre hamiltonien séculaire ordinaire que nous disons newtonien.
D’autres relations, vérifiées pour le hamiltonien séculaire “newtonien”, ne
sont pas vérifiées pour le hamiltonien séculaire généralisé. Par conséquent,
ces relations ne sont pas dues aux symétries. Elles sont tres difficiles a trou-

ver. La résonance d’Herman fait partie de ces relations.



Les coefficients du développement dépendent des variables utilisées. Le choix
des variables peut servir a simplifier les relations entre les coefficients. Le pre-
mier chapitre est consacré a ce sujet. Il contient un exposé sur le probleme
de Kepler, dans lequel on donne différents systemes de variables capables de
repérer une ellipse. Le principale originalité de ce chapitre est 'introduction
des variables de Souriau, des variables s., g. et de la symétrie galoisienne.
L’utilisation nouvelle de cette symétrie, dans le probleme séculaire, est tres
intéressante. On donne dans ce chapitre les expressions du vecteur position et
du vecteur vitesse de la planéte képlerienne en fonction des variables s, g. et
la longitude excentrique. On remarque la ressemblance entre les variables s,
g. et celles de Poincaré. L’avantage des variables s, g. est que I’expression du
vecteur position et du vecteur vitesse de la planete képlerienne est rationnelle
dans ces variables. Ce n’est pas le cas avec les variables de Poincaré.

Dans un systeme planétaire le point circulaire non incliné (les planetes par-
courent, dans le méme sens, des cercles situés dans le plan de référence) a un
intérét particulier. Les planetes vivent normalement dans son voisinage. Le
deuxiéme chapitre contient un exposé sur les techniques du développement
du hamiltonien séculaire du premier ordre des masses planétaires, au voisi-
nage de ce point. Les techniques de développement se sont perfectionnées
au cours du temps. Citons ici les travaux de Poincaré [8], qui ont donné un
grand nombre de propriétés de la fonction perturbatrice. Ces travaux ne nous
ont pas paru utilisables. Nous avons largement utilisé les sources classiques
et les travaux récents de Laskar et Robutel [10], mais nos variables préférées
different de ces sources. On préfere utiliser les variables s, g. ou celles de
Souriau. Les principales originalités de ce chapitre sont : la démonstration
de l’analyticité du hamiltonien séculaire dans nos variables préférées et 1’ap-
plication de certaines symétries au hamiltonien séculaire.

Il v a quelques années, M. Herman a signalé une nouvelle résonance du
systeme séculaire, au voisinage du point circulaire non incliné, qu'on peut
qualifier de mystérieuse, sauvage, ... Elle ne dépend pas des parametres
(masses et demi-grands axes). Dans cette these, on ’appelle “la résonance
d’Herman”. L'un des premiers objectifs de cette étude sera d’expliquer cette
résonance. C’est 'objet du troisieme chapitre. On établira une propriété
géométrique simple liée & notre hamiltonien. Elle fournit des relations en-
tre les coefficients du développement du hamiltonien séculaire (y = —3) &
tous les ordres. L’interprétation de ces relations, dans la partie quadratique

uniquement, implique la résonance.
Dans le quatriéme chapitre, on établira un théoreme permettant de com-
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prendre d’autres relations entre les coefficients de notre développement aux
ordres supérieurs. Ce théoreme est valable pour la fonction perturbatrice
généralisée. Sur le développement du hamiltonien séculaire, on constate 1'ex-
istence d’autres relations, qui commencent a I'ordre quatre. Ces relations ne
sont pas vérifiées pour la fonction perturbatrice généralisée. On construira
une conjecture permettant de les expliquer. On vérifie, par calcul effectué a
I’aide d’ordinateurs, sa validité jusqu’a ’ordre dix. Cette conjecture demeure
jusqu’a présent sans démonstration (ni rejet).

Le cinquieme chapitre sera consacré aux différentes réductions possibles du
systeme séculaire. On donnera des systemes de variables SO(3)-invariantes
ou O(3)-invariantes. On établira la théorie et la technique permettant de
développer le hamiltonien dans ces variables. La plupart de ces systemes sont
quadratiques par rapport aux variables “usuelles” (d’ordre un par rapport
aux excentricités et inclinaisons). Cela permet de condenser considérablement
le développement. Un intérét technique de ces variables est que 'algorithme,
qui donne le développement dans ces variables et puis convertira dans des
variables dites “usuelles”, parait plus rapide qu’un autre développant directe-
ment dans les variables “usuelles”.
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Chapitre 1

Probleme de deux corps

Au début de XVII® siecle, Kepler décrit le mouvement des planetes dans un
systeme héliocentrique [20]. D’apres ses travaux, les planetes parcourent des
ellipses bien définies dans ’espace ayant le Soleil pour foyer. Ce résultat,
d’apres la mécanique newtonienne, n’était valable que dans le cas ou le
Systeme solaire se composait du Soleil et d’une seule planete, et était isolé.
Dans le cas général, les trajectoires elliptiques ne sont qu’une approximation.
En effet, chacune des planetes, sous l'influence dominante du Soleil (due a sa
forte masse) subit un mouvement képlerien. Les influences mutuelles entre les
planetes produisent des faibles perturbations qui modifient continuellement
les constantes des mouvements képleriens. Cela construit le fondement des
méthodes perturbatrices modernes de la théorie planétaire.

Dans ce chapitre, on donne un exposé du probleme de Kepler [16], afin de con-
struire et d’étudier les constantes du mouvement képlerien, qui nous serviront
a aborder le probleme planétaire des trois corps (ou deux des trois masses
sont tres petites devant la troisieme). La principale originalité est l'intro-
duction des vecteurs de Souriau §1.8 et de la symétrie galoisienne §1.9. Le
caractere symétrique des variables de Souriau facilite I’étude des relations
entre les coefficients du hamiltonien séculaire §2.4.2. La symétrie galoisienne
fournit un opérateur, défini sur les éléments elliptique, qui laisse le mouve-
ment képlerien invariant.

Soient O et A deux corps, dans un espace galiléen de dimension trois, de
masses respectives my et m;. Soit

7=0AcR®

le vecteur reliant ces deux corps. D’apres la loi de Newton, le vecteur 7 doit
satisfaire a I’équation différentielle

—

.;‘ 7'
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avec p = G(mg +m,). La constante G est la constante de gravitation uni-
verselle et 7 la norme de 7 (tout au long de cette theése les vecteurs seront
notés avec des fleches, et leurs normes sans fleches, les points désignant la
dérivation par rapport au temps.)

Notre probleme est donc équivalent au probleme du centre fixe O de masse
mo +my autour duquel gravite un point A du vecteur-position 7 et de masse
quelconque notée (3. En effet 'équation différentielle de ce probleme est aussi
Péquation 1.1, quelle que soit la valeur de (. Le fait que (3 ne figure pas
dans ’équation 1.1 implique que le mouvement du point A ne doit pas en
dépendre. Pour des raisons techniques concernant le probleme des trois corps,
on préférera étudier ce probleme dit “du centre fixe” a la place du probléme
des deux corps.

1.1 Probleme du centre fixe

Munissons notre espace euclidien de dimension 3, contenant les points O et
A, d’un repere direct orthonormé d’axes Oz,z2x3 . Cela permet de I'identifier
2 R®. Le champ de forces que subit le point A, dérive du potentiel

KB

T

V =

appelé potentiel newtonien. L’énergie cinétique est donnée, naturellement,
par la formule

r-F
26

Le vecteur j est le vecteur quantité de mouvement. Il est donné par
p = pr.

Le hamiltonien, qui est la somme de V' et T', est donné par

_P”
He=gs- 0 (1.2)

Les équations différentielles de Hamilton, équations différentielles d’ordre 1
équivalentes & ’équation 1.1 d’ordre 2, sont

= O0H _p
F= as=x, 1.3
. 8H T

2



Soit la forme symplectique
o =dpAdr=dp, Adz, + dps A dzy + dps A dzs, (1.5)

ou le symbole A désigne le produit tensoriel antisymétrique. Soit aussi ¥ =
(7, P) un élément de I’espace des phases

E=R>x (R*)*=R>xR?,

(I'identification de R® & son dual (R*)* vient de la métrique euclidienne). Les
équations de Hamilton s’écrivent sous la forme

o-X=dH. (1.6)

Le point dans le premier membre désigne le produit tensoriel contracté.

1.2 Intégrales premieres et résolution

Hors I'intégrale d’énergie H, on dispose de deux intégrales premieres vecto-
rielles, le vecteur du moment cinétique

C=FAp (1.7)

et le vecteur d’excentricité, connu sous le nom “vecteur de Laplace”

= 1 . . T

Ces deux vecteurs sont orthogonaux, car le vecteur C' est perpendiculaire aux
deux vecteurs A (7'A p) et 7.
Restreignons-nous au cas ou

C+#0 et H<O.

La condition C # 0 exclut le mouvement rectiligne tandis que la condition
H < 0 est équivalente a l'inégalité

L<1 (1.9)

En effet, le carré scalaire de L est

1
12 3

2

=
pprr

(p°C?) — C?*+1,




o 202
=y
D’apres 1.7, le vecteur 7 est toujours perpendlculalre a C. 1l en découle que
le mouvement du point A est plan. Ce plan contient L et est perpendiculaire
aC.L équation 1.8 donne
- C?
¥ .L= > T.
s,
Le point dans le premier membre désigne le produit scalaire. Notons v ’angle
entre L et 7 (angle qu’on appelle “I’anomalie vraie”). La relation précédente

devient )

rL cosw = W_T; (1.10)
CQ
~ 1B+ Lcosv)
Le point A parcourt donc une ellipse dont 'un des foyers est le point O.

Le vecteur L est porté par ’axe principal de Dellipse, dirigé du foyer vers le
périhélie. L’excentricité et le demi-grand axe de l’ellipse sont donnés par

d’ol
(1.11)

e = L (1.12)
C2
D’ou
L = e (1.14)
C = pByua(l—e?). (1.15)

1.2.1 L’équation de Kepler

Pour compléter la résolution, il ne reste qu’a trouver I’équation du temps;
c’est a dire I’équation qui permet de déterminer la position du point mobile
sur son orbite & tout instant. La formule 1.7 donne

e

Le premier membre de cette relation est le différentiel de I’aire balayée par
le rayon vecteur du point A et le coefficient de dt dans le deuxiéme membre

4



est constant au cours du temps, d’ou la propriété :

’aire balayée par le rayon vecteur du point A, quand il parcourt une partie
de son orbite est proportionnelle au temps nécessaire.

En intégrant 1.16 le long de l'ellipse, 'intégrale du premier membre donne

I’aire de I’ellipse, qui vaut
7 a’V1 — €2,
tandis que celle du deuxieme donne

1
26

i (1.17)
T =214 —. 1.1
1

La derniere équation et la propriété précédente suffisent pour déterminer la
position du point A sur son orbite. Avec ce dernier point, le probleme du
centre fixe, et par conséquent le probleme des deux corps, est compléetement
résolu. Pour mettre cette solution sous forme plus explicite, introduisons
d’abord les dénominations astronomiques suivantes[19] : On appelle “anoma-
lie excentrique”, notée u, I’angle que fait le vecteur (ﬁ avec L (voir la figure
ci-apres), “anomalie moyenne”, notée [, ’angle proportionnel au temps qui
vaut zéro modulo 27 au périhélie. Dans le cas ou le mouvement se fait dans
le sens direct, on aura

Cr,

7 est la période. D’ou

L=n(t—to), (1.18)

ol ty est 'instant de passage au périhélie et

2T m
= —=4/—= 1.19
n=—=45 (1.19)

est la fréquence. D’ol, l'aire de la région OO, A, balayée par @i entre 'in-
stant ¢y et I'instant ¢ (le bord Oy A est 'arc de ’ellipse), noté A, est donnée
par

1
A= 2L7ra2\/1 —e?2]= §a2\/1 —e?l. (1.20)
T

Notons B l'aire de la région DO,B (le bord O,B est 'arc du cercle). Cette
aire vaut la différence entre l'aire du secteur circulaire O,0;B et celle du
triangle O; DB, rectangle en D. C’est-a-dire,

1 1} 1
B = §a2u = aeasinu = §a2(u — sinu). (1.21)



Lu v
0, 0

O,

Le fait que 'ellipse s’obtienne & partir de son cercle principal par affinité du
rapport V1 — €2, implique que

A=BV1-eé (1.22)

D’ou l'équation,
| =u—esinu, (1.23)

qu’on appelle ’équation de Kepler.

1.3 Eléments osculateurs

Dans le repere Oz,zo73, donner la position et la vitesse du point A est
équivalent & donner l'ellipse que parcourt ce point, I'une de ses anomalies
(vraie, excentrique ou moyenne) et le sens du mouvement. En effet, donner
Iellipse et une anomalie, revient a donner la position du point et son vecteur
vitesse au signe pres. Le sens de ce vecteur est le sens du mouvement. Cher-
chons maintenant des parametres pour déterminer I'ellipse, la position du
point A sur Dellipse en fonction du temps et le sens du mouvement. Les as-
tronomes utilisent souvent la terminologie suivante :

6



soit OX1X,X3 le repere orthonormé direct lié a ’ellipse tel que les axes OX;
et OXj3 soient confondus respectivement a L et C et aient les mémes sens
qu’eux. Soit OD I'axe, appelé I'axe du nceud ascendant, situé dans l'intersec-
tion des deux plans Oz x5 et OX; X, de telle sorte que le repere Ox3 X3 D soit
direct. Notons w 'angle (OD,0X}). On appelle 'angle (Ozx3, OX3), noté 6
“Inclinaison”, 'angle (Ox1,0D), noté Q, “longitude du nceud ascendant”, la
somme w = 2+ w, “longitude du périhélie”, la somme © = w + v “longitude
vraie”, la somme @ = w + u "longitude excentrique” et la somme [=w+1
“longitude moyenne”.
Les variables a, e, ¢, {2, w avec I’'une des anomalies sont appelés “éléments os-
culateurs”. Avec ces éléments et selon la convention du nceud ascendant, on
est capable de déterminer la position et la vitesse du point A. Les anomalies
et 'angle w deviennent indéterminés quand l’excentricité de ’ellipse s’an-
nule, alors que les différentes longitudes restent définies. C’est pourquoi I'on
préfere le systeme composé des variables a, e, 9,2, w et I'une des longitudes
du point A. Dans la suite de ce paragraphe on donne les relations qui relient
ces éléments avec les coordonnées cartésiennes de 7, 7 et la quantité

by — d%l;: 1 —ecosu, (1.24)
appelée poids, qui joue un réle important dans le calcul du hamiltonien
séculaire.
Constatons d’abord que

X = rcosv=a(cosu— e), (1.25)
Y = rsinv=aVv1-—e?sinu, (1.26)
Z = 0. (1.27)
D’ou
r=a(l —ecosu) = al,. (1.28)

D’apres les équations 1.18, 1.23 et 1.7, on trouve :

| = n, (1.29)
; L (1.30)
U = — :
r 2
pa(l—e?)
v = = (1.31)
D’ou
. an . an .
& = ——1_—281111): “‘m&San, (132)



Y = i (e + cosv) = " /T-ecosu, (1.33)
Z = 0. (1.34)
Ces équations donnent
pt= gL -b)

r a
Enfin, le hamiltonien devient

H=——. 1.
o0 (1.35)

Pour calculer les coordonnées des vecteurs 7, 7 dans le repere Ozyz273, il
suffit de remarquer la formule :

T I X X
vy ¥ | =Rs(QR1(O)Rs(w) | ¥ Yo, (1.36)
Z z Z 7

avec Ri(f) est la matrice de rotation principale autour de 'axe numéro k
d’angle 6.

1.4 Variables action-angles de Delaunay

Ce sont des variables classiques du probléme de Kepler. Leur avantage est qu’
elles sont des variables action-angles de ce probleme. Ce qui nous intéresse
dans ces variables est que la forme symplectique séculaire s’obtient facilement
dans ces variables. Elles sont les six variables suivantes :

les trois angles [, w, €2, et les trois quantités

I, = By/ua, (1.37)
I, = Bua(l—e?), (1.38)
In = By/pa(l—e?)cosé, (1.39)

appelées les actions de Delaunay. En exprimant le hamiltonien et la forme
symplectique en fonction de ces variables, on trouve

N2ﬂ3
27
c=dlANdl+dI,Ndw+dIgNdSQ. (1.41)

Ces sont des variables action-angles selon le sens du théoreme du Liouville
[17]. Dans l’annexe (B), on consacre un exposé a ces variables, dans lequel,
on propose une nouvelle méthode pour démontrer la formule 1.41.

H=- (1.40)

8



1.5 Les expressions de 7 et de [, en utilisant
I’unité complexe

L’utilisation des nombres complexes sert a faciliter les calculs et rendre les ex-

pressions plus simples. Un vecteur quelconque de notre espace comme 7 a trois

composantes réelles : r1, ro, 3. Un tel vecteur sera représenté par sa troisieme

composante et un nombre complexe, qui regroupe les deux premieres com-
posantes, qu’on note en mettant ¢ en indice :

Te = T1 4+ 179,

¢ étant I'unité imaginaire. En injectant 1.25, 1.26 et 1.27 dans 1.36, on trouve

re = %{[(1 +c0s6)(14+ V1 —e?) + (1 —cosd)(1 — V1 — e2)e?™)i]elt
+[(1 4+ cosd)(1 — V1 —€2)e?@ i + (1 — cos §)(1 + V1 — e2)e*¥ e~
—2e[(1 + cos6)e®" + (1 — cos §)e®? =)}, (1.42)
ry = %{[(1 — V1 —€2)e@ )i _ (1 4+ /1 — e2)e %]l
+[(1 4+ V1 — e2)e? — (1 — V1 — e2)e(-2m)i]e
—2¢[e ™)t — ¢~ (==)%)]] {5in g, (1.43)
l, = 1- %e[e(ﬁ'w)i el (1.44)

Attention a la différence entre e, qui désigne le nombre d'Euler, et e représentant
I’excentricité de l'ellipse.

1.6 Variables associées aux vecteurs d’excen-
tricité et de moment cinétique normalisé

Soit le vecteur du moment cinétique normalisé,

—

C
Vi

Il est clair que donner une ellipse orientée, ayant l’origine pour foyer, est
équivalent a donner son demi-grand axe et les deux vecteurs S et L. Chacun
de ces deux vecteurs ayant trois cordonnées réelles, I’ellipse est donc donnée
par sept variables, quand il n’en faut que cinq indépendantes. La variable a

§= (1.45)
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étant indépendante de S et de L, on doit avoir deux relations entre ces deux
vecteurs. En effet, on a

S+ I = 1, (1.46)

S.L =0 (1.47)

On va repérer nos ellipses par les variables a, S., L. (Rappelons-le, I'indice
c désigne 'affixe de la projection dans le plan de référence). Cherchons a
exprimer les quantités r., 73, [, en fonction de ces variables. Pour ce faire, on
commence d’abord par exprimer les quantités e, §,e??, e®¢ dans S, L et puis
on injecte dans 1.42, 1.43 et 1.44. On a

e = L, (1.48)
Vi—e?2 = §, (1.49)
Ss
by = —, 1.50
oS 5 ( )
: | S|
§ & 5 1-51
sin 5 (1.51)
En projetant S sur le plan horizontal, on trouve
;8
Q1 c - =
o — . (1.52)
|Sel

Il ne reste qu’exprimer e®® dans ces variables. En projetant L sur le plan
horizontal, on aura

. I,
(14 cosd)e®t + (1 — cos§)e®r=)i = 2f.

En substituant cosd et e®? par leurs valeurs, données plus haut, la formule
précédente devient

(L(S + S3)e™* — S L.)? = S2L% + [*S2. (1.53)
En utilisant les formules

5% = 5.5.+57, (1.54)
I? = LI L% (1.55)

et les formules 1.46, 1.47, qui s’écrivent

S?4+ L% =
SeLe+ S.Lo+2L3S; = 0, (1.57)

—
—
ot
D

S
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la relation 1.53, devient
(L(S + S3)e®* — S L.)? = (SsL, — L3S.)2 (1.58)

Au voisinage de 'orbite circulaire et horizontale, les deux quantités L(S +
S3)e®? — S L., S3L. + L3S, sont au voisinage de L.. Donc la formule 1.58
donne

L(S + 53)GWi — S Lc = S3LC — L3Sc,

ou " P
wi __ _ 3
v = L(Lc —S+Sgsc)' (1.59)
En injectant dans les relations 1.42,1.43,1.44, on trouve
r. = 9_[((1+S)(S+53) _ Sgég )eﬁi
© 4 S S(1+S)(S+S;)
S(1+59) S(S +S3)
(S + S3)G. S2G.
— — 15
A - ) (1.60)
a., S.G? (1+85)S. ai
o= ~1ilGarg s )°
+( SaG2 N (1 +S)Sc)e—m
S(1+59) S
_QSCGC + SCGC]’ (1.61)
S
L = 1—%(Gceﬂi+cce-ﬂi), (1.62)
avec 5
=L, — —_8.,. .
G, S 535 (1.63)
Remarque 1. D’apres 1.59, on a
G.= Le™". (1.64)

Les formules précédentes contiennent, en plus des variables S,, L. les quan-
tités S, L, S3, L3. Ces quantités doivent étre regardées comme des fonctions
des variables S, L.. On peut obtenir ces fonctions en résolvant le systéme
composé des équations 1.54, 1.55, 1.56, 1.57. Dans le cas ou

Ss+ Lz > 0, (165)
S3—L3 > 0, (166)
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on trouve

1

53 = 5(61—*‘62),
1

L3 = 5(61—62),

1 = =
S = %\/17+SCSC_LCLC+61627

il = =
L = %ﬁ— 8.8, + Lolo = &1,

avec

o = yl=88 =Ll —8E.—~5L,
&5 = A= BE Bl ST 4B Ee,

On peut alléger nos formules en faisant le changement de variables

S, = Se
c S+ S;3
% = TRg

En effet, les formules donnant la position et le poids deviennent
re = a f[(1 — s2G.2)e™ + (g2 — sc2)e™ — 2(ge — 5c°Ge)),
r3 = —a f[(5c0c° + Se)et + (5egc® + sc)e ™™t — 2(8ege + 8cdc)]s
l, =

_ g6t + g9,
T g e o)

avec
1

f= (14 sce)(1 + gcde)

1.7 Variables de Poincaré

Ces sont les variables [10]

Tp = \/.71\/1—\/1—6%'“,
Yp = \/T[\/\/l—eQ(l—cosé)em.

En convertissant dans les variables données plus haut, on trouve

G.
w = iy
w = Vst

(1.67)
(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.79)
(1.80)

(1.81)

(1.82)



Remarquons la ressemblance avec les formules 1.73, 1.74

1.8 Variables de Souriau

Soit les deux vecteurs

+ (1.83)

, (1.84)

= J‘nl
Uy Uy

E
z
les deux relations 1.46, 1.47 entre S et L prennent la forme simple suivante

1]l = 1, 7 = 1. (1.85)

Ces deux vecteurs sont dus & Souriau [3]. Les relations 1.85 lui ont permis
de conclure que I’ensemble des ellipses, a foyer et demi-grand axe fixés, est
équivalent au produit de deux spheres : S? x S?. On peut exprimer le vecteur
7 et le poids [, en fonction de ces variables en utilisant les relations

§3 = m (1.86)
mo= 1- ek, (1.87)
S = gle+m) (1.88)
Lo = 3, (1.89
S = (e +m), (1.90)
Ly = 3(&-m) (1.9

Dans le probleme planétaire, on s’intéresse particulierement au point circu-
laire plan (I'ellipse est un cercle situé dans le plan de référence). En fait,
quand l'orbite est circulaire, on aura

-

L =0,

et par conséquent

§=17=25,
et quand l'orbite est situé dans le plan de référence, le vecteur S devient
vertical, et par conséquent, f et 17 deviennent symétriques entre eux par
rapport & Ozs. On aura

gc = —T.
Au point circulaire plan, les deux vecteurs £ et 77 sont verticaux. On aura

§c:nc:0-
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1.9 Symétrie galoisienne

Revenons a la lois de Newton, donnée par la formule 1.1.

—

. T
T:_'U_B

La quantité r, qui est la racine carrée de 7 2, peut étre remplacée par +r.
Au signe + correspond la dynamique attractive, dans laquelle est situé notre
probleme. Quand on donne a r le signe —, on aurait la dynamique répulsive.
Dans ce cas si I’on change aussi le signe de p, notre équation reste invariante.
On va construire un opérateur, noté v, qui fait cette symétrie. Cet opérateur
envoie p sur —ju et r sur —r sans toucher a la dynamique (7, 7, le hamil-
tonien et la forme symplectique sont invariants). D’apres 1.8, le vecteur L
sera envoyé sur =5 L’équation 1.10 montre que cet opérateur ajoute 7 aux
anomalies et ’équation 1.13 montre que ¥ fait passer a & —a. Plus formelle-
ment, on définit cet opérateur par

w(ﬁaﬂ,avgﬁ)ﬂ) :(/B, _uv_aaﬁvéﬁ-‘*_w)' (192)

Autrement dit, cet opérateur a pour effet de changer  en —u et a en —a,
d’ajouter 7 a I’anomalie excentrique et de permuter & et 7.

Proposition 1. Les quantités 7 et l, en tant que fonctions des variables :
a, &, 1 et 4, sont invariantes sous l’action de 1.

Démonstration.

On va appliquer cet opérateur aux formules 1.75, 1.76 et 1.77. Remar-
quons d’abord que les quantités § et p ne figurent pas dans ces formules, et
que permuter § et 77 est équivalent a conserver S et remplacer 1; par b,
D’apres 1.73 et 1.74, cela revient & conserver s, et changer g. en —g.. D’ou
notre énoncé, qui est équivalent aux relations :

re(—a, S¢, —ge, W+ 7m) = rc(a,Se, ge, ), (1.93)
7'3(—(1, Se, —'gmﬁ’_*_ﬂ-) = T3(a,5c,gc,’&), (194)
lu(_aa Se, _gcv'&'f'ﬂ') = lu(a) scagca'&)- (195)

Ces relations sont vérifiables directement dans 1.75, 1.76 et 1.77. ©®
En dérivant les relations 1.75, 1.76 par rapport au temps, on trouve

= fre=afn 101 - 52026 — (o2 = s, (1.96)

p3 = Pr3=—afn li[(scgc? St S_C)em - (S—cgc2 = SC)e—M]’ (1'97)
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n et f sont donnés respectivement par 1.19 et 1.78.

Proposition 2. La quantité p en tant que fonctions des variables : 3, i, a, 5, 7
et u, est invariante sous l'action de 1.

Démonstration.

L’action de 7 sur p est équivalente aux relation :

pc(ﬁ) —HK, —a, SC,_gc,’&‘}'ﬂ') — pc(/B) M, a, Se, gc’a)a (198)
p3(ﬁ)—ua_a’ Ses —gca,&_i_ﬂ-) = p3(/8) H,Q, Se, gcvﬂ’)' (199)

Ces relations sont vérifiables directement dans 1.96 et 1.97.0

Corollaire. La forme symplectique

—

g =dgAdr

est invariante sous l’action de 1.

Remarque 2. D’aprés 1.81 et 1.82, l'opérateur v envoie Tp & —Zp et la
variable y, a elle méme.

Cet opérateur donne des relations entre les coefficients du développement
du hamiltonien séculaire. Nous l'utilisons dans le troisieme et le quatrieme
chapitres.
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Chapitre 2

Systeme séculaire

C’est le systeme que 1'on obtient en remplagant le hamiltonien du probléeme
planétaire par sa moyenne par rapport aux anomalies moyennes (angles rapi-
des). Cela permet de se débarrasser des variations & courte période des
éléments des orbites et de ne tenir compte que des variations a longue période,
dites séculaires. Les résonances en longitude moyenne peuvent rendre cette
approximation mauvaise [18].

Dans ce chapitre, on définit ce systeme dans des coordonnées héliocentriques,
On démontre 'analyticité du hamiltonien séculaire, au voisinage du point
circulaire non incliné (le point de notre espace des phases ou les planetes
parcourent, dans le méme sens, des cercles situés dans le plan de référence),
dans différentes familles des variables, décrites dans le premier chapitre et on
expose la méthode adaptée pour réaliser le développement de notre hamil-
tonien, au voisinage du point en question. On étudie, a la fin de ce chapitre,
les propiétés de ce développement, dues aux symétries du probleme. Cela
fournit les outils que nous utilisons dans les chapitres suivants.

Soient O un corps de masse importante mg (le Soleil), A;, Ay deux petits
corps (planetes) de masses respectives m;,my. Dans un référentiel inertiel
(lié au centre de masses par exemple), les équations du mouvement sont

= Gmgm 5 = Gmom 5 =
moRy = __‘—0_‘1_3.(}{1 — RO) + _.—0_.2—3(R? - RO), (21)
IRy — Rol| | R2 — Rol|
- Gmgm 5 o Gmim £ 8
mlRl — —““:——%(Rl —R0)+_.—1_.2—3(R2_R1), (22)
|R: — Rol| | R — Ryl
o Gmom - — Gmim = =
m2R2 — _—:—L_‘Z—g( Q—Ro)— -.—1-.23(R?_R1)7 (23)
| Rz — Roll 172 = Bl

ol ﬁg, ﬁl, R, sont les vecteurs position respectifs des points O, A1, A,. Notons

B.o=mR k=0,1,2, (2.4)
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les quantités de mouvement respectives des corps O, Ay, A;. On constate que

2 .
Donc la somme Y. P est une constante. Choisissons le référentiel inertiel de
k=0
telle sorte que son origine soit le barycentre des trois corps. On aura

2
kaRk = 0, (25)
k=0
2 —
> B = @ (2.6)
k=0

Dans ces variables, le hamiltonien et la forme symplectique s’écrivent

2 p2
H =Y. 3 _Gmgmy (2.7)

k=0 Mk 2515k>0 ||ﬁl — Ryl

2
g = ZdeAde- (28)
k=0

2.1 Coordonnées héliocentriques

Effectuons le changement des variables

7o = Ry, (2.9)
7 B, = R, (2.10)
7 = Ry, — Ro. (2.11)

En injectant ces formules dans la forme symplectique, on trouve

2
o= P) Ao+ PIATL+ P, AT, (2.12)
k=0

Cela montre que les variables

o = Y P (2.13)
k=0

ﬁl = Pla (214)

P2 = P, (2.15)

sont des conjuguées canoniques des variables 7, 71, 7. Ces nouvelles variables
sont appelées les variables héliocentriques. Elles sont dues & Poincaré [6].
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2.2 Réduction du centre de masses

C’est une réduction classique du probléeme planétaire. On 'effectue en util-
isant les deux relations 2.5, 2.6, qui s’écrivent

FO - _ miTy + Mota ’ (216)
mo + My + Mo
P = O. (2.17)

Ces relations permettent d’enlever les deux variables 7, iy et, par conséquent,
de réduire le systeme de trois degré de liberté. Le hamiltonien devient [10]

H = Hy + H,, (2.18)
avec
2
Hy = Y Hu, (2.19)
k=1
_Q
Pk Kk B
Hy = — — 2.20
ok 20 Tk (E:20)
momy
= — " 2.21
B mo + my’ ( )
He = G(mo + mk), k=1,2 (222)
et

—

D1 Do _ Gmimy
mo |75 — 71|

H; =

(2.23)

D’apres 2.12, la forme symplectique, exprimée dans les nouvelles variables,
prend la forme
0 = 01+ 09, (224)

avec
O'k:'-dﬁk/\d’l_"k, k:1,2 (225)
2.3 Solution approchée

Notons E 'espace de phases de notre probleme apres la réduction du centre
de masses. On peut mettre cet espace sous la forme

E =E; x E,,

ou

Ey = {(7x.0x)/Tx e R P e R*}=R*x R3, k=1,2.
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Dans la suite, on va confondre, par abus de notation, les éléments de E; et
de E5 a leurs relevés dans E. Soit ¥ un élément de E tel que

X = X1+ X, (2.26)
avec
Xk = (Tk, Pk) € Ex. (2.27)

L’équation du mouvement s’écrit
o-X = dH, + dH,, (2.28)

ou
(0’1 +O’2)()Zl +)_(‘2) =dH01+dH02+de. (229)

La partie H, du hamiltonien est petite de l'ordre des masses planétaires
devant Hy. En faisant abstraction de H,, I’équation 2.29 devient

0'1)?1 + 0’2)_(;2 = dH01 + ngQ. (230)

Les quantités d’indice k dans cette équation ne dépendent que des variables
concernant le corps k&, k£ = 1,2. Cela permet d’en déduire les deux équations
suivantes

015(:'1 = dHqy, (2.31)
0'2)_(‘2 = dHOQ. (232)

Chacune de ces équations présente un probléme de Kepler (voir premier
chapitre). En imposant les conditions d’énergies négatives et des mouvements
cinétiques non nuls, la solution de chacune de ces deux équations sera ellip-
tique. Aussi peut-on profiter des formules du premier chapitre. Le numéro du
corps sera mis en indice. En particulier, les relations 1.75, 1.76, 1.77, donnent

rek = afe[(1— ser’gor2)e™t + (gep? — Sex2)e U
~2(gek — Sck”Gek)], (2.33)
rak = — frl(SckGor® + Sok)e™ ' + (SorGer” + Scx)e” Uk
—2(SckGek + Scgek)]; (2.34)
1 r L.
lyy = 1 — ———(Gex€™"* + gare™ ™), 2.35
k 1+gckgck(gk Gek ) ( )
avec
1
fr = k=1.2

(1 + SckSer) (1 + gerer)’
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2.4 Systeme séculaire au premier ordre des
masses

Quand on tient compte de H, dans I’équation 2.29, la solution elliptique
associée aux équations 2.31, 2.32 devient une approximation. Les éléments
décrivant les deux ellipses ne sont plus constants. On peut dire, dans ce
cas la, que chacune de deux planetes parcourt une ellipse variant au cours
du temps. Ajoutons a ces éléments deux variables décrivant la position de
chaque planete sur son ellipse, telles les longitudes moyennes e, k =1,2.
Ainsi obtient-on un systeme des variables décrivant I’espace des phases E.
Les variables de Delaunay ou celles de Souriau,

akafckanckaik b= 1’27

sont des telles variables. Exprimons H et o dans des telles variables. Cela
est équivalent a appliquer la méthode de variations des constantes de La-
grange au systeme 2.29. Remplagons, maintenant dans ce systéme le hamil-
tonien H par sa moyenne par rapport aux longitudes moyennes (ou anomalies
moyennes), dit angles rapides. Le probléme associé au hamiltonien moyennisé

1
(27)?

~ 2T 2w PR

A= [ Hdid, (2.36)
o Jo

s’appelle le probléme séculaire du premier ordre des masses (les ordres suiv-
ants s’obtiennent par des procédés de “normalisation”). Le but de cette
moyennisation est de nous débarrasser des angles rapides, et de ne tenir
compte que des variations non-périodiques des éléments orbitaux dits sécu-
laires de premier ordre. Dans la suite, on va utiliser le mot séculaire en
sous-entendant toujours séculaire au premier ordre de masses.

Utilisons, a présent, pour étudier le probléme séculaire, les variables de De-

launay
Ilkalwk7jﬂk,lkrwk>gk7 k= 1727

données dans §1.4. Dans ces variables H, s’écrit

a=— " " Hindi
= — ) 2.37
(27)2 /0 0 e @3]
Il ne dépend pas de [;, ;. Ces deux variables étant ignorées, leurs conjugués
symplectiques 1, I; doivent étre constants. D’ou les demi-grand axes a;, a;
sont constants. Cela nous permet de réduire le probléme séculaire de deux
degrés de liberté. L’espace des phases réduit, noté E, a huit dimensions seule-
ment. C’est ’espace des couples de deux ellipses orientées & demi-grand axes
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constants et & foyer commun fixé. En utilisant les variables de Souriau, on
peut mettre Eg sous la forme

Es = E1 X Eg, (238)
avec

Ea = {(&7) € R® x R¥/||&| = 1, ||| = 1} = $% x S%. (2.39)

2.4.1 Forme symplectique séculaire

Cette forme est, par définition, la restriction de la forme symplectique du
probleme & deux planétes, donnée par 2.24, sur I’espace des phases séculaireE,
donnée par 2.38. Elle s’écrit sous la forme

Os = 051 + 059, (240)

ol o4 est la restriction de oy, donnée par 2.25, sur Ey, défini par 2.39,
k=1, 2

En utilisant les variables de Delaunay, on constate que les quantités Iy,
données dans §1.4 par

Ik = Bk ar, k =1, 2,

sont constantes sur E,x. Donc, la restriction de d Ij; A dl; sur Eg est nulle.
On en déduit que

o =dI g ANdwy, +dIgp NdSl k=1,2. (241)

Dans les variables de Souriau, le calcul de oy est plus difficile. On peut, par
exemple, exprimer les variables de Delaunay en fonction de celles de Souriau,
remplacer dans 2.41, et puis faire les simplifications nécessaires. Cela parait
trop long. Souriau, dans [3], nous donne oy sous la forme

Osk = C(Ufk +0ﬁk) o= 1,2,

ou C est une fonction des masses et des demi-grands axes, g Ok sont
respectivement les formes symplectiques standard des sphéres unitaires S?
de fk et de ﬁk, k= 1,2.
Souriau n’est pas tres précis sur les signes et sur les coefficients. Je pars de
la forme

Osp = Clafk + C2Uﬁ‘k k=12, (242)

et je précise les coefficients C, C, dans la proposition suivante.
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Proposition 3.

1
Ok = -2- ﬁk,/ykak(ogk ~+ Uﬁk) k= 1,2. (2.43)

Démonstration.

Considérons la transformation qui envoie wy sur wy + 7 et conserve les autres
éléments elliptiques (c’est la réflexion par rapport au plan passant par le foyer
O et ayant le vecteur d’excentricité Ly pour normal). D’apres 2.41, la forme
symplectique oy est invariante sous ’action de cette transformation. Cette
transformation conserve le vecteur §k et envoie Ek sur —Ek. On en déduit
que cette transformation permute les deux vecteurs g;c et 7Mx. En appliquant
cette transformation a 2.42, on trouve

€y =0, (2.44)
Notons fk, ; k=1,2,3,4 respectivement les vecteurs
g‘la 771 ) 52, ﬁZ'

Soit Déx I’argument de la projection de Gc dans le plan horizontal et (3; sa
projection sur I’axe vertical. On a

on =dGk Nddg, k=1,2,3,4. (2.45)

Restrignons-nous au cas plan et comparons les deux relations 2.42 et 2.41.
On a

Cldggk/\d(bgk-FCangk/\d(ﬁﬁk =dIl g ANdwr+dIgpNdQy k=1,2. (246)

Dans le cas plan, l'inclinaison est nulle, le vecteur §k est vertical, les vecteurs
de Souriau & et 7, sont symétriques par rapport a Sy et

sk = M3k = Sk (2.47)

On en déduit que

dlx = dlgr=d(Bey e ar(l — €2)) = B/ ik ard Sk

1
= B/ akd Sap = Eﬁk\/ﬂk ard (E3x + Mak), (2.48)
et que
Per = Wk, (2.49)
Gk = Wk + T, (2.50)
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avec i = S + wg. La relation 2.46 donne

(Cl + Cg)d Sk A d oy = Br/ Ik ard Ssp Ndwy k=12 (2.51)
D’ou
Ci + Cy = B/ ax. (2.52)
Notre proposition découle de cette relation et de la relation 2.44. ©
Remarque 3. En convertissant (, et ¢cx dans (e, Co K = 1,2,3,4,, on
trouve

_idCCk A déck

O = —_—
Ck =
24/1 = CarCon

2.4.2 Hamiltonien séculaire

(2.53)

La formule 2.36 donne

e 1 27 27 A
i= (27r)2/o || (Hor + Hoo + Hy) diydly.
Les fonctions 3
Hm___l;l. 1’ H02:~lt2/32’
a; 2a,

ne dépendant que des ay, ag, sont, du point de vue séculaire, des constantes.
D’ou
7= L [T H didi tant
H= / + constante
2m)2Jo Jo TP 2
Comme le hamiltonien est une fonction définie a une constante pres, on
préfere utiliser a la place de H le hamiltonien

1 2 p2mw A
H = mm /O [ H, divdl, (2.54)

qu’on appelle hamiltonien séculaire. D’apres 2.23, la perturbation s’écrit

D1 - D Gmim
Hp:pl P2 1mM2

mg |7 — 7l

Il est bien connu que la moyenne du premier terme, dans le deuxiéme membre,
est nulle. En effet, on a

2 27 . . 2 27 2 . . o
/ p1 - Po dlydly, = / (| Piluiduy) - ps dls.
o Jo o Jo
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D’apres les relations 1.32, 1.33, 1.34 et 1.24, 'intégrale entre les parentheses
dans le deuxieme membre de cette relation est nulle. On en déduit que

Gmymgy 27 27 1 P
Hs:——/ / =~ didi 9.55
el b b TR—m) D (2.55)

Le probleme séculaire est équivalent a I’équation
Us)?s = d H,, (256)

ol X est un élément courant de Fj.
Enfin, pour mettre notre probleme dans un cadre plus général, on pose

hy = Im-AlP veR, (2.57)
- 1 2 r2rw A
hy = (777)5/0 [ hdidl, veR. (2.58)

Le hamiltonien séculaire devient
H, = —GmlmQFL_%. (2.59)

Dans la suite, on essaye de distinguer les résultats concernant h.,, valables

quel que soit 7, de ceux valables uniquement quand v = —%.

2.5 Développement du hamiltonien séculaire
au voisinage du point circulaire non in-
cliné

Le point circulaire non incliné est le point de I’espace des phases séculaire
E qui correspond au cas ou les deux ellipses sont des cercles situés dans le
plan de référence Oz 1z, et ont la méme orientation. C’est le point ol

e1 = ey =0, (2.60)

En ce point, les nceuds et les périhélies ne sont pas définis. C’est pourquoi
on doit éviter I'utilisation des variables qui leur sont liées, comme les angles
Qk,wk,lx k= 1,2. Les variables de Poincaré répondent bien i cette exi-
gence.

Dans la suite, on va utiliser plusieurs familles de variables : telle la famille
Scks gk k = 1,2 ou celle de Souriau. La derniére sera notre famille préférée
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pour son caractere symétrique. De plus, pour mettre la particularité du po-
tentiel newtonien en évidence, on va parler du développement de la fonction

h,. Le cas newtonien s’obtient quand v = —3. On a
’FQ aq 7_"1
hy = laof?" |22 - B0
s =l 2 - 2,
_ 2y FZ Fl 2y
= @3 ||——a— 2.62
212 ~alym, (2:62)
avec :
1
a=—. 2.63
2 (263

On a identifié a, a sa valeur absolue, car il est positif. On doit se rappeler
cette identification quand on reparlera de la symétrie galoisienne, évoquée
dans §1.9. La derniere relation donne

Te2 Tely , Te2 Tel T32 7312
he = 2T _ gTetyTee _ Ty o T3z Taiyo 2.64
L L R L S S L)

La quantité entre les crochets, qui vaut —x||7 — 71||?, est toujours positive.
2

Les points ou cette quantité s’annule, (7} = 7,), forment une sous variété
de notre espace, appelée sous variété de collision. Quand v est négatif, la
fonction A, est définie uniquement hors collision.

Proposition 4. Soit la famille de variables algébriquement indépendantes

Sckagckagck:gckv k= 172v

hors collision, la fonction 57 est analytique dans ces variables.
Démonstration.

En utilisant les longitudes excentriques, on aura

- 1 2 27 . R
h’y = —(—2—’”—)2/0 o h'y lullquuldUQ YTE R. (265)

Au voisinage du point circulaire non incliné et hors collision, la fonction
hyly1ly2 est analytique, dans les variables

Tckafcka’rSkaluk k= 1,2

D’apres 2.33, 2.34, 2.35, ces derniéres variables sont analytiques, dans les
variables
Sck7§Ck7gckagck,'&k, k= 1)2
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au voisinage du point en question :
Sck = Sck = Gck = Gck = 0.

et périodiques, de période 27, par rapport aux variables i, s. ©®

Remarque 4. De la méme manieére, en utilisant les formules de 1.60 a 1.72,
on démontre qu’au voisinage du point en question et hors collision, la fonction
h. est analytique, dans la famille de variables algébriguement indépendantes

SckvgckaLckaEck: k= 172

Proposition 5. Hors collision et au voisinage du point circulaire non in-
cliné, la fonction h., est analytique, dans la famille de variables algébriquement
indépendantes de Souriau

fck,gck,nchﬁck, k= 1a2

Démonstration.

La proposition découle de la remarque précédente et du changement de vari-
ables analytique (linéaire) suivant

1
Sck — §(£Ck+nck)7 (266)

Lck == %(gck_nck)-Q (267)

2.5.1 Meéthode du développement
La fonction BA, étant analytique dans toutes ces familles, notons
W= {xck: Tk Yeks Yek k= 1, 2}

I'une de ces familles, et posons

O =2 Bl poq 9 (2.68)
Qj

Les fonctions pq, & = 1,2, sont périodiques par rapport aux i, U, ana-
lytiques dans les variables de la famille W, et elles s’annulent avec elles au
point circulaire non incliné. Injectons ces formules dans I’expression de Bv et
remplagons u, par 4; + A tel que
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La fonction h. devient

h,=a3(v+e),7vER, (2.70)
avec
v = 1+4+a%—2acos), (2.71)
F2 Fl 2
= |[|——-—a—||°—v. 2.72
€ ligs ~aelh =% (2.72)

€ est une fonction analytique dans les variables de la famille W, et nulle au
point en question. D’ou

= a; et v 2m Nk o N ,\
o = (2m)? I§)< k )/0 i (/0 € lyilupd iy )d . (2.73)

Tronquons notre calcul a I'ordre n € N en les variables de W. On aura

2

(J,g n v oafl 2T k ek 3o - _
(Qﬂ)2l§)( k )/0 4 (/0 €Lyl " dU)d A+ O, (W), (2.74)

h, =

Développons €1,,,1,,0™ % en série de Fourier par rapport aux variables 4, et
A. L’intégration par rapport a @ revient a ne garder que les termes constants
par rapport a cette variable, tandis que celle par rapport a A fait apparaitre
des quantités de la forme

. 1 27 em)\i
b = %/O " —dA mez (2.75)
Dans le cas newtonien, v = —1, les bS{EL sont les coefficients de Laplace [7]

d’ordre (% + n). Ces coefficients ne sont pas indépendants. On peut passer
d’un ordre a un autre inférieur en utilisant la formule

1
0-1)(1- a2)2((

Entre les coefficients du méme ordre on dispose des relations de récurrence
suivantes,

by" =~ ((m =11+ 4" + (2 - 0 - m)abf™™), (2.77)
bs™ = bi™. (2.78)

by = §+m—1)(1+a?) 5™ —2(2—0+m)a bi"T V). (2.76)

Grace a ces relations, on peut exprimer tous les coefficients du développement
en fonction de deux coefficients de Laplace choisis arbitrairement. Donc, On
peut mettre tous ces coefficients sous la forme

1

a;(f(a)béo) + g(a)bV), (2.79)
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Dans [10], J. Laskar et Ph. Robutel démontrent que, dans le cas newtonien
(7= ~}), quand
n+1
0> ,
- 2
les fonctions f(a), g(a) sont des polynémes entiers en a. Ces polyndmes sont
les plus simples possibles quand

__n+1
=5

Ainsi, on termine ’exposé de la méthode utilisée pour effectuer nos dévelop-
pement. Cette méthode était déja utilisée et perfectionnée dans [10]. Les
calculs des coefficients de ce développement sont difficiles & faire & la main.
On les a effectués a l'aide de TRIP, logiciel du calcul formel, adapté & ce
genre de calcul, développé par J. Laskar et M. Gastineau. On trouve le code
de notre programme dans I’annexe (A). La proposition suivante simplifie les
calculs dans le dernier terme de la somme dans 2.74.

6

Proposition 6.

1 2 . 2"7?,' n .
%/0 e'di; = WL(]CQ — agel|"v? + Opy1 5 n est paire. (2.80)
5
1 27
2—/ €'du; = 0; n est impaire (2.81)
7 Jo

Om est un polynéme en Sck, Sck, Geks gek, k = 1,2, petit d’ordre (m) en ces
variables (m est un entier positif).

Démonstration.

Les formules 2.33, 2.34 s’écrivent

ek

= &%t — 2.+ Oy, (2.82)
Gy
B _ pgr@, k=19 (2.83)
Qg

D’ou la relation 2.72 devient

e = —2[(ge2 — ager) (€™ — @)e ™M + (G — 1) (e} — a)e™ ] + O,
Donc
€' = (=2)"[(ge2 — ager) (€™ — @)e ™™ + (Geg — ager) (et — a)e™ 0" + Opsa

La moyenne de € par rapport a 4; vaut sa partie constante par rapport a
cette variable. D’ou découle notre énoncé. ®
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2.6 Symétries du probleme

La partie quadratique du développement de h_1 est donnée dans le troisieme
chapitre, paragraphe §3.1 , et 'ordre 4 dans e quatrieme chapitre, para-
graphe §4.3 . On constate que ce développement a une forme particuliere
(coefficients réels, ...). L’étude des symétries aide & comprendre les propiétés
de ce développent. Ces symétries fournissent des relations entre les coeffi-
cients du développement en question. Ces symétries ne sont pas propres au
Cas ¥ = —%. La fonction fzw est invariant sous ’action de ces symétries, quel
que soit v € R.

Le fait que la fonction 137 soit une intégrale d’une puissance de la distance
|7 — 71|| implique son invariance par les isométries O(3). Elle est aussi in-
variante sous l’action de la symétrie galoisienne (exposée dans le premier
chapitre §1.9), appliquée au premier ou au deuxiéme corps. Enfin, on peut
profiter aussi du fait que la permutation des réles des corps dans les calculs
de notre développement laisse ce développement invariant. Dans la suite, On
expose ’action de ces symétries dans la carte

Sck’gcka Neks Nek k= 1,2

2.6.1 L’invariance par réflexion par rapport au plan
O$1£E3

L’opérateur, dit de conjugaison

(Ecks Eckr Nek> Tek) = (Ecks Eckr Teks Nek)s k= 1,2, (2.84)

correspond, du point de vue géométrique a transformer les vecteurs de Souriau
des deux corps en leur symétrique par rapport au plan Oz;z3.

Cette opération revient & transformer simultanément les deux ellipses par
cette symétrie.

La fonction iz,, étant invariante par isomeétrie, elle est invariante par cette
symétrie. On en déduit que B,, est invariant par 2.84. Cela implique qu’un
terme du développement de cette fonction et son conjugué ont le méme coef-
ficient. Ce résultat et le fait que la fonction i~7,7 est réelle, impliquent que les
coefficients de son développement sont réels.

2.6.2 L’invariance par rotation autour de Oz;

Notons \73 le champ de vecteurs dont I’action fait tourner ensemble les vecteurs
&1, 7, & et 7, autour de axe Ozs. La projection de ce vecteur sur le plan

30



des coordonnées (o, (o k = 1,2,3,4 (g:;c est une notation générique qui
présente les vecteurs &, 7, o, 72) est

%k—z< Cz’“ ) k=1,23,4. (2.85)
ck

L’invariance de h, par rotation autour de Ox3 donne
Ly hy = 0. (2.86)

L désigne la dérivée de Lie. D’ou

4
2:: Cckacc Cckagdc) =0. (2.87)

Cela veut dire que, dans un terme quelconque du développement de A, la
somme des puissances des variables (v k& = 1,2,3,4, est égale a celles des
variables (v k& = 1,2, 3, 4. De surcroit, on en déduit que les termes de ce
développement sont tous pairs. Ces relations sont connues sous le nom de
“relations de d’Alembert”.

2.6.3 L’invariance par rotation autour de Oz,

Comme précédemment, notons V, le vecteur qui correspond a cette rotation.
Sa projection sur le plan des coordonnées (e, (x k =1,2,3,4, est

Vig =14 ( ~Gak ) k=1,23,4. (2.88)
Cak
L’équation
Lyihy = 0; (2.89)
donne
Z V1= Cerer( = 0. (2.90)
a(c agck
D’ou
4
CckCck = 0, (291)
ZV acc
4
Cckcck = 0. (2.92)
NI 5

Ces deux relations ne sont pas indépendantes. En effet, 2.92 s’obtient & partir
de 2.91 par conjugaisons. On ne peut pas donner des explications simples de
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ces relations. Pour en profiter, on peut développer le premier membre de 2.91
dans les variables de Souriau et identifier les coefficients de ce développement
a zéro. Ce calcul, tronqué a l'ordre 3, donnera la relation 3.5 entre les co-
efficients de la partie quadratique et les relations 4.2, ..., 4.8, qui relient les
coeflicients de l'ordre 4 a ceux de la partie quadratique.

2.6.4 Symétrie galoisienne dans le probléme séculaire

On a évoqué cette symétrie dans §1.9. L’opérateur v, décrit dans ce para-
graphe laisse le mouvement képlerien invariant. Donc, la fonction 717 doit étre
invariante sous ’action de cet opérateur, appliqué au premier corps, noté 1,
ou au deuxieme, noté 1,. Comme cette fonction ne dépend pas des anoma-
lies, ’action de v, k = 1,2, se résume a permuter é;c et 7x et a remplacer o

par —a (rappelons-nous que le facteur i doit étre lu comme |;—2|, voir 2.62).

wl(a27a751’ﬁ17£.27772) = (a2a_ayﬁ175‘1aé‘27ﬁ2)a (293)
Yo(ag, @, &, 1, &,7) = (a2, —a, &, 71, T, &2). (2.94)

L’action de v, appliquée aux coefficients du développement de l~17 est iden-
tique a celle de 1, (L’image d’un coefficient sous 'une des deux actions s’ob-
tient en remplagant a par —a.). On note ces deux opérateurs par ¥ quand
ils sont appliqués a ces coefficients,

w(G’?a O{) = ?/)(02, —Q)
Les coefficients de Laplace vérifient
bl oy = (=1)"b7, (2.95)
m étant un entier. La composition de ¢, et 15, notée 13, est 'opérateur
wS(GQaaaéuﬁlaé’ﬁZ) == (a2>aaﬁl,f—;7ﬁ21§_‘2)' (296)

Bien évidement, l~27 est invariante sous ’action de 5. Cet opérateur ne touche
pas & ap ni a «, donc, les coefficients du développement sont aussi invariants
sous 'action de 1. Cette symétrie sera utilisé dans §3.1 et §4.1.

2.6.5 La permutation des indices des corps

Dans les calculs de h, permutons les roles des deux corps. Cela ne doit pas
changer h,. Notons ¢ I'opérateur présentant cette symétrie. On a

- -, 1 - =
¢(a2a «, él, m, 61: 772) = (CLQCX, E’ 51, T, 617 772) (297)
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Cette symétrie sera appliquée dans §3.1 et §4.1. Pour faciliter I’application
de cette symétrie sur les coefficients, remarquons que

by 0 ¢ = a7 (2.98)
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Chapitre 3

Résonance d’Herman

Dans le cadre du systéme séculaire du premier ordre de masse du probléme
planétaire, Herman a signalé une résonance imprévisible, qui ne dépend pas
des masses ni des demi-grand axes.

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés de la partie quadratique de Bv, dues
aux différentes symétries. On démontre ’existence de la résonance d’Herman,
pour 7y = —%. On établit une propriété géométrique simple, qui implique cette
résonance, dans un cas particulier. Dans le cas général, cette propriété donne
des relations entre les coefficients du développement du hamiltonien séculaire
a tous les ordres. La résonance n’est qu’une de ces relations. L’utilisation des
variables de Souriau a permis de donner a la propriété une forme intrinseéque.

3.1 Propriétés de la partie quadratique du
hamiltonien séculaire

Développons la fonction fz., (v € R), définie dans §2.4.2, dans les variables de
Souriau, notées comme dans §2.6.2 par (4 k = 1,2, 3, 4. Notons le coefficient
d’un terme par la lettre ¢, en mettant la partie littérale du terme en indice.
On a vu, dans §2.6, que les coefficients de ce développements sont réels et
qu’ils vérifient les relations de D’Alembert (dans chaque terme la somme des
puissance des variables (. k = 1,2, 3,4, est égale a la somme des puissances
de leur conjugué). Soit @, la partie quadratique de ce développement. On a

4 4
Q=>> €ty CeiCe (3.1)

j=1k=1

Notons (. la matrice unicolonne d’éléments : (o, &k = 1,2,3,4, ¢, celle
d’éléments : Cx, k =1,2,3,4, et c; la matrice 4 x 4 dont 1’élément (j, k)

35



est le coefficient CeoiCor La derniere formule s’écrit

Q2 =" Cecale (3.2)
Grace aux symétries, la matrice ¢, prend la forme

A1 AQ A3 A3d)
A, A Ay A

= 2B
CT| A AW Ad Ay (28}
Ay Az A Arg
¥ est I'opérateur galoisien défini dans §2.6.4. L’égalité
céclf—cl = cnclﬁcl = A17 (34)

par exemple, est obtenue par le raisonnement suivant :
D’un coté, ¢y envoie le terme cg ¢, Ec1éer sur le terme ¢y 7., 17 - D’ou

CerEor = Cnernter © Y.

De l'autre coté, ces deux termes sont invariants sous ’action de 1. Donc
2 ]

Cre1icr © "[) = Cneifler -

D’ou découle 1'égalité 3.4. On peut expliquer cette égalité & I'aide de 3
aussi. En effet, ¥3 envoie le terme en £.1&. sur le terme en 7,7¢. Donc, ces
deux terme ont le méme coefficient (On a vu dans §2.6.4 que 13 laisse les
coefficients invariants). La symétrie de cette matrice est une conséquence de
I'invariance par réflexion par rapport au plan Oz;z3. En combinant toujours
les symétries décrites dans §2.6, on déduit les relations suivantes :

Ajop=A;, Ayoyp=A; Azo¢p=A4;
De plus, la relation 2.91, tronquée a I'ordre 1, donne
Ay + Ay + Az + A3 = 0. (3.5)

Cette relation est équivalente au fait que la somme des éléments dans chaque
ligne et dans chaque colonne de c; est nulle.

Proposition 7. Les coefficients de la partie quadratique Q2 de FL7 vérifient
la relation

v(2y+1)a? 1 f2r __
CEclEcl = C"lclT_]cl = Al - L)l—)'_/o V’Y ld A

8 a2—2’7 o (36)
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Démonstration.

La démonstration revient & calculer le coefficient du terme en £, dans le
développement du Taylor de 57, au voisinage du point circulaire non incliné.
On a exposé la méthode de construction de ce développement dans §2.5.1.
On donne les grandes lignes de ce calcul.

Etant intéressé uniquement par le terme en &.4&,, il nous suffit de calculer
le développement pour

Nel = Ne1 = 602 == 5—02 =Ne2 = N2 = 0.

D’apres 1.73, 1.74, 2.66 et 2.67, on trouve

1
Se1 = Z§c1+---a (37)
1
g1 = chl-f'---, (3.8)
s = 0, (3.9)
G2 = 0. (310)

Dans cette démonstration les points de suspension présentent les termes d’or-
dre supérieur a deux ou les termes en £2 ou en £2. La connaissance des co-
efficients de ces termes n’est pas utile pour le calcul du coefficient du terme
en £,&,. Les formules 2.33, 2.34, 2.35 deviennent

1 - P |
Tel = al[(l . gfclgcl)em b — 5651] i (311)
reg = _%(gﬂeﬁ”’ 4 Eae B 4 .. (3.12)
1 - . o
lul = 1- Z(gcleul . + fcle_ul z) o P (313)
Teo = 62677, (3.14)
r32 = 0, (3.15)
=1 (3.16)
D’ou
" ag'Y 2 2w 2y )
B, = W/o /0 v+ €2 d iy d A, (3.17)
avec

€= %(a + e e M) 6 + %[(e"” —a)eT™M g, + (e —a)e™ T Ey] + ...
(3.18)
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Les quantité a et v sont données, comme dans 2.63, 2.69 et 2.71, par

a

2
= Uy — Uy, (3.20)
= 140 —2acos). (3.21)
La relation 3.18 donne g
« _
= 7V€clgcl (322)
Enfin
2y 2 2 _
~ a m _ 1 _ .
h, = (2; 2/0 /o (V7 4+ e+ YWTZV" 262 4 )wdiy d ),
2y 2n 2w 2
=— a2 / / 2 7_13& =
(277_)2 0 0 (V +7V 601601
-1
+7(7—2—) -2 Svaa)dind A+ . (3.23)

D’ou la formule

S TETADY L [ et

Ot = —_8—%‘?_% :
D’apres 3.3, on a
Wy x1)e® 1 2o o
Ceorfey = Cnafia = A1 = —8?;2_—27_2_7;/0 VI (3.24)

La démonstration est achevée. Le lecteur non intéressé par les symétries ex-
posées plus haut, peut parvenir a cette égalité en calculant c, 5., aussi. Le
calcul ressemble a celui de ¢z, . ©

La quantité A; s’annule quand v =0 ou — % Le cas v = 0 est trivial, car hg
est constant. On s’intéresse au cas 7 = -%. Dans le paragraphe suivant, on
montre que cette annulation donne la résonance d’Herman.

La méthode exposée dans §2.5.1, pour vy = ——%, donne

1 . ) _ -
Q2 = Ts_@{—?ab(%l) (€c17701 + &cofle + €2z + fclncl)
s [30:1)(%0) -2-a+ 202 )b (:_;_ ](écl§c2 + Ne1Tlez + MNeiTez + £c1§c2)

E& [—3ab(%0) +(2+a+2a%)b (g 1(€e17ic2 + Ne1€ea + Merea + Eame2) }-
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On en déduit

A = 0, (3.25)
1

Ay = ﬁ[w)‘;) — (2 — a+202)bY)). (3.27)
92 2 2

3.2 Nouvelle résonance de la dynamique liné-
aire du systeme séculaire
Linéarisons le systeme séculaire,
Xs = 0~ 'd Hy, (3.28)

au voisinage du point coplanaire non incliné. Dans les variables de Souriau,
on aura

H, = —Gmymi(cyl + Oy, (3.29)
et
0y = 040 + O, (3.30)
avec .
s = —%Eledcck/\dick. (3.31)

M est une fonction des masses et des demi-grands axes.

M, = %ﬁl\/m, quand k£ =1, 2,
M = %ﬁgm, quand k=3, 4.
Ce n’est pas une forme symplectique standard. Le linéarisé devient
(e = 2iGmmaMes, (3.32)
(o = —2iGmumeMcle (3.33)

avec M est une matrice diagonale d’élément diagonaux (Mi, My, M3, My).
Ces deux équations ne sont pas indépendantes car la deuxieme découle de la
premiere par conjugaisons. Il suffit donc de traiter la premiere.

La matrice M~1c, n’est pas symétrique. Soit N une matrice diagonale d’élé-
ments diagonaux positifs telle que

NN =M~
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Effectuons le changement des variables
= NE>- (3.34)

Moyennant ce changement notre systéme devient

¢W = 2i GmumeNeN D, (3.35)

et sa matrice, N'co N, devient symétrique et réelle, car les matrices N et ¢,
le sont aussi.

Proposition 8. Le linéarisé du systéme séculaire possede la résonance

4
> Ag=0, (3.36)
k=1

les quantités Ay, k = 1,2, 3,4 sont les valeurs propres de la matrice
21 GmimaNcoN.

Démonstration.

La matrice NcoN étant réelle et symétrique, il existe une matrice réelle i,
telle que
U =1, (3.37)

I est identité, vérifiant K = ‘UNc;NU est une matrice diagonale. Faisons
le changement des variables

¢ =u¢®. (3.38)

L’équation 3.35 devient

2 (2)

(e =2iGmmaK (P, (3.39)

Les éléments diagonaux de la matrice 2 i Gm;m,K sont les valeurs propre de
la matrice 27 GmimaoN co N, désignées dans 'énoncé par Ag, k£ = 1,2,3,4.
Ce sont les fréquences du systeme.

On a )
> A = 2i Gmymatr(NeeN). (3.40)
k=1
D’ou .
. A, A¢
Ay =4iG e : 3.41
kX::l ¢ ' mlm2(5n/#101 52\/,112(12) ( )
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Dans le cas newtonien, v = ——%, ona A; = A;¢ = 0. D’ou notre énoncé. ®
C’est M. Herman qui a signalé cette résonance, il y a quelques années. On
I'appelle “Résonance d’'Herman”. Cette résonance empéche la construction
de la forme normale, mais apparemment, elle n’a pas d’incidence sur la dy-
namique. En effet, dans [14], on fait une réduction partielle, qui consiste &
fixer la direction du moment cinétique total. La forme normale du systéme
réduit sera construite sans probleme. Le vecteur moment cinétique total étant
intégrale premiere, la dynamique n’est pas touchée par cette réduction.
L’origine géométrique de cette résonance n’est pas évident. Dans le para-
graphe suivant, on donne une propriété géométrique simple qui généralise
cette résonance.

3.3 Propriété géométrique

Lemme. Soit P une ellipse orientée de foyer O et de demi-grand aze a, qui
vit dans notre espace euclidien de dimension trois. Soit aussi £,7] ses deux
vecteurs unitaires de Souriau, Agﬁ lopérateur de Laplace-Beltrami sur le

produit de deux sphéres unités associées aux E et 17, p un point de P et q un
point quelconque de [’espace. Notons

- 1 27 o
Dy(g,0,6) = 5= [ IR (3.42)

s

Alors, on a, pour tout E

AgDy (g, a, 3 Mlag =712 + 1)a’Dy-1(g, a, ¢ é} (3.43)

Quand v — 1 n'est pas positif, le point q ne doit pas appartenir au cercle
perpendiculaire a &, de centre O et de rayon a, pour que les deur membres
de cette €galité restent définis.

Enoncé équivalent. Soit (z,y) l'un quelconque des systémes des variables

(—3“—5, %), (Se, Le) ou (—\/Izlz Yp, \/%x,,) (z, ety, sont les variables de Poincaré,

exposées dans §1.7). Alors, on a
i 0?

(5267 * 3507

1
)D’Y(Qa a,zr, y)ly::c:O = 57(2’)’ + 1)a2D7—1(Q7 a,0,0). (3.44)

Démonstration.

La relation 3.44 est la relation 3.43, exprimée dans les variables (z,y), au
point
2= 9 = ). (3.45)
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L’équivalence des deux énoncés est due a l'invariance de 3.43 par rotation
d’ensemble de P et q.
Pour des raisons techniques, on préfere utiliser les variables (s, g.) qui sont

(5S¢, 3Lc) au premier ordre, et la longitude excentrique @ & la place de L.

1 27
D:—/ 2 di. 4
v= o [ B (3.46)

On doit calculer les coefficients des deux termes s.3., g.g. du développement
de Taylor de la fonction D, dans les variables s, 3, g¢, .. Dans les cal-
culs suivants, on expose ce développement, en ne montrant que les termes
nécessaires pour le résultat final. Les autres termes seront désignés par des
points de suspension. Les formules 1.75,1.76 et 1.77 donnent

pe = a[(l — 5.8 — geGo)e™ — 2gc] + ... (3.47)
ps = —a(3.e® + s.e”%) + ... (3.48)
lh = 1—ge" —ge @4 ... (3.49)
Notons
J = aeli—g, (3.50)
K = ||Pl*lsc=ge=0 = JJ + g5 (3.51)
On a
HWIF = (pc e QC)(ﬁC = (jc) =t (p3 = QB)2
= K +e, (3.52)
avec
€ = —a[(scgc s gcgc)(jeﬁi + Je_ai) + 2(gcj + gcJ)
—2a(8c8c + 29.9c) — 2q3(5ce™t + s.e78)] + .. . (3.53)
D’ou )
2 = 8a®(g35c3c + J T geGe) + - (3.54)

et par conséquent

1
IRIP = (K +9K e+ 290y = DK, + .

— 7K7_1a[—(jeﬁi ot Je_ﬁi)(scgc - gcgc)
+2a(sc5. + QQCgC)]

1 _
+57(7 = DK"*8a*(gfsc5c + JTgefe) + .. (3.55)
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En faisant la somme de coefficients des termes en s.5. et g.g., on trouve

2a°y(2y + 1)KL

Cela donne
32 32
(.05, + 5935, Prleeman=o = 41(27 + D)a / Kda.  (3.56)

D’ou découle notre lemme. ®

Remarque 5. On peut écrire ce lemme sous une forme plus générale. On a

0? g*
(686856 * 09,07,

PG tulse=ge=0 = 47(27 + 1)@ (153178 |se=ge=0- (3.57)

Les coordonnées de p doivent étre exprimées a l’aide de la longitude excen-
trique.

Soulignons enfin le fait que dans le cas newtonien, on a

Ag’ﬁD_% =0 (3.58)
La relation 3.43 est une relation géométrique indépendante des systémes
de coordonnées. La composante horizontale et la composante verticale de
pq vérifient des relations ressemblables, ayant leur sens uniquement dans un
systeme de coordonnées. On donne ces relations dans la proposition suivante.

On ne fait pas d’usage de cette proposition.

Proposition 9. Soit

Z’Y = [(QC - pc) ((jc - ﬁc)]'ylu, (3.59)
V, = (g5 —ps)l (3.60)
Alors, on a
s & 15 9
(35613561 + 377c1377c1)27 ITIc1=§c1=0 = §a ¥ Zoi |nc1=§c1:0,
02 02 1,
= 1 9y ) o
(agclagcl * anclaﬁcl )V7 In‘ﬂ_ECl—O 4a '}’( g 1)V’Y 1 |71c1—§c1—-0

3.3.1 Application au probléeme séculaire

Soit P, P, les deux ellipses associées aux deux planétes au sens du deuxieéme
chapitre, p; un point de P; et p, un point de P,.
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Proposition 10. Le lemme précédent implique la résonance d’Herman.
Démonstration.

Appliquons notre lemme sur le point py et I'ellipse P;. On a

Aé_l,th—%(pQ’al’gl’ ﬁ1)|{1=771=0 = 0. (3.61)
Moyennisons cette relation le long de I’ellipse P,. On aura
1 2m T
Agl,ﬁl(% 0 D—%(an a, §1a nl)dl2)|€1=ﬁ1=0 =0. (362)
D’ou )
Ag ah-ilg—q=0=0. (3.63)

Examinons le cas ou P, est circulaire plan; c’est-a-dire,
€2 = N2 = 0. (3.64)
La relation 3.63 donne tout simplement
Ceréa + Crerfier = 0. (365)
De la méme maniere, on démontre que
C£c2f_c2 + chc?'FIC2 = 0 (366)

On a vu plus haut que ces relations impliquent la résonance d’Herman. ®

Remarque 6. Dans cette démonstration, on n’a pas utilisé toute la puis-
sance du notre lemme. Le cas ou le point p, est dans le plan de référence
était suffisant.

Remarque 7. Dans le cas général, le lemme donne

0? a2
( - + - )H | c1=Nc1=0 = 07 (367)
8§c18§c1 3%15%1 el =i
0? 0?
( -~ + — )H | c2="nc2=0 == O (368)
a§c28502 377c2577c2 ®bea=rlez
En terme de coefficients, cela donne
Ceorbare&2nsnsd T Cramaen&anms = 0, (3.69)
Ceafeat R + Cnanagi enpnyy = O 3.70)
0u ny, Ny, N3, Ny Sont des entiers non négatifs, vérifiant
Ny + N3 = No + Ng4. (371)

Ces formules ne sont pas toutes indépendantes. On en a qui s’obtiennent des
autres a l’aide des symétries.
On n’a pas trouvé des explications dynamiques de ces relations.
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Remarque 8. La résonance d’Herman et la proposition précédente restent
valables dans le cas de n planétes. La démonstration de cette proposition se
généralise facilement.
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Chapitre 4

Conjecture sur la particularité
du potentiel newtonien

Dans le chapitre précédent, on a étudié les propriétés de la partie quadratique
de 71.,. Dans ce chapitre, on complete cette étude, en mettant I’accent sur 1’or-
dre 4. L’action des groupes de symétries évoqués dans le deuxieme chapitre
sera traduite en termes de relations entre les coefficients du développement de
l~17. On constate, sur le développement du hamiltonien séculaire, I’existence
de deux relations supplémentaires. On établit une proposition sur l~z7 qui ex-
plique 'une de ces relations. L’autre relation n’est pas vérifiée pour toutes les
valeurs de . C’est une relation propre au cas newtonien. Pour ’expliquer,
on construit une conjecture. On vérifie la validité de cette conjecture jusqu’a
I'ordre dix. On n’arrive pas a démontrer cette conjecture.

4.1 L’action des groupes de symétries a 1’or-
dre 4

Notons Z la matrice unicolonne d’éléments respectifs

fc213 gclncla 7731, €CI€CQ> €c177c2a §c277c1a Ne1Te2,s §c227 56217623 77C22’

Z la matrice unicolonne d’éléments conjugués des précédents. L’ordre 4 du
développement de h., sera

Qs =" Zcs 2. (4.1)

La matrice c4 est réelle et symétrique. Cherchons les relations entre ses
éléments. En utilisant les opérateurs ¢ et 1, définis dans §2.6.4, §2.6.5, elle
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prend la forme suivante :

B, B, Bs; |Bs Bsy  Bg Bsy | B By By
B, By B, |B; By By B By By  Bgo
By By, By |Bsy Bg Bsyy  Bs Bgy By By

Bs B; Be|Byy  Bia B¢ Biz | Bs¢ B¢ Bgoy

oy = Bsy) By Bs |Bia  Buty B¢ Bid | Be¢p  Brgy Bioy
Bs By Bsy | Bia¢ By Buy B | Bs¢y B¢y Bgo

Bsyp By Bs |Biz  Bix¢p Bz By | Begy Bip  Bs¢

By By Bgp|Bs¢ Bgp Bspy Bepyp | Bigp  Bap  Bso
By By By |B:¢p B¢y B¢y Brg | Bag By Bro
Bgtp Byp Bs | Bs¢p Bs¢p Bgp  Bsdp | Bsgp  Bap  Bi¢
Les coefficients

BS) BlO? Blla B13)
sont invariants par ¢ et
B17 B27 BBy B47 B9, B107 B12

par 1. L’explication de ces propriétés est assez simple. Prenons, par exemple,
le terme B3 €q&. Son coefficient est I’élément (4,1) de c,. L'opérateur ¢,
envoie ce terme sur le terme en nflﬁclf—d. Donc le coefficient de ce terme doit
étre Bs1. C'est I’élément (6,3) de c4. Sous I’action de 1);, ce dernier terme
sera envoyé sur le terme en 7% 7jifl2. Le coefficient de ce terme doit étre
Bsinp = Bs. C'est I’élément (7, 3) de ¢4 et ainsi de suite. Pour profiter aussi
de l'invariance par rotation autour de l’axe Oz, il suffit de développer la
formule 2.91. Cette formule tronquée a ’ordre 3 donne

231 + B2 + B5 + B5w — §A1, (42)

1
2By + By + B; + B;y = 5442, (4.3)

1
2Bs + B7+ By + Bz = 5143, (4.4)
2Bg -+ BlO =+ B7¢ + B7¢1/J = 0, (4 5)
By +2B3;+ Bg+ Bgyp = 0, (4 6)
Bs+ Bg+2Bg+ By = 0, (4 7)
By + Biz + B1¢+ 2Bggpyp = 0. (4.8)

Ce sont sept relations indépendantes, entre 13 coefficients. Cela veut dire
qu’on peut calculer ces coefficients en connaissant six d’entre eux. Le choix
de ces six n’est pas arbitraire, & cause des opérateurs ) et ¢. Le nombre
de coefficient indépendants peut étre réduit d’avantage, grace aux autres
relations entre les coefficients établies dans les paragraphes suivants.
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4.2 Nouvelle symétrie de révolution

La proposition suivante donne davantage de relations entre les coefficients

de h,. On peut considérer ces relations comme des compléments de celles de
D’Alembert.

Proposition 11. Soit k un vecteur non nul, P1, Py deuz ellipses orientées
de foyer commun O et de demz grands azves respectifs firés ay, as, 51,771 les
vecteurs de Souriau de P, 52, 7o ceux de Py et h la fonction définie comme
précédemment. Alors la moyenne de h., quand [ ellzpse P1 fait un tour uni-

forme autour de k est invariante par réflexion de 52, 7o par rapport a n’im-
porte quel plan passant par O et comprenant k.

Enoncé équivalent. Dans le développement de h,, au voisinage du point
coplanaire non incliné, on a

F17am8 = Cgeni n2gn n7 N8 N5 N6 4.9
cl ncl cl ncl 602 nc? c2 ez Ecl ncl cl ncl £c2 T2 £(:2 77 g ( )

tels que n;, j=1,2,...,8, sont huit entiers non négatifs vérifiant

ny+ng = nz+ ng, (4.10)
Nns +MNg = Ny—+ Ng. (411)

Démonstration.

Compte tenu de 'invariance de iu, par rotation, la proposition est équiva-
lente & son cas particulier ol le vecteur k est vertical (confondu a ’axe Oxs).
Démontrons la proposition dans ce cas particulier. Mettons les deux nombres
complexes &.1, 7. sous la forme polaire suivante

£ = pe”’ (4.12)
Na = ppelBi*9 (4.13)
Posons la fontion
- 1 r2m.
M. 01,021,006 (€2, T2) = 5 /0 h, d b, (4.14)

On a

- il 2 27 2T . . “ R
Mv,al,az,pl,pz,0(§2,772):W/O /0 (/0 |72 — 71]|"d 61),d l1d 1. (4.15)

Quand on varie #; de 0 a 27, les deux vecteurs de Souriau 51 et 77; font
ensemble un tour complet autour de Oz3. Par conséquent l’ellipse P; fait
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aussi un tour complet autour de Ox3. D’ou le vecteur 77, fait aussi le meme
tour et dessine un cercle d’axe Oz3. Donc 'intégrale

27 . B
/0 I|T‘2 — T‘1”’7d91

est invariante par réflexion de 7, par rapport a n’importe quel plan passant
par Ozs. D’ot1 découle la proposition. Pour démontrer I’énoncé équivalent,
constatons que la moyennisation de B., par rapport a 6; élimine tous les ter-
mes de son développement, qui ne vérifient pas 4.10. Grace aux relations
de D’Alembert les termes qui vérifient 4.10, vérifient 4.11 aussi. La fonction
]\lwl,az,pl,pz,g(fg, ij,) étant invariante par rotation autour de Oz3, son invari-
ance par réflexion par rapport a n’importe quel plan passant par Oz, est
équivalente & son invariance par réflexion (des vecteurs Erz et 7») par rapport
au plan z;0z3. Cette réflexion envoie les variables concernant la deuxieme
ellipse & leur conjugué. D’otu la formule 4.9 ©
Evidemment, on peut écrire la méme proposition en permutant les roles des
indices désignant les ellipses, mais cela donne une proposition équivalente.
Grace & cette proposition, on a la relation suivante entre les coefficients de
I’ordre 4

B13¢ — Bl3. (416)

Les autres relations entre ces coefficients (& l'ordre 4), données par cette
proposition ne sont pas indépendantes des relations données plus haut et de
la derniere.

4.3 Particularité du cas newtonien

Dans le cas newtonien, v = —%, la propriété géométrique du chapitre pré-
cédent donne d’autres relations. En effet, & 'ordre 4 les formules 3.69, 3.70
donnent huit relations. L’opérateur ¢ envoie celles qui viennent de 3.69 sur
celles qui viennent de 3.70. Cela réduit le nombre de ces relations a quatre.
La symétrie de ¢4 enléve une relation et 4 enleve une autre. En fin de compte,
la propriété géométrique donne les deux relations suivantes :

B+ Buy = 0,

By + By =

D’ou
Blﬂ/) = —Bn, (4-17)
B, = 0. (4.18)



Les calculs exposés dans le deuxiéme chapitre, v = —%, donnent

Q4

avec

Gy

Cf
Ci

I

+ 4+ + + + + + o+

+ o+

256 {Cl( clécl + nclncl) =+ CQ (§c2€c2 + nc2nc2)

C3 (€265 + Ny + Mt + E4E5)
CS (gclnc2 + nclécE + 77clgc2 T €c177c2)
3&[)% [a(é‘clncl gclncl) (§c27702 ol §c2nc2)]

CH (€4 €aréer + NAier s + Mo e2 + E4€arben)

Ci (E1€aTier + MeiTerer + MANerber + E2€aTe2)
Cs(E4€c1Tler + Meycrfler + Mo + E4€ame)

aC (472 + Nt + NH€aber + E4Naen)

aCq (EATeaber + Nharfler + Tz + E4Nerler)

Cr (€4 caMer + Moy calier + Moy eaMer + EX€eamea)

Cs(E581Ter + Moaberfler + MoaerNer + E5€e1Mer)

Co (EnTle2er + Nfabealler + Moabecamer + Egneaier)

Cof (E4McaMler + nh€ealer + Mobeaber + E5TNeaner)
Co(EHEcaMer + Megbecaller + MeaeaNer + E€camea)
Cio(EReaTler + MoaTleaer + MoaMeaber + Ebeamer)
Co(EB€aber + naflealler + TeaMeaNer + Eobeaber)
Criéanaaflea + Cro€eaneabeaiien

Cs(Eanababe + Eanafiaiiee + Eaflanane + Eafiaéae)
Ciz(€anaéaiie + Eanaflaée + Eaflaaber + Eafia€ate)
Cra(€caneabealler + Ecamealleaber + Ecafleaneaber + Ecalleabeaner)
Cli(Ecaneaberber + EaeaTealer + EcalleaNeaner + Eealleaenber)
12a2b(%1)(§c1€c2§_c1§_c2 + Ne1Ne2Me1Tle2 — Ec1Neaerea — Ne1€eailerea)

12&25(%0) (EcréeaflerTea + EaneaNerbea + Ec1NeaberTiea
gclﬁc2€c1'r]c2 + gclﬁc?ﬂclfc? ot gcléc?ﬂcl”c?)}:

2026 — a4 + a2)b(51),

2

202 — a(1 + 4a )bg1 ,

(=)

2
+2a(5 £ 4o + 5a )b(o) T (24 a+ 2a%)%Y,
2
Fa(20 + 7o + 150 )b(") + (£8 + 6a £ 18a” + 40 + 6a)bY",
2

o1



C; = 1007 - 2a(2+ 30"},

CF = -ba(Fl+a){) +2(F1+a)(1 £ a+a?)ty,

C, = —4a2(b(2) b(%)),

Cs = —4da(a b(0 bz))

Co = 1mﬂ% ~ (3+2a%%%

Ch = Fa(15%Ta+20a%)b§ + (+6 + 4a £ 18’ + 6a® % 8a*)b},
Cy = a2(4b(%°)—ab(%l)),

G = 4a@wW)—b“h

Cﬁ::—&aﬂi5®% —&ALFMUia+aﬁﬁ)

i = —20(5+a)by —4(FL+a)(1£a+a’)by’.

On en déduit que

B, = -— 2 4 4)p) — 2 bo)
! 2560, @ T4y — 20657,
. 3a 2 (1) (0)
B = ippg, (3 +20y " ~Sede’l
9% )
B. = b
3 256a; 2
3%, (0)
By = 2(30" — 20° + 902 — 3a + 4)bY) — (1502 — Ta + 20)aby’],
256a2 2 ’
B 3o (1) (0)
By = —go-l2(a—1)(e® +a+ 1ty —Sale— )by,
B 3o (1) (0)
Br = ~ggg, 20~ D -t iy —ale— Db,
3
By = %M[@J—a+m%?—2maf—%Hﬂw?L
2
3 ) L0
By = 64a2( b% _b% )
9a? (o)
Buo = 6day 2
9&2 (1)
- b
Bu 64&2 % ’

92



Bl? = 07
9052 0
B by
1 64(12 %

On constate sur ces formules I'existence d’une égalité supplémentaire.
g
B10 - B13. (432)

Cette égalité n’est pas une conséquence des symétries, car les calculs mon-
trent qu’elle n’a pas lieu pour toutes les valeurs de . Pour expliquer cette
égalité on propose la conjecture suivante, établie a la lumiere de la proposition
précédente. En effet, dans la proposition, on fait tourner une ellipse autour
d’un vecteur k. Cela revient & faire tourner ses vecteurs de Souriau autour
de k. Dans la conjecture, on faire tourner ensemble un vecteur de Souriau de
la premiere ellipse et un autre de la deuxieme ellipse. Le sens géométrique de
cette rotation de deux vecteurs de Souriau des ellipses différentes n’est pas
claire. La conjecture obtenue, n’est pas vérifiée pour toute les valeurs de ~.
1

Nous conjecturons qu’elle est vérifiée dans le cas newtonien = —=z).
i 2

Conjecture. Soit k un vecteur non nul, P1, Py deux ellipses orientées de
foyer commun O et de demi-grands azes respectifs fizés ay,as, 51, m les
vecteurs de Souriau de P, Eg, 7o ceuz de Py et h la fonctzon définie comme

précédemment. Notons pg_ . .. 51,52(771,772) la moyenne de h., quand §1 et
& font enserizble un toin‘ uniforme autour de k et HF 01,020,610 (f_;,ﬁl) la
moyenne de h, quand & et 177, font ensemble un tour uniforme autour de

k. Alors les fonctions /‘E,—%,al,az,é,fz(ﬁlvﬁQ) et /‘E,—§,a1,a2,51,ﬁ2(§2’ﬁ1) sont in-
variantes par réflexion de leurs arguments par rapport a n’importe quel plan
passant par O et comprenant k.

Enoncé équivalent. Dans le développement de FL_%, on a

c£ é.c2‘1 n:ls n:26 77:17 77:28 = f 6 §c2 7751 UCQ T’cl TInG’ (4'33)
Cgcll n;l?z 'scl nc €c25n216§c2777318 = §C1 T]c2 Ecl nc c2 ncl 5225 n:]G 434)
tels que nj, j=1,2,...,8, sont huit entiers non négatifs vérifiant
ny+mne = N3+ Ny, (435)
ns+nNg = N7+ ng. (436)
Dans le cas ou
Ny + N9 = N3 + Ny = N5 + Ng = Ny + Ng. (437)
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L’opérateur 1, envoie la formule 4.33 sur 4.34. Dans ce cas, ces deux familles
des relations entre les coefficients de h_ 1 sont équivalentes. On a vérifié la

validité de cette conjecture sur le développement de ﬁ_% jusqu’a 'ordre dix.
La démonstration ou le rejet de cette conjecture me parait difficile. Je serais
reconnaissant a quiconque peut me suggérer une idée permettant de y par-
venir.

En calculant les relations données par la conjecture a 1’ordre 4, on trouve bien
la formule 4.32. Evidemment, on peut obtenir une conjecture équivalente en
permutant les indices désignant les ellipses.
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Chapitre 5

Développement réduit du
hamiltonien séculaire

La fonction i~z.,, définie dans §2.4.2, est invariante par toutes les symétries
O(3). On cherche a 'exprimer dans des variables ayant cette propriété. On
établit d’abord une famille de variables SO(3)-invariantes, d’ordre 1 en ex-
centricités et inclinaisons. Comme on le sait, la fonction FL,, est paire dans
de telles variables. On cherche donc a I’exprimer dans des variables d’ordre
2 par rapport aux précédentes. On établit deux familles des variables O(3)-
invariantes. Dans ces variables, notre fonction prend une forme tres condensée
mais le nombre des variables augmente d’une unité. Cela donne lieu & une
relation de dépendance entre ces variables.

Ce chapitre est assez indépendant des chapitre trois et quatre. Cependant,
certaines des relations, mises en lumiere aux chapitres trois et quatre, peuvent
s’exprimer dans les variables O(3)-invariantes.

5.1 Famille linéaire SO(3)-invariante

Soit D un axe commun entre les deux plans de nos deux ellipses orientées,
@1m (L’indice m veut dire mutuel) I’angle entre D et L, compté positivement
dans le sens de l'orientation de la premiere ellipse, ws,, celui entre D et Eg
compté positivement dans le sens de l'orientation de la deuxieme ellipse, et
0m I’angle entre 5'1 et S, (appelé traditionnellement inclinaison mutuelle). La
valeur des angles wy,, et wsy,, dépendent de 'orientation de ’axe D.

Proposition 12. La fonction l~z., est analytique au voisinage du point copla-
naire non incliné, dans la famille des variables

p=sindy,, 11 =L 7™ T =Ly T, T
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Démonstration.

Dans le paragraphe §2.5, on a vu que la fonction I~z7 est analytique au voisi-
nage du point coplanaire non incliné, dans les variables

Scla Sclv Gclv G-’cla Sc?a ‘5—’023 Gc?, C_;'L'2-

Choisissons le repere Oz, 273 de telle sorte que le plan Oz;z, comprenne la
premiére ellipse, ’axe Oz; soit confondu a D et ’axe Oz3 soit du coté de S,
par rapport au plan Oz;z,. En tenant compte de la formule 1.64, on trouve

S = 0, (5.1)
Se2 = —pV1 =i, (5.2)
Ga = 11, (5.3)
G = T (5.4)

Ces formules avec leurs conjuguées fournissent un changement des variables
analytique au voisinage du point en question. D’ou découle la proposition. ®

Ces variables sont au nombre de cing. C’est le nombre qu’il faut car on avait
auparavant huit variables, et on a réduit ce nombre en utilisant 'invariance
par les trois rotations. Dans ces variables h, prend la forme

b= Y. PP(nn)P(0R) P (Cpdsakne(k 1) + i pgsswnBk, 1),
J1,92,53,klEN

(5.5)

avec
a(k,l) = P (i + (1)), (5.6)
Blk,1) = pF(rfr + (-1 ), (5.7)

N est Iensemble des entiers naturels : A/ = {0,1,2,...} et les coefficients
Cj1 ingsia(kl)s Cirjarja,3(k) SOnt complexes. Dans le cas newtonien, la partie
quadratique et I’ordre 4 seront donnés respectivement par

3 _ _ _ _
le) = o= (k1 (1171 + ToTo — p?) + ko(T1 70 + T172)], (5.8)
2
3 _ _ _ _
511) — —64a {12‘12[3(%0)[71717’27'2 - 02(7'171 =t T272)] = 604217(%1)!72(7'172 + T172)
2

+hs[TP7E + p2(73 + T3)) + ka[r3 7 + P7(F + 7))
’+‘2(k5[)2 + k57'17_'1 + k7T27—'2)(T17_'2 + flTQ)
+3ks (7272 + Ti1s + oY)}, (5.9)
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avec

ky, = a[—Qab‘;) + {1+ a?)bg)], (5.10)
ky = 5a(l+ a2)b(%0) —2(1+3a° + a4)b(%1), (5.11)
ky = —5a2b(%0) + 2a(1 + 3a2)bg’, (5.12)
ki = —5a2b(%0) +20(3 + a2)b(%1), (5.13)
ks = 2[5a(1+ a2)b(%0) —(2+3a°+ 2a4)b(%1)], (5.14)
ke = IOab(go) —i{4d + 9a2)bg), (5.15)
ky = 10a3b(%0) —a?(9+ 4a2)b(%1), (5.16)
ks = 5a2b(%°> — 20(1 + a2)b(%l). (5.17)

Ce genre des variables était déja utilisées dans [9].

5.2 Premiere famille quadratique O(3)-inva-
riante

La fonction h, est une fonction des vecteurs
Sl) L17 527 L2'

Il est, donc, naturel de penser aux produits scalaire de ces quatre vecteurs,
quand on est a la recherche des variables O(3)-invariante. On dispose déja
des relations suivantes entre ces produits :

—

5.2 = 1-L;% (5.18)
Se Ly = 0, k=1,2. (5.19)

Donc, il ne nous reste que les produits
Ll 27L2 2, Sl ) 52751 : L?,S2 : LI,LI : L2-

Ces six produits aussi ne sont pas indépendants, car ils vivent dans un espace
de dimension 5 (le quotient de notre espace de phases, qui est de dimension
8, par le groupe des isométries de dimension trois). La relation entre ces
produits ne permet pas d’exprimer I'un d’eux analytiquement en fonction des
autres. On donnera cette relation de dépendance, pour toutes les familles des
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variables qu’on construit. Pour avoir des relations simples entre les variables
de la famille linéaire et les variables O(3)-invariante, on préfére ne pas utiliser
directement les produits, mais plutot les fonctions suivantes de ces produits

A = L3 (5.20)
A = L (5.21)
B, = _5725-2517 (5.22)
B, = 515-152, (5.23)
€4 :1—@%§V (5.24)
) :zya_°ijmgfﬁi (5.25)

818548, - 55

En effet, en passant au variables linéaires, on trouve

Cy = ¢ (5.26)
1

CQ = 5(7’17—'2 + 7'17'2), (527)

By = 6ka Q_Z,Tk, (5.28)

Ak = Tk’?k, k= 1,2, (529)

€ est une constante qui vaut £1, selon le choix de l'orientation de I'axe D
(voir §5.1). Ce sont des variables homogenes d’ordre 2 en p, 71,71, T2, T2 ; leur
sens géométrique est tres simple. En effet, on a

C, = sin®éy,, (5.30)
Cy = L,L;cos(wom — @Wim), (5.31)
B, = & Ljsind,, Sin Wim, (5.32)
A = B, k=12 (5.33)

Proposition 13. La fonction 57 est analytique au voisinage du point copla-
naire non incliné, dans les variables

Cl) CQ, Bl7 B?a Ala A2'
Démonstration.

o8



La formule 5.5 s’écrit

l~z., = Z CJ]A]QA]S(% dnisak) (ks 1) + €y b sk B(K, 1)), (5.34)
J1,32,33,klEN

D’apres les relations de récurrence suivantes,

Bk,1) =2CB(k —1,1—1) — Aj A8k — 2,1 —2) k,1>2, (5.35)
B(k,1) = 2C,8(k — 1,0) — Aja(k —2,1) k> 2, (5.36)
B(L1) = (-1)'"1(2CB(0,1 — 1) — Apa(1,1-2)) 1>2,  (5.37)
B(k,0) = a(k,0), B(0,1) = (-1)'a(0,1),

a(k,l) = 2ie Boa(k,l — 1) + AyCra(k,l —2) 1> 2, (5.38)
a(k,l) = 2ie Bya(k — 1,1) + A;Cra(k — 2,1) k> 2, (5.39)
a(0,0) =2, a(1,0) = 2ie By, «(0,1) = 2ie By, (5.40)
a(1,1) = 2(C,C, — 2B,By), B(0,0) =2, A(1,1) =2C,, (5.41)

les quantités a(k,[), B(k,1) sont des fonctions analytiques dans les variables
C1,Cy, By, By, Ay, As. En remplagant dans 5.34, on obtient un développement
de 717 dans ces variables. Le fait que les variables Ci,Cs, By, By, Ay, Ag,
soient homogenes d’ordre 2 en fonction de p, 7y, 71, 79, T2, implique que ’or-
dre 2n de fzv dans Cy, Cy, By, By, A1, Ay passe a 'ordre n dans les variables
p,T1,T1, T2, To. D’ou découle la convergence du développement de h dans ces
dernieres variables. Donc la fonction h est analytique dans ces var1ables ©

Remarque 9. La fonction iz7 étant O(3)-invariante, elle ne dépend pas de

la quantité €. Cela implique que cette fonction est paire dans les variables
B17B2'

Ces six variables ne sont pas indépendantes; elles sont reliées par la relation
suivante :

A1A2C, — A\ B — AyB? — C2Cy + 2C2B, B, = 0, (5.42)

qu’on déduit facilement des relations 5.30, ...,5.33.
Dans le cas newtonien, on aura

3
Qgp) = 4—a2[kl (Al + A2 = Cl) + 2k202], (543)
QP = o {ka(A2 - 4BF) + ka(43 - 4B?)
640,2

+6[(2026) — ks) A1 A; + 4020Y B, By)
2 2
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+2[(k4 = 6a2b(§0))A1 + (kg = 6Q2b(§0))A2]Cl
2 2

+4(keA; + k743)Cy + 3ks(CE + 4C3)

+4(ks — 30268 C1C, ). (5.44)
2

5.3 Seconde famille quadratique O(3)-invari-
ante

Soit la famille des variables,

T, = %(1—51771), (5.45)
T, = (1-&), (5.46)
Vo= %(1—552), (5.47)
V = S(1-7i) (548)
W, = %(1—{1772), (5.49)
W, = %(1—52771). (5.50)

Ces variables sont en fait les carrés des demi-distances mutuelles entre les
points représentés sur la sphere unité par les vecteurs &1, {2, 71, 72. Par exem-

ple
T, = [5(& - WP (5:5)

Proposition 14. La fonction fu, est analytique au voisinage du point copla-
naire non incliné, dans les variables

T17 T27 1/’1’ ‘/2’ I/Vla VVZ-

Démonstration.

D’apres les formules 5.20, ..., 5.25, les quantités
Cl: 02, B17 BQ; Al) A2a

sont des fonctions des produits scalaires des vecteurs



En passant de ces vecteurs aux vecteurs de Souriau et puis dans les variables
Tla T?a V'la ‘/,2’ I/‘/vh VI/?)

On trouve le changement de variables suivant :

A = T, (5.52)
4 = Ty, (5.53)
Vo-Vi+W, —-W;
B, = — 5.54
1 2m ) ( )
Vo — Vi + W, —
B, = 2Nt -W, (5.55)

9571 =T
2=Vi = Va— Wi — Wp)?

C, = 1-— , 5.56

' 41-T) (1-To) (5.56)
1 1 BB,

Co = ~(Wi+Wo=Vi=Vy) 4 —"172 5.57

2 2( 1 + 1 2) + 2 1 I m ( )

La proposition découle de I'analyticité de ces formules, au voisinage du point
coplanaire non incliné. ®

La relation de dépendance de ces variables résulte de la nullité du déterminant
de Gram des quatre vecteurs de Souriau. On a

1 1-2T, 1-2V, 1-2W,
1-2T, 1 1-2W, 1-2V, | _ i}
1-2V, 1-—2W, 1 191, | =0 (5.58)

1-2W; 1-2V, 1-=-27, 1

Cette relation n’est pas homogene. )
Dans ces variables, la partie quadratique et celle d’ordre 4, de h_% , seront
données par

(s)
2

3

Epkl(Tl +T3) — (k1 + ko) (V1 + V2)
2

— (k1 = k2)(W1 + Wy)], (5.59)

= 1 P .

Vo= o la@TE ) + G 0F + V) + ¢ (W] + W)

+03(T1T2 + ‘/'1‘/2 + VVlWQ) + cj(aTl = Tz)(‘/] Sl ‘/.2)
+c; (T + To) (W + Wa) + 5 (ViTV) + Vo Is)
+C§(‘/1IV‘2 + ‘/QI/I/])}, (560)

avec

¢ = 27ab),
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cE =18a(F5+4aF 5012)17;% +92Fa+ 20z2)2bf,)1/)2

c3 = 54a%b),

£ = —45a(1 F a)b)), + 18(1 F a®)b{),
cs = —36a2(b), — abS))),

Cg = —3604(01bg})2 = bgl/)Q)

&)
e
Il

On a exposé dans ce chapitre, différentes familles des variables dans lesquelles
s’exprime Bv (et par conséquent le hamiltonien séculaire). La forme symplec-
tique de notre probléme n’est pas O(3)-invariante, mais SO(3)-invariante.
Par conséquent, les équations du mouvement sont ainsi. Donc, on ne peut
pas les exprimer dans les variables des familles quadratiques O(3)-invariante.
Il faut ajouter & la derniere famille, par exemple, les quatre volumes ori-
entés des tétraedres associés aux quatre choix différents de trois vecteurs de
Souriau parmi les quatre [12]. L’arbitraire dans le développement di a la
relation de dépendance présente un autre défaut des familles quadratique
O(3)-invariante. La famille linéaire est exempte de ces défauts. Un avantage
important de nos familles quadratiques est 1'élégance de leur construction.
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Annexe A

Codes des programmes

Je donne dans cette annexe les codes de mes calculs tournant sous Trip.

Le programme suivant calcule s_; dans les variables de Souriau.

1
2

programme(1)

_cleanflag=3$

n= § /* n est 1’ordre du développement */

P=expi(11,1,0)$ /* 11 est la longitude excentrique de la premiére
planéte, noté \hat u_1 dans la thése */

H=expi(T,1,0)$ /* 11+T est la longitude excentrique de la deuxiéme
planéte */

Q=H*P$

/* on établit ici la régle de conjugaison et la troncature */
varconj ((x,X), (y,Y),(z,2),(u,U0))$

tr:({(x,X,y,Y,Z:z»u:U),n})$
usetronc(tr)$

/* Définir des variables concernant le premier corps */

xicl=x$
etacl=y$
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xi31=sqrt (1-xici*conj(xic1))$
eta31=sqrt(1-etacl*conj(etac1))$
Sci1=1/2*(xicl+etac1)$
Lci=1/2*(xicl-etacl1)$
S31=1/2%(xi31+eta31)$
L31=1/2*(xi31-eta31)$
S1=1*(Scixconj(Sc1)+S31°2)"(1/2)$
Gc1=Lc1-L31*(S1+S31)"-1%Sc1$
gcl=1x(1+51) "-1xGc1$
sc1=1%(S1+531) "-1%Sc1$

/* Calcul de la position de la premilre planéte */

FAC1=(1/4)*S1"-1%(1+51)*(S1+831)$

Rc1=FAC1x*((1-sc1”2xconj(gc172))*P
+(gc172-sc172)*P~ (1) -2x(gcl-sc1™2*conj(gcl)))$

/* Rcl est 1’affixe de la composante horizontale du vecteur
position du premier corps divisé par le demi-grand axe */

RR3=-1*FAC1*((conj(scl)*gc1~2+sc1)*P~(-1)-2*conj(scl)*gcl)$

R31=RR3+conj(RR3)$

/* R31 est la projection du vecteur position du premier corps
sur 1’axe vertical */

POI1=1-(1/2)*(1+S1)*(conj(gcl) *P+gc1*P~(-1))$

/* POI1 est le poids concernant la premiére planéte */

/* Le passage au 2&me corps */

gc2=1xsubstvar(gc, (x,2), (X,2), (y,u), (Y,U))$
sc2=1*substvar(sc, (x,z), (X,2), (y,uw),(Y,U1))$
Rc2f= 1*substvar(Rci, (x,z), (X,2), (y,u),(Y,U))$
R32f= 1*substvar(R31, (x,z),(X,2),(y,uw),(Y,U))$
POI2f= 1xsubstvar(POI1, (x,z),(X,2),(y,u),(Y,1))$
Rc2=1*subst (Rc2f,P,Q) $

R32=1*subst (R32f,P,Q)$

POI2=1*subst (POI2f,P,Q)$
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/* Calcul de \tilde h_{-\frac{1}{2}} */

/* On calcule la moyenne de (1/a2)* ( ||R2-a*R1|["2 )~ (-1/2)
avec a=al/a2. On pose d=H-a, D=|d|"2 et
| IR2-a*R1||"2= | d*P+ctrc |~2+(R31-a*R32)"2=D+ep
Dans la thése, D est noté \nu et ep noté \epsilon */

ctrc=Rc2-a*Rc1-(H-a) *P$
ep=ctrc*D* (d*P) “-1+conj(ctrc) *d*P+ctrc*conj(ctrc)
+(R32-a*R31) *conj (R32-a*R31)$

PP=P0I1%P0I2$

dim vtt[0:n-1]%
vtt[0]=D"(n-1)$
for k=1 to n-1 {vtt[kl=vtt[k-1]/(k*D)*(1/2-k)*ep$}$
for k=0 to n-1 {vtt[k]l=coef_ext(vtt[k]*PP, (P,0))$}$
Mf=0$
for k=0 to n-1 {Mf=Mf+vtt[k]$}$
/* Mf regroupe les n premiers termes du développement
de D~ (n-1/2)*(1+ep/D)"-1/2 */
drt=1*coef_ext ((-1) "nxfac(2*n-1) /(2" (n-1)*fac(n-1)*(fac(n/2))"2)
*D~ (n/2-1) * ((gc2-axgcl) xconj(gc2-axgel)) ~(n/2), (P,0))$
/* drt est le dernier terme, calculé selon la proposition 6 */
M=Mf+drt$
M=subst (M,D,d*b)$
M=subst (M,d,H-a)$
M=subst(M,b,H"-1-a)$
/* \tilde h_{-\frac{1}{2}} vaut D~ (1/2-n)*M.
Dans la série M, la quantité H"k présente le coefficient
de Laplace b_{n-\frac{1}{2}}"{(k)}, k est un entier. */

/*L’utilisation des relations de récurrence entre
les coefficients de Laplace */

Ni=abs(puismax(M,H))$
N2=abs (puismin(M,H))$
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Nm=puismax (xx"N1+xx"N2,xx)$
dim mm [0:Nm ]$
mm[0] = coef_ext(M, (H,0)) $
for j=1 to Nm { mm[j] = coef_ext(M, (H,j))+coef_ext(M, (H,-j))$ }$
s=n-1/2$
for k=0 to Nm-2 {
j=Nm-k$
mm[j-1]= mm[j-11-((j-1)/(s-3))*((1+a~2)/a)*mm[j]$
mm[j-2]= mm[j-2]-((2-s-3)/(s-3))*mm[j]$
mm[j]=0 $ 1$

s0=n/2+1/2%

while (s !'=s80) do

{

mm[2]=mm[1] *2* (s-3)/(s-1)*a/(aa) "2$

mm[1]=mm[0] *2*(s-2)/(s-1)*a/(aa) "2
+mm[1]*s/(s-1)*(1+a"~2)/(aa) "2$

mm [0]=mm[0] * (1+a"~2)/(aa) "2$

s=s-1$

mm[1]= mm[1]-1/(s-2)*(1+a"2)/a*mm[2]$

mm[0]= mm[0]+s/(s-2)*mm[2]$

mm[2]=0 $

1$

M=mm [0] +mm [1] *H$

tra=({a,puismax(M,a)})$

usetronc(tra)$

M=subst(M,aa,1-a"2)$

/* Dans cette série, il n’y a que deux coefficients de Laplace,
a savoir b_{s0}"{(0)} et b_{s0}"{(1)} : sO0=n/2+1/2 %/
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Le programme suivant calcule iz_% dans les variables de la famille linéaire
SO(3)-invariante du paragraphe §5.1.

programme(2)

_cleanflag=3$

n=$ /* n est 1’ordre du développement */

P=expi(11,1,0)$ /* 11 est la longitude excentrique de la premiére
planéte, noté \hat u_1 dans la thése */

H=expi(T,1,0)$ /* 11+T est la longitude excentrique de la deuxiéme
planéte */

Q=H*P$

/* on établit ici la régle de conjugaison et la troncature */

varconj ((x,X),(z,2))$
tr=({(x,X,z,Z,u),n})$
usetronc(tr)$
/* x=L1*P noté \tau_1 dans la these,
z=L2*Q noté \tau_2 dans la theése,
u=sin(angle entre les deux ellipse), noté \rho dans la these */

/* Calcul des positions des planétes */

/* On prend le plan de la premidre ellipse
pour plan de référence */

Si=sqrt(1-x*X)$

S2=sqrt (1-z*Z)$

S$32=S2*sqrt(1-u~2)$

Rc1=1/2%(1+S1)*P+1/ (2% (1+S1) ) *x~2*P~ (-1) -x$
R31=0%

POI1=1-1/2%X*P-1/2*x*xP~(-1)$

Sc2=-i*S2*u$

Rc2=1/4%(((S2+532) * (1+S2) /S2-Sc2"2xZ2~2/ (S2* (S2+S32) * (1+52)) ) *Q
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+((S2+S32) *z~2/ (S2% (1+S2) ) - (1+S2) *Sc2~2/ (S2%(S2+5832) ) ) *Q~ (-1) -2
* ((S2+S32) *z/S2-Sc2"2%Z/ (S2%(S2+S32))))$

RR3=(1/4)* (- (Sc2*Z~2/ (S2* (1+S2) ) - (1+S2) *Sc2/S2) *Q+2*Sc2*Z/S2) $
R32=RR3+conj(RR3)$

POI2=1-1/2*%Z*Q-1/2%z*Q~(-1)$

/* Calcul de \tilde h_{-\frac{1}{2}} */

/* On calcule la moyenne de (1/a2)* ( ||R2-a*R1|[|"2 )~ (-1/2)
avec a=al/a2. On pose d=H-a, D=|d["2 et
| IR2-a*R1||"2= | d*P+ctrc |~2+(R31-a*R32)~2=D+ep
Dans la thése, D est noté \nu et ep noté \epsilon */

ctrc=Rc2-axRcl-(H-a)*P$
ep=ctrc*Dx (d*P) "-1+conj(ctrc)*d*P+ctrc*xconj(ctrc)
+(R32-a*R31) *conj(R32-a*R31)$

PP=P0I1*P0I2$

dim tt[0:n-1]$
tt[0]=D"(n-1)$
for k=1 to n-1 {tt[kl=tt[k-11/(k*D)*(1/2-k)*ep$}$
for k=0 to n-1 {tt[k]=coef_ext(tt[k]*PP,(P,0))$}$
Mf=0$
for k=0 to n-1 {Mf=Mf+tt[k]$}$
/* Mf regroupe les n premiers termes du développement
de D~ (n-1/2)*(1+ep/D)"-1/2 */
drt=1*coef_ext ((-1) "nxfac(2*n-1) /(2" (n-1) *fac(n-1)
*(fac(n/2))"2)*D" (n/2-1)*((z/(1+S2) -a*x/(1+S1))
*(Z/ (1+82)-a*X/(1+S1))) "~ (n/2),(P,0))$
/* drt est le dernier terme, calculé selon la proposition 6 */
M=Mf+drt$
M=subst (M,D,d*b)$
M=subst(M,d,H-a)$
M=subst (M,b,H"-1-a)$
/* \tilde h_{-\frac{1}{2}} vaut D~ (1/2-n)=*M.
Dans la série M, la quantité H"k présente le coefficient
de Laplace b_{n-\frac{1}{2}}"{(k)}, k est un entier. */
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/*¥L’utilisation des relations de récurrence entre
les coefficients de Laplace */

Ni=abs(puismax(M,H))$
N2=abs (puismin(M,H))$
Nm=puismax (xx"N1+xx"N2,xx)$
dim mm [O:Nm ]$
mm[0] = coef_ext(M, (H,0)) $
for j=1 to Nm { mm[j] = coef_ext(M, (H,j))+coef_ext(M,(H,-j))$ }$
s=n-1/2$
for k=0 to Nm-2 {
j=Nm-k$
mm[j-1]= mm[j-11-((5-1)/(s-3j))*((1+a~2)/a)*mm[j]$
mm[j-2]= mm[j-2]-((2-s-3)/(s=j))*mm[j]1$
mm[j]=0 $ 13

s0=n/2+1/2$
while (s !=s80) do
{
mm[2]=mm[1] %2 (s-3)/(s-1)*a/(aa) "2$
mm[1]=mm[0] *2* (s-2) /(s-1) *a/ (aa) "2
+mm[1]*s/(s-1)*(1+a~2)/(aa) "2$
mm [0]=mm[0] * (1+a~2)/(aa) "2$
s=s-1$
mm[1]= mm[1]-1/(s-2)*(1+a~2)/a*mm[2] $
mm[0]= mm[0]+s/(s-2)*mm[2]$
mm[2]=0 §

18

M=mm [0] +mm [1] *H$

tra=({a,puismax(M,a)})$

usetronc(tra)$

M=subst(M,aa,1-a"2)$

*/ Dans cette série, il n’y a que deux coefficients de Laplace,
a savoir b_{s0}"{(0)} et b_{s0}"{(1)} : s0=n/2+1/2 %/
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Le programme suivant effectue le changement de variables, dans h_ 1, en-
tre la famille linéaire SO(3)-invariante et la premiére famille quadratique
O(3)-invariante du paragraphe §5.2. On applique ce programme apres avoir
appliqué le programme(2).

programme(3)

N=n/2$ /* N est le nouvel ordre du développement */
efftronc$

tr=({(A1,A2,B1,B2,C1,C2) ,N})$

/* Ce sont les variables données dans le paragraphe 5.2 */
usetronc(tr)$

/* définir les tableaux \alpha et \beta du paragraphe 5.1 */

dim A[O:N,0:NJ$
dim B[O:N,0:N]$

/* initialiser les éléments des tableaux */

A[0,0]1=2% B[0,0]=2%
A[1,0]=2%i*B1$ A[0,1]=2%i*B2$ A[1,1]=2x(C1*C2-2xB1*B2)$ B[1,1]=2*C23

/* Appliquer les relations de récurrence du paragraphe 5.2%/

for k=0 to 1 { for 1=2 to N {
Alk,1]=2*%i*B2*A[k,1-1]+A2*C1* Alk,1-2]% }$1$
for 1=0 to N { for k=2 to N {
Alk,1]=2*i*B1xA[k-1,1]+A1*C1*A[k-2,1]$ }$1$
for k=1 to N { B[k,0]=A[k,0]$ B[0,k]=(-1)"k*A[0,k]$ }$
for k=2 to N { B[k,1]=2%C2*B[k-1,0]-A1*A[k-2,1]$
B[1,k]=(-1)"(k-1)*(2*xC2+B[0,k-1]-A2*A[1,k-2])$ 1}$
for k=2 to N { for 1=2 to N {
B[k,1]=2%C2*B[k-1,1-1]-A1*xA2* B[k-2,1-2]$ }$}$
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/* Remplacement dans M des variables de la famille linéaire
par les éléments des tableaux A et B */

for j=1 to N { for jj=j to N {
M=M-coef_ext (M, (x,3), (X,3j))*x"j*X"j
+coef_ext(M, (x,j),(X,jj))*A1"j*X"(jj-j)$
}1$}$

for j=1 to N { for jj=j to N {
M=M-coef_ext (M, (X,3), (x,j3))*X"j*x"jj
+coef_ext(M, (X,j),(x,3j))*A1"j*x~(jj-7)$
18318

for j=1 to N { for jj=j to N {
M=M-coef_ext (M, (z,3),(Z,jj))*z"j*Z"j]
+coef_ext(M,(z,3),(Z,jj))*A2"5*Z7(3j-7)$
18318

for j=1 to N { for jj=j to N {
M=M-coef_ext (M, (Z,j),(z,jj))*Z"j*z"]]
+coef _ext (M, (Z,3),(z,jj))*A27 j*z~ (jj-3)$
1838

for k=0 to N { for 1=0 to N {
M=M-coef_ext (M, (x,k), (z,1),(X,0),(Z,0))*(x"k*xz"1+(-1) " (k+1) *X"k*Z"~1)
+(coef_ext (M, (x,k), (z,1),(X,0),(Z,0))/u” (k+1))*A[k,1]$

M=M-coef_ext (M, (x,k),(Z,1),(X,0),(z,0))*(x"k*Z"1+(-1) " (abs(k-1))*X"k*xz"1)
+coef_ext (M, (x,k),(Z,1),(X,0),(z,0))*u" (-abs(k-1))*B[k,1]$
1818
M=substpow(M,u,2,C1,0);
/* Rappelons-le, \tilde h_{-\frac{1}{2}} vaut D~ (1/2-n)*M.
Dans la série M, la quantité H"k présente le coefficient
de Laplace b_{n-\frac{1}{2}}"{(k)}, k est un entier. */
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Le programme suivant effectue le changement de variables, dans h_ 1, en-
tre la famille linéaire SO(3)-invariante et la deuxieme famille quadratique
O(3)-invariante du paragraphe §5.3. On applique ce programme apres avoir
appliqué le programme(2).

programme(4)

N=n/2$ /* N est le nouvel ordre du développement */
efftronc$

tr=({(T1,T2,V1,V2,W1,W2) ,N})$

/* Ce sont les variables données dans le paragraphe 5.3 */
usetronc(tr)$

/* définir les tableaux \alpha et \beta du paragraphe 5.1 */

dim A[O:N,0:N]$
dim B[O:N,0:NJ]$

/* initialiser les éléments des tableaux */

LL1=T1$ LL2=T2$ Si=sqrt(1-T1)$ S2=sqrt(1-T2)$

L1L2=1/2% (W1+W2-V1-V2)$

S152=1-1/2* (W1+W2+V1+V2)$

S2L1=1/2%(V2-V1+W2-W1)$ S1L2=1/2%(V2-V1i+W1-W2)$

A1=LL1$  A2=LL2$

B1=-S2L1/82$  B2=S1L2/S1$

C1=1-(S152/(S1%52))~2$ C2=L1L2-(S1L2*S2L1)/(S1%S2+5152)$

A[0,0]1=2% B[0,0]=2%
A[1,0]=2%i*B1$ A[0,1]=2%i*B2$ A[1,1]=2%(C1xC2-2xB1xB2)$ B[1,1]=2*C2$

/* Appliquer les relations de récurrence du paragraphe 5.2%/
for k=0 to 1 { for 1=2 to N {

Alk,1]=2*i*B2*A[k,1-1]+A2*xC1* A[k,1-2]$  }$1}$
for 1=0 to N { for k=2 to N {
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Alk,1]=2*i*B1*A[k-1,1]+A1*C1xA[k-2,1]$ }$}$
for k=1 to N { B[k,0]=A[k,0]$ B[0,k]=(-1)"k*A[0,k]$ }$
for k=2 to N { B[k,1]=2%C2*B[k-1,0]-A1*A[k-2,1]$
B[1,k]=(-1)"(k-1)*(2*C2*B[0,k-1]-A2*A[1,k-2]1)$ }$
for k=2 to N { for 1=2 to N {
B[k,1]=2%C2*B[k-1,1-1]-A1*A2% B[k-2,1-2]$ }$}$

/* Remplacement dans M des variables de la famille linéaire
par les éléments des tableaux A et B */

for j=1 to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext (M, (x,3j), (X, 1)) *x"j*X"j ]

+coef_ext (M, (x,3), (X,33))¥A1" %X~ (ji-7)$

183}$

for j=1 to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext (M, (X,3), (x,33))*X"j*x"j]

+coef_ext (M, (X,3), (x,33))*A1"j*x~(jj-j)$

18318

for j=1 to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext (M, (z,3), (Z,jj))*z~*Z" 7]

+coef_ext (M, (z,3),(Z,jj))*A2°j*2°(jj-j)$

1838

for j=1 to N { for jj=j to N {

M=M-coef_ext (M, (Z,j),(z,jj))*Z"j*z"jj

+coef_ext (M, (Z,3),(2,jj))*A27j*z~ (jj-j)$

1$3%

for k=0 to N { for 1=0 to N {

M=M-coef_ext (M, (x,k), (z,1),(X,0),(Z,0))*(x"k*z"1+(-1) " (k+1) *X"k*Z"1)

+(coef_ext (M, (x,k),(z,1),(X,0),(Z,0)) /u"(k+1))*A[k,1]$

M=M-coef_ext (M, (x,k), (Z,1),(X,0),(z,0))*(x"k*Z"1+(-1) " (abs (k-1) ) *X"k*z"1)

+coef_ext(M, (x,k), (Z,1),(X,0),(z,0))*u"(-abs (k-1))*B[k,1]$

1818

M=substpow(M,u,2,C1,0);

/* Rappelons-le, \tilde h_{-\frac{1}{2}} vaut D~ (1/2-n)*M.
Dans la série M, la quantité H"k présente le coefficient
de Laplace b_{n-\frac{1}{2}}"{(k)}, k est un entier. x/
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Annexe B

Variables actions-angles de
Delaunay

Dans cette annexe, nous montrons qu’on peut obtenir les variables de Delau-
nay en appliquant le théoréme de Liouville sur les systemes intégrables [17],
au probleme de Kepler. Notre probleme ayant trois degré de liberté, pour
obtenir notre résultat on a besoin de trois intégrales premieres, indépendantes,
en involution et dont la sous-varété de niveaux est compacte. Remarquons
qu’on a cing intégrales premieres :

a,e, 6,0, w.

Appliquons le théoreme de Liouville aux intégrales a,e,d. Ces intégrales
premieres sont indépendantes et la sous-variété de niveaux est décrite par une
anomalie et les angles w, £2. Donc cette sous-variété est compacte. Démontrons
que ces intégrales sont en involution ; c’est-a-dire

{a,€} = {a,6} = {&,6} =0 (B.1)

Remarquons que a est une fonction de H, donc a est en involution avec toute
intégrale premiere. D’ol

{a,e} = {a,d} = 0.
On a
C: = Csindsin Q (B.2)
C; = —Csind cos Q (B.3)
C;s = Ccosé (B.4)
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Injectons dans les célebres formules
{C;,C;} = = Cy. (B.5)

(i,j, k) étant une permutation circulaire de (1,2,3). On trouve un systeme
linéaire de trois équation & trois inconnues {Q, 8}, {C,Q},{C,d} dont la so-
lution est

1

{0 = C sin §

{C,Q} =0

{C.0} = 0 (B.6)
En remplagant

C = By/ua(l — e?) (B.7)
dans la derniere équation, on trouve

{e,d} = 0. (B.8)

Cela acheve la démonstration de B.1

B.1 Calcul des actions

D’apres le théoreme de Liouville, la sous-variété de niveaux des intégrales
a,e et § est difféomorphe & un tore de dimension 3. Les angles Q,w avec
une anomalie (vraie, excentrique ou moyenne) décrivent des cycles de base
de ce tore qu’on note respectivement g, Yw, v Notons I, I, I; les actions
correspondantes a ces cycles. On a

1
L = —/ 7
: 27 'ylpdr
= /2"%1
— 2mB o E
ﬁ 2m 1 1
= — 2u(- — —)dM
2mn Jo u(r 2a)
_ w8 B

an 7nJo T
pp  pB o7 du

an ™ Jo a

pB
an
= Byua (B.9)
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Une autre démonstration de cette formule peut s’obtenir en exprimant p, 7
directement en fonction de I’anomalie vraie ou excentrique.
Calculons l’action I,. On a

1
L.,:—/ S dF.
27 va '

Exprimons p'd7 dans le repere (O, €y, €y) porté par les axes principaux de
Pellipse. En tenant compte des formules

oex oéy

ow T Ow ’

on trouve

27 - 5
Iy = ﬂ/ r(—Xsin v + Y cos v) dw
0
= a’nBv1 — e?

= ﬁ,/ﬂ,a(l — eQ) (B.lO)

Pour calculer I, exprimons 7 et p dans le repére fixe Oz,z2x3, on trouve

1
5 = —/ FdF
27 Jyq

27 . .
= ﬁ/ r(—Xsin v + Y cos v) cosd d
0
= a’nfV1—e2cosé
= [y/pa(l —e?)cosd. (B.11)

B.2 Calcul des angles

Les actions étant calculées, plusieurs méthodes permettent de calculer les
angles associés. Chacun de ces angles est une variable angulaire, défini mod
2m et décrivant le cycle de base correspondant proportionnellement au flot de
son action. Cela fournit une méthode directe pour calculer les angles. Cette
méthode était déja utilisée dans [21].

Calculons les champs de nos actions.

L’action I est la composante verticale du vecteur moment cinétique. Pour
calculer son champ, passons aux coordonnées cartisiennes. on a

Iq = z1py — zops. (B.12)
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Le champ de cette fonction est donné par

.0 .0

dpAdT- (F=+p=) =dIq. B.1
D’ou
-’I‘:I = —X9, $.2 = T, .’i‘3 = 0, (B14)
p1 = —p2, P2=p1, p3=0. (B.15)

C’est le champ de la rotation R3(£2). On en déduit que

{IQ,Q} = 1, {IQ,U)}:O, {IQ,[}=0, (B16)
{Io,1,} = 0, {Iq, I} =0. (B.17)

Pour calculer le champ de 'action I, remarquons que cette action vaut la
norme du vecteur moment cinétique. L’équation

. .0
AFAdF- (Ft f

5 + P = AL (B.18)

étant invariante par rotation, on peut I’étudier dans un repeére particuler dont
la direction de ’axe vertical est confondue avec celle du vecteur du moment
cinétique. D’ou, on aura dans ce repere des équations identiques & B.14, B.15.
Le champ de I, est donc le champ de la rotation d’angle w autour du vecteur
moment cinétique. Cela donne

{I,9} = 0, {I,w}=1 {L,i1}=0, (B.19)
{I.,Io} = 0, {Io,I,}=0. (B.20)

Le champ de l'action I; est proportionnel au champ du hamiltonien H. En
effet, on a

2

(B.21)

Cela donne
dH =ndl,. (B.22)

Donc le champ de I; s’obtient a partir du champ de H en le multipliant par
I'inverse de la fréquence n. D’ou

{I[,Q} = 0, {I[,w} = 0, {I{,l} = 1, (823)
{I[,IQ} = 0, {Il,lw} = [0, (B24)
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Les équations en B.17, B.20, B.24 sont une conséquence du fait que I, I, I
sont un systeme des variables d’actions.

Notons des angles correspondant aux actions [;, I, et I par ®;, @, et Pg.
La forme symplectique s’écrit

o=dNd® +dI,NdD, +dIgAdDg. (B.25)
D’apres la définition des variables action-angles, On a
{In, o} =1. (B.26)
Cette équation, comparée a la premiere de B.16, donne
®q = Q + Q, (B.27)

avec {2y est une fonction des actions et des deux angles w et [. D’apres la
définition des variables action-angles, On a aussi

{I,,®q} =0, {I,®q} =0. (B.28)

L’équation B.27 et ces deux équations, comparées a la premiere équation de
B.19 et a la premiere équation de B.23, donnent

{I,,} =0, {I,,Q)}=0. (B.29)

Cela montre que 2y ne dépend pas de w ni de [. C’est-a-dire que I ne dépend
que des actions.

Oq = Q + Qo(1). (B.30)

Un raisonnement identique donne
(I)w = w+w0(1), (B31)
o, = [+ 1(I). (B.32)

Remplacons dans la formule B.25, on trouve

c=dpANdT=op + oo, (B33)

avec
op = diANdl+dI,Ndw+dIgAdQ (B.34)
oo = dIIANdlg+dI, Ndwo +dIqgAdS. (B35)

La 2-forme 0o ne dépendant pas des angles [, w et €2, elle est connue par sa
restriction sur la sous-variété définie par

l=w=0=0. (B.36)
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La restriction de op sur cette sous-variété est clairement nulle. Calculons la
restriction de d fAd 7 sur cette sous-variété. Sur cette sous-variété, le vecteur
7 vit sur 'axe Oz; et le vecteur p est perpendiculaire a 'axe Oz;. Dot la
restriction de d p'A d 7 sur cette sous-variété est nulle. On en déduit que

oo = 0. (B.37)
Cela montre d’une part que
oc=dpAdT=o0p. (B.38)

et d’autre part que les angles possibles sont donnés par

o0
d = —_ B.
I HBL’ (B.39)
o0
CI)w = u)+a—1u‘, (B40)
0P
= Q4 —. 41
Qg +81Q (B.41)

® étant une fonction réguliere quelconque des actions.
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Conclusion

Notre lemme, qui généralise la résonance d’Herman, donne des relations
algébriques entre les coeflicients du développement du hamiltonien séculaire &
tous les ordres. L’interprétation dynamique de ces relations a ’ordre deux est
la résonance d’Herman. On n’a pas trouvé d’interprétation dynamique pour
ces relations, aux ordres supérieurs. Il est important de diriger la recherche
de ce coté.

On a trouvé d’autres relations entre les coefficients de notre développement.
Ces relations demeurent, jusqu’a présent, sans démonstrations. Il est indis-
pensables de chercher & démontrer ces relations et peut étre trouver des liens
avec notre lemme. L’interprétation dynamique de ces relations sera aussi a
étudier.

Certaines des variables utilisées ou construites dans ce travail ont des car-
actéristiques tres intéressantes. Il est important de les exploiter dans d’autres
problemes. Les variables de Souriau sont trés utiles quand on est & la recherche
des propriétés globales et les variables s. et g. sont & conseiller pour traiter
les aspects techniques. Les familles SO(3)-invariantes et O(3)-invariantes
réduisent considérablement la taille des développements.
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Récapitulatif des familles des

variables et des séries

Définition | Partie quadratique | Partie quartique
Variables de Souriau
Eey Me p.- 13 p. 38 p. 51
Variables de Poincaré
By lip p. 12 non fournie non fournie
Variables rationnelles
Sey Ge p. 12 non fournie non fournie
La famille linéaire
Py T, Tay T1, T2 p- 95 p. 56 p. 56
La premiere famille
quadratique
Ay, Ay, By, By, C1,Cy p. 57 p- 59 p. 60
La deuxieme famille
quadratique
Ty,15, Vi, Vo, W1, Wy p. 60 p. 61 p. 61
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