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Résumé

La rotation de la Terre n’est pas uniforme et présente de fortes irrégularités dans le temps.

Nombres d’entre elles sont relativement bien expliquées par les forces extérieures agissant sur
la Terre. Cependant, des interrogations persistent quant à l’origine et la nature de certaines
fluctuations observées.

Par exemple, les fluctuations rapides (inférieures à 100 jours), observées dans les paramètres
d’orientation de la Terre, sont induites par les excitations atmosphériques et océaniques prin

cipalement. Présentant un spectre de Fourier continu et apériodique, elles ont toujours été

caractérisées comme des processus aléatoires. Or, les fluides géophysiques (océan-atmosphère)
responsables de leur existence, possèdent des dynamiques non linéaires et déterministes.

Nous avons par conséquent cherché s’il était possible de déceler une composante non linéaire

déterministe analogue dans les fluctuations rapides de la rotation de la Terre.

La méthode employée est l’analyse non linéaire de séries temporelles. Elle repose sur la re

construction d’une figure géométrique (attracteur) représentant l’évolution asymptotique du

système observé, dans un espace multidimensionnel. Le calcul d’invariants dynamiques (dimen
sions, exposants de Lyapunov) permet de préciser la nature du système qui a donné naissance
à la série. Il devient possible de distinguer un processus aléatoire d’un processus chaotique

tandis que leur spectre de Fourier est identique.

Un signal déterministe non linéaire de faible dimension semble bien présent dans les séries à

courtes périodes de la rotation de la Terre et permet de trancher avec la description stochas

tique usuelle. La comparaison des invariants dynamiques trouvés pour les séries de rotation de

la Terre [1-100] jours et les séries atmosphériques [1-100] jours montre de plus, que le proces
sus déterministe décelé est directement induit par la dynamique atmosphérique et reflète ses

propriétés.

Concernant le mode propre de la Terre (terme de Chandler), en adoptant la même approche,
nous avons montré que celui-ci pouvait être modélisé comme un oscillateur dissipatif forcé

possédant une variété instable. Ceci implique là encore, que les excitations responsables de sa

variation seraient de nature non linéaire déterministe, et de ce fait, non stochastique.
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Introduction

La rotation de la Terre fût longtemps considérée comme uniforme et stable. La durée du jour,

(ou le Temps Universel, UT1), servit d’ailleurs de référence pour la définition de l’échelle de
temps légal et de l’unité de temps, jusqu’en 1960. Dès l’apparition des premières observations

optiques, des variations de la latitude furent mesurées (fin 19 ième siècle dans le mouvement du

pôle). Puis, grâce à l’amélioration des techniques d’observations géodésiques et l’introduction
des horloges atomiques, un nombre croissant de fluctuations significatives fût répertorié dans
le mouvement du pôle, le temps universel et la longueur du jour.

La Terre est un corps complexe composé de couches dont les propriétés chimiques et dy

namiques sont différentes et intéragissent entre elles. D’autre part, elle est soumise à des

actions gravitationelles extérieures et possède une oscillation propre présentant des variations.

Par conséquent, chacune des fluctuations observée dans le mouvement de rotation de la Terre,

s’avère être de type très distinct et d’origine tout aussi diverse. Leurs échelles de temps car

actéristiques s’échelonnent de l’âge de la Terre à quelques heures. Aussi la connaissance de la
rotation de la Terre fournit-elle des renseignements pertinents sur le comportement des couches
internes et externes de son manteau, noyau, mais aussi sur le mouvement des corps célestes.

La démarche usuelle d’étude de la rotation de la Terre se base sur le découplage des effets de

chaque excitation sur la rotation de la Terre. Ainsi, on attribue les variations à très longues

périodes (séculaires) à la fonte des glaciers (pour le pôle) et à la dissipation d’énergie due aux
marées (pour la longueur du jour), à longues périodes (décennies) aux mouvements des couches
internes (noyau, manteau). Les oscillations périodiques et saisonnières proviennent à la fois
des attractions gravitationnelles des corps célestes (principalement la Lune et le Soleil) et des
mouvements périodiques des fluides géophysiques (marées océaniques, saisons atmosphériques).
Des variations transitoires et apériodiques de l’ordre de 100 jours maximum sont aussi présentes

dans les séries et sont principalement d’origine atmosphérique ou hydrologique.

Par conséquent, l’étude des variations de la vitesse de rotation et de l’orientation de la
Terre est un axe de recherche primordial pour la communauté scientifique puisqu’il se situe

au carrefour de plusieurs disciplines: l’astronomie, la géophysique interne, la météorologie,

l’océanographie et la recherche spatiale.

La modélisation de la rotation de la Terre a beaucoup évolué depuis la description dy

namique faite par Euler d’un corps sphérique rigide en rotation uniforme. D’une part parce

que les modèles de rhéologie du manteau et des couches internes sont plus de plus en plus
réalistes: l’ellipticité de la Terre fût mesurée au 18 ième siècle grâce aux grandes expéditions

géodésiques. Un siècle plus tard, les observations de variations de la latitude, mirent en évidence
les propriétés d’élasticité du manteau. Depuis le début du 20 ième siècle, la sismologie a permis

de découvrir les grandes subdivisions du globe et continue de fournir des indications sur leurs
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principales propriétés.

D’autre part, concernant les excitations extérieures qui agissent sur la Terre, parce qu’on dis

pose depuis une vingtaine d’année, d’un modèle précis de l’action gravitationelle luni-solaire
sur le bourrelet équatorial de la Terre (précession-nutation, modèle UAI 1980).
Cependant, les fluides géophysiques possèdent des dynamiques fortement non linéaires et dy

namiquement instables (circulation atmosphérique). Les modèles dynamiques atmosphériques
et océaniques sont extrêmement compliqués et possèdent des solutions apériodiques et chao

tiques pour certaines valeurs de leurs paramètres. Ceci implique que leur évolution présente
une très forte sensibilité aux conditions initiales qui induit une prédiction limitée dans le temps.

Il reste de ce fait très difficile de fabriquer des modèles globaux de circulation atmosphérique et

surtout océanique dans la mesure où les observations qui permettent de contraindre les modèles

sont peu accessibles au milieu de l’océan. Il en est de même pour les modélisations des mou

vements du noyau liquide et de la graine solide à l’intérieur de la Terre. D’autre part certains

phénomènes sont négligés, (triaxialité de la Terre), ou très peu modélisés (séismes, mouvement
des plaques tectoniques, variations climatiques très rapides). Ceci implique que, bien que pro

gressant, la modélisation globale de la rotation de la Terre et de ses excitations n’est pas encore
parfaite.

La principale source d’information, pour les études géophysiques de la rotation de la Terre,

est l’observation sous forme de séries temporelles de mesures de la longueur du jour ou du temps

universel et du mouvement du pôle. D’une part, l’étude du contenu spectral de ces séries permet

d’isoler et de décrire les principales composantes du mouvement de rotation de la Terre; d’autre

part, ces observations peuvent être directement utilisées pour apporter des informations sur

certains comportements dynamiques irréguliers des fluides géophysiques qu’aucun autre moyen

ne permet d’obtenir.

Les séries temporelles de mesures comportent une information riche puisqu’elles résultent de

la combinaison de tout ce qui agit sur la rotation de la Terre. Elles sont à la fois très complètes

(information complexe contenue dans une seule variable) et très simples (séries temporelles
unidimensionnelles). La difficulté est alors d’en extraire au mieux le maximum d’informations
pertinentes.

Depuis le milieu du 20 ième siècle, des séries temporelles de mouvement du pôle et de

longueur du jour sont maintenues de manière systématique, d’abord par le BIH (Bureau Inter
national de l’Heure) puis par l’IERS (International Earth Rotation Service). On s’est rendu
compte grâce à ces observations, que la période théorique définie par Euler de rotation propre de

la Terre (306 jours) était allongée d’un facteur 0.7 (détectée par Chandler dans les séries). Ceci
a permis de mettre en évidence certaines propriétés d’élasticité de la Terre. D’autre part, on ob
serve que ce mode propre n’est pas purement périodique. Parallèlement, basées sur le principe

de conservation du moment cinétique, des corrélations linéaires entre les séries terrestres et les

séries géophysiques ont permis de caractériser certaines causes d’excitations (essentiellement les
termes atmosphériques saisonniers).

Même si on explique, depuis les années 1980, de manière de plus en plus précise une grande

partie du signal observé, des interrogations persistent quant à l’origine de certaines oscillations

peu régulières. Le débat sur l’excitation, l’amortissement et 1a. variation de l’oscillation libre de

la Terre (terme de Chandler) dans le mouvement du pôle est par exemple loin d’être clos. De
même, les causes de certaines fluctuations rapides du mouvement du pôle et de la longueur du



jour restent connues de manière incomplète.

Ces manques dans la connaissance des phénomènes observés peuvent provenir à la fois du bruit

de mesure superposé aux données, du manque de précision de certains modèles conduisant à

des comparaisons erronées et des méthodes employées dans l’analyse du signal.

Il est frappant et intéressant de remarquer que bien que les non linéarités soient om

niprésentes dans la nature, il a toujours été de rigueur d’appliquer des linéarisations. Para

doxalement, ce type d’approche permet d’expliquer et de modéliser une grande partie des

phénomènes observés, cependant il s’avère parfois nécessaire de sortir de ce cadre linéaire.

De quelle manière analyse-t-on linéairement une série temporelle? L’analyse linéaire de

traitement du signal se base tout d’abord sur le calcul du spectre de Fourier de la série. La

première étape consiste alors à séparer le fond continu appelé ”bruit stochastique” de la partie

du signal représentée par des raies fines dans le spectre ”partie déterministe”. On décrit le

signal en fonction de ses propriétés spectrales comme une somme d’oscillations indépendantes

et du bruit. Cette démarche est justifiée par le fait que les phénomènes oscillants et vibratoires
existent à toutes les echelles dans la nature. Les modèles d’évolution se basent sur la recherche

de coefficients d’autorégression de la série temporelle. Ce type d’approche exclut totalement

toute composante non linéaire éventuelle dans le signal.

Dans la mesure où les excitations géophysiques (atmosphère, océans) de la rotation de la Terre
possèdent des dynamiques fortement non linéaires, il devient naturel de s’interroger sur la pos

sibilité de détecter, voire de caractériser une telle composante déterministe non linéaire dans
les fluctuations de la rotation de la Terre.

Ceci est rendu possible grâce à l’analyse non linéaire des séries temporelles:

Issues de la théorie mathématique des systèmes dynamiques, des techniques de traitement du

signal ont été développées, depuis une quinzaine d’années, afin de permettre la reconstruction de

la dynamique asymptotique d’un système physique inconnu dont la seule source d’information

est une ou plusieurs séries temporelles. Concrètement, l’approche non linéaire de traitement

du signal s’appuie sur des principes totalement différents de l’analyse de Fourier. Il s’agit dans

un premier temps de trouver le signal déterministe en séparant, dans la partie continue du

spectre, le signal dû au bruit stochastique de celui dû au signal déterministe (cela signifie que
l’on considère qu’un spectre continu n’est pas synonyme uniquement de stochasticité mais peut

appartenir à un signal physique déterministe non linéaire). Les analyses et description du signal
ne se font plus dans l’espace fréquentiel mais dans un espace multidimensionnel appelé espace
de reconstruction ou pseudo espace des phases. Ce n’est plus la série unidimensionnelle qui

est étudiée en tant qu’objet mathématique mais un ensemble de vecteurs dont les composantes

sont les points de la série décalés dans le temps. Ils forment une figure géométrique nommée
attracteur dont les propriétés caractérisent de manière univoque le comportement du système

observé. Les quantités invariantes ne sont plus les valeurs des fréquences mais les exposants de

Lyapunov (mesure de la stabilité d’une orbite) et les dimensions fractales de l’attracteur. Enfin
les modèles recherchent une loi d’évolution locale ou globale de la dynamique sur l’attracteur

grâce à la construction d’applications polynomiales.

L’analyse non linéaire intéresse un nombre croissant de scientifiques confrontés à des séries

temporelles issues de processus complexes dont une classe particulière est le chaos. Elle a d’ores
et déjà permis de mettre en évidence des comportements dynamiques chaotiques insoupsonnés
peu de temps avant. Il semble d’ailleurs que la majorité des processus physiques naturels, après
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des phases de bifurcations, aboutissent à des comportements déterministes apériodiques. Par

exemple, Ruelle et Takens(1971) se sont rendu compte que la turbulence apparaissant dans un
fluide, n’était pas le résultat de l’excitation d’une infinité de modes mais plutôt le comportement

déterministe chaotique d’un système très simple à faible degrés de liberté. Le paradigme du

nombre de modes excité (Fourier) s’est vu peu à peu remplacé par celui du nombre de degrés
de liberté actifs et du nombre d’exposants de Lyapunov positifs (mesure de la chaoticité d’un
système).
L’attracteur de Lorenz est par ailleurs un exemple tout aussi intéressant puisqu’il montre qu’avec

seulement 3 variables non linéairement couplées, on peut obtenir pour une certaine classe de

paramètres, un comportement asymptotique des orbites qui est chaotique. Il est intéressant de

noter que le modèle de Lorenz est issu des équations tronquées de la convection atmosphérique.

D’ailleurs, l’application de ces méthodes en dynamique atmosphérique a déjà permis de car

actériser des attracteurs chaotiques à partir de séries de mesure de pression ou de vitesse de
vents.

La présente thèse s’insère naturellement au centre de ce débat: les caractérisations linéaires

des séries de rotation de la Terre s’avèrent insuffisantes pour expliquer de manière satisfaisante

tout le spectre. Les principales excitations de la rotation de la Terre sont d’origine dynamique

instable (atmosphère, océans). R est plus naturel de se pencher sur l’analyse non linéaire des
séries de rotation de la Terre afin de caractériser le type de processus réel physique sous-jacent.

Cette étude offre la possibilité de considérer que certaines composantes du signal ne résultent pas

d’une dynamique purement linéaire et que les irrégularités observées peuvent être déterministes

et non stochastiques, reflétant le comportement des excitations qui leur ont donné naissance.

Le rapport est articulé de la façon suivante:

• La première partie comporte trois chapitres concernant la rotation de la Terre, les

systèmes dynamiques et l’analyse des séries temporelles.

Le chapitre 1 est consacré à la théorie de la rotation de la Terre et à la caractérisation

linéaire des séries. Il permet d’introduire les insuffisances liées d’une part aux modèles

utilisés et d’autre part au type d’analyse. Nous donnons un éventail des excitations

agissant sur la Terre et des techniques d’observation permettant de fournir les séries tem
porelles.

Le chapitre 2 est une introduction à la théorie des systèmes dynamiques. Il est essentiel à

l’élaboration et à la compréhension de la démarche puisqu’il fournit au lecteur les notions
de base.

Le chapitre 3 décrit les principes et les théorèmes fondamentaux concernant la recon

struction d’attracteurs à partir de séries temporelles. L’explication détaillée d’un choix

de méthodes d’analyse non linéaire du signal est présentée ici. Elles sont fondées sur

la théorie des systèmes dynamiques et la description géométrique de l’attracteur dans

l’espace des phases. Des exemples synthétiques illustrant chaque méthode familiarisent

avec le type de résultat possible et les problèmes pouvant apparaître dans le comporte

ment des algorithmes.
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• La seconde partie comporte trois chapitres d’application de ces méthodologies aux

séries temporelles de la rotation de la Terre, dans un but géophysique. Ils répondent à un

questionnement précis: comment peut-on expliquer davantage de composantes du signal
et de quelle manière peut-on relier dynamiquement les excitations et leurs fluctuations?

Le chapitre 4 traite des fluctuations inférieures à 100 jours des séries de rotation de la

Terre. Celles-ci présentent un spectre de puissance continu proche de celui d’une marche

aléatoire. Leur existence est attribuée à l’excitation atmosphérique principalement. Une

démarche alternative à la description statistique usuelle est menée dans l’espace des phases

afin de chercher la nature dynamique (déterministe ou stochastique) réelle de ces fluctu
ations apériodiques.

Dans le chapitre 5, notre attention s’est portée sur les séries de moment cinétique at

mosphérique pour des périodes inférieures à 100 jours. Les propriétés dynamiques des

attracteurs associés permettent non seulement de décrire une composante du système at

mosphérique mais aussi d’envisager une réponse à la question suivante: fortement corrélées

entre elles dans le temps, les séries atmosphériques et terrestres de périodes inférieures à

100 jours, ont-elles aussi une dynamique semblable?

Enfin, le chapitre 6 est consacré à l’étude du terme de Chandler. Depuis sa découverte,

divers modèles linéaires ont été proposés pour l’expliquer. Schématiquement c’est un os

cillateur dissipatif forcé dont l’amplitude et la phase varient au cours du temps. On ne

connaît pas précisemment les excitations responsables de son entretien ni les raisons de

ses fluctuations. Une analyse non linéaire de ce terme permettra de savoir si globalement

les fluctuations du terme de Chandler sont induites de manière aléatoire ou par une exci
tation déterministe non linéaire et instable.

• La troisième partie est réservée aux annexes. Celles-ci comportent les articles publiés

ou en cours de publication à l’issue de ces trois années de travail. Enfin, un glossaire

rassemble les définitions des principales notions utilisées dans la thèse et une bibliographie

les ouvrages consultés.
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Partie 1

Rotation de la Terre et systèmes

dynamiques
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Chapitre 1

Théorie et Observation de la

rotation terrestre

1 Introduction

Ce chapitre est consacré au rappel de la modélisation actuelle de la rotation de la Terre ainsi

qu’aux observations de celle-ci. Nous introduirons la matrice de passage entre les repères

terrestre et céleste directement liée aux observations de géodésie spatiale, et expliciterons la

description dynamique de la rotation de la Terre en établissant les équations de Liouville. Ces

équations relient théoriquement les composantes de l’axe instantané de rotation de la Terre aux

fonctions d’excitations s’exerçant sur la Terre. On peut écrire une équation pour chaque couche

terrestre considérée. Divers modèles existent pour les fonctions d’excitation. Nous donnerons

l’exemple des fonctions effectives du moment cinétique atmosphérique (EAAM) d’après le for
malisme de Barnes et al. (1983).
Nous présenterons également les principales techniques d’observation géodésiques servant à

fournir les séries de Paramètres d’Orientation de la Terre (EOP), qui sont aussi les paramètres
de la matrice de passage du repère céleste de référence au repère terrestre de référence. Les fluc
tuations observées dans le signal seront classées selon leur échelle de temps et nous rappelerons

les connaissances et hypothèses sur leurs origines géophysiques. Notre attention se portera plus

particulièrement sur les trois premiers paramètres (EOP), le mouvement du pôle selon X et

Y (notés PMX et PMY pour le ”Polar Motion” suivant les coordonnées X orientées le long
du méridien de Greenwich dans le plan équatorial, et les coordonnées Y orientées suivant la

longitude 90 degrés ouest respectivement) et la longueur du jour (notée LOD comme ”Length
of Day” et correspondant à la différence entre la durée du jour D déterminée par les mesures

astronomiques et la constante 86400 secondes du temps atomique international [TAI)).
Des périodicités et corrélations sont obtenues par les méthodes linéaires de traitement du signal
et permettent une première classification des séries temporelles observées des EOP. Cependant

nous insisterons sur les limites à la fois théoriques et pratiques de ces approches appliquées

à l’étude de la rotation de la Terre. D’une part, les modèles utilisés sont linéaires et sou

vent très simplifés, d’autre part, l’analyse du signal repose sur une approche stochastique1

1Un processus stochastique est par définition la réalisation d’une famille de variables aléatoires (Bosq et
Lecoutre, 1992). Soit x(n) une série observée. Celle-ci peut être décomposée en un terme de tendance, des
termes périodiques et un signal résiduel supposé stationaire (sa variance ne dépend pas du temps). L’approche
stochastique consiste à éliminer les termes prévisibles (partie déterministe) (tendance, périodicités) et à modéliser
les résidus (partie stochastique) grâce au résultat que tout processus stationnaire peut être écrit sous la forme
d’une somme de ”chocs aléatoires” indépendants. Ceci revient à écrire le signal sous la forme d’un bruit blanc et

13



des évènements. Dans la mesure où les excitations géophysiques sont fortement non linéaires

(dynamique océanique et atmosphérique), il serait intéressant d’adopter des méthodes plus ap
propriées* 2 afin de ne rien négliger dans le signal. Les chapitres suivants traiteront ce sujet en
détail.

Nous présenterons la série combinée journalière C04 de TIERS (International Earth Rotation

Service) comme illustration.
Le graphe ci-après (d’après Lambeck, 1980) témoigne de la diversité des forces agissant sur la
Terre et donc sur sa rotation. En effet, chaque excitation géophysique ou astronomique modifie

la rotation de la Terre sur différentes échelles de temps en créant des couples ou des déplacements

de matière dans la Terre. Les variations à longues périodes observées sur le mouvement du pôle

et sur LOD sont principalement attribuées aux mouvements des couches internes de la Terre (

par référence au graphe: ”viscous torques”, ”electromagnetic coupling”...), et à des processus
très lents comme la fonte des glaces (”melting of ice”). D’autre part, les vents et les courants
océaniques et atmosphériques (”winds”, ”sea level loading”...) induisent des variations à plus
courtes périodes (termes saisonniers et résiduels) dans les EOF.
L’action du couple luni-solaire sur le bourrelet équatorial de la Terre, induit des mouvements

célestes périodiques des axes de la Terre, la précession-nutation, qui est très bien modélisée

théoriquement (à une milliseconde de degré près (mas3)). La participation des tremblements
de Terre dans les variations des EOP n’a pas encore pû être clairement mise en évidence dans
les observations.

Cette brève introduction des différentes excitations nous laisse deviner leur grande complexité

et la nécessité de disposer de modèles pour tenir compte séparément de tel ou tel proces

sus dynamique agissant sur la rotation de la Terre, ainsi que de modèles précis et réalistes de

rhéologie de la Terre (élasticité, comportements des fluides et des couches internes, les propriétés
d’élasticité du manteau vont différer selon l’échelle temporelle de la réponse de la Terre...). Ce
chapitre tentera d’énumérer les principaux mécanismes d’excitation et de clarifier leurs influ

ences respectives sur la rotation de la Terre.

d’une régression linéaire sur ses valeurs passées. En théorie, ces modèles possèdent une infinité de paramètres,
cependant dans la pratique on les tronque afin de pouvoir estimer ces paramètres (ce sont les modèles linéaires
AR ou MA ou ARMA qui sont les plus utilisés en rotation de la Terre). Sans parler de modélisation, l’approche
stochastique consiste à décrire la série résiduelle grâce à ses propriétés statistiques (fonction d’autocorrélation,
spectre de puissance) qui donnent une indication sur le type de ” bruit” observé.

2Ceci revient à considérer que la série peut être issue d’un couplage (non linéaire) entre les variables d’un
système physique décrit par un petit nombre d’équations différentielles ordinaires. Par déterministe on enten

dra un processus qui n’est pas stochastique (aléatoire), c’est-à-dire, un système dont l’évolution temporelle est
déterminée de façon unique à partir de la seule spécification de ses conditions initiales. Le spectre de puissance

n’est plus un indicateur robuste pour certains types processus dans cette classe et nous aurons recours à des

méthodes de reconstruction d’espace pour décrire le déterminisme de la série.

31000mas = l” = ^7r°
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Figure 1.1: Les excitations de la rotation de la Terre, d’après Lambeck (1980).
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2 Théorie de la rotation terrestre

1 Description cinématique

L’étude cinématique de la rotation de la Terre consiste à décrire l’orientation du système de

référence conventionel lié à la Terre (Terrestrial Reference System ou TRS) dans le système
de référence céleste inertiel (Celestial Reference System ou CRS), c’est-à-dire un système dont

les axes sont fixes en direction et dont l’origine n’a pas de mouvement autre que rectiligne

et uniforme. Ces systèmes conventionels sont définis par l’UAI (Union Astronomique Inter
nationale) et l’UGGI (Union Géophysique et Géodésique Internationale). La réalisation du
système de référence terrestre, appelé repère terrestre, repose sur des modèles géophysiques de

déplacement de plaques tectoniques et des mouvements séculaires des stations d’observations.

La réalisation du système céleste est basée sur l’observation de radio sources extragalactiques

dont les mouvements propres peuvent être considérés comme négligeables. Le repère céleste est

donc obtenu à partir des coordonnées équatoriales moyennes pour l’époque de référence J2000.0

(1er janvier 2000 à 12h) des radio sources observées par la technique VLBI dont nous repar
lerons ultérieurement. La maintenance de ces deux repères est faite par l’IERS (International
Earth Rotation Service, dont le bureau central est à l’Observatoire de Paris).

Théoriquement, l’orientation du repère terrestre dans un repère céleste peut être donnée

par trois paramètres. Mais pour des raisons pratiques imposées par la nature des observations,

on utilise 5 paramètres d’orientation qui sont liés à un axe de référence: le CEP.

La Terre tourne autour de son axe de rotation. Cependant, les observations dépendent directe

ment de la position de l’axe de figure de la Terre (ou de l’axe Gz) et la plupart des observations
géodésiques ne peuvent être reliées aux composantes de l’axe de rotation. Ainsi, en 1980, l’UAI,

a-t-elle défini le pôle céleste des éphémérides, CEP (Celestial Ephemeris Pôle) comme un axe
conventionnel, calculé à partir du modèle conventionnel de précession-nutation, et auquel se rap

portent toutes les déterminations astrométriques. Physiquement, d’après Seidelmann (1982), le
CEP représente une sorte de moyenne sur une journée du pôle instantané de rotation. Bizouard

(1995), définit le CEP comme l’axe dont le mouvement spatial se réduit aux composantes de
périodes supérieures à un jour de l’axe Gz. Les observations donnent la position spatiale réelle

du CEP et permettent de définir les ”écarts au pôle céleste” conventionnel. Les variations

résiduelles observées à l’issue de cette transformation, sont appelées mouvement du pôle (c’est
le mouvement du CEP par rapport k Gz). Enfin, pour passer complètement du repère terrestre

au repère céleste, une rotation autour du CEP est nécessaire (angle de rotation de la Terre).
Plus précisemment, la matrice de passage Q entre un vecteur xt appartenant au repère terrestre

et un vecteur X{ du repère inertiel (Eubanks, 1993) est donnée par:

Si = QSt = (PN)(U)(XY)xt (1.1)

La matrice XY est associée aux paramètres décrivant le mouvement, vu depuis le repère ter

restre, du pôle céleste des éphémérides (CEP) : xp et yp. La matrice U est liée au temps sidéral
moyen de Greenwich (GMST) lui même lié au temps universel UT 1 par une relation conven-
tionelle (Aoki et ai, 1982), c’est-à-dire au paramètre décrivant l’angle de rotation de la Terre.
On définit concrètement UT 1 — TAI comme les variations du temps universel par rapport à un

temps uniforme, TAI étant le temps atomique international. Enfin la matrice PN est associée

aux mouvements de Précession-Nutation du CEP : les paramètres Si/), 6e intervenant dans cette

matrice sont les écarts en longitude et obliquité respectivement du CEP observé par rapport
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au pôle céleste conventionel (CEP, J2000) calculé à partir des modèles de précession-nutation.

Les 5 paramètres d’orientation de la Terre (EOP): xp,yp, UTl — TAI, 6^,6e, sont déterminés
à l’heure actuelle par les observations de géodésie spatiale. Nous reviendrons plus en détail sur

la signification de ces paramètres dans le paragraphe consacré aux observations de la rotation
de la Terre.

La séparation entre mouvement du pôle et précession-nutation est arbitraire mais utile pour des

études géophysiques dans la mesure où le mouvement du pôle représente le mouvement de l’axe

du pôle céleste des éphémérides (CEP) dans le repère fixe de référence lié à la Terre (repère
”terrestre”) causé par des processus internes à la Terre (atmosphère, océans, noyau...) tandis
que la précession-nutation représente le mouvement du même axe vu depuis le repère céleste et

causé principalement par l’action gravitationnelle des corps célestes sur le bourrelet équatorial
de la Terre.

Les mouvements de précession-nutation sont périodiques et bien modélisés. Aussi dans la

suite de cette étude, nous appliquerons cette séparation et étudierons plus particulièrement le

mouvement du pôle.

La figure suivante (Figure 1.2) illustre les deux repères: terrestre Gxyz et céleste GX*Y*Z*.

Figure 1.2: Repère terrestre (Gxyz) et repère céleste (GX*Y* Z*). R est l’axe instantané
de rotation de la Terre et CEP l’axe du Pôle céleste des éphémérides.

2 Description dynamique et équations de Liouville

Afin d’étudier les variations de la rotation de la Terre ainsi que leur causes, il est nécessaire

d’adopter un modèle dynamique pour la rotation de la Terre. Le modèle que nous présentons
se base sur la théorie d’Euler concernant la rotation de tout corps sphérique, rigide autour de

son centre de masse. Elle s’appuie sur l’application du théorème fondamental de conservation

du moment cinétique dans le repère inertiel:

dH

TT |inertiel = L (1.2)

où H est le moment cinétique total de la Terre et L représente l’ensemble des couples extérieurs

agissant sur la Terre (i.e couple luni solaire, atmosphérique si l’atmosphère est considéré comme
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un agent extérieur). Cette équation exprimée dans le repère de référence lié à la Terre T, Gxyz,
et tournant à la vitesse üj par rapport au repère inertiel, devient:

avec

c)H

dt
I Gxyz + ^ A H — L (1.3)

H = (rAv)dm= / r A {ü f\ r) dm-\- / (r A vr) dm
JT JT JT

H = lu + h

(1.4)

(1.5)

où v est la vitesse de l’élément de masse dm dans le repère inertiel, v = vr + ü A r avec vr la

vitesse de cet élément dans Gxyz et r le rayon vecteur du centre de masse G à l’élément de
masse dm.

Dans le repère terrestre, le vecteur de rotation instantanée ü reste voisin du pôle géographique

Gz et sa valeur reste proche de la vitesse de rotation moyenne D (0 = 7.29 X 10~5 rad/s). C’est
pourquoi on l’écrit sous la forme:

U) =

( m\

m2

\

0

\ m3+ 1 /

où m\ et ra2 donnent la position de Q dans le plan équatorial terrestre et m3 la vitesse de

rotation, h est le moment cinétique relatif, il est créé par des mouvements relatifs de masse
dans la Terre.

I est la matrice d’inertie du système dans le repère terrestre.

I =

( A + en
c12

V Ci3

C12 C13

A + C22 C23

C23 G + C33

A est le moment principal d’inertie équatorial, C le moment d’inertie axial.

Les cij sont des incréments d’inertie dus à la redistribution des masses dans la Terre du fait de
sa non rigidité. Si la Terre était rigide, ces termes ainsi que le moment cinétique relatif seraient
nuis.

Le développement de l’équation vectorielle de conservation du moment cinétique (1.3) con
duit aux équations d’Euler. La forme linéarisée de ces équations sont les équations de Liouville

qui décrivent la rotation de la Terre en première approximation , soit:

— iO,2 {C — A)m + iÇl2c + iflh + cD + h = L (1.6)

CSLm3 + C33Q + h3 — L3

La première équation regroupe les termes équatoriaux sous forme complexe:

m = mi + im2, c = C13 + zc23, h = h\ + zù2, L = L\ + z'T2.

Posons (te — » aPPelée fréquence d’Euler, nous avons:

L De . h c h

‘a - *A A An

l3 C33 h3

m3~cn ' C en
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Nous pouvons regrouper les termes du second membre sous la forme d’une fonction d’excitation

totale ^ 2 et #3:

m — iuEm = —ioE^

m3 = ^ 3

(1.10)

(1.11)

$ =
il

{C - A) O2

c

C-A

^3 =

c h

\c -A) a + (C - A) SI

L3 c33 h3

cn~~c~cn

h

' (C - A) Q2 (1.12)

(1.13)

Le développement final des équations dépend du modèle de Terre T choisi, (rigide, à deux
couches (manteau et noyau liquide), à trois couches (graine solide)). Ici nous avons écrit
l’équation de Liouville pour la Terre entière. On peut écrire une équation de Liouville pour

chaque couche terrestre considérée.

L’étude des perturbations se base sur la modélisation des diverses composantes de la fonction

d’excitation selon les excitations considérées. On peut ainsi étudier leurs répercutions sur la
rotation de la Terre en confrontant les observations et les modélisations à diverses échelles de

temps.

En pratique, on assimile abusivement les quantités rai, m2 du vecteur instantané de rotation de

la Terre aux composantes xp et yp du mouvement du pôle {CEP) observé, dans les études con
cernant la rotation de la Terre. Bien que relativement proches, le CEP et l’axe instantané de

rotation sont distincts et il faut en tenir compte lors d’études impliquant à la fois les équations

de Liouville et les observations géodésiques (Gross, 1992; Brzezinski et Capitaine, 1993). Ceci
provient du fait qu’on a longtemps pensé que les observations astrométriques donnaient accès
à l’axe de rotation de la Terre et non à un axe finalement plus proche de l’axe de figure (axe

d’inertie moyen) et définit comme le ”CEPV. D’autre part, les modèles géophysiques sont
encore imparfaits et il est impossible d’expliquer tout le spectre de la rotation de la Terre.

3 Composantes théoriques propres à la rotation de la Terre

En l’absence d’excitation extérieure {L = 0), la Terre rigide (c = 0, h = 0) se comporte comme
un oscillateur d’équation (^ = 0):

im/<7e + m — 0

La solution de cette équation est un mouvement circulaire au sol de l’axe instantané de rotation

de la Terre de période 2ir/cte (environ 10 mois) appelé le mouvement d’Euler. Cette oscillation
est un mode propre (oscillation libre) de la Terre. Or, il a été impossible de retrouver cette
période théorique par les observations. Chandler décela une oscillation de 14 mois appelée

aujourd’hui oscillation de Chandler. L’allongement de la période eulerienne d’un facteur 0.7
résulte de la nature quasi-élastique de la réponse de la Terre aux excitations. D’une manière

générale, la prise en compte des déformations élastiques de la Terre se fait grâce à l’utilisation
des nombres de Love entrant comme facteurs dans les équations des incréments d’inertie. Il

faut cependant noter que la rhéologie de la Terre est très complexe puisqu’elle diffère suivant

les fréquences spectrales des excitations et suivant les ”couches” considérées (croûte, manteau,
lithosphère). En effet, les temps de réponse élastique et le comportement n’est pas le même
aux périodes sismiques, de marées, de fonte des glaces et de convection. Depuis, on observe des
fluctuations de la phase et de l’amplitude du terme de Chandler dans le mouvement du pôle.

Celles-ci restent mystérieuses ainsi que le mécanisme d’excitation et de maintenance de cette
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oscillation libre. Nous reviendrons sur ce sujet dans le chapitre 6 consacré à l’étude non linéaire

de certains signaux terrestres.

4 Liens avec les excitations

Couples extérieurs luni solaire, Précession-Nutation

L’action de la Lune et du Soleil (et dans une moindre mesure celle des planètes du système

solaire) crée un couple gravitationnel L qui agit sur le bourrelet équatorial de la Terre tendant
à le faire basculer sur le plan de l’écliptique. Ce couple peut être exprimé théoriquement en

fonction du temps à l’aide de développements en séries périodiques des arguments astronomiques

de la Lune, du Soleil et des planètes.

Il en résulte principalement un mouvement conique en 26 000 ans du pôle céleste des éphémérides

(CEP), autour du pôle de l’écliptique: la précession. Superposées à ce mouvement, du fait des
variations périodiques dans les mouvements de la Lune et du Soleil, de petites oscillations

périodiques, les nutations apparaissent. Les nutations existent et peuvent être définies de la

même manière pour les différents axes de la Terre (axe de rotation, axe du moment cinétique)
comme les mouvements spatiaux de ces axes causés par l’action de la Lune et du Soleil sur le

bourrelet équatorial de la Terre.

Le modèle de Précession-Nutation (UAI, 1980) est précis à environ 7-8 millisecondes de degré

(mas) près. Les écarts restant entre prédictions du modèle et observations (Stf), 6e) sont dûs
largement à la mauvaise modélisation de la nutation libre du noyau qui introduit une résonance
dans les nutations. Les observations nous permettent d’accéder avec précision aux nutations

du Pôle Céleste des Ephémérides (CEP).
On définit les termes d’Oppolzer d’un axe comme étant l’écart spatial entre les nutations de cet

axe et celles du CEP. Nous avons calculé analytiquement ces termes pour l’axe de rotation de

la Terre non rigide et l’axe du moment cinétique pour les principales fréquences de nutations.

Nous avons confirmé le rôle primordial du noyau dans l’augmentation de la valeur de ces termes

par rapport à ceux d’une Terre rigide. Notre travail s’est plus particulièrement porté sur

la comparaison des valeurs des termes d’Oppolzer calculés d’une part grâce aux équations

analytiques de Liouville pour chaque couche terrestre et d’autre part en utilisant la fonction de

transfert de Wahr (Wahr, 1979a,b) entre la Terre rigide et non rigide provenant d’une intégration

numérique (méthode appelée ”semi-analytique”). Les résultats obtenus sont très encourageants
puisque les différences entre les deux méthodes sont très faibles. La méthode semi-analytique

est plus précise mais la méthode analytique a l’avantage de clairement séparer la contribution de

chaque couche terrestre dans les termes d’Oppolzer. Il serait intéressant de reprendre ce travail

en ajoutant l’effet de la graine solide dans le calcul analytique des termes d’Oppolzer. Nous

ne développerons pas ce sujet d’avantage, dans la mesure ou cette thèse est consacrée à l’étude

du mouvement du pôle et de la longueur du jour et à leurs variations d’origine géophysique.

Le lecteur intéressé pourra néanmoins consulter l’article donné en Annexe 1 (Frède et Dehant,

1999).

Excitations géophysiques

Si l’on applique la séparation (cf équation 1.1) entre le mouvement du pôle et la précession-
nutation, on considère que les excitations du mouvement du pôle sont toutes4 d’origine géophysi
que (océans, atmosphère, couplage noyau-manteau,...) et peuvent être prises en compte sous

4 En fait une très faible proportion du mouvement du pôle est aussi due, en théorie, aux marées gravitationelles,
cf Bretagnon et al., 1997
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forme d’échange de moment cinétique entre la Terre et les différentes couches géophysiques
considérées.

Afin de décrire les excitations atmosphériques de la rotation terrestre, nous adopterons l’appro

che fondée sur le moment cinétique atmosphérique (il existe une autre approche basée sur les

couples, dans laquelle on considère que l’atmosphère est un corps extérieur à la Terre, son action

se calcule alors sous la forme d’un couple extérieur).

Barnes et al. (1983), ont proposé une nouvelle formulation des fonctions d’excitation atmo
sphériques: ce sont les fonctions effectives de moment cinétique atmosphérique (EAAM) notées
Xi, X2, X3- En première approximation, ces fonctions peuvent être séparées en un terme de

"pression” et un terme de ”vent” (notés x^=i 3 et XiLi,3 respectivement). Le terme de "pres
sion” est représentatif des variations de densité des masses d’air associées aux changements de

pression atmosphérique, tandis que le terme de "vent” est associé aux variations causées par les

déplacements des masses d’air. Ainsi il est possible de considérer séparément la contribution

de chaque composante sur la rotation de la Terre.

L’évaluation de ces fonctions est rendue possible à partir de modèles météorologiques complexes

et de mesures consistant en des valeurs de pression, de température, de vitesse de vents (pour

n’en citer que quelques uns) en différents points du globe (Kalnay et al., 1994: NCEP Reana-
lysis). Bien que les données météorologiques résultent de traitements complexes, le calcul des
fonctions effectives de moment cinétique atmosphérique est très simple. Rappelons de quelle

manière, les équations de Liouville permettent de relier le mouvement du pôle et la longueur

du jour aux fonctions d’excitation:

rai - rn2/crc = ’Li

m2 + nïi/ac = $2

m3 = T3

où oc est la fréquence de Chandler et $1, \P2, 4>3 les fonctions de moment cinétique atmo

sphériques (Barnes et al., 1983):

Xi = xî + Xi =
— 1.00R4

[Ç - A)g
1.43R3

Sl(C-A)g

(1.14)

(1.15)J J ps s'm 4> cos2 (f) cos \d\d(f)

J J J(u sin (pcos 4>cos À — v cos </>sin X)d\d(f)dp. (1.16)

X2 = X2 + X2 =

-1.00R4 f f 2 .....
— ps sm (p cos cp sin AdXdç

(C - A)g J J

11 JS'm ^cos ^ v cos ^cos tyd^dÿdp.

(1.17)

(1.18)
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Xs = X3 + X3 =

0.70R4 f f
ps cos (pdXdcp

+

Cg

R3

ÜCg II! u cos2 <j)d\d<f>dp.
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(f) désigne la latitude, À la longitude, ps((f>, P, t) la pression de surface et u(4>, À,p,t) et v(<f>, À, p, f ),
les composantes est et nord de la vitesse du vent à la pression p.

Les facteurs 1, 1.43 et 0.70 sont les nombres de Love traduisant la non rigidité de la Terre. R

est le rayon moyen de la Terre (R = 6370fcra) et g la constante de gravitation (g = 9.81 ms-2),
C et A sont les moments principaux d’inertie de la Terre (C = 7.04 x 1037A:^.m2 et CçA =
0.0033). Les intégrations se font pour la latitude (f) entre 0 et 7r, pour la longitude À entre
—7T et 7r. En principe le terme de vent devrait être intégré de la pression au sol jusqu’en

haut de l’atmosphère, cependant les modèles se limitent en général à une surface isobare de 50

millibars. Néanmoins dans la série issue d’une réanalyse globale des données atmosphériques de

ces quarante dernières années par le NCAR (National Center for Atmospheric Research) et le

NCEP (National Center for Environmental Prospect), l’intégrale atteint la valeur 10 millibars
(Salstein et Rosen, 1997). Ceci permet de prendre en compte une partie plus importante de la
stratosphère. Il est important d’inclure la plus grande partie possible de la stratosphère dans les
déterminations des fonctions atmosphériques puisque les vents zonaux stratosphériques annuels

et quasi-biennaux ont un rôle primordial dans l’excitation saisonnière des EOP. En pratique,

ces quantitiés sont évaluées à partir de grilles de pression et de vent recouvrant le globe. Ces

valeurs du vent et de la pression sont pour une grande partie, issues de modèles atmosphériques

contraints par des observations météorologiques.

Il est possible d’utiliser la même formulation pour définir les fonctions de moment cinétique

océaniques (Ponte, 1997). En effet les océans ont été reconnus comme ayant un rôle non
négligeable dans les variations de la rotation de la Terre. Cependant les observations sont plus

difficiles et les modèles globaux océaniques encore très simplifiés.

Mentionnons d’autres phénomènes géophysiques induisant également une variabilité significa

tive de la rotation de la Terre: mouvements d’eau souterraine, mouvements de convection dans

le manteau.... Mais leurs impacts restent encore mal connus et leur modélisation incomplète.

Nous décrirons en détail chacun de ses effets, dans la partie consacrée aux observations.

Ainsi, vu la complexité de la physique de la Terre, le manque de modèles pour certains

phénomènes, la simplicité des modèles pour d’autres, les linéarisations fréquentes, la théorie de

la rotation de la Terre et de ses excitations reste incomplète. La meilleure connaissance que

nous ayons de la rotation de la Terre provient des déterminations astrométriques (à condition
d’utiliser les méthodes de traitement du signal les plus adéquates). Nous allons les présenter
dans le paragraphe suivant.

3 Observations

I Méthodes

II n’est pas possible d’observer directement la rotation de la Terre. Par contre, il est possible de

déterminer les positions et mouvements précis de certains instruments liés à la crôute terrestre.

Ceci permet de définir l’orientation d’une base terrestre dans un repère céleste inertiel. Jusqu’en

1969, les observations de la rotation de la Terre utilisaient exclusivement des moyens optiques

(Astrolabe de Danjon, instruments méridiens), qui permettaient de déterminer l’instant de
passage d’une étoile au méridien pour une distance zénithale donnée. Ces méthodes ont permis
de mettre en évidence de nombreuses variations des EOP mais restent limitées en précision.

Aujourd’hui, les méthodes optiques ont été largement supplantées par les techniques dites de

géodésie spatiale: l’interférométrie à très longue base (VLBI), la télémétrie laser sur la Lune
(LLR) et sur les satellites artificiels (SLR), les systèmes de positionnement global (GPS) et les
observations Doppler (DORIS). Nous allons décrire ces techniques plus précisémment:
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• Le VLBI (Interférométrie à très longue base):
La mesure brute par cette technique est le retard que met la même onde radio venant

d’une source extragalactique pour arriver en deux (ou plusieurs) radio télescopes situés sur
le sol. Les informations recueillies sont à la fois les positions des radio sources et des radio

télescopes et permettent de calculer les 5 composantes de la matrice de rotation Q, c’est-
à-dire les EOP. Les radio sources observées sont à des distances d’environ 1010 années

lumière5 de la Terre. La technique VLBI est donc inertielle en ce sens que le mouvement
propre de ces objets peut être considéré comme négligeable, on réalise alors un repère

quasi-inertiel (concrétement, les radio sources ont une structure qui évolue et induit un
petit mouvement propre non nul (Chariot, 1991)). La précision des observations VLBI
est très grande et les systèmes de référence très bien réalisés; de même, les EOP sont

actuellement déterminés avec des erreurs de l’ordre d’un dizième de milliseconde de degré

(mas) (environ 3mm sur le sol) pour le mouvement du pôle et 0.02 ms pour la longueur du
jour. La principale source d’incertitude dans la détermination des EOP avec la technique

VLBI réside dans la modélisation des mouvements des plaques tectoniques, des horloges

et de propagation atmosphérique (les effets de structure des sources interviennent dans
une moindre mesure).

• SLR (Satellite Laser Ranging), GPS, Doris:
La télémétrie laser sur satellite est une technique "satellitaire”, dynamique par la con
naissance de l’orbite du satellite. Les observations d’un satellite ou d’un ensemble de

satellites peuvent être considérées comme définissant un repère céleste quasi-inertiel en

rotation lente par rapport à un vrai repère inertiel. La quantité observée est le temps

aller-retour que met une impulsion laser entre la station d’observation terrestre d’où elle

est émise et le satellite muni de réflecteurs qui renvoient l’impulsion. La principale source

d’erreurs provient des erreurs de modélisation des effets perturbateurs de l’orbite du satel

lite. Par exemple, le satellite LAGEOS est une petite sphère couverte de réflecteurs, en

orbite à une altitude d’environ 6000 km qui permet de définir un repère de référence sta

ble et fournit des séries de mouvement du pôle tous les trois jours avec une précision de

l’ordre de 0.2/0.3 mas. Il est cependant très difficile de bien séparer les éléments orbitaux
des variations dans l’orientation de la Terre et la détermination du temps universel aux

longues périodes est impossible.

Il existe d’autres techniques dites "satellitaires” telles que le GPS et le système DORIS.

Pour DORIS, l’observable de base est la vitesse entre la station au sol et le satellite (effet
Doppler). On en déduit des séries de mouvement du pôle dont la précision est de 1 ou 2
mas, mais les données servent essentiellement à la détermination d’un repère de référence
terrestre.

Le GPS est un réseau d’au moins 18 satellites dont 4 à 8 sont observables en même temps,

en orbite à haute altitude. L’observable principale est la différence de phase entre l’horloge

du satellite et celle du récepteur GPS au sol. Le fait de disposer d’un nombre important

de satellites permet de mieux séparer les erreurs d’orbites des variations de la rotation

de la Terre et donc de mesurer les variations à très courtes périodes de la rotation de la

Terre. De plus, l’utilisation de cette technique est très peu coûteuse (contrairement au

VLBI par exemple). La précision des EOP journaliers obtenus par GPS est de l’ordre de
0.2 mas pour le mouvement du pôle et de 0.04 ms pour UT.

51 année lumière = 9500 milliard de km
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• LLR (Lunar Laser Ranging):
La télémétrie laser sur la Lune est une technique similaire (quoique techniquement plus

difficile à mettre en oeuvre (il n’y a qu’une Lune!)) à la technique de télémétrie laser
sur satellites. Grâce à des réflecteurs déposés sur la Lune, il est possible de mesurer

le temps aller-retour d’une impulsion laser entre une station terrestre et la Lune. Les

principales sources d’erreurs de cette technique sont causées par le fait qu’on ne dispose

que de deux ou trois stations, de plus, le mouvement de la Lune étant très lent l’estimation
du mouvement du pôle est difficile.

Grâce à la masse importante de la Lune, son orbite fournit un repère céleste quasi-inertiel.

La précision des données EOP est un peu plus faible que pour les autres techniques de

géodésie spatiale. La technique VLBI reste la seule à pouvoir fournir à la fois un repère
céleste inertiel et les 5 paramètres de rotation de la Terre avec précision et simultanément.

Toutes les techniques décrites précédemment donnent accès à des observables qui sont liées aux

paramètres d’orientation de la Terre, entre autres. Chaque centre d’analyse traite les observa

tions brutes (temps aller-retour d’une impulsion...) avec des procédures de calculs propres dont
nous ne parlerons pas ici, mais dont l’idée principale est d’écrire des équations d’observations

linéaires liant les observations et les paramètres d’un modèle, puis d’ajuster ces paramètres

en cherchant à minimiser les écarts entre observations et modèle (par exemple par moindres

carrés). Le but recherché est de déterminer au mieux la matrice ”Q” d’orientation de la Terre
(Equation 1.1).
Dans ce type de résolution, de nombreux facteurs interviennent comme par exemple, la modélisa
tion des erreurs d’observation, de la transmission atmosphérique, le choix du modèle a priori,

des corrélations entre les variables... et demande donc un traitement important avant de fournir

les résultats des EOP qui nous intéressent directement. D’autre part, des simplifications en aval

sont faites en considérant que pour la détermination des 5 paramètres de rotation de la Terre,

les erreurs de mesures sont indépendantes et suivent une loi gaussienne. De plus, à l’exception

des très courtes périodes (sub-diurnes), les 5 paramètres sont déclarés indépendants.
Au final, chaque centre d’analyse produit des séries temporelles des EOP individuelles en don

nant pour chacune d’elle un facteur d’incertitude formelle. Les fréquences d’échantillonnage
des séries varient selon le type de problème à étudier. Il existe par exemple des campagnes in

tensives d’observation VLBI sur 24 heures où l’on recueille une mesure toutes les 5 à 7 minutes,

tandis que plus généralement, la période d’échantillonnage des séries est en de 1 jour. Pour une

description plus détaillée de chaque série, le lecteur pourra se reporter au rapport annuel de

TIERS (IERS, 1997). Il n’est pas question dans le cadre de cette thèse d’énumérer précisément
les caractéristiques de toutes les séries. Notons simplement que, d’une manière générale, les

séries recueillies par VLBI fournissent les 5 EOP la plupart du temps et parfois aussi le ”TO-D”

(la longueur du jour peut être estimée indépendemment par les observations GPS et VLBI, ou
bien être obtenue simplement par dérivation du temps universel). Les séries issues de GPS
donnent plutôt accès au mouvement du pôle PMX,PMY et à LOD. Le SLR fournit PMX,

PMY et UT, Le LLR fournit plutôt UT et les écarts au pôle céleste (dip, de), et Doris fournit
PMX et PMY.

De plus, pour une même technique, les incertitudes formelles fournies par les centres d’analyse

varient beaucoup. Aussi, ces incertitudes formelles individuelles ne peuvent pas être comparées

entre elles entre deux centres différents et ne sont pas très représentatives. Elles doivent être

recalibrées conjointement: TIERS recalcule les incertitudes de chaque série après les avoir cor

rigées d’un biais, en les comparant à une série de référence et après élimination des points
aberrants (en considérant une répartition en cloche des erreurs, on élimine les points en dehors
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des bornes [X — 3<r, X + 3cr)] (X est la moyenne de la série notée X et a son écart type). La
source principale de biais entre les séries vient des méthodes d’analyses différentes des cen

tres, de l’évolution choisie pour les repères de référence et des modèles des plaques tectoniques.

L’IERS détermine alors les variances de paires ou variance d’Allan, (Gray et Allan, 1974) entre
les séries et en déduit un facteur d’échelle. Au final, l’incertitude d’une série sera son incertitude

formelle multipliée par ce facteur d’échelle et sera plus réaliste. Dans les opérations de combi

naison de séries, on détermine une série finale résultant de la somme pondérée de plusieurs séries

individuelles et provenant de techniques différentes. L’IERS produit plusieurs séries combinées

utilisées pour des études géophysiques de la rotation de la Terre (par exemple: COI, C02, C04
que nous utiliserons plus tard).

2 EOP: Paramètres d’Orientation de la Terre

Les techniques d’observation décrites précédemment permettent d’avoir accès aux Paramètres

d’Orientation de la Terre (EOP) sous forme de séries temporelles qui, comme nous l’avons vu
à travers la matrice de passage, relient le repère de référence terrestre au repère de référence

céleste inertiel. Ces cinq paramètres sont les suivants:

• xp et yp qui sont les coordonnées du pôle dans le repère terrestre (p = xp — iyp).
L’observation donne la localisation du Pôle Céleste des Ephémérides (CEP) et non celle

de l’axe instantanée de rotation. Les théories dynamiques (Liouville) sont basées sur le
mouvement de l’axe de rotation instantané: ra;.

Gross (1992), a montré que la relation théorique entre mouvement du pôle p et mouvement
de 1’ axe instantané de rotation m est:

m(t) = p(t) — ip(t)/Çt

Pour toute la suite, nous noterons la série temporelle de mouvement du pôle suivant xp:

PMX et suivant yp, PMY.

• UTl — TAI, le troisième paramètre d’orientation de la Terre est l’écart entre le temps

universel (UTl) lié conventionellement à l’angle de rotation de la Terre et le temps de
référence atomique international (TAI). La dérivation temporelle de cette expression
donne la durée du jour (LOD) fréquemment utilisée pour des études géophysiques de la
rotation de la Terre. Nous utiliserons par la suite les séries temporelles de longueur du

jour (LOD) et non UTl — TAI.

• dip, de, Les deux derniers paramètres apparaissent du fait de la séparation du mouve

ment du pôle en deux (jauge de rotation, cf Eubanks, 1993) et représentent les écarts au
pôle celeste. Ce sont des corrections aux nutations (mouvement céleste du CEP). Les
mouvements de précession-nutation sont bien modélisés et correspondent aux variations

spatiales du CEP causées principalement par les couples gravitationnels sur le bourrelet

équatorial de la Terre. Dans la suite nous ne parlerons pas de ces paramètres et notre

étude portera sur les séries de mouvement du pôle PM et de longueur du jour LOD, leur

décomposition et leurs variations d’origine géophysique.
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3 Mouvement du pôle

Description des composantes du mouvement du pôle

Les séries d’observation du mouvement du pôle possèdent diverses composantes à diverses

échelles de temps. Soit x(t), la série totale de mouvement du pôle PMX et y(t) la série

PMY. Les séries x(t) et y(t) peuvent être séparées en différentes composantes temporelles
grâce au filtre CENSUS X-ll (Shiskin et al., 1967) qui permet d’écrire les séries sous la forme:

x(t) = x{t)1 + x(t)ch + x(t)s + ex(t)

y(t) = y{t)1 + y(t)ch + y(t)s + ey(t)

c’est-à-dire d’isoler un terme de tendance 1, le terme associé à l’oscillation libre de Chandler c/l,
un terme saisonnier regroupant les variations annuelles et semi-annuelles s et enfin un terme

contenant les hautes fréquences (courtes périodes) e(t) et étant considéré comme un résidu
principalement gouverné par du bruit. Cette décomposition est effectuée pour les séries de

mouvement du pôle en X et en Y: Figure 1.3.

La série utilisée ici est la série COI de l’IERS depuis 1900 jusqu’à aujourd’hui. C’est la série

combinée de mouvement du pôle la plus longue disponible, elle est uniforme et donnée tous les

20 ième d’années. Nous voyons que la tendance est plus marquée sur la composante Y du pôle,

elle correspond à la dérive séculaire vers l’ouest du pôle. Il est aussi évident que les techniques

d’observation ayant fortement progressé, la précision de la série totale n’a cessé de s’accroître

et les résidus causés par les bruits de mesures sont moins importants au cours du temps.

On voit d’autre part, que la composante dominante du mouvement du pôle est le terme de
Chandler.

Décomposition de PMX Décomposition de PMY

Figure 1.3: Décomposition des séries de mouvement du pôle PMX (a) et PMY (b):
De haut en bas: Série totale, terme de Chandler, variations saisonnières et résidus.

Les séries totales présentent des oscillations maximales de 0.4” (secondes de degrés), le
terme de Chandler oscille dans une bande inférieure à 0.2” , les termes saisonniers ont des

amplitudes de l’ordre de 0.1” tandis que les résidus sont nettement inférieurs à 0.05”
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Causes géophysiques des variations du mouvement du pôle

Variations à longues périodes

Les variations à long terme du pôle comportent les mouvements séculaires (plusieurs siècles)

et décennaux (plusieurs dizaines d’années). La composante séculaire est estimée entre 1.6
mas/an (Ming et Danam, 1988) et 3 mas/an (Gross, 1990) le long du méridien 70 degrés ouest.
Les différences entre les deux déterminations proviennent sans doute du manque de précision

des séries optiques. Il faudra reprendre ces estimations avec des séries plus longues et en utili

sant les nouvelles mesures de géodésie spatiale.

La tendance séculaire observée dans le mouvement du pôle proviendrait de l’effet de la fonte

des glaces il y a 10 000 ans et de la lente réponse anélastique de la Terre à ces échelles de temps.

Cette effet est connue sous le nom de ”rebond post glaciaire”.

Les variations décénales du mouvement du pôle, aussi connues sous le nom d’oscillation

de Markowitz, ont une période d’environ 20/30 ans et une amplitude de 20 mas. La réalité
physique de cette oscillation reste controversée. En effet, il n’a pas été reconnu que cette varia

tion soit d’origine géophysique mais pourrait provenir simplement d’erreurs de mesures de
l’astrométrie optique. Des séries de géodésie spatiale plus longues et précises permettront de

clarifier ce point.

Cependant, plusieurs comportements terrestres pourraient intuitivement expliquer l’existence

de variations décénales dans le mouvement du pôle: ce sont les transfert de masses causés par

les mouvements interannuels du niveau de la mer, des masses d’eau souterraine et des glaces.

Dans la mesure où le liquide peut s’accumuler pendant des années sous différentes formes sur

et sous la Terre (glace, lac..), les variations à longues périodes du mouvement du pôle sont
plus sujettes à être générées par ces éléments liquides que par des variations atmosphériques

(échelles de temps beaucoup plus rapides) .

Oscillation de Chandler

De période environ 433 jours, l’oscillation chandlérienne présente des variations d’amplitude

et de phase au cours du temps qui restent inexpliquées. Sont-elles causées par des fluctuations

aléatoires ou proviennent-elles de variations systématiques de l’excitation? Nous remarquons

par exemple sur le graphe qu’il s’est produit un renversement de phase inexpliqué entre 1930
et 1940.

De même l’origine de l’amortissement (mesuré par le facteur d’amortissement Q) du terme de
Chandler reste incompris (les causes les plus probables sont l’anélasticité du manteau et la
dissipation océanique dans les fonds marins).
D’une part l’oscillation chandlerienne est amortie, d’autre part, il faut une source d’excitation

pour la maintenir. Divers candidats ont été proposés bien qu’aucun d’eux ni même leurs ef

fets combinés n’aient été retenus comme ayant sufhsament d’énergie pour expliquer l’oscillation:

• Les fluctuations des masses d’air (atmosphère)

• Les mouvements des masses fluides souterraines
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• Les couples électromagnétiques ou topographiques entre le noyau et le manteau dûs à la

présence du noyau liquide

Il semble que les variations de pression atmosphérique soient la source la plus importante dans

l’excitation du terme de Chandler. Wahr (1983), a montré que l’atmosphère explique 25 % de
l’excitation totale avec un effet du terme des vents négligeable. Il utilise pour cela une approche

mixte avec les formalismes "moment cinétique” et "couples”.

L’étude des eaux souterraines nécessite un traitement complexe puisqu’il faut mesurer ou

modéliser les taux de précipitation et d’évaporation en tout point du globe. Cependant, on

explique 30 % de l’oscillation de Chandler par les effets combinés de la pression atmosphérique

et des eaux souterraines (Kuehne et Wilson, 1991).
Les tremblements de Terre se sont révélés trop faibles pour intervenir de manière significative

sur l’excitation de Chandler (Souriau et Cazenave, 1985; Gross, 1986) et notre connaissance
limitée sur la rhéologie du manteau donne à toutes ces études un côté incertain .

L’étude des couples noyau-manteau a montré que les variations de pression à la frontière noyau-

manteau (CMB) seraient de magnitude suffisante pour exciter l’oscillation de Chandler (Le
Mouel et a/., 1985; Runcorn et al., 1990). Cependant il manque des preuves observationnelles

pour confirmer ces hypothèses.

Termes saisonniers

Contrairement au terme de Chandler, l’oscillation annuelle est très stable et varie peu en

amplitude et phase au cours du temps. Du fait de la proximité de la période de Chandler (433

jours) et de la période annuelle (365 jours), il faut au moins 6 ans de mesures pour séparer les
deux signaux.
Les causes de l’excitation des termes annuel et semi-annuel sont attribuées aux variations at

mosphériques, océaniques et des eaux souterraines. La prise en compte de la pression atmo

sphérique, des termes de vent et des excitations d’eau souterraine permettent d’expliquer 50 %

de la valeur du terme annuel (Kuehne et Wilson, 1991). Il reste donc à identifier les sources
d’excitation intervenant dans les 50 % restant (il faudrait étudier le rôle des redistributions de
masses océaniques entre autres). Les termes saisonniers sont cependant relativement faciles à
prédire à court terme.

Termes à courtes périodes

La partie comportant les courtes périodes du signal reste la plus difficile à prédire puisqu’elle

est représentée statistiquement la plupart du temps par un bruit "coloré" de spectre de puis

sance proche de celui d’une marche aléatoire (/~2). On désigne les bruits colorés par leur loi
de spectre de puissance. Ainsi un bruit blanc sera dit suivre une loi en ”/o” (la pente de son
spectre de puissance est nulle) et une marche aléatoire a un spectre de puissance dont la pente
est ”-2”.

On ne détecte pas de périodicités dominantes et les oscillations sont très rapides. De plus,

comme l’écart quadratique moyen ”rms”6 (root mean square) de ces termes est faible, le bruit
de mesure est d’autant plus visible dans les données. La principale source d’excitation recon

nue est l’atmosphère (Eubanks et al., 1988). En effet, une forte corrélation entre les séries
courtes périodes des variations résiduelles "et” du mouvement du pôle et les séries xp et Xw

6rms = \jjr Eüi (*(*) - w Ef=1 XU))
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atmosphérique a été mise en évidence par de nombreux travaux. Pour des périodes allant de

deux semaines à quelques mois, la corrélation atteint 50 pour cent et devient supérieure si l’on

applique la correction de baromètre inverse aux océans (c’est-à-dire si l’on considère qu’une
hausse de pression atmosphérique est compensée par une baisse du niveau de l’eau, donc que

l’océan répond comme un baromètre inverse à la pression atmosphérique). La proportion maxi
male du signal expliqué est environ 60 %. On sait qu’une partie de l’excitation manquante

provient des océans (les couples de pression et friction océanique). Cependant les calculs de tels
couples restent compliqués par manque de mesures globales et de modèles précis. Ponte (1990)
a montré en utilisant un modèle océanique de densité constante, que le rôle de l’océan (Xocean)
ne peut plus être négligé pour le mouvement du pôle sur une échelle de temps de quelques

jours à quelques mois. Cependant, il faudrait pouvoir quantifier précisément le rôle des vents

atmosphériques sur les changements de pression dans les fonds marins. Des mesures de pression

ou un modèle adapté permettraient de mieux évaluer l’effet du moment cinétique océanique sur

le mouvement du pôle.

D’autre part, les variations à courtes périodes du mouvement du pôle ont été reliées à des

variations barotropes (verticales) de modes normaux (oscillations propres) dans l’atmosphère
(Eubanks et al., 1988), (ce sont les modes de Rossby-Haurwitz, oscillations dominées par la
force de Coriolis et reliées aux champs de pression et de vents atmosphériques). Ces mêmes
modes sont visibles dans les données météorologiques globales. Le mode principal est H3 (Mad-

den, 1979) de période 10 jours (ce mode est visible dans xp)-
Pour les variations à très courtes périodes, le rôle des séismes a été étudié mais ceux-ci sont

trop faibles pour expliquer l’excitation manquante et restent indécelables dans les observations

actuelles. De plus, grâce à la technique VLBI on a pu étudier à travers des campagnes intensives

d’observations, les variations du mouvement du pôle pour des périodes inférieures à quelques

jours et celles-ci sont largement reliées, là encore, aux excitations atmosphériques (la corrélation

étant plus faible pour Y: 0.5 contre 0.9 pour X).

Ainsi, nous avons une connaissance limitée des causes des variations affectant le mouvement

du pôle ainsi que de la modélisation géophysique des excitations et de la réponse de la Terre. Afin
de déterminer l’effet océanique sur le mouvement du pôle, il faut créer un modèle dynamique

de la réponse de l’océan plus sophistiqué que le baromètre inverse (Wilson, 1993) et pouvoir
recueillir des observations de la pression des fonds marins.

4 Longueur du jour

Description des composantes de la longueur du jour

La série d’observation de la longueur du jour (LOD) possède diverses composantes à diverses
échelles de temps (Hide et Dickey, 1991). La série totale LOD{t) peut être séparée en différentes
composantes temporelles grâce au filtre CENSUS X-ll soit:

LOD(t) = LOD(t)1 + LOD(ty + LOD(t)m +

c’est-à-dire d’isoler une tendance , le terme associé aux marées m, un terme saisonnier re-

groupant les variations annuelles et semi-annuelles s et enfin un terme contenant les hautes

fréquences (courtes périodes) e(t) et étant considéré comme un résidu principalement gouverné
par du bruit. Ce type de décomposition est représenté pour la série de longueur du jour en

Figure 1.4.

La série utilisée ici est la série C02 donnée tous les 5 jours de l’IERS depuis 1970 jusqu’à au

jourd’hui.
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L’amplitude des oscillations pic à pic est inférieure à 4 ms (millisecondes). Les variations dues

aux marées zonales (marées de la Terre solide) et aux marées océaniques ne sont pas représentées
sur ce graphe. L’ordre de grandeur des marées zonales pour des périodes inférieures à 35 jours

dans le signal LOD, est du même ordre que les variations saisonnières c’est à dire 0.5 ms envi

ron. L’effet des marées zonales pour des périodes supérieures à 35 jours est lui beaucoup plus

faible. Les marées zonales peuvent être parfaitement modélisées et sont souvent retirées des

séries temporelles pour les études géophysiques des variations de LOD. Au centre l’oscillation

saisonière fait bien apparaître un terme annuel et un terme semi-annuel. L’amplitude pic à pic

de 1 ms. Et enfin le terme résiduel a une amplitude nettement inférieure à 0.5 ms.

On repère immédiatement une variation importante de la longueur du jour aux alentours de

1982 dans les résidus. Cette forte oscillation correspond à l’évènement El Nino de 1982-1983.

Décomposition de LOD

Figure l.j• Décomposition de la série de longueur du jour LOD:

De haut en bas: Série totale corrigée des termes de marées, termes saisonniers, et résidus.
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Causes géophysiques des variations de la longueur du jour

Les variations du mouvement du pôle sont principalement dues à des redistributions de masses

dans la Terre et ses couches fluides. En ce qui concerne la durée du jour, les variations sont

principalement induites par la friction des vents et des courants océaniques à la surface de la
Terre solide.

Variations à longues périodes

La vitesse de rotation de la Terre subit un ralentissement séculaire attribué à la dissipation

d’énergie par frottement asociée aux marées. Ce ralentissement se traduit par une augmenta

tion de la longueur du jour de 1.4 ms par siècle. D’autre part, le système Terre-Lune étant

conservatif, ce ralentissement séculaire s’accompagne d’un éloignement de la Lune de quelques

centimètres par an.

On observe également dans le signal de la longueur du jour, des variations de quelques dizaines

d’années (décénales) dont l’amplitude atteint 3 ms. Elles sont expliquées par l’existence de
couples à la frontière noyau-manteau (CMB), (couples électromagnétiques, topographiques, de
pression..). Cependant la connaissance que nous avons sur les propriétés physiques et le mou
vement du noyau ainsi que sur la topographie du CMB est assez limitée car on ne peut pas

observer l’intérieur de la Terre. Il est par conséquent difficile de calculer les couples en question.

De plus divers modèles ont été proposés et en général les couples déterminés ont un ordre de

grandeur plus élevé que nécessaire pour expliquer les données de rotation de la Terre.

Les marées zonales

Les couples gravitationels créent des marées terrestres et océaniques sur la Terre. On ob

serve ces termes sous forme de variations périodiques dont l’amplitude peut atteindre environ

0.5 ms. L’effet des marées océaniques est nettement plus faible que celui des marées terrestres.

Ces phénomènes sont parfaitement modélisables et prévisibles et ne sont pas pris en compte

pour les études géophysiques de la longueur du jour (on a l’habitude de soustraire ces termes

des séries de mesures). Pour information, le modèle de marées est celui de Yoder et al. (1981).

Variations interanuelles (1-10 ans)

Les variations interannuelles de la longueur du jour ont une amplitude moyenne pic à pic

de 0.5 ms. Ces variations sont largement corrélées à l’oscillation SO (Southern Oscillation)
et à l’oscillation QBO (Quasi Biennal Oscillation) qui sont deux oscillations quasi-périodiques
apparaissant dans les paramètres atmosphériques et océaniques. L’oscillation SO se manifeste

sous forme de variations de périodes entre 2 et 6 ans dans les mesures de pression et niveau de

la mer dans le Pacifique. Les anomalies induites sur la température de surface de la mer et sur

les vents zonaux perturbent les systèmes atmosphériques et océaniques de façon notable. En

particulier, l’évènement connu sous le nom de ”E1 Nino”, apparaît comme un déplacement d’eau

chaude dans le Pacifique pendant plusieurs mois et cause des perturbations météorologiques à

l’échelle planétaire. Ainsi, le niveau de la mer varie de 20 cm et plus au fur et à mesure que

la zone de courant chaud traverse le Pacifique pour venir se perdre au Pérou où elle engendre

des catastrophes écologiques (pénurie de poissons, pluies diluviennes). Cette hausse du niveau
de l’océan est causée principalement par les variations des vents de surface au dessus du Paci

fique. Le phénomène El Nino étant reconnu comme la phase océanique de l’oscillation SO, on
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a l’habitude de les référer ensemble sous le nom de ”ENSO” (El Nino-Southern Oscillation).
Globalement EN SO est une large anomalie saisonnière de la température de surface de la mer

et des vents zonaux, qui affecte tous les 2-6 ans les systèmes hydrologique et atmosphérique de

la Terre. El Nino correspond à la phase chaude de ENSO et à l’opposé ”La Nina” correspond

à la phase froide. L’oscillation EN SO est expliquée comme étant produite par des interactions

non linéaires entre l’air et l’eau. En effet, des changements de la température de la surface de

la mer entrainent des modifications dans les vents tropicaux. Ces vents forcent l’océan qui en

retour est modifié par les nouvelles conditions météorologiques (Barnett, 1991).
L’apparition des évènements EN SO n’est pas périodique, divers modèles essaient d’expliquer

cette oscillation. Longtemps, une approche stochastique a été privilégiée: on considérait que

la variabilité d'ENSO résultait d’une excitation extérieure stochastique sur un modèle linéaire

de bruit gaussien corrélé. Plus récemment, une nouvelle école de pensées a appréhendé EN SO

du point de vue non linéaire et a proposé que l’irrégularité de l’oscillation EN SO soit le

résultat d’un chaos déterministe de faible dimension causé par les interactions non linéaires

dans le système océanique et atmosphérique du Pacifique. Stone et al. (1998), proposent un
modèle couplé en examimant l’effet d’une excitation stochastique sur un modèle non linéaire

déterministe de EN SO. Ils montrent que le ”bruit” pourrait jouer un rôle important dans la

dynamique océano-atmosphérique induisant les oscillations chaotiques de ENS0‘. Aucune de

ces hypothèses n’a cependant été démontrée dans la mesure où EN SO se base sur des sorties

de modèles, les observations étant encore insuffisantes pour utiliser sans réserve les techniques

d’analyse non linéaires du signal et valider les modèles.

Pour mesurer et répertorier SO et El Nino (ENSO), on utilise l’indice SOI (Southern Oscil
lation Index) qui correspond à la mesure de la différence de pression de surface du Pacifique
entre Tahiti et Darwin. Les corrélations entre les séries de longueur du jour et les évènements

EN SO sont très fortes et particulièrement lors du grand El Nino de 1982-1983.

L’autre oscillation QBO est une oscillation atmosphérique quasi biennale produite par des varia

tions interanuelles des vents zonaux dans la stratosphère. Chao (1989) a trouvé une variation
quasi biennale dans la série axiale de moment cinétique atmosphérique (X3 ) et dans la série de
longueur du jour LOD, qu’il a attribuée à QBO. Il a d’ailleurs recherché la corrélation entre

les variations interannuelles de la longueur du jour et l’indice combiné ENSO + QBO entre

1964 et 1988 et a trouvé une valeur moyenne très forte: 0.75.

En résumé, dans cette bande de fréquence, les processus atmosphériques dominent et ex

pliquent environ 50 % de la variance de la série interannuelle de LOD. Les sources manquantes

d’excitation sont à rechercher dans les ondes océaniques principalement (des modèles d’océans à
deux couches ont montré que les ondes baroclines pourraient expliquer presque toute l’excitation

interannuelle manquante) .

Variations saisonnières

Les variations saisonnières de la longueur du jour comportent des variations annuelles

d’amplitude 0.35 ms et semi-annuelles d’amplitude 0.3 ms. Elles sont induites principalement

par des variations dans les vents zonaux et stratosphériques (X3 )• Les faibles différences ob
servées entre LOD et X3 pourraient venir de l’effet du terme de pression X3 (Naito et Kikuchi,
1990) ou bien des erreurs de mesures (Rosen et Salstein, 1991). La contribution océanique est
étudiée par Hôpfner (1998). Il montre que les différences entre les séries de LOD et de moment

'Une excitation stochastique peut transformer un système quasipériodique en un système chaotique
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cinétique atmosphérique (avec et sans l’hypothèse de baromètre inverse) viennent, dans le cas
du terme annuel, de l’effet négligé lors des intégrations, des vents de la haute stratosphère.

Pour le terme semi annuel, il préconise en plus la contribution des océans.

Variations à courtes périodes

Les variations à courts termes de la longueur du jour (inférieures à 100 jours) ont longtemps
été regardées comme des erreurs stochastiques sans cause géophysique car le spectre de la

longueur du jour pour les périodes inférieures à 100 jours est continu et est qualifié de bruit

rouge. H en est de même pour les variations courtes périodes ([1-100] jours) des séries de
moment cinétique atmosphérique pour le terme de vent.

Aujourd’hui on montre que la cohérence entre les séries atmosphériques et de longueur du jour

est très forte (> 0.9) pour des périodes descendant jusqu’à 8 jours (Dickey et al., 1992). Les
différences restantes peuvent à la fois provenir des erreurs de mesures mais aussi de l’existence

d’autres sources d’excitations (le candidat le plus problable est l’océan).
Au début des années 1980, une oscillation aux alentours de 50 jours a été détectée dans

les séries de longueur du jour (Feissel et Gambis, 1980). Cette oscillation est aussi présente

dans les séries de moment cinétique atmosphérique X3 et est associée à des fluctuations dans
les vents zonaux. La période de cette oscillation est instable et varie entre 30 et 60 jours selon

les séries utilisées et les périodes choisies pour la retrouver. L’oscillation à 50 jours n’est tou

jours pas expliquée. On observe des pics à 30, 40, 50 jours dans le spectre de LOD et X3-

De même des variations dans les vents zonaux tropicaux à environ 50 jours avaient été vues

auparavant par Madden-Julian (1971). Une des explications de l’oscillation à 50 jours dans les
séries atmosphériques de vent est la manifestation de l’oscillation tropicale de Madden Julian.

Une autre explication est qu’il existe des instabilités propres à la circulation zonale subtropicale

atmosphérique (Ghil et al., 1991). De plus, en 1985, Legras et Ghil ont développé un modèle
numérique non linéaire de l’atmosphère et y ont trouvé des oscillations similaires à celles de

LOD (notons que leur modèle est chaotique). Ce modèle chaotique explique l’apparition des
oscillations à 50 jours comme des changements brusques de la circulation des vents dûs à la

topographie, et faisant passer le système d’un régime à un autre. Cependant, ces instabilités

et l’oscillation de Madden Julian sont deux phénomènes indépendants dans l’atmosphère et

présents tous deux dans les séries de longueur du jour LOD et de moment cinétique X3 • On

a également retrouvé une oscillation à 50 jours dans les séries liées à l’activité solaire (indice

géomagnétique Ap, nombre de Wolf), (Kosek, 1993; Djurovic et ai, 1994).
D’autre part, lors de El Nino 1982-1983, il semble que l’oscillation à 50 jours ait été amplifiée

indiquant là encore une relation étroite entre les systèmes océaniques et atmosphériques et la
rotation de la Terre.

Ainsi les variations à courtes périodes de la longueur du jour sont principalement attribuées aux

échanges de moment cinétique entre la Terre solide et l’atmosphère (Rosen et Salstein, 1983;

Eubanks et al., 1985). Les échanges de moment cinétique se font avec l’atmosphère mais aussi
avec les océans. Il est important d’étudier leur rôle exact sur la variabilité de la rotation de la

Terre à courtes périodes. Ponte (1997) a évalué les série de moment cinétique océanique Xocean
et montre que ceux-ci ne peuvent pas être négligés dans le bilan de la longueur du jour pour des

périodes d’une dizaine de jours et moins. En l’absence de mesures globales océaniques, il est

difficile d’évaluer ces fonctions et les modèles disponibles restent très simplifés: par exemple, le

modèle utilisé par Ponte est un modèle dynamique océanique à deux couches dont les équations

du mouvement sont séparées en deux systèmes: un caractérisé par des mouvements sensible

ment uniformes sur la verticale (barotrope), l’autre ayant une dépendence à la profondeur et
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tel que les mouvements sont très variables sur la verticale (barocline).

Tout comme pour le mouvement du pôle, ce paragraphe nous montre les limites des con
naissances actuelles sur les causes des fluctuations de la vitesse de rotation de la Terre. Bien

que le spectre de la longueur du jour soit principalement expliqué par les excitations atmo

sphériques associées aux vents, il manque une compréhension précise du rôle des océans et des

échanges de moment cinétique entre la Terre et les fluides géophysiques. D’autre part, la limite

en cohérence entre les séries de LOD et les séries atmosphériques provient peut être aussi de

l’inadaptation des méthodes d’analyse. La dynamique non linéaire des excitations nous invite

à rechercher dans les séries de rotation de la Terre des signaux non linéaires déterministes qui

sont indécelables par les méthodes de traitement du signal actuellement en vigueur8.

5 Description de la série combinée C04 de TIERS

Pour le mouvement du pôle et la longueur du jour, L’IERS construit une série combinée jour

nalière depuis 1962 jusqu’à aujourd’hui. Cette série est régulièrement homogénéisée sur toute

sa longueur. Elle est obtenue grâce à une combinaison linéaire de plusieurs séries indépendantes

provenant de techniques différentes. Pour connaître les séries exactes intervenant dans les so

lutions de L’IERS ainsi que leurs propriétés et provenance, le lecteur pourra se rapporter au

rapport annuel de TIERS (IERS, 1997). Ce qui nous intéresse ici sont les propriétés des séries
finales combinées puisque nos analyses se porteront sur elles.

Chaque technique apportant son avantage, l’idée d’une combinaison de données a pour but de

garder le meilleur de chaque constituant et donc d’améliorer la précision de la série finale en

préservant au mieux le signal. Un simple exemple prouvant que la combinaison de deux séries

temporelles mesurant le même signal, noté a(t), donne un résultat plus précis que chaque série
prise séparément est le suivant:
Soient les séries

xi (t) = a(t) + ci(t)

et

x2(t) = a(t) + e2{t)

les séries sont considérées comme non corrélées. Soient g\ et o\ les variances des bruits ei(t) et
€2(/). On affecte chaque série individuellement d’un poids ki et on écrit alors la série combinée
sous la forme:

x(t) = kixi(t) + k2x2{t)

La condition k\ + k2 = 1 doit être vérifiée. L’erreur quadratique moyenne de la série combinée,
2

avec le choix optimal k\ — a2+ai, est:
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montre que la précision de la série combinée est supérieure à la précision de chacune des séries
initiales.

Dans le cadre des combinaisons faites à TIERS, pour évaluer les poids des facteurs d’échelle

et des incertitudes sont recalculés (grâce à l’analyse par la variance d’Allan) pour chaque série
en connaissance des limites et précision des centres d’analyse et des techniques servant à fournir

les séries de rotation de la Terre. Rappelons que chaque série est de plus corrigée d’un biais et

éventuellement d’une pente afin de la ramener dans le système de l’IERS.

Les séries intervenant dans la combinaison ne sont pas forcément journalières, l’opération de

combinaison permet par interpolation linéaire de densifier les séries afin d’obtenir un point

chaque jour et de pouvoir mener des études géophysiques à courtes périodes. Il faut noter que

la combinaison actuelle faite par FIERS se base sur des techniques linéaires de traitement du

signal avec une forte hypothèse qui stipule que les bruits sont gaussiens. Les paramètres de la

solution optimale combinée sont ajustés par la méthode des moindres carrés.

Cependant la série C04 est très précise et convient parfaitement à des études géophysiques de

la rotation de la Terre. Entre 1962 et aujourd’hui, la précision du mouvement du pôle a gagné

un facteur 100: on donnait le mouvement du pôle avec une incertitude de 30 mas en 1962,

actuellement on donne les composantes I et F avec une précision de 0.2/0.1 mas. Pour la

longueur du jour la précision est également meilleure aujourd’hui puisqu’on la détermine à 0.02

ms près contre 1.4 ms en 1962. La progression a été très marquée au début des années 1980

avec l’introduction massive des observations VLBI et l’abandon des observations optiques.

Nous avons représenté les séries temporelles journalières C04 de mouvement du pôle [PMX
et PMY) et de longueur du jour (LOD) entre 1970 et 1997 (Figure 1.5). On remarque
immédiatement dans les séries de mouvement du pôle, la période de battement de 6 ans entre le

terme de Chandler et le terme annuel. L’amplitude du terme de Chandler est la plus importante

du signal et peut atteindre jusqu’à 0.3 ”, (300 mas c’est à dire 9 mètres à la surface du sol).
Pour le LOD, la série est corrigée des marées zonales périodiques. On voit distinctement les

termes semi annuel et annuel perturbés par des variations à hautes fréquences.

Afin de faire ressortir ces termes principaux, nous avons effectué la transformée de Fourier des

trois séries brutes (Figure 1.6). L’axe des abscisses est la période en jours et nous représentons
les spectres d’amplitude des séries. Pour le mouvement du pôle, on distingue deux pics élargis

importants centrés sur les périodes 365 et 433 jours qui correspondent à la période du terme

annuel et du terme de Chandler. Pour la longueur du jour, les deux pics annuel et semi annuel

dominent sans aucune ambiguïté. Le reste du spectre est continu et plat.

Nous avons représenté les spectres pour des périodes inférieures à 500 jours afin de souligner les

périodicités dominantes, les termes à plus longue période et les tendances ne nous intéressent

pas dans le cadre du présent travail.

Afin de nous pencher sur des variations plus fines des séries, nous devons nous débarrasser des

grandes périodicités en filtrant la série. Nous avons choisi de nous limiter à la période [1-100]
jours du spectre, partie très mal modélisée et dont les variations sont essentiellement d’origine

atmosphérique et océanique. Nous avons utilisé un filtre de Vondràk (Vondràk, 1977a,b) afin

d’isoler les courtes périodes. Ces séries (æ(ï), i — 1..N) sont représentées sur la Figure 1.7.
Nous avons centré les séries c’est-à-dire réduit leur moyenne à zéro. La comparaison des écarts

quadratiques moyens, (rms) des séries brutes et filtrées nous indique que le signal traité ici est
très petit. Les valeurs des rms sont données dans la Table 1.1.

Au vue des représentations graphiques, les séries semblent très aléatoires sans périodicité

apparente. L’analyse de Fourier (Figure 1.8) confirme cette constatation en dévoilant un spec-
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tre continu. Nous pouvons deviner un pic autour de 50 jours pour le mouvement du pôle en X,

50 et 70 jours pour PMY et 40 jours pour LOD. Ces pics correspondraient à des modes pro

pres atmosphériques et à l’oscillation Madden-Julian discutés auparavant. Il serait intéressant

d’étudier cette oscillation particulière qui n’est pas de période constante et dont la nature reste
controversée.

Séries Unité rms

PMX 0.1409265

PMY 0.1412674

LOD ms 0.6921793

PMXfilt
V) 0.0023008

PMYfilt
95 0.0015653

LODfilt ms 0.1165719

Table 1.1: rms des séries EOP centrées brutes et filtrées ([1-100] jours) (filt). Les unités sont
en secondes de degré pour le mouvement du pôle (”) et en millisecondes pour la longueur du
jour (ms)
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PMYC04

Figure 1.5: Séries combinée C04 de mouvement du pôle PMX (a), PMY (b) et de la
longueur du jour LOD (c) .

Les dates sont exprimées en jour julien modifié (MJD). Ceux-ci sont comptés à partir de
1830 au lieu de l’an -jOOO avant J.C, l’année 1830 est l’année besselienne. Le jour julien

51544.5 correspond au premier janvier 2000 à minuit. Les ordonnées sont en secondes de

degré pour le mouvement du pôle et en millisecondes pour la longueur du jour.
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Tranfonnee de Fourier PMX C04

Transformée de Fourier LOD C04

Figure 1.6: Transformée de Fourier de la série PMX (a), PMY (b) et LOD (c). Le
spectre est coupé à la période de 500 jours. Les termes annuel et de Chandler pour PMX

et PMY apparaissent clairement. Il en est de même pour les termes semi annuel et annuel
de LOD.

Unités: en abscisses, la période; en ordonnées, l’amplitude.
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0.010

PMX courtes périodes

Figure 1.7: Série à courtes périodes ([1-100] jours) du mouvement du pôle PMX (a), PMY
(b) et de la longueur du jour LOD (c).
Unités: en abscisses, MJD; en ordonnées, secondes de degré (a) et (b), millisecondes (c).
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Transformée de Fourier: PMX courtes périodes

Transformée de Fourier: LOD courtes périodes

Figure 1.8: Transformée de Fourier des séries à courtes périodes ([1-100] jours) de PMX
(a), PMY (b) et LOD (c). Les spectres sont continus.
Unités: en abscisses, la période; en ordonnées, l’amplitude.
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4 Discussion

1 Limites théoriques

La théorie dynamique fondée sur les équations de Liouville fournit un modèle dynamique de la

rotation de la Terre à partir duquel il est possible d’entreprendre des études géophysiques en

comparant fonctions d’excitations et variations de la rotation de la Terre.

La plupart des études publiées consistent à prédire une composante des variations des EOP à

partir d’un modèle dynamique du comportement d’une couche terrestre. Plusieurs raisons peu

vent expliquer des écarts entre prédictions et observations. Tout d’abord, la théorie dynamique

des équations de Liouville fournit un modèle dynamique linéaire simplifié de la rotation de la

Terre (par exemple, on suppose que la Terre est biaxiale et on néglige les termes d’ordre 2
dans les équations, éliminant par là toute éventuelle composante non linéaire). De plus, les
équations de Liouville, sont écrites pour les variations de l’axe de rotation de la Terre tandis

que les observations donnent accès au mouvement du CEP. Il y a donc dans de nombreuses

études, un abus de langage lorsqu’on compare directement modèles géophysiques et observa

tions des EOP. D’autre part, ces équations supposent qu’on adopte un modèle de Terre pas

nécessairement parfait (en géométrie et rhéologie: paramètres d’élasticité, équilibre hydrosta
tique...). Bien entendu, nous avons encore une connaissance très limitée du comportement réel
des différentes couches terrestres.

Certains processus dynamiques sont omis ou peu connus et il faut tenir compte également des

erreurs des modèles dynamiques. Les modèles atmosphériques et surtout océaniques reposent

souvent sur de grandes simplifications. Par exemple, dans Barnes, l’atmosphère est considérée

comme une couche fine sphérique de rayon constant R et le manteau élastique est complètement

découplé du noyau liquide; Ponte (1990) utilise un modèle océanique de densité constante pour
fournir des valeurs de champs de pression et de vitesse de l’océan. Par conséquent, ces modèles

reflètent imparfaitement la dynamique réelle. Très peu de modèles océaniques globaux sont

disponibles et fiables à l’heure actuelle car, tout comme pour l’intérieur de la Terre, il est très

difficile de faire des observations au sein des océans (la plupart des mesures océaniques concer
nent la surface de l’océan et restent éparses et rares pour la pression des fonds marins). Notons

cependant que le modèle de Marcus et al. (1998), avec un océan à plusieurs couches améliore
significativement les précédents modèles utilisés pour calculer les fonctions de moment cinétique

océanique.

Bien entendu, tous ces modèles sont contraints par des données climatologiques et observation

nelles et par conséquent dépendent aussi des erreurs de mesures et des méthodologies adoptées

pour leur traitement.

2 Limites liées aux méthodes d’analyse

Dans toutes les études menées sur les séries temporelles de rotation de la Terre et leurs exci

tations, que ce soit pour la modélisation d’une série ou la comparaison de plusieurs séries, une

approche stochastique et linéaire est adoptée bien que la plupart des processus dynamiques dans

les fluides géophysiques soient fortement non linéaires. En effet, on recherche des périodicités,

des corrélations, des lois de puissance. On cherche à décrire le système comme une somme

de signaux périodiques indépendants. Or, un évènement commun à deux systèmes peut être

invisible sur un spectre global de Fourier mais bien décelable dans une représentation locale de

l’espace des phase associé au système observé. Nous illustrerons cela au chapitre 4. Les traite

ments linéaires utilisés présupposent que les bruits sont gaussiens et les séries stationnaires. Or

dans la réalité, ceci n’est pas correct.
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Afin d’étudier leur influence sur le mouvement du pôle, Brzezinski (1987) modélise les séries
des termes de pression des fonctions effectives de moment cinétique atmosphérique (EEAM),
pour des périodes inférieures à 100 jours, comme des processus autorégressifs d’ordre 3 (AJ?(3))
et les termes de vents comme des AR{ 1). Il considère par là que ce sont des processus stochas
tiques simples. Nous verrons qu’une caractérisation non linéaire de ces termes donne des con

clusions opposées (Chapitre 5).
Dans la plupart des études concernant les prédictions des séries EOP, une approche stochas

tique est également utilisée. Les séries de paramètres d’orientation de la Terre sont alors
modélisées sous forme de processus autorégressifs ou à moyenne mobile, ou encore sous forme
de bruit coloré. Dans ce cas, un choix erroné de stochasticité dans les mesures peut conduire

à des déterminations des EOP imprécises ou limitées. Le fait de se placer uniquement dans

le domaine temporel et fréquentiel pour rechercher des explications aux variations observées

des EOP réduit le problème à la recherche d’une identification des processus dans une classe

restreinte (bruit, périodicité, quasi périodicité).
Dans la mesure où les excitations de la rotation de la Terre possèdent des dynamiques non

linéaires, il est naturel de s’interroger sur l’existence de signatures non linéaires et déterministes

dans le signal de la rotation de la Terre. Si celles-ci existent, les méthodes linéaires de traite
ment du signal sont incapables de les détecter et donc à fortiori de caractériser la dynamique
dont elles sont issues. En effet, on sait que le spectre de Fourier d’un bruit aléatoire est continu

(un bruit aléatoire peut être considéré comme un processus de dimension infinie), or le spectre
de Fourier d’une série temporelle extraite de l’attracteur de Lorenz (chapitre suivant) est lui
aussi continu. Nous verrons pourtant que les équations de Lorenz modélisent un phénomène

déterministe non linéaire chaotique de faible dimension. Ainsi deux dynamiques totalement

opposées auront un spectre de Fourier identique. Cet exemple simple démontre l’impossibilité
de détecter autre chose que des signaux linéaires et/ou stochastiques dans les série de rotation
de la Terre en utilisant une transformée de Fourier. Ainsi il est intéressant de regarder de quelle

manière les dynamiques non linéaires provenant des excitations géophysiques sont transmises

à la Terre et sous quelle forme. Nous nous proposons donc dans cette thèse d’introduire des

outils nouveaux pour étudier les séries de rotation de la Terre d’un point de vue non linéaire

et apporter des réponses sur la modélisation dynamiques de certaines parties du spectre mal

expliquées en terme de modes de Fourier ou rangées dans la classe stochastique.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons les définitions, notions et concepts principaux de

la théorie des systèmes dynamiques dont nous aurons besoin pour effectuer les analyses non
linéaires de la rotation de la Terre.

La Figure 1.9 montre les spectres de puissance (carré du module de la tranformée de Fourier9
ou transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation) des séries filtrées [1-100] jours de
la rotation de la Terre (a,c,d) et celui de l’attracteur de Lorenz (b). Superposées aux spectres
sont dessinées des droites correspondant au comportement spectral type d’un bruit blanc (/0),

d’un bruit de flicker (/-i) et enfin d’une marche aléatoire (/_2). Nous voyons ici que les
spectres de la rotation de la Terre et de l’attracteur de Lorenz sont très semblables et que les

dynamiques cachées dans les séries à courtes périodes de la rotation de la Terre tout comme
dans les séries issues de l’attracteur de Lorenz sont difficilement différentiables à partir de leurs

seules propriétés spectrales. L’analyse de Fourier seule ne permet pas de conclure et d’autres

outils sont donc nécessaires pour caractériser le contenu réel du signal (ce graphe important

sera repris au chapitre 4).

9voir chapitre 3
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Figure 1.9: Spectre de puissance (en échelle log/log) de la série à courtes périodes de la
longueur du jour (a), de la série x(t) issue du système chaotique de Lorenz (b), de la série
de mouvement du pôle à courtes périodes PMX (c), de la série de mouvement du pôle à
courtes périodes PMY (d). La ligne ”0” correspond au comportement spectral d’un bruit
blanc, la ligne en ”-l” à celui d’un bruit de Flicker et en ”-2” d’une marche aléatoire.

5 Conclusion

En résumé, des modèles et des mesures plus sophistiqués doivent être mis en oeuvre pour identi

fier les processus dynamique au sein des océans, de l’atmosphère., et en déduire les fonctions de

moment cinétique directement comparables aux séries EOP. En outre, les outils d’analyse des

différentes séries doivent être revus. De meilleurs modèles pour les excitations des EOP et de

meilleures observations permettront sans doute d’expliquer plus de choses dans les résidus ob

servés. S’il existe, dans une partie du signal, une composante qui n’est ni périodique, ni stochas

tique mais qui possède une dynamique plus complexe n’appartenant pas à la classe stochastique,

les techniques recherchant de simples corrélations et des lois de puissance n’apporteront rien de

plus sur la compréhension du signal. Il sera toujours possible de décrire et modéliser plus ou

moins bien cette composante statistiquement mais nous serons limités en précision (prédiction)
et surtout nous passerons totalement à coté de sa nature physique réelle.

De plus, indépendemment des caractérisations non linéaires qui font l’objet de cette thèse,

notons que l’analyse en ondelettes est très prometteuse en rotation de la Terre puisque con

trairement à l’analyse de Fourier qui est globale, les ondelettes permettent de caractériser un

signal soudain et bref dans une série.

Cet aperçu des connaissances actuelles sur le signal de la rotation de la Terre nous a permis

d’en souligner les limites et d’introduire l’idée de nouvelles méthodes capables de détecter des

composantes non linéaires déterministes.

Le chapitre suivant est consacré à l’introduction de notions fondamentales concernant la théorie
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des systèmes dynamiques. Ces notions seront reprises largement lors de l’application des
méthodes non linéaires de reconstruction d’espace à des séries quelconques (bruit, chaos, périodi

cités) puis aux séries de rotation de la Terre (LOD et PMX, PMY), ainsi qu’aux séries atmo
sphériques.
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Chapitre 2

Introduction aux systèmes

dynamiques

1 Introduction

La théorie des systèmes dynamiques permet d’étudier l’évolution temporelle de systèmes physi

ques décrits par des équations différentielles ordinaires (autonomes ou non) ou des équations
aux dérivées partielles, à travers une caractérisation géométrique et topologique des trajectoires

dessinées par les variables d’état du système dans l’espace des phases.

Lorsque le système est dissipatif (ce qui est le cas de tout système réel, soumis à des phénomènes
de frottement), il y a perte de mémoire des conditions initiales associées à chaque trajectoire
individuelle. Dans ce cas, on distingue la phase transitoire du régime permanent. Ce dernier

correspond au régime asymptotique que le système atteint après la disparition du transitoire.

L’étude d’un système dynamique passe par la description du régime permanent sous forme de

solutions particulières du système. Celles-ci sont de types différents, par exemple, les solutions

d’un système d’équations différentielles peuvent être des points fixes, des cycles périodiques ou

quasi-périodiques, ou présenter des comportements turbulents (apériodiques). On appelle ces
solutions asymptotiques, les ensembles limites du système. Ces derniers sont ensuite étudiés

du point de vue de leur stabilité. D’autre part, les systèmes dynamiques peuvent être contrôlés

par un paramètre extérieur et le même système d’équations peut ainsi présenter, selon les

valeurs du paramètre, des comportements tantôt périodiques, tantôt quasi-périodiques, tantôt

apériodiques, ou intermittents (coexistence de périodicités perturbées par des bouffées anar
chiques (bouffées de turbulence)). L’étude de ces différents comportements repose sur la théorie
des bifurcations. Il existe divers types de bifurcations, ou ”routes” vers le chaos.

L’observation d’une solution d’un système implique nécessairement que celle-ci est stable. Cela

signifie qu’elle est robuste aux perturbations. On définit alors un attracteur comme l’évolution
asymptotique d’un régime permanent stable. Ceci implique que l’attracteur soit atteint par un

grand nombre de conditions initiales (formant le bassin d’attraction) et tel que toute trajectoire
initialisée dans son bassin d’attraction soit attirée vers l’attracteur et ne s’en éloigne pas. Un
attracteur est donc un ensemble limite stable.

L’étude des systèmes dynamiques a apporté un grand bouleversement concernant la théorie de

la turbulence. En effet, jusqu’en 1971, il était largement admis que, pour obtenir un comporte

ment apériodique, un nombre illimité de fréquences était nécessaire. Landau (1944) expliquait
la turbulence dans les fluides par l’augmentation progressive du nombre de modes actifs faisant

passer le système d’un état périodique, bipériodique puis n-périodique, n tendant vers l’infini.
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En 1971, Ruelle et Takens proposent une description "chaotique” du phénomène en introduisant

le concept d’attracteur étrange. Selon leur théorie, seul un nombre fini et limité de bifurcations

est nécessaire pour aboutir à la turbulence.

Notons cependant que Lorenz (1963), avait déjà montré grâce à un système de trois équations
non linéaires couplées, que seulement trois degrés de liberté1 suffisaient pour obtenir un com
portement apériodique, remettant ainsi en cause l’idée que seuls les processus de dimension

infinie (nombre infini de modes) pouvaient engendrer un comportement complexe dans l’espace
des phases.

Nous nous proposons de présenter ici les principales notions concernant la théorie des systèmes

dynamiques, sans entrer dans les détails, en nous limitant au cas des équations différentielles

autonomes. Ce chapitre ne se veut pas mathématiquement rigoureux puisque nous n’énoncerons

aucun théorème et ne démontrerons aucun résultat. Le lecteur intéressé par la théorie mathéma

tique des équations différentielles et des systèmes dynamiques pourra se rapporter par exemple

aux livres de Glendinning (1994), Verhulst (1989) ou à l’article de Smale (1967) et pour une
approche plus "physique” de cette théorie, nous conseillons vivement le livre de Manneville

(1990).
Dans cette optique, nous allons donner un aperçu qualitatif de la théorie des sytèmes dy

namiques et des équations différentielles appliqués à des problèmes physiques. Nous adopterons

plutôt une description géométrique, les systèmes dynamiques pouvant aussi être abordés de

manière plus statistique grâce à la théorie ergodique des systèmes dynamiques (Eckmann et
Ruelle, 1985).

Plus particulièrement, le chapitre est articulé de la façon suivante:

Nous définissons les équations différentielles, les orbites, l’espace des phases; nous présentons

ensuite les types de solutions et les méthodes de mesure de leur stabilité. Nous décrivons les

différents types d’attracteurs observables. Des définitions relatives aux attracteurs et au chaos

(dimensions, exposants de Lyapunov) sont aussi proposées. Bien qu’un attracteur soit une solu
tion robuste du système, nous expliquons comment celui-ci peut perdre sa stabilité structurelle

sous l’effet d’une changement de paramètre du système (bifurcation). Enfin, nous concluons
par l’étude d’un exemple d’attracteur étrange: l’attracteur de Lorenz, et de ses propriétés

géométriques, dynamiques et topologiques.

Les notions qui seront introduites tout au long de ce chapitre sont indispensables à la compréhen

sion de la suite du travail concernant l’analyse non linéaire des séries temporelles, et apportent

le fondement théorique des méthodes de reconstruction d’espace (Chapitre 3).

JOn associe dans ce contexte un degré de liberté à une variable d’état du système. Cette définition diffère de
celle usuellement employée en mécanique analytique
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2 Equations différentielles et systèmes dynamiques

1 Définitions préalables

Nous allons donner brièvement les définitions mathématiques à connaître pour comprendre la

suite de notre exposé:

• Une application / : U —> V, où U est un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn, est

différentiable au point a G U s’il existe une application linéaire Dfa : Rm Rn telle

que:

f(a + u) = /(a) + (Dfa)(u) + o|M| (2.1)

(la notation o||u|| désigne une fonction g telle que /zm||u||^0 jj^jj = 0)

• / est de classe C1 (continûment différentiable) si chaque dérivée partielle de / est continue
sur U.

f est de classe Cr si les dérivées partielles de / sont de classe Cr~l

• Un difféomorphisme (de classe Cr) d’un ouvert U G Rn dans un ouvert V G Rn est
une application bijective 4> : U —> V différentiable (Cr) de même que son application
réciproque (0-1).

• Deux objets géométriques déduits l’un de l’autre par un difféomorphisme sont équivalents

du point de vue de la topologie différentielle.

• Une variété topologique de dimension m est un espace topologique dont tout point admet
un voisinage ouvert homéomorphe à un ouvert de Rm. Une variété différentiable est une

variété topologique munie d’une structure différentielle. C’est une hypersurface de Rm

dont tout point admet un voisinage ouvert difféomorphe à Rm (exemple: un cercle, une
sphère, un tore...).

2 Equations différentielles.

Définition

On appelle équation différentielle ordinaire non-autonome d’ordre n, une équation de la forme

x = f(x,t) (2.2)

x(t0) = x0

où x(t) G Rn , / : U C Rn+l —> Rn est le champ de vecteurs, x = dx/dt.
f est une fonction continue par rapport à t et x. (Elle peut être linéaire ou non linéaire).

On appelle équation différentielle ordinaire autonome d’ordre n, une équation de la forme

x = f(x) (2.3)

x(t0) = x0

où x(t) G Rn , / : U C Rn —^ Rn est le champ de vecteurs, x = dx/dt.
f est une fonction continue par rapport à x. Elle ne dépend pas explicitement du temps.
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Il est toujours2 possible, en théorie, de passer d’une équation non autonome à une équation
autonome par un changement de variables et l’ajout d’équations différentielles du premier ordre

supplémentaires. Ainsi nous nous limiterons à l’étude des équations différentielles autonomes.

Schématiquement, une équation différentielle est donc tout simplement la donnée d’une évolution

temporelle de variables x = (aq,....,xn) à travers la fonction / et de conditions initiales X{(to).
La donnée d’une équation différentielle d’ordre n se ramène à n équations d’ordre 1.
Solutions et unicité

Le théorème de Cauchy-Lipschitz assure l’existence et l’unicité d’une solution 7Xo(t) de l’équation
différentielle (2.3) pour chaque condition initiale fixée #0: La fonction 7Xo(<) est n fois dérivable
et définie d’un ouvert I de R dans Rn telle que pour tout / € I:

(t^X0(t))eixü (2.4)

7*o = /(7*oW)

7 est appelée une courbe intégrale du champ de vecteurs /.

Flot

On appelle flot d’une équation différentielle (ou du champ de vecteurs) en t et xo, l’application
(f) de Rn+1 dans Rn définie par:

Mxo) = 7*oW (2.5)

7 étant la solution de l’équation différentielle pour la donnée initiale xo.

Le flot possède les propriétés suivantes:

4>ti 0 4>t2 — 4>ti+t2 (2-6)

(f)o(xo) = z0

De plus

Mx) = Mv) o % = y (2.7)

Ceci souligne l’unicité de la solution d’une équation différentielle et la non intersection de deux
orbites différentes.

De plus, on admet que le flot est un difféomorphisme sur Rn pour tout t.

Intuitivement si l’on pense à / comme à un champ de vitesse pour un fluide, (f)t(xo) donne la
position au bout d’un temps t d’une particule initialement observée à la position Æo-

Orbites

On définit l’orbite passant par xq comme le heu des points:

{4>t(x0), -00 < t < +00} (2.8)

2En pratique, seuls les cas d’excitations périodiques peuvent être traités simplement
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Portrait de phases

Lorsqu’on veut représenter graphiquement l’allure des courbes intégrales du champ de vecteurs

/, on en dessine quelques unes en indiquant le sens de parcours de chaque orbite par des

flèches. L’ensemble de toutes les orbites ainsi orientées s’appelle le portrait de phase du champ

de vecteur /.

Graphiquement

On peut schématiser les différentes notions précédentes de la manière suivante:

La solution 7xo(0 pour la donnée initiale (xo,to) est un point de l’orbite passant par xo.
Le flot pour la condition initiale xo permet de définir les points solutions pour chaque t fixé le

long d’une orbite.

L’orbite passant par a?o est l’ensemble des solutions lorsque t varie de moins l’infini à plus l’infini

(Figure 2.1).

Figure 2.1: Orbites et Flot

3 Systèmes dynamiques.

Les équations différentielles sont utilisées pour modéliser et décrire des phénomènes dynamiques.

Nous allons donner ici la définition d’un système dynamique et noter la correspondance avec

les équations différentielles ordinaires. Dans des situations concrètes, la variable t représente

le temps et les variables X{ les paramètres décrivant l’état d’un système physique donné. Les
équations différentielles traduisent donc la loi d’évolution du système matériel considéré en

fonction du temps et de la valeur des paramètres (ou variables du système). Ainsi trouver les
solutions des équations différentielles, tracer certaines orbites du flot, connaissant les conditions

initiales, revient à prévoir l’état du système à un instant t donné et donc à décrire son évolution

au cours du temps. Les systèmes physiques décrits ainsi sont des systèmes dynamiques.

Systèmes dynamiques continus et discrets:

Un système dynamique déterministe peut être décrit par un système fini d’équations différentiel
les ordinaires autonomes d’ordre n:
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x = f(x) (2.9)

Si / est différentiable, le système dynamique est différentiable, 4> est le flot et dans ce cas

on parle de systèmes à temps continus.

On définit également des systèmes à temps discrets décrits par des applications itérées:

F : Rn — Rn (2.10)

xk+i = F(xk)

dans ce cas es^ aPPelé l’orbite.

On peut toujours passer d’un flot continu à un système discret. Cette opération est possible

grâce aux ”sections de Poincaré3 ” qui reviennent à couper les trajectoires de Rn par des
hypersurfaces de dimension n — 1 et à recueillir ainsi un système discrétisé. L’idée de diminuer

la dimension d’un système est intéressante car elle permet une simplification de la dynamique

tout en préservant les propriétés du système.

Ainsi système dynamique signifie tout simplement évolution temporelle, dont la description

est rendue possible à travers la résolution d’équations différentielles décrivant l’évolution de

chacune des variables du système en question.

Tout phénomène physique décrit par des équations différentielles4 est un système dynamique
(oscillateur paramétrique, réaction chimique de Belousov-Zhabotinsky, convection de Rayleigh-
Bénard....) (Bergé et al., 1984) dont on peut étudier la stabilité et le comportement au cours
du temps. Ce sont des systèmes déterministes: leur évolution temporelle est déterminée de

façon unique à partir de la seule spécification des conditions initiales.

4 Espace des phases

Soit le système d’équations différentielles ou le système dynamique, x = f(x) , x G U C Rn.
L’espace U des solutions s’appelle l’espace des phases. C’est l’espace dans lequel on décrit

le comportement des variables X{ au cours du temps. Les axes de cet espace sont constitués

par les variables X{ du système et un point de l’espace des phases a donc pour coordonnées:

(*iM> ,xn(t))-
L’évolution au cours du temps t des solutions 7(t) du système dynamique s’appellent les orbites

(ou trajectoires) dans l’espace des phases.

Dimension de l’espace des phases

Il convient de s’interroger sur la dimension de l’espace des phases. Intuitivement, la dimen

sion De de l’espace des phases est le nombre de variables d’état du système, dont l’évolution

temporelle est décrite par le système d’équations différentielles

(®i = fi(x), ,xn = fn(x)) (2.11)

Les solutions d’un système de n équations différentielles autonomes du premier ordre évoluent

dans un espace des phases de dimension De = n.

Grâce au théorème d’unicité des solutions d’une équation différentielle, deux orbites différentes

3Cette méthode n’est cependant intéressante que lorque la "surface de section” a de bonnes propriétés c’est-

à-dire si le système est presque périodique

4 Les systèmes dynamiques peuvent également être décrits par des équations aux dérivées partielles
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ne peuvent avoir de point d’intersection dans l’espace des phases et chaque orbite est unique

ment définie par ses conditions initiales.

L’ensemble de toutes les trajectoires (correspondant à des conditions initiales différentes), dans
l’espace des phases, permet de suivre le comportement temporel du système.

Exemple:

Soit l’équation harmonique suivante:

x +x = 0 (2.12)

Nous voulons passer à un système d’équations différentielles autonomes d’ordre un. Le

changement de variable x = aq et x= x2 conduit au système d’équations différentielles suivant:

xi = x2 (2.13)

x2 = —x\

L’espace des phases de ce système est de dimension 2 dont les variables sont (xi,x2), on
résoud le système par

dx 2 x\

dx 1 x2

Les orbites décrivent des cercles concentriques autour de l’origine. La forme analytique de

la solution est tout simplement, en prenant comme conditions initiales æ(0) = a et £(0) = 6,

x(t) = a cos t + b sin t.
Chaque cercle correspond à un ensemble de conditions initiales différentes (Figure 2.2).

(2.14)

Figure 2.2: Equation harmonique: orbites

3 Caractérisations géométriques des orbites

Nous nous plaçons toujours dans le cas où le système est dissipatif et nous nous intéressons aux
propriétés du régime permanent asymptotique du système, c’est-à-dire à la description de ses
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ensembles limites. Nous allons dans un premier temps présenter les solutions particulières que

peut posséder un système. Nous verrons ensuite comment discuter la stabilité de tels ensembles
limites. L’étude de la stabilité nous permettra de définir la notion d’attracteur qui correspond

à une solution stable plus ou moins complexe. Nous donnerons les propriétés principales d’un

attracteur et verrons de quelle manière sont construits les attracteurs chaotiques.

Enfin, bien qu’un attracteur soit robuste, il peut perdre sa stabilité structurelle par variation

d’un paramètre du système et présenter une bifurcation vers un autre type de solution. Toutes
ces notions seront rassemblées sous forme d’un exemple: l’attracteur de Lorenz.

Dans toute 1a. suite de l’étude, nous nous restreindrons aux cas des attracteurs puisque dans la

pratique, ce sont les seules solutions observables du flot.

1 Types de solutions

Il existe plusieurs types de solutions pour le système d’équations différentielles autonomes or

dinaires d’ordre n: x = f(x):

• Les solutions stationaires ou points d’équilibre.

On appelle point d’équilibre, un point a = (ai, ....,an) qui est un zéro de / c’est-à-dire tel
que /(a) = 0.

• Les solutions périodiques.

Soit q(f) une solution du système dynamique précédent.
7(t) est une solution périodique s’il existe T > 0 tel que q(f + T) = q(f) pour tout t.
Une solution périodique produit donc une orbite fermée dans l’espace des phases (cycle

limite).

• Les solutions quasi-périodiques.

Les solutions quasi-périodiques s’expriment comme une somme de fonctions périodiques

de périodes incommensurables.

7W = hii = 1”"n (2.15)

h{ est de période X) et T{/Tj est irrationnel.
Les orbites reposent sur un n-tore Tn ou sur des difféomorphismes de ce tore (Un tore est
un produit cartésien de cercles : Tn = S1 51).

• Les solutions apériodiques.

Les trajectoires apériodiques sont comme leur nom l’indique, des systèmes sans périodicité

ou quasi-périodicité apparente. Ils comprennent les systèmes intermittents (coexistence de
phases périodiques perturbées par des bouffées de turbulence) et les systèmes chaotiques.

2 Stabilité

L’étude de l’évolution d’un système passe par l’étude de la stabilité de ses ensembles limites. On

dit qu’une solution est stable si une petite perturbation ne la fait pas dévier loin de son orbite

initiale. En conséquence, une solution est qualifiée d’instable si l’effet d’une petite perturbation

se répercute de manière significative sur la trajectoire.

Les points d’équilibre, les solutions périodiques, quasi-périodiques et chaotiques peuvent être

étudiés du point de vue de leur stabilité en mesurant l’effet d’une petite perturbation sur l’orbite
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initiale.

Par exemple, pour étudier la stabilité d’un flot autour d’un point d’équilibre a, on détermine

grâce à une linéarisation du champ de vecteurs / en a:

6x = Df(a).6x (2.16)

<$æ(0) = 6xo

Df est la matrice jacobienne de / en a.

L’étude de la stabilité de la solution autour du point d’équilibre repose sur l’étude du signe

de la partie réelle des valeurs propres de Df(a), (pour un système discret, la même étude
est faite en regardant le module des valeurs propres et leur appartenance à l’intérieur du cercle

unité). Celles-ci mesurent en effet le taux de contraction ou d’expansion de la solution autour
du point d’équilibre a dans la direction des vecteurs propres associés.

Si Re^X'f) < 0 pour toutes les valeurs propres, une petite perturbation va disparaître rapidement
au cours du temps lorsque t tend vers l’infini. Dans ce cas on dit que le point d’équilibre a est

asymptotiquement stable (Figure 2.3 (gauche): les orbites convergent vers le point d’équilibre).
C’est un attracteur.

Si Re{\\) > 0 pour toutes les valeurs propres, une petite perturbation va grandir au cours du
temps et le point d’équilibre est qualifié d’instable (Figure 2.3 (milieu), les orbites s’éloignent
toutes du point d’équilibre). C’est un répulseur .
S’il existe des valeurs propres de partie réelle positive et d’autres négatives, on a affaire à un

point qui est aussi instable (Figure 2.3 (droite)). Ce n’est pas un attracteur.

/
/

ar—^

• a
: . ) ,

0" 'l
v.

/

*

5

Figure 2.3: gauche: Point stable (foyer), milieu; Point instable (foyer), droite; Point
instable (col). Les trajectoires d’allure hyperbolique s’approchent du point fixe dans la
direction du vecteur propre associé à la valeur propre négative (stable) puis s’en écarte

le long de l’autre direction (instable).

Dans le cas d’une orbite périodique, c’est la théorie de Floquet qui est utilisée. On regarde

comment une petite perturbation de l’orbite périodique évolue dans les directions perpendicu

laires à la trajectoire en calculant les valeurs propres du système discrétisé et linéarisé (matrice
de Floquet). La solution est stable si le module des valeurs propres est inférieur à 1 (c’est à
dire si les valeurs propres sont contenues dans le cercle unité). S’il existe au moins une valeur
propre de la matrice de Floquet dont le module est supérieur à 1, alors une petite perturbation

va croître exponentiellement au cours du temps et la trajectoire sera instable.
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D’une manière générale, pour étudier la stabilité d’un système quelconque, on utilise tou

jours une linéarisation du flot autour de la trajectoire qu’on veut étudier (point fixe, cycle
limite...) en appliquant une petite perturbation à l’orbite, puis on détermine les valeurs propres
de la matrice de linéarisation (Df, matrice de Floquet..). .

La généralisation de l’étude de la stabilité d’un point fixe ou d’un cycle limite à une orbite

quelconque, (non nécessairement astreinte à se refermer sur elle même), est obtenue grâce au
calcul des exposants de Lyapunov A;. Ceux-ci sont directement reliés aux valeurs propres de

”jD/” (flot linéarisé) et ont l’avantage de s’appliquer à la caractérisation de tous types de dy
namiques. Nous verrons comment les calculer ultérieurement.

Du point de vue global, un ensemble limite issu d’un flot possède trois directions principales.

Une direction stable, une direction neutre et éventuellement une direction instable. Pour le

système linéarisé, on détermine le sous espace vectoriel stable Vs comme l’ensemble des vecteurs

propres de Df associés aux valeurs propres de partie réelle négative. Par analogie, on associe à

l’ensemble des vecteurs propres construits à partir des valeurs propres de partie réelle positive,

un sous espace vectoriel dénomé instable Vu. L’espace neutre correspond aux valeurs propres

de partie réelle nulle Ve.

Le système dynamique non linéaire initial possède les mêmes propriétés de stabilité que le

système linéarisé. On définit alors les trois sous variétés stable Ws, instable Wu et neutre Wc
comme les ensembles des trajectoires tangentes au point de stabilité étudié aux sous espaces

vectoriels U5, Vu et Ve respectivement. Intuitivement, les non linéarités déforment les espaces

vectoriels linéaires en variétés non linéaires. La variété neutre n’est pas unique (Figure 2.4).

Le long de la variété stable, les orbites seront stables et convergeront vers l’ensemble limite, une
perturbation appliquée dans cette direction disparaîtra exponentiellement dans le temps. Par

contre le long de la variété instable, toute perturbation sera considérablement amplifiée et les

trajectoires quitteront l’ensemble limite. Le long de la variété neutre, l’effet d’une perturbation

sera sans conséquence sur la trajectoire.

Figure 2.4: Espaces et variétés stables (s) neutres (c) et intables (u) pour un point fixe
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3 Attracteur

Un attracteur est défini comme un ensemble limite stable, c’est-à-dire, pour un grand nombre

de conditions initiales (appartenant à son bassin d’attraction5), les trajectoires convergeront
asymptotiquement vers lui (caractère dissipatif, contraction des volumes) et ne le quitteront
pas sous l’effet d’une petite perturbation (caractère stable).
Plusieurs attracteurs peuvent coexister dans l’espace des phases d’un même système. Chaque

attracteur possède son bassin d’attraction. Les différents attracteurs et leur bassin sont dis

tincts respectant ainsi la condition d’unicité des solutions d’une équation différentielle.

Un attracteur est une solution robuste dans l’espace des phases. On comprend alors que

seuls les attracteurs sont les solutions observables d’un système. Nous allons décrire les types

d’attracteurs possibles:

1. Un point d’équilibre est appelé un point attracteur si toutes les orbites convergent vers

celui-ci asymptotiquement.

La dimension Da d’un tel attracteur est celle d’un point c’est-à-dire zéro. Sur la Figure

2.5 le point fixe est un attracteur (c’est-à-dire, les orbites tendent vers le point fixe lorsque
t tend vers plus l’infini, ReX < 0). Celui de la Figure 2.6 est un répulseur, il faut alors
faire tendre t vers moins l’infini, ReX > 0).
L’autre exemple (Figure 2.7) est celui du pendule amorti d’équation:

à = y(t) (2.17)

ÿ = —0.4y{t) — sin(x)

Le facteur d’amortissement est 0.4.

Nous avons représenté le portrait de phase (les orbites et leur direction dans l’espace des
phases) du pendule amorti pour une condition initiale: x(0) = l,y(0) = 1.
Ce système possède un nombre infini6 de points d’équilibre en (&7r,0) avec k G Z. Les
points d’équilibre pour k pair sont des points attracteurs.

Figure 2.5: Attracteur (0,0). Les flèches donnent le sens de parcours de l’orbite

5 Région déterminée autour de l’attracteur dans laquelle toute orbite initialisée est attirée asymptotiquement
vers Pattracteur

6En fait seulement 2 compte tenu du modulo sur la position. L’espace des phases est en réalité un cylindre
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Figure 2.6: Répulseur (ensemble limite) (0,0). Physiquement cet ensemble limite n’a pas
de signification et est non observable.

Le pendule amorti, e=0.4

Figure 2.7: Portrait de phases du pendule amorti. Les points (kn, 0) sont des points
attracteurs.



2. Dans le cas d’un régime oscillant avec une fréquence de base, l’attracteur sera défini par

un cycle limite vers lequel les orbites tendent asymptotiquement. La dimension Da d’un
tel attracteur est celle d’un cercle c’est-à-dire 1.

La Figure 2.8 représente le portrait de phases, c’est-à-dire les orbites orientées dans

l’espace des phases du système de l’équation de Van der Pol:

x = y(t) (2.18)

V = (1 “ x{t)2)y(t) - x(t)

Pour les conditions initiales suivantes: æ(0) = 0,y(0) = 0.
Les orbites tendent toutes vers le cycle limite qui apparait clairement ici, les flèches don

nent le sens de parcours des orbites vers l’attracteur. Celui-ci est donc de dimension 1

puisque difféomorphe à un cercle.

Physiquement, l’équation de Van der Pol modélise le mouvement d’un oscillateur en

tretenu. Les orbites partant de l’intérieur du cycle limite croissent jusqu’à l’atteindre

asymptotiquement et inversement, les orbites débutant à l’exterieur sont attirées rapide

ment sur le cycle limite.

Equation de Van der Pol
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3. Pour un régime quasi-périodique possédant r fréquences de base indépendantes, Pattracteur

est un tore. Sa dimension est celle du tore Tr c’est-à-dire r (Da = r).
Nous avons représenté en Figure 2.9, un 2-tore (produit de deux cercles) c’est-à-dire,
Pattracteur d’un système bipériodique, 2"i, TV

S’il existe (p, q) tels que pT\ = </TV l’orbite fait un tour fermé en p boucles suivant la
première direction et q suivant la seconde, elle est alors périodique et repose sur la surface

du 2-tore (dans ce cas, Da = 1)- L’attracteur n’est alors plus le 2-Tore mais un cycle
limite.

Si les périodes sont incommensurables, c’est-à-dire qu’il n’existe pas d’entiers (p, q) rem

plissant la condition précédente, l’orbite ne se ferme jamais et remplit la surface du tore

de manière de plus en plus dense au fur et à mesure qu’on intègre dans le temps les

équations. On a alors affaire à une orbite bipériodique et Da = 2. L’attracteur est le
2-tore.

Figure 2.9: Attracteur d’un système bipériodique: 2-tore.

4. Dans le cas d’un système chaotique7, Pattracteur est apériodique et sa dimension est en
générale non entière. L’attracteur associé à un système chaotique est géométriquement et

topologiquement complexe. Ceci vient du fait que, bien que par définition un attracteur
chaotique soit robuste, il possède au moins un élément instable. En effet, les orbites d’un

système chaotique possèdent une double propriété: d’une part, si l’on applique au temps

to, une petite perturbation 6x à une orbite, cette perturbation va croître exponentiellement

au cours du temps (instabilité). Cette forte sensibilité aux conditions initiales (SCI)
a pour conséquence d’entrainer une très forte divergence locale des trajectoires liée à

l’existence d’un exposant de Lyapunov positif. Les orbites auront tendance à s’éloigner

exponentiellement les unes des autres tout en restant sur une figure bornée (dissipation

et attraction). Ce type de comportement n’est possible sur un attracteur que grâce à un
repliement des orbites sous forme de feuillets qui forment ce que l’on appelle un attracteur

étrange.

7 Il n’existe pas de consensus pour la définition du chaos. Nous choisissons celle reposant sur la mesure du taux

de divergence des orbites (SCI, Sensibilité aux conditions initiales) directement reliée aux valeurs des exposants
de Lyapunov du système. Nous verrons de quelle manière on peut calculer ces exposants à partir des valeurs

propres de la matrice jacobienne du système linéarisé. Un système chaotique aura la particularité de posséder

au moins un exposant de Lyapunov positif.
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En résumé, les attracteurs chaotiques sont caractérisés par l’existence d’une variété instable8

alors qu’un un tore attracteur ne possède pas de variété instable (il ne peut pas y avoir divergence
des trajectoires sur le tore sinon, il y aurait intersection des orbites).
Avant de décrire plus amplement les attracteurs étranges, revenons à la mesure de la stabilité

des orbites sur l’attracteur, grâce aux exposants de Lyapunov.

4 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov sont des généralisations de la mesure de stabilité à des courbes

quelconques non nécessairement astreintes à se refermer sur elles-mêmes. Tout comme pour les

valeurs propres de la matrice linéarisée dans le cas d’un point fixe, c’est le signe des exposants de

Lyapunov qui détermine le taux de contraction ou d’expansion d’une perturbation appliquée à la

trajectoire. Un exposant de Lyapunov négatif est associé à la direction contractante (stable) du
flot, un exposant nul à la direction neutre du flot et un exposant positif est associé à la direction

instable c’est à dire mesure le taux de divergence des trajectoires proches initialement.

Soit <5^(0), une petite perturbation appliquée à l’orbite au temps 0, celle-ci évoluera au cours du
temps dans la direction i comme:

ôx(t) = àx(o)eX,t (2.19)

Selon le signe de l’exposant de Lyapunov, À;, la perturbation grandira exponentiellement ou au

contraire disparaîtra très vite (Figure 2.10, d’après Pires et al., 1996).

Figure 2.10: Stabilité globale

Voici de quelle manière l’attracteur d’un système de dimension n {n équations différentielles

autonomes du premier ordre) peut être qualifié grâce à ses n exposants de Lyapunov:

• Un point d’équilibre est asymptotiquement stable si les exposants de Lyapunov sont tous

négatifs.

• Une solution périodique a un cycle limite asymptotiquement stable si un exposant est nul

est les n — 1 autres négatifs.

8Un attracteur étrange est schématiquement une union de variétés instables possédant une structure
d’ensemble de Cantor dans la direction transverse à ces variétés.
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• Une solution K-quasi-périodique a un K-tore asymptotiquement stable si K exposants

sont nuis et les n — K autres négatifs.

Pour ces trois attracteurs, aucun exposant positif n’apparaît. L’existence d’un exposant

positif pour un attracteur, traduit une divergence des trajectoires et l’existence d’une variété

instable, ces conditions sont typiques des attracteurs chaotiques. Comme l’attracteur est par

définition stable et dissipatif, cette instabilité se manifeste par une repliement des orbites sous
forme de feuillets conciliant ainsi la contraction et la dilatation des orbites. Pour un attracteur

chaotique, on a besoin d’au moins trois dimensions, une associée au repliement des orbites (ex
posant de Lyapunov négatif), une associée à la direction du flot (exposant de Lyapunov nul) et
enfin celle associée à la divergence des trajectoires (exposant de Lyapunov positif).
Pour un système non chaotique possédant un attracteur, c’est le nombre d’exposants de Lya

punov nuis qui donne la dimension topologique de l’attracteur.

On retrouve bien 0 pour un point d’équilibre attracteur, 1 pour un cycle limite et K pour un

K-Tore. Pour un système chaotique, le nombre de directions neutres et dilatantes donne la

dimension topologique de la partie continue de l’attracteur (pour l’attracteur de Lorenz, la
dimension topologique de sa composante continue est 2).
La somme des exposants de Lyapunov est négative et mesure le taux de dissipation du système.

Tout volume de l’espace des phases diminuera dans le temps bien que des segments restent de

longueur invariante le long de la variété neutre ou bien soient étirés le long de la variété instable.

5 Dimensions d’attracteur

La dimension de l’attracteur permet de caractériser sa structure géométrique. Nous avons vu

que la dimension d’un attracteur non chaotique était identique à sa dimension topologique.

Dans la mesure où par construction les attracteurs étranges ne sont pas des variétés régulières,

comment définir leur dimension? La structure feuilletée des attracteurs étranges n’est pas sans

rappeler l’ensemble triadique de Cantor et la dimension d’une telle famille d’objets est non

entière (fractale).
Afin de calculer la dimension d’un attracteur étrange, nous introduisons la dimension fractale

Dp. Il s’agit de calculer le nombre d’hypercubes N(e) d’arètes e nécessaires pour recouvrir tout
l’attracteur. On définit cette dimension par:

Dp = limc-,olnN(e) / ln(l/e) (2.20)

Dp est bien égale à la dimension euclidienne dans le cas d’une figure simple (point ou d’un
k-tore (k=l...n)). Par contre, pour un objet fractal, elle prend des dimensions non entières.
Par exemple, l’ensemble triadique de Cantor dont nous avons parlé ci dessus, est construit de la

façon suivante: on divise le segment de longueur unitaire en trois parties égales et on élimine la

partie centrale. On applique ensuite la même opération aux deux parties extrêmes restantes et

ceci indéfiniment. Au final, l’ensemble se réduit à une infinité de points disjoints. La dimension

de cet ensemble est forcément supérieure à 0 (0 étant la dimension d’un point) et intuitivement
inférieure à 1 (1 étant la dimension d’une droite). En prenant en guise d’hypercubes, des seg
ments de longueur 1/3 pour recouvrir l’ensemble, on calcule alors Dp = ~ 0.63.

La dimension fractale ne caractérise que la géométrie de l’attracteur or il est intéressant de

connaitre la dynamique sur l’attracteur. Pour cela on introduit les dimensions généralisées

Dq qui prennent en considération la densité de probabilité des points sur l’attracteur, rendant
compte du fait que toutes les régions ne sont pas visitées uniformément. Plus particulièrement,
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nous utiliserons la dimension D2 mesurant la distribution de probabilité de paires de points sur

l’attracteur. Cette dimension sera identifiée avec la dimension Da de l’attracteur obtenue par

la méthode de l’intégrale de corrélation (Chapitre 3).

L’avantage de la dimension D2, est qu’elle dépend directement de la densité de points sur

l’attracteur (contrairement à Dp qui dépend uniquement de la géométrie de l’objet considéré)
et est donc plus adaptée à la caractérisation d’attracteurs étranges dont la densité de points

varie fortement d’une région à une autre. D’autre part, Dp est une borne supérieure de D2 :

D2 < Dp.

Un exemple classique ”d’attracteur étrange9” qui reviendra sans cesse dans la thèse, est
l’attracteur de Lorenz. Sa dimension vaut environ 2.06. Nous avons représenté en Figure 2.11

l’attracteur chaotique de Lorenz.

Les deux lobes de l’attracteur de Lorenz semblent évoluer dans un plan. Cependant, nous avons

vu que la structure feuilletée d’un attracteur étrange est telle que, transversalement, il existe un

très grand nombre de feuillets très serrés et séparés par du vide tels que le support des orbites

ne peut pas être une surface continûment différentiable. Ainsi la dimension est supérieure à 2,

mais aussi forcément inférieure à 3 puisque ce n’est pas un volume.

Figure 2.11: Attracteur chaotique de Lorenz vu en perspective

Un même système dynamique peut présenter pour des valeurs de paramètres de contrôle

différents, tous les types d’orbites précédents. Chaque état étant à son tour déstabilisé pour

donner naissance à une nouvelle dynamique (bifurcations).

6 Bifurcations

Un système dynamique ne reste pas forcément dans le même état au cours de son évolution.

La théorie des bifurcations (Crawford, 1991) est complexe et nous allons en donner les principes.
Les systèmes dynamiques peuvent être dépendants d’un ou plusieurs paramètres appelés paramè-

9Un attracteur chaotique possède les propriétés de sensibilité aux conditions initiales. Un attracteur chaotique

est étrange s’il est aussi fractal (dimension non entière). Il existe des attracteurs chaotiques non étranges et des
attracteurs de dimension fractale, non chaotiques.
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très de contrôle du système ji tel que:

x = f^x) (2.21)

Il existe différents types de bifurcations. Par exemple, selon différentes valeurs de fi, le même

système peut passer d’un état périodique à un état quasi-périodique et chaotique. Ce sont les

"routes vers le chaos”. Ainsi la théorie de la bifurcation est l’étude des évolutions topologiques

du système sous l’influence de paramètres extérieurs.

Par exemple, sous quelles conditions un régime périodique perd-il sa stabilité linéaire (cas
où les valeurs propres de la matrice de Floquet appartiennent à l’intérieur du disque unité).

Selon l’évolution de ces valeurs propres, on observe trois grands types de comportement:

Si les valeurs sortent du cercle unité par la valeur ” + l”, on a ce qu’on appelle des intermit

tences: la solution périodique est instable et disparaît. Puis au delà du seuil de bifurcation,

des phases d’évolution régulières (presque périodiques) interrompues temporairement par un
comportement anarchique (bouffée de turbulence) apparaissent.
Si la valeur propre sort du cercle unité par ” —1”, on a affaire à une cascade sous harmonique

normale. C’est à dire, une nouvelle solution périodique stable apparaît de période deux fois

plus longue que la précédente (qui elle est devenue instable). Ce doublement de la période se
répète successivement et on obtient au final une séquence infinie de bifurcations qui conduit au
chaos.

Le troisième type de bifurcation à partir d’une solution périodique est si l’on a deux valeurs

propres complexes conjuguées qui traversent le cercle unité: dans ce cas c’est une bifurcation

de Hopf. Il y a apparition d’un attracteur stable voisin du cycle limite initial qui lui est de
venu instable. C’est un tore T2. S’il se produit une deuxième bifurcation de Hopf, un tore de

dimension 3 apparaît. Cette séquence répétée conduit à l’apparition du chaos.

Ces exemples ont juste pour but d’introduire une idée sur les bifurcations. Bien entendu, cette

théorie est très complexe et nous recommendons vivement l’article de Crawford (1991) à ceux
qui veulent aller plus loin. Notons également qu’une évolution initiale périodique d’un système

n’est pas une condition nécessaire à l’apparition du chaos et qu’il existe diverses routes vers

le chaos par variations de un ou plusieurs paramètres extérieurs au système. Par exemple,

un système quasi-périodique forcé (aléatoirement ou "chaotiquement”) peut évoluer après une
perte de stabilité tranverse sur le tore, à un attracteur étrange et non chaotique puis au fi

nal à un attracteur chaotique (Ding et al., 1989; Yalçinkaya et Lai, 1997). Une application
immédiate et prometteuse de la théorie des bifurcations est le contrôle de systèmes physiques

par modulation du paramètre (Lefranc et al., 1997).

4 Quantités caractéristiques

Nous allons regrouper l’ensemble des définitions précédentes concernant les attracteurs, donner

explicitement le calcul des exposants de Lyapunov et les diverses quantités caractéristiques (di

mensions, exposant de Lyapunov) permettant de décrire complètement un système dynamique
dissipatif et possédant un attracteur. Nous avons vu que les exposants de Lyapunov permet

taient de mesurer la stabilité d’un système quelconque et de le classer parmi les divers types

de régimes dynamiques (comportements périodiques, chaotiques etc...). Un attracteur d’un
système est plongé dans l’espace des phases de dimension De- La dimension de l’attracteur Da
est donc intuitivement inférieure à De- D’autre part, on définit une autre dimension très utile:

la dimension locale De (appelée aussi dimension dynamique, Abarbanel, 1996). Elle correspond
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an nombre de degrés de liberté dynamiquement actifs dans le système c’est-à-dire au nombre

d’équations ordinaires autonomes d’ordre 1 nécessaires à la description de l’évolution des or

bites du système sur l’attracteur. Ainsi, Dl < De- Une fois l’attracteur identifié, on s’intéresse

donc à la description dynamique des orbites sur celui-ci, c’est-à-dire au nombre de variables

qui localement agiront sur leur évolution. Par exemple, l’espace nécessaire pour représenter

l’attracteur d’une orbite Apériodique (l’attracteur est un 2-tore), est de dimension 3, par con
tre, localement, le nombre de directions principales (ou de degrés de liberté) est Dl = 2.
Trouver une dimension locale de 2 implique que la description de l’évolution dynamique des

orbites sur le 2-tore10 peut se ramener à un système de deux équations différentielles autonomes
du premier ordre.

Il existe autant d’exposants de Lyapunov réels que de directions locales (Dl) dans le système.
Nous allons dans ce paragraphe présenter plus en détail la méthode de calcul de ces exposants

pour des équations différentielles écrites sous forme d’application itérée (rappelons qu’un flot
continu peut être discrétisé) (Eckmann et Ruelle, 1985).
Nous distinguerons les exposants de Lyapunov globaux qui donnent une sorte de mesure de la

stabilité globale du système, c’est-à-dire de la stabilité moyennée sur tout l’attracteur, et les
exposants de Lyapunov locaux. Ces derniers sont calculés sur un morceau d’orbite correspon

dant à l’intégration du système sur une durée finie et permettent de connaître localement les
variations de stabilité d’un système selon l’état de celui-ci dans l’espace des phases.

Nous verrons également qu’on peut définir une dimension caractéristique de l’attracteur du

système à partir des exposants globaux, la dimension de Lyapunov. De plus, parler d’exposants

de Lyapunov ou d’horizon de prédiction est équivalent. En effet la ”prédictibilité”11 d’un
système dépend fortement de sa stabilité. Un horizon de prédiction théorique peut être déduit

directement de la valeur de l’exposant principal de Lyapunov (le plus grand positif pour un

système chaotique). Pour un système périodique, l’exposant le plus grand est nul et ainsi,
l’horizon de prédiction associé est infini. Ceci traduit bien le fait qu’une orbite périodique est

prévisible à l’infini (en l’absence de perturbations). On peut aussi définir localement des hori
zons de prédiction associés aux exposants de Lyapunov locaux.

Méthode de calcul

Il existe plusieurs méthodes de calcul des exposants de Lyapunov selon que l’on veut obtenir
l’ensemble de ses exposants ou bien seulement l’exposant principal. Nous avons choisi de

présenter la méthode la plus classique (Eckmann et al. 1986), et basée sur la détermination des
valeurs propres de la matrice d’Oseledec. Soit un système dynamique décrit par l’application
itérée:

y(î) —* HvW) = y(* +1) (2-22)

On applique à l’orbite y(i), une petite perturbation 6(i) et on regarde au cours du temps com
ment cette perturbation modifie l’orbite. Cette opération est possible grâce à une linéarisation

autour du point y{ï) à partir duquel on applique la perturbation:
Au temps i+1, l’évolution de cette perturbation est décrite par:

1/(* + 1) + S(i + 1) = F(y(i) + S(i)) * DF(y(i)).S(i) + F(y(i)) (2.23)

S(i+1) = DF(y(i)).ê(i)

10c’est-à-dire localement sur l’attracteur

“Possibilité d’être prédit: le lecteur excusera certains néologismes parfois bien utiles et explicites
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Au temps i+L:

6(i + L) = DFL(y(i)).6(i) (2.24)

DF est la jacobienne, DFL est le produit de L jacobiens.

DFL(y(i))= DF(y(i+L- 1 ))-DF(+L- 2 (2.25)

Les exposants de Lyapunov A; sont calculés à partir des valeurs propres de cette matrice .
Pour les déterminer, il faut former la matrice symétrique d’Oseledec:

= [DFL(y{i))T.DFL(2.26)

T est la transposition. La matrice d’Oseledec est construite sur une séquence infinie de

composition de matrices (L —» oo) et le choix du point initial y(ï) n’est pas important.
En effet, ceci repose sur le théorème multiplicatif d’Oseledec (Oseledec, 1968). Ce théorème
peut être vu comme la généralisation des études classiques de stabilité linéaire sous l’effet d’une

petite perturbation. Nous avons vu que dans le cas d’un point fixe, on étudie les valeurs propres
du système linéarisé autour de ce point. Dans le cas d’une orbite périodique, la théorie analogue
est connue sous le nom de théorie de Floquet.

Dans le cas d’un système quelconque (orbite pas forcément fermée), c’est le théorème multipli
catif d’Oseledec qui permet d’étudier la stabilité selon le signe du logarithme des valeurs propres

de S. Ce théorème assure de plus que la limite L —*• oo existe bien et qu’elle est indépendante du

point y(ï) initial (à condition que ce point soit choisi dans le bassin d’attraction de l’attracteur).
D’autre part, si une trajectoire est stable (ou instable) en un point, elle le sera pour toute la

trajectoire (c’est une des propriétés du déterministe assurant que toute variation est continue
sur l’attracteur).
Numériquement, le calcul des valeurs propres de la matrice produit des jacobiennes est délicat.

En effet, plus L est grand, plus les matrices sont mal conditionnées (le conditionnement d’une
matrice mesure en quelque sorte la dispersion des valeurs propres). Afin de palier ce problème,
nous décomposons la matrice DFL en une forme QR récursive (Golub et van Loan, 1989),
c’est-à-dire que nous décomposons cette matrice en un produit d’une matrice Q orthogonale et

de L - 1 matrices R triangulaires supérieures:

DFl = Q(L - 1).R{L - 1 ).R(L - 2)..R(1).R(0) (2.27)

Puisque les matrices Q sont othogonales, le calcul de la matrice d’Oseledec fournit:

DFlT.DFl = R(0)t....R{L - 1 f.R(L - 1)....Æ(0) (2.28)

Ainsi, les exposants de Lyapunov globaux sont calculés à partir des termes diagonaux de la
matrice R de la sorte:

L—1

A* = lim - V Log[Ra{k)\
L-+00 L —

k=0

Rü(k) est la composante (i,i) de la kieme matrice triangulaire R(k).

(2.29)
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Dimension de Lyapunov

La dimension de Lyapunov DLyav (Kaplan et Yorke, 1979) est directement évaluée à partir
des exposants globaux de Lyapunov:

DLyap = K + (2.30)
Iak+iI

avec Ya=1 A2 > 0 and Y.tJi1 < 0- L’entier K est choisi tel que K < Dp et Xk+i < 0.
Diyap est une limite supérieure de la dimension de l’attracteur Da et permet donc de car
actériser le type d’attracteur du système étudié.

Horizon théorique de prédiction

Il est possible de déterminer un horizon de prédiction au delà duquel il est impossible de

connaître à l’avance l’état du système. En effet l’existence d’exposants positifs introduit une

limite à la ”prédictibilité” du système de part la divergence exponentielle des orbites. Ainsi on

définit l’horizon de prédiction Hp à partir de l’exposant principal de Lyapunov (le plus grand

positif), Ai par:

HP = 3.9/Ai (2.31)

Le facteur 3.9 est arbitraire et vient du fait que l’horizon de prédiction est choisi comme

étant le moment où deux trajectoires initialement distantes de 1 % de la taille moyenne de

l’attracteur Ra, s’écartent de 0.5 Ra• Hp est une estimation très utile du temps au delà

duquel il est impossible de faire une prédiction valide ou même statistiquement significative de

l’évolution du système.

Exposants de Lyapunov locaux

Les exposants de Lyapunov globaux sont des invariants du système (ils ne dépendent pas des
conditions initiales) et donnent une caractérisation de la stabilité de l’attracteur en moyenne.
Cependant, il peut exister des variations locales de la stabilité d’un système le long d’une or
bite.

On calcule ces variations en définissant des exposants de Lyapunov locaux qui varient dans

le temps. Ils sont très utiles pour les prédictions à court terme puisque l’exposant principal
local nous fournira un horizon local théorique de prédiction variable au cours du temps en se

déplaçant le long de l’orbite.

La méthode de calcul des exposants locaux reste la même que les globaux sauf qu’au lieu de

faire tendre L vers l’infini, on se limite au calcul de la matrice d’Oseledec sur un intervalle fini

L choisi. On aura un exposant de Lyapunov valable sur l’intervalle de temps L. Plus L est

choisi grand, plus la stabilité est moyennée le long de l’orbite.

Exposants et types d’attracteurs

Rappelons brièvement quels types d’attracteurs sont associés à quels types d’exposants

globaux de Lyapunov. Plaçons nous dans le cas d’un système tridimensionel. Alors un point
d’équilibre est un attracteur si les trois exposants de Lyapunov sont négatifs, un cycle limite

aura un exposant nul et deux négatifs, un tore aura deux exposants nuis et un négatif et enfin

65



Type d’attracteur (Ai, À2, A3) Da DLyap Horizon Hp
Point fixe 0 / /
Cycle limite • (0,-,-) 1 ! oo

Tore (0,0,-) 2 / oo

étrange ( + 5 0, -) 2 < Da < 3 DA < DLyap < 3 3.9/Ai

Table 2.1: Tableau récapitulatif en dimension 3

un attracteur étrange, un exposant positif, un nul et un négatif.

Relations entre les diverses dimensions associées à un système dynamique

De est la dimension globale de la dynamique, c’est la dimension de l’espace des phases dans

lequel les orbites sont représentées.

Dl est la dimension locale représentant le nombre de variables localement et dynamiquement

actives au cours de l’évolution temporelle des orbites sur l’attracteur. C’est aussi le nombre

d’exposants de Lyapunov globaux. Nous avons

Dl < De (2.32)

Da est la dimension de l’attracteur du système. Elle est liée à Dl par

Da < Dl < Da + 1 (2.33)

DLyap est la dimension de Lyapunov, caractéristique de l’attracteur. C’est une borne supérieure
de la dimension DA-

Da — DLyap (2.34)

La Table 2.1 résume le signe des exposants de Lyapunov (À;), les dimensions (DA, DLyap)
et horizon de prédiction (_/fp), associés à un type d’attracteur considéré.
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5 Exemple: l’Attracteur de Lorenz

Ce paragraphe permet d’illustrer les notions précédemment introduites avec l’étude d’un cas

désormais classique: l’attracteur de Lorenz.

1 Contexte physique, équations

Le modèle de Lorenz (Lorenz, 1963) découle de l’étude de la convection atmosphérique. Par
tant des équations de convection de Rayleigh (1916) décrivant les mouvements convectifs d’une
couche de fluide de profondeur constante et telle que la différence de température entre la surface

et le fond soit constante, Saltzman (1962), transforma ces équations non linéaires aux dérivées
partielles en un ensemble d’équations différentielles ordinaires. Lorenz reprit les équations de

Saltzman en les tronquant pour obtenir finalement un système de 3 équations différentielles

ordinaires non linéaires couplées représentant un modèle simple de convection cellulaire atmo

sphérique. Le but de l’étude de Lorenz était de montrer qu’avec seulement 3 modes couplés,

on pouvait obtenir des solutions non périodiques et instables face à des petites perturbations.

Les équations du modèle de Lorenz sont:

x = a(y — x)

ÿ — rx — y — xz (2.35)

z — xy — bz

Les paramètres cr,r et b sont des réels positifs.

Il sont usuellement choisis de valeur: a — 10, b = 8/3 (valeurs prises par Lorenz).
Le paramètre r lié au nombre de Rayleigh de la convection est le paramètre de bifurcation.

Selon les valeurs de r, le système passe par des états dynamiques différents. Pour la valeur

r = 28, on est dans les conditions d’apparition d’un régime chaotique (attracteur de Lorenz).
Le système d’équations de Lorenz n’est pas intégrable analytiquement. Afin de le résoudre, il

faut utiliser des méthodes numériques d’approximation de la solution pas à pas en choississant

des conditions initiales (xo,yo, zo).

Espace des phases

Nous avons trois équations différentielles couplées autonomes et trois variables x,y,z. La

dimension de l’espace des phases naturel du système c’est-à-dire l’espace dans lequel les orbites

évoluent est donc de dimension De = 3.

Les axes de l’espace des phases sont définis par les 3 variables x(t), y(t), z(t). Pour r = 28,
localement, nous avons besoin de 3 directions sur l’attracteur pour décrire dynamiquement le

système (il y a trois degrés de liberté). Une direction stable, une direction neutre et enfin
la direction caractéristique du chaos, la direction instable. Ainsi, De = 3. Il est possible de

déterminer le taux de contraction des volumes dans l’espace des phases par le calcul de la

dérivée de Lie, c’est-à-dire, pour r = 28:

dx dÿ dz

dx^dy^ dz
-41

~3~
(2.36)

Cette valeur est représentative de la dissipation du flot qui dans le cas de l’attracteur chaotique
de Lorenz est très forte.
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Exposants de Lyapunov

D’autre part, le calcul des 3 exposants globaux du système de Lorenz (dans le cas d’une
orbite intégrée avec r = 28) donne comme valeurs (Zeng et al. ,1991):
Ai = 1.50, À2 = 0.00, À3 = -22.46

L’existence d’un exposant positif, associé à 1a, variété instable, est témoin de la divergence des

trajectoires et de leur grande sensibilité aux conditions initiales (SCI). L’exposant nul est lié à la
direction neutre du flot et l’exposant négatif important témoigne là aussi du caractère fortement

dissipatif du système (la somme des exposants est clairement négative) et du coté borné des
orbites. Ainsi l’attracteur de Lorenz est chaotique. Le calcul de la dimension de l’attracteur est

Da — 2.06. C’est une dimension non entière (fractale, caractéristique de la structure feuilletée
des attracteurs étranges). Si nous traçons l’attracteur dans l’espace des phases de dimension
3 de coordonées x,y,z, nous voyons que celui-ci est presque plan et a un volume nul. Le fait

de trouver une valeur de dimension de l’attracteur Da très proche de 2 provient du très grand

taux de dissipation du système (on contracte les volumes).

D’autre part, à partir des exposants de Lyapunov, nous pouvons déterminer la dimension

de Lyapunov DLyap, elle vaut environ 2.066.

Nous savons que la stabilité locale des orbites sur l’attracteur varie au cours du temps. Cette

variation provient de la forme de l’attracteur lui même. En effet, lorsque l’orbite passe vers le

milieu de la Figure 2.12, le point (0,0,0) est instable , elle a deux choix possibles, ou continuer
sur le même lobe ou changer de lobe. Ainsi le système est moins stable lors du passage d’un

lobe à l’autre (l’exposant de Lyapunov local principal associé est plus grand).
Deux autres points fixes symétriques sont visibles autour desquels les orbites passent: ce sont

les deux autres points instables (C et C') de l’espace des phases (Figure 2.12). La valeur de
l’exposant principal positif est la moyenne de ces petites instabilités locales.
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Figure 2.12: Attracteur chaotique de Lorenz: 3 points instables

2 Bifurcations

Etudions brièvement le système de Lorenz du point de vue de la théorie des bifurcations. Nous

choississons toujours les valeurs prises par Lorenz pour b et a mais allons faire varier r. Par

définition, les points d’équilibre du système sont tels que:

x = ÿ = z = 0 (2.37)

c’est-à-dire:

y — x,z = x2/b,x = ±yjb(r — 1) (2.38)

Pour 0 < r < 1 le système possède un point d’équilibre stable: (0,0,0). C’est l’état de non
convection.

Quand r franchit la valeur 1, cette solution devient instable et donne naissance à deux autres
solutions stables:

C = (y&(r-l),(V/6(r-l),&(r-l)) (2.39)

C" = (-\A(r- l),(-^/6(r- l),6(r- 1))

Physiquement, ces deux solutions correspondent à l’apparition de la convection. A ce stade,

on a donc trois points fixes, un instable à l’origine et deux stables. Cette première bifurcation

s’appelle une bifurcation fourche. Cet état se maintient jusqu’en r = 24.74.

Cependant dès r = 13.926, il y a apparition d’un chaos métastable12 qui devient stable en
r = 24.06.

Ainsi, pour 24.06 < r < 24.74 il y a coexistence de deux points fixes stables et de l’attracteur

étrange (stable) de Lorenz

12 Cela signifie que l’attracteur étrange existe dès cette valeur mais que deux types de comportement apparais
sent: Soit le système est attiré directement vers le point fixe stable, soit la trajectoire évolue chaotiquement plus

ou moins longtemps puis atteint une zone où elle converge asymptotiquement vers le point fixe.
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Pour la valeur critique (r = 24.74), les deux solutions stables précédentes perdent leur stabilité
et chacune d’elle donne naissance à une bifurcation de Hopf.

Entre 24.74 et 30.1, le comportement apériodique se maintient. Les points critiques sont insta
bles. L’attracteur de Lorenz est la seule solution stable du flot.

La figure 2.13, d’après Bergé et al. (1984), résume schématiquement les bifurcations du système
de Lorenz.

Au delà de la valeur 30.1, le comportement des solutions devient extrêmement complexe présen

tant une alternance de régimes chaotiques et périodiques.

Afin de compléter l’illustration du phénomène de bifurcations dont nous venons de parler quali

tativement, nous avons intégré numériquement le système de Lorenz pour des conditions initiales

aléatoires. Nous avons choisi de prendre cinq valeurs différentes du paramètre de ”Rayleigh”:

r = 22, r = 28, r = 38, r = 200 et r = 450 et de tracer le comportement des orbites correspon

dantes dans l’espace des phases (Figures 2.14, 2.15, 2.16 , 2.17 et 2.18 respectivement). Nous
voyons que en dessous de la valeur critique (r = 24.74), nous n’avons pas de comportement
apériodique et les orbites convergent rapidement vers le point d’équilibre C ou C' selon les
conditions initiales choisies.

Pour r = 28, nous sommes dans le cas de l’attracteur chaotique stable de Lorenz, les orbites

oscillent autour des deux points instables C et C' en changeant de lobe autour de (0,0,0) lui
aussi instable.

Pour r = 38, l’attracteur est très semblable au cas r = 28, c’est aussi le cas pour r = 200.

Notons que pour des valeurs de r très grandes (supérieures à 315), l’attracteur ultime du système
est un cycle limite stable (Bergé et al., 1984).

1,00 13J926 2406 24:74

1 état stationnaire I 2 états stationnaires | Etat chaotique r

Figure 2.13: Diagramme de bifurcation du modèle de Lorenz, a = 10, b = |, r est variable.
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Rayleigh=22

Figure 2.14: Orbite de Lorenz pour r=22, X=f(Y). Il y a convergence vers un des deux
points fixes stables du flot (C ou C')

Rayleigh=28

Figure 2.15: Orbite de Lorenz pour r=28. Attracteur étrange. Les trois points fixes sont
instables

Rayleigh=38

Figure 2.16: Orbite de Lorenz pour r=38. Attracteur étrange et régimes périodiques en
alternance
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Rayleigh=200

Figure 2.17: Orbite de Lorenz pour r=200. Cycle limite et attracteur étrange en alternance

Rayleigh=450

Figure 2.18: Orbite de Lorenz pour r=450. Cycle limite
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6 Conclusion

Nous venons d’introduire les notions essentielles de la théorie des systèmes dynamiques dont

nous allons avoir besoin dans les chapitres suivants (espace des phases, dimensions, attracteurs,
exposants de Lyapunov). Les systèmes physiques peuvent être décrits en terme d’équations
différentielles ordinaires et peuvent présenter des comportements complexes apériodiques avec

seulement un petit nombre de degrés de liberté (ex: Lorenz). D’autre part, grâce à une
représentation des orbites dans l’espace des phases, on est capable de reconnaître le type de

dynamique sous jacente. En effet, il n’est pas toujours possible de modéliser ou de connaître

les équations différentielles de chaque processus physique. La plupart du temps, la seule in

formation disponible est une ou plusieurs séries temporelles d’une ou plusieurs variables du

système. La plupart des méthodes d’analyse de séries temporelles se basent sur les modes de

Fourier et adoptent donc une approche linéaire qualifiant de bruit aléatoire tout phénomène

qui n’est pas déterministe au sens de Fourier (un processus déterministe pour Fourier est: un
signal périodique ou quasi-périodique) excluant totalement toute possibilité de comportement
non linéaire et a fortiori chaotique.

Depuis une dizaine d’années de nouvelles méthodes non linéaires de traitement du signal basées

sur les concepts théoriques des systèmes dynamiques, sont apparues et ont permis de déceler

dans de nombreux domaines, des comportement chaotiques et des attracteurs jusqu’à lors igno

rés parmi des systèmes physiques divers.

D’autre part, une représentation de l’espace des phases permet de distinguer entre un bruit blanc

(pas d’orbite continue et une répartition aléatoire des points) et un système du type Lorenz
(attracteur étrange) sachant que leur spectre de Fourier est continu. Nous allons présenter ces
méthodes dans le chapitre suivant et voir de quelle façon il est possible de trouver la dimension

de l’espace des phases, la dimension locale des variables actives, la dimension de l’attracteur, les

exposants de Lyapunov et la dimension de Lyapunov, si elle existe, à partir simplement d’une

série temporelle unidimensionnelle d’observations et ainsi de caractériser la dynamique d’un

processus observé (stochastique de grande dimension ou déterministe de faible dimension).
Les bases théoriques des méthodes qui seront développées au chapitre 3 appartiennent à la

théorie des systèmes dynamiques.
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Chapitre 3

Méthodes de Reconstruction

d’Espaces à partir de Séries

Temporelles

I Introduction

Le chapitre précédent était consacré aux définitions topologiqnes et dynamiques concernant les

systèmes physiques décrits par des équations différentielles ordinaires du premier ordre. En

pratique, il est rare d’avoir accès au système d’équations qui gouverne un processus physique

complexe. On est souvent simplement en mesure de recueillir une ou plusieurs séries temporelles

d’observations liées non linéairement et de manière inconnue, aux variables du système physique

source.

Les méthodes usuelles d’analyse du signal permettent de dresser le spectre de Fourier, de cal

culer la fonction d’autocorrélation et de modéliser les résidus de la série par des processus au

torégressifs (AR), moyenne mobile (MA) ou une combinaison des deux: ARMA. Evidemment
tous les systèmes physiques ne rentrent pas dans ce cadre. Nous avons vu que des systèmes très

simples (système de Lorenz) pouvaient présenter des comportements très irréguliers ("désordre
déterministe”) bien qu’ils ne soient pas générés par des processus aléatoires.
De nouvelles techniques capables de recueillir et de décrire les composantes déterministes d’un

système (dont une classe particulière est le chaos) à partir d’une séries de mesures ont été
développées depuis une dizaine d’années. Ces méthodes, principalement géométriques, sont

basées sur la théorie des systèmes dynamiques.

II est intéressant de noter qu’elles ont permis de découvrir des propriétés déterministes à des

systèmes modélisés jusqu’alors comme des processus aléatoires. Leur champ d’application est

extrêmement vaste. Elles ont été mises en oeuvre aussi bien en biologie (évolution de la taille

des populations animales), médecine (réflexe d’accomodation à la lumière de la pupille de l’oeil),
physique (étude de la turbulence d’un fluide, dynamique des étoiles puisantes) qu’en économie-

finance (étude des marchés financiers, cours boursiers) et musique (vibrations d’une cymbale).
Les paragraphes suivants sont consacrés au développement de ”la marche à suivre” lors de

l’étude non linéaire d’une série temporelle. Nous verrons comment relier au mieux les définitions

mathématiques du chapitre précédent à des problèmes concrets.

Bien entendu, comme dans toute science expérimentale, ces méthodes possèdent des limites et

leur application nécessite l’acquisition d’une certaine habitude. Une série devra être traitée

différemment d’une autre selon sa longueur, son taux de contamination par du bruit et sa
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précision. Par conséquent, il faut être prudent et mener des études approfondies et complètes

pour ne pas tirer de conclusion erronée sur la nature du système étudié.

Nous allons présenter principalement les méthodologies générales d’analyse non linéaire d’une

série temporelle. Les points plus particuliers liés à l’expérience seront introduits au fur et à

mesure des problèmes rencontrés dans ce chapitre et les suivants.

Le paragraphe ci-après discute le rôle du spectre de Fourier dans le cas de signaux non linéaires.

Puis nous verrons de quelle manière il est possible, à partir d’une série de mesures uniquement,

de retrouver un espace des phases multidimensionnel et d’y reconstruire des orbites et des at-

tracteurs ayant les mêmes propriétés géométriques et topologiques que ceux de la dynamique

sous-jacente. Le théorème fondamental justifiant toutes ces recherches s’appelle, le théorème

de plongement. De plus, nous expliquerons comment calculer les exposants de Lyapunov et

comment de ce fait caractériser la stabilité d’un système à partir d’une simple série unidimen
sionnelle.

Remarque: Nous parlons au cours de ce chapitre de ”séries chaotiques, séries linéaires...”.

C’est un abus de language et il faut bien entendu comprendre, "séries issues d’un processus

chaotique et séries issues d’un processus linéaire...”
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2 Spectre de Fourier et signaux non linéaires

1 Présentation générale

Le premier réflexe pour analyser un signal inconnu est de tracer sa transformée de Fourier ou

son spectre de puissance. Par cette approche, nous décomposons le signal sous forme d’une

somme d’oscillations indépendantes et cherchons à décrire le système en terme de nombre de

modes actifs. Soit x(n)n=i„N une série temporelle unidimensionnelle, la transformée de Fourier
de cette série s’écrit dans le domaine des fréquences:

N

X(k) = £ x(n)exp( — i27rnk) (3-1)
n=1

On peut aussi travailler à partir du spectre de puissance de la série qui correspond simplement

à la représentation du carré de la tranformée de Fourier \x(k)\2 en fonction de la fréquence
k, et qui permet de classer le type de signal suivant la loi d’échelle de son spectre. Un bruit,

processus aléatoire, est identifié par sa transformée de Fourier continue (infinité de modes act
ifs). Un signal périodique ou quasi périodique, est identifié dans le domaine des fréquences par
un nombre fini de raies distinctes correspondant aux fréquences actives et leurs harmoniques
associées.

Par ailleurs, le spectre de Fourier d’un signal provenant d’un système chaotique est lui aussi con

tinu. Dans le domaine temporel, une série issue d’un processus chaotique et une série aléatoire

ont toutes deux des comportements complexes qu’il n’est pas non plus possible d’identifier a

priori.

L’analyse de Fourier est donc très performante pour caractériser des signaux issus de proces

sus périodiques mais est incapable de faire la distinction entre un processus de dimension infinie

(aléatoire, stochastique) et un processus chaotique de faible dimension (turbulence, attracteur
étrange) dans la mesure où leur spectres respectifs sont similaires: le spectre de puissance n’est
pas un outil adapté aux signaux issus de processus chaotiques puisque l’information Bée à la

phase1 n’est pas préservée (Eckmann et Ruelle2, 1985). En effet, pour l’étude des attracteurs
étrange, tout le signal (toute l’information) est importante car le concept restreint de fréquences
indépendantes ou de nombre de modes actifs n’est pas adapté (cf. turbulence). On ne peut
donc plus raisonner uniquement en ces termes.

Ainsi, lorsque la nature aléatoire d’un processus n’est pas incontestablement vérifiée, il est

important d’aller au delà de l’analyse de Fourier. Sans quoi, le risque est une interprétation in

correcte (ou trop "linéaire”, cf le problème de la turbulence) de la dynamique réelle sous-jacente
du système observé. Pour la compréhension de la physique, la modélisation et la prédiction, la

possibilité de distinguer entre un système linéaire possédant un nombre fini de modes, un bruit

1 Cette remarque a déjà été considérée par les statisticiens qui ont développé des méthodes spectrales, dites
d’ordre supérieurs (calcul de bispectre, de trispectre, etc...) (Ce sont les fameux HOS : Higher order statistics),
qui permettent de prendre en compte les informations contenues dans la phase (Cyril Touzé: communication
personnelle). Cependant, ces méthodes s’appliquent à des cas très précis et nous tenions simplement à mentionner
leur existence.

2Ceux-ci ont insisté sur la notion de phase afin de justifier d’autant plus la théorie de la turbulence de Ruelle-
Takens (1971) face à celle de Landau: dans la théorie de Landau, avec une infinité de bifurcations, on obtient un
système dont les relations de phase entre les différentes composantes de Fourier sont fixées une fois pour toute

et donc il n’y a pas de décroissance exponentielle de la fonction d’autocorrélation. Du point de vue de Ruelle-
Takens, la turbulence apparaît après des interactions non linéaires entre ces relations de phases. Ceci entraine
alors une décroissance rapide de la fonction de corrélation: c’est d’ailleurs ce qui est observé en pratique.
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stochastique et un système dynamique non linéaire de faible dimension, est indispensable.

Nous allons illustrer ces remarques à l’aide de séries synthétiques particulières et regarder de

quelle façon se comporte le spectre de Fourier.

2 Exemples et discussion:

Nous avons représenté quatre séries temporelles différentes de longueur 10080 points (Figure

3.1) et leur spectre de Fourier associé (Figure 3.2). Le choix de cette longueur est totalement
arbitraire mais sera utile pour permettre des comparaisons avec les séries à courtes périodes de

la rotation de la Terre traitées dans le chapitre suivant et dont la longueur disponible est du
même ordre.

• La première série est issue du système chaotique de Lorenz après intégration des équations

différentielles par la méthode de Runge Kutta. Nous traçons ici la variable x(t).

• La seconde série est un bruit blanc c’est-à-dire une suite aléatoire de chiffres suivant une

loi de probabilité uniforme.

• La troisième série est un bruit coloré de type marche aléatoire c’est-à-dire, un bruit corrélé

dans le temps. Dans la littérature, on l’appelle plus précisemment, une marche aléatoire

ou bruit rouge. Ce type de bruit est très répandu parmi les ”bruits” géophysiques.

• La dernière série est une série bipériodique c’est-à-dire la somme de deux oscillations

périodiques (les périodes sont commensurables).
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Sérié chaotique Lorenz Sérié bruit blanc

1.0 1 1 1 1 -6.0 1 1 1 1
45000.0 46000.0 47000.0 48000.0 49000.0 50000.0 45000.0 46000.0 47000.0 48000.0 49000.0 50000.0

Sérié bruit colore Sérié Biperiodique

Figure 3.1: Séries temporelles de longueur 10080 points:

a) Série x(t) du système de Lorenz.
b) : Série aléatoire fo de bruit blanc.
c) : Série de marche aléatoire /_2.
d) : Série bipériodique.
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Fourier (Sérié chaotique Lorenz)

Figure 3.2: Tranformée de Fourier (réelle). En ordonnées: l’amplitude, en abscisse, les
périodes.

a) Série de Lorenz.
b) Série aléatoire.

c) Série de marche aléatoire.
d) Série bipériodique.

Il est intéressant de vérifier à travers ces exemples que le spectre de Fourier est bien insuffi

sant pour la classification d’un système inconnu. En effet la transformée de Fourier de la série

chaotique (processus déterministe de faible dimension) (Figure 3.2a) pourrait3 être interprétée
comme celle d’un bruit coloré (processus stochastique de dimension infinie) (Figure 3.2c). La
méthode de la transformation de Fourier est cependant bien adaptée à des séries périodiques,

l’exemple de la série d confirme ce point (Figure 3.2d) où l’on retrouve bien les deux fréquences

3En fait, un signal déterministe issu d’un système dynamique présente usuellement une décroissance expo
nentielle de son spectre de Fourier aux très hautes fréquences tandis qu’un bruit conservera toujours une loi de

puissance bien définie, (Manneville, communication personnelle).
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de base sous forme de deux pics distincts.

Le spectre de Fourier étant limité à un domaine d’application particulier, nous allons

présenter ci-après, une méthode alternative permettant d’identifier le déterminisme linéaire

ou non linéaire d’une série et basée sur les concepts de la théorie des systèmes dynamiques. Par

cette méthode, consistant en une reconstruction d’espace des phases, un bruit apparaît comme

un phénomème de dimension infinie (il faut un espace de dimension infinie pour le reconstru
ire), un signal ^-périodique apparaît comme dessinant un k-toie lors de sa reconstruction et un
signal chaotique non linéaire apparaît comme une structure cohérente et compacte de faible di

mension dans l’espace de reconstruction. La reconstruction d’espace permet alors de distinguer

entre un bruit aléatoire et un signal déterministe de faible dimension à travers l’introduction
de dimensions.

3 Plongeraient, Reconstruction d’espace

Lorsque l’on observe un système dynamique dissipatif quelconque, on ne connaît pas dans la

majorité des cas, le système d’équations différentielles qui régit son évolution temporelle. On ne

connait d’ailleurs pas non plus les variables exactes du système. L’information recueillie est une

ou plusieurs séries de mesures de quantités observables et qui sont des combinaisons inconnues

des vraies variables du système dynamique. L’idée de base du ”plongement”, consiste à recon

struire rigoureusement un espace multidimensionnel (pseudo espace des phases) et une structure
géométrique (pseudo attracteur), "semblable” dynamiquement à l’attracteur inconnu sous ja-
cent, à partir d’une série temporelle à une dimension. En effet, soit A, l’attracteur du système

dynamique source, la reconstruction donne accès à un nouvel attracteur F(A) difféomorphe à
A. Cela signifie que les propriétés topologiques, dynamiques, géométriques des deux attracteurs

sont identiques.

Plus précisemment, un plongement est un difféomorphisme F de classe C1 de A sur F(A). Il
existe différents types de plongement.

En 1936, Whitney montre que si A est une variété compacte continûment différentiable (de
classe C1), de dimension d, et incluse dans Rk, alors presque toutes les applications de classe
C1 de Rk dans R2d+1 sont des plongements de A. Ce théorème prouve l’existence de tels
plongements mais reste peu adapté à des observations réelles puisqu’il implique de connaître un

grand nombre de variables indépendantes simultanément (Sauer et al., 1991). En 1981, Takens
introduit une classe d’applications particulières: les applications à coordonnées retardées qui
sont beaucoup plus pratiques puisqu’elles n’imposent la connaissance que d’une seule variable

, c’est-à-dire plus précisément une série temporelle d’observations x(t). Il montre qu’une telle
application d’un ensemble compact différentiable de dimension d de Rk dans R2d+1 est un
plongement.

Cependant, les théorèmes précédents restent limités à des variétés différentiables ou des en

sembles compacts de dimension entière. Sauer et al. (1991) ont généralisé et démontré les
théorèmes de Withney et Takens à des structures pouvant être fractales. Ainsi, le théorème de

Takens généralisé devient:

Soit g un flot (ou un champ de vecteurs quelconque) sur un sous ensemble ouvert U de Rk(= E,
espace des phases de dimension De)- Soit A un sous ensemble compact de U de dimension
(fractale) d. Soit h une fonction de classe C1 de U dans R et r un nombre positif appelé temps
de retard.
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L’application P(h,g,r) de U dans Rl(= E*, espace des phases de dimension D*E) à coordonnées
retardées est un plongement et s’écrit:

P(h,g, r)(z) = (h(z), h(gT(z)), , h(g{l_1)r(z))) (3.2)

Plus concrètement, considérons un système dynamique décrit par un ensemble d’équations

différentielles ordinaires autonomes du premier ordre, dont les variables sont

z = (zi(t), Z2(t),ZDE(t)), l’espace des phases de ce système est de dimension DE-
L’observation du système donne accès à une quantité x{t) résultant d’une certaine combinaison

non linéaire inconnue h des solutions du système (état du système à chaque instant): h(g(z)).
Les fonctions h et g sont de classe C1 pour assurer le plongement. Cependant, afin de lier

aisément les observations x(t) et les variables du système dynamique, on choisit h telle que
h(z(t)) = x(t). D’autre part, g est définie par: gT(z(t)) = z(t + r).
Ainsi, en notant P(h,g,r)z(t) = y{t), on a finalement le plongement4 suivant:

y{t) = [x(t),x(t + r),x(t + 2r),....,x(t + (D*E - 1 )r)] (3.3)

Les vecteurs y(t) dessinent les orbites reconstruites (pseudo orbites) dans le pseudo espace des
phases de dimension DE. Le théorème de plongement à l’aide des variables retardées assure
donc, à travers la reconstruction de nouveaux vecteurs y(t), que la plupart des propriétés du
système dynamique inconnu décrit par z(t) sont reproduites sans altération dans le pseudo es
pace des phases. Les vecteurs ÿ(t) dessinent une structure multidimensionnelle (attracteur) telle
que l’évolution séquentielle des ÿ(t) —» ÿ(t + 1) suive parfaitement celle des z(t) —*• z(t +1).
Ainsi l’importance pratique de ce théorème est qu’à l’aide d’une simple série temporelle uni

dimensionnelle æ(/) provenant de l’observation d’un système dynamique complexe inconnu, on
est en mesure de retrouver ses propriétés fondamentales par une caractérisation essentiellement

géométrique des orbites reconstruites ÿ(t) dans le pseudo espace des phases. Ceci nous fournit
un moyen rigoureux de calculer les exposants de Lyapunov, la dimension de l’attracteur et la

dimension locale du système, ceux-ci étant invariants par plongement.

Notons cependant, que pendant le plongement, l’information différentielle est conservée le long
des directions continûment différentiables de l’attracteur: ce sont les variétés instables. Ceci

implique qu’il sera possible sans aucun problème de calculer les exposants de Lyapunov posi

tifs (Sauer et al., 1991). Au contraire, les variétés stables peuvent avoir des intersections avec
l’attracteur étrange, au niveau de ses espaces de Cantor et il sera plus difficile de déterminer

les exposants négatifs d’un système chaotique à partir d’une reconstruction d’espace.

D’autre part, concernant le nombre d’exposants de Lyapunov, il est évident que même si le

pseudo espace des phases est de dimension DE, alors il ne sera pas possible de calculer plus de
Dl exposants vrais.

Il est rassurant de savoir que les quantités essentielles à la reconstruction: r et DE sont
évaluables elles-aussi à partir de la série temporelle uniquement. Nous allons présenter les

4Un autre type de plongement qui permet d’éviter de prendre en compte des données trop proches, est le
suivant (Manneville, communication personnelle):

ÿ(t) = [x(l),x(l + r),x(l + (De - l)r)]

y{ 2) = [*(1 + r),æ(l + 2r)...,x(l + (D*e)t)]

y( 3) = [*(2 + t),x( 1 + 3r)...,x(l + (D*E + l)r)]
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moyens de trouver ces valeurs dans les paragraphes suivants.

La Figure 3.3 résume graphiquement l’opération de reconstruction.

y(n)=hog(z(n))=(x(n), ,x(n-h(Ul)t))

Figure 3.3: A gauche: Fattracteur réel du système dynamique source,

Au centre: la série temporelle x{n) disponible,

A droite: L’attracteur reconstruit grâce au plongement de x(n).

4 Détermination du temps de retard r

Théoriquement, le théorème de plongement permet de choisir n’importe quelle valeur du temps

de retard r pour procéder à la reconstruction de la dynamique. Cependant, dans la pratique,

avec des séries de longueur finie et bruitées, la valeur du temps de retard ne peut plus être

arbitraire. Elle doit être définie pour construire des vecteurs y(n) dont les composantes x(n)
sont suffisamment indépendantes mais pas trop afin que chaque nouvelle composante apporte

plus d’information que les précédentes. Plus explicitement, si r est choisi trop petit, x(n) et
x(n + r) ne seront pas suffisamment indépendants et x(n + r) ne nous apprendra rien de plus

que x(n). Les vecteurs y(n) seront distribués plus ou moins de long d’une ligne. D’autre part si
r est trop grand, on aura perdu toute connexion entre les mesures et nous ne pourrons trouver

aucune corrélation entre les points pour reconstruire l’attracteur. Nous discuterons la sensibilité

du choix de la valeur du temps de retard dans les applications consacrées aux séries de rotation

de la Terre (chapitres suivants).
Nous allons opposer deux méthodes qui permettent de choisir un temps de retard. La première

repose sur la fonction d’autocorrélation linéaire usuelle. Nous verrons qu’elle est peu adaptée

pour traiter les séries issues de processus non linéaires. La seconde méthode est une sorte

d’autocorrélation non linéaire, c’est la fonction d’information mutuelle moyenne (notée schémati

quement: AMI ou I(T)) et qui permet de mesurer le gain d’information apporté par chaque
nouvelle mesure. Elle a été introduite par Fraser et Swinney (1986). La fonction AMI est basée
sur la distribution de probabilité des évènements dans la série et permet de ce fait de définir
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une mesure plus globale de la dépendance.

1 Fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation est directement liée à la transformation de Fourier, c’est-à-dire,

à une analyse linéaire. Soit la série temporelle centrée x(n), la fonction d’autocorrélation de x
est:

S(T) = ±jrx(n)x(n + T) (3.4)
iV 71=1

Elle mesure la dépendance linéaire entre les variables ou le degré de ressemblance du signal

avec lui même au fur et à mesure qu’on avance dans le temps. Lorsque S(T) = 0, on perd la
connexion entre les mesures et les variables x(n), x{n-\-T) sont indépendantes statistiquement.
Ainsi un choix logique pour le temps de retard pour le plongement est le premier zéro de

la fonction d’autocorrélation. Bien entendu, ce concept marche très bien avec des signaux

linéaires. Cependant, face à des signaux non linéaires et chaotiques, les résultats fournis par

cette méthode ne sont pas toujours valables. Ceci vient sans doute du fait qu’un processus

linéaire stable ne génère aucune information (entropie nulle) tandis qu’un processus chaotique
génère de l’information (entropie positive). La fonction d’autocorrélation classique n’est pas
basée sur ces principes d’entropie ou de gain d’information puisqu’elle est adaptée à la classe des

processus linéaires. D’autre part, des évènements récurrents mais non successifs dans le temps

ne seront pas vus par cette fonction: un processus non linéaire peut présenter des dépendances

spatiales mais non temporelles. Une approche basée sur la densité de probabilité des points est

plus adaptée pour mesurer une dépendance globale.

2 Fonction d’information mutuelle moyenne

La fonction d’information mutuelle moyenne (AMI) permet de détecter des séquences similaires
qui ne sont pas nécessairement proches dans le temps. La fonction AMI est liée à la notion

d’information entre les mesures. Etant donnée une observation æ(z), on se demande quel est
le taux d’information supplémentaire qu’on peut recueillir d’une observation x(j). Ainsi cette
fonction est adaptée aux systèmes chaotiques où la notion d’information est primordiale.

Soit une série de longueur N: x(n), n = 1..N, on définit donc la fonction d’information mutuelle
moyenne I{T) par:

N

m = y P(x(n), x(n + T))ln
71—1

où P(x(n),x(n + T)) est la densité de probabilité du couple (x(n),x(n -f T)). On identifie
la densité de probabilité P(x(n)), à la fréquence de distribution des échantillons x(n) (Jaynes,
1968). Ainsi, pratiquement, on calcule ces densités de probabilités en dressant l’histogramme des
valeurs. La densité de probabilité associée au couple de variables est donnée par l’histogramme

bidimensionnel associé au couple (x(n), x(n + T)).
La solution proposée par Fraser et Swinney (1986) pour choisir le temps de retard r, est la valeur
de T pour laquelle la fonction I{T) passe par son premier minimum (ce n’est pas forcément le
minimum global).

P(x(n),x(n + r))

_P(x(n))P(x(n + T))
(3.5)
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3 Exemples et discussion

Nous représentons ci-dessous superposées sur le même graphique, la fonction d’autocorrélation

(cercle o) et la fonction d’information mutuelle (étoile *) pour une série de Lorenz (Figure
3.4a) et pour une série bipériodique (Figure 3.4b). Dans le second cas, la valeur du temps
de retard donnée par les deux fonctions est légèrement différente. L’autocorrélation est par

faitement adaptée à une série purement linéaire tandis que la fonction AMI semble un peu

moins performante. A l’inverse, nous voyons que la fonction d’autocorrélation et la fonction

d’information mutuelle donnent un temps de retard vraiment différent pour la série chaotique.

En effet la fonction linéaire d’autocorrélation (directement lié à la tranformation de Fourier)
est inadaptée à un phénomème purement chaotique. (Les valeurs sont, à titre indicatif, pour la

série de Lorenz: t^j) = 5 contre Tc(t) — 15.)

I(T) et C(T): Lorenz l(T),C(T), Sérié biperiodique

Figure 3-4'- Comparaison fonction d’autocorrélation (cercles o) et fonction d’information
mutuelle (étoiles *) .
a) Pour la série x(t) de Lorenz.
b) Pour la série bipériodique.

5 Dimension de plongement

Nous venons de voir de quelle manière choisir le meilleur temps de retard possible intervenant

dans l’opération de reconstruction des vecteurs ÿ(n) grâce à la fonction d’information mutuelle
qui permet de ne pas exclure de composantes non linéaires. Il convient maintenant de déterminer

la dimension suffisante (D*E) du pseudo-espace des phases E* dans lequel seront reconstruites
ces orbites.

Nous rappelons qu’il est impossible de retrouver la dimension réelle (De) de l’espace des phases
initial (E) c’est-à-dire l’espace des phases du système dynamique (dont les variables sont les
i = 1 ...De) sous-jacent aux mesures.

Nous observons une série temporelle x(n) résultant d’une combinaison non linéaire des varia
bles réelles Z{. Les orbites que nous allons reconstruire à partir de la série d’observation x(n),
présenteront les mêmes propriétés dynamiques (exposants de Lyapunov, dimension d’attracteur

et dimension locale) que celles du système initial. Ceci est dû à l’invariance de telles quantités
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sous l’action des difféomorphismes du plongement.

Cependant la dimension de l’espace de reconstruction n’est pas unique. En effet, si nous ob

servions deux séries différentes x\(n) et X2(n) provenant du même système dynamique, nous
pourrions trouver des valeurs différentes de la dimension des pseudo espace des phases E\ et E
bien que la dimension de l’espace des phases E du système source soit toujours la même. Dans

la mesure où chaque série d’observation est une combinaison non linéaire différente des varia

bles Z{ du système, certaines combinaisons peuvent requérir plus de dimensions pour qu’une

structure cohérente et difféomorphe à l’attracteur réel apparaisse. En général, la dimension

de l’espace de reconstruction est différente de la dimension réelle de l’espace des phases. Soit

Da la dimension de l’attracteur, une valeur suffisante (mais pas nécessaire) de la dimension

de plongement est telle que JDE > 2Da- La valeur précise de DE est en fait relativement peu
importante. La condition à respecter est de se placer dans un espace de dimension suffisamment

grande pour avoir déplié totalement les orbites afin de pouvoir travailler sur la détermination
de leurs caractériques dynamiques sans artefact dû à une projection.

La série d’observation est unidimensionelle (c’est une suite de points indéxée dans le temps).
Elle résulte indirectement d’une projection de la dynamique complète du système sous jacent

sur un axe.

Comme nous l’avons expliqué précédemment, l’idée de la reconstruction est de former des

vecteurs multidimensionnels recréant une structure spatiale géométrique. Il est nécessaire de

changer d’espace, en augmentant sa dimension peu à peu. Ceci permet de voir apparaître
et de caractériser la structure du processus inconnu. Les orbites dessinées par les vecteurs

reconstruits ne doivent pas avoir de points d’intersection dans leur espace des phases E* de par

la définition même d’une orbite. Ainsi la dimension DE du pseudo espace des phases sera celle
pour laquelle les orbites reconstruites ÿ(n) seront totalement dépliées, sans point d’intersection

d’une part, et d’autre part, telles que en passant à la dimension DE + 1, l’écart entre chaque
point ÿ(n) de la trajectoire reste constant.
Le graphe suivant (3.5) illustre le choix d’une dimension de plongement suffisamment grande

dans le cas d’une série temporelle issue du système de Lorenz. Si la dimension DE = 1, tous
les points se concentrent sur une droite et la structure de l’attracteur est invisible (on est dans

la cas où y{n) = (æ(n)). Lorsqu’on passe en dimension 2, l’attracteur est presque totalement
déplié et reconstruit (rappelons que la dimension de l’attracteur de Lorenz est 2.06), cependant
il existe encore des points d’intersections dûs à la projection des orbites dans un espace trop

petit (ceci se voit en haut du graphe) (on est dans le cas où ÿ(n) = (x(n),x(n + r)). Dès
la dimension DE = 3, la structure est totalement dépliée (y(n) = (x(n),x(n + r),æ(ra + 2r)).
Augmenter la dimension n’apportera rien de plus, la distance entre les points reste constante.
Une valeur suffisante de la dimension de plongement est donc 3.

Les paragraphes suivants sont consacrés à l’explication de deux méthodes différentes permettant
de calculer la dimension de plongement.
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Figure 3.5: Illustration du plongement (”Embedding”) de Fattracteur de Lorenz
(reconstruction à partir de la série x(t)) en dimension 1 (gauche), 2 (milieu) et en dimension
3 (droite) avec un temps de retard optimal obtenu grâce à la fonction d’information mutuelle.

1 Méthode des faux voisins

La conception géométrique de dépliement des orbites a permis de mettre au point un algorithme

basé sur la même idée (Kennel et al., 1992):

Etant donné un point de l’orbite, y(n), on sélectionne ses proches voisins (ÿ^(n)) pour une
dimension unitaire (D=l) de l’espace de reconstruction, puis on incrémente la dimension
recherchée (D=D + 1) et on regarde ce que deviennent les distances entre le point et ses voisins.

C’est-à-dire, on ajoute au vecteur y{n) peu à peu, une nouvelle dimension (ou composante).
On comprends bien ici que tant que la dimension sera trop petite (la structure ne sera pas
totalement dépliée), il existera des voisins du point y{n) qui le seront du fait de la projection
des orbites sur un espace de dimension trop faible. Ces voisins ne sont pas ”dynamiquement”

proches. Dès que la dimension D*E sera atteinte, les voisins de y(n) seront des vrais voisins
c’est-à-dire, seront des points proches du fait de la dynamique de l’attracteur et non du fait du

manque de coordonnées de l’espace de reconstruction. A partir de ce moment là, incrémenter

la dimension du pseudo-espace des phases n’aura aucune conséquence sur le nombre de faux

(ou vrais!) voisins de ÿ(n). On aura totalement déplié l’attracteur reconstruit.
Nous allons présenter plus précisément les étapes de l’algorithme:

Soit y{n) un vecteur reconstruit dans un espace de dimension D:

y(n) = [x(n),x(n + r), ...,z(n+ (D - l)r)] (3.6)

Soit ÿ^(n) son voisin:

^(n) = [xv(n), xv(n + r),..., xv(n + (D - l)r)] (3.7)

On dira que yu(n) est un faux voisins de y(n) lorsque leur distance euclidienne dans un espace
de dimension D + 1 dépasse un certain seuil fixé Si, c’est-à-dire si:

|x(n + Dr) - xv(n + Dr)\

Rd{.u)
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avec

(3.9)

D

Rü(n) = [^[æ(7i + (d ~ !)r) “ xVin + {d - 1 )t)}2]2
d=1

Il a été montré (Abarbanel et al., 1993) que ce critère était insuffisant lorsque le signal était
un bruit blanc. En effet l’algorithme fournit des résultats indiquant une valeur finie et faible

pour la dimension de l’espace de reconstruction (que nous savons être infinie). Un second test
a alors été ajouté afin de s’affranchir de cette erreur. Les données doivent de plus vérifier:

| x{n + Dr) — xv(n -f- Dr) \
rms

> s2

où rms est l’écart quadratique moyen de la série:

(3.10)

rms = (3.11)

xm sa valeur moyenne et s2 un autre seuil.

Ce second test permet de rectifier l’insuffisance du premier: le pourcentage de faux voisins

augmente désormais avec D dans le cas d’un bruit blanc.

De plus il nous a paru utile, lorsque l’on travaille avec des données finies et bruitées, d’ajouter

un troisième test afin de définir ce qu’on entend par ”voisin” pour la dimension D = 1. Ce test

est important car la distance initiale choisie peut s’avérer trop grande (plus grande que la taille
de l’attracteur, dans ce cas tous les points seront qualifiés de vrais voisins dès la dimension 2),

ou trop petite (dans le cas d’un attracteur peu densifié (peu d’observations, série courte), on
ne trouvera jamais aucun voisin pour le point y(n), ou trop peu pour avoir des déterminations
statistiquement significatives). Ainsi, deux points sont qualifiées de voisins en dimension 1
lorsque leur distance est une certaine fraction du rms des données (schématiquement: de la
taille de l’attracteur):

|x(n) — xv(n)\ < s^rms (3.12)

Ceci est donc la première opération à effectuer dans l’algorithme puis les deux précédentes sont

appliquées afin de déterminer la dimension de plongement D*E en incrémentant D.
En ce qui concerne les seuils 5i et 52, Abarbanel (1996) a estimé leur valeur grâce à divers
tests sur des séries différentes et il semble raisonnable d’adopter les valeurs 15 et 2 pour si

et 52 respectivement. Il a également montré que dans le cas d’un attracteur bien densifié, la

valeur de Si était peu importante (malheureusement dans des cas expérimentaux, il est difficile

d’obtenir des séries très longues et l’attracteur n’est pas toujours bien densifié).
En ce qui concerne le seuil 53, il nous a semblé raisonnable de choisir 53 = 0.005 à l’issue

de plusieurs tests effectués sur une série de Lorenz (æ(tf)) de 10080 points pour laquelle nous

attendions D*E — 3 et sur une série aléatoire de bruit blanc (/0) pour laquelle nous attendions
D*e» 15.
Au ”départ”, en dimension 0, le pourcentage de faux voisins d’un point est proche de 100%

puisque tout est concentré en ce point. Plus on incrémente la dimension de l’espace, plus la

structure se déplie et moins persistent de faux voisins dus à la projection sur un espace trop petit.

Théoriquement, la valeur de la dimension de plongement est atteinte lorsque le pourcentage de

faux voisins devient nul (ceci est valable pour des séries non bruitées et suffisamment longues).
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2 Exemples et discussion

Les graphes suivants illustrent le calcul du pourcentage de faux voisins en fonction de la dimen

sion de plongement recherchée pour:

Graphe 3.6:

(a) Une série de bruit blanc,
(b) Une série de bruit coloré de loi de puissance /_i ,
(c) Une série de bruit coloré de marche aléatoire,
(d) Une série de Lorenz.
Chaque série comporte 10080 échantillons.

Graphe 3.7:

(a) Une série aléatoire de 120 000 points environ,
(b) Une série de Lorenz de 280 000 points environ.

Du point de vue de la théorie des systèmes dynamiques, les bruits peuvent être qualifiés de

processus non déterministes de dimension infinie. Il est impossible de trouver une dimension

de plongement finie pour effectuer une quelconque reconstruction. Un bruit blanc remplit

toutes les dimensions de l’espace qui lui sont offertes et augmenter la dimension recherchée de

plongement n’aboutira jamais à une convergence vers une valeur finie. C’est ce que nous voyons

sur les Figures 3.6 (a) et (b), le pourcentage de faux voisins n’atteint jamais la valeur nulle et
reste relativement élevé (15/20 pour cent). Travailler avec une série plus longue assure une
non convergence plus flagrante (pourcentage plus élevé) et une remontée des valeurs avec la
dimension croissante (Figure 3.7a).
Pour la marche aléatoire, Figure 3.6c, qui est aussi un processus non déterministe de dimension

infinie, les résultats sont moins évidents. Le pourcentage de faux voisins devient très faible à

la valeur D*E = 4. Sans aucune connaissance préalable du système nous pourrions interpréter
cette série comme un processus déterministe de faible dimension. Ce résultat biaisé est dû à

la structure fractale de la courbe et non à sa dynamique. Ensuite la courbe oscille légèrement

autour de zéro. Ce comportement est dû à la longueur relativement courte de la série utilisée

face à des méthodes originellement développées pour des séries de longueur infinies. Dans toute

la suite du travail nous verrons que le bruit ’Touge” fournit des résultats surprenants et qu’il
faut une caractérisation dynamique complète des séries avant de tirer toute conclusion.

Pour la série de Lorenz, la valeur zéro de pourcentage de faux voisins est atteinte pour la

dimension 3 comme attendu (Figure 3.6d). Nous observons de petites oscillations à partir
de la dimension 4, la valeur du pourcentage ne restant pas nulle. Ceci vient du fait que la

série est relativement courte (10080 points), dans ce cas l’attracteur n’est donc pas couvert
complètement. Ce problème disparait dès que nous travaillons avec une série suffisamment

longue (environ 280 000 points) (Figure 3.7b).
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Figure 3.6: Pourcentage de faux voisins globaux en fonction de la dimension de plongement

pour des séries comportant 10080 points:

a) un bruit blanc (DE = oo), b) Un bruit de Flicker (D*E = oo), c) Une marche aléatoire
(De = 4?), d) Une série chaotique de Lorenz (DE = 3).
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J^aux voisins
Sérié aléatoire Serreaàe ^orenl x(t)

Dimension

Figure 3.7; Pourcentage de faux voisins globaux en fonction de la dimension de plongement

pour

a) Une série de bruit blanc de longueur 120 000 points (D*E = oc) b) Une série chaotique
de Lorenz de longueur 280 000 points (DE = 3).

Nous avons aussi représenté ce que sont les résultats pour une série ^-périodique. Nous

savons qu’un tel système possède un attracteur de dimension k (fc-tore) et qu’il faut au moins
k -fl dimensions pour plonger ce tore correctement. Le graphe (3.8) s’applique à un signal
bipériodique comportant 10080 points (la dimension de plongement nécessaire est bien 3.)
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Figure 3.8: Pourcentage de faux voisins en fonction de la dimension de plongement pour

une série bipériodique (D*E = 3).

3 Méthode de l’intégrale de corrélation

Ce second algorithme permettant de déterminer la dimension de l’espace de reconstruction est

plus connu sous le nom de l’algorithme de Grassberger et Procaccia (1983). Il fût développé
dans l’optique de fournir la dimension Da de l’attracteur d’un système reconstruit à partir
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d’une simple série temporelle d’observation. Son principe est de faire un comptage de la densité

de points sur l’attracteur dans des hypersphères de rayon r et d’en déduire une loi de puissance

en r. L’intégrale de corrélation est définie par:

Y H(r-\y{i)-y(j)\) (3.13)
*=i j=i,j^î

H est la fonction de Heavyside telle que:

H(x) = 0,æ < 0,H(x) = l,x > 0 (3-14)

Lorsque les orbites dessinent un attracteur de dimension Da-, Grassberger et Procaccia ont

montré que cette intégrale se comporte suivant la loi ”tDa” lorsque r tend vers zéro. Nous
verrons dans le paragraphe consacré aux dimensions d’attracteurs, que pratiquement, Da est

lue comme étant la valeur de la pente du diagramme logC(r)/logr en D — DE.
L’intégrale de corrélation est donc une fonction de r mais aussi de la dimension de plongement

D. En effet pour un système déterministe, dès que D est égal ou supérieur à DE, les orbites
sont bien dépliées et la pente des courbes logC(r)/logr se stabilise sur Da- En effet, la loi de

la densité de points sur l’attracteur n’évolue plus si les y(ï) sont augmentés d’une ou plusieurs
dimensions. Ainsi on choisira la dimension de plongement DE comme étant la dimension à
partir de laquelle les pentes du diagramme logC(r)/logr deviennent constantes, c’est-à-dire
quand la densité de points sur l’attracteur ne dépend plus de la dimension dans laquelle il

est plongé. Nous verrons que cet algorithme marche très bien dans le cas de séries longues

et peu bruitées mais qu’il est souvent préférable d’utiliser la méthode géométrique des faux

voisins globaux, plus robuste. Elle donne des résultats plus précis de la dimension suffisante du

pseudo-espace des phases du système reconstruit.

4 Exemples et discussion

Nous présentons ici deux exemples de systèmes opposés c’est-à-dire, l’intégrale de corrélation as

sociée à un bruit blanc (Figure 3.9a) (processus de dimension infinie) et celle associée au système
de Lorenz (Figure 3.9b) (dimension de plongement égale à 3). Pour l’attracteur de Lorenz, les
courbes LogC(r)/Logr présentent une saturation dès la dimension 3, tandis qu’aucune satura
tion n’apparaît dans le cas du bruit blanc comme attendu.
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Figure 3.9: Intégrale de corrélation pour des dimensions de D = 1 à D = 10 (de gauche
à droite).
a) cas du bruit blanc: il n’y a aucune saturation des pentes.
b) cas de la série x(t) de Lorenz: les pentes saturent dès la dimension D = 3.

6 Dimension Locale ou Dynamique

La dimension du pseudo-espace des phases de reconstruction DE est une dimension globale
du système. Elle fournit le nombre de degrés de liberté suffisants pour que l’attracteur re
construit soit bien déplié et offre un espace de dimension adéquat pour y effectuer toute sorte

de caractérisation dynamique et topologique. Cependant, comme déjà mentionné au chapitre

2, localement, la dimension requise pour décrire le système peut être plus faible. L’exemple

le plus simple pour comprendre la différence entre ces deux dimensions est celui du 2-tore:

L’attracteur 2-tore reconstruit provient d’un système Apériodique tel que les fréquences sont

incommensurables. Les orbites reposent donc sur ce 2-tore. D faut un espace de dimension au

moins DE = 3 pour reconstituer le tore tandis que localement seules deux variables (Dl = 2)
sont actives (dans ce cas, on peut voir géométriquement et schématiquement la dimension locale

comme celle de l’hypersurface tangente à l’attracteur).

La dimension locale, ou dynamique, permet donc de connaître le nombre effectif de variables

dynamiquement actives Dl < DE. Elle fournit de ce fait le nombre d’équations différentielles
autonomes du premier ordre dont nous aurons besoin pour décrire mathématiquement les or

bites du système sur l’attracteur, ainsi que le nombre d’exposants de Lyapunov globaux. En

effet ceux-ci sont associés à chaque direction principale (ou variété) du flot. De plus, elle corres
pond au nombre de degrés de liberté suffisamment grands numériquement pour être vus dans
la série.

Contrairement à la dimension de plongement, D*E, qui n’est pas nécessairement la même pour
deux reconstructions à partir de deux séries x\(t) et X2(t) issues d’un même système dynamique,
la dimension locale sera identique. C’est une quantité invariante dans la mesure où elle ap

partient à la dynamique propre du système sous jacent. Comme le plongement préserve les

propriétés dynamiques de l’attracteur initial, si celui-ci possède une dimension locale l dans un

espace des phases de dimension n alors le plongement assure sa reconstruction dans un espace

de dimension n' en conservant ses caractéristiques dynamiques et par conséquent sa dimension
locale /.

1 Méthode de calcul

L’algorithme qui permet de définir la dimension locale a été mis au point par Abarbanel et
Kennel en 1993.

La dimension locale est obtenue à partir de l’étude de la distribution locale des vecteurs y(n)
sur l’attracteur. L’idée de base est donc de construire des applications locales qui modélisent

l’évolution du voisinage d’un point à un autre le long de l’orbite reconstruite en incrémentant peu

à peu la dimension de travail. Ces applications sont ensuite utilisées afin de prédire localement

l’évolution des orbites. 11 s’avère que les prédictions sont statistiquement valables lorsque la

dimension recherchée utilisée pour la construction des applications est la dimension locale du

système.

Derrière cet algorithme, se cache une idée géométrique primordiale: on recherche en fait le

nombre de directions principales sur l’attracteur le long desquelles se répartissent les données.
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Aussi, nous a-t-il paru judicieux de regarder l’ensemble des valeurs propres moyennes issues

des matrices locales de covariance de chaque voisinage des points de l’orbite. Dans ce cas, une

valeur raisonnable de Dl sera le nombre de valeurs propres significatives. Les valeurs propres

trop petites traduisent souvent des erreurs d’approximation et d’observation. Elles sont pour

la plupart causées par le bruit aléatoire superposé au signal visant à créer des dimensions

supplémentaires et n’ont pas leur place dans la description de la dynamique locale.

Pratiquement, pour calculer -Dl, il est préférable de se placer dans un espace des phases de

dimension suffisamment grande, on choisit une valeur D > D*E.
Soit un point ÿ(i) d’une orbite reconstruite et ses Nv plus proches voisins ^(i). La matrice de
covariance pour chaque voisinage s’écrit:

COV(i) = — Etrw - ÿm(i)W(i) - ÿm(i)]T (3.15)
iVw V=1

Le vecteur local moyen des voisins est défini par:

ÿm(i) = (3‘16)
v=l

où [^(i) — ÿm{ï)\ esf un vecteur ligne. On détermine les valeurs propres de COV(i) que l’on
range dans l’ordre décroissant:

Ai > A2 > .... > Àn (3.17)

Cette opération est effectuée pour chaque point ÿ{i) de la trajectoire, afin de pouvoir calculer les
valeurs propres moyennes le long de toute l’orbite et les normaliser par la plus grande Ai. Nous

définissons finalement ce que nous appelons les ”valeurs propres moyennes relatives”. Selon

nous, la dimension locale peut être donnée par le nombre significatif de valeurs propres qui

indiquent les directions principales de répartition des points dans l’espace. Il est alors possible

d’arrêter ici l’algorithme, nous verrons à travers des exemples que les valeurs trouvées pour la

dimension locale avec ce test, sont satisfaisantes.

Cependant, dans l’algorithme de base (Abarbanel et Kennel, 1993), on calcule en plus de
l’ensemble des valeurs propres de la matrice de covariance, les projections des voisins y° (i) de

ÿ(i) sur les vecteurs propres associés aux valeurs propres. Après k pas de temps 77, les projec
tions deviennent: y" (z + krj). Par la méthode des moindres carrés, on détermine l’application
linéaire locale qui transforme y° (i) en y0 (i-\-krj). L’évolution temporelle du point y(i) est alors
prédite grâce à cette application et comparée au vrai vecteur ÿ(i + krj) de l’orbite. On teste
la validité des applications locales pour chaque y(i) en analysant l’erreur quadratique moyenne
de prédiction. A partir d’un certain seuil fixé, toute prédiction est qualifiée de mauvaise. La

méthode consiste à augmenter peu à peu le nombre de vecteurs propres sur lesquels on projette.

La dimension locale Dl est atteinte lorsque le pourcentage de mauvaises prédictions devient nul

et indépendant du nombre de vecteurs propres utilisés pour la construction des applications.

Le choix du nombre de voisins Nv n’obéit pas à un critère bien établi, ni celui de l’horizon de

prédiction krj. Ils dépendent de la série étudiée, de sa précision et de sa longueur. Nous avons

sélectionné grâce à une série test x(t) de Lorenz, un nombre de voisins Nv = 10 ou 25 et des
horizons krj satisfaisants de l’ordre de r/2. Ces valeurs nous permettant d’obtenir la dimension
locale attendue Dl — 3.

La méthode présentée ici étant locale, elle est très sensible à la contamination par le bruit. De
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plus, si nous avons trop peu de voisins ou si nous prédisons sur un intervalle trop petit, nous

perdons le sens statistique des déterminations. Dans ce cas le risque est de ne prédire que le

bruit et de perdre le schéma d’évolution des orbites. La Figure 3.10 montre ce que deviennent

les orbites de l’attracteur de Lorenz lorsque la série est contaminée par 10 pour 100 de bruit

blanc. Cet exemple illustre le fait que toute détermination locale sera faussée par la présence

de bruit dans les mesures. A l’opposé, choisir trop de voisins ou un horizon de prédiction trop

grand, solliciterait la construction d’applications polynomiales de degré élevé afin de prendre

bien en compte les courbures de l’attracteur, et donc la possession d’un très grand nombre de
données.

Figure 3.10: Attracteur étrange de Lorenz, à gauche: orbite ”propre”, à droite: orbite

contaminée par 10% de bruit blanc.

2 Exemples et discussion

Les deux exemples suivants illustrent l’opposition du comportement dynamique entre une série

issue d’un processus déterministe et une série issue d’un processus aléatoire. Le test du pour

centage de faux voisins locaux fournit des résultats satisfaisants lorsque l’on utilise des séries
suffisamment longues. Ainsi les graphes sont parlant d’eux mêmes: La dimension locale pour

l’attracteur de Lorenz (Figure 3.11a) est atteinte à partir de Dl = 2, en fait c’est 3 bien que
localement on ait presque un plan (la dimension de Pattracteur étant 2.06, la projection sur
la troisième valeur propre très petite, ne s’exprime pas). Dans le cas du bruit blanc (Figure
3.11b), aucune dimension locale n’est atteinte ce qui est logique puisqu’il est déjà impossible
de plonger ce processus dans un espace de reconstruction de dimension finie. Localement,
l’algorithme trouve des points dans toutes les directions. Il ne peut pas isoler de directions
principales puisque le nombre de degrés de liberté actifs est infini.
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Figure 3.11: Pourcentage de mauvaises prédictions en fonction de la dimension locale

Dl:

a) pour une série x(t) de Lorenz.
b) pour une série de bruit blanc.

3 Comparaisons des deux méthodes

Nous avons testé comparativement les deux méthodes présentées précédemment dans le cas

d’une série provenant du système de Lorenz (Lorenz) mais de longueur relativement courte

(10080 points). Il apparaît qu’avec des séries courtes, le test des valeurs propres relatives
moyennes (Figure 3.12a) est plus robuste: en effet ce test donne bien une valeur de la dimension
locale égale à 3 tandis que le pourcentage de faux voisins locaux (mauvaises prédictions (Figure
3.12b)) fournit une valeur à nouveau sous-estimée (2). D’une façon générale, la méthode des
valeurs propres moyennes étant uniquement géométrique et ne faisant appel à aucune prédiction,

semble plus robuste.

Nous avons également contaminé cette série avec 10 pour cent de bruit aléatoire (”Lorenz+/o”)
afin de voir l’influence du bruit sur les résultats. La contamination a pour effet de masquer

partiellement le processus de faible dimension, en effet l’algorithme ne converge plus vers la

valeur attendue mais vers une valeur plus importante dû à la présence du processus de dimension

infinie polluant la série.
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Test des valeurs propres principales
Sérié de Lorenz

Test des mauvaises prédictions

Dimension DL

Figure 3.12: Détermination de la dimension locale Dl pour la série de Lorenz et sa con

tamination par du bruit.

a) test des valeurs propres moyennes relatives. ”Lorenz”: Dl = 3, ”Lorenz-hfo” : Dl —> 9.

b) test des mauvaises prédictions pour un nombre de voisins de 10 . ”Lorenz”: Dl = 2,
”Lorenz-hfo”: Dl —» 8.

7 Exposants de Lyapunov globaux

Nous avons présenté dans le chapitre précédent la définition et l’intérêt des exposants de Lya

punov globaux pour caractériser la dynamique d’un système. Nous avons dérivé la méthode

générale de calcul à partir d’une application F et de l’introduction de la matrice d’Oseledec.

Cependant il est très intéressant de pouvoir calculer l’ensemble des exposants globaux de

Lyapunov à partir d’une simple série temporelle d’observation, sans aucune connaissance de

l’application itérée ou du flot associés au système dynamique. Dans ce cas il faut retrouver les

composantes de la matrice jacobienne à partir des mesures. Diverses méthodes ont été pro

posées et testées (Eckmann et al., 1986; Bryant et al., 1990). Nous présenterons celle décrite
dans Brown et al., (1991). Cette version se base sur l’estimation des matrices jacobiennes en
utilisant un ajustement polynomial afin de mieux modéliser les courbures sur l’attracteur.

1 Méthode de calcul

Là encore la notion géométrique de voisinage est primordiale. En effet il convient de considérer

un point y(i) du pseudo-espace des phases et ses Nv proches voisins. Nous définissons alors une
application locale qui modélise l’évolution temporelle des voisins:

fi —» ÿï+i
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où y!-+1 est le v-ième voisin de ÿi au temps i+1. L’application locale s’écrit:

M

ÿ(v-i + 1) = (3.19)
771 = 1

avec qui sont des fonctions de plusieurs variables de bases à priori (polynômes) et les ca(ra, i)
sont des coefficients locaux à déterminer. Ils sont obtenus en minimisant l’erreur entre le point

de l’espace des phases au temps i + 1 et le modèle d’évolution:

NB M

\ÿï+i - 0^771 (Vi )12 (3.20)
V=\ 771= 1

Il est alors possible de relier cette application aux composantes de la matrice jacobienne incon

nue, en effet, les composantes (a, b) de cette matrice sont définies par:

M c)$ (v )
DFab(ÿi) = cai.mi i) qx (3.21)

771 = 1 ' °

C’est à partir de cette matrice jacobienne que l’on forme la matrice d’Osedelec S et la méthode

devient exactement la même que celle présentée au chapitre précédent.

Les exposants de Lyapunov À;, sont déterminés comme la limite asymptotique en L de

l’expression:
i L~l

7 L°9[Rü(k) 1
L k=0

où Ra(k) est la (i,i) i-ième composante de la kieme matrice triangulaire R{k).
Dans la pratique, nous avons rarement des séries temporelles de longueur infinie et les

exposants globaux doivent plutôt être compris comme des exposants ”locaux” moyennés sur

la longueur des orbites reconstruites. (Les exposants locaux seront traités dans le paragraphe
suivant.) Ainsi les exposants globaux que nous calculons sont représentatifs de la stabilité
moyenne du système sur le temps d’observation disponible. Rappelons aussi l’équivalence entre

stabilité et ”prédictibilité” d’un système chaotique. En effet l’horizon de prédiction théorique

moyen est calculé à partir de l’exposant principal (Ai > 0): Hp = 3.9/Ai. Expérimentalement,
la détermination des exposants de Lyapunov a un intérêt primordial concernant la prédiction

d’un système.

2 Exemples et discussion

Nous avons déterminé les exposants de Lyapunov globaux pour une série chaotique de Lorenz

{Dp = 3) et pour une série périodique5 {Dl = 1)- Chaque série possède 18000 points.
Comme attendu, les trois exposants de Lyapunov trouvés pour le premier système ont les

valeurs respectives: 1.7346, -0.1062 et -23.7518 (Figure 3.13a). L’exposant négatif est associé à
la direction stable du flot, le nul (-0.10) à la direction neutre du flot et le positif à la direction
instable indiquant que le système est chaotique. Leur somme est négative, ce qui signifie que le

système est dissipatif, de plus, la dimension de Lyapunov, Dpyap, déduite des 3 exposants est
environ 2.068.

Pour la série périodique (Figure 3.13b), nous avons calculé 2 exposants de Lyapunov: l’exposant
nul témoigne de la direction du flot (cycle limite, Dp = 1). L’exposant négatif indique que si un

5c’est en fait plus précisément une série bipériodique telle que les périodes sont commensurables
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petit écart perpendiculaire à la trajectoire est imposé, celui-ci sera dissipé au taux de l’exposant

négatif car la trajectoire est stable. De même, pour une série bipériodique, les orbites remplis

sent un 2-tore et le calcul en dimension 3 fournit 2 exposants nuis (Dl = 2) et un négatif. Il
n’y a aucun exposant positif car les orbites ne peuvent pas diverger (sans quoi il y aurait des
intersections).

En théorie, les exposants de Lyapunov associés à un système aléatoire sont infinis (leur
horizon de prédiction est nul). Dans la pratique, il est apparu que des exposants positifs pou
vaient être trouvés essentiellement à cause de la longueur trop courte de la série. Tanaka et

al. (1996) ont montré qu’à partir de 100 000 points, l’exposant principal de Lyapunov est
négatif. Heureusement, dans un tel cas, d’autre tests (pourcentage de faux voisins, projection
de l’attracteur) permettent de rectifier un tel artefact et de ne pas conclure à l’existence d’une
variété instable.

D’autre part, il existe un moyen efficace pour éliminer les exposants fallacieux d’un système,

en les calculant normalement puis avec la série inversée (c’est-à-dire, en prenant le dernier point
comme origine et en remontant le temps vers le point initial). Seuls les vrais exposants changent
de signe et gardent une valeur absolue proche de la détermination d’origine. Il a été également

souligné que des exposants erronés positifs induits simplement par l’opération de plongement,

et multiples des vrais exposants pouvaient être calculés. Un moyen de les déceler est d’utiliser

des applications d’ordre supérieur pour approcher le flot tangent (Sauer et a/., 1998).

99



ExposantsGlobaux

Figure 3.13: Exposants de Lyapunov globaux:

a) pour une série x{t) de Lorenz (l’existence d’un exposant positif prouve que le système
sous jacent est chaotique).
b) une série périodique (la non existence d’un exposant positif prouve que le système sous
jacent n’est pas chaotique).
La valeur de l’exposant global est lue à l’extrémité droite des graphes. Cela signifie qu’on

calcule les exposants sur une longueur moyenne d’environ L = 500 f500 matrices jacobiennes
sont déterminées). Plus précisément, on calcule les exposants sur des fenêtres de longueur
500 que l’on fait glisser au fur et à mesure, d’un pas de temps jusqu’à la fin de la série. Les

exposants de Lyapunov globaux déterminés ici sont alors les moyennes de tous les exposants
”locaux”.
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8 Exposants de Lyapunov locaux

Les exposants de Lyapunov globaux permettent de décrire la stabilité globale du régime dy
namique du système. Cependant il peut exister localement des variations de stabilité selon la

position occupée sur l’attracteur (Abarbanel et al., 1991). Ces variations de stabilité locale sont
très importantes pour la connaissance de la dynamique dans la mesure où elles sont directe

ment liées aux variations de l’horizon de prédiction du système. La connaissance de l’exposant

principal de Lyapunov (Ai(t) > 0), nous donne donc accès à une limite théorique (Hp(t)) du
temps de prédiction.

Nous nous plaçons toujours dans le cas où aucune connaissance sur les équations régissant le

système n’est disponible. Il est alors tout de même possible de déterminer les exposants de

Lyapunov locaux à partir d’une série temporelle unidimensionnelle. Cela consiste à se limiter

à l’étude de la divergence locale de segments finis d’orbites en différents points de l’attracteur.

On met ainsi en évidence, les variations locales de l’exposant global principal.

1 Méthode de calcul

La méthode est identique à celle qui permettait de déterminer les exposants de Lyapounov

globaux à la seule différence que les exposants locaux sont calculés sur un morceau fini et court

d’orbite de longueur L (L est aussi le nombre de matrices jacobiennes DF entrant dans la
décomposition de la matrice d’Oseledec).
Dans la pratique, on s’intéressera uniquement aux variations de l’exposant local principal de

Lyapunov (Ai(£)). En effet dans le cas d’un système chaotique, cet exposant est positif et
donne, comme déjà vu, de par sa variation, à la fois les variations de la stabilité du système

au fur et à mesure de sa progression sur l’attracteur et aussi les variations temporelles de

la ”prédictibilité” du système. Pour un système (quasi)périodique, l’exposant principal est
nul, l’évolution du système est prévisible à l’infini. Un système aléatoire est imprévisible par
définition.

D’une manière générale, les variations locales de l’exposant principal sont intéressantes, car

elles fournissent des horizons de prédiction théoriques qui sont variables selon l’évolution du

système. De plus, dans le cas d’un système non autonome observé, elles peuvent donner des

indications sur les fréquences d’apparition et l’origine des excitations qui créent les instabilités.

2 Exemples et discussion

Nous représentons les variations temporelles de l’exposant principal de Lyapunov Ai (t) pour

une série temporelle issue du système de Lorenz (Figure 3.14). Nous voyons que selon la place
occupée sur l’attracteur le système est plus ou moins stable et par conséquent plus ou moins

prévisible. Les valeurs ”4,8,16,32,64” présentes dans la légende , sont les nombres L de ma

trices jacobiennes évaluées dans l’application de l’algorithme. Cela signifie que les ”fenêtres”

sur lesquelles sont calculées les variations de l’exposant principal sont de longueur respectives

4,8,16,32,64 pas d’échantillonage. On représente alors exactement la moyenne de l’exposant

sur ces longueurs. Il apparaît de plus que plus la fenêtre est choisie large, plus les variations

rapides sont moyennées et cela revient en gros à faire un lissage des variations de Ai (par ex
emple les raies très Unes correspondent à L = 4). Pour des séries réelles, afin de recueillir des
variations locales significatives, il est préférable de choisir une longueur L proche de la valeur
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du temps de retard r.

Variation de l’exposant principal
Sérié de Lorenz x(t)

Figure 3.14: Variations de l’exposant principal de Lyapunov pour l’attracteur de Lorenz.

Les valeurs ”4,8,16,32,64” sont les nombres L de matrices jacobiennes calculées dans

l’application de l’algorithme.

9 Dimensions d’Attracteur

I Méthode de calcul

Nous avons donné dans le chapitre précédent la définition d’un attracteur et de sa dimension.

Nous allons présenter ici l’algorithme usuel et très simple permettant à partir d’une série tem

porelle reconstruite d’estimer la dimension de l’attracteur dans le pseudo-espace des phases.

Cet algorithme est le fameux algorithme de Grassberger Procaccia (1983) basé sur le calcul de
l’intégrale de corrélation C(r).

C(r) = ;pE E )(3.22)
i— 1 j=

II existe d’autres dimensions qu’on peut déterminer expérimentalement (par exemple, la dimen

sion Do obtenue par l’algorithme de ”comptage de boîtes” et qui correspond à la dimension

fractale; les dimensions Dq (q ^ 2) qui sont analogues à la dimension de corrélation v (ou D2)
mais dont nous reparlerons pas car elles sont plus difficiles à évaluer numériquement; Pawelzik

et Schuster, 1987).
Précédemment, l’intégrale de corrélation nous a permis d’identifier la valeur de la dimension de

plongement nécessaire à l’opération de reconstruction. Cette intégrale se comporte en suivant

une loi de puissance. En effet, aidons nous du petit raisonnement suivant:

Si nous considérons que les orbites reconstruites y(i) sont distribuées uniformément sur une
surface, le nombre de toutes les paires de points qui sont à une distance inférieure à un certain
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r, est proportionnel à r2. Dans le cas d’une hypersurface quelconque de dimension Da, le même
raisonnement peut être suivi, l’intégrale C(r) (symbolisant le nombre de paires de points dont
la distance est inférieure à r) est alors proportionnelle à r°A pour r tendant vers zéro et le
nombre de points de la série N tendant vers l’infini.

L’intégrale de corrélation fournit une mesure très appropriée de la dimension d’un attracteur

reconstruit puisqu’elle est sensible à la façon dont l’attracteur est recouvert dynamiquement.

De ce fait la dimension Da résultante est légèrement différente de la dimension fractale usuelle

{Dp) (Chapitre 2) (Da < Dp) (Eckmann et Ruelle, 1985). En effet la différence avec la di
mension fractale est que celle-ci est obtenue à l’issue d’un recouvrement de l’attracteur par

des cubes de longueur /. Ainsi la dimension fractale est uniquement sensible à la structure

géométrique globale de l’attracteur et non à la densité de points sur l’attracteur.

Pratiquement, la valeur Da est lue sur le diagramme LogC(r)/Logr comme étant la valeur de
la pente linéaire de la courbe en dimension DE pour des valeurs faibles de r.
Cette méthode a été largement appliquée à de nombreuses séries afin de retrouver des di

mensions d’attracteurs dans des systèmes atmosphériques, solaires, économiques...(citons par
exemple, Nicolis et Nicolis, 1984; Essex et al., 1987; Tsonis et Elsner, 1988).
Cependant, nous verrons que cette méthode n’est pas appropriée à traiter des séries temporelles

courtes et bruitées et qu’il faut rester prudents quant à l’interprétation des résultats face à des

séries de ce type.

Une autre dimension d’attracteur est la dimension de Lyapunov définie au chapitre 2. Celle-

ci est directement liée aux exposants de Lyapunov globaux et apparaît plus robuste aux diverses

contaminations possibles dans une série temporelle. Rappelons brièvement sa définition (Kaplan
et Yorke, 1979):

DLyaP = K+ ^ A° (3.23)
\ÀK+l\

avec Y^a=zi Aa > 0 et Aa < 0. L’entier I( est choisi tel que Ii < Dl et A^+i < 0.

DLyap est une borne supérieure de la dimension d’attracteur Da-
La seule limitation de cette dimension réside dans la difficulté à calculer précisément les ex

posants négatifs d’un système à partir d’une série temporelle.

2 Exemples et discussion

Nous représentons ci-après, les courbes LogC(r)/Logr pour des dimensions de plongement com
prises entre 1 et 10 dans le cas d’une série issue du système de Lorenz, d’un bruit blanc et d’une

série bipériodique (telle que les fréquences sont incommensurables).
Nous confirmons l’absence d’attracteur et de déterminisme dans le cas d’un bruit blanc puisqu’il

n’y a aucune convergence des pentes vers une valeur constante. On remarque qu’à chaque di

mension, la pente a environ le valeur de cette dimension.

Dans le cas du signal bipériodique, nous vérifions que la dimension de plongement est 3 puisqu’il

apparaît une saturation des pentes dès D*E = 3. La valeur de la pente trouvée est voisine de 2.
L’erreur commise est d’environ 5 %.

Pour le système de Lorenz, dès la dimension de plongement égale à 3, on trouve une valeur de

la pente de l’ordre de 2.15 puis celle-ci reste entre 2.1 et 2.2 lorsqu’on augmente la dimension.

Avec une série de 10080 points on est capable de retrouver la dimension théorique (Da — 2.06)
avec une précision de l’ordre de 4%.

La valeur des pentes doit être lue pour des valeurs faibles de r (théoriquement r doit tendre

vers zéro). Lorsque les séries sont courtes et bruitées, on ne peut pas prendre de r trop petits
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dans la mesure où l’effet du bruit y sera très dominant. D’autre part, la précision des séries elles

mêmes est limitée même en l’absence de contamination et des effets de troncatures empêchent

également de travailler vers les ”r” trop petits.
De plus, on observe parfois un coude dans les courbes c’est-à-dire, un point où la pente change.

Celui-ci a été attribué (Theiler, 1986) à un mauvais comptage des paires de points voisins dans
l’espace de reconstruction, qui serait dû au fait que ceux-ci soient proches dans le temps sim

plement. Pour éviter cela il a proposé de démarrer la sommation intervenant dans l’intégrale

de corrélation non pas à 1 mais à une valeur W supérieure au temps de retard r.

L’existence d’un tel coude peut aussi tout simplement être le témoin d’une caractéristique par

ticulière de la dynamique sous jacente. Eckmann et Ruelle (1985) ont expliqué la présence d’un
coude comme le résultat de la superposition de deux ou plusieurs systèmes dynamiques.

La validité de la dimension d’attracteur trouvée dans le cas d’une série expérimentale courte

peut être discutée: Ruelle (1990) a proposé un critère de sélection qui permet de savoir si la
valeur calculée est raisonnable. En effet la dimension trouvée n’est valable que si celle-ci est

inférieure à deux fois le logarithme du nombre N de points dans la série. Toute dimension trop

proche de cette limite est à regarder avec suspicion:

Da < 2LogN (3.24)

Ainsi certaines études ayant appliqué l’algorithme de Grassberger- Proccacia seul à des séries

expérimentales jugées trop courtes, ont été critiquées par Ruelle.
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Figure 3.15: Intégrale de corrélation pour des dimensions de plongements de 1 à 10 (gauche)
et valeur de la pente associée (droite).

a) pour une série de bruit blanc.
b) pour une série de Lorenz.

c) pour une série bipériodique.
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10 Exemples d’attracteurs reconstruits

Nous donnons simplement sous forme de graphes (Figure 3.16), quelques exemples d’attracteurs
reconstruits à partir de séries temporelles synthétiques de 10 000 points environ. Ces ”at-

tracteurs” sont plongés dans des espaces de dimensions variables mais pour une visualisation

possible, leur projection 2D est représentée ici.

• Signal périodique (DE = 2)

• Signal bipériodique (DE = 3)

• Signal de ”Lorenz” (DE = 3)

• Marche aléatoire (choix arbitraire: D*E = 5)

• Bruit blanc (choix arbitraire: DE = 5)

Il est important de remarquer que selon le type de processus physique considéré, les orbites re

construites se comportent de manière tout à fait typique et différente dans l’espace des phases:

un signal déterministe périodique dessine comme attendu un cycle limite, un signal déterministe
bipériodique, un 2-tore. Un système déterministe chaotique de faible dimension (Lorenz) pro
duit des trajectoires continues et lisses qui suivent une forme cohérente dans l’espace 2D. Le

support des orbites n’est pas une figure topologiquement simple mais un objet de dimension
fractale. En d’autres termes, un processus déterministe a une structure dans l’espace des phases

(figure compacte et bornée).
Dans le cas d’un bruit blanc, la façon dont les points se répartissent est totalement aléatoire,

ils s’éparpillent dans toutes les directions à la fois. Il n’y a aucune structure ni continuité dans

cette répartition. On obtient simplement un nuage de points qui tendent à remplir toutes les

directions de l’espace qui leur est offert.

Pour la marche aléatoire, on voit se former très nettement une courbe de structure fractale non
différentiable.

Ce type de représentation peut aider à identifier la nature d’un processus pour lequel les autres
méthodes ne permettent pas vraiment de trancher. Nous allons illustrer ceci dans le paragraphe

suivant à l’aide d’exemples.
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Attracteur

Sérié Périodique

Attracteur

Sérié Biperiodlque

Attracteur

Lorenz

Attracteur

Bruit f-2

Figure 3.16: Attracteurs reconstruits et projetés

en dimension 2 ((x(n),x(n+ t)):
a) pour une série périodique.

b) pour une série Apériodique.
c) pour une série de Lorenz.
d) pour une série de marche aléatoire
e) pour un bruit blanc.

Attracteur

Bruit blanc
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11 Limites et Nécessité d’une analyse complète

Nous décidons de présenter dans ce paragraphe deux exemples de problèmes pouvant apparaître

lorsqu’on travaille avec des séries inconnues et qu’on ne pousse pas l’analyse assez loin. Nous

sommes convaincus que le traitement non linéaire des séries temporelles ne doit pas se limiter

à appliquer un test ou deux, mais, du fait de la complexité des séries, doit comporter toutes les

étapes décrites précédemment, voire d’avantage, comme nous allons l’expliquer ci dessous. Il

n’y a pas de conclusion évidente face à des séries expérimentales, et il convient d’être toujours

prudent et critique vis à vis des résultats obtenus.

I Cas de la marche aléatoire

Appliquons les algorithmes de reconstruction d’espace au cas d’une série de marche aléatoire

de longueur moyenne 10080 points. Le spectre de Fourier est continu laissant entendre que le

système mesuré est, ou aléatoire, ou déterministe et non linéaire. La fonction d’information

mutuelle ou la fonction d’autocorrélation indiquent que le système est corrélé dans le temps:

ce n’est pas un bruit blanc (autocorrélation nulle) mais ce peut être un bruit coloré ou un
” chaos”6.

L’algorithme des faux voisins globaux indique une valeur finie de la dimension de l’espace de

reconstruction bien que la convergence en zéro n’ait pas lieu nettement (ce problème provient
de la longueur limitée de la série). Ainsi une dimension de plongement raisonnable pour ce
processus, serait 4 ou 5 (Figure 3.6c). Nous serions donc en bonne voie pour penser que le

signal traité provient d’un processus déterministe de faible dimension.
II devient alors nécessaire de s’interroger sur la dimension de l’attracteur du système. En effet

l’application de l’algorithme de Grassberger-Procaccia fournit une valeur de la dimension Da

autour de D*E = 4 qui semble non entière. Cependant, ce résultat ne suffit pas pour conclure
au chaos déterministe de la série.

En effet une série de marche aléatoire est une courbe fractale c’est-à-dire, une courbe non

différentiable de longueur infinie et dont la dimension est non entière. Ce que l’algorithme de

Grassberger-Procaccia traduit ici, est la dimension fractale de la courbe et non une quelconque

dimension d’attracteur étrange (Figure 3.16d). Osborne et Provenzale (1989) ont discuté ce

point à travers divers exemples de bruits colorés.

D’autre part, chaos n’est pas synonyme de fractal. Il existe des attracteurs de dimension frac

tale qui ne sont pas chaotiques. Rappelons que la chaoticité est directement liée à la condition

de sensibilité aux conditions initiales (SCI) des orbites c’est à dire à l’existence d’exposants de
Lyapunov positifs. Un moyen de trancher serait donc ici de poursuivre l’étude en calculant les

exposants de Lyapunov du système. L’existence d’aucun exposant positif démontre alors que

la divergence des trajectoires est absente dans le système et qu’il ne peut pas de ce fait être

chaotique.

En admettant qu’il existe une série de bruit coloré qui passe triomphante à travers tous ces

tests, un bon moyen d’éliminer les séries issues de processus non déterministes est de procéder

d’une part à un filtrage des données (Roberts, 1991) et d’autre part à une projection 2D ou 3D
des orbites de l’espace de reconstruction.

6Néanmoins la fonction d’autocorrélation peut parfois donner une autre indication sur la nature du processus
sachant que les signaux issus de processus chaotiques sont caractérisés par une décroissance rapide de leur fonction

d’autocorrélation tandis qu’une marche aléatoire possède une mémoire plus "grande” (la série temporelle est
auto-similaire: même structure à toutes les échelles).
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Une série de Lorenz filtrée (”filtre de Vondràk^”, Vondràk, 1977a, 1977b)) garde une struc
ture dans l’espace des phases (Figure 3.18a) tandis qu’une série de bruit rouge filtrée, par
exemple, perd toute sa cohérence fractale (Figure 3.18b) et sa forme se rapproche de celle d’un
bruit blanc, (répartition aléatoire des points dans l’espace des phases).

Un autre moyen de trancher sur la nature d’un signal quand les résultats sont mitigés, est

de visualiser en dimension 2 ou 3, selon les possibilités, les orbites de l’espace de reconstruction

de cette série (voir paragraphe précédent). Simplement à titre d’illustrations supplémentaires,
nous avons projeté en dimension 3 les ”attracteurs” de trois systèmes vus sous différents angles:

nous avons choisi arbitrairement un espace de reconstruction de dimension 6, et représenté 4

combinaisons possibles de 3 variables retardées des vecteurs reconstruits afin d’effectuer la

projection 3D. Nous avons appliqué cette opération à deux séries de bruit (bruit blanc (Figure
3.17a) et marche aléatoire (Figure 3.17b)) et pour la série de Lorenz (Figure 3.17c).

Finalement, nous tenons à mentionner, bien que cet aspect ne soit pas traité dans cette

thèse, que les prédictions non linéaires peuvent être également un bon moyen de reconnaître si

l’on a affaire à un bruit aléatoire ou à un signal déterministe.

Il s’agit de représenter l’erreur de prédiction en fonction de la dimension de plongement (Cas-
dagli, 1989). Un signal chaotique est caractérisé par une chute soudaine de l’erreur de prédiction
dès que la dimension de plongement requise est atteinte, un bruit blanc non.

Dans le cas d’un bruit coloré, l’erreur reste constante quelque soit le temps de prédiction, tandis

que pour un signal chaotique, celle-ci croît avec le temps indiquant par là même, l’existence

d’un exposant de Lyapunov positif (Tsonis et Elsner, 1992).

Ainsi, Kennel et al. (1992), proposent le test suivant: soit une série de mesure dont le processus
sous-jacent est inconnu, un moyen de trancher entre chaos et bruit est de comparer l’erreur de

prédiction de ce signal avec celle d’un ensemble synthétique de points aléatoires dont le spectre
et la fonction d’autocorrélation sont identiques à ceux de la série origine. Si les erreurs de

prédiction de la série réelle sont suffisamment plus faibles que ceux de la série synthétique, la

série observée n’est pas un bruit stochastique.

7 Le filtre de Vondràk sera utilisé pour traiter les séries de rotation de la Terre et les séries de moment
cinétique atmosphérique. C’est un filtre numérique passe haut caractérisé par une courbe de réponse dans le
domaine fréquentiel. Les fonctions de réponse de ce filtre pour différentes valeurs du coefficient caractéristique

ainsi que l’algorithme de la méthode, sont discutés dans les articles cités.
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Figure 3.17a: Reconstruction sous j projections 3D différentes, de la dynamique plongée

en dimension 6, d’un bruit blanc.

Les coordonnées reconstruites sont respectivement de gauche à droite puis de haut en bas:

(1,2,3); (1,24);(1,2,5) et (1,2,6).

Figure 3.17b: Reconstruction sous j projections 3D différentes, de la dynamique plongée

en dimension 6, d’une marche aléatoire.
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Figure 3.17c: Reconstruction sous 4 projections 3D dijjérentes, de la dynamique plongée

en dimension 6, d’un signal x(t) issu de l’attracteur de Lorenz.

Figures 3.18: Reconstruction des séries jïltrées (passe haut) des dynamiques plongées en
dimension 6:

a) d’une marche aléatoire (gauche),
h) d’un signal de Lorenz (droite).
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2 Problèmes liés à des séries courtes et mal échantillonnées

Nous avons déjà mentionné que l’effet du bruit de mesure superposé au signal pouvait avoir des

conséquences désastreuses dans l’interprétation de la dynamique. Le bruit a pour effet général

de surestimer les dimensions calculées car c’est un processus de dimension infinie qui occupe

toutes les dimensions qui lui sont offertes.

Notons également que la théorie sur laquelle reposent les techniques d’analyse non linéaire

de série temporelles, est asymptotique. Travailler avec des séries trop courtes entraine des

imprécisions dans les déterminations. La qualité des données elles mêmes (incertitudes, tron

cature..) est un facteur d’erreur dans les résultats des algorithmes.
En particulier, à l’aide du cas d’école arbitraire suivant, nous illustrerons l’effet d’un mauvais

échantillonnage de la série.

Considérons qu’on puisse observer un signal résultant de la superposition de deux dynamiques

déterministes différentes: un chaos (de type Lorenz) et un signal bipériodique (dont les fréquences
sont commensurables). Qu’observe-t-on dans le domaine des fréquences? La Figure 3.19 exhibe

sans ambiguité deux pics relatifs aux deux périodes et un fond continu. Une démarche logique
serait de filtrer la série de manière à isoler les deux fréquences bien définies puis d’analyser

indépendemment le résidu. Nous trouverions d’une part qu’il s’agit d’un signal périodique et

d’autre part d’un signal chaotique issu de l’attracteur de Lorenz.

Cependant, nous décidons pour notre étude de garder le signal complet et de l’étudier dans

l’espace des phases uniquement.

Les deux séries que nous utilisons sont:

La série mixte ”1” (chaos -f bipériodique) de longueur 18000 points et bien échantillonnée (Fig
ure 3.20a).
La série mixte ”2” (chaos + bipériodique) de longueur 10080 points et mal échantillonnée (Fig
ure 3.20b) (elle n’est pas lisse).
Nous allons alors comparer les différentes déterminations dans l’espace des phases afin de quan

tifier sur cet exemple, l’effet d’un mauvais échantillonnage associé à une série relativement
courte.

Fourier (Sérié Bipériodique + Lorenz)

Figure 3.19 : Transformée de Fourier de la série mixte.
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Sérié Mixte 1 Sérié Mixte 2

Figures 3.20 : Série temporelle mixte ”chaos + Apériodique”

a) longue et bien échantillonnée (a)
b) courte et mal échantillonnée (b).

La Figure 3.21 illustre l’influence d’un mauvais échantillonnage sur la détermination du

temps de retard r. On ne trouve pas vraiment de minimum ou très (trop) proche de zéro et la
courbe n’est pas lisse. On choisit donc un temps de retard arbitraire d’après la valeur trouvée

pour la série ”1”.

AMI

Sérié mixte mal echantillonee (10080 points)
12 . » —

10

0 10 20 30 40 50

temps de retard (T)

Figure 3.21: Détermination de la fonction AMI(T) pour la série mal échantillonnée.

L’algorithme des faux voisins est assez robuste et fournit dans les deux cas une dimension de

plongement suffisante de 5. Pour la dimension locale, la série 1 affiche une convergence parfaite

en dimension 3 ou 4 tandis que la série mal échantillonnée n’atteint jamais un pourcentage nul

(Figures 3.22a et 3.22b). Les exposants de Lyapunov calculés sont différents mais dans les deux
cas, il existe un exposant positif indiquant que le système global présente une grande sensibilité

aux conditions initiales et possède une variété instable.
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D’autre part, la reconstruction de l’attracteur ”mixte” est très mauvaise pour la série mal

échantillonnée (Figure 3.23b) (un mauvais échantillonnage de la série revient à un mauvais
échantillonnage dans l’espace des phases, il manque de l’information) tandis qu’il est intéressant
de voir dans l’espace des phase comment se représente la superposition d’un chaos et d’un signal

bipériodique (Figure 3.23a).

Faux voisins locaux Faux voisins locaux
Sérié mixte 1 Sérié mixte 2

Figures 3.22 : Détermination des faux voisins locaux pour les séries mixtes.

Figures 3.23 Attracteurs reconstruits pour les séries mixtes bien (a, gauche) et mal (b,
droite) échantillonnées.
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12 Conclusion

Le fondement de tout ce chapitre repose sur le théorème de plongement de Takens (1981).
Il nous a permis de présenter rigoureusement, un certain nombre de méthodes, constituant

"l’analyse non linéaire de séries temporelles”.

La caractérisation non linéaire de séries temporelles a permis d’adopter un regard nouveau sur

certains phénomènes physiques qui étaient jusqu’alors rangés dans la classe des bruits stochas
tiques.

Le dernier paragraphe nous a montré qu’il était dangereux de se limiter à l’analyse de Fourier

d’une série car on pouvait passer à côté de dynamiques intéressantes se situant dans la partie

continue du spectre. Cependant l’analyse de Fourier est très importante et ne doit pas être mise

de coté au profit uniquement de ces nouvelles méthodes. Celles-ci doivent être utilisées conjoin

tement. En effet pour le cas d’école concernant la superposition de deux signaux, l’analyse de

Fourier permet de déceler les deux périodes et de les éliminer. Sans cela l’analyse non linéaire

sur la série totale ne nous renseigne pas sur les deux dynamiques simultanément en jeu car il

n’est pas possible de séparer les deux signaux dans l’espace des phases.

D’autre part, nous ne nous limitons plus à une description en nombre de modes actifs ou

d’oscillateurs linéaires indépendants pour une série temporelle, mais en terme d’exposants de

Lyapunov. Les caractérisations, essentiellement à partir de la géométrie locale de l’attracteur,

nous permettent d’en déduire certaines de ses propriétés géométriques et dynamiques globales

(dimension, horizon de prédiction..).

Des études atmosphériques suivant différentes échelles de temps ont été menées à partir

de séries variées provenant par exemple de mesures des vitesses de vents ou d’enregistrements

d’isotopes dans les fonds marins. En étudiant des séries à l’échelle de l’heure, Tsonis et El-

sner (1988) ont trouvé un attracteur atmosphérique de dimension 7.3, Essex et al. (1987)
et Fraedrich (1987) ont eux relevé un attracteur de dimension entre 6 et 7 pour des echelles
saisonières. Des études océaniques similaires ont mis en évidence des comportements chaotiques

et des attracteurs associés (Vallis, 1986; Tziperman et al., 1994).
Ce type de travaux est étendu à l’ensemble des domaines de recherche: médecine, biologie,

finance et musique.

Nous avons souligné au chapitre consacré à la rotation de la Terre (Chapitre 1), que les
fluctuations de la rotation de la Terre étaient fortement influencées par l’action de l’atmosphère

et des océans. Il apparaît donc nécessaire aujourd’hui de se demander si des caractéristiques

déterministes non linéaires similaires à celles existant pour ses excitations, peuvent être retrouvées

dans les fluctuations de la rotation de la Terre. Pour cela, nous avons à notre disposition des

séries combinées précises (Chapitre 1) des paramètres de rotation de la Terre (EOP). Nous
allons effectuer plusieurs études non linéaires appliquées à diverses séries issues de l’observation

de la rotation de la Terre et voir s’il est possible d’y détecter une composante non linéaire
déterministe de faible dimension.

Ces études font l’objet de la partie ci-après.
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Partie 2

Applications aux séries de rotation
de la Terre et aux séries de moment

cinétique atmosphérique
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Introduction générale

Le Chapitre 1 était consacré à la présentation de la théorie et des connaissances actuelles con

cernant la rotation de la Terre. Nous y décrivions également les séries temporelles de mesures

des paramètres d’orientation de la Terre, EOP (PMX et PMY pour le mouvement du pôle et
LOD pour la longueur du jour) et donnions une caractérisation linéaire simple sous forme de

décomposition en composantes périodiques principales et résiduelles du signal (terme annuel,
semi annuel, Chandler, bruit..).
Le Chapitre 2 était une introduction aux notions principales et au vocabulaire de la théorie des

systèmes dynamiques dont nous avions besoin au Chapitre 3 (espace des phases, orbites, at-
tracteur..). Ce dernier présentait en effet de manière critique à l’aide d’exemples, des méthodes
récentes d’analyse non linéaire de signaux reposant sur la théorie des systèmes dynamiques.

Les Chapitres 4, 5 et 6 sont des chapitres d’application de tous ces résultats à des séries de

rotation de la Terre (Chapitres 4 et 6), à des séries atmosphériques (Chapitre 5).
Dans le Chapitre 4, nous allons étudier la partie résiduelle du spectre de Fourier (périodes

inférieures à 100 jours) pour les séries de paramètres d’Orientation de la Terre (EOP), tan
dis que le Chapitre 6 sera consacré aux modulations incomprises et inexpliquées du terme de

Chandler dans le mouvement du pôle.

Le Chapitre 5 est en quelque sorte une étude dynamique comparative entre les séries issues

de l’observation de la Terre et les séries issues de l’observation de ses excitations (ici princi
palement l’atmosphère). Nous caractériserons dynamiquement les séries de moment cinétique
atmosphérique (EEAM) afin d’essayer de dégager des signatures analogues à celles présentes
dans le signal de rotation de la Terre. Cette étude permettra sans doute de mieux comprendre

l’interaction entre les fluctuations terrestres et les excitations atmosphériques.

D’une façon générale, il est toujours intéressant d’aborder un problème sous différents angles.

L’introduction des méthodes non linéaires d’analyse du signal pour la caractérisation des séries

de rotation de la Terre ne pourra que compléter et préciser nos connaissances actuelles.
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Chapitre 4

Caractérisation non linéaire des

séries à courtes périodes de la

rotation terrestre, EOP[1-100] jours

1 Introduction

Cette partie a fait l’objet de deux publications dans le journal: Geophysical Journal Interna

tional (Annexes 2a et 2b).
La question que nous nous posions avant d’entamer ce travail était la suivante:

Est-il possible, (est-on capable actuellement avec les méthodes disponibles, la qualité et longueur
des séries de rotation de la Terre ainsi que la nature de la dynamique réelle) de déceler une com
posante non linéaire déterministe de faible dimension dans les séries EOP à courtes périodes?

Nous allons montrer que non seulement cela a été possible mais nous avons même pû donner

des caractéristiques dynamiques et dimensionnelles de cette composante.

Les résultats sont très encourageants et novateurs puisqu’ils ouvrent la voie à des extensions

telles que la prédiction non linéaire des séries et la modélisation déterministe de certaines com

posantes de la rotation de la Terre.

2 Motivations

• Les fluctuations de la rotation terrestre, pour des périodes inférieures à 100 jours, sont

principalement d’origine atmosphérique et océanique (Eubanks et al., 1988; Rosen et
Salstein, 1983). Or, les dynamiques propres des océans et de l’atmosphère sont très
complexes pouvant aller du point fixe à la turbulence. La plupart des modèles de circu

lation dans les fluides géophysiques comportent un couplage non linéaire des variables et

possèdent tantôt des solutions stables, tantôt des solutions instables selon les valeurs des

paramètres du modèle. Il existe plusieurs ’Toutes” conduisant à des comportements chao

tiques, détectées dans des modèles numériques de variations atmosphériques (voir Legras
et Ghil, 1985; ou Palmer, 1993). Concernant par exemple l’oscillation El Nino, les modèles
actuels décrivent le phénomène atmosphéro-océanique couplé ”ENSO” comme résultant

d’une série d’accrochage en fréquence due aux résonances non linéaires de ce phénomène

avec le cycle annuel et conduisant finalement au chaos (par exemple, chronologiquement
avec des modèles de plus en plus précis et réalistes: Vallis, 1986; Tziperman et al., 1994;

Jin et al., 1994; Stone et al., 1998). Le phénomème El Nino intervient fortement dans
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les variations des séries de rotation de la Terre et de moment cinétique atmosphérique

aux échelles saisonnières mais aussi dans les "résidus” confirmant le rôle primordial de la

dynamique océanique/atmosphérique sur la dynamique terrestre.

Ainsi, les divers modèles de circulation océanique et atmosphérique présentent les mouve

ments de ces fluides comme des processus non linéaires pouvant, après bifurcations, con

duire à des solutions apériodiques, et chaotiques. Les flots atmosphériques et océaniques

sont par conséquent des systèmes présentant des comportements turbulents bien recon

nus. Leur influence temporelle sur la rotation de la Terre est directement mesurable dans

les séries de paramètres de rotation de la Terre, qu’en est-il de leur dynamique?

D’autre part, l’étude de certaines séries temporelles liées aux systèmes atmosphériques et

océaniques a été menée du point de vue de l’analyse non linéaire. Par exemple, Tziperman

et al. (1994) dérivait une série temporelle de ”ENSO” à partir du modèle de prédiction
de Zebiak et Cane (1987) et confirmait la chaoticité du système en isolant une dimension
fractale d’attracteur. Cependant ce type de caractérisation reste dépendant d’un modèle

a priori. Il est malheureusement difficile de travailler à partir des séries d’observation

réelles de EN SO (par exemple l’indice SST) car celles-ci restent à l’heure actuelle trop
courtes pour être introduites dans les méthodes non linéaires de traitement du signal.

Plus généralement, la dynamique atmosphérique a été étudiée du point de vue de l’analyse
non linéaire des séries à partir d’observables diverses. Dès 1984, Nicolis et Nicolis appli

quait l’algorithme de Grassberger-Procaccia à une série d’isotopes marins. L’information

contenue dans un tel enregistrement est importante pour la connaissance de l’évolution

climatique à longue échelle. Leur conclusion est que le système climatique possède un

attracteur étrange de dimension 3.1. En 1987, partant de la même approche, Essex et
al. ont caractérisé comme chaotique, la dynamique climatique à l’échelle journalière.

Fraedrich (1987) a lui aussi analysé une série journalière de pression atmosphérique de
surface et trouvé une dimension d’attracteur entre 6.8 et 7.1 et un horizon de prédiction

du système associé de 12-17 jours pour le climat (à l’échelle saisonnière). Parallèlement,

Tsonis et Elsner (1988), dont l’étude a porté sur les variations atmosphériques à très
courtes périodes (vitesse des vents à 10 mètres au dessus du sol mesurée toutes les 10

secondes) ont mis en évidence un autre attracteur chaotique atmosphérique.
Concernant les océans, des comportements chaotiques ont été trouvés par Osborne et al.

(1986) à partir de séries océaniques.

Ce qui est à retenir de ces travaux, est que les processus dynamiques au sein des océans

et de l’atmosphère, considérés sur diverses échelles de temps, présentent des comporte

ments chaotiques que l’on retrouve aussi bien à travers les modèles que par l’analyse des
observations.

Notons qu’ici la discussion liée à la turbulence et au modèle de Lorenz prend sa place. En

effet, le modèle de Lorenz décrit le comportement d’une couche fluide horizontale chauffée

par le bas. La partie chaude du fluide formée en bas est plus légère et a tendance à monter

en créant des courants de convection. La modélisation de ce processus par Lorenz conduit

pour une certaine fenêtre de valeurs des paramètres, à un comportement chaotique. Il est

intéressant de noter que ce type de phénomène a lieu dans l’atmosphère où l’air au sol est
chauffé et s’élève.
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• Les équations de Liouville donnent une description théorique de la rotation de la Terre.

Les excitations extérieures y agissent à travers des modifications du tenseur d’inertie et du

moment cinétique relatif de la Terre. En l’absence de simplifications, les équations de Liou

ville sont des équations différentielles ordinaires non linéaires couplées (non autonomes)).
Non seulement la non linéarité des équations peut favoriser des résonnances entre différents

modes du système qui conduisent à l’apparition de mouvements chaotiques, mais aussi,

les excitations extérieures à la Terre présentant des dynamiques chaotiques n’ont pas de

raison d’être tranformées en processus stochastiques par l’intermédiaire des équations de
Liouville.

• Enfin, la simple interprétation du spectre de Fourier des fluctuations à courtes périodes

de la rotation de la Terre est ambiguë et problématique. Ce spectre continu peut être

à la fois le témoin d’un processus stochastique de grande dimension ou d’un processus

déterministe non linéaire de faible dimension (Abarbanel 1996). La Figure 4.1 rappelle
les spectres de puissance des séries LOD (a), PMX (c), PMY (d) pour des périodes
inférieures à 100 jours et de la série x(t) de Lorenz (b) (cette dernière comporte environ
1000 oscillations chaotiques sur une longueur de 10080 points). Superposé à ces spectres,

nous avons représenté le comportement spectral typique d’un bruit blanc (0), de Flicker

(-1) et d’une marche aléatoire (-2).
La vue de ces quatre spectres indique qu’aucun d’eux ne suit une loi de puissance spectrale

simple et bien définie. La similarité de ces quatre figures montre qu’un spectre continu

n’est pas forcément synonyme de la présence d’un bruit (Lorenz est issu d’un phénomène

purement chaotique). Ainsi on ne peut pas qualifier les séries de rotation de la Terre
à courtes périodes ni la série de Lorenz, de bruit aléatoire, ou de marche aléatoire. Il

faut rechercher de quelle nature exacte sont les processus sous jacents présentant un

spectre de Fourier continu. Pour Lorenz on connaît déjà la réponse, pour les séries de

rotation de la Terre, c’est cette recherche que nous entreprenons dans toute la suite de

ce chapitre. Dans la littérature scientifique, cette partie du spectre de la rotation de la

Terre est cependant qualifiée de ”bruit coloré” (Eubanks, 1993). En effet, les fluctuations
inférieures à 100 jours mesurées dans les séries de rotation de la Terre, présentent des

oscillations apériodiques dont la loi de puissance est proche de celle d’une marche aléatoire.

Par exemple, l’oscillation à 50 jours caractérisée dans les séries de longueur du jour n’est

pas purement périodique (elle peut varier entre 30 jours et 60 jours). Elle apparaît avec
une certaine apériodicité et de manière intermittente. Elle pourrait être le résultat de la
manifestation d’une instabilité chaotique, cependant, le débat sur son origine stochastique

ou déterministe n’est pas clos. Ainsi, les fluctuations inférieures à 100 jours des EOP

apparaissent comme la superposition d’oscillations apériodiques peu comprises et d’un

signal dont le fond spectral global est bruité de manière apparemment aléatoire. L’étude
non linéaire de l’ensemble de ces irrégularités est un moyen efficace de savoir si celles-ci

sont globalement d’origine stochastique ou le fruit de non linéarités déterministes.

Ainsi pour toutes ces raisons, il nous a paru intéressant de nous interroger sur l’existence

d’une éventuelle composante déterministe non linéaire dans les séries de rotation de la Terre

(PMX, PMY et LOD) (qui proviendrait sans doute de l’action des fluides géophysiques),
dans la mesure où nous avons désormais les moyens techniques de la rechercher (analyse non

linéaire). Nous allons chercher des contraintes quantitatives (dimensionnelles, de stabilité...)
pour construire un modèle capable de ”capturer” la dynamique des excitations des courtes

périodes de la rotation terrestre (sachant qu’il n’est pas possible de faire tourner des modèles
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globaux océaniques et atmosphériques très précis). Nous pourrons alors savoir s’il est plus
judicieux d’adopter des modèles stochastiques ou bien non linéaires déterministes pour les

variations à courtes périodes de la Terre. Est-il possible de décrire dynamiquement cette partie

du spectre? Dans quelle mesure la chaoticité des excitations est elle retrouvée dans les séries
terrestres?

FIGURE 4-1: Tracé Log-Log du spectre de puissance en fonction de la fréquence (en cy
cle/jour) pour

a) LOD (ms2).
b)d) PM (mas2).
c) Lorenz chaotique (sans unité).
Pour permetre une comparaison, les droites symbolisent le comportement théorique des spec

très de puissance d’un bruit blanc (0), de Flicker (-1) et de marche aléatoire (-2).
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3 Résultats

Nous présentons ici les résultats publiés dans les deux articles précédemment cités, sans insister

sur les tests de sensibilité à divers paramètres. Ceux ci sont expliqués plus longuement dans les
dits articles.

1 Données

Nous utilisons la série combinée C04 de TIERS (IERS, annual report 1997) pour le mouvement
du pôle PMX et PMY et pour la longueur du jour LOD. Nous ne gardons que la partie corres

pondant à des périodes inférieures à 100 jours afin de nous affranchir des grandes périodicités

(annuelle, Chandler...) grâce à l’application d’un filtre de Vondràk (Vondràk, 1977a et b). La
série LOD est également corrigée des effets de marées (signaux périodiques bien connus).
Les séries contiennent 27 ans de données (de 1970 à 1997) avec un échantillonnage de un point
par jour (10080 points).
Nous donnons à titre indicatif les valeurs des écarts quadratiques moyens (rms) de ces séries

(Table 4.1).

Séries Unités rms

PMX mas 2.30

PMY mas 1.57

LOD ms 0.117

Table 4-1: rms des séries EOP filtrées ([1-100] jours).

Afin de faire une analyse critique des résultats, nous formons également des séries con

taminées dans une proportion de 10 % rms1 de bruit stochastique (bruit blanc /o, bruit de
flicker /_i et bruit rouge /_2) et d’un signal purement chaotique issu du système de Lorenz
(lor).
Notons qu’un tel niveau de bruit est assez irréaliste car il est réellement grand. De ce fait, la

robustesse des résultats à ces contaminations, ne les rendra que plus convaincants. Dans un

premier temps nous devons rechercher le temps de retard et la dimension de plongement de

l’espace de reconstruction.

2 Temps de retard

Nous avons calculé et tracé les fonctions d’autocorrélation des séries PMX, PMY et LOD

(Figure 4.2a). Le premier zéro de ces fonctions fournit une valeur possible du temps de retard
(Abarbanel, 1996). Nous avons ensuite calculé et tracé les fonctions d’information mutuelle
(AMI) pour ces mêmes séries (Figure 4.2b). Dans ce cas, le premier minimum de cette ”au-
tocorrélation non linéaire” fournit elle aussi une valeur possible du temps de retard (Fraser et

Swinney, 1986).

'EOPcW = EOP(i) + 0.1 (;£^r) CONT(i),
EOP équivaut à PMX, PMY ou LOD et CONT s’applique à /_2, /o, /-1 ou lor
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Les résultats obtenus par les deux méthodes sont très similaires. La Table 4.2 permet de com

parer les valeurs du temps de retard (exprimées en fréquence d’échantillonage, ici donc en jours)
pour chaque série.

Sériés t correl. t AMI

PMX 15 15

PMY 18 18

LOD 11 10

Table 4-2: valeur du temps de retard optimal (en jour) suivant la fonction d’autocorrélation
(correl) et la fonction d’information mutuelle (AMI).

Figure 4-2: Recherche du temps de retard r pour les EOP filtrées:

a) par la fonction d’autocorrélation (la valeur de t est lue au premier zéro).
b) par la fonction d’information mutuelle (la valeur de t est lue au premier minimum).

Nous savons que la fonction AMI est davantage adaptée aux signaux non linéaires. Cepen

dant, la similitude des résultats AMI/correl ne nous donne aucune information quant à la nature
linéaire ou non des séries observées. Par contre, aucun dilemme ne se pose quant au choix des

valeurs à adopter.

Nous avons testé la sensibilité de la valeur de r à la longueur N de la série. Plus la série

est longue, plus la valeur du temps de retard semble diminuer. Cependant elle se stabilise à
partir de N = 6000 points. Ainsi il apparaît que nous avons un nombre de données suffisant

(N = 10080) pour avoir une estimation de r convenable et constante.
Nous avons également testé la sensibilité de l’algorithme à la présence de contamination en

appliquant le calcul du temps de retard aux séries contaminées des paramètres d’orientation

de la Terre évoquées précédemment. Les valeurs de r trouvées ne sont pas affectées par cette
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” contamination”.

Nous avons aussi étudié l’influence sur r, de la fréquence d’échantillonage At des séries EOP
en faisant varier At de 1 à 10 jours. On observe une croissance linéaire de r avec At. Une

augmentation de la période d’échantillonnage correspond à une troncature de la partie à courtes

périodes du spectre, ainsi le temps de corrélation (mesuré grossièrement par r) s’allonge. Cette
dépendance quasi linéaire de r à la période d’échantillonage, indique que la partie du signal de

périodes inférieures à la période de coupure de l’opération de combinaison (30 jours en 1970 et
3 jours en 1990), est certainement perdue.

En conclusion, nous pensons que les valeurs de r sont assez peu sensibles aux contaminations et à

la période d’échantillonnage. Elles sont peut être légèrement surestimées à cause de la longueur

finie des séries et de leur période d’échantillonnage. Néanmoins il faut garder à l’esprit que

ces valeurs ne sont pas des invariants dynamiques des fluctuations à courtes périodes de la

rotation de la Terre mais sont les meilleures déterminations possibles, en moyenne, par rapport

à l’information disponible dans chaque série, permettant une reconstruction convenable. Nous

verrons de plus que la sensibilité des algorithmes à la valeur du temps de retard est marginale

voire inexistante. Ainsi les valeurs de temps de retard trouvées semblent assez robustes pour

construire les composantes indépendantes des vecteurs y{n) et passer à la seconde opération du

plongement à savoir trouver la dimension de plongement D*E.

3 Dimension de plongement

Dans le chapitre précédent, nous avons souligné grâce à plusieurs exemples, les limites des al

gorithmes destinés à calculer DE. En connaissance de cause, nous appliquons tout d’abord
l’algorithme du pourcentage de faux voisins aux séries EOP[ 1 — 100] jours.

Pour les trois séries, le pourcentage de faux voisins atteint un minimum faible (entre 5 et 10
%) dès la dimension D — 4 mais ne vaut jamais zéro. Ce résultat peut être à la fois le témoin
de la présence d’un processus de type ”bruit rouge” ou d’un processus déterministe de faible

dimension contaminé par du bruit (qui empêche la convergence nette vers zéro). Abarbanel et
al. (1993), ont trouvé les mêmes problèmes de non stabilité à zéro avec une série de Lorenz
contaminée par du bruit blanc.

Interrogeons nous également sur la sensibilité des résultats à divers changements de paramètres.

Le nombre de points de la série ne semble pas vraiment être important pour le pourcentage de

faux voisins détectés par l’algorithme. L’addition de 10 % rms de contamination ne modifie

pas grand chose non plus et la sensibilité à la valeur de r est elle aussi marginale. Les Figures

4.3 présentent le pourcentage de faux voisins en fonction de la dimension de plongement D

recherchée, pour (a) PMX, (c) PMY et (e) LOD ainsi que le même algorithme appliqué aux
séries EOP contaminées (graphes de droite).
On remarque que dans le cas d’une contamination par une série de Lorenz, le pourcentage de

faux voisins suit exactement la progression de la détermination initiale, tandis que la contami

nation par le bruit de grande dimension augmente légèrement et systématiquement les valeurs

du pourcentage.

Ceci peut, peut-être, être une première indication de l’origine déterministe des séries. En effet,

si le signal était une ”marche aléatoire”, l’addition d’un léger pourcentage de ”marche aléatoire”

ne devrait pas influer sur le résultat de l’algorithme. Par contre, ajouter deux dynamiques op

posées a toutes les chances selon nous d’apparaître à ce niveau. La pollution "chaotique” de

faible dimension ne perturbe pas le résultat laissant présumer que le signal inconnu possède

déjà une dynamique assez semblable. Cependant, les variations observées sont tellement faibles
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que ces remarques restent fortement subjectives. A ce stade, on peut choisir une dimension de

plongement suffisante D*E = 5 pour les trois séries EOP.

Figure 4-3: Pourcentage de faux voisins globaux en fonction de la dimension de plongement

pour:

a) PMX, c) PMY, e) LOD, b) PMX contaminé, d) PMY contaminé, f) LOD con
taminé.

Concernant les symboles: le triangle est associée à la série initiale, l’étoile correspond à la

contamination par un signal issu de l’attracteur chaotique de Lorenz, le losange correspond

à la contamination par un bruit blanc, le cercle, à un bruit de Flicker et la croix à un bruit

rouge.
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l’intégrale de corrélation est un second moyen de déterminer la dimension de plongement.

Les résultats fournis par cet algorithme permettront de confirmer ou non les valeurs retenues

précédemment. Les courbes LogC(r)/Logr présentent des pentes qui semblent saturer à partir

de D*e = 5 (Figure 4.4).

LOD[1-100] jours

Figure 4-4'- Détermination de l’intégrale de corrélation en fonction de la dimension de

plongement pour LOD filtré [1-100] jours:
Les pentes demeurent stables dès la dimension 5.

Nous avons représenté l’évolution des pentes estimées en fonction du rayon r pour PMX,

PMY et LOD respectivement, la valeur de saturation en DE égal 5 est confirmée (Figure 4.5).
La saturation n’a lieu que sur la partie de la courbe correspondant à des valeurs de r partic

ulières pour PMX, PMY (compris entre 10~4 et 10~3) et LOD (compris entre 10~2 et 10-1).
Les valeurs de r sont associées à la partie ”la plus linéaire” des courbes (LogC(r)/Logr).
Théoriquement, il faudrait considérer :r —> 0 (Roberts, 1991). Or en pratique, on est limité
par plusieurs effets: Pour r petit, il y a apparition de ”plateaux” au début des courbes

LogC(r)/Logr correspondant à la troncature des données et aux erreurs d’arrondis. Le problème
du bruit se pose également. Si l’on prend des hypersphères de rayon r trop petit, leur contenu

sera composé uniquement par le bruit et non par les points de la trajectoire.

Pour r grand, on arrive à une saturation des pentes, c’est-à-dire que si r atteint la taille de

l’attracteur, on comptabilise alors tous les points et LogC(r) —» 0.
La lecture des pentes doit donc se faire sur une partie finie et linéaire des courbes. Il n’est pas

possible de donner de règle générale. C’est l’expérience qui permet petit à petit de repérer cette

zone au mieux et de comprendre en quoi consiste le signal.
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Figure 4-5: valeur des pentes de Fintégrale de corrélation en fonction de r et de la dimen

sion de plongement pour:

PMX (gauche), PMY (milieu) et LOD (droite).
La pente la plus basse (pour r = —2), correspond à la dimension 1 puis la courbe juste au
dessus correspond à la dimension 2 etc... jusqu’à la dimension 10.

(On observe une saturation des pentes dès la dimension 5 correspondant à la première partie
des courbes LogC(r)/Logr, avant le coude.)

La saturation de la pente est donc effective en De* = 5 pour les trois séries. Cette dimension

est valide dans la mesure où le critère de sélection de Ruelle (1990) est vérifié: D*E < 2LogioN
avec N = 104. Nous avons bien DE < 8.

L’algorithme n’est pas sensible à la variation de la longueur de la série. Cependant pour

des valeurs inférieures à 3000 points, la dimension diminue mais les résultats ne rentrent plus

dans le critère de Ruelle. R faut au moins une série de 3000 points pour accorder confiance à la

valeur de la dimension de plongement. Avec 10080, nous sommes assurés d’avoir une longueur
suffisante. La sensibilité à r est inexistante.

Nous avons de plus analysé l’effet de la contamination sur le comportement des intégrales de
corrélation. Les résultats obtenus sont intéressants car nous voyons que lorsque la série EOP est

contaminée par du chaos, la courbe C(r) n’est pas modifiée et garde la même forme tandis que

la contamination par du bruit tend à changer la forme particulière de la courbe (en éliminant
le coude) (Figure 4.6). Ce résultat semble être une nouvelle indication de la présence d’un
processus de même nature qu’un chaos déterministe dans les séries de rotation de la Terre.

Rappelons que le ”coude” apparaissant parfois dans les diagrammes LogC(r)/Logr peut être
dû à deux choses:

D’une part, le comptage des paires de points dans l’algorithme Grassberger-Procaccia doit être
commencé non pas à 1 mais à une valeur supérieure à r car sinon on risque de considérer des

points proches temporellement et pas dynamiquement (Theiler, 1987).
D’autre part, Eckmann et Ruelle (1985) ont souligné que l’existence d’un tel coude était typique
des systèmes chaotiques et pouvaient refléter également la superposition de deux dynamiques
déterministes.
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Ici, le coude disparaît avec la contamination par le bruit. Ceci peut être interprété comme le

fait que le signal aléatoire détruit le déterminisme. Ainsi si le coude apparent résulte de la

superposition de deux dynamiques non linéaires, le bruit tend à masquer celle associée aux r

petits en remplissant les ”boules” C(r) associées et en faisant perdre le sens des trajectoires.
Par contre ajouter une contamination chaotique ne modifie pas l’éventuel déterminisme du

processus.

LOD[1-100] jours contamine (DE‘=6)

Figure 4-6: Comportement de la courbe LogC(r)/Logr pour la dimension de plongement 6
pour LOD (triangle) et LOD contaminé:
par du chaos (Lorenz: symbole croix), par du bruit (symboles: étoile (f-2), cercle (fo) et
losange (f-i)).

Nous retenons comme valeur de dimension de plongement, la valeur suffisante: D*E = 5/6.
Nous sommes alors quasiment assuré d’avoir trouvé un espace de reconstruction de dimension as

sez grande pour que les orbites soient bien dépliées et qu’on puisse y effectuer des déterminations

dynamiques correctes.

4 Reconstruction 3D

Nous pouvons considérer, à ce stade de la discussion, que les séries EOP courtes périodes

(< 100 jours), sont soit la somme d’un processus déterministe de faible dimension et d’un bruit
stochastique masquant une convergence nette des résultats, soit le résultat d’un processus fal
lacieux de type marche aléatoire. Notre conjecture en faveur de la première solution est étayée

par les raisons suivantes:

1) Le spectre de Fourier est continu et ne suit pas de loi de convergence nette.
2) Le pourcentage de faux voisins globaux tend à se stabiliser sur une valeur constante faible
(5/10 %) dès que la dimension de plongement atteint 5.
3) Les pentes de LogC(r)/Logr saturent aussi autour de la même valeur de D*E et possèdent
un coude.

4) La contamination chaotique ne modifie pas le comportement des algorithmes.

5) Ces résultats sont cohérents entre eux bien qu’ils soient obtenus avec des séries relativeme-
ment courtes, bruitées, filtrées et pas forcément bien échantillonées.

Nous ne pensons pas que la convergence vers une dimension finie soit due à la présence d’un
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bruit rouge. Afin d’en être sûr, nous avons décidé de tracer la projection 3D des orbites re

construites dans un espace de dimension 6 (assurant un bon dépliement des orbites des EOP)

pour chaque série de rotation de la Terre PMX, PMY et LOD.

Ce procédé nous permettra de savoir si l’on a affaire à des courbes fractales ou à une trajectoire

continue (voir Chapitre 3). Nous avons choisi plusieurs combinaisons possibles de 3 composantes
retardées parmi 6 (d’où les quatre graphes indiquant simplement une projection différente des
orbites en 3D, Figure 4.7, pour PMY).
Les orbites projetées de PMX et LOD forment des figures très similaires. Les conclusions

s’appliquant à PMY sont aussi valables pour les deux autres séries. Les vecteurs ÿ(n) s’enroulent
de façon continue et ordonnée. Les intersections apparentes, proviennent de la projection des

orbites sur un espace trop petit. Cette projection 3D élimine donc l’hypothèse de l’existence

d’un processus stochastique dominant et renforce la thèse de l’origine déterministe des fluctu

ations des séries EOP ([1-100] jours). Ce résultat est en accord avec la nature même de la
réponse dynamique de la Terre (équations de Liouville) mais aussi avec l’origine déterministe
de la plupart des flots géophysiques induisant les fluctuations de la rotation de la Terre. Les

vecteurs reconstruits dessinent donc un attracteur borné pour le système dans l’espace des

phases. Bien entendu, les séries possèdent un certain niveau de bruit aléatoire qui perturbe un

peu les résultats en masquant partiellement la véritable nature déterministe (on voit la présence
du bruit sur les courbes en 3D au centre de la figure où les points se repartissent de manière

moins continue et plus aléatoire). Les trajectoires reconstruites à partir des séries EOP peuvent
donc être décrites par un système d’équations différentielles ordinaires autonomes.

Ayant mis en évidence la très probable existence de cette dynamique déterministe de faible

dimension, il convient désormais de la décrire en calculant ses caractéristiques. Cela signifie que

nous allons évaluer la dimension locale de l’attracteur reconstruit Dl, sa dimension propre Da

ainsi que les exposants de Lyapunov. On pourrait s’interroger sur le fait qu’on ne retrouve pas

une dimension de plongement égale à 3 alors que les équations de Liouville possèdent 3 variables

d’états. Or, les excitations atmosphériques et océaniques s’expriment à travers les incréments

d’inertie, les couples et le moment cinétique relatif de la Terre. Ces derniers dépendent du

temps. Ainsi, les équations de Liouville sont non autonomes et il faut ajouter des dimensions

(des variables d’état liées aux excitations) pour les rendre autonomes. Ce sont d’ailleurs les
signatures des excitations (de dimension supérieure à 3) qui sont, selon nous, transmises aux
séries EOP et caractérisées ici.
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EOPyv.2,[OPy::
Figure 4-7: Reconstruction des orbites du système lié à PMY en dimension 6 sous 4 pro
jections 3D différentes.
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5 Dimension locale

Nous recherchons désormais la dimension locale de la dynamique ou plus précisément le nombre

d’exposants de Lyapunov que nous aurons à évaluer pour décrire la divergence des orbites sur

l’attracteur du système. La valeur de la dimension locale est également intéressante puisqu’elle

indique le nombre d’équations différentielles ordinaires autonomes d’ordre 1 qu’il faudrait pour

décrire la dynamique observée localement sur l’attracteur, reconstruit à partir de la série tem

porelle x(n).
Dans le cas géophysique qui nous intéresse, cela permet de connaître le nombre de variables

et d’équations différentielles dont nous aurions besoin pour modéliser les fluctuations à courtes

périodes des EOP. Ce modèle déterministe est bien entendu inconnu. Il serait intéressant, bien

que le défit soit bien plus compliqué, de trouver alors, d’une part un jeu de variables adéquat, et

d’autre part les équations différentielles en ces variables capables de rendre compte de façon sa

tisfaisante des propriétés dynamiques et dimensionelles des attracteurs déduits des séries EOP

observées. On pourrait ainsi pour chaque EOP, construire un système d’équations différentielles

modélisant de manière unique les systèmes associés. Cette description déterministe serait une

solution alternative à la description stochastique usuelle et est à développer dans le futur.

Appliquons les algorithmes du pourcentage de mauvaises prédictions et du nombre de valeurs

propres significatives, aux séries de rotation de la Terre.

Les séries sont plongées dans un espace de dimension D > De* afin que les orbites soient bien

dépliées (ici on choisit D = 10). La dimension locale trouvée par la méthode des mauvaises

prédictions vaut environ 6 ou 8 pour le mouvement du pôle et est autour de 7-9 pour la longueur
du jour, (Figure 4.8 gauche). Ces valeurs sont surestimées puisqu’elles dépassent la valeur de

la dimension de plongement D*E. Nous avons remarqué au Chapitre 3, la très grande sensibilité
de cette prédiction locale à la présence de bruit. En effet l’algorithme a tendance à prédire le

bruit local et perd toute notion de la trajectoire réelle. Cet effet est d’ailleurs amplifié avec

l’analyse des séries contaminées par 10 % de bruit. Dans ce cas on a 100 % de mauvaises

prédictions pour toutes les dimensions quasiment (la chute soudaine de la courbe en De* = 9

provient uniquement du nombre fini de données). Si nous augmentions D, et quelque que soit
sa valeur, nous aurions 100% de mauvaises prédictions jusqu’à une chute à la dimension D — 1.

Par contre, lorsque les séries sont contaminées par du chaos, le pourcentage de mauvaises pré
dictions suit fidèlement le comportement initial des séries non contaminées.

La grande sensibilité de l’algorithme aux contaminations stochastiques provient du fait que

le bruit occupe toutes les directions de l’espace qui lui sont offertes. Ainsi localement, en

présence de bruit, on aura tendance à trouver des points dans de nombreuses directions n’ayant

rien à voir avec celles de la dynamique réelle. C’est pour cela que la dimension locale qui

comptabilise le nombre de directions principales des orbites est toujours surestimée en présence

de bruit. Pour Lorenz, le système occupe seulement 3 directions (dont une très faiblement car

l’attracteur est quasi-plan), sa contamination est donc moins ”génante” (d’autant moins si ces
directions coïncident avec celles des systèmes EOP).

L’autre méthode (notée ici ”vpmr” (valeur propre moyenne relative)) plus géométrique
donne des résultats plus convaincants. En effet, on obtient des valeurs de la dimension locale

entre 5 et 6 pour LOD et entre 4 et 5 pour PMX et PMY (Figure 4.8 droite). Là encore, les
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séries contaminées confirment le surestimation des valeurs de la dimension locale par le bruit.

Cependant cette seconde méthode est plus robuste face à des données réelles car elle ne nécessite

pas d’ajustement par moindre carrés ni de prédiction. Bien entendu les petites valeurs propres

sont difficile à trouver à cause du niveau bruit. Cependant, les conséquences sur la valeur

de la dimension locale trouvée sont moindres qu’avec le premier algorithme. Cet effet y était

amplifié par la projection sur les directions associées à ces valeurs propres mal déterminées.

D’autre part, les résultats obtenus avec cette méthode (”vpmr”) pour des séries synthétiques
(Chapitre 3), se sont avérés meilleurs que ceux obtenus par l’algorithme du pourcentage de
mauvaises prédictions. Le comportement stable des résultats face à une contamination par une

série de Lorenz est là encore une indication possible de la présence d’un processus déterministe

non linéaire de faible dimension dans les séries de rotation de la Terre possédant des directions

principales communes avec l’attracteur de Lorenz.

On retiendra comme valeur de la dimension locale, le compromis: Dl = 5 pour les 3 EOP.

Figure 4-8: Détermination de la dimension locale Dl par le test du poucentage de mau

vaises prédictions (%, graphe de gauche) et le test des valeurs propres moyennes relatives
(vpmr, graphes de droite).
Les trois figures représentent de haut en bas: LOD, PMX et PMY chacune contaminée

par des bruits stochastiques (+f-2, +fo) et un signal chaotique (-\-lor).
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6 Exposants de Lyapunov globaux

Nous nous intéressons à la stabilité globale des systèmes dynamiques décrits par les séries de

rotation de la Terre. La connaissance de l’ensemble des exposants de Lyapunov est primordiale

pour la reconnaissance du type de phénomène sous-jacent. L’existence d’exposants positifs

traduit une divergence exponentielle des trajectoires. En effet, un exposant positif est associé à

une direction instable de l’attracteur et traduit donc la présence d’un comportement chaotique

(forte sensibilité aux conditions initiales).
Pour les séries de rotation de la Terre, nous nous attendons à trouver un exposant nul (associé
à la direction neutre le long du flot) puisque d’une part les fluides géophysiques sont décrits
par des flots et d’autre part la rotation de la Terre décrite en terme d’équations de Liouville est

aussi un système continu d’équations différentielles. De plus, la précision de cet exposant nous

fournira une idée de l’erreur commise sur la détermination des autres. D’une manière générale,

les exposants positifs sont les plus facile à déterminer. En effet, ceux-ci correspondent à une

dilatation des volumes dans l’espace des phases tandis que les exposants négatifs sont les plus

difficiles à obtenir dans la mesure où ils correspondent à une contraction des volumes et donc

leur effet disparaît très rapidement dans le temps.

Afin de calculer l’ensemble des exposants globaux de Lyapunov associé à chaque série EOP,

nous avons décidé de travailler en dimension locale, Dl = 5. Ainsi l’algorithme fournira 5

exposants.

Un moyen pratique de tester si le nombre d’exposants calculé est correct, est de les évaluer avec

d’un coté le temps t positif, puis en inversant le signe du temps (t —» —t). Un exposant réel
change de signe quand t change de signe et garde approximativement la même valeur absolue

tandis qu’un faux exposant se comporte de manière totalement quelconque lorsque t change

de signe. Ainsi, si la dimension locale h/, a été choisie trop grande, on aura Dl — D'L faux
exposants et la dimension locale réelle sera D'L < Dl- Si la dimension locale a été choisie trop
petite, les Dl exposants seront vrais et il manquera le complément en exposants négatifs. Ceci

est moins important puisque les exposants négatifs permettent de définir le taux de dissipation

du système mais c’est surtout l’existence d’un exposant principal positif qui a un rôle primordial

dans la caractérisation dynamique d’un processus.

Le calcul des exposants de Lyapunov globaux fournit pour LOD, PMX et PME, deux

exposants positifs, un exposant nul (avec une précision avoisinant les 5%), et deux exposants
négatifs (Figure 4.9 et Table 4.3). Seuls les résultats pour LOD sont présentés car ceux concer
nant PMX et PMY sont similaires. La précision obtenue pour les exposants positifs est donc

supérieure à 5% tandis que pour les exposants négatifs, nous ne pouvons pas vraiment donner

de barre d’erreur. Le test sur le temps inverse nous assure la réalité dynamique de ces cinq

exposants.

La somme des exposants est négative indiquant la nature dissipative du système. Les conditions

sont donc ici réunies pour affirmer avec peu de réserves que la dynamique cachée sous les 3 séries

EOP à courtes périodes est non seulement déterministe et plus particulièrement chaotique. Il

faut cependant être prudent car il a été montré (Tanaka et al., 1996) qu’il était possible de
trouver de faux exposants positifs pour une série aléatoire. Or, d’une part le test du temps

inverse permet de résoudre ce problème et d’autre part, en amont même du calcul des exposants

de Lyapunov, les autres algorithmes sont capables de démasquer le bruit (les dimensions, et
surtout la reconstruction 3D nous ont assuré que les systèmes étaient bien déterministes). Il
serait donc surprenant d’être trompé jusqu’à ce stade par un bruit aléatoire. Tanaka et al. ont

d’ailleurs souligné ce point en indiquant que leur étude était purement un cas d’école.
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Nous avons de plus effectué le calcul des exposants de Lyapunov pour les séries EOP con

taminées. L’addition de 10 % de bruit blanc perturbe fortement la valeur des exposants de

Lyapunov en faisant ”exploser” la valeur de l’exposant principal. Les résultats ne sont plus

valides dans la mesure où la somme des exposants devient positive (système ni conservatif
ni dissipatif). Deux trajectoires déjà divergentes apparaissent comme encore plus divergentes

avec une contamination par du bruit blanc. L’exposant nul perd fortement sa précision et

il faudrait augmenter largement la dimension locale pour retrouver un résultat physiquement

réaliste. L’addition d’un bruit coloré /_2 ou d’un système de Lorenz ne change pas de beaucoup

les résultats (pour Lorenz les valeurs diffèrent de moins de 10 %) (Table 4.4).

Finalement, l’exposant principal de Lyapunov (Ai > 0) est égal à:

0.33 (/j) pour LOD
0.34 (/j) pour PMX
0.38 (/j) pour PMY.

Celui-ci nous permet de définir un horizon théorique de prédiction (Hp). Au delà de cet
horizon de prédiction, l’erreur de prédiction sera de l’ordre du rms de la série. Nous trouvons

les valeurs suivantes (nous rappelons que ces valeurs s’appliquent aux séries à courtes périodes
(inférieures à 100 jours) de la rotation de la Terre):
11.8 jours pour LOD

11.5 jours pour PMX

10.2 jours pour PMY

Cela signifie qu’une erreur de l’ordre de 0.001 ms sur LOD atteindra la valeur 0.06 ms

au bout de 12 jours. Pour PMX et PMY, des erreurs respectives de 0.02 mas et 0.015 mas

atteindront 1.15 et 0.75 mas au bout d’une dizaine de jours.

Les valeurs données dans les Tables 4.3 et 4.4 ont été calculées pour des séries de longueur

sensiblement différente de celles utilisées pour la rédaction des articles des annexes 4 a et b,

et filtrées légèrement différemment (IERS, 1997). Nous voyons que, de ce fait les valeurs des
exposants principaux sont légèrement modifiées mais le comportement dynamique général reste

le même (exposant de Lyapunov positif, horizon de prédiction de l’ordre de 10 jours et com

portement global dissipatif).
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Figure 4-9: Exposants de Lyapunov Globaux pour LOD.
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Sériés LOD PMX PMY

Ai + 0.3335 0.3407 0.3845

Ai- 0.4675 0.5225 0.4868

A2+ 0.1895 0.1688 0.2198

À2— 0.2970 0.3275 0.3111

A3+ 0.0348 0.0443 0.0639

A3— 0.1143 0.1349 0.1146

A4+ -0.2015 -0.1244 -0.1504

A4— -0.1631 -0.1238 -0.1688

A5+ -0.7481 -0.6961 -0.7366

A5— -0.7712 -0.7452 -0.8062

E Ai+ -0.3918 -0.2667 -0.2187

E A*— -0.0556 0.1160 -0.0625

DLyap 4.47 4.62 4.70

Hv 11.8 11.5 10.2

Table 4-3: Valeurs des exposants de Lyapunov globaux:

A;+ correspond à l’exposant calculé pour le temps ”normal”. (Les exposants sont ordonnés

dans l’ordre décroissant). À;— correspond à — lx l’exposant Xi calculé pour le temps ”inversé”.
E A; + / — est la somme des exposants indiquant la nature dissipative ou non du système. ÜLyap
est la dimension de Lyapunov déduite des valeurs des exposants de Lyapunov. Hp est l’horizon
de prédiction du système (en jour).

Sériés LOD + f0 LOD + /_2 LOD -f lorenz

Ai + 0.8554 0.3785 0.3442

Ai- 0.9392 0.4577 0.4575

A2 + 0.6725 0.2245 0.1985

a2— 0.7433 0.2902 0.2877

A3+ 0.4555 0.0574 0.0274

A3 — 0.5201 0.0901 0.1029

A4+ 0.1076 -0.2284 -0.1853

A4 — 0.18921 -0.1893 -0.1727

A5 + -0.5928 -0.8599 -0.7543

A5 — -0.5325 -0.8618 -0.7840

EA.-+ 1.4982 -0.4277 -0.3696

E Ai- 1.8593 -0.2131 -0.1094

DLyap - 4.50 4.51

Hp 4.6 10.3 11.4

Table 4-4: Valeurs des exposants de Lyapunov globaux pour LOD contaminé:

L’ejfet des contaminations sur les exposants de PMX et PMY sont semblables.
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7 Exposants de Lyapunov locaux

L’étude des variations temporelles de l’exposant principal Xi(t) permet de caractériser la sta
bilité locale des processus chaotiques de faible dimension observés dans les séries de rotation

de la Terre. Nous avons calculé les exposants pour des matrices locales de longueur L = 8

et L = 64. La valeur L — 8 jours est choisie car assez proche du temps de retard (celui-
ci est, on le rapelle, l’intervalle minimum nécessaire pour avoir des données non-linéairement

indépendantes). La valeur L = 64 jours correspond à une moyenne des variations courtes des
exposants sur environ 2 mois.

Les graphes de la série temporelle de l’exposant principal local pour LOD, PMX et PMY

montrent une grande variabilité, indiquant des pertes significatives de stabilité autour de cer

taines dates (correspondant à des positions particulières sur l’attracteur).

Examinons tout d’abord le cas de la longueur du jour (Figure 4.10). Le pic le plus important
se distingue nettement autour de l’année 1983. A cette époque, la valeur de l’exposant moyen

(global) est multiplié par un facteur 2 à 3, par conséquent l’horizon de prédiction Hp est réduit
d’un même facteur. Il est intéressant de remarquer que cette perte de stabilité du système

apparaît pendant l’évènement majeur El Nino de 1982-1984. Ce que nous voyons ici n’est pas

l’effet de El Nino sur l’évolution temporelle de la longueur du jour mais la perturbation qu’il

excerce sur la stabilité propre de l’évolution dynamique du système reconstruit à partir de la
variable LOD.

Ainsi non seulement les fluctuations à courtes périodes de la rotation de la Terre sont de nature

chaotique mais ont de plus des variations locales de stabilité cohérentes avec les excitations

qui s’excercent sur la Terre à diverses échelles de temps. En effet, n’oublions pas que nous

travaillons avec les séries EOP filtrées au dessus de 100 jours. La variabilité observée, liée aux

excitations extérieures, est le résultat d’évènements géophysiques particuliers sur cette partie

du signal. Même si un évènement El Nino dure plusieurs mois, on trouve sa signature sur les

EOP à courtes périodes. Cependant, cette variation a lieu tout le temps où l’excitation est
maintenue.

La chaoticité de la rotation de la Terre pour ces courtes périodes est héritée de la complexité

dynamique du système océanique/atmosphérique et la perte locale de ”prédictibilité” de la
longueur du jour est directement reliée à la perte de stabilité du système océanique/atmosphéri
que couplé. Ceci renforce la réalité physique de l’exposant positif car ses variations temporelles

sont liées sans ambiguïté à des mouvements géophysiques des fluides.

Un autre ”pic” important a lieu en 1977 et correspond également à l’apparition d’un phénomène

ENSO dans le système océanique/atmosphérique. La courbe 4.11 montre d’ailleurs l’indice

SST (”Sea Surface Température” entre Darwin et Tahiti) mesurant les El Nino entre 1970 et
1998.

On observe également des pertes de stabilité un peu plus faibles en 1972-73 et 1996. Celles-ci

sont sans doute aussi reliées à des phénomènes ENSO. L’apparition apériodique des EN SO

entraine une perte apériodique de la stabilité de la vitesse de rotation de la Terre. D’autre

part, la stabilité de LOD est aussi dépendante de sa propre dynamique interne et de processus

atmosphériques et océaniques autres que El Nino, qu’il n’est pas possible ici d’identifier ou de

mettre en évidence séparément. Notons que le fait que la courbe ”64” détecte les évènements

avant la courbe ”8” n’a rien de dynamique mais est uniquement dû à la façon dont l’algorithme

fonctionne. En chaque point correspondant au ”temps to”, l’algorithme calcule respectivement

le résultat de la moyenne de L = 8 et 64 matrices jacobiennes prises à partir âeto. Un évènement

au temps îqq sera déjà perçu en to pour les longueurs ”64” tandis qu’il faudra attendre d’être
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au temps to = t^ ou £53 pour que ce même évènement se fasse sentir sur la stabilité locale de

fenêtre 8. Ainsi la détection des évènements est un peu décalée. En résumé, plus L est pris

grand, plus tôt le même évènement sera enregistré.

Exposants de Lyapunov Locaux
LOD

Figure 4-10: Variations temporelles locales, moyennées sur 8 et 64 jours, de l’exposant

principal de Lyapunov de la série LOD.

Figure 4-11: Indice SST (variation de température à la surface de la mer entre Darwin et
Tahiti) entre 1970 et 1998.

Pour PMX (Figure 4.12), une forte variation de Ai(t) est visible autour des années 1971-74.
Là encore, l’horizon de prédiction du système est réduit à environ 3 jours. Cette période corres

pond, pour le système océan/atmosphère, au changement de polarité entre deux évènements
La Nina et El Nino de 1973 (La Nina correspond à l’anomalie inverse de El Nino).
Les autres pics sont moins significatifs.

139



Néanmoins les pertes de stabilité secondaires les plus importantes sont situées autour des années

1976-77, 1980, 1987 , 1991 et 1996. On remarque un pic en forme de ”Dirac” en 1984 au niveau

des variations de l’ordre de 8 jours. Ce pic n’est pas suivi par les fluctuations lissées (64 jours).
Il peut être dû à un artefact (aucune signification physique) ou bien à un évènement très précis
et dont le temps caractéristique très court aurait fait basculer le régime dynamique de PMX

de façon importante et soudaine. Il n’est pas possible d’expliquer chaque variation observée de
manière aussi évidente que El Nino.

Exposants de Lyapunov Locaux
PMX

Dates

Figure 4-12: Variations temporelles locales de l’exposant principal de Lyapunov de la série
PMX.

Pour PMY (Figure 4.13), on observe deux pics bien marqués (en 1975-76 et en 1982-83).
Le premier peut être attribué à la transition La Nina/El Nino, tandis que le second semble
clairement correspondre au El Nino de 1982-83.

Un troisième pic extrêmement important en 1996 n’a pas pû être relié à une anomalie dans le

système océan/atmosphère. Nous nous sommes alors interrogés sur le rôle que pouvaient jouer
les séismes sur la stabilité de la rotation de la Terre. Nous savons que les tremblements de Terre

sont trop faibles pour être détectés dans les séries de rotation de la Terre (e.g. Chao et Gross,

1987) mais ceci ne signifie pas qu’ils n’ont aucun effet sur la stabilité du système. Nous avons
relevé pour l’année 1996 (Engdahl et al., 1998), 5 tremblements de Terre de magnitude élevée

(supérieure à 7.5 sur l’échelle de Richter). Il est envisageable que l’accumulation de grands
séismes cette année là soit la cause de la variation de la stabilité locale de la composante PMY.

Cependant, par manque de connaissance sur les seismes, nous ne préférons rien conclure mais

restons persuadés qu’une étude serait à mener dans cette direction.

D’autre part, nous avons vu que l’exposant principal global pouvait ”exploser” lors d’une con

tamination par du bruit blanc. Ainsi le pic de 1996 n’aurait peut être aucune signification

physique et proviendrait d’une présence plus forte de bruit dans cette région de l’attracteur et

faisant "exploser” localement Ai.

Néanmoins, le fait de pouvoir relier certaines variations locales de X\(t) à des processus atmo
sphériques et océaniques renforce la réalité physique de cet exposant.
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Exposants de Lyapunov Locaux
PMY

Date

Figure 4-13: Variations temporelles locales de l’exposant principal de Lyapunov de la série
PMY.

Exposants de Lyapunov Locaux
LOD (+f0)

2.0

1.0

0.0

Figure 4-H- Variations temporelles locales de l’exposant principal de Lyapunov de la série

LOD contaminée par du bruit blanc.

Exposants de Lyapunov Locaux
LOD (+f-2)

Figure 4-15: Variations temporelles locales de l’exposant principal de Lyapunov de la série

LOD contaminée par une marche aléatoire.
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1.0

0.0

Figure 4-16: Variations temporelles locales de l’exposant principal de Lyapunov de la série

LOD contaminée par une série chaotique.

L’étude de la variation de l’exposant local principal dans le cas des séries contaminées de

rotation de la Terre montre que les pics dominants sont conservés.

Par exemple pour LOD, la contamination par le bruit blanc a fait "exploser” la valeur moyenne

de Ai mais les pertes de stabilité en 1982-84 et 1996 sont toujours bien visibles (Figure 4.14).
La contamination par /_2 accentue la variation en 1992 beaucoup plus faible sur la série non

contaminée (Figure 4.15). Enfin la contamination par Lorenz accentue un évènement en 1972-
73 (Figure 4.16). Le comportement général reste cependant le même et le El Nino 1982-83 est
toujours bien marqué.

On pourrait s’interroger sur la raison pour laquelle, un même évènement El Nino n’est

pas visible sur la stabilité des trois séries EOP, (ceci est valable d’ailleurs pour tout type
d’excitation). En effet, un même évènement sera présent de façon plus ou moins marquée dans
les séries de stabilité de rotation de la Terre, selon la position occupée sur l’attracteur au mo

ment où l’excitation a lieu. L’exemple de Lorenz permet de visualiser ceci, si on exerce une

perturbation extérieure quand l’orbite passe par le centre de la figure, celle-ci apparaît au mo

ment où le système est le moins stable et peut changer de lobe très facilement . Au contraire, la

même perturbation excercée sur l’extrémité d’un lobe de l’attracteur aura un effet peu sensible

sur la trajectoire et par conséquent sur la variation locale de l’exposant principal.

Ainsi le fait qu’on distingue très nettement l’effet de tel El Nino et non de tel autre sur la

stabilité de LOD par exemple n’a rien de surprenant. Tout dépend de l’état du système au

moment où celui-ci a lieu. De plus la rotation de la Terre est perturbée par diverses forces et

l’effet cumulé de celles-ci peut annuler certaines variations de stabilité et en augmenter d’autres

le long de telle ou telle composante.

D’autre part, nous ne voyons aucune signature de El Nino de 1997. Ceci vient probablement

du fait qu’il faudrait travailler sur des séries d’au moins deux années plus longues ou que le

système se trouve dans un état relativement stable (plus stable qu’en 1982-83).
La Table 4.5 relève les variations principales de la stabilité locale pour chaque série EOP

et les dates associées. En dernière ligne nous rappelons les valeurs moyennes globales à titre

comparatif. Dans cette table, les valeurs de la ligne supérieure sont celles de l’exposant principal

et les valeurs juste dessous sont celles des horizons de prédiction (en jours) associés.

Exposants de Lyapunov Locaux
LOD (+lorenz)

I 64 1
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Dans tous les cas, nous n’attachons pas trop d’importance aux valeurs exactes des exposants

locaux ou des horizons de prédiction associés. Leur estimation dépendant fortement de la

qualité des données. Par contre, leur signe, leur résistance au test du temps inverse et la
corrélation de leurs variations temporelles avec des excitations extérieures reconnues sont des

facteurs robustes à considérer. Notons également que nous travaillons sur la stabilité du système
pour des périodes inférieures à 100 jours, c’est-à-dire, toutes les déterminations s’appliquent aux

séries à courtes périodes. Il est évident que si nous avions travaillé avec les séries brutes, les

horizons de prédiction seraient plus grands et la taille de l’attracteur aussi.

Sériés LOD PMX PMY

Date des évènements

0.5 1.2 0.38

1972-73 7.8 3.3 10.2

0.7 0.2 0.6

1977-78 5.6 19.5 6.5

0.33 0.75 0.38

1979-80 11.8 5.2 10.2

1.4 0.4 0.8

1982-84 2.7 9.8 4.9

0.33 0.7 0.8

1991-92 11.8 5.6 4.9

0.6 0.9 2

1995-97 6.5 4.3 1.9

0.33 0.34 0.38

Valeurs Moyennes globales 11.8 11.5 10.2

Table 4.5: Dates des variations principales de stabilité associées aux séries EOP. La
première ligne donne la valeur de l’exposant local et la seconde l’horizon de prédiction associé
en jours. Certaines pertes de stabilité pourraient avoir une cause géophysique commune.

8 Dimension de l’attracteur

Les caractérisations précédentes ont fait émerger l’existence d’un processus déterministe non

linéaire et chaotique de faible dimension dans les séries courtes périodes de rotation de la Terre
problablement témoin des excitations géophysiques non linéaires. Ainsi l’attracteur du système
devrait avoir une dimension fractale.

Une première valeur de la dimension de l’attracteur est fournie par la dimension de Lyapunov
obtenue à partir de exposants globaux de Lyapunov. Les valeurs trouvées sont fractales:

DLyap - 4.47 pour LOD
DLyap = 4.62 pour PMX
DLyap = 4.70 pour PMY

Il est très difficile de mettre une barre d’erreur sur ces déterminations. Les limitations vien

nent de la détermination plus ou moins bonne des exposants négatifs. Nous allons ici essayer

de vérifier ces résultats par une autre méthode. Nous savons que la dimension de Lyapunov est
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une borne supérieure de la dimension d’attracteur Da obtenue par l’intégrale de corrélation.

Une chose dont on est sûr, est que la dimension d’attracteur est forcément supérieure à 3 puisque

les orbites ont encore des points d’intersection en dimension 3 (vu en projection 3D).
Reprenons les résultats de l’algorithme qui calcule la fonction de corrélation C(r) (algorithme
de Grassberger et Procaccia, 1983, cf Chapitre 3). Nous représentons les valeurs des pentes
mesurées sur la partie linéaire des courbes LogC(r)/Logr pour les trois séries EOP courtes

périodes (Figure 4.17).
Malheureusement il est difficile de constater une convergence nette des pentes vers une valeur

constante autour de la dimension de plongement raisonnable D*E = 5/6 (les résultats pour
PMX sont un peu meilleurs). On observe grossièrement, le comportement suivant pour les
trois séries: les pentes augmentent jusqu’à le dimension 5 ou 6 puis continuent de croître mais

de plus en plus faiblement, comme si un signal aléatoire superposé au signal déterministe, con

trebalançait en partie l’effet de saturation attendue en ”tirant” les courbes.
Il n’est donc pas possible de déterminer une dimension d’attracteur précise avec cette méthode.

Cependant une "fourchette” raisonnable à la vue des courbes, pour la dimension d’attracteur
est:

Entre 4.5 et 5.5 pour LOD

Entre 3.5 et 4.5 pour PMX

Entre 4 et 5 pour PMY

En outre, l’application de ce seul algorithme ne permet pas de conclure sur la nature chao

tique d’un système pour deux raisons principales:
1. Les incertitudes dans l’évaluation de Da- la dimension d’un 2-tore ne peut pas être retrouvée

strictement égale à deux, avec un nombre fini de points (Chapitre 3, Figure 3.15c).
2. L’existence d’attracteurs étranges (Da fractale) et non chaotique.

Pour LOD, la dimension de Lyapunov n’est pas vraiment une borne supérieure de la dimen

sion de l’attracteur obtenue par cet algorithme. Ceci vient sans doute du fait que l’intégrale de

corrélation est peu précise et si LOD contient un petit pourcentage de bruit de mesure, celui-ci

aura tendance à induire une pente de convergence plus grande. C’est ce que nous observons ici.

Nous voyons que l’application de ce seul algorithme est insuffisant lorsqu’on traite de données

expérimentales bruitées. En effet, ce test n’indique pas de valeur précise de Da qui d’après les

"fourchettes” pourrait être aussi bien entière que fractale. Le calcul des exposants de Lyapunov

est plus crédible (ce point est souligné par Ruelle, 1990).

La prise en compte conjointe de ces résultats et de la valeur de la dimension de Lyapunov

fournit finalement plus précisément des valeurs de Da’-

• Entre 4.5 et 4.47 pour LOD, ceci signifie en gros que la dimension a de forte chance d’être

bien fractale et égale à 4.5.

• Entre 3.5 et 4.6 pour PMX

• Entre 4 et 4.7 pour PMY, les conclusions ici sont moins évidentes.

Il est difficile de conclure assurément à une quelconque dimension fractale de l’attracteur à

la vue des résultats des algorithmes. Selon nous, la dimension de l’attracteur est cependant

bien fractale mais ceci repose plutôt sur un ensemble de remarques précédentes. L’exposant
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de Lyapunov positif est associé à une direction instable sur l’attracteur. Dans la plupart des

systèmes chaotiques, cette variété instable a une structure feuilletée de dimension non entière

qui rend Lattracteur étrange (des attracteurs chaotiques de dimension entière ont été trouvés
dans des systèmes théoriques mais n’ont pas encore été observés).

Concernant les séries EOF, l’existence d’une variété instable est non ambiguë (robustesse de la
valeur de l’exposant principal de Lyapunov). D’autre part, nous accordons une confiance plus
grande aux valeurs des dimensions de Lyapunov qu’aux valeurs des dimensions de corrélation.

Enfin, les dynamiques responsables des variations observés des EOP possèdent des attracteurs

étranges dont la structure et les directions instables ont toutes les chances d’être transmises de

manière quasi-transitive à celles de la rotation de la Terre à courtes périodes.

Figure 4-17: Valeur de la pente LogC(r)/Logr en fonction de la dimension de plongement
pour PMX (haut), PMY (milieu) et LOD (bas).
Les barres d’erreur sont calculées comme étant la valeur du rms de la pente sur sa moyenne.
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4 Discussion et conclusion

Nous avons dégagé les caractéristiques dimensionelles (dimension de plongement, locale, d’attrac-
teur) et dynamiques (exposants de Lyapunov) des séries à courtes périodes (inférieures à 100
jours) des paramètres d’orientation de la Terre (EOP [1-100] jours). Les divers tests effectués
nous ont assuré une certaine robustesse des résultats face à la contamination par un autre

processus ainsi qu’à la longueur des séries et au choix du temps de retard du plongement.

En particulier, nous avons remarqué que les caractéristiques dimensionelles sont surestimées

lorsque le signal est contaminé par du bruit stochastique tandis qu’elles sont peu modifiées

lorsque la contamination consiste en une série issue d’un système chaotique (Lorenz), ce qui
laisse supposer que les processus en question sont de nature proche.

D’autre part, il est certain que les prétraitements appliqués aux séries peuvent partiellement

éliminer certaines parties du signal et en particulier les très courtes périodes.

Concrètement, nous avons reconstruit chacune des 3 séries de rotation de la Terre [1 — 100]
jours (PMX, PMY et LOD) dans un espace de reconstruction de dimension 5 ou 6. La
continuité des trajectoires fût la preuve de la nature déterministe à opposer à stochastique de

ces fluctuations. Nous avons déterminé deux vrais exposants de Lyapunov globaux positifs.

Ces exposants positifs sont révélateurs de la nature non linéaire et chaotique des fluctuations

courtes périodes de la rotation de la Terre entre 1970 et 1997. Les orbites remplissent donc un

attracteur chaotique dont la dimension semble être une valeur fractale entre 4 et 5. Certaines

grandes variations locales de la stabilité ont été largement reliées à des évènements El Nino.

Malheureusement il n’existe pas à l’heure actuelle de caractérisation dynamique ni dimensionelle

complète et unanime de ce phénomène chaotique permettant une comparaison directe avec la
Terre.

Notre analyse éclaire cependant sur la relation de causalité entre EN SO et les fluctuations de

la rotation de la Terre à partir d’un point de vue totalement différent. En effet, les variations

locales des exposants de Lyapunov des EOP, mesurent en quelque sorte, l’augmentation tem

poraire de la chaoticité du système causée par un évènement ENSO.

Les fluides atmosphériques et océaniques sont d’une manière générale les principaux respon

sables de l’instabilité mesurée sur les attracteurs EOP reconstruits. Ils agissent à la fois sur

la dynamique globale mais aussi sur les variations temporelles de l’exposant principal de Lya

punov. En effet, des comportements turbulents sont omniprésents dans les fluides excitant la

Terre à diverses échelles de temps. Aussi, les valeurs caractéristiques de la dynamique terrestre

sont-elles représentatives de l’instabilité moyenne du système. Les processus atmosphériques et

océaniques à différentes échelles de temps et agissant en différents lieux, se superposent pour

engendrer les fluctuations observées de la Terre. De plus, le système océanique/atmosphérique
est assez complexe pour autoriser la coexistence de plusieurs attracteurs et comporter des bi
furcations.

En effet, il peut exister plusieurs attracteurs dans un même espace des phases. A cause des

excitations extérieures et/ou du bruit, les orbites peuvent passer d’un attracteur à un autre de

façon apparemment erratique. S’il n’y a qu’un seul attracteur, le système peut aussi changer

d’état par variation d’un paramètre interne. Les caractéristiques obtenues par l’analyse d’une

série temporelle résulterait d’une sorte de moyenne de ces états.
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Le lecteur pourrait s’interroger sur le fait qu’on ne retrouve pas les mêmes caractéristiques

dimensionelles et dynamiques (même variations dans X\(t) par exemple) pour les trois séries
EOP compte tenu qu’elles sont les trois variables des équations de Liouville. Or le point es

sentiel est que la Terre ne constitue pas un système dynamique chaotique en soi. Ce qui est

caractérisé à travers les trois EOP n’est pas le système rotation de la Terre isolé. D’autre part,

les équations de Liouville n’étant pas autonomes, elles ne se limitent pas à un système de trois

équations non linéaires. Par contre, les fluctuations courtes périodes des EOP témoignent bien

d’une signature chaotique qui est directement induite par les excitations géophysiques. Dans la

mesure où les excitations sont couplées différemment selon qu’elles agissent sur PMX, PMY

ou LOD, il est normal de ne pas retrouver les mêmes attracteurs en chaque EOP. On trouve

un attracteur pour LOD qui n’a pas les mêmes propriétés que celui de PMY ou PMX tout

simplement parce que les variables intervenant dans sa description et les processus géophysiques

responsables de son existence sont différents. De plus, il serait intéressant d’étudier le signal

complexe PMX + iPMY dans la mesure où la définition des orientations de l’axe du pôle

suivant ”æ” et ”y” est sans doute entachée d’arbitraire.

En conclusion, cette étude complète, issue de la théorie des systèmes dynamiques est ap

pliquée pour la première fois aux séries de rotation de la Terre ([1-100] jours). Des caractéri
sations non linéaires des séries de longueur du jour ont été menées de façon préliminaire dans

trois études antérieures. En 1990, Malinestkii et al. (1990) relèvent une borne inférieure de
dimension d’attracteur magnétohydrodynamique de 1.3 ± 0.3, à partir de données de LOD

tous les 6 mois entre 1656 et 1984. D’autre part, Tiwari et al. (1992) appliquent uniquement
l’algorithme de Grassberger-Procaccia (1983) à une série journalière de longueur du jour filtrée
à un an. Ils concluent, moyennant quelques réserves, à une valeur de dimension d’attracteur

entre 5 et 7, et donc à la présence de chaos dans LOD. Cependant, la légitimité de leurs

résultats, assez imprécis, n’est pas discutée. Nous avions obtenu, avec le même algorithme,

des évaluations de la dimension d’attracteur, insatisfaisantes. D’autre part, cet algorithme

utilisé seul ne permet pas de conclure directement sur la nature chaotique d’un processus issu

d’une série d’observations. En outre, les résultats de Tiwari et al., ne vérifient pas le critère de

sélection de Ruelle (série trop courte face à la dimension proposée). En 1994, Tiwari et al., es
timent ”l’entropie de Kolmogorov”, K. 22, de la même série et déduisent un temps de prédiction
théorique pour LOD de l’ordre de 7-8 jours. Cette valeur est comparable avec l’horizon de 11

jours estimé à partir de l’exposant principal de Lyapunov.

Les résultats de notre étude répondent bien à la question initiale: il est possible de déceler

une composante non linéaire déterministe et chaotique de faible dimension dans les séries EOP

courtes périodes. Les séries étant à la fois de qualité suffisante et les algorithmes robustes

aux contaminations. L’ayant décelée, il a même été possible d’en donner ses principales carac

téristiques.

La Table 4.6 résume les résultats numériques associés à la caractérisation dynamique des

séries LOD, PMX et PMY.

2
K2 ôrar—o \ln Cm(r) étant l’intégrale de corrélation à la dimension m
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Sériés LOD PMX PMY

T 10 15 18

De 5/6 5/6 5/6
Dl 5 5 5

Ai 0.33 0.34 0.38

-0.39 -0.27 -0.22

DLyap 4.5 4.6 4.7

Da 4.5 4.6 4.7

Hv 12 11.5 10

Table 4.6: Caractéristiques dynamiques des systèmes observés à travers les séries LOD

PMX et PMY filtrées.

t est le temps de retard (en jours), De* la dimension de plongement, De la dimension locale,
Ai, l’exposant principal de Lyapunov (en jour~l),Yj^i la somme de tous les exposants et les
dimensions d’attracteur: DLyap et Da, enfin la dernière ligne donne l’horizon de prédiction

théorique (Hp) en jours, de ces systèmes.

Des séries plus longues et plus précises des paramètres de rotation de la Terre nous perme

ttraient de reconstruire un attracteur mieux densifié. Le calcul de ses propriétés dynamiques

serait d’autant plus précis et permettrait de les relier plus objectivement aux variations de sta

bilité des systèmes océno/atmosphériques par exemple (certaines pertes de stabilité des EOP
restent mystérieuses).

Finalement qu’apprenons-nous d’une telle étude?

Nous pensons qu’aborder l’étude des séries EOP de cette manière est nécessaire. En effet, si

nous nous étions limité à l’analyse de Fourier, nous aurions sans doute caractérisé le spectre

[1-100] jours des EOP de marche aléatoire. En effet, le comportement spectral des EOP([ 1-
100] jours) et celui d’une ”marche aléatoire” sont semblables. Cependant, le comportement
dynamique est totalement différent (la reconstruction 3D en est la preuve). Dans l’espace des
phases, une marche aléatoire possède une dimension de corrélation fractale due à la constuc-

tion de la trajectoire et non à la présence d’une variété instable dans sa dynamique (qui est
stochastique). A l’opposé, les séries EOP ont des orbites continues et différentiables telles que
celles d’un système déterministe issu d’un flot. L’attracteur possède une variété instable et sa

dimension fractale provient de sa dynamique chaotique. Ceci a une implication directe concer

nant la modélisation. Elle ouvre une alternative à la modélisation autorégressive habituelle.

Concernant la prédiction, il nous a été possible de proposer un temps théorique au delà

duquel le système ne peut plus être prédit à cause de la divergence des trajectoires sur l’attracteur.

D faudrait maintenant tester des prédictions dynamiques (dans l’espace des phases sur l’attracteur)
des séries EOP et non pas dans l’espace temporel (série chronologique). Peut être pourrons-
nous améliorer les prédictions actuelles grâce à cette nouvelle approche qui prend en compte la

nature dynamique réelle du système et non simplement sa description statistique. L’avantage

des méthodes non linéaires de prédiction repose sur l’identification d’un attracteur. La prévision

est alors effectuée de manière à rester proche de lui en évitant les points ”aberrants”.
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Outre la réponse même à la question de la détection d’un processus non linéaire de faible

dimension dans les séries de rotation de la Terre courtes périodes, plusieurs résultats de cette

étude ont des implications fondamentales concernant la nature et l’origine géophysique des fluc

tuations observées de périodes inférieures à 100 jours.

Il faudra comparer activemement les caractéristiques dynamiques (dimension stabilité..) des
fluides océaniques et atmosphériques obtenues à partir de séries typiques aux caractéristiques

dynamiques de la présente étude. Ce point est repris de manière préliminaire dans le Chapitre 5.

D’autre part, il est intéressant de remarquer que ce type d’analyse n’est pas restrictif à une

classe de processus contrairement à l’analyse de Fourier. En effet, bien utilisé, il permet tout

aussi bien de mettre en évidence la périodicité d’un système, sa chaoticité ou sa nature aléatoire.

Finalement, les résultats obtenus pour les EOP ([1-100] jours) permettent d’espérer une
extension de notre méthodologie à:

-La prédiction non linéaire des séries courtes périodes de rotation de la Terre.

-La caractérisation systématique (afin de rechercher ”du signal”) des résidus des séries tem
porelles de rotation de la Terre et de géophysique d’une manière générale.

-La comparaison dynamique entre différents systèmes interactifs en complément de l’habituelle

comparaison temporelle (Chapitre 5).
-La reconstruction d’un système d’équations différentielles non linéaires autonomes tel que ses

solutions aient les mêmes propriétés dynamiques et de stabilité que les séries ([1-100] jours) des

EOP', par opposition à la modélisation statistique et stochastique des mêmes séries.

-L’étude d’autres signaux terrestres pour lesquels la description statistique n’est pas suffisante

(Chapitre 6).

149



Chapitre 5

Etude des séries de moment

cinétique atmosphérique.

Comparaison avec la rotation
terrestre

1 Introduction

Ce chapitre a fait l’objet de la publication d’un article au Journal of Geodesy en avril 1999

(annexe 3). Ce dernier est à l’heure actuelle sous presse. Le travail développé ici a pour
but de proposer une étude dynamique de certaines séries atmosphériques et de permettre une

comparaison et un lien avec les résultats dynamiques concernant les séries EOP.

2 Motivations

La Terre solide et l’atmosphère échangent leur moment cinétique selon la loi de conservation

du moment cinétique total (la Terre et l’atmosphère formant un système fermé). Ainsi toute
variation du moment cinétique atmosphérique est accompagnée d’un changement égal mais op

posé du moment cinétique de la Terre.

Depuis Barnes et al. (1983), on calcule les fonctions effectives de moment cinétique atmo
sphérique (EAAM) par intégration volumique d’un certain nombre de variables atmosphériques

(température, pression...) données par les centres météorologiques évaluant la prédiction du cli
mat en temps réel (Freedman et a/., 1994). Elles représentent ainsi une mesure globale de la
dynamique atmosphérique. Ces fonctions sans unités, peuvent ensuite être converties en unités

”EOP” (par l’intermédiaire des équations de Liouville, voir Chapitre 1). Elles permettent de
comparer directement les séries géodésiques et les séries de moment cinétique atmosphérique,

et de mesurer la partie atmosphérique des fonctions d’excitation totales responsables des varia

tions des paramètres d’orientation de la Terre (EOP) observées.
Ce type de comparaison a mis unanimement en évidence que la principale source d’excitation

des EOP pour des périodes saisonnières et inférieures, est l’atmosphère. Par exemple, Feissel

et Nitschelm (1985) ont souligné une très forte corrélation (0.8/0.9) entre la série de longueur
du jour observée et la série de longueur du jour induite par le moment cinétique axial at

mosphérique pour des périodes de 30 à 400 jours. Plus récemment, possédant des séries de
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meilleure qualité, Dickey et al. (1992) ont pû faire le même genre de constatation pour des
périodes descendant à 8 jours. Il est aujourd’hui sans aucun doute reconnu que l’atmosphère
est le principal responsable des variations observées dans les EOP.

Bien entendu, les comparaisons usuelles se font dans le domaine du temps (séries tem
porelles, corrélations) et des fréquences (spectre de fourier, ondelettes). Même si ces méthodes
ont fourni des résultats très intéressants, nous sommes restreints en un mode de pensée linéaire,
c’est pourquoi changer d’espace de travail ne peut que compléter et enrichir notre connaissance
actuelle.

Dans la mesure où une composante non linéaire déterministe chaotique a été caractérisée

dans les séries EOP[ 1-100] jours, il est légitime de se demander de quelle nature dynamique est
l’excitation principale (atmosphère) de ces processus. Nous avons donc calculé les propriétés

topologiques et dimensionelles des séries de moment cinétique atmosphérique [1-100] jours et
nous les avons comparées avec les caractéristiques trouvées pour les séries EOP[1-100] jours.
A terme, une comparaison complète dans l’espace des phases des séries EOP à diverses échelles

de temps et des séries de moment cinétique atmosphérique responsables de leur excitation, per
mettra de mieux comprendre de quelle manière la dynamique de l’atmosphère est transmise à

la Terre: retrouve-t-on la dynamique atmosphérique intégralement? à quel moment apparaît le

chaos? comment les équations de Liouville transforment-elles une dynamique particulière?

Nous essayons ici d’amorcer une réponse à toutes ces questions en adoptant une approche non
linéaire ou plus précisément, en cherchant à décrire dynamiquement les séries de mesures dans

l’espace des phases.

Les dimensions et les diverses quantités non linéaires nous renseignent à la fois sur le proces

sus sous-jacent aux mesures de moment cinétique atmosphérique (propriétés de l’attracteur) ,
sur le mode de transmission entre l’atmosphère et la Terre mais aussi sur le candidat supposé
manquant dans le spectre de la fonction d’excitation totale de la Terre.

Il n’est pas inutile de rappeler que l’atmosphère présente à différentes échelles de temps,
des comportements chaotiques. Depuis une dizaine d’années, les études non linéaires de la

dynamique atmosphérique se sont développées (pour une revue récente de l’application de la
théorie des systèmes dynamiques aux sciences atmosphériques, le lecteur est fortement invité à

consulter l’article de Ghil et al., 1991). Notre étude est donc loin d’être la première à se pencher
sur la mise en évidence et la description d’un attracteur atmosphérique à partir d’une série tem

porelle. Nicolis et Nicolis (1984), utilisent une série d’enregistrements d’isotopes marins pour
obtenir un attracteur climatique de dimension 3.1. Essex et al. (1987), conduisent une analy
se similaire à partir d’observations météorologiques journalières et retrouvent un attracteur

atmosphérique de dimension environ 6. Ceci confirme le fait que un système aussi complexe

que l’atmosphère peut être représenté par un attracteur de faible dimension. Tsonis et Elsner

(1988), analysent des mesures de vitesse de vent à 10 mètres du sol, données toutes les 10
secondes et caractérisent alors un attracteur de dimension estimée 7.3.

D’une manière générale, pour caractériser l’éventuel attracteur d’un système atmosphérique,

la variable observée peut être la pression ou la température. Fraedrich (1987), utilise d’ailleurs
des mesures journalières de pression de surface pour obtenir un attracteur atmosphérique de

dimension entre 6.8 et 7.1. Finalement, Henderson et Wells (1988), analysent deux séries
différentes (l’intensité des vents d’ouest corrigée du cycle annuel et la vitesse des vents lors d’un

orage). Ils obtiennent pour ces deux systèmes des dimensions d’attracteurs respectivement
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entre 5-6.5 et 4-5.5. Le spectre de puissance associé à ces deux séries avait révélé des pentes

respectivement de -3 et -5/3. La valeur -5/3 est une valeur clé puisque c’est celle de la loi du
spectre de puissance d’un processus turbulent bien développé. D’une manière générale, toutes

ces études montrent que l’attracteur associé à des séries météorologiques est de faible dimension

(entre 3 et 7). Les résultats dynamiques obtenus pour les séries atmosphériques sont importants
du point de vue de la modélisation numérique des processus météorologiques dans la mesure où

ils permettent d’identifier le comportement du système (type d’attracteur) et suggèrent quelque
chose à propos de la taille du système (dimension de plongement). En outre, il devient possible
de tester des modèles théoriques en comparant leurs attracteurs aux attracteurs empiriques

reconstuits à partir de séries temporelles.

Le texte est articulé de la façon suivante:

Tout d’abord, nous présentons les séries atmosphériques et leurs caractéristiques linéaires clas

siques. Les séries de moment cinétique atmosphérique sont très intéressantes puisqu’elles sont

issues de la réanalyse globale des données atmosphériques mondiales de ces 40 dernières années

par deux instituts américains: le NCEP et le NCAR (Kalnay et al., 1996) et sont par conséquent
récentes, homogènes, précises et longues.

Nous étudions dans un second temps, la dynamique des séries (Effective Atmo-

spheric Angular Momentum) à courtes périodes [1-100] jours, XiP-> X2P et X3W c’est-à-dire les
composantes de pression du moment cinétique atmosphérique équatorial et le terme de vent

du moment cinétique axial. Cette partie nous renseigne sur la nature dynamique propre de la

partie atmosphérique forçant la Terre.

Les divers résultats obtenus quant à la chaoticité des processus atmosphériques nous amènent

à confirmer que le chaos observé dans les courtes périodes des EOP est bien induit par le chaos

de l’atmosphère pour des échelles de temps similaires.

Nous limitons ensuite notre étude pratique à la série LOD atmosphérique issue du moment

cinétique axial et à la série de longueur du jour observée. La conversion de la série axiale sans

unité en unité millisecondes (ms) permet de quantifier la part des variations de la longueur du
jour causée par l’atmosphère.

Nous comparons alors ces deux séries à la fois dans le domaine temporel et dans l’espace

des phases afin de conjecturer sur une éventuelle excitation non atmosphérique à prendre en

compte.

En discussion, nous présentons nos idées sur la suite du travail à effectuer et les résultats à

espérer afin de mieux comprendre et caractériser les liens entre la Terre et ses couches fluides

(océans, atmosphère).

3 Description des séries de moment cinétique atmosphérique

Nous utilisons les séries effectives de moment cinétique atmosphérique (EAAM) décrites dans

Barnes et al. (1983) et calculées à partir des résultats de la réanalyse NCEP/NCAR. Le but
de cette réanalyse était de délivrer, à partir de mesures variées (satellites, bateaux, avions...),
des variables multiples de champs atmosphériques (comme par exemple le potentiel du taux
d’évaporation, la pression à la tropopause...). Les calculs sont effectués de manière uniforme sur
toute la longueur de l’intervalle d’étude, avec le même système global d’analyse, de manière à
éviter les ”sauts” artificiels dans les données causés simplement par le changement de méthode.

Les séries effectives de moment cinétique atmosphérique sont ensuite calculées selon Barnes et

al. (1983) en termes de pression et de vent pour chaque hémisphère. Ces séries sont données
toutes les 6 heures pendant 40 ans, soit au total, plus de 40000 points sont disponibles. Ce
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grand nombre de données un atout non négligeable pour la partie non linéaire de l’analyse.

Nous avons choisi de former les séries de pression et de vent globales (sommation de l’hémisphère
sud et de l’hémipshère Nord), en intégrant jusqu’à la pression 10 mb et sans correction de
baromètre inverse. Notons que la correction de baromètre inverse stipule que les océans

répondent localement à une variation de pression atmosphérique par une variation de la hauteur

d’eau de sorte que la pression au fond des océans demeure inchangée. Cette fonction fournit

des séries quasi identiques mais légèrement plus faibles en magnitude (Barnes et a/., 1983)).
Les sources principales d’incertitudes de ces séries météorologiques, viennent de la dissymétrie

des mesures sur le globe. En effet, l’hémisphère Nord et les continents sont beaucoup plus

couverts que l’hémisphère sud et les océans. Ainsi, il existe des zones entières sur le globe pour
lesquelles aucune mesure n’est disponible. D’autre part, les modèles utilisés sont encore limités

à cause des approximations physiques et numériques effectuées.

La prédiction dynamique de l’atmosphère est très sensible aux erreurs de modèle d’une part
et d’autre part aux erreurs dans les conditions initiales, réduisant toute prédiction réaliste à

2 semaines maximum (Rosen et al. 1987). Cette dernière remarque est très intéressante car

elle est à mettre directement en parallèle avec les horizons théoriques de prédiction trouvées

pour les FOP[1-100] jours qui étaient de l’ordre de 10 jours. Nous rediscuterons ce point dans
la partie consacrée à la caractérisation non linéaire des séries à courtes périodes de moment

cinétique atmosphérique.

La Figure 5.1 représentent les séries effectives de moment cinétique atmosphériques équatoriales

Xiw et X2W de vent et de pression XiP et X2P1 et axiales X3W et XzP-

La transformée de Fourier fait apparaître une forte composante annuelle pour chaque série et

une composante semi-annuelle parfois très peu marquée superposées à un fond continu (Figure
5.2).
De même le spectre de puissance semble indiquer que ce fond continu suit une pente plus ou

moins associée à une marche aléatoire (cela a déjà été souligné dans plusieurs études (par ex
emple, Eubanks et al., 1985) (Figure 5.3). Ce fond continu correspond à la partie à courtes

périodes [1-100] jours des séries de moment cinétique atmosphérique ou plus précisémment à la
partie non périodique des séries atmosphériques.
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X1w X1p

Figure 5.1: Séries temporelles de moment cinétique atmosphérique.
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Transformée de Fourier X1w Transformée de Fourier X1p

Figure 5.2: Transformées de Fourier des séries temporelles de moment cinétique atmo

sphérique.
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Spectre de puissance X1w Spectre de puissance X1p

Figure 5.3: Spectre de puissance des séries temporelles de moment cinétique atmosphérique.
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Rappelons que la forme continue d’un spectre de puissance est à la fois un indicateur possi

ble d’un bruit stochastique ou d’un chaos déterministe et qu’il n’est pas raisonnable de conclure

quoi que ce soit quant à la nature du processus à partir de la forme de son spectre uniquement.

La Table 5.1 donne les moyennes et rms des 6 séries précédentes. Les séries effectives de

moment cinétique atmosphérique sont sans unité (s.u.).

Sériés Moyenne rms

XiP (s.u.) -0.1529 1.999

X\w (s.u.) 0.1676 1.2632

X2P (s.u.) 15.49 2.506

X2W (s.u.) 4.7.10-3 1.2814

X3P (s.u.) 13.87 8.5.10~3

X3W (S.U.) 0.281 4.41.10"2

Table 5.1: Statistiques des séries brutes de moment cinétique atmosphérique.

Dans les séries équatoriales, les termes de pression, \iP et X2P1 sont dominants. En effet,

leur écart quadratique moyen est environ deux fois plus important que celui des termes de vent

Xiw et X2W• Ainsi la composante principale dans les séries Xi et X2 est la composante de pres

sion. R a d’ailleurs été fortement souligné (par exemple, Barnes et al., 1983) que la corrélation
entre xiP et X2P et les séries de mouvement du pôle respectivement PMX et PMY était très

importante, tandis que les composantes de vent Xiw et X2^ se révélaient de manière moindre
dans l’excitation de PMX et PMY.

Le phénomène inverse apparaît pour la composante axiale de moment cinétique atmosphérique.

En effet, le terme de vent X3W est dominant d’un facteur environ 5 en rms sur le terme de pres

sion X3P- Là encore, il a été montré que la corrélation entre l’excitation ”vent” et la longueur

du jour était très forte, et que l’influence du terme de pression était quasiment négligeable.

Ce qui nous intéresse désormais concerne la description dynamique des séries de moment

cinétique atmosphérique responsables pour la majeure partie de l’excitation de la rotation de

la Terre (c’est à dire Xi P, X2P et X3W)-

Les variations à courtes périodes des EOP témoignent d’une signature chaotique. Leur

excitation principale étant l’atmosphère à travers un échange de moment cinétique, nous nous

demandons si ce chaos observé est induit et transmis à la Terre par la dynamique propre at

mosphérique. Nous allons donc dans le paragraphe suivant, isoler la partie à courtes périodes

des séries xiPi X2P et X3wi et étudier les propriétés de leur dynamique dans l’espace des phases

afin de savoir si l’excitation principale des EOP à courtes périodes est dans un premier temps

déterministe ou aléatoire, puis si le déterminisme est retenu, est-elle chaotique ou non? Nous au

rions pû choisir de nous affranchir des périodicités et de la tendance, c’est-à-dire du déterminisme

linéaire (”traitement stochastique”) afin de caractériser les ’Tesidus” du signal atmosphérique
mais pour permettre une comparaison temporelle et dynamique avec les EOP[1-100] jours, nous
avons décidé ici d’appliquer le même filtrage ”courtes périodes” aux EAAM.
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4 Analyse non linéaire des séries à courtes périodes de mo

ment cinétique atmosphérique (xip, XzP X3^)

Nous avons appliqué le filtre de Vondràk (1977a,b) aux séries xiP, X2P et X3W brutes afin de ne
garder que les périodes inférieures à 100 jours par analogie avec l’étude des EOP [1-100] jours
du chapitre 4. Les séries sont également centrées et légèrement lissées afin d’éliminer le léger

bruit superposé au signal. Les trois séries ont un spectre de puissance continu s’apparentant

à celui d’une marche aléatoire. Il est donc important d’entamer une étude non linéaire de ces

séries. Afin de pouvoir éventuellement reconstruire les orbites liées aux systèmes dynamiques

observés des EAAM [1-100] jours, nous devons évaluer les temps de retard grâce à la fonction
AMI. Nous trouvons respectivement pour xip[l-100] jours , X2T>[1-100] jours et X3^[l-100] jours,
des temps de 10, 10 et 15 (échantillons) (Figure 5.4). Lorsque les résultats pour les trois séries
atmosphériques [1-100] jours sont similaires, seul un exemple est représenté graphiquement (ici

c’est la série Xip[l-100] jours).

Fonction d’information mutuelle

X1p filtroe

Figure 5.4- Fonction d’information mutuelle de la série filtrée équatoriale Xip[l-100] jours
de moment cinétique atmosphérique.

Le pourcentage de faux voisins globaux atteint zéro pour les trois séries à partir de la di

mension de plongement 5 (Figure 5.5). Nous remarquons que contrairement aux EOP[1-100]
jours la convergence est parfaite. Cela vient sans doute de deux raisons: d’une part nous avons

appliqué un léger lissage aux séries afin d’éliminer la plus grande partie du bruit de mesure et

d’autre part nous travaillons avec des séries homogènes de 50 000 points environ contre 10 000

pour les EOP.

159



Dimension de plongement

X1p filtree

Figure 5.5: Pourcentage de faux voisins en fonction de la dimension de plongement pour

Xip[l-100] jours.

Les séries EAAM[ 1-100] jours peuvent donc être plongées dans un espace de dimension finie

(valeur suffisante, De*=5). Malheureusement nous avons vu que certains bruits expérimentaux
de par leur structure pouvaient être plongés à tort dans un espace de dimension faible et finie.
Afin de caractériser réellement la dynamique sous jacente, il est utile de tracer une projection

des orbites reconstruites. Celles-ci, projetées en 2D forment des trajectoires continues pour les

trois séries (Figure 5.6). Il semblent que l’on ait donc affaire à des processus déterministes de
faible dimension (par opposition à des bruits). Pour identifier la nature de ce déterminisme, le
calcul de l’ensemble des exposants de Lyapunov est approprié.

Reconstruction de l’attracteur

Sérié X1p[1-100] jours

Figure 5.6: Projection 2D de l’attracteur reconstruit en dimension 5 pour Xip[1-100] jours.

Nous avons appliqué l’algorithme décrit au chapitre 3 de calcul de l’ensemble des exposants

de Lyapunov aux séries XiP? X2P et X3W filtrées et nous avons évalué pour chacune d’entre elle,

5 exposants globaux et leur équivalent avec le temps inversé.
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Nous en avons déduit la dimension de Lyapunov associée et l’horizon théorique de prédiction.

Les trois systèmes sont dissipatifs (somme des exposants négative), tous les exposants sont
”vrais” (similitude des exposants t et -t), et possèdent un exposant positif, indicateur robuste
de leur nature chaotique. Les Tables 5.2, 5.3 et 5.4 résument numériquement les résultats

obtenus tandis que la Figure 5.7 concerne la représentation des exposants de Lyapunov globaux

pour XiP[l — 100]jours.

Sériés X3W

Ai + 0.2329

Ai- 0.2282

A2 + 0.1203

A2 — 0.1208

A3+ -0.0074

A3 — -0.0061

A4+ -0.1655

A4- -0.1720

A5+ -0.5730

A5 — -0.5624

E A;+ -0.3927

E A,— -0.3914

DLyap 4.31

Hv 17 (4.5 jours)

Table 5.2: Résultats dynamiques (exposants de Lyapunov, dimension de Lyapunov et hori
zon de prédiction) pour la série X3iv[1-100] jours

Sériés XiP

Ai + 0.1783

Ai — 0.2150

A2 + 0.0745

a2— 0.1054

A3+ -0.0160

A3 — -0.0015

A4 + -0.1503

A4 — -0.1514

A5 + -0.4841

A5 — -0.5166

E Ai+ -0.3976

E A,— -0.3490

d^Lyap 4.18

Hp 22 (6 jours)

Table 5.3: Résultats dynamiques (exposants de Lyapunov, dimension de Lyapunov et hori
zon de prédiction) pour la série Xip[l-100] jours
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Sériés X2P

Ai + 0.1813

Ai — 0.2026

A2 + 0.0795

A2 — 0.0926

A3+ -0.0118

A3- 0.0001

A4+ -0.1529

A4- -0.1372

A5 + -0.4955

A5 — -0.5124

£A;+ -0.3994

£ Ai- -0.3543

^Lyap 4.19

Hp 21.6 (6 jours)

Table 5-4: Résultats dynamiques (exposants de Lyapunov, dimension de Lyapunov et hori
zon de prédiction) pour la série \2P[Tl00] jours

Exposants de Lyapunov globaux
X1p filtree

Longueur

Figure 5.7: Exposants de Lyapunov globaux de la série reconstruite xip[l-100] jours.

Nous pouvons mesurer au cours du temps la stabilité locale du système à travers les varia

tions locales de l’exposant de Lyapunov principal Ai(/) (Figure 5.8). Il n’est pas évident
de corréler des variations de stabilité avec des évènements extérieurs connus ayant agi sur

l’atmosphère mais nous remarquons que les variations locales sont fortes.

En particulier, les pertes de stabilité les plus importantes ont lieu au cours des années 1959/1960,
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1971/1972, 1982/1983 et 1991/1992 pour la série XiP\ 1963/1964, 1971/1972, 1985/1986, 1992/
1993 pour X2P et 1962/1963, 1971/1972, 1980, 1994 pour \3W• Nous n’avons pas recherché
systématiquement une cause à ces variations puisque nous pensons que la dynamique observée

est propre aux systèmes ”atmosphériques”. Ainsi les variations de stabilité dépendent forte

ment de la forme de l’attracteur et des intéractions non linéaires entre les variables du système.

Bien sûr, des processus océanique et atmosphérique comme El Nino jouent un rôle dans la

variation de la stabilité et nous pouvons deviner (bien que les résultats soient beaucoup moins
convaincants que pour les EOP [1-100] jours), un pic commun aux trois séries dans les années
1971/1972, correspondant peut être à la transition La Nina/ El Nino. Paradoxalement, le
phénomène El Nino 1982/1984 semble nettement moins marqué. La répercution d’une excita
tion sur la stabilité dépend de l’état même du système à l’instant où l’excitation a lieu. De

toute façon, une corrélation temporelle entre deux phénomènes n’implique pas une répercution

transitive systématique sur la stabilité des systèmes.

Les processus non linéaires en jeu ici sont tellement complexes qu’il faudrait tous les prendre

en compte ainsi que l’état propre du système pour témoigner des variations de stabilité locales

plus ou moins marquées. Chercher une corrélation systématique avec El Nino (ou un autre

évènement isolé) est bien entendu insuffisant.
A l’issue de ces caractérisations, il semblerait que la dynamique associée aux variations à cour

tes périodes des séries de moment cinétique atmosphérique soit chaotique et possède un at-
tracteur de dimension non entière entre 4 et 5. Il est difficile de donner des barres d’erreur dans

ces estimations. Simplement, pour X3w[l"100] j°ursi l’exposant principal est donné avec une

imprécision inférieure à 1% (erreur de l’exposant nul), xip[l-100] jours avec une erreur de 1.6%
et X2P[M00] jours, 1.2%. Il n’est pas évident de connaître l’erreur commise sur les exposants
négatifs et donc sur la dimension de Lyapunov. Cependant dans notre cas particulier, la forte
similitude entre les exposants initiaux et ceux calculés avec le temps inverse assure une certaine

précision et fiabilité des exposants négatifs.

Figure 5.8a,b: Variations temporelles de l’exposant de Lyapunov principal des séries xip[l-

100] jours (gauche) et X2P[Fi00] jours (droite).
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Exposants de Lyapunov locaux
X3w filtree

Figure 5.8c: Variations temporelles de l’exposant de Lyapunov principal de la série X3w[l-
100] jours.

Rappelons que globalement, l’état de l’atmosphère ne peut être prédit au delà de 2 semaines

(Rosen et al. 1987). Dans un article de 1987, Fraedrich trouvait des horizons de prédictions
de l’ordre de 12-17 jours à partir d’une série temporelle journalière de pression de surface (la
dimension associée de son attracteur était de l’ordre de 6.8-7.1).
Ici pour les courtes périodes, le comportement chaotique associé aux séries de moment cinétique

atmosphérique limite la prédiction en moyenne à 6 jours. Ce résultat est cohérent avec les limites

déduites de la prédiction dynamique des séries de moment cinétique atmosphérique. Bien

que les séries à courtes périodes de moment cinétique atmosphérique puissent être modélisées

comme des marches aléatoires, leur prédiction statistique s’est avérée délicate. Des méthodes de

prédiction dynamiques ont révélé de bien meilleurs résultats (Rosen et al., 1987). Ces méthodes
se basent sur des intégrations de modèles climatiques. A partir de ce type d’approche, Bell et

al. (1991) ont montré que la limite de prédiction pour la composante X3W était de 5 jours.
De même en examinant les prévisions dynamiques des composantes équatoriales, ils ont conclu

que Xp ne pouvait pas être prédit au delà de 5 jours. La cohérence entre nos résultats, déduits
directement de la valeur de l’exposant pricipal de Lyapunov (retrouvée par reconduction d’une
série temporelle dans l’espace des phases), et ceux de Bell et al. (1991), obtenus à partir de
modèles, confirme totalement la réalité physique de l’exposant positif et donc la réalité physique

du chaos dans la dynamique des EAAM.

Il est intéressant d’ajouter que les prédictions à courtes périodes de la longueur du jour (LOD)
sont nettement améliorées losque l’on utilise les prédictions dynamiques de X3W (Freedman et

Dickey, 1991) (on passe alors de 5 à 10 jours: une dizaine de jours était la valeur obtenue pour
l’horizon théorique de prédiction des EOP[1-100] jours dans le chapitre 4 à partir du calcul des

exposants de Lyapunov).
Les séries de moment cinétique atmosphérique sont issues de traitements complexes et

représentent en quelque sorte une moyenne de dynamiques atmosphériques différentes et donc

complexes. Le résultat de ce ”moyennage” fournit un système dont les orbites peuvent être
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décrites par 5 équations différentielles ordinaires non linéaires couplées avec la particularité de

présenter une très grande sensibilité aux conditions initiales.

La conclusion de cette partie est que nous avons trouvé plusieurs indications d’un chaos

dans la dynamique atmosphérique sous jacente aux séries de moment cinétique pour les courtes

périodes. Ce chaos a des caractéristiques similaires à celui décelé dans les EOP [1-100] jours,

ce qui laisserait entendre que le chaos atmosphérique est transmis de manière quasi identique
à la Terre et se retrouve dans les variations à courtes périodes de la rotation de la Terre. Les

temps de prédiction moyens théoriques sont cependant plus faibles que pour la rotation de la

Terre indiquant une plus forte sensibilité des processus atmosphériques aux conditions initiales.

Nous allons désormais nous focaliser sur la série de longueur du jour LOD observée (géodési-

que) et la série associée de longueur du jour atmosphérique LODx3 (exprimée en ms). Tout
d’abord nous allons présenter une analyse linéaire comparative entre les deux séries filtrées.

La création de la série notée LODx3 permet de comparer dans le domaine temporel les ordres

de grandeur des deux séries. Ensuite, nous ferons une étude non linéaire comparative. Les
différences permettront de connaître la dynamique de l’excitation non atmosphérique manquant

dans le signal LOD géodésique.
Il sera intéressant d’effectuer le même travail sur les séries XiP et X2P converties en unités
”EOP”.

5 Analyse générale linéaire comparée entre LODxet LOD

Les équations de Liouville linéarisées relient les EOP aux fonctions d’excitation totales incon
nues ’Li.

mi/a + m2 = T2

m2<r — m\ — — Ti

m3 = T 3

Si l’on considère que toute l’excitation de la longueur du jour est causée par l’atmosphère,

il est possible d’exprimer la fonction axiale d’excitation atmosphérique %3 en millisecondes et
de comparer les séries temporellement (troisième équation de Liouville). Nous notons LODx3
la série en millisecondes, obtenue à partir de X3 sans dimension, et représentant la partie de

LOD forcée par le moment cinétique axial atmosphérique.

LODx3 = -ax3 + b

Avec a, le facteur 8640000 convertissant X3 sans unité en millisecondes et b une constante as
surant la coïncidence des courbes à une date initiale.

Les comparaisons usuelles entre LOD observé (XOP ”géodésique”) et LODx3 (LOD "atmo
sphérique”) permettent de voir dans quelle mesure l’atmosphère agit sur la longueur du jour
totale, c’est-à-dire de définir son action relative dans la variation totale de LOD observée.
Tout comme X3? LODx3 peut être séparé en un terme de vent (w) et un terme de pression (p).
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La Table 5.5 résume les statistiques des séries LOD, LODx3W et LODX3P lissées (lis)

légèrement puis centrées (lise). La réduction à zéro de toutes les moyennes permet simple
ment une comparaison graphique plus aisée. Nous voyons là encore que la participation de la

composante de pression est très faible comparée à celle du terme de vent.

Séries Moyenne rms

LOD (ms) 2.18 0.657

LODx^wlis (ms) 2.42 0.381

LODxzpHs (ms) 119.8 8.4.10“2

LODc (ms) 0 0.657

LODxzwlisc (ms) 0 0.381

LODxspUsc (ms) 0 8.4.10"2

Table 5.5: Statistiques des séries LOD et LODx3 lissées puis centrées.

Les séries LODxzP et LODxzw ont ensuite été filtrées de manière à garder la partie du

spectre 1 jour-100 jours par analogie avec la série déjà étudiée de longueur du jour (Chapitre 4).

Les écarts quadratiques moyens (rms) des séries LODX3W et LOD filtrées sont du même

ordre de grandeur (Table 5.6) indiquant que le terme de vent est la principale cause de varia
tion de la longueur du jour pour des périodes inférieures à 100 jours. Pour illustration, nous

avons représenté en Figure 5.9 les séries LOD filtrée et LODx3W filtrée entre plusieurs dates
arbitraires.

Sériés Moyenne rms

LODfiltc (ms) 0 0.117

LODX3VJfiltlisc (ms) 0 0.108

LODx3pfHtlisc (ms) 0 2.76.10"2

Table 5.6: Statistiques des séries LOD[1-100] jours et LODxsfl-lOO] jours lissées, centrées
et filtrées.
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Sériés courtes périodes LOD
Annoei 1982/1983

49718 49818 49918 50018

Dates MJD

Sériés courtes périodes LOD
Années 1970/1971

Dates MJD

Figure 5.9: Comparaison temporelle des séries LOD[1-100] jours observée et LODxzw[l~
100] jours calculée entre différentes dates arbitraires a) entre 1982-1983, b) 1970-1971, c)
1995-1996.

Figure 5.10: Spectre de puissance de la série LODx3'w[1-100] jours (d).

La similitude des courbes pour les différentes dates est très grande indiquant que les deux

processus (LOD causé par le terme de vent axial atmosphérique et LOD, longueur du jour

observée) suivent globalement la même évolution temporelle. On retrouve en grande partie
dans le signal LOD celui de son excitation principale, X3W-

Ce fait a déjà été démontré pour les séries saisonnières de longueur du jour géodésique et

atmosphérique (Hôpfner, 1998) ainsi que pour les séries totales (Barnes et al., 1983). Ici la
comparaison ne concerne que la partie du spectre 1 jour-100 jours.

Nous retrouvons le résultat stipulant que dans le domaine temporel (Figure 5.9) et le do

maine des fréquences (Figure 5.10), la série de LOD causée par le moment cinétique axial
atmosphérique (terme de vent) et la série de longueur du jour observée sont très proches: pra
tiquement toute la variation courte période de LOD est causée par le terme de vent de ^3-

Jusqu’alors, nous n’apportons rien de nouveau par rapport aux études précédentes si ce n’est
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que nous avons utilisé plus de 40 ans de données du ”NCEP/NCAR reanalysis project” et tra
vaillé sur la partie [1-100] jours du spectre.

Le paragraphe suivant est consacré à l’étude dynamique dans l’espace des phases de la série

LOD\3 filtrée. Nous avons déjà réalisé une analyse non linéaire des EOP [1-100] jours dont
les résultats particuliers sont naturellement à comparer à ceux obtenus pour les séries atmo

sphériques [1-100] jours. Cette nouvelle approche permettra de mieux expliquer et caractériser
le mode de transmission entre l’atmosphère et LOD et de connaître plus précisemment les di

mensions du signal manquant dans l’excitation totale (océans).
De plus, il est tout à fait possible que deux signaux aient le même type de comportement

spectral mais aient des dynamiques et une géométrie (dans l’espace des phases) totalement
différentes. Ce qui est par exemple le cas pour une série chaotique de type Lorenz et une série

de marche aléatoire qui ont toutes deux un spectre de puissance continu mais qui sont pour le

premier, un processus déterministe et chaotique de dimension faible et finie et pour le second,

un processus stochastique de dimension infinie.

6 Analyse non linéaire de la série LOD\3W [1-100] jours. Com
paraisons numériques avec la série LOD[1-100] jours

Puisque les variations à court terme de LOD sont principalement causées par les excitations

atmosphériques mais pas totalement, et que nous ne connaissons pas le candidat manquant, il

est intéressant de comparer numériquement les caractéristiques dynamiques de la série LOD

atmosphérique LOD\3W (1-100 j) à celles de LOD géodésique [1-100] jours (chapitre 4). La
dynamique de LOD[1-100] jours a été caractérisée comme étant déterministe et chaotique. On
sait de plus que c’est la conséquence d’une excitation chaotique (x3w [1-100] jours est chaotique).

Les temps de retard optimaux sont respectivement pour LOD, de 11 jours et pour LODx3^

de 12 jours (50 échantillons) (Figure 5.11). La dimension de plongement adéquate pour LODx?,™
est 4 ou 5 (Figure 5.12). Nous avions retenu DE = 5 pour la série LOD. La meilleure con
vergence de l’algorithme des faux voisins globaux pour LODX3W par rapport à LOD provient

certainement du fait que la série LODx3W est très longue et les méthodes non linéaires de

traitement du signal sont plus adaptées à travailler avec des séries longues.

Néanmoins, les deux séries peuvent être plongées dans des pseudo espaces des phases de même

dimension (DE = 5) et avec des temps de retard quasiment identiques (r = 11 et 12).
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L0DX3w AMI (sérié centrée et tiltree)
1.0 1 . t . , —

0.8 -
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Figure 5.11: Fonction d’autocorrélation mutuelle de la série LODx3w[1-100] jours.

Dimension de plongement

LODX3w (sérié centrée et tiltree)

Figure 5.12: Pourcentage de faux voisins en fonction de la dimension de plongement pour

la série LODx^w[1-100] jours.

L’attracteur de la série LODxzw a été reconstruit en dimension 5 et projeté en dimension

2 (Figure 5.13). On observe encore des intersections dans la mesure où l’espace de projection
est trop petit par rapport à l’espace des phases naturel. Les orbites sont cependant lisses

et continues et suivent une trajectoire qui n’est ni aléatoire ni fractale. L’attracteur a été

reconstruit avec un nombre limité de points afin de pouvoir visualiser les choses. En prenant tous

les points de la série, il est impossible de distinguer les orbites car elles sont trop entremêlées.

Une comparaison rapide avec l’attracteur associé à LOD[1-100] jours (Chapitre 4) montre
que le même type de comportement se produit pour les deux systèmes. Nous avons dans les

deux cas, des trajectoires lisses, continues et entremêlées qui ne sont ni de bruit blanc, ni du

bruit coloré (fractal) et qui peuvent être plongées dans un espace de dimension finie.
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Reconstruction de l’attracteur

LODX3w (sérié centrée et filtree)

Figure 5.13: Projection 2D de l’attracteur reconstruit en dimension 5 de la série LODx3w[l-

100] jours.

La dynamique liée à la série de LOD atmosphérique (pour le terme de vent) (LODx3W

[1-100] jours), peut être plongée dans un espace de dimension fini (D*E = 5) tout comme
LOD[1-100] jours et X3^[l-100] jours.
Ainsi la dynamique issue de LOEx3w[1-100] jours est un processus déterministe (par opposi
tion à stochastique) de faible dimension. L’examen de la stabilité globale de l’attracteur nous

renseigne sur sa nature plus profonde. Il possède au moins une variété instable (existence d’un
exposant de Lyapunov positif) (Figure 5.14). Cela signifie que le processus déterministe est de
plus non linéaire et chaotique.

Exposants Je Lyapunov Globaux
X3w (i-100j)

1.0 T , »

0.5

-1.0

-1.5

-2.0 * 1 * 1
0.0 200.0 400 0

Longueur

Figure 5.14: Exposants de Lyapunov globaux de la série LODx3w[l-100] jours.
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La valeur de l’exposant positif est environ 0.18/échantillons soit 0.72/jours. La Table 5.7
fournit les valeurs des 5 exposants globaux calculés pour le temps normal et pour le temps
inversé. Il apparaît que les 5 exposants sont vrais. De ces calculs se déduit la dimension de

Lyapunov du système. On voit également que le système est dissipatif et que l’horizon de

prédiction au delà duquel toute prédiction devient fausse est d’environ 6 jours.

La précision de l’exposant positif principal peut être devinée grâce à celle de l’exposant nul. Ce
dernier est déterminé avec une erreur inférieure à 3%.

Sériés LODX3W

Ai + 0.1784

Ai — 0.1666

A2+ 0.0636

A2- 0.0470

A3+ -0.0276

A3— -0.0661

A4+ -0.1856

A4— -0.2455

A5+ -0.6062

A5 — -0.7465

J2 A;+ -0.5773

LA,- -0.8440

d’Lyap 4.05

Hp 22 (6 jours)

Table 5.7: Résultats dynamiques concernant la série LODxzfl-lOO] jours .

Ces divers résultats sont très intéressants car ils sont à comparer directement avec ceux

obtenus pour la série équivalente LOD[1-100] jours mesurée (chapitre 4). Nous avions un
exposant positif (0.33 (/jours)), une dimension de Lyapounov égale à 4.47 et un horizon de
prédiction théorique de l’ordre de 12 jours.

Si l’atmosphère était seul intervenant dans l’excitation de la rotation de la Terre, et si cette

excitation était transmise de manière purement linéaire (équations de Liouville linéaires) alors
nous devrions trouver (moyennant quelques imprécisions faibles près), des valeurs d’exposant
principal global, de dimension de Lyapunov et d’horizon de prédiction global, identiques entre

LOD géodésique et LOD atmosphérique.

Or nous observons des différences qui ne peuvent pas être négligées. Bien que ce soit effective

ment le chaos atmosphérique (x3w [1-100] jours) qui soit transmis à la Terre, le chaos mesuré
dû uniquement à l’atmosphère dans LOD géodésique est différent du chaos total de LOD

géodésique. Ceci peut vouloir dire plusieurs choses:

1. Les différences sont dues à des erreurs de calculs (imprécisions) et à la longueur limitée
de la série observée.

De telles erreurs comptent mais ne peuvent expliquer toute la différence à elles seules.

2. Tous les autres candidats interviennent de façon négligeable mais c’est la transmission

entre la Terre et l’atmosphère qui ne peut être approximée justement de manière linéaire
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(non validité des équations de Liouville linéarisées). La non linéarité des équations de
Liouville induirait alors ces différences.

Nous pensons également que cette explication ne peut justifier une telle différence car la

dynamique propre de la Terre est très faiblement non linéaire.

3. Nous n’avons pas pris en compte toutes les excitations de LOD. Il y a bien sûr \3P mais

sa participation est faible. Par contre, on doit rechercher dans la dynamique océanique,

une excitation rendant compte des différences observée essentiellement en stabilité (en

effet les dimensions de Lyapunov ne sont pas si éloignées). Cette explication nous semble
la plus probable et est en accord avec les études linéaires ayant mis en évidence dans

le signal de LOD, une composante océanique en plus de celle liée aux marées (Wilson,
1998).

D’autre part il est important de regarder comment évolue la stabilité locale de la série LOD

atmosphérique, LOD\3W. La Figure 5.15 est obtenue pour des fenêtres dont les valeurs en

cadrent le temps de retard (50). Nous voyons que le système a une stabilité variable selon la
position occupée sur l’attracteur avec des pics cependant plus importants dans les années 1963,

1966, 1970/1972, 1987/1988. Certains pics pourraient être reliés à une transition La Nina/ El
Nino ou à un évènement El Nino. Les autres proviennent simplement de la dynamique chaotique

propre du système (voir l’attracteur de Lorenz pour lequel les variations locales de stabilité sont
purement internes à sa dynamique selon son ”trajet” sur l’attracteur). Les variations locales
de stabilité de LODxzw ne sont pas les mêmes que celles de LOD induisant l’hypothèse d’une

réponse différée de la part de la Terre aux excitations atmosphériques localement. Bien qu’il

y ait une forte corrélation temporelle entre les séries, il n’y a pas de corrélation évidente au

niveau de la stabilité locale. Globalement les dynamiques restent cependant très proches.

Exposants de Lyapunov locaux
LODX3w

Figure 5.15: Variations temporelles de l’exposant principal de Lyapunov de la série LODx3w[l-

100] jours, sur des fenêtres de 32 et 64 échantillons (8 et 16 jours).

Remarque: Il aurait été logique de trouver des valeurs dynamiques de l’analyse non

linéaires, identiques entre la série X3W [1-100] jours et la série LODx3w[V 100] jours puisque
l’opération de conversion consiste simplement en un facteur multiplicatif et une translation.
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Or nous avons pour X3W un exposant de Lyapunov valant en valeur absolue : 0.23 contre 0.18

pour LODx3W. Nous pensons que ces faibles différences proviennent principalement des tron

catures et approximations successives non désirées appliquées à la série X3W au cours des calculs

matriciels et des déterminations d’applications locales sur l’attracteur. En effet, les valeurs de

cette série sont extrêmement faibles, (la série centrée possède un rms de l’ordre de 10~2 3), et
sont sujettes à des imprécisions numériques. Les valeurs obtenues pour LODX3W [1-100] jours
nous semblent plus robustes et c’est d’ailleurs celles-ci que nous avons choisies de comparer aux

valeurs de LOD[1-100] jours géodésique. Retenons cependant que les algorithmes non linéaires
restent très sensibles à une légère différence de filtrage ou lissage ou tout autre opération linéaire

et qu’il n’est pas possible de se fier à des valeurs numériques très précises tant que nous travail

lons avec des séries expérimentales bruitées et auxquelles nous appliquons des prétraitements

multiples. Nous pouvons au mieux à l’heure actuelle donner des ordres de grandeur et surtout

une description qualitative des processus. La précision est néanmoins suffisante pour comparer

de manière objective les systèmes ”atmosphérique” et ”terrestre”.

7 Discussion

Globalement, une telle étude nous renseigne sur plusieurs points:

1. Nous sommes en mesure de caractériser non linéairement un signal atmosphérique parti

culier (dimension, attracteur, stabilité...). Ce point est déjà très intéressant car il nous
permet d’apprendre des choses sur la dynamique propre de l’atmosphère. Des études

antérieures ont mis en évidence du chaos dans des séries atmosphériques différentes pour

diverses échelles de temps. Ici, nous trouvons du ”chaos” dans les séries de moment

cinétique atmosphérique filtrées à [1-100] jours pour le terme de vent axial (X3U;) et les
termes de pression équatoriale (xiP et X2p)- Ces processus interviennent de manière
dominante dans l’excitation de la rotation de la Terre. De plus leurs caractéristiques

dimensionnelles et dynamiques sont du même ordre de grandeur que celles de leurs séries

EOP correspondantes.

Ceci nous amène à conclure que le chaos observé et décrit dans les séries EOP [1-100]

jours provient quasiment intégralement de la dynamique atmosphérique. Nous avons donc

isolé deux systèmes dont la dynamique est chaotique (les fluctuations observées de la ro
tation de la Terre et les fluctuations du moment cinétique atmosphérique). Le second

système (atmosphère) est chaotique de par sa dynamique globale très non linéaire et est
capable d’engendrer seul du chaos. Celui-ci agit sur la Terre en la forçant et en créant
des fluctuations mesurables à diverses échelles de temps. Le chaos observé dans les EOP

est bien produit par les fluides agissant sur la rotation de la Terre comme supposé au

chapitre 4.

2. La dynamique atmosphérique issue des séries à courtes périodes de moment cinétique
peut être modélisée par un ensemble de 5 équations différentielles ordinaires telles que
deux variétés instables soient présentes sur son attracteur. Ce type d’approche permet

de qualifier les séries atmosphériques de processus déterministe non linéaire et chaotique
de faible dimension à l’aide de dimensions caractéristiques et de propriétés de stabilité.

Elle ouvre une alternative à la description stochastique usuelle en terme de processus

autorégressifs. Brezinski (1987), modélise les termes de pression Xt'P[l-100] jours par des
autorégressifs d’ordre 3 (AR(3)) et x;w[l-100] jours par un AR(1). Il conclut que les varia
tions à courtes périodes des EAAM peuvent être interprétées comme de simples processus
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stochastiques. Parallèlement, Eubanks et al. (1985) montrent par analyse spectrale, que
X3"u;[l-100] jours peut être modélisé par une marche aléatoire. Ces approches respectent
les propriétés statistiques globales et le spectre de la série observée mais ne se préoccupent

pas de sa nature dynamique.

Au sujet de la prédiction, nous sommes en mesure de fixer un temps théorique de prédiction

en mettant en évidence la classique sensibilité aux conditions initiales des mouvements

atmosphériques. La valeur voisine de 5 ou 6 jours est cohérente avec les limites de

prédiction déduites de la prévision dynamique des séries de moment cinétique atmo

sphérique. D’autre part, ce résultat confirme l’intérêt d’utiliser des méthodes alternatives

à la prédiction par ”marche aléatoire”, couramment utilisée pour les séries de moment

cinétique à courtes périodes, car les prédictions dynamiques à partir de l’intégration de

modèles (dynamiques) météorologiques améliorent les résultats.
Une extension directe et prometteuse de notre approche "reconstruction d’espace” con

cerne la prévision de ces mêmes séries dans l’espace des phases à partir de la recherche

de voisins et d’applications locales. Les algorithmes de prédiction non linéaire à partir

de séries temporelles gagnent certainement à être utilisés à la fois pour les EAAM[1-100]

jours mais aussi pour les EOP[l-100] jours (Annexe 2).

3. Au sujet de LOD uniquement

Les caractéristiques temporelles (similitude des séries) et fréquentielles (transformée de
Fourier) des séries de LOD mesurée et de LOD issue du moment cinétique axial atmo
sphérique (LODxziv), sont très proches et indiquent que l’atmosphère est responsable de
la variation observée sur LOD.

En terme de dimensions et d’attracteurs, les deux séries LOD[ 1-100] jours et LODxzw[l-
100] jours (qui représente la partie de LOD forcée uniquement par le terme de vent
du moment cinétique axial atmosphérique) peuvent être plongées dans un espace de di
mension 5 et leur attracteur reconstruit avec un temps de retard de l’ordre de 11 jours.

L’analyse de la stabilité du système atmosphérique observé à travers LODxz^ démontre

que celui-ci est chaotique avec des valeurs caractéristiques proches de celles de LOD[ 1-
100] jours.

4. Si le terme de vent du moment cinétique axial atmosphérique était le seul candidat ex

citant la vitesse de rotation de la Terre, et si l’excitation était transmise de manière

linéaire (équations de Liouville réellement linéaires) alors on devrait retrouver le chaos
atmosphérique intégralement dans la dynamique de la longueur du jour [1-100] jours.
Cela signifie que les caractéristiques dimensionelles et dynamiques des séries LOD[ 1-100]
jours et LODx3® [1-100] jours devraient être égales. Indépendemment des imprécisions
dans les calculs et de la participation du terme de pression XzP-> nous observons des

différences réelles. Celles-ci prouvent qu’un autre processus intervient (océanique prin
cipalement) dont nous ne pouvons donner de caractéristique. H n’est pas question de
faire la différence entre les dimensions ou les exposants de Lyapunov car nous sommes en

présence de l’observation d’une dynamique non linéaire. D’autre part, elle peut provenir

de la superposition de plusieurs dynamiques différentes, chaotiques ou non et une super

position d’attracteurs dans l’espace des phases ne peut pas être vue comme une simple
addition.
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Bien que relativement semblables globalement, les chaos "géodésique” et ” atmosphérique”

de LOD[1-100] jours diffèrent localement, on voit que les deux systèmes réagissent avec
des pertes de stabilité en des dates différentes (associées à des évènements El Nino mais
aussi associée à l’évolution propre du système dynamique chaotique atmosphérique).
Ceci pourrait signifier à nouveau que l’évolution locale de la stabilité de LOD dépend

d’autres excitations. En particulier, le El Nino 1982/1984 très marqué dans la stabilité

locale de LOD[1-100] jours est quasiment inexistant dans la stabilité locale de LOD\3^[1-
100] jours, ce qui indique que cette perte de ”prédictibilité” est peut-être plutôt induite
par la dynamique océanique.

5. PERSPECTIVES

Il serait intéressant de former la série temporelle des différences entre les séries LOD

géodésique observée et LOD\2> totale (c’est à dire en prenant en compte aussi le terme
de pression) pour les courtes périodes [1-100] jours et en admettant que la linéarisation
perturbe de manière négligeable les résultats. Pour cela il sera important d’avoir des

séries de même longueur et de même échantillonage. Malheureusement les séries les plus

précises et homogènes disponibles de LOD géodésique sont plus courtes et moins denses.

Ensuite il faudrait faire une analyse non linéaire de cette série des différences qui intu

itivement représente bien la série de l’excitation non atmosphérique inconnue de LOD.

Ses caractéristiques non linéaires seraient à comparer avec les caractéristiques non linéaires

de séries de longueur du jour causées par le moment cinétique océanique axial (”LOD

océan”). Nous verrions d’une part, si l’océan est bien la seconde excitation de la dy
namique de LOD mais aussi si le signal en question est un vrai signal déterministe et
non un bruit de mesure. Parallèlement il faudrait faire une étude non linéaire des séries

de moment cinétique océanique à courtes périodes afin de décrire la nature de leur dy

namique.

Il est en effet aujourd’hui possible de calculer, grâce à des modèles globaux de circulation

océanique, des séries de moment cinétique océanique (OAM) analogues aux EAAM at
mosphériques (Marcus et al., 1998). Des analyses linéaires préliminaires ont déjà permis
de détecter une composante océanique significative dans les séries de longueur du jour

(Wilson, 1998) ne provenant pas des marées.
Une étude plus poussée sur la dynamique des OAM et sur la dynamique du signal non

atmosphérique de LOD à courtes périodes, peut permettre de relier ces deux processus.

Il y a donc encore beaucoup à faire dans cette optique.

6. Bien entendu, il serait intéressant de faire ce travail complet dans le cas du mouvement

du pôle à courtes périodes et des séries de mouvement du pôle ”atmosphérique” associées

(équations 1 et 2 de Liouville). Dans ce cas le mode de transmission est plus complexe
que pour LOD puisque les équations font intervenir une résonnance à la fréquence de
Chandler.

Les dynamiques à courtes périodes de moment cinétique atmosphérique équatorial pour le

terme de pression (xip[l-100] jours et X2P[1-100] jours), sont elles aussi chaotiques: elles
forcent les fluctuations du mouvement du pôle PMX et PMY qui présentent pour les

courtes périodes une composante chaotique caractérisée au chapitre 4 du même ordre de

grandeur que les séries atmosphériques responsables de leur existence.

Il sera intéressant de regarder aussi s’il existe d’autres candidats dans l’excitation totale

en caractérisant le signal "résiduel” : ”PM géodésique- PMatmosphérique”.

Cependant il faut attendre d’avoir accès à des séries OAM plus longues et plus précises

issues d’observations et de modèles plus complexes avant de se lancer dans la partie
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”océanique” du travail.

Enfin, notre choix de filtrer les séries d’une façon particulière est arbitraire, nous aurions

tout aussi bien pû isoler les différents termes (saisonniers, résidus et la tendance) pour
les séries EOP, les séries atmosphériques et les séries océaniques et travailler sur les

résidus uniquement. Le filtrage ayant certainement un effet polluant dans les analyses non

linéaires, nous aurions obtenu peut-être par cette méthode des résultats plus robustes.

Bien sûr un travail complémentaire effectué sur les équations de Liouville théoriques elles

même s’avère très utile afin de voir comment une dynamique chaotique synthétique (ou

des dynamiques superposées chaotiques, périodiques,...) est transmise et transformée par
les équations linéarisées et réelles (non linéarisées).

7. Une autre étude immédiate concerne le signal résiduel:

EOP — EOPatmo ~ EOP0cean

Son étude dans l’espace des phases pourrait permettre de trancher sur sa véritable nature:

est-ce un signal réel (venant peut être des vents de la stratosphère, Rosen et al., 1990) ou
bien simplement un bruit aléatoire (Dickey et al., 1992).

8. Enfin, le développement d’algorithmes de prédiction non linéaires à partir de la recon
struction de séries temporelles permettra de comparer les prédictions des courtes périodes

des séries EAAM et LOD avec celles issues des modèles dynamiques atmosphériques et

avec les prédictions statistiques usuelles.

8 Conclusion

Les excitations à courtes périodes atmosphériques ont longtemps été considérées comme aléatoires

et donc identifiables par des descriptions stochastiques. Par exemple, le modèle le plus simple

est un bruit blanc. Eubanks et al. (1983), modélise les fonctions x;[l-100] jours par des AR(1).
Plus tard, ils expliquent l’excitation atmosphérique comme une oscillation annuelle plus une

marche aléatoire. Plus récemment Brezinski (1987) propose des modèles autorégressifs d’ordre
3.

Ce chapitre montre qu’une alternative peut être choisie: si on considère que le spectre de puis

sance n’est pas révélateur de la nature aléatoire d’un processus et si l’on adopte de ce fait une

approche non linéaire, on montre que les excitations à courtes périodes Xi [1-100] jours peuvent
être modélisées par un système de 5 équations différentielles ordinaires dont les solutions for

ment un attracteur chaotique dans l’espace des phases. Sa variété instable explique l’horizon de

prédiction limité (5-10 jours) de la dynamique atmosphérique. D’autre part, ce type d’approche
est plus cohérent avec la nature chaotique générale reconnue des variations climatiques.

Schématiquement, on peut retenir de ce travail les points suivants:

1) LOD [1-100] jours observé est chaotique.
2) La partie de LOD[ 1-100] jours forcée par l’atmosphère est chaotique (LO Dx3w[lA00] jours).
Ce chaos est induit principalement par l’atmosphère lui même: XsMl'lOO] jours est chaotique.

3) Les différences proviennent d’une autre excitation (océans).
4) PMX et PMY [1-100] jours sont chaotiques.
Ce chaos est induit principalement par l’atmosphère : xiP et X2P [1-100] jours sont chaotiques.
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Chapitre 6

Nature dynamique du terme de
Chandler.

1 Introduction

Ce chapitre a fait l’objet de la publication d’un article dans le journal: Discrète Chaotic Dy

namics in Nature and Society (annexe 4).
Nous proposons de faire une étude non linéaire préliminaire1 des séries temporelles associées au
terme de Chandler et de voir de quelle manière notre nouvelle approche pourrait permettre de

mieux comprendre l’excitation, les causes et la nature de l’oscillation Chandlérienne.

La dynamique du terme de Chandler dans sa globalité peut être décrite en tant que proces

sus déterministe dont l’attracteur est de dimension environ 2.5. Il faut bien comprendre ici

que cette valeur est révélatrice de la nature même des excitations qui agissent sur l’oscillateur

Chandler et celles-ci sont d’ailleurs principalement d’origine atmosphérique.

2 Motivations

Le terme de Chandler est un mode résonant de l’axe de rotation de la Terre autour de son axe de

figure, dont le mécanisme d’excitation demeure inconnu. La période de cette réponse libre de la

Terre fut calculée théoriquement par Euler en 1765, pour un modèle de Terre rigide, à 306 jours

solaires. Cependant, en 1891, à partir d’observations de la variation de la latitude, Chandler

détecta cette réponse libre avec une période d’environ 14 mois (430 jours). L’allongement de la
période d’Euler est expliquée par l’élasticité de la Terre.

Sans source d’excitation pour maintenir cette oscillation, appelée désormais, terme de Chandler,

elle disparaîtrait par dissipation. Il faut donc une source d’énergie excitatrice qui maintienne

ce terme. Cette source d’excitation reste à ce jour mystérieuse. Parmi les candidats proposés

(les séismes, les couples électromagnétiques à la frontière noyau-manteau, les contributions at
mosphériques et océaniques) aucun, ni même leur effet combiné ne semble apporter l’énergie

nécessaire. Wahr (1983) n’explique que 25% du signal par les excitations atmosphériques indi
quant qu’une autre source principale d’excitation doit être envisagée. Cependant, son étude ne

se base que sur une comparaison dans le domaine des fréquences entre terme de Chandler et

excitations. Plus récemment, à partir de mesures et modèles océaniques et atmosphériques plus

^ous verrons dans la conclusion comment il serait intéressant de poursuivre ce travail en travaillant à partir

des équations de Liouville directement
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précis, plusieurs auteurs ont été conduits à expliquer l’excitation du terme de Chandler majori

tairement par l’action des fluides géophysiques (par exemple Kuehne et al., 1993 ou Chao, 1993).

Il y a eu d’autres études qui ont cherché à caractériser le terme de Chandler à partir des séries

temporelles de mesures. En effet, on observe et étudie les variations de phase et d’amplitude

du terme de Chandler par rapport à un mouvement purement périodique depuis longtemps.

En 1982, Okubo suggéra que les variations de phase pourraient être simplement un artéfact

dû aux erreurs d’observations ou bien, pourraient résulter d’une excitation aléatoire inconnue.

D’autre part il a été avancé que plusieurs signaux périodiques autour du terme de Chandler,

considéré comme périodique, pourraient être la cause de la variabilité du signal (Colombo et
Shapiro, 1968). Alternativement, Vondràk (1990) proposa plutôt que le terme de Chandler
possède une seule fréquence dépendant de l’amplitude et variant légèrement dans le temps.

Cette dépendance serait due à une réponse non linéaire des océans.

Jusqu’à présent, la plupart des analyses concernant l’identification des sources d’excitation

ou concernant l’extraction des paramètres chandlériens étaient conceptuellement basées sur des

hypothèses de processus stochastiques. Ainsi de manière conventionelle, les études stipulent

que le terme de Chandler est excité par un processus à large bande (continu). De ce fait, le
signal excitateur du terme de Chandler est fréquemment modélisé par un bruit gaussien et on

admet que l’oscillation chandlérienne est excitée aléatoirement (Jeffrey, 1940; Chao, 1985; Wil

son et Vicente, 1990). Or, si l’excitation est à dominante atmosphérique (Wilson et Hausdrich,
1976), nous savons que ce type de modélisation est peu approprié (l’hypothèse que la fonction
d’excitation est un processus aléatoire gaussien est malheureusement un cas d’école qui semble

assez éloigné de la réalité physique des excitations de la rotation de la Terre). Concernant la
caractérisation du terme de Chandler lui même, des processus autorégressifs et autorégressifs à

moyenne mobile ont été utilisés (Jeffrey, 1968; Ooe, 1978). Ce type de modélisation se base à
nouveau sur des hypothèses de stochasticité des processus invoqués.

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les outils de l’analyse non linéaire des séries tem

porelles développés au chapitre 3, à la série observée du terme de Chandler en X et en Y. En

effet nous recherchons si une signature non linéaire déterministe de faible dimension existe dans

le signal, celle-ci pourrait être induite par les excitations du terme de Chandler (atmosphère,
océans...). La caractérisation ci-après révèle la nature dynamique du terme de Chandler et offre
la possibilité de faire par la suite des comparaisons basées sur les propriétés topologiques et

dynamiques des présumées excitations en adoptant un nouvel espace de travail.

Nous verrons que l’analyse non linéaire du terme de Chandler entier fournit des résultats très

intéressants confirmant la nature topologique de ”tore perturbé” de ce terme et permettent

de suggérer ici que le terme de Chandler répond globalement aux excitations comme un pro

cessus déterministe chaotique de faible dimension. Ces résultats sont très prometteurs parce

qu’ils proviennent directement des séries EOF et pourraient être directement comparés avec

des résultats obtenus sur des séries atmophériques ayant le même contenu spectral par exem

ple. D’autre part, ces résultats dévoilent à nouveau la nature instable et chaotique de certains

signaux terrestres forcés et en donnent des invariants.
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3 Données

Nous utilisons la série COI de TIERS (IERS, 1996) c’est la série combinée homogène la plus
longue disponible (depuis 1846). La précision de cette série combinée a progressé avec l’améliora
tion des techniques d’observations et en particulier depuis l’introduction de la géodésie spatiale

et de la technique VLBI. Aujourd’hui, la série de mouvement du pôle PMX et PMY est donnée

avec une précision de 0.3 mas. La série C01 est donnée avec un pas de temps de 10 données

par an de 1846 à 1889 puis 20 données par an de 1890 à aujourd’hui.

La première opération que nous avons effectuée a été d’interpoler la série par splines cubiques

afin d’avoir un pas de temps homogène sur toute la longueur de la série étudiée, celui-ci est

choisi de 100 données par an (de 1846 à 1997: environ 15000 points).
Puis afin d’isoler le terme de Chandler ”en X et Y” (suivant les coordonnées X et les coor
données Y respectivement), noté par la suite CX et CY, nous avons utilisé le filtre Census X-ll
(Shinskin et al., 1967) qui décompose une série temporelle en une tendance, des termes saison
niers et des résidus (ou termes irréguliers). Pratiquement, nous avons utilisé des moyennes
mobiles estimées sur des intervalles de 7 ans afin de séparer le terme annuel et le terme de

Chandler dont la période de battement est de 6 ans. Ainsi la série de mouvement du pôle pour

la composante X et la composante Y a été décomposée en une tendance, un terme annuel, un

terme de Chandler et un terme résiduel (Figures 6.1a et 6.1b). Les moyennes et écarts quadra
tiques moyens (rms), pour chacun des termes, sont données dans la Table 6.1.
Les résultats pour CA et CY sont très semblables, la différence principale est due à la forte

tendance existant sur la composante CY (4 mas/ an depuis 1900). Nous ne nous intéressons
pas davantage à cette tendance sans doute causée par le rebond postglaciaire et les variations

des glaces polaires (Mc Carthy et Luzum, 1997).
Nous avons retenu comme période centrale pour le terme de Chandler, la valeur 433 jours so

laires d’après les déterminations les plus récentes de ce paramètre (Vicente et Wilson, 1997).
A cause de la précision limitée des méthodes d’observation optiques, le taux de bruit est im

portant dans la série de 1846 à 1890 et est responsable de la forte valeur du rms de la partie

résiduelle du mouvement du pôle (40 mas). Notons que le rms calculé sur la série après 1890
est réduit à 10 mas.

De plus un faible filtrage par ajustement parabolique local avec une fenêtre de 150 jours est

appliqué au terme de Chandler avant de commencer l’analyse non linéaire globale. La valeur de

l’oscillation instantanée est prise comme la valeur du point milieu de la parabole locale ajustée.

Ce filtrage réduit CX et CY de 2 mas rms seulement et permet de retirer la plus grande partie
de bruit de mesure de la série Chandler.

PM Décomposition Moyenne X - Y (mas) RMS X - Y (mas)
Sériés Brutes -15.7 || 49.8 142.9 || 188.4

Tendance -15.3 || 50.3 39.7 || 135.0
Chandler 0.0 || 0.0 102.9 || 101.4
Annuel 0.0 0.0 65.0 57.7

Irrégulier -0.3 || - 0.5 41.3 42.4

TABLE 6.1: Moyenne et RMS des séries brutes du mouvement du pôle en X-Y, et de leur

tendance, terme annuel, terme de Chandler et résidus associés (unités: mas).
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Décomposition X-C01 (unités: mas)
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Figure 6.1a: Décomposition de la série PMX par Census X-ll. De haut en bas: (série
totale, tendance, Chandler, annuel et résidus).
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Figure 6.1b: Décomposition de la série PMY par Census X-ll. De haut en bas: (série
totale, tendance, Chandler, annuel et résidus).
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4 Analyse non linéaire de la série temporelle globale du terme
de Chandler

1 Analyse des dimensions et de la géométrie du terme de Chandler, CX et
CY

Nous cherchons à décrire le déterminisme des séries du terme de Chandler dans l’espace mul

tidimensionnel. Dans cette partie, nous allons calculer le temps de retard r et la dimension

De* de l’espace de reconstruction nécessaires au dépliement des orbites et à la reconstruction

de l’attracteur du système observé à travers les séries temporelles du terme de Chandler en X
et Y.

Rappelons que les propriétés géométriques, topologiques et dynamiques de l’attracteur recon

struit, sont liées par difféomorphisme aux propriétés réelles du système physique sous jacent
aux mesures.

Le temps de retard est calculé à partir de la fonction d’information mutuelle (AMI) et vaut
respectivement environ 105 jours pour la composante CX du terme de Chandler et 115 jours

pour la composante CY. (Figures 6.2a,b)

temps de retard optimal: 105 jours (a)

10
* * temps de retard optimal: 115 jours (b)

8

1 6

4 \
Y / \ 2

0L • —— 0 L—-1 - * ‘ . 1. ^ « 1.... I.... I....
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300

Temps de retard (jours) Temps de retard (jours)

Figure 6.2: Fonction d’information mutuelle pour a) X-Chandler
b) Y-Chandler

La méthode des faux voisins globaux permet de trouver la dimension de plongement De*-

Le pourcentage de faux voisins globaux atteint la valeur zéro à la dimension de plongement 4

pour les deux séries. Notons qu’en dimension 3, la pourcentage de faux voisins est très proche

de zéro et que le fait qu’il n’y ait pas convergence dès la dimension 3 provient peut être de la

présence de bruit dans les mesures (le bruit est un phénomène de très grande dimension tendant
à masquer les processus de faible dimension en augmentant systématiquement les dimensions,

Chapitre 3). (Figures 6.3a,b)
Jusqu’à présent, nous pouvons simplement dire que les processus associés aux termes de Chan

dler en X et Y peuvent être caractérisés par des processus de dimension finie (inférieure à
4).
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Figure 6.3: Pourcentage de faux voisins globaux en fonction de la dimension de plongement

pour a) le terme de Chandler en X
b) le terme de Chandler en Y.

2 Reconstruction 3D de Pattracteur

Afin de visualiser la forme de Pattracteur dans l’espace des phases, nous avons représenté une

projection de l’orbite reconstruite dans un espace de dimension 4 pour les séries CX et CY.

Comme attendu, nous observons un 1-tore (qui seul correspondrait à un phénomène purement
périodique d’amplitude et de phase constante) perturbé (les modulations sont causées par les
processus qui agissent sur la variabilité et l’excitation du terme de Chandler, et dont les fluides

géophysiques en font majoritairement partie).
On voit aussi que les modulations autour du tore fixe peuvent atteindre jusqu’à environ 100

mas (Figure 6.4a,b). Ainsi la dimension de Pattracteur sera différente de celle d’un 1-tore (c’est
à dire 1). La valeur que nous trouverons sera révélatrice de la nature des excitations respon
sables de ces perturbations. Dans la mesure où les excitations du terme de Chandler peuvent

s’exprimer différemment selon la composante X ou F, (à cause de la disposition des continents)
il n’y a pas de raison de trouver exactement les mêmes caractéristiques dynamiques pour CX

et CY. Globalement, le 1-tore est la structure commune mais les modulations autour de ce tore

ont dans chaque cas leur propre signature.

Figure 6.f: Reconstruction de l’attracteur plongé en dimension f pour a) la série de Chan

dler en X, b) la série de Chandler en Y.
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3 Analyse dynamique et stabilité du terme de Chandler

(a) Dimension locale

Rappelons que la dimension locale nous indique le nombre d’exposants de Lyapunov à

déterminer ainsi que le nombre de degrés de liberté réel du système. Utilisant l’algorithme

de prédiction des valeurs propres décrit au chapitre 3, nous trouvons un pourcentage de

mauvaises prédictions qui reste assez élevé (25-40 %) pour les séries CX et CY. Ceci
provient du fait que cet algorithme est très sensible au bruit car il s’applique localement

dans l’espace des phases. Ainsi, le fait d’éliminer la partie la plus bruitée du signal, corres

pondant aux 10 premières années de mesure, assure la convergence de l’algorithme vers un

pourcentage nul de mauvaise prédiction dès la dimension 3 (Figure 6.5a,b). L’existence
de données très bruitées sur quelques années perturbe globalement tout l’attracteur re

construit interdisant la convergence de l’algorithme. En effet, dans l’opération de recon

struction, des points proches temporellement se retrouvent distribués sur tout l’attracteur

et leurs imperfections agissent donc de façon étendue tout au long de l’orbite.

La détermination de la dimension locale pour CX et CY n’ est pas sensible ici au nombre
de voisins utilisés.

I)L : X Chandler I)L : Y Chandler

Figure 6.5: Pourcentage de mauvaises prédictions en fonction de la dimension locale pour

le terme de Chandler suivant X (CX, gauche) et le terme de Chandler suivant Y (CY,

droite). Les différentes courbes (40,60...) correspondent au nombre de voisins choisi pour
la prédiction.

(b) Exposants de Lyapunov

La détermination des matrices jacobiennes à partir des séries temporelles reconstruites du

terme de Chandler, nous permet de calculer leurs valeurs propres et par conséquent d’en

déduire les exposants de Lyapunov globaux associés à la stabilité du système.

3 exposants sont à déterminer. Nous obtenons un exposant nul, un exposant positif et un

exposant négatif pour les séries de Chandler CX et CY (Figure 6.6a,b). L’ exposant nul
est celui associé à la direction neutre de l’attracteur et est témoin de l’existence d’un flot

pour décrire les données (équations différentielles autonomes du premier ordre). Dans la
mesure où le système est dissipatif, il est normal d’obtenir au moins un exposant négatif

afin d’assurer que la somme de tous les exposants soit négative. D’autre part, nous avons

obtenu un exposant positif pour les deux séries CX et CY. La validité de celui-ci est

assurée par le calcul des exposants ”inverses” c’est à dire grâce à l’opération qui consiste
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Exposants

à renverser la série temporelle (de 1997 à 1857 en inversant le temps) et à calculer les
exposants de Lyapunov de cette nouvelle série. Ceux-ci doivent avoir environ la même

valeur absolue que les exposants calculés sur la série initiale et être de signe contraire. Si
ces conditions ne sont pas vérifiées pour un exposant, celui-ci est qualifié de ”faux” et ne

doit pas être pris en compte.

Ici nous obtenons 3 exposants ”vrais”, un positif, un nul et un négatif. La somme des trois

est bien négative assurant le caractère dissipatif du système. La présence d’un exposant

positif nous indique la nature chaotique du système observé (ici le terme de Chandler
global en X et en Y). L’existence d’un exposant positif implique que les instabilités non
linéaires peuvent se développer le long d’une variété de dimension 1. En effet, l’exposant

positif mesure le taux de divergence des trajectoires et fournit alors une limite théorique

du temps moyen de prédiction du système. Pour CX et CY cette limite est respective

ment 368 jours et 276 jours. Cela signifie concrètement qu’on est en mesure de faire une

bonne prédiction du terme de Chandler sur son attracteur jusqu’à un an environ et qu’au

delà de cette limite, les prédictions ne sont plus crédibles (quelque soit la nature des al
gorithmes utilisés pour ces prédictions).
De plus, la dimension de Lyapunov associée aux propriétés topologiques de l’attracteur

et déterminée à partir du spectre des exposants de Lyapunov (Kaplan et Yorke, 1979)
vaut environ 2.5 pour les deux séries CX et CY. Les deux conditions réunies (sensibilité

aux conditions initiales (exposant positif, existence d’une variété instable sur l’attracteur)
et dimension fractale (attracteur étrange ayant une structure feuilletée) assurent la car
actérisation d’un processus déterministe de faible dimension dont la dynamique est chao

tique pour les séries CX et CY.

Exposants de Lyapunov Globaux
X Chandler

040

020

ooo

-0 20

-0 40

Longueur

Exposants de Lyapunov Globaux
Y Chandler

Figure 6.6: Exposants de Lyapunov pour a) le terme de Chandler en X, b) le terme de
Chandler en Y.

(c) Exposants de Lyapunov locaux, Variation locale de la stabilité

Les exposants de Lyapunov locaux (c’est-à-dire les variations temporelles de l’exposant
principal) ont été tracés pour CX et CY avec des fenêtres de 6 et 24 ans (Figure 6.7a,b).
Le choix de la valeur 6 est lié au choix de la fenêtre de la moyenne mobile utilisée pour
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la séparation du terme annuel et du terme de Chandler dans la partie initiale du travail.

Prendre une résolution supérieure (fenêtre inférieure à 6 ans) ne donnerait sans doute pas
d’autres variations temporelles significatives. D’autre part, le choix de 24 ans vient de la

valeur raisonnable du taux de dissipation (entre 20 et 70 ans: déduit du facteur de qualité

Q) du terme de Chandler (Furuya et Chao, 1996). Le facteur de qualité du terme de
Chandler est un élément primordial à connaître pour expliquer ce terme. Il correspond

au taux de dissipation de l’oscillation et est inversement proportionel au rapport entre

l’énergie perdue en un cycle et l’énergie totale de l’oscillation non entretenue.

L’augmentation de la largeur de la fenêtre correspond à une augmentation du lissage
des variations temporelles locales des exposants principaux. Là aussi (cf Chapitre 4),

l’exposant de Lyapunov présente des variations significatives au cours du temps témoin

d’une perte de stabilité (ou baisse de l’horizon de prédiction) comparée à la valeur

moyenne.

Les principales pertes de stabilité ont lieu entre 1860-1870 et 1940-1950 et sont plus sen

sibles sur la série CY. Les années 1920-1930 (coïncidant avec un ”présumé” renversement

de phase du terme de Chandler) sont assez stables (exposant petit) bien que toujours
chaotique (exposant positif).
Là encore nous pensons que les variations observées sont induites par les excitations in

connues qui agissent sur le terme de Chandler. Selon nous, l’analyse des séries temporelles

d’un candidat possible ne doit pas forcément être parfaitement corrélé avec la série du

terme de Chandler mais doit plutôt présenter le même genre d’évolution temporelle au

niveau de sa stabilité (de ses exposants de Lyapunov). Nous avons déjà remarqué ce genre
de choses lors de l’étude des séries EOP[1-100] jours où les variations de stabilité avaient

pû être clairement reliées à des évènements El Nino.
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Exposants de Lyapunov Locaux : X Chandler

Exposants de Lyapunov Locaux : Y Chandler

Dates

Figure 6.7: Variations temporelles locales de l’exposant principal de Lyapunov pour a) Le
terme de Chandler en X, b) le terme de Chandler en Y.

187



5 Discussion

La Table 6.2 résume les résultats précédents.

Caractéristiques X-Chandler y-Chandler

r (jours) 105 115

De* 4 4

Dl 3 3

Du 1 1

Ai .046 .086

A2 -0.008 -0.009

A3 -0.111 -0.18

£A< -.073 -.103

DLyap 2.43 2.42

Hp(jours) 368 276

Table 6.2: r est le temps de retard, De* la dimension du pseudo espace des phases, Dl

la dimension locale, Du le nombre de variété instables, A; les exposants de Lyapunov, leur

somme, ÜLyap le dimension de Lyapunov et Hp l’horizon théorique de prédiction déduit de la
valeur de l’exposant principal.

Cette première étude nous montre que le terme de Chandler observé se comporte comme un

oscillateur dissipatif conduit par des processus qui rendent sa dynamique déterministe et chao

tique. La traduction de ce comportement dans l’espace des phases passe par la reconstruction

d’un 1-tore perturbé. L’existence d’un exposant de Lyapunov positif démontre que le terme

de Chandler évolue dans le temps avec une variété instable dans sa dynamique. Grâce à notre

expérience, nous pensons que les résultats sont robustes et indiquent l’origine non linéaire du
mécanisme d’excitation du terme de Chandler.

L’aspect novateur de cette étude est de considérer l’oscillation de Chandler en tant que

processus déterministe non linéaire2 forcé. En effet, jusqu’à présent, les études préconisaient
une origine stochastique et linéaire des variations observées dans le terme de Chandler, ce point

de vue se comprend bien historiquement:

D’une part, les concepts d’analyse non linéaire de séries temporelles sont très recents et d’autre

part, les comportements des fluides géophysiques agissant sur la rotation de la Terre ont eux

aussi longtemps été étudiés dans le contexte stochastique. Ce n’est que très récemment qu’on

a souligné des comportements chaotiques de l’atmosphère par exemple.

De plus, ces résultats nous apprennent que nous avons besoin de (Dl=) 3 variables dynamiques
pour reconstituer le système d’équations propre à la dynamique chandlérienne.

Bien entendu, il est important à ce stade de se poser la question suivante:
Avons nous identifié le mécanisme d’excitation du terme de Chandler?

2Une première approche théorique suivant cette optique a été menée, par Kudlay (1995,1998), qui montre à
l’aide de simulations numériques, que les équations non linéaires de Liouville (ordre 2) présentent des solutions
similaires aux observations, et que la forme du spectre et la nature non harmonique du terme de Chandler

proviennent certainement d’effets non linéaires.
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La réponse est non, cependant les divers invariants que nous avons extraits des séries du terme

de Chandler, sont reliés à ces excitations recherchées. La dynamique d’un pendule linéaire dis-

sipatif (modélisé par les équations de Liouville linéaires) ne possède pas d’évolution chaotique.
Partant d’un état de non-équilibre, l’orbite suit une spirale pendant sa phase de transition

jusqu’au point fixe d’équilibre. Les dimensions locales et de Lyapunov correspondantes sont

Dl = 2 et DLyap = 0 ( Il n’y a pas de variété instable). Toutes les variations observées autour
de ces valeurs, pour le terme de Chandler, proviennent de l’évolution temporelle des excitations.

Une remarque similaire peut s’appliquer au facteur de qualité Q. Est ce que Q estimé à partir

des séries EOP est révélateur de la manière dont la Terre solide dissipe les afflux d’énergie

extérieure ou bien est ce une mesure du processus dissipatif en jeu dans la dynamique des ex
citations?

Nous ne pouvons pas donner de réponse directe à cette question, cependant, le taux de contrac

tion estimé par la somme des exposants de Lyapunov devrait pouvoir donner des indices. En

particulier, il serait intéressant de rechercher la relation entre la définition de Q et la somme

des exposants de Lyapunov.

Grâce à l’analyse non linéaire, un pas supplémentaire peut être franchi: en général, l’identification

d’un processus excitateur de la Terre est faite en comparant les séries temporelles correspon

dantes (en terme de moment angulaire) avec les variations observées des paramètres de rotation
et en comparant les spectres de puissance correspondants. Or nous avons vu que le spectre était

un indicateur erroné de la nature d’un processus physique non linéaire. De plus, la descrip

tion usuelle du terme de Chandler est faite dans la classe des processus autorégressifs. Ici,

nous proposons un autre type de modélisation dans l’espace des phases en terme de dimensions

et stabilité. Une approche nouvelle et complémentaire consisterait à comparer les variations

de stabilité des deux (ou plusieurs) séries en jeu. Nous pensons que les variations observées
de stabilité sont produites par les excitations inconnues du terme de Chandler et qu’une telle

comparaison apporterait une forte contrainte pour l’identification des excitations agissant sur
l’oscillation chandlérienne.

Extension directe en terme de modulations d’amplitude et de phase du terme de Chandler.

Nous avons vu que le terme de Chandler se comporte en première approximation, comme un

oscillateur (solution des équations de Liouville). Si la Terre était un système non dissipatif, les
oscillations seraient ”constantes” c’est-à-dire auraient toujours la même amplitude et la même

période et n’auraient pas besoin d’être entretenues par des apports extérieurs (1-tore). Comme
la Terre est dissipative, les oscillations de Chandler diminuent d’un taux mesuré par le facteur

de qualité Q. Or Nous observons que le terme de Chandler perdure, il est donc forcément en

tretenu par des mécanismes inconnus et présente une amplitude et une phase variables dans le

temps.

Ceci se traduit dans l’espace des phases par l’existence d’un 1-tore perturbé. Les variations par

rapport au tore sont une mesure de la dynamique des excitations. Ainsi, un moyen d’analyser

la nature même des excitations responsables de cet écart au tore pourrait être mené de la façon

suivante: il s’agirait d’isoler les modulations d’amplitude et de phase du terme de Chandler
autour de la période fixe 433 jours puis de les analyser de manière non linéaire. Les car

actéristiques dynamiques trouvées devraient être proches de celles du signal total car la variété

instable présente dans la dynamique globale du terme de Chandler est induite par ces modula

tions. Nous allons tout d’abord expliquer de quelle façon on peut isoler ces modulations du reste

du signal grâce à la méthode de démodulation complexe (Bloomfield, 1976). Cette méthode
est écrite pour étudier une série dont l’amplitude et la phase varient au cours du temps. C’est

189



donc typiquement le cas pour les séries CX et CY du terme de Chandler.

Considérons une série temporelle de la forme:

x(t) = A(t)cos(ut + $(i)) + e(t)

Où A(t) est l’amplitude variable du signal, $(tf), la phase, 10 la fréquence et e(t) la partie
résiduelle.

Pour isoler la partie des modulations autour de la fréquence choisie wc/j, il faut former une

nouvelle série y(t) — x(t) X e~luJcht:

y(t)= 0.5 + 0.5A(<)e"i(2“'',‘<+®(<)) + f

L’étude des modulations est possible grâce au premier terme de l’expression précédente:

(0.5A(i)e^(^) dans la mesure où il représente les variations couplées de l’amplitude et de la
phase uniquement. Sous les hypothèses A(t) et $(2) sont lisses, le premier terme 0.5A(t)el®W
l’est aussi. On admet de plus que le terme résiduel n’a pas d’énergie à la fréquence coch et

une énergie négligeable à la fréquence nulle. Ainsi il suffit d’isoler la partie lisse de la série
y{t) (cette partie est concentrée sur la fréquence nulle) grâce à un filtre passe bas qui sépare
les hautes fréquences (terme 0.5A(t)e~l^2uJcht+^^ de fréquence 2 x coch et les basses fréquences
(0.5A(t)el*W)).
Ce sont dans les basses fréquences du signal que se trouvent les modulations de phase et

d’amplitude de la série étudiée.

6 Discussion critique

1 Méthodologie employée

La méthodologie employée peut être critiquée pour plusieurs raisons (Manneville, communica

tion personnelle).
D’une part, la façon d’isoler le terme de Chandler et surtout de le séparer du terme annuel, peu
vent induire des imprécisions dans les déterminations finales à cause de la résonnance proche.

Un moyen plus efficace proposé serait d’utiliser des méthodes d’analyse spectrale singulière,

(décrites juste après), permettant d’éliminer la tendance et le bruit de la série brute de manière
très performante. De plus l’idée de la démodulation serait à appliquer, en adoptant cette ap

proche, au signal bipériodique, en prenant comme période de démodulation celle de l’année
solaire.

Ce mode de traitement évitant une suite de décomposition du signal est en accord avec la

philosophie ”non linéaire” de traitement du signal.
Un autre point discutable provient du rééchantillonnage des données. En effet, nous n’avons

pas évalué le ”bruit” introduit par cette pratique. Cependant, nous pensions que celui-ci appar
tenant aux hautes fréquences, ne devait pas perturber le terme de Chandler de façon importante.

Cependant malgré la méthodologie des prétraitements, à reconsidérer, il est intéressant de

remarquer que l’analyse ainsi menée de la série de Chandler a tout de même fourni un résultat
nouveau et primordial indiquant la nature déterministe et instable des modulations observées

de ce terme. Cette description permet de trancher avec les descriptions stochastiques usuelles

(notons que ces déterminations se basent aussi sur l’extraction de la série de Chandler avec des
techniques similaires à celles employées ici).
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Même si quantitativement, les résultats sont à recalculer, quantitativement, l’origine non linéaire

et déterministe du méchanisme d’excitation du terme de Chandler est bien apparente.

2 Analyse spectrale singulière

La méthode de décomposition en valeurs singulières est particulièrement adaptée à des séries

courtes et bruitées, issues de l’observation de systèmes chaotiques. Elle permet d’extraire des

informations pertinentes d’un système sans connaissance de la dynamique sous jacente. C’est

une sorte de filtrage adaptatif tel que le signal est décomposé sur une base optimale formée par

les vecteurs propres de la matrice de covariance. Ceci permet d’éliminer le bruit correspondant

aux directions non principales. De plus, c’est une technique robuste de retrait de la tendance

et de détection des oscillations (Broomhead et King, 1986).
Le signal est ensuite reconstruit sur des bandes spectrales bien choisies. Ce type d’approche

pourrait sans aucun doute améliorer l’analyse du terme de Chandler mais également celle des

autres signaux de rotation de la Terre. D’ailleurs, ces techniques ont été appliquées à de

nombreuses séries géophysiques où elles ont fait leurs preuves (Vautard et al., 1992)

7 Conclusion

Ce premier développement nous donne des caractéristiques dynamiques des séries temporelles

CX et CY: Une dimension de plongement suffisante de 4, une dimension locale de 3, un ex

posant de Lyapunov positif présentant des variations temporelles.

Un prolongement très intéressant de ce travail serait d’intégrer les équations de Liouville

(linéaires et non linéarisées (bien que la nonlinéarité des équations de Liouville elles mêmes
soit très faible)) dans le cas d’une excitation artificielle chaotique3 et de regarder de quelle
manière le système dynamique (oscillation de Chandler) répond à cette excitation (celle-ci
pourrait modéliser sommairement la dynamique de l’atmosphère par exemple). Jusqu’alors, les
fonctions d’excitations théoriques étudiées sont restées des fonctions de Dirac, de Heavyside ou

des fonctions de types périodiques (Munk et Mac Donald, 1960) appliquées aux équations de

Liouville linéarisées (ce type de démarche et d’approche théorique (basée sur les équations de
Liouville et la modélisation des fonctions d’excitations afin de voir leur effet sur les EOP) n’est

évidemment pas restreint au cas particulier du terme de Chandler).
De plus, comme nous avons mis en évidence que le terme de Chandler était globalement main

tenu par un processus déterministe chaotique de faible dimension, une caractérisation plus

précise de la dynamique de ce processus pourrait être obtenue par l’étude dans l’espace des

phases des attracteurs liés aux modulations du terme de Chandler.

D’autre part, des calculs similaires devraient être effectués avec les séries de mouvement du

pôle obtenues par différents centres d’analyse, afin de comparer les déterminations. Bien en

tendu, ces séries ne seront jamais totalement indépendantes puisque les données historiques de

mouvement du pôle (milieu 19 ième siècle) sont peu nombreuses. Cependant, la sélection des
mesures, les prétraitements et la combinaison peuvent être effectués différemment et conduire

à des résultats plus ou moins convergents. Les caractéristiques globales (r, De*, Ai) extraites
des séries de TIERS ne seront certainement pas affectées par des changements dans les séries de

référence. Mais les caractéristiques locales (exposants de Lyapunov locaux), sont susceptibles
de changer de manière significative. Ce type de sensibilité devrait être vérifié avant de procéder
à des interprétations détaillées, des variations de stabilité du terme de Chandler.

3reste à définir..
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Conclusion

L’apport des méthodes non linéaires de traitement du signal, à l’étude géophysique de la rotation

de la Terre, que nous avons exploré dans le cadre de cette thèse, nous semble non négligeable.

D’une part, nous avons montré que certaines composantes terrestres pouvaient être modélisées

sous forme de processus non linéaire déterministe de faible dimension dans l’espace des phases

et non plus uniquement de manière stochastique dans l’espace des fréquences. Ces résultats ont

permis de quantifier des invariants dynamiques, de proposer des temps limites de prédiction en

ouvrant la voie à de nouvelles comparaisons. Il devient ainsi possible de comparer les propriétés

dynamiques des processus atmosphériques agissant sur la Terre et les propriétés dynamiques des

fluctuations terrestres. Ceci permet de quantifier d’une nouvelle manière le rôle de l’atmosphère

dans l’existence d’irrégularités de la rotation de la Terre. D’autre part, les dynamiques turbu
lentes et non linéaires étant omniprésentes dans la Nature, nous ne pouvons plus d’une manière

générale, nous limiter à une description linéaire des phénomènes.

Nous avons par ailleurs souligné l’extrême prudence avec laquelle il convenait d’utiliser ces

méthodes. La longueur de la série, son niveau de bruit, les prétraitements, sont autant de fac
teurs pouvant induire des résultats erronés. Il n’est pas à conseiller d’appliquer ces méthodes

à l’aveuglette ni de se limiter comme dans certaines études (Nicolis et Nicolis, 1984; Tiwari et
al., 1992) à l’application d’un seul algorithme (par exemple celui de Grassberger-Procaccia). Il
existe heureusement des moyens pour éviter de mauvaises interprétations.

Une bonne piste pour trancher entre déterminisme et stochasticité est de tracer la pro
jection de l’attracteur reconstruit. Générer un signal synthétique stochastique possédant les

mêmes propriétés statistiques (spectre, Fourier) que le signal étudié puis comparer leurs ”at-
tracteurs” respectifs forment alors, méthodologiquement parlant, la meilleure démarche. De

cette manière, nous avons montré que pour les EOP[1-1GO] jours et les EAAM[1-100] jours,
le comportement dynamique asymptotique des orbites est fondamentalement différent de celui
d’une série de marche aléatoire de même spectre.

Alternativement, une autre méthode sélective à développer est la prédiction non linéaire. Le

comportement de l’erreur de prédiction en fonction du temps est typique du processus. Pour

un bruit non corrélé (blanc), l’erreur reste constante, pour un signal issu d’un système chao
tique, elle décroit très vite. Malheureusement pour un bruit corrélé, elle décroit aussi rendant

l’analyse difficile. Il devient tout de même possible de trancher sur la nature déterministe ou

stochastique du système, en étudiant le coefficient de corrélation entre la valeur prédite et la
valeur réelle de la série: Son comportement est différent entre un signal chaotique et un signal

aléatoire. C’est par cette méthode que Elsner et Tsonis (1992) ont confirmé, à partir de la

prédiction d’une série d’indice SOI, la chaoticité de ”ENSO”.

La caractérisation non linéaire des séries principales de moment cinétique atmosphérique a
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mis en évidence dans notre travail, un nouvel attracteur atmosphérique chaotique de dimen

sion fractale entre 4 et 5. Les horizons de prédiction théoriques déduits de cette étude sont

d’environ 5 jours. Ce résultat est en parfaite coïncidence avec les horizons de prédiction dy

namiques atmosphériques obtenus à partir de modèles, ce qui justifie la réalité physique de

l’exposant principal de Lyapunov calculé.

Les mouvements atmosphériques excitent la Terre qui répond sous forme de fluctuations

rapides et apériodiques de son axe de rotation et de la longueur du jour. Ces fluctuations

mesurent en quelque sorte la moyenne de tous les processus dynamiques qui influencent la

rotation de la Terre. La similitude des valeurs obtenues pour les invariants dynamiques des

fluctuations de la rotation de la Terre et ceux de l’excitation atmosphérique démontre que le

principal responsable des irrégularités observées de la rotation de la Terre est l’atmosphère.

Les petites différences cependant existantes, sont à attribuer principalement aux excitations

océaniques (dont la dynamique est là aussi fortement non linéaire) et dans une moindre mesure,
aux erreurs observationnelles et à la flnitude des données.

Comment faut-il interpréter l’attracteur chaotique présent dans les fluctuations rapides de

la rotation de la Terre? Nous pensons que le système ”Terre” n’est pas chaotique. Cette

composante déterministe non linéaire de faible dimension n’est pas induite par la dynamique

propre de la Terre mais est plutôt transmise par les excitations atmosphériques qui sont elles,

par nature, non linéaires. Les fluctuations de la rotation de la Terre sont la signature directe

des excitations et leur description dynamique est un indicateur robuste du type de processus

qui les a engendrées. En quelque sorte, l’étude non linéaire des séries temporelles est un type de

problème inverse de la dynamique non linéaire qui permet d’éclairer les propriétés de la source
des données.

De plus, les horizons de prédiction des EOP[ 1-100] jours sont de l’ordre de 12 jours, indiquant
que l’instabilité atmosphérique, est transmise à la Terre tout en étant légèrement réduite.

Concernant le terme de Chandler, nous sommes les premiers à considérer son étude du point

de vue de l’analyse non linéaire de sa série. Dynamiquement il peut être décrit comme un os

cillateur dissipatif forcé possédant une variété instable induite par les excitations. L’existence

de la variété instable induit une limite prédictive de ce terme de l’ordre d’une année.

Le taux de dissipation (dont une borne inférieure est fournie par la somme des exposants de
Lyapunov) du système serait à comparer directement avec le facteur de qualité Q du terme de
Chandler. Une recherche comparative pourrait alors aboutir à une détermination plus précise
de ce terme.

D’autre part, puisque la maintenance et les variations de l’oscillation de Chandler restent encore

mystérieuses, une étude poussée des dimensions et des variations de stabilité de l’attracteur de

Chandler pourrait aider à isoler et identifier les excitations qui manifestement ne sont pas de
nature aléatoire.

Le travail que nous concluons ici, fût initialement entrepris avec la motivation d’essayer de

savoir s’il était possible de détecter une composante déterministe apériodique non linéaire dans

les fluctuations rapides causées par les excitations géophysiques de la rotation de la Terre.

Cette étude découle donc d’une démarche originale et au vu de résultats encourageants, s’est

finalement poursuivie par la détection puis la caractérisation de ces composantes ainsi que leur

comparaison active aux séries atmosphériques. Il est dorénavant possible d’envisager des exten-
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sions multiples à cette recherche qui trouve toute sa place dans les études géophysiques de la
rotation de la Terre dans la mesure où les centres d’analyses fournissent des séries de mesures

de plus en plus précises, denses et longues.

PERSPECTIVES:

Caractérisation

A l’issu de nos recherches, il nous paraît intéressant en premier lieu, en ce qui concerne

l’étude du terme de Chandler, de reprendre son étude non linéaire en changeant légèrement
de méthodologie et en utilisant le principe de démodulation. En effet les résultats obtenus

sont sufhsemment encourageants pour tenter de caractériser précisément à l’aide de dimensions

et stabilité, les causes des modulations observées. Ceci permettra également de confirmer les

dimensions d’attracteurs trouvées et de décrire plus précisemment la stabilité locale du terme
de Chandler.

D’une manière générale, l’étude de la rotation de la Terre ne peut plus se limiter à une des

cription purement linéaire. Ceci concerne à la fois les modèles des excitations et le traitement

des mesures. Ainsi, il faudrait entreprendre des analyses similaires sur des séries temporelles

autres que les EOP[1-100] jours. Par exemple, une étude sur les résidus (séries corrigées des
périodicités, saisons et tendances) compléterait efficacement les présents résultats.

La caractérisation dans le pseudo espace des phases, d’une série issue d’une signal pure

ment périodique, est équivalente à sa caractérisation dans l’espace des fréquences. Par la

caractérisation temporelle, on rendra bien compte de la périodicité du processus. De même,

l’attracteur reconstruit dans l’espace des phases sera un cycle limite sur lequel la périodicité

apparaîtra clairement. Par contre dans le cas d’un système apériodique, la description linéaire

de la série sera très difficile dans la mesure où celle-ci sera très perturbée, tandis que dans

l’espace des phases, le processus apparaîtra sous forme d’une figure bien définie (dimension,
stabilité) et pour laquelle les relations spatiales seront plus apparentes.

Le choix des méthodes de prétraitements des séries pourrait être revu afin de sélectionner

les séries les plus précises possibles. Par exemple, une technique qui doit être utilisée dans les

analyses futures concerne la décomposition par valeur singulière. Rappelons que cette technique

consiste à décomposer le signal sur une base optimale (on choisit la base des vecteurs propres de
la matrice de corrélation), afin d’éliminer le bruit, puis de recomposer la série débruitée sur des
bandes spectrales bien choisies (Broomhead et King, 1986). Cette méthode permet également
de retirer la tendance d’un signal et d’identifier les oscillations. Elle est particulièrement adaptée

à des signaux courts, bruités et issus de systèmes chaotiques (Vautard et al., 1992).

Prédictions

A ce stade de nos recherches, les meilleures prédictions des paramètres d’orientation de

la Terre reposent sur des techniques classiques linéaires. Les méthodes les plus courantes de

prédiction des EOP trouvées dans la littérature scientifique sont, des simples autorégressions

(ou combinaisons d’autorégressifs) (Vondràk, 1989) , des modélisations ”ARMA” c’est-à-dire
possédant une composante autorégressive et une composante moyenne mobile (Handom et Sung,
1996) , une prédiction par ” autocovariance” (Kosek, 1996). Les précisions obtenues par les
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différentes méthodes sont sensiblement les mêmes. Les principales sources d’erreur viennent

des fluctuations observées du terme de Chandler et des oscillations à courtes périodes des EOP

causées par les excitations atmosphériques (Kosek, 1996).
Vu la nature dynamique instable des EOP[1-1QO] jours et du terme de Chandler, introduire des

méthodes de prédictions basées sur la reconstruction d’un attracteur dans l’espace des phases

ne pourrait selon nous qu’améliorer les résultats actuels. Les méthodes de prédiction dans

l’espace des phases privilégient un traitement local basé sur la notion de voisinage d’un point,

plus précisément, elles s’appuient sur des modélisations locales du flot sur l’attracteur grâce

à la description du comportement de points voisins (Abarbanel et al., 1994). Tandis que les
méthodes linéaires classiques travaillent séquentiellement dans le temps, les méthodes d’espace

des phases ont l’avantage de pouvoir exploiter les ”corrélations” spatiales.

Un travail très intéressant à entreprendre consisterait en une comparaison des performances des

prédicteurs linéaires (de type AR, MA, ARMA), des prédicteurs dynamiques de reconstruction
d’espace et aussi des prédicteurs de régression non linéaire ( réseaux de neurones; Bonnet, 1997)
dans le cas de la prédiction des résidus des EOP.

Modélisation

L’application des méthodes non linéaires de traitement du signal permet de décrire les séries

dans l’espace des phases en termes d’invariants dynamiques. Une étape supplémentaire con

cerne la modélisation de ces processus en termes d’équations différentielles.

L’approche linéaire habituelle modélise le comportement temporel d’une série par la somme

d’un terme linéaire apériodique (tendance), de plusieurs fonctions périodiques et d’une somme
d’autorégressifs ou moyennes mobiles, déduits des propriétés de corrélation temporelle ainsi que

celles du spectre de Fourier. Une démarche physiquement plus réaliste, concerne la modélisation

du comportement des orbites dans l’espace des phases. La différence entre ces deux types de

modélisation est fondamentale: d’un côté on modélise la série temporelle, de l’autre on modélise

la dynamique du processus physique observé.

Concrètement, il s’agit de travailler dans l’espace des phases en trouvant des lois globales

d’évolution sur l’attracteur approximant le flot. Ceci permet de construire un système d’équations

différentielles ordinaires du premier ordre dont les solutions reposent sur un attracteur possédant

les mêmes propriétés dynamiques que l’attracteur empirique reconstruit. Il est alors logique que,

selon le système de coordonnées choisi pour la reconstruction, il y ait non unicité des équations

différentielles reconstructibles. Par exemple, pour la rotation de 1a, Terre [1-100] jours, nous
avons besoin d’au moins 5 équations différentielles pour décrire la dynamique sur l’attracteur.

Trouver ces équations et les variables associées constitue un grand défit qui possède un intérêt

théorique et pratique certain pour la description des irrégularités de la rotation de la Terre.

Plusieurs méthodes ont déjà été proposées pour la reconstruction d’équations différentielles (par
exemple Crutchfield et McNamara, 1987; Gouesbet, 1991). Leur principale difficulté provient
vient du fait qu’il faille analyser de manière globale l’attracteur. Les méthodes prédictives se

basant sur des analyses locales sont plus faciles à mettre en oeuvre dans le cas d’attracteurs

reconstruits issus d’observations. D’ailleurs à notre connaissance, les méthodes de reconstruc

tions d’équations différentielles ne sont pas encore opérationnelles pour des systèmes physiques
réels observés.
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Abstract. Estimations of the Oppolzer terms for the
angular momentum and rotation axes of a non-rigid
Earth are obtained from two different approaches and
compared. The first approach is an analytical method
vvhich relies on the solutions of the Liouville équations
for a two-layer Earth model. The Oppolzer terms are
evaluated from analytical expressions. The results are
then compared to those calculated from Wahr’s theory
of nutation for a non-rigid Earth, which is the second
approach used.- Results are obtained for the main
nutation frequencies and for the precession case. The
différences betvveen the two solutions are generally quite
small (the relative error is most of the time under 8%)
and are, for a large part, due to successive approxima
tions and truncation effects during their détermination.
Departures of the results from the two methods are
significantly larger for frequencies near the Free Core
Nutation (FCN) résonance. This is particularly true for
the Oppolzer terms of the angular momentum axis. The
Earth model adopted is a little bit different in each case:
for the Liouville System solution, we hâve limited the
model to a homogeneous elastic mantle and a homoge-
neous liquid core. Another source of some of the small
différences in the results is the presence of a solid inner
core in Wahr’s theory. We confirm through the analyt
ical calculation the strong effect of the core on the
Oppolzer terms of the angular momentum axis for a
non-rigid Earth at the precession frequency. Finally, an
application is given in the détermination of the axes’
position at J2000 for a non-rigid Earth.

Key words. Non-rigid Earth • Nutations • Transfer
function Oppolzer terms

Correspondence to: V. Frede

1 Introduction

The Oppolzer terms of any geocentric axis close to the
terrestrial Gz-axis are the angular incréments betvveen
the géographie pôle position and the time-dependent
position of that axis caused by the gravitational tidal
torque coming from the Sun and the Moon (and to a
lesser extent from the planets) acting on the Earth.
Those terms hâve been calculated for a rigid Earth (e.g.
Woolard 1953) and for an elastic Earth (e.g. McClure
1973). The différences induced by the non-rigidity of the
Earth on the Oppolzer terms hâve been discussed by
Brzezinski (1986) who showed that the offset betvveen
the rotation axis and the angular momemtum axis is

about 40 times larger for an elastic Earth vvith a liquid
core than for one without. He used Wahr’s results of

non-rigid nutations to correct the Oppolzer terms given
by McClure (1973) for an elastic Earth and thus
calculate the Oppolzer terms for a non-rigid Earth
including the free core nutation (FCN) effect.

It should be noted that the terni ‘diurnal polar mo
tion’ is found in the literature (Brzezinski 1986; McClure

1973); the Oppolzer terms and diurnal polar motion
hâve the same amplitude. The Oppolzer terms refer to
the offset betvveen the nutations of an axis close to Gz,

and the Gz-axis, expressed in a celestial frame (they hâve
long periods), vvhile the diurnal polar motion refers to
the same offset but expressed in the terrestrial reference
frame (they hâve diurnal periods). Additionally, we note
that having nutation expressions for the different axes is,
in fact, perfectiy équivalent to having Oppolzer term
expressions and rigid-Earth nutations of one axis. The
advantage of having the Oppolzer terms for a non-rigid
Earth is that the rigid-Earth nutation theory can be
developcd for one axis only. as is usually donc. There is
no need for further developments in this frame.

We develop here an analytical expression of the Op
polzer terms based on Liouville équations. The model is
an elastic Earth vvith a liquid core. The advantage of this
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approach is that the FCN résonance effects appear
clearly. The analytical method is derived from the ana-
lytical theory developed by Dehant et al. (1993) and
Legros et al. (1993) for a three-homogeneous-layer
Earth and the associated numerical values. Several other

analytical studies of lunisolar perturbations in Earth
rotation hâve been performed in the past (Sasao et al.
1980); in that paper, the rotational motion of the core
and that of the whole Earth were solved analytically.
The corresponding analytical expressions are équivalent
in the case of a tvvo-layer Earth. Mathews et al. (1991a,b)
and De Vries and Wahr (1991a, b) hâve also added the
effect of a solid inner core to those équations but did not
hâve complété analytical expressions as in Dehant et al.
(1993) (they hâve a semi-analytical approach).

Alternatively, Wahr’s numerical nutation theory
(Wahr 1981a, b) also gives the values of the Oppolzer
terms for a non-rigid Earth, as we will show in this
paper. Here, we compare the results from the two dif
ferent approaches. For the analytical method, we can
express the Oppolzer terms as functions of the tidal
potential and Love numbers describing the non-rigidity
of the adopted Earth model. In Wahr’s non-rigid-Earth
nutation theory, the Earth model includes also a solid
inner core. The comparison between the results of the
two methods to obtain the Oppolzer terms could also
make it possible to see the effect of the inner core on the
détermination of the Oppolzer terms.

We will not deal with ail the nutation frequencies as
in Brzezinski (1986), but will focus our comparisons on
the main ones, being the rétrogradé and prograde 18.6-
year nutation, and the nutation corresponding to the
diurnal i\J/[ tide, Si tide, <j)[ tide, P\ tide, 0\ tide 00\ tide
and K\ tide.

In Sect. 2, we will introduce the general expressions of
the Oppolzer terms. Section 3 will then be devoted to the
analytical évaluation of the Oppolzer terms for the an-
gular momentum and rotation axes as a function of the
external potential and of the Love numbers. Section 4
will deal with the same kind of concerns but applying
Wahr’s transfer function for non-rigid-Earth nutations.
In Sect. 5 the numerical computation of the Oppolzer
terms for the angular momentum and the rotation axes
from both methods is performed for the main nutation
frequencies. The results, summarized in Table 3 in
comparison with Brzezinski’s, are then discussed, fo-
cusing on the respective advantages and limitations of
each approach. Finally, the case of the precession, also
treated in Sect. 5, leads, in Sect. 6, to an évaluation of
the axes’ positions at J2000.

2 Définition of the Oppolzer ternis

The Euler angles (0e, i/q:, O) dcfine the orientation of the
terrestrial frame Gxyz with respect to the celestial one
GXYZ (Fig. 1; Capitaine 1982).

In order to obtain the positions of the Gz axis in a
celestial frame that will be required to express the nut
ations and thus the Oppolzer terms of any axis, we use

Fig. 1. Euler angles (0e = —0, i//E = \]/) linking the celestial inertial
reference frame GXYZ to the rotating frame Gxyz whose instanta-
neous velocity vector is œ

Euler’s kinematic relation as written (with other con
ventions) by McClure (1973) and Capitaine (1982)

6e + z'i^e sin $e = fi/rte'0 (1)

where O « O/, Q is the mean velocity of the Earth, m is
the complex sum of the first two components of the
terrestrial position of the instantaneous Earth’s rotation
vector (m — m\ -F imi), co is the instantaneous velocity
vector of the Earth (co = co\ -F icoi) and co = m/Cï, i is the
complex number such that r = — 1, and i is the time
différence with respect to J2000 (t = 0).

Euler’s angles (6e, iAe) and nutation angles (enut,

•Aprec/nut or —>A) are conventionally linked by

6E = -6= -£nut (2)

<Ae = <A = -«Aprec/nut P)

because the Euler angles are taken positively eastward
and because the IERS conventions (McCarthy 1996)
consider, for nutation in obliquity, nutation in longitude
and precession, a positive angle starting from the
ascending node in the westward direction.

The nutations of the Gr-axis nutcr are given by the
intégration of Euler’s relation

nutc. =A0 F i sin 60Ai// = A£n.Jt - i sin r0 A iAprcc/nut

= - [ fim eiDj dt (4)
Jo

where 6q = 6 (t = 0) and co = e (t — 0), as done for
instance in Capitaine (1982). The nutations of any other
axis are expressed in a similar way, except that we
usually note them adding a subscript which identifies the
axis. The Oppolzer terms of any axis J (J stands for R
the rotation axis, or CEP the celestial ephemeris pôle, or
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H the angular momentum axis) are written

[<50/ -F iôij/j sin 0/o]grav where the angular incréments
(<50/, <5if/j) forced by gravitational tides must be added
to the Gz nutations in order to obtain the nutations of J.

We want to express these terms in space for a non-rigid
Earth. The Oppolzer terms for J are thus

[ÔOj + iô\J/j sin 0/o]grav

= [A0/ + / A i/<y sin 0/O]grav

- [A0 + / A ift sin 0o]grav (5)

The subscript grav means that we only keep the forced
part of the expression. Because the motion caused by the
gravitational tides of the terrestrial Gz-axis in space
corresponds to the motion of the conventional CEP
(Seidelmann 1982), Eq. (5) can also be written as

[ôdj + iôipj sin 0O]^

= [A0/ + i A \J/j sin 0o]mv

- [APcep + i A \f/CE? sin 60] (6)

We are interested in finding the Oppolzer terms of the
rotation and the angular momentum axes for forced
frequencies. The first step is to détermine the nutations
of the various axes under considération.

2.1 Nutations of the CEP

The rotation axis position in the terrestrial frame
keeping only the gravitational part, which in the case
of an external tidal forcing can be derived from a
potential W = IVqc'C'1+>1+v at any frequency is given in
a celestial frame by (as in Capitaine 1982)

me®' = mO(,„e'(;;,+’+0 (7)
with / = 7.+ Q; 7. is the frequency expressed in the
terrestrial frame and 7. is the frequency expressed in
space. Note that ail the variables are expressed in the
terrestrial frame in an exponential form similar to the
external potential, as for instance m = m0.3ve'(/rf'?+ï).
Integrating Eq. (1), using Eqs. (2) and (3), keeping only
their forced part, and taking the expression of m given
by Eq. (7), the nutations of the CEP for a frequency in
space can be expressed by

A 0CEP )+iA \pcEv ) sin 0O

iWo^v-e
/.

(8)

Following Eq. (6), these expressions of the CEP
nutations are used below to obtain the Oppolzer terms
for the rotation axis, noted OppÆ(7. ) and for the angular
momemtum axis, noted Opp//(7. ).

In order to obtain the position of the rotation axis in
space, it is necessary to sum its position relative to the
Gz-axis expressed in space, and the Gz position around
GZ (also in space) (see Fig. 1).

From Eq. (8) and the définition of the CEP, we hâve

AO + iAf sin 0O = /- (9)

which expresses that for one particular frequency the
nutational motion of Gz around GZ is obtained by an
intégration of Eq. (4) with the proper expression for m
[Eq. (7)]. The sum of Eq. (9) and the nutational motion
[nutations or positions of any axis only differ from a n/l
phase as shown schematically by Defraigne et al.
(1995b)] associated with the relative position of the
rotation axis with respect to Gz, expressed in space and
given by Eq. (7) [i.e. take -i x Eq. (7)+ Eq. (9)], gives
the nutations of the instantaneous rotation axis for a

given forcing frequency )..

A0æ (^Â ^ + iAil/R (^2 ^ sin 0o

e'(;-/+’t+î) (10)

This allows us to write the Oppolzer terms of the
rotation axis for the frequency z. as

Opp R{>!)

= (<50* + /sin 0o<5i/'/?)grav

= (a0* + iA\f/R sin 0O)

- (A0Cep + iA\l/Œ? (z') sin 0O) (11)

= -^ogme'(/,+^) = wo^e'^) (12)

It is interesting to note that the Oppolzer terms of the
rotation axis are simply the diurnal polar motion
constituents expressed in space.

2.3 Angular momentum axis

The angular momentum conservation équation provides
the expression of the nutations of the angular momen
tum axis as a function of the external torque L acting on
the Earth. Indeed, the angular momentum vector H is
related to the external torque in space by

(13)

Integrating the first two components and normalizing in
order to express the nutation angles of H, we obtain to
the first order for a particular frequency 7/ (Roosbeek
and Dehant 1998)



1 LciÇu
A0H(>!) + /A^(;/)sin£0 = (14)

where C is the polar principal moment of inertia.
L = is the complex sum of the first two

components of the external torque acting on the équa
torial bulge of the Earth. It results principally from the
forces of the Moon and the Sun (the effects of the other
planets are of second order). It dépends on the gravi-
tational force which is directly proportional to the tidal
potential W. The latter is developed in spherical har
monies of which the main part is the degree 2 part. Only
the degree 2 order 1 component plays a rôle in the ex
pression of the torque. W and L can be related by
L = —‘iiAWa/r1 with L = L\ + iLj and W = W\ + iWj.

Note that the rigid-Earth and non-rigid Earth nut
ations are the same for this axis, as the variation of the

angular momentum vector in space is equal to the ex
ternal torque acting on the Earth (and the external
torque does not dépend on rigidity at the first order).

From the différence between the forced nutations of

the angular momentum axis H as given by Eq. (14) and
the nutations of the CEP as given by Eq. (8), the Op-
polzer terms of H are derived as

Opp //(;.') = (15)

L and m are related by the Liouville équations applied to
the whole Earth expressing the angular momentum
balance

L = AClm + c£l — iQ2m(C — A) + h + iQ1 c + iQh (16)

as given in Dehant et al. (1993), where c = C13 + icii is
the complex sum of two incrémental inertia products
caused by mass redistribution in the Earth, and
h = h\ + ihi is the complex sum of the first two
components of the relative angular momentum. For a
simplified Earth model with a liquid core obeying a
Poincaré fluid law, the relative angular momentum h
cornes from the differential rotation of the core with

respect to the mantle, h—A{\^. Af is the moment of
inertia of the core and wf its differential rotation relative

to the mantle. In the above équations ail the terms hâve
the same form as the external potential and are easily
derived

m = m0e't;'-,-,'+i)c = c0A;t+t'^

h = h0A}l+,,+^L =; Z.0e;'(;j+', fï) m = i/.m ...

Rcplacing L given by Eq. (16) in Eq. (15), wc obtain

Opp /-/(;/) = (<59// + /sin 0o^//)grav
fAm c h \

V"c +c + en) (17)

Equations (12) and (17) give the general expressions of
the Oppolzer terms for the angular momentum and
rotation axes. The analytical method expresses the
quantités m, c and h by using the solution of a System
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of two Liouville équations and applying the generalized
Love number formalism (Legros 1987).

3 Expressions of the Oppolzer terms using the two-layer-
Earth Liouville équations

The expressions of the Oppolzer terms as a function of
the Earth’s interior parameters can be obtained from
Liouville équations in the case of a diurnal approxima
tion. We consider a two-homogeneous-layer Earth
which consists of a liquid core of mean density
pf = 10.89 x 103 kg • m~3 and an elastic mantle of
density pm = 4.45 x 103 kg • m-3 (the mean density of
the whole Earth being p = 5.51 x 103 kg • m-3). We
adopt as in Sasao et al. (1980) an initial Earth in
hydrostatic equilibrium and a Poincaré fluid for the
core. For simplicity, we only keep the first-order terms
of the expressions in the frame of the diurnal frequency
approximation. These hypothèses are chosen in order to
dérivé completely analytical expressions, but it should be
noted that the final results are not as accurate as those

derived from numerical models. The aim was to see

where the different physical properties of a non-rigid
Earth as well as the FCN résonance entered in the game.

The solution gives the differential rotation of the
mantle co with respect to the mean Earth’s rotation Q
and the differential rotation of the core relative to the

mantle œt' as a function of the tesseral components of the
tidal external potential W as in Sasao et al. (1980). œ is
thus directly proportional to the corresponding tidal
amplitude potential given in the literature as normalized
amplitudes A (J.) for each frequency /. In the case of the
diurnal tesseral potential, this yields

W(>) = Wo(Â)AÀl+r,+v = —DA{/.y{;-t+n^) (18)

where D is the Doodson constant (D = 2.6m2 • s-2).
Table 1 gives the amplitudes Wq of the tidal potential
used in this paper (as taken from Roosbeek 1996).

The System to solve is composed of two Liouville
équations, one for the whole Earth and the other one for
the core. In order to be able to solve these équations
analytically, the previous simplifications (as a two-ho-
mogeneous-layer Earth model initially in hydrostatic
equilibrium) are necessary; a further simplification as the

Table 1. IV0 values of the tidal potential W — iVQe‘x',+n^ as a
function of the frequency X

À »o

'•K/h 0.007

0.013

/-318.6/7 0.124

Àj 00\ 0.02S

VS-, 0.009

x;p\ -0.303

18.6/- -0.01S

X‘40[ -0.653

Xk i 0.918
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diurnal approximation has been considérée!. After some
algebra [détermination of the eigenmodes of the System;
see Frede (1996) for details], the solutions of these
équations for a two-layer Earth and for a forcing diurnal
frequency / are given by

«/(/.) = ^4 e'(--"+î)
Ama~ 1^(/ - /.fcn)J

2aO

“M ~ ->n 1 + (/. + Fi) — -p
\ A ~ ''-fcn),

X e'(;-'+''+i)

with

;.FCN = -fi( 1 +

(19)

(20)

as is given in other notation by Sasao et al. [1980, Eqs.
(78), (79), (74) and (75)]. /fcn is the free core nutation
frequency. Here, <70 = 289 rePresents the ratio of the
centrifugal accélération to the gravitational accélération;
a is the mean radius of the Earth; a and af are the
flattenings of the vvhole Earth and of the core respec-
tively; A, Am and Ar are the moments of inertia of the
whole Earth, mantle and core respectively; kf is a Love
number expressing the Eulerian potential induced by the
deformation at the core mantle boundary (CMB)
(superscript f) in response to a global Earth external
potential; /if is the Love number expressing the radial
displacement corresponding to the deformation at the
CMB; and h\ is a Love number expressing the radial
displacement at the CMB induced by a pressure
(indicated by an overbar) in the core acting on the
CMB. Here, \ve use the same convention as in Dehant

et al. (1993) or Legros et al. (1993). We also use the
numerica! values of these papers (see Table 2).

Knowing that md — co, we finally obtain from Eqs.
(12) and (20) the following analytical expressions for the
Oppolzer terms of the rotation axis at frequency ). for a
non-rigid Earth (elastic mantle and liquid core)

Opp /?(/) =
3 aïF0

r\!
0~il

(A + fl)
A<_
A m

x e'(;- '+';) (21)

1 able 2. Constants and Love numbers used in the analytical
approach

A [Kg ni 3j 3.37 x 1037
Am [Kg • nT3] 7.44 x I037

A1 [Kg m-3] 9.26 x 1036

%
1

289

a
1

299.9

a1 1

392

alml 6 371 000

k 0.333

K 0.939

}l 1.157

h\ 0.342

C [Kg • m 3] 8.39 x 1037

It can be noted that when 7. — —H (corresponding to
the case of precession), the Oppolzer terms for a non-
rigid Earth are identical to those for a rigid Earth.

In order to be able to give the same kind of expres
sion for the Oppolzer terms of the angular momentum
axis, not only the expression of m is required, but also
the expressions of h and c. The detailed steps for the
expression of the incrémental inertia product ‘c’ can be
found in Dehant et al. (1993) for a non-rigid Earth with
an inner core. In our simplified Earth model (elastic
mantle and liquid core) these are given, after simplifi
cations, by

h Afcof

cn~~cn

c _(sh + ‘i‘»')-êW)
C c

as given by Brzezinski [1986, Eq. (3.12)] and Sasao et al.
[1980, Eq. (54)], where k and k\ are Love numbers
related to the potential associated with the mass
redistribution induced by a unit global Earth external
potential for k and by a unit pressure acting on the CMB
for k\ (again the overbar indicates that it is related to
pressure and the subscript 1 indicates that the forcing is
applied on the CMB). k - is the secular Love

. ' Çl'a5
number.

Substituting Eqs. (19), (20), (22) and (23) in Eq. (17),
and knowing that mQ — œ, we obtain

(22)

(23)

„ ,r/-x ( A 3 ccWq (
Opp H(a) = 1+ Z. + D)—.

\Ca2n2\ K JAm\(k ''-FCN

_L fp_i+^\y
yCD Ama2 ^(z - /.fcn)) J

x (24)

It can be noted that when /. —> -D (precession), the
Oppolzer terms for a non-rigid Earth are not identical to
those for a rigid Earth. We see from the final analytical
expression of the Oppolzer terms of the angular
momentum and rotation axes, that they are proportion-
al to the external potential amplitude and exhibit a
résonance near the FCN frequency. A numerical
évaluation (presented in Sect. 5 of this paper) of the
Oppolzer terms expressed analytically is performed
using the parameter values given in Table 2.

4 Expressions of the Oppolzer terms from Wahr’s
semi-analytical theory

In a second step, we hâve used Wahr’s transfer function
between rigid-Earth and non-rigid-Earth nutations. This
transfer function is expanded as a function of the forcing
frequency and of the normal mode frequencies. These
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modes, which hâve an important influence on the theory
of tides and nutations, are the classical Chandler wobble

(CW), the free core nutation (FCN) and the tilt-over-
mode (TOM), (Wahr 1979, 1981a). Wahr (1979, 1981b)
introduces the quantity called J?rat;0 directly linked to the
transfer function and depending on the frequency 7.

Aenut - /sin ê0 A ^prec/nut = - Qme,n/ (36)

Using Eqs. (30), (33) and (36), the expression of m is

me
iüt fl+e<(/'+«/+§) _ f)

nut(7.)

nutng(A)
1 — -^ratio(^) (25)

vvhere nut holds for non-rigid nutations of the CEP and

nutng for the rigid-Earth nutations of that axis. Wahr
considers an ellipsoidal, elastic Earth vvith a solid inner
core inside a fluid core. In order to express the Oppolzer
terms of the angular momentum axis, vve Write the
différence between the forced nutations of the chosen

axis and those of the CEP as before

/

a_ a+A>:‘,+’) - a-A-*"") (37)

From Eqs. (12) and (37), we can obtain the Oppolzer
terms of the angular momentum axis and of the rotation
axis

Opp R(a) =
X

Q
a+e‘(>:'+’O - (Te’O''-’) (38)

Opp H = nut H - nut CEP (26)

= nutng H - (1 -f- 2?rati0) x nutrig CEP (27)

= Oppng H - Ærationutrig CEP (28)

Eq. (28) can also be written as

Opp H = Oppng H - - Br^'° x nut CEP (29)
{1 + -D ratio)

The nutations for the CEP as given by Wahr and
adopted by the IAU in 1980, are expressed in terms of
cosine and sine-series

nut CEP (Y) = Asnut - i sin £0 A iAprec/nut (30)
vvith

A(Aprec/nut XYA^(;.')sin(0,) (31)
/.

Ae = Ç/IA£nut(7/)cos(0,) (32)

Splitting Eq. (38) into a rétrogradé term and a prograde
term gives

Opp 1(Y) = ttZlYYfl(+/-)e(+/-)'(;- t+i) (39)
From the rigid-Earth part of Eq. (17) mA/C, from Eq.
(29) and from Eqs. (33) and (37), we obtain

Opp j
x a-U ] (40)

1 + ^ratio(+/-) (>* )

These expressions are written for one nutation frequen
cy expressed in space. We obtain the Oppolzer terms
when summing over ail the frequencies of nutations
(not only the principal ones which hâve been evaluated
here).

A&,[, and À^E are the amplitudes of the nutations given in
Wahr’s nutation tables. For each nutation frequency 7/,
we can also Write the nutations of the CEP in the

following form:

nut CEP(;.') = i a+e'(fl'+ï) + (33)

5 Numerical results and comparison

We hâve carried out the computations of the Oppolzer
terms of the rotation and angular momentum axes vvith
both the analytical and semi-analytical methods for the
main nutation frequencies:

vvhere

^A-A sineo -t- A

4- . ^Ai// sin £q - /1Ae
a — h

(34)

(35)

a+ is the coefficient associated vvith 0, = Xt -f- >/ and a~
the one associated vvith -0, = - (/’t + tj\ (vvhether the
nutation amplitudes and a~ correspond to ampli
tudes of rétrogradé or prograde nutations dépends on
the sign of 7.'. See Defraigne et al. (1995 b) for a complété
discussion on a+ and a~. The dérivative of Eq. (30) gives
the left-hand side of the Euler kinematic relation which

was used in the beginning of this paper [see Eq. (1)]

1. for the rétrogradé annual nutation with frequency
7-i =-E>(l-f-—jg) which corresponds to the i/q
tide;

2. for the prograde annual nutation vvith frequency
X\ = —n(l — 3^5) which corresponds to the S\ tide;

3. for the rétrogradé semi-annual nutation with fre

quency 7.2 = -fi(l + jjJ p) which corresponds to the
(f)| tide;

4. for the prograde semi-annual nutation vvith frequen
cy 7-2 = —fi(l — which corresponds to the P\
tide;

5. for the rétrogradé 18.6 nutation vvith frequency

/3 = + 18.6x366.26)’
6. for the prograde 18.6 nutation vvith frequency

À “ ~^(l — 18.6x366.26)’
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7. for the rétrogradé 13.66 solar days nutation vvith

frequency /4 = —H(l + 73-597) which corresponds to
the 00\ tide;

8. for the prograde 13.66 solar days nutation vvith fre

quency = —fi(l — -yy~) which corresponds to the
0\ tide;

9. for the K\ tide vvith frequency = —Q which cor
responds to the precession.

We hâve solved the last case separately because vve are
faced vvith a zéro frequency in space.

We give in Table 3 the amplitudes (|Opp Hq\) of the
Oppolzer terms for the angular momentum axis
(Opp H = Opp ,+ïï) and the amplitudes
(|Opp Rq\) of the rotation axis (Opp R = Opp RqC1^-‘+^)
calculated from our analytical expressions [see Eqs. (21)
and (24) in Sect. 3] and from Wahr’s nutation ampli
tudes as treated in the previous section (see Eqs. (39) and
(40)]. For comparison, vve also give the results from
Brzezinski’s calculation based also on a normalized

Wahr’s Ærati0 for the non-rigid Earth. Brzezinski (1986)
works in the terrestrial frame which allows him to

‘normalize’ (or ‘renormalize’, or ‘denormalize’) Wahr’s
transfer function by dividing it by (A /Q). This function
(called ‘aw’ in his paper, aw = ^5ratl0/ -) is thus also
defined at the diurnal frequency K\ corresponding to
precession, and thus allows him to evaluate the Oppol
zer term for the precession.

Note that Brzezinski (1986) firstly evaluated his ‘a’
function from the analytical theory of Sasao et al. (1980)
and performed a computation of the diurnal polar mo
tion of the rotation and angular momentum axes. In
addition, he made the same computation vvith the
équivalent ‘normalized’ Wahr’s transfer function (‘aw’)-
He found a very good agreement at the level of 99% for
R and 98% for H. The values that he gives in his tables
and which we will compare here are those obtained from
the ‘normalized’ Z?rat;0.

From the comparison of the numerical results of
Table 3, vve immediately see that an overall very good
agreement is reached between the results of the analyt
ical and semi-analytical methods and between the results
of the different authors. We shall discuss the small dif

férences below.

5.1 Comparison between the results from our semi-
analytical approach based on Wahr’s nutations
and the results from Brzezinski ( 1986)

The Oppolzer terms calculated from Wahr’s transfer
function in the présent study and those obtained from
the normalized Br2ll0 by Brzezinski (1986) are very
similar. Indeed, the error is less than 0.02 mas, except for
the Oppolzer terms for the angular momentum axis at
the i/q tide frequency vvhere the différence reaches 0.08
mas. The i/q tide is very close to the FCN résonance and
a small différence, such as a différence in the forcing

amplitudes, can be amplified and can lead to such a
departure.

The relative error between our results and those of

Brzezinski is the most important for the nutation cor
responding to the 00[ tide (z4). However, vve believe
that this is not significant because vve are dealing vvith
very small quantities.

Generally, vve think that the eventual différences
could resuit from the different tidal forcing used:

Brzezinski uses Cartvvright and Tayler (1971) and
Cartvvright and Edden (1973) tide-generating potential
while vve use the nutations published by Wahr (1981a, b)
and derived from Kinoshita’s (1977) rigid-Earth nutat
ions.

Brzezinski gives a value for the Oppolzer terms at the
K\ frequency using the normalized ï?ratj0 approach. We
did perform the same kind of operation because vve are
working in a celestial frame and because Wahr’s theory
is not developed to retrieve any offset between axes and
is dedicated to nutations. The Brat\0 of Wahr is zéro at

the precession frequency, which does not allow us to
compute directly the Oppolzer terms for the precession
from it. Instead, on the one hand, vve hâve performed
computations from the analytical expression of the
Oppolzer terms and, on the other hand, vve hâve used
the same approach as Brzezinski’s normalized £ratio
(called «w in his paper), to compute the Oppolzer terms
for the precession (see Table 3).

The Oppolzer terms for precession of the rotation
axis for a non-rigid Earth are the same as for a rigid
Earth as explained after Eq. (21). They can be obtained
from the Euler kinematic relation

Table 3. Amplitude of the Oppolzer terms (in mas) obtained by momentum axis // and rotation axis R. (jOpp Hbo\ and |Opp Rbo\)
the analytical method (|Opp Hq\ and |Opp A’o|) and by the semi- are the results based on a semi-analytical rnethod obtained by
analytical method (|Opp //w>o| and |Opp jRh'0| for the angular Brzezinski (19S6)

|Opp //u’o| |Opp Hb0\ |Opp H01 |Opp Rw'o | ]Opp Rh0\ [Opp R0\

Ai, % 6.06 6.15 6.02 0.085 0.0S6 0.083

;-2, <l>\ 1.80 1.79 1.74 0.13 0.13 0.13

A3, !8.6r 30.16 30.17 28.71 1.18 1.18 1.15

^.4, OO | 0.0016 0.0014 0.017 0.26 0.27 0.27

AJ, Si 0.75 0.75 0.97 0.07 0.07 0.09

a;, p\ 21.15 21.16 20.36 3.00 3.00 2.91

Aj, I8.6/2 3.87 3.87 3.72 0.17 0.17 0.17

A4, 0\ 9.25 9.24 8.66 6.S7 6.87 6.38

AAU 207.85 207.9 198 8.71 S.71 8.51
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Aê — iA\p sin êo = —Orne10

Working only vvith precession, we hâve Aè = 0 and thus

je * Ai// sin £q
^Iprcces^ — ^

The lunisolar precession constant Aif/ being
50.2909655/,/year"1 and sin£o being 0.3978, this yields

™preccs = 8.71 mas

Takîng Eq. (12), vve obtain

Opp Ro(K\) = rrio(K\) = 8.71 mas

The Oppolzer terms for precession of the angular
momentum axis for a non-rigid Earth can be evaluated
from the normalized 2?ra[i0 (which is no longer singular at
the precession frequency) and from the Oppolzer terms
for a rigid Earth for precession of H, which, in tum, can
be obtained from the Oppolzer terms of the rotation axis
R by multiplying by the factor A/C (see Capitaine 1982).
We hâve obtained 207.85 mas, as given in Table 3.

5.2 Comparison between the results from our semi-
analytical approach based on Wahr's nutations
and the results from our analytical approach

The main goal of this paper was to compare the results
from the semi-analytical approach and the computa
tions with the analytical method based on the solution of
two Liouville équations (one for the whole Earth and a
second for the liquid core). We show in Table 3 that the
correspondence between the numerical values from the
analytical method and those based on Wahr’s results, is
satisfying. A percentage évaluation of the relative errors
was made and showed that it was always under 8% ,
except for the nutation at frequency where it reaches
about 30% . The values at Aj are quite small for the
angular momentum axis [0.75 mas (semi-analytical),
0.97 mas (analytical)] and even smaller for the rotation

axis [0.07 mas (semi-analytical), 0.09 mas (analytical)].
Since the précision of the estimated results is no more
than 0.05 mas, the relative error is magnified when
dealing with such small terms. This is the case for the A4
nutation as well (00\) where for the angular momentum
axis, the Oppolzer terms are of the order of 2 x 10"3 mas
for the semi-analytical approach and 2 x 10~2 mas for
the analytical method. The relative error measure is

meaningless for such small terms, the absolute error
being of the order of 10~2 mas only.

Apart from the truncation errors which perturb the
smaller terms, the différences between the Oppolzer terms
from the two approaches corne from several sources.

First, the Oppolzer terms’ values are linked directly to
the potential amplitude and are themselves with their
associated errors amplified by the potential values and by
the résonance effects. Second, in the theory of Wahr, the
Earth is composed of an elastic mantle, a liquid core and
a solid inner core. Moreover, Wahr’s Earth model is
stratified and he intégrâtes numerically from the center of

the Earth to the surface, taking into account the radial
dependency of the rheological properties of the Earth. In
addition, Wahr considers general motions in the fluid
core including a differential rotation. In the analytical
case, we hâve taken several approximations and simpli
fications, as a two-homogeneous-layer Earth with the
Poincaré hypothesis for the core. We must also note that
Wahr’s FCN frequency is 460 days whereas ours, ob
tained by the analytical computation is 455 days (Legros
et al. 1993), in better agreement with the observed value

of approximately 433 days (Defraigne et al. 1994, 1995a).
We hâve looked at the effect of an inner core on the

Oppolzer terms for the angular momentum axis in the
case of precession and we saw that this effect was very
small (0.6 mas) compared to the one of the liquid core
alone (192 mas). Indeed, it is cohérent with the results of
Dehant et al. (1993), who showed that the inner core had
a very small influence on m, c and h, when compared to
the effects of the core and the mantle.

Even if the présent analytical détermination seems to
be less précisé than the one using Wahr’s results, its
great advantage is in the possibility of separating the
origin of the different contributions to the value of the

Oppolzer terms. For instance, we see that the liquid core
is the most significant contributor to the Oppolzer am
plitude because of the presence of the résonance. For the
angular momentum axis at the K\ frequency, the am
plitude of the rigid Oppolzer terms is of the order of 6
mas while the liquid core is responsible for a 192 mas
incrément in the h term. We see as well that the elasticity
contained in the c terms is less significant relative to the
FCN amplification, except away from résonance, as at
the A4 frequency corresponding to 0\.

In order to illustrate the importance of the analytical
décomposition, let us focus on the Oppolzer terms’ ex
pressions given by Eqs. (21) and (24) and consider the
different mechanisms contributing to the Oppolzer
terms. We see in the expression of the rotation axis
Oppolzer terms [Eq. (21)] that the résonance effect is not
very important because it is multiplied by a small term.
So, the amplitude of these terms will be essentially
modified by the amplitude of the extemal forcing po
tential ff'o- Indeed, the largest Oppolzer term is the offset
at K\ frequency where Wq is equal to 0.918 m2 • s"2.
Then, for the 0\ tidc, the Oppolzer term’s amplitude is
6.38 mas and the potential one is 0.65 m2 • s-2. On the
contrary, for the i//| tide, the potential amplitude is very
small and so is the corresponding Oppolzer term of the
rotation axis.

For the angular momentum, the expression of the
Oppolzer terms dépends not only on m but also on h and
c [see Eq. 24] and shows a large résonance associated
with the FCN. Of course, the potential amplitude also
plays an important rôle. The two effects act, in fact, in

conjunction with each other. For the 1//, tidc which is
very close to the résonance, the Oppolzer terms of II are
not so high because the associated potential is very low
(0.007). For the rétrogradé 18.6-vear nutation which is
relatively close to the résonance, the potential is quite
high (0.12 m2 • s-2) and so are the Oppolzer terms. On
the contrary, for the 00\ tide, we are far away from the
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résonance and, the potential being very small, the Op-
polzer terms are very lovv. For the O\ tide vve are far
from the résonance but the potential amplitude is 0.65
rn2 s~2. Thus the ciïect on the incrémental inertia

products c and on the rotation m is important and the
Oppolzer terms reach about 9 mas. For the precession,
we are close to the résonance at the diurnal frequency
and, moreover, the potential amplitude is very high, so
that the two effects together lead to an increase in the
Oppolzer term of the angular momentum axis from a
rigid Earth of about 200 mas.

The previous discussion is summarized in Table 4,
where we présent the relative contribution of each part
of the non-rigid Earth to the values of the Oppolzer
terms.

5.3 Results in graphies

As an illustration, the Oppolzer time sériés for the
angular momentum Opp H(t) and for the rotation axis
Opp R(t) are drawn in Fig. 2a and b for the year 1995.
They resuit from the sum of ail the nutation frequencies
except the precession. We used a program estimating the
nutations and added Wahr’s £ratio formulae in order to

déterminé the Oppolzer terms from the semi-analytical
method for ail frequencies (except precession). Figure
2a, b shows the Oppolzer terms of the angular momen
tum (a) and rotation (b) axes around the CEP pôle. As
we work on 1 year of estimation, the 18.6-year nutation
is not visible on the Oppolzer terms. We clearly see the
annual movement, the semi-annual movement (two
large limit circles) and the 13.66-day phenomena (the
little curly curves superimposed on the semi-annual
circles). The other nutation frequencies are not clearly
visible because the corresponding Oppolzer terms are
very small.

Table 4. Estimations of the different analytical contributions to
the Oppolzer terms as a function of the frequency. m0 gives the
Oppolzer terni Opp R0 of the rotation axis, A/Crno + /iq/CQ + cq/C
gives the Oppolzer term Opp H0 of the angular momentum axis.
The effect of the liquid core résonance is mainly contained in h,
while c and m contain mainly the effects of elasticity and redis
tribution of mass in the Earth due to its non-rigidity. Note that the
sign convention here is the opposite to Brzczinski’s and Wahr’s (we
define the diurnal rotation as négative when rétrogradé, while they
consider it as positive)

^'Oîmas)
ha

CO,; m;u) C(mas)

ô, 'Ai 8.3 x I0~2 -6.07 -3.6 x 10"2

A i <l> i 0.13 -1.S2 -4.6 x 10~2

A, l 8.6r 1.15 27.9 -0.34

Ai OO | 0.27 -0.16 -0.092

S\ 0.092 0.91 -2.9 x 10’2

A. p\ -2.91 -18.40 0.95

/.], 18.6p -0.17 -3.5 -5.1 x 10~2

A- C?i -6.38 -4.4 2.12

Ai S.51 192 -2.5

We propose here to give the axis position at J2000 as a
function of the Oppolzer terms and offsets calculated in
the previous sections from both methods.

We treat separately the precession case which is as-
sociated with the response of the Earth to an exactly
diurnal forcing. In this case, we obtain the constant
offsets between the different axes when observed from a

space-fixed frame. These quantities are very interesting
to estimate because they can be compared with the ob
served values as they will be determined by very long
base interferometry (VLBI) for J2000 (Arias 1994). In
terms of nutation angles, any axis position can be
written from its precession, obliquity rate, nutation, and
mean position in the celestial reference frame (CRF)
(noted A£0ffset and AToff^t). At any time t we hâve
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-20

-30
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Fig. 2. The Oppolzer terms (mas) of a the angular momentum axis
and of b the rotation axis around the CEP in the celestial équatorial
plane for the year 1995. Àlong A' is the in-phase component (cos) and
along Y the quadrature component (sine)
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— A'Aofrset + + £ ^‘'Anut(r) (41)
5

e(0 = £o + Ae0fj-sct + & + EAe«w (42>
J

6.1 Figure axis

We apply the previous formulae to the figure axis of the
rigid Earth at epoch J2000 (t = 0). Let FR,S be the figure
axis position (of the rigid Earth), AFRjg the offset, and
5FRlg the resuit vvhen summing over ail the nutation
frequencies (index s). We obtain

FRie = AFRis + 5FRlg (43)

= A F^ + J^ÔF^ (44)
S

This can also be written

Fjiig = AFRig — AH + AH — AB + AB + (5-Fkjg

— OpPoffset^rigid "b Opp0ffset7/

= —OpPoffset/ZnÿiW "b Opp0ffset//

Here, B stands for the CEP and H for the angular
momentum axis. Opp0nsct Axis is the contribution
corresponding to the K\ frequency in the sum constitut-
ing the Oppolzer terms and evaluated from the analyt-
ical method.

6.2 Other axes

The method is rigorously the same when applied to any
other axis. We thus managed to express the different
axes positions at epoch J2000 as a function of the
Oppolzer terms, Wahr’s 7?rati0 and associated non-rigid
nutations. We did not try to déterminé précisé numerical
results because our interest was only to give an idea of
the offset existing between the different axes of the Earth
for the epoch J2000. More précisé computations hâve to
be made if we want to compare with observations. In
order to give another example, the spatial offset at J2000
between the rotation axis and the angular momentum
axis for a non-rigid Earth is

H-R = AH - AR -f AB - AB + ÔÏI - ÔR (45)

= Oppoffsct/1/ - OppofTsetÆ + £ Opp/75
S

-£Opp*. (46)
S

From a numerical évaluation of these terms, we show
that the différence between these two axes for a non-

rigid Earth is quite important (100-200 mas) because
OppofTsct F/ is important. Indeed, the other terms
entering in the détermination are much smaller: the
sum of ail of the Oppolzer terms of the rotation axis is of
the order of 9 mas, the sum for the angular momentum
axis of the order of 30 mas, and the offset for R is around

8 mas; the offset for H, because of the résonance of the

core and the large potential amplitude, reaches 200 mas.
We will give another example which can be interest-

ing for VLBI intensive campaigns during which we hâve
access to instantaneous observations of the Earth rota

tion and Earth orientation parameters (Bolotin et al.
1997). It concems the relative positions of the rotation
axis for a non-rigid Earth R and the CEP, denoted B

R-B = AR + ôR-B

= AR - AB + AB -h ÔR

= Oppoffset R + ÔR- ÔB

= Oppoffset R + £ Opp/?5
5

As we calculate this offset for J2000, the position of the
CEP is zéro by définition, in the reference frame linked
to the CEP (B = 0). We can thus say that the offset
between the rotation axis of the non-rigid Earth and the
CEP at J2000 is small because it is the sum over ail

frequencies of the rotation axis’ Oppolzer terms. For the
precession, the offset is of the order of 8.5 mas and for
the other frequencies, the higher value is —6.9 mas for
0\. Consequently, the offset between these two axes at
J2000 is around 1 mas.

7 Conclusion

We hâve evaluated the Oppolzer terms of the rotation
and the angular momentum axes for the main nutation
frequencies in the case of a non-rigid Earth from two
different methods: an analvtical method based on the

solutions of the Liouville équations for a two-layer
Earth, and a semi-analytical method which used Wahr’s
nutations. The results obtained only differ by a small
amount and are generally in good agreement. For the
numerical computations, the semi-analytical method
using Wahr’s theory is more accurate, but in order to
understand the contributions of the different hypothèses
concerning the physics of the Earth’s interior to the
value of the Oppolzer terms, the analytical method is
more adéquate.

In particular, it allowed us to show the large influence
of the FCN résonance on the Oppolzer terms of the
angular momentum axis, while for the Oppolzer terms
of the rotation axis, the amplitude of the forcing ex-
pressed in the terrestrial frame has the largest influence.
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SUMMARY

Atmospheric and oceanic flovvs generate the main perturbations in the Earlh’s rotation

for periods shorter than about 100 days. Both their own dynamics and the Earth’s

response being non-linear, \ve expect to find non-linear low-dimensional deterministic
signatures in filtered time-series of Earth orientation parameters (EOP). Starting

lrom daily observations of the length of day (LOD) and polar motion components

(PMX, PMY) spanning more than 27 years, \ve apply non-linear time-series analysis
techniques based on the embedding theory in order to détermine the dimensional

(this paper) and dynamic (Paper II) characteristics of the sought signal source.

Estimâtes of the time delays required to embed the scalar data time-series in a pseudo

phase space E* are obtained from the average mutual information fonction. They are
of 10 days for LOD, 15 days for PMX and 18 days for PMY. The dimension Z)E* of
the embedding space E* then has to be determined to unfold the expected source

attractor. We try tvvo independent déterminations, based on the percentage of global

false neighbours and on the corrélation intégrais. We obtain embedding dimensions
between 5 and 7 for the three EOP time-series. The robustness of the results with regard

to various data contaminations and sériés dégradations is checked throughout. Finally.

3-D projections of delayed coordinate data vectors are drawn. They are clearly different

from stochastic power-law noise and seem to issue from a smooth dynamical System

whose dynamical characteristics are investigated in Paper II.

Key words: dimension theory, Earth rotation, non-linear analysis.

1 INTRODUCTION

Fluctuations in the orientation of the Earth for periods ranging
from one day to 100 days arc mainly caused by atmospheric
and oceanic torques exerted on the solid Earth (Eubanks

et al. 19SS; Dickcy et al. 1992; Eubanks 1993; Ponte et al.

1998; Marcus et al. 1998). By changing the instantancous

inertia tensor and relative angular momenta, the mass motions
of the gcophysical fluids also contribute to the variations in

Earth’s rotation. Thèse timc-dcpcndcnt forcing ternis enter the

non-linear coupled ordinary differential équations (Liouville’s

équations) which describe the dynamical évolution of the (.y, y)
components of the pôle of rotation and rotation rate as

observed, for instance, in a terres trial refcrence framc (Lambeck

1980). It should be stressed thaï non-linear processes are

almost ubiquitous in this System, not only because of the

Earth’s response, but also at ail space- and timescaies of the
fluid llous. Indecd, after low-dimensional chaotic attractors

were theoretically postulated in turbulent flows (see c.g. Berge
et al. 1983; Ruelle 1991), they were unambiguously detected

from climatic to subdaily timescaies in records of atmospheric

State variables (Nicolis & Nicolis 19S4; Essex et al. 19S7;Tsoni$
& Elsner 1988) as well as from meteorologica! model forecasts

(Fracdrich 1987; Palmer 1993). Although less documented.

similar characterizations would also apply to océan dynamics

(see e.g. Osborne et al. 1986).

From thèse promises, we ought to be able to trace

back corresponding non-linear signatures in the time-series

of measured pôle motion [PMX(/), PMY(/)] and length of day

LOD(/). At présent, four rcasons can be invokcd to aceount for

the significant departurcs between the observed and predictcd
séries: ( 1 ) the comparisons are based on the lincarized Liouvillc
équations; (2) only approximatc modcls of the gcophysical
fluid dynamics are used (Déliant et al. 1997); (3) questions

remain open about the complote source of excitations; (4) the
measured parameters arc contaminatcd by various types of
noise in the data time-series.

We considcr hcre thaï the sole source of information we hâve

is the Earth orientation parameters (EOP) times-series esti-
nuited via a combination of observations derived from several

© 1999 RAS 551
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modem gcodetic techniques. Wc investigatc the detcctability

of deterministic low-dimensional non-linear processes from

thèse data sets and the possibility of cxtracting both their

dimcnsional (this paper) and their dynamical (Paper II, Frede

& Mazzega 1999) charactcrizations. Such information would

lead to a better understanding of the fluctuations of the

Earth’s rotation when compared to known signatures of geo-

physical fluid flous. It would also impinge on the medium- and

long-range forecasts of the Earth’s orientation, for cxample

by putting limitations on the applicabilité' of lincar prédictive

algorithms or, in the présence ofchaos, by defininga thcoretical

horizon of predictability (Gershenfeld &. Weigend 1993).

Lincar methods of time-series analysis are inadéquate for

detectingandcharacterizing non-linear processes. For example,

Foùrier spectra do not distinguish between coloured noises
and chaos, both spectra being broad band. The usual auto

corrélation function, where only successive data along the time
axis are considered, cannot measure ‘non-linear corrélations’

resulting from the dynamical System being returned in the

neighbourhood of a past State in the appropriate multi-

dimensional phase space. Over the last décade, new analysis

tools based on the theory of dynamical Systems hâve been

developed (Abarbanel 1996). Most instrumental devices only

provide a few scalar time-series of measurements from a com-

plex System involving a large number (possibly infinité) of State

variables evolving in their phase space E vvith dimension Dy.

Due to the non-linear coupling between the State variables,

a single data sériés may still carry information about several

such variables, thus the approach consists of embedding the

data time-series in a multidimensional pseudo-phase space £*,

different from the true phase space E. From reconstructed

pseudo-orbits, we then extract information about the under-

lying unknown System, thanks to the smooth properties of the

embedding operations (Sauer et al. 1991).

Although we cannot retrieve the orbits of the genuine

dynamical variables z(/) in phase space E, the pseudo-orbits of

/^•-dimcnsional vectors y(t) linked to observations x(t) in E*

hâve temporal évolutions that ‘follow’ to some extent those

of the zs. More preciscly, their dimcnsional and dynamical

characteristics are closely related to those of the original
System variables. In particular, if the reconstructed orbits

rcmain on a manifold of low dimension Dt\ < l)y embedded in

E*, wc can conclude that the original System lias an attractor.

If fis dimension DA is fractal, the attractor is strange. The
System is chaotic if two nearby orbits at a given time niovc

off cxponentially from cach other over a finitc time intcrval, a
condition that can be chccked from the embedded data vectors

y(/). If the dimension is an integer, we dcal with torus-like

attractors which capture periodic motions.

In this paper we will focus on two quantities related to the

embedding problem: the time delay t from which it is possible

to reconstruct vectors in the pseudo-phase space E* from
the observations only (Takcns 1981), and the dimension of the

pseudo-phase space Dy, which gives an indication of how
many dimensions are nccessary to unfold the reconstructed
orbits before proceeding to dynamical characterization of the
underlying System. Note that we cannot reconstruct the truc

phase space of dimension 1)\, or the true underlying dilferentia!
équations.

Hereafter we use daily observations of the polar motion

[PMX(/), PMV(/)] and length of day LOD(/) spanning about
27 ycars. Each time-series is contaminated by undesirablc

gcophysical signais which need to be filtcred out (Chandler

wobble, tides, annual and seasonal fluctuations) and by
noise. The fi ni te sampling rate, limited sériés length and deter

ministic and stochastic contaminations are likely to hamper
the characterization of any non-linear signal contained in the

EOF time-series. The robustness of the results produccd by

the corresponding algorithms must be carefully chccked and

their meaning considered with caution. Thus, this paper deals
with the problem of the detectability of a postulatcd low-
dimensional deterministic non-linear signature in the empirical

time-series of polar motion and length of day. To solve this

problem we applied our calculations to the real sériés as well
as to the same sériés contaminated with known synthetic

power-law noise or a chaotic process. In this manner wc are

able to test the sensitivity of the dimcnsional (this paper) or

dynamical (Paper II) charactcrizations we obtain to various

contaminations and to modifications of some key parameters

of the algorithms.
In Section 2, we introducc the EOP séries and describe the

different synthetic contaminations that will be used throughout

this study. Section 3 gives a brief overview of the embedding

theory. Section 4 is devoted to the choice of the time delay r
that will be used to embed the scalar time-series in the pseudo

phase space E*. We then try to estimate the embedding
dimension Dy both from a global false neighbour algorithm

(Section 5) and from the corrélation intégrais (Section 6). The

salient results and their significance are discusscd in Section 7.

We end with a conclusion (Section 8) that links our results con-

cerning the detectability and dimensionality of a deterministic
non-linear process in EOP time-series with its dynamical
properties, which are considered in Paper II.

2 EOP TIME-SERIES AND SYNTHETIC

CONTAMINATIONS

Several geodetic techniques provide independent déter
minations of EOP time-series. The measured quantities are
different in cach case (offset of the arrivai time of a radio signal

for Very Long Baseline Intcrferometry, traveltime of laser
puises to the Moon for Lunar Laser Ranging or to artificial

satellites for Satellite Laser Ranging), as are the corrections

to be applied to the raw measurements. Flowever, a fier the

required data Processing ail thèse techniques provide estimâtes
of the orientation of a conventional terrestrial frame relative

to a conventional inertial celestial frame. This orientation

is dccomposcd into the produet of several matrices whose
coefficients are linked to the EOP.

We are interested in the EOP time-series specified by the

fol I oui ng:

(1) the équatorial coordonnes of the celestial pôle CEP

in a terrestrial body fixed frame (PMX, PM Y);

(2) the rate of rotation given by an angle UTI and
transformed by a time dérivative into the length of day ( LOD);

(3) the olfsets of nutation which represent the celestial
coordinatcs of the CEP.

We will not deal with those sériés related to nutations as

they are quite well understood and prcdictablc and thus apply
the rotation gauge (Eubanks 1993). The pôle coordinatcs are
relcrrcd to as the polar motion. PMX(/) and PM Y(/). The sériés

LOD(r) gives the variability of the length of day compared

r 1999 RAS, 67/ 137, 551-564
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to a uniformly rotating carth. For this purticular study, we
start from the séries C’04 produced by the International
Eartli Rotation Service (sec IERS 1997 for details). This sériés

results from a linear combination of sevcral séries Corning from
different technique centres (VLBI, Global Positioning System,
SLR, etc.) (Garnbis 1996). A smoothing is applicd during the
combincd data processing so that for the last décade periods
under threc days are removed and periods under 15 days
are not completely seen because of the transfer function of

the smoothing. Going back in time, the smoothing is much
heavier. For cxample the cut-ofl'period is about 30 days for the
polar motion time-series and 15 days for the LOD sériés in
the 1970s (sec Table 0-6 in IERS 1996).

The resulting sériés in PMX(t), PMY(f) and LOD(/)
are sampled at a I datum day-1 rate. Since the availability
of VLBI measurements, their accuracy has been considerably
improved. It is estimated to be about 0.3 mas for the PM sériés

and 0.02 ms for LOD for recent years. It is probably worse
by one or even tvvo orders of magnitude in the 1970s. For our

study we remove the well-known zonal tides in LOD (Yoder

et al. 19S1) and we eliminate strong long-term periodicities
(annual, scmi-annual, Chandler wobble) by performing a filter
which retains periods shorter than 100 days. We choose sériés
of 10 0S0 points from January 1970 to mid-1997.

For algorithm testing purposes, we generate four synthetic
sériés of 100S0 points each. Three of them are stochastic

noises named by their spectral power law: a white noise/0, a
tlicker noise/—I and a random walk/ — 2 (where / stands
for frequency). The fourth synthetic sériés (named lor) is
extracted from a time intégration of the Lorenz équations
(Lorenz 1963) with parameters <r= 10, p = 28, /7 = 8/3). The
initial conditions ( — 4.62, —6.61, 17.94) are choscn on the
attractor. The time évolution of the first State variable con-

stitutes our sériés. It gives about 1000 chaotic oscillations over

the 10 080 days. High-pass filtering is applied to the three EOP
sériés (PMX, PMY, LOD), to the noise sériés (white noise/0,
flicker noise/— 1, random walk/ —2) and to the chaotic sériés
(lor). We give in Table 1 the rms of each filtered séries, the mean

value being zéro for each.

With the previous synthetic sériés (/0, / — 1, / — 2 and lor)
we then generate contaminated EOP sériés in the following way:
to each EOP séries we add a 10 per cent rms contamination,

EOPc(/) = EOP(/) T0.1(rmsLoi'/rmscoNT)CONT(/), (1)

where EOP stands for LOD, PMX or PMY, while CONT

stands for /0, /—1,/ — 2 or lor and / is the samplc index,
rnisi or and rmscoNT are the rms of the EOP and CONT sériés

respectively. The contaminated sériés EOPc will be used to test

Table 1. Rms values ol the filtcred data timc-serics of the polar
motion components (PMX, PMY), the length of day (LOD) and the
synthetic contaminations (white noise/(). flicker noi.se/-l, random
walk / — 2 and Lorenz chaos lor). Each time-series has 10 080 sam pies.

Séries Unit rms

PMX mas 2.30

PMY mas 1.57

LOD ms 0.1 17

/<) nonc 0.99

./- 1 noue 0.98

/-2 none 0.021

lor 110110 0.29

the robustness of our results to noise and low-dimcnsional

dcterministic contaminations. The 10 per cent contamination

level is unrealistically high so we are quite confident in the
results, which arc robust against such time-series perturbations.

In Fig. 1 we show the log-log power spectra of the EOP
sériés (LOD in a, PMX in c, PMY in d) and of the Lorenz

séries (lor in b), Superimposcd on thèse spectra, the three

lincs correspond to the log-log spectral tcndency of a white

noise (0), a flicker noise (—1) and a random walk ( —2). We see

that the EOP séries show broad-band spectra with no residual

tidal (Fig. la) or seasonal lincs. Moreover, these spectra exhibit
complcx behaviour, their slopes changing signiticantly with

frequency. Indeed, for periods ncar 100 days, their power
increases and then decreases for intermediate periods, finally
approaching the power law of a random walk or flicker noise

(it is not clear which) for very short periods. A broad-

band spcctrum is also usually associated with a non-lincar

phenomenon, as is illustrated by the Lorenz, chaotic sériés

(Fig. lb). Thus, at this level we simply cannot quaiify the EOP

sériés as high-dimensional processes with well-defmed power-

law spectra. Our investigation turns to other possibilities
such as a mixture of stochastic processes or low-dimcnsional

dcterministic processes.

3 RECONSTRUCTED EMBEDDING OF A

TIME-SERIES

The basic step in the non-Iinear analysis of a scalar time-series
consists of embedding the data in a nuiltidimensional pseudo

phase space E*. In E*, the data are arranged so as to form a

curve (with the time as a parameter), from which several géo
métrie characteristics can be extracted. Thèse characteristics

are intimatcly relatcd to the dynamical régime of the source of
the data and to its stability, as will be explained in detail below.

Let us i 11ustrate this idea with a classical example taken

from the dynamical System theory, the Lorenz attractor. No

reference to the physical context of this model needs to be ruade
here but details can be found in the original Lorenz (1963)

paper (see also Berge et al. 1983). The Lorenz model is built

from three ordinary differential équations with real coefficients
(rr, p, (I). The System State at any time / is given by the three
State variables [.v(/), _>•(/), r(r)]. The corresponding trajectory

evolves in a space called the phase space E whose dimension
is D i; —3 and in which the dynamics are completely capturcd.

For random initial conditions [,v(0). r(0), _(U)] and appropriate

parameters (a, p, //), ail the corresponding trajectories are

rapidly confincd in a bounded région of E, the attractor.

Starting with initial conditions far from the attractor will only

generate transients that will die ont at an cxponential rate.

Because of strong non-lincar coupling in the Lorenz System,
the three State variables are active. The dynamical dimension

1)L of the System somewhat quantifies the strength of this

coupling. lncidentally, /9|. = 3 for this System but in general
// < D| (see Paper II). The D\ volume of phase space
not being completely filled by the trajectories. an attractor
dimension D,\ is dcllned as well. W ith the parameter values

chosen for our synthetic séries lor. the non-integer dimension
value D..\— 2.06 is relatcd to the instability of the trajectories

populating the attractor.

So, from a set of// coupled ordinary differential équations,
the orbit describing the lime évolution of the System State
‘naturally’ takes place in the //-dimensional phase space E.
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Figure 1. Logio-logio plot of the power spectra as fonctions of the frequency in cycles per day for (a) the LOD (ms2), (b) and (d) polar motion
components PMX and PMY (mas2), (c) Lorenz chaotic sériés lor (no unit). For comparison the straight Iines give the theoretical power laws for a
vvhite noise (0), a flicker noise ( — 1) and a random walk ( — 2).

When dealing with time-series of measurements the problem is

quite ditTerent. The only thing we can exploit is an observed

univariate time-series, say x(t). The source System from which

a:(/) is issued involves n unknown variables r,- evolving in E.

We gencrally do not know the gcnuine difTerential équations
describing the data source dynamics. The ftill System State at t

is givcn by the vector z(/), with

z(0 = [zi(/), ...,-„(/)]. (2)

In a natural System, thèse variables arc usually not observed.
More often, we simply do not know what the variables are.
At best the x{t) data time-series results from a non-linear

combination of scveral truc dynamical variables z.-.

What the embedding method says is that it is possible to

con.struct a pseudo-phase spacc E* from the data x(t) which

provides information about the unknown source dynamical
System, as long as ail the transformations between x and z,

are dill'comorphisms (Stiuer et al. 1991). More prcciscly, the
multivariate dynamics can be unfoldcd from a transformation

of the observed x(t) into pseudo-orbits y(/) embedded in a Dy.-
dimensional spacc. T he time évolution of the \(t) is similar to
that of the /.(t) and the detcrministic behaviour of the rccon-

structed trajectories is the saine as the dynamical behaviour of
the source System. It should be further noted that observations

ol one State variable z, also give information about sevcral

other State variables thanks to their non-linear coupling.

An easy way to construct the pseudo-phase spacc was

developcd by Takcns (1981), who proposed using time-delay

coordinates. With a convenient time delay t we build vectors y
from the data x(t) as follows:

y(0 = [v(0. v(f + r), .... a(/ + (De> — l)r)] (3)

in a DE*-dimensional pseudo-phase space. Fortunately the key
cjuantities, the time delay t and dimension 79E*, can be obtained
from the data sériés x(t), as will bc shown in Section 4 and

and Sections 5 and 6 respectively. While the dimension of the

phase spacc is unique for a dynamical System, ditTerent scalar

measurements x(t) or x'(t) both arising from the sanie source

may lead to different embedding dimensions 79E-, thus the

dimension of the pseudo-phase space just gives us a lower Iimit
to unfold the sought attractor from the embedded data sériés.

If the x(t) corne from a différentiable dynamical System, the

pseudo-orbit y(/) will draw a smooth curve in E*. Under a

chaotic régime, the embedded vectors y(/) will cuti on the

attractor. From this reconstructed figure, we should be able to

dctcct ncighbour States experieneed by the underlying System

in the E* space, although they will not neccssarily correspond

to successive data séquences along the time axis. When the

data sériés is long enougli, ail parts of the attractor tire more

or less homogcneously visited by the y(/). This situation is

required to obtain reliable global dimensional (e.g. /9E*, 79 E)

and dynamical (e.g. global Lyapunov exponents) characteristics
of the source System. When secking for local characteristics
(e.g. local Lyapunov exponents) of the attractor, we need a y(t)

sample density that is as high as possible. Stochastic noise may

also partially hiclc the local shape of the attractor as seen on a
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restricted horizon (typically in a bail with a small radius vvhen

compared to thc data rms).

One of thc most décisive criterion to distinguish a data sériés

x(t) coming from a purely stochastic source is probably its

dimension. Indecd, in this case no finite embedding dimension
/)(.• can be found to unfold the vcctors ofdelayed coordinates

y(/). Some of the other charactcristics may be similar to

those obtaincd from deterministic non-linear processes, as will

be seen below.-Wc thus believe that only a conjunction of

independent arguments can help to décidé about thc stochastic

or deterministic nature of the data source. We hâve to pro-
ceed with caution vvhen dealing with cmpirical data as the

corresponding sériés is finite in length, sampled at a finite rate,

contaminatcd by noise and may even resuit from the sum or

interaction of several dynamical signal sources.

For now, our First task is to détermine the time delay r to be
used for the embedding of the EOP time-series.

4 CORRELATIONS AND AVERAGE

MUTUAL INFORMATION

In order to embed any scalar EOF5 time-series in a pseudo
phase space E* we need to find a System of statistically

independent coordinates. Using delayed data sériés, the déter
mination of the time delay r is of great importance for the

application of the embedding theorem. Indeed, if t is chosen

too small, two measurcment sériés .\{t) and .\(t-Et) will not be

independent enough and we will not learn anything more from

x(t +1) than from x(t). As a conséquence, it will be impossible
to unfold any géométrie structure in E* whatever its dimen

sion. The reconstructed vectors y(/) will more or less be

on line. On the other hand, if r is taken too high, we lose
the connection between the measurements and we cannot

find any cohérence for reconstructing the sought smooth
attractor. Howcver, between these two extreme situations,

there is usually a fairly large interval of suboptimal values of

thc time delay vvhich allow us to unfold properly a family of
reconstructed orbits with the sanie dimensional and dynamical

invariants (these orbits can be transformed from each other by
dificomorphisms). The reconstruction of a smooth attractor in

thc pseudo-phase space E* is an a posteriori due that an

adéquate time delay was chosen for the non-linear analysis of
the time-series.

One way to déterminé the time delay r is to look at the

autocorrélation fonction C'(\t — /'|) of the data. Sclecting
the time intcrval corresponding to the first zéro of C(|/ — /j)
as the delay t ensures the lincar statistical indcpendence of

the embedding coordinates. Howcver. Fraser & Swinncy (1986)
showed that thc rcsults from this conventional method

could be totally spurious for non-linear processes. The auto

corrélation function measures the local similarity between thc
data séries x(t) and its time-delayed version ,v(/'). Récurrent

events unevenly distributed in time may remain unscen by this
measurc. Thus they introduced a more global mcasure of
similarity, the averaged mutual information (AMI), which is
directly based on the probability distribution of events in the

data sériés, regardlcss ot whether thc System is lincar or not.
This function is most suitablc for detecling similar State
séquences that will be ncighbours in phase space but not
necessarily along thc time axis.

Lct us consider A' data indexed by their sample
number .v(/;). We identify the probability distribution /5(.v(//))

with the sample’s frcquency distribution (Jaynes I96S). In
the saine way we build the joint probability distribution

between thc data séries x(n) and its delayed version ,y(/j-e7'),

i.e. P(x(n), x(n 4- 7')), from the joint histogram in thc

[.v(/i); .v(«+ T)] variables. The average mutual information
for the trial delay T is defined by

s

l(T)= £ P(x(n),x(n+T))\n
H — I

Note that for two independent sériés x(/i) and .v(/;+7’), /(T)

drops to zéro (the argument of the logarithm is 1). We choose

as the time delay for embedding the value of T where I(T)

reaches its first minimum. This may not coincide with the

global minimum (Fraser & Swinney 19S6).

We apply both methods to déterminé the time delays of the

EOP sériés. The rcsults are summarized in Table 2. In Fig. 2(b)
the autocorrélation functions of the I20P séries are shown.

Remembering that the corrélation time is the inverse Fourier

transform of the power spcctrum, the more power we hâve in
short periods, the shorter the corrélation time will be. From the

first zéro of these functions, we obtain time delays r of 11 days

for LOD, 15 days for PMX and 18 days for PM Y. The AMI

functions I(T) are given for each data sériés in Fig. 2(a). The
first minima are obtained for time delays of 10 days for LOD,

15 days for PMX and 18 days for PM Y. These déterminations
are very similar to the previous ones. Although no information
about the deterministic or stochastic nature of our data sériés

is gained from this comparison, we are not in a dilemma over
choosing the delays.

Let us test the robustness of these results, first with regard to

the length of the data time-series. We run the AMI algorithm

for different sets containing from 3080 to 10 080 data in steps of

500 data. The corresponding time delays are given in Fig. 3(a)
for the LOD séries only but similar results arc obtained for
the PMX and PM Y séries: the more data we hâve, the lower

the value of t determined by the AMI method. Howcver, it
tends to saturatc vvhen the number of data reaches more

than 80S0 points, exccpt for PM Y, for which it saturâtes
with only 60S0 points. Thus the time delays obtained are
only slightly sensitive to the length of the séries we analyse.

Working with much larger time-series would probably only
decrease thc time delays for the EOP séries by onc or two days.

In any case, we will test the sensitivity of the other time-series

characterizations to changes in thc delays below.

We then test the détermination of r vvhen incrcasing thc

sampling period of the EOP séries from 1 day (as in the original

séries) to 10 days. We sec in Fig.3(b) that the delay z for the

LOD sériés broadly speaking grows linearly with thc sampling
period. An increasc in the sampling period is équivalent to a

Table 2. Embedding time delays(indays)of the llllered 1 -.O P sériés as
obtained from the first zéro ol the autocorrélation function (r correl.)

and from the first minimum of the average mutual information

function (r AM I).

Sériés t correl. r AMI

PM X 15 15

PM Y IS 18

LOD 11 1U

P(x(n), a•(//+ T))

P{x(n))P(x(n+T))
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T (days)

T (days)

Figure 2. (a) Average mutual information and (b) autocorrélation functions of the timc dclay (in days) for the three EOP time-series.

truncation of the high-frcqucncy part of the power spcctrum
of the time-series (cxccpt for the aliasing phenomenon), so
the ‘corrélation' time (as estimated from the lincar corrélation

function or from the non-lincar AMI function) is corrcspond-
ingly longer. The ncarly monotonie growth of x with the

sampling period is probably a conséquence of the power
spcctrum of the sériés being broad band and devoid of spikes.
The sanie kind of dcpcndcncc is observed for the PMX and
PM Y séries.

Wc fmally apply the AMI algorithm to the contaminated
hOP time-series describcd in the previous section. The values
of the time dclay are not adcctcd by any of the additional
contamination (stochastic noise of high dimension or deter-
ministic low-dimensional chaos) of the original EOP séries. In
fact, our time-series seem to be long cnough not to hâve their
information content spoiled by contamination.

We thus hâve quite robust estimâtes of the time delays

rcquired to embed the EOP time-series in pseudo-phase
spaces. Thèse delays (Table 2) may be overestimated bccause

of the limited sériés length and flnite data sampling rate

(1 datum day-1). The estimations of the time delays also rcsult
from the time-dependent smoothing of the combincd IERS
sériés. In fact, the strong data smoothing in the 1970s lowers

their estimation. Although these delays should not be inter-

preted as invariants of the rapid fluctuations of the Earth's

rotation they are still optimal on average with regard to the
information providcd by the complété data time-series for
the purposc of orbit reconstruction and analysis. Moreover,

déterminations of x by the usual corrélation or by the AMI
function givc équivalent rcsults. We are now ready to evaluate
the dimension of the pseudo-phase space E* (the embedding
dimension).
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Figure 3. Détermination of the embedding time delay (days) as a
function of (a) the numberofdata samples (1 datum per day) and (b) the
sampling period (days) for the LOD time-series (10 080 samples).

5 EMBEDDING DIMENSION FROM

GLOBAL FALSE NEIGHBOURS

Equipped with a time delay r (hereafter t is an integer
corresponding to a number of sampling intervals) from
each EOF scalar time séries, i.e. [.v(z'), /'= 1, N], vve can build
/9-dimcnsional data vectors y(n) as follows:

y(n) = [,v(/z), x(n + r), x(n + 2r), ..., x(n + (/)-l)r)], (5)

where /i=l,A” with N' = i\ — (D— l)r. For large data sets
and a low-dimensional embedding, A” almost cqitals A'. The
séries ol the N' vectors y(/;) ontIine a reconslructed orbit in
/9-dimcnsionaI space. Our aim is to find the lowest dimension

Dy which allows lis to capture the fuiI source dynamics. This is
achicvcd as soon as the pseudo-orbit is completcly unfolded so
that increasing the embedding dimension docs nol change its
shapc. On the other hand, if the trial dimension I) is chosen too

small (lower than Dy) then sevcral neighbouring data vectors
in /9-space will separatc from each other when incrementing
the embedding dimension. Indeed, their lai se neighbourhood
rcsults from a projection which misses ont onc or sevcral
independent coordinates.

1 his property sets an algorithmic basis for the détermination
of the proper embedding dimension Dy. Wc count the global

number of neighbours in the data sériés for a trial dimension

D. We then count how many of them are still neighbours

when incrementing the trial embedding dimension by 1. Dy

is obtained when the pcrcentage of global false neighbours

(GFN) reachcs zéro, a criterion for the complété unfolding of
the reconstructed orbit. Two neighbouring vectors y“(n) and
yh(n), where

>'"(/;) = [_v"(/i), Xe1 (n + t) xJ'(n + (D- 1 )r)], (6)

yh(n) = [xh(n), xh(n +1), ..., /(/i + (fl-l)r)], (7)

in D-space are considered as false neighbours when their

relative Euclidian distance incrément in (77+l)-space goes
beyond a given thrcshold ,V|, say

|.*"(n + Dr) — .v^’(n + Dz)\
Rn(n)

> s i, (S)

with

Roi") E [v> + (</- l)r)]2 (9)

For the détection of high-dimensional signais from limited

data sets, it has been found necessary to add the following

criterion of false neighbourhood:

x“(n + Dz) — xJl(n + Dx)\
rms

(10)

where rms is the data set root mean square,

1 N
FmS= jv S MO-XmŸ, (H)

i = I

.vm its mean value and .v2 another given threshold. Without
matching the second criterion. the GFN algorithm applied to

white noise gives a low value for Dy although it is an infinite-

dimensional process. The second test corrects the mistake

by showing that with increasing embedding dimension,

the percentage of GFN tends to increase (Abarbanel 1996).
Furthermore, in onc dimension, two measurements are labellcd

as neighbours when their distance is a given fraction sj of the
data rms:

|.v"(//)-xh(n)\ < S} rms. (12)

Aller the pairs of neighbouring data are found with the

previous test, the trial embedding dimension D is incremented
until the pcrcentage of GFN is zéro. Using a trial-and-error
method. Abarbanel et al. (1993) estimated the thresholds .v-

and a'2 for a large varicty of data sources, so it seems reasonable

to adopt the same values, .V| = 15 and .v2 — 2. It was also shown

that with enough data to cover the attractor well, the pcrcent

age ofGF'N is not sensitive to the value of.V|.Thc choicc of.v_i is

much more critical when working with quite short séries
(10 080 points). If it is t a ken too large, it becomes cl i fllcul t to
detect false neighbours from dimension 2. Two data labellcd
a s neighbours with /)= I but far apart on the attractor will not
be separated in higher dimensions as the denominator for the
lirst test is alrcady large. Moreover, with a limited data set
the attractor is badly covcred and if.vj is taken too small we
find too few neighbours in dimension I to obtain ;i statistically

© 1999 RAS, 67/ 137, 551-564



558 V. Frede and P. Mazzega

significant orbit unfolding rate in higher dimensions. We

choose an optimal value vvith regards to expectcd embedding

dimensions for our Lorenz sériés (lor for which DK*=3) and

for the vvhite noise sériés /O (DE* » 15), both containing 10 080

points. We found a scaling factor.^ = 0.005 to be applicd to the
rnis of the contamination or EOF sériés.

We applied the GNF algorithm to the synthetic

contamination sériés (Section 2).

(b) For the white noise sériés /0 (Fig. 4a), the percentagc

of false neighbours fluctuâtes and remains quitc large (about

15-20 per cent) when incrementing the dimension. Indeed,

being infinite-dimensional, a white noise embedded in any low-

dimensional space can never bc completcly unfolded (except
spuriously with a finite data set).

(2) For the flicker noise sériés/— 1 the results are much the

same (Fig. 4b). We can easily identify the stochastic nature of

those processes.

(3) For a coloured noise (random walk/ — 2), the conclusion

is not so obvions. Indeed, the percentage of false neighbours

is very small for dimension 4 (Fig. 4c) and we could interpret
that minimum as a convergence of the algorithm to a low

embedding dimension if we werc working with experimental

data from an unknown source. This shows that we must be very

careful and try other tests before giving a defànite conclusion

about the origin of the analysed data sériés.

(4) For the Lorenz sériés lor (Fig.4d), we reach exactly

zéro false neighbours for dimension 3 as expected. The per

centage oscillations for D > 4 probably results from the sparse

attractor coverage, at least near its outer boundaries. Such

spurious GFN détections disappear with long time-series

(say with 50 000 points or more).

Being aware of the behaviour of the GNF algorithm for well-

known processcs sampled over limitcd data sets, we apply it
to the EOP sériés. As can be seen from Fig. 5(a) for PMX,
Fig. 5(b) for PMY and Fig. 5(c) for LOD, it is not possible to

givc a definite conclusion. Indeed, in cach case the percentage
of GFN reaches a minimum for D — 4 but never drops to
zéro (the value still remains very low). This may be relevant
for either a coloured noise proccss or a low-dimensional

deterministic process contaminated by noise, thèse two data
componcnts having opposite tcndencies. Note that a similar

rcsult was obtained by Abarbanel et cil. (1993) with a Lorenz

sériés contaminated by white noise (at least 25 000 points).
They showed that the percentage of GNF docs not stabilize to
zéro and rise with increasing dimensions over D — 4.

We now check the robustness of the previous results
to varions parameter changes and data contaminations.

Decreasing the number of data by 1000 or 2000 samples does
not significantly modify the percentage of false neighbours

detectcd by the algorithm. Being aware that the time delays
might be overestimated (Section 4), we also run the GNF

algorithm with shorter and longer delays. The delay r can be

divided or multiplied by a factor of 2 or 3 without altering the
embedding results. This low sensitivity of the Z)E. estimate is

probably a conséquence of the fact that the corresponding

reconstructed orbits are équivalent up to a diffeomorphism.
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Figure 4. Percentage of global false neighbours as a funetion of the trial embedding dimension for time-series of data contaminations: (a) white
noise/0; (b) llieker noise/—I; (c) random walk/ —2; (d) Lorenz chaos lor.
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Figure 5. Percentage of global false neighbours as a function of

the trial embedding dimension for the EOP time-series and their

contaminated équivalents: (a) PMX data sériés; (b) PMY data

sériés; (c) LOD data sériés. The symbols are as follows: triangle =
uncontaminated sériés; star = Lorenz chaos contamination; diamond ,

circle and cross = added white noise, flicker noise and random walk,

respectively.

For each EOP sériés, the tests performed with 10 per cent rnis
of additional contamination give similar rcsults (see Fig. 5).
The différences are smaller than 1 per cent and the general
behaviour remains the same: only the level changes. 10 per cent
might bc too small to change anything, cven though for
LOD adding a noise seems to increase the percentage slightly,
while adding a chaotic signal decrcases it slightly. Anyway, this
sensitivity is marginal.

Th us the embedding dimension /JE* of 4 or 5 that \ve find for
the three EOP sériés with the GFN algorithm lias to be com-

pared with other déterminations from a different approach.
Indccd, wc are not fuily satisfied with the rcsults shown in

Fig.4 for known processes with 10 080 samples. Fairly con
sistent rcsults [I)y.- around 5 or 6, sec below) are obtained with

corrélation intégrais, and appear to be more reliablc.

6 EMBEDDING DIMENSION FROM THE

CORRELATION INTEGRAL

An efficient algorithm was proposed by Grassbcrger &
Procaccia (19S3) to estimate the dimension of an attractor

D,\ using corrélation intégrais. The Euclidian distance |.|

between every pair [y(/),y(/‘)j of data vectors embedded in

a /7-dimcnsional space is estimated. Then the corrélation
intégral is computcd over the data set as

• A' A'

£ "(r-bii)-->{/){)' (13)
1 «= 1 j=\.j£i

where // is the Hcaviside distribution,

H(x) = 0, .v < 0, //(.y) = 1 , .y > 0. (14)

The corrélation intégral C(r) thus dcfined is a function of

the hypersphere radius r and also implicitly a function of the

embedding dimension D. When the data vectors populate an
attractor, this function scales like r°A for N tending to infinity
and r tending to zéro. As is shown in Paper II, the dimension

D,\ is read as the slope on a log-iog plot of the corrélation

function. This slope actually dépends on the embedding

dimension of the data vectors. However, as soon as D is larger

than or cqual to the true pseudo-phase space dimension

£>E-, the reconstructcd orbit being unfolded, it stabilises

to the attractor dimension. On the other hand, for a high-

dimensional proccss (typically for white noise) the slope never

saturâtes as the process remains partly folded whatever
the embedding dimension is. Thus here we try incrcasing the
dimension D and find Z)E- for which the scaling of the C(r)

function no longer changes significantly. This popular method

is widely used in a wide range of studies (medicine, economy.
ecology, etc.) and now benefits from several algorithmic
improvements (see e.g. Theiler 19S7). It provides satisfactory
results as long as enough time-series are available. Here we use
it as an alternative way to détermine the pseudo-phase space

dimension DE* and compare the results with those obtained in

the previous section.

We applicd this algorithm to the three EOP sériés. In each

case the slopes seem to saturate for embedding dimensions
between 5 and 7. As an illustration the log-log plot of the

corrélation intégral for the LOD sériés is given in Fig. 6. These
results are consistent with the values obtained from the GNF

algorithm (Section 5). The estimated slopes are shown in
Fig. 7 as a function of the radius r for the PMX, PM Y and LOD

time-series. In lheory, the slopes hâve to bc determined for r
approaching zéro. However, with experimental data r cannot
be taken too small (see e.g. Roberts 1991). Indeed, the data

quantization and limited accuracy impose a lower bound for
the radius r. Below this bound the corrélation intégral looks

like a step function and slightly above its slope is not smooth

(this part of the plot is not shown in Fig. 6). Moreover, the
function C’(r) is mueh more sensitive to inhomogeneities in

the attractor covcrage when r is small and the trial embedding
dimension high (see the left side of the curves in Fig. 7 even

with some négative local slopes). On the other hand, when r is
of the order of the data mis or larger, anv hypersphere includes
more and more data so that the corrélation function slowlv

tends to the unit constant function and the corresponding slope

is progressivcly more meaningless. For the détermination ot
I)wc considcr the slopes for nidiï in the range 10_ ,-10" '
for PMX and PMY and in the range I0~2- 10" 1 for LOD
(Fig.7). On thèse curve segments we clearly see the slope
saturations for /)E* between 5 and 7. The length of the EOP
time-series fits the theorctical requirement stressed by Ruelle
(1990). the higher embedding dimension reliably determined
from a set of about /V = 104 data being 8 (2 log|0(A’)).
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Filtered LÜD

Figure 6. Logio-logio plot of the corrélation intégral C(r) as a function of the hypersphere radius r. The trial embedding dimension goes from 1
(top curve) to 10 (bottom curve).

We then verified that the dimension for which the slopes
begin to saturate is not modified when using smaller data sets.

Only with 3000 data or less did the dimension found decrease

a iittle, a response which might simply reflect a break from

Ruelle’s criterion. As was previously mentioned for the GNF

algorithm (see Section 5), there is no visible sensitivity to
the choice of longer or shorter time-delay values either. An

interesting observation can be made when analysing the effect
of contamination on the corrélation intégral. For each EOP

sériés, the C(r) curve is not perturbed when adding a low-
dimensional process (Lorenz chaos) to the data, whilst it

is sensitive to high-dimensional noise (/0,/—1 and /—2)
for small radius r. For example, in Fig. 8 we give the log-log
plot of the corrélation intégrais with a DE- =6-dimensional

embedding for the LOD sériés and its derived contaminated

équivalents. In the acceptable range of radii (ÎO^-IO-1
for LOD) the curve slope is steeper in the presence of any

stochastic noise but has minute changes with the chaotic con

tamination. This remark also applies to the PMX and PMY

corrélation intégrais. Such behaviour might be a first tiny
indication of the chaotic nature of the data source.

Focusing on the saturation of the slopes, we see that the
addition of a white noise or a flicker noise to the LOD sériés

(Figs 9a and b) destroys the slope convergence and requires
an ever increasing embedding dimension. These two high-

dimensional processes dominate over the EOP fluctuations and

mask them. When we add a random walk, the slope saturation

is weaker and occurs later, with a dimension around 7 or 8

(Fig. 9c), thus a coloured noise has the effect of artificially

increasing the sought after embedding dimension. We could

also conclude that the high-dimensional process also masks

the underlying signal by giving a false dimension which no

longer satisfies Ruelle’s criterion and is thus not reliable. We

suspect that an even higher false dimension would be found

Figure 7. Local slopes of the logiu-logio plot of the corrélation intégral C'(r) as a function of the radius r for the PMX, PMY and LOD sériés.

The trial embedding dimension goes from I (bottom curves) to 10 (top curves) (to be read on the right-hand sides of the plots).
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Filtered contaminated LOD (DE=6)
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Figure 8. Logio-logio plot of the corrélation intégral C(r) as a function of the radius r for the LOD sériés (triangles) and its équivalents
contaminated by Lorenz chaos (crosses), random walk (stars), flicker noise (circles) and white noise (diamond). The embedding dimension
is Df =6.

Figure 9. Local slopes of the logm log1() plot of C'(r) for the LOD séries contaminated by (a) a white noise, (b) a flicker noise, (c) a random walk and
(d) Lorenz chaos. The trial embedding dimension goes from l (bottom curves) to I0 (top curves) (to bc read on the right-hand sides of the plots). No
slope saturation is seen when inlinite-dimensional stochastic contaminations are added to the LOD séries (a to c). On plot (d) we find an embedding
dimension Dir between 5 and 7.
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with longer time-series. On the other hand, when adding a low-
dimensional process the saturation happens at D- 6, vvhich is
the elosest value to the original détermination (Fig. 9d). This

slight dimension increase might be causcd by the superposition
of tvvo or more lovv-dimcnsional processes (this problem does
not seem to hâve been addressed in the literaturc).

In summary, the EOP contamination by a low-dimensional

dctcrministic process does not rcally affect the détermination

of the embedding dimension Dp* via the corrélation intégral.
This may bear witness to the presence of a process of this
kind in the EOP sériés. Dp* is likcly to be between 5 and 7, in
accordance with the détermination obtaincd from the GEN

algorithm.

7 DISCUSSION

As pointed out by Wilson (1995), LOD changes are
inhcrently broad-band power spectra processes. Moreover, it

vvas shown by Kuehne cl al. (1993) that the non-seasonal polar
motion in response to atmospheric excitations (down to about

24 cycles yr"1) is non-stationary. Both properties may be
relevant to stochastic as well as deterministic underlying
dynamics. The nature of the source of EOP fluctuations can

be quantilied by a dimensional analysis and a dynamical
characterization of the observed Earth orientation changes
as long as the data time-scries are long enough and only
marginally spoilcd by noise contamination.

At this point in our study, wc feel inclined to think that the

EOP time-series for periods under 100 days are a combination
of weak high-dimensional noise contamination and low-

dimensional deterministic processes. This position results from

the convergence of several independent indications: (1) the
power spectra of the sériés are broad band and do not follow

any simple power law (Fig. 1); (2) the percentage of global false
neighbours tends to stabilize to a low constant value (about
5-10 percent) for embedding dimensions D > 4-5 (Fig. 5); and
(3) the slopes of the corrélation intégrais saturatc around the

saine embedding dimensions (Fig. 7). It should be stressed that

these cohérent properties émergé from length-limited (about
I04 data cach). coarsely sampled (1 datum per day), flltered
(remaining periods in the range [30 days, 100 days] in the 1970s
and [2 3 d, 100 d] in the 1990s) and noisy data time-series.
In particular, it was shown that in the presence of noise con

tamination the déterminations of an embedding dimension are
biased towards values that are too h i g h. With algorithms bascd
on corrélation intégrais confusion may even occur between a
low-dimensional deterministic process and a random walk in

the interprétation of the results. Osborne & Provenzale. (1989)
pointed out thaï the Grassberger & Procaccia (1983) method
leads to a linite embedding dimension for red noise because

ol the IraclaI structure of the curve drawn in phase space.
Conversely. these similarilics in power spectra, lime évolution

and also (apparent) embedding dimension hâve probably
eneouraged the application of the random walk paradigm to
polar motion studies (although at longer time-scales; sec c.g.
Souriait & C'azenave 1986).

A convenient way to décidé between these two possibilities
is to plot 3-1) projections of the orbit reconstrucled with

data time-delayed coordinales. We might be able to see if we

hâve a Iracial curve (red noise) or a self-crossing trajcctory
(low-dimensional process). A pseudo-phase space dimension
Dp* -6 ensures a complété unfolding of the geometrical

structure. Wc performed varions 3-D projections of data

vectors y(n) for the EOP and synthetic contamination sériés.

Ail the A" = I04 points of any sériés are not drawn because the
total data set obscures the picture. Thanks to several tests

performed with varying r, wc flrst concludc that the values

adopted for the time delays arc correct; we properly unfold ail

the trajectories without losing their cohérence. It should also be
noted that no qualitative différence appears between the seg

ments of the orbit reconstructed from the flrst 10 ycars of data

and from the last 10 years. In other words, the time-dependent

data smoothing (IERS 1996) is likely to hâve erased some

events of the Earth’s rotation fluctuations, in particular in the

1970s, but it does not compromise the orbit reconstruction and

analysis as a whole. Fig. 10(a) represents a 3-D projection of
the white noise /0 embedded in the Z)F*-dimensional space

(similar images are obtained whatever the projection for ail

the orbits discusscd below). We can easily see the random

distribution of points in space. They flll the space without any
cohérence and no structure appears. For the coloured noise

f — 2 (Fig. 10b), the points follow a complicated pattern which

looks like a fractal curve. Self-similarity cannot be rigorously
verified as we hâve a data sériés finite in both length and

resolution. For the Lorenz sériés (lor, Fig. lOd), the attractor

(whose dimension is /)A = 2.06) is reconstructed, although in an

unusual form as this mapping is obtained from the embedding

theorem from the x(t) State variable alone (see Section 2). In

Fig. 10(c), we plot a reconstructed orbit projection of the

flltered PM Y sériés. We see that the data vectors y(n) are

circling in a smooth way. The picture is more tricky when the
oscillations are smaller, i.e. near the centre of the orbit pro

jection. In this part, which is more slowly travelled through by

the embedded data vectors than the outer boundaries (see the

point spacing in the figure), we distinguish orbit fluctuations

due to a noisy component of the EOP time-series. Pictures of
the same kind are obtained with the PMX and LOD data sériés.

A simple comparison of these figures strengthens the idea

that wc are not dealing with any white or coloured noise in the

EOP sériés, in the sense that their respective behaviours are

complctely different. Ail the projections that can be drawn for
the threc EOP sériés show continuons and regular trajectories

which seem to issue from a smooth dynamical System. This

assumption of course agréés with the nature of the dynamical

response of the Earth but it also agréés with the low-

dimensional deterministic origin of most geophysica! fluid
llows inducing the Earth’s rotational fluctuations. A subtle

issue is raised by the embedding dimension Dp* %5 —7 that we
obtained; indeed, only three ‘state’ variables enter Liouville’s

équations (that is, small dimcnsionless factors to be applied

to the mean angular velocity). Thus, we may think that
a 3-D space is suflicicnt to embed the EOP data time-series.

In tact, Liouville’s équations describc the évolution of a

non-autonomous System. Atmospheric and oceanic forcings,
among others, expand the number of State variables through

time-varying torques, inertia tensors and relative angular

momenta. It is mainly their signatures, with dimensions higher

than 3, that should be transitivcly transmitted to the EOP data
sériés.

8 CONCLUSIONS

Most of the observed fluctuations in the length of day and

polar motion for periods between 1 day and 100 days are
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Figure 10. 3-D projections of 6-D reconstructed orbits with time-delayed coordinates. For a white noise (a) wc hâve a cloud of points which
erratically occupy the 3-D subspace. The random walk (b) gives a fractal curve. The delayed data vectors of the PM Y séries gently trace a fairly
continuons curve (partly folded in this 3-D plot, the embedding dimension being betvveen 5 and 7). A small noise componcnt can be seen, in
particular near the centre ot the orbit. The signal source is likely to be a smooth dynamica! System. The partie folded attractor (d) is reconstructed
from the sole .v-component of the Lorenz équations.

induced by atmospheric and occanic excitations. These fluid

fiows develop strong non-lincarities at ail time- and space
scales. During the past decade, several studies hâve pro-
poscd dimensional characterizations of the corresponding
phase space attractors (Nicolis & Nicolis 1984; Essex et al.

1987; Tsonis & Elsner 1988; Osborne et al. 1986). The Earth’s

response being wcakly non-linear, ue expect to fmd the
signature of thèse fluid flous in the EOF data time-series.

Récent advanccs in the non-linear analysis of time-series
rclying on the embedding theory for dynamical Systems pro
vide the conccptual framework to investigate this possibility.
With cmpirical data, the détermination of dimensional and

dynamical characterizations of the source must ovcrcome

dilficulties caused mainly by the fmite length and sampling rate
ol the availablc data time-series and by noise contaminations
and signal mixture.

In practice \ve hâve to embed the scalar data séries in

/3|.•-dimensional pseudo-phase space and analyse the stability
of the reconstructed orbit. For cach liltered EOF sériés

spanning over about 27 years, ue first estimate time delays
from the average mutual information fonction, The time delays
are ol lü days lor LOD, 15 days tor the .v-component of polar
motion PMX and IS days for ils r-component FM Y. These

estimâtes arc robust against noise contaminations and only

wcakly dépendent on the séries length. A quasi-linear depen-
dence on the sampling period indicates that interesting signal
power at periods shorter than the cut-off of the time-dependent

fil ter (about 30 days in the 1970s and 3 days in the 1990s) might
be lost vvhen dealing with combined EOF observations.

We then obtaincd déterminations of the proper embedding

dimension l)v- from two independent techniques: (1) the
perccntagc of taise nearest neighbours, which nearly equals
zéro as soon as the reconstructed orbit is cntircly unfolded:

and (2) the slopcs of the corrélation intégrais, which tend

to saturatc when the delayed data vectors are embedded in a

pseudo-phase space with high cnough dimension. Results

from botli methods are in agreement and scem to indicate that
the threc EOF séries can be modelled as low-dimensional

deterministic processes. Indeed. the embedding dimension
/Jj;. is about 5 or 6. These salues are nicely below the upper

limit of S allowcd by the length of the data sériés of about 10*
samples that we analysée!. Howevcr, we hâve shown that

these dynamical characlcrizaiions are quitc sensitive to small
stochastic contaminations. In any case, the clïcct of such con
taminations is always to provide a more or iess overestimated
dimension, in accordance with their high-dimensional nature.
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An inspection of the orbits rcconstructed in this way and

projectcd on 3-D plots l'urthcr suggests that the LOD sériés
and the PMX and PM Y components of polar motion (at least

at thèse periods) issue from a smooth dynamical System with

complex behaviour. As can bc seen in Fig. 10, the behaviour of

the EOP orbits is clearly different from thosc of po\ver-!avv
noises.

From thèse rcconstructed orbits it vvill be possible to extract

dynamical charactcrizations of the FOP data time-series
(Paper 11).The number ofdynamically active variables DL and
(evcntually) the attractor dimension D,\ can be retrieved from

the statistical distribution of the data vectors in pseudo

phase space. Morcover, the intrinsic stability of the EOP

data time-series can be quantified both globally and locally

by scrutinizing the geometry of the corresponding orbits. We

postpone any tentative answer about the dctectability of non-

linear processes in the EOP sériés to the second part of this

study, as the dynamical characterizations of the data sériés vvill
provide nevv information on this issue.
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SUMMARY

We investigate the possibility of detecting non-linear low-dimensional deterministic

processes in the time-series of the length of day (LOD) and polar motion components
(PMX, PMY), filtered to keep the period range [« 1 day-100 days], After each time-
series has been embedded in a pseudo-phase space with dimension DE*= 5 or 6
(see Frede & Mazzega 1999, hereafter referred to as Paper I) we extract the géométrie
and dynamical characteristics of the reconstructed orbit. Using a local false neighbours
algorithm and an analysis of the data local covariance matrix eigenspectrum, we find a
local dimension DL — 5 for the three EOP sériés. The principal Lyapunov exponents
averaged over the «27 years of observation (1970-1997) are positive. This resuit
unambiguously indicates the chaotic nature of the Earth’s rotational dynamical régime
in this period range of fluctuations. As a conséquence, some theoretical prédiction
horizons cannot be exceeded by any tentative forecast of the EOP évolution. Horizons

of 11.3 days for LOD, 8.7 days for PMX and 8.1 days for PMY are found, beyond
which prédiction errors will be of the order of the rms of the filtered EOP sériés,

say 0.12 ms, 2.30 mas (milliarcsecond) and 1.57 mas respectively. From the Lyapunov
spectra we estimate the Lyapunov dimension Z)Lyap> which is an upper bound for the
corresponding attractor dimension £>A. We find DLyap(LOD) = 4.48, /)Lyap(PMX) = 4.90
and /)Lyap(PMY) = 4.97. These déterminations are in broad agreement with those of
the attractor dimensions obtained from corrélation intégrais, i.e. Z)A(LOD) = 4.5-5.5,
Da(PMX) = 3.5-4.5, Da(PMY) = 4-5. We finally show that the Earth’s rotational State

expériences large changes in stability. Indeed, the local prédiction horizons, as deduced

from the local Lyapunov exponents, occasionally drop to about 3.3 days for LOD in the
years 1982-1984, 2.6 days for PMX in 1972-1973 and 2.6 days for PMY in 1996-1997.
Some of these momentary stability perturbations of the Earth’s rotation are clearly
related to El Nino events, although others lack an obvions source mechanism.

Key words: Earth rotation, El Nino, Lyapunov exponents, non-linear analysis,
stability.

1 INTRODUCTION

In this study wc investigate the possibility of detecting a
low-dimensional deterministic process in data time-series

of the earth orientation parameters (HOP) which may corne
from non-linear atmosphcric and occanic excitations. Daily
time-series of the polar motion components (PMX, PMY) and

length of day (LOD) from 1970 to 1997 (10080 samples in
each séries) are analysed. Thcy resuit from a combination of

individuel séries determined by varions gcodctic techniques
(VLBI, SLR, GPS. etc.; Gambis 1996). We focus on EOP

fluctuations with periods between a fcw days and 100 days.
In this second part of our study, our goal is to find varions

dynamical characteristics of the time-dependent Earth orien
tation from the data séries alone. We will compare them with
the characteristics (attractor dimensions, cventuallv horizon of

prédiction, sec below) obtained by several authors for varions

timcscales of the atmosphcric (see e.g. Nicolis & Nicolis 1984;

Lsscx et al. 1987; Fracdrich 1987; Tsonis & Llsncr 1988) and

occanic (see e.g. ValIis 1986; Jin et al. 1994; Tziperman et al.
1994) llows.

In Paper I we obtained dimensional characterizations
of the short-term variations in Earth rotation. First wc esti-

mated optimal lime delays required to build multidimensional
vectors >(//) from the scalar time-series of EOP in a System

of statistically independent coordinatcs. From the averaged
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mutual information function (Fraser & Swinncy 1986) we

found time dclays of 10, 15 and 18 days for thc LOD, PMX and

PM Y séries respectively. In order to apply thc embedding
theory to our data sets (Takens 1981 ) we then needed to retrieve

thc dimension DE* of a pseudo-phase space vvhere any recon-
structcd orbits from the v(/i) vectors vvill be unfoldcd. Two

approachcs vvere tested for this task: we investigated changes in

thc global pcrcentage of false neighbours (Abarbancl 1996) and

changes in thc slopcs of thc corrélation intégrais (Grassberger
& Procaccia 1983) when the trial embedding dimension
was incrcmented. From both methods we determined the

embedding dimension Z)E* to bc between 5 and 7. This resuit

agrées with the hypothesis of a EOP fluctuation source of low
dimension and detcrministic nature. However, we must bear in

mind that it was impossible to give a précisé value for DE#
because thc EOP sériés are quite short and noisy. Then, from

3-D plots of 6-D reconstructed orbits (Paper 1, Fig. 10), we

pointed ont that the general behaviour of a high-dimcnsional

process such as a white or coloitred noise is fundamentally
difTercnt from those we obtained with the EOP time-series.

While a stochastic noise fulfils the 3-D subspacc in an erratic
way or traces a fractal curve, the embedded EOP sériés trace a

smooth trajectory which might originate from a différentiable

dynamical System.

The goal of this second paper is to characterize the dynamics

of the Earth rotation fluctuations through déterminations

of the dynamical (or local) dimension D\_, the spcctrum of
the global Lyapunov exponents /,• (with /=l, D\ ), thc time-

dependent principal local Lyapunov exponent ).\(t) and the

attractor dimension Z)A. Z)E* is the global dimension of the

embedding space in which any reconstructed orbit from vectors

of time-delayed coordinates is unfoldcd. The dimension

gives thc effective number of dynamically active variables. It is
obtained from the local distribution of the data vectors y(n) on

the attractor. While thc analysis of two time-series originating
from the same source may lead to different embedding dimen
sions £>e*, the dynamical dimension A. will be the same. This

property is another conséquence of the embedding theorem
(Takens 1981; Sauer et al. 1991). In any case, A. <A:* gives
the exact number of ordinary differential équations one
needs to describe the underlying System and capture its fui 1
dynamics.

The spcctrum of Lyapunov exponents /., provides tiseful

information on the global stability of thc System. Each
exponent expresses how a small perturbation of thc orbit in an

cigendircction of the dynamics will cvolve in time. Directions

associated with nu 11 exponents are ncutral in the sensé that

any perturbation applicd along them will remain constant.

Those directions associated with négative /., are stable; any
perturbation componcnt lying on them will asymptotically die
ont. Positive exponents characterize unstable directions along
which a perturbation will grow exponentially during a fi ni te
time. The rate of growth is preciscly rclatcd to the exponent.
Note that thèse directions change when going over the orbit.

Di. exponents can be computed from a reconstructed orbit

in the embedding pseudo-phase space A system which
possesses only négative or null exponents is stable, whcreas

a chaotic system (characterized by ils sensitivity to initial
conditions) lias at least one positive exponent. The Lyapunov
exponents are invariants of the dynamics, so their déter

mination does not dépend on the particular orbit used to
computc them. Ofcourse, this statement should be treated with

caution when dcaling with orbite reconstructed with fini te and

noisy data time-series or, from a dynamical point of view, when

sevcral attractors coexist in phase space, as will be discussed

later. If the sum of the Lyapunov exponents is négative, the
dynamical system is dissipative.

The ability to predict the évolution of a time-series is

intimatcly rclatcd to its principal Lyapunov exponent ).\.
If ).\ > 0, any error made on the présent State of the system will

grow quickly and reach unacceptable bounds. However, by
scanning in E* the divergence of nearby orbit segments
at varions places along the attractor, it can be shown that the

principal exponent expériences local variations. In other

words, thc stability of the system and its predictability dépend
on the system State or equivalently on time. The interest in
computing local exponents ).\{t) is thus twofold: fïrst it sets

a theoretical horizon of prédiction that cannot be exceedcd

for a given State of the observed system; second, for a non-
autonomous system, it may hopefully provide some infor

mation on the time-varying external forcings which prompt
system instabilities.

If the system possesses an attractor in phase space, the
détermination of its dimension is also useful information. The

attractor is a géométrie figure with dimension D,\ < DE. on

which ail the orbits in phase space converge rapidly after

transients hâve died ont. For example, the attractor of a two-
pcriodic system is a 2-torus which captures the asvmptotic
behaviour of the system évolution. When the attractor dimen

sion is an integer, we are dealing with periodic orbits, while a
fractal dimension dénotés the attractor ‘géométrie’ strange-
ness. Dynamical chaos is typified by the sensitivity of the

system State évolution to initial conditions. At this stage

non-linear analysis of the data sériés must be conducted very

carefully. Indecd, we cannot conclude from the non-integer

détermination of I)A thc chaotic nature of the dynamical

régime for two reasons: first, given the uncertainties in the
évaluation of A\. the recovery of the integer dimension of,

say, an //-torus is practically impossible from a fi ni te data
set; second, there exist some strange non-chaotic attractors

(with négative principal Lyapunov exponent; Dmg et al. 1989).
In any case, there is a fondamental différence between chaotic

régime and fractal attractor dimension. A fractal dimension

A\ is only relevant for charactcrizing the self-similarity of the
orbit (for cxample of a random walk) or the way it filIs the

phase space (for example on the Lorenz attractor). The notion

of a chaotic régime adds thc idea of sensitivity to initial con
ditions (Eckmann & Ruelle 1985; Osborne& Provenzale 1989).

A complote dynamical characterization of any system is clearly
required before giving any conclusion on the nature of its

dynamical régime.

Ail those dynamical characteristics bclonging to the

dynamical system theory arc asvmptotic quantitics and assume
infinité lime spans to apply rigorously to a problem. We will

thus meet sevcral dillicultics whilst working with finito and

noisy time-series. As in Paper I. the robustness of the results

produced by the diverse algorithms will bc chccked with the

help of varions tests concerning their sensitivity to data con

tamination and length of thc time-series orsampling intervals.
The dynamical analysis of well-known séries will help us in our
investigation.

In Section 2, we will estimate the local dimension I)E from

the three EOP data séries. Section 3 is devoted to the com

putation of the global Lyapunov exponents and constitutes a
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major step in this stucly. In Section 4 \vc estimate the time

variations of the principal Lyapunov exportent ).\(/) over the

27 years of observations for the polar motion components
and length of day. Section 5 deals vvith the détermination of

the attractor dimension. Besides ansvvering the question of

the dctectability of a non-lincar low-dimcnsional process in

IEarth rotation, scveral results of this study hâve fundamental

implications concerning the nature and geophysical origin of

observed fluctuations with periods shorter than 1ÜÜ days; these
arc discusscd in Section 6.

2 DETERMINATION OF THE DYNAMICAL

DIMENSION Dp

The embedding operation gave us the global dimension Dp*

nceded to unfold properly the orbits reconstructcd front data

vectors in delayed coordinates. Now we want to pinpoint

the exact number of dynantical variables whiclt arc really

active during the évolution of the System. This dynamical or

local dimension Dp is lowcr than or equal to Dp*. In order to

illustratc the différence between the embedding and local
dimensions, let us consider a quasi-periodic System composed

of two incommensurable frcquencies. The trajectorics lie on

a 2-torus. We need a 3-D phase space to unfold this torus

(Dp* = 3), whilst the effective number of active dynamical

variables is Dp = 2. This is seen geometrically bccausc a local

proxy for the shape of the attractor is its tangent plane.
The local dimension Dp can also be estimated from obser

vations of a single variable. It can be conceived as the number

of autonomous ordinary differentia! équations required to
describe the source dynamics (and therefore the number of

Lyapunov exponents to be determined). The method employed

to compute the local dimension is the local falsc nearest

neighbours (LFN) algorithm (Abarbanel & Kenncl 1993),

vvhich looks locally at the dimension required to represent
. unambiguously the dynamical évolution. The method relies

on the détermination of local maps from neighbourhood to

neighbourhood along the reconstructed orbit. These maps

are then used to make local prédictions of the orbit évolution.
The prédictions are statistically reliable only when the trial

dimension used in the mapping is the local dimension. As vvill

be shown below, we also found it very useful to look at the

cigenspcctrum of the local data covariance, so we add this

option to the basic LFN algorithm.

In practice, the LFN algorithm sclects the local principal
directions in phase space where most of the data lie. For this

purpose we embed the data in a working space of dimension

Dv higherthan Dp- (hcre we ehoose DK = IO).Takinga point of

the pseudo-orbit y(/) and its A', nearest neighbours y'(i), we
l'orm the data covariance matrix, i.e.

I N
07')= — ^ [F (/)-.vm(/)] L''(i‘)-.>•„,(/)]' , (1)

A' r = I

with the local mean vcctor

1

Vm(0= TT y F(/). (2)

We then calculate the cigenvalues of C(i) arranged in a
non-increasing order:

/| > 7.2 > • • > /„ , (3)

where n is the value of the trial local dimension. This operation
is performed for cach point of the trajectory. We finally calcu
late the mean cigenvalues over the whole orbit and normalize

them by the Iargest value to get the mean relative cigenvalues

(MRE). In this approach the local dimension D\ is given by
the number of significatif cigenvalues. Thcy are associatcd

with directions of phase space where data points y(i) really
accumulate. Cigenvalues that are too small arc not relevant

and reflect numcrical approximations, covariance matrix ill-

conditioning, truncation errors, data quantization or obscr-
vational noise. For example, the local dimension ofthe Lorenz
System is 3, whilst the attractor dimension is 2.06. If we calcu

late the MRE spcctrum, we select two large cigenvalues and
a smaller onc which corresponds to the tractai direction of
the Cantor set structure of the attractor. This third direction is

niuch less populated as the Lorenz attractor locally lies in a
quasi-plane. Therefore, its détection will be more sensitive to

noise contamination. There is no general criierion to décidé
about the irrelevance of sortie part ofthe eigenvaluc spcctrum.
so we shall find a threshold value for the signiticance of the
MRE from the analysis of our contamination séries.

The next step in the basic LFN algorithm consists of com

puting the projected vectors i(/) ofthe /V, neighbours ofy(/‘)
on the eigenvectors. After k time steps // taken along the flou
they become the projected vectors >’,'•(/+/:;/). We déterminé by a
least-squares method the local linear map which transforms
the >•,'(/) into the yKi + kij). The time évolution of the centre

point y(i) is then predicted from the local mapping and coni-
pared to the true vector y(i-kij). We look at the reliability of
the local maps computed for every y(i) by examining the rnis
prédiction error. We fix a threshold over which any prédiction
is labelled a bad one. Increasing the number of eigenvectors
selected, we reach the local dimension Dp when the percentage
ofbad prédictions becomes independent ofthe number of local
eigenvectors used in the mapping process.

The choice of a number of neighbours /Vr adapted to
our problem was made by testing it on the Lorenz sériés lor

(see Paper I, Section 2) of 10 0S0 samples. The expected local
dimension Dp = 3 was retrieved for AV = 10 or 25. As we

arc working locally, a louer number of neighbours will lack
statistical signiticance and will provide results nuich more

sensitive to any noise contamination. A higher number would
rcquire polynomial mappings of higher degree to account for

the curvature ctfccts on the attractor. The test performed with
the Lorenz sériés also showed that the détermination of Dp

based on the cigenvalues ofthe covariance matrix gives better
results than the percentage of bad prédictions, which has a
marked tcndcncy to increase the estimâtes of the local dimen

sion. This is due to the limited number of data points available
(10 080). Indccd, the saine test performed on a sériés of 30 000

points gives the correct resuit. Moreover. we applied the LFN
algorithm to a wliite noise sériés of 30 000 points and found no

local dimension, the percentage of bad prédictions rcmaining
close to 100 per cent whatever the number of retained cigen-

directions. This is related to the tact that points are randomly
distributed without preferred directions. Like for the Lorenz

sériés, working with a short sériés ( /0, I0 0S0 samples) gives

spurious results by showing a tinitc local dimension for a white

noise. This drawback is signiticantly redueed when considering
the MRE spcctrum.

The algorithm was also applied to the raw data of the
random walk time-serics / —2 (100S0 samples) and to the
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sanie data filtered so as to keep the 1-100 day spectral band.
The pcrcentagc of bad prédictions for the raw eoloured noise

starts at only 3 and decrcascs slovvly to zéro when the trial local
dimension is 6. Such behaviour is duc to the fractal structure

of the curve, which implies self-similarities characteristic of
the Cantor set structure of an attractor. Nevertheless, there

is no lovv-dimensional process here. This spurious resuit is
suppressed when working with the filtered time-series. Indced,

the fractal structure is lost and the filtered / — 2 séries behaves

more like a white noise. The pcrcentagc of bad prédictions

remains at 100 per cent for a trial local dimension of 9 before

dropping suddenly to zéro (probably as a conséquence of the
limitée! number of samples). Such behaviour is not charac

teristic of chaotic Systems. Here a striking différence occurs

when performing the saine test with a chaotic sériés. The

pcrcentagc of bad prédictions is ncarly invariant when dealing
with the Lorenz séries lor or with its filtered version. In both

cases the correct local dimension Dy = 3 is found, so we must

be very careful if the percentage of bad prédictions we obtain is

very low in dimension 1 and decreases rapidly to zéro, because

this can bc either a fractal curve or a chaotic process. The way

to distinguish between the two possibilitics is to analyse the
high-pass-filtered time-series also.

We now apply the LFN algorithm to the FOP sériés and to

their companion séries contaminated by power-law noise or

low-dimensional processes. The three séries hâve the sanie kind

of behaviour (Fig. la). The percentage of bad prédictions is
quite high at the beginning and decreases progressively down
to zéro with increasing trial local dimension. Dy as estimated

from this analysis alone would be around 6-8 for the PMX and

PM Y sériés and 7-9 for LOD. The efïect of adding 10 per cent

noise is, not surprisingly, enormous. Indced, the local dimen

sion détermination is very sensitive to noise contamination

because we are working in very confined neighbourhoods

(Ar, =25). Locally the noise has a large effect by perturbing
the optimal mapping recovery. The algorithm partly tries to

predict the noise. It also becomes very difîicult to choosc a valicl
prédiction horizon (kij in the explanation above). If the horizon

is taken too short, we predict the noise only. If it is too long, we
are faced with curvature effects and orbit segment divergence

that can be tackled with higher polynomial maps only, which in
turn require a huge number of data samples in order to be
constructed reliably. Adding 10 percent white or eoloured noise

to the LOD time-series thus totally changes the behaviour of

the percentage of bad prédictions, as shown in Fig. 1 (b). The
noise is dominant and we cannot scc the signal any more. 'This

important remark shows us that if our data séries are even

slightly contaminated by noise, the Dy estimated via the LFN

algorithm will be significantly overestimated. On the other

hand, the addition of 10 per cent Lorenz chaos to the LOD

data docs not hâve any significant eflect on the percentage of
bad prédictions. The saine results are obtaincd with the PMX
and PM Y sériés. This test has shown that the relative behaviour

of the LOP time-series and that of the high-dimensional time-

series are completely different. Moreover. the previous values
for the LOP local dimensions are probably overestimated.

1 nspeciion of the mcan relative eigenvalues ( M KF) spectrum
ollers a geometrieal way to détermine the local dimension

Dy . It consists of finding the local directions along which the

data are prelerenlially distributed. This lest was performed
on the original and contaminated LOP time-series as well as on

the synthetic noise and Lorenz chaos. The main limitations of
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Figure 1. Percentage of bad prédictions as a function of the trial local

dimension D^. (a) For the LOD, PMX and PMY sériés, (b) For

LOD (solid line) and its contaminated équivalents: +/0 (dotted line),

+/ — 2 (dashed line), -f-Ior (long-dashed line).

this algorithm corne from the great local variations observed
for the eigenvalues. A robust estimate of the MRH spectrum

would require the use of time-series long enough to find the
asymptotic characteristics of the data distribution in phase
space. Moreover, the détermination of very small eigenvalues

is very difîicult and the associated eigenvectors are given
mostly by local noise. Note that this weakness of the MRE

approach is shared with the LFN algorithm. Nevertheless, this
method scenis to give better results than the prédiction method
with our limitée! sériés. The local dimension estimate was

more relevant for known sériés (e.g. for the Lorenz sériés
lor and noises /'O and /’ —2). We also checked that this geo-

mctrical method was more robust in the presence of noise;

this is probably because no Icast-squares fit to the data for the
détermination of mapping coefficients is involved, nor any
prédiction skill.

The MRF spcctra for the three LOP séries are shown in
Fig. 2(a). The local dimensions obtaincd from this analysis are
around 4 5 for the PMX and PMY séries and 5-6 for LOD.

Thcy are svstematically lowcr by two units than the déter
minations found with the percentage of bad prédictions. We
are more confident in the results of the MRF analysis as it

appears less biased by noise contamination. In Fig. 2(b) the

MRF, spcctra for the LOD and for its contaminated com-
panions are shown. The local dimension is overestimated in
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Figure 2. Mean relative eigenvalues of the local data covariances

as a function of the trial local dimension Dl- (a) For LOD, PMX

and PMY. (b) For LOD (solid line) and its contaminated équivalents:

+/0 (dotted line), +/ — 2 (dashed line), +lor (long-dashed line).

the presence of noise, although this artefact is less marked

that with the LFN algorithm (compare with Fig. lb). Once
again thechaotic contamination has no significant effect on the

détermination of DL. This possibly indicates the presence of

low-dimensional chaos in the EOP sériés. In summary, the
most reliable estimâtes are as follows:

(1) Di, = 5 or 6 for LOD;

(2) A. = 4 or 5 for PMX;

(3) Dl = 4 or 5 for PM Y.

As a common local dimension we report the value of Dl = 5 in

Table l, which summarizes the dimensiona! and dynamical
characteristics we obtain for the thrcc EOP séries.

3 GLOBAL LYAPUNOV EXPONENTS

The global Lyapunov exponents characterizc the global
stability of the régime ofa dynamical System (sec c.g. Thompson
& Stewart 19S7; Tufillaro et al. 1992). Each exportent indicates
the rate of contraction or expansion of an orbit perturbation
taken on a local eigendirection of the System dynamics (sec
below). A négative exponent implies a contraction of the orbit

Table 1. Summary of the dimensional and dynamical results for the

filtered time-series of the LOD and polar motion components PMX

and PMY: time delay r in days; embedding dimension D/‘; local
dimension Dl; principal Lyapunov exponent ).\ \ sum of the Lyapunov

exponents Lyapunov dimension D|.yap: attractor dimension DA:
prédiction horizon H\> in days.

LOD PMX PMY

r (days) 10 15 18

Dm 5-6 5-6 5-6

Dl 5 5 5

h 0.35 0.45 0.4S

i;. -0.41 -o.os -0.02

^Lyan 4.4S 4.90 4.97

Da 4.5-5.5 3.5-4.5 4-5

//r (days) 11.3 8.7 8.1

perturbation lying on the corresponding stable manifold. On

the other hand, if the System possesses at least one positive

Lyapunov exponent its time évolution is sensitive to the
choice of initial conditions in a particular direction. Any small
perturbation 5(0) exerted on the orbit at / = 0 along that
direction grows exponentially with time, so that

5(0 = 5(0) e;". (4)

A zéro Lyapunov exponent is always associated with a
continuons dynamical System (a flow). It corresponds to the

absence of both contractions and expansions if the pertur

bation is exerted along the orbit itself (ncutral manifold).

Systems whose sum of Lyapunov exponents is négative are

dissipative. Any volume of the //-dimensional phase space

will shrink with time, although some directions may romain

unchanged (along neutral manifolds) or even stretch (along

unstable manifolds). For example, A-periodic Systems hâve A

zéro Lyapunov exponent and n — k négative exponents. Initial
conditions taken on a stable manifold will die ont at an

exponential rate and the orbit will "stick’ to the attracting
A-torus. The existence of positive exponents is typical of the
chaotic nature of the System régime. Perturbations taken

‘outside’ the attractor will be damped but two orbits will
rapidly separate from each other on the attractor becausc of
the instability.

We want to find the global Lyapunov spcctra of the

Earth rotation dynamics from the EOP time-series of polar

motion and LOD. We cxpect to find at least one zéro exponent

becausc we are dealing with a flow underlying our data. Indecd,

the atmospheric and occanic excitations are ruled by flows

and Liouvillc’s équations describing the Earth’s rotational
response are themselves a set of diflcrential équations. The

accuracy of the détermination of the zéro exponent will givc
us an idea about the réhabilite of the Lyapunov spcctrum

rccovcry. The positive exponents are quitc easy to find from a
time-series bccause they correspond to dilatation directions of
the ncarby segments of the reconstructed orbit. On the other
hand, it is dilficult to déterminé the négative exponents becausc

they correspond to the contraction of orbit perturbations, so
their cllect disappears rapidly in time. As a conséquence, they

are associated with very small eigenvalues of the Jacobian
matrix entering into their détermination, which makes thèse

matrices ill-conditioned. The global Lyapunov exponents are
invariants of the motion cvolving over the infinité time axis.
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This is a kcy point bccause working vvith a single time-scries
réalisation the global Lyapunov exponents \ve calculate are

représentative of the entire dynamical System régime.

Scvcral methods hâve been proposed to find the Lyapunov
spectrum from a time-series (Eckmann et al. 1986; Bryant
et al. 1990; Brown et al. 1991). The updated method we use is
detailed in Abarbanel (1996). Consider a dynamical System
with vector of State variables v,- at a discrète time i described by
a map

>7+i . (5)

vvhere F is a différentiable function. Using linearized dynamics,
a small perturbation <5, applied to the orbit >y at time / vvill
becomc at time /'+ f.

(5, + | = DF( y,)ô,, (6)

wherc DF(yj) is the Jacobian matrix of F at y,. After L time
steps we hâve

ài + t. = OF(yi+L_, )DF(yi+L_2) • DF^yfa = DFL(yi)ôj. (7)

The Lyapunov exponents arc directly linked to the eigenvalues
of the previous composition of Jacobian matrices. In order to

calculate them, we form the symmetric Oseledec matrix:

S(yt, L) = [DFL{yi)TDFL(yi)f2L, (8)

whcre the superscript T is for transpose. In theory, the
Oseledec matrix is built from an infinité sequence of matrix
composition (L->co) so that the choice of starting point >’,• is
of no concern. In practice we start at the beginning of the
embedded data sériés and compose the local matrix over
the finitc sériés length. Therefore, we do not really obtain the
global Lyapunov exponents but rather averaged exponents
which are représentative of the average stability of the System
over the observation time span.

When working with a time-series, we first hâve to déterminé

the successive unknown Jacobian matrices. This is done by
looking at a point in the pseudo-phase space and at its nearest
neighbours. We then define a local map which models the
évolution of the neighbours in time:

tf-*yrj+1. (9)

whcre ;y;, + i is the eth ncighbour of y, at time /+1. The local
map is built as

M

)f.i-t i = ('On, /)<!>„,(>•;.'), (10)
111=--1

whcre the T,,, are a priori basis functions and the c(/n, /') are
local coeflicients to bc determined. The (a, b) component of the
Jacobian matrix is defined by

M - . .

£>F«h(yi)= ^2 c“(m' ') • (il)
m = 1 ( Xh

From this cmpirical Jacobian, we form the Oseledec matrix.

Its ill-conditioning prevents the direct computation of its
cigenspcctrum, so we perform a rccursive OR décomposition
(Golub <K: van Loan 1989) leading to the foilowing product of
an orthogonal matrix O and 2L upper-right triamzular matrices
R(.y.

The Lyapunov exponents are computed from the diagonal
terms of the R matrices as follows:

1 2/'
lim — V iog[/?„„(*•')]> (13)
'-x 2L fn

whcre Rltl,(k) is the (a,a) component of the Arth triangular

matrix R(k). We sce that this is an asymptotical limit, the

matrix O going to identity. Thus for finite data sets, this con
dition cannot be achieved and we hâve to apply the recursive
OR décomposition iteratively as explained in the next section.

We hâve determined the averaged Lyapunov exponents
for the EOF sériés and tested the resuit sensitivity to various
contaminations. Dealing with a local dimension /JL = 5, we
evaluate both the forward and backward exponents in order

to eliminatc the possible false exponents. A true exponent
changes sign when time is reversed (Abarbanel 1996). For

PMX, PM Y and LOD the five exponents are true and we can

find two positive exponents. The principal exponents are 0.35,

0.45 and 0.48 for LOD, PMX and PM Y respectively. We also

obtain for the three sériés the expected zéro exponent corre-

sponding to the flow direction of the data, with an accuracy

of about 5 per cent. The accuracy of the positive exponent

déterminations is probably slightly better. We also obtain
two négative exponents as illustrated in Fig. 3 for LOD.

The négative sum of the global exponents indicates the

dissipative nature of the System (Table 1). The Lyapunov

dimension /)Lyap (Kaplan & Yorke 1979) is directly evaluated
from the exponents by

K

XA
DLyV=K+fy~~ (14)

V-K+ I I

with £*=, ).a > 0 and ).a < 0. The integer K is chosen
so that K < D\è and /.*• + ! < 0. DLvap is an upper bound of the
attractor dimension Z)A. It is a dynamical characteristic of
a chaotic motion. For its calculation, one needs to know the

full Lyapunov spectrum, including the négative exponents.
Working with noisy data and finite sériés may be an obstacle to

obtaining a précise détermination of either of the négative

exponents and then the Lyapunov dimension. For the Lorenz

System, the Lyapunov exponent is exactly the same as that of

the attractor (/JA = 2.06), a value we recover with the lor sériés

of 10J samplcs only. The Lyapunov dimensions obtained for
the EOP time-series are as follows:

(1) /), >;ip = 4.48 for LOD;
(2) /9i,*v;ip = 4.90 for PMX;
(3) A.yap = 4.97 for PM Y.

Final ly, horizons of prédiction ll\> (in days) are evaluated for
cach EOP time-series from their respective principal exponents
ô by

//,> = 3.9/7., . (15)

The factor 3.9 scales the predicting horizon to be the point
whcre two trajcctorics, initially distant by 1 per cent of the
mean attractor size A’a, separate from cach other by U.5 R,\
(here we take the data séries mis for /\A). //p is a crudc estimate

of the time until which il is possible to make a valid prédiction
of the System évolution. Over this time, the forecast error is ot
the order of the data mis. For the time-series ültered at 100
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Figure 3. Values of the global Lyapunov exponents for LOD. Each global cxponent is obtained as the average of 3 x 105 local exponents computed
on the basis of the composition of L Jacobian matrices estimated at the rate of one per day (see text). L is given on the abscissa.

days, the predicting horizon is about 11.3 days for LOD

(recalling that the rms = 0.12 ms), about 8.7 days for PMX

(rms = 2.3 mas) and 8.1 days for PM Y (rms = 1.6 mas).

It has rccently been shown that it is possible to find spurious
positive exponents from random time-serics (Tanaka et al.

1996). We hâve thus performed the sanie computations for the
EOP time-series contaminated by noise and by the Lorenz

séries (see Paper I, Section 2). The addition of 10 per cent white

noise greatly perturbs the détermination of the Lyapunov
exponents, but the rcsults are clcarly no longer val ici becausc

>0 (system neither conservative nor dissipativc).

This cornes First from the fact that a white noise is a high-
dimcnsional process which cannot be embedded and second

from the fact that the white noise component completely hides
the underlying smooth EOP signal becausc the détermination

of the Jacobians is a local operation that is very sensitive to
erratic point distribution over the attractor. The addition of a

coloured noise f — 2 or ofa Lorenz signal docs not significantly
change the rcsults. It thus sccms that we could mistake a

random walk for a chaotic signal. In fact, such a coloured
noise might be dctccted by analysing the data sériés with
reversed times. Indeed, in such a situation, after the normal

sign correction accounting for the time reversai was applied,
we obtained a positive sum of the exponents with the sériés
f — 2. Time reversai has been tested with the EOP sériés

and never causes such an unphysical resuit. The Lorenz con

taminated sériés not only successfully pass this test, but their

principal Lyapunov exponents are changed by no more than

10 per cent.

In summary, the estimâtes we obtained for at least

the principal Lyapunov exponents ).\ are quite robust with

regard to noise contamination. They are positive for the three

(filtcreci) EOP sériés. This resuit characterizes the dynamical

chaos of the Earth rotation fluctuations in the period range
1-100 days]. As a conséquence, theoretical bounds (related

to the System dynamics) exist beyond which no reliable fore-

cast of the Earth’s orientation variations at short periods
can be given. In practice, an error of ^0.001 ms on LOD

will grow to 0.06 after 11 or 12 days. In the saine way,
errors of [0.02, 0.015] mas on the polar motion components
[PMX, PM Y] will rcach about [1.15. 0.75] mas after 8.5 days.

4 LOCAL LYAPUNOV EXPONENTS

Being invariants of the dynamics, the global Lyapunov

exponents charactcrizc the attractor as a wholc. Thcre can

exist local variations of the system stability along an orbit.

Those local variations are quantifiée! by the local Lyapunov

exponents (Abarbancl et al. 1991). They vary with the position

of the State vcctor r, in phase spacc. Their knowledge is very

uscful for short-tcrm prédictions. If the principal cxponent /.[ is

positive, its variations [A|(t) hereafter] give équivalent time
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variations of thc predicting horizon Jfp(t). System stability
changes of this kind are weli knovvn, for cxamplc in large-scale
atmospheric dynamics (sec c.g. Palmer 1993; Palmer et al.
1994).

In thc previous section, \ve finished the algorithmic part
after the Oseledec matrix (eq.S) vvas rccursively decomposed
(cq. 12). For convenicnce \vc call the ‘length’ of the Oseledec
matrix, S(yit L) = [DFl{ Vi)TDFL(yi)]',{V\ the number L of
local Jacobian matrices DF entering its composition, and y,
its starting point on the attractor. The most reliable ‘global’

Lyapunov exponents discussed in Section 3 are formed by
averaging the local exponents of the Oseledec matrices of

length L = 512 estimated at 3000 starting locations. For short

time spans (small L), the basic recursive QR décomposition is
inadéquate for providing accurate estimâtes of the Oseledec

matrix eigenvalues. Indeed, the orthogonal Q matrix (eq. 12)
does not fit the identity matrix. Applying the recursive QR
décomposition iteratively overcomes this difficulty, although
preserving the eigenvalues of the decomposed matrix
(Abarbanel 1996). In Section 3 vve showed that

5-ü = QoRo(2L)R0(2L- 1) • • • /?o(l), (16)

vvhere the zéro subscript stands for the Oth itération. We then
défi ne the matrix

Si — QoTSqQo (17)

and perform a new recursive QR décomposition on We

repeat this process until Ok fits the identity matrix to the

desired accuracy. The sequence of Sk=\,K matrices hâve the
same eigenvalues. The local Lyapunov exponents are obtained
at the Â'th itération from the diagonal terms of the R matrices:

1 A
2-a =— y ] \og[RK[lta](j)]. (18)

~ j= >

With our time-series, the Q matrix converges to the identity
within an accuracy of 10"fi after two itérations at most.

Our aim is now to look at thc variations of the (local)
principal exponents /.\(/) over the years of EOP observations.

Ail the results presented below are obtained with 28 years of

observation (10 234 samplcs for each EOP séries), ending in
December 1997. This slightly longer EOP sériés results from

minute différences in data combination and filtering routines

(new combined IERS séries). The previous dimensional

and dynamical characterizations were recomputed for these

slightly longer time-series without noticeably changing thc
results. We shall focus on those exponents obtained from local

matrices of length L-8 and L — 64 which are représentative
of stability fluctuations of thc corresponding number of days.

The S day stability is chosen so as to fit broadly the embedding
time delay corresponding to the minimum interval required

to hâve non-linearly independent data (see Paper I, Section 4).

The 64 day stability is studied because we lose any mutual
information between the successive measurements over 2

months and the corresponding local exponents will smooth

out somewhat fluctuations in Earth’s rotational stability that

are too rapid.

The time-series of local exponents /|(/) for LOD is given in

Fig. 4. We immediately note important variations with regard
to the average exponent. The most striking feature is the peak

for both the L — 8 and the L = 64 exponents in the year 1983.

Throughout 1983, the local Lyapunov exponents are between
two and three time their mean values, and consequently the

corresponding horizon of prédiction is divided by the same

factor. Obviously, this transitory relative loss of stability in the

Earth’s rotational dynamics must be related to the strongest El

Nino on record. No other exceptional event is seen in this plot.
Using the previous shorter LOD sériés of 10 080 samples, we

obtain a second, although less marked, peak for the year 1977

Local Lyapunov Exponents
LOD

2.0

Figure 4. I imc variations of thc LOD principal local Lyapunov exponent from 1970 to 1998 for a length /, = S davs (solici line) and /. = 64 days
(long-dashed line).
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Local Lyapunov Exponents
PMX

Figure 5. Time variations of the PMX principal local Lyapunov exponent from 1970 to 1998 for a length L = S days (solid line) and L = 64 days

(long-dashed line).

which might correspond to the mild El Nino observcd at

that time in the sea surface température and in the sea level

pressure.

Local exponents for the PMX and PMY sériés are shown in

Figs 5 and 6 respectively. The major event in the stability of the

A-component of polar motion lasts over three successive years,

from 1971 to 1974. The magnification factor is larger than 3

(and the prédiction horizon reduces to about 2.9 days only). A

candidate excitation could be the tvvo strong changes in

polarity of the tropical ocean-atmosphere coupled System,

with two La Nina events flanking a well-marked El Nino

(1973). No other clear stability signal can be matched to known

Figure 6. Time variations of the PMY principal local Lyapunov exponent from 1970 to 1998 for a length /. = S days (solid line) and /. = 64 days
(long-dashed line).
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atmosphcric or occanic excitation exccpt perhaps the 1992 El
Nino event vvhcrc the prédiction horizon seems to bc reduced

by a factor 2. More variability is seen in the local Lyapunov
exponents of the PM Y séries (Fig. 6). Two relative losses of

stability occur from mid-1975 to the end of 1976, and from

mid-1982 to the end of 1983. If the second anomaly is induced
by the famous El Nino, the first could perhaps be related to

La Nina-EI Nino twins for the same period. No clear signature
for the 1997 El Nino appears in the EOP local exponents. An

indistinct risc of both local exponents seems to start in Fig. 5
for PMX. This very unclear anomaly has yet to be confirmed

during the ensuing fevv months, while El Nino might be in
partial retreat sincc December 1997. Rcmcmbering that we are

dcaling vvith EOP time-series high-pass filtered at 100 days, the
variability that wc observe and link to external excitations is

the resuit of geophysical events on that particular timescale.
Even if the El Nino event lasts scveral months, we hcre recover

its signature on short periods in the Earth rotation. The

predicting horizon we give is thus for the signal under 100 days
only; it is obvious that working vvith raw data would give
different values for the horizon of prédiction and also a much

larger attractor mean size, or equivalcntly a larger bound for
any error growth.

Stronger magnification of the PM Y local exponents occurs in

1996 (Fig. 6). No signifïcant anomaly in the ocean-atmosphere
circulation can be invokcd as a candidate source for this

particular perturbation in Earth rotation stability. In a recent
catalogue of earthquake magnitudes (Engdahl et al. 1998)

we found five very powerful events vvith magnitude >7.5
occurring in 1996 [01/01 vvith (north latitude, east longitude;
magnitude) ( — 20.4, — 174.2; M = 7.9); 17/02 vvith ( — 00.9,
+ 136.9; M = 8.2); 10/06 vvith ( + 51.6, - 177.6; A/= 7.9);
17/06 vvith (-07.1, +122.6; M = 7.9); 12/11 vvith (-15.0,
— 075.7; A/= 7.7)]. This suggested relation between earth

quake energy release and polar motion fluctuations has

bcen studied in the past (see e.g. Chao & Gross 1987).
Whilst no évidence for such a mechanism vvas found from

the observations, the theoretical studios indicatcd that earth

quake energy output larger by an order of magnitude or two
would bc required to pass the threshold of detcctability vvith
the currcnt measurement techniques. The accuracy of the
combined EOP séries has bcen much improved during the List
10 ycars. Moreover, wc do not corrclate carthquakes vvith

EOP mcasuremcnts but vvith relative stability losses in rapid
fluctuations of the Earth rotation. We are wary of drawing
prématuré conclusions from this, but feel that there is a need to

rc-investigatc this question.

In Table 2, we report scveral such transitory relative losses of
the Earth’s rotational stability as dctected from the local
Lyapunov time-series (/) for LOI), PMX and PM Y. Most

of them hâve an obvious signature on one or two of the
EOP ‘stability’ séries only. Wc tested the robustness of these

peaks in the 7.|(/) by performing the same analysis vvith
the contaminated EOP séries (sec Paper I, Section 2). Ail the

events discussed above are still visible in the présence of 10 per
cent mis ol stochastic or deterministic contamination. The

added vvhite noise has the worst efl'ect by raising the back-
ground level ol the 7.|(/) séries so as to partially merge the
peaks. Movvever, the signifïcant peaks are still clearly seen
vvith preserved values of the associated prédiction horizons
H\'U). The efl’ect of the random walk /—2 contamination is to
increasc spuriously sonie of the smaller peaks and reduce the

Table 2. Date of events related to local variations of the principal

Lyapunov exponent ).\(t) for LOD. PMX and PM Y time-series. The

upper number is the value of the local Lyapunov exponent and

the lovver one is the associated horizon of prédiction ll\> in days.

The last line gives the global principal Lyapunov exponent and the

corresponding horizon of prédiction for the 1970 1998 time interval.

Sériés LOD PMX PM Y

Event date

0.5 1.5 0.48

1972-1973 7.8 2.6 8.1

0.5 0.6 O.S

1976-1977 7.S 6.5 4.9

1.2 0.45 0.8

19S2-19S4 8.7 4.9

0.4 O.S 0.75

1991-1992 9.7 4.9 5.2

0.6 0.6 1.5

1996-1997 6.5 6.5 2.6

0.35 0.45 OMS

Global values 11.3 8.7 8.1

higher ones, the events previously reported still being signalled

by dominant peaks. The Lorenz contamination lor slightly

tapers the peaks or equivalcntly induces a false increasc of the

local predicting horizons.

In any case we do not attach too much importance to the

exact values of the local Lyapunov exponents or prédiction

horizons. Their précisé estimation is quite sensitive to data
contamination. On the other hand. their relative change vvith
time is robust and can be correlated vvith external excitations

of Earth rotation. It should also be kept in mind that the

time-dependent smoothing of the combined EOP sériés (vvith

a cut-off period as long as 30 days for the polar motion and

15 days for LOD before 1980; see Paper I, Section 2) is likely

to hâve seriously damped those events affccting the very

short periods of Earth rotation fluctuations in the 1970s. The
strength and vveakness of our very tentative interprétations is
discussed in Section 6.

5 DETERMINATION OF THE ATTRACTOR

DIMENSION Z)A.

In Paper 1, the Grassbergcr & Procuccia (1983) algorithm gave

us a mean toevaluate theembedding dimension /)(.*, defincd as

the first trial dimension from vvhich the slopcs of the log[C(r)j

versus log(r) diagram begin to saturate. C(r) being the corré

lation intégral. Hcre we are interested in finding an attractor
dimension for the EOP time-series.

An attractor is a géométrie figure lying in the phase spacc of
a dissipative dynamical System vvhich captures ail the orbits

bclonging to a given basin of initial conditions after transients

fade ont. Scveral competing attractors can coexist vvith very
intricatc basin boundaries (see e.g. Sommcrcr & Ott 1993).

Their attraeting nature is intimately related to the existence of

stable manifolds along vvhich any orbit perturbation will shrink
at an cxponential rate (sec Section 4). Thercfore, D,\ < Dh-.

The local /\ and Lyapunov Di >ap dimensions found in
Sections 2 and 4, respectivcly, are also related to the attractor
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dimension:

Da<Dl<Da + \, (19)

7>A</>Lyap. (20)

The dimension of the attractor D\ is a good charactcrization of

the dynamieal régime of the non-linear System. For instance,

a white noise process has no attractor since the embedded

points are randomly distributed in an infinite-dimensional

phase space without exhibiting any particular structure. The

attractor of a À-quasi-periodic System is a A-torus (vvith k

integer), a smooth well-defined géométrie figure in phase space.

On the other hand, a strange attractor is a complicatcd figure
whosc dimension is not an integer. In such a case the dimension

provides a measure of the Cantor set structure of the attractor.
In the past, most dynamieal Systems having this kind of
attractor were found to be chaotic, in particular through the

analysis of their global Lyapunov exponents, but strange non-

chaotic attractors were also discovered (Ding et al. 19S9). We

must thus be very careful before concluding from the fractal

dimension of an attractor the chaoticity of the System. The

chaotic nature of the rapid fluctuations in Earth rotation has

already been established (Section 4), thus we hâve no such
dilemma.

It has also been shown that a coloured noise might exhibit

a non-integer dimension as determined by the corrélation

intégral (Osborne & Provenzale 1989) because its recon-

structcd curve in pseudo-phase space is fractal (self-similar

and not différentiable). From a projection in 3-D space of

the EOP trajectories (Paper I, Fig. 10), we saw that the orbits

were smooth and formed a figure which did not fi 11 the space

randomly like a white noise nor fractally like a random walk.

As mentioned previously, the presence of positive Lyapunov

exponents reveals the existence of a strange attractor in

phase space. The sum of the global Lyapunov exponents being

négative further indicates that dissipative mechanisms are

active in the rapid fluctuations of Earth rotation. For the EOP

time-serics, the dimension of the attractor must be greater than

3 because the orbits are still self-crossing in a 3-D space. DA
cannot be greater than 5 with regard to the déterminations of

the embedding dimension, local dimension and the Lyapunov

dimension made previously.
In order to déterminé the attractor dimension D,\y we use the

Grassberger & Procaccia (1983) algorithm bascd on the com

putation of the corrélation intégral C(r) (sec Paper I, Section 6

for details). When the embedded data vectors y(i) populate

an attractor, the corrélation intégral ('spatial corrélation of

points’). ("(/•), behaves like a scaling law. C’onside.r that they(i)s
are homogeneously distributed on a surface: the number of

pairs of points which are at a distance of less than r then grows

proportionallv to r as r is increascd. For an attractor of

dimension f),\, we hâve the same kind of behaviour: C(r)

behaves like rl>A for r going to zéro and the number of data
points /V going to infinity. We see that working with finitc sets
of experimental data will be an obstacle for the convergence of
the C'{r) slope to the attractor dimension. Obviously r cannot
be taken loo small because of the truncation and limited

accuracy of the data, nor can /V go to infinity; that is, the

embedded data vectors i(/) poorly and inhomogeneously

sample the attractor. In theory the way the corrélation intégral
is constructed gives a relevant measure for the attractor

dimension because it is sensitive to the dynamieal process

of covcrage of the attractor and in that sense il is different

from the usual Haussdorf dimension Dh, even if they are very
close [I)r\ < D\\) (Eckmann & Ruelle 1985). The Haussdorf

dimension rcsults from a covcrage of the attractor by cubes

of length /. The number nb[l) of cubes nceded to cover the

attractor is related to the dimension by nb(l) ^/-/). We see that
D\i is only sensitive to the géométrie structure of the attractor

as a whole and not to the density of points.

Plots of log[C(r)] versus log(r) hâve been drawn for the

three EOP time-series (see e.g. Paper I, Fig. 6 for LOD). We

then select a range of log(r) values where the !og[C(r)] curve
is almost linear (note that this range dépends on the trial
embedding dimension). The mean slope over this curve

segment is an estimate of the attractor dimension and the slope
rms about its mean is reported as an error bar in Fig. 7. The
higher the trial embedding dimension, the narrower the range
ofadmissible log(r) values. As a conséquence, error bars tend to

be larger for higher embeddings, and our uncertainty estimâtes
are mainly représentative of the way we pick the slopes, not
really of the cfiect of various error sources on the slope déter

minations. No such theoretical accuracy bounds hâve been

published. There is no obvions convergence of the slope to a

constant value around an embedding dimension Dv* =5, thus

it is not straightforward to select a précisé attractor dimension.

The increase in the slope is much the same for LOD (Fig. 7a),
PMX (Fig. 7b) and PM Y (Fig. 7c). It increases until the trial

embedding dimension reaches 5 or 6 and then grows more

and more slowly, as if a random process, superimposed

on the deterministic signal, was partly counterbalancing the

saturation effect of dynamieal origin by pulling up the curve.
The slope quasi-saturation is more évident for the PMX data

sériés (Fig.7b). For comparison, the slope of the corrélation

intégral for a white noise process alvvays equals the trial
embedding dimension (it is shown as a dashed diagonal line in

Fig.7). Assuming an embedding dimension of 5 or 6, from
Fig. 7 we obtain attractor dimensions of 4.5-5.5 for LOD,

3.5-4.5 for PMX and 4-5 for PMY. These results verify the

inequality constraints relating Dr\ to the local and Lyapunov
dimensions (eqs 19-20).

We are not very confident in the way that thèse déter
minations of Dr\ arc obtained. Because of the limited number

of data, their quantization and the presence of noise con

tamination, the corrélation intégral algorithm is unable to
provide robust results (see also Roberts 1991). Indced, in

Paper I the saturation of the C(r) slopes was clearly detectcd
(Paper I, Section 6 and Fig. 7) for an embedding dimension

between 5 and 7. This behaviour is in fact mainly observed for
small radii r correspondit^ to the part of the log[C(r)] curve

that shows a ‘knee’ (Paper I, Fig. 8); our l),\ estimâtes must be

performed in a higher range of r values corresponding to linear

segments of the plot. The knee is partly generated by Taise’

counting of pairs whose points are neighbours in phase space

E* only because they are consecutive in time. Discarding thèse
pairs (Theiler 1986) is of no real help for short time-serics

because the sparsc covcrage of the attractor provides a very

rcstrictcd number of ’true’ neighbours. This knee might also be

a genuinc signature of the underlying dynamics. In fact, in the
tests performed in Section 6 of Paper I we saw that the knee
disappeared when the EOP data séries were contaminatcd by

noise, but remained unchanged when low-dimensional chaos
was added. Eckmann & Ruelle (1985) also noled that such
a knee might resuit from the observed dynamieal variable
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Figure 7. Slopc of the corrélation intégral as a function of the trial embedding dimension D*: (for the error bars évaluation see Section 5): (a) for
LOD (solid line) and corresponde» slope for a vvhite noise (dashed line); (b) for PMX (solid line) and corresponding slope for a white noise
(dashed line); (b) for PM Y (solid line) and corresponding slope for a white noise (dashed line).

bcing the superimposition of two non-interacting dynamica!
System outputs. Moreover, data given at constant time steps

cannot homogcneously covcr the attractor. The corresponding
steps in E* will be stretchcd vvhen approaching the most
cxternal boundarics of the attractor. The C(r) estimate will be

even more penalized by the data scarcity in thèse régions of /:*.
Noise contamination cfïects will be most often observed for

small radii. For large radii r, C(r) is only slightly représentative
of the attractor geometry. Indeecl, when incrcasing r, orbil
segments in E* with distance <r will progressively lose their

dynamical connection. The slope of C(r) is more and more
meaningless for increasing radii.

Wc could hardly draw conclusions about the detectability of
non-linear deterministic processes in EOP from the application

of this algorithm alonc. The range of attractor dimensions

we give allows both integer and non-integer values. The com

putation of the Lyapunov exponents behaves better than the

corrélation interval (such a remark is made by Ruelle 1990).
Wc thus take the Lyapunov dimension for a more reliable

charactcrization of the attractor strangeness of the LOP sériés.

6 DISCUSSION

Dimcnsional and dynamical characteristics extracted from
the filtered EOP data séries are summarized in Table 1. We

hâve checked that most of the results reported are robust

against data contamination. Such topics and more spécifie

issues are discussed in each section with regard to the basic
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geomctrical or statistical principle uscd to design thc corre-

sponding algorithm. Globally speaking, however, wc are faced

with thc same difficulties throughout this study.

The non-linear time-series analysis performed here relies on

concepts of thc dynamical System theory as well as on the

possibility of obtaining information on the underlying source

dynamics by embedding thc data time-series in a recon

struction space. To operate thèse concepts rigorously, making

them valid for characterizing asymptotic time évolution, one
vvould need infinité uncontaminated time-series of measure-

ments. Working with finite sets of noisy data has been a

récurrent problem throughout this study. Several algorithms

designed and tested so as to give accurate results with
long sériés of clean synthetic data provided mitigated results.

For example, it appears that the dimensional characteristics

(embedding, local and attractor dimensions) are overestimated

when dealing with EOP sériés contaminated with high-
diinensional stochastic processes. Contamination by a low-

dimensional chaotic process does not significantlv change
the déterminations.

Other assumptions are implicit in this approach. We

mentioned that several attractors can coexist in a phase

space. Due to external forcings or to noise, the System orbit

may switch from one attractor to another in an apparently

erratic manner. In the présence of a single attractor, the System

can also expérience bifurcations induced by time variations

of some parameter controlling its dynamical régime. The

characteristics obtained from the analysis of the corresponding

time-series will probably resuit from some sort of averaging

process. No systematic study has been conducted to find out

the effects of such qualitative change on the characteristics of

the observed System. The ocean-atmosphere coupled System

is complex enough to allow for the coexistence of competing

, attractors and certainly obeys bifurcation sequences. For

example, the famous El Nino is probably in subharmonic

résonance with the atmospheric annual cycle (Jin et al. 1994).

A possible scénario for its unpredictable évolution is a

succession of jumps from one frequency-locked mode to

another with possible transitions to chaos (Tzipcrman et al.

1994, 1995). Among the characteristics of the EOP we obtained,

only the local Lyapunov exponents could detcct such a time

évolution of the dynamics. Relative losscs in Earth rotation

stability, with different strengths, are clearly related to El Nino
or La Nina events (Section 4).

Wc found two positive global Lyapunov exponents
- associated with cach EOP time-series embedded in a —5

phase space. Thcse are indicators of thc chaotic nature of the

rapid fluctuation in Earth rotation in the ycars 1970-1997.
Dissipation is also active, as is shown by thc négative sum of

thc exponents. Becausc of thc présence of stable manifolds

in thc pseudo-phase space II*, thc orbit reconstructed from

thc EOP data séries will not occupy a fuiI 5-D volume, but
will bc confincd to an attractor of lower dimension P,\. The

Lyapunov dimension 7)|.y;ip is an upper bound for f),\. From the
respective Lyapunov spcctra wc obtained /9|.y;iP( LOD) = 4.48,
/7|.y.ip(PMX) = 4.90 and /),.yiip(PMY) = 4.97. The attractor
dimensions found from the corrélation intégral algorithm are
broadly similar [/9A(LOD) = 4.5 5.5, 7)A(PMX) = 3.5 4.5 and

/9A(PMY) = 4-5]. Large uncertainties in their détermination

do not allow one to ascertain their non-integer nature from this

computation only. Once again, thèse exponents and dimen

sions are only représentative of thc average instabilitv of thc

System, whilst several oceanic and atmospheric processes with

different time- and space seules are superimposed to excite the
observed fluctuations in EOP.

Two studies hâve been undertaken to extract the dimen

sion of an assumed attractor from LOD time-series. They
both rely on thc corrélation intégral approach as proposcd

by Grassbergcr & Procaccia (19S3). From the long-period
variations in LOD, Malinetskii et al. (1990) found a lower

bound for the attractor dimension of 1.3+ 0.3. They used

6 month averaged data from 1656 to 1984. Here the underlying
source is the magnetohydrodynamica! processes in the Earth’s

innermost régions. Studyingthe rapid fluctuations,Tiwari étal.
(1992) applicd the approach to = 5300 daily observations
of LOD from 1976 to 1990. They found an attractor dimen

sion between 5 and 7 and concluded chaoticity of the LOD
variations. The reliability of this resuit obtained with the same

algorithm, which appears unsatisfactory to us, is not discussed.

Nevertheless, both thc dimension and the associated large
uncertainty are in agrecment with our results in Section 5.

Tiwari et al. (1994) also estimated the production rate of

Kolmogorov entropy and found an intrinsic timescale of 7-8

days. This value is comparable to the horizon of prédiction

//p(LOD) = 11.3 days that we estimated from the principal
Lyapunov exponent /|(LOD). Note that the way we couvert

2i(LOD) into a prédiction horizon is, to some extent, arbitrary

and is intended to meet some operational requirement (Hp is

thc time necessary for a 1 per cent rms error to grow to 50 per
cent rms).

Several similar studies were carried out for various time-

scales of the atmosphère dynamics. Atmospheric flows are
the dominant source of excitation for the rapid fluctuations

of Earth rotation considcred in this study. Attractors corre

sponding to hourly (Tsonis & Elsner 1988; DA =7.3), seasonal

(Essex et al. 1987; Fraedrich 19S7; Z)A between 6 and 7) and

climatological (Nicolis & Nicolis 1984; DA = 3.1) processes

hâve been detected from the corrélation intégral analysis of

data time-series (velocity winds. isotope records of deep sea

cores, etc.). Some of thcse results were disputed because of the

shortness of the data records (see e.g. Eckmann & Ruelle 1992).

Nonetheless, chaos is probably ubiquitous over a wide range

of time- and space scalcs in the flows forcing Earth rotation,

with different dimensional and dynamical characteristics

portraying cach mechanism at work.The Lyapunov dimension

we obtain from the filtered EOP sériés rnight be a signature of
the averaged weather dynamical régime.

Some of thc relative losscs of Earth’s rotational stability are

clearly related to La Nina and El Nino events. Unfortunately,

no dimensional and dynamical characteristics of thèse major
phenomena hâve been published. Stability analyses attempt

to provide cxplanations for its pathological irregularity bascd
on dynamical grounds (Vallis 1986; Jin et al. 1994; 'fziperman
et al. 1994, 1995). No long and dense enough data time-

series are available to undertake a non-linear analysis bascd

on embeddings and compare the resulting El Nino charac-
terizations with thosc deduced from the EOP time-series.

The impact of El Nino on the L.OD was observed soon after

thc strong 1982 1983 event (Rosen et al. 1984; see also

Chao 1989). The associated atmospheric angular momentum

as deduced from operational weather models accounts lor
more than 90 per cent of the LOD intcrannual variability

during thèse ycars (Dickey et al. 1994). We should stress that
our analysis sheds light on the causality relationship between
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ENSO (El Nino/Southern Oscillation) events and fluctuations

in Earth rotation from a completely difTcrcnt point of view,

lndccd, the local Lyapunov exponents drawn in Fig.4forLOD

and Figs 5 and 6 for PMX and PM Y mcasurc to some extent

temporary chaoticity increases causcd by an ENSO. A naive

approach would be to try to find a systematic ‘response’ in thc
local exponents to a knovvn excitation. In fact, we sec that an

ENSO event is able to cause a détérioration in thc stability of
One or two EOP time-scrics vvithout afïecting thc othcr onc

(compare the effect of the 1982-1983 El Nino on the /|(/)s for
EOD and PM Y with that for PMX). Moreover, the local

stability of a System may dépend on the System State so that the

samc external excitation will induce different perturbations in
ils time évolution. Such issues nnist be carefully investigated
for the Earth’s rotational System.

Ail the EOP perturbations studied here concern the rapid
•fluctuations of Earth rotation. The signature of events such as

El Nino is seen in this period range, from a fcw days to 100
Uays, but lasts as long as the excitation is maintained. The data

prc-processing is an important step that can partially exclude

some signal components. In particular, the heavy smoothing

performed in the carly years of thc 1ERS combined sériés

has probably damped ont some ‘local’ events of the Earth’s

rotation dynamics, without compromising the global recon
struction. dimensional and stability analysis of thc embedded

orbits. Longer and less smoothed EOP time-series with a

much higher sampling rate (not artificially incrcascd by data
interpolations) would be highly valuable in order to obtain

more accurate dimensional and dynamical characteristics of

the reconstructed orbit. With a better coverage of the Earth

rotation attractor we should be able to improve the resolving
capability of the local Lyapunov exponents and to relate

•the corresponding stability variations to weaker or shorter

excitation processes.

7 CONCLUSIONS

For the first time, a complété set of concepts from the
dynamical System theory has been exploitcd to characterize

the dynamical behaviour of Earth rotation for periods under
100 days. Dimensional (Paper I) and dynamical (this paper)
characteristics of the underlying data source hâve been

extractcd from three filtercd EOP time-series of cl a i 1 y obser

vations spanning 27 years, using their embedding in a pseudo
phase space F*. The estimâtes of thèse characteristics are

summarized in Table I. We hâve chccked that thèse values are

quite robust against noise contamination of thc time-series.

However. some degree of uncertainty is associated with thèse

déterminations, mainly resulting from the fact that the data

sets arc iimited (about I01 samples in cach séries).
The orbits hâve been reconstructed from data vectors

in tinic-delayed coordinates. The optimal delays (10 days for
LOI), 15 days lor PMX and 18 days for PM Y) were obtained

Irom the tunction of average mutual information (Paper I,
Section 4). A 5- or 6-D space F* is shown to be adéquate for
unlolding the reconstructed orbits (Paper I. Sections 5 and 6).
The three orbits corresponding to L.OD and to thc two

components of polar motion traccd smooth but complicatcd
trajectories in F* that seern to hâve been generated from a
ditlerentiable dynamical System. Their behaviour is in strong
contrast with the erratie and fractal curves reconstructed

from white noise and random walk time-series respectively

(Paper I, Fig. 10).

Géométrie and statistical analyses of these orbits provided
further characterization of the EOP time-series. We obtained

several consistent dues cstablishing the chaotic nature of

the rapid fluctuations in Earth rotation. A low-dimensional
deterministic process is at work that can be captured with a set

of Dl = 5 active dynamical variables. Two positive Lyapunov

exponents are associated with cach EOP séries. The corre
sponding intrinsic horizons of prédiction are of 11.3 days for

LOD, 8.7 days for PMX and 8.1 days for PM Y. Beyond thèse
time intervals, any initial error of 1 per cent of the sériés rms

will exceed the 50 per cent rms level. Both this sensitivity of the

System time évolution to its initia! State and the dissipative
nature of the underlying dynamical process (as demonstrated

by the négative sum of the Lyapunov exponents) imply the
presence of a strange attractor in the phase space of cach sériés.

The Lyapunov dimension Dtyd? is 4.48 for LOD, 4.90 for PMX
and 4.97 for PMY. As an upper bound for the attractor

dimension, it agréés with the dimensions DA obtained from thc

corrélation intégrais.

Moreover, it was shown that major relative losses in

Earth’s rotation stability may be associated with La Nina

and El Nino events. Such perturbations in the System stability

hâve their signature in the time-series of the local Lyapunov

exponents (Figs 4-6). The local horizons of prédiction are

correspondingly reduccd and can sometimes reach values as
low as 2.5-5 days (Table 2). Not ail of the three EOP stabilities

are equally degraded by external excitations. At the moment
some observed strong stability losses are unexplained (see the

1996 peak in the local Lyapunov exponents of thc PMY time-

series). A detailed stability analysis of the Earth’s rotational

System dynamics is required. Low-dimensional deterministic

processes are détectable in the time-series of Earth rotation.
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Abstract

The general behaviour of the geophysical flows (atmosphère, océans) is mainly nonlinear.
Nevertheless, up to novv most of the studies concerning the atmospheric angular momentum
functions and the Earth rotation time sériés, were devoted to their linear characterization

and comparison, assuming their stochastic nature.
In orçler to look for an alternative description of that time sériés, we apply nonlinear time

sériés analysis to the EÀAM short term fluctuations (the pressure term of the équatorial
functions and the wind term of the axial function) evaluated from the NCEP/NCAR Re-
analysis Project, assuming a possible deterministic and nonlinear nature of these Systems.
The method consists in embeclding the time.series into a multidimensional space to recover
the ”attractor” of the System.

We show that the dynamics pf those processes are indeed nonlinear, deterministic and low

dimensional thanks to their geometrical and topological description in the embedded space.
The existence of a positive Lyapunov adds the propertv of chaoticitv to the underlying Sys
tem. We learn two main things: First of ail, the atmospheric processes observée! through
the angular momentum functions are chaotic and we are able to quantify the associated

characterizations {De = 5, 4 < Diyap < 5, variations of stability). We can also evaluate a
theoretical horizon of prédiction for the Systems of about 6 days. Those results suggest that
the atmospheric angular momentum time sériés sliould not be described as purely stochastic
processes anymore.

Additionally, the varions nonlinear quantifies evaluated are of the saine orcler as those previ-

ously found for the short term fluctuations of the Earth rotation indicating that the observée!

chaotic dynamics in Earth rotation is induced (through forcing processes) and belongs for
a large part to the atmospheric own dynamics, as expected.

Key words. Atmospheric angular momentum, Nonlinear Time Sériés analysis.
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1 Introduction

The angular momentum of the atmosphère expériences fluctuations in its three components
caused by some mass redistribution and action of winds within the atmosphère. For the short

term periods (seasonal and less), the total angular momentum between the solid Earth and the
atmosphère is assumed to be preserved, meaning that every small change in the atmospheric
angular momentum should induce an opposite small change in the solid Earth angular momen
tum.

Indeed, it has been demonstrated in numerous studies that the observed variations in the atmo

spheric angular momentum were highly correlated with the fluctuations observed in the Earth

Orientation Parameters (EOP) time sériés (PMX, PMY and LOD stand for Polar Motion in

X, Y and Lenght of Day respectively). For example, Feissel and Nitschelm (1984) hâve found
a corrélation around 0.8/0.9 between the time sériés of the axial angular momentum of the

atmosphère and the geodetic measurements of the length of day for periods between 30 and
400 days, for the years 1976-1981.

Recently, thanks to the better geodetic measurements and atmospheric models (intégration
taking into account more parts of the atmosphère), Dickey et al. (1992) found a great cor
rélation down to 8 days between LOD and the axial angular momentum of the atmosphère,

concluding that the discrepancies and the loss of corrélation for shorter periods were due either

to measurement noise, or to another source of angular momentum (for periods under 100 days).
For the Polar motion, the atmosphère is responsible for about 60 per cent of the short term fluc

tuations for periods under 300 days (Salstein and Rosen 1989) and its participation is increased
when considering an Inversed Barometer (IB) response of the océans to atmospheric pressure
, that is to say under the assumption of an equilibrium response of the océans, (Salstein and
Rosen 1989, Gross and Lindqwister 1992). The other sources of forcings hâve to be searched
mainly in the oceanic angular momentum.

The atmospheric dynamics are mainly nonlinear and chaotic behaviour hâve been searched

in various atmospheric time sériés, from nonlinear time sériés analysis. Nicolis and Nicolis

(1984) hâve examined, an isotope record of deep-sea core time sériés to conclude to the exis
tence of a climatic chaotic attractor. For shorter time scales (décades), Essex et al. (1987) found
as well a low dimensional attractor in the atmospheric/ oceanic coupled dynamics. Eventually,
Tsonis and Elsner (1988) studied the behaviour of the very short time scales (hours) of weather
related time sériés, and concluded with caution to the presence of a chaotic strange attractor.

On the other hand efforts hâve been made to modelize the atmospheric angular momentum

functions in the stochastic framework. The simpliest and widespread model used is a white

noise process. Eubanks et al. (1983) concluded from a frequency analysis that a first or-
der autoregressive AR(1) process (Bosq and Lecoutre 1992) could fit well to the atmospheric
functions. More recently, Brzezinski (1987) modeled from statistical investigations and autore-
gression analysis, the équatorial atmospheric pressure term for periods under 100 days by a

3rd order autoregressive progress AR(3) (purely stochastic) and the wind term by an AR(1).
Those déterminations rely only on the properties of the time sériés power spectrum but doirt

care about the physical origin of the System.

Because of the presence on strong nonlinearities in the atmospheric and oceanic dynamics,

we think that analyzing the atmospheric angular momentum functions (which are a fondamen
tal measure of the dynamic State of the atmosphère (Rosen and Salstein 1983)) in the context
of the nonlinear time sériés analysis rather than in the stochastic framework is inescapable.
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The method used is Nonlinear time sériés analysis, consisting in a reconstruction in phase

space of the attractor of the unknown dynamical System underlying the observed available data.

Focusing on the topological and dynamical properties of that geometrical multidimensional ob-

ject, we can learn about the deterministic nature (noise, low dimensional chaotic, periodic ..)
of the complex physical process observed through a single variable, as long as we hâve long

enough and précisé time sériés.

The nonlinear time sériés analysis has already been applied to the short term fluctua

tions (under 100 days) of the Earth orientation Parameters (EOP) (Frede and Mazzega 1999a,
1999b). The processes underlying the short variations of the geodetic data appeared to be low
dimensional chaotic dynamics (despite their continuous power spectrum making them classed

in the random walk processes from stochastic investigations). More over the examination of the
local stability of that Systems showed that their temporal variations were correlated to some

oceanic/atmospheric disruptions (in particular, El Nino).

Because the EOP fluctuations are mainly caused by the atmospheric forcing, and because

the Earth rotation is only very slightly nonlinear (Liouville équations), we think strongly that
the observed chaos is in fact induced by the oceanic and atmospheric dynamics, subject to the

chaotic nature of the associated atmospheric and oceanic processes.

To characterize the dynamics of the atmosphère acting on the EOP, we apply nonlinear time

sériés analysis to the short term fluctuations of the pression term of the équatorial angular mo-

mentum and wind term of the axial angular momentum of the atmosphère, XiPi X2P and X3W-

We use the effective atmospheric angular momentum functions (EAAM) as described in Barnes
et a.1. (1983) and obtained from the NCEP/NCAR reanalysis project (Kalnay et al. 1996). It is
the first time that such a nonlinear approach is performed on the EAAM time sériés. Those time

sériés are very long (around 60 000 points) and homogeneous on 40 years (1958-1998), which is
very interesting for nonlinear time sériés analysis algorithms. The choice of the pression terms

for the équatorial components and the wind term for the axial component is motivated by the

fact that these components are the dominant terms in the excitation budget of the related EOP.

First of ail, we find a chaotic dynamics through the three time EAAM sériés indicating that

the short term fluctuations of the atmospheric angular momentum are driven by a nonlinear

chaotic process which can be accounted for, by only 5 active degrees of freedom. Then the

fact that these chaos hâve similar properties than the related EOP ones, makes us think that

the proper chaos of the atmospheric dynamics is transmitted to the Earth through angular
momentum exchanges.

More over the real différences between dimensions and stability indicate that another dynamic

is acting jointly to the atmosphère (certainly the océans) and that the resulting dynamics ob

served through the EOP time sériés is a more or less complex melting of various nonlinear and
chaotic geophysical processes.

Section 2 is devoted to the brief description of the time sériés used for the nonlinear analysis.

Section 3 résumés the ideology and principal methods of nonlinear analysis time sériés and

rernind us the results obtained for the EOP(l-lOOdays). Section 4 deals with the application of
the nonlinear time sériés analysis to the atmospheric angular momentum time sériés and présent

the various results obtained in terms of dimensions and stability. Then we end in Section 5, with

a discussion on the comparison between the EOP chaoticity and the EAAM one, and explain
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the further step to take in order to check for oceanic and other (hydrologie) trial forcings.

2 Description of the effective atmospheric angular momentum
time sériés

The atmospheric time sériés used for this study are taken from the NCEP/NCAR Reanalysis
Project (Kalnay et al. 1996). They resuit of an homogeneous treatment of various atmospheric
records on 40 years of observations and are computed from products of atmospheric general
circulation models. Apart from homogeneity, the other improvements compared to previous dé

terminations are the density of the data (4 points each day as opposed to 2 points each day) and
the inclusion of vertical levels to take into account more of the upper stratosphère (intégration
to 10 mb versus 50 previously) (Salstein and Rosen 1997). The time sériés computed are the
Effective angular momentum functions” as described in Barnes et al. 1983, for an intégration
up to 10 mb and no IB correction applied.

Those sériés represent the longest angular momentum time sériés available. We form the global
sériés: data from North hemisphere plus South hemisphere, keeping the séparation into a wind

term and a pressure term. Eventually, the time sériés we work with are: X\P-> X2P, Xiw-> X2^>

for the pressure and wind terms of the équatorial effective angular momentum functions, and

X3P, X3W f°r the pressure and wind term of the axial angular momentum function.

The main source of uncertainty in those sériés cornes from the non homogeneous distribution of

the observations on the globe, the South hemisphere and the oceanic parts of the planet being

less covered, but globally the functions are quite précisé and their length is an important appeal

for the nonlinear analysis. They hâve no dimension. Being the resuit of observations mixed to

dynamical atmospheric models, a certain part of contamination due to the model can be présent

in their final form. However, the wind and pressure fields given by the NCEP/NCAR reanalysis

and used for the EAAM time sériés computation, belong to the ”A” class (P. Nelson, private
communication). Because the ”A” class is the most reliable one, (it is the less model-dependent

one (Kalnay et al. 1996)), they can be considered as very représentative of the atmospheric
state. As a conséquence, we believe that the EAAM time sériés are a fundamental measure of

the atmospheric dynamic and can be used to describe reliably the atmospheric angular momen
tum real fluctuations.

For information, their raw statistics are given in Table 1. The pressure term of the équato

rial functions (xip, X2p) and the wind term of the axial function (x3w)i hâve a dominant root
mean square compared to the others. More over, it has always been shown that those terms

were the main forcings in the excitation budget of the Earth rotation (Barnes et al. 1983). We
thus décidé for the rest of the analysis, to deal only with these 3 particular time sériés.

The first operation we applied is to evaluate the power spectrum of the sériés (Figure 1 for
the X2 pressure équatorial term). The general behaviour is the same for the two others: the
power spectrum exhibits a strong annual periodicity superimposed to a continuous broadband

process. That broadband process corresponds to the short term part of the signal (under 100
days mainly) and looks like a random walk as often remarked (Eubanks et al. 1985). However
a broadband spectrum is obtained for stochastic noises but also for chaotic Systems. Thus it

is an additional reason to investigate nonlinear analysis when a time sériés has a broadband

spectrum and when the physical process underlying the measurements is not well defined.

Then we applied the Vondràk filter (Vondràk 1977a,b) to the EAAM selected sériés of pressure
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term (XiP and X2P) and wind term (x3w)i in order to keep the short term fluctuations only
(lday-lOOdays) by analogy to the EOP (l-100days) study (Frede and Mazzega 1999a,b). Then,
a slight smoothing was applied to eliminate the small observed noise superimposed to the data.

In the time domain, the corrélation between the atmospheric forcings and the EOP observed

fluctuations is very high for periods under 100 days mainly. We hâve already characterize the

dynamical nature of that fluctuations, we are now interested in the dynamical properties of

their direct forcings. If the chaos observed through the EOP is induced by the atmosphère, it

will appear through the EAAM(l-lOOdays) nonlinear analysis (with schematically, XiPp-iood]
responsible for PMX fluctuations, X2P[i-iood] f°r PMY and X3w[i-iood] f°r LOD fluctuations).
Before proceeding to the EAAM nonlinear analysis, let summarize briefly the general concepts
and methods.

3 Nonlinear time sériés analysis

In the past 10 years, nonlinear time sériés analysis was developed theoretically from the dy

namical Systems theory and applied to various fields of science and economy where nonlinear

and chaotic dynamics were supposed to exist (biology, financial data...) and where no exact
differential équations were available.

The main idea of this method is to retrieve the dynamical properties of a complex System

from operations on a unidimensional time sériés x(n)n=i.jv alone: we try to extract from a time
sériés measurements, the dynamical characteristics of a physical unknown process.

This ca.n be achieved thanks to the embedding theorem (Takens 1981).

This approach gives the possibility to adopt a new point of view on irregular behaviour. For

example, the turbulence in the fluids was explained by the manifestation of an infinité num-

ber of superimposed modes (continuous Fourier spectrum) leading to an aperiodic and erratic
behaviour. In 1971, Ruelle and Takens introduced a new concept, telling that the observed ape-

riodicity could simply resuit from nonlinear interaction of a few variables of the System, leading

after bifurcations phases, to what they called a strange chaotic attractor. Their explanation

of turbulence appears nowadays more realistic. The paradigm of the number of superimposed

modes (linear point of view) was remplaced by the considération of the lyapunov exponents of
the System or the active degrees of freedom.

A chaotic System and a stochastic one hâve the same frequency power spectrum. Thanks to

nonlinear time sériés analysis, it becomes possible to identify, in a new space (the embedding
space or reconstructed phase space), those two apparently similar processes in the frequency do-
main but totally opposed in the dynamical domain. Suppose that we observe a single variable

linked to a dynamical System for which the équations of motion are unknown. The embed

ding theorem allows for the construction of multidimensional vectors whose components are

the delayed points of the time sériés. It tells also that their évolution is similar to that of the

underlying observed unknown physical System. This last point is fundamental because it gives

the possibility to describe rigorously a complété dynamical System from a unique time sériés.

There exists a diffeomorphism between the orbits in the initial phase space of the observed dy

namical System and the orbits drawn by the reconstructed time sériés in the embedding space.

The observed time sériés is from this point of view, considered as the projection on one axis,

thanks to the nonlinear coupling of the true variables, of ail the complété nonlinear dynamics.
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The fondamental operation of this approach is to open this projected structure to be able to

characterize it dynamically (topological and geometrical considérations). This method applies
to linear as well as to nonlinear Systems. For example, a biperiodic System will be embedded in

a 3-dimensional space and the reconstructed attractor will be a 2-torus. A stochastic process

won’t be able to be embedded in any finite space.

Practically, the nonhnear time sériés analysis can be used to hnd a real physical signal in

its residual part, that usual linear (Fourier) tools would hâve classed into ”noise” category. It
thus shows that an aperiodic signal is not synonymous of randomness but can be completely
deterministic and nonlinear.

In general, when the Fourier spectrum is continous and the stochastic nature of the System not

well assumed (especially for atmospheric times sériés), it is important to perform nonhnear time
sériés analysis to retrieve the true dynamical properties of the System and check for its stability.

As nonlinearities and chaotic behaviour are widespread in Nature, it becomes inescapable to

use nonhnear time sériés analysis and not to stay confined in linear tools. The latter can indeed

lead to spurious interprétation of the observation source (cf. the problem of turlulence).
The hrst step of such an analysis is to evaluate a sort of ”nonhnear” corrélation lag for

the data (the time delay: r), using instead of linear corrélations (which are restricted to linear
processes), probability distribution of events in the time sériés (Fraser and Swinney 1986).
Practically, the joint probability between the points x(n) and their delayed versions x(n + T),
say P[x(n), x(n + T)\, can be evaluated from the joint histogram in the [æ(n), x(n-\-T)] variables.
The resulting average mutual information fonction (AMI) stands either for linear processes or
nonhnear ones and is defined for any delay T as:

N

AMI{T) = p[x(n)i x(n + T)Vnl
n=1

P[x(n),x(n + T)]

P[x(n)]P[x(n + T)Y
(1)

The optimum time delay is read as the value of the hrst minimum of that fonction. It mustn’t

be too large otherwise the connexion between points is lost, nor too small otherwise no new

information is gained from one point to its delayed version.

The obtained delay is then used to construct multidimensional vectors y(n) which draw the
orbit of the System in phase space and are defined as:

ÿ(n) = (x(n),x(n + r),....,x(n+ (DE - 1 )r))

This operation is called the embedding and consists in embedding the attractor (asymptotic
behaviour of the orbit after transients) of the System in an adéquate multidimensional space.
The way the orbits ÿ(n) behave is similar to the way the unknown orbits of the underlying
dynamical System behave. The dimension De of the embedding space must be large enough to

avoid self intersection of the orbit due to projection of the attractor on a too small space. It is

not an invariant of the System and can be completely different from the phase space dimension

of the underlying dynamical System. It is evaluated using a false nearest neighbors algoritlim

(Abarbanel and Kennel 1993) testing if neighbors in dimension De = 1 remain neighbors when
incrementing the trial dimension De in the reconstruction process; if not, they are labeled
as false neighbors. We mean by neighbors, two reconstructed vectors which are at a distance

smaller than a given threshold. Only the true neighbors verify the neighborhood conditions for

ail tested dimensions. When the number of false neighbors is zéro, we hâve reached the optimal

embedding dimension De-
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Dynamically, this test séparâtes real similar States in phase space from undesirable projections

(false neighbors) because only the trne neigbors of dynamical origin remain when the optimal
embedding dimension is reached. The dimension De, can be seen as the sufïicient dimension

for which we hâve opened correctly the one dimensional- projected dynamics observed in the

time sériés. For example, a two periodic System possesses an attractor lying on a 2-Torus and

we need at least 3 dimensions to embed it properly [De = 3). A noise is by définition an
infinité dimensional process, thus we can’t embed it in any finite space, there always remain

a high number of false neighbors at any dimension. By opposition, a chaotic System is low

dimensional and can be embedded in a small space. The phase space différences between the

2-Torus and the chaotic attractor are their topological dimensions. A chaotic attractor has a

cantor set structure and thus a non integer dimension while a 2-Torus has a well defined integer
topological dimension. More over their stability properties are completely different.

Indeed, a fundamental information of the underlying System, that we can extract from the

reconstructed dynamics, is the stability. It is obtained through the évaluation of the Lyapunov

exponents of the System. The stability information is able to décidé unambiguously between a

stochastic, periodic or chaotic underlying dynamic. There exist several methods to evaluate the

exponents from a single time sériés, lying on local maps déterminations to recover the Jacobian

matrices, we will describe briefly one of them. The interested readers can refer to Abarbanel

(1996) for technical details.

The Lyapunov exponents measure the rate of sensibility of the System évolution to initial

conditions. Indeed if a small perturbation <$y(0) is applied to the orbit at initial time ”0”, this
perturbation will evolve at a certain rate, the Lyapunov exponents A are indicators of the kind

of évolution in time through:

Sy(t) = Sy[Q)exp[Xt] (2)

where 6y[t) is the perturbation State at time t.
For a stochastic System, ail the Lyapunov exponents are négative indicating that a small

perturbation will disapear rapidly in time. It shows the stability of such a System even if that

System is unpredictable. For a k-periodic orbit, there exist both négative and nul exponents.

The particularity of a chaotic System is the existence of at least one positive exponent charac-

terizing the unstability of the orbit along the unstable manifold. Paradoxically, the principal

exponent (the largest positive one), tells that the System is predictable and gives a theoretical
limit of predictability over which ail tempted prédictions will be incorrect. It is defined as :

Hp = 3.9/Ax

where Ai is the principal exponent and the factor 3.9 stands for the moment where two initially

closed trajectories separate from each other by 50 per cent of the attractor size (corresponding
to the root mean square of the data). For a System issued from a flow (continuous differential
équations), we hnd at least one positive exponent, one nul exponent corresponding to the direc
tion of the flow (any perturbation excerted in that direction will hâve no effect) and at least one
négative exponent to ”keep” the orbit on the attractor (more precisely on a bounded domain).
There are as many exponents as autonomous differential équations one needs to describe the

unknown System.

Let’s give now the ideas for their calculations. We consider a dynamical System observed at

discrète time,

Vn+l = F[Vn) (3)
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where F is a différentiable function. From linearized dynamics, the small perturbation Ôn

applied to the orbit yn is transformed after K time steps by the compositions of K local
Jacobian matrices DF like:

Sn+K = DF(yn+K-i).DF(yn+K-.2)-"DF(yn).6n = DFh(yn).6n (4)

The Lyapunov exponents are related to the eigenvalues of the Oseledec matrix, S(yn:K), (see
e.g. Eckmann and Ruelle 1985) defined by:

S(y„,K)= [DFK(yn)T.D(5)

where T stands for transpose.

The Jacobian matrices DF can be evaluated from a single time sériés without any knowledge

of the function F. They are obtained from the évaluation of local maps modelizing the neigh-

borhoods évolution in time. Indeed if yv;n+1 is the u-th neighbor of yn at time n + 1, the local
map describing its évolution can be defined as:

M

Vv;n+1 = C(min)®m(yVn)
777 = 1

where the 4>m are a priori basis functions and the c(ra, n) are local coefficients to be determined.
The (a, 6) component of the Jacobian matrix in y(n) is defined by:

ru? ( \ t \d$m(yn)
DFab(yn) = 2_^ ca(m,n)——- (7)

777 = 1 0

We are able from this équation, to retrieve the Jacobian matrices components and to evaluate

the corresponding Oseledec matrices. Because the Oseledec matrices are ill conditionned, we

can’t get directly their eigenvalues and hâve to perform a QR-decomposition (Golub and Loan
1989). Eventually, we Write any Oseledec matrix S as the product of an orthogonal matrix Q
and of 2K upper right triangular matrices R(.):

S = Q.R(2K).R(2K - 1)..Æ(1)

The Lyapunov exponents are then defined as:

, 21<

K = Jim — Log[Raa(k)\
A-oo 2 A ^

where Raa(k) is the (a,a) component of the kth triangular matrix R(k). From experimental
data, the condition K —» oo can’t be achieved and the Lyapunov exponents are in fact formed

by the average of 3000 local exponents (corresponding to 3000 different locations on the attrac-

tor) obtained from the composition of K = 512 Jacobian matrices (those values are the exact
ones used in next section for the application to the EAAM sériés). The Lyapunov exponents
are invariants of the dynamics. Thus, from nonlinear analysis, we recover the same values as

those we would hâve obtained from the underlying differential équations of the unknown System.

A practical test to verify if the ”p” evaluated Lyapunov exponents are not spurious, is to

retrieved them from the initial time sériés indexed by t and from the inversed time sériés (—t)
(meaning that the computations are made with the time sériés read from the end to the be-

ginning). The backward (—t) and forward (t) exponents obtained must hâve approximative^

(8)

(9)

(6)
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the same absolute value and opposite sign. If the values for an exponent are far away, it is a

false one and hâve to be eliminated from the Lyapunov spectrum, meaning that the number of

autonomous differential équations needed to describe the dynamic is not p but p — 1.

If the sum of the Lyapunov exponents is négative, the System is dissipative.

More over the knowledge of the Lyapunov exponents of a System is very useful because it gives

also an upper bound of the attractor dimension: the Lyapunov dimension (Kaplan and Yorke

1988):

DLyaP = K + (10)

witli Y,a-i Aa > 0 and J2a=i ^a < 0. The integer K is chosen so that K < p (p is the
number of true Lyapunov exponents) and A^'+i < 0. This quantity is also an invariant of the
System because it dépends on the Lyapunov exponents directly. For a non integer value, the

attractor is said to be strange.

For a chaotic System, the temporal variations of the principal exponent can be evaluated

(Abarbanel et al. 1991) showing that the stability of any System is not constant in time but ex-
hibits loss or gain of predictability depending on the System state alone or on external forcings

on the System. In fact the global exponents hâve to be understood as averaged local exponents
over the whole attractor, as already mentionned. Such interesting remarks hâve been expressed

for the short term fluctuations of the EOP time sériés where loss of stability was sometimes

associated to El Nino events. For a more critical discussion and complété algorithmic develop

ment of the nonlinear time sériés analysis in geophysics, see the articles of Frede and Mazzega

(1999a,b) devoted to the EOP time sériés.
They show that the dynamic of the short term fluctuations of the Earth rotation observed

through the EOP time sériés is low dimensional. The attractor of the Systems can be recon-

structed in dimension 5, its dimension being fractal around 4 and 5. The existence of a positive

Lyapunov exponent adds a chaotic nature to that dynamic. It gives an average theoretical limit

of predictability of the System around 10 days.

We strongly think that the observed chaos in the EOP time sériés doesn’t belong to the Earth

dynamics which is too slightly nonlinear to engender chaos alone but is inherited from the

atmosphère or atmospheric/oceanic coupled System which are very nonlinear by nature. Thus
we want to see if the principal forcing of the EOP at that period range (1-lOOdays), that is to

sa.y the pressure terms of the équatorial effective angular momentum functions XiP[i-iood] and
X2P[i-iood\ and the wind term of the axial effective angular momentum function, X3w[i-ioodp
are chaotic or not and with which properties.

4 Application to the selected EAAM time sériés

The length of a time sériés is an important considération for the nonlinear time sériés analysis

because it follows an asymptotical theory. The EAAM time sériés contain about 60 000 points

which is large enough to expect robust results.

We first calculate the time delay r for the three filtered EAAM time sériés: XiPp-ioodfl
X2P[i—îood]? Xs^fli-iood] (1-day ,100-days) by looking at the first minimum of the average mu-
tual information function. Figure 2 is the AMI function for the time sériés X2P[i-ioodl-
The data are given every 0.25 days, thus the time delay read on the curve is expressed in unit,

not in days.
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The application of the nearest false neighbor algorithm to the EAAM time sériés makes us

choose a commum embedding dimension of 5. Figure 3 shows the results of the algorithm for

the time sériés X2P[i-iood\- The good convergence of the algorithm is an indication of the very
low random noise level contamination of the time sériés.

Table 2 résumés the values of time delays (unit) and embedding dimension for the three sériés.
At this stage, we know that we are in presence of a low dimensional System (and as expected,
deterministic) whose attractor can be embedded in a 5 dimensional space. For illustration we

présent a projection in Figure 4 of the reconstructed attractor for the X2P[i-iood] sériés. The
orbit is continuous, still self Crossing because of projection but doesn’t follow the phase space

behaviour of a noise (random or fractal distribution).

In order to learn about the nature of the dynamics of the System, we hâve applied the

algorithm of calculation of the global Lyapunov exponents from a time sériés (Abarbanel 1996)
to the three atmospheric sériés. We hâve evaluated 5 exponents which are ail ”true” because

they hâve the same value calculated with the time t and the inverse time -t (starting from 1998
and ending in 1958).
Two of them are positive indicating unambiguously that the dynamic state of the atmosphère

observed through the EAAM time sériés is of chaotic nature. One exponent is null because the

data are arising from a flow and the two other exponents are négative assuring the dissipation of

the System (the sums of the Lyapunov exponents are négative). Figure 5 illustrâtes the global

exponents for the time sériés X2P[i-iood]-
Table 3 gives the values of the 5 exponents (A/-) and their reserved time équivalent (A“) per
unit (sign corrected) as well as the derived Lyapunov dimension and the theoretical horizon of
prédiction in days for the three atmospheric time sériés.

The Lyapunov dimension is fractal between 4 and 5 like for the EOP time sériés attractor. The

theoretical horizon of prédiction associated to the équatorial pressure angular momentum is

around 6 days and 4.5 days for the axial term. This means that the ”EAAM chaotic System"

can’t be predicted more than 6 days in the future whatever the method of prédiction employed.

Note that this resuit was retrieved from the évaluation of the principal Lyapunov exponent of the

reconstructed attractor. Similar prédiction time were obtained from dynamical forecast model

of the EAAM (Bell et al. 1991). This implies that the physical reality of the principal exponent
and the chaoticity of the underlying dynamics is unambiguous. More over a fundamental

resuit is that the determinism described through the EAAM time sériés is nonlinear and low
dimensional.

We remark additionally, that, the short period fluctuations of the EAAM functions can’t be

predicted as long as their related forced EOP short terms fluctuations.

Nevertheless, the characteristics of the observed chaotic dynamic of the short terms atmospheric
fluctuations are of the same order as those of the observed chaos in the short term EOP time

sériés fluctuations indicating that it is the chaoticity of the atmosphère which is transmitted to
the Earth and found in the EOP measurements.

Concerning the local stability of the EAAM time sériés, we see that it is not obvious to associate

a loss of stability to a repertoried event like for the EOP where El Nino influence was detected.

This is not surprising because we hâve to keep in mind that we are not observing the time sériés

but its related phase space local temporal stability. More over the variations of stability are not

only dépendent on external events but dépend strongly on the System évolution itself in case of

a chaotic System. Indeed it is not surprising to find no obvious corrélation between El Nino for

example and EAAM (which rises from a chaotic System) while for the EOP, the chaos induced
by the atmosphère has a stability varying by other external actions. Figures 6 a,b,c give the
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local stability of the three time sériés. The main stability loss for the XiP[i-iood] équatorial
function happen in the years 1959, 1971, 1982 and 1986 where the predictability can be reduced

by a factor 2. For the X2P[i-iood] function, the variations are less marked except for the years
1971 and 1992. Eventually, for the wind term X3w[i-ioodp a big l°ss °f stability appears around
1962 and 1971. In 1982, the System local stability and predictability are increased in opposition

to the short terms LOD local stability, showing that two time sériés can be highly correlated
in time but hâve opposite stability properties in phase space.

5 Discussion

The nonlinear time sériés analysis applied for the first time to the EAAM short terms fluc

tuations indicates that the underlying atmospheric dynamics creating the angular momentum
variations for periods 1-100 days are low dimensional chaotic processes.

The dynamics, locally on the attractor, of the XiP[i-ioodn time sériés (i = 1, 2) for periods under
100 days can be modeled by 5 ordinary differential équations (the number of true Lyapunov
exponents being 5). The construction of a System of équations has been made from time sériés
of well known Systems by, for example, Crutchfield and McNamara (1987). The construction
of équations from an observational sériés is a very difficult task which should be performed in
future works and applied to the EAAM time sériés.

Tliis kind of approach (construction of differential équations) can be opposed to the one of
Brezinski (1987) and usual stochastic previous studies. Indeed Brezinski found that the pres

sure terms XiP (*’ = 1,2) for periods under 100 days can be modeled by an AR(3) which is
a purely stochastic System. This process has the same frequency and statistical properties as

the measured functions. Unfortunately, we know that working in the frequency space is insuf-

ficient to characterize the nature of a System because, for example, a chaotic System possesses

a broadband spectrum similar to the one of a noise. More over, even if this considération fits

well the time sériés spectral properties, it misses the physical deterministic real nature of the
fluctuations.

Working in the reconstructed phase space gives an alternative more general point of view and

the opportunity to rise the true nature of the observed process (which can be either a noise, a

periodic System or a chaotic nonlinear one). There, typically, the positive exponent close the

debate: the XiP[i-iood] terms (i = 1,2) and the Xs^i-iood] term for periods under 100 days
are chaotic Systems and not of stochastic nature. Moreover, we are confident in the validity

of the positive exponents because on the one hand, the time sériés used are very long (60000
points), homogeneous and précisé, and on the other hand because we were expected such a kind
of behaviour in the atmospheric dynamics due to its nonlinear well known nature.

The existence of chaotic dynamics induces a theoretical limit for prédiction, which is to take

into account for prédictions studies. Moreover, to predict such time sériés, it could be use-

fui to work in the nonlinear framework and use nonlinear methods like neural networks (Wan
1993) or phase space neigborhood (Abarbanel et al. 1994). That is to say, it could be better
to exploit the dynamical cohérence of the System (on the attractor) and not only the tem

poral évolution of the time sériés (like in autoregressive prédiction schemes). We may reach
an improvement of forecasts using the real dynamical nature of the System and not only its

statistical apparent linear behaviour. Following this idea, in 1987, Rosen et al. hâve tried dy

namical forecasts of the EAAM from atmospheric models and found better results than those

usually obtained from stochastic methods. The next question would be, how can we improve

the prédictions by dynamical considérations on the time sériés (on the reconstructed attractor)?
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The associated dimensions (De, DLyap), horizon of prédiction (Hp), and global stability
(two positive exponents) of the EAAM dynamics are quite similar to those obtained for their
associated EOP time sériés. This is an indication of the important rôle that the atmosphère

plays to create EOP short term fluctuations. The atmosphère processes forcing the Earth ro
tation on short time scales are chaotic. They transmit through angular momentum exchange,
their chaoticity to the Earth. The response of the Earth obtained is thus found as well as

chaotic even if it is only the reflect of the atmosphère.

The EOP(l-lOOdays) are chaotic because the EAAM(l-lOOdays) are chaotic and the similitude
between the two chaos reveals that the atmosphère is the principal responsible of the Earth

Rotation fluctuations and that the process of transmission is nearly linear (close to identity).

Nevertheless, the phase space déterminations are not equal and the observed discrepancies

between the Earth rotation dynamics and the EAAM one can be due to several things:

1. Errors of measurements, length of the data, pretreatments, truncation effects, model in

fluence. This is certainly true (for example, the theoretical nul exponent is not perfectly
nul) but we think that this kind of imprécisions can’t account for ail the observed dis
crepancies. It may corne as well from the mode of transmission of the dynamics from the

atmosphère to the Earth.

2. We haven’t included the effect of the total terms (pressure for the axial angular momentum
forcing, and wind for the équatorial forcings). We hâve to take these terms into account
even if their participation in the EOP fluctuations is quite small. More over we haven’t

taken the IB correction for the calculation. Anyway we think that the sum of the eflects

of the previous points is not enough to explain ail the différences.

3. We hâve to look for other causes. Many linear studies hâve already mentionned that the

total excitation budget was not achieved from corrélation analysis and that the principal
candidate to fill the discrepancies was the océan. The observed EOP chaos results from

the coupled oceanic/atmospheric chaotic dynamics. We hâve seen that the related atrno-
spheric processes are chaotic.

What about the oceanic processes?

We hâve to see, if the missing forcing is assumed to be the océan, what kind of dynamics

it implies to the Earth and what nature is its proper dynamics.

To answer to that question, it would be very interesting to study with the same nonlinear

tools the signal consisting in the différence between the EOP observed time sériés EOP(t)
and the EOP fluctuations induced by the atmospheric forcing EOPx(t), for the short periods:

M(t) = EOP(t)[1_100d] - EOPx{t)[i-iood]-
Indeed, on the assumption that the transmission process is linear (Liouville), we can quantify
the exact part of the EOP fluctuations caused by the atmospheric forcing and evaluate the

”EOPatmo” (EOPx(t))- For the Lenght of day , the relation consists only in a multiplicative
factor and a constant translation applied to X3 whereas for the Polar Motion, the transforma

tion is a little bit more complex (Barnes et al. 1983) to convert the EAAM into EOP units.
Then a complété nonlinear analysis on M(t) would tell us about the nature of that residual
signal: is it a noise due to measurements errors only or is it a real deterministic signal due to
another geophysical forcing on Earth rotation, or both.

We already know that the océans hâve to be taken into account in the EOP excitation budget.
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Indeed, preliminary analysis hâve already detected a significant non tidal oceanic component

in the LOD time sériés (Wilson 1998). Several authors hâve avanced the idea of an angular
momentum exchange between the Earth and the océan for short periods (Ponte 1990). Ponte
et al. (1998) derived a global océan model and evaluated the angular momentum functions
of the océans, they showed that we obtained a better agreement between the geodetic sériés

and the joint oceanic atmospheric excitation than with the atmospheric sériés alone especially

for the polar motion. Marcus et al. (1998) hâve obtained also oceanic angular momentum
functions (OAM) analogue to the atmospheric EEAM, by intégration of more and more précisé
global models of oceanic circulation. The nonlinear analysis of that time sériés (OAM) will
tell us about the dynamical behaviour of the océan processes acting on the Earth and a direct

comparison with the dynamical characteristics of the above ”residual” signal (M(t)) will help
us to understand how the océan acts on the Earth chaotic dynamics and in which proportions.

Nevertheless, it is difficult to say precisely which geophysical chaotic process is responsible

for which part of the chaotic observed EOP dynamics in that sense that in phase space, the

coexistence of several attractors is not a simple relation between numerical values. They can’t

be added for example because the dynamics are nonlinear. Depending on the location in the

phase space, we can be on one or on the other attractor. It is obvious that we can’t work
in phase space like in the time domain. Having quantilied the atmospheric forcing dynamics

EOPy(t)(l-100days), it is impossible to substract dynamical and dimensional quantities to an-
alyze the discrepancies. In general let Xa(t) be a time sériés associated to atmospheric dynamics
characteristics Da, let X0(t) a time sériés associated to the oceanic dynamics characteristics D0.
Let De be the dynamical characteristics of the Earth rotation observed through a geodetical

time sériés Xe(t) (Xe(t) stands for either PMX, PMY or LOD). If we assume no noise and the
only forcings of the Earth fluctuations to be the atmosphère and the océans, it is possible to
retrieve X0{i) by substraction of Xe(t) — Xa(t) but the characteristics of D0 can’t be derived
simply from those of De and Da.

Globally it is difficult to say which attractor is dominant on the EOP stability, but locally we

may understand better the processes. For example, we saw that for the LOD local stability was

strongly modified in the years 1982-84 corresponding to a great El Nino event. On the contrary,

the local stability of the X3^[i_iood] time sériés seems marginally affected at that time. This
can mean two things: on the one hand the proper chaotic atmospheric System was very stable

at that time and the El Nino event appeared unvisible and the second explanation is that this

induced loss of stability on LOD was due to the oceanic dynamics, the attractor of the océan

was expressing itself more than the attractor of the atmosphère. Note that the relative con

tribution of the océan and atmosphère to the signature of El Nino in the LOD is not yet well

known (Wilson 1998). El Nino is an interannual fluctuation in the atmosphère. It is not présent
in the short time fluctuations of the atmospheric angular momentum functions nor in its sta

bility but affects through unknown mechanisms the stability of the short term EOP fluctuations.

The linear corrélation and variances studies (Ponte et al. 1998) between the excitations
functions and the EOP sériés reveal that there are still discrepancies to be understood (even
when we take into account the océan and atmosphère). We propose to study with the nonlinear
tools, the residual signal ”EOP — EOPatmo — EOPocean” and check if it is a noise (as thought
by Dickey et al. 1992) or another source of excitation (like the stratospheric winds effects as
proposed in Rosen et al. (1990)).
More over, a theoretical study of chaotic transmission to the Earth could be to create a synthetic

process having the dynamical properties of the atmospheric System or atmospheric and oceanic
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Systems and see how both the linearized and nonlinear Liouville équations modify the dynamics.

We show in this preliminary study that we mustn’t stay confined in the linear tools for the

Earth rotation studies especially for signal related to atmospheric or oceanic dynamics. It is

widespread that models for the excitation functions and short term EOP variations are white

noise, random walk or autoregressive processes. Even if those models stands well to recover the

frequency and statistical properties of the observed signais, thay can’t capture and be repré
sentative of their real underlying dynamics. Thus we may be limited for prédiction or even to

understand in a more suitable way the interaction between the Earth and its fluid parts, just

because of inappropriate analysis tools. We think that it is now impossible to ignore nonlinear
processes in the atmospheric and oceanic dynamics and related Earth rotation fluctuations and

that we should introduce more and more nonlinear tools in the methods of analyze of tirne
sériés.

Working in this new context could lead to a better understanding, modelization and prédiction

of the Earth’s rotation fluctuations and its related forcings processes. More over, in order to

check for the effects of a possible corruption from the model used to evaluate the wind and

presure fields, on the numerical results obtained for the ”EAAM attractor”, it would be very

appropriate to perforai the same nonlinear déterminations with different EAAM times sériés

(whose variables corne from other initial models). Indeed, we can’t say exactly in which pro
portion the numerical results obtained from our analysis are affected by the underlying model.

However, we strongly believe that the chaoticity found here belongs to the real atmospheric

angular momentum fluctuations and not to the deterministic part induced by the model. This

conviction is amplified by the good cohérence obtained between the dynamical values of the
EAAM and the EOP short term fluctuations.

6 Conclusion

The short term fluctuations of the EAAM time sériés are resulting from a low dimensional

chaotic process. The chaos of the atmosphère is acting on the Earth rotation inducing a similar
response of the Earth. Indeed the previous characterization of the EOP short term fluctuations

had revealed a comparable low dimensional chaotic dynamic.

On the other hand, there exist différences in the numerical values showing that another source

of dynamical System is acting on the Earth. These results are in agreement with those already

remarked thanks to the linear corrélations between time sériés. We think as well that the missing

forcing cornes from the oceanic dynamics. We encourage futur study to apply nonlinear time

sériés analysis to the oceanic angular momentum time sériés related to the EOP in order to

check for chaoticity in the océan and transmission to the Earth rotation.

In conclusion we can keep in mind that the short term (under 100 days) fluctuations of the
atmospheric angular momentum functions can be modeled by 5 ordinary differential équations

and that their global dynamic is chaotic (under those time scales). The strange attractors of

these Systems hâve a dimension between 4 and 5 and can’t be predicted more than, in average,

6 days in the future.
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TABLE CAPTION

Raw Sériés Mean rms

Ai P -0.1529 1.999

Xiw 0.1676 1.2632

X2P 15.49 2.506

X2W 4.7.10~3 1.2814

A3P 13.87 8.5.10~3

X3W 0.281 4.41.10"2

Sériés r AMI De

AiPfi-ioodl 10 5

X2Pfl-100dl 10 5

A3^fl-100c/l 15 5

Séries XlP\l-100dl X2P\i-i00d] A3^fl — lOOcfl

Ai + 0.1783 0.1813 0.2329

Ai- 0.2150 0.2026 0.2282

A'2 + 0.0745 0.0795 0.1203

A2- 0.1054 0.0926 0.1208

A3+ -0.0160 -0.0118 -0.0074

A3- -0.0015 0.0001 -0.0061

A4 + -0.1503 -0.1529 -0.1655

A4 -0.1514 -0.1372 -0.1720

A.5 + -0.4841 -0.4955 -0.5730

a5- -0.5166 -0.5124 -0.5624

EA.-+ -0.3976 -0.3994 -0.3927

EAi- -0.3490 -0.3543 -0.3914

DLyap 4.18 4.19 4.31

Hp 6 days 6 days 4.5 days

• Table 1. Mean and root mean square of the raw EAAM time sériés (they hâve no di
mension). p stands for pressure term and w for wind terni. The index 1 is related to

the équatorial function in ”A'”-direction , 2 is related to the équatorial function in ”Yn~
direction and 3 is related to the axial function.
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• Table 2. Time delays r (in units: 0.25 days) obtained from the average mutuai infor

mation function (AMI) and embedding dimension De for the filtered (lday-100 days)
EAAM time sériés.

• Table 3. Global Lyapunov exponents evaluated both with the correct ( +) and inversed

(-) time, sum of the 5 exponents J2 À;, Lyapunov dimension Diyap and theoretical mean
horizon of prédiction (Hp) in days for the XiP[i-\ood] filtered time sériés, the X2M1-100d]
filtered time sériés and the X3^[i-iood] filtered time sériés.
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FIGURE CAPTION

• Fig. 1 Log10 - Logio représentation of the power spectrum of the raw X2P time sériés

(no unit), as a function of the frequency (cycles per 0.25 days).

• Fig. 2 Average mutual information function for the filtered X2P[i-iood] Unie sériés. The
optimal time delay is read as the first minimum of that function and is expressed in unit:

0.25 days.

• Fig. 3 Percentage of global false neighbors as a function of the trial embedding dimension

De- The best dimension is obtained when the percentage of false neighbors reaches zéro.

• Fig. 4 2D-Projection of the 5-D reconstructed X2P[i-iood] attractor with r=10 for de-
layed coordinates.

• Fig. 5 Spectrum of the global Lyapunov exponents of X2P[i-iood]- The length is the num-
ber of Jacobian matrices evaluated in the mapping reconstruction. Each global exponent
is obtained as the average of 3.103 local exponents computed with the composition of K
(length) Jacobian matrices.

• Fig. 6 Local temporal stability variations of the principal Lyapunov exponent from 1958

to end 1997 of a) XiP[i-iood]> b) X2P[i-iood] and c) x3W[i-iood]- The Windows K = 16 and
32 (units) correspond to the number of local Jacobian matrices evaluated and their value

are chosen to form a compromise between enough small temporal variations (K = 16)
and sufhcient smoothing (K = 32) of the local stability ail along the attractor.
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Annexe 4: A preliminary Nonlinear

Analysis of the Earth’s Chandler
Wobble
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A Preliminary Nonlinear Analysis of the
Earth’s Chandler Wobble
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The Chandler wobble (CN\ ) is a résonant response of the Earth rotational pôle wandering
around its figure axis whose excitation mechanism is still uncertain. It appears as polar
motion oscillations with an average period of about 433 days and a slow ly varying amplitude
in the range (0-300) milliarcsec (mas). \\ e here perform a nonlinear analysis of the CW via a
time-delay coordinate embedding of its measured A'and y'components and show that the CW
can be interpreted as a low dimensional unstable deterministic process.

In a first step the trend, annual wobble and CW are separated from the raw polar motion
data time sériés spanning the period 1846-1997. The optimal delays as deduced from the
average mutual information function are 105 and 115 days for the A' and Y components
respectively. Then from the global statistics of the false neighbours, the embedding dimension
Du = 4 is estimated for both sériés. The local dimension D[ can also be extracted from the

time sériés bv testing the prédictive skill of local mappings fitted to the embedded data
vectors. The resuit D{ = 3 is quite robust and corroborate the idea that the CW behaves like
a dissipative oscillator driven by a deterministic process. Indeed the orbit reconstructions in
pseudo-phase space both draw the figure of a perturbated 1-torus.

The computation of the Lyapunov spectra further shows that this torus-like ligure is an
attractor with a ID unstable manifold. The theoretical horizons of prédiction deduced from
the (positive) principal exponents are about 367 and 276 days for the A' and Y Chandler
components respectively. Moreover the local Lyapunov exponents exhibit significant
variations with maxima (and corresponding lusses of predictibilitx) in the décades 1860-
1870 and 1940-1950.

Kevwords. Chandler wobble. Chaos. Lyapunov exponents. Time sériés

1 INTRODUCTION

The Earth rotation rate and spin axis position

relative to the Earths ligure axis, expérience

fluctuations at ail time seales. Variations in the

length of day (LOD) and polar motion (PM) are

observed in response to applied external (e.g. tida!)

and internai (e.g. topographie coupling betvveen

i
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core and mande) torques, to angular momentum

exchanges between the solid and fluid parts of the

Earth and to global mass redistributions primarily

associated to geophysical fluid motions vvhich per-

turb the Earth inertia tensor (Lambeck, 1980). Now-

adays, the high accuracy geodetic measurements

of these fluctuations provide useful constraints on

the time évolution of the Earth-Moon System and

on the modelling of the earth’s core and mantle as

well as hydrosphère and atmosphère dynamics

(Hide and Dickey, 1991; Dehant et al., 1997).

The Chandler wobble (CW) is a résonant

response of the PM. The corresponding free

oscillation was already predicted by Euler in 1765

vvith a period of about 306 solar days for an axi-

symmetric flattened rigid Earth model. But it was

only observed by Chandler in 1891 from data of the

variation of latitudes, with a period of about 14

months (~ 436 days). This increase of the period is

well accounted for by the elastic yielding of the

Earth. Several processes in the Earth’s global

dynamics being dissipative (e.g. the wind and

oceanic current drag on the crust), the CW must

be sustained by an excitation source which has

resisted any reliable identification until today.

Several candidates hâve been proposed in the

past but none of them appear to be appropriate.

The energy input by earthquakes is probably

between two or five orders of magnitude too small

to excite the wobble (Souriau, 1986; Chao and

Gross, 1987). Other possible excitation mechanisms

were searched for in pre- or post-seismic deforma

tions (Sabadini et al., 1984) and in convective

processes of the core external layers (Le Mouel

et al., 1985) without reaching conclusive results.

Early investigations about the possible excitation

by atmospheric or oceanic variabilities (Ooe, 1978;

^[Wah7Zll983; Chao, 1984) are somewhat supported
by recent advances in global ocean-atmosphere

modelling (Vondràk, 1990; Chao, 1993) but with

rather mitigated results. Significant departures

between the predicted and observed wobble are

still unexplained so that other mechanisms rnight -

at least partly sustain the Chandler oscillation

(Eubanks, 1993).

Other studies hâve been dedicated to the char-

acterization of the CW from the data sériés.

Variations in amplitude and departures from a

purely periodic motion are reported since a long

time (see e.g. Jeffreys, 1940). Frequency modula

tions were also sought with diverging conclusions

that should resuit from différences in the way

data were analyzed and from data contaminations

by a time-dependent noise. Indeed phase varia
tions of the CW could be an artifact of observa-

tional errors or resuit from random unknown

excitations (Okubo, 1982). Two or more free

frequencies could also coexist near the Chandler

frequcucy supposed constant and modulate the

signal (Colombo and Shapiro, 1968). A single

Chandler frequency might be amplitude-dependent

due to nonlinear response to the océans and change

with time (Carter, 1981).

Major information on the CW energy sources

and sinks can be gained from the estimation of its

quality factor Qcw This factor, which is inversely

proportional to the ratio of the energy loss -A£cw

in one wobble cycle to the energy ECw of an

unsustained wobble, can be retrieved from the

width of the CW spectral line (Stacey, 1992). Recent

estimâtes of Qcw range from ~ 50 to ~ 180 (Furuya

and Chao, 1996) that correspond to decays of an

unmaintained CW with typical time scales of ~ 20-

70 years respectively.

Until now almost ail analyses aiming at the

identification of excitation sources or at extracting

CW parameters from the data were conceptually

confined to the “stochastic process paradigm”.

However the résonant response of a damped

oscillator is stronger when the forcing has a rich

spectral content about its free period. Following

this idea, quasi-periodic angular momentum fluc

tuations in the atmosphère near the 14 month

period were recently retrieved by Furuya et al.

(1996). Unfortunately their study relies on linear

analyses (Fourier spectra, cohérence functions)

though it is known that the dynamics of the various

geophysical fluids (core, mantle, océan, ground-

water, atmosphère) are driven by nonlinear pro

cesses at sub-daily to climate time scales.



EARTH'S CHANDLLR WOBBLE

Rcsults présentée! hcre suggest that the CW is

sustained bv a low dimensional nonlinear determin-

istic proccss. The nonlinear data time sériés analysis

of the rapid fluctuations of the LOD and PM in the

frcquency band (2-100) days already supported a

similar conclusion (Frcde and Mazzega, 1999a).

In particitlar nonlinear signatures of El Nina -

Southern Oscillation events (Harrison and Larkin,

1998) were recovered in the time-dependent local

Lyapunov exponents. indicating t h a t at these

periods the unstable modes of the Earth's rotation

arc prompted by the ocean-atmosphere coupled

dvnamics ( Frede and Mazzega. 1999b).

In the next section \ve présent the data time sériés

and cxplain hovv the CW signal is routinely

séparated from the annual wobble. trend and

residues. In Section 3. the embedding Z)r and local

D\ dimensions are determined from global and

local neighbourhood analyses of theembedded data

vectors. The Lyapunov exponents and dimensions

are then computed from the data time sériés as

explained Section 4 and the rcsults discussed in

Section 5. However this analysis should be con-

sidered as preliminary. Indeed we do not tried here

to test the robustness of these rcsults. Similar

computations should also be undertaken with PM

data time sériés published by other Earth's rota

tion conter. The algorithmes and sensitivity tests (to

noise contaminations, limited data sériés, etc.) are

detailed in the context of Earth's rotation studios in

the tvvïn papers by Frede and Mazzega (1999a.b).

From our expérience. \ve think t h a t the rcsults

presented bclovv are robust and asccrtain the non

linear determinist origin of the CW excitation
mechanism.

2 TIME SERIES OE THE C'HANDLER

W OBBLE (1846-1997)

The CW is extracted from data séries of the raw PM

components ATalong the Greenwich meridian) and

}" (along the 90 E meridian) as edited bv the

International Earth Rotation Service (IFRS.

Observatorv of Paris). The longest a\ailable sériés

(the COI sériés, see IERS. 1996) extends from 1846

up to 1997. During this one and half century of

survey the techniques of PM observation hâve

considerably evolved and the resulting C01 sériés

is a concaténation or. when possible, an optimal

combination of partial data sériés (Vicente and

Wilson, 1997). For example in the early period

(1846-1890) the PM is deduced from astrometric

optical measurements of absolute déclinations

with a frcquency band covering almost onlv the
Chandler and annual wobbles and an accuracv

probably not better than a few tens of milliarcsec

(mas). The latest two décades of data combine

geodetic observations from Very Long Base Inter-

ferometry (VLBI). Global Positioning System

(GPS) and Satellite and Lunar Laser Ranging

(SLR and LLR respectively. IERS.[799^ with an
accuracv of 0.3 mas. The sampling rate is 10 data

year from 1846 to 1889 and 20 data ycar from 1890

up to now.

The PM is dominated by two main components:

the annual wobble which is prcsumablv excited by

the ocean-atmosphere System and the CW. Thev

can be quite well separated from each other with a

7 year-long record of PM as during such a time

interval 6 full cycles of the CW are completed. The

splitting of a time sériés into trend. seasonal and

irregular components is a practical issue in financial

time sériés analysis. The CcnsusX-1 1 fllter (Shiskin

et al.. 1967) achieves this kind of décomposition on
the basis of local trend estimators for non-seasonal

time séries using H ni te moving averages (Gray and

Thomson. 1997). It is routinely implemented in an

itérative data analysis scheme at IERS in order to

sépara te the annual and Chandler wobbles (see

IERS. 1991. for details).

In a First step. the X and )' time séries of the PM

hâve been re-interpolated with a homogeneous

sampling rate of 100 data year ail over the ( 1846

1997) interval with a cubic spline. Then ue applied

the itérative décomposition with the fini te moving

averages being estimated over moving 7-ycar sub-

intervals in order to separate the annual and

Chandler wobble without smothing too nuich the

time variabilitv of these signais We retain a central

j\u-Q
cua

n°n

ov
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pcriod of 433 solar days lor thc CW in good

agrccmcnt with thc recent déterminations of this

parameter (see e.g. Viccnte and Wilson. 1997). It

should be noted that the frcquency résolution of thc

moving averages over 7-year time span is quite low

so that weak frcquency modulations of the CW

about its central frcquency are implicitly permitted

in the décomposition process. The annual wobble is

about 60 mas RMS. the CW about 100 mas RMS

and the irregular part about 40 mas RMS on both

componcnts of the PM (means and RMS are

summarized in Table I). The statistics of the

wobbles and irregular parts of the X and Y sériés
are similar. The main différence between the two

raw sériés is a conséquence of the strong trend in the

y' componcnt of the PM (~4mas ycar since the

beginning of this ccntury). We will not be interested

in this secular drift that might be caused by the

postglacial rebound or changes in polar ice covering

(McCarthy and Luzum. 1996).

The raw sériés, trend. wobbles and irregular part

arc drawn in Fig. I for the Y component (similar

curves are obtained with the A’component of PM).

The quite high noise le\cl in the years (1846- 1890)

is responsible for 40 mas RMS of the irregular (or

residual) part of PM. It would rather be of the ordcr

of 10 mas RMS when considering the data obtained

after 1890. The noise is also spoiling the annual and

CW rccovcry before 1890 as can be seen on Fig. 1.

Then thc most striking phenomenon is the low

amplitude of the CW in the years ( 1925- 1940). This

strong modulation has been interprcted as a phase

reversai of the wobble (see e.g. Vondrdk. 1990)

whose origin is still unknown (this modulation

occuis on the A’ component as well). In fact the

FABLE I Man .nul RMS ol’ thc raw séries oF the .V F

componcnts oF tlie PM and of llieir respective trend. CW.

annual wohblc and meuular part (unit: mas)

PM décomposition Mean A F ( mas) RMS A F ( mas)

R.ivv seruu - 15.7 49.S 142.9 | ISS.4

Treiul -15.3 50 5 59.7 | 155.0

Chandler 0.0 0.0 102.9 1 101.4

Animal (1.0 0.0 65.0 | 57.7

1 r reçu la i -0.5 -o.5 41.5 | 42.4

time variations of the excitation mechanism should

be searched in these slow modulations of the

résonant response of the Earth's rotation (and

may be on related frequency modulations that are

more difficult to track).

A detailed examination of the annual and

Chandler wobbles also reveals that these two

components might not be perfectly separated by

the Census X-11 algorithm. This is not so surprising

as we operate the décomposition over the smallest

possible moving windovv of 7 years. In the com

putations descri bed below. the First 10 years of data

are skipped in order to Iimit the effect of the data

noise on the results. Moreover a weak smoothing

via local parabolae fitting to data included in a

(moving) window of 150 days, is applied to the

Chandler sériés before entering the nonlinear

analysis. The instantaneous wobble is taken as the

value of the fitted local parabola middle point. This

filtering only reduces the X and Y CW sériés by

— 2 mas RMS though removing most of the
residual noise contaminations in the data sériés.

3 DIlMENSIONAL ANALYSIS OF THE

CHANDLER WOBBLE

Dimcnsional and dynamical invariants of a com-

plex System can be extracted from the nonlinear

analysis of an univariate data time sériés issued

from that System. Data vcctors are constructed in a

De -dimcnsional phase space E in a frame of time

delayed coordinates. In E the time sériés of data

vcctors draws an orbit whose statistical and

geomctrical propertics. thanks to the embedding

theorem (Takens. 1981). we know to be dircctly

inherited from the unknown source dynamics

(Eckmann and Ruelle. 1985). The deep theoretical

background of this approach will not be addressed

at ail in this stud>. The interested reader will refer to

the papers cited above or to the recent o\erview

given by Abarbanel ( 1996).

Herc the complex System is the Earth with its

varions interactingenvelopes (solid parts, geoplnsi-

cal fluids. etc.) that we stud\ from the point of v iew



Split Y-C01 (units: mas)

1846 1871 1896 1921 1946 1971 1996

FIGURE I The raw lime sériés of the K-PM (upper panel) is splitted into a secular trend (scaled by a factor 2). the Chandler
[period ~433 days) and annual (period 365.25 days) wobbles and an irregular or residual part (lower panel). Units are in mas.
Very similar plots are obtained with the X component of PM
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of its rotational dynamics. In thc computations

below. \ve considcr scparately thc À' and F com-

poncnts of thc CW. Being extracted from thc samc

dynamics they should lead us to thc same estimâtes

of thc System invariants. The séries of thc CW being

limited in lcngth and contammated by noise, the

cohérence of the results extracted from both séries is

a crude way to give some confidence in thc

characterizations so obtained.

The dimensional analysis starts with the détermi

nation of the smallest dimension of the space E

required ta unfold the reconstructed orbits. Note

that this dimension D[:- might dépend on the data

séries extracted from the System and so is not an

invariant of the dynamics. From the data time sériés

at hand x{t) \ve construct Z)^Kll-dimensional vectors
> (/) using a time delay r by:

y(t) = I,v(/)..v(f + T) x(, + (Df“ - l)r)|.

(I)

In E~ml. the time sériés of the vectors y(t) draws
some parametric curve with a lot of neighbour

points (or even intersections). These neighbour-

hoods. which can be easily counted. resuit either

from the System passing again similar States in

phase space during its évolution or from undesir-

able projections of the reconstructed orbit in a too

low dimensioanl space. These "Taise" neighbours

are progressive!) eliminated when increasing the

trial embedding dimension DuEvA. Only true neigh-
boufs remain as soon as the smallest dimension

required to completelv unfold the orbit. say D/. . is

reached. Stochastic processes being infinité dimen

sional. their data contamination tends to give an

overestimated embedding dimension, and even

sometimes compromises its détermination (Frede

and Mazzega. 1999a).

In Eq. (1). the définition of a System of

statistically independent coordinates relies on the

choice of thc time-delay r. In the context of

nonlinear dynamics. it has been shown that the

best wa\ to estimate a rcliable delav is to calculate

the Average Mutual Information (AMI) function

(Fraser and Swinney. 1986) which. shortK speak-

ing. is based on the probability distribution of

events in the time sériés. The joint probability

distribution between the data sériés x(n) and its

delayed version ,y(//4- T), say P[x(n), .v(//+ T)] is

obtained from the joint histogram in the [,v(//).

x(n +1)] variables (for simplicitv vve here assume

that the data are given at discrète times //= 1. /V).

The AMI for any delay T is defined by:

AMI(T’)

,v

= £n\(n),x(n -F T)]ln
/;= I

The First minimum of the AMI function is the

sought delay. We obtain time delays of 105 and 1 I 5

days rcspectily for the À'and Fcomponents of the
CW. It can be seen from the AMI function for F

plottcd in Fig. 2, that the minimum is surrounded

by w'eak gradients. So the estimation of r is not very

acute and could easily vary within ±10 days or so.

Anyway. the various orbits that would be recon

structed on the basis of slightlv different time delays

are diffeomorphic and equally lead to thc sought
invariant estimâtes.

With the optimal delay for a given sériés, we bnild

data vectors as in Eq. ( 1 ) for a trial dimension D^!al.
For cach vcctor, vve count the number of neighbour

v ectors and compare it to the number of neighbours

AMI: Y Chandter

Time delay (days)

F IGURE 2 AMI as a function of thc time-delav 7 The

delay 7 for data embedding corresponds to the tiist minimum
of the AM I function.

/>|.y(»)..v(« + 7)1

/>[.ï(h)]/>[.ï(/i + 7)) •
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FIGURE 3 Global percentage of false neighbours as a
function of the trial embedding dimension D"1'1 for the
F-Chandler data lime sériés. The 0% in dimension D/ ~ 4

corresponds to the complété unfolding of the reconstructed
orbit in pseudo-phase space E .

in dimension D\!;i1 + I. Those neighbourhood of
dvnamical origin are not affected while those

resulting from a projection are gradually eliminated

by the unfolding of the embedding space. In Fig. 3

we plot the global percentage of false neighbours as

a function of the trial embedding dimension DjT'1
for the >' sériés with a delay r = 1 15 days (once

again similar plots are systematically obtained for

the A' sériés). Almost ail the neighbours in dimen

sion I are false neighbours (globally ~ 100% of

false neighbours) as the data are artificially pro-

jected on a line. This percentage decreases to zéro

for a trial dimension of 4. At this stage it is difficult

to know if the very low percentage in dimension 3

is not a rémanent of data contamination by a weak

noise. However. exactly the same behaviour being

observed for the A' component. ue retain an

emedding dimension D/ = 4 in the following. It
:an be showni that these results are not sensitive to

the \ aine of the radius usecl to défi ne anv

neighbourhood as long as it is choscn as a small
fraction of the data séries RMS.

From the knowledge of the time-delay r and

embedding dimension D[. . the orbit is recon

structed in pseudo-phase space K . A 3D projection
of the )'-Chandler orbit isdrawn in Fie. 4. It looks

like interweaving "circles" more or lessconfined in a

bounded disk-like sub-space. Much will be learnt

about the dynamics of the CW from the geometrv of
such a reconstructed orbit.

The next dimension to be determined is the local

dimension. Whereas the embedding dimension D[.;-

is a global dimension, the dvnamical dimension Dy

is rclated to the exact iiumber of degrees of freedom

activated during the System évolution. It is an

invariant of the System dynamics that can be also
extracted from a tinte sériés of observations. The

broad lines of the algorithm are suntmarized as

follows (see Abarbanel and Kennel. 1993 for

details): the orbit is reconstructed in a working

space with high enough dimension Du > DE to

ascertain that true neighbours only are kept. We

then consider a given point of the orbit. say y(n).

select its Sb nearest neighbours [r"s?hb(/;): / = 1. A7>]
and compute the corresponding covariance matrix.

The cigenvectors of this matrix give the principal

local directions along which are distributed the

selectcd data vectors. Keeping only the Z)lLrial local
directions, we build a maping which carries the

\ectors rjlghb(//) to their images r"ÿhb(// - ni) after/;;
time steps of the ambient flow. This mapping is

finally applied to the vector y(n) and the resuit

A'preci(/7 + ni) is compared to its true image i (// + ///).

The prédiction is considered successful if the

euclidian distance ||r(/t + //?) — y^'^in — /;/)|| is
belou a prcdefined fraction of the data sériés RMS

(typically 10%). Thèse operations are repeated for

ail the points y{n) of the orbit and the percentage of

bad prédictions is estimated. Ali the prédictions are

successful only when the local mappings are built in

the right dvnamical dimension D\ . In this case the

performance of the prédiction does not dépend on

the number of neighbours Sh nor on the success
critcrion.

The choicc of Sh for a limited time sériés in the

présence of noise contamination is discussed in

Frede and Mazzega (1999b). Indecd ue Ibund this

algorithm to be quite sensitive to noise because

it basicalk works with neighbourhoods so that the

local évolution of the flou is partialk hidden b>
noisv featlires of the reconstructed orbit. The
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FIGURE 4 Y component of the CW reconstructed as un orbit in 4D pseudo-phase space E (one of its 3D projection is drawn
here) The delay for embedding is 115 days. The radius of the torus-like structure is about tvvice the data sériés RMS
(~ 100 mas).

algorithm applied to the complété Chandler sériés

spanning the period (1847-1997) gives no results:

the percentage of bad prédictions remains about
25-40% vvhatever the trial local dimension is. It

converges to D{ = 3 when skipping the First 10 years

of observations of the Fcomponent (Fig. 5). Thirty

years of data (1847-1876) hâve to be skipped for

observing a convergence to the 0% level of bad

prédiction for the X component of the CW. Once

again the corresponding local dimension is DL = 3.

A levv tens of years of very noisy observations

(see the residues in Fig. 1) can spoil the whole

détermination of Z)L because such a data sub-series

is whirling several times around the attractor dravv

in Fig. 4 and contaminâtes the décomposition of ail

the local data covariance matrices. Indeed in phase

space E the set of the nearest neighbours to some
recent accurate data vector often includes old and
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DL : Y Chanel1er

Tria! Local Dimension

FIGURE 5 Percentage of bad prédictions as a function of the trial local dimension £)‘Lnal for the T-Chandler data time sériés.
The 0% prédiction error level reached in dimension DL — 3 does not depeud on the number of nearest .neighbours fixed to build
the local covariance matrices (see text) and indicated in the window.

noisy measurements. Anyvvay, the removal of the

too noisy early data ensures the convergence of the

local dimension détermination to the value DL = 3

for both sériés.

4 STABILITY ANALYSIS OF THE

CHANDLER WOBBLE

Information related to the stability of the observed

CW can also be gained from the nonlinear data

analysis. The first point is to understand vvhat can

be the fate of a small perturbation of the wobble

orbit, say 8y: will il fade away, remain unchanged or

grow with time? These three possibilités, encapsu-

lated in the following formula:

(3)

are clearly determined by the sign of the Lyapunov

exponent A (here <5>’(0) is the perturbation of the

reconstructed orbit at an arbitrary time considered

as ^initial” and the perturbation at time (). Any

infinitésimal perturbation taken along the direction

locally tangente to the orbit, cannot grow nor fade

with time as the perturbated State y + 8y belongs to

the same orbit and so actually corresponds to a near

past or near future State of the System. As a

conséquence the Lyapunov exponent associated

to this neutral direction is zéro, a value that should

be retrieved from the data (up to noise contamina

tion). The CW being modellized by a three degrees

of freedom System (DL — 3), two more directions
must be considered that can be associated to stable

(négative exponent) or unstable (positive expo

nent) manifolds. The wobble resulting from the

interaction of dissipative processes, the sum of the6y(t) = MO) exp[A/],
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cxponcnts must lie négative, a condition that ex-

presses the overall contraction of volumes in phase

space and the confinement of orbits in a bounded
domain.

Without entering technical details. \ve briefly

report how the Lyapunov spectrum can be ex-
tracted from a data sériés. Consider the CW as a

dynamical System observed at discrète times

indexed by integers /':

= (4)

After K time steps. the perturbation 6, applied to

Xi is transformed by the composed action of the

local jacobian matrices DF of the dynamics along

the orbit. say:

ài+K = DH)'i+K-1 ) • DF{yi+K-2) • ' DFin) • <*>,•

= Dt*bv) <V (5)

It can be shown that the sought Lyapunov

exponents are relatcd to the eigenvalues of the

Osedelec matrix Sfr,. K) (see e.g. Eckmann and

Ruelle. 1985) defined by:

S(y;.K) = [DFK(y^ DFK(yi)\,;‘-K'.(6)

where the superscript T is for transpose. Besides

those computational difficulties involved in the de-

compostion of S because of its intrinsic bad

conditioning (see Abarbanel. 1996 for algorithmic

details), the important point to be noted herc is that

the Z)/“s can beestimated from the data time séries,

without prior knowledge of the dy namics in closed

formulae. Thev are obtained from the partial

dérivatives of local maps

X] — .'./-Kl (?)

dcveloped on basis lunctions so to fit the time

évolution of the embedded data vectors (ri:,. | is

the rth neighbour of y, at time / -r 1). The global

exponents are obtained from the Oseledec matrix

which spans ail the data sériés (starting from i | and

K being the length of the vcctor sériés). Theoreti-

cally the Lyapunov spectrum is invariant with

regard to changes in the initial conditions, as long

as the data sériés is infinité (A" — oc). The possible
effects of sériés finiteness and noise contaminations

on the estimation and reliability of Lyapunov

exponents are empirically studied and discussed in

a similar context in Frede and Mazzega (1999b). Wc

here just mention that our sériés seem to be long

enough and not too much spoiled by noises so that

significative estimâtes of the three exponents can be

extracted. The coverage of the phase space sub

volumes visited by the CW System is dense enough

and allows the proper computations to be robust.

This statement will be further documented below

when considering time-reversed data sériés. How-

ever. the genuine "global'’ Lyapunov exponents of

the CW are definitely bevond the observational

grasp. The exponents we actually compute arc

average values over the measurement time span.

The Lyapunov exponents for the X and Y

components of the CW hâve been computed. For

both sériés the principal exponent A| is positive

( A* (X ) = 0.046 and Af( Y) = 0.086 respcctively.
see Table II). The exponent associated with the

neutral manifold is smaller than 0.01 in absolute

value for A'and Y. These departures from the exact

zéro value resuit from the sériés finiteness. noise

contaminations and numerical approximations.

TABLLi II Numerical characteristics of lhe nonlinear dimen-

sional and slability
the CW

analysis of the X and )' components of

Charactenstic A-C'handler L-C’handlcr

-idays) 105 115

», 4 4

l>i 3 3

/),, 1 1

A,- - 0.046 | 0.032 0.086 |0.()I8

WA|- - - 0.073 | - 0.026 -O.I03 | -0.024

2.43 2.42

H|. (days) 3 86 276

Time-tlelay r deduced from the AMI function: embeddine D/
and local Dt dimensions: dimension of the unstable manifold /)„:

principal Lyapunov exponent A, - suivi of the Lyapunov
exponents W A, - ; Lyapunovdimcnsion . ... and horizon of
the prédiction H\. The ‘ — ‘ and ' - ’ refer U> the foruard and
backward time séries respcctively.
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Howcvcr it is well bclow those estimâtes of the Ai

cxponents which are. from a computational point

of view, better approximated. As expected. both
third exponents are associated with stable mani-

lolds ( —0.11 5 for X and —0.179 for Y ), the wobble

proccss being dissipative and the sum of the

exponents being négative (Table II).

Apart from the exact value of A,, the key

information is about its sign. The presence of a

positive exponent in the CW sériés would imply that

nonlinear instabilités can grow on a Du = 1D

manifold so putting an intrinsic limitation to the

possibilité to predict its time évolution over a finite

time interval (the so-called horizon of prédiction),

whatevcr might be the nature and skill of the

algorithm dcsigned for this task. Our confidence

in the positiveness of the A, exponents can be

reinforced by considering now the CW sériés with

reversed time (starting from 1997 and ending on

1S57). Any direction expanding (contracting) for-

ward in time will contract (expand) backward so

that the corresponding exponent will change sign

(note that sign corrections are applied in the

discussion below and Table II for comparisons).

With time reversed. we finci again the principal

exponents to be positive but smallcr than before

(Ap(A') = 0.032 and Aj"( Y ) = 0.018, the minus
superscript indicating time reversai). The exponents
associated with the neutral manifolds are

Aj(A') = -0.004 and AJ ( >') = -0.001 and the
sums of the exponents always négative as it should
be. Moreover these characterizations of the A'and Y

components of the CW processed independcntly
from cach other arc cohérent.

Ail these results strongly suggest that the CW is

an unstable (or équivalent!} "chatoie") low dimen-

sional deterministic proccss. From oui past expéri

ence. we knovv that the nonlinear analysis of a finite

time sériés dominated by a stochastic component

sometimes converges to a finite embedding Z)/, and

(much less convincingly) local D\ dimensions.

But untiI now we found not a single example of

such a séries providing forward and backward

négative exponent sums and sign-invariant princi

pal exponent.

On the basis of the average principal exponents

(A| = [Aj" -I- Af]/2). we estimate the horizon of
prédiction Hp for both sériés by:

HP = C-ln(50)/A,. (8)

This somewhat arbitrary définition corresponds

to the time necessary for a 1% RMS error on the

System State to grow up to 50% RMS (for the CW a

~ 1 mas error will grow to about 50 mas) along the

unstable manifold. The constant C in (8) is required

to scale the horizon in days. We obtain 368 days and

276 days for the X and >' wobble components

respectively. If these values are to be confirmed. this

would mean that reliablc prédictions of the CW

cannot be given beyond about one year. The

observed departure between the horizons for X

and Y probably reflects uncertainties in the esti

mâtes of the principal Lyapunov exponents. It

might also resuit from somc noise or physical

proccss being predominantly "polarized" on the Y

component of the wobble. Such a possibilité is not

unrcalistic as for example we noticed before that the

trend component of PM is preferentially polarized

on that component (see Section 2).

Anothcr fundamental invariant of the CW

dynamics. the Lyapunov dimension Dy v;ip is
extracted from the data sériés. It provides a

characterization about the vvay the orbit (as drawn

in Fig. 4) fulfills the phase space. It is conjectured

that Dlsap cquals the atrractor dimension D
Howcvcr we found its estimation to be much more

robust than the one of DA based on the corrélation

intégral ( Frede and Mazzega. 1999b). The Lyapu

nov dimension is define from the exponent spec-

trum by (Kaplan and Yorkc. 1979):

A

0Lvap = K + (9)

with %A , A, > Oand A, < 0. A striking resuit
is that the estimâtes of DL>;ip is very robust vvhen
considering the forward and backward time sériés

though the Lvapunov spectra exhibit serions (but

not sign alTccting) departures as reported above.

Indeed we fmd /?l (A’) = 2.34 to becompared to
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^LyapW = 2-52 and> for the Y series- DLyapiY) =
2.43 to be compared to Z)[yap( y) = 2.41. The
average dimensions of the two sériés are even

in better agreement with Z)Lyap(A') = 2.43 and
^LyaP( T) = 2.42 (these are the values quoted in
Table II). It should be noted that these fractal

values do not characterize the orbits themselves

(which are of course différentiable) but the way the

bounded domain of phase space is fulfilled by the

System State whirling on the attractor. Such non-

integer dimension is often associated with chaotic

time sériés (strange attractor).

5 DISCUSSION

At this point of our study what hâve we learned?

Probably the most promising break-through is

about the usefulness of considering the CW as a

deterministically driven process of low dimension.

The assumption of a stochastic origin has always

been at the fundament of the various analyses of

wobble observations. Such a partiality is well

explained from an historical perspective: first, it is

only recently that a set of nonlinear concepts and

analysis tools are available for an alternative

approach; second, the complex behaviours of the

forcing geophysical fluids were themselves tradi-

tionally recasted in the paradigm of stochastic

processes.

The nonlinear data analysis by phase space

reconstruction also provides us with qualitative

and quantitative results. As illustrations of the first

one, we hâve shown the CW to evolve in time with a

1D unstable manifold embedded in its dynamics

and that any model of the wobble given in form of a

System of coupled ordinary differential équations

requires three degrees of freedom (£)L = 3). A

quantitative bound of about 1 year is found beyond

which any attempt to reliably predict the CW is
doomed to failure.

Hâve we identified the forcing mechanism of the

CW? Not yet but this could be hardly donc from

the analysis of PM observations only. However the
various invariants we hâve extracted from the

wobble data sériés are related to those of the sought

forcing. Indeed the dynamics of a linear dissipative

pendulum (modellized by Liouville équations, see

Lambeck, 1980) does not exhibit any chaotic time

évolution. Starting from a non-equilibrium State,

the orbit is spiraling during the transcient response,

down to the fixed point equilibrium. The corre-

sponding local and Lyapunov dimensions are

/)‘Lrans = 2 and DlLryap = 0 (no unstable manifold)
for the transient and û[p = 0 and Z)[pyap = 0 for the
fixed point. Ail departures from these values
observed in the CW are inherited from the time

évolution of the forcing(s).

A similar comment might apply as well to the

quality factor Q. Is the Q factor estimated from

Earth Orientation Parameters relevant to the way

the solid Earth relaxes external energy inputs or is it

a measure of the dissipative processes at work in the

forcing dynamics? We hâve no direct answer to this

question. However the rate of volume shrinking in

phase space to a lower dimensional structure (the

attractor set) as estimated from the sum of the

Lyapunov exponents should give some due. In

particular the relashionship between the working

définition of the quality factor Q and the exponent

sum should be investigated.

A further step can be done with the nonlinear

data analysis. Usually the identification of a forcing

field of Earth rotation is done by comparing the

corresponding time sériés (projected in terms of

angular momentum or inertia tensor changes) with
the measured variation of the relevant rotation

parameter. A complementary approach would

consist in comparing the variation in stability of

both sériés. In the previous section we derived the

global Lyapunov exponents from the Osedelec

matrix S(y\,K) built with ail the jacobians of the

time sériés (see Eq. (6)). In the same way, local

exponents can be computed from local Osedelec

matrices starting at sample y, with k jacobians (k

integer). The exponents so obtained give a measure

of the average stability (or, more precisely, unstabil-

ity if we cousider a positive exponent) over the k

following time steps in the data sériés. Time varia

tions of the stability with State évolution is a well
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Year

1857 1877 1897 1917 1937

Year
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•^IGURE 6 Time sériés of the local principal Lyapunov exponent for the X (upper panel) and Y (lower panel) components of
he CW. The plotted exponents are averaged over running Windows of 6 and 24 years. High picks in the sériés correspond
elative losses of stability and reduced horizons of prédiction (note that the global exponents are 0.046 and 0.086 for the X and
:eries respectively)
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known feature of dynamical Systems (Abarbanel

et a!., 1991).

In Fig. 6 are plotted the time sériés of the local

principal exponents for the A'and Ycomponents of

the CW. In each case, we computed the average

exponents over 6 year and 24 year intervals. The

choice for a 6 year window is related to the choice of

the same moving window used to separate the

annual and CW (Section 2). Siginficant time

variations in stability can probably not be retrieved

with a higher resolution. The 24 year window is

within the accepted range of dissipation rate

(deduced from the quality factor; see Section 1) at

the CW period. When increasing the window

length, the variations in the local exponent are

progressively smoothed out. We notice first that the

principal Lyapunov exponents are always positive

and exhibit large variations, up to a multiplicative

factor ~3 when compared to the global exponents

of Table II. Then the corresponding horizons of

prédiction are divided by the same factor (see Eq.

(8)). For example, in the décades 1860-1870 and

1940-1950, prédictions of the future State of the

CW attempted from past observations were intrin-

sically limited to 4 or 6 months rather than 1 year as

stated in the previous Section. Stability variations

are even more sensible in the Y component of the

wobble. The 1920-1930 decade of weak wobble (see

Fig. 1 for Y) is also quite stable (small exponents)

though still chaotic (positive exponents).

Once again we stress on the fact that the observed

stability variations are inherited from the unknown

forcing of the CW. The time sériés of a candidate

forcing should not only match as much as possible

the observed wobble but it should also présent

the same time évolution of the local Lyapunov

exponent. Such a comparison will bring a strong
constraint for the identification of the Chandler

forcing(s). Such analyses revealed quite success-

ful in recognizing the ocean-atmosphere System

coupled in strong FJ Nino events as a major source

of instability in the rapid fluctuations of the Earth

rotation (Frede and Mazzega, 1999b).

The various restults presented in this study are
derived from the data sériés of the International

Earth Rotation Service (IERS, Paris). Similar

computations should be performed with PM sériés

estimated by other institutes and the results com

pared. These “challenging” sériés cannot be statis-

tically independent because only a few historical

records going back to the middle of the previous

century exist. However the data sélection, pre-

processing and combination can be performed in

different ways and lead to more or less diverging

results. The global characteristics (time delay,

embedding and local dimensions, positivity of the

principal Lyapunov exponent) extracted from the

IERS data will probably not be affected by such a

change in the reference sériés. But the local

characteristics, in particular the local exponents,

are likely to change significantly. This kind of resuit

robustness should be checked before proposing

detailed interprétations of the time variations of

the CW stability.

6 CONCLUSION

We give strong évidences that the CW is driven by a

deterministic low dimensional process. The Xand Y

components of the wobble extracted from PM

data sériés, are embedded in multi-dimensional

pseudo-phase spaces with a System of delayed

coordinates. The optimal time delay as deduced

from the average mutual information function is

105 and 115 days respectively. The embedding

dimension is Dp = 4. Both sériés can be locally

approximated by a three degree of freedom svstem

(local dimension DL = 3). Then the CW is shown to

be a chaotic process with a DU=1D unstable

manifold. The Lyapunov dimension is probably in

the range 2.40-2.50. The nonlinear analysis of both

components of the wobble converges to the same

kind of conclusions, even when considering the

data sériés with reversed time. The average horizon

of prédiction is about 1 year. Nevertheless strong

fluctuations in the wobble stability can be seen

from the time sériés of the local Lyapunov

exponents. These stability crises are inherited from

the unknown wobble excitation source and might
contribute to its identification.
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Glossaire

• Aléatoire. Mouvement non déterministe désordonné. Il ne possède aucune structure, ni

spatiale ni temporelle. Un processus aléatoire ne peut pas être décrit par un ensemble

fini d’équations différentielles.

• Analyse linéaire. L’analyse linéaire de séries temporelles revient à considérer que le

processus observé est linéaire et résulte de la superposition de plusieurs modes et de

résidus stochastiques. La méthode la plus répandue dans cette optique est l’analyse de

Fourier. Par cette démarche, il n’est pas possible d’identifier de composantes non linéaires.

Le chaos n’a pas non plus de signification ici.

• Analyse non linéaire. L’analyse non linéaire est une méthode d’analyse du signal qui

s’adapte aussi bien aux systèmes linéaires que non linéaires. Elle consiste à décrire le

déterminisme d’une série à partir de considérations géométriques et topologiques de la
série décalée reconstruite dans un espace multidimensionnel. Par cette méthode, il est

possible de rechercher du déterministe non linéaire (pouvant être de plus chaotique) dans
les ”résidus” de Fourier. Lorsqu’un système observé est très complexe et peu connu,

cette démarche permet de caractériser la véritable source des données (déterministe ou
stochasticité) et n’exclut aucune nature de processus.

• Attracteur. Un attracteur est un objet borné et "attirant” de l’espace des phases vers

lequel toutes les orbites de conditions initiales, prises dans son bassin d’attraction, vont

converger asymptotiquement. Un point, un cycle limite, et des objet géométriquement

plus complexes peuvent être attracteurs.

• Attracteur étrange. Un attracteur étrange est une classe particulière d’attracteurs tels

que leur dimension de HausdorfF est non entière (attracteur fractal) et tels que chaque
orbite possède la propriété de sensibilité aux conditions initiales (attracteur chaotique).

• Bassin d’attraction. Un bassin d’attraction est un ensemble de points ou une région

bornée de l’espace des phases telle que toutes les orbites y entrant soient attirées vers le

même attracteur. Il n’y a aucune intersection entre les bassins d’attractions d’un même

espace des phases.

• Bifurcations. Désigne un changement d’état ou de topologie de la solution du système
losqu’un paramètre varie.

• Chaos. Evolution déterministe d’un système non linéaire se classant entre mouvement

régulier et mouvement stochastique (le chaos est un désordre déterministe). La définition
que nous adoptons est la suivante: un système est chaotique si son évolution présente une
forte sensibilité aux conditions initiales. On mesure le taux de divergence des trajectoires
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grâce aux exposants de Lyapunov. Un système chaotique est prévisible avec une précision

limitée dans le temps. Le chaos possède une structure dans l’espace.

• Degrés de liberté. Le nombre de degrés de liberté actifs d’un système observé est

le nombre de variables principales ”visibles” à partir des données. Il est déterminé par

la dimension locale de l’attracteur et permet de connaitre localement sur l’attracteur,

combien d’équations différentielles autonomes d’ordre un, sont nécessaires pour rendre

compte de l’évolution des orbites.

• Dimensions. Un système stochastique possède une infinité de degrés de liberté actifs et

est de dimension infinie. A l’opposé, un système déterministe est principalement de di

mension finie et possède un nombre fini de degrés de libertés actifs. Il existe des systèmes

déterministes possédant mathématiquement, un nombre infini de degrés de liberté. Cepen

dant, seul un nombre fini d’entre eux sont actifs et dynamiquement significatifs.

• Dimension de plongement. C’est la dimension nécessaire pour déplier l’attracteur

d’un système déterministe observé à partir d’une série temporelle de dimension un. La

dimension de plongement est entière.

• Dimension locale ou dynamique. C’esl le nombre de dimensions (ou de variables)
réellement actives et dynamiquement significatives pour le système.

• Dynamique non linéaire. Un système déterministe possède une dynamique non linéaire

si les équations qui régissent son évolution sont non linéaires c’est-à-dire si les variables

sont couplées entre elles.

• EOP: Paramètres d’Orientation de la Terre. Les paramètres d’orientation de la Terre sont

les composantes de la matrice de rotation Q qui permet de passer du repère céleste au

repère terrestre. Ils sont au nombre de cinq et sont fournis sous forme de séries temporelles
unidimensionnelles :

6<f> et Se sont les écarts au CEP J2000.0 calculé par les modèles de précession-nutation.

L’angle de rotation autour du CEP fournit le troisième paramètre lié conventionellement

au temps universel.

PMX et PMY sont le mouvement du pôle et correspondent à l’écart entre le CEP et

Gz. Le mouvement du pôle rassemble les composantes non prévisibles du mouvement de

Gz.

Toute la modélisation astrométrique est fondée sur cette décomposition.

• ENSO. Oscillation apériodique des paramètres océaniques et atmosphériques apparais

sant tous les 3, 4 ans environ et perturbant fortement la rotation de la Terre. Cette

apériodicité pourrait résulter soit d’une excitation aléatoire d’origine inconnue soit directe

ment d’un processus purement déterministe du système tropical atmosphéro-océanique

dans le Pacifique.

• Espace des phases. Un système dynamique est décrit par des équations différentielles

continues ou des applications itérées. Dans les deux cas, les vecteurs multidimensionnels

qui composent l’évolution des orbites, reposent dans un espace de dimension entière appelé

espace des phases. L’espace des phases est différent de l’espace de reconstruction (ou
plongement). Dans un cas c’est l’espace lié aux variables dynamiques du système décrit
par un système d’équations différentielles, dans le second cas, c’est l’espace des vecteurs

reconstruits à partir du théorème de plongement de Takens et d’une simple série de mesure.
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• Excitations. Une excitation est une force appliquée à la Terre pouvant perturber sa
rotation.

• Exposant de Lyapunov. Les exposants de Lyapunov mesurent le taux avec lequel deux

orbites voisines vont s’approcher, s’éloigner ou rester à distance égale. La divergence (liée
à un exposant positif) est typique des systèmes présentant une évolution chaotique.

• Flot, Application itérée. On dira qu’un système dynamique est décrit par un flot si son

évolution temporelle est continue. Un système dynamique est décrit par une application

itérée après discrétisation d’un flot (obtenue à partir d’observations discrètes ou de sections
de Poincaré).

• Fluides géophysiques. Les fluides géophysiques sont les éléments liquides ou gazeux de

la Terre. En particulier ce sont les océans et l’atmosphère terrestre. Ces fluides possèdent

des propriétés thermodynamiques complexes et la modélisation de leur mouvement relève

de la mécanique des fluides.

• Géodésie. Etude de la mesure et de la forme de la Terre. La géodésie remonte du

temps d’Erastosthène (250 av JC) qui avait donné une évaluation du rayon terrestre. Les
meilleures techniques actuelles sont dites de géodésie spatiale et permettent entre autres,

de mesurer l’orientation spatiale de la Terre et d’en déduire les 5 EOP.

• Modèles atmosphériques et océaniques. Les modèles atmosphériques et océaniques

résultent des équations hydrodynamiques et de la prise en compte d’un nombre de vari

ables et de conditions aux limites incroyables. Leur complexité autorise beaucoup de non

linéarités et de processus apériodiques ou transitoires.

• Mouvement forcé. Un mouvement forcé d’un système est un mouvement qui apparaît

après l’intervention d’une action extérieure sur le système et qui disparaît dès que l’action
est arrêtée.

• Mouvement libre. Un mouvement libre est une oscillation propre au système. Il

nécessite une intervention extérieure pour l’exciter (pensons à la corde de guitare pincée)
mais en l’absence de frottement, perdure indéfiniment.

• Processus. Nous utilisons souvent le terme processus. Dans notre travail, il désigne ou

un système, ou le mécanisme dont les observations constituent la série temporelle.

• Reconstruction. La reconstruction de la dynamique, ou le plongement, est une opération

mathématiquement rigoureuse, qui permet à partir d’une simple série temporelle de

mesure, de retrouver des orbites difféomorphes aux orbites du système dynamique inconnu

observé. La série temporelle observée peut être considérée comme la projection sur un axe

de toute la dynamique complexe du système. Ainsi pour exploiter cette projection, il faut

la déplier en faisant apparaitre une structure géométrique dont les propriétés topologiques

et dynamiques fourniront des renseignements directs sur la nature du système dynamique

sous jacent.

• Rotation de la Terre. La Terre tourne sur elle même en 24 heures environ et est

soumise à diverses actions extérieures qui rendent son mouvement non uniforme. L’étude

de la rotation de la Terre consiste en la description et la modélisation des différentes

composantes de son mouvement.
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• Série temporelle. Une série temporelle est une séquence de mesures d’une quantité

observable dans le temps. Les informations contenues dans un tel objet sont primordiales

pour la description du système observé.

• Système déterministe. Un système déterministe est un système tel que son évolution

soit définie parfaitement par la spécification de ses conditions initiales. Un système

déterministe ne possède aucune composante aléatoire.

• Système dissipatif. Un système dynamique est dissipatif si au cours de son évolution,

il perd de l’énergie (par exemple par frottement).

• Système dynamique. C’est un système qui possède une évolution dans le temps et un
état initial.

• Système stochastique. Un système stochastique, par opposition à purement déterministe,

est un système dont l’évolution est à la fois imprévisible et aléatoire (elle résulte d’une
suite de ”chocs aléatoires”).

• Terme de Chandler. Oscillation libre de la Terre de période environ 433 jours dont

l’amplitude et la phase varient de manière inexpliquée.
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