N
N

N

HAL

open science

Modélisation du comportement élastique des matériaux
nanoporeux : application au combustible UO2

Xavier Haller

» To cite this version:

Xavier Haller. Modélisation du comportement élastique des matériaux nanoporeux: application au
combustible UO2. Mécanique [physics.med-ph|. Université de montpellier, 2015. Francais.

2015MONTS232 . tel-02068793

HAL Id: tel-02068793
https://hal.science/tel-02068793
Submitted on 15 Mar 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

NNT:


https://hal.science/tel-02068793
https://hal.archives-ouvertes.fr

SEESEEEE

UNIVERSITE DE MONTPELLIER

THESE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE MONTPELLIER

Ecole Doctorale : Information, Structures, Systémes

Spécialité : Mécanique et Génie Civil

présentée et soutenue publiquement
par

Xavier HALLER

le 23 octobre 2015

Modélisation du comportement élastique des

matériaux nanoporeux : application au
combustible UO,

JURY
. Pierre SUQUET Directeur de recherche CNRS, LMA Président
. Djimédo KONDO Professeur, Université Pierre et Marie Curie Rapporteur
. Claude STOLZ Directeur de recherche CNRS, GEM Rapporteur
. Renaud MASSON Ingénieur-Chercheur, CEA Examinateur
. Gilles THOUVENIN Ingénieur-Chercheur, EDF Invité
. Yann MONERIE Professeur, Université de Montpellier Directeur de thése
. Stéphane PAGANO Directeur de recherche CNRS, LMGC Directeur de thése

. Pierre-Guy VINCENT Ingénieur-Chercheur, IRSN Encadrant de these






a Marthe et Hortense,
sources de motivation intarissables






Remerciements

Je tiens premiérement & exprimer ma profonde gratitude aux membres du jury pour
I'intérét qu’ils ont porté a ce travail : & Pierre Suquet qui m’a fait I’honneur de présider la
soutenance, a Djimédo Kondo et Claude Stolz pour avoir accepté la tache fastidieuse d’étre
les rapporteurs de ce manuscrit, & Renaud Masson et Gilles Thouvenin pour leur lecture
approfondie de ces pages. Que ces personnes aient consacré leur temps précieux a I’examen
de mes travaux est pour moi une magnifique récompense.

Mes plus vifs remerciements s’adressent & mon encadrement sans qui ce travail n’au-
rait bien évidemment pas pu étre réalisé : a Pierre-Guy Vincent qui m’a encadré, & Yann
Monerie et Stéphane Pagano pour avoir dirigé ces recherches. Je retiendrai en particulier
I'investissement sans limite de Pierre-Guy, qui a toujours ceuvré pour que cette thése soit
une réussite. Je n’oublierai pas non plus sa patience, sa disponibilité, ses conseils bien avi-
sés et ses compétences scientifiques évidentes aux yeux de tous. De Yann et Stéphane, je
n’oublierai pas leur disponibilité, malgré des emplois du temps souvent chargés et notre éloi-
gnement, leurs remarques pertinentes, le recul qu’ils m’ont apporté. Leurs encouragements
ont été particuliérement bénéfiques dans les moments de doute et m’ont également permis
d’accomplir des choses dont je ne me serais jamais cru capable. Je suis reconnaissant d’avoir
bénéficié d’un tel encadrement qui, tout en encourageant rigueur et excellence scientifique,
a été disponible et bienveillant.

Je tiens a remercier I'Institut de Radioprotection et de Streté Nucléaire (IRSN) ou
cette thése a été réalisée, en particulier Marc Petit, chef adjoint du Service de Maitrise
des Incidents et des Accidents (SEMIA), ainsi qu’Olivier Marchand, chef du Laboratoire de
Physique et de Thermomécanique des Matériaux (LPTM), pour m’avoir donné les moyens
d’accomplir ce travail dans des conditions plus que favorables, ainsi que pour leur soutien.

Ce travail s’inscrit dans le cadre de programmes de modélisation, menés conjointement
par 'TRSN et EdF, concernant 'accident de réactivité dans les réacteurs a eau pressurisée.
Je tiens donc évidemment a remercier EAF pour son soutien financier et l'intérét porté a
ces travaux.

Cette thése s’inscrit également dans le cadre d’une collaboration entre 'IRSN et le La-
boratoire de Mécanique et Génie Civil (LMGC), a travers le laboratoire commun de Micro-
mécanique et Intégrité des STructures (MIST). Je remercie toutes les personnes du LMGC
et du laboratoire MIST rencontrées au cours de ces trois années, qui m’ont encouragé et ont



manifesté de I'intérét pour mes travaux.

Je remercie chaleureusement les membres du LPTM pour leur soutien infaillible et leur
bienveillance dont j’ai été 'objet durant cette thése. Ils ont toujours pris le temps de m’ai-
der, me conseiller et m’encourager. Pour cela je leur suis extrémement reconnaissant. Je
remercie tout particulierement Frédéric Perales, sans qui les simulations numériques avec
la plateforme XPER n’auraient pas pu étre réalisées. Il a toujours fait preuve d’une grande
disponibilité et m’a vivement encouragé a me diriger vers le numérique. Je remercie égale-
ment Clément Introini pour avoir fourni les résultats des simulations numériques réalisées
avec le code SCANAIR. Sans ceux-ci, 'aspect applicatif de ces travaux aurait été fortement
appauvri. Je remercie Céline Pélissou pour m’avoir gentiment accueilli dans son bureau ainsi
que pour son support quotidien. J’adresse des remerciement particuliers & Viviane Jégou,
secrétaire du LPTM, pour son aide précieuse dans la réalisation des taches administratives,
notamment pour l'organisation de la soutenance, mais aussi pour sa constante bonne hu-
meur durant ces trois années. Elle contribue largement a la bonne ambiance qui régne dans
le labo. Je remercie Guylaine Boittin, Vincent Busser, Bernard Cazalis, Vincent Georgen-
thum, Andrei Jelea, Julie Lasnel-Payan, Alain Moal, Raphaél Monod, Fabienne Ribeiro,
André Saroli, Nicolas Vissyrias pour avoir répondu & mes questions sur le combustible, I’ac-
cident de réactivité, les programmes expérimentaux, la modélisation a 1’échelle atomique,
etc. J'adresse également une pensée aux doctorants : Lhassan Amarsid, Jack Arayro, Lio-
nel Bichet, Eric Delaume, Paul Eymeoud, Louis Joessel et Tarik Madani. Je leur souhaite
naturellement beaucoup de réussite pour la suite.

Je tiens également a remercier toutes les personnes qui m’ont orienté vers la recherche
scientifique. Je pense notamment & mes anciens enseignants, Patrice Bailly, Jean-Luc Hanus
et Benoit Magnain, mais également aux personnes que j’ai eu 'opportunité de rencontrer
lors de mon stage de fin d’étude, notamment Charles Petry, Rodrigue Largenton, ainsi que
I’ensemble du personnel du Laboratoire de Simulation du comportement des Combustibles
(LSC) du CEA de Cadarache. Leur disposition au partage scientifique et leurs qualités hu-
maines ont largement contribué & développer mon gotit pour la recherche en mécanique et
pour les problématiques liées au combustible nucléaire.

Je souhaite également remercier tout particuliérement Jéréme Julien. Sans lui et sans
Vincent Busser, je n’aurais certainement pas pu effectuer cette thése. Je le remercie pour
son soutien quasi quotidien, son aide, ses bons conseils et sa bonne humeur.

J’adresse un grand merci & mes proches, notamment a mes parents, pour leur soutien
inconditionnel, leurs encouragements, leur constante disponibilité et leur affection. Je leur
suis reconnaissant de m’avoir donné les moyens d’arriver jusqu’ici.

C’est avec une grande fierté que je consacre mes derniers remerciements & ma femme,
Marthe et a ma fille, Hortense. Je rends hommage a leur patience parfois mise a rude épreuve
au cours de ces derniers mois. Je les remercie pour leur soutien, leurs encouragements, leur
optimisme et surtout leur amour.



RESUME

MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE DES MATERIAUX
NANOPOREUX : APPLICATION AU COMBUSTIBLE UO»9

Le dioxyde d’uranium irradié¢ (UO3), combustible nucléaire des réacteurs a eau pressuri-
sée, contient deux populations de cavités saturées par des gaz de fission : i. des cavités inter-
granulaires plutot lenticulaires, dont la taille varie de quelques dizaines a plusieurs centaines
de nanométres, ii. des cavités intragranulaires plutot sphériques, dont la taille est de I'ordre
du nanomeétre. Des travaux récents ont montré qu’il existe un effet de surface a 1’échelle
des cavités nanométriques qui modifie le comportement élastique effectif du combustible.
Ce travail vise a proposer un modéle micromécanique analytique capable de tenir compte
de cette microstructure hétérogeéne ainsi que de l'effet de surface afin de décrire le compor-
tement élastique macroscopique de 'UQ; irradié. La démarche mise en oeuvre est fondée
sur une modélisation multi-échelles et s’appuie sur des techniques d’homogénéisation en mé-
canique des matériaux. L’UQO; irradié est décrit comme un matériau poreux contenant des
nanocavités sphériques (cavités intragranulaires) et sphéroidales (cavités intergranulaires),
sous pression et orientées aléatoirement. L’effet de surface présent a 1’échelle nanométrique
est pris en compte via un modéle d’interface imparfaite cohérente entre la matrice et les
cavités. Un modéle original fondé sur I’approche par motifs morphologiques représentatifs a
été développé afin de décrire le comportement élastique effectif de ce milieu hétérogéne. Le
modéle analytique proposé repose sur des hypothéses simplificatrices dont la pertinence est
évaluée a partir de simulations numériques par éléments finis qui s’appuient sur une formu-
lation spécifique afin de tenir compte de la présence d’interfaces imparfaites cohérentes.

Mots-clefs : Matériaux nanoporeux, effet de surface, dioxyde d’uranium, combustible nucléaire,
homogénéisation, élasticité.






ABSTRACT

MODELING OF THE ELASTIC BEHAVIOR OF NANOPOROUS MATERIALS :
APPLICATION TO UO9 FUEL

The irradiated uranium dioxide (UO;), which is the nuclear fuel of pressurized water
reactors, contains two populations of cavities saturated by fission gaz : i. intergranular ca-
vities almost lenticular in shape whose size ranges between few tens to several hundred
nanometers, ii. intragranular cavities, almost spherical in shape whose size is of the order of
the nanometer. Recent studies have shown the existence of a surface effect at the scale of
nanometric cavities, which influences the effective elastic behavior of the nuclear fuel. In this
work, an analytical micromechanical model, which is able to take into account this heteroge-
neous microstructure and the surface effect at the nanometric scale, is proposed to describe
the macroscopic behavior of the irradiated UO,. The approach is based on a multiscale
modeling and homogenization techniques in mechanics of materials. The irradiated UO, is
described as a porous media, which contains pressurized spherical nanocavities (intragranu-
lar cavities) and randomly oriented pressurized spheroidal cavities (intergranular cavities).
The surface effect is taken into account with imperfect coherent interfaces between the ma-
trix and the cavities. A novel model based on the morphologically representative pattern
approach has been developed to describe the effective elastic behavior of this heterogeneous
medium. The proposed model relies on assumptions whose relevance is evaluated with finite
element simulations which require a specific formulation to take into account the imperfect
coherent interfaces.

Keywords: Nanoporous materials, surface effect, uranium dioxide, nuclear fuel, homogenization,
elasticity.
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Notations

Dans ce manuscrit, les scalaires sont notés en italique (a par exemple), les vecteurs et
les tenseurs d’ordre deux en gras (u par exemple) et les tenseurs d’ordre quatre en « gras
du tableau » (C par exemple).

Les tenseurs identités d’ordre deux et quatre sont notés respectivement ¢ et I. Les ten-

seurs de la base d’isotropie pour les tenseurs isotropes symétriques d’ordre quatre sont notés
Jet Kou:

1

ou l'opération « ® » désigne le produit tensoriel. La trace est notée « Tr », le détermi-
nant « det », le produit scalaire « - », le produit doublement contracté « : » et le produit
quadruplement contracté « :: ». La transposée d'un vecteur ou d’un tenseur d’ordre deux u
est notée M. Les inverses d'un tenseur d’ordre deux w et d'un tenseur d’ordre quatre C sont
notés respectivement u=! et C~!. L'opérateur gradient est noté « grad » et la divergence
« div ».

La moyenne d’un tenseur (d’ordre quelconque) sur le domaine w (de dimension quel-
conque) est notée (.) . La mesure d’'un domaine w est notée |w|.
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Introduction

L’Institut de Radioprotection et de Streté Nucléaire (IRSN) méne des actions de re-
cherches et d’expertises sur les risques nucléaires et radiologiques. Il a notamment pour
mission d’assurer un appui technique aux pouvoirs publics en matiére de risques liés aux
installations nucléaires. Dans ce cadre, le Service de Maitrise des Incidents et des Accidents
(SEMIA), au sein du Péle Sireté Nucléaire (PSN), effectue des recherches sur le comporte-
ment des combustibles des réacteurs nucléaires afin d’évaluer s’ils répondent aux exigences
de streté.

Le laboratoire de Micromécanique et Intégrité des STructures (MIST) associe les moyens
de recherche du Pole Sireté Nucléaire de I'TRSN et du Laboratoire de Mécanique et Génie
Civil (LMGC), unité mixte de recherche de 'université de Montpellier et du Centre National
de la Recherche Scientifique (CNRS). Le laboratoire MIST a pour objectifs de comprendre
et prédire le comportement des matériaux hétérogénes et les effets des évolutions micro-
structurales qu’ils subissent dans des ambiances nocives caractérisées, par exemple, par de
fortes sollicitations thermomeécaniques, des transformations physico-chimiques, des phéno-
meénes induits par irradiation. Ces sollicitations peuvent notamment étre observées dans
les coeurs de réacteurs nucléaires.

Ce travail s’inscrit dans le cadre du laboratoire commun MIST ainsi que dans celui
des programmes de modélisation avancée, menés conjointement par 'IRSN et Electricité
de France (EdF), concernant ’étude de l'accident de réactivité (RIA, Reactivity Initiated
Accident) dans les réacteurs nucléaires a eau pressurisée (REP). Il est effectué au sein du
Laboratoire de Physique et de Thermomécanique des Matériaux (LPTM) du SEMIA dont
une des missions est de développer et maintenir a jour les connaissances sur le comportement
du combustible des REP en situation normale, incidentelle ou accidentelle sur I’ensemble
du cycle du combustible.

Le combustible des REP se présente sous forme de pastilles cylindriques en dioxyde
d’uranium (UO,), empilées dans des gaines en alliage de zirconium. L’ensemble forme un
crayon combustible. La gaine est la premiére des trois barriéres de stireté contre le risque de
dispersion de matiéres radioactives dans I’environnement. Son intégrité représente donc un
enjeu fort, tant en fonctionnement normal qu’en situations accidentelles. Le logiciel SCA-
NAIR, développé au LPTM, est un code de simulation du comportement thermomécanique
du combustible des REP en situation de RIA. Il est notamment utilisé pour vérifier la va-
lidité des critéres de siireté et également pour permettre la préparation et 'interprétation
d’essais expérimentaux. Ce code métier s’appuie sur un module de mécanique permettant
de calculer les déformations des crayons combustibles. Ce module a besoin de mode¢les de
comportement mécanique pour le combustible et la gaine.

17



INTRODUCTION

Au cours de lirradiation, la microstructure des matériaux évolue fortement. L'UQO,
contient initialement des macro-pores de fabrication, dont le nombre va progressivement
diminuer au profit de deux autres populations de cavités pressurisées par des gaz de fis-
sion (essentiellement du xénon et du krypton). Ces cavités sont communément appelées
bulles. Les bulles dites intergranulaires, dont la taille varie de quelques dizaines a plusieurs
centaines de nanomeétres, sont de forme aplatie et situées aux joints de grains. Les bulles
intragranulaires, dont la taille est de I'ordre du nanomeétre, sont plutot de forme sphérique
et situées a l'intérieur des grains.

Dans le cadre de la thése de Vincent (2007), un modeéle poroélastoplastique endomma-
geable a été proposé pour décrire le comportement mécanique de I’'UQO; irradié en conditions
de RIA. Des travaux de dynamiques moléculaires menés récemment & 'IRSN dans le cadre
de la thése de Colbert (2012) ont mis en évidence I'existence d'un effet de surface a I’échelle
des bulles nanométriques dans 'UQO,. Cet effet, di a la présence d’une zone perturbée de
quelques rangées d’atomes entre les bulles nanométriques et la matrice (Paliwal et Cher-
kaoui, 2012), modifie le comportement élastique effectif du combustible. L’objectif de ce
travail est d’établir un modéle analytique permettant de décrire le comportement poroélas-
tique de I'UQO, irradié et qui soit capable de prendre en compte l'effet de surface présent a
I’échelle des bulles nanométriques.

Les évolutions microstructurales permanentes des matériaux utilisés dans le domaine
nucléaire et 'impossibilité de réaliser des mesures expérimentales directes, du fait de I’am-
biance nocive, conduisent naturellement & s’orienter vers la modélisation multi-échelles pour
prédire le comportement mécanique effectif de ces matériaux au cours de leur séjour en ré-
acteur. Les principaux modeéles, outils et techniques mis en ceuvre dans le cadre de ce travail
sont :

2. le modéle d’interface imparfaite cohérente. Comme mentionné précédemment,
I'effet de surface a I’échelle nanométrique est di a la présence d’une zone perturbée de
quelques rangées d’atomes entre les cavités et la matrice. Afin de développer des mo-
deéles micromécaniques capables de tenir compte de l'effet de surface, il est nécessaire
de décrire le comportement de ce domaine dans le formalisme de la mécanique des
milieux continus. L’une des approches envisageables est de faire appel a des modéles
d’interface ot la zone perturbée est décrite par une surface. Le modéle d’interface im-
parfaite cohérente (Gurtin et Murdoch, 1975) postule la continuité du déplacement et
la discontinuité du vecteur contrainte a travers cette surface. Largement utilisé dans
le cadre de I’étude du comportement des nanomatériaux, il s’avére étre performant
pour décrire leffet de surface a I’échelle nanométrique (Mitrushchenkov et al.; 2010;
Yvonnet et al., 2011).

2t. les techniques d’homogénéisation en élasticité linéaire. Elles permettent d’es-
timer ou de borner le comportement élastique global (ou effectif) des matériaux hété-
rogénes en utilisant les informations morphologiques disponibles sur leurs microstruc-
tures. L’approche mise en ceuvre dans ce travail est ["approche par motifs morpholo-
giques représentatifs initialement développée par Stolz et Zaoui (1991). Contrairement
a 'approche dite classique, elle permet de tenir compte de 'arrangement local des
phases. Cette information morphologique est de premier ordre pour les matériaux na-
noporeux ot les zones perturbées sont localisées spécifiquement entre les cavités et

18



INTRODUCTION

la matrice. Dans le cadre de cette approche, les estimations de type Mori et Tanaka
généralisées sont retenues pour cette étude. Ce choix reléve essentiellement du fait que
ces modeéles sont généralement analytiques et simples a mettre en ceuvre par rapport
a des modeles de type autocohérents généralisés par exemple.

21t. des simulations numeériques de type éléments finis. Les modéles microméca-
niques développés reposent sur la solution de problémes auxiliaires qui consistent a
étudier le comportement mécanique des hétérogénéités des matériaux, des cavités dans
le cas présent, lorsqu’elles sont entourées d’un milieu infini soumis & un chargement
homogeéne a l'infini. Afin d’obtenir des modéles analytiques, la résolution de ces pro-
blémes nécessite parfois de réaliser des hypothéses simplificatrices. De fagon a vérifier
la pertinence de ces hypothéses et d’identifier leurs limites, les problémes auxiliaires
sont également résolus numériquement & partir de simulation de type éléments finis.
La présence d’interfaces imparfaites cohérentes nécessite néanmoins d’utiliser une for-
mulation spécifique développée par Yvonnet et al. (2011).

Sur le plan théorique, ’apport principal de ce travail est un modéle micromécanique,
fondé sur I'approche par motifs morphologiques représentatifs et sur le modéle d’interface
imparfaite cohérente, permettant de décrire le comportement élastique effectif des matériaux
poreux contenant des nano-cavités sphériques et sphéroidales saturées dont la distribution
des centres est ellipsoidale.

Ce document s’articule autour de sept chapitres :

> Trois chapitres de contexte et bibliographie :

e Chapitre 1 - Contexte et problématique. Ce premier chapitre vise essentiel-
lement & présenter le contexte industriel, la problématique ainsi que la démarche
adoptée pour mener cette étude. Quelques données relatives au fonctionnement des
réacteurs a eau pressurisée, au combustible nucléaire et a ’accident de réactivité
sont fournies. La microstructure du dioxyde d’uranium irradié est présentée plus
en détails et une partie est dédiée & la mise en évidence de l'effet de surface dans
ce matériau. Finalement, la démarche et les principales hypothéses de modélisation
sont présentées.

e Chapitre 2 - Techniques d’homogénéisation en élasticité linéaire. Les mé-
thodes de changement d’échelles permettant de déterminer le comportement élas-
tique macroscopique des matériaux hétérogénes sont introduites dans ce chapitre.
Une attention particuliére est consacrée a la présentation de I’approche par motifs
morphologiques représentatifs sur laquelle s’appuient les développements ultérieurs.

e Chapitre 3 - Effet de surface a I’échelle nanométrique. Ce chapitre a pour
objectif de présenter 'effet de surface présent a 1’échelle nanométrique : son origine,
ses conséquences et les principales approches pour le modéliser du point de vue
de la mécanique des milieux continus. Le modéle d’interface imparfaite cohérente,
utilisé dans ce travail, y est notamment détaillé. Quelques modéles micromécaniques
existants qui permettent de décrire le comportement élastique effectif des matériaux
nanoporeux sont ensuite présentés. L’accent est mis sur ceux fondés sur le modéle
d’interface imparfaite cohérente.
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> Trois chapitres de modélisation :

e Chapitre 4 - Comportement élastique effectif des matériaux nanoporeux.
L’approche par motifs est mise en ceuvre dans ce chapitre afin de décrire le comporte-
ment élastique effectif des matériaux poreux contenant des nano-cavités sphériques
et sphéroidales. L’aspect nanométrique est pris en compte par l'intermédiaire du
modéle d’interface imparfaite cohérente. Différentes bornes et estimations sont pro-
posées pour les matériaux a cavités sphériques. Les modéles existants sont replacés
dans le cadre théorique de I'approche par motifs qui permet de les étendre aisément
a des microstructures plus complexes. En présence de nano-cavités sphéroidales,
seules des estimations du comportement macroscopique sont développées. Dans ce
cas, les modeles reposent sur des hypothéses simplificatrices qui sont validées par
la suite. Finalement, des exemples d’applications sont proposés afin d’illustrer les
possibilités offertes par une telle approche.

e Chapitre 5 - Influence des pressions internes et des tensions de surface.
Ce travail étant dédié a I’étude du comportement élastique effectif des matériaux na-
noporeux saturés, ce chapitre traite de la prise en compte de la pression exercée par
d’éventuels gaz contenus dans les cavités. L’influence des pressions sur la contrainte
macroscopique est pris en compte en introduisant des tenseurs de Biot usuellement
mis en ceuvre dans le cadre de I’étude du comportement mécanique des matériaux
poreux saturés. Leurs expressions sont néanmoins réétablies afin de tenir compte
de la taille nanométrique des cavités. La modélisation du comportement mécanique
des zones perturbées introduit une précontrainte supposée isotrope dans le cadre de
ce travail que 'on nomme aussi tension de surface. L’effet de cette précontrainte sur
la contrainte macroscopique est également pris en compte dans ce chapitre a travers
une démarche similaire a celle permettant de tenir compte des pressions internes.

e Chapitre 6 - Mise en ceuvre numérique de ’approche par motifs. Comme
précisé précédemment, les modéles développés au chapitre 4 pour prédire le com-
portement élastique effectif des matériaux contenant des nano-cavités sphéroidales
reposent sur des hypothéses simplificatrices afin d’obtenir des modéles analytiques
simples a mettre en ceuvre. Dans ce chapitre, une mise en ceuvre rigoureuse de
I’approche par motifs est réalisée de facon numérique. Les résultats obtenus sont
ensuite comparés a ceux issus du modéle analytique afin d’évaluer la pertinence des
simplifications réalisées.

> Un chapitre applicatif :

e Chapitre 7 - Application au dioxyde d’uranium irradié. Les résultats établis
précédemment sont appliqués dans ce chapitre afin de déterminer le comportement
élastique effectif du dioxyde d’uranium irradié. Deux modéles sont proposés. Ils sont
comparés a la partie poroélastique du modeéle de Vincent (2007) et Vincent et al.
(2009). Dans un premier temps, une bréve étude de sensibilité a la taille des cavités
est réalisée, puis dans un second temps, une application & un transitoire de type
RIA est présentée.

Ce document s’appuie également sur des annexes techniques qui regroupent des éléments
concernant les modéles micromécaniques utilisés dans le cadre de ce travail (annexes A et
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B), des compléments théoriques sur la géomeétrie différentielle des surfaces (annexe C) et la
théorie des coques (annexe D), ainsi que des développements techniques (annexe E).
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Chapitre 1

Contexte et problématique

Ce travail s’inscrit dans le cadre des études menées sur ’accident d’insertion
de réactivité dans les réacteurs nucléaires & eau pressurisée. L’objectif est
de développer un modeéle de loi de comportement élastique pour le dioxyde
d’uranium irradié qui soit capable de tenir compte de [’effet de surface présent a
I’échelle nanométrique. Ce chapitre est essentiellement consacré a la description
du contexte industriel, ainsi qu’a la présentation de la problématique et de
la démarche adoptée. Dans un premier temps, quelques données relatives au
fonctionnement des réacteurs a eau pressurisée et au combustible nucléaire sont
fournies. La microstructure du dioxyde d’uranium irradié est ensuite décrite
plus en détails. Une section est dédiée a la mise en évidence de l’effet de surface
dans ce matériau. Finalement, la démarche et les principales hypothéses de
modélisation mises en ceuvre dans le cadre de cette étude sont présentées.
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CONTEXTE ET PROBLEMATIQUE

1 Contexte de I’étude

La plupart des éléments présentés dans cette premiére section s’appuie sur les références
suivantes : (Bailly et al., 1996; Baron et Bouffioux, 2002; Baron, 2002; Marguet, 2011,
Vincent, 2007; Julien, 2008; Largenton, 2012).

1.1 Fonctionnement des réacteurs & eau pressurisée

La France dispose de 58 réacteurs nucléaires électrogénes en fonctionnement, répartis
sur 19 centrales exploitées par Electricité de France (EdF), d’une puissance allant de 900
a 1400 MWe. Ils fournissent prés de 80% de la production d’électricité francaise. Un ré-
acteur nucléaire est un systéme de production d’énergie s’appuyant sur les principes des
réactions nucléaires. L’essentiel des réacteurs de production d’électricité et particuliérement
les réacteurs francais, sont des réacteurs a neutrons thermiques! utilisant les réactions de
fissions nucléaires. Aprés la seconde guerre mondiale, plusieurs concepts de réacteurs a neu-
trons thermiques ont été développés. Ces différentes filiéres sont caractérisées principalement
par :

e un type de combustible qui peut étre de I'uranium naturel, de I'uranium enrichi ou un

mélange d’uranium appauvri et de plutonium (MOX, Mixed OXide fuel) ;

e un modérateur dont le role est de thermaliser ? les neutrons ;

e un caloporteur dont le role est d’évacuer la chaleur produite au sein du combustible.

La filiere des réacteurs a eau pressurisée (REP), développée au début des années 50,
est aujourd’hui la seule utilisée en France pour les réacteurs électrogenes. Elle utilise des
combustibles & I'uranium enrichi (UO3) et des combustibles MOX. L’eau légére joue a la
fois le role de modérateur et de caloporteur. Le fonctionnement des REP est représenté
schématiquement sur la FIGURE 1.1.

Le principe de fonctionnement d’un réacteur a eau pressurisée repose essentiellement
sur trois circuits : le circuit primaire (fermé) situé a l'intérieur de ’enceinte de confinement
du batiment réacteur, le circuit secondaire (fermé) et le circuit de refroidissement (ouvert).
L’eau du circuit primaire circule dans le coeur du réacteur, qui se situe dans la cuve. Les
éléments combustibles du cceur sont le siége des réactions de fission qui permettent la pro-
duction de chaleur. Au contact de ces éléments combustibles, ’eau du circuit primaire est
portée a une température d’environ 320 °C. Elle est maintenue a I’état liquide a une pression
de 155 bars par l'intermédiaire d’un pressuriseur. Dans les générateurs de vapeur (échan-
geurs thermiques), la chaleur contenue dans ’eau du circuit primaire est transmise a 1'eau
du circuit secondaire qui se vaporise. La vapeur permet d’entrainer une turbine. L’énergie
mécanique ainsi produite est ensuite transformée en énergie électrique par un alternateur.
A la sortie de la turbine, 'eau est refroidie, se condense grace au condenseur et est ren-
voyée vers les générateurs de vapeur. Le circuit de refroidissement permet d’alimenter le
condenseur et d’extraire la chaleur du circuit secondaire.

1. Neutrons lents dont I’énergie est inférieure a 0.025 eV (Baron, 2002).
2. Ralentir les neutrons rapides issus des fissions (dont I’énergie est de U'ordre de 2 MeV) pour les amener
dans le domaine d’énergie thermique.
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Centrale nucléaire
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FIGURE 1.1 — Représentation schématique du fonctionnement d’un réacteur nucléaire a eau
pressurisée (figure tirée de fr.wikipedia.org, d’aprés l'ceuvre originale de Steffen Kuntoff).

Le circuit primaire et I’enceinte de confinement assurent respectivement les roles de
deuxiéme et troisiéme barriéres de confinement des matiéres radioactives contenues dans le
coeur du réacteur. La premiéere barriére, la gaine des crayons combustibles, est présentée a
la section 1.2.

1.2 Le combustible nucléaire

Le cceur du réacteur est constitué d’assemblages combustibles (FIGURE 1.2). Un as-
semblage combustible se présente sous la forme d’un réseau carré 17x17 de 264 crayons
combustibles, de 24 tubes guides accueillant les barres de controle et d’un tube d’instru-
mentation central. LL’assemblage est maintenu par des embouts inférieur et supérieur en acier
inoxydable, deux grilles d’extrémité et 8 & 10 grilles intermédiaires. Le cocur d’un réacteur
900 MWe se compose d'un ensemble de 157 assemblages, soit plus de 40000 crayons.

Le crayon combustible (FIGURE 1.2) est composé d’une gaine en alliage de zirconium,
dont le diameétre externe est de 9.50 mm et ’épaisseur de 0.570 mm, fermée a chaque
extrémité par des bouchons soudés. Les pastilles de combustible sont empilées & l'intérieur
de la gaine (environ 265 pastilles) et maintenues en haut par un ressort en Inconel. L’espace
situé au niveau du ressort constitue un volume libre permettant ’expansion des gaz de
fission relachés hors du combustible. Il existe un jeu entre les pastilles et la gaine de 'ordre
de 200 micrométres qui va diminuer au cours de l'irradiation jusqu’a se fermer. Le crayon
a une hauteur d’environ 3.80 métres. Initialement, il est pressurisé entre 15 et 31 bars avec
de I'hélium, afin de limiter la différence de pression entre I'intérieur du crayon et ’extérieur
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& 155 bars.

« (Euvre non reproduite par respect du droit d’auteur »

FIGURE 1.2 — Assemblage et coupe d’un crayon combustible de réacteurs a eau pressurisée
(d’apres Bailly et al. (1996)).

1.2.1 La pastille

Le combustible des REP se présente sous la forme de pastilles cylindriques (FIGURE 1.3)
en dioxyde d’uranium enrichi (inférieur & 5 %) en noyaux fissiles (Ugss) ou d’oxyde mixte
d’uranium appauvri et de plutonium (combustibles MOX). Leur diamétre est de 8.2 mm et
leur hauteur de 13.5 mm. Elles sont le siége des réactions de fission et produisent la chaleur
qui permettra ensuite de produire de 1’électricité. La forme d’oxyde donne au combustible
une bonne résistance a la température et a l'irradiation. Cependant cette céramique poreuse
est un trés mauvais conducteur thermique et a un comportement mécanique fragile a basse
température.

Pour des températures élevées, comme celles rencontrées lors d’un accident d’insertion de

26



CONTEXTE DE L'ETUDE

réactivité, ’'UO5 a un comportement mécanique ductile. La zone de transition fragile-ductile
se situe au environ de 1400 °C (Canon et al., 1971).

« (Euvre non reproduite
par respect du droit
d’auteur »

FIGURE 1.3 — Coupe schématique d’une pastille de combustible (d’aprés Bailly et al. (1996)).

1.2.2 La gaine

La gaine est la premiére barriére de siireté contre le risque de dispersion de matieres
radioactives dans l’environnement. Elle participe également au maintien de la géométrie
du cceur. Elle doit assurer ces fonctions en toutes circonstances et ce, malgré les fortes
sollicitations auxquelles elle est soumise. Les matériaux de gainage utilisés en réacteur sont
des alliages & base de zirconium. Ce choix technologique s’est imposé au début des années 50
du fait que le zirconium posseéde des propriétés déterminantes pour la fonction de gainage :
treés faible absorption des neutrons thermiques, bonne résistance mécanique et trés bonne
résistance a la corrosion par l’eau a haute température.

1.3 Comportement du combustible en fonctionnement normal

En fonctionnement normal, les pastilles se fissurent dés la premiére montée en tempéra-
ture sous l'action du gradient thermique important (FIGURE 1.4(a)). En effet, la température
des pastilles avoisine 1200 °C au centre et 450 °C en périphérie. Elles se dilatent et prennent
également une forme de diabolo car la déformation d’origine thermique est plus importante
au centre de ces derniéres (FIGURE 1.4(b)).

Au cours de lirradiation, les pastilles se densifient dans un premier temps. En effet,
I’'UO, posséde initialement une porosité de fabrication et les plus petits pores disparaissent
progressivement via deux phénoménes (Bailly et al., 1996) :

e l'interaction entre les pointes de fission et les petits pores;

e la diffusion des lacunes qui atteignent les joints de grain, les gros pores ou les porosités

ouvertes.
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Il en résulte une diminution de la hauteur de la colonne fissile d’environ 0.25 % pour un
taux de combustion supérieur a environ 5-10 GWj/t. Ensuite, les pastilles gonflent suite a
I’apparition des produits de fission. En effet, les fissions libérent en moyenne deux noyaux
plus légers. Environ 30 % de ces produits de fission se trouvent sous forme gazeuse (xénon
et krypton) ou volatile (I et Cs). Les 70 % restant sont sous forme solide. La présence de
ces produits de fission, dont la densité est nettement plus faible que celle de ’'UQO,, provoque
une variation de volume macroscopique appelée gonflement (Bailly et al., 1996). Deux types
de gonflement sont observés :

e le gonflement solide dii aux produits de fission solides qui induit une variation de
volume proportionnelle & la densité de fission et peu dépendante de la température
(Bailly et al., 1996) ;

e le gonflement gazeux : les produits de fission gazeux forment des microbulles. Lorsque
la puissance est suffisamment élevée, ces derniéres se déplacent, par diffusion ther-
mique, vers les porosités existantes et les joints de grains ou elles coalescent. Dés que
les microbulles interagissent avec les porosités ouvertes, il y a relachement des produits
de fission gazeux vers les volumes libres du crayon. Lors d'une augmentation impor-
tante de la température du combustible, entre 1400 et 1800 °C, les gaz piégés et non
encore relachés créent des suppressions locales, accroissant ainsi la taille des porosités
et augmentant le volume du combustible (Bailly et al., 1996).

Progressivement le jeu entre la pastille et la gaine va diminuer sous ’action du gonflement
du combustible et du fluage sous irradiation de la gaine (sous I'action de la pression exté-
rieure du caloporteur). La fermeture du jeu et la forme de diabolo des pastilles entrainent
I'apparition de plis primaires (FIGURE 1.5). Lorsque le jeu est fermé et aprés quelques cycles
en réacteur, les pastilles imposent leurs déformations a la gaine.

« (Euvre non reproduite « (Buvre non reproduite
par respect du droit par respect du droit
d’auteur » d’auteur »

(a) (b)

FIGURE 1.4 — (a) Macrographie de pastille de combustible de réacteur & eau pressurisée
fissurée par gradient thermique et (b) schéma de la forme de diabolo vers laquelle tend une
pastille de combustible sous Ueffet des contraintes thermiques (d’aprés Bailly et al. (1996)).
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« (Euvre non reproduite par respect du droit d’auteur »

FIGURE 1.5 — Schéma retracant ’évolution du jeu entre pastilles et gaine au cours de son
utilisation nominale et lors d’un transitoire de puissance (d’apres Bailly et al. (1996)).

Les phonémes précédents sont modélisés dans le code FRAPCON (Geelhood et Lu-
scher, 2014) développé par la NRC (U.S. Nuclear Regulatory Commission) et utilisé par
I'IRSN pour déterminer la réponse thermomécanique des crayons combustibles des REP en
fonctionnement nominal. Ce code est notamment capable d’évaluer les températures, les
déformations, la pression interne, la quantité de gaz de fission relachée et 'oxydation de la
gaine des crayons combustibles.

1.4 L’accident d’insertion de réactivité

L’accident d’insertion de réactivité (RIA) est un accident de dimensionnement de caté-
gorie 4 pour les REP, dont la probabilité d’occurrence est inférieure & 1074 /an. Il correspond
a une évolution incontrolée de la réaction nucléaire. L’événement initiateur, qui conduit a
I’accident enveloppe pour ce type de transitoires, est la rupture mécanique d’un carter de
grappe de commande. A cause de la différence de pression entre le circuit primaire (155
bars) et I'enceinte de confinement (pression atmosphérique), la grappe est alors éjectée.

Les grappes de commande sont constituées de barres de controle. Ces éléments neutro-
phages servent a controéler la réaction nucléaire. La conséquence de I'éjection d'une grappe
est I'augmentation rapide (de 'ordre de 10 ms) de la réactivité. Cela conduit & une augmen-
tation locale et importante de la puissance dans le cceur. La température du combustible
augmente fortement (de 'ordre de 10* K/s) et une forte dilatation thermique des pastilles
est observée. Le jeu entre les pastilles et la gaine se ferme (si cela n’est pas déja le cas). Il en
résulte une interaction forte entre ces derniéres appelée PCMI (pellet-cladding mechanical
interaction, FIGURE 1.5 : transitoire de puissance) qui peut conduire a une rupture fragile
de la gaine. En effet, a ce stade du transitoire, la température de la gaine est encore rela-
tivement faible. Les fissures observées sont longues et orientées dans la direction axiale du
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crayon (FIGURE 1.6(a)). Ce mode de rupture, a faible température, est surtout observé sur
des combustibles a forts taux de combustion. En effet, au cours de l'irradiation, I’apparition
d’hydrures en périphérie extérieure de la gaine conduit & une diminution de la ductilité de
la gaine et facilite donc les ruptures fragiles.

Si la gaine ne rompt pas, sa température augmente a cause du flux thermique important
provenant de la colonne fissile. L’apparition d’un film de vapeur peut alors étre observée
au niveau de la paroi extérieure de la gaine. Le transfert thermique entre cette derniére et
le fluide caloporteur diminue et la température de la gaine continue d’augmenter. Elle se
déforme alors de facon plus importante. Si cette phase & haute température se prolonge, le
relachement de gaz de fission dans les volumes libres du crayon devient important. Ces gaz
exercent alors une forte pressions sur la paroi intérieure de la gaine du crayon. Un ballon-
nement de la gaine peut alors étre observé conduisant éventuellement & sa rupture. Ce type
de défaillance est qualifiée de post-DNB (Departure from Nucleate Boiling) car il intervient
aprés le départ de I’ébullition nucléée. Les fissures post-DNB sont axiales et de petites tailles
(FIGURE 1.6(b)). S’il n’y a pas de défaillance du gainage et que la température continue
d’augmenter, les pastilles peuvent alors entrer en fusion. Dans ces conditions, il est forte-
ment probable d’aboutir a une rupture de la gaine.

PCMI failure Burst failure

Cross-section

.;

Large

Small :
swelling el

Long axial crack Short axial crack

(@) (b)

FIGURE 1.6 — Principauz modes de rupture de la gaine en RIA : (a) Rupture PCMI, (b)
ballonnement (d’aprés Fuketa (2012)).

Le comportement thermomécanique d’un crayon combustible de REP lors d’un RIA est
modélisé par le code SCANAIR (Systéme de Codes pour I’ANalyse d’Accidents d’'Insertion
de Réactivité) développé a 'TRSN (Moal et al., 2014; Georgenthum et al., 2014). Ce code
a vocation a préciser les conditions de perte d’intégrité des gaines, établir et vérifier les
critéres de streté. Il permet également 'interprétation de résultats d’essais expérimentaux.
Il s’appuie sur :
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e un module de thermique qui calcule la conduction radiale dans le combustible et la
gaine, ainsi que les transferts de chaleur vers le fluide réfrigérant ;

e un module qui calcule le gonflement des bulles de gaz de fission, la rupture des joints
de grains & l'intérieur du combustible et I’écoulement des gaz vers les volumes libres ;

e un module de mécanique qui calcule les différents types de déformations du combus-
tible (thermique, élastique, plastique, relative aux fissures ou au gonflement da aux gaz
de fission) conduisant a la déformation voire la rupture de la gaine en tenant compte
de I’état de corrosion de celle-ci.

2 Le dioxyde d’uranium irradié

2.1 Microstructure

Il a été mentionné précédemment qu’au cours de l'irradiation, des cavités saturées par
des gaz de fission (essentiellement xénon et krypton), appelées bulles, apparaissent dans le
combustible. On distingue deux populations de bulles : les intragranulaires et les intergra-
nulaires (FIGURE 1.7 et FIGURE 1.8).

Bulle intragranulaire
Bulle intergranulaire

« (Euvre non reproduite
par respect du droit

d’auteur » ) ~;°".;: N
ENE R
(o) N . Y S (b)

FIGURE 1.7 — Bulles intragranulaires : (a) UOy irradié ¢ 38.8 GW j/t aprés rampe a 1200
°C Yagnik et al. (2004), (b) UO, irradié a 28 GW j/t porté a 2000 K pendant 3 h environ
(Dubourg et al., 2005).

Les bulles intragranulaires sont situées a 'intérieur des grains. Elles sont de forme plutot
sphérique et de taille nanométrique. Elles apparaissent selon des lignes droites car leur
nucléation se produit dans le sillage des fragments de fission (Losonen, 2000; Turnbull,
1971; Cornell et al., 1969; Cornell, 1971; Baker, 1977a,b). Néanmoins, Kashibe et al. (1993)
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FIGURE 1.8 — Bulles intergranulaires : UQOy irradié a 25 GW j/t porté a 1700 °C pendant
300 min environ (Zacharie et al., 1998).

montrent que pour de 'UQ, irradié & 23 GWj/t, les bulles intragranulaires sont réparties de
facon homogene. Leur diameétre est compris entre 1 et 10 nm et leur densité est de 'ordre
de 102 m—3 (Losonen, 2000; Turnbull, 1971; Cornell et al., 1969; Kashibe et al., 1993; Ray
et al., 1991) pour une distribution de taille plutdt étroite (Losonen, 2000; Cornell et al.,
1969; Cornell, 1971; Kashibe et al., 1993; Ray et al., 1991).

La densité et la taille des bulles sont presque indépendantes du taux de combustion
(Losonen, 2000). Cependant, la taille augmente et la concentration diminue lorsque :

e la température augmente ;

e le taux de fission diminue;

e le taux de combustion augmente.

Baker (1977a) a mesur¢ les densités et les tailles moyennes des bulles intragranulaires
en fonction de la température pour de I’'UQO, irradié. Les résultats sont représentés sur la
FIGURE 1.9.

Pour des taux de combustion et/ou des températures élevés, une seconde population de
bulles intragranulaires apparait. Elles ont un diamétre plus important, 10-20 nm (Kashibe
et al., 1993) (5 — 30 nm (Ray et al., 1991)), une concentration plus faible, 10> m™ et sont
souvent situées pres des dislocations (Losonen, 2000; Baker, 1977a; Ray et al., 1991; Matzke
et al., 1989).

Kashibe et al. (1993) ont mis en évidence des bulles intragranulaires d’un diamétre moyen
de 2.2 nm dont la densité est de 9.10%* m™2 pour de I'UO, irradié a 23 GWj/t. Ils ont éga-
lement montré que, pour de 'UOs irradié a 44 et 83 GWj/t, des bulles de taille comprise
entre 10 et 20 nm apparaissent en plus de celle de 2 nm. Pour de 'UQO, irradié a 44 GWj/t,
le diamétre moyen des bulles est de 3.9 nm et leur concentration est de 7.10% m~3 et pour
de 'UO; irradié¢ a 83 GWj/t, le diamétre moyen est de 4.7 nm et la concentration est de
4.10%% m~3. La concentration des bulles de taille comprise entre 10 et 20 nm augmente avec
le taux de combustion. La distribution est monomodale, pour I'UO; irradié a 23 GWj/t, et
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FIGURE 1.9 — Ewvolution de la densité et de la taille moyenne des bulles intragranulaires
en fonction de la température pour de I’UQOy irradié, d’aprés les mesures de Baker (1977a)
(d’aprés Losonen (2000)).

devient ensuite bimodale a des taux de combustion plus élevés (83 GWj/t) (Kashibe et al.,
1993).

Il est & noter que certains codes de calculs, tel le code MFPR (Veshchunov et al., 2006)
développé par 'IRSN, permettent de calculer I’évolution de la taille des bulles intragranu-
laires dans le combustible lors de son séjour en réacteur ainsi que leur concentration.

D’aprés Kashibe et Une (1991), pour de 'UO; a 28 GWj/t, les bulles intergranulaires,
situées aux joints de grains, sont aplaties, ont une longueur moyenne de 229 nm et couvrent
environ 10.1 % de la surface des joints de grain.

2.2 Comportement élastique de ’UQO, : lois empiriques et modéles

Dans cette section sont présentés, de facon non-exhaustive, quelques lois et modéles per-
mettant de déterminer le comportement élastique du dioxyde d’uranium. Dans un premier
temps, des lois empiriques sont présentées et comparées. Dans un second temps, le modéle
proposé par Vincent (2007) et Vincent et al. (2009) pour les matériaux poreux saturés a deux
populations de cavités est décrit. Le modéle permettant de décrire ’équilibre mécanique des
interfaces entre les bulles et la matrice d’UQO, est également présenté.
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2.2.1 Quelques lois empiriques

Dans la suite, les modules de Young et de cisaillement de 'UO5 sont notés respectivement
E et p (exprimés en GPa). La porosité globale est notée f. Les modules de Young et de
cisaillement de la matrice d’UO, sans porosité (f = 0) sont notés E,, et pu,, (exprimés en
GPa).
Lassmann et Moreno (1977) proposent la loi empirique suivante (par comparaison a des
essais expérimentaux) pour les propriétés élastiques de 'UO, vierge (d’aprés Moal (2014)) :
(1—2.6f)(224.3 — 31.19 x 1073T")

E=(1-26f)(224.3 3119 x 107°T), pu= 21 1 0325 ) (1.1)

ou la températures T est exprimée en °C.

Martin (1989) propose la loi empirique suivante (par comparaison a des essais expéri-
mentaux) pour les propriétés élastiques de 'UO; vierge :

E=223(1-25f)(1—-1.32107*T), pu=284(1—2.25f)(1 —1.32107*T) (1.2)
pour des températures 7" en °C (T < 1500 °C) et des porosités de fabrication f comprises

entre 0 et 30 %.

A partir de résultats d’essais de type micro-acoustique et de modélisations microméca-
niques, Gatt et al. (2005) ont proposé la loi semi-empirique suivante :

E=FEn(1—262f), p=pn(l—248f) (1.3)

avec

E,, = 2.2693 x 10?2 — 1.5399 x 10727 — 9.597 x 107672,
i = 85.83 — 5.157 x 1073T — 3.747 x 10772

pour des porosités f comprises entre 0 et 20 %. La température T est exprimée en Kelvin (K).

(1.4)

La FIGURE 1.10 présente les évolutions des modules de Young et de cisaillement de 'UO,
en fonction de la porosité f d’aprés les lois empiriques de Martin (1989), Gatt et al. (2005)
et de Lassmann et Moreno (1977) a une température de 1000 °C. Les résultats issus de ces
trois lois sont en tres bon accord.

2.2.2 Modéles de loi de comportement pour 'UQO,

Modéle de Vincent (2007) et Vincent et al. (2009) :

Vincent (2009) et Vincent et al. (2009) ont proposé¢ un modéle capable de prédire le com-
portement macroscopique de matériaux poreux a deux populations de cavités saturées, tel
que 'UQOy irradié. La premiére population est composée de cavités sphériques (cavités intra-
granulaires) et la seconde est composée de cavités ellipsoidales aplaties (oblates, ellipsoides
de révolutions autour de leur petit axe) orientées aléatoirement (cavités intergranulaires).
Les cavités ellipsoidales sont supposées étre de grandes tailles devant les cavités sphériques.
Ainsi, une hypothése de séparation d’échelles entre les deux populations de cavités peut étre
faite et les propriétés élastiques macroscopiques de notre matériau peuvent étre obtenues
par deux changements d’échelles successifs :
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FIGURE 1.10 — Evolutions des modules de Young (a gauche) et de cisaillement (¢ droite) de
I’UOy en fonction de la porosité f pour une température fixée 1000 °C. En rouge : loi de
Martin (1989), en bleu : loi de Gatt et al. (2005), en gris : loi de Lassmann (Lassmann et
Moreno, 1977).

e les propriétés effectives d’un milieu constitué d’'une matrice et de cavités sphériques
sont d’abord déterminées (premier changement d’échelle) ;

e les propriétés effectives d’un milieu constitué d’une matrice et de cavités ellipsoidales
aplaties sont ensuite déterminées. Lors de ce second changement d’échelle, les proprié-
tés de la matrice correspondent aux propriétés effectives identifiées lors du premier
changement d’échelle.

Ce double changement d’échelles est illustré schématiquement sur la FIGURE 1.11.

Les notations de Vincent (2007) sont reprises. Le module de compressibilité de la matrice
d’UO; dense (sans porosité) est noté k,,. La fraction volumique des cavités sphériques est
notée f, et celle des cavités ellipsoidales aplaties est notée f.. Les cavités sphériques et
ellipsoidales aplaties sont respectivement saturées aux pressions p; et p. uniformes. Parmi
les modéles de Vincent (2007), celui correspondant au comportement élastique d’un tel
matériau biporeux saturé s’écrit :

Y= Cgom E— bgpe’i + (bz — 1)b1pb’t (15)

ou X et E représentent respectivement la contrainte macroscopique et la déformation ma-
croscopique. Le tenseur de rigidité effectif Cio™ (isotrope) peut étre décomposé en partie
sphérique et en partie déviatorique :

Cyo™ = 3k + 2ub"K. (1.6)
Les modules de compressibilité k2™ et de cisaillement p5°™ sont données a I’annexe A.

Les coefficients b; et by relatifs aux tenseurs de Biot et les coefficients ko™ et phom relatifs

au premier changement d’échelles s’expriment de la facon suivante :

hom
_ Rk
hom

kl

hom
kl
k 9
m

.blzl— b2:1

35



CONTEXTE ET PROBLEMATIQUE
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FIGURE 1.11 — Démarche multi-échelles suivie dans le cadre des travaux de Vincent (2007).

° k{lom — 4(1 — fbr)k'mﬂ/m hom __ (1 - fbr)/vbm(gkm + 8/-Lm)

3fbrk5m + 4Mm ’ ! N (9 + 6fbr)km + 4(2 + 3fbr)ﬂm)

Dans le cadre de ce modéle, la porosité f,. désigne la porosité (relative) des cavités
sphériques & la premiére échelle. La porosité absolue des cavités sphériques f, (égale au
volume occupé par les cavités sphériques sur le volume total du matériau) et la porosité
relative sont reliées de la fagon suivante :

A
for = T2 (L.7)

Equilibre mécanique des interfaces entre les cavités et la matrice d’UQO, :
L’équilibre mécanique des interfaces entre les cavités et la matrice d’'UQOs est généralement
décrit par I’équation de Laplace (Moal, 2014). Dans le cas de cavités sphériques, la condition
d’équilibre & l'interface s’écrit : )
~

= Dp — — 1.8
b Pb ™ ( )

ol 7 est la tension de surface (en J/m? ou N/m), r, le rayon de la cavité sphérique et py la
pression dans la cavité. Le scalaire p,, désigne la pression dans la matrice a l'interface. Cela
se traduit par la condition aux limites suivante :

o(xz) n(x) = —pn(x) =—(pp — —)n(x), Veel (1.9)

36



OBJECTIF, DEMARCHE ET MODELISATION

avec o le tenseur des contraintes dans la matrice, I" Uinterface cavité /matrice et n la normale
unitaire a I au point @ considéré et orientée vers l'extérieur de la matrice (vers la cavité).
Tenir compte de la tension de surface revient alors a soustraire 2v/r, a la pression dans les
caviteés.

Pour les interfaces entre les cavités lenticulaires et la matrice d’UQOs, la pression p,, dans
la matrice a 'interface est égale a :

27y sinf
b

ou l'angle 0 est fixé a 50° (Moal, 2014). Le scalaire b désigne le rayon de la lentille et p, la
pression dans la cavité lenticulaire.

Pm = Pe (110)

2.3 Effet de surface a I’échelle nanométrique

Les travaux, menés au SEMIA de 'IRSN en partenariat avec le CINaM (Centre Inter-
disciplinaire de Nanoscience de Marseille) et AREVA dans le cadre de la thése de Colbert
(2012), ont montré 'existence d'un effet de surface a 'échelle des bulles intragranulaires
qui impacte de facon significative les propriétés élastiques de 'UQOs. A partir de simulations
numeériques réalisées a I’échelle atomique (sur des cellules semblables a celles présentées sur
la FIGURE 1.12), Jelea et al. (2011) et Colbert (2012) ont étudié I'influence du nombre de
cavités de taille nanométrique (de 0 a 8 cavités) dans une cellule d’'UOq sur le module de
compressibilité effectif lorsque la porosité est constante. Ainsi, lorsque le nombre de cavités
augmente, leur taille diminue et le nombre d’atomes & proximité des interfaces matrice /cavité
augmente également. D’apreés la FIGURE 1.13, le module de compressibilité effectif de la cel-
lule dépend significativement du nombre d’atomes en surface et par conséquent de la taille
des cavités. Lorsque le nombre d’atomes augmente, le module de compressibilité augmente
également.

Colbert (2012) souligne que la porosité n’est pas un parameétre morphologique suffisant
pour les modéles permettant de déterminer les propriétés effectives de ’'UQO, irradié. Ceux-ci
doivent étre enrichis par des parameétres permettant de tenir compte de 'effet de surface
(« la modélisation de la porosité ne doit pas se limiter a la prise en compte du seul volume
vide créé par la cavité, mais doit également inclure Ueffet de surface. », Colbert (2012)).

3 Objectif, démarche et modélisation

3.1 Objectifs de la thése

Comme cela a été présenté a la section 2.3, les travaux de Colbert (2012) mettent en
évidence un effet de surface a ’échelle des cavités intragranulaires dans ’'UQO,. L'impact de
cet effet de surface sur les propriétés élastiques effectives semble non-négligeable. L’objec-
tif principal de ce travail est donc de développer une loi de comportement évolutive pour
I’UQ, irradié capable de tenir compte de la microstructure hétérogéne présentée a la section
2.1, ainsi que l'effet de surface présent a 1’échelle des bulles nanométriques. Cette loi doit
étre analytique et simple & mettre en ccuvre dans les codes de modélisation du comporte-
ment thermomécanique du combustible tel que SCANAIR, en particulier pour préserver une
certaine rapidité de calcul.

37



CONTEXTE ET PROBLEMATIQUE
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FIGURE 1.12 — Exemple de cellules utilisées par Colbert (2012) pour déterminer les propriétés
élastiques de 'UQ, - tailles des cavités : 4, 6 et 8 A (d’apres Colbert (2012)).
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FIGURE 1.13 — Impact du nombre de cavités dans une cellule de porosité constante (f=0,08)
sur le module de compressibilité effectif (d’aprés Colbert (2012))

D’une fagon générale, le comportement mécanique de I’'UQy irradié en situation de RIA
est poroélastoplastique endommageable. Néanmoins le travail suivant se limite & I’étude de
la poroélasticité :

e avant d’envisager une étude du comportement non linéaire du matériau, il est apparu
judicieux de commencer par la prise en compte des effets de surface sur le comporte-
ment élastique global ;

e pour I'heure, la mise en évidence (numérique et expérimentale) des effets de surface a
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I'échelle nanomeétrique est essentiellement axée sur le comportement élastique (Miller
et Shenoy, 2000; Cuenot et al., 2004; Diao et al., 2004; Yvonnet et al., 2011).

3.2 Démarche et principales hypothéses de modélisation

La démarche mise en ceuvre pour développer un modéle capable de prédire le compor-
tement élastique macroscopique de I’'UQ, irradié est fondée sur une modélisation multi-
échelles, similaire a celle de Vincent (2007) et Vincent et al. (2009), ainsi que sur des tech-
niques d’homogénéisation en élasticité linéaire (chapitre 2). Elle est représentée schémati-
quement sur la FIGURE 1.14.

_—
. homogénéisation
=
Matériau réel Milieu modéle Milieu homogéne équivalent

FIGURE 1.14 — Représentation schématique de la démarche adoptée pour établir le modeéle
capable de prédire le comportement mécanique macroscopique de I’UQg irradié.

Modélisation

La premiére étape consiste a préciser les hypothéses de modélisation utilisées et a définir
un milieu modéle pour décrire le matériau réel. Il a été montré a la section 2.1 que 'UOq
irradié est un matériau contenant deux populations de cavités saturées par des gaz de
fission. La premiére population est formée de cavités intragranulaires plutot sphériques,
réparties de facon homogéne et dont la taille est de l'ordre de quelques nanomeétres. La
seconde est constituée de cavités intergranulaires de forme lenticulaire dont la taille varie de
quelques dizaines a quelques centaines de nanomeétres. Comme dans les travaux de Vincent
(2007), 'UOg irradié est représenté par un milieu composé d’une matrice, indicée m, dont le
comportement est élastique linéaire isotrope (caractérisé par un module de compressibilité
k., et un module de cisaillement p,,) et dans laquelle sont insérées :

e des cavités sphériques de méme taille représentant les cavités intragranulaires ;

e des cavités ellipsoidales aplaties (oblates) de méme taille, méme forme, orientées

aléatoirement représentant les cavités intergranulaires.

Le rayon des cavités sphériques est noté r,. Les cavités sphéroidales sont caractérisées
par les longueurs a et b des demi-axes (a est la longueur du demi-axe porté par l'axe de
révolution). Le rapport de forme w de lellipsoide de révolution est défini par a/b (w < 1
cavité aplatie ou oblate, w > 1 cavité allongée ou prolate, w = 1 cavité sphérique). La dis-
tribution des centres des cavités est supposée homogéne et isotrope. Les cavités sphériques
sont pressurisées a la pression pj, et les cavités sphéroidales a la pressions p..
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La modélisation doit encore étre enrichie par un modéle permettant de décrire, du point
de vue de la mécanique des milieux continus, l'effet de surface présent a 1’échelle nanomé-
trique. Cela sera 'objet du chapitre 3.

Il est d’ores et déja remarquable que 'hypothése d’orientation aléatoire des cavités in-
tergranulaires peut étre forte pour le cas du matériau réel.

Homogénéisation

Une fois le milieu modéle décrit, son comportement mécanique macroscopique doit étre
déterminé. Pour cela, le comportement élastique du milieu homogéne équivalent & ce milieu
hétérogene, c’est-a-dire le milieu homogéne qui, lorsqu’il est soumis aux mémes sollicita-
tions, a la méme réponse élastique macroscopique que le matériau hétérogéne, doit étre
déterminé. Les outils mis en ceuvre sont des techniques d’homogénéisation en élasticité li-
néaire et plus particuliérement I’approche par motifs morphologiques représentatifs de Stolz
et Zaoui (1991) (cf. chapitre 2, section 3) qui a 'avantage de permettre la prise en compte
de 'arrangement local des phases.

Cette étude poursuit les travaux de Vincent (2007) et Vincent et al. (2009) :

e en tenant compte de l'effet de surface présent & 1’échelle des cavités nanométriques ;

e en ne faisant pas d’hypotheése spécifique de séparation des échelles : le comportement
élastique du milieu homogéne équivalent est identifié par I'intermédiaire d’'un unique
changement d’échelle.

4 Bilan du chapitre

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la modélisation avancée du comportement du di-
oxyde d’uranium irradié lors d’un accident d’insertion de réactivité dans les réacteurs a eau
pressurisée. Ce matériau hétérogéne contient en premiére approximation deux populations
de cavités saturées par des gaz de fission : i. des cavités intragranulaires plutét sphériques
et de taille nanométrique, ii. des cavités intergranulaires de forme lenticulaire dont la taille
varie de quelques dizaines a plusieurs centaines de nanométres. De plus, Jelea et al. (2011)
et Colbert (2012) ont montré, a partir de simulations numériques a 1’échelle atomique, qu’il
existe un effet de surface a I’échelle des cavités nanométriques dans ’UQO,. L’objectif de ce
travail est donc de développer une loi de comportement évolutive pour 'UQO, irradié ca-
pable de tenir compte de cette microstructure hétérogene et de cet effet de surface présent a
I’échelle nanométrique. Le présent travail se concentre sur le comportement en poroélasticité
linéaire. La démarche de cette étude peut étre décomposée en deux étapes principales. La
premiére consiste & décrire un milieu modeéle pour ’'UQO, irradié. La modélisation utilisée a
été en partie présentée. Un modéle mécanique permettant de décrire I'effet de surface doit
encore étre introduit. Cela fait ’'objet du chapitre 3. La seconde étape consiste a déterminer
le milieu homogéne équivalent & notre milieu modéle hétérogéne. Pour cela, des techniques
d’homogénéisation en élasticité linéaire sont mises en ceuvre. Elles sont présentées au cha-
pitre 2.
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Chapitre 2

Techniques d’homogénéisation en
¢élasticité linéaire

D ans ce chapitre, les méthodes de changement d’échelles permettant de déter-
miner le comportement élastique macroscopique des matériaux hétérogénes
sont présentées. Premiérement, la méthodologie est briévement décrite. L’ap-
proche classique et les principaux modéles micromécaniques qui en découlent,
notamment les estimations de Hashin et Shtrikman (1963) et de Ponte Cas-
taneda et Willis (1995), sont ensuite présentés. Finalement, 'approche par
motifs morphologiques représentatifs est présentée plus en détails. Cette ap-
proche, qui permet de prendre en compte 'arrangement local des phases, est
mise en ceuvre au chapitre 4 afin de déterminer le comportement élastique
macroscopique de matériaux nanoporeux.
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TECHNIQUES D’HOMOGENEISATION EN ELASTICITE LINEAIRE

1 Meéthodologie

Les ¢éléments présentés dans ce chapitre s’appuient essentiellement sur les références sui-
vantes : (Zaoui, 1994, 2001; Bornert, 1996b, 2001; Francois et al., 2012). Le lecteur désireux
de plus de détails sur les notions et les approches présentées ci-aprés, peut s’y référer.

Historiquement, le comportement mécanique des matériaux était essentiellement identi-
fié a partir d’approches phénoménologiques, c’est-a-dire empiriques (essais mécaniques dans
des conditions physiques et pour des sollicitations particuliéres). Les lois de comportement
identifiées a partir de telles approches perdent leur validité en cas d’évolution de la micro-
structure ou lorsque ’on sort du domaine pour lequel elles ont été identifiées. Les matériaux
utilisés dans le domaine du nucléaire, en particulier le dioxyde d’uranium irradié (cf. section
2.1 du chapitre 1), peuvent subir de nombreuses transformations microstructurales dues a la
présence d'un flux neutronique intense, aux réactions physico-chimiques et nucléaires com-
plexes et aux sollicitions thermomécaniques sévéres auxquelles ils sont soumis. De plus, la
réalisation d’essais mécaniques en conditions de fonctionnement normales ou accidentelles
sur un matériau tel que ’'UQO,, est difficile, rendant ainsi les approches phénoménologiques
limitées.

Les approches micromécaniques sont une alternative intéressante aux approches phéno-
ménologiques car elles permettent de tenir compte de l'influence des hétérogénéités de la
microstructure sur le comportement mécanique macroscopique du matériau. Ces approches,
au caractére plus prédictif que les approches phénoménologiques, sont donc particuliérement
adaptées pour établir des lois de comportement pour les matériaux dont la microstructure
évolue au cours de leur utilisation. L’objectif de ces approches est de remplacer le maté-
riau hétérogéne par un milieu homogéne équivalent (appelé également milieu effectif) qui,
lorsqu’il est soumis aux mémes sollicitations, a la méme réponse globale que le matériau
hétérogéne. Les propriétés de ce milieu homogéne sont alors recherchées en fonction des pa-
rameétres caractéristiques de la microstructure hétérogéne. La méthodologie des approches
micromécaniques se décompose en trois étapes, la représentation, la localisation et 1’homo-
généisation, qui sont présentées ci-apres.

Représentation :

Il s’agit ici de décrire le volume élémentaire représentatif (VER) de notre matériau hété-
rogene en choisissant une échelle de description pertinente & la vue des propriétés que 1’on
souhaite analyser. Cela présuppose qu'il existe une séparation des échelles de départ (échelle
locale) et d’arrivée (échelle macroscopique). Les différentes phases présentes a ’échelle de
départ doivent étre identifiées et les paramétres morphologiques pertinents pour notre étude
(fraction volumique, distribution spatiale, tailles des hétérogénéités, arrangement local des
phases,...) doivent étre précisés.

Dans le cas de 'UQ,, cette étape a été en partie réalisée a la section 3.2 du chapitre 1.
Les hétérogénéités pertinentes retenues a 1’échelle locale sont les cavités intragranulaires et
intergranulaires dont les porosités, les formes, les tailles et la répartition spatiale dans la
matrice d’UQO4 sont supposées connues.

Localisation :
Cette étape vise a identifier les champs locaux (& ’échelle de I'hétérogénéité) sur le VER
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lorsqu’il est soumis & un chargement macroscopique. Il faut tout d’abord préciser les condi-
tions aux limites & appliquer sur le VER, noté ). Le contour de §2 est noté 02 et sa normale
sortante est notée m. Ce sont généralement des conditions de déformations homogeénes ou
de contraintes homogénes sur le contour.

Les conditions de déformations homogénes sont de la forme u = € - z, V& € 91, o la
déformation € est homogéne. La déformation macroscopique s’exprime comme il suit :

1
E = (¢), = —/edV:eo, (2.1)
€2 Jq
et la contrainte macroscopique est alors définie de la maniére suivante :
1
Y=(o),= —/ odV (2.2)
€2 Ja

De maniére duale, les conditions de contraintes homogénes sont de la forme t = o -

n, Va € 09, ot la contrainte o” est homogéne. La contrainte macroscopique s’exprime de
la facon suivante :

1
Y=(o),= —/ odV =a°, (2.3)
€2 Jq
et la déformation macroscopique est définie comme :
1
E = (¢), = —/ edV (2.4)
€2 Ja

Dans le cadre de I’étude des matériaux poreux, les champs locaux sont prolongés dans les
cavités. Par exemple, dans le cas d'un matériau poreux non saturé, le champ de contrainte
est prolongé par un champ de tenseur nul dans les cavités. Pour ces matériaux, les moyennes
des déformations et des contraintes peuvent étre calculées en se ramenant aux intégrales de
contour suivantes (les efforts et les moments volumiques sont négligés) :

1 1
(€)g=—=[ z(u®@n+nx®u)dsS (2.5)
192 Joq 2

1
<U>Q:@/fm (0-n)®@xdS (2.6)

ou le champ de vecteurs u est le champ de déplacement et @ le vecteur position.

Les conditions aux limites étant choisies, il faut maintenant résoudre les équations d’équi-
libres mécaniques et déterminer les champs locaux sur €. Les problémes traités ici sont
linéaires. Il est alors possible d’établir des relations linéaires entre le chargement imposé
et les champs élastiques solutions du probléme. Lorsque des conditions de déformations
homogénes sont appliquées, le tenseur de localisation A relie la déformation locale € a la
déformation macroscopique E :

Ve e, e(x)=A(x): E (2.7)

Lorsque des conditions de contraintes homogeénes sont appliquées, le tenseur de concen-
tration B relie la contrainte locale o a la déformation macroscopique X :

Ve eQ, o(z)=B): % (2.8)

Par la suite, les dépendances des grandeurs au vecteur position @ sont généralement
omises pour plus de lisibilité.
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Homogénéisation :

L’étape d’homogénéisation a pour objectif de relier la contrainte macroscopique X a la
déformation macroscopique E par 'intermédiaire du tenseur de rigidité effectif C (en condi-
tions de déformations homogenes) ou du tenseur de souplesse effectif S (en conditions de
contraintes homogénes) :

>=C:E ou E=S:X (2.9)

Lorsque des conditions de déformations homogénes au bord sont considérées, il vient
que :
Y=(0)a=(C:€q=(C:A), E (2.10)

ou C est le tenseur de rigidité local (dépendant du point & € ). Le tenseur de rigidité
effectif s’exprime alors de la maniére suivante :

C=(C: A (2.11)

De la méme maniére, en conditions de contraintes homogénes au bord, il est possible de
montrer que :

S=(S:B), (2.12)

avec S le tenseur de souplesse local (S = C™1).

Lorsque les conditions de contraintes et de déformations homogénes au bord sont équi-
valentes, il vient que C = S™!. Cette condition peut étre considérée comme vraie lorsque la
dimension du VER est grande devant la dimension caractéristique des hétérogénéités.

Les expressions (2.11) et (2.12) des tenseurs de rigidité et de souplesse effectifs sont
exactes sous réserve de pouvoir résoudre avec exactitude le probléme de localisation. Il est
cependant trés rare de pouvoir résoudre précisément ce probléme car la connaissance de
la microstructure est en général incompléte (description uniquement statistique). L’objectif
est donc de déterminer des champs locaux, dits admissibles pour le probléme de localisa-
tion, c’est-a-dire de trouver des champs qui fournissent une solution approchée du probléme
de localisation. Ils doivent vérifier les équations d’équilibre, les relations cinématiques, les
conditions aux limites et tenir compte, au mieux, des informations morphologiques dispo-
nibles. Dans la suite, deux approches sont discernées : 'approche classique qui s’appuie sur
des champs admissibles uniformes par morceaux et I’approche par motifs morphologiques
représentatifs (MMR) qui s’appuie sur des champs admissibles non uniformes. Cette der-
niére approche conduit souvent & des modéles plus précis que ’approche classique. En effet,
des champs non uniformes permettent d’approcher avec plus de précision les champs réels
que des champs uniformes par morceaux.

2 Approche classique
Comme cela a été mentionné précédemment, I’approche classique repose sur la construc-
tion de champs admissibles uniformes par morceaux. Pour la plupart des modéles qui dé-

rivent de cette approche, les champs admissibles sont construits a partir de la solution du
probléme d’Eshelby rappelée briévement ci-apres.
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2.1 Probléme d’Eshelby

Dans la suite, le probléme d’une inclusion ellipsoidale noyée dans un milieu infini soumis
a I'infini & une déformation € est considéré. L’interface entre l'inclusion et le milieu infini
est supposée parfaite (continuité du vecteur contrainte et du déplacement). Le milieu infini
est défini sur le domaine wy et son tenseur de rigidité est noté Cy. De méme, le domaine
occupé par l'inclusion est noté w; et son tenseur de rigidité, C,. Ce probléme est nommé par
la suite probléme d’inclusion d’Eshelby!. Il est décrit par les équations suivantes :

1
dive =0, €= 5 (grad’u, —|—Tgradu) dans wy U w;,

o=Cy:€e dans wy, o =0C,;:€e dans w;, (2.13)

u=¢€ -z lorsque ||z|| -

ou ||x|| désigne la norme euclidienne de .

Ce probléme conduit & une déformation homogeéne dans l'inclusion (Eshelby, 1957) qui
s’exprime de la facon suivante :

e=V:e dans w; (2.14)

ol
V=(C"+Cy)t:(C"+Cy) (2.15)

Le tenseur C*, appelé tenseur d’influence de Hill, s’exprime de la fagon suivante :
C*=P'-Cy (2.16)
ou P est le tenseur de Hill, qui s’exprime de la fagon suivante :
P=S":C;* (2.17)

Le tenseur S¥ est le tenseur d’Eshelby. 11 dépend uniquement de la forme de I'inclusion
et du tenseur Cy. Son expression pour une inclusion de forme sphéroidale (ellipsoide de
révolution) est donnée a ’annexe B.

Le tenseur de polarisation sur 'inclusion 7 est défini de la fagon suivante :

T =(C;, —Cy) : € dans w; (2.18)

De par la linéarité du probléme, il est possible de relier la polarisation sur 'inclusion au
chargement €® par I'intermédiaire d’un tenseur d’ordre quatre noté T :

7=T:¢ (2.19)
D’aprés les équations (2.14), (2.15) et (2.18), il vient que :

T = (C; — Cp) : (C* 4+ C;)™ ' : (C* + Cy) (2.20)

1. Habituellement, il est rigoureusement qualifié de probléme d’Eshelby inhomogéne avec chargement a
I'infini et sans déformation libre dans l'inclusion.
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Dans le cas particulier ot I'inclusion est sphérique et que le milieu infini est isotrope, il vient
que :
B 1 I 3 Ko+ 2p0
N 3]{30 + 4,&0 5[!4) 3k0 + 4[110
ou kg et po sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement du milieu
infini. De plus, si l'inclusion a un comportement isotrope, cela conduit aux expressions
suivantes des tenseurs V et T :

3ko + 4 Spo(3ko + 4
IR NOJH_ to(3ko fo)

(2.21)

= 2.22
3ki +4po  3ko(2s + 3p0) + 4po(3pes + 2p00) (222)
et
T 3(ki — ko) (3ko + 4pt0) 10410 (3ko + 4pt0) (i — o) K (2.23)
3k; + 4o 3ko(2p; + o) + 4po (3 + 2p0)

ou k; et u; sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement de I'inclu-
sion.

De nombreux modéles d’homogénéisation s’appuient sur la solution de ce probléme pour
approcher les champs locaux réels. Dans la suite, les modéles particuliers de Hashin et
Shtrikman (1963) et I'estimation de Ponte Castaneda et Willis (1995) sont décrits.

2.2 Estimations de Hashin et Shtrikman

Les modéles de Hashin et Shtrikman (1963) s’appuient sur des champs admissibles uni-
formes par phases. Ils tiennent compte des fluctuations interphases des champs locaux et
négligent les fluctuations intraphases. En effet, dans le cadre de ces modéles, I'inclusion
d’Eshelby ne fait pas référence a une inclusion réelle. C’est une inclusion fictive dont 1’état
mécanique est représentatif de I’état mécanique global de la phase considérée. La forme et
I'orientation de l'inclusion font alors référence a la distribution spatiale de la phase. Ce sont
des modeéles qui tiennent compte des informations statistiques d’ordre un et deux sur la
microstructure, ¢’est-a-dire des fractions volumiques des différentes phases et de la distribu-
tion spatiale de ces phases. Le tenseur de rigidité du milieu infini Cy du probléme d’Eshelby,
appelé également milieu de référence, peut étre a prior: quelconque.

Le matériau hétérogéne considéré contient n phases, indicées r (r € [1,n]), de fractions
volumiques respectives ¢, et de tenseur de rigidité C,. La distribution spatiale des phases
est supposée ellipsoidale. Les fonctions de covariances C,,, qui s’interprétent comme la
probabilité de trouver la phase r en un point @ en ayant conjointement la phase s au point
x + h, sont alors de la forme :

V(r,s) € L2, VR Cra(h) = @py(jex: B, (2.24)

ol «a est un tenseur symétrique défini positif d’ordre deux normalisé et ®,, une fonction
scalaire d’arguments scalaires. Le cas particulier ¢ = ¢ correspond au cas d’une distribution
isotrope des phases. Dans le cas particulier d’'une distribution ellipsoidale, le tenseur de
rigidité de Hashin et Shtrikman s’exprime de la fagon suivante :
n -1
CHS = [ZM@* +c)t| - (2.25)

r=1
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ou C* est le tenseur d’influence de Hill associé au milieu référence (de tenseur des mo-
dules Cy) et dont la forme et I'orientation de I'inclusion ellipsoidale du probléme d’Eshelby
correspondent & celles de la distribution spatiale.

Dans le cadre de ces modéles, le choix du milieu de référence est libre. En fonction des
propriétés élastiques retenues, il est possible de développer des bornes du comportement
effectif ou des estimations.

Bornes :

Lorsque le milieu de référence est la plus souple des phases, le modéle est une borne
inférieure du comportement effectif. Inversement, lorsque le milieu de référence est la plus
rigide des phases, le modéle est une borne supérieure du comportement effectif, c¢’est-a-
dire (les inégalités sur les tenseurs d’ordre quatre sont & comprendre au sens des formes
quadratiques) :

{ sivre[l,n], C°<C, alors C > CHs (2.26)
sivre[l,n], C°>C, alors C < CHS '

L’écriture précédente suppose que les phases sont ordonnées.

Lorsque le milieu de référence est infiniment souple (resp. infiniment raide), le modéle
de Hashin et Shtrikmann est égal a la borne classique de Reuss (resp. Voigt), c’est-a-dire :

lim C™ = C¥, lim C™=cCV (2.27)
[ICol[—0 ICol|—+o00
ou || . || désigne une norme pour les tenseurs d’ordre quatre symétriques.

Les bornes de Hashin et Shtrikmann améliorent donc systématiquement celles de Voigt
et Reuss.

Estimations :

Lorsque le milieu de référence est la matrice, I’estimation construite est dite de Mori et
Tanaka (1973). Ce choix est pertinent lorsque le matériau contient une phase de matrice
en proportion importante (75-80 %). Dans le cas d’un matériau poreux bi-phasé dont la
matrice et la distribution des phases sont isotropes, les modules de compressibilité et de
cisaillement effectifs s’expriment de la fagon suivante :

o AQ = Dbt e (1= Do Ok + 8t (2.28)

(3fkm + 4pin)’ (9+6)km + 42+ 3f) i)
ou k,, et u,, sont les modules de compressibilité et de cisaillement de la matrice et f la
porosité.
Lorsque le milieu de référence est le milieu effectif recherché, I'estimation est dite auto-
cohérente.

2.3 Estimations de Ponte Casteneda et Willis

Ponte Castaneda et Willis (1995) ont proposé un modéle permettant de décrire le com-
portement élastique effectif de matériaux a particules (matériaux constitués d’une phase
prédominante de matrice dans laquelle sont insérées des inclusions disjointes). Ce modéle
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permet de tenir compte de la forme des particules et d’informations concernant la distribu-
tion spatiale de leurs centres. Les champs admissibles ne sont plus supposés uniformes par
phases mais uniformes par famille d’inclusions. Une famille d’inclusion regroupe les inclu-
sions de méme module, méme forme et méme orientation. Dans le cadre de ce modéle, les
champs admissibles sont 1a encore construits a partir de la solution du probléme d’Eshelby.
Cependant, le milieu de référence a les propriétés de la matrice. Contrairement aux estima-
tions de Hashin et Shtrikman, la forme et I'orientation de I'inclusion d’Eshelby font référence
a la forme et a l'orientation de la famille d’inclusion réelle considérée.

Le matériau considéré contient n — 1 familles d’inclusions disjointes, indicées r (r €
[2,..,n]), noyées dans une matrice, indicée 1 de rigidité C;. La famille d’inclusions r est
caractérisée par le tenseur de rigidité C, et un domaine I,., centré a l'origine, précisant
la forme des inclusions de la famille. Chaque famille r contient N, inclusions, indicée %
(Vi € [1,..,NN,]), dont les centres sont notés x’. Alors que la forme et Porientation des
inclusions sont supposées bien connues, seules des informations statistiques concernant la
positions des centres des inclusions sont disponibles. Par la suite, la distribution spatiale des
centres des inclusions (points &, Vr € [2,..,n] et Vi € [1,.., N,]) est supposée ellipsoidale.
Les covariances p,, entre les centres des inclusions d’une famille r et ceux d’une famille s,
qui s’interprétent comme la probabilité de trouver le centre d’une inclusion de la famille r
en un point & en ayant conjointement celui d’'une inclusion de la famille s au point @ + h,
sont alors de la forme :

V(r,s) € [2,n]*, VR £0, py(h) = ¢p(]la: ) (2.29)

avec 1, une fonction scalaire d’arguments scalaires et a un tenseur d’ordre deux symétrique
normalisé (le cas e = ¢ correspond au cas d’une distribution isotrope des centres). Pour de
telles distributions, le tenseur de rigidité issu de l'estimation de Ponte Castaneda et Willis
(1995) s’exprime de la fagon suivante :

CPOW =€y + (T—(T") Py~ (T, (2.30)

avec <']I‘1>p =>" ,¢T.. Le scalaire ¢, (Vr € [2,..,n]) correspond a la fraction volumique
d’inclusion de la famille r (¢, = |I.|p, avec p, la densité de centres d’inclusions de la famille
7). Le tenseur T! (Vr € [2,..,n]) est identifié & partir de la solution du probléme d’Eshelby
correspondant a I'inclusion r (avec Cy = Cy).

Dans le cas particulier ot la forme des inclusions est identique a la forme de la distri-
bution spatiale des centres, 'estimation de Ponte Castaneda et Willis (1995) correspond a
celle de Mori et Tanaka présentée ci-dessus.

Pour que ce modéle soit pertinent, une fraction volumique minimale de matrice doit étre
prise en compte (hypothése de non-recouvrement des inclusions). Elle est imposée par la
forme de la distribution des centres et par la géométrie des inclusions. Si cette condition n’est
pas respectée, la positivité du tenseur CP“W n’est pas garantie. Pour palier ce probléme,
Ponte Castaneda et Willis (1995) ont introduit la notion d’ellipsoides de sireté. L'idée vise
a définir des ellipsoides fictives autour des inclusions dont la forme et ’orientation corres-
pondent & celles de la distribution des centres. Dans le cas ou il y a non-interpénétration des

48



APPROCHE PAR MOTIFS MORPHOLOGIQUES REPRESENTATIFS

ellipsoides de siireté, la définie-positivité du tenseur CPW est garantie. Cette approche, suf-

fisante pour garantir le non-recouvrement des inclusions, est parfois trés restrictive (Bornert,
1996b) mais simple & mettre en ceuvre.

3 Approche par motifs morphologiques représentatifs

3.1 Principe

L’approche par motifs morphologiques représentatifs (MMR) a été initialement proposée
par Stolz et Zaoui (1991) et fortement développée par la suite par Bornert (Bornert, 1996b,a;
Bornert et al., 1996; Bornert, 2001). Contrairement & l’approche classique, ’approche par
motifs repose sur la construction de champs admissibles non uniformes par phases et permet
de prendre en compte des informations sur 'arrangement local des phases.

L’approche par motifs suppose que le volume élémentaire représentatif peut étre décom-
posé en sous-domaines disjoints et connexes. Ces sous-domaines sont regroupés en familles
appelées motifs morphologiques. Les membres d’un méme motif ont une géométrie et une
distribution spatiale des propriétés mécaniques locales identiques. La démarche de cette
approche est illustrée schématiquement sur la FIGURE 2.1.

=

«— Matrice environnante

Motif 1 Motif 2

&

FIGURE 2.1 — [llustration schématique de l’approche par motifs morphologiques représenta-
tif : cas particulier d’une décomposition avec deuxr motifs de formes extérieures sphériques
et un domaine de matrice environnante.

Ci-aprés, le VER, noté Q, est décomposé en n — 1 motifs, indicés r (r € [2,..,n]), et
en un domaine de matrice environnante, indicée 1. Chaque motif contient N, membres. Les
membres, indicés i, de chaque motif 7 sont définis sur les domaines D! centrés aux points
x! (Vr €[2,..,n] et Vi € [1,..,N,]). Les domaines D, (Vr € [2,..,n]) sont centrés a l'origine
et sont tels que les domaines D! sont obtenus & partir des domaines D, par une translation
de vecteur x'. Un motif est donc caractérisé par un domaine D, et une distribution spatiale
de tenseurs de rigidité locaux C,(x) (Vx € D,.).

Comme dans le cadre de I'approche classique, différentes classes de modeéles peuvent
étre développées a partir de la description en motifs. Ci-aprés les bornes de Voigt et Reuss
généralisées et les estimations de Hashin et Shtrikmann généralisées sont présentées.
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3.2 Bornes de Voigt et Reuss généralisées

Des bornes du premier ordre, appelées bornes de Voigt et Reuss généralisées peuvent étre
développées. La borne supérieure est appelée borne de Voigt généralisée (VG) et s’écrit :

Cf = ca1Cy + ZCTC\I\CS avec VE, (o) = Gt E (2.31)

r=2

La déformation homogéne E (qui correspond également a la déformation macroscopique
appliquée sur le bord du VER) est appliquée directement sur le bord du motif r et le
tenseur o décrit le champ de contrainte local sur le motif r induit par le chargement E. La
borne inférieure, appelée borne de Reuss généralisée (RG), s’écrit de la fagon suivante :

1

(CF) " =a @)+ X e (@) avee VE (9, =(Cf) T (232)
r=2

La contrainte homogéne 3 (qui correspond également & la contrainte macroscopique
appliquée sur le bord du VER) est appliquée directement sur le bord du motif r et le
tenseur € décrit le champ de déformation local sur le motif r induit par le chargement 3.

Les tenseurs Cy et CRC sont donc obtenus a partir de 'étude du motif r sur lequel des
conditions de déformations homogénes et de contraintes homogénes sont respectivement ap-
pliquées sur la frontiére extérieure de r. Ils correspondent aux tenseurs de rigidité des bornes
de Voigt et Reuss généralisées d’un matériau constitué uniquement du motif r (sans matrice
environnante). Un tel matériau est appelé assemblage de Hashin généralisé¢ (Bornert, 2001)
et doit vérifier les propriétés suivantes pour pouvoir étre construit sans violer I’hypothése
de non-recouvrement des motifs :

e les motifs ont tous la méme forme extérieure qui correspond alors la forme de la

distribution spatiale des centres des motifs ;

e l'assemblage de motifs a une structure fractale (pour paver entiérement l’espace) et par
conséquent les motifs ne peuvent avoir une taille finie : « Un tel empilement utilisant
des ellipsoides de taille finie ferait nécessairement apparaitre des zones non couvertes
par les motifs. Il faut donc faire appel a une construction d’inspiration fractale, per-
mettant de couvrir tout l’espace avec des motifs de taille de plus en plus petite »,
(Bornert, 1996b).

3.3 Estimations de Hashin et Shtrikman généralisées

Comme dans le cadre de I'approche classique, les modéles précédents peuvent étre amélio-
rés en tenant compte d’informations supplémentaires sur la distribution spatiale des centres
des motifs. Une procédure inspirée des formulations variationnelles classiques de Hashin et
Shtrikman a été développée dans le cadre de ’approche par motifs. Cette étude se limite
au cas de matériaux dont la distribution des centres des motifs (points x%, Vr € [2,..,n] et
Vi € [1,.., N,]) est supposée ellipsoidale au sens de Ponte Castaneda et Willis (1995) (équa-
tion (2.29)). Dans le cadre d’une telle distribution, la détermination des propriétés élastiques
effectives passe par I’étude de problémes auxiliaires. Chaque probléme correspond a I’étude
du comportement d’un motif lorsqu’il est plongé dans un milieu de référence infini (de ri-
gidité Cyp), soumis a l'infini & une déformation €°. Les tenseurs d’ordre quatre UY;, V9, et
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TY,, sont introduits pour chaque probléme auxiliaire. Ils sont définis comme il suit :

<0->DT - U%/IT : 607 <€>Dr - Vg/[r : 60

(2.33)
<T>D,, = Tg/lr e = <0->DT — Gy : <€>DT
ou le tenseur 7 est le tenseur de polarisation défini tel que :
Ve € Q, 7(x)= (C(z)—Cy) : e(x) (2.34)

Le tenseur d’ordre quatre Ci5(C°) est également introduit pour chaque probléme auxi-
liaire et s’exprime de la fagon suivante :

<0->Dr = Cﬁi(@o) : <€>Dr (2.35)

Le tenseur CI5(C%) correspond au tenseur de Hashin et Shtrikman (de 'approche par
motif) d’un assemblage de Hashin généralisé construit a partir de I'unique motif r. La défor-
mation (resp. contrainte) macroscopique est alors égale a la déformation (resp. déformation)
moyenne sur le motif. Comme cela était précisé ci-dessus, 'hypothése de non-recouvrement
des motifs impose d’avoir des formes extérieures de motifs et une forme de distribution
spatiale (ellipsoidale) des centres compatibles.

Les tenseurs Cy et CRC introduits précédemment peuvent étre déterminés a partir du
tenseur CH5(Cy) de la facon suivante :

lim  Cyp(Co) =Cyy,  lim Cf(Co) = Cyff (2:36)
lICol|—+o0 lICol|—0

En effet, lorsque Cy tend vers le cas rigide, cela revient a appliquer une déformation
homogene directement sur le bord du motif r et lorsque Cy tend vers le cas poreux, cela
revient a appliquer une contrainte homogéne directement sur le bord.

En suivant les travaux de Bornert (1996b), trois cas particuliers sont considérés ci-apres :

e Cas 1 : le milieu de référence est la matrice. Ce type de modéles est qualifié d’esti-
mation de Mori et Tanaka généralisée (MTG).

e Cas 2 : la fraction volumique de matrice environnante est nulle. Le pavage du VER
avec les membres des motifs correspond ainsi a un assemblage de Hashin généralisé. 11
est alors nécessaire que la forme extérieure des motifs corresponde a la forme ellipsoi-
dale de la distribution spatiale des centres afin de garantir le non-recouvrement des
motifs.

e Cas 3 : la forme extérieure des motifs correspond a celle de la distribution spatiale
des centres (comme dans le cas 2). Cependant, contrairement au cas précédent, la
fraction volumique de matrice environnante n’est pas nécessairement nulle. Dans ce
cas, la matrice environnante peut étre traitée comme un motif homogéne de rigidité
C, dont la forme correspond & celle de la distribution spatiale des centres des motifs.

Cas 1 : le tenseur de rigidité de 'estimation de Mori et Tanaka généralisée s’écrit :

-1
CUTC = C, + (n —(TL),, P}l) (T ) (2.37)
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ot (Thg, )y = Dores & Ty, VCo (dans le cas présent Co = Cy). De la méme fagon que pour
'estimation de Ponte Castanieda et Willis (1995), le tenseur PY est le tenseur de Hill relatif
a la forme de la distribution spatiale des centres des motifs.

Cas 2 : le tenseur de rigidité de 'estimation de Hashin et Shtrikman généralisée s’ex-
prime de la fagon suivante :

c§S<c0):co+(ﬂ_<m>M;Pg) (T, ), (2.38)

ol encore

CHS = (U0 )y * (V3 har (2.39)

Comme le souligne Bornert (1996b), la dépendance a la distribution spatiale des centres
des motifs semble avoir disparue dans ’expression précédente. Elle est en faite contenue dans
la forme des motifs qui doit étre compatible avec celle de la distribution spatiale des centres.

Cas 3 : le tenseur de rigidité de ’estimation de Hashin et Shtrikman généralisée peut
étre exprimé des mémes maniéres qu’au cas 2 sans oublier d’ajouter un motif supplémentaire
homogéne de matrice environnante. Il est également possible de montrer que :

CHS(CO) + cc*] R [(Cl + cc*] + Z e [(C )+ (2.40)

ou le tenseur C* est le tenseur d’influence associé & Cy et & la forme des motifs.

Lorsque la forme extérieure des motifs correspond a celle de la distribution des centres
(les cas 2 et 3 vérifient toujours cette condition), alors (les inégalités sur les tenseurs d’ordre
quatre sont & comprendre au sens des formes quadratiques) :

CRE < CI8(Cy) < CYF (2.41)

Pour les cas 2 et 3, le milieu de référence peut étre quelconque. Par un choix approprié
du milieu de référence, il est possible de construire des bornes du comportement effectif,
comme dans le cas de 'approche classique. Le développement de bornes de type Hashin et
Shtrikman généralisé n’est cependant pas envisagé dans ce travail. En effet, la plus souple
des phases d’un matériau poreux est le vide, infiniment souple. La borne inférieure de type
Hashin et Shtrikman généralisée conduit & la borne de Reuss généralisée. De plus, les mo-
délisations mises en ceuvre par la suite s’appuient sur des modeles d’interfaces qui rendent
les développements de bornes supérieures de type Hashin et Shtrikman complexes. En effet,
le comportement élastique de ces interfaces est caractérisé par des tenseurs de rigidité sur-
faciques dont la dimension n’est pas celle des tenseurs de rigidité volumiques. Ainsi, il n’est
pas aisé d’ordonner les phases et d’identifier la phase la plus raide.

Le cas particulier oit Cy = CIE(Cy) (le milieu de référence est le milieu effectif recherché)
conduit a des modeéles autocohérents généralisés (ACG). Plutdt que de résoudre cette équa-
tion, les estimations autocohérentes peuvent étre obtenues en résolvant 1’équation suivante
(condition d’autocohérence) :

(Vi) = (2.42)

92



BILAN DU CHAPITRE

Dans les trois cas précédents, la déformation € est reliée & la déformation moyenne E
par la relation suivante :

e =E+P): (), (2.43)

Il est intéressant de remarquer que les résultats précédents, appliqués a des motifs ho-
mogénes, conduisent aux estimations de 1’approche classique. L’approche par motifs géné-
ralise, en ce sens, I’approche classique. Les estimations de type Mori et Tanaka généralisées
conduisent en particulier aux estimations de Ponte Castaneda et Willis (1995).

L’une des principales difficultés de la mise en ceuvre de 'approche par motifs réside
dans la résolution des problémes auxiliaires associés a chacun des motifs. En effet, les cas
pouvant étre traités de facon analytique sont rares et il convient de s’orienter vers une
résolution numérique dés lors que les comportements des phases, la géométrie des renforts
ou de la distribution spatiale des centres des motifs sont anisotropes (Bornert, 2001). Dans
le cas ou le motif est une sphére composite, c’est-a-dire une inclusion sphérique enrobée
d’une couche concentrique de matrice sphérique, le probléme auxiliaire correspondant peut
étre résolu de maniére exacte et différents modéles peuvent étre établis pour I'assemblage
de Hashin de sphéres composites. Hashin (1962) a notamment établi les bornes de Voigt
et Reuss généralisées pour 'assemblage, historiquement nommeées bornes de Hashin. Les
bornes de Hashin et Shtrikman généralisées pour 1’assemblage ont ensuite été développées
par Hervé et al. (1991). Elles sont usuellement nommeées bornes de Hervé, Stolz et Zaoui
(HSZ). L’estimation autocohérente généralisée pour I'assemblage correspond au modéle @
trois phases initialement développé par Christensen et Lo (1979).

Le cas de la sphére composite a ensuite été généralisé au cas d’une inclusion multi-
couches par Hervé et Zaoui (1993) (Hervé et Pellegrini (1995) dans le cas d’une inclusion
poreuse). Les auteurs s’appuient sur une résolution exacte du probléme auxiliaire associé
pour établir des bornes de Voigt et Reuss généralisées, de Hashin et Shtrikman généralisées
et I'estimation autocohérente généralisée pour I'assemblage de Hashin généralisé de sphéres
multicouches.

Dans ce travail, la plupart des estimations d’ordre deux construites sont des estima-
tions de Mori et Tanaka généralisées, déterminées a partir de I’équation (2.37). En effet,
ces estimations conduisent plus facilement a des modéles analytiques que les estimations
autocohérentes. De plus, elles autorisent 1'utilisation de motifs des formes extérieures quel-
conques, non-nécessairement identiques a la forme de la distribution spatiale des centres des
motifs.

4 Bilan du chapitre
La méthodologie des approches micromécaniques en élasticité linéaire a été briévement
présentée. Les modéles d’homogénéisation se distinguent principalement par les hypothéses

sur lesquelles ils s’appuient pour résoudre le probléme de localisation. Deux approches ont
été présentées :
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e 'approche classique qui repose sur la construction de champs admissibles uniformes

par morceaux ;

e 'approche par motifs ot les champs admissibles sont non uniformes et permettent de

tenir compte de I'arrangement local des phases.

Dans le cadre de ces deux approches, il est possible d’établir des bornes du compor-
tement effectif ou des estimations. L’intérét des bornes est aisément perceptible lorsqu’on
dispose d’une borne inférieure et d’une borne supérieure proches I'une de I'autre. En effet,
dans ce cas, la pertinence des estimations construites peut étre garantie. Dans le cadre de ce
travail, la plupart des modéles construits sont des estimations de type Mori et Tanaka géné-
ralisées car elles sont relativement faciles & mettre en ceuvre en comparaison des estimations
autocohérentes généralisées.
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Chapitre 3

Effet de surface a I’échelle nanométrique

Ce chapitre concerne 'effet de surface apparaissant a I’échelle nanométrique.
Celui-ci est dii & D'existence d’une zone perturbée de quelques rangées
d’atomes a proximité des interfaces entre deux constituants : matrice et ca-
vité dans le cadre de ce travail. L’effet de surface est habituellement négligé
en mécanique des milieux continus classique. Il ne peut cependant plus 1’étre
dans le cadre de I’étude des nanomatériaux et particuliérement dans le cas des
matériaux nanoporeux caractérisés par une surface spécifique importante. Cet
effet doit alors étre pris en compte dans les modéles d’homogénéisation pour
déterminer les propriétés effectives de tels matériaux. Cela nécessite de décrire
le comportement de la zone perturbée dans le formalisme de la mécanique des
milieux continus. Deux approches sont envisageables : décrire la zone pertur-
bée par une interface imparfaite ou par une interphase. Ce travail privilégie
I’approche par interface qui conduit plus aisément a des modéles microméca-
niques analytiques. Les principaux modéles connus, permettant de décrire le
comportement élastique effectif des matériaux nanoporeux, sont présentés dans
ce chapitre.
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EFFET DE SURFACE A L’ECHELLE NANOMETRIQUE

1 Généralités

Les nanomatériaux, dont au moins une des longueurs caractéristiques de la microstruc-
ture est de 'ordre des quelques nanomeétres, ont des propriétés mécaniques particuliéres
liées & la présence importante d’interfaces entre les différents constituants. Les propriétés
mécaniques macroscopiques de tels matériaux dépendent fortement des longueurs caracté-
ristiques nanométriques (Sharma et Ganti, 2004; Duan et al., 2005b; Paliwal et Cherkaoui,
2012). Ce phénomeéne est communément appelé effet de surface ou effet de taille.

Les atomes situés prés de I'interface entre deux phases sont dans un environnement local
différent (coordinence, énergie, position d’équilibre) de celui des atomes situés plus loin de
cette interface (Duan et al., 2005a,b; Wang et al., 2011; Paliwal et Cherkaoui, 2012). Le
domaine constitué par quelques rangées d’atomes & proximité des interfaces, appelé zone
perturbée, a donc des propriétés mécaniques différentes de celles du domaine constitué par
les atomes situés a 'intérieur des phases (Wang et al., 2011; Paliwal et Cherkaoui, 2012).
En mécanique des milieux continus classique, I'impact des atomes prés des interfaces est
négligé car leur nombre est trés faible devant le nombre total d’atomes dans le matériau.
Dans le cadre de I'étude du comportement des nanomatériaux, cette hypothése n’est plus
valide car ces matériaux ont une surface spécifique importante et donc un nombre d’atomes
aux interfaces important (Duan et al., 2005a,b; Le Quang et He, 2008; Brisard et al., 2010a;
Wang et al., 2011; Paliwal et Cherkaoui, 2012).

Le développement de modéles micromécaniques capables de prédire le comportement mé-
canique macroscopique de matériaux nanocomposites nécessite de donner une description
mécanicienne a cette zone perturbée de quelques rangées d’atomes. Il existe principalement
deux types d’approches permettant de décrire cette derniére du point de vue de la méca-
nique des milieux continus : les approches par interphase et les approches par interface. Les
modéles d’'interphase ont 'avantage de ne pas faire d’hypothéses a priori sur la rigidité ou
I'épaisseur de la zone perturbée contrairement aux modéles d’interface (Paliwal et Cherkaoui,
2012). Ces modeéles représentent la zone perturbée par une phase classique en mécanique
des milieux continus. Les équations et les grandeurs classiques en mécanique des milieux
continus sont alors utilisées. Néanmoins, ce type de modélisation conduit rarement a des
modeles analytiques simples en comparaison des approches par interface (Wang et al., 2011).

Avec les modeles d’interface, la zone perturbée est décrite par une surface, c¢’est-a-dire un
domaine a deux dimensions (d’épaisseur nulle). Ces modéles supposent que ’épaisseur de la
zone perturbée est petite devant les autres longueurs caractéristiques de la microstructure.
Par opposition aux conditions d’interface parfaite, ces modeéles sont dits d’interface impar-
faite car le vecteur contrainte et/ou le déplacement sont discontinus & travers l'interface.
Les modeles d’interface imparfaite les plus connus sont le linear spring model (Hashin, 1991;
Duan et al., 2005¢) et le modéle d’interface imparfaite cohérente trés largement utilisé dans
le cadre de I’étude du comportement mécanique des nanomatériaux.

Ci-aprés les modeles d’interphase et d’interface imparfaite cohérente sont présentés. Les
conditions d’équivalence de ces modeéles sont également discutées.
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2 Modélisation de la zone perturbée

2.1 Approches par interface

Le modéle d’interface imparfaite cohérente a été proposé initialement par Gurtin et Mur-
doch (1975). Ces derniers ont proposé un cadre théorique pour étudier le comportement élas-
tique des surfaces matérielles. Ce modéle considére une discontinuité du vecteur contrainte
et la continuité du déplacement a travers 'interface. C’est un cas limite d’interphase fine
« rigide ». Il est possible de montrer que les équations de ce modéle correspondent a celles
d’un voile, plus exactement d’une coque mince de Kirchhoff-Love dont les efforts nécessaires
pour la fléchir sont négligeables devant les efforts nécessaire pour 'allonger (cf. annexe D).
Outre le fait que le modeéle d’interface conduit plus aisément & des modéles micromécaniques
analytiques que le modeéle d’interphase, celui-ci a été trés largement utilisé dans le cadre
des nanomatériaux car, dans le passé, I’étude des surfaces solides s’est inspirée du concept
thermodynamique de tension de surface dans les liquides. Dans le cas d’un systéme fluide,
les surfaces peuvent étre caractérisées par une énergie spécifique. Le systéme minimise son
énergie libre en recherchant une forme qui expose le plus petit nombre d’atomes a sa surface
et cela peut étre quantifié par le concept de tension de surface. La tension de surface peut
alors étre vue comme la force qui pilote les échanges de matiére entre la surface et I'intérieur
du systéme (Wolfer, 2011). Gibbs a étendu le concept de tension de surface aux solides mais
dans ce cas, la surface minimise son énergie non seulement par diffusion de matiére mais
également par des déformations élastiques. Il est alors nécessaire d’assigner a la surface une
contrainte de surface o en plus d’une énergie de surface. Shuttleworth (1950) a proposé
une relation entre la contrainte, I’énergie et la déformation de surface. Cette relation est
néanmoins source de débats intenses bien que trés fréquemment rencontrée dans la littéra-
ture. Beaucoup d’incompréhensions sont liées également a la configuration, lagrangienne ou
eulérienne, dans laquelle est établie cette relation. Pour plus de détails, il est possible de se
référer aux travaux de Muller et Saul (2004). Wolfer (2011) explique que les débats liés a la
définition thermodynamique peuvent étre évités par une description purement mécanique
de la surface en s’appuyant sur le cadre théorique proposé par Gurtin et Murdoch (1975).

Le modéle de Gurtin et Murdoch (1975) est constitué de deux équations : une loi de
comportement surfacique et une équation d’équilibre. La loi de comportement surfacique est
composée de deux parties : une contrainte résiduelle et une partie élastique. Celles-ci sont
généralement supposées étre isotropes dans le plan tangent a 'interface (appelé également
plan transverse), bien qu’elles soient a prior: anisotropes et dépendantes des paramétres
cristallographiques de 'interface (Miller et Shenoy, 2000; Dingreville et Qu, 2007; Yvonnet
et al., 2011). Cependant comme le font remarquer Paliwal et Cherkaoui (2012) et Duan et al.
(2005b), il est peu probable que la zone perturbée soit orientée de fagon particuliére dans un
matériau a nanoparticules. Elle est, a priori, orientée plutot de maniére aléatoire. Bien que
I’hypothése d’un comportement élastique isotrope de la surface ne corresponde pas exac-
tement au cas de zones perturbées orientées de maniéere aléatoire, la complexité engendrée
par la prise en compte de 'anisotropie surpasse le gain de précision (Paliwal et Cherkaoui,
2012; Duan et al., 2005b). C’est pourquoi, l’isotropie du comportement mécanique de la zone
perturbée est généralement postulée.
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Considérons une interface imparfaite cohérente I' entre deux milieux (1 et 2) (FIGURE
3.1). Le vecteur normal unitaire a I' (orienté de 1 vers 2) est noté n. Le couple de vecteurs
unitaires {t;, t,} forme une base orthonormée directe pour les vecteurs de surface tangents.
De plus, le triedre {t;,t,,n} forme une base orthonormée directe pour les vecteurs de l'es-
pace (i.e. m = t; Atp). Les tenseurs identité d’ordre deux et quatre dans le plan tangent,
respectivement notés 27 et I, s’expriment alors de la facon suivante :

ir=1—nen (3.1)

1
Iy = Z [ta®ta®ta®ta+§(ta®tﬁ®ta®tﬁ+ta®tﬁ®t5®ta) (3.2)
a,B=t,b
Le modéle d’interface imparfaite cohérente est finalement décrit par le couple d’équa-
tions suivant :

Equation d’équilibre :
] - n+ (0s:b)n+divio, =0 (3.3)

ou b est le tenseur de courbure dont la définition est donné a 'annexe C (équation C.10)
et 'opérateur div, fait référence a la divergence surfacique pour les champs tensoriels surfa-
ciques tangents d’ordre deux (cf. annexe C). Le lecteur désireux de plus de précisions sur la
théorie des surfaces, notamment sur la divergence surfacique et sur le tenseur de courbure,
peut se référer a 'annexe C qui s’appuie sur le cours de Garrigues (1999).

Loi de comportement surfacique :
o, = Vi + C, : € (3.4)

ol o est défini comme le tenseur des contraintes surfaciques (cf. annexe D). Le tenseur e,
dont la définition est donnée & I’équation (3.7), est le tenseur des déformations surfaciques
dans le cadre de I'hypothése des petites perturbations. Le saut de contraintes [o]| & travers
interface I est tel que [o] = 0@ — oW ou o et @ sont les tenseurs des contraintes
a 'interface respectivement dans le milieu 1 et le milieu 2. Le scalaire v, correspond a une
précontrainte hydrostatique (dans le plan tangent) appelé tension de surface (par analogie
avec les liquides) et C, est un tenseur de rigidité surfacique d’ordre quatre. Dans le cas
particulier du systéme de coordonnées sphériques {r, 0, ¢} (r € [0,00], 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27]),
I’équation d’équilibre s’exprime de la facon suivante :

( o] = o) — oY) = —059 %o

,
@ _ O 1005y 1 005y | %9 — O
= _ N (e t 6
love] = o5’ = g r 06 o rsin@ O¢ * r «©
@ _ 1005 1 005y 205
sl = — S t 6
or6] = 0v = g (r 00 N rsinf O0¢ * ro

L’¢élasticité surfacique étant supposée isotrope dans le plan tangent, le tenseur de rigidité
surfacique C, peut alors s’écrire de la fagon suivante dans la base d’isotropie transverse pour
les tenseurs d’ordre quatre (I’axe d’isotropie transverse est porté par le vecteur n) :

CS = Q(k?SJT + ,LLSKT) (36)

(3.5)

\
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ouJr = %(zT ® ir) et Ky = Ip — Jr. Les scalaires kg et pu s sont les coefficients d’élasticité
surfacique exprimés, tout comme v,, en J/m? (ou en N/m). Les composantes de la précon-
trainte et du tenseur de rigidité C; associées a la normale n sont supposées nulles dans
ce modéle (cf. équations (3.4) et (3.6)). De la méme fagon que Le Quang et He (2008) et
Brisard et al. (2010a,b), le tenseur de rigidité surfacique Cy est supposé défini positif dans
ce travail.

La déformation surfacique €, est égale a la partie tangente a l'interface de la déforma-
tion dans le milieu 1 ou dans le milieu 2. En effet, le déplacement étant continu a travers
I'interface, il en résulte que les composantes tangentielles du tenseur des déformations sont
également continues. Cela se traduit par les relations suivantes :

e(x) =Ip(x) : eV(x) =Ip(x) : €P(x), YV eT (3.7)

ot €M et € sont les tenseurs des déformations & U'interface respectivement dans le milieu
1 et le milieu 2.

Il est intéressant de remarquer que les équations (3.4), (3.6) et (3.7) conduisent a des
tenseurs de contrainte os et de déformation €, tangents (cf. annexe C).

Tz milieu 2 N » milieu 2

tb X wph )
- —F-,....., . b hiilieu 1 :

—~_ llieu 1

r
interface interphase

FIGURE 3.1 — Représentations schématiques de l'interface imparfaite cohérente (& gauche)
et de l'interphase (a droite).

2.2 Approche par interphase

Les modéles d’interface reposent sur des hypothéses concernant la zone perturbée. Son
épaisseur doit étre petite devant les autres longueurs caractéristiques de la microstructure,
tel que le rayon des cavités dans le cas présent. Il repose aussi sur des hypothéses phé-
noménologiques : continuité du déplacement et saut du vecteur contrainte dans le cas du
modele d’interface imparfaite cohérente (ou inversement, continuité du vecteur contrainte et
saut de déplacement pour le spring layer model). Cela peut étre problématique lorsque les
caractéristiques morphologiques et les propriétés mécaniques de la zone perturbée ne sont
pas connues a priori.
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La solution proposée par Paliwal et Cherkaoui (2012) pour pallier ce probléme est d’avoir
recours & un modele d’interphase. La zone perturbée est alors modélisée comme une phase
classique en mécanique des milieux continus. Les champs locaux sur l'interphase vérifient
alors 1’équation d’équilibre classique en statique (dive = 0). Le comportement mécanique
de l'interphase est décrit par une loi de comportement élastique linéaire supposée isotrope
(pour les mémes raisons que dans le cas du modéle d’interface imparfaite cohérente) avec
un état de contrainte initial (précontrainte). Les interfaces entre I'interphase et les milieux
environnants sont supposées parfaites (continuité du déplacement et du vecteur contrainte).

Considérons une interphase homogene de rigidité C,;, occupant le domaine w,, entre
deux milieux (1 et 2) (FIGURE 3.1). Elle est soumise & une précontrainte hydrostatique
Ypnt. Les interfaces entre I'interphase et le milieu 1 et entre I'interphase et le milieu 2 sont
notées respectivement I'y et I'y. Le vecteur normal unitaire au contour Ow,y, de wy;, dirigé vers
I'extérieur du domaine est noté n. Les équations que doivent vérifier les champs mécaniques
locaux dans l'interphase sont les suivantes :

dive =0, o=yt +Cy, : € dans wy,
6] n=0, [u]=0 sur I (3.8)
0] m=0, [u]=0 sur I'y

ou [o] et [u]| désignent respectivement les sauts de contraintes et de déplacement a travers les
interfaces I'; (7 € [1,2]). La maniére dont sont définis les sauts ou l'orientation des normales
aux interfaces, n’a pas d’importance ici (contrairement au modeéle d’interface imparfaite co-
hérente ou le saut de contrainte doit étre défini en fonction de 'orientation de la normale).

Le tenseur de rigidité C,, étant supposé isotrope, il peut étre décomposé de la facon
suivante :

(Cph = 3]€phJ -+ Q/Ath (39)

ou kpy, et pp, désignent respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement de
I'interphase.

Bien que les interphases soient des zones ou les propriétés mécaniques évoluent, a priort,
continiment du milieu 1 au milieu 2, les propriétés mécaniques sont en général supposées
homogenes sur wy;, (Marcadon, 2005; Paliwal et Cherkaoui, 2012).

Paliwal et Cherkaoui (2012) font remarquer que l’épaisseur de la zone perturbée est
généralement du méme ordre de grandeur que la taille des hétérogénéités. Il semble alors plus
pertinent d’utiliser une description par interphase plutét qu’une description par interface.
Néanmoins, les résultats analytiques dans le cas d’'une modélisation par interphase sont plus
rares et plus complexes (Wang et al., 2011).

De plus, le nombre d’atomes situés dans la zone perturbée étant relativement faible,
I'utilisation d’une approche par interphase, semble difficilement justifiable. Ainsi, il semble
plus raisonnable de considérer qu'une modélisation par interface, ou interphase, reléve dans
les deux cas d’une simple analogie consistant & assimiler un modéle particulier a la zone
perturbée. Les connaissances sur la zone perturbée étant limitées, il est difficile de savoir
quelle approche est véritablement la plus pertinente. Cela doit étre vérifié & posteriori a
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partir de simulation a 1’échelle atomique par exemple. Dans le cadre de ce travail, la zone
perturbée est décrite par une interface imparfaite cohérente. Ce choix est essentiellement
motivé par le fait que ce type d’approche conduit a des résultats analytiques relativement
simples & implémenter dans un code de calcul métier tel que le code SCANAIR présenté au
chapitre 1.

2.3 Equivalence entre les approches

Comme cela a déja été mentionné précédemment, le modeéle d’interface imparfaite co-
hérente est un cas limite d’interphase fine « rigide ». Ce modéle est équivalent a un voile
dont I’épaisseur tend vers zéro, c’est-a-dire & une coque mince (ou & une interphase fine) de
Kirchhoff-Love pour laquelle les efforts nécessaires pour la fléchir sont négligeables devant les
efforts nécessaires pour l'allonger. De plus, le comportement mécanique volumique de cette
coque mince d’épaisseur h petite, indicée ph comme a la section précédente, est le suivant :

o =Yt +Cpy i € avec Cp,p, = 3kppd + 241, K (3.10)

ou
1 Ak W Vs 2Hs
T h3Bus—k) T R T W3,k

Lorsque I'épaisseur h tend vers zéro, les modéles surfacique et volumique sont équivalents.
Inversement, le modéle d’interface imparfaite cohérente permet de décrire le comporte-
ment d’une interphase fine rigide lorsque ces propriétés sont les suivantes :

oph (3.11)

6hﬂph

k. —h 9kphﬂph
’ 3kpn + 4Nph’

=h———"——, 3.12
3kpn + 4pipn ( )

Hs = hlupfw Ys = Vph

Ces relations d’équivalence des propriétés élastiques surfaciques et volumiques ont été
mises en évidence par Wang et al. (2005) et Brisard et al. (2010a). Pour plus de détails
concernant 'établissement de ces relations, il est possible de se référer a ’annexe D. A notre
connaissance, la relation entre ~y, et 7,, constitue une originalité de ce travail.

Comme Brisard et al. (2010a,b), le tenseur de rigidité de l’interphase équivalente & I'inter-
face imparfaite cohérente est supposé défini positif dans I’ensemble de ce travail (c’est-a-dire
0 < kg < 3ps).

3 Comportement élastique des matériaux nanoporeux :
modéles existants

Plusieurs modéles micromécaniques capables de tenir compte de l'effet de surface a
I’échelle nanométrique ont été récemment proposés (Marcadon, 2005; Duan et al., 2005b,
2007a,b; Le Quang et He, 2008; Brisard et al., 2010a,b; Paliwal et Cherkaoui, 2012). Ci-
apres, les principaux modeles sont présentés. La premiére section est consacrée aux modeéles
micromécaniques s’appuyant sur une description de la zone perturbée par le modéle d’inter-
face imparfaite cohérente tel qu’il a été présenté précédemment. Dans la section suivante,
quelques modéles reposant sur une description par interphase sont briévement présentés.
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3.1 Modéles avec interfaces imparfaites cohérentes

Des travaux récents ont eu pour objectif d’étendre des résultats classiques d’homogénéisa-
tion ou de développer des modéles micromécaniques permettant de décrire le comportement
élastique effectif des matériaux contenant des interfaces imparfaites cohérentes (Sharma et
Ganti, 2004; Duan et al., 2005a,b,c, 2007a,b; Le Quang et He, 2008; Duan et al., 2009;
Brisard et al., 2010a,b). Les modéles micromécaniques existants sont restreints aux cas de
matériaux contenant des inclusions nanosphériques réparties aléatoirement dans la matrice.
Ci-apres, les travaux de (Duan et al., 2005b; Le Quang et He, 2008; Brisard et al., 2010a,b)
sont présentés plus en détails.

3.1.1 Les modéles de Duan et al. (2005b) et de Brisard et al. (2010a,b)

Duan et al. (2005b) ont proposé un formalisme permettant de développer des modéles
micromécaniques capables de décrire le comportement élastique effectif des matériaux conte-
nant des interfaces imparfaites cohérentes. A partir de ce formalisme, ils ont étendu les
modéles micromécaniques suivants :

e le modéle d’assemblage de sphéres composites (ASC) de Hashin (1962) ;

e le modele de Mori et Tanaka (1973) (MT);

e le modele autocohérent généralisé (ACG) (Christensen et Lo, 1979).

Ces modéles fournissent des bornes et estimations du comportement élastique effectif
des matériaux contenant des nano-inclusions sphériques réparties de facon aléatoire dont la
distribution est isotrope. Ils décrivent évidemment un matériau macroscopiquement isotrope
dont le comportement effectif est caractérisé par un module de compressibilité et un module
de cisaillement. Ces modéles sont présentés ci-aprés dans le cas particulier ot les inclusions
sont poreuses (cavités).

Extension du modéle d’assemblage de sphéres composites de Hashin (1962)

Ce modéle correspond aux bornes de Voigt et Reuss généralisées d’'un assemblage de
sphéres composites de Hashin. La solution du probléme de localisation est ici approchée en
étudiant le comportement d’une cavité sphérique entourée d’une couche de matrice de forme
extérieure sphérique et concentrique avec la cavité. Ce systéme est nommé sphere creuse par
la suite. Des conditions d’interface imparfaite cohérente sont appliquées a l'interface entre
la cavité et la couche de matrice. Des conditions de déformations et de contraintes homo-
génes sont ensuite appliquées sur le bord de la sphére creuse. Des conditions de déformations
homogenes conduisent & une borne supérieure du comportement effectif (ASC+) alors que
des conditions de contraintes homogénes conduisent a une borne inférieure (ASC-). Ces
problémes sont illustrés sur la FIGURE 3.2. Un chargement hydrostatique permet d’établir
des bornes pour le module de compressibilité effectif et un chargement déviatorique permet
d’établir des bornes pour le module de cisaillement effectif. Duan et al. (2005b) ont unique-
ment déterminé les bornes du module de compressibilité effectif. Les bornes pour le module
de cisaillement sont établies par la suite dans le cadre de l'application de I'approche par
motifs (cf. chapitre 4).

Extension du modéle de Mori et Tanaka (1973)
La solution du probléme de localisation est ici approchée en étudiant une cavité sphérique
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noyée dans un milieu infini ayant les propriétés de la matrice. Des conditions d’interface
imparfaite cohérente sont appliquées a l'interface entre la cavité et le milieu infini. Des
conditions de déformations, ou indifféremment de contraintes homogeénes, sont appliquées
a l'infini. La déformation (ou la contrainte) appliquée est celle apparaissant dans la phase
de matrice du volume élémentaire représentatif (VER) notée €,,. Ce probléme est illustré
sur la FIGURE 3.2. Comme précédemment, un chargement hydrostatique permet d’établir
une estimation du module de compressibilité effectif et un chargement déviatorique permet
d’établir une estimation du module de cisaillement effectif.

Brisard et al. (2010a,b) ont montré en s’appuyant sur ’approche variationnelle de Ponte
Castanieda et Willis (1995) et en construisant des champs admissibles non uniformes que
cette estimation est une borne lorsque la matrice est la plus souple des phases. Cela nécessite
néanmoins de supposer que le tenseur de rigidité de I'interphase équivalente a l'interface est
deéfini positif (c’est-a-dire 0 < ks < 3p,s ol kg et ug sont les coefficients d’élasticité surfacique
de l'interface (Brisard et al., 2010a)). Dans le cas poreux, le statut de borne est perdu car
la phase la plus souple est le vide. Brisard et al. (2010a) ont également étendu Iestimation
du module de compressibilité au cas d’'un matériau polydisperse.

Extension du modéle autocohérent généralisé de Christensen et Lo (1979)

Le modéle autocohérent généralisé de Duan et al. (2005b) est établi en étudiant une
sphére creuse noyé dans un milieu infini ayant les propriétés du milieu effectif recherché.
Des conditions d’interface imparfaite cohérente sont appliquées a l'interface entre la cavité
et la couche de matrice. L’interface entre la matrice et le milieu infini est parfaite. Des
conditions de déformations, ou indifféremment de contraintes homogénes, sont appliquées
a 'infini. Cette déformation (resp. contrainte) est égale a la déformation (resp. contrainte)
macroscopique E (resp. ) sur le VER. Les propriétés effectives sont obtenues en vérifiant
la condition d’autocohérence : la déformation moyenne sur la sphére creuse doit étre égale a
déformation macroscopique (déformation appliquée a I'infini). Ce probléme est illustré sur
la FIGURE 3.2.

Les modules de compressibilité et de cisaillement de la matrice sont notés k,, et p,,. Les
modules de compressibilité et de cisaillement surfaciques de I'interface sont notés kg et pus.
Le rayon des cavités est noté r et la porosité f (avec f = (r/R)3). Ci-aprés, un indice D
fait référence aux modéles initialement proposés par Duan et al. (2005b). Les trois modéles
précédents conduisent au méme module de compressibilité (kN7 = k3G = k59T = k5S¢
ot kMT | EACG l{:SSC+ et kASS désignent respectivement les modules de compressibilité des
modeles MT, ACG, ASC+ et ASC- de Duan et al. (2005a)) :

3k, + 4u,)(4ks — 3k,
R g LB ) r) (3.13)
34(1 — fks +r(3fkm + 4pim)
L’estimation de Mori et Tanaka conduit au module de cisaillement suivant :
58attm (3km + 4t
P = i+ f it ) (3.14)
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}em | E
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Interfacé Cs

M Matrice ] Milieu effectif

FIGURE 3.2 — Problémes de localisation pour les modéles de sphéres composites (& gauche),
de Mori et Tanaka (au centre) et autocohérent généralisé (a droite) de Duan et al. (2005b).

ou
6(1 = (ks + T/Lm)(,us - 7a,um)a
0q = 37y (T, + f1s) + 2k (27 i + ps), (3.15)
Ca = 3ks(Tpun + ts) + 27 pi (T tan + 2105)

Finalement, le tenseur de rigidité de lestimation MT de Duan et al. (2005b) s’exprime
comme suit :

CyT = 3ENTT 4 2N K (3.16)

Il est important de noter que la définition du module de compressibilité surfacique k;
differe ici de celle de Duan et al. (2005b). En effet, la définition retenue est celle donnée par
Le Quang et He (2008); Brisard et al. (2010a,b) .

Dans le cas du modéle autocohérent généralisé, Duan et al. (2005b) montrent que la
détermination du module de cisaillement effectif nécessite la résolution d’une équation po-
lynémiale du second degré dont les coefficients ne sont pas explicitement fournis par les
auteurs. Ceux-ci sont précisés par la suite dans le cadre de ’application de ’approche par
motifs (cf. chapitre 4). Le tenseur de rigidité de I'estimation ACG de Duan et al. (2005b)
est de la forme suivante :

CACG _ gpACG] | 9 ACGK (3.17)

ott upCC désigne le module de cisaillement effectif de l'estimation ACG de Duan et al.
(2005Db).

Duan et al. (2005b) mettent en évidence que leurs modéles tendent vers leurs homo-
logues de I'approche classique lorsque les effets de surface deviennent négligeables, c¢’est-a-

1. Le module de compressibilité surfacique donné par Duan et al. (2005b) est égal a deux fois celui de
Le Quang et He (2008); Brisard et al. (2010a,b).
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dire lorsque l'interface devient trés souple ou lorsque la taille des cavités devient grande.

Dans le cas, d’'un matériau nanoporeux polydisperse, le module de compressibilité de
I'estimation de Mori et Tanaka peut s’écrire de la maniére suivante (Brisard et al., 2010a) :

1 F
EM =k +§ﬁ(3k + 4pi) (3.18)
ol oo k;() N
a —_—
F=3 A L AT 3.19
/0 T (e (3.19)

et k, = (4ks)/(3a). Le scalaire f(a) est tel que f(a)da désigne la porosité des cavités dont
le rayon est compris entre a et a + da.

3.1.2 Les travaux de Le Quang et He (2008)

Le Quang et He (2008) ont étendu les principes variationnels aux matériaux contenant
des interfaces imparfaites cohérentes. A partir de ces résultats fondamentaux, ils ont déve-
loppé des bornes d’ordre 1 de type Voigt et Reuss en construisant des champs admissibles
appropriés. Dans le cas o les hétérogénéités (cavités dans le cas présent) sont sphériques
et que les phases ont un comportement élastique isotrope, ses bornes sont explicites.

Le matériau étudié est constitué de n familles de cavités sphériques, indicées i, dispersées
dans une matrice homogéne, indicée m et de rigidité C,,. Le rayon des cavités de la famille ¢
est noté r¥. A I'interface I'¥) entre les cavités de la famille i (i € [1,...,n]) et la matrice, des
conditions d’interface imparfaite cohérente sont appliquées. Le tenseur de rigidité associé a
Vinterface T'® est noté C\” avec :

CY = 2(k{Jr + p{'Kr) (3.20)

ot k& et ,ug) sont les coefficients d’élasticité surfaciques associés a l'interface T'®. Les

tenseurs C (Vi € [1,...,n]) sont supposées définis positifs. La fraction volumique de matrice
est noté ¢, et la porosfue des cavités de la famille ¢ est notée f;.

Comme pour la borne classique de Voigt, la borne supérieure de Le Quang et He (2008)
(LQH+) est établie a partir d’'un champ de déformation admissible uniforme. Cela conduit
a ’expression suivante du tenseur de rigidité de la borne LQH-+ :

CLMT = 3Lt 4 2, MK (3.21)
ou
- 4
o< KLQHY _ g E fz<3k )) (3.22)
/,n 7
et L0 4 6 )
. ~+ 615
2 S MLQH+ = Cmflm + E fz <—)/L> (323)

Les scalaires k& et i1 sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement
effectifs.
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La borne inférieure ne peut pas étre construite a partir d’'un champ de contrainte uni-
forme. En effet, un tel champ conduit & un saut de contrainte nul a travers l'interface et donc
a des contraintes surfaciques nulles. Il ne permet pas de tenir compte de 'effet de surface.
La borne inférieure de Le Quang et He (2008) (LQH-) pour le module de compressibilité
repose sur un choix de champ de contrainte admissible uniforme par phases. Le Quang et He
(2008) ont développé deux bornes inférieures pour le module de cisaillement effectif. Elles
sont fondées sur différentes formes de champs de contraintes admissibles. Cependant, il est
possible de montrer que dans le cas ou les hétérogénéités sont des cavités, ces deux bornes
sont identiques. Le tenseur de rigidité de la borne LQH- s’exprime comme suit :

CLOH- = 3LQH- ] 4 9, MRH K (3.24)
ou .
i LQH- 3rl)
k> kMO — Zf%k() (3.25)
et
_ _|em (657 + {0yl
i > pt ot = fz : 3.26
[im Z 5k 10 (3:26)

Les bornes de Le Quang et He (2008) tendent vers les bornes classiques de Voigt et
Reuss lorsque l'effet de surface devient négligeable, c’est-a-dire lorsque les interfaces sont
trés souples ou lorsque la taille des cavités devient grande. Il est rappelé que la borne
classique de Voigt est nulle dans le cas d’un matériau poreux.

3.1.3 Applications numériques

Les modéles présentés précédemment sont maintenant illustrés a travers une application
numérique. Les propriétés élastiques effectives d’'un matériau nanoporeux contenant des
cavités sphériques de méme taille distribuées aléatoirement sont déterminées. Les valeurs des
parameétres retenues pour les applications sont présentées dans le tableau 3.1. Les propriétés
élastiques de I'interface imparfaite cohérente sont choisies telles que I'interphase équivalente,
d’épaisseur égale a 1072 nm (afin qu’elle reste petite devant le rayon nanométrique des
cavités), soit 20 fois plus rigide que la matrice (cf. équation (3.12)).

m (GPa) vy  Ep (GPa) vy, h (nm) ks (J/m?*)  ps (J/m?)
100 0,3 2000 0,3 102 14,29 7,69

TABLE 3.1 — Propriétés matériaux considérées pour l'application numérique.

Les évolutions des modules de compressibilité et de cisaillement effectifs (normalisés
respectivement par rapport au module de compressibilité et de cisaillement de la matrice)
en fonction du rayon des cavités sont représentées sur les FIGURES 3.3 et 3.4. Les évolutions
des modules de compressibilité et de cisaillement effectifs (normalisés) en fonction de la
porosité sont représentées sur les FIGURES 3.5 et 3.6. Les propriétés effectives obtenues a
partir des modéles autocohérent généralisé de Duan et al. (2005b), de Mori et Tanaka de
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Duan et al. (2005b) et des bornes de Le Quang et He (2008) sont tracées.
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FIGURE 3.3 — Ewvolution du module de compressibilité (normalisé par k,,) en fonction du
rayon des cavités. La porosité totale f est égale a 10 %. En vert : bornes de Le Quang et He
(2008), en bleu : Estimation MT de Duan et al. (2005b).
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FIGURE 3.4 — Evolution du module de cisaillement (normalisé par ji,) en fonction du rayon
des cavités. La porosité totale f est égale a 10 %. En vert : bornes de Le Quang et He (2008),
en bleu : Estimation MT de Duan et al. (2005b), en gris . Estimation ACG de Duan et al.
(2005b).
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FIGURE 3.5 — Evolution du module de compressibilité (normalisé par k,,) en fonction de la
porosité. Le rayon des cavités est égal a 1 mm. En vert : bornes de Le Quang et He (2008),
en bleu : Estimation MT de Duan et al. (2005b).
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FIGURE 3.6 — Evolution du module de cisaillement (normalisé par p,,) en fonction de la
porosité. Le rayon des cavités est égal a 1 nm. En vert : bornes de Le Quang et He (2008),
en bleu : Estimation MT de Duan et al. (2005b), en gris : Estimation ACG de Duan et al.
(20050).

L’effet de surface est bien pris en compte et les propriétés élastiques effectives sont
dépendantes du rayon des cavités. Quand la taille des cavités devient grande, l'effet de
surface devient négligeable et les modéles tendent vers leur modéle homologue sans effet de
surface. Pour des petites tailles de cavités, les modéles prédisent un comportement effectif
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plus rigide que celui de la matrice (Duan et al., 2006). Les modeles MT et ACG sont trés
proches I'un de l'autre tant que la porosité est inférieure & 40 %. Ils respectent les bornes
de Le Quang et He (2008).

Il est intéressant de remarquer que lorsque la porosité est égale a 1, c’est-a-dire qu’il n’y
a que du vide, les propriétés effectives prédites par les modéles ne sont pas nulles. En effet,
les interfaces sont toujours présentes et apportent une certaine raideur au matériau. Cela ne
correspond évidemment pas a une réalité physique. En pratique, la porosité maximale que
peuvent atteindre les cavités sphériques de méme taille correspond a la compacité maximale
d’un assemblage de sphére monodispersées, c’est-dire f = m/(3v/2) ~ 0.74048.

3.2 Modéles avec interphases

Les travaux s’appuyant sur une modélisation par interphase de la zone pertubée afin
de déterminer le comportement élastique effectif des matériaux nanocomposites sont rela-
tivement peu nombreux en comparaison de ceux utilisant une modélisation par interface
imparfaite cohérente. Il existe cependant des modéles, dont le champ d’application est plus
large que celui des nanomatériaux, qui permettent de décrire le comportement mécanique
effectif des matériaux a renforts entourés d’une interphase.

Hervé et Pellegrini (1995) ont notamment proposé un modéle autocohérent généralisé,
des bornes de Hashin et Shtrikman généralisées et des bornes de Voigt et Reuss générali-
sées pour un assemblage de Hashin généralisé de sphéres creuses multi-couches. La borne
inférieure de type Hashin et Shtrikman généralisée coincide avec la borne de type Reuss
généralisée (car la plus souple des phases est le vide, cf. équation (2.36)). Le cas particulier
d’une sphére creuse a deux couches, interphase et matrice, semble particuliérement adapté
pour la détermination des propriétés effectives des matériaux nanoporeux a cavités sphé-
riques distribuées de fagon isotrope.

L’approche par interphase a été utilisée dans le cadre de la thése de Marcadon (2005) et
dans Marcadon et al. (2007) pour décrire le comportement élastique effectif des matériaux
contenant des nanoparticules sphériques distribuées aléatoirement. Marcadon (2005) a pro-
posé un modéle d’inclusions diluées et un modeéle de type Mori et Tanaka en s’appuyant
sur les travaux de Hervé et Pellegrini (1995) pour résoudre le probléme de localisation. Il a
également utilisé le modeéle autocohérent généralisé de Hervé et Pellegrini (1995). Marcadon
(2005) a proposé des variantes a ce dernier modéle en appliquant ’approche par motifs. Il
a notamment étudié l'influence de la prise en compte :

e d'un domaine de matrice environnante ;

e d’inclusions bi-disperses en introduisant un second motif.

Bien que 'approche par interphase ne soit pas privilégie dans cette étude, il est impor-
tant de souligner que les travaux de Marcadon (2005), notamment 'utilisation de ’approche
par motifs pour introduire des effets de taille, ont été sources d’inspiration pour ce travail.

Paliwal et Cherkaoui (2012) utilisent également un modéle autocohérent issu des tra-
vaux de Cherkaoui et al. (1995). Ce modéle permet de déterminer les propriétés élastiques
effectives de matériaux a particules ellipsoidales enrobées d’une interphase ellipsoidale (non
nécessairement homothétique). Les phases peuvent avoir un comportement anisotrope. Le
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modéle de Cherkaoui et al. (1995) a été étendu au cas d’'inclusions multi-couches par Lipinski
et al. (2006). Ces modéles supposent que les épaisseurs des interphases sont petites. Ils s’ap-
puient également sur des simplifications des champs solutions du probléme de localisation
qui est présenté plus en détails a la section 3 du chapitre 4. Les travaux de Cherkaoui et al.
(1995) sont utilisés dans cette étude, en particulier la solution approchée du probléme de
localisation, pour développer un modeéle de type Mori et Tanaka généralisé permettant de
décrire le comportement effectif des matériaux contenant des cavités nanosphéroidales ou
la zone perturbée est décrite par une interface imparfaite cohérente.

4 Bilan du chapitre

L’effet de surface présent a 1’échelle nanométrique est da a la présence d’une zone per-
turbée de quelques rangées d’atomes a proximité des interfaces entre les différentes phases.
Cet effet, négligé dans le cadre de la mécanique des milieux continus classique, doit étre pris
en compte lorsque le nombre d’atomes a proximité de ces interfaces est important. C’est
généralement le cas des nanomatériaux pour lesquels une forte dépendance des propriétés
effectives aux longueurs caractéristiques nanométriques de la microstructure est observée.

La premiére étape pour développer des modeéles micromécaniques capables de décrire
le comportement élastique effectif des nanomatériaux, consiste & donner une description
mécanique a la zone perturbée. Il existe principalement deux modéles : le modéle d’interface
imparfaite cohérente et le modéle d’interphase.

Le modeéle d’interface imparfaite cohérente, trés largement utilisé dans le cadre de I'étude
des nanomatériaux, a ’avantage de conduire & des modéles micromécaniques analytiques
assez simples a mettre en oeuvre dans un code de calcul. Cependant, il repose sur des
considérations phénoménologiques : la zone perturbée est supposée fine et rigide.

Le modéle d’interphase ne fait pas d’hypothéses phénoménologiques concernant la zone
perturbée. Il a cependant 'inconvénient de conduire & des modéles micromécaniques plus
complexes & mettre en ceuvre. De plus, son utilisation n’est pas forcément plus pertinente
que celle du modéle d’interface imparfaite cohérente. En effet, le nombre de couches d’atomes
dans I’épaisseur de la zone perturbée étant relativement faible, 'utilisation d’une approche
par interphase semble difficilement justifiable.

Quelle que soit la modélisation retenue, elle reléve d’une analogie consistant a assimiler
un modeéle particulier a la zone perturbée. Dans cette étude, le modéle d’interface imparfaite
cohérente est privilégié car il conduit a des modéles analytiques simples.

Il existe des modeéles, s’appuyant sur le modéle d’interface imparfaite cohérente, capables
de décrire le comportement effectif des matériaux nanoporeux (Duan et al., 2005b; Le Quang
et He, 2008; Duan et al., 2007a,b; Brisard et al., 2010a,b). Ces modeéles sont dédiés aux
matériaux a cavités sphériques. Il existe également de nombreux modéles, s’appuyant sur le
modeéle d’interphase, capables de décrire le comportement effectif des matériaux nanoporeux
((Hervé et Pellegrini, 1995; Cherkaoui et al., 1995; Marcadon, 2005; Lipinski et al., 2006)
par exemple). Certains d’entre eux permettent de tenir compte de 'anisotropie des phases
et de la forme ellipsoidale des cavités et de I'interphase (Cherkaoui et al., 1995; Lipinski
et al., 2006).
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Chapitre 4

Comportement élastique effectif des
matériaux nanoporeux

Des modéles permettant de décrire le comportement élastique effectif des ma-
tériaux nanoporeux contenant des cavités sphériques et sphéroidales sont
développés dans ce chapitre. Ils dérivent de 'application de l'approche par
motifs morphologiques représentatifs. Les problémes de localisation sont ré-
solus en s’appuyant sur les travaux de Duan et al. (2005b) et de Cherkaoui
et al. (1995). L’approche par motifs fournit un cadre théorique qui permet de
généraliser les modéles existants et de traiter des microstructures plus com-
plexes. Cela est illustré a travers différentes applications. Les influences de la
distribution spatiale des cavités, d’une distribution de taille de cavités et de la
forme des cavités sont notamment étudiées. Enfin, un modéle pour un matériau
biporeux contenant & la fois des nano-cavités sphériques et des nano-cavités
sphéroidales orientées et distribuées aléatoirement est proposé.
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COMPORTEMENT ELASTIQUE EFFECTIF DES MATERIAUX NANOPOREUX

1 Définition des motifs

Ce chapitre est consacré a la détermination des propriétés élastiques effectives des maté-
riaux nanoporeux contenant des cavités sphériques et /ou sphéroidales. Les modéles construits
reposent sur I’approche par motifs. Ce choix s’impose car cette approche permet de prendre
en compte des informations concernant I'arrangement local de la microstructure. Elle est
par conséquent particulierement adaptée pour la détermination des propriétés élastiques
effectives des matériaux nanoporeux. En effet, outre le fait que les matériaux nanoporeux
contiennent de nombreuses zones perturbées, I'information morphologique importante est
que celles-ci sont localisées entre les cavités et la matrice.

La premiére étape consiste & décomposer la microstructure en motifs. Le matériau est
supposé contenir des nanocavités sphériques et sphéroidales. Deux motifs sont alors défi-
nis : un motif, noté S, relatif au cavités sphériques et un motif, noté &, relatif aux cavités
sphéroidales.

Le motif S est constitué d'une cavité sphérique (indicée v), entourée d’une couche de
matrice (indicée m). A I'interface entre la matrice et la cavité, la zone perturbée est prise en
compte en appliquant des conditions d’interface imparfaite cohérente. Ce motif est représenté
sur la FIGURE 4.1(a). Sa forme extérieure est sphérique et concentrique avec la cavité. Le
centre du motif correspond au centre de la cavité. Le rayon de la cavité et le rayon extérieur
du motif sont respectivement notés r; et rq. Un point M du motif est défini par le vecteur
position & = re, avec (e,, €y, e4) la base (orthonormeée) associée au systéme de coordonnées
sphériques. Notons I'; et I'y les ensembles de points M caractérisés respectivement par
r = r; et r = rg. Le vecteur unitaire normal & I'y et 'y est noté n. Il est orienté dans la
direction opposée au centre du motif : n = e, (ce choix correspond bien a l'orientation de la
normale unitaire & la surface sphérique lors de la détermination des opérateurs différentiels
surfaciques en coordonnées sphériques a I'annexe C).

ke

Interlface
imparfaite (]:0

(a) (b)
FIGURE 4.1 — (a) Motif S, (b) Probléeme auxilaire relatif au motif S.

D’une maniére identique, le motif &€ est constitué d’une cavité sphéroidale (indicée v),
entourée d’'une couche de matrice (indicée m). A linterface entre la matrice et la cavité,
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DEFINITION DES MOTIFS

notée I'; et de normale unitaire n (orientée vers la matrice), la zone perturbée est prise en
compte en appliquant des conditions d’interface imparfaite cohérente. Ce motif est repré-
senté schématiquement sur la FIGURE 4.2(a). Sa surface extérieure, noté I'g, est sphérique.
Ce choix n’a en pratique aucune influence par la suite car seules des estimations de type
MTG sont développées a partir de ce motif. La forme et la taille de la couche de matrice
dans le motif n’ont pas d’influence sur les propriétés effectives issues de ce type d’estima-
tions. Le centre du motif correspond au centre de la cavité. Le rayon extérieur du motif
est noté ry. Les longueurs des demi-axes de la cavités sont notés a et b avec a la longueur
du demi-axe porté par 'axe de révolution de la cavité. Le rapport de forme w est égal a
a/b (w < 1 cavité aplatie ou oblate, w > 1 cavité allongée ou prolate, w = 1 cavité sphérique).

ke

Interlface
imparfaite (]:0

(a) (b)

FIGURE 4.2 — (a) Motif €, (b) Probléeme auzilaire relatif au motif £.

L’étude est limitée au cas de matériaux dont la distribution spatiale des centres des
cavités est ellipsoidale. La détermination des propriétés élastiques effectives de ces maté-
riaux, constitués des motifs S et £, passe alors par la résolution de problémes d’inclusions
hétérogenes, ayant la structure des motifs, noyés dans un milieu infini (noté 0 et de rigidité
Cyp) sur lequel une déformation €® est appliquée a l'infini. Ces problémes sont illustré sur
la FIGURE 4.1(b) et la FIGURE 4.2(b). Ils sont résolus dans les sections suivantes. Le pro-
bléme auxiliaire relatif au motif S est résolu dans le cas o le milieu infini est quelconque en
s’appuyant sur les travaux de Duan et al. (2005b). Le probléme relatif au motif £ est résolu
uniquement dans le cas ot le milieu de référence est la matrice. Ainsi, seules des estimations
de type MTG sont développées a partir de ce motif. Ce choix découle de la complexité a
résoudre ce probléme dans le cas ot le milieu de référence est quelconque. Malgré ce choix
particulier, le probléme n’a, a notre connaissance, pas de solution analytique exacte simple.
Le probleme est donc résolu de fagon approchée en s’appuyant sur les travaux de Cherkaoui
et al. (1995).
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COMPORTEMENT ELASTIQUE EFFECTIF DES MATERIAUX NANOPOREUX

2 Probléme auxiliaire relatif au motif S

Dans cette section, la résolution du probléme relatif au motif S est présentée. Ci-apreés,
le domaine occupé par la phase ¢ est noté w;. Le probléme a résoudre est décrit par les
équations suivantes :

dive =0, €= (1/2)(gradu +"gradu) dans wy et wpy,

o =Cy:edans wy et o =C,, : € dans w,,

(@ —o™m).n=0et (u® —u™)=0 sur T (4.1)
o™ .n+(o,:bn+divio, =0, e,=1r:€, 0,=C,: €, surl}

u = € - x lorsque ||z|| = oo

ot 0@ et o™ font référence aux tenseurs des contraintes respectivement dans le milieu
infini et la matrice. Les vecteurs u(® et u(™ sont les déplacement respectivement dans le
milieu infini et la matrice.

Le tenseur d’élasticité surfacique est donné a ’équation (3.6). Les comportements élas-
tiques de la matrice et du milieu de référence sont supposés isotropes :

Cp = 3k + 2umK et Co = 3koJ + 200K (4.2)

L’objectif est de déterminer les tenseurs UYyq, Vis, Tos et CIE introduits au chapitre
2 (section 3). Du fait de la symétrie sphérique du probléme, ils sont isotropes et peuvent se
décomposer de la fagon suivante :

Dis = UR/IS|hJ + UI?/IS|dK7 Vs = Vl?/IS\hJ + V]?/IS|dK

4.3
T = Thepd + Thea, CHS = 3K8S] + 205K (4:3)

Les parties hydrostatiques de ces tenseurs sont déterminées en appliquant une défor-
mation € & linfini de la forme €. Il est alors possible de montrer que les champs de
déplacements et de vecteurs contraintes ont les formes suivantes (Vi € {m,0}) :

. B,
ul) = <Aﬂ” + —2> e
r
4 B;
r3 >e,,

(4.4)

o) . = <3k:iAi .

Les quatre constantes, Ag, By, A,, et B,, sont déterminées a partir des conditions aux
limites. A partir du champs de déplacement & l'infini, il vient que Ay = ). Les trois autres
constantes sont obtenues a partir de la continuité du vecteur contrainte et du déplacement
a travers I'g et des conditions d’équilibre de l'interface imparfaite cohérente en I'y. Leurs
expressions sont données a 'annexe E (équation (E.1)).

Une fois le systéme d’équations résolu, les champs élastiques sont entiérement connus.
Les moyennes des champs de contrainte et de déformation sur le motif S sont déterminées
a partir des relations suivantes :

1

_ 4,
(€) s 2D FO(u®n—l—n@u) ds (4.5)

74



PROBLEME AUXILIAIRE RELATIF AU MOTIF S

et
1

() ps = Ds| FO(O' ‘n)@x dS (4.6)

ou Dg désigne le domaine occupé par le motif S.

A des partir des moyennes des champs de déformations et de contraintes sur le motif S
et des relations (2.33), les expressions de UI(\)/IS‘h, V&Sm, T&S‘h et kIS sont établies. Leurs
expressions sont données a 'annexe E (équation (E.4)).

Les parties déviatoriques des tenseurs UY5, V9,5, T et CIS sont déterminées en appli-
quant une déformation €° de la forme —vy(e, ® e, +e,®e,—2e,®e,). Il est alors possible de
montrer que les champs de déplacements et de vecteurs contraintes ont les formes suivantes

(Vi € {m,0}) :

; C; D,
ul = —<A¢7“ + B;r® + 2 +— (1 - 3COSZ(9)>GT
(7 — 4v)r? 6(1 — 2u;) 2 , (4.7)
<3Aﬂ” + 2, B; + B a2 Dz) cos(f) sin(f)ey
o n 1 2(5 — 1) 4
i ( =" BT —24uz-)r301 TBDZ)( * 3008(29))6’" (48)
(7T+2u;)r 12(1 4+ ;) 16 , '
—(6A, B; Ry Y
(6 i+ ” i + (5= C; + p Z) cos(f) sin(0)ey

ou y; est le coefficient de Poisson de la phase i (Vi € {m,0}).

Les huit constantes Ag, By, Co, Doy, Ay, B, Cp et D, doivent étre déterminées. Le
chargement a l'infini impose que Ay = v et By = 0. Les six autres constantes sont obte-
nues a partir de la continuité des composantes du champ de déplacement u, et uy a travers
I'y, de la continuité des composantes du champ de contraintes o,, et 0,9 a travers I'y et
des conditions d’équilibre de I'interface imparfaite cohérente sur I';. Les expressions de ces
constantes ne sont pas données explicitement du fait de leurs complexités. Néanmoins, le
systéme linéaire a résoudre pour les obtenir est donné a I’annexe E (équation (E.5)). Comme
dans le cas du chargement hydrostatique, les moyennes des déformations et des contraintes
sont déterminées & partir des relations (4.5) et (4.6). Les expressions de U S|ds Vg/LS|d7 Tg/md
et il sont ensuite déterminées a partir des moyennes des champs de déformations et de

contraintes sur le motif S et des relations (2.33). Leurs expressions sont données a ’annexe
E (équation (E.15)).

Il est possible de montrer que, contrairement au module de cisaillement z11% le module de

compressibilité kX% ne dépend pas des propriétés élastiques du milieu de référence Cy. Cela

implique que kYS = kiy = kiS. Les tenseurs CyZ et CRG obtenus a partir de 1'équation

(2.36) s’expriment alors :
Clis = 3kaisd + 2misK, O = 3k\5T + 2imisK (4.9)

ot les modules de cisaillement py% et ufG sont donnés a annexe E (équation (E.22)).
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COMPORTEMENT ELASTIQUE EFFECTIF DES MATERIAUX NANOPOREUX

Dans le cas ou le milieu de référence est la matrice, le tenseur T{js associé au motif &
s’exprime de la fagon suivante :

(Bkm + 4pim) (4ks — k)
4<ks + ,umrl)

3kmod + 4tmCa

+ fs

Ms = s K (4.10)
ol
Ba= (ks + r1ptm) (pts — T140m),
5d = 3T1Mm(rlum + ,us) + 2ks<2rl,um + :us)a (411)
Cd = 3ks<T1/JJm + ,us) + 27“1,Um(7”1um + Z/Ls)

Le scalaire fs = (r1/ro)® représente la porosité dans le motif S.

Remarque :

Dans le cadre des estimations de type Mori et Tanaka généralisées mises en oeuvre dans
cette étude, il est possible de montrer que la forme et la taille de la couche de matrice dans
les motifs n’ont pas d’influence sur les propriétés effectives. Cela est dii au fait que le champ
de polarisation est nul dans la matrice, qu’elle soit dans les motifs ou hors des motifs. Pour
illustrer cette remarque, un motif S’ est considéré. 11 différe du motif S uniquement par la
forme et la taille de la couche de matrice, qui peuvent étre quelconques. Par conséquent,
comme dans le cas du motif S, la cavité et 'interface imparfaite cohérente du motif S’
occupent respectivement les domaines w, et I';. Les domaines de matrice dans les motifs S et
S’ sont notés respectivement w? et w? . Il est important de remarquer que lorsque le milieu
infini est la matrice, les problémes auxiliaires relatifs a ces deux motifs sont strictement
identiques. Les champs solutions de ces problémes sont donc identiques. En sachant que
o = 0 sur w,, la moyenne du champ de polarisation sur le motif S" est égale a (Duan et al.,
2005b) :

<T>D5/ = <U>D5/ -G <€>D$/

1
:—[/ adV—i—/([a]-n)@mdS—Cm:/ edV
|Ds/| L Jys r, wS!

_Le, ;/ (w®n+nou)ds|
2 r

1 1 (4.12)
= —[/ ([o] - n)@xdS — -C,, :/ (u®n+n®u)d5]
’DS/‘ Fl 2 1"1
car o=C,,:€e dans w;f:
_ ‘DS, T>
[Dsr| " "Ps
D’aprés I'équation (2.33), il vient alors que :
m_ 1Dsl
MS' = W MS (4.13)

Considérons, pour I'exemple, un matériau constitué d’une seule population de cavités.
Le nombre de cavités par unité de volume est noté N et la porosité f. Un tel matériau
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peut étre décrit par un assemblage construit a partir du motif S’. Dans ce cas, la fraction
volumique des membres du motif &, notée cs/, est égale & N |Dg/|. De la méme facon, le
matériau peut étre décrit par un assemblage construit a partir du motif §. Dans ce cas,
la fraction volumique des membres du motif S, notée cg, est égale & N |Dg|. De I’équation
précédente, il vient que :

m CS m
MS — 7 LMS (4-14)
Csr

Le tenseur de rigidité de I'estimation de Mori et Tanaka généralisée pour I’assemblage
construit a partir du motif S’ s’exprime comme suit (d’aprés 1'équation (2.37)) :

-1
CMTG — Cm -+ (]I — CS/TﬁS/ : Pgb) : <CS/T71\%S'>

1 (4.15)
=Cn+ <]I —csTqis - IP)Q”) ; (csTﬁ3> d’aprés I’équation (4.14).

La relation précédente correspond ainsi a celle du tenseur de rigidité de ’estimation de
Mori et Tanaka généralisée pour 1’assemblage construit a partir du motif S. La forme et la
taille de la couche de matrice dans les motifs n’ont donc pas d’influence sur les propriétés
effectives issues de ce type de modéle. La matrice peut étre considérée de facon équivalente
comme matrice environnante ou comme faisant partie des motifs. En pratique, cela signifie
que la valeur de la porosité fs = |w,|/|Ds| du motif S peut étre quelconque. Les cas extrémes
ou toute la matrice est dans les motifs (assemblage de Hashin généralisé ou cs = 1 et fs = f)
ou hors des motifs (fs = 1 et cs = f) vont conduire & la méme expression du tenseur CM1¢.

Dans les lignes qui précedent, aucune hypothése sur la forme de la cavité n’a été né-
cessaire. La remarque précédente est donc valable quelle que soit la forme de la cavité et
s’applique donc au cas du motif £ (pour les cavités sphéroidales) traité a la section suivante.

Lorsque le rayon ry est grand (r; — oo) ou lorsque l'interface est souple (ks = ps = 0),
le tenseur Ty} est égal au tenseur T classique pour une cavité sphérique (d’aprés I’équation
(2.23) et en posant fs = 1 sans perte de généralité d’aprés la remarque précédente) :

Bhin(Bhin - Aptn) - 10 (B + A1) o
Ay, 9, + 8l
Dans ce cas, le modeéle construit a partir de Ty} et de I’équation (2.37) tend vers le
modéle de Ponte Castaneda et Willis (1995) pour des cavités sphériques.
Lorsque le rayon 7 est petit (r; — 0) ou lorsque Uinterface est rigide (||Cq|| — 00), le

tenseur T}j¢ est égal au tenseur T classique pour une particule rigide (en posant fs =1) :
St (3km + 4t
3(km + 24m)

Dans ce cas, le modeéle construit a partir de Tyjg et de I’équation (2.37) tend vers le
modele de Ponte Castanieda et Willis (1995) pour des particules sphériques rigides.

m o __
MS —

(4.16)

vs = (3km + 4pum)J + (4.17)

A partir de la solution de ce probléme et en appliquant les résultats de I’approche par
motifs (chapitre 2, section 3), il est possible de développer des estimations de Hashin et
Shtrikman généralisées ainsi que des bornes de Voigt et Reuss généralisées pour des maté-
riaux contenant des nanocavités sphériques.
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3 Probléme auxiliaire relatif au motif &

Dans cette section, la résolution du probléme auxiliaire relatif au motif £ est présentée.
Comme cela a déja été mentionné précédemment, la matrice est choisie comme milieu de
référence particulier. En effet, le probléme n’a pas de solution analytique simple dans le cas
ou le milieu de référence est quelconque. Cela implique que seules des estimations de type
MTG sont développées pour les matériaux contenant des nanocavités sphéroidales.

Le domaine occupé par la phase de matrice (dans et hors du motif £) est noté w,, et le
domaine occupé par la cavité est noté w,. Le domaine occupé par la matrice dans le motif £
correspond & Dg — w, ot D¢ est le domaine occupé par le motif £. Le probléme a résoudre,
noté A, se traduit par le systéme d’équations suivant :

dive =0, €= (1/2)(gradu +"gradu), o =C,,: € dans w,,
A:{ o™ .nt(o,:bn+divio, =0, e,=Ir:€, o,=C,:€ surl} (4.18)
u = € - x lorsque ||z|| — oo

Les tenseurs de rigidité C,, et C, sont donnés respectivement aux équations (4.2) et (3.6).
Le développement de l'estimation MTG nécessite le calcul du tenseur T} (équation

(2.33)). Lorsque le milieu de référence est la matrice, il vient que la moyenne du champ de
polarisation sur le motif £ s’exprime de la facon suivante :

<T>Dg :<0->D5_Cm:<€>Dg
:|D—1g’[/Fl([a']-n)@alcdS—%(Cm:/F1 (u®n—|—n®u)d5] (419)
1

([o] - n) @ xdS — feC,, : {€),,

[ Del Jr,
avec fg la porosité dans le motif £, égale a |w,|/| Dg|. Le vecteur @ désigne le vecteur position.

Dans la suite, le probléme A n’est pas résolu directement. Sa solution est obtenue par
I'intermédiaire d’un second probléme identique ou l'interface imparfaite cohérente est rem-
placée par une interphase. La solution du probléme A est obtenue asymptotiquement en
exploitant ’équivalence entre les modéles d’interface imparfaite cohérente et d’interphase
fine (cf. chapitre 3, section 2.1, équation (3.11)).

Le probléme d’une inclusion enrobée d’une interphase, elle-méme entourée d’un milieu
infini sur lequel une déformation homogeéne €° est appliquée a I'infini est considéré. Ce pro-
bléme, noté A*, est représenté schématiquement sur la FIGURE 4.3. Comme pour le probléme
A, le milieu infini est la matrice et occupe le domaine w},. La cavité est identique a la cavité
du motif £ et occupe alors le domaine w,. L’interphase, d’épaisseur h constante, indicée
ph, occupe le domaine wyy,. Son tenseur de rigidité est C,y,. L’interface cavité/interphase,
de normale n, est parfaite et notée I'; (identique a l'interface I'y du motif £). L’interface
matrice/interphase, de normale n’, est également parfaite et notée I's. Elle est de forme
sphéroidale et ses axes sont confondus avec les axes de la cavité. Les longueurs de ses demi-
axes sont a + h et b+ h avec a + h la longueur du demi-axe porté par 'axe de révolution
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de la cavité. Les normales unitaires 1 et m’ sont orientées en direction du milieu infini. Le
probléme A* est décrit par les équations suivantes :

dive* =0, € = (1/2)(gradu* +Tgradu*) dans w}, Uwy,
0"=C,,:€ dans w; et o*=C,,:€ dans wy,

A ¢ oW p =0 sur Ty (4.20)
o™ .p/ = . n et w™ =@ surl,

u* =€ -z lorsque ||z|| = oo

ot *P) et u*PP) désignent respectivement la contrainte et le déplacement dans l'interphase.
Les champs élastiques associés & un exposant * font référence a des champs élastiques solu-
tions du probléme A* et des champs élastiques sans exposant font référence a des champs
solutions du probléme A.

D’apreés les relations (3.11), le tenseur de rigidité C,;, s’exprime de la facon suivante :

1~
(Cph = 3kphJ -+ 2,uth = ECS (421)
avec Ak
~ 7 ~ N shkbs ~
Cs = 3k 24K ks = ————— et [is = s 4.22

ke

Interphase C,y,

Cm

FIGURE 4.3 — Représentation schématique du probléeme A*.

Le probleme A* est résolu sous la forme d’une solution analytique approchée en s’ap-
puyant sur les résultats des travaux de Cherkaoui et al. (1995). Ces derniers ont étudié le
comportement mécanique d’une inclusion ellipsoidale entourée d’une interphase, elle-méme
entourée d’un milieu infini sur lequel une déformation homogeéne est appliquée a l'infini.
Le probléme A* correspond donc & un cas particulier de leurs travaux. En utilisant les
techniques de Green (plus précisément ’équation de Lippmann et Schwinger), ainsi que les
opérateurs d’interface de Hill (1983), les auteurs ont donné une solution approchée de ce
probléme en considérant deux hypothéses principales : i. I'interphase est trés mince, ii. la
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déformation en tout point de I'inclusion est supposée égale a sa valeur moyenne. La parti-
cularité de la solution approchée de Cherkaoui et al. (1995) est qu’elle s’exprime en fonction
de la solution du probléme d’inclusion d’Eshelby (1957). En appliquant leurs résultats au
cas particulier du probléme A*, il vient que :

(€, = ([=W): (), (4.23)
et
(€, ~ ([-M) " e (4.24)
W = [Pl(Cph) - %(PQ(CP}L) - Pl((Cph))] . Cph (425)
M = Py(C,,) : Cpe
n %lyl [Pl(cm) L AC : Py(Cpp) : Cph}
+ ||°:fh|| [(P(Cyr) — P1(C) : Cpi (4.26)

— [I+Pi(Cn) : AC] : [Po(Cpn) = P1(Ci)] < T
en posant AC = C,;, — C,,.

Le tenseur P;(C;) (i € {1,2} et j € {m, ph}) est le tenseur de Hill associ¢ au milieu
de référence j et a une inclusion sphéroidale dont la forme extérieure est identique a la
forme de T';. Ce tenseur s’exprime en fonction du tenseur d’Eshelby SF(C;) (i € {1,2} et
j € {m, ph}) de la fagon suivante :

P;(C;) = S7(Cy) : C;* (4.27)

Le tenseur d’Eshelby SF(C;) associé & une inclusion de forme sphéroidale ne dépend que
du coefficient de Poisson v; et du rapport de forme de l'inclusion (cf. annexe B). De plus, il
est possible de remarquer que (d’aprés les équations (4.21) et (4.22)) :

~ 31;5_2[15 _ks_,us

Uy = Dy = —2 — 4.28
o 2(3ks + fis) kst Hs (428)

ol Yy, qui est donc indépendant de h, est le coefficient de Poisson de l'interphase et vy le
coefficient de Poisson associé au tenseur de rigidité (isotrope) Cs. Il vient alors que :

SE(C,n) =SF(C,) Vie{1,2} (4.29)
et par conséquent :

Vie{1,2}, Pi(Cyp) = SE(Cph) : C;hl

= hP;(C,) (4.30)
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Le tenseur P, (Cy) associé a l'interface I'y ne dépend pas de h. En revanche, le tenseur
P, (C,) dépend de h a travers le rapport de forme de Uinterface I'y ((wb+ h)/(b+ h)).

Le rapport |wys|/|wy| peut s’exprimer de la fagon suivante :

|lwpn|  (wb+ h)(b+ h)?

= —1=ah+ Bh>+Ch? 4.31
ou 1+2 24 1
w w
— — - 4.32

A partir des équations (4.23) et (4.24), il vient que :

lim(e),,, ~ [1-C,"H:C,| i [I-Py: (Cp— a(1-H) :@S)]l e (4.33)

h0" [ @rh
et .
mle®) ~|T—P. - _ —m - C . e
lim(e),,, ~ [}1 P,, : ((Cm ol - H) : Cs>] e (4.34)
ou ]
H=C,: [S?(C,) - aN(Cs)] - C;1 (4.35)
Le tenseur N(Cy), dont I'expression est donnée a ’annexe B, est défini tel que :
.1
N(Cy) = }1112% 7 [S5(Co) — ST (Co)] (4.36)

ot SF(Cy) et SF(Cy) sont les tenseurs d’Eshelby associés a des inclusions sphéroidales dont
les rapports de forme sont respectivement égaux a w et (wb+ h)/(b+ h).

Les tenseurs Q¢ et Zg, utilisés au chapitre 5 sont introduits afin d’alléger les notations :

T * ~ .0 : * ~ . .0
(€),, = }1}&1)(6 Vo, = Qg : €, }lllg(l)(e Yoy R Le : € (4.37)

D’aprés les équations (4.33) et (4.34), ces tenseurs s’expriment de la fagon suivante :

_\7-1
Qe = [11 _P,,: ((Cm — oI —H) : CS)] (4.38)
et B B
Ze = []1 ~CIU:H: CS} L Qe (4.39)
La moyenne de la polarisation 7 sur D¢ s’exprime de la fagon suivante :
(Thpe = lm(r*),,
= lim[(0")p, = Con: (),
. -|wph| |wph| |wv| (440)
= lim | —— (o™ — C,, : (€" — (Cm:e*w]
BT _‘wph’ Lk ‘wph’ Lk Lk }
B }llgr(l)—|Dg|CPh €, |D5|Cm (€0, — FeCn  {€),,
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En utilisant les relations (4.21) et (4.31) et en remarquant que 1/|Dg| = fe/|wy], il est
possible de montrer que :

(™), = Je [a@s Jim(e),,, — Crn lim(e*)wv] (4.41)

h—0

Finalement, le tenseur T}je est approché par I'expression suivante :
. o \7-1
Tiie ~ fe[a(T-H) : €, — Cp| : [I-Pp: (C = a(1—H) : C, )| (4.42)

Il est rappelé que le scalaire « est égal a (1 4 2w)/(bw). Le tenseur P, est le tenseur de
Hill associé a la forme de la cavité sphéroidale considérée lorsque le milieu de référence est la
matrice. Le tenseur Cs, dont I'expression est donnée a ’équation (4.22), dépend uniquement
des propriétés de l'interface (k, et ;). Le scalaire fe = w(b/rq)? représente la porosité dans
le motif €. L’expression du tenseur H est donnée a ’équation (4.35).

Dans le cas ott w = 1 (cavité sphérique), le tenseur T};e est isotrope et s’écrit :

10p, (B + ) Bl
3k 0y + 4pm

(3km + 4ﬂm)<4k8 - 3kmb)

Wk, + D) 443)

J+ fe

ve(w=1) = fe

ou
Bél = ks — b pm, + 6ps,
0 = 2k + 15b pirn, + 1245, (4.44)
¢l = 3ks + 100 puy, + 18y,

avec fe = (b/r)3.

Remarque :

Il est notable (en posant b = r1) que la partie déviatorique du tenseur Tyj(w = 1) n’est
pas égale a celle du tenseur T}is (équation (4.10)). Cela est di au fait que le probléme
auxiliaire associé au motif £ (probléme A) est résolu de fagon approchée alors que celui
relatif au motif S l'est de facon exacte. En revanche, la partie hydrostatique du tenseur
THe(w = 1) est égale a celle du tenseur T} (équation (4.10)). Ainsi, il apparait que, dans
le cas ou la cavité est sphérique et le chargement purement hydrostatique, le probleme A
est résolu de maniére exacte.

Il est par ailleurs possible de montrer que les parties déviatoriques des tenseurs Tyje(w =
1) et Tyjs sont égales lorsque les cavités sont trés petites (r — 0)ou lorsque les cavités sont
grandes (r — o) ou lorsque 'interface est souple (||Cs|| — 0) ou lorsque l'interface est
rigide (]|Cs|| — 00).

En remarquant que le tenseur d’Eshelby SF(C,) et que le produit (1/a)N(C,) ne dé-
pendent pas de b, il vient que le tenseur H ne dépend pas de b. Il est alors possible de
montrer que pour une cavité de grande taille (b — oo, w fixe) ou lorsque l'interface est
souple (||C,|| = 0), le tenseur Ty, est égal 4 :

fhe = —feCon: [I-P(C) : €] (4.45)
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Pour f¢ = 1 (le motif n’est constitué que de la cavité et de l'interface), I'expression
précédente est alors égale a 'expression du tenseur T classique (tenseur identifié sur le pro-
bléme d’Eshelby et qui relie la polarisation 7 sur I'inclusion homogeéne a la déformation €°
appliqué a l'infini) lorsque I'inclusion est une cavité de méme forme que la cavité considérée
(d’aprés I'équation (2.20)). Par conséquent, le modeéle construit a partir du tenseur Tyje
et de 'équation (2.37) tend vers son homologue classique sans effet de surface (modeéle de
Ponte Castaneda et Willis (1995) dans le cas poreux) lorsque l'effet de surface devient né-
gligeable (c’est-a-dire lorsque la taille des cavités est grande ou lorsque U'interface est souple).

A partir de 'expression du tenseur Tiie et en appliquant les résultats de I'approche par
motifs (chapitre 2, section 3), il est possible de développer des estimations de Mori et Tanaka
généralisées pour des matériaux contenant des nanocavités sphéroidales.

4 Applications

Dans cette section, les propriétés élastiques effectives de matériaux nanoporeux contenant
des cavités sphériques et sphéroidales sont déterminées en s’appuyant sur l'approche par
motifs et sur les solutions des problémes auxiliaires traités précédemment. L’objectif est
d’illustrer les possibilités qu’offrent I'approche mise en ceuvre dans ce travail. Ci-aprés sont
étudiés les cas particuliers de matériaux contenant :
des nano-cavités sphériques distribuées aléatoirement ;

e des nano-cavités sphériques dont la distribution des centres est de forme sphéroidale ;
e des nano-cavités sphériques polydispersées et distribuées aléatoirement ;
[ ]
[ ]

des nano-cavités sphéroidales orientées et distribuées aléatoirement ;
des nano-cavités sphériques et sphéroidales orientées et distribuées aléatoirement.

4.1 Nano-cavités sphériques

Cette partie s’attache & décrire le comportement mécanique effectif d’un matériau conte-
nant des nanocavités de méme taille dont la distribution des centres est isotrope. Le do-
maine qu’occupe ce matériau est décomposé a ’aide du motif S et d’'un domaine de matrice
environnante de rigidité C,,. La porosité totale est égale & f. La fraction volumique des
représentants du motif S est noté cs et la fraction volumique de matrice environnante est
égale a 1 — cs.

Les modéles développés sont d’autant plus pertinents que la fraction volumique de ma-
trice environnante est faible (Bornert, 1996b). En effet, sur le domaine de matrice environ-
nante, les champs élastiques admissibles sont uniformes alors que les champs admissibles
sur le domaine de matrice dans le motif & sont non uniformes et a priori plus pertinents
car plus proches des champs réels. En revanche, il n’est pas non plus pertinent de choisir
une fraction volumique de matrice environnante nulle car dans ce cas, le matériau est un
assemblage de Hashin généralisé d’un unique motif qui repose sur une construction fractale.
Or une telle construction n’est pas envisageable avec le motif S car les champs admissibles
sur celui-ci dépendent de sa taille (plus précisément de ces deux longueurs caractéristiques
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r1 et ro). Par conséquent, deux membres homothétiques du motif S ont nécessairement la
méme taille. II n’est donc pas possible de paver ’ensemble de I'espace occupé par le VER
avec un unique motif §. Un domaine minimal de matrice environnante doit alors étre pris
en compte. Cet aspect a été mis en évidence par Marcadon (2005).

Bornes Voigt et Reuss généralisées :
Les bornes de Voigt et Reuss généralisées (VG et RG) pour une telle décomposition en
motifs s’expriment alors (d’aprés les équations (2.31) et (2.32)) :

CYF = (1 —¢s)Cpy + csCY& (4.46)

et
-1 -1 -1
[(Cl;‘f] — (1 cs) [Cm] Yoes [Cﬁ%} (4.47)
ot les expressions des tenseurs CY& et CYS sont donnés aux relations (4.9) en prenant

fs=f/cs.

Il est remarquable que, dans le cas ou fs =1 (il n’y a pas de matrice dans le motif S),
les bornes de Voigt et Reuss généralisées s’expriment de la fagon suivante :

-1 1 -1
CY = (1= ICn+ fCYG et [CRE] =(1-pCa] +/|CEE (4.48)
ol les tenseurs CY¢ et CRG s’expriment comme suit
4k, ks + O 4k, 10k s
Ce = 22— T°K, CRG == —_— 4.49
M 1 I+ 57”1 ’ MS 1 I+ (6]{55 + /JJS)Tl ( )

Dans ce cas, ces bornes correspondent a celles de Le Quang et He (2008) (cf. équations
(3.21) et (3.24)), c’est-a-dire CY°(fs = 1) = CLQUT ot CRE(fs = 1) = CHM-. Les bornes de
Le Quang et He (2008) ne sont pas fondées sur 'approche par motif mais s’appuient sur des
champs admissibles qui sont uniformes par morceaux dans la matrice et dans les cavités.
Cette forme de champs admissibles correspond a celle des champs admissibles des bornes de
Voigt et Reuss généralisées construites a partir du motif S avec fs = 1. Les bornes de Le
Quang et He (2008) (dans le cas poreux) apparaissent alors comme un cas particulier des
bornes de Voigt et Reuss généralisées dérivées a partir du motif S. Dans "approche de Le
Quang et He (2008), les champs admissibles sur la matrice sont complétement uniformes,
ce qui constitue une approximation forte. Pour les bornes de Voigt et Reuss généralisées,
lorsque fs # 1, une quantité de matrice peut étre prise en compte dans le motif. Cela
conduit & des champs qui peuvent étre non uniformes dans la matrice du composite et ainsi,
a une meilleure description de I’hétérogénéité des champs locaux réels.

Estimation autocohérente généralisée :
L’estimation autocohérente généralisée (ACG) est obtenue en résolvant I’équation suivante
(d’aprés 1'équation (2.42)) dont I'inconnue est Cy (Cy = CHCY) -

(1—cs)V2 +csVs =1 (4.50)
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avec V{;s donné a Péquation (4.3) en prenant également fs = f/cs. L’expression de V9
est donnée & I'équation (2.22) (ou l'inclusion sphérique a les propriétés de la matrice C,,)
car le champ de déformation optimal sur la matrice environnante est obtenu a partir de
la solution du probléme d’un motif homogéne de matrice noyé dans le milieu infini 0 sur
lequel la déformation € est appliquée a I'infini. L’inclusion a la forme de la distribution (cas
3 de la section 3.3 du chapitre 2). Ce probléme correspond & un probléme d’Eshelby classique.

Dans le cas particulier ot ¢s = 1 (il n'y a pas de domaine de matrice environnante),
le modéle autocohérent généralisé correspond alors a celui établi par Duan et al. (2005b)
(dans le cas poreux), c’est-a-dire Ca~¢ = CA“Y. Le module de cisaillement effectif u3°¢ de
cette estimation peut alors étre obtenu en résolvant ’équation suivante (d’aprés I’équation
(E.15) en prenant pg = up°C et fs = f)

2
w(uécc’) + (Ry — V)uh®S — R, =0 (4.51)
ou V,, Va, R, et R; sont données a 'annexe E (équation (E.16)).

Estimation de Mori et Tanaka généralisée :
Le tenseur de rigidité de l'estimation de Mori et Tanaka généralisée (MTG) est donnée
par la relation suivante (d’aprés I’équation (2.37)) :

-1
YT = Cput (T 5T P )+ (esThis ) (4.52)

avec le tenseur T} ¢ donné a I'équation (4.10) en prenant également fs = f/cs. La distribu-
tion des centres des cavités est supposée isotrope. Le tenseur P7' s’exprime alors de la fagon
suivante (équation (2.21)) :

1 3 Ko+ 2t
P J+ a

= 4.53

Dans ce cas, I'estimation précédente correspond au modéle de Mori et Tanaka déja établie
par Duan et al. (2005b) et Brisard et al. (2010a,b) (cf. équations (3.13) et (3.14)), c’est-a-dire
CMTG — (CII\D/IT

Comme cela a été précisé précédemment a la section 2, le tenseur est indépendant
de la forme et de la taille de la couche de matrice dans le motif S, c’est-a-dire indépendant
de cs. En effet, il est possible de constater que, dans le cas présent, le produit c¢sTyig est
indépendant de cs et dépendant linéairement de f. Cette remarque ne s’applique pas aux
autres modeles évoqués ci-dessus.

MTG
Cu

Dans le cas o la fraction cs est égale a 1 (il n’y a pas de matrice environnante), les bornes
de Voigt et Reuss généralisées et I'estimation autocohérente généralisée correspondent aux
modéles d’assemblage de sphéres composites de Hashin et autocohérent généralisé dévelop-
pés par Duan et al. (2005b). Comme cela a été précisé précédemment, il n’est pas possible
d’occuper tout 'espace avec les seules membres du motifs S car une construction fractale
n’est pas possible. Ainsi, les modeéles de Duan et al. (2005b) peuvent étre enrichis en tenant
compte d’'un domaine de matrice environnante dont la fraction volumique est fixée telle que
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la fraction volumique cs du motif S soit égale a la compacité maximale d’un assemblage de
sphéres monodispersées, c’est-a-dire cs = 7/(3v/2).

Dans la suite, les valeurs des parameétres retenues pour les applications numériques sont
celles présentées a la TABLE 3.1 de la section 3.1.3 du chapitre 3. Les évolutions des mo-
dules de compressibilité et de cisaillement effectifs normalisés en fonction de la porosité sont
représentées respectivement sur la FIGURE 4.4 et la FIGURE 4.5 pour un rayon des cavités
égal a 1 nm. Les évolutions des modules de compressibilité et de cisaillement effectifs nor-
malisés en fonction du rayon des cavités sont représentées respectivement sur la FIGURE 4.6
et la FIGURE 4.7 pour une porosité de 10 %. Les propriétés effectives obtenues a partir des
modeéles ACG, MTG, VG et RG ainsi que des bornes LQH sont tracées.

1.0

S
D)

5
N

&
FS

k effectif normalisé par &,

&
[

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
00 01 02 03 04 05 06 07

Porosité

FIGURE 4.4 — Evolution du module de compressibilité (normalisé par k,,) en fonction de la
porosité. Le rayon des cavités est égal a 1 nm. En vert : bornes de Le Quang et He (2008),
En rouge : bornes VG et RG, en bleu : estimation MTG, en gris : estimation ACG.

En complément des remarques faites a la section 3.1.3 du chapitre 3, il est possible de
remarquer que les modules de compressibilité des bornes de VG et RG, de 'estimation ACG
et de l'estimation MTG ne sont plus égaux lorsqu'un domaine de matrice environnante est
pris en compte. Il est également possible de constater que les bornes de Voigt et Reuss
généralisées améliorent les bornes de Le Quang et He (2008). Lorsque la porosité est égale a
la compacité maximale (c’est-a-dire 7/(3+/2) ~ 0, 74), il n’y a plus de matrice dans le motif
S et les bornes de VG et RG sont égales aux bornes de Le Quang et He (2008). Cela illustre
la remarque précédente concernant ce point.

4.2 Distribution sphéroidale des centres des cavités

Cette section vise a étudier le comportement élastique effectif d’'un matériaux nanopo-
reux contenant des cavités sphériques de méme taille dont la distribution des centres est
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FIGURE 4.5 — Evolution du module de cisaillement (normalisé par p,,) en fonction de la
porosité. Le rayon des cavités est égal a 1 mm. En vert : bornes de Le Quang et He (2008),
En rouge : bornes VG et RG, en bleu : estimation MTG, en gris : estimation ACG.
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FIGURE 4.6 — Evolution du module de compressibilité (normalisé par k,,) en fonction du
rayon des cavités. La porosité totale f est égale a 10 %. En vert : bornes de Le Quang et He
(2008), En rouge : bornes VG et RG, en bleu : estimation MTG, en gris : estimation ACG.

sphéroidale. Cette étude s’appuie sur I'estimation MTG construite a partir de I'unique le
motif §. Comme cela a déja été précisé a la section 2, 'estimation MTG peut étre utilisée en
imposant fs = 1 sans perte de généralité (cela implique que cs = f). A I'inverse des autres
modeles (VG, RG, ACG), les estimations MTG permettent aisément de prendre en compte
des distributions spatiales ellipsoidales des centres des motifs. En effet, dans le cadre de ces
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FIGURE 4.7 — Evolution du module de cisaillement (normalisé par ji,,) en fonction du rayon
des cavités. La porosité totale f est égale a 10 %. En vert : bornes de Le Quang et He (2008),
En rouge : bornes VG et RG, en bleu : estimation MTG, en gris : estimation ACG.

modeéles, la forme des supports des motifs n’est pas nécessairement la méme que celle de
la distribution spatiale des centres. Il n’est donc pas nécessaire de définir un nouveau mo-
tif compatible avec la distribution spatiale et de résoudre un nouveau probléme auxiliaire.
Comme & la section 4.1, 'estimation est établie & partir de I’équation (4.52). Le tenseur P7’
est maintenant relatif & la distribution sphéroidale des centres des cavités et est exprimé a
I'équation (2.17) en fonction du tenseur d’Eshelby S¥(C,,). Le tenseur d’Eshelby relatif a
une inclusion de forme sphéroidale est donné a ’annexe B. Les longueurs des demi-axes du
sphéroide permettant de décrire la distribution spatiale sont notés a, et by avec ay la lon-
gueur du demi-axe porté par I’axe de révolution (porté par un vecteur noté n) du sphéroide.
Le rapport de forme de la distribution w,; définie de la fagon suivante :

Wq = ad/bd (454)

Le comportement élastique est isotrope transverse dans la direction porté par m. Le
tenseur de rigidité effectif peut se décomposer de la fagon suivante :

CMTC = nE; + 2k Jr + V2U(F +"F) 4 20Ky + 20K, (4.55)

ouEr, Jr, F, F, Ky et K, sont les tenseurs de la base isotropie transverse définis a I’annexe
B (équation (B.1)).

Les paramétres matériaux retenus pour ’application numérique sont ceux présentés a
la TABLE 3.1. La FIGURE 4.8 présente les évolutions des constantes élastiques effectives
en fonction du rapport de forme wy pour des distributions spatiales sphéroidales oblates
(aq < bg) et prolates (aq > byg) ! des centres du motif S. Le rayon des cavités est fixé a 1 nm.,

1. Pour les distributions de formes prolates, les évolutions des constantes effectives sont tracées en fonc-
tion de 1 — 1/wq afin de parcourir toute la gamme des valeurs possibles du rapport de forme.
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La porosité totale est fixée & une valeur élevée f = 25 % afin de bien mettre en évidence
I’effet de la distribution des cavités. Les constantes effectives sont normalisées par rapport
aux constantes effectives lorsque la distribution est isotrope (wg = 1).

1.04; 1.04;

1.02¢ 1.02¢

1.00

1.00

0.98- 0.98¢

0.96¢ 0.96¢

Constantes élastiques effectives normalisées
Constantes élastiques effectives normalisées

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rapport de forme w, 1-1/w,

FIGURE 4.8 — Evolutions des constantes élastiques effectives en fonction de rapport de forme
de la distribution de formes oblate (& gauche) et prolate (a droite) des centres du motif S.
La porosité totale f est égale a 25 % et le rayon des cavités est égal a 1 nm. En noir : n,
en bleu : 1, en gris : k¢, En rouge : py et en vert : .

Les observations suivantes peuvent étre faites :

e le comportement effectif devient de plus en plus anisotrope lorsque w, tend vers 0 (cas
oblate) et lorsque 1 —1/w, tend vers 1 (cas prolate) : la différence entre les coefficients
longitudinaux (n, 1) et les coefficients transverses (k¢, 1;) augmente lorsque wy tend
vers ces valeurs particuliéres.

e dans le cas oblate, les valeurs des coefficients longitudinaux (n, 1) augmentent lorsque
wy tend vers 0 et les valeurs des coeflicients transverses diminuent plus la forme de la
distribution est aplatie.

e dans le cas prolate, la valeur du coefficient n diminue lorsque w,; augmente (la forme
de la distribution s’allonge), les valeurs des coefficients 1, kq, 11y augmentent. Les évo-
lutions des coefficients [ et p; ne sont pas monotones.

L’interprétation physique des deux derniéres observations est délicate a cause des nom-
breux effets pris en compte par le modéle. Premiérement, dans le cadre de 'application
numérique choisie, les interfaces rigidifient le comportement effectif alors que les cavités
I’assouplissent. Ensuite, la distribution spatiale controle les distances entre les cavités et
donc influe sur les interactions moyennes entre ses cavités : par exemple, lorsque wy tend
vers 0, les cavités sont espacées loin les unes des autres dans le plan transverse et elles tendent
a s’aligner dans la direction axiale (comme cela a déja été mis en évidence par Ponte Cas-
tafieda et Willis (1995) dans le cas de particules rigides ou de fissures). Evidemment, les
différences de comportements entre la matrice et les interfaces influencent également le com-
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portement macroscopique. Pour mettre en évidence I'influence de la distribution spatiale des
centres sur les propriétés effectives, il est possible d’écrire le développement suivant & partir
de I’équation (4.52) (développement initialement d & Ponte Castaneda et Willis (1995)) :

CM"% = Cp + csTiis + (csThis) : B« (csTis) + O [(cs)] (4.56)

I apparait alors que la forme de la distribution n’influence (& travers le tenseur P7') le
tenseur CMT¢ qu’au second ordre de la fraction volumique cs (c’est-a-dire au second ordre
de la porosité f puisque fs = 1). Un nouveau tenseur D est défini de la fagon suivante :

Les évolutions des composantes isotropes transverses du tenseur ID en fonction du rapport
de forme wy peuvent étre utilisées pour étudier les dépendances des paramétres n, py, ki, i &
la forme de la distribution. La FIGURE 4.9 montre les évolutions des composantes isotropes
transverses de ID en fonction de wy dans le cas oblate. Les coefficients transverses de D (resp.
les coefficients longitudinaux) diminuent (resp. augmentent) lorsque w, diminue. Cela est
en accord avec les évolution des constantes isotropes transverses de CM\T¢ en fonction de wy
illustrées a la FIGURE 4.8. Lorsque wy diminue, les cavités sphériques sont de plus en plus
espacées les unes des autres dans le plan transverse. Ainsi, les interactions entre les cavités
diminuent dans le plan transverse. De la méme facon, cela implique que les cavités sont
plus proches les unes des autres dans la direction longitudinale. Les interactions entre les
cavités sont alors plus fortes dans cette direction. Il est possible de démontrer que le module
cisaillement transverse de D est nul lorsque wy tend vers 0. Dans ce cas, les cavités sont
tellement éloignées les unes des autres dans le plan transverse que les effets d’interaction
sont négligeables et le module de cisaillement transverse de CMT“ correspond alors & celui
du modele dinclusion diluée.

De plus, il est possible de montrer que le module de cisaillement longitudinal (resp. le
module de cisaillement transverse) de la différence D(wy; = 0) — D(wy = 1) est toujours
positif (resp. négatif) quelles que soient les valeurs des autres paramétres (propriétés de
la matrice, des interfaces, rayon des cavités). Cela implique que le module de cisaillement
longitudinal effectif (resp. le module de cisaillement transverse effectif) prédit par le modéle
est toujours plus rigide (resp. souple) dans le cas ot wy = 0 que dans le cas isotrope (wq = 1).
Cette remarque n’est pas généralisable aux autres coefficients (n, [, k;) de CMTC. Cela est
illustré sur la FIGURE 4.10, ot le tenseur D exhibe d’autres tendances pour un autre choix
de parametres (v, = 0.2, k, = 50 J/m?, us = 30 J/m?).

4.3 Distribution de taille de cavités

Les solutions des probléemes auxiliaires traités aux sections 2 et 3 sont dépendantes des
longueurs caractéristiques des motifs. Il est alors envisageable de prendre en compte des
distributions de ces longueurs dans les modeéles. L’épaisseur de la couche de matrice dans le
motif permet de caractériser, par exemple, les distances entre les cavités. Une distribution
sur cette grandeur permettrait par exemple de prendre en compte des effets d’amas de ca-
vités (Marcadon, 2005; Marcadon et al., 2007). Il n’est cependant pas possible de prendre
en compte de tels effets d’amas avec les estimations MTG ou la dimension de la couche de
matrice n’a pas d’influence sur les propriétés effectives (cf. section 4.1) prédites par ce type
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FIGURE 4.9 — Evolutions des composantes isotropes transverses du tenseur D en fonction de
rapport de forme de la distribution oblate des centres du motif S. La porosité totale f est
égale a 25 % et le rayon des cavités est égal a 1 nm. En noir : n, en bleu : 1, en gris : ky,
En rouge : py et en vert : py.

de modéle. Il est également possible de prendre en compte des distributions de taille de ca-
vités. Cela est illustré dans cette section en considérant un matériau qui contient des cavités
sphériques de tailles différentes et dont la distribution spatiale des centres est isotrope. Bien
qu’il soit possible de construire dans ce cas une estimation ACG et des bornes de VG et
RG, cette section se limite a I'estimation MTG facile & mettre en ceuvre en comparaison de
I'estimation AGC o il est nécessaire de résoudre I'équation (2.42).

La densité de cavités dont le rayon r’ est compris entre r et r 4 dr est égale a p(r)dr. La
porosité des cavités dont le rayon est compris entre 7 et r+dr est alors égale (47 /3)r3p(r)dr.
Un motif S(r') est défini pour chaque classe de cavités de méme taille. Les rayons extérieurs
des motifs sont identiques et égaux a ry. Cela revient a supposer que la distance entre les
cavités est constante et qu’il n’y a pas d’effets d’amas. Cela n’a cependant aucune influence
dans le cadre de l'estimation MTG construite ici. La fraction volumique des représentants
du motif S(r’) associé aux cavités dont le rayon est compris entre r et r + dr est égale a
(47 /3)r3p(r)dr. Afin de rester dans une démarche générale, un domaine de matrice environ-
nante est pris en compte. L’assemblage de motifs étant monodisperse (ry constant quel que
soit le motif considéré), la fraction volumique de matrice minimale & prendre en compte est
telle que la fraction volumique de I’ensemble des motifs soit égale a la compacité maximale
d’un assemblage monodisperse de sphéres, noté d (d = 7/(3v/2)). Le nombre total de cavités

91



COMPORTEMENT ELASTIQUE EFFECTIF DES MATERIAUX NANOPOREUX

3x10°

2x10°+

1x10°"

Constantes isotropes transverses du tenseur D (Pa)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rapport de forme w,

FIGURE 4.10 — Evolutions des composantes isotropes transverses du tenseur I en fonction
de rapport de forme de la distribution oblate des centres du motif S. La porosité totale f est
égale a 25 % , le rayon des cavités est égal a 1 nm et v, = 0.2, ks = 50 J/m?, us = 30 J/m?.
En noir : n, en blew : 1, en gris : k.

par unité de volume est noté N. Le rayon extérieur des motifs est alors égal & :

3d \'*
o — (_MN) (4.58)

Le tenseur de rigidité de l'estimation MTG s’exprime de la fagon suivante :

d +o00 -1 d +o0
(%mzcm+ﬁ—(ﬁé p@)%mmdﬂW}i{NA p(r)Tiisey) dr|  (4.59)

ol le tenseur Tyjg, est donné a 'équation (4.10) en posant fs = (r/ro)® = (47r3N)/(3d).
La distribution des centres des cavités est supposée isotrope. Le tenseur PI' est donnée a
I'équation (4.53). Dans ce cas, Iestimation précédente conduit & I'expression du module de
compressiblité donnée par Brisard et al. (2010a) (équation (3.18)). L’estimation peut étre
ici généralisée au cas de distribution spatiale ellipsoidale des centres des cavités.

Pour les applications numériques, la fonction p(r) est supposée de la forme N x ¢(r) ou
g(r) est la fonction de densité d’une loi de probabilité triangulaire. Le plus petit rayon est
égal a zéro et le plus grand est égal a ry. Les évolutions des modules de compressibilité et
de cisaillement effectifs (normalisé par rapport aux modules de la matrice) en fonction du
mode? sont représentée sur la FIGURE 4.11. Le nombre de cavité N est fixé & 102 m~3. La

2. Mode : valeur r pour laquelle la densité de probabilité g(r) est maximale.
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porosité totale f évolue également en fonction du mode de la loi triangulaire. Cette évolution
est représentée sur la FIGURE 4.11. Les propriétés matériaux retenues sont présentées a la
TABLE 3.1. Une distribution de taille de cavités a bien été prise en compte et des différences
relatives entre les cas extrémes (ot le mode est égal & 0 ou a ry) de l'ordre de 50 % pour
le module de compressibilité effectif et 40 % pour le module de cisaillement effectif sont
observées dans le cas présent.

1.0

S
%
‘

5%
=N
‘

Fonction de densité /

Fonction de densité

S
'S

1

/// Fonction de densité
0.0 : ‘ ; : ‘ ‘
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Modules élastiques effectifs
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FIGURE 4.11 — Ewvolution des modules effectifs normalisés (par rapport aux modules de la
matrice) en fonction du mode (pour une loi de probabilité triangulaire). En noir : module
de compressibilité normalisé par k,,, en bleu : module de cisaillement normalisé par p,,. La
porosité totale f est représentée en gris. Le nombre total de cavité est fizé a N = 1023 m=3.
Le rayon maximal est fixé a 12 nm et le rayon minimal a 0 nm.

De facon a dissocier les effets de la porosité et de la polydispersité, la fonction de densité
g(r) est supposé triangulaire symétrique par rapport a son mode, c’est-a-dire qu’elle est
définie sur le support [m —e€, m + €| (avec g(m —€) = g(m + €) = 0) ot m désigne le mode
de la loi de probabilité triangulaire (égal & I'espérance dans ce cas particulier) et ol € est
un réel. Dans ce cas, il est possible de montrer que le nombre total de cavités par unité de
volume N et la porosité totale f sont reliés de la fagon suivante :

N = 3/
(4m3 4 2me?)

(4.60)

La FIGURE 4.12 présente les évolutions des modules de compressibilité et cisaillement
effectifs issus de lestimation MTG (normalisés par rapport aux modules de Iestimation
MTG pour un matériau contenant des nano-cavités sphériques de méme rayon m, c’est-a-
dire € = 0) en fonction du mode m de la loi de probabilité pour f = 0.1 et € = 1 nm.

Lorsque le rayon moyen m des cavités augmente & f et e fixés, leffet de la polydispersité

diminue et I'estimation MTG tend vers ’estimation correspondante pour un matériau nano-
poreux monodispersé. Cela est cohérent avec le fait que l'effet de surface devient négligeable
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FIGURE 4.12 — Evolution des modules effectifs normalisés (par rapport auzx modules de [’es-
timation MTG pour un matériau contenant des nano-cavités sphériques de méme rayon m,)
en fonction du mode m de la loi de probabilité triangulaire « symétrique » pour f = 0.1 et
e =1 nm. En noir : module de compressibilité normalisé, en bleu : module de cisaillement
normalisé.

a mesure que la taille des cavités augmente & porosité fixée. Dans le cas présent, la polydis-
persité conduit & un comportement effectif plus souple que lorsque le matériau ne contient
que des cavités de méme taille. La fonction de densité de cavités p(r) étant symétrique, cela
signifie qu’il y a autant de cavités dont le rayon est inférieur & m que de cavités dont le
rayon est supérieur & m. Ainsi, dans le cadre de 'application présentée, I’effet assouplissant
(par rapport aux cavités de rayon m) des cavités de plus grande taille (r > m) 'emporte
sur leffet rigidifiant (par rapport aux cavités de rayon m) des cavités de plus petite taille
(r < m). Leffet de la polydispersité est ici relativement faible, de 1'ordre de 1 a 2 % pour
m = 1 nm. Cela est confirmé pour d’autres valeurs de e.

4.4 Nano-cavités sphéroidales orientées aléatoirement

Cette section a pour objectif d’étudier le comportement élastique effectif d’'un matériau
contenant uniquement des cavités sphéroidales orientées et distribuées aléatoirement. Cette
étude repose sur une estimation MTG construite & partir du motif £. Les cavités sont
supposées de méme taille et de méme forme. Il faut définir une distribution continue de
motifs £ qui difféerent uniquement par leur orientation. Ci-aprés, le scalaire cg fait référence
a la fraction volumique totale de la distribution continue de motif £ (c’est-a-dire la fraction
volumique de tous les motifs £). Le tenseur de rigidité est donné par 1’équation suivante
(équation (2.37)) :

CMTS = Cput (T (i) BF ) ¢ (6(THie).) (4.61)

L’opération (A) . fait référence a la moyenne sur toutes les orientations de l'espace du
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tenseur d’ordre quatre A, qui est égale a la projection de A sur la base d’isotropie lorsque
les orientations sont équiprobables (c’est-a-dire (A) . = (J = A)J + (1/5)(K :: A)K) (Gatt
et al., 2005).

L’expression du tenseur T%. est donnée a I'équation (4.42) en posant fe = f/cg avec
f la porosité totale et fe la porosité du motif £ (identique quel que soit le motif £). En
considérant le produit cg (Tyje) 5 11 est possible de constater qu’il est indépendants de cg.
Le modéle construit est donc indépendant du rayon extérieur des motifs ry. Cela va dans le
sens des remarques précédentes concernant la spécificité des modeles MTG. La distribution
des centres des cavités étant supposée isotrope, le tenseur P est donné a I’équation (4.53).

Les propriétés matériaux retenues pour réaliser les applications numériques sont présen-
tées a la TABLE 3.1. La porosité totale f est égale a 10 %. Les évolutions des modules de
compressibilité et de cisaillement effectifs (normalisés respectivement par rapport au mo-
dule de compressibilité et de cisaillement de la matrice) en fonction du rapport de forme
w des cavités sont représentées respectivement sur la FIGURE 4.13 et la FIGURE 4.14 pour
différentes valeurs de b (0,01 nm, 0,25 nm, 1 nm et 5 nm). Les modules élastiques effectifs
issus de 'estimation de Ponte Castaneda et Willis (1995) (PCW) pour un matériau a cavités
sphéroidales (sans effet de surface) orientées et distribuées aléatoirement et pour un maté-
riau & inclusions sphéroidales rigides orientées et distribuées aléatoirement sont également
représentées.
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FIGURE 4.13 — Evolution du module de compressibilité effectif normalisé par k,, en fonction
du rapport de forme des hétérogénéités. La porosité totale f est égale & 10 %. En noir :
PCW (cavités), en gris : MTG - b = 5 nm, en bleu : MTG - b = 1 nm, En rouge : MTG -
b=0.25 nm, en vert : MTG - b = 0.01 nm et : PCW (inclusions rigides).

Une dépendance a la forme et a la taille des cavités a bien été introduite dans le modéle
par l'intermédiaire des paramétres w et b. Lorsque la taille des cavités devient grande,
I'effet de surface devient négligeable et le modéle MTG tend vers l'estimation PCW pour
un matériau poreux. Lorsque la taille des cavités est tres faible, le modéele MTG tend vers
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FIGURE 4.14 — Evolution du modules de cisaillement effectif normalisé par j,, en fonction
du rapport de forme des hétérogénéités. La porosité totale f est égale & 10 %. En noir :
PCW (cavités), en gris : MTG - b = 5 nm, en bleu : MTG - b = 1 nm, En rouge : MTG -
b=0.25 nm, en vert : MTG - b = 0.01 nm et : PCW (inclusions rigides).

I'estimation PCW pour un matériau a inclusions rigides. Dans le cadre de 'application
numérique présentée ici, il apparait que les écarts entre les coeflicients d’élasticité prédits
par le modeéle MTG et par celui de PCW pour un matériau poreux sont inférieurs a 1%
lorsque b est supérieur & 60 nm (pour w = 0,125). De la méme fagon, les écarts entre les
coefficients d’élasticité prédits par le modéele MTG et par celui de PCW pour un matériau
a inclusions rigides sont inférieurs a 1% lorsque b est inférieur & 0,5 pm (pour w = 8).

Il a été mis en évidence a la section 3 que les parties déviatoriques des tenseurs Tyjg
et T}e, lorsque w = 1, différent 1'une de l'autre car le probleme auxiliaire relatif au motif
& est résolu de fagon approchée. Afin d’illustrer I'influence de cette approximation sur les
propriétés élastiques effectives, les évolutions en fonction du rayon r des cavités, des modules
de cisaillement effectifs d’'un matériau contenant des cavités nanosphériques (distribuées
aléatoirement) sont représentées sur la FIGURE 4.15 pour les deux cas ci-dessous :

e cas 1 : le probléme auxiliaire est résolu de fagon exact via le motif S (cf. section 2);
e cas 2 : le probléme auxiliaire est résolu de fagon approchée via le motif £ avec w =1
et b =r (cf. section 3).

Les bornes de Le Quang et He (2008) pour un matériau a cavités nanosphériques sont
également représentées. Les deux modeéles de type MTG conduisent effectivement a des
estimations différentes des modules de cisaillement effectifs dans le cas 1 et le cas 2. Comme
cela a été mis en évidence a la section 3, ces différences s’estompent cependant dans les
cas de petites et grandes cavités. Bien que le module de cisaillement effectif correspondant
au cas 2 soit obtenu & partir d’'un solution approchée du probléme auxiliaire, il apparait
néanmoins que, pour l'application numérique présentée ici, ce module respecte les bornes

de Le Quang et He (2008).

96



APPLICATIONS

p effectif normalisé par y,,

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Rayon (nm)

FIGURE 4.15 — Evolution du modules de cisaillement effectif normalisé par j,, en fonction
du rayon r des cavités sphériques. La porosité totale f est égale & 10 %. En vert : bornes
de Le Quang et He (2008), en noir : MTG construit avec le motif £ (b =17 et w = 1) et en
bleu : MTG construit avec le motif S.

4.5 Nano-cavités sphériques et sphéroidales orientées aléatoirement

Cette derniére section traite le cas d’'un matériau qui contient deux populations de cavi-
tés : i. des nano-cavités sphériques supposées de méme tailles, réparties de facon homogéne
et isotrope, ii. des nano-cavités sphéroidales supposées de méme taille, méme forme, orien-
tées aléatoirement et réparties de fagon homogene et isotrope. Les propriétés élastiques des
interfaces dans les motifs S et £ sont supposées identiques. Les valeurs des propriétés ma-
tériaux retenues sont données a la TABLE 3.1. La porosité totale dans le matériau est notée
f. La porosité des cavités sphériques est égale a (1 — ) f et celle des cavités sphéroidales
est égale a 0f avec 6 € [0, 1]. Les propriétés élastiques effectives sont déterminées a partir
de 'équation suivante (d’aprés 1’équation (2.37)), ol le tenseur P? relatif & une distribution
isotrope est donnée a 1’équation (4.53) :

-1
CMTG — C,, + <H — (csThis + ce(Thie) ) - P?) : (csTiis + ce(Thig) ) (4.62)

ou 'expression de T};s est donnée a I’équation (4.10) en posant fs = (1 —0)f/cs et l'ex-
pression de T}, est donnée a I’équation (4.42) en posant fe = 0f/ce. Les orientations des
cavités sphéroidales dans l'espace étant équiprobables, la moyenne sur toutes les orienta-
tions correspond a la projection sur la base d’isotropie (Gatt et al., 2005).

Les évolutions des modules de compressibilité et de cisaillement effectifs normalisés en
fonction de la porosité totale f sont présentées respectivement sur la FIGURE 4.16 et la
FIGURE 4.17 pour différentes valeurs de 6. Le rayon des cavités sphériques est fixé a 1 nm.
La longueur b du demi-axe des cavités sphéroidales est fixée & 5 nm et le rapport de forme
w est fixé a 0.25.
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FIGURE 4.16 — Evolution du module de compressibilité effectif normalisé par k., en fonction
de la porosité totale f pour différentes valeurs de 6. En noir : 0 = 0, en gris - 0 = 0.25,
en vert : 8 = 0.5, En rouge : 0 = 0.75 et en bleu : 0 = 1. Le rayon des cavités sphériques
est égal a 1 nm. La longueur b du demi-axe des cavités sphéroidales est égale a 5 nm et le
rapport de forme w est égal a 0.25.
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FIGURE 4.17 — Evolution du module de cisaillement effectif normalisé par p,, en fonction
de la porosité totale f pour différentes valeurs de 6. En noir : 0 = 0, en gris - 0 = 0.25,
en vert : @ = 0.5, En rouge : § = 0.75 et en bleu : § = 1. Le rayon des cavités sphériques
est égal a 1 nm. La longueur b du demi-aze des cavités sphéroidales est égale a 5 nm et le
rapport de forme w est égal a 0.25.

Lorsque # est nul (le matériau contient alors uniquement des cavités sphériques), le
modele biporeux correspond au modéle MTG de la section 4.1, et lorsque 6 est égal a 1 (le
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matériau contient uniquement des cavités sphéroidales), le modeéle biporeuzx correspond alors
au modele présenté a la section 4.4. Lorsque 6 est compris entre 0 et 1 (les deux populations
de cavités co-existent), les propriétés effectives sont alors comprises entre celles obtenues
dans les deux cas précédents.

5 Bilan du chapitre

L’approche par motifs a été appliquée dans ce chapitre afin de développer des bornes et
des estimations des propriétés élastiques effectives des matériaux nanoporeux contenant des
cavités sphériques et sphéroidales. Deux motifs morphologiques S et & relatifs a ces cavités
ont été définis. Conformément a l'approche par motifs, la détermination des propriétés
élastiques effectives d’un assemblage construit a partir des motifs S et £ dont la distribution
des centres est ellipsoidale passe par la résolution de problémes auxiliaires ot les motifs sont
plongés dans un milieu infini sur lequel un chargement homogéne est appliqué a l'infini.

Concernant le motif S :

Le probléme auxiliaire relatif au motif § a été résolu quel que soit le milieu de réfeé-
rence en s’appuyant sur les travaux de Duan et al. (2005b). Différents modéles peuvent étre
ainsi développés : des bornes de Voigt et Reuss généralisées, des estimations autocohérentes
généralisées et des estimations de type Mori et Tanaka généralisées. Le développement d’en-
cadrements d’ordre 2 de type Hashin et Shtrikman n’est en revanche pas aisé. En effet,
la plus souple des phases étant le vide, la borne inférieure correspond alors & la borne de
Reuss généralisée. De plus, la notion de phase la plus raide n’est pas triviale en présence
d’interfaces imparfaites cohérentes.

Il apparait que 'application de I’approche par motifs au motif S permet de généraliser
les modéles existants de Duan et al. (2005b) et de Brisard et al. (2010a,b). Les modéles
d’assemblage de sphéres composites et autocohérent généralisé de Duan et al. (2005b) cor-
respondent respectivement aux bornes de Voigt et Reuss et a ’estimation autocohérente de
I’approche par motifs de I’assemblage de Hashin généralisé construit a partir de I'unique mo-
tif S. Le cadre théorique fournit par ’approche par motifs permet de généraliser ces modéles
a des assemblages plus complexes en prenant en compte par exemple un domaine de matrice
environnante, des distributions de tailles de cavités, des effets d’amas (cf. (Marcadon, 2005;
Marcadon et al., 2007)) ou d’autres types d’hétérogénéités (sous réserve que la solution du
probléme auxiliaire relatif au motif caractérisant cette hétérogénéité soit disponible). Rap-
pelons que, n’étant pas particuliérement intéressés par le développement de bornes, Duan
et al. (2005b) n’ont pas établi les encadrements de type Voigt et Reuss pour le module de
cisaillement effectif d’un assemblage de Hashin généralisé du motif S. Cela a été réalisé dans
le cadre de ce travail.

Il apparait que les bornes de Voigt et Reuss construites a partir du motif S généralisent
les bornes de Le Quang et He (2008) (uniquement dans le cas de cavités). En effet, ces
bornes correspondent aux bornes de Voigt et Reuss d’un assemblage construit a partir du
motif S lorsque le motif ne contient pas de domaine de matrice (fs = 1). La matrice est
alors considérée en totalité comme de la matrice environnante. Les champs admissibles sur
lesquels reposent les bornes de Le Quang et He (2008) sont supposés uniformes par phases
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alors que ceux sur lesquels reposent les bornes de Voigt et Reuss sont non uniformes sur
les motifs. Des champs non uniformes permettant d’approcher avec plus de précisions les
champs locaux réels que des champs uniformes par phases, les bornes de Voigt et Reuss
ameéliorent alors celles de Le Quang et He (2008) pour des matériaux contenant des nano-
cavités sphériques.

Lorsque la distribution des centres des cavités est isotrope, ’estimation Mori et Tanaka
généralisée fondée sur le motif S correspond a celle déja établie par Duan et al. (2005b);
Brisard et al. (2010a,b). L’approche par motif permet de la généraliser a des distributions
spatiales des centres ellipsoidales ou de prendre en compte des distributions de tailles de
cavités.

Concernant le motif £ :

Le probléme auxiliaire relatif au motif £ a été résolu dans le cas particulier ot le milieu
de référence est la matrice. Ainsi, seules des estimations de type Mori et Tanaka peuvent
étre établies pour les matériaux contenant des cavités sphéroidales. Il apparait que, malgré
cette simplification, le probléme a résoudre ne dispose pas de solution analytique simple.
Il est donc résolu de fagon approchée en s’appuyant sur les travaux de Cherkaoui et al.
(1995). Ces derniers ont étudié le comportement mécanique d’une inclusion ellipsoidale
entourée d’une interphase, elle-méme entourée d’un milieu infini sur lequel une déformation
homogeéne est appliquée a l'infini. En utilisant les techniques de Green (plus précisément
I'équation de Lippmann et Schwinger), ainsi que les opérateurs d’interface Hill (1983), ils ont
donné une solution approchée de ce probléme en considérant deux hypothéses principales : i.
I'interphase est trés mince, ii. la déformation en tout point de 'inclusion est supposée égale
a sa valeur moyenne. La particularité de la solution approchée de Cherkaoui et al. (1995)
est qu’elle s’exprime en fonction de la solution du probléme d’inclusion d’Eshelby (1957).
La solution du probléme auxiliaire relatif au motif £ (lorsque le milieu de référence est la
matrice) est alors obtenue asymptotiquement a partir du résultat de Cherkaoui et al. (1995)
en exploitant I’équivalence entre une interphase fine et une interface imparfaite cohérente.
(cf. section 2.3 du chapitre 2).

Conscient que les hypothéses sur lesquelles reposent cette résolution peuvent étre fortes,
une étude ayant pour objectif d’évaluer leur pertinence est présentée au chapitre 6. Elle
repose sur une comparaison de la solution analytique approchée a une solution numérique
du probléme auxiliaire.

Dans le cas ou le rapport de forme de la cavité sphéroidale du motif £ est égal a 1
(la cavité est sphérique), la partie déviatorique du tenseur Tjje, identifié sur le probléme
auxiliaire relatif au motif £, n’est pas égale a celle du tenseur T}j¢ identifié sur le probléme
auxiliaire relatif au motif S. Cela est di au fait que le probléme auxiliaire associé au motif
& est résolu de fagon approchée alors que celui relatif au motif S 'est de facon exacte.
Néanmoins, les parties déviatoriques sont égales lorsque les cavités sont trés petites (r — 0)
ou lorsque les cavités sont grandes (r — oo) ou lorsque l'interface est souple (||Cs|| — 0) ou
lorsque 'interface est rigide (||Cs|| — o0). La partie hydrostatique du tenseur Tjj. (lorsque
w = 1) est égale a celle du tenseur T}jg. Ainsi, il apparait que, dans le cas ou la cavité
est sphérique et le chargement purement hydrostatique, le probléme auxiliaire est résolu de
maniére exacte.
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Estimations de Mori et Tanaka généralisées :

Finalement, des estimations de type Mori et Tanaka généralisées analytiques permettant
de déterminer les propriétés élastiques effectives des matériaux nanoporeux contenant des
cavités sphériques et sphéroidales peuvent étre établies. Du fait du cadre théorique général
que fournit 'approche par motifs, ces estimations permettent de prendre en compte des
distributions spatiales ellipsoidales des centres des cavités, des distributions de tailles de
cavités, voire d’autres types d’hétérogénéités. Ces estimations reposent sur les tenseurs Tjjg
(équation (4.10)) et T} (équation (4.42)) relatifs aux motifs S et £. Il apparait que, lorsque
les cavités sont grandes ou que les interfaces imparfaites cohérentes sont souples, les estima-
tions tendent vers les estimations de Ponte Castaneda et Willis (1995) correspondantes pour
des matériaux poreux sans effet de surface. Lorsque les cavités sont trés petites ou lorsque
les interfaces imparfaites cohérentes sont rigides, les estimations tendent vers les estimations
de Ponte Castaneda et Willis (1995) correspondantes pour des matériaux ot les cavités sont
remplacées par des inclusions rigides.

La TABLE 4.1 présente une synthése des applications présentées dans ce chapitre. Les

modéles mis en ceuvre sont précisés ainsi que les équations correspondantes. Les principales
remarques associées a ces modeéles sont également rappelées.
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Matériaux a nano-cavités sphériques

Monodispersées
distribuées de

facon isotrope
(section 4.1)

Modéles mis en oceuvre :
CHQH- (3.24), CMQHT (3.21), CRE (4.47), CYF (4.46),
CRCC (4.50) et CMTC (4.52)

(CLQH- S (C%[G S CII;I/IS(CO) S (CR//[G S CLQH+
avec CMTG = CIS(C,,) et T = CLS(CH9)

CLQH- — (CIP\{/IG(JCS — 1)7 CLQH+ — CR//[GOCS — 1)7
CLC%(cs = 1) = CAYC (3.17) et CMTC = CNT (3.16)

HmCMTE = CMT pour des inclusions rigides

0 MTG MT
7—00

pour des inclusions poreuses

Polydispersées
distribuées de

facon isotrope
(section 4.3)

Modéle mis en ceuvre : CMT¢ (4.59)
module de compressibilité établi par Brisard et al. (2010a) (3.18)

Modéles applicables (non mis en ceuvre) :
CLQH- CLQH+ CRG CVG of CACG

Monodispersées
distribuées de
facon ellipsoidale
(section 4.2)

Modéle mis en ceuvre : CMT¢ (4.52)
Modéles applicables (non mis en ceuvre) : CFQH- CLMQH+

lin%CMTG = CP°WV pour des inclusions rigides
r—

lim C%TG = CP°W pour des inclusions poreuses
r—00

Matériaux a nano-cavités sphéroidales orientées aléatoirement

Monodispersées
distribuées de

fagon isotrope
(section 4.4)

Modéle mis en ceuvre : CMT¢ (4.61)

hm(CMTG = CP°W pour des inclusions rigides
b—0

blim CYTE = CP“W pour des inclusions poreuses
— 00

Matériau a nano-cavités sphériques et sphéroidales orientées aléatoirement

distribuées de
facon isotrope
(section 4.5)

Modéle mis en ceuvre :
CMTC (4.62)

TABLE 4.1 — Synthese des applications présentées dans ce chapitre et des principales re-

marques associées.
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Chapitre 5

Influence des pressions internes et des
tensions de surface

Ce chapitre est dédié a la modélisation de l'effet des pressions exercées par
d’éventuels gaz contenus dans les porosités sur le comportement macrosco-
pique d’un matériau nanoporeux. L’effet est pris en compte en introduisant des
tenseurs de Biot usuellement mis en ceuvre dans le cadre de 1’étude du com-
portement mécanique des matériaux poreux saturés. Leurs expressions sont ici
étendues afin de tenir compte de la présence des interfaces imparfaites cohé-
rentes. De plus, il a été montré au chapitre 3 que le comportement mécanique
de ces interfaces peut étre décomposé en une partie élastique linéaire et une pré-
contrainte, supposée isotrope dans le plan tangent a 'interface, que I’'on nomme
aussi tension de surface. L’effet des tensions de surface sur le comportement
mécanique macroscopique est également investigué dans ce chapitre. La mo-
délisation de cet effet est similaire & celle mis en ceuvre pour tenir compte des
pressions internes. Tout d’abord, le cas d’'un matériau contenant une unique
population de nano-cavités sphériques est traité. Puis, une généralisation a
un matériau contenant plusieurs populations de nano-cavités sphéroidales est

proposée.
Sommaire
1 Nano-cavités sphériques . . .. ... ... ... ... ....... 104
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1 Nano-cavités sphériques

1.1 Modélisation

Dans cette section, le cas d’'un matériau constitué d’'une matrice homogéne, indicée m,
dans laquelle sont insérées des nano-cavités sphériques est traité. Le domaine occupé par
le VER est noté ) et sa frontiere 0{2. Le domaine occupé par la matrice est noté w,,
et celui occupé par les cavités w,. Le tenseur de rigidité C,, de la matrice est isotrope.
Des conditions d’interface imparfaite cohérente sont appliquées sur l'interface I' entre les
cavités et la matrice. La rigidité surfacique associée aux interfaces imparfaites cohérentes
est notée C; et la tension de surface homogeéne v,. Les cavités ont un rayon r identique et
sont pressurisées a la pression homogéne p. La porosité totale est notée f. Une déformation
macroscopique E est appliquée sur ).

Le probléeme ainsi décrit, noté P, se traduit par le systéme d’équations suivant :

dive =0, o=C,:€ €= (1/2)(gradu+Tgradu) dans w,
o] n+ (o, :b)n+divie, =0, e,=1Ir:€, o,="ir+Cs:€s dans T
o = —pt dans w,
u=E-x sur 0
(5.1)
ou C,, et Cy sont respectivement exprimés aux équations (4.2) et (3.4).
De part la linéarité du probléme P, la loi de comportement macroscopique peut se mettre
sous la forme suivante :
> =C:E-pB+.G (5.2)

La détermination du tenseur de rigidité effectif C a fait Uobjet du chapitre 4. Il est obtenu
en résolvant le probléme de localisation P* qui dérive du probléme P lorsque p = 0 et 5 = 0.
L’objectif est ici de déterminer le tenseur B (appelé tenseur de Biot) et le tenseur G. La
détermination de ces tenseurs s’inspire fortement de la démarche utilisée pour déterminer
les tenseurs de Biot usuels (sans effet de surface). Le tenseur B est obtenu en résolvant le
probléme P’ qui dérive du probléme P lorsque E = 0 et 7, = 0. Le tenseur G est obtenu
en résolvant le probléme P” qui dérive du probléme P lorsque E =0 et p = 0.

Ci-apreés, les champs associés a un exposant * font référence aux champs solutions du
probléme P*, ceux associés a un exposant ’ font référence aux champs solutions du probléme
de localisation P’ et ceux associés & un exposant ” font référence aux champs solutions du
probléme de localisation P”.

D’aprés I’équation (5.2), les contraintes macroscopiques ¥*, 3 3" des problémes P*,
P’ et P” s’expriment comme suit :

>*=C:E, Y =-pB, Y =+G (5.3)

La démarche mise en ceuvre pour déterminer les tenseurs B et GG s’appuie sur le lemme
de Hill rappelé ci-apres.

Lemme de Hill (d’aprés Le Quang et He (2008)) :
Soit un champ de déformations compatibles € et un champ de contraintes équilibrées o :
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e le champ € dérive d'un champ de déplacement @ (i.e. €(w) = (1/2)(grad@ +"grada)),

e le champ & vérifie les équations d’équilibre (volumique et surfacique).

Les champs € et & ne sont pas nécessairement reliés par une loi de comportement locale.
Lorsque € satisfait des conditions de déformations homogénes sur 0f2, alors :

(:€)g=1(0)q: (€)q (5.4)

ol la moyenne sur €2 de 'énergie élastique locale associée aux champs admissibles o et €
s’exprime de la facon suivante!

(6 :8&), = |§12|[/0' eolv+/F .ésds} (5.5)

La moyenne de la déformation locale sur €2 est égale a :

B 1/~ 1 1, -
€y =— [ edV = — —(a® N + N ®u)dS 5.6
o 1] Jq 12 8Q2( ) (5.6)

ot IN désigne la normale unitaire & 0f2 dirigée vers 'extérieur de €.
La moyenne de la contrainte locale sur €2 s’exprime comme suit :

1
9] Jog

ou x est le vecteur position.

(&), = (6 N)®zds :|—§12|[/o'dV+/F([ & - )®mds} (5.7)

Le champ de contraintes o’ est équilibré pour le probléme P* et inversement le champ
contrainte o* est équilibré pour le probléme P’. Par conséquent, en appliquant deux fois le
lemme de Hill, il vient que :

!/

(0':€)q =(0)q:(€)q=-pB:E

1 ~
N / a':e*dv+/a;:e;d5—/ pi:e*dV]
|Q| - Jwm I Wy
1 -
L / a:cm:e*dv+/e;;<cs:e;d5—/ pi:e*dV]
|Q| - Jwm T Wy
1 -
= — / e’:a’*dV+/e’S:a';dS—/ pi:e*dV}
|Q‘ - Jwm r Wy

(07 €)q =(0%)q:(€)g=0 car (€)y=0

1 * / * / <59)
—@[/wma' .edV—l—/FO'S.est]

D’aprés 1'équation (5.8), il vient que :

(5.8)

et

1
(o' €)= /. pz edV (5.10)

1. En labsence de forces volumiques dans €2 et de forces linéiques appliquées sur le contour dT" de T' (ou
lorsque T' est fermée).
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Le champ de déformation €* est un champ admissible pour le probléme de localisation
P* donc, d’aprés I'équation (2.7), il vient que €* = A : E ot A est le tenseur de localisation
associé au probleme P*. Cela conduit & :

1
pB:E:@[/ pi:AdV] .E, VE, Wp (5.11)

Finalement, il vient que :

B=fi:(A), (5.12)

Cette expression est vraie indépendamment de la forme des pores.

De la méme fagon, le champ de contrainte o” est équilibré pour le probléme P* et
inversement le champ de contrainte o* est équilibré pour le probléme P”. En appliquant
deux fois le lemme de Hill, il vient que :

(0" €)q =(0")g: (€)g=7G:E

1 -/ " * / " *
= — o' edV+ [ o, :€dS
|Q| - Jwm I i|
1r 5.13
- / e”:(sze*dV—l—/e;’:CS:e;‘dS—i-/’ysiT:e:dS] (5.13)
|Q| - Jwm I I
1 -
= — / € :o"dV + / € :odS + /”ysiT ; e;dS]
|Q| - Jwm I T
et
(0 €")g =(0")q:(€)g=0 car (€")y=0
_ 1 *x . M *x . M (514)
—lm[/wma' .edV—i—/Fas.est]

Il vient alors, d’aprés 1'équation (5.13) et en rappelant que € est un tenseur tangent a
I', que :

1 1
(0" €)g = —/%iT ceydS = — st /e:dS car i:€,=1r:€; (5.15)
€2 Jr €2 r
Sachant que :
€.=Ir:e=Ir:A:E sur T, (5.16)
il vient que :
1
3G B = i /FHT . AdS: E, VE, W, (5.17)
Cela conduit finalement & :
NP .
G = @’L (I Ay = fropt s (Ip 0 A)p (5.18)

oll 74, représente le ratio surface/volume d'une cavité. Dans le cas de cavités sphériques
traité ici, r,/, est égal a 3/r. L’expression précédente est également établie indépendamment
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de la forme des interfaces imparfaites cohérentes.

La détermination des tenseurs B et G nécessite de connaitre le tenseur de localisation
A sur les domaines w, et I'. Le tenseur de localisation est identifié a partir de la solution
du probléme P*. Ce probléme peut étre résolu de fagon approchée a partir de différents
modéles. Dans cette étude, I'estimation du tenseur de localisation retenue est celle issue des
modeles Mori et Tanaka généralisés.

Le matériau est décomposé a 'aide d’un unique motif S et d’'un domaine de matrice
environnante. La porosité dans le motif fs est ici fixée & 1. Cela conduit & ¢s = f. La
déformation locale sur le motif S est notée €. Le tenseur R est introduit tel que :

€(u) =R(u): €, VYu € Ds (5.19)

D’aprés P'équation (2.43), le champ effectif € s’exprime alors comme suit :

-1
& = (11 — fP7T ﬁs) . E (5.20)
Il vient alors que :
—1
é(u) = R(u) : (H— P ﬁs) 'E, Vue Ds (5.21)

ou l'expression du tenseur T}j¢ est donnée a I'équation (4.10). Le tenseur P7" est le tenseur
de Hill relatif a la distribution des centres du motif S.

Le tenseur €(u) ne correspond pas a la déformation locale en un point de la microstruc-
ture. Il fait référence a la moyenne du champ de déformations locales aux points homologues
de u dans tous les membres du motif S, c’est-a-dire les points &% + u (ou les points %
désignent les centres des membres du motif §). Pour plus d’information sur le concept de
points homologues et sur I'opération de moyenne sur les points homologues, il est possible
de se référer aux travaux de Stolz et Zaoui (1991) et Bornert (2001).

De I’équation précédente, en remarquant que €” est indépendant de u (car la distribution
des centres des motifs est ellipsoidale et le milieu de référence est la matrice), il vient que :

(ur = (€us = (B)s : (I - fBF : Tgis) :E (5.22)

et
(Ip : €)p = (I : €)ps = Iy : R)ps - (11— B ﬁs)_ . E (5.23)

ot les domaines w? et I'S font respectivement références aux domaines occupés par la cavité
et 'interface imparfaite cohérente dans le motif S.
Finalement, les moyennes (A) et (Iy : A)|, s’expriment comme suit (car € = A : E) :

(A, = ®)s: (T fBF: Tfis) (5.24)

et
(Iy : A)p = (Ip : R)ps : (]1— P ﬁ$>_ (5.25)
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A partir de la solution du probléme auxiliaire relatif au motif S (cf. section 2 du chapitre
4) en prenant comme milieu infini la matrice, il est possible de montrer que :

~ r(3km + 4ptm)

1
R) s = —7—~ —(6ks s T Opmr)K 5.26
° Bk + dpi) 1
T(ORm + 4,
I R)yps = ——7- —(6ks — ps + Tptmr)K 5.27
<T >FS G(ks—i_r,um) J+3\IJ( Iu + :u T) ( )
ou
! (6, (Ko (1 + 2pt) + 24 (1 + por) )
= s| Fm (s HmT Hm\Hs T HmT
P (3km, + 4htm) (5.28)
+Mmf(9hn0@-%umri+8um(%%-%umf0}
D’aprés les équations (5.12) et (5.18), il vient finalement que :
—1
B = fi: (R), ;<H—-fpyu'rﬁs>
Bl (g ) (5.25)
0 Ak ) d - TMS
et 3f .
G =i (IR (]I—fIPQ” : ms)
=S— "1 ([ - fP] Ty 5.30
2 (ks + i) ? ( fPq MS) (5.30)
_’p
,

Lorsque la distribution des centres des motifs est isotrope, les tenseurs B et G sont
isotropes et s’expriment comme suit :

fr(3km + 4m)

B = ;= e 5.31
(3 ko + gt )1 + A(1 — f)k, | sphere® (5:31)

et
2f<3km =+ 4lum) . 150 . 2 150

1 = 1 = —
(3Fkm + i) + 4(1 — )k, Japhere® = 3 Dsphere
L’expression précédente du tenseur B correspond dans ce cas a celle déja établie par
Pensée et al. (2009).

(5.32)

Lorsque les cavités sont grandes (r — oo) ou lorsque l'interface est souple (ks = 0), il
vient que :

3k + 4ptm) .

= Bk tdm) g (5.33)
3fkm + 4pim

Dans ce cas, il n’y a plus d’effet de la tension de surface sur la contrainte macroscopique et

le tenseur de Biot tend vers le tenseur de Biot classique (sans effet de surface) correspondant.
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Le tenseur de Biot sans effet de surface s’exprime de la fagon suivante (Vincent, 2007; Vincent
et al., 2009; Dormieux et al., 2006) :

B=i: [11 — ol C] (5.34)

Lorsque le milieu est isotrope (matrice isotrope et distribution isotrope des cavités), il
vient que :

k7.
B= [1 - —]z (5.35)
K
Dans le cadre de I'estimation de Mori et Tanaka (sans effet de surface) pour un matériau
poreux dont la distribution des phases est isotropes, k ~ kMT (équation (2.28)).

En résumé, pour un matériau contenant une unique population de nano-cavités sphé-
riques dont la distribution des centres est isotrope, la loi de comportement macroscopique
est la suivante dans le cadre du modéle MTG (d’aprés 1'équation (5.2)) :

Qe
> [BkMTGJqLQuMTGK] E— (p— )b, (5.36)

r sphere

ol kMTG MTG et biso

, Hng sphere SONt Tespectivement donnés aux équations (3.13), (3.14) et (5.31).

D’apres 1’équation précédente, il est remarquable que, dans le cas particulier d’'un ma-
tériau contenant une unique population de nano-cavités sphériques dont la distribution des
centres est isotrope, prendre en compte 'effet de la tension de surface ~, revient & soustraire
le terme 2v,/r a la pression p dans les cavités. Cette remarque est généralisable aux ma-
tériaux contenant des nano-cavités sphériques de différentes tailles dont la distribution des
centres est ellipsoidale (d’aprés I'équation (5.30)).

1.2 Applications

Ci-apres, une application numérique est proposée. Les parameétres matériaux retenus sont
ceux présentés a la TABLE 3.1. Dans un premier temps, le cas d’une distribution isotrope des
centres des cavités est traité. Les tenseurs B (équation (5.31)) et G (équation (5.32)) sont
alors isotropes et caractérisés respectivement par les coefficients b2 ere et 9239 ere- Lia porosité
est fixée a 10 %. La FIGURE 5.1 présente les évolutions de bl .. et g0, en fonction du
rayon de cavités pour une porosité de 10 %. La FIGURE 5.2 présente les évolutions de b
et g% .ere €n fonction de la porosité pour un rayon de cavités de 1 nm.

Lorsque le rayon des cavités augmente a porosité fixe, I'effet de surface devient négli-
geable. Le coefficient b5, avec effet de surface tend alors vers son homologue classique
sans effet de surface et le coefficient ggi .. tend vers 0. Le coefficient b .. est une fonc-
tion croissante, par conséquent plus les cavités sont petites, plus l'effet de la pression p
sur la contrainte macroscopique est faible. Inversement, le coefficient géjﬁme croit lorsque le
rayon décroit. Ainsi plus les cavités sont petites, plus l'effet de la tension de surface sur la
contrainte macroscopique est importante. Il est remarquable que la pression dans les cavités

et la tension de surface ont des effets sur la contrainte macroscopique opposés. Alors que

150
sphere
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FIGURE 5.1 — Evolutions de b5 . (& gauche) et g5 .. (4 droite) en fonction du rayon de

sphere
cavités pour une porosité de 10 %. En noir : modéle sans effet de surface et en bleu : modéle

avec effet de surface.
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FIGURE 5.2 — Evolutions de b5, (& gauche) et g5, (& droite) en fonction de la porosité.
En noir : modéle sans effet de surface , en gris : b =5 nm, en bleu : b =1 nm, En rouge :

b=0.25 nm et en vert : b =0.01 nm.

la pression dans les cavités a tendance a placer le matériau dans un état de compression a
I’échelle macroscopique, la tension de surface a tendance a le placer dans un état de trac-
tion. Cela est compatible avec le fait que la tension de surface tend a s’opposer & la pression
dans les cavités. A rayon fixé, lorsque la porosité augmente, l'effet de surface devient plus

important : les coefficients b2, et g2 .. augmentent. Lorsque la porosité est égale a 1, le
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150

matériau est constitué uniquement de vide pressurisé a la pression p. Le coefficient b} ., est
, ~ ) ~ . . . 1/50 ) .

égal a 1, c’est-a-dire 3 = —pt. En revanche, gg ... n'est pas nul. En effet, les interface sont
toujours présentes et 'effet de la tension de surface n’est alors pas nul. Cela ne correspond
évidemment pas & une réalité physique. La porosité de ce matériau ne peut en pratique pas

excéder 7/(3v/2) (cf. section 3.1 du chapitre 3).

L’influence d’une distribution spatiale sphéroidale des centres des motifs est maintenant
étudiée. Les tenseurs B et G sont déterminés respectivement a partir des équations (5.29) et
(5.30) en prenant le tenseur P (relatif a la forme de la distribution spatiale des centres des
cavités) approprié. La direction longitudinale (axe de symétrie pour la distribution spatiale)
est portée par le vecteur e,. Le matériau est alors statistiquement symétrique par rotation
autour de e,. Les tenseurs B et G sont alors de la forme suivante :

B =he,Re, —|—bt(ey®ey —i—ez®ez), G =ge, e, —|—gt(ey®ey +e, ®ez) (5.37)

Le rayon des cavités est fixé a 1 nm et la porosité a 25 %. Les coefficients transverses et
longitudinaux des tenseurs B et G sont normalisés par rapport aux méme coefficients lorsque
la distribution est isotrope (wq = 1). D’apreés les équations (5.29) et (5.30), il vient que les
coefficients longitudinaux, b; et g;, normalisés respectivement par bj(w = 1) et g (w = 1)
sont égaux. De méme, les coefficients transverses, b; et g;, normalisés respectivement par
bi(w = 1) et g(w = 1) sont égaux. La FIGURE 5.3 présente les évolutions des coefficients
longitudinaux et transverses normalisés des tenseurs B et GG en fonction du rapport de forme
wy de la distribution spatiale des centres des cavités. Dans le cas de distributions prolates,
les évolutions des coefficients sont tracées en fonction de 1 — 1/wy, afin de parcourir toute la
gamme des valeurs possibles du rapport de forme.

Il est remarquable que plus la distribution est anisotrope, plus la différence entre les
coefficients longitudinaux et les coefficients transverses est importante. En réalisant un dé-
veloppement limité a 'ordre deux en f des expressions des tenseurs B (équation (5.29)) et
G (équation (5.30)), il est possible de montrer que, de la méme fagon que le tenseur de rigi-
dité de I'estimation MTG, les tenseurs B et G ne dépendent de la forme de la distribution
qu’a partir du deuxiéme ordre en f. Dans le cas présent, cela signifie que I'influence de la
distribution est de 'ordre de 6 % environ. Cela correspond & ce qui peut étre observé entre
les cas extrémes (wy = 0 et wy — 00) et le cas isotrope (wy = 1) (cf. FIGURE 5.3).

Il a été précisé précédemment (cf. section 4.2 du chapitre 4) que lorsque wy tend vers 0,
les cavités s’espacent les unes des autres dans le plan transverse (e, e,) et tendent & s’aligner
dans la direction axiale (e,). Inversement, lorsque wy tend vers oo, les cavités s’espacent
les unes des autres dans la direction axiale et tendent a s’aligner dans le plan transverse.
Pour I'application traitée ici, il apparait que les coefficients longitudinaux sont des fonctions
croissantes de wy et inversement, les coefficients transverses sont des fonctions décroissantes
de wy. Ainsi, les effets de la pression et de la tension de surface sur la contrainte macro-
scopique augmentent dans le plan transverse et diminuent dans la direction longitudinale
lorsque w, diminue. Inversement, leurs effets augmentent dans la direction longitudinale et
diminuent dans le plan transverse lorsque wy augmente.
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FIGURE 5.3 — Evolutions des coefficients normalisés des tenseurs B et G en fonction du
rapport de forme wq de la distribution spatiale des centres des cavités : oblate (4 gauche)
et prolate (a droite). Le rayon des cavités est fixté a 1 nm et la porosité a 25 %. En noir :
coefficients longitudinaux et en bleu : coefficients transverses.

2 Nano-cavités sphéroidales

Dans cette section, une extension du modéle précédent aux cas de matériaux contenant
plusieurs populations de cavités sphéroidales est proposée. Le matériau considéré est consti-
tué de n familles de cavités de formes sphéroidales dispersées dans une matrice homogéne
indicée m, de rigidité C,, et qui occupe le domaine w,,. Le VER occupe le domaine 2 de
contour extérieur 0. Les familles de cavités sont indicées ¢ (i € [1,...,n]). Chaque famille
regroupe des cavités de méme taille, méme forme, pressurisées a la méme pression homogéne
p; et soumises a la méme tension de surface 'ys(i). Leurs orientations peuvent néanmoins étre
différentes. Le domaine occupé par les cavités de la famille i est noté wq(,i). L’interface entre
les cavités de la famille i et la matrice est notée I'¥ (i € [1,...,n]). La normale unitaire
I'® dirigée vers la matrice est notée n. Des conditions d’interface imparfaite cohérente sont
appliquées en I'® (Vi € [1,...,i]). Le comportement des interfaces imparfaites cohérentes
associées aux cavités de la famille i est identique quelle que soit la cavité et est caractérisé
par la loi de comportement suivante :

o, =7Vip +CY - ¢, (5.38)

ou
CY = 2(k{Jr + p{'Kr) (5.39)
Les scalaires £ et ,ugi) sont les coefficients d’élasticité surfacique associés a I'¥. La

fraction volumique de matrice est noté c,, et la porosité associée aux cavités de la famille ¢
est notée f;. Le matériau est soumis a une déformation macroscopique E. Le probléme ainsi
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décrit, noté P, se traduit par le systéme d’équations suivant :

dive =0, o=C,:€ €= (1/2)(gradu+Tgradu) dans w,,
0] - n+(o,:b)n+divie, =0, € =1Ir:€ sur T, Viec]l,.. n]
Pl oo =7 +CY e, sur TO, vie 1, ...,n] (5.40)
o = —pi dans wS Vi€ [l .. n]
u=E-z sur 0Q

De part la linéarité du probléme P, la loi de comportement macroscopique peut se mettre
sous la forme suivante :

>»=C:E- zn:p,-Bi + zn: e’ (5.41)
=1 =1

Le tenseur de rigidité effectif C est déterminé en résolvant le probléme de localisation P*
qui dérive du probléme P lorsque tous les chargements sont nuls exceptée la déformation
macroscopique E. La détermination des tenseurs B; et G; fait 'objet des deux sections
suivantes.

2.1 Pressions internes
2.1.1 Modélisation

Tout comme a la section 1, la détermination des tenseurs B; passe par la résolution du
probléme P’ qui dérive du probléme P lorsque tous les chargements sont nuls exceptés les
pressions p;. Ce probléme est décrit par le systéme d’équations suivant :

dive’ =0, o'=C,,:€, € =(1/2)(gradu’ +gradu’) dans w,,
0] -n+ (o, :b)n+divie, =0, € =Ip:€ sur IO Vie[l, .. n
P ol =CP € sur IO, Viell, .. n (5.42)

o' = —p;i dans w?

=0 sur 0N

D’aprés I'équation (5.41), les contraintes macroscopiques X* et ¥’ des problémes P* et
P’ s’expriment de la fagon suivante :

> =C:E, X=-> pB, (5.43)
i=1

Le champ de contrainte o’ est équilibré pour le probléme P* et le champ contrainte o*

est équilibré pour le probléme P’. Par conséquent, en appliquant deux fois le lemme de Hill,
il vient que :

(0" €)q =(0)q: (€)g="— [zn:Psz] B

! * - . i) . % a -
:@[/wme/:(cm:edVJr;/F(i)els.Cg).est—;/wgi)piz.edV}

(5.44)
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et
(07 €)q =(0")q:(€)g=0 car (€)y=0

_’_;“[/w .C,, edV+Z/ O . ¢ds (5:45)

(@)

En rappelant que € = A : E, il est possible de montrer que :

[ipiB@}: |Q| Z/ it : AdV] E, VE, Vp;, Vi€l .,n] (5.46)

Finalement, il vient que :
Bi = fz’l, . <A>w(i), Vi € [1, ..,n] (547)

Il faut & présent déterminer la moyennes (A) () du tenseur de localisation a partir de
la solution du probléme P*. Comme precedemment la solution du probléme de localisation
est approchée a partir d’une estimation de type Mori et Tanaka généralisée.

Une famille de cavités regroupe les cavités de méme taille, méme forme et dont les
orientations sont éventuellement différentes. Les interfaces imparfaites cohérentes associées
aux cavités d’'une méme famille ont le méme comportement mécanique. Par conséquent, a
chaque famille i de cavités est associée une distribution de motifs, notés £@(t) (cf. section
1 du chapitre 4) ou le vecteur ¢ décrit 'orientation de I'axe de révolution du motif (qui
correspond a l'orientation de 'axe de révolution des cavités sphéroidales considérées). Les
motifs £@(t) (Vt) sont tous identiques a une rotation pres. Les porosités few (s des motifs
EW(t) sont fixées a 1. Il vient alors que le champ effectif € associé a cette décomposition
en motifs, lorsque 'assemblage est soumis & une déformation macroscopique E, s’exprime
de la fagon suivante (d’aprés I’équation (2.43)) :

€ —<]I—IP>m-ZfZ< T > ) "E (5.48)

Les tenseurs Req ) (Vi € [1,..,n]) sont introduits tels que :
€(u,i,t) = Reypy(u) : €, VYu € Dewyyy, VE, Vie([l, ., n] (5.49)

ot €(u,i,t) désigne la déformation locale sur le motif £@(t). D’aprés I'équation (4.37), il
vient que :

<é(u,i, t)>wg(i)(t) = <Rg(i)(t)>w5(i)(t) ce = Qg(i)(t) : 60, Vt, Vie [1, . TL] (5.50)

£V i
référence au domaine occupé par la cavité sur le motif £ (t) (cf. section 1 du chapitre 4).
Cela conduit & :

oit 'expression des tenseurs Qg4 est donnée a I'équation (4.38). Le domaine wy

(€),0 = (Qeiry),, : ( — P Zf1< et e > >_1:E (5.51)
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et donc a : .
1
(A) o = <@£(i)(t)>o : (]I — P37 Z f¢< ﬁg<¢)(t)>o> (5.52)
=1

Finalement, d’aprés I’équation (5.47), le tenseur de Biot B; relatif a la famille de cavités
1 s’exprime de la fagon suivante :

n -1
Bi = fi: (Qewg), : (1P Zfi<mg<i)(t)>o) (5.53)
=1

Dans le cas particulier ot le matériau ne contient qu’une population de cavités sphériques
(w=1,b=r), le tenseur B est de la forme suivante :

(3R Ap) e \ !
B=f e T & (11 P .f']I‘M5> (5.54)
o (Bkm + 4pim) 5
r m + ,U/m
Qe(w =1) 10k, + r) J+ 5 (5.55)
ou

Kim (6ks 4 3615 + 45pm7) + 4ptm (3ks + 18115 + 1047)
St (3km + 4fim)

L’expression du tenseur Ty;. dans le cas particulier ot w = 1 est donnée & équation (4.43).

0=

(5.56)

L’expression (5.54) du tenseur B pour un matériau contenant une unique population
de cavités sphériques ne correspond pas a l'expression (5.29) établie & la section 1 car il a
été montré, a la section 3 du chapitre 4, que T}ig # Thie(w = 1). En effet, bien que les
parties hydrostatiques de ces tenseurs soient égales, les parties déviatoriques différent 1'une
de l'autre. Néanmoins, si la distribution des centres des cavités sphériques est isotrope, alors
I'expression (5.54) du tenseur B conduit bien a 'expression (5.31) établie précédemment.

Dés lors qu'une famille ¢ est constituée de cavités sphériques, il est plus judicieux de faire
appel au tenseur T} ¢ (équation (4.10)) plutot qu’au tenseur Th (w = 1), celui-ci étant issue
d’une solution approchée contrairement a Tyjs.

2.1.2 Application

Ci-apres le cas d’'un matériau constitué d’une seule population de cavités sphéroidales
distribuées de facon isotrope est considéré. Le matériau est macroscopiquement isotrope.
Par conséquent, le tenseur de Biot peut se mettre sous la forme 029, ;4.%. 11 est rappelé que
les longueurs des demi-axes des cavités sphéroidales sont notées a et b o a est la longueur
du demi-axe porté par 'axe de révolution. Le rapport de forme w est égal a/b. Les propriétés
matériaux sont présentées a la TABLE 3.1. La FIGURE 5.4 présente 1’évolution de i;%eroi'de
en fonction du rapport de forme w des cavités pour différentes valeurs de b. La porosité est
fixée a 10%. L’évolution du tenseur de Biot classique (sans effet de surface) est également
représentée (d’apres I'équation (5.35) ou k est donnée par l'estimation de Ponte Castafieda,

et Willis (1995)).
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D’apres la FIGURE 5.4, il apparait que lorsque la taille des cavités augmente & porosité
fixe, le coefficient b3, ,;4. tend vers celui issu du modéle classique sans effet de surface.
L’effet de surface a I’échelle nanométrique devient alors négligeable. Lorsque les cavités sont
trés petites, le coefficient 029,54, tend vers 0. L'effet rigidifiant des interfaces tend alors a
rendre négligeable 'effet de la pression dans les cavités sur la contrainte macroscopique. De
plus, il est remarquable que le coefficient b5, dépend fortement du rapport de forme

des cavités, notamment lorsque les cavités sont aplaties (& porosité et b fixés).

2.2 Tensions de surface
2.2.1 Modélisation

La détermination des tenseurs G; passe par la résolution du probléme P” qui dérive du
probléme P lorsque tous les chargements sont nuls exceptés les tensions de surface homogénes
v;. Ce probléme est décrit par le systéme d’équations suivant :

dive” =0, o"=C,, :€, € =(1/2)(gradu” +Tgradu”) dans w,,

0" -n+ (6! :bn+divg” =0, € =Ip:€ sur TOViell,..n]
P’ o =4ip + CP € sur TO Vie[l,...,n]

o’ =0 dans ! Vie [1,...,n]

u" =0 sur 09

(5.57)
D’aprés I’équation (5.41), la contrainte macroscopique 3" du probléme P” s’exprime de
la facon suivante :

2 =Y 4G, (5.58)
i=1
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Il est possible de montrer que, comme a la section 1, la détermination des tenseurs
G; nécessite de pouvoir déterminer les moyennes de la déformation surfacique € sur les
domaines ') (cf. équation (5.18)). Dans le cas du motif S, le probléme auxiliaire & été
résolu directement de maniére exacte. Ces moyennes sont donc accessibles. En revanche,
le probléme auxiliaire relatif au motif £ est résolu de maniére approchée en s’appuyant
sur les travaux de Cherkaoui et al. (1995) fondés sur une approche par interphase. Par
conséquent, de la méme facon qu’a la section 3 du chapitre 4, la solution du probleme
P” est obtenue par I'intermédiaire d'un second probléme, P°, identique ou les interfaces
imparfaites cohérentes sont remplacées par des interphases. La solution du probléme A est
alors obtenue asymptotiquement en exploitant 1’équivalence entre les modéles d’interface
imparfaite cohérente et d’interphase fine (cf. chapitre 3, section 2.1, équation (3.11)). Le
probléme P° est décrit par le systéme d’équation suivant :

dive® =0, €° = (1/2)(gradu’® +"gradu®) dans w,, et wl(f}g Viell,..,n
dans w,,

P o= I()Qz + (C](;,z - € dans wl(f,z Vie[l,...,n]

0° =0 dans W’ Vie[l,..n]

u*=0 sur Of)

(5.59)

Il est également nécessaire d’introduire le probléeme PV identique au probléme de locali-
sation P* mais ou les interfaces imparfaites cohérentes sont remplacée par des interphases.
Ce probléme est décrit par le systéme d’équation suivant :

dive” =0, €’ =(1/2)(gradu” +Tgradu”’) dans w,, et wz(f,z Viell,..,n
o’ =C,,:€" dans w,,

PV o' = (Cz(f,z €’ dans W;()Ziz Viell,.., n|

0" =0 dans Wi’ Vie[l,.. n]

v =E-x sur 00

(5.60)

Les contraintes macroscopiques XV et X¢ des problémes PV et P° s’expriment de la
fagon suivante :

S'=C:E, =) 4} GV" (5.61)

Etant donné que les tensions de surface ’ygg varient en 1/h, les tenseurs G; ne peuvent

pas étre définis comme étant les limites des tenseurs GY h lorsque 1’épaisseur h des inter-
phases tend vers 0, contrairement a ce qui était fait implicitement pour la détermination
des tenseurs B; (cf. section 2.1) ou les pressions p; sont indépendantes de h.

Le champ de contrainte o est équilibré pour le probléme PV et le champ contrainte o”
est équilibré pour le probleme P°. Par conséquent, en appliquant deux fois le lemme de Hill,
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il vient que :

n

(0°:€")g =(0°)q: (e )g= [Z’Y;SQG;D}L] B

i=1
1 € c®
:@[/w : m.evdV—i-Z/ ph evdS—l—Z/ vphz:evdV}
(5.62)
et
(07 ) = (070 ()g=0 car () =0

:ﬁ[/ € :C m.e°dV+Z/ .C eods} (5.63)

Sachant que €7 = AP" : E, ot AP" est le tenseur de localisation relatif au probléme PV,
il est possible de montrer que & partir des deux équations précédentes :

[yoor] B = g[3, [ e wav]im B, vl vieln Go
i=1 i=1 wplh

h . .
Les tenseurs G s’expriment alors comme suit :

oh _ |w(Z)|

CT e

L (AP o (5.65)

Le matériau est décomposé en motifs comme & la section précédente. Les interfaces dans
les motifs £ i)( ) sont néanmoins remplacées par des interphases d’épaisseur h. Ces motifs
sont notés 5 ( ). Ils ne contiennent pas de domaine de matrice. Comme précédement, il
est possible de montrer que le champ effectif €” on associé a cette decomp081t10n en motifs,
lorsque I’assemblage est soumis & une deformatlon macroscopique E, s’exprime de la fagon
suivante (d’aprés I’équation (2.43)) :

€ = (]1 Py - ch<z>< 51()2(t)>®)_1 ' E (5.66)

ph

ol cg(z) est la fraction volumique de ’ensemble des motifs 5 ( ).

Par construction, la porosité d'un motif Sph( ) est égale a :

Futgy = o (5.67)
EN T (wib; + h)(b; + h)2 '
Les tenseurs Rg(z) ® sont introduits tels que :
ph
€(u, i, t) = Rgég(t) (u) : €, Vue Dggg(t), vt, Vie€ll,..n] (5.68)

ou €(u, i,t) désigne la déformation locale sur les motifs E;Q(t). Par conséquent, il vient que :

(&(u,i.t) L, = <Rg§3> w G Yt Vi€ [L.n (5.69)

ph ph
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8(") t . ) .
ol wp,zh( ) désigne le domaine occupé par 'interphase dans le motif Slgz) (t). Cela conduit a :

n -1
(€0 = <<R5§3 (t)> S;ih)(t)> : (H-P{;: > 05;Q<1r§;€(,2 (t)>o> . E (5.70)
w O i—1 P

ph 1=

et donc finalement & (d’aprés 1'équation (5.65)) :

(@) _
G = ’TST"L : <<R£( ’(t)> )<t>> (H — P Z C£<“< MES) (t) >Q> 1 (5.71)
ph

La contrainte macroscopique X" est ensuite obtenue & partir de la contrainte macrosco-
pique ¥° du probléme P° de la facon suivante :

% =Y " 19G; = lim2° =1lim > 4GP (5.72)

h—0 h—>0

En sachant que 7;2) = (2ugi)'ys(,i))/(h(3p — kY )) (d’aprés I’équation (3.11)), il vient que :

(4)

| 2u
Zfl 5

hm’y oh ’ ’
D’aprés les équations (4.23) et (4.24), il est possible de montrer que :

_ . i i —1
(E(u,i.) o, = <R8§Q(t)> e = I=WO@): [-MOE) " ey (574)

ph ph

oil les tenseurs M (¢) et W@ (t) peuvent étre déterminés & partir des équations (4.25) et
(4.26). Par conséquent, il vient, d’aprés les équations (4.37) et (4.39), que :

i <R5£2’<t>> W = Leo (5.75)
Wph,

Il est possible de vérifier que :

lim f =1, lim Cel gy = fi (5.76)

h—0 h—0

Par définition (cf. section 3 du chapitre 4), il vient que :

T = hm T (5.77)

MS(Z) (t ph (t)

N ) : m
ou l’expression du tenseur TMS()

final, la limite suivante est obtenue :

() beut étre déterminé a partir de I'équation (4.42). Au

L0 0
}lg]% €pn = (5.78)

ot la déformation €’ est donnée a 1’équation (5.48).
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Les équations (5.72), (5.73), (5.75) et (5.78) conduisent a :

Z’ysl)G Za2f175

.) B

i+ (Zew), (1-PF Zf< Geow),)  (5:79)

'—k

Finalement, les tenseurs G; s’expriment comme suit :

yi: (Zeorey), (]I - Py Xn:fi<Tﬁg<i)(t)>O>_l (5.80)
=1

(@)
2/t
3/455 - ks

Dans le cas particulier ot le matériau ne contient qu’une population de cavités sphériques
(w=1,b=r), le tenseur G est de la forme suivante :

Sy -+ Aii) . 4
ng( +4m) (1-Pp - 115 ) (5.81)

(ks 4+ 7pm)

car :
7 (3km + 4pim) (35 — ks) i (ks + 6p1)

Z = 1 =
ew=1) 1241 (ks + fT) 31,0

K (5.82)

ou O est donné a I'équation (5.56). L’expression du tenseur T}j. dans le cas particulier ot
w = 1 est donnée a I’équation (4.43).

L’expression (5.81) du tenseur G pour un matériau contenant une unique population
de cavités sphériques ne correspond pas a l'expression (5.30) établie a la section 1 car
s # Tiie(w = 1). Néanmoins, si la distribution des centres des cavités sphériques est
isotrope, alors 'expression (5.81) du tenseur G conduit bien a Iexpression (5.32) établie
précédemment.
Tout comme pour les tenseurs de Biot (section 2.1), dés lors qu’une famille i est consti-
tuée de cavités sphériques, il est plus judicieux de faire appel au tenseur T} (équation
(4.10)) plutot qu’au tenseur Thie(w = 1).

2.2.2 Application

Tout comme & la section 2.1, le cas d’'un matériau constitué d’une seule population de
cavités sphéroidales orientées et distribuées de fagon isotrope est considéré. Le tenseur G
peut se mettre sous la forme g2%9, 4.4. La FIGURE 5.5 présente I'évolution de g2 i, €n
fonction du rapport de forme w des cavités pour différentes valeurs de b. La porosité est
fixée & 10%.

D’aprés la FIGURE 5.5, il apparait que lorsque la taille des cavités augmente a porosité
fixe, le coefficient g% 4. tend vers 0. A w fixé, 9 eroige €st une fonction décroissante de
b. L’effet de la tension est alors plus important & mesure que les cavités sont petites. De
plus, le coefficient g9 ;. dépend fortement du rapport de forme des cavités, notamment
lorsque les cavités sont petites.
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FIGURE 5.5 — Evolution de 9 eroige € fonction du rapport de forme w des cavités pour

différentes valeurs de b. La porosité est fizée a 10%. En gris : b =15 nm, en bleu : b =1 nm,
En rouge : b=0.25 nm et en vert : b= 0.01 nm.

3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, une modélisation permettant de tenir compte de I'effet des pressions
exercées par des gaz contenus dans les cavités nanométriques d’'un matériau nanoporeux a
été proposée. L'effet de ces pressions est pris en compte a travers des tenseurs de Biot, usuel-
lement introduits dans le cadre de I’étude des matériaux poreux saturés, dont I’expression a
été corrigée afin de tenir compte de la présence d’interfaces imparfaites cohérentes entre la
matrice et les cavités nanométriques. La démarche proposée, qui repose sur I’approche par
motifs morphologiques représentatifs, conduit & un modéle dépendant de la forme des cavi-
tés, de leur taille et de la symétrie ellipsoidale de leur distribution spatiale. Il a été montré
que lorsque la taille des cavités augmente a porosité fixée, les tenseurs de Biot construits
a partir de la présente approche tendent vers leurs homologues classiques sans effet de sur-
face. Lorsque taille des cavités diminue & porosité fixe, ils tendent a s’annuler. L’effet de la
pression interne devient alors négligeable. Dans le cadre des applications présentées, il est
apparu que plus les cavités sont petites (& porosité et rapport de forme fixés), plus Ueffet de
la pression sur la contrainte macroscopique est faible.

De nouveaux tenseurs G ont également été introduits de facon a prendre en compte
I'effet des tensions de surface sur la contrainte macroscopique. Ils sont établis a partir d’une
démarche similaire & celle mise en ceuvre pour déterminer les tenseurs de Biot. Les tenseurs
ainsi construits permettent également de tenir compte des effets de la forme des cavités, de
leur taille et de la forme de leur distribution spatiale. Lorsque la taille des cavités augmente
a porosité fixée, I'influence des interfaces diminue et les tenseurs G tendent a s’annuler.
Dans le cas particulier ot les cavités sont sphériques, il a été montré que prendre en compte
la tension de surface revient a soustraire 27, /r a la pression dans les cavités.
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La pression dans les cavités et la tension de surface ont des effets opposés sur la contrainte
macroscopique. Alors que la pression dans les cavités a tendance a placer le matériau dans
un état de compression a 1’échelle macroscopique, la tension de surface a tendance a le placer
dans un état de traction. Cela est compatible avec le fait que la tension de surface tend a
s’opposer a la pression dans les cavités.
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Chapitre 6

Mise en ceuvre numeérique de 'approche
par motifs

Les modéles micromécaniques mis en ceuvre aux chapitres 4 et 5 s’appuient
sur la solution de problémes auxiliaires. Ces problémes consistent a étudier

le comportement mécanique de chaque motif lorsqu’il est entouré d’un milieu
infini soumis a un chargement homogéne a l'infini. Dans le cadre de cette étude,
deux motifs ont été définis : I'un relatif aux cavités sphériques (motif S), I'autre
relatif aux cavités sphéroidales (motif £). Alors que le probléme auxiliaire asso-
cié au motif S a été résolu de fagon exacte, le probléme associé au motif £ a été
résolu en s’appuyant sur des hypothéses simplificatrices concernant la forme
des champs solutions, I’objectif étant d’obtenir une solution analytique simple.
Ces hypothéses conduisent & un résultat exact lorsque la cavité est sphérique
et le chargement hydrostatique. Leur pertinence doit cependant étre vérifiée
pour les autres cas. Dans ce chapitre, le probléme auxiliaire associé au motif
& est résolu numériquement et la solution obtenue est comparée a la solution
analytique approchée donnée au chapitre 4. L’objectif est d’évaluer la perti-
nence des simplifications réalisées pour résoudre analytiquement le probléme
auxiliaire relatif au motif £ et d’identifier les limites du modéle qui en découle.
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1.1 Objectif . . . . . . . 124
1.2 Formulation faible pour les interfaces imparfaites cohérentes . . . . 125
1.3 Modélisation et démarche . . . . . . . ... ... ... ... .... 127
14 Validation . . . . . . . . . . . . 130
2 Application . . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e 135
2.1 Comparaison numérique/analytique du tenseur Tfje . . . . . . . . 135
2.2 Comparaisons numeérique/analytique des propriétés effectives . . . 139
3 Bilan du chapitre. . . . . . . .. L0000 oo Lo o s 141

123
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1 Objectif et démarche

1.1 Objectif

Ce chapitre est consacré a la mise en ceuvre numérique d’estimations de type Mori et Ta-
naka généralisées (MTG) pour déterminer le comportement élastique effectif des matériaux
nanoporeux contenant des cavités sphéroidales. L’objectif est de comparer les estimations
des propriétés effectives obtenues numériquement a celle prédites par le modéele MTG ana-
lytique proposé au chapitre 4.

Les bornes de Hashin et Shtrikman et les modéles autocohérent généralisés ne sont pas
mis en ceuvre dans cette étude. En effet, I'objectif principal est d’évaluer la pertinence des
hypothéses simplificatrices réalisées dans le cadre du développement du modéle MTG ana-
lytique dédié aux matériaux contenant des cavités sphéroidales (cf. chapitre 4). Cependant,
une démarche similaire & celle mis en ceuvre par Bornert (1996b) est envisageable. Celle
de cette étude s’inspire d’ailleurs de ses travaux. Néanmoins, il est rappelé que le déve-
loppement d’encadrement de type Hashin et Shtrikman n’est pas aisé pour les matériaux
nanoporeux dont les zones perturbées sont décrites par un modeéle d’interface imparfaite
cohérente. En effet, la borne inférieure de Hashin et Shtrikman (de I'approche par motif)
correspond a la borne de Reuss généralisée (car la phase la plus souple est le vide) et la no-
tion de phase la plus raide n’est pas évidente en présence d’interfaces imparfaites cohérentes.

Les estimations MTG développées dans le cadre de cette étude nécessitent de connaitre
le tenseur T}j. identifi¢ sur le probléme auxiliaire relatif au motif £ (défini a la section 1
du chapitre 4) lorsque le milieu infini est la matrice. Par la suite, ce probléme auxiliaire est
résolu numériquement pour différentes tailles et formes de cavités. Le tenseur Tyje corres-
pondant a chacune de ces configurations est ensuite déterminé.

La méthode numérique retenue dans ce travail est celle des éléments finis. Le probléme
a résoudre fait intervenir des interfaces imparfaites cohérentes qui nécessitent un traitement
spécifique. Yvonnet et al. (2011) ont proposé une formulation qui permet de tenir compte
de la présence de ces interfaces. Elle est présentée ci-apres. Sa démonstration est ici quelque
peu différente de la démonstration originelle de Yvonnet et al. (2011). En effet, leurs dé-
finitions des opérateurs différentiels surfaciques, notamment la divergence surfacique, sont
différentes de celles utilisées dans ce document (qui correspondent a celles données par Gar-
rigues (1999)). La démonstration présentée ici s’appuie néanmoins sur les mémes mécanismes
que celle de Yvonnet et al. (2011). Cette formulation a été implémentée dans la plateforme
numérique XPER développée a 'IRSN (Perales et al., 2010).

La démarche appliquée pour déterminer numériquement le tenseur Ty} est ensuite pré-
sentée et validée en s’appuyant sur des résultats analytiques exacts connus. Les résultats
numériques obtenus pour différentes tailles et formes de cavités sont comparés a I’approxima-
tion analytique du tenseur Tfje correspondant & ces configurations. Finalement, I’estimation
MTG est mise en ceuvre & partir des valeurs numeériques du tenseur Tyje pour déterminer
les propriétés effectives d’'un matériau nanoporeux contenant des cavités sphéroidales dis-
tribuées et orientées aléatoirement. Les constantes élastiques effectives ainsi obtenues sont
comparées a celles issues du modéele MTG analytique simplifié afin d’identifier les limites de
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ce modéle.

1.2 Formulation faible pour les interfaces imparfaites cohérentes

La formulation de Yvonnet et al. (2011) mise en ceuvre dans ce travail est présentée
ci-aprés. Elle est limitée ici au cas d’'un matériau constitué d’'une matrice et de vides.

L’équilibre mécanique du domaine de matrice {2 est considéré. Le bord de €2, noté 052,
est décomposé en trois sous-domaines notés 99, 9Q; et I' (avec 9Q, NI = 0, 9Q,NT = 0,
IUNT =0et QUQ,UT =099Q). Le domaine T" est décomposé en un domaine T',, faisant
référence aux surfaces ouvertes de I', et en un domaine I'y, faisant référence aux surfaces
fermées de I' ([, UTy =T et I', N Ty = 0). Le contour de I', est noté dI',. Un déplacement
ug est appliqué sur 02, et une force ty est appliquée sur 0€);. Des conditions d’interface
imparfaite cohérente sont appliquées sur I', c’est-a-dire que :

o-n=(os:bn+divio;+t, sur T (6.1)

ou t;, est une force surfacique appliquée sur I' et n la normale unitaire a 02 dirigée vers
I'extérieur de €). Le probléme a résoudre est décrit par le systéme d’équations suivant :

dive =0, o=C, :€, €= (1/2)(gradu+ Tgradu) dans Q
o-n=(os:bn+ divios+t), os=74r+Cs:€, €=Ir:€ sur T
u=uy sur O0f,

o-n=t; sur O

(6.2)

Les ensembles U et V sont définis tels que :

U={ve H(Q) tel que v =wug sur I, } et V={v e H}(Q) tel que v =0 sur I, }

(6.3)
ot HY(Q) et HJ(£2) sont les espaces usuels de Sobolev.
La solution recherchée est un champ w € U tel que :
/ dive -vdV =0, VYveV (6.4)
Q
En appliquant le théoreme la divergence spatiale, il vient que :
/div0'~vdV: (a~v)~ndS—/a:gradvdV, YveV (6.5)
Q o9 Q
La partition de 0f) conduit a :
/ (o-v) -ndS +/ to-vdS—l—/(a'-n)-vdS

—/a:gradvdV:O, YveV
Q
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D’aprés I’équation (6.1) et en remarquant que v = 0 sur J€,, il vient que :

r

/ to-vdS —1—/(o's:b)(n-v)d5+/divso's-vd8
o r (6.7)
+/t6~vd5—/a:gradvd‘/:0, Vv eV

r Q

Il est possible de montrer que :
/divsa's cvdS = / (0'5 (g - v)) -mdl — / o : grad,(ip - v)dS (6.8)
r o, r
ol m est le vecteur unitaire tangent a I',, perpendiculaire & OI', et orienté vers l'extérieur
de I',,.

Preuve :

/ divio, -vdS = / (i - divgos) - vdS car divyos est un vecteur tangent.
r r
= / divsog - (i - v)dS
r

= /divs (o5 (ir-v))dS — /0'8 . grady(ip - v)dS
r

r

= / (o5 - (ir-v)) -mdS — /a’s . grad,(ir - v)dS
T, r
Le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne est réalisé en utilisant la relation (C.23)
et celui de la troisieme a la quatrieme en appliquant le théoréme de la divergence surfacique
pour les champs de vecteurs tangents (équation (C.32)). Il est important de remarquer que
le vecteur 27 - v et le tenseur o, sont bien tangents.

Il vient alors que :

/ to-vdS+/ (0'8~(iT-v))~mdl+/t{)~'vdS
Gle) ar, r

6.10
:/Fas: (grads(iT~v)—(n-v)b> dS+/Qa': gradvdV, VYveV .
D’apres 'équation (C.31), il est possible de montrer que :
Ir: gradv = grad,(iz-v) — (n-v)b Ve el (6.11)
Cela conduit a :
/ to-vdS—i-/ (o5 (ir-v)) -mdl—l—/t{)-vdS
09 ar, r (6.12)

:/O'SZ]ITZ gradvd5+/0': gradvdV, YveV
r Q
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En exploitant les lois de comportement surfacique et volumique, il vient que :

/ t0~vd5+/ (a’s-(iT-v))~mdl+/t6-vd5—/’ysiT:(]IT: gradv) dS
a0 ar, r r

= /(]IT : gradu) : Cy: (I : gradv)dS +/ gradu : C,, : gradvdV, VYveV
r

Q
(6.13)
Finalement, la formulation faible suivante est obtenue :
Trouver u € U tel que
/ to-vdS—i-/tgﬂvdS—i-/ fo-(iT~v)dl—/’ysiT: gradv dS
% r ar, r (6.14)
= / gradu : C; : gradvdS —|—/ gradu : C,, : gradvdV, Ywv eV
r Q

otl £, est une force linéique appliquée sur le contour 9T ,.

Cette formulation fait apparaitre trois termes supplémentaires en comparaison dune
formulation classique en élasticité linéaire : i. deux termes d’intégrations surfaciques sur I,
I'un est relatif au comportement élastique de 'interface imparfaite cohérente caractérisé par
Cs, l'autre a la tension de surface 7y, supposée isotrope dans le plan transverse a I, ii. un
terme d’intégration sur le contour JI', des surfaces ouvertes relatif aux efforts appliqués
sur ce domaine. Cette formulation a été implémentée dans la plateforme XPER dans le cas
particulier ou le tenseur Cy est isotrope dans le plan transverse a I' (cf. équation (3.6)).

1.3 Modélisation et démarche

L’objectif est de déterminer numériquement le tenseur Tjj. pour différentes tailles et
formes de cavités. Rappelons que ce tenseur est identifié en étudiant la réponse mécanique
du motif £ lorsqu’il est entouré d’'un domaine de matrice infini sur lequel des conditions
de déformations (ou de contraintes) homogénes sont appliquées a I'infini. Dans le cas d’'une
déformation homogéne € appliquée a l'infini, le probléme A a résoudre est décrit par le
systéme d’équations (4.18).

Pour les simulations numériques, il n’est pas possible de traiter un domaine infini. Le
milieu infini est alors remplacé par un domaine fini de grande taille dont le contour extérieur
est noté I's. Dans ce cas, les conditions de déformations et de contraintes homogénes ap-
pliquées sur I'y; ne sont plus strictement équivalentes. Elles tendent néanmoins a fournir les
mémes résultats lorsque le domaine fini de matrice est suffisamment grand (Bornert, 1996b).
Dans ce cas, la présence du motif hétérogéne ne perturbe pas significativement les champs
a proximité du bord I'y, qui sont alors homogénes. Dans ce travail, seules des conditions
de déformations homogéenes sur I's sont appliquées. Le domaine I'y est une sphére de rayon
R concentrique avec le centre de la cavité sphéroidale du motif £ (dont 1'axe de révolution
est porté par le vecteur e,). Les notations définies a la section 1 du chapitre 4 concernant
le motif £ sont reprises. Tout comme Bornert (1996b), un paramétre, noté D, d’extension
du milieu infini est défini tel que D = max(a, b)/R. Dans le cadre de son étude concernant
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w  1/8 1/6 1/4 1/2 1 2 4 6 8
R 10 10 10 10 10 20 40 60 80
ro 2 2 2 2 2 1 8 12 16

nbe 318600 318600 318600 318600 318600 286944 310464 315168 319872
nbn 324120 324120 324120 324120 324120 291772 315302 320008 324714

TABLE 6.1 — Quelques données concernant les simulations numériques relatives au probléme
auziliaire associé au motif € pour une cavité sphéroidale telle que b =1 nm : w - rapport de
forme de la cavité, R - rayon de la surface I's, ro - rayon de la surface I'y sur laquelle sont
effectuées les opérations de moyenne, nbe - nombre d’éléments du maillage, nbn - nombre
de neeuds du maillage.

I'assemblage de sphéres composites, Bornert (1996b) a montré que le milieu fini peut étre
considéré comme suffisant grand pour que des conditions de contraintes et de déformations
homogénes soient équivalentes dés lors que D =~ 3. Pour les simulations réalisées ici, D est
choisi égal a 10. Le probleme résolu numériquement est décrit par le systéme d’équations
suivant :

dive =0, €= (1/2)(gradu +"gradu), o =C,, :€ dansw,,
o-n+(os;:bn+divio;, =0, e,=1Ir:€, o0;,=Cs:€; sury (6.15)

u=¢€" xsurly

ol mn est le vecteur unitaire normal a I'y et dirigé vers la cavité.
Les propriétés matériaux retenues pour les simulations numériques sont celles présentées
a la TABLE 3.1.

Bornert (1996b) a montré qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser des maillages trés fins pour
obtenir une résolution satisfaisante des problémes auxiliaires. Avec des maillages d’environ
600 nceuds, il obtient une trés bonne concordance entre les modéles analytiques pour un
assemblage de sphéres composites et les mémes modéles obtenus par une résolution numé-
rique des probléemes auxiliaires. Les maillages utilisés dans le cadre de cette étude sont des
maillages 3D structurés, réalisés avec GMSH (Geuzaine et Remacle, 2009) et construits a
partir d’éléments hexaédriques linéaires a 8 nceuds. Ils comptent environ trois cent mille
éléments (cf. TABLE 6.1). A titre d’exemple, un des maillages utilisés dans le cadre de cette
étude est représenté sur la FIGURE 6.1. Ils sont construits de facon a ce que les arrétes d'une
maille soient, autant que possible, de la méme longueur. Les quarts d’ellipses a partir des-
quelles les cavités sont construites comptent systématiquement une trentaine de noeuds. La
discrétisation a proximité de cavités de différentes formes est représentée sur la FIGURE 6.2.
Ces contraintes, qui permettent de controler la qualité du maillage, expliquent le nombre
d’éléments important. Les calculs sont parallélisés sur 8 cceurs cadencés a 2,7 GHz, un hui-
tiéme de sphére étant affecté a chaque coeur. La durée d’un calcul est en moyenne de 1'ordre
du quart d’heure.

De par la symétrie du motif &, le tenseur Tyje recherché a une symétrie isotrope trans-
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FIGURE 6.1 — FExemple de maillage utilisé pour la résolution numérique du probléme auxi-
liaire relatif au motif £ dans le cas ot le milieu infini est la matrice : cavité sphérique de

rayon 1 nm.
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FIGURE 6.2 — Exemple de maillages a proximité de cavités de différentes formes : gauche :
cavité oblate, milieu : cavité sphérique, droite : cavité prolate.

verse. Il peut étre décomposé de la fagon suivante :

Tiie = aEp + BIr +F ++ 'F + 6Ky + 6K, (6.16)

Deux chargements distincts sont nécessaires pour identifier les 6 composantes isotropes
transverses de Ty.. Les déformations homogenes € et €) retenues sont les suivantes :

(6.17)
Les champs de polarisation induits par les déformations €? et €] sont notés respectivement
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7 et 7). D’aprés les équations (6.16) et (6.17), il est possible de montrer que :

O‘_< > =(r (1)>D5 < >D 1= \/_< (2)>D5
< (1)>D VAT p 0=270)) 8 =2,

La surface extérieure du motif, noté I'y, est de forme sphérique. Son rayon r( est choisi
arbitrairement tel que 79 = 2 max(a,b). En effet, dans le cadre des estimations MTG qui
sont mises en ceuvre dans ce travail, il a été montré que la taille et la forme de la couche
de matrice dans le motif n’ont pas d’influence sur les propriétés effectives prédites par ces
modéles. La fraction volumique totale de matrice, dans et hors des motifs, est le seul para-
meétre dont dépendent ces modéles.

(6.18)

La moyenne du champ de polarisation sur le motif £ est égale a (1), = (o). — C,, :
(€)p. ot les moyennes des contraintes et des déformations sont déterminées de la fagon
sulvante :

1

1
€, = | D¢ o, 2

1
(u®n+n®u)d3 <G>D£:@r
0

(0 -n)@xdS (6.19)
avec n = e, dans ce le cas présent.

Les moyennes des champs de contraintes et de déformations sont donc calculées a partir
d’intégrales surfaciques sur ['y. Ce choix est inévitable a cause de la présence de la cavités
et de l'interface imparfaite cohérente. Les intégrales sont déterminées a partir d’intégra-
tions numériques de fonctions d’interpolations linéaires des champs de déplacements et de
contraintes aux noeuds de I'y. Les valeurs des champs de contraintes fournis par la plateforme
XPER étant données aux centres de mailles, il est nécessaire de réaliser une extrapolation
de ces champs aux nceuds du maillage. Cette extrapolation est effectué avec le logiciel Pa-
raview (Ahrens et al., 2005). Les fonctions d’interpolations linéaires des champs élastiques
aux nceuds du maillage et les opérations de moyennes sont réalisées avec Mathematica (Wol-
fram Research, 2012) (fonctions Interpolation et NIntegrate).

1.4 Validation

Dans cette section, la démarche décrite précédemment est validée & partir de solutions
analytiques exactes connues du probléme A (équation (4.18)). Premiérement, la démarche
est appliquée au probléme auxiliaire relatif au motif S dans le cas ou le milieu infini est la
matrice (probléme A ou le rapport de forme w de la cavité est égal a 1). Deuxiémement,
elle est appliqué au probléme auxiliaire relatif au motif £ dans le cas ou interface I'y est
parfaite (ks = pus = 0) pour différents rapports de forme w de la cavité. Ce cas correspond
a un probléme d’Eshelby classique ot 'inclusion est une cavité. La résolution numérique de
ces problémes auxiliaires est ensuite utilisée pour déterminer les propriétés effectives d’un
matériaux nanoporeux a cavités sphériques distribuées aléatoirement et d’un matériaux po-
reux a cavités sphéroidales distribuées et orientées aléatoirement. Les résultats obtenus sont
comparés aux modeéles analytiques correspondant : les modeéles de Duan et al. (2005b) et de
Ponte Castaneda et Willis (1995).
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Uy Err €09 €pop Oprr 000 )
Moyenne de e (%) 0.27 11.60 0.33 0.38 0.79 0.20 0.21

TABLE 6.2 — Moyennes des erreurs relatives entre les valeurs des champs analytiques non-
nuls et les valeurs des champs obtenus numériqguement sur les neuds du maillage.

De facon a valider le choix de la taille R du domaine fini de matrice, les champs élastiques
solutions du probléme auxiliaire relatif au motif S, lorsque le milieu infini est la matrice,
obtenus numériquement sont comparés a ceux issus de la solution analytique. La comparai-
son est limitée au cas du chargement € (axisymétrique autour de 1’axe e.) pour une cavité
sphérique de rayon 1 nm. La solution analytique de ce probléme est une combinaison linéaire
des solutions du probléme auxiliaire relatif au motif S lorsque les chargements & I'infini sont
hydrostatique et déviatorique. Les solutions de ces problémes, traités au chapitre 4, sont
données a 'annexe E. Le chargement €’ peut étre décomposé de la fagon suivante :

o 4. 1
1=-t—-(exRe,+e, e, —2e,Qe,) (6.20)

“a=3"73

Par conséquent, les champs élastiques solutions du probléme auxiliaire relatif au motif S
pour le chargement €’ sont une superposition des champs élastiques solutions de ce probléme
lorsque les chargements sont hydrostatiques avec € = 4/3 et déviatorique avec v = 1/3 (cf.
chapitre 4).

La FIGURE 6.3 présente une comparaison entre les isovaleurs des champs u,., €., et o,
induits par le chargement €, obtenus numériquement et analytiquement. Qualitativement,
les champs sont semblables. Seules de légéres différences sont visibles entre les résultats
analytiques et numériques a proximité de la cavité pour les champs €, et ... Ces différences
sont en partie dues a 'extrapolation de ces champs aux nceuds du maillage, qui est moins
bonne a proximité des bords du domaine (le nombre de données, sur lesquelles s’appuie
Iextrapolation, est en effet plus faible & proximité des bords). Les moyennes des erreurs
relatives entre les valeurs des champs analytiques non-nuls et les valeurs des champs obtenus
numériquement aux noeuds du maillage sont présentés a la TABLE 6.2. La moyenne de
I'erreur relative concernant le champ €., est élevée (11.6 %). Cela est di au fait que le
champ s’annule sur une partie du domaine (cf. FIGURE 6.3). La division par des valeurs
proches de zéro conduit alors a des erreurs relatives trés importantes sur le domaine ot cette
composante est nulle. Cette moyenne de 'erreur relative n’est donc pas représentative des
différences entre le champ analytique et le champ obtenu numériquement. Les moyennes des
erreurs relatives concernant les autres champs sont trés faibles (< 1 %). De la comparaison
des champs analytiques et numériques, il est possible de conclure que la taille retenue pour
le milieu fini de matrice (10 max(a, b)) est suffisamment grande pour représenter un domaine
quasi infini.

La FIGURE 6.4 présente les évolutions des champs u, et o,,. sur Iy dans le plan (e,, e,)
en fonction de 'angle 6 (angle entre e, et e,.). Les évolutions issues de la solution analytique
et des interpolations réalisées a partir des valeurs numériques des champs aux nceuds ainsi
que les valeurs numériques des champs aux nceuds sont représentées. Les valeurs des champs

131



MISE EN (BUVRE NUMERIQUE DE L’APPROCHE PAR MOTIFS

[\

3 4 5 2 3 4 5
U, numérique (nm) U, analytique (nm)

©)

-0.5 0 0.5 1.0 1.5

€ NumMérique € analytique

200 250 300 350 200 250 300 350
o numérique (GPa) o, analytique (GPa)

FIGURE 6.3 — Isovaleurs des champs u,., €., et o, solutions du probléme auziliaire relatif au
motif S, lorsque le milieu de référence est la matrice et pour le chargement €9, a proximité
de la cavité de rayon 1 nm (coupe dans le plan (e, e.) et 1 nm < r < 3 nm ou r est défini

tel que x = re, avec x le vecteur position) : comparaison entre les résultats numériques et
analytiques.
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rayon 0.0l nm 0.25nm 1 nm
Erreur relative sur £MT¢ (%) 0.42 0.09 0.26
Erreur relative sur gMT¢ (%) 0.30 0.05 0.24

TABLE 6.3 — Erreurs relatives entre les propriétés élastiques effectives d’un matériau nano-
poreux & cavités sphériques distribuées aléatoirement prédites par le modele MTG analytique
et par Uapplication numérique de ce modeéle. La porosité est égale a 10 %.

aux noeuds et les interpolations qui en découlent sont en parfait accord avec les résultats
issus de la solution analytique, que ce soit pour les champs de déplacement et de contrainte.
L’erreur générée par l'extrapolation des champs de contrainte aux nceuds du maillage est
trés limitée. Les fonctions d’interpolations permettent de décrire correctement 1’évolution
des champs de contrainte et de déplacement sur I'interface I'y. Elles sont donc adaptées pour
réaliser les intégrations numériques sur la surface I'y permettant de déterminer les moyennes
des champs de contraintes et déformations sur le motif.

4.5 350
- ~ 340"
E 4.0} &
T
g = 330;
S 35 1<
: 5 320
E £
g 30 |5 310/
k| £
& g
S st 1S 300}
‘ | ‘ ‘ ‘ | ‘ 290} ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
00 05 1.0 15 20 25 3.0 00 05 1.0 15 20 25 3.0
) 0

FIGURE 6.4 — Evolutions des champs u, et o,. sur 'y, induits par le chargement €, dans
le plan (e, e,) en fonction de l'angle 0 : en bleu : interpolations réalisées a partir des
valeurs numériques des champs aux neeuds, en pointillés rouges : solution analytique exacte,
e : valeurs numériques des champs aux neeuds.

La démarche a finalement est appliquée dans son ensemble pour déterminer numérique-
ment le tenseur Tfjg relatif au motif S pour des rayons de cavités égaux a 0.01 nm, 0.25
nm et 1 nm. Les propriétés élastiques effectives issues de 'estimation MTG pour des maté-
riaux nanoporeux a cavités sphériques distribuées aléatoirement ont ensuite été déterminées
a partir de ces résultats numériques. Elles sont comparées a celles issues du modéle analy-
tique correspondant (Duan et al., 2005b) sur la FIGURE 6.5. La porosité du matériau est
de 10%. Les erreurs relatives entre les propriétés effectives issues du modeéle analytique et
celles issues de l'application numérique de l'estimation MTG sont présentées a la TABLE
6.3 . Elles sont inférieures a 0.5 % pour une porosité de 10 %. Ces résultats permettent de
valider la démarche mise en ccuvre dans cette étude.
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FIGURE 6.5 — Evolution des constantes élastiques effectives d’un matériau nanoporeux & cavi-
tés sphériques distribuées de fagon isotrope (normalisées par rapport auz propriétés élastiques
de la matrice) en fonction du rayon des cavités : comparaison entre les modéles MTG ana-
lytique et numérique - en noir : module de compressibilité, en bleu : module de cisaillement.
La porosité est fixée a 10 %.

La démarche a également été mise en ceuvre pour déterminer le tenseur Tyj. dans le cas
ou les propriétés de U'interface imparfaite cohérente sont nulles (c’est-a-dire k; = ps = 0)
pour différents rapports de forme de cavités sphéroidales. Le probléme a résoudre corres-
pond alors a un simple probléme d’Eshelby dont la solution est connue dans ce cas. Les
propriétés effectives d’un matériaux poreux a cavités sphéroidales distribuées et orientées
aléatoirement sont ensuite déterminées a partir de ces résultats numériques pour une poro-
sité de 10 %. Les résultats obtenus sont comparés au modeéle analytique de Ponte Castafieda
et Willis (1995) correspondant & ce matériau. Les évolutions des modules élastiques effectifs
en fonction du rapport de forme des cavités sont présentées sur la FIGURE 6.6. Les erreurs
relatives entre les propriétés effectives obtenues analytiquement et numériquement sont pré-
sentées a la TABLE 6.4. Les résultats numériques sont en accord avec le modéle analytique.
Les erreurs relatives n’excédent pas 3 %. Pour des rapports de forme compris entre 0.25 et
6, elles sont inférieures a 1 %. Il est possible de remarquer que 'erreur relative sur les pro-
priétés effectives a tendance a augmenter lorsque I'on s’éloigne du cas des cavités sphériques.

A la vue des comparaisons entre les résultats numériques et les résultats analytiques, il
apparait que la démarche décrite a la section 1.3 semble adaptée pour déterminer numéri-
quement le tenseur Ty pour différentes configurations avec une précision acceptable.
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FIGURE 6.6 — Evolution des constantes élastiques effectives d’un matériau poreux ¢ cavités
sphéroidales (sans effet de surface) distribuées et orientées aléatoirement (normalisées par
rapport aux propriétés élastiques de la matrice) en fonction du rapport de forme des cavi-
tés : comparaison entre les modeles MTG analytique et numérique - en noir : module de
compressibilité, en bleu : module de cisaillement. La porosité est fixée a 10 %.

Rapport de forme w /8 1/6 1/4 1/2 1 2 4 6 8
Erreur relative sur k*°% (%) 2.99 1.76 093 0.51 0.46 052 0.68 089 1.12
Erreur relative sur PV (%) 1.2 086 058 0.4 041 044 059 0.61 0.99

TABLE 6.4 — Erreurs relatives entre les propriétés élastiques effectives d’un matériau poreux a
cavités sphéroidales (sans effet de surface) distribuées et orientées aléatoirement prédites par
le modéle PCW analytique et par Uapplication numérique du modéle MTG (correspondant
au modele PCW dans ce cas). La porosité est fixée a 10 %.

2 Application

2.1 Comparaison numérique/analytique du tenseur Ty,

La démarche a été appliquée afin de déterminer le tenseur T{j. pour différentes formes
et tailles de cavités. La FIGURE 6.7 présente une comparaison entre les constantes isotropes
transverses du tenseur Ty, obtenues numériquement et celles issues de la solution analytique
approchée (équation (4.42)). La solution analytique est évaluée avec fe = 1 et la solution
numérique est obtenue avec fe = w(b/ry)* # 1. Afin de pouvoir comparer les tenseurs Ty},
obtenus avec les deux approches, il convient de multiplier le tenseur Ty de la solution
numérique par 1/fe = rg/(wb?) (cela correspond & une application directe de la relation
(4.13) au motif £). Les propriétés matériaux retenues sont celles présentées a la TABLE 3.1.
Les valeurs de w retenues sont 1/8, 1/6, 1/4, 1/2, 1, 2, 4, 6 et 8 et les valeurs de b retenues
sont 0.01 nm, 0.25 nm et 1 nm.
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FIGURE 6.7 — FEuvolutions des constantes élastiques isotropes transverses du tenseur TV
en fonction du rapport de forme w des cavités : comparaison entre les résultats du modéle
analytique et les résultats numériques. En vert : b = 0.01 nm, en rouge : b = 0.25 nm, en

bleu : b =1 nm, en noir : sans effet de surface. La porosité fe du motif £ est égale a 1.

Composante « :

L’opération E; : €’ extrait la déformation uniaxiale selon I’axe d’isotropie transverse (e,
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dans notre cas) (Suquet et Bornert, 2001). La composante o de Ty} caractérise la réponse
élastique du motif (du point de vue de la polarisation 7) dans la direction longitudinale
lorsque la déformation €’ est uniaxiale suivant I’axe d’isotropie transverse ((7..) p, = Qe
lorsque € = e, ® e.).

Dans le cas ot les cavités sont de forme prolate, une trés bonne concordance est observée
entre les résultats numériques et analytiques. Pour des rapports de formes compris entre
0.5 et 1, la différence entre les résultats issus du modéle analytique simplifié et les résultats
numériques est relativement faible. La prédiction du modéle analytique semble acceptable.
En revanche pour des rapports de forme inférieurs a 0.5, les différences entre les résultats
analytiques et numériques sont de plus en plus importants a mesure que le rapport de forme
diminue. Ces différences s’amplifient lorsque la taille des cavités diminue. Lorsque w diminue
sur ce domaine, le modéle analytique prédit une diminution du coefficient «. La tendance
observée a partir des résultats numériques est similaire. Néanmoins, cette diminution est
beaucoup plus rapide dans le cas des résultats numériques. Le modéle analytique prédit
alors un coefficient « trop raide.

Composante [ :

Le résultat de l'opération Jr : € est un tenseur de déformation isotrope dans le plan
transverse ((e,, e,) dans notre cas). La composante 5 de Tjje caractérise alors la réponse
élastique du motif lorsque € est isotrope dans le plan transverse ({T.z)p, = (Tyy)p, = Be
lorsque €’ = €(e, ® e, + e, ® e,). Le module de compressibilité transverse k; est parfois
introduit tel que k; = /2.

Lorsque w est supérieur a 0.5, les résultats numériques et analytiques sont trés proches.
Lorsque w est compris entre 0 et 0.5, des différences sont observées. Ces différences ont
tendance a augmenter lorsque w et b diminuent. La prédiction de S fournie par le modéle
analytique lorsque b = 1 nm et w € [0,0.5] reste acceptable, en particulier lorsque w est
supérieur a 0.25. Lorsque b est égal a 0.25 nm et 0.01 nm, le modéle analytique prédit une
augmentation de § lorsque w diminue alors qu'une diminution est observée a partir des
résultats numeériques.

Composantes v et 7' :

Il est possible de vérifier que les coefficients v et +' prédits par le modéle analytique
sont égaux. Ainsi, le tenseur Ty}, est bien symétrique. Les résultats numériques conduisent
également a des coefficients v et 4/ égaux aux approximations numériques prés. Il est a
rappeler que le tenseur I traduit un couplage entre ’allongement dans la direction axiale et
une contraction dans le plan transverse (effet de Poisson) (Suquet et Bornert, 2001).

Le coefficient v décrit la réponse du motif dans le plan transverse lorsqu’une déforma-
tion €” est appliquée dans la direction longitudinale ((7u.)p, = (7yy) pe = €/ V2 lorsque
€’ = e(e. ® e.). Il décrit également la réponse du motif dans la direction longitudinale
lorsqu'une déformation € isotrope dans le plan transverse est appliquée ((7..) Dy = V2ve
lorsque €” = e(e, ® e, + €, ® e,). Le coefficient de Poisson longitudinal v; est parfois intro-
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duit tel que v; = v/(v/28).

Tout comme les coefficients a et 3, les résultats numériques et analytiques pour le co-
efficient v sont en trés bon accord lorsque w est supérieur a 0.5. Lorsque w est inférieur a
cette valeur, des différences apparaissent. Ces différences ont tendance & s’amplifier lorsque
w et b diminuent. Sur ce domaine, les résultats numériques prédisent une diminue de ~
lorsque w diminue. Les résultats analytiques prédisent également cette tendance mais de
fagon beaucoup moins prononcée.

Composante ¢ :

L’opération Ky permet d’extraire les composantes de cisaillement transverse de €° (Su-
quet et Bornert, 2001). Le coefficient 3 permet de caractériser la réponse du motif lorsque €°
est un chargement en cisaillement pure dans le plan transverse ((7),. = de(e,®@e, +e,®e;)
lorsque €’ = €(e, ® e, + €, ® e,). Le module de cisaillement transverse peut étre introduit
tel que p; = 0/2.

Contrairement aux coefficients précédents, les résultats numériques et analytiques pour
le coefficient § sont en trés bon accord lorsque w est inférieur ou égal a 1. Lorsque b est
égal & 1 nm et w est compris entre 1/8 et 8, une trés bonne adéquation entre les résultats
numériques et analytiques est observée. Concernant les cas ou b = 0.25 nm et b = 0.01 nm,
des différences sont observées dés lors que w est supérieur a 1. Ces différences tendent a
augmenter lorsque w augmente et lorsque b diminue.

Composante 9’ :

L’opération K; permet d’extraire les composantes de cisaillement longitudinales de €°
(Suquet et Bornert, 2001). Le coefficient ¢ permet de caractériser la réponse du motif
lorsque € est un chargement en cisaillement pur dans la direction longitudinale ({7) De =
dele,@e. +e. ®e,) lorsque € =c(e, R e, + e, De,) et <T>D5 =0e(e,®e, +e,Rey)
lorsque €' = €(e, ® e, + €, ® e,)).

D’une maniére générale, les résultats numériques et analytiques pour ce coefficient sont
proches, en particulier lorsque b est égal & 1 nm. Les résultats ont une meilleure correspon-
dance dans le cas de cavités prolates que dans le cas oblate. Lorsque les cavités sont de forme
oblate et que b est égale a 0.25 nm, des différences non-négligeables sont observées. Néan-
moins, les tendances sont globalement bien décrites pour ce coefficient sur le domaine étudié.

Il est remarquable que, lorsque leffet de surface n’est pas pris en compte (ks = ps = 0),
les résultats numériques et analytiques sont en trés bon accord. Dans ce cas, la solution ap-
prochée du tenseur Tfje est identifiée sur un probléme d’Eshelby classique dont la solution
exacte est connue.

Pour résumer, lorsque w est supérieur ou égal a 1 (cas sphérique et prolate), les résultats

issus du modéle analytique simplifié sont en trés bon accord avec les résultats numériques,
hormis pour le coefficient § lorsque b est inférieur & 1 nm. Une bonne correspondance est
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également observée lorsque w est compris entre 0.5 et 1 quelle que soit la valeur de b. En
revanche, lorsque w est inférieur a 0.5, de fortes différences peuvent étre observées entre
les résultats analytiques et numériques pour les coefficients «, 3 et . Ces différences ont
tendance & augmenter lorsque w et b diminuent. Le modéle analytique prédit des coefficients
plus raides en comparaison des résultats numériques. Lorsque b = 1 nm sur ce domaine, la
prédiction de 8 par le modéle analytique est néanmoins correcte. Le coefficient § issu des
résultats analytiques est en trés bon accord avec les résultats numériques sur ce domaine.
Le coefficient ¢’ y est également en bon accord.

Ces différences sont dues au fait que le probléme auxiliaire relatif au motif £ a été résolu
de fagon approchée en s’appuyant sur les travaux de Cherkaoui et al. (1995). La déformation
dans la cavité est supposée homogéne dans ce modéle. Cette hypothése est potentiellement
trés forte, en particulier lorsque la géométrie de la cavité présente des singularités telles
que les poles pour une cavités trés allongée ou I'équateur pour des cavités tres aplaties. Ces
singularités géométriques peuvent alors étre sources d’hétérogénéités des champs élastiques
a proximité de la cavité. Les poles d'un sphéroide allongé sont décrits par seulement deux
points alors que I’équateur d’un sphéroide aplati est décrit par toute une ligne. En consi-
dérant que ces domaines sont effectivement sources d’hétérogénéités des champs locaux,
cela peut éventuellement expliquer pourquoi le modéle analytique a tendance a fournir de
meilleurs résultats lorsque les cavités sont de forme prolate plutot que de forme oblate.

2.2 Comparaisons numérique/analytique des propriétés effectives

Dans cette section, les valeurs numériques du tenseur Ty déterminées précédemment
sont utilisées afin d’établir les propriétés élastiques effectives d’un matériau contenant une
unique population de nano-cavités sphéroidales orientées et distribuées aléatoirement (cf.
section 4.4 du chapitre 4). Les propriétés matériaux retenues sont présentées a la TABLE
3.1. La porosité totale f est égale & 10 %. Les évolutions des modules de compressibilité et
de cisaillement effectifs (normalisés par rapport a ceux de la matrice) issus du modéle MTG
analytique en fonction du rapport de forme w des cavités sont représentées respectivement
sur la FIGURE 6.8 et la FIGURE 6.9 pour différentes valeurs de b (0.01 nm, 0.25 nm et
1 nm). Les modules élastiques effectifs issus de l'estimation de Ponte Castaneda et Willis
(1995) pour un matériau a cavités sphéroidales (sans effet de surface) orientées et distribuées
aléatoirement sont également représentées. Les modules effectifs issus de la mise en ceuvre
numérique de 'estimation MTG sont également représentés.

Module de compressibilité :

Les modules de compressibilité effectifs obtenus analytiquement sont en trés bon accord
avec ceux obtenus numériquement dés lors que w est supérieur a 0.5. La TABLE 6.5 pré-
sente les erreurs relatives entre les modules de compressibilité obtenus analytiquement et
numériquement. Lorsque w > 0.5, U'erreur relative maximale observée est égale a 2.6 %
(pour w = 0.5 et b = 0.25 nm). Lorsque w est inférieur a 0.5, de fortes différences sont
observées entre les résultats analytiques et numériques. Des erreurs relatives allant jusqu’a
90 % peuvent étre obtenues (w = 1/8 et b = 0.01 nm). Le modéle analytique est alors trés
imprécis sur ce domaine et sa mise en ceuvre doit étre réalisée avec prudence, voire n’est pas
recommandée. Les erreurs relatives lorsque b = 1 nm pour des rapports de forme w égaux
a 1/4 et 1/6 sont respectivement égales & 6.7 % et 14.66 %. Une mise en ceuvre du modéle
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FIGURE 6.8 — Evolution du module de compressibilité effectif d’un matériau poreux contenant
une population de nano-cavités sphéroidales distribuées et orientées aléatoirement (porosité
égale a 10 %) en fonction du rapport de forme w pour différentes tailles de cavités : compa-
raison entre les résultats du modéle analytique et les résultats numériques. En vert : b=0.01
nm, en rouge : b=0.25 nm, en bleu : b=1 nm, en noir : sans effet de surface (PCW),
résultats numériques e.

lorsque 1/6 < w < 1/4 et b > 1 nm peut étre éventuellement envisagée en étant conscient
que 'erreur commise n’est en revanche pas négligeable. Ces observations sont compatibles
avec celles réalisées a la section précédente concernant les composantes du tenseur Tyje.

Module de cisaillement :

La TABLE 6.6 présente les erreurs relatives entre les modules de cisaillement obtenus ana-
lytiquement et numériquement. L’erreur relative maximale observée entre les modules de
cisaillement effectifs obtenus numériquement et analytiquement est égale a 10.08 % (pour
w = 8 et b = 0.01 nm). Sur le domaine d’étude, ces erreurs sont confinées autour de valeurs
relativement faibles en comparaison des erreurs observables pour le module de compressibi-

Rapport de formew 1/8 1/6 1/4 1/2 1 2 4 6 8
PCW (ks =pus=0) 299 176 0.93 051 046 0.52 0.68 0.89 1.12

b=1 nm 2291 1466 6.70 059 026 04 083 1.14 1.36
b=0.25 nm 60.94 38.85 1848 2.6 0.09 0.03 0.53 090 1.11
b=0.01 nm 90.25 48,55 17.02 1.63 0.42 0.49 0.42 0.19 0.05

TABLE 6.5 — Erreurs relatives (en %) entre les modules de compressibilité effectifs d’un
matériau poreuxr 4 nano-cavités sphéroidales distribuées et orientées aléatoirement prédits
par le modeéle MTG analytique et obtenus numériquement.
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FIGURE 6.9 — Evolution du module de cisaillement effectif d’un matériau poreux contenant
une population de nano-cavités sphéroidales distribuées et orientées aléatoirement (porosité
égale a 10 %) en fonction du rapport de forme w pour différentes tailles de cavités : compa-
raison entre les résultats du modéle analytique et les résultats numériques. En vert : b=0.01
nm, en rouge : b=0.25 nm, en bleu : b=1 nm, en noir : sans effet de surface (PCW),
résultats numériques e.

lité effectif lorsque w est inférieur a 0.5. Les tendances prédites par le modéles analytique
sont en accord avec les résultats numériques. Lorsque b = 1 nm, 'erreur relative maximale
est égale a 2.78 % (pour w = 1/6). Cette erreur est acceptable a la vue des erreurs obser-
vables entre les modeéles analytiques exactes et les résultats numériques correspondants (de
l'ordre de 3 % au maximum d’aprés la section 1.4, TABLE 6.4). Il est possible d’en conclure
que la prédiction du modele est pertinente dans ce cas. Lorsque b = 0.25 nm, les erreurs
relatives sont de l'ordre de 3 — 4 % lorsque w est supérieur ou égal a 1. Elles augmentent
lorsque w diminue pour atteindre 8.93 % (pour w = 1/8). Lorsque b = 0.01 nm, l'erreur
relative est inférieure & 5 % lorsque w est compris entre 1/4 et 2. Hors de ce domaine, I’erreur
est supérieure a 7 % et atteint 10 % sur le domaine étudié.

En conclusion, lorsque w est supérieur ou égal a 0.5, les résultats du modéle analytique
sont en bon accord avec les résultats numériques pour toutes les valeurs de b testées. Lorsque
w est inférieur a 0.5, les résultats du modéle analytique pour le module de cisaillement effectif
sont en bon accord avec les résultats numériques pour toutes les valeurs de b testées. En
revanche, les deux approches ne sont pas en accord sur ce domaine pour le module de
compressibilité effectif sauf lorsque w est compris entre 0.25 et 1 et b supérieur & 1 nm.

3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, le probléme auxiliaire relatif au motif £ a été résolu numériquement a
partir de simulations de type éléments finis. Une formulation spécifique permettant de tenir
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Rapport de forme w 1/8 1/6 1/4 1/2 1 2 4 6 8
PCW (ks =pus=0) 1.2 086 0.58 0.4 041 0.44 0.59 0.61 0.99

b=1 nm 273 278 238 154 098 0.64 035 0.13 0.02
b=0.25 nm 893 844 727 527 415 383 3.63 337 3.18
b=0.01 nm 936 7.24 469 216 1.59 348 852 9.85 10.08

TABLE 6.6 — Erreurs relatives (en %) entre les modules de cisaillement effectifs d’un maté-
riau poreux 4 nano-cavités sphéroidales distribuées et orientées aléatoirement prédits par le
modeéle MTG analytique et obtenus numériquement.

compte des interfaces imparfaites cohérentes (Yvonnet et al., 2011) a été nécessaire. Celle-ci
a été implémentée dans la plateforme numérique XPER (Perales et al., 2010) développée a
I'TRSN.

Une démarche inspirée des travaux de Bornert (1996b) a été proposée afin de déterminer
de fagon numérique le tenseur Ty sur lequel repose les estimations MTG pour les matériaux
contenant des nano-cavités sphéroidales. Cette démarche a été validée avec succés a partir
de cas particuliers dont les solutions analytiques exactes sont connues. Elle a ensuite été
appliquée afin de déterminer le tenseur Tyj. pour différentes valeurs du rapport de forme w
et différentes tailles b de cavités. Ces résultats numériques ont été comparés a ceux issus du
modele analytique développé au chapitre 4.

D’une maniére générale, il est apparu que, dans le cadre de I’application présentée, le
modéele analytique est pertinent lorsque w est supérieur ou égal a 0.5 et lorsque w est compris
entre 0.25 et 0.5 pour b supérieur a 1 nm. Hors de ces domaines, les résultats du modeéle
analytique ne sont pas en bon accord avec les résultats numériques.
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Chapitre 7

Application au dioxyde d’uranium
irradié

Les résultats établis aux chapitres précédents sont ici mis en ceuvre afin de dé-
crire le comportement élastique effectif du dioxyde d’uranium irradié. Dans
un premier temps, deux modeéles sont proposés : i. un modéle qualifié de simpli-
fié qui repose sur deux changements d’échelles successifs (cf. démarche mise en
ceuvre par Vincent (2007)) et ou Ueffet de surface est pris en compte a I’échelle
des cavités intragranulaires et partiellement a I’échelle des cavités intergranu-
laires, ii. un modéle qualifié de complet qui repose sur un unique changement
d’échelles et ou 'effet de surface est pris en compte pour les cavités intragra-
nulaires et intergranulaires. Dans un second temps, une application numérique
de ces modeéles est proposée. Ils sont comparés a la partie poroélastique du mo-
deéle proposé par Vincent (2007) pour les matériaux bi-poreux saturés. Tout
d’abord, la sensibilité des modéles a la taille des cavités est étudiée. Puis, ils
sont mis en ceuvre en considérant des conditions de type RIA.
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1 Propositions de modéles

L’objectif est de décrire le comportement élastique effectif du dioxyde d’uranium irradié
(UO2). La modélisation de ce matériau présentée a la section 3.2 du chapitre 1 est reprise.
L’UO, est alors décrit comme un matériau bi-poreux qui contient :

e des nano-cavités sphériques de méme rayon r et dont la porosité est notée fj;

e des nano-cavités aplaties (sphéroides oblates) de méme taille b, méme rapport de forme

w, orientées aléatoirement et dont la porosité est notée f,.

Il est a rappeler que a et b sont les longueurs des demi-axes des cavités oblates (a est
la longueur du demi-axe porté par I'axe de révolution). Le rapport de forme w est égal a
a/b. La distribution des centres des cavités est supposée homogeéne et isotrope. Les cavités
sphériques sont pressurisées a la pression p, et les cavités sphéroidales a la pression p,.

La zone perturbée autour des cavités est décrite par un modéle d’interface imparfaite
cohérente. Les propriétés élastiques des interfaces associées aux cavités sphériques et sphé-
roidales sont supposées identiques. Leur comportement est supposé isotrope dans le plan
transverse. Il est alors caractérisé par un module de compressibilité surfacique k, et un
module de cisaillement surfacique p, (cf. équations (3.4) et (3.6)). Des tensions de surface
sont également prises en compte. Elles sont éventuellement différentes entre les interfaces
relatives aux cavités sphériques et relatives aux cavités sphéroidales. Elles sont notés -, (ca-
vités sphériques) et 7, (cavités sphéroidales). La matrice d’UO, vierge a un comportement
isotrope caractérisé par un module de compressibilité k,, et un module de cisaillement i, :

Cpn = k] + 2umK (7.1)

Le matériau est macroscopiquement isotrope. La loi de comportement recherchée est
alors de la forme suivante :

5= [31&]} + QﬂK} B [pbBb 4 peBo — Gy — 7G| (7.2)

Les tenseur X et E représentent respectivement les tenseurs des contraintes et des déforma-
tions macroscopiques.
La relation précédente conduit & :
Em = 31}Em - pbBb - peBe + ’Vbi + ’YeGe (7 3)
¥, = 2jiE, '

ou %, et E,, désignent respectivement la contrainte et la déformation macroscopiques hyr-
dostatiques (3, = (1/3)TrX et E,,, = (1/3)TrE) et o X, et E; désignent respectivement
les parties déviatoriques des tenseurs des contraintes et des déformations macroscopiques
(Ed =3 - Em’b et Ed = E—EmZ)

Ci-apres, deux modéles sont proposés afin de déterminer les coefficients k, it, By, Be, Gy

et G..

1.1 Modéle simplifié

Le modele simplifié s’appuie sur une démarche similaire & celle mise en ceuvre par Vincent
(2007) et repose sur deux changements d’échelles successifs (cf. section 2.2.2 du chapitre 1).
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Dans I'UQO, irradié, les cavités intragranulaires sont généralement de plus petite taille que
les cavités intergranulaires. Ainsi, l'effet de surface est ici pris en compte & I’échelle des
cavités intragranulaires sphériques et partiellement & 1’échelle des cavités intergranulaires.
Les deux changements d’échelles successifs sont les suivants :

e Le matériau a la premiere échelle est remplacé par un matériau contenant une unique
population de nano-cavités sphériques distribuées de facon isotrope. La loi de com-
portement d’un tel milieu a été établie précédemment dans le cadre de ’estimation de
Mori et Tanaka généralisée. Elle est caractérisée par un module de compressibilité ko™
et un module de cisaillement ph°™, dont les expressions sont respectivement données
aux équations (3.13) et (3.14), un coefficient de Biot b, dont I'expression est donnée
a l'équation (5.31) et un coefficient g; (relatif a la prise en compte de ;) donné a
I'équation (5.32). Il a été montré a la section 1 du chapitre 5 que prendre en compte
I'effet de la tension de surface v, pour les cavités sphériques revient a soustraire le
terme 27,/r a la pression py,.

e Pour le deuxiéme changement d’échelles, le modéle de Ponte Castafieda et Willis (1995)
est utilisé sur un matériau poreux contenant des cavités ellipsoidales oblates, sous
pression, orientées et distribuées aléatoirement. Les propriétés élastiques de la matrice
sont celles du milieu effectif identifié lors du premier changement d’échelles. La tension
de surface v, au niveau des cavités sphéroidales est prise en compte en minorant p, par
(27,sind) /b ot § = 50° (pour 'UO, irradié¢ (Moal, 2014)). Finalement, les coefficients
de la relation (7.2) issus du présent modéle sont déterminés comme suit.

Les coefficients k et i (issus du modéle de Ponte Castafieda et Willis (1995)) sont tels

que :
C = 3kJ + 27K = CI™ 4 (1 — fo(T),, : P)) ™" : (fo(T),) (7.4)

ou
L 1 p. 3 Eemaouem
d 3k,£10m + 4M1110m 5Iu}110m 3k,£10m + 4M1110m ’

-1
o T¢ = —Chom: |T—P(Chom) . leom] d’aprés I'équation (2.20) dans le cas poreux;
e B(Com) = SF(CYom) : (Com)!

Le tenseur SE(CP™) est le tenseur d’Eshelby, exprimé a I'annexe B, dont le rapport de
forme de 'inclusion correspond a celui des cavités sphéroidale (w) et dont le milieu infini
correspond au milieu effectif identifié lors du premier changement d’échelles (vy = vfo™). 1l
est a rappeler que :

Bk?om _ 2[u}110m
2(3RY™ + ™)
La moyenne (T*) . sur les orientations (équiprobable) de I'espace du tenseur T¢ est égale a
la projection de T* sur la base d’isotropie :

hom __
Vl —

(7.5)

1
(T¢) s = (J == T*)J + g(K = T9K (7.6)
Les coefficients B., By, G. et GG, s’expriment de la fagon suivante :
k 2sinf 2
Bo=1- g, Go= %Be, By=—(B.— )b, Gy=-B, (7.7)
1 T
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Le tenseur Cho™ est & égal a 3kMmJ +245°mK et les coefficients k2™, ptom et by identifiés
lors du premier changement d’échelles s’expriment comme suit :

o o dr (Bt dpu) (4hy = 3kyr)
! " 3 4(1 - fbr)ks + T(3fbrkm + 4,Um) ’

3km0a + 4tmCa — 6 for Ba(km + 2tm)
o Ba= (ks +7tim)(ths = Tftm),

0 Og = 37 (T fm + fs) + 2k (27 i + ps),

0 Ca = 3ks (T + f1s) + 27l (Tl + 205),

fbrr(?)km + 4;Lm)
(3fbrkm + 4,um)7n + 4(1 - fbr)ks

Dans le cadre de ce modéle, la porosité f,. désigne la porosité (relative) des cavités
sphériques & la premiére échelle. La porosité absolue des cavités sphériques f, (égale au
volume occupé par les cavités sphériques dans le VER sur le volume total du VER) et la
porosité relative sont reliées de la fagon suivante :

£ = o
T

De la méme facon que dans le cadre de la partie poroélastique saturée du modéle de
Vincent (2007), les coefficients k et i peuvent éventuellement étre exprimés a partir des
équations (A.1) et (A.4) (en faisant un développement limité a 'ordre 1 en f, pour fi).

Il est a remarquer que finalement seuls trois parameétres ont été modifiés par rapport a
la partie poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) : khom, yhom et b, .

Les tenseurs d’ordre quatre mis en ceuvre dans le cadre de ce modéle sont isotropes ou
isotropes transverses (S¥, P et T¢). Dans la perspective d’une intégration du modeéle dans un
code de calcul, il est donc judicieux de travailler sur les composantes isotropes transverses
de ces tenseurs plutét que dans la base canonique. Les opérations tensorielles sont ainsi plus
aisées et plus rapides, en particulier lors de I'inversion de tenseurs. Pour plus d’informations
sur les régles de calcul pour les tenseurs d’ordre quatre a symétrie isotrope transverse, il est
possible de se référer a (Suquet et Bornert, 2001).

L Nlllom = fm + for

Oblz

(7.8)

1.2 Modéle complet

Le modéle proposé dans cette section, qualifié de complet, prend en compte 'effet de sur-
face a I’échelle des cavités intragranulaires de forme sphérique et intergranulaires de forme
sphéroidale oblate. Contrairement au modéle simplifié, il repose sur un unique changement
d’échelles, les deux populations de cavités étant prises en compte a la méme échelle. Dans
le cadre de ce modeéle, les coefficients de la relation (7.2) s’expriment comme suit.

Les coefficients & et ji sont tels que :
_ - -1
C = 3kT+ 2K = Cp + (T— (T}, )y ¢ Py) (T ) (7.9)

ou
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hd <Tﬁr>1\/{ = foiTys + Je( 71\7[8>o
o PT — 1 n 3 kAt 2pm o,
C Bk + At B Sk + Apt
(Bkm + 4t (4ks — 3km7“)J N 104 (3K + 4ptrn) Ba

m —_
o TYis =

A(ks + pimr) 3k 0q + 414 Cy
o fa = (ks +7pm)(tts — Thm),

0 8q = 3o (Tt + phs) + 2k (20 i + pts),

0 Ca = 3ks(ritm + ts) + 27 fim (Vi + 215,

o Tic = [&(H—H) :Cs—Cm} : Q¢

14+ 2w
o a=
bw
o H=C;: [SE(CS) EN(C@)} C;H,
o €, = ks § o) K
5—3 s—ks HslN,

Y

Les tenseurs S¥(C,,) et S¥(C,) sont les tenseurs d’Eshelby, exprimés a I’annexe B, dont
les rapports de forme des inclusions correspondent a celui des cavités sphéroidales (w). Le

tenseur N(Cjy) est donné a 'annexe B ou le rapport de forme correspond également & celui

des cavités sphéroidales (w). Il est a rappeler que :

Bkm — 20t - 3ke— 20y kg — pg

Um = 757 W Vs = > -
2(3km + fim) 2(3ks + fis) kst ps

Les coefficients By, B., Gy et G, sont tels que :
_ fb T<3km + 4#’771)

-1
.Bb_gml:(ﬂ_ﬂ?d:mer)M) L1
.fe. m m -1 .

° Be=§23<@5>o3 (H_]Pd :<TMT>M> -t
2
o Gy =-By;

(7.10)

Comme a la section précédente, il est important de remarquer que les tenseurs d’ordre
4 mis en ceuvre dans le cadre de ce modéle sont isotropes ou isotropes transverses (Tyje,
H, S®, N, Qg¢, P, et Zg). Il est donc préférable de travailler sur les composantes isotropes

transverses de ces tenseurs.
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2 Applications numériques

Dans cette section, une application numérique des deux modéles précédents est proposée.
Ils sont comparés a la partie poroélastique du modéle de Vincent (2007) ou leffet des
tensions de surface est pris en compte en soustrayant (27,)/r et (27.sinf)/b (avec 6 = 50°)
respectivement aux pressions p, et p.. Cela va introduire une dépendance des coefficients
Gy et G, du modéle aux longueurs r et b. Voila pourquoi, ce modéle est qualifié¢ de partie
poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets
de surface. Les équations de ce modéle correspondent a celles du modeéle simplifié ou les

expressions de ko™ phom et b; sont données a la section 2.2.2 du chapitre 1.

2.1 Parameétres matériaux

Les paramétres matériaux retenus pour la matrice d’UQO, vierge sont celles prédites par
la loi de Martin (1989) pour une température de 1200° C' (en prenant la porosité de fa-
brication nulle). La porosité des cavités intragranulaires est fixée a 3 % et celle des cavités
intergranulaires a 1 %. Le rapport de forme des cavités intragranulaires est fixé a 0.4. Cette
valeur correspond a celle du rapport de forme d’une cavité sphéroidale oblate dont la lon-
gueur b (longueur du plus grand demi-axe) et le volume sont égaux a ceux de la lentille
correspondante ot § = 50° (Moal, 2014). Le rayon des cavités intragranulaires est fixé a 1
nm et la taille b des cavités sphéroidales oblate est fixée a 10 nm.

Les propriétés élastiques des surfaces de 'UO, n’étant pas connues, une extrapolation est
proposée pour les parameétres k, et ps a partir des valeurs identifiées pour d’autres matériaux.
L’idée est de définir un ordre de grandeur pour ces paramétres. Cette extrapolation s’appuie
sur les travaux de Yvonnet et al. (2011) et de Wolfer (2011). Yvonnet et al. (2011) étudient le
comportement de nano-fils d’AIN a partir de simulations de type éléments finis (qui reposent
sur la formulation présentée a la section 1.2 du chapitre 6). Les propriétés du matériau ont
été identifiées a partir de simulations de type ab initio. Par comparaisons des résultats issus
des simulations éléments finis et des simulations ab initio (du nano-fil entier), ils montrent
que le comportement élastique des nano-fils et plus particuliérement 'effet de taille, est trés
bien décrit en considérant un comportement élastique volumique (pour la partie interne du
nano-fil) et un comportement élastique surfacique de type interface imparfaite cohérente
(pour la partie surfacique du nano-fil). Les propriétés matériaux qu'’ils ont identifiées sont
présentées a la TABLE 7.1.

s s S S b b b b b
11 33 13 55 Cl 1 033 C(12 013 C(44

114.1 93.59 22.3 44.0 421.0 4054 133.2 100.1 129.9

TABLE 7.1 — Propriétés élastiques surfaciques (C};) et volumiques (Cf’]) d’un alliage AIN
identifiées par Yvonnet et al. (2011) exprimées respectivement en N.m™! et en G Pa.

Dans les modéles proposés, les comportements élastiques surfaciques et volumiques sont
supposés isotropes afin d’obtenir des modéles analytiques simples & mettre en ceuvre. Les
propriétés matériaux issues de la TABLE 7.1 sont alors « usotropisées » en recherchant les
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tenseurs volumique et surfacique isotropes dont les composantes approchent au mieux (par
la méthode des moindres carrés) les composantes anisotropes présentés a la table TABLE
7.1. Cette démarche conduit & k2™ = 63.1 Nom~!, pdN = 31.4 Nom™1, k{* = 212.7 GPa
et pAN = 101.3 GPa ot k2™ et p™ sont les coefficients d’élasticité surfacique « isotro-
pisés » et ou kl;‘”N et ,u,f“N sont les coefficients d’élasticité volumique « isotropisés ». Il est

remarquable que les rapports kAW /EAN et MV /AN sont égaux a 0.3 x 1079 m.

A partir de I'étude de la variation du paramétre de mailles dans des nanoparticules
de différentes tailles, Wolfer (2011) a proposé une méthode permettant de déterminer, en
autres, la valeur de 2(\; + p), qui vaut 2k, dans le cadre de la convention adoptée dans le
présent travail. Les mesures des paramétres de mailles s’appuient sur des résultats expéri-
mentaux et/ou numériques. Quelques uns des résultats issus de ces travaux sont présentés a
la TABLE 7.2 pour différents matériaux. Des valeurs usuelles des modules de compressibilité
volumiques (k;) correspondants a ces matériaux sont également précisées.

Au Al Ag Dt

k(Nom~Y) 8835 512 2435 846
k, (GPa)  ~163 ~068 ~106 ~ 233
ko/ky (10°m) 054 075 023 0.36

TABLE 7.2 — Paramétres ks identifiés a partir des travaux de Wolfer (2011).

D’aprés les travaux de Yvonnet et al. (2011) et Wolfer (2011), les rapports ks/k, sont
I'ordre de 0.2 — 0.8 x 107 m. Pour les surfaces de 1'UO,, les paramétres k, et u, sont
choisis tels que k; = 0.5 x 107%,,, et us = 0.5 x 104, , c’est-a-dire k, = 90.6 N.m™!
et ps = 35.3 N.m~! pour lapplication visée ici. Les paramétres retenus pour I'application
numérique sont finalement répertoriés a la TABLE 7.3.

E,, Vin Ky, L ks Lbs

188 GPa 0.33 181 GPa 70.7 GPa 90.6 Nnm~' 353 N.m~!
Jo Je r b w
3% 1% 1 nm 10 nm 0.4

TABLE 7.3 — Parameétres matériauz de I’UQs pour les applications numériques de la section
2.

2.2 Etude de la sensibilité des modéles a la taille des cavités

Dans cette section une étude de sensibilité des modeéles a la taille des cavités est présentée.
Les évolutions des coefficients k, fi, By, B., Gy et G, en fonction du rayon r a b fixé (10 nm)
et en fonction de la longueur b a r fixé (1 nm) sont étudiées.
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Module de compressibilité k

La FIGURE 7.1 présente les évolutions du module de compressibilité k en fonction du
rayon r et de la longueur b. Il est possible de constater que les modéles simplifié et complet
sont proches 'un de 'autre lorsque b = 10 nm. L’effet de surface a 1’échelle des cavités
intergranulaires est trés faible dés lors que b est supérieur & 10 nm pour les paramétres
matériaux utilisés. I devient presque inexistant lorsque b est supérieur a 20 nm.

L’effet des cavités intragranulaires est non-négligeable. Il est de l'ordre de 8 % lorsque

r = 1 nm. Lorsque r = 20 nm, son influence sur le module de compressibilité effectif n’est
plus que d’environ 1.5 %.
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FIGURE 7.1 — Evolutions du module de compressibilité k normalisé par k,, en fonction du
rayon r (4 gauche) et de la longueur b (a droite). En noir : partie poroélastique saturée du
modele de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface, en rouge :
modeéle simplifié et en bleu : modéle complet.

Module de cisaillement effectif /i :

La FIGURE 7.2 présente les évolutions du module de cisaillement g normalisé par pi,,
en fonction du rayon r et de la longueur b. Les mémes observations que pour le module
de compressibilité effectif k& peuvent étre réalisées. L'effet de surface a I'échelle des cavités
intergranulaires est faible lorsque b est supérieur a 10 nm. Il devient presque inexistant deés
lors que b est supérieur a 20 nm. L’effet de surface a I’échelle des cavités intragranulaires
sur le module de cisaillement effectif est de 'ordre de 5 % lorsque » = 1 nm et de 0.9 %
lorsque b = 20 nm.

Coefficients B, et Gy, :

La FIGURE 7.3 présente les évolutions des coefficients By, et (G, en fonction de la longueur
r. Ces coefficients sont trés peu dépendants de b. En effet, la dépendance a la longueur b est
uniquement due aux effets d’interactions moyennes entre les cavités sphériques et sphéroi-
dales. Les évolutions de By et G}, en fonction de la longueur b ne sont donc pas présentées.
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FIGURE 7.2 — Ewvolutions du module de cisaillement fi normalisé par p., en fonction du
rayon r (4 gauche) et de la longueur b (a droite). En noir : partie poroélastique saturée du
modeéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface, en rouge :
modeéle simplifié et en bleu : modéle complet.

Les modeéles simplifié et complet tiennent tous deux compte de l'effet de surface a 1’échelle
des cavités intragranulaires. Cela conduit donc a des coefficients B, et G}, prédits par ces
deux modeéles trés proches les uns des autres. Les trés faibles différences observées résultent
des termes d’interactions moyennes qui différent entre les modeles. L'effet de surface est
important. Lorsque r est égal & 1 nm, ’écart relatif entre la partie poroélastique saturée du
modele de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface et les modéles
proposés est de I'ordre de 54 % sur les coefficients By et Gy. En considérant un pression py
de 1 GPa, l'influence de p;, sur la contrainte macroscopique est alors d’environ —81 MPa
d’aprés la partie poroélastique saturée du modeéle de Vincent (2007) avec prise en compte
partielle des effets de surface. Elle n’est que de —37 MPa d’apres les modeéles complet et
simplifié. De méme en considérant une tension de surface 7, égale & 1 N.m™, I'influence de
v, sur la contrainte macroscopique est d’environ 161 MPa d’aprés la partie poroélastique
saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface.
Elle est de 75 MPa d’aprés les modéles proposés. Lorsque r = 20 nm, les écarts relatifs sont
de 'ordre de 5 % par rapport a la partie poroélastique saturée du modeéle de Vincent (2007)
avec prise en compte partielle des effets de surface.

Coefficients B, et G, :

La FIGURE 7.4 présente les évolutions des coefficients B, et GG, en fonction de la longueur
b. Ces coefficients sont trés peu dépendants de r. Comme pour les coefficients By, et Gy,
la dépendance de B, et GG, a r est uniquement due aux effets d’interactions moyennes
entre les cavités sphériques et sphéroidales. Les évolutions de B, et GG, en fonction de la
longueur r ne sont donc pas présentées. Les modéles simplifié et complet ne conduisent pas
au méme résultats dans ce cas. Le modele simplifié donne des résultats similaires a la partie
poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets
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FIGURE 7.3 — Evolutions des coefficient By (4 gauche) et Gy (@ droite) en fonction du rayon
r. En noir : partie poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise en compte
partielle des effets de surface, en rouge : modéle simplifié et en bleu : modéle complet.

de surface. Cela est di au fait que le modéle simplifié ne tient compte que partiellement de
Peffet de surface a 1’échelle des cavités intergranulaires. Lorsque b est égal a 10 nm, I'écart
relatif entre le modeéle complet et la partie poroélastique saturée du modeéle de Vincent
(2007) avec prise en compte partielle des effets de surface est de 'ordre de 12 % pour B, et
24 % pour G.. Cependant, en considérant une pression p, égale a 200 MPa, 'influence de
pe sur la contrainte macroscopique est de 'ordre de —6.2 MPa d’aprés le modéle complet
et de —7 MPa d’apreés la partie poroélastique saturée du modeéle de Vincent (2007) avec
prise en compte partielle des effets de surface. De la méme fagon en considérant, une tension
de surface v, égale & 1 N.m™, I'influence de v, sur la contrainte macroscopique est de 6.7
MPa d’aprés le modeéle complet et de 5.4 MPa d’aprés la partie poroélastique saturée du
modéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface. L’influence
des cavités sphéroidales est relativement faible en comparaison de l'influence des cavités
sphériques. Cela est di au fait que la porosité f. est plus faible (1 %) et que les cavités
sphéroidales sont plus grandes.

Pour résumer, I'effet de surface des cavités intergranulaires est trés faible dans le cadre de
cette application. Les modéles complet et simplifié conduisent a des résultats trés similaires.
L’effet de surface a 1’échelle des cavités intergranulaires devient non-négligeable dés lors que
b est inférieur & 5 nm pour f, = 1 %. L’effet de surface des cavités intragranulaires, lorsque r
est égal & 1 nm, influence les propriétés élastiques effectives a hauteur de 5—8 %. L’influence
sur les coefficients B, et G est plus importante, de I'ordre de 54 %. L’élasticité surfacique
tend a diminuer I'influence de la tension de surface v, et de la pression p, sur la contrainte
macroscopique.
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FIGURE 7.4 — Evolutions des coefficient B, (i gauche) et G, (a droite) en fonction de la
longueur b. En noir : partie poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise
en compte partielle des effets de surface, en rouge : modéle simplifié et en bleu : modéle
complet.

2.3 Application au RIA

Les modéles proposés sont ici mis en ceuvre en considérant des conditions d’accident de
réactivité. Les données de températures, porosités et de tailles des cavités sont issues d’une
simulation numérique d’un essai de type RIA réalisée avec le code SCANAIR. Le jeu de
données utilisé fait partie de la base de validation du code et correspond a la simulation de
I’essai REP-Na 3. La campagne REP-Na, effectuée en collaboration avec EDF, compte 12
essais réalisés dans le coeur CABRI. Le fluide réfrigérant est du sodium a 280°C, 3 bars et qui
circule a la vitesse de 4 m.s~!. Le combustible utilisé lors de I’essai REP-Na 3 est de ’'UQO,
irradié a 53 GWj/t. La largeur du pulse de puissance est de 9.5 ms. L’énergie déposée a 0.4
s apres le début de l'essai est égale a 120 cal.g™!. Les valeurs des paramétres nécessaires aux
modeéles sont extraites au plan de flux maximum dans la zone centrale, a 1.7 mm du centre
du crayon. Il est important de préciser que dans cette zone, les tailles des cavités augmentent
plus fortement que dans les zones situées en périphérie des pastilles. D’aprés les résultats de
la simulation, le rapport des rayons des cavités intragranulaires peut atteindre 1/10 entre
le centre et la périphérie des pastilles. A 1.7 mm du centre, I'effet de surface n’est donc pas
maximal. Cependant, au cours du transitoire, une décohésion des joints de grain est obtenue
en périphérie par simulation. La porosité des cavités intergranulaire devient alors nulle dans
la simulation. De fagon & observer un effet des cavités intergranulaires sur le comportement
macroscopique, le choix a été fait de se placer plus au centre de la colonne fissile (& 1.7 mm
du centre du crayon). Seules les vingts premiéres secondes du transitoire sont étudiées. La
FIGURE 7.5 présente les évolutions de la température, des porosités et des tailles des cavités
au plan de flux maximum & 1.7 mm du centre du crayon en fonction du temps.

Les propriétés de la matrice d’'UO5 vierge utilisées pour les modeéles (k,, et p,,) sont
issues des résultats de la simulation SCANAIR. Elles sont calculées & partir de la loi de
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FIGURE 7.5 — A gauche : évolution de la température en fonction du temps, au centre :
évolution des porosités intragranulaires (en bleu) et intergranulaires (en rouge) en fonction
du temps, a droite : évolution du rayon r des cavités intragranulaires (en bleu) et de la taille
b des cavités intergranulaires (en rouge) en fonction du temps.

Lassmann (Lassmann et Moreno, 1977; Moal, 2014) qui dépend uniquement de la tempéra-
ture et de la porosité de fabrication. Les propriétés k et u1, sont telles que ks = 0.5 ky,, x 1077
et ps = 0.5 1, X 1079, Les tailles des cavités et les porosités utilisées sont celles présentées a
la FIGURE 7.5. Comme précédemment, le rapport de forme des cavités intergranulaires est
fixé a 0.4.

La FIGURE 7.6 présente les évolutions des modules de compressibilité & et de cisaillement
it fonction du temps. Les résultats issus de la loi de Lassmann, de la partie poroélastique
saturée du modeéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface
et des deux modéles proposés précédemment sont représentés. La FIGURE 7.7 présente les
évolutions des coefficients By, et G, fonction du temps et la FIGURE 7.8 présente les évolutions
des coefficients B, et G, fonction du temps. Les résultats issus de la partie poroélastique
saturée du modeéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface, du
modeéle complet et du modeéle simplifié sont représentés.

Il est possible de remarquer que les modeéles simplifié et complet conduisent aux mémes
résultats excepté pour B, et G.. L’effet de surface a ’échelle des cavités intergranulaires est
négligeable dans ce cas. Cela s’explique par le fait que la porosité des cavités intergranu-
laires f. est tres faible, de 'ordre de 0.08 %. Pour les coefficients B, et G., les différences
entre les modeéles simplifié et complet s’expliquent par le fait que le modeéle simplifié ne tient
compte que partiellement de I'effet de surface pour les cavités intergranulaires contrairement
au modeéle complet. Les différences relatives entre les deux modéles sont non-négligeables.
Cependant, l'influence sur la contrainte macroscopique est tres faible dans les deux cas a
cause de la faible valeur de la porosité f.. En considérant un pression p. égale a 200 MPa
et une tension de surface v, égale & 1 N.m™, I'effet sur la contrainte macroscopique est de
I'ordre de 1 MPa quel que soit le modéle considéré.

L’effet de surface des cavités intragranulaires est non-négligeable au début du transitoire

lorsque les cavités ont un rayon de 1 nm, en particulier sur les coefficients B, et G} ou
un facteur deux peut étre observé entre les modeéles proposés et la partie poroélastique du
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FIGURE 7.6 — Evolutions des modules de compressibilité k (& gauche) et de cisaillement i
(a droite) en fonction du temps. En vert : loi de Lassmann, en noir : partie poroélastique
saturée du modeéle de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface, en
bleu : modéle complet et en pointillés rouges : modéle simplifié.

0.14— ‘ ‘ ‘ 0.20
0.12} ~
T :
Q =
|5 <
'S © 0.10/
b= =
g g
~ g
S 0.05;
L
0.02— : : : 0.00— : : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Temps (en s) Temps (en s)

FIGURE 7.7 — Evolutions des coefficient By (4 gauche) et Gy (a droite) en fonction du
temps. En noir : partie poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise en
compte partielle des effets de surface, en bleu : modéle complet et en pointillés rouges :
modeéle simplifié.

modele de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface. L'effet de
surface a tendance a rigidifier le matériau. Il diminue également l'influence de la pression
pp sur la contrainte macroscopique. La tension de surface tend a s’opposer a cette pression.
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FIGURE 7.8 — Ewvolutions des coefficient B, (& gauche) et G, (a droite) en fonction du
temps. En noir : partie poroélastique saturée du modéle de Vincent (2007) avec prise en
compte partielle des effets de surface, en bleu : modéle complet et en pointillés rouges :
modeéle simplifié.

Dans le cas de la partie poroélastique du modeéle de Vincent (2007) avec prise en compte
partielle des effets de surface, ou elle est prise en compte en soustrayant (2v;)/r & p,, son
effet est surévaluée.

L’effet de surface diminue ensuite & mesure que le rayon des cavités augmente au cours
du transitoire.

3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, deux modeéles, s’appuyant sur les résultats établis aux chapitres pré-
cédents, ont été proposés afin de décrire le comportement poroélastique saturé du dioxyde
d’uranium irradié : le premier qualifié de simplifié ou l'effet de surface est pris en compte
pour les cavités intragranulaires et partiellement pour le cavités intergranulaires et le se-
cond qualifié de complet ou l'effet de surface est pris en compte pour les deux populations
de cavités. Le modeéle simplifié dérive de la démarche mise en ceuvre par Vincent (2007)
qui repose sur deux changements d’échelles successifs. En pratique, ce modéle ne différe de
la partie poroélastique du modéle Vincent (2007) que par trois termes (kfom, phom et b;).
L’intégration dans un code de calcul est alors aisée dés lors que la partie poroélastique du

modéle Vincent (2007) est déja intégrée.

Une application numérique a été ensuite été proposée pour I’'UQ, irradié. Les proprié-
tés élastiques des surfaces de ’'UO, n’étant pas connues, une extrapolation de celles-ci a
été proposée a partir des valeurs identifiées pour d’autres matériaux (Yvonnet et al., 2011;
Wolfer, 2011). Une étude de sensibilité aux longueurs caractéristiques des cavités a été pré-
sentée dans un premier temps. Il en ressort que l'effet de surface des cavités intergranulaires
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est faible dans le cadre de cette application, a cause de la faible porosité de ces cavités. Il
devient non-négligeable des lors que la taille des cavités intergranulaires est inférieure a 5
nm. L’effet de surface des cavités intragranulaires est non-négligeable, voire trés important
sur les coefficients By et Gy, relatifs a la prise en compte de la pression p, et de la tension
de surface v, des cavités intragranulaires.

Dans un second temps, 1’étude de sensibilité a été complétée par une application nu-
mérique ot des conditions d’accident de réactivité ont été considérées. Les évolutions des
parameétres de la loi de comportement élastique proposée pour I’'UQO, irradié au cours du
temps ont été déterminées pour 'essai REP Na 3 réalisé dans le coeur CABRI. Les para-
métres matériaux (porosités, tailles des cavités et propriétés de la matrice vierge) sont issus
d’une simulation réalisée avec le code SCANAIR correspondant & cet essai. Il a été observé
que les deux modeéles proposés conduisent aux mémes résultats car la porosité intergranulaire
est tres faible. L’effet de surface a 1’échelle des cavités intragranulaires n’est pas négligeable,
en particulier au début du transitoire ou les cavités sont petites (1 nm). L’étude a été menée
prées du centre de la colonne fissile ot les cavités grandissent plus fortement qu’en périphérie,
a cause d’'une température plus importante. Bien que les porosités grossissent fortement, un
effet de surface sur le comportement effectif peut tout de méme y étre observé.
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Conclusions et perspectives

Bilan du travail réalisé

Le dioxyde d’uranium irradié, combustible des réacteurs nucléaires a eau pressurisée, est
un matériau hétérogéne qui subit de nombreuses transformations microstructurales durant
son séjour en réacteur. Deux populations de bulles pressurisées par des gaz de fissions ap-
paraissent notamment au cours de 'irradiation : des bulles intergranulaires de forme aplatie
dont la taille varie de quelques dizaines & plusieurs centaines de nanometres et des bulles
intragranulaires de forme plutot sphérique dont la taille est de 'ordre du nanométre. Des
travaux récents menés a I'IRSN dans le cadre de la thése de Colbert (2012) ont montré qu’il
existe un effet de surface a 1’échelle des bulles nanométriques qui modifie le comportement
élastique effectif du combustible. Ce travail a consisté & proposer un modéle micromécanique
analytique capable de tenir compte de cette microstructure hétérogéne ainsi que de 'effet de
surface afin de décrire le comportement élastique effectif de ce matériau nanoporeux saturé.

L’effet de surface trouve son origine dans l’existence d’une zone perturbée de quelques
rangées d’atomes entre les cavités et la matrice d’'UQO,. Le modéle retenu pour décrire cette
zone perturbée du point de vue de la mécanique des milieux continus est le modéle d’interface
imparfaite cohérente. Il est particuliérement adapté a la modélisation de 'effet de surface a
I'échelle nanométrique (Mitrushchenkov et al., 2010; Yvonnet et al., 2011) et conduit plus
aisément a des modéles micromécaniques analytiques qu'une description par une interphase.
Le modeéle, qui postule la continuité du déplacement et la discontinuité du vecteur contrainte
a travers l'interface, repose sur une équation d’équilibre et une loi de comportement sur-
facique. Cette derniére est composée d’une précontrainte, appelée également tension de
surface, et d'une partie élastique, supposées isotrope dans le plan tangent a l'interface.

La démarche mise en ceuvre dans ce travail est fondée sur une modélisation multi-échelles
et s’appuie sur des techniques d’homogénéisation en mécanique des matériaux, plus parti-
culiérement sur ’approche par motifs morphologiques représentatifs qui permet de tenir
compte de 'arrangement local des phases (Stolz et Zaoui, 1991). Cette approche consiste
a décomposer le volume élémentaire représentatif du matériau étudié en différents sous-
domaines appelés motifs morphologiques représentatifs. Dans le cadre de cette étude, deux
motifs ont été définis afin d’étudier le comportement élastique effectif des matériaux conte-
nant des nano-cavités sphériques et sphéroidales : un motif S relatif au cavités sphériques
et un motif & relatif aux cavités sphéroidales. Les modéles micromécaniques reposent sur
la résolution de problémes auxiliaires ot les motifs sont entourés d’un milieu infini soumis
a un chargement homogéne a l'infini. Le probléme auxiliaire relatif au motif S a été résolu
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quelles que soient les propriétés élastiques du milieu infini en s’appuyant sur les travaux de
Duan et al. (2005b). Le probléme auxiliaire relatif au motif £ a été résolu dans le cas parti-
culier ou le milieu infini est la matrice. Ainsi, seules des estimations de type Mori et Tanaka
généralisées sont établies pour les matériaux contenant des nano-cavités sphéroidales. Il ap-
parait que, malgré cette simplification, le probléme a résoudre ne dispose pas de solution
analytique simple. Il est donc résolu asymptotiquement de fagon approchée en s’appuyant
sur les travaux de Cherkaoui et al. (1995) et sur 'équivalence entre une interphase fine rigide
et une interface imparfaite cohérente.

Sur le plan théorique, 'apport principal de ce travail est un modéle micromécanique
permettant de décrire le comportement poroélastique des matériaux nanoporeux saturés
dont les cavités sont sphériques et sphéroidales. Il repose sur :

e une partie élastique caractérisée par un tenseur de rigidité effectif. Ce ten-
seur est estimé a partir d’'un modeéle de type Mori et Tanaka généralisé qui permet de
prendre en compte des distributions spatiales ellipsoidales des centres des cavités, des
distributions de tailles de cavités, voire éventuellement d’autres types d’hétérogénéités.
Il apparait que, lorsque les cavités sont de grande taille ou que les interfaces impar-
faites cohérentes sont souples, les estimations tendent vers les estimations de Ponte
Castaneda et Willis (1995) correspondantes pour des matériaux poreux sans effet de
surface. Lorsque les cavités sont trés petites ou lorsque les interfaces imparfaites co-
hérentes sont rigides, les estimations tendent vers les estimations de Ponte Castaneda
et Willis (1995) correspondantes pour des matériaux ou les cavités sont remplacées
par des inclusions rigides. Lorsque le matériau contient uniquement des nano-cavités
sphériques distribuées aléatoirement de fagon isotrope, I'estimation correspond a celle
déja établie par Duan et al. (2005b).

e une partie permettant de tenir compte de l’effet des pressions appliquées
sur les bords des cavités nanométriques. L’influence des pressions internes sur
la contrainte macroscopique est décrite par I'intermédiaire de tenseurs de Biot usuel-
lement introduits pour 1’étude du comportement mécanique des matériaux poreux
saturés. Leurs expressions, corrigées afin de tenir compte des interfaces imparfaites
cohérentes entre les cavités nanométriques et la matrice, reposent sur la solution du
probléme de localisation résolu dans le cadre des estimations de type Mori et Tanaka
généralisées. Cela conduit & un modele dépendant de la forme des cavités, de leur
taille et de la symétrie ellipsoidale de la distribution spatiale de leurs centres. Il a été
montré que lorsque la taille des cavités augmente & porosité fixée, les tenseurs de Biot
ainsi construits tendent vers leurs homologues classiques sans effet de surface. Lorsque
la taille des cavités diminue a porosité fixe, ils tendent & s’annuler. L’effet de la pres-
sion interne devient alors négligeable. Dans le cadre des applications présentées, il est
apparu que plus les cavités sont petites, plus l'effet de la pression sur la contrainte
macroscopique est faible.

e une partie permettant de tenir compte de ’effet des tensions de surface.
L’influence de la tension de surface est décrite par I'intermédiaire de tenseurs nouvelle-
ment introduits (notés G; dans ce document). Leurs expressions sont établies a partir
d’une démarche similaire a celle mise en ceuvre pour déterminer les tenseurs de Biot.
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Ces tenseurs sont également dépendants de la forme sphéroidale des cavités, de leur
taille et de la forme ellipsoidale de la distribution spatiale de leurs centres. Lorsque la
taille des cavités augmente a porosité fixée, ces tenseurs tendent & s’annuler. L’effet
de la tension de surface devient alors négligeable. Dans le cas particulier ou les cavités
sont sphériques (de rayon r), il a été montré que prendre en compte la tension de
surface 75 revient a soustraire 2, /r a la pression p dans les cavités.

Ce travail a également été 'occasion de replacer dans le cadre de ’approche par motifs
les modéles existants capables de décrire le comportement élastique effectif des matériaux
nanoporeux dont les cavités sont sphériques (Duan et al., 2005b; Le Quang et He, 2008;
Brisard et al., 2010a,b). En effet, il apparait que ces modéles (dans le cas poreux) peuvent
étre établis en appliquant ’approche par motifs a partir du motif S. Le cadre théorique
fourni par cette approche permet d’étendre ces modéles a des assemblages de motifs plus
complexes en prenant en compte par exemple un domaine de matrice environnante, des dis-
tributions de tailles de cavités, des effets d’amas (Marcadon, 2005; Marcadon et al., 2007)),
des distributions spatiales ellipsoidales des centres des cavités (uniquement dans le cadre
des estimations de type Mori et Tanaka généralisées) ou éventuellement d’autres types d’hé-
térogénéités.

Au cours de cette étude, des bornes de type Voigt et Reuss généralisées pour des ma-
tériaux constitués uniquement de nano-cavités sphériques ont également été développées a
partir d’assemblages du motif S. Ces bornes améliorent significativement celles de Le Quang
et He (2008) qui sont un cas particulier (uniquement dans le cas poreux) des bornes déve-
loppées ot le motif S ne contient pas de domaine de matrice.

Les modéles micromécaniques développés reposent sur la solution de problémes auxi-
liaires. Afin d’obtenir des modéles analytiques, la résolution du probléme auxiliaire relatif
au motif £ s’appuie sur des hypothéses simplificatrices. De facon a vérifier la pertinence
de ces hypotheéses et a identifier leurs limites, ce probléme a également été résolu numéri-
quement a partir de simulations de type éléments finis. La présence d’interfaces imparfaites
cohérentes a nécessité I'implémentation d’une formulation spécifique (Yvonnet et al., 2011)
dans la plateforme numérique XPER développée a 'TRSN. L’approche par motifs, plus par-
ticuliéerement le schéma de Mori et Tanaka, a été mis en ceuvre a partir de ces résultats
numériques. Le modéle numérique ainsi construit a été comparé au modéle analytique. Il
est apparu que, dans le cadre de I'application présentée, le modéle analytique est pertinent
pour des rapports de forme de cavités supérieurs a 0.5, quelle que soit la taille des cavités et
pour des rapports de forme compris entre 0.25 et 0.5 pour des tailles de cavités b supérieures
a 1 nm. Hors de ces domaines, les résultats du modéle analytique ne sont pas en bon accord
avec les résultats numériques.

Sur le plan applicatif, deux modeles micromécaniques, qui reposent sur le résultats théo-
riques précédents, ont été proposés afin de décrire le comportement du dioxyde d’uranium
irradié. Ce matériau est décrit comme un matériau poreux contenant des nano-cavités sphé-
riques (cavités intragranulaires) et sphéroidales (cavités intergranulaires) pressurisées et
orientées aléatoirement. La distribution des centres des cavités est supposée isotrope. Le
premier modéle qualifié de simplifié tient compte de la tension de surface ainsi que 1’élasti-
cité surfacique a I’échelle des cavités sphériques. En revanche, il ne tient compte que de la
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tension de surface a 1’échelle des cavités sphéroidales. Le second modéle qualifié de complet
prend en compte la tension de surface et 1’élasticité surfacique pour les deux populations
de cavités. Ces modeles ont été appliqués en considérant 1’évolution de la microstructure de
I’UO5 au cours d’un transitoire de type RIA. Il est apparu que les deux modéles proposés
conduisent & des résultats comparables du fait des faibles porosités intergranulaires obser-
vées dans le cadre de cette application. Ils ont été comparés a la partie poroélastique du
modele de Vincent (2007) avec prise en compte partielle des effets de surface (uniquement
des tensions de surface). Un effet de surface a 1’échelle des cavités sphériques non-négligeable
a été observé, notamment sur les parties relatives a la prise en compte des pressions internes
et des tensions de surface.

Sur le plan phénoménologique, l'effet de surface présent a I’échelle nanométrique, tel
qu’il est modélisé dans ce travail, peut étre synthétisé ainsi :

e il tend a rigidifier les matériaux nanoporeux ;

e il diminue 'effet des pressions internes dans les cavités sur la contrainte macrosco-

pique;

e les tensions de surface s’opposent a l'effet des pressions dans les cavités.

Les zones perturbées se présentent comme des couches raides en tension autour des
cavités qui apportent une certaine raideur au matériau et qui lui permettent de résister a
I’effet des pressions internes.

Perspectives

Les modéles construits dans ce travail font intervenir des paramétres matériaux qui carac-
térisent le comportement mécanique des zones perturbées. Pour les applications numériques
menées dans le cadre de cette étude, ces paramétres ont été extrapolés pour les surfaces
de I'UO; a partir de valeurs connues pour d’autres matériaux. Afin d’évaluer avec précision
I'effet de surface pour ce matériau, il est nécessaire d’identifier ces parameétres en s’appuyant
par exemple sur les travaux de Yvonnet et al. (2011), fondés sur des calculs atomistiques.

Le modéle micromécanique proposé pour déterminer les propriétés effectives des maté-
riaux contenant des nano-cavités sphéroidales repose sur des hypothéses simplificatrices qui
conduisent dans certaines situations a des prédictions peu pertinentes. Une amélioration du
modéle peut potentiellement étre envisagée en résolvant de facon exacte le probléme auxi-
liaire relatif au motif £ lorsque le milieu infini est la matrice. La forme des champs solutions
de ce probléme peut étre déterminée en s’inspirant des travaux de Duan et al. (2005d) et
Ou et al. (2009).

Dans la gamme de températures atteintes lors de transitoires de type RIA, le comporte-
ment de 'UQO, irradié est principalement élastoplastique endommageable. A I'heure actuelle,
I'effet de surface a uniquement été mis en évidence sur le comportement élastique de ce ma-
tériau. Néanmoins, un effet sur le comportement plastique ne peut étre exclu. Des travaux
peuvent étre engagés dans cette direction en s’appuyant sur ceux de Dormieux et Kondo
(2010), Monchiet et Kondo (2012), Dormieux et Kondo (2013) et Monchiet et Kondo (2013).
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Il est également possible d’envisager une validation globale du modéle proposé en déter-
minant les propriétés effectives de volumes élémentaires représentatifs numériques contenant
des nano-cavités sphériques et sphéroidales. Dans le cadre d'une telle validation, I’extension
de la formulation éléments finis développée par Yvonnet et al. (2011) au cas périodique peut
également étre envisagée.
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Annexe A

Eléments concernant le modéle de
Vincent (2007); Vincent et al. (2009)

Dans le cadre de la démarche mise en ccuvre par Vincent (2007) pour établir un mo-
déle poroélastique a deux populations de cavités, les modules de compressibilité k2™ et
de cisaillement p3°™ issus du second changement d’échelle correspondent & ceux issus du
modeéle de Ponte Castaneda et Willis (1995) (cf. section 2.3 du chapitre 2) pour un matériau
contenant des cavités sphéroidales oblates orientées et distribuées aléatoirement de fagon

isotrope. Le module de compressibilité kJ°™ s’exprime de la fagon suivante :

k
ko = — . Al
2 kd ( )
ou
kp = 2kyompbom (ko [2f, — (3 — 4f)w?] [ — 2+ w? + w!]
+2(1 = fow?(1 + w? — 2w*) phom
+w arccos(w) [2y/1 — w? (3]{:{10“1(1 + fo— (1= 2f)w?) (A.2)
+(1 = f)(1 - 4w2)/ﬁi‘°m> — 9khomyy arccos(w)] }
et

ko= (w?—1){3fkm[1 + 2w?] [P (2 + w?) 4+ w?phom]
4 2w21u}110m [Bk{lom (2 4 w2) + 2[u1110m 4 4w2ﬂ}110m} }
+w arccos(w) {\/ 1 —w? [9fek;?°m2(l + 2w?) — 3kpom <4 + fe—4(1+ fe)wQ)u}fom
—4(1— 4w2),u}11°m2} + 18khomyyhom arccos(w)}

(A.3)
Les coefficients ko™ et pf°™ sont les modules de compressibilité et de cisaillement de

la matrice a la seconde échelle, c’est-a-dire les modules effectifs identifiés lors du premier
changement d’échelle. Les scalaires w et f. désignent respectivement le rapport de forme et
la porosité des cavités sphéroidales.
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ELEMENTS CONCERNANT LE MODELE DE VINCENT (2007); VINCENT ET AL. (2009)

Le résultat analytique pour ps

hom est trop compliqué pour étre donné sous la forme d’une

expression de scalaires. Un développement limité & l'ordre 1 en w conduit a ’expression
suivante (avec f. = a.w ol a. est donné a l'équation (A.5)) :

hom

Ho

hom

241

— {56257T (3khom+uhom) <3khom+2uh0m)2

_96fe (khom + 2Mhom)(9khom +4 hom) ( khom + 8Mhom)
~25 fw | S1RR™ (800w + 9m(4 + 15mw) ) + 108K (37 + 5(304 + 4572)w ) o

54 jhom? (687r — 5(496 + 6972)w ) yihom? _ 94 jchom <967T — 5(368 + 4572)w ),ﬁfom
— 8(487 — 640w — 457%w) o } } /

2
|:9 (257Tw(3khom + Mhom)(gk,hom + 2[uhom) + 8f8(k,hom + 2[uhom)(9khom + 4Iuhom)> ]

(A.4)
Le paramétre . s’exprime de la fagon suivante :
4 3
a, = §7Tb N. (A.5)

ou b est le demi-grand axe des cavités sphéroidales oblates et V. le nombre de cavités sphé-
roidales par unité de volume.
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Annexe B

Tenseurs S et N

Dans cette annexe, les expressions du tenseur d’Eshelby SF(Cy) et du tenseur N(Cy)
pour une inclusion sphéroidale sont données. Le tenseur de rigidité C, est supposé isotrope
(vp correspond au coefficient de Poisson). L’axe de révolution du sphéroide est porté par
le vecteur unitaire m. Les longueurs des demi-axes du sphéroide sont notées a et b ol a
correspond a la longueur du demi-axe porté par m. Le rapport de forme a/b est noté w
(w < 1 cas aplati, w > 1 cas allongé, w = 1 cas sphérique). Les tenseurs S¥(Cy) et N(Cy)
pour une inclusion sphéroidale sont isotropes transverses. Les tenseurs d’ordre 4 de la base
d’isotropie transverse {EL F T Jr Ky KL} sont donc introduits et s’expriment de la
fagon suivante :

1, .
E,=n®n®nen, JTZEZT@)zT;

KE:é(2n®n—iT)®(2n®n—iT),

(B.1)
Kr =1y —Jr, K;=K-K;—Kg,
1 1
F=—ir@n®n e TF=—nmenei
V2 V2 !
Le tenseur d’Eshelby peut se décomposer sous la forme suivante :
SE = SFEL + SFIp + SEF + SETF + SEPKy, + SEPKy (B.2)
ou ]
SF =% [2(1 — ) — 2(2 — v)w? — (1 — 2wy — 2(2 — l/o)wQ) L(w)}
1 3
g _ +[_, 2, 9
SF = x| -wt+ L)
SE \/—A_ [ng <1 — 2w+ 2(1 + vp)w )L(w)}
v (B.3)
2
E _ V% _ 2 _ — 2
Sy = A [41/0 +2(1 — 2p)w <1 + 4y + 2(1 — 2pp)w >L(w)}
SE = L [2(1 — 1) + 2mpw? — (2 -1+ (14 Vo)w2>L(w)]
A
1
SE = 1A [ —2uw? + (7 —8vp —4(1 — 2V0)w2>L(w)]
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et le tenseur N peut se décomposer sous la forme suivante :

N = NME; + NoJp 4+ NsF + N, 'F + N;K;, + NeKrp

ou
1
M=% [2(1 +2wp)w + 4(2 — vo)w?
L
—|—<1 — 20y — 2(4 + vp)w? — 4(2 — l/o)w4> M}
w
_ 1 2\ L(w)
Ny =g | = 10w +3(1+ du?) =]
1 -
N; = 2(3 — 2vp)w + 4(1 + v)w?
+ = o[- w0+ ) L
- (1 2w +2(5 — vp)w? + A(1 + yo)w4> ﬂ)]
w
1 -
N, = 2(3 + 4vp)w + 4(1 — 2vp)w®
§ = 26+ 41— 2 L
— (1 + 4y + 2(5 + 2vp)w? + 4(1 — 2V0)w4> M]
w
1
N; = N [2(4 — vp)w + 2(1 + vp)w?
L
—(2 —vp+ (11 — yp)w? + 2(1 + l/o)w4> #}
1
No = [ —2(9 — 8up)w + 8(1 — 2uvp)w
L(w)
— _ 2 _ _ 4\ A\
+(7 = 8+ 8(2 = wo)w? — 8(1 — 2wp)w' - ]
La fonction L(w) est de la forme suivante :
( w(arccos(w) — w1 — w2>
stw <1
(1 — w2)3/2
L(w) =
w(w\/w2 —-1- arccosh(w))
\ (w2—1)3/2 siw>1

et les constantes A et A’ s’expriment de la fagon suivante :
A = 21 —1)(1 —w?
A = b(1+w)A
Lorsque l'inclusion est sphérique (c’est-a-dire w = 1), il vient que :

1+V0 24—51/0
SE(Cy) = ——2J+ =
(Co) 3(1—1/0)“H+15 11—

et
N(Cp) = O

(B.4)

(B.6)

(B.9)

(B.10)

Le tenseur d’Eshelby S¥(Cy) dépend seulement du coefficient de Poisson du milieu de réfé-
rence 1y et du rapport de forme de l'inclusion w. Le tenseur N(Cy) dépend de vy, de w et

de la longueur b.
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Annexe C

Géomeétrie différentielle des surfaces

Quelques éléments concernant la théorie des surfaces sont rappelés dans cette annexe
qui s’appuie sur le cours de Garrigues (1999). L’objectif principal est de donner les expres-
sions générales du tenseur de courbure et de la divergence surfacique d’un champ tensoriel
surfacique tangent d’ordre deux. Leur expressions dans le cas particulier d’une surface sphé-
rique sont également fournies. Dans la suite, les indices grecs peuvent prendre les valeurs
1 et 2 et la convention de sommation d’Einstein est utilisée (sommation sur les indices qui
apparaissent deux fois dans un monome, une fois en haut et une fois en bas). La surface
S est composée de I'ensemble des points M caractérisés par le vecteur position x tel que
x = f(z',2%). Le couple (x!,2?) est la paramétrisation de la surface S. Les vecteurs de la
base naturelle associée a la paramétrisation (z', z?) sont définis comme :

ox
ox®
Ces deux vecteurs forment une base pour les vecteurs tangents a la surface S au point

M. L’espace généré par cette base est appelé plan tangent ou plan transverse. La normale
unitaire & la surface S en M est définie comme :

= 0o (C.1)

Qg

_ _mhay (C.2)
llay A @]
La base duale (a!, a?) est définie comme :
a® -ap = &g (C.3)
ou o3 est le symbole de Kronecker.
Un vecteur w tangent a la surface S peut s’écrire de la facon suivante :
u = u,a” = ua, (C4)

Les quantités u, sont les composantes dans la base duale, appelées covariantes, et les
quantités u® sont les composantes dans la base naturelle, appelées contravariantes.
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Un tenseur d’ordre deux T' dit tangent est un tenseur tel que :
T=T"a,®as="Typa"®a" =T%a,®a’ =T a"® ag (C.5)

Les composantes T de T sont dites complétement contravariantes, les composantes Tos
complétement covariantes, les composantes Taﬁ 1-covariante 2-contravariante et les compo-
santes T3 1-contravariante 2-covariante.

La base physique (a1, @) est définie comme :

(C.6)

La matrice de passage de la base naturelle a la base physique est notée P et est diagonale :

1
g
]

La matrice de passage de la base physique & la base naturelle est notée Q ot Q = P~L.
Les composantes dans la base physique d’un vecteur V' tangent et d’un tenseur surfacique
d’ordre deux T sont notées respectivement V* et T, Les régles de passage suivantes sont

rappelées : . .
T8 = TWP,YQPM@, Ve = VﬁQﬁO‘ (C.8)

Le tenseur métrique de surface A est le tenseur dont les composantes complétement
covariantes et complétement contravariantes s’expriment de la facon suivante :

Aug = a, -as, A =a”-a’ (C.9)
Les composantes covariantes du tenseur de courbure b s’expriment de la facon suivante :
bap = —@q4 - Ogn = 1 - Opa, (C.10)

et les coeflicients de connexion Riemannienne sont exprimés de la fagon suivante :

1
[7y=a-Oaas = a” - Dsan = A (aaAw +05A 0 — auAaﬁ) (C.11)

Un champ tensoriel surfacique est une application qui associe un tenseur & un point
M de S caractérisé par le vecteur position . Soit f(x) un champ scalaire surfacique. Le
gradient surfacique de f(x) est un vecteur tangent défini comme :

df =grad,f -dx, Vdx =dz“a, (C.12)
et dont les composants covariantes s’expriment de la fagon suivante :

(grad,f)a = Ouf (C.13)

172



Soit w(x) un champ vectoriel surfacique tangent. Le gradient de surface (ou surfacique)
de u(x) est un tenseur d’ordre deux défini comme :

Tg(du) = grad,u - de, Vdx = dz“a, (C.14)

L’opération Tg(.) extrait la partie tangente. Les composantes complétement covariantes
du gradient surfacique de u(x) s’expriment alors :

(grad,u)ap = Jpua — u,l', (C.15)

La divergence surfacique d’'un champ vectoriel surfacique tangent w(x) est un scalaire
défini comme :
divyu = grad,u : A = Tr(grad,u) (C.16)

et peut s’exprimer de la fagon suivante :
(diveu)® , = Oqu® +ulTg, (C.17)

Soit T'(x) un champ tensoriel surfacique tangent d’ordre deux. Le gradient de surface
(ou surfacique) de T'(x) est un tenseur d’ordre trois défini comme :

Tg(dT) = grad, T - dx, Vdx = dz"a, (C.18)
et dont les composants 12 contravariantes 3 covariantes s’exprime de la fagon suivante :
aff af B a8
(grad, )", = 0,7 + TH°TS, + T*'T', (C.19)

La divergence surfacique d’'un champ de tenseurs surfacique tangent du second ordre
T(x) est un vecteur défini comme :

divyT = grad, T : A (C.20)

Les composantes complétement contravariantes de la divergence surfacique de T' s’ex-
priment :
(div,T)* = 0,77 + 1" T3, + T, (C.21)

Il est possible de montrer la relation suivante :
divy(T - u) = divy("T) - u +'T : grad,u (C.22)
De plus, si T est symétrique, il est évident que :

divy(T - u) = divg(T) - u + T : grad,u (C.23)

Preuve :
Soit w un vecteur surfacique tangent et T" un tenseur d’ordre deux surfacique tangent.
Il est possible de montrer les relations suivantes a partir des expressions des opérateurs
différentiels présentés ci-dessus :
8TO‘5 8UB

(divy(T - w))® = st Ta687 + THugl's, (C.24)
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T

(divy("T) - u)” o~ o

U + TS g + THun 17, (C.25)

Uy
81:5

(T : gradu)® = TP*—= — TP, T'% (C.26)

En additionnant la relation C.25 (en remplagant v par a et « par ) et la relation C.26
(en remplagant v par § et § par «), il vient que :

a oTs
(divy("T) - w 4T : grad,u)” = I +T"ugls, + THPugl, c.2m
" [} auﬁ af .
+T Ba—xa -T U’.UJFZ,B

En changeant I'indice p par § et l'indice 8 par p dans le dernier monoéme, la relation
C.28 devient simplement :

a T’
(diVs(TT) cu 1T gradsu) o = a@x ug + Tuﬁuﬁpgu + Taﬁ% (C.28)
— (divy(T - w))* ’

La base naturelle {a,} peut étre complétée par la normale unitaire n pour former une
base de 'espace. Un point N de 'espace peut alors étre repéré par le vecteur position x’ tel
que :

' =a1%a, +2°n =z +°n (C.29)

avec x le vecteur position associé au point M correspondant au projeté orthogonal du point
N sur la surface S et z3 est la distance entre les points @’ et & (avec z3 = z?).

Soit v(x’) un champ vectoriel spatial que I'on décompose de la fagon suivante :
v =%, +v’n (C.30)

Le gradient spatial de v(x") peut s’écrire :

, -1
gradv = |grad,Tg(v) — v*b + n ® grad ,v* + n ® (b . Tg(v))} . (A — x3B> (C.31)

Théoréme de la divergence surfacique pour un champ vectoriel surfacique
tangent :

Soit w un champ vectoriel surfacique tangent. Soit Sy une portion de S de contour fermé

Cpy. Le théoreme de la divergence surfacique pour un champ vectoriel surfacique tangent se
traduit par la relation suivante :

/ divsu ds = / u-mdl (C.32)
S() CO
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ou m est le vecteur unitaire tangent a S, perpendiculaire a Cj et orienté vers I'extérieur de
So.

Théoréme de la divergence surfacique pour un champ tensoriel surfacique
tangent du second ordre :

Soit T' un champ tensoriel surfacique tangent d’ordre deux. Le théoréme de la divergence
surfacique pour un champ tensoriel surfacique tangent du second ordre se traduit par la
relation suivante :

/ (div,T + (b:T)n) ds= | T-mdl (C.33)
So CO

ol n est le vecteur unitaire normal & S.

Il est remarquable que dans le cas ot la base physique est orthonormée (la base naturelle
est orthogonale), le tenseur métrique de surface A exprimé dans la base physique correspond
au tenseur identité d’ordre deux dans le plan tangent 7 (équation 3.1). De plus, dans une
base orthonormée, l'opérateur Tg(.) qui extrait les parties tangentes d’un vecteur w non-
tangent et d’un tenseur T' d’ordre deux non-tangent correspond & :

Teg(u) =ir-u, Tg(T)=1Ir:T (C.34)
avec I le tenseur identité d’ordre quatre dans le plan tangent (équation 3.2).
Cas particulier d’une surface sphérique :

Le tenseur de courbure est un tenseur d’ordre deux bi-dimensionnel et la divergence
surfacique d’un tenseur surfacique d’ordre deux tangent est un vecteur bi-dimensionnel. Il
est parfois plus commode de travailler avec des tenseurs tri-dimensionnels. Ces quantités bi-
dimensionnelles sont alors complétées avec des zéros pour les composantes normales. Dans
la base (n, @y, as), elles sont alors de la forme suivante en notation matricielle :

] 00 0 ) 0
= 0 0" B2 |, (divD) = [ (dv.D)' |, . (C.35)
0 b2 b2 (div,T)?

Soit (ey, ey, e3) la base canonique de I'espace. Le cas particulier d’une surface S sphérique
de rayon r est considéré. La surface est constituée de I'ensemble des points définis par le
vecteur x tel que :

rsin 6 cos ¢
x=f(0,0) avec f:(0,¢) — | rsinfsing (C.36)

7 cos 6

ot r € [0,00], 8 € [0,7] et ¢ € [0, 27].
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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES SURFACES

Les vecteurs de la base naturelle (ag, a,) et le vecteur normal unitaire n a la surface
s’expriment de la fagon suivante (d’aprés les équations (C.1) et (C.2)) dans la base cano-
nique :

r cos 6 cos ¢ —rsin 6 sin ¢ sin 6 cos ¢
ag = rcosfsing |, a,= 7 oS ¢ sin 6 , n= singsing |, (C.37)
—rsinf 0 cos 6

les vecteurs de la base duale (a’,a®) (d’aprés 'équation (C.3)) :

cos f cos ¢ 1 —sin ¢
a’ == cosfsing |, a®?=— cos ¢ (C.38)
r —sing rsinf 0

et les vecteurs de la base physique (@g, a,) (d’aprés I'équation (C.6)) :

cos 6 cos ¢ —sin ¢
a’ = cos 0 sin ¢ . a®= cos ¢ : (C.39)
—sinf (es) 0

Dans ce cas, la base naturel est orthogonale. Le tenseur métrique est alors diagonal
(d’apres I'équation (C.9)) :

Ao = ( %2 r2(sion9)2 ) A= ( 1/0T2 1/(7’2((8)1116)2) ) (C.40)

Le tenseur de courbure s’exprime de la fagon suivante (d’aprés 1'équation (C.10)) :

Les coefficients de connexion riemannienne s’expriment de la fagon suivante (d’aprés
I'équation (C.11)) :

0 0 0 cot 0
0 _ 6 _
oo = ( 0 —cosfsinf ) o T = ( cotd 0 > (C.42)

Soit T un champ tensoriel surfacique tangent d’ordre deux. Les composantes de la di-
vergence surfacique de T' dans la base naturelle sont exprimées de fagon suivante (d’aprés
I'équation (C.21)) :

T | 01" — T% cosfsind + T% cot 0
(@ivT) = | s 9 s (C.43)
50 + 96 + (2T 4 T%) cot 0
Les composantes de T' dans la base naturelle s’expriment en fonction des composantes
de T dans la base physique de la fagon suivante :

T99 ng)
TR | r?sjing (C.44)
o oo
r2siné 72 (sin )2
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Finalement, la divergence surfacique de T' dans la base physique s’écrit :

1o7% 1 o1 T% — T
cot

S+ +
e _ | r 00 rsinf 0 r
o) = | Tore TV o o e ) (C.45)
- t
r 00 * rsinf 0¢ + r «©
et le tenseur de courbure :
“ e —-1/r 0
b = < O/ 1/ ) (C.46)
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Annexe D

Théorie des coques minces

Cette annexe, qui s’appuie sur le cours de Garrigues (1999), fournit un bref résumé de
la théorie des coques minces. L’équilibre mécanique d'une coque, occupant le domaine wyy,
et d’épaisseur h constante, comprise entre deux milieux, notés respectivement 1 et 2, est
considérée. La surface moyenne, noté S, est caractérisée par I’ensemble des points Z. La
coque est alors caractérisée par I’ensemble des points x tels que :

h h

5 5] (D.1)

=T+ z,mn, T,€]

oll m est la normale unitaire & la surface S orientée de 1 vers 2.

Les interfaces entre la coque et les milieux 1 et 2, notées respectivement I'y et I'y sont
supposées parfaites. Le vecteur n normal & S au point Z est également normal a I'; et I'y
respectivement aux points & — (h/2)n et & + (h/2)n. Les champs mécaniques locaux sur la
coque vérifient les équations suivantes :

dive =0, o =yt +Cp, : € dans wy,
6] n=0, [u]=0 sur I'y (D.2)
6] m=0, [u]=0 sur I'y

ou [o] et [u] désignent respectivement les sauts de contrainte et de déplacement & travers
les interfaces T'; (i € [1,2]).

Le tenseur de rigidité C,, est supposé isotrope :
(Cph = 3]€phJ + Q,Uth (DB)

Soit un couple (¢;,¢,) formant une base orthonormée pour les vecteurs tangents a S
(avec m = t; A t;). La base directe (n,t;,t,) est une base pour les vecteurs de l'espace. La
coque peut étre considérée comme mince si h << Inf(R;, Ry) ot Ry et Ry sont les rayons de
courbure principaux. Les rayons de courbure principaux peuvent étre déterminés a partir
des invariants du tenseur de courbure :

11
Trb= — + — deth =
=R TR “YTRE

(D.4)
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THEORIE DES COQUES MINCES

Le tenseur de membrane T' (d’ordre deux), tranchant @ (d’ordre un) et de moments
linéiques M (d’ordre deux) sont introduits. Dans le cadre de la théorie des coques minces,
ces trois tenseurs s’expriment de la fagon suivante en fonction du tenseur des contraintes de
Cauchy o :

h/2 h/2 h/2
T = / ordx,, Q= ir-(o-n)dr, e M= / Tnorda, (D.5)
—h/2 —h/2 —h/2
ou

o = ]IT .o (DG)

Les équations d’équilibre local des coques sont de la forme suivante :

{ tr-p+div,T —b-div,M =0

p-n+T:b+ divy(diveM) =0 (D7)

Le vecteur p est la densité de force surfacique extérieure appliquée sur la coque. Dans le
cas présent, p est égal & (6® — o). n = [o] - n.

La coque est supposée suffisamment fine pour que les efforts nécessaires pour la fléchir
soient négligeables devant les efforts nécessaire pour I'allonger. Dans ce cas particulier, les
moments linéiques peuvent étre négligés (M = 0) et les équations précédentes deviennent :

ir- o] -n+div,;T =0
{n-[a']-n+T:b:0 (D-8)
ol encore :
o] -+ (T : b)n + div,T = 0 (D.9)

Les hypotheéses cinématiques de Kirchhoff-Love sont considérées, ¢’est-a-dire que les fibres
perpendiculaires a la surface moyenne ont des mouvements de corps rigides (les fibres restent
perpendiculaires a la surface moyennes et gardent leur longueur). Cela conduit au champ
de déformation suivant :

€E=€r =€—I,K (D.10)

ou e€r = I : €. Le tenseur € est la déformation sur la surface moyenne. Le tenseur d’ordre
deux K est appelé tenseur de variation de courbure. Les approximations de Kirchhoff-Love
conduisent a un état de déformation plane dans la coque. Les champs de déformations et
de contraintes dans la coque sont alors de la forme suivante dans la base (n,;,t;) :

0O 0 0 Onn O 0
€ — 0 €t €Etp s g — 0 O O s (Dll)
0 e ew 0 ow ow

Afin de relier les parties tangentielles des tenseurs des contraintes et des déformations
et d’établir la loi de comportement des coques, il est souvent supposé que o,, << Tro
(cette hypothése est communément appelée quatriéme hypothése de Kirchhoff-Love). La loi
de comportement volumique de la coque peut se mettre sous la forme suivante :

1+v . V. " -
= (o — i) — 22 Tr(o — Ypui)d (D.12)

€
Epp Epp
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avec E,, et vy, respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson de la coque.
En prenant la partie tangentielle de la relation suivante (en contractant doublement avec
Ir), il vient que :

1+ v, . v, .
€r = — (o7 — Yphir) — L (TYU - 3’th> tr (D.13)
Eph Eph

En considérant ’hypothése o, << Tro, c’est-a-dire Tro ~ Tr(or), il vient que :

14+ v . v .
€T X ph (O'T — ’th'LT> — Lh (TI"(O'T) — 37ph> T (D14)
Eyn Eyn
Cela conduit & :
1-— Vph — 21/]3]1 Eph 'h h
o ~ 7 + Tr(er)er + 7€ D.15
g 1—v ot 1—v (er)ir 1+VphT ( )
Les scalaires vy, Ay et up sont définis comme suit :
1—vpn — 2V§h 6L
_ =" D.16
YT 1— Vzh Yph 3kph + 4,uph Yph ( )
E 2 3k, — 2
Ap = phypzh _ Lo (3Kpn :uph>7 (D.17)
1-— Vph Skiph + 4th
1 Ep
= = D.18
KT 21+ v, Hph ( )
Le scalaire kp est défini tel que :
YEph ph
T T+ pr Skon + Ay ( )

Finalement, I’équation (D.15) peut s’écrire sous la forme tensorielle suivante :
or =~ 'YT”:T + CT . €T (DQO)

ou

CT = 2(kTo]]T + NTKT) (D.Ql)

En utilisant la représentation vectorielle suivante pour les tenseurs d’ordre deux symé-
triques :

T
a = {anna Qt, App, \/iatlh \/50%(,, \/ﬁant} ’ (D22)

le tenseur d’ordre quatre Cy s’écrit de la fagon suivante :

0 0 0 0 00

0 k‘T + W k‘T — UrT 0 0 0

. 0 kT — HUT ]ﬂT + ur 0 0 0
Cr=14 0 0 2ur 0 0 (D.23)

0 0 0 0 00

0 0 0 0 00
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THEORIE DES COQUES MINCES

En considérant ’approximation cinématique de Kirchoff-Love (état plan de déformation)
ainsi que I’hypotheése 0, << Tro, le champ de contrainte dans la coque a la forme suivante
(état de contraintes planes?) :

0 0 0
O X O = 0 O Ogp (D24)
0 ow ow

Finalement, cela conduit a (d’aprés les équations (D.5), (D.10) et (D.20)) :

T = ”}/ThiT + h(CT . é, M = —EthT K, Q 0 (D25)

Le tenseurs des moments linéiques M étant négligé, il vient (d’aprés I’équation (D.25)),
que Kk = 0. L’équation (D.10) impose alors que le champ de déformations est homogéne
dans 'épaisseur de la coque (er = € = €). Cela conduit également a un champ de contrainte
homogéne dans I’épaisseur de la coque. Il vient finalement que :

T = hO’T = h’VTiT + hCT . ET, (DQG)
avec : ) )
er=€=1Ip: eV (z - §n) =1 : e?(z+ §n), Ve e S (D.27)
Le systéme d’équations suivant est obtenu :

T=hryrir+hCr:er
o] n+ (T :b)n+diviT'=0 (D.28)

h
€T = ]IT : 6(1)(£ — 5”) = ]IT . 6(2)(fi + En), Ve e S

Il est supposé a ce stade que les propriétés de I'interphase varient en 1/h, dans le sens ot
yr(h) = vs/h et Cr(h) = C4/h avec 75 et C; fixes. Le systéme précédent s’écrit en précisant
les dépendances en h :

o (n )] +(T(h) : b)n + div,T(h) = 0 (D.29)

h h _
er(h) =17 :€ )(zE—En,h):]IT:(-:(Q)(CE+§n,h), Ve e S

En notant :

h h
=limT(h), € =limeV(@—=n,h), € =lime?(x+ 5mh)

h—0 h—0 }Ql h—0 (D30)
= - — 1 Wp_ = T — @(pa =
}111_% er(h), o }lll_%a' (z 5™ h), o }lILI(I)O' (x+ 2n,h)

1. Cette hypothése conduit & des contradictions. En effet, la loi de comportement volumique et I’état de
contraintes planes conduisent généralement a €,, # 0 alors que 'approximation cinématique de Kirchoff-
Love impose que €,, = 0.
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les limites lorsque h tend vers zéro des équations précédentes s’écrivent :
os =vstr + Cy 1 €
(%) (6t —07) -n+(o,:bn+divio, =0 (D.31)
€s=Ir:e(x)=1Ir:€e"(x), Ve €S
Les coefficients ks et s sont introduits de sorte que C4 = Q(ksJT + usKT) :

9kph,uph

) Hs="h D.32
3k:ph+4luph M Mph ( )

Enfin, la relation v (h) = 75/h peut s’écrire sous la forme suivante :
rthJ (DSB)

La différence o™ — o~ correspond au saut de contrainte de part et d’autre de I'interphase
d’épaisseur nulle et les tenseurs € et €~ correspondent aux déformations de part et d’autre
de cette interphase. Le probléme (x) correspond alors au probléme du modéle d’interface
imparfaite cohérente.
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Annexe E

Résolution du probléme auxiliaire relatif
au motif S

Cette annexe fournit quelques éléments concernant la résolution du probléme auxiliaire
relatif au motif S.

1 Chargement hydrostatique

Les quatre constantes Ag, By, A,, et B, sont déterminées & partir des conditions aux
limites. La forme du déplacement a I'infini conduit a Ay = €). Les trois autres constantes sont
ensuite obtenues a partir de la continuité du vecteur contrainte en I'y, de la continuité du
déplacement en I'y et de ’équilibre de I'interface imparfaite cohérente en I';. Les expressions
sont données ci-apreés :

(

(E.1)

0,3

By = P (4G = D)k + e (4 + 35,)

—3ko (r1 (3fkm + 4pum) +4(1 — f)ks) ]

avec

A partir des relations (4.5) et (4.6) appliquées aux expressions (4.4), les résultats suivants
sont obtenus :

(), = [3Amkm - ‘lBrLg‘%]z (€)= [Am + é—g]z (E.3)
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RESOLUTION DU PROBLEME AUXILIAIRE RELATIF AU MOTIF S

A partir des expressions précédentes et des relations (2.33), il vient que :

( UO . (3]60 —f- 4#0)&11
Msh T T
Vo (ko + 4p0)Bn
M T
70 ~ (3ko + 4po) (4o, — 3koSh)
MSh = e
kHS _ %3km,um(1 - fS)Tl + ks(Bkm + 4f$ﬂm) E.A
us 3 (3fskm + A1 + (1 — fs)ks (E4)
o = ks(4dfspm + 3km) + 3(1 — fs)kmptmr:
B = 4(1 — fs)ks +r1(3fskm + 4pim)
W= kA= fs)o+ ftn) + Sk

L +7r1 |:3f8km(/110 - ,um) + /flm<3km + 4#0)i|

Le scalaire fs = (r1/ro)® représente la porosité dans le motif S.

2 Chargement déviatorique

Les huit constantes Ay, By, Coy, Dg, A, B, Cp et D, doivent maintenant étre dé-
terminées. La forme du chargement appliqué a I'infini impose que Ay = v et By = 0. Les
six autres constantes sont obtenues a partir de la continuité des composantes u, et uy du
déplacement en I'y, de la continuité des composantes o, et 0,9 du tenseur des contraintes
en I'y et en considérant I’équilibre de l'interface imparfaite cohérente en I';. Le systéme
d’équations a résoudre est donné ci-aprés :

W.X=B (E.5)
avec
X ={A,, B, Cn D,, Co Do} (E.6)
TB:{TO —37”0 Mo —6M0 OO} ’
et
AR
wo () -
ou
1
To Ty %
(v, —T7) 4 6 (2vm — 1)
Wl = —37“0 T’FO —%m (E8)
_T(Q)Um _QUm (Vm - 5)
fim 2 re (4vm —5)
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CHARGEMENT DEVIATORIQUE

1 1 1
re ré o
2T ra rg (4vg —5) o (9
A 2p0 (10 —5) 4o
re rs (v —5) 1]
7T — 2, 120 (14 vp)
_6 - 2 " _
] Tol v (5 —duy,)
ks + ,r m
W3 _ T—UJJ aq ﬂd (ElO)
1
6 ks _|_ 2 s T m
( s = T1fhm) - G
(A1
16 120, (1+v,) 16
k g g G dvm) g
Woe | —aletrim) 0 0 (E.11)
Tl
3k3 S 2 m
Bk gt 201 ) 0 0
e
avec
.
(0= =5 [rastmim + hs(8 = 7)]
g, = =271 flyy (U, — B) + 4k (1 + vp)
4 T%<4Vm - 5)
(E.12)
’
Yo = =[P4 (20m + T) + 25(40, = T) + 3, (81 — 7)]
¢y = 22 ) g (L o) (A~ 2)
[ >4 ri(4vy, —5)

Les moyennes des champs de déformation et de contrainte sur le motif S sont obtenues
a partir des équations (4.5) et (4.6) :

2 (ko + 2p0)

<€>DS = - (7 573 mco) (6;1: Reyzt+e, e, —2e,® ez> (E.13)

1 (9ko +8uo)
1515 (ko + o)

(o) ps = 210 (7 Co) (eac ®ey+ey®e,—2e,® e,,), (E.14)

Les parties déviatoriques des tenseurs UY;5, Vis, TS5 et CIS sont ensuite déterminées
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RESOLUTION DU PROBLEME AUXILIAIRE RELATIF AU MOTIF S
a partir des relations (2.33) :

3
To

ko + 8
(1 32555)
koo + 2
Visa =1+ 6A°T“°

3ko + 4
Ths = 10A%u0 (E.15)

MHS _ Rn + Vn,uo
M Ry + Vapo

1 C
A=e— 0
\ 15<k0 + NO) Y
Les constantes R,, R4, V, et V; ne dépendent pas des propriétés élastiques du milieu

de référence. De plus, ce sont des polynomes du second degré en ry. Elles peuvent s’écrire
comme R, = A(3,1), Ry = A(4,2), V,, = A(1,2), Vy = A(2,3) avec

3

A, 3) =Y fuli )

(E.16)
k=1
Les fonctions fy(i,7) (avec k € |

3]) ont les formes suivantes

fl (27]) = ksﬂs:“/?n_jg(Mgi)a (0

1My, M) N
falivd) = wi |k, 5<Mff>, MY, M) + g, ME )| (E17)
fs(i,5) = pp, 7EM 107 11,1\/[%))
ou
E(x,y,2) = kinw + kmptny + 13, (E.18)
Les coefficients M , (Vie[l,---,4], Vj €[l,---,12]) dépendent seulement de la poro-
sité fs = (r1/ro)® du motlf S et ont la forme suivante :
MY’ z) n b ) fs 4 c 5/3 n d f7/3 L )f10/3 (E.19)
ott les coefficients a'”, ', ¥ al(Z

;i et e (Vz el,---,4], Y5 €[l,--+,12]) sont obtenus a
partir des tables E.1 et E.2 en c0n81derant les relatlons suivantes

Ve [l, 12], at? = alV, agg) = a\¥,
N RGN O
40 _ g _ g _ @ (E.20)
/e B J __(7 ’
e = e o0 _ B
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CHARGEMENT DEVIATORIQUE

j ag-l) bél) cg-l) d;-l) 65-1)
1 -288 1080 -3024 1800 432
2 -1392 -600 -2016 2400 1608
3 -1632 -920 -336 1800 1088
4 -576 -1080 1512 450  -621
5 -2208 600 -504 3300 -2028
6 -1632 920 -336 1800 -1312
7 -432 1080 -4536 2700 -702
8 -1992 -600 -4536 3000 -912
9 -2176 -920 -1008 1000  -256
10 -432  -1080 3024 -2025 513
11 -1608 600 2016 -1500 492
12 -1088 920 336 -200 32

TABLE E.1 — Coefficients a

J 77

1)y

1 .
, c}l), d§l) et eg-) (Vjell,---

189

j bg?) 65‘2) a§3) b§~3) b§4)
1 1800 -288 -342 -2025 -1170
2 2400 -1392 -708 -1500 -300
3 1800 -1632 -48 -200 -120
4 -1800 414 -684 2025 1170
5 -2400 1812 -732 1500 @ 300
6 -1800 1968 -48 200 120
7 1800 468 -513 -2025 -1170
8§ 2400 1128 -948 -1500 -300
9 1800 384 -64 -200 -120
10 -1800 -342 -513 2025 1170
11 -2400 -708 -492 1500 300
12 -1800  -48 -32 200 120
TABLE E.2 — Coefficients b§2), e§2), a§3), bf’) et b§4) (Vjell,---

,12]).
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RESOLUTION DU PROBLEME AUXILIAIRE RELATIF AU MOTIF S

L’expression de Cy/v (dans les expressions (E.15)) ne dépend pas du chargement exté-
rieur . Par conséquent les expressions de A, U&S| o sa» et T v sja e dépendent pas non

plus de 1. L’expression de A peut étre obtenue a partir des expressions (2.33) et (2.35) :

A= Ho — “ﬁzss (E.21)
(9o + 8pio) pto + 6p1y;5 (Ko + 2pa0)

L’expression de pll% étant complétement connue, il vient que I'expression de A est éga-
: : \ 0 0 0
lement connue et par conséquent, les expressions complétes de UMS| 4 VMS‘ g et T Ms|d sont
accessibles.

Contrairement au module de compressibilité effectif £iX%, le module de cisaillement effec-
tif k% dépend du tenseur de rigidité Cy (pour étre plus précis, il dépend seulement de i
car les constantes R, V,, Rq, et V; ne dépendent pas de Cy). A partir de I’équation (2.36),
il est donc évident que :

V. R
VG n RG n
Hms v, Hwms Ry ( )
En résumé, les tenseurs UYs, Vs, Ths et CIE relatifs au motif S ont été déterminés.

Leurs parties hydrostatique et déviatorique sont exprimées respectivement aux équations
(E.4) and (E.15).

1. Les tenseurs U35, V9,5 et T, s sont indépendants du chargement appliqué.
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Modélisation du comportement élastique des matériaux nanoporeux : applica-
tion au combustible UQO,

Résumé : Le dioxyde d’uranium irradi¢ (UOg), combustible nucléaire des réacteurs a eau pres-
surisée, contient deux populations de cavités saturées par des gaz de fission : i. des cavités in-
tergranulaires plutot lenticulaires, dont la taille varie de quelques dizaines & plusieurs centaines
de nanomeétres, ii. des cavités intragranulaires plutdt sphériques, dont la taille est de 'ordre du
nanomeétre. Des travaux récents ont montré qu’il existe un effet de surface & 1’échelle des cavités
nanométriques qui modifie le comportement élastique effectif du combustible. Ce travail vise a
proposer un modéle micromécanique analytique capable de tenir compte de cette microstructure
hétérogéne ainsi que de l'effet de surface afin de décrire le comportement élastique macroscopique
de 'UOy irradié. La démarche mise en oeuvre est fondée sur une modélisation multi-échelles et
s’appuie sur des techniques d’homogénéisation en mécanique des matériaux. L'UQOq irradié est dé-
crit comme un matériau poreux contenant des nanocavités sphériques (cavités intragranulaires) et
sphéroidales (cavités intergranulaires), sous pression et orientées aléatoirement. L’effet de surface
présent a 1’échelle nanométrique est pris en compte via un modéle d’interface imparfaite cohérente
entre la matrice et les cavités. Un modéle original fondé sur 'approche par motifs morphologiques
représentatifs a été développé afin de décrire le comportement élastique effectif de ce milieu hété-
rogéne. Le modéle analytique proposé repose sur des hypothéses simplificatrices dont la pertinence
est évaluée & partir de simulations numériques par éléments finis qui s’appuient sur une formulation
spécifique afin de tenir compte de la présence d’interfaces imparfaites cohérentes.

Mots-clefs : Matériaux nanoporeux, effet de surface, dioxyde d’uranium, combustible nucléaire,
homogénéisation, élasticité.

Modeling of the elastic behavior of nanoporous materials : application to UO,
fuel

Abstract: The irradiated uranium dioxide (UOg), which is the nuclear fuel of pressurized water
reactors, contains two populations of cavities saturated by fission gaz : i. intergranular cavities
almost lenticular in shape whose size ranges between few tens to several hundred nanometers, ii.
intragranular cavities, almost spherical in shape whose size is of the order of the nanometer. Recent
studies have shown the existence of a surface effect at the scale of nanometric cavities, which in-
fluences the effective elastic behavior of the nuclear fuel. In this work, an analytical micromechanical
model, which is able to take into account this heterogeneous microstructure and the surface effect
at the nanometric scale, is proposed to describe the macroscopic behavior of the irradiated UOs.
The approach is based on a multiscale modeling and homogenization techniques in mechanics of
materials. The irradiated UOs is described as a porous media, which contains pressurized sphe-
rical nanocavities (intragranular cavities) and randomly oriented pressurized spheroidal cavities
(intergranular cavities). The surface effect is taken into account with imperfect coherent interfaces
between the matrix and the cavities. A novel model based on the morphologically representative
pattern approach has been developed to describe the effective elastic behavior of this heterogeneous
medium. The proposed model relies on assumptions whose relevance is evaluated with finite ele-
ment simulations which require a specific formulation to take into account the imperfect coherent
interfaces.

Keywords: Nanoporous materials, surface effect, uranium dioxide, nuclear fuel, homogenization,
elasticity.
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