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Περίληψη

Ηπαρούσαδιπλωµατιϰή εργασία εστίασεστηνανάπτυξηαεροδυναµιϰού ϰώδιϰα (Foil2E)
χαµηλού υπολογιστιϰού ϰόστους, τύπου Viscous/Inviscid Interaction (VII) (συνοριαϰή
µέϑοδος ζωνιϰής προσέγγισης όγϰου ρευστού) ϰαι στη σύζευξη αυτού µε το ABAQUS
για την ανάπτυξη µεϑόδου αλληλεπίδρασης ροής-δοµής. Ο ϰώδιϰας Foil2E αναπτύχϑη-
ϰε ειδιϰά για ταχύα ανάλυση αεροτοµών δύο στοιχείων ως επέϰταση του ϰώδιϰα Foil2W
του Εργαστηρίου Αεροδυναµιϰής του ΕΜΠ ϰαι η µέϑοδος ασϑενούς αλληλεπίδρασης
ABAQUS-Foil2E επιτρέπει την γρήγορη ανάλυση αεροτοµών µεταβαλλόµενης γεωµε-
τρίας µε διεγέρτες σύρµατος ϰράµατος µνήµης σχήµατος (SMA) για εφαρµογές σχεδια-
σµού. Αρχιϰά περιγράφονται οι βασιϰές αρχές των µεϑόδωνVII ϰαι τα φυσιϰά φαινόµενα
που οφείλουν να µοντελοποιηϑούν στην ανάλυση αεροτοµών. ΄Επειτα, παρουσιάζεται η
διατύπωση της ιδανιϰής ροής µέσω της µεϑόδου των ιδιοµορφιών, το µοντέλο για τα φαι-
νόµενα συνεϰτιϰότητας ϰαϑώς ϰαι η ολοϰληρωτιϰή διατύπωση των εξισώσεων οριαϰού
στρώµατος συµπεριλαµβανοµένου του µοντέλου τύρβης ϰαι µετάβασης της ροής. Τέλος,
περιγράφεται η διατύπωση των διαϰριτών εξισώσεων όπως υλοποιήϑηϰε στον ϰώδιϰα
Foil2E, η επιϰύρωση του ϰώδιϰα µε ειδιϰές µετρήσεις αεροσήραγγας για αεροτοµή δύο
στοιχείων ϰαϑώς ϰαι η µέϑοδος αλληλεπίδρασης ABAQUS-Foil2E ϰαι τα αποτελέσµατα
της ανάλυσης για µία αεροτοµή δύο στοιχείων µε µεταπτερύγιο µεταβαλλόµενης γεωµε-
τρίας µε διεγέρτη σύρµατος SMA. Η παρούσα αεροδυναµιϰή µέϑοδος προτείνεται αντί
µίας πλεγµατιϰής µεϑόδου τύπου RANS ϰαϑώς για δεδοµένη τάξη αϰρίβειας απαιτεί
1/100 λιγότερους αγνώστους ενώ µπορεί να επεϰταϑεί για ψευδο-τρισδιάστατες (2.5D)
αναλύσεις πτερυγίων µεταβαλλόµενης γεωµετρίας.
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Abstract

In the present diploma thesis, the development of a two-body viscous-inviscid intera-
ction method (Foil2E) is described as an extension of the Foil2W code of the Laboratory
of Aerodynamics of the School of Mechanical Engineering of National Technical Univer-
sity of Athens and weakly coupled with ABAQUS to perform �uid-structure interaction
analysis for morphing multielement airfoils using Nitinol wire actuators. Firstly, the basic
principles of VII methods and the �uid phenomena that occur and need to be modeled
are presented. Then, the panel method for the purely inviscid �ow is described as well
as the viscous displacement model for the equivalent inviscid �ow (EIF) and the integral
boundary layer model including the 𝑒𝑛 transition criterion. Finally, the thesis concludes
with the numerical formulation for the VII as it was implemented in Foil2E, the validation
of the code using experimental data from AGARD and the results of the FSI analysis of
an airfoil with morphing fowler �ap. Viscous-inviscid interaction codes are well suited
for rapid and interactive aerodynamic analysis. Hence, Foil2E code could be of great use
in the analysis of high-lift slotted airfoils, biplane and canard con�gurations. Moreover,
due to the low computational cost and time of VII methods, the present method is pro-
mising for rapid quasi-3D FSI computations including the material models for Nitinol, as
developed by the Structural Analysis and Smart Materials group of the department.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αλληλεπίδραση Συνεϰτιϰής/µη-Συνεϰτιϰής Ροής

Ηαεροδυναµιϰή ανάλυσηαεροσϰαφώναπαιτεί ταχύ υπολογισµό των µεγεϑών του µέσου
ροϊϰού πεδίου, όπως είναι η πίεση, η ταχύτητα, η ϑερµοϰρασία, η τριβή στο τοίχωµα ϰαι
γενιϰά οι συνολιϰές δυνάµεις που επιβάλλονται σε αυτό. Για συνηϑισµένα αεροσϰάφη, ο
αέρας ϑεωρείται ένα συνεχές, ιξώδες ϰαι συµπιεστό ρευστό. Εποµένως, για την υπολογι-
στιϰή προσοµοίωση του ροϊϰού πεδίου απαιτείται η αριϑµητιϰή επίλυση των εξισώσεων
Navier-Stokes για -εν γένει- τυρβώδεις ροές ή ροές µε µετάβαση.

Η µοντελοποίηση τυρβωδών ροών γίνεται µε διάφορες µεϑόδους ϰαι η επιλογή της µε-
ϑόδου εξαρτάται άµεσα από το αντιϰείµενο διερεύνησης. ΄Ετσι, για την πλήρη περιγρα-
φή της ροής χρησιµοποιείται η Απευϑείας Αριϑµητιϰή Προσωµοίωση (Direct Numerical
Simulation ή DNS) η οποία ϑεωρείται ισοδύναµη ενός πειράµατος αεροσήραγγας. Η
µέϑοδος αυτή είναι µη-πραϰτιϰή για σχεδιασµό ϰαϑώς το υπολογιστιϰό ϰόστος είναι
τεράστιο λόγω της ανάγϰης πολύ λεπτοµερούς πλέγµατος που επιβάλλουν οι ϰλίµαϰες
τύρβης, ιδιαίτερα για ροές υψηλών ταχυτήτων. Αντίϑετως, χρησιµοποιείται συνήϑως
για τη διερεύνηση των συναφών δοµών τύρβης ϰαι την ϰατανόηση των σχετιϰών φαι-
νοµένων µε σϰοπό την βελτίωση των µοντέλων τύρβης. Μία λιγότερο υπολογιστιϰά
επίπονη µέϑοδος είναι η Προσοµοίωση Μεγάλων ∆ινών (Large Eddy Simulation ή LES) η
οποία αγνοεί τις µιϰρές ϰλίµαϰες δινών ϰαι χαλαρώνει τους περιορισµούς του πλέγµατος.
Τελιϰά, για εφαρµογές µηχανιϰών, η µέϑοδος που χρησιµοποιείται στις περισσότερες
περιπτώσεις ονοµάζεται Reynolds-Averaged Navier Stokes (RANS) ϰαι αρϰείται στον
υπολογισµό της µέσης ροής. Αυτή η προσέγγιση εισάγει επιπλέον όρους τους οποίους
ϰαλείται να συµπληρώσει ένα µοντέλο για την τύρβη. Το µοντέλο αυτό δεν αποτελεί σε
ϰαµία περίπτωσηφυσιϰό νόµο παρά µία προσέγγιση για ειδιϰές µηχανιϰές εφαρµογές.[1]

Αϰόµα ϰαι οι µέϑοδοι τύπου RANS εµπεριέχουν υψηλό υπολογιστιϰό ϰόστος που πολ-
λές φορές οδηγεί στη χρήση υπερυπολογιστών. Η αριϑµητιϰή επίλυση των εξισώσεων
Navier-Stokes σε όλο το υπό εξέταση πεδίο µπορεί να αποφευχϑεί αν γίνει η πραϰτι-
ϰή ϑεώρηση ότι τα φαινόµενα συνεϰτιϰότητας (ιξώδους) ϰαι τύρβης περιορίζονται σε
λεπτά διατµητιϰά στρώµατα (thin shear layers) που λαµβάνουν χώρα στις γειτονιϰές
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περιοχές των περιβραχόµενων επιφανειών ϰαι τα απορρεύµατα. ΄Ετσι, το µέσο χωρίζε-
ται σε περιοχές όπου το ρευστό ϑεωρείται συνεϰτιϰό ϰαι σε περιοχές που ϑεωρείται
µη-συνεϰτιϰό. Οι αριϑµητιϰές µέϑοδοι που εϰµεταλλεύονται τη φυσιϰή αυτή συµπερι-
φορά του ρευστού ονοµάζονται Μέϑοδοι Συνεϰτιϰής/Μη-Συνεϰτιϰής Αλληλεπίδρασης
(Viscous/Inviscid Interaction Methods ή VII) όπου οι υπολογισµοί για το συνεϰτιϰό ϰαι
µη-συνεϰτιϰό πεδίο συνδυάζονται ώστε να δώσουν µία σύνϑετη λύση στο ολιϰό πεδίο.
Το συνεϰτιϰό πεδίο υπολογίζεται µέσω απλοποιηµένων (συνήϑως) εξισώσεων Navier-
Stokes ενώ το µη-συνεϰτιϰό πεδίο ϰαϑορίζεται από τις εξισώσεις Euler ή -συνήϑως για
χαµηλές ταχύτητες- από µία µέϑοδο Ροϊϰου ∆υναµιϰού των οποίων η επίλυση είναι
υπολογιστιϰά οιϰονοµιϰή ϰαι ταχύτερη. Για παράδειγµα, οι αριϑµητιϰές µέϑοδοι ροϊ-
ϰού δυναµιϰού (ή αλλιώς µέϑοδοι πάνελ) για δεδοµένη τάξη αϰρίβειας απαιτούν 1/100
λιγότερους αγνώστους συγϰριτιϰά µε µία πλεγµατιϰή µέϑοδο [2, Κεφ. 2.9].

1.2 Φυσιϰό Υπόβαϑρο

Τα φαινόµενα συνεϰτιϰότητας (ή αλλιώς ιξώδους) είναι ϰυρίαρχα σε υποηχητιϰές ϰαι
διηχητιϰές ροές ϰαι αλληλεπιδρούν ισχυρά σε µία µέϑοδο VII. Αντίϑετα, σε υπερηχη-
τιϰές ταχύτητες πτήσης τα φαινόµενα αλληλεπιδρούν ασϑενέστερα ϰαι µπορούν να
αντιµετωπιστούν ξεχωριστά ϰαϑώς έχουν δευτερεύουσα σηµασία. Στη συνέχεια πα-
ρουσιάζονται περιπτώσεις φαινοµένων αλληλεπίδρασης που συµβαίνουν σε πτέρυγες
αεροσϰαφών ϰαι που η µαϑηµατιϰή τους διατύπωση εµπεριέχει όρους ανώτερης τάξης.
Τέτοιες αλληλεπιδράσεις χαραϰτηρίζονται ως ισχυρές αλληλεπιδράσεις.

Στρωτό Οριαϰό Στρώµα

Φυσαλίδα Στρωτής Αποϰόλλησης

Κρουστιϰό Κύµα

M > 1

M < 1

M < 1

Μετ.

Μετ.
Τυρβώδες Οριαϰό Στρώµα

Τυρβώδες Οριαϰό Στρώµα

Τυρβώδες Απόρρευµα

Σχήµα 1-1: Φυσιϰά φαινόµενα συνεϰτιϰότητας ανώτερης τάξης σε αεροτοµή.

Στο Σχήµα 1-1 παρουσιάζεται µία αεροτοµή που εµφανίζει -στην πλευρά αναρρόφησης-
φυσαλίδα στρωτής αποϰόλλησης (Laminar Separation Bubble ή LSB), ϰρουστιϰό ϰύµα
(shock wave) που αλληλεπιδρά µε το οριαϰό στρώµα (ΟΣ) ϰαι αποϰόλληση της ροής µε
έναρξη την αϰµή εϰφυγής (trailing edge separation).
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Το ϰυρίαρχο φαινόµενο συνεϰτιϰότητας που επηρεάζει συνολιϰά τις αεροδυναµιϰές δυ-
νάµεις σε ένα αεροσϰάφος είναι αυτό της µετατόπισης των ροϊϰών γραµµών ϰαι το οποίο
συχνά αναφέρεται ως συνεϰτιϰή µετατόπιση (viscous displacement). ΄Οταν η ροή στην
πλευρά αναρρόφησης συναντά µεγαλύτερες αντιτιϑέµενες βαϑµίδες πίεσης συγϰριτιϰά
µε αυτές της ϰατώτερης πλευράς, το οριαϰό στρώµα στην αϰµή εϰφυγής είναι παχύτερο
στην άνω πλευρά απ΄ ότι στην ϰάτω. Αυτό ισοδυναµεί µε αρνητιϰή ϰαµπυλότητα στην
αϰµή εϰφυγής (viscous decambering) που µειώνει τραγιϰά την άντωση, ώς ϰαι 25%, για
ταχύτητες πτήσης [3] ενώ επίσης αποτελεί τον µηχανισµό της απώλειας στήριξης (stall).
Επιπλέον, σε περιοχές όπου σχηµατίζονται φυσαλίδες στρωτής αποϰόλλησης [4], η συ-
νεϰτιϰή µετατόπιση είναι εµφανής ϰαι για χαµηλούς αριϑµούς Reynolds οι απώλειες
(bubble loss ή drag) επηρεάζουν σηµαντιϰά την οπισϑέλϰουσα [5] ϰαϑώς ϰαι την συµπε-
ριφορά της απώλειας στήριξης.

(αʹ) Οπτιϰοποίηση µε ϰαπνό φυσαλίδας στρωτής αποϰόλλησης σε
αεροτοµή. Πηγή: Greg Cole ϰαι Prof. Mueller, University of Notre
Dame.

(βʹ) Αλληλεπίδραση ϰρουστιϰού ϰύµατος µε οριαϰό στρώµα (LES
προσοµοίωση). Πηγή: Argonne Leadership Computing Facility, Ar-
gonne National Laboratory, U.S. DOE.

Σχήµα 1-2: Συνήϑη φαινόµενα ανώτερης τάξης στην αεροδυναµιϰή.

21



∆ύο αϰόµη φαινόµενα συνεϰτιϰότητας που εµπλέϰουν όρους ανώτερης τάξης είναι αυτό
της αλληλεπίδρασης οριαϰού στρώµατος µε ϰρουστιϰό ϰύµα (shock wave/BL intera-
ction) ϰαι της ροής στην αϰµή εϰφυγής (trailing edge �ow). Στην πρώτη περίπτωση,
εµφανίζονται σηµαντιϰές βαϑµίδες πίεσης τόσο στην διεύϑυνση της ροής όσο ϰαι στην
ϰάϑετη που εµφανίζονται ϰαι στα δυό πεδία, συνεϰτιϰής ϰαι µη-συνεϰτιϰής ροής. Επίσης,
για πολύ ισχυρά ϰρουστιϰά ϰύµατα ενδέχεται να αυξηϑεί απότοµα το πάχος του οριαϰού
στρώµατος τοπιϰά ϰαι να επέλϑει αποϰόλληση της ροής ϰατάντη αυτής (downstream).
Οµοίως, λόγω της ϰαµπυλότητας των ροϊϰών γραµµών στην αϰµή εϰφυγής οι βαϑµίδες
πίεσης εγϰάρσια της ροής γίνονται σηµαντιϰές ενώ ϰαϑώς το ΟΣ οδηγείται σε αποϰόλ-
ληση οι τάσεις Reynolds στην ϰάϑετη διεύϑυνση παύουν να είναι αµελητέες όπως συχνά
ϑεωρείται στην απλοποιηµένη µορφή των εξισώσεων Navier-Stokes για λεπτά οριαϰά
στρώµατα.

y/c

u/V∞

Σχήµα 1-3: Συρρέον οριαϰό στρώµα σε αεροτοµή δύο στοιχείων.

Κατά τη διάρϰεια προσγείωσης ϰαι απογείωσης ενός αεροσϰάφους οι απαιτούµενες υψ-
ηλές τιµές άντωσης εξασφαλίζονται µε µία διάταξη αεροτοµών ή αεροτοµή πολλαπλών
στοιχείων. Τέτοιες διατάξεις προσϑέτουν επιπλέον πολυπλοϰότητα στον σχεδιασµό ϰα-
ϑώς εισέρχονται τα φαινόµενα του συρρέοντος οριαϰού στρώµατος (con�uent boundary
layer), της ισχυρής αλληλεπίδρασης των απορρευµάτων (wake/wake interaction) ϰαϑώς
ϰαι της επαναφοράς πίεσης στο απόρρευµα (wake pressure recovery). Αυτό επισηµαίνει
ότι σε περίπτωση µίξης των οριαϰών στρωµάτων για την ορϑότερη µοντελοποίηση της
απώλειας στήριξης ϰαι της αντίστασης ϑα πρέπει να συµπεριληφϑεί ϰάποιο µοντέλο
συρρέοντος οριαϰού στρώµατος [6], ϰαϑώς επίσης ϰαι ότι τα αποτελέσµατα έχουν µε-
γαλύτερη ευαισϑησία στην µοντελοποίηση της ροϊϰής γραµµής του απορρεύµατος σε
σχέση µε την περίπτωση της απλής αεροτοµής.

Τα παραπάνω ροϊϰά φαινόµενα οφείλουν να µοντελοποιηϑούν όταν αναφερόµαστε σε
αεροδυναµιϰό σχεδιασµό ϰαϑώς επηρεάζουν τον φάϰελο πτήσης ϰαι την απόδοση εν-
ός αεροσϰάφους. Μία µέϑοδος συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης πρέπει να
εξασφαλίζει τις ϰατάλληλες εσωτεριϰές οριαϰές συνϑήϰες του συνεϰτιϰού µε το µη-
συνεϰτιϰό πεδίο ϰαϑώς ϰαι ϰατάλληλη διατύπωση των εξισώσεων του ΟΣ ώστε τα
αποτελέσµατα να συµφωνούν µε τα πειραµατιϰά εντός αποδεϰτών ορίων για εφαρµογές
σχεδιασµού.
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1.3 Βασιϰές Αρχές Μεϑόδων VII

1.3.1 Μοντελοποίηση Συνεϰτιϰής Μετατόπισης
Το βασιϰότερο χαραϰτηριστιϰό µίας µεϑόδου αλληλεπίδρασης είναι ο προσδιορισµός
των εσωτεριϰών οριαϰών συνϑηϰών για τη σύζευξη της συνεϰτιϰής µε τη µη-συνεϰτιϰή
ροή. Η διαδιϰασία αυτή συντελεί στην σωστή αποτύπωση της µετατόπισης των ροϊϰών
γραµµών λόγω της συνεϰτιϰότητας.

Αρχιϰά, πρέπει να διευϰρινιστεί η ϑέση της επιφάνειας που διαχωρίζει το συνεϰτιϰό µε
το µη-συνεϰτιϰό πεδίο. Μία πρώτη επιλογή του ορίου είναι το ίδιο το όριο των διατµη-
τιϰών στρωµάτων, το όριο δηλαδή του ΟΣ πάνω στο οποίο οι συνοριαϰές συνϑήϰες ϑα
πρέπει να επιβάλλουν ίδια διανύσµατα ταχυτήτων για τα δύο πεδία. Μία τέτοια µέϑοδος
αναπτύχϑηϰε από τον Bradshaw [7] ϰαι τους συνεργάτες του στο Imperial College αλλά
δεν συνηϑίζεται να χρησιµοποιείται ϰαϑώς αποτυγχάνει στην περίπτωση αλληλεπίδρα-
σης ΟΣ µε ϰρουστιϰό ϰύµα όπως υποδιϰνύει ο LeBalleur[8]. Ο ίδιος αποδιϰνύει ότι η
αποτυχία αυτή µπορεί να παραταϑεί για υψηλότερους αριϑµούς Mach εάν ως όριο τεϑεί
η επιφάνεια πάχους µετατόπισης (displacement surface) ϰαι να αποφευχϑεί πλήρως εάν
ως όριο τεϑεί το ίδιο το τοίχωµα, µε αποτέλεσµα τα δύο πεδία να αλληλεπιϰαλύπτονται
πλήρως [3].

Η ανάγϰη για οριαϰές συνϑήϰες της µη-συνεϰτιϰής ροής εντός των διατµητιϰών στρω-
µάτων που αποτελούν µέρος της πραγµατιϰής συνεϰτιϰής ροής (Real Viscous Flow ή
RVF) οδηγεί στην ιδέα µία ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής (Equivalent Inviscid Flow ή
EIF) η οποία είναι αστρόβιλη ϰαι περιγράφεται από τις εξισώσεις Euler (grid method) ή
ένα Ροϊϰό ∆υναµιϰό (panel method).

δ∗

εξωτεριϰή µη-συνεϰτιϰή ροή εξωτεριϰή µη-συνεϰτιϰή ροή

EIF EIF

Displacement Body Wall − Transpiration

Σχήµα 1-4: Μοντέλα µετατόπισης λόγω συνεϰτιϰότητας ειδιϰά για µεϑόδους VII.

∆ύο διαδεδοµένα µοντέλα για την EIF είναι αυτό της µετατόπισης του σώµατος (displace-
ment body) ϰαι αυτό της διαπνοής τοιχώµατος (wall-transpiration). Αυτά διαφέρουν
ανάλογα της διατύπωσης της λύσης για τη µη-συνεϰτιϰή ροή ως εξής

• Displacement Body/Panel Method: Οι ιδιοµορφίες (singularities) δεν διανέµονται
πια στο τοίχωµα της αεροτοµής αλλά µετατοπίζονται ϰάϑετα σε αυτό σε ύψος ίσο µε
το πάχος µετατόπισης 𝛿* του ΟΣ στη ϑέση εϰείνη.

• Displacement Body/Grid Method: Το πλέγµα που περιϰλείει την αεροτοµή ϰατά
όµοιο τρόπο ξεϰινάει από το νέο µετατοπισµένο σώµα που είναι αυτό της αεροτοµής
συν τη ϰατανοµή του πάχους µετατόπισης 𝛿* λόγω του ΟΣ.
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• Wall-Transpiration/Panel Method: Οι ιδιοµορφίες διανέµονται στο τοίχωµα όπως
ϰαι σε µια περίπτωση µη-συνεϰτιϰής ροής ενώ εισάγονται νέα στοιχεία πηγών (source
elements) στο τοίχωµα για τη µοντελοποίηση της συνεϰτιϰής µετατόπισης.

• Wall-Transpiration/Grid Method: Το πλέγµα της αεροτοµής ξεϰινάει από το τοίχω-
µα όπως ϰαι στη µη-συνεϰτιϰή περίπτωση ενώ εισάγεται µία επιπλέον ϰάϑετη στο
τοίχωµα ταχύτητα για τη µοντελοποίηση της συνεϰτιϰής µετατόπισης.

Καϑώς το µετατοπισµένο σώµα εξαρτάται από την ϰατανοµή του πάχους µετάϑεσης
𝛿* το οποίο προσεγγίζεται ϰατά την επαναληπτιϰή διαδιϰασία της αλληλεπίδρασης,
ένα βασιϰό πλεονέϰτηµα της µεϑόδου διαπνοής τοιχώµατος είναι ότι η συντελεστές
επιρροής για µία µέϑοδο ιδιοµορφιών υπολογίζονται µόνο µία φορά το οποίο επιταχύνει
την διαδιϰασία ανάλυσης. Αυτό βέβαια δεν ισχύει στην περίπτωση που η γεωµετρία του
απορρεύµατος ανανεώνεται σε ϰάϑε βήµα της επανάληψης.

1.3.2 ∆ιατύπωση Οριαϰού Στρώµατος (RVF)

Οι εξισώσεις του οριαϰού στρώµατος για το µοντέλο της RVF µπορούν να διατυπ-
ωϑούν σε διαϰριτή ή ολοϰληρωτιϰή µορφή. Εν γένει, η διαϰριτή διατύπωση του ΟΣ
είναι αϰριβέστερη στην περίπτωση που συµπεριλαµβάνονται οι όροι ανώτερης τάξης,
προϋποϑέτει όµως την λύση των πλήρων εξισώσεων Navier-Stokes των οποίων το υπο-
λογιστιϰό ϰόστος λόγω της ελλειπτιϰής τους φύσης είναι απαγορευτιϰό. Η δυσϰολία
αυτή µπορεί να αποφευχϑεί βλέποντας τη µέϑοδο διατµητιϰού στρώµατος ανώτερης
τάξης του Bradshaw [7] για ροές µε ισχυρές εγϰάρσιες βαϑµίδες πίεσης. Επίσης, στη
διαϰριτή διατύπωση του ΟΣ για το ϰλείσιµο της τύρβης χρησιµοποιείται συνήϑως το
αλγεβριϰό µοντέλο συνεϰτιϰότητας-δινών (eddy-viscosity) των Cebeci ϰαι Smith [9].

Η απλούστερη διατύπωση των ολοϰληρωτιϰών εξισώσεων ΟΣ (Integral Boundary Layer
ή IBL) προτιµάται σε πολλές περιπτώσεις ϰαϑώς ενσωµατώνει µε απλό τρόπο εµπειριϰές
σχέσεις για την µοντελοποίηση των φαινοµένων υψηλότερης τάξης ϰαι είναι επίσης τα-
χύτερη. Για το ϰλείσιµο της τύρβης στη διατύπωση αυτή συνηϑίζεται να χρησιµοποιείται
η ιδέα της εγϰόλπωσης (entrainment) που εισήχϑηϰε από τον Head [10] ϰαι αργότερα
επεϰτάϑηϰε από τον Green [11] ώς µέϑοδος υστέρησης-εγϰόλπωσης (lag-entrainment
method). Η µέϑοδος αυτή, µε τροποποιήσεις για αποϰολληµένες ροές, χρησιµοποιείται
ως βάση σε πολλές µεϑόδους VII όπως αυτές των Melnik ϰαι Drela ενώ ο LeBalleur [12]
χρησιµοποιεί µια παρόµοια µέϑοδο. Εναλλαϰτιϰά, ο Whit�eld χρησιµοποιεί µία ολοϰλη-
ρωτιϰή µέϑοδο µέσης ϰινητιϰής ενέργειας για να ϰλείσει το πρόβληµα της τύρβης.

1.3.3 Μέϑοδοι Σύζευξης

Η ϰλασιϰή επίλυση του οριαϰού στρώµατος όπως περιγράφεται από τον Thwaites [13]
φαίνεται στο Σχήµα 1-5 ϰαι δεν συµπεριλαµβάνει µοντέλο συνεϰτιϰής µετατόπισης.
Η µέϑοδος αυτή δίνει αποδεϰτά αποτελέσµατα µόνο σε περιπτώσεις προσϰολληµένης
ροής, σπάνια συγϰλίνει σε ισχυρές αλληλεπιδράσεις ενώ αποτυγχάνει πλήρως σε απο-
ϰολληµένες ροές.

24



Λύση µη-Συνεϰτιϰής Ροής

Λύση Οριαϰού Στρώµατος
θ(s), δ∗(s), cf (s) µέσω ue

ue

Σχήµα 1-5: Μονόδροµη σύζευξη συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής ροής (ϰλασιϰή επίλυση ΟΣ).

Η απουσία µοντέλου για την συνεϰτιϰή µετατόπιση δεν επιτρέπει τη µοντελοποίηση της
πτώσης άντωσης λόγω συνεϰτιϰότητας ϰαι τελιϰά της απώλειας στήριξης ενώ, ϰυριώς
για χαµηλούς αριϑµούς Re, η ϰατανοµή πίεσης ϑα αποϰλίνει σηµαντιϰά. Αϰόµα, αν
το πεδίο ταχύτητας 𝑢𝑒(𝑠) που προέϰυψε από τη λύση της µη-συνεϰτιϰής ροής οδηγεί
σε αποϰόλληση, η λύση των εξισώσεων του ΟΣ ϑα αποτύχουν στο σηµείο εϰείνο ϰαι
η διαδιϰασία ϑα τερµατιστεί λόγω της ΙδιοµορφίαςGoldstein (Goldstein Singularity) [14].

Η αποτυχία της µεϑόδου αυτής εν συντοµία οφείλεται στο ότι στο σηµείο της αποϰόλ-
λησης υπάρχει µόνο µία επιτρεπόµενη τιµή της 𝑑𝑢𝑒/𝑑𝑠 για το οριαϰό στρώµα. ΄Ετσι,
το µοντέλο συνεϰτιϰής µετατόπισης είναι απαραίτητο ϰαϑώς µέσω αυτού η ροή του
οριαϰού στρώµατος µπορεί να επηρεάσει την ιδανιϰή ώστε να επιβάλλει στο σηµείο
αποϰόλλησης την µοναδιϰή τιµή για την 𝑑𝑢𝑒/𝑑𝑠 [2, Κεφ. 4.12.2]. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο,
η σύζευξη γίνεται αµφίδροµη όπως φαίνεται στο Σχήµα 1-6 όπου η ροή των βελών
υποδιϰνύει µία Απευϑείας (Direct) µέϑοδο σύζευξης. Η απευϑείας µέϑοδος σύζευξης α-
ποτυγχάνει ϰαι πάλι στο σηµείο αποϰόλλησης λόγω της Ιδιοµορφίας Goldstein ϰαϑώς
δεν επιτρέπετε στην λύση οριαϰού στρώµατος να µεταβάλλει άµεσα την ταχύτητα στο
σηµείο αποϰόλλησης. Στο σηµείο εϰείνο ϑα πρέπει είτε να χρησιµοποιηϑεί µία αντίστρο-
φη µέϑοδος ή να µην υπάρχει ιεραρχία στην εναλλαγή πληροφορίας µεταξύ συνεϰτιϰής
ϰαι µη-συνεϰτιϰής ροής ώστε η ιδιοµορφία να παραϰαµφϑεί.

Λύση µη-Συνεϰτιϰής Ροής

Λύση Οριαϰού Στρώµατος
θ(s), δ∗(s), cf (s) µέσω ue

ueΜοντέλο Συνεϰτιϰής Μετατόπισης
wall-transpiration displacement body

δ∗(s)

σ(s) =
1

ρ

d

ds
(ρeueδ

∗)

∆n(s) = δ∗(s)
(νέο σώµα)

Σχήµα 1-6: Αµφίδροµη σύζευξη συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής ροής µε µοντέλο συνεϰτιϰής
µετατόπισης (ύπαρξη ιεραρχίας στην εναλλαγή πληροφορίας µεταξύ µη-συνεϰτιϰής ϰαι
συνεϰτιϰής ροής).

Συνοπτιϰά οι τρόποι σύζευξης είναι οι εξής.

25



• Απευϑείας (Direct): Συγϰλίνει µόνο γιαπροσϰολληµένες ροές (ενδέχεται να χρειαστεί
υπο-χαλάρωση (under-relaxation) σε ορισµένες περιπτώσεις) ενώ αποϰλίνει για ροές
µε µιϰρή ή πλήρη αποϰόλληση.

• Πλήρως-Αντίστροφη (Fully-Inverse): Συγϰλίνει µόνο για αποϰολληµένες ροές (εν-
δέχεται να χρειαστεί υπο-χαλάρωση (under-relaxation) σε ορισµένες περιπτώσεις) ενώ
αποϰλίνει για προσϰολληµένες ροές.

• Ηµι-Αντίστροφη (Semi-Inverse): ∆ύναται να συγϰλίνει σε ϰάϑε περίπτωση.

• Ψεύδο-Ταυτόχρονη (Quasi-Simultaneous): ∆ύναται να συγϰλίνει σε ϰάϑε περίπτω-
ση.

• Πλήρως-Ταυτόχρονη (Fully-Simultaneous): ∆ύναται να συγϰλίνει σε ϰάϑε πε-
ρίπτωση.

Ορισµένες επιτυχηµένες µέϑοδοι σύζευξης τελιϰά είναι αυτές των Veldman [15] ϰαι Le-
Balleur [12] ενώ η Πλήρως-Ταυτόχρονη µέϑοδος των Drela & Giles [16] φαίνεται να
είναι η πιο αξιόπιστη δίνοντας αρϰετά ϰαλά αποτελέσµατα για πολύ ισχυρές αλληλε-
πιδράσεις ϰαι έντονα αποϰολληµένες ροές. Οι ϰώδιϰες XFOIL [17] ϰαι MSES [18] είναι
εφαρµογές της µεϑόδου αυτής που επιλύει τις εξισώσεις συνεϰτιϰής ϰαι µη-συνεϰτιϰής
ροής ταυτόχρονα µέσω της επαναληπτιϰής µεϑόδου Newton [19]. Τέλος, ο ϰώδιϰας
Foil2W [20], που περιγράφεται ϰαι επεϰτείνεται για δύο σώµατα (Foil2E) στην παρού-
σα εργασία, βασίζεται στην µέϑοδο σύζευξης του XFOIL µε ίδια µοντελοποίηση για το
οριαϰό στρώµα αλλά διαφορετιϰή διατύπωση για τη µη-συνεϰτιϰή ροή.

1.4 Ανασϰόπηση Μέϑοδων για Αεροτοµές
Μέσα στις δεϰαετίες του ΄70 ϰαι ΄80 υπήρξε µία σηµαντιϰή ανάπτυξη των µεϑόδων VII
από πολλούς επιστήµονες ϰαι µηχανιϰούς στον τοµέα τις αεροδυναµιϰής. Σήµερα, ορ-
ισµένες από αυτές τις µεϑόδους χρησιµοποιούνται αϰόµα ευρύτατα στον σχεδιασµό
αεροτοµών ενώ πρόσφατα η ενσωµάτωση τους στις τρείς διαστάσεις για την ταχύτα-
τη ανάλυση αεροσϰαφών διερευνάται στον χώρο της αεροναυπηγιϰής βιοµηχανίας [21].

Ορισµένοι από τους πιο γνωστούς ϰώδιϰες VII είναι ο GRUMFOIL (NASA) των Mel-
nik, Chow ϰαι Mead [22] που χρησιµοποιεί µία µέϑοδο πλήρους ροϊϰού δυναµιϰού 1

για την µη-συνεϰτιϰή ροή ϰαι ολοϰληρωτιϰή διατύπωση για το οριαϰό στρώµα ϰαι το
απόρρευµα. Το µοντέλο συνεϰτιϰής µετατόπισης είναι αυτό της διαπνοής τοιχώµατος
ϰαι η αλληλεπίδραση γίνεται µε ηµι-αντίστροφο τρόπο. Το ϰλείσιµο των εξισώσεων
του ΟΣ γίνεται µε τη µέϑοδο lag-entrainment ενώ στην αϰµή εϰφυγής µοντελοποιούνται
φαινόµενα ανώτερης τάξης. Επέϰταση του ϰώδιϰα για τον εντοπισµό φυσαλίδων απο-
ϰόλλησης ϑα µπορούσε να ϑεωρηϑεί η δουλειά των Vatsa ϰαι Carter [23] που µέσω ενός
τοπιϰού µοντέλου διαταραχής που επιβάλλει στην ϰύρια λύση του GRUMFOIL µπορεί
ϰαι συλλαµβάνει τις φυσαλίδες αυτές. Ο LeBalleur (ONERA) χρησιµοποιεί µία µέϑοδο

1Γενιϰευµένη µορφή ροϊϰού δυναµιϰού για συµπιεστές ροές.
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ροϊϰού δυναµιϰού µε διαφοριϰή ή ολοϰληρωτιϰή διατύπωση για το ΟΣ ϰαι µε παρόµοιο
µοντέλο για τη συνεϰτιϰή µετατόπιση. Η αλληλεπίδραση γίνεται µε απευϑείας ή ηµι-
αντίστροφο τρόπο µε βοήϑεια ειδιϰού αλγορίϑµου για υπο-χαλάρωση. Το ϰλείσιµο της
τύρβης πραγµατοποιείται µε µία µέϑοδο παρόµοια της lag-entrainment ϰαι µε ειδιϰά
προφίλ ταχυτήτων για αποϰολληµένες ροές. Σε ίδια γενιϰή ϰατεύϑυνση ϰινήϑηϰε ϰαι
ο Whit�eld [24] ο οποίος όµως χρησιµοποιεί την ολοϰληρωτιϰή εξίσωση µέσης ϰινη-
τιϰής ενέργειας στο ϰλείσιµο της τύρβης σε αντίϑεση µε τους προηγούµενους. ΄Ισως, ο
µέχρι σήµερα πιο επιτυχηµένος/διαδεδοµένος ϰώδιϰας συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλλη-
λεπίδρασης να ϑεωρείται ο XFOIL του Drela ϰαϑώς χρησιµοποιείται ευρύτατα στους
τοµείς της αεροναυπηγιϰής ϰαι της αιολιϰής ενέργειας ϰαι είναι ϰώδιϰας ανοιχτού
λογισµιϰού. Η µη-συνεϰτιϰή ροή στην περίπτωση αυτή αλληλεπιδρά µέσω διαπνοής
τοιχώµατος µε την συνεϰτιϰή η οποία περιγράφεται από τις ολοϰληρωτιϰές εξισώσεις
ορµής ϰαι ϰινητιϰής ενέργειας (two-equation dissipation method). Το τυρβώδες ϰλείσιµο
πραγµατοποιείται µέσω των προφίλ ταχυτήτων του Swa�ord [25] ενώ λύνεται µία επι-
πλέον εξίσωση που εναλάσσεται ανάλογα τον τύπο της ροής: στην στρωτή ροή για τον
προσδιορισµό του σηµείου µετάβασης ϰαι στην τυρβώδη για την υστέρηση του συντε-
λεστή µέγιστης διατµητιϰής τάσης για ροές που αποϰλίνουν από την ισορροπία. Για την
µεταβολή του συντελεστή µέγιστης διατµητιϰής τάσης από την ισορροπία (equilibrium)
εφαρµόζεται η µέϑοδος lag-entrainment του Green [11] δίνοντας µία βοηϑητιϰή εξίσω-
ση που στην ουσία είναι µια απλουστευµένη µορφή της εξίσωσης µεταφοράς τάσεων
(stress-transport equation) των Bradshaw & Ferriss [26, 27]. Επίσης, για αεροτοµές πολ-
λαπλών στοιχείων η µέϑοδος MSES του Drela εφαρµόζει παρόµοια διατύπωση για το
οριαϰό στρώµα αλλά η µη-συνεϰτιϰή ροή υπολογίζεται µε την µέϑοδο Euler αντί µίας
µεϑόδου ιδιοµορφιών όπως στο XFOIL, ϰαι η συνεϰτιϰή µετατόπιση µοντελοποιείται µε
τη µέϑοδο του µετατοπισµένου σώµατος.

Οι παραπάνω µέϑοδοι δίνουν πολύ ϰαλές προβλέψεις της άντωσης ϰαι οπισϑέλϰουσας
για γωνίες αϰόµα ϰαι µετά την απώλεια στήριξης (post-stall region). Ειδιϰά η µέϑοδος
του Drela συγϰλίνει σε αποδεϰτά αποτελέσµατα αϰόµα ϰαι σε πολύ σηµαντιϰές αποϰολ-
λήσεις για αϰραίως χαµηλούς αριϑµούς Reynolds -ως ϰαι 1000- εφόσον υπάρχει λύση
µόνιµης ροής ϰαι απουσία αποβολής στροβίλων (vortex shedding) [28] ενώ η πλήρως συ-
ζευγµένη λύση µέσω του ϰαϑολιϰού συστήµατος Newton επιτρέπει την µοντελοποίηση
των µεταβατιϰών φυσαλίδων (transitional bubbles).

1.5 Στόχος Εργασίας

Στόχος της διπλωµατιϰής αυτής εργασίας είναι η ανάπτυξη υπολογιστιϰής µεϑόδου
για σχεδιασµό αεροτοµών υψηλής άντωσης, δύο στοιχείων, µεταβλητής γεωµετρίας ϰαι
λειτουργιϰών σε πολύ χαµηλούς αριϑµούς Reynolds. Αρχιϰά, αναπτύχϑηϰε η υπολο-
γιστιϰή µέϑοδος για την αεροδυναµιϰή ανάλυση αεροτοµών δύο στοιχείων σε χαµη-
λούς αριϑµούς Re ϰαι στη συνέχεια πραγµατοποιήϑηϰε η σύζευξη αυτής µε παϰέτο
πεπερασµένων στοιχείων για την µοντελοποίηση της µεταβολής της γεωµετρίας µέσω
συρµάτων ϰράµατος µνήµης σχήµατος (SMA wires). Το ϰίνητρο για την ανάπτυξη ενός
τέτοιου υπολογιστιϰού εργαλείου είναι η βελτιστοποιήση της πτέρυγας του ήδη υπάρ-
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χοντος µη-επανδρωµένου αεροσϰάφους πολλαπλών ρόλων ATLAS V της οµάδας του
Πανεπιστηµίου Πατρών ATLAS Aero Group του οποίου τον αεροδυναµιϰό ϰαι δοµιϰό
σχεδιασµό συντόνισε ο γραφόντας. Μέχρι σήµερα, βάσει των γνώσεων του συγγραφέα,
δεν υπάρχουν αεροτοµές υψηλής άντωσης δύο στοιχείων για εξαιρετιϰά µιϰρούς αριϑ-
µούς Reynolds (ϰάτω των 500k) ϰαι µε ιδιότητες µεταβολής γεωµετρίας, δηµοσιευµένες
στην επιστηµονιϰή βιβλιογραφία.

(αʹ) Αεροτοµή τύπου morphing (TU Munich). (βʹ) Αεροτοµή δύο στοιχείων (Univ. of Zagreb)

Σχήµα 1-7: Αεροτοµές υψηλής άντωσης αεροµοντέλων στον διαγωνισµό Air Cargo Chal-
lenge - Stuttgart τον Αύγουστο του 2015.

Σχήµα 1-8: Μη-επανδρωµένο αεροσϰάφος ATLAS V ϰατά την περίοδο των δοϰιµαστιϰών
πτήσεων στο αεροδρόµιο Μεσολλογίου πριν την συµµετοχή του στο διαγωνισµό Air
Cargo Challenge - Stuttgart τον Αύγουστο του 2015.
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Κεφάλαιο 2

∆ιατύπωση Ιδανιϰής Ροής

Στο παρόν ϰεφάλαιο διατυπώνεται αρχιϰά το µαϑηµατιϰό πρόβληµα για το πεδίο τα-
χύτητας της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής µε τη µέϑοδο των ιδιοµορφιών (ή πάνελ) ϰαι
η γενιϰευµένη του λύση. ΄Επειτα, περιγράφεται η διατύπωση της µεϑόδου πάνελ που
εφαρµόζεται στον υπολογιστιϰό ϰώδιϰα Foil2W [20, 29] για τη µόνιµη ροή ϰαι η επέϰτα-
ση της για δεύτερο σώµα στον ϰώδιϰα Foil2E. Τέλος, παρουσιάζεται η διατύπωση για
τη ταχύτητα διαταραχής µέσω της οποίας αλληλεπιδρά η µη-συνεϰτιϰή ροή µε τη συνε-
ϰτιϰή ϰαι που αποτελεί το µοντέλο συνεϰτιϰής µετατόπισης. Καϑώς στον υπολογιστιϰό
ϰώδιϰα Foil2E εξετάζεται η µόνιµη ροή σε διατάξεις δύο σωµάτων, όροι όπως αυτοί για
την αποβολή στροβιλότητας σε µη-µόνιµη ροή παραλείπονται.

2.1 ∆ιατύπωση Προβλήµατος

Υποϑέτοντας ασυµπίεστη ϰαι αστρόβιλη ροή, το ροϊϰό πεδίο µπορεί να εϰφραστεί ως η
βαϑµίδα µίας βαϑµωτής συνάρτησης δυναµιϰού 𝜙. Αφού η ροή ϑεωρείται ασυµπίεστη,
η απόϰλιση του πεδίου ταχυτήτων 𝑉 είναι

∇ · 𝑉 = ∇ · (∇𝜙) = ∇2𝜙 = 0 (2.1)

το οποίο υπονοεί ότι η 𝜙 ϑα πρέπει να είναι λύση της εξίσωσης Laplace. Υπάρχει
λοιπόν αναλυτιϰή λύση που περιγράφει το πλήρες ροϊϰό πεδίο εφόσον επιλεχϑούν οι
ϰατάλληλες οριαϰές συνϑήϰες. Για ένα πρόβληµα αεροδυναµιϰής, συνήϑως ϑεωρείται
ένα σώµα εµβυϑισµένο στο ροϊϰό πεδίο. ΄Ετσι, οι συνοριαϰές συνϑήϰες στο τοίχωµα
του σώµατος 𝑆𝑤 ϑα πρέπει να επιβάλλουν µηδενιϰή ϰάϑετη στο τοίχωµα συνιστώσα
ταχύτητας, δηλαδή

∇𝜙 · 𝑛̂ = 0 (2.2)

Η παραπάνω συνϑήϰη είναι γνωστή ως συνϑήϰη µη-εισχώρησης ϰαι διατυπώνεται
για ένα σύστηµα συντεταγµένων προσδεδεµένο στο σώµα ϰαι ορίζοντας το 𝑛̂ ως το
µοναδιαίο ϰάϑετο στην επιφάνεια 𝑆𝑏 διάνυσµα. Επιπλέον, οποιαδήποτε διαταραχή το
σώµα εισάγει στη ροή, αυτή ϑα πρέπει να φϑίνει µαϰριά από το σώµα ϰαι ϑεωρητιϰά σε
άπειρη απόσταση να προσεγγίζει την ταχύτητα ελέυϑερης ροής𝑉∞. Αυτό συµπληρώνει
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τις συνοριαϰές συνϑήϰες ϰαι επιβάλλεται µέσω της αϰόλουϑης σχέσης

lim
𝑟→∞

∇𝜙 = 𝑉 ∞ (2.3)

όπου 𝑟 = 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧) είναι το διάνυσµα ϑέσης ϰαι 𝑉 ∞ το διάνυσµα ταχύτητας ελεύϑερης
ροής.

2.2 Γενιϰευµένη Λύση Ροϊϰού ∆υναµιϰού

V

ϕi

ϕ

Sb Sw

S∞ n̂
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r − r′

Σχήµα 2-1: ∆ιατύπωση ϰαι ονοµατολογία προβλήµατος ροϊϰού δυναµιϰού.

Το µαϑηµατιϰό πρόβληµα έγϰειται στην λύση του πεδίου ταχύτητας για ένα σώµα
αυϑαίρετης γεωµετρίας µε σύνορο 𝑆𝑏, περιφραγµένο σε όγϰο 𝒱 µε εξωτεριϰό σύνορο
𝑆∞. Επίσης, το µοναδιαίο ϰάϑετο διάνυσµα 𝑛̂ ορίζεται µε φορά εϰτός του πεδίου της
λύσης. Με χρήση του ϑεωρήµατος απόϰλισης για το διάνυσµα 𝑞 = 𝜙1∇𝜙2 − 𝜙2∇𝜙1,
λαµβάνεται η σχέση [30, σελ. 215]

∫︁

𝑆

(𝜙1∇𝜙2 − 𝜙2∇𝜙1) · 𝑛̂ 𝑑𝑆 =

∫︁

𝒱
(𝜙1∇2𝜙2 − 𝜙2∇2𝜙1) 𝑑𝒱 (2.4)

η οποία είναι γνωστή ως η δεύτερη ταυτότητα του Green. ∆ηλαδή, αντί της επίλυσης
του ολοϰληρώµατος όγϰου, η λύση µεταφέρεται στα σύνορα 𝑆. Εν γένει, ϑεωρείται ένα
σύνορο για το αεροδυναµιϰό σώµα 𝑆𝑏, ένα για το απόρρευµα 𝑆𝑤 ϰαι τα σύνορα που
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περιϰλύουν το πεδίο της λύσης 𝑆∞ ϰαι εποµένως 𝑆 = 𝑆𝑏 + 𝑆𝑤 + 𝑆∞. Θέτοντας

𝜙1 =
1

𝑟
, 𝜙2 = 𝜙 (2.5)

όπου 𝑟 είναι το µέτρο του διανύσµατος ϑέσης ϰαι 𝜙1 είναι στην ουσία το δυναµιϰό ενός
στοιχείου πηγής (source element). Για ένα χωριϰό σηµείο 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) εϰτός του όγϰου 𝒱
(πεδίο λύσης), αµφότερα 𝜙1 ϰαι 𝜙2 ιϰανοποιούν την εξίσωση Laplace στο σηµείο εϰείνο
ϰαι η εξίσωση (2.4) γίνεται

∫︁

𝑆

(︂
1

𝑟
∇𝜙− 𝜙∇1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 = 0 (2.6)

Αν το σηµείο𝑃 περιϰλύεται από τον όγϰο𝒱 ϑαπρέπει να εξαιρεϑεί από την ολοϰλήρωση,
δηλαδή να ϑεωρηϑεί εϰτός πεδίου λύσης, περιϰλύοντας το σε µία σφαίρα αϰτίνας 𝜖.
Συµβολίζοντας την επιφάνεια της σφαίρας ως 𝑆𝜖 η εξίσωση (2.4) παίρνει τη µορφή

∫︁

𝑆+𝑆𝜖

(︂
1

𝑟
∇𝜙− 𝜙∇1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 = 0 (2.7)

−
∫︁

𝑆𝜖

(︂
1

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+
𝜙

𝑟2

)︂
𝑑𝑆 +

∫︁

𝑆

(︂
1

𝑟
∇𝜙− 𝜙∇1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 = 0 (2.8)

Το πρώτο ολοϰλήρωµα της εξίσωσης (2.8) υπολογίστηϰε εισάγοντας ένα σφαιριϰό
σύστηµα συντεταγµένων. Θεωρώντας τώρα ότι 𝜖 → 0 ϰαι ότι η συνάρτηση δυναµι-
ϰού συµπεριφέρεται οµαλά στο εσωτεριϰό της σφαίρας, το ολοϰλήρωµα γίνεται

−
∫︁

𝑆𝜖

𝜙

𝑟2
𝑑𝑆 = −4𝜋𝜙(𝑃 ) (2.9)

ϰαι το δυναµιϰό σε ένα οποιοδήποτε σηµείο 𝑃 εντός του πεδίου της λύσης 𝒱 είναι

𝜙(𝑃 ) =
1

4𝜋

∫︁

𝑆

(︂
1

𝑟
∇𝜙− 𝜙∇1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 (2.10)

Οµοίως, στην περίπτωση ενός σηµείου 𝑃 στην επιφάνεια του συνόρου 𝑆𝑏, η ολοϰλήρωση
γίνεται µόνο στο ηµισφαίριο που περιβάλλει το σηµείο αυτό ϰαι το δυναµιϰό δίνεται από
τη σχέση

𝜙(𝑃 ) =
1

2𝜋

∫︁

𝑆

(︂
1

𝑟
∇𝜙− 𝜙∇1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 (2.11)

Για την ροή εντός του αεροδυναµιϰού σώµατος, συνόρου 𝑆𝑏, είναι

0 =
1

4𝜋

∫︁

𝑆𝑏

(︂
1

𝑟
∇𝜙𝑖 − 𝜙𝑖∇

1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 (2.12)

Προσϑέτοντας τις εξισώσεις (2.11) ϰαι (2.12) λαµβάνεται µία σχέση για το εσωτεριϰό
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δυναµιϰό

𝜙(𝑃 ) =
1

4𝜋

∫︁

𝑆𝑏

(︂
1

𝑟
∇(𝜙−𝜙𝑖)−(𝜙−𝜙𝑖)∇

1

𝑟

)︂
·𝑛̂ 𝑑𝑆+ 1

4𝜋

∫︁

𝑆𝑤+𝑆∞

(︂
1

𝑟
∇𝜙−𝜙∇1

𝑟

)︂
·𝑛̂ 𝑑𝑆
(2.13)

Η συνεισφορά από το ολοϰλήρωµα στην 𝑆∞ είναι

𝜙∞(𝑃 ) =
1

4𝜋

∫︁

𝑆∞

(︂
1

𝑟
∇𝜙− 𝜙∇1

𝑟

)︂
· 𝑛̂ 𝑑𝑆 (2.14)

Το δυναµιϰό αυτό εξαρτάται από το προεπιλεγµένο σύστηµα συντεταγµένων. Τέλος,
ϑεωρώντας ένα λεπτό στρώµα απορρεύµατος, µε σταϑερό 𝜕𝜙/𝜕𝑛 (ϰαϑώς ένα απόρρευµα
δεν µπορεί να φέρει φορτία) ϰαι εισάγοντας τις ϑεµελιώδεις λύσεις

∆ίπολο (doublet) − 𝜇 = 𝜙− 𝜙𝑖 (2.15)

Πηγή (source) − 𝜎 =
𝜕𝜙

𝜕𝑛
− 𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑛
(2.16)

οι οποίες έχουν έµφυτη την ιϰανοποίηση των συνοριαϰών συνϑηϰών ϰαϑώς µηδενίζονται
για 𝑟 → ∞, το δυναµιϰό στις 3-διαστάσεις σε ένα σηµείο 𝑃 του πεδίου λύσης είναι

𝜙(𝑃 ) =
1

4𝜋

∫︁

𝑆𝑏

𝜎
1

𝑟
𝑑𝑆 − 1

4𝜋

∫︁

𝑆𝑏+𝑆𝑤

[︂
𝜇
𝜕

𝜕𝑛

(︂
1

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆 + 𝜙∞(𝑃 ) (2.17)

ενώ για σηµείο 𝑃 πάνω σε σύνορο ο όρος 1/4𝜋 αντιϰαϑίσταται από τον 1/2𝜋 αφού η
ολοϰλήρωση λαµβάνει χώρα σε ηµισφαίριο.

Στις 2-διαστάσεις, το δυναµιϰό της πηγής είναι 𝜙1 = 𝑙𝑛𝑟 ϰαι το σηµείο ολοϰλήρωσης
περιϰλείεται από ϰύϰλους αντί για σφαίρες δίνοντας

𝜙(𝑃 ) =
1

2𝜋

∫︁

𝑆𝑏

𝜎 𝑙𝑛𝑟 𝑑𝑆 − 1

2𝜋

∫︁

𝑆𝑏+𝑆𝑤

[︂
𝜇
𝜕

𝜕𝑛
(𝑙𝑛𝑟)

]︂
𝑑𝑆 + 𝜙∞(𝑃 ) (2.18)

ενώ για σηµείο 𝑃 πάνω στο όριο, ο όρος 1/2𝜋 αντιϰαϑίσταται µε 1/𝜋.

2.3 Παρούσα ∆ιατύπωση Μη-Συνεϰτιϰού Πεδίου
Η παραπάνω ενότητα συµπεριλήφϑηϰε για λόγους πληρότητας ϰαι ϑεωρητιϰού υπο-
βάϑρου ϰαϑώς ηπαρούσα διατύπωση βασίζεται εν µέρει σε ειδιϰή περίπτωση της σχέσης
(2.18) για το δυναµιϰό. Αντί τώρα έχοντας ως αφετηρία την εξίσωση συνέχειας ασυµπίε-
στης ροής (2.1), η διατύπωση ξεϰινάει από µία ίσως γενιϰότερη συνϑήϰη.

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα αποσύνϑεσης του Helmholtz ϰάϑε οµαλό διανυσµατιϰό πεδίο
𝑉 (𝑟, 𝑡) µπορεί να αναλυϑεί σε άϑροισµα ενός αστρόβιλου 𝑉𝜎(𝑟, 𝑡) ϰαι ενός ασυµπίε-
στου 𝑉𝜔(𝑟, 𝑡) διανυσµατιϰού πεδίου. Για ένα διανυσµατιϰό πεδίο µόνιµης ταχύτητας µε
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επαρϰώς αποµαϰρυσµένο σύνορο 𝑆∞ ισχύει

𝑉 (𝑟) = 𝑉∞(𝑟) + 𝑉𝜎(𝑟) + 𝑉𝜔(𝑟) = 𝑉∞(𝑟) +∇𝜙(𝑟) +∇× (𝜓(𝑟) · 𝑘̂) (2.19)

όπου 𝑉∞(𝑟) η ταχύτητα ελέυϑερης ροής για την οποία είναι 𝑉∞(𝑟) = 𝑉∞𝑦𝑦 + 𝑉∞𝑧𝑧,
𝜙(𝑟) το δυναµιϰό ϰαι 𝜓(𝑟) η ροϊϰή συνάρτηση (streamfunction).

Θεωρώντας τώρα ότι η ροή είναι ασυµπίεστη ϰαι ότι το πεδίο είναι ιδιόµορφα στρο-
βιλό, δηλαδή ότι η στροβιλότητα είναι ϰατανεµηµένη στις συνοριαϰές επιφάνειες του
σώµατος, λαµβάνονται οι αϰόλουϑες εξισώσεις

∇ · 𝑉𝜎(𝑟) = ∇2𝜙 = 0 (ασυµπίεστο) (2.20)
∇× 𝑉𝜔(𝑟) = −𝜔(𝑟) = ∇2𝜓 · 𝑘̂ = 0 (ιδιόµορφα στροβιλό) (2.21)

όπου 𝜔(𝑟) το πεδίο στροβιλότητας του χωρίου 𝒱 .

Οι συνοριαϰές συνϑήϰες που συνοδεύουν την διατύπωση αυτή είναι ο µηδενισµός των
ταχυτήτων διαταραχής στο άπειρο

lim
𝑟→∞

𝑉𝜎(𝑟) = 0 (2.22)

lim
𝑟→∞

𝑉𝜔(𝑟) = 0 (2.23)

ϰαϑώς ϰαι η συνϑήϰη µη-εισχώρησης για το τοίχωµα 𝑆𝑏, µε 𝑛̂ ∈ 𝑆𝑏

𝑉 · 𝑛̂ = 0 (2.24)

Εφαρµόζοντας την δεύτερη ταυτότητα του Green στις εξισώσεις (2.20) ϰαι (2.21) λαµ-
βάνουµε την ολοϰληρωµατιϰή αναπαράσταση του δυναµιϰού 𝜙(𝑟) ϰαι της ροϊϰής συ-
νάρτησης 𝜓(𝑟) για οποιαδήποτε ϑέση 𝑟 του πεδίου ροής 𝒱 . Η αναπαράσταση των δύο
πεδίων βασίζεται στη διατύπωση πηγών για το δυναµιϰό ϰαι στροβιλότητας για τη
ροϊϰή συνάρτηση (Ριζιώτης, [31]) αντίστοιχα ϰαι είναι η αϰόλουϑη

𝜙(𝑟) =
1

2𝜋

∫︁

𝑆𝑏

𝜎(𝑟′) 𝑙𝑛|𝑟 − 𝑟′| 𝑑𝑆 (2.25)

𝜓(𝑟) =
1

2𝜋

∫︁

𝑆𝑏

𝛾(𝑟′) 𝑙𝑛|𝑟 − 𝑟′| 𝑑𝑆 (2.26)

αγνοώντας στη ροϊϰή συνάρτηση τον όρο της διανοµής στροβιλότητας στο απόρρευµα
ϰαϑώς δεν εξετάζεται η περίπτωση µη-µόνιµης ροής µε αποβολή στροβίλότητας (vortex
shedding) ϰαι ορίζοντας ως 𝑟 το διάνυσµα 𝑟 ∈ 𝒱 ϰαι 𝑟′ το διάνυσµα 𝑟′ ∈ 𝑆𝑏. Φαίνεται
λοιπόν ότι η εξίσωση (2.25) είναι ειδιϰή περίπτωση της εξίσωσης (2.18) για 𝜇 = 0 ϰαι
χωρίς τον όρο δυναµιϰού για το σύνορο 𝑆∞ αφού έχει συµπεριληφϑεί µε άµεσο τρόπο
η ταχύτητα ελεύϑερης ροής στη σχέση (2.19). Είναι όµως γνωστό ότι η ϰυϰλοφορία
δεν µπορεί να µοντελοποιηϑεί µόνο από στοιχεία πηγών ϰαι για το λόγο αυτό όταν
χρησιµοποιούνται στοιχεία πηγών πρέπει να συνοδεύονται από δίπολα ή στρόβιλους για
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την µοντελοποίηση ροών µε ϰυϰλοφορία. ΄Ετσι, η σχέση (2.26) για τη ροϊϰή συνάρτηση
είναι απαραίτητη ϰαι εισάγει το στοιχείο του στροβίλου για το οποίο ισχύει

Στρόβιλος (vortex) − 𝛾 =
𝜕𝜓

𝜕𝑛
− 𝜕𝜓𝑖

𝜕𝑛
=
𝜕𝜙

𝜕𝑠
− 𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑠
= −𝑑𝜇

𝑑𝑠
(2.27)

Παίρνοντας τη βαϑµίδα του δυναµιϰού𝜙(𝑟) ϰαι τον στροβιλισµό της ροϊϰής συνάρτησης
𝜓(𝑟) λαµβάνουµε τις ταχύτητες διαταραχής 𝑉𝜎(𝑟) ϰαι 𝑉𝜔(𝑟) αντίστοιχα.

𝑉𝜎(𝑟) = ∇𝜙(𝑟) = 1

2𝜋

∫︁

𝑆𝑏

𝜎(𝑟′)
𝑟 − 𝑟′

|𝑟 − 𝑟′|2 𝑑𝑆 =

∫︁

𝑆𝑏

𝜎(𝑟′)𝒦(𝑟 − 𝑟′) 𝑑𝑆 (2.28)

𝑉𝜔(𝑟) = ∇× (𝜓(𝑟) · 𝑘̂) = 1

2𝜋

∫︁

𝑆𝑏

(𝛾(𝑟′)× 𝑘̂)
𝑟 − 𝑟′

|𝑟 − 𝑟′|2 𝑑𝑆 =

∫︁

𝑆𝑏

(𝛾(𝑟′)× 𝑘̂) 𝒦(𝑟 − 𝑟′) 𝑑𝑆

(2.29)

όπου𝒦(𝑟−𝑟′)ησυνάρτησηπυρήνα (kernel function) η οποία είναι αυστηράγεωµετριϰή,
δηλαδή εξαρτάται µόνο από τις συντεταγµένες του διανύσµατος 𝑟−𝑟′ οι οποίες συνήϑως
είναι γνωστές ϰατά την διατύπωση του προβλήµατος.

Sb

V∞

z

y

V
r

r′

r − r′

k̂

V (r) = V∞(r) + Vσ(r) + Vω(r)

Σχήµα 2-2: Η ταχύτητα στο πεδίο 𝒱 δίνεται ως υπέρϑεση της ελεύϑερης ροής ϰαι των
ιδιοµορφιών της αεροτοµής 𝑆𝑏.

Συνϑέτοντας τώρα τις εξισώσεις (2.28), (2.29) µε την εξίσωση για την συνϑήϰη µη-
εισχώρηση (2.24) ϰαι την εξίσωση (2.19), λαµβάνουµε την ολοϰληρωµατιϰή συνϑήϰη για
το διάνυσµα ϑέσης πάνω στην αεροτοµή, 𝑟 ∈ 𝑆𝑏

{︂∫︁

𝑆𝑏

𝜎(𝑟′)𝒦(𝑟 − 𝑟′) 𝑑𝑆 +

∫︁

𝑆𝑏

(𝛾(𝑟′)× 𝑘̂)𝒦(𝑟 − 𝑟′) 𝑑𝑆

}︂
· 𝑛̂ = −𝑉∞ · 𝑛̂ (2.30)

όπου 𝑛̂ το ϰάϑετο διάνυσµα στην επιφάνεια 𝑆𝑏 της αεροτοµής.

Η εξίσωση (2.30) αποτελεί την βάση των αριϑµητιϰών µεϑόδων πάνελ ϰαι έχει ως α-
γνώστους τις ϰατανοµές πηγών 𝜎 ϰαι στροβίλων 𝛾 οι οποίες βρίσϰονται πάνω στο
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σύνορο 𝑆𝑏 της αεροτοµής. Από τη στιγµή που η τιµή των ιδιοµορφιών υπολογιστεί
µε χρήση της παραπάνω εξίσωσης, η ταχύτητα 𝑉 (𝑟) για τη µόνιµη, ασυµπίεστη, ϰα-
ϑαρά µη-συνεϰτιϰή ροή υπολογίζεται για οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου 𝒱 µέσω των
εξισώσεων (2.19),(2.28),(2.29). Η συγϰεϰριµένη διατύπωση είναι ένα πρόβληµα Neumann.

2.4 Επέϰταση ∆ιατύπωσης Μη-Συνεϰτιϰού Πεδίου για
Πολλαπλά Σώµατα

Η παραπάνω διατύπωση του προβλήµατος συµπεριλάµβανε µόνο ένα σώµα (αεροτο-
µή) πάνω στην οποία διανέµονταν οι ιδιοµορφίες ϰαι ιϰανοποιούνταν η συνϑήϰη µη-
εισχώρησης. Η αναλυτιϰή µέϑοδος (σχήµα 2-1) εύϰολα επεϰτείνεται για πολλαπλά
σώµατα (αεροτοµές) για την µοντελοποίηση υπεραντωτιϰών διατάξεων (slats, fowler
�aps ϰτλπ.), διδιάστατης µελέτης διπλάνου ή ϰαι canard. Στον υπολογιστιϰό ϰώδιϰα
Foil2E η διατύπωση των εξισώσεων ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής των προηγουµένων
ϰεφαλαίων επεϰτείνεται για τη µελέτη της αεροδυναµιϰής δύο σωµάτων (αεροτοµών).

S1
b

V∞

z

y

V
r

r′1

r − r′1

k̂

V (r) = V∞(r) + Vσ(r) + Vω(r)

S2
b

r′2

Σχήµα 2-3: Η ταχύτητα στο πεδίο 𝒱 δίνεται ως υπέρϑεση της ελεύϑερης ροής ϰαι των
ιδιοµορφιών των αεροτοµών 𝑆1

𝑏 , 𝑆
2
𝑏 (επέϰταση σχήµατος 2-2 για δύο σώµατα).

Για πολλαπλά σώµατα, η ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰή ταχύτητα δίνεται από τη σχέση

𝑉 (𝑟) = 𝑉∞(𝑟) +
𝑁∑︁

𝑛=1

(︀
𝑉 𝑛

𝜎 (𝑟) + 𝑉 𝑛
𝜔 (𝑟)

)︀
(2.31)

όπου𝑁 ο αριϑµός των αεροδυναµιϰών σωµάτων µε σύνορο 𝑆𝑛
𝑏 . Για τις ταχύτητες διατα-

ραχής 𝑉 𝑛
𝜎 ϰαι 𝑉 𝑛

𝜔 ισχύουν όπως ϰαι πριν οι συνοριαϰές συνϑήϰες (2.22), (2.23) ενώ τώρα
η συνϑήϰη µη-εισχώρησης (σχέση (2.24) ) πρέπει να ιϰανοποιείται πάνω στα σύνορα 𝑆𝑛

𝑏 .
Επίσης, οι ταχύτητες διαταραχής διατυπώνονται όπως ϰαι πριν από τις εξισώσεις (2.28)
ϰαι (2.29) µε συνέπεια ϰάϑε σύνορο 𝑆𝑛

𝑏 να φέρει ιδιοµορφίες στροβίλων ϰαι πηγών.

΄Ετσι, η βασιϰή εξίσωση (2.30) για την µέϑοδο πάνελ, επεϰτείνεται για πολλαπλά σώµατα
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ϰαι για 𝑟, 𝑛̂ ∈ 𝑆𝑛
𝑏 ως εξής

𝑁∑︁

𝑛=1

{︂∫︁

𝑆𝑛
𝑏

𝜎𝑛(𝑟
′
𝑛)𝒦(𝑟 − 𝑟′

𝑛) 𝑑𝑆 +

∫︁

𝑆𝑛
𝑏

(𝛾𝑛(𝑟
′
𝑛)× 𝑘̂)𝒦(𝑟 − 𝑟′

𝑛) 𝑑𝑆

}︂
· 𝑛̂ = −𝑉∞ · 𝑛̂

(2.32)

όπου 𝜎𝑛,𝛾𝑛 ϰαι 𝑟′
𝑛 η ϰατανοµή των πηγών, στροβίλων ϰαι το διάνυσµα ϑέσης αντίστοι-

χα για ϰάϑε επιφάνεια 𝑆𝑛
𝑏 . Εφόσον, η συνϑήϰη (2.32) πρέπει να ιϰανοποιείται σε ϰάϑε

αεροτοµή το διάνυσµα ϑέσης 𝑟 σαρώνει όλα τα 𝑁 το πλήϑος σώµατα.

Η αναλυτιϰή επέϰταση του προβλήµατος για πολλαπλά σώµατα είναι αρϰετά απλή. Οι
επιπλέον δυσϰολίες εισέρχονται ϰατά τη διάρϰεια της διαϰριτοποίησης του προβλήµα-
τος ϰαι της αριϑµητιϰής λύσης ϰαι συνήϑως σχετίζονται µε την αλληλεπίδραση των
αεροδυναµιϰών σωµάτων όταν έρχονται σε ϰοντινή επαφή ϰαι το υπολογιστιϰό ϰόστος
της λύσης.

2.5 Μοντέλο Συνεϰτιϰής Μετατόπισης

Στις προηγούµενες ενότητες έγινε η διατύπωση των εξισώσεων της ϰαϑαράµη-συνεϰτιϰής
ϰαι ασυµπίεστης ροής. Τώρα, για τη µοντελοποίηση της συνεϰτιϰής µετατόπισης ϰαι την
αλληλεπίδραση µεταξύ συνεϰτιϰής ϰαι µη-συνεϰτιϰής ροής εισάγεται ένα πεδίο διατα-
ραχής 𝑢*(𝑟) στην εξίσωση (2.19) ή (2.31). Το πεδίο αυτό είναι αποτέλεσµα της µεϑόδου
διαπνοής τοιχώµατος (wall-transpiration) που είχε αναφερϑεί στην υποενότητα 1.3.1.
΄Ετσι, σε συνδυασµό µε την διατύπωση του οριαϰού στρώµατος, προϰύπτει η ισοδύναµη
µη-συνεϰτιϰή ροή (EIF) ως υπέρϑεση του µη-συνεϰτιϰού ϰαι του συνεϰτιϰού πεδίου ϰαι
η οποία εϰφράζεται από τη σχέση

𝑢𝑒(𝑟) =𝑉∞(𝑟) + 𝑉𝜎(𝑟) + 𝑉𝜔(𝑟) + 𝑢*(𝑟) = 𝑢𝑖(𝑟) + 𝑢*(𝑟) ( EIF, 1 Σώµα ) (2.33)

𝑢𝑒(𝑟) =𝑉∞(𝑟) +
𝑁∑︁

𝑛=1

(︀
𝑉 𝑛

𝜎 (𝑟) + 𝑉 𝑛
𝜔 (𝑟) + 𝑢*

𝑛(𝑟)
)︀

( EIF, 𝑛 Σώµατα ) (2.34)

όπου 𝑢𝑖 ≡ 𝑉 όπου ο συµβολισµός αυτός µε δείϰτη 𝑖 (inviscid) για να τονίζεται ο δια-
χωρισµός µεταξύ της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ταχύτητας ϰαι της ταχύτητας διαταραχής
𝑢*.

2.5.1 Μαϑηµατιϰό Μοντέλο ∆ιαπνοής Τοιχώµατος

Στο µοντέλο της διαπνοής τοιχώµατος, το πεδίο διαταραχής 𝑢* αποτελείται από µία
διανοµή ϰάϑετης ταχύτητας στο σύνορο της αεροτοµής 𝑆𝑏 ϰαι στο απόρρευµα 𝑆𝑤 η
οποία αναπαριστά το έλλειµα µάζας (mass defect) της πραγµατιϰής συνεϰτιϰής ροής
(RVF) σε σχέση µε την ισοδύναµη µη-συνεϰτιϰή (EIF), στο πάχος του οριαϰού στρώµατος.
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Sb s

n

u(s0, n)

ue(s) = u(s, δ)

ue(s0)

(ve)w(s0)

l

δ(s)

δ∗(s)

Σχήµα 2-4: Οι ϰατανοµές ταχυτήτων 𝑢𝑒(𝑠) (EIF) ϰαι 𝑢(𝑠, 𝑛) (RVF) ϰαϑώς ϰαι η ταχύτητα
διαπνοής τοιχώµατος (𝑣𝑒)𝑤(𝑠) για ελαφρώς αποϰολληµένο ΟΣ.

Η συνϑήϰη για την ϰάϑετη αυτή ταχύτητα βρίσϰεται δουλεύοντας µε τη διαφορά των
εξισώσεων συνέχειας µόνιµης ροής µεταξύ των δύο ροών στο ϰαµπυλόγραµµο σύστηµα
𝑠𝑙𝑛 πάνω στην αεροτοµή 𝑆𝑏 (Σχήµα 2-4)

𝜕

𝜕𝑠
(𝜌𝑒𝑢𝑒) +

𝜕

𝜕𝑛
(𝜌𝑒𝑣𝑒) = 0 (2.35)

𝜕

𝜕𝑠
(𝜌𝑢) +

𝜕

𝜕𝑛
(𝜌𝑣) = 0 (2.36)

Αφαιρόντας την εξίσωση (2.36) από την (2.35) ϰαι ολοϰληρώνοντας στο πάχος του
οριαϰού στρώµατος 𝛿 λαµβάνουµε την εξίσωση

∫︁ 𝛿

0

𝜕

𝜕𝑛
(𝜌𝑒𝑣𝑒 − 𝜌𝑣) d𝑛 = −

∫︁ 𝛿

0

𝜕

𝜕𝑠
(𝜌𝑒𝑢𝑒 − 𝜌𝑢) d𝑛 (2.37)

Υποϑέτοντας ότι τα µεγέϑη της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής (EIF) δεν µεταβάλλονται
σηµαντιϰά ϰατά το ύψος του οριαϰού στρώµατος (προσέγγιση µηδενιϰής τάξης) ϰαι ότι
οι τιµές τους είναι ίσες µε αυτές των αντίστοιχων µεγεϑών της συνεϰτιϰής ροής (RVF)
στο πάχος 𝛿 του οριαϰού στρώµατος (ϑέση πλήρως ανεπτυγµένης ροής), η εξίσωση
(2.37) γράφεται

(𝜌𝑒𝑣𝑒)𝑤 =
d

d𝑠

∫︁ 𝛿

0

(𝜌𝑒𝑢𝑒 − 𝜌𝑢) d𝑛 (2.38)

όπου (·)𝑤 δηλώνει ότι το µέγεϑος υπολογίζεται στο σύνορο (wall) του σώµατος 𝑆𝑏.
Ορίζοντας επιπλέον το πάχος µετάϑεσης (displacement thickness) ως

𝛿* =
1

𝜌𝑒𝑢𝑒

∫︁ 𝛿

0

(𝜌𝑒𝑢𝑒 − 𝜌𝑢) d𝑛 (2.39)

η εξίσωση (2.38) γράφεται

(𝜌𝑒𝑣𝑒)𝑤 =
d

d𝑠
(𝜌𝑒𝑢𝑒𝛿

*) (2.40)
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Ησχέση (2.40) παρέχει την επιπλέον ϰάϑετη στο σύνορο 𝑆𝑏 ταχύτητα (wall-transpiration
velocity) η οποία πρέπει να επιβληϑεί στην µη-συνεϰτιϰή ροή, έτσι ώστε αυτή να είναι
ισοδύναµη προς τη συνεϰτιϰή ροή, σε ότι αφορά την παροχή µάζας του ρευστού µέσα
στο οριαϰό στρώµα. Επίσης, αποτελεί την συνοριαϰή συνϑήϰη στο σύνορο 𝑆𝑏 για την
ταχύτητα διαταραχής𝑢* ϰατ΄ αντιστοιχεία της συνϑήϰης µη-εισχώρησης. Παρατηρείται
λοιπόν ότι µέσω της συγϰεϰριµένης συνϑήϰης για τη µοντελοποίηση της συνεϰτιϰής
µετατόπισης, το πεδίο της EIF παύει να είναι εφαπτόµενο στην αεροτοµή. Τέλος, η µορφή
της παραπάνω συνϑήϰης που είναι πρώτης τάξης (η ποσότητα 𝜌𝑒𝑢𝑒 ϑεωρείται σταϑερή
ϰατά το πάχος του ΟΣ) προήλϑε αρχιϰά από τον Lighthill[32]. Για ασυµπίεστη ροή, η
εξίσωση (2.40) µπορεί να πάρει την παραϰάτω µορφή που συσχετίζει την απαιτούµενη
ϰατανοµή έντασης των πηγών 𝜎*(𝑠) µε την ταχύτητα διαπνοής (𝑣𝑒)𝑤 βάσει του µοντέλου
για το έλλειµα µάζας.

𝜎*(𝑠) = (𝑣𝑒)𝑤 =
d

d𝑠
(𝑢𝑒𝛿

*) =
d𝑚

d𝑠
(2.41)

όπου𝑚 ≡ 𝑢𝑒𝛿
* 1 το έλλειµα µάζας (mass defect) για ασυµπίεστες ροές.

2.5.2 ∆ιατύπωση Πεδίου ∆ιαταραχής

Το πεδίο διαταραχής 𝑢* (ή ταχύτητα συνεϰτιϰής διόρϑωσης) δίνεται από την αϰόλουϑη
ολοϰληρωµατιϰή αναπαράσταση

𝑢*(𝑟) =

∫︁

𝑆𝑏

𝑢*(𝑟′) · 𝜏 𝒦(𝑟 − 𝑟′)× 𝑘̂ d𝑆 +

∫︁

𝑆𝑏+𝑆𝑤

𝑢*(𝑟′) · 𝑛̂𝒦(𝑟 − 𝑟′) d𝑆 (2.42)

µε συνάρτηση πυρήνα 𝒦 =
1

2𝜋

𝑟 − 𝑟′

|𝑟 − 𝑟′|2

όπου 𝜏 το µοναδιαίο εφαπτοµενιϰό διάνυσµα στο σύνορο 𝑆𝑏.

Η αναπαράσταση (2.42) προϰύπτει παίρνοντας τη βαϑµίδα ενός δυναµιϰού διαταραχής
𝜙*(𝑟) του οποίου η µορφή δίνεται από την άµεση διατύπωση µέσω της δεύτερης ταυ-
τότητας του Green (ενότητα 2.2). ΄Ετσι, η ταχύτητα σε ϰάϑε σηµείο του πεδίου ροής
εϰφράζεται συναρτήσει της εφαπτοµενιϰής ϰαι ϰάϑετης διανοµής της πάνω στο σύνορο
της αεροτοµής ϰαι του «πηδήµατος» της ϰάϑετης διανοµής στο απόρρευµα (wake sheet
velocity jump). Στο απόρρευµα υποϑέτουµε ότι η εφαπτοµενιϰή συνιστώσα της 𝑢* δεν
παρουσιάζει ασυνέχεια.

Εφαρµόζοντας τη συνϑήϰη (2.42) πάνω στο σύνορο της 𝑆𝑏, δηλαδή για 𝑟 ∈ 𝑆𝑏, ϰαι
προβάλλοντας την ταχύτητα στο µοναδιαίο εφαπτοµενιϰό διάνυσµα 𝜏 ∈ 𝑆𝑏, παίρνουµε

𝑢*𝜏 (𝑟) =

∫︁

𝑆𝑏

𝑢*𝜏 (𝑟
′)𝒦(𝑟 − 𝑟′) · 𝑛̂ d𝑆 +

∫︁

𝑆𝑏+𝑆𝑤

𝑢*𝑣(𝑟
′)𝒦(𝑟 − 𝑟′) · 𝜏 d𝑆 (2.43)

1Το έλλειµα µάζας συνήϑως ορίζεται ϰαι ως 𝑚 ≡ 𝜌𝑒𝑢𝑒𝛿
* όταν συµπεριλαµβάνονται ϰαι φαινόµενα

συµπιεστότητας.
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όπου𝑢*𝑣 = 𝑢*·𝑛̂ ϰαι𝑢*𝜏 = 𝑢*·𝜏 το µέτρο της ϰάϑετης ϰαι εφαπτοµενιϰής συνιστώσας της
𝑢* αντίστοιχα. Η (2.43) αποτελεί µία ολοϰληρωµατιϰή εξίσωση για την εφαπτοµενιϰή
ταχύτητα στο σηµείο 𝑟 ∈ 𝑆𝑏, ως συνάρτηση µια διανοµής ϰάϑετων ταχυτήτων στην
επιφάνεια της αεροτοµής ϰαι το απόρρευµα. Η επίλυση της εξίσωσης (2.43) γίνεται µέσω
της συνϑήϰης στο σύνορο 𝑆𝑏 για το έλλειµα µάζας, δηλαδή

𝑢* · 𝑛̂ = |𝑢*
𝑣|= 𝜎*(𝑠) = (𝑣𝑒)𝑤 =

d𝑚

d𝑠
(2.44)

έτσι ώστε οι εξισώσεις οριαϰού στρώµατος να ορίζουν το πεδίο διαταραχής ϰαι να
πραγµατοποιείται η αλληλεπίδραση συνεϰτιϰής ϰαι µη-συνεϰτιϰής ροής για την εύρεση
του ισοδύναµου µη-συνεϰτιϰού πεδίου (EIF).

Sb
z

y

V

r

r′

r − r′

dm

ds
n̂

Sw

Wall - Transpiration Model

u∗ · n̂ = (ve)w = σ(r) =
dm

ds
(r) r ∈ Sb, Sw

Σχήµα 2-5: Η διανοµή ϰάϑετης ταχύτητας στην αεροτοµή ϰαι το απόρρευµα λόγω της
ταχύτητας συνεϰτιϰής διόρϑωσης 𝑢*.

Συνϑέτοντας τις (2.43), (2.44) λαµβάνεται η βασιϰή εξίσωση για την αριϑµητιϰή µέϑοδο
του πεδίου διαταραχής

𝑢*𝜏 (𝑟)−
∫︁

𝑆𝑏

𝑢*𝜏 (𝑟
′)𝒦(𝑟 − 𝑟′) · 𝑛̂ d𝑆 =

∫︁

𝑆𝑏+𝑆𝑤

d𝑚

d𝑠
(𝑟′)𝒦(𝑟 − 𝑟′) · 𝜏 d𝑆 (2.45)

Οι εξισώσεις (2.30) ϰαι (2.45) µαζί µε τησυνϑήϰηKutta στηναϰµή εϰφυγήςσυµπληρώνουν
το µαϑηµατιϰό πρόβληµα της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής εφόσον υπάρχει ϰαι ένα
µοντέλο οριαϰού στρώµατος για την ϰατανοµή του ελλείµατος µάζας στην αεροτοµή.

2.6 Επέϰταση∆ιατύπωσηςΠεδίου∆ιαταραχήςγιαΠολ-
λαπλά Σώµατα

΄Οπως ϰαι στην ενότητα 2.4 δόϑηϰε η επέϰταση της διατύπωσης της ϰαϑαρά µη-
συνεϰτιϰής ροής, έτσι ϰαι στην ενότητα αυτή για λόγους πληρότητας δίνεται η επέϰταση
της ταχύτητας συνεϰτιϰής διόρϑωσης όπως αυτή εφαρµόστηϰε στον υπολογιστιϰό ϰώδι-
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ϰα Foil2E.

Για πολλαπλά σώµατα, πλήϑους 𝑁 , η εξίσωση (2.45) επεϰτείνεται ως εξής

𝑢*𝜏 (𝑟)−
𝑁∑︁

𝑛=1

(︂∫︁

𝑆𝑛
𝑏

𝑢*𝜏 (𝑟
′
𝑛)𝒦(𝑟 − 𝑟′

𝑛) · 𝑛̂ d𝑆

)︂
=

𝑁∑︁

𝑛=1

(︂∫︁

𝑆𝑛
𝑏 +𝑆𝑛

𝑤

d𝑚

d𝑠
(𝑟′

𝑛)𝒦(𝑟 − 𝑟′
𝑛) · 𝜏 d𝑆

)︂

(2.46)

Οι εξισώσεις (2.32) ϰαι (2.46) µαζί µε τις 𝑁 το πλήϑος συνϑήϰες Kutta στην αϰµή εϰφυ-
γής συµπληρώνουν το µαϑηµατιϰό πρόβληµα της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής για
διατάξεις πολλών αεροδυναµιϰών σωµάτων εφόσον συνοδεύονται από µοντέλο οριαϰού
στρώµατος για το έλλειµα µάζας.

S1
b

z

y

V

r
r′1

r − r′1

dm

ds
n̂

S1
w

Wall - Transpiration Model

u∗ · n̂ = (ve)w = σ(r) =
dm

ds
(r) r ∈ Sb, Sw

r′2
S2
b

r − r′2

S2
w

Σχήµα 2-6: Η διανοµή ϰάϑετης ταχύτητας στην αεροτοµή ϰαι το απόρρευµα λόγω της
ταχύτητας συνεϰτιϰής διόρϑωσης 𝑢* (επέϰταση για δύο σώµατα).
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Κεφάλαιο 3

Μοντέλο Οριαϰού Στρώµατος

Στο ϰεφάλαιο αυτό δίνεται η διατύπωση των εξισώσεων για το συµπιεστό οριαϰόστρώµα
που χρησιµοποιούνται για τη σύζευξη της µη-συνεϰτιϰής ροής µε τη συνεϰτιϰή µέσω του
ελλείµατος µάζας. Το µοντέλο για το οριαϰό στρώµα είναι αυτό των Drela ϰαι Gi-
les [16] ϰαι βασίζεται στις ολοϰληρωτιϰές εξισώσεις ορµής ϰαι ϰινητιϰής ενέργειας
(two-equation dissipation method) ενώ οι σχέσεις συσχέτισης για την τυρβώδη ροή προ-
ϰύπτουν από εµπειριϰά ϰαι αναλυτιϰά προφίλ ταχυτήτων. Επίσης, µία επιπλέον εξίσωση
συµπεριλαµβάνεται στο σύστηµα που εναλάσσεται ανάλογα τον τύπο της ροής: στην
στρωτή ροή για τον προσδιορισµό του σηµείου µετάβασης ϰαι στην τυρβώδη για την
υστέρηση του συντελεστή µέγιστης διατµητιϰής τάσης για ταχύτατα µεταβαλλόµενες
ροές. Για την µεταβολή του συντελεστή µέγιστης διατµητιϰής τάσης από την ισορροπία
(equilibrium) εφαρµόζεται η µέϑοδος lag-entrainment δίνοντας µία βοηϑητιϰή εξίσωση
που στην ουσία είναι µια απλουστευµένη µορφή της εξίσωσης µεταφοράς των διατµητι-
ϰών τάσεων (stress-transport equation).

3.1 Οι Εξισώσεις Navier-Stokes

Οι εξισώσεις Navier-Stokes (N-S) περιγράφουν την συµπεριφορά ενός, εν γένει, συµπιε-
στού ϰαι ιξώδους ρευστού ϰαι αποτελούν ένα σύστηµα συζευγµένων µη-γραµµιϰών µερι-
ϰών διαφοριϰών εξισώσεων (Μ∆Ε) των οποίων µέχρι σήµερα η αναλυτιϰή λύση δεν έχει
βρεϑεί. Αν ϰαι για ιστοριϰούς λόγους οι εξισώσεις N-S ονοµάζονται συχνά οι εξισώσεις
ορµής, στη µοντέρνα βιβλιογραφία όταν ϰανείς αναφέρεται στην επίλυση των εξισώσε-
ων αυτών, υπονοεί το πλήρες σύστηµα των εξισώσεων συνέχειας, ορµής ϰαι ενέργειας
[33, Κεφ. 2.8]. Στην ενότητα αυτή οι εξισώσεις συνέχειας ϰαι ορµής παρουσιάζονται στη
γενιϰή τους µορφή µαζί µε τις παραδοχές για το λεπτό οριαϰό στρώµα (thin-shear layer)
ϰαϑώς αποτελούν την βάση της διατύπωσης του ολοϰληρωτιϰού οριαϰού στρώµατος
(IBL).

Η γενιϰή συντηρητιϰή (conservation form) ή αλλιώς αποϰλίνουσα (divergence form)
µορφή των εξισώσεων συνέχειας ϰαι ορµής για το µέσο ροϊϰό πεδίο 𝑢 = ⟨𝑢, 𝑣, 𝑤⟩ είναι
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Συνέχεια 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢) = 0 (3.1)

Ορµή 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢 · 𝑢𝑇 ) = −∇𝑝+∇ · 𝜏 + 𝜌𝑓 (3.2)

Αναλυτιϰότερα, οι συνιστώσες της εξίσωσης ορµής γράφονται

Ορµή - 𝑥 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢 𝑢) = −𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

+ 𝜌𝑓𝑥 (3.3αʹ)

Ορµή - 𝑦 𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑣 𝑢) = −𝜕𝑝

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏𝑧𝑦
𝜕𝑧

+ 𝜌𝑓𝑦 (3.3βʹ)

Ορµή - 𝑧 𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑤 𝑢) = −𝜕𝑝

𝜕𝑧
+
𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏𝑧𝑧
𝜕𝑧

+ 𝜌𝑓𝑧 (3.3γʹ)

όπου 𝑝 ηπίεση, 𝜏 ο τανυστής δεύτερης τάξης για τις ιξώδεις τάσεις που είναι συµµετριϰός
ϰαι για το 3-διάστατο πρόβληµα έχει 6 ανεξάρτητες συνιστώσες ϰαι 𝑓 το διάνυσµα
δύναµης πεδίου (π.χ. βαρυτιϰή, ηλεϰτριϰή ϰαι µαγνητιϰή δύναµη) που δρα άµεσα στην
ογϰοµετριϰή µάζα του στοιχειώδους ρευστού.

3.1.1 Γενιϰευµένη Μορφή Τανυστή Ιξωδών Τάσεων

Για ένα Νευτώνιο ϰαι ισότροπο ρευστό απαιτούνται δύο συντελεστές για την περιγραφή
των ιξωδών τάσεων: ο συντελεστής δυναµιϰού ιξώδους 𝜇 (διάτµηση) ϰαι ο δεύτερος
συντελεστής ιξώδους 𝜆 (διαστολή). Τελιϰά, η γραµµιϰή ϰαταστατιϰή εξίσωση για τις
τάσεις διατυπώνεται ως

𝜏 = 𝜆(∇𝑢) III+ 𝜇
[︀
∇𝑢+ (∇𝑢)𝑇

]︀
(3.4)

µε III τον µοναδιαίο πίναϰα. Βάσει της σχέσης (3.4) ϰαι της Υπόϑεσης του Stokes [34] ότι
για τον δεύτερο συντελεστή ιξώδους ισχύει ότι 𝜆 = −2

3
𝜇, ώστε ο τανυστής τάσεων να

έχει µηδενιϰή πρώτη αναλλοίωτη (ίχνος), λαµβάνεται η αϰόλουϑη σχέση για τις ιξώδεις
τάσεις

𝜏 =

⎡
⎣
𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
· 𝜏𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧
· · 𝜏𝑧𝑧

⎤
⎦ = 𝜇

[︀
∇𝑢+ (∇𝑢)𝑇 − 2

3
𝜎 III

]︀
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 2

3
𝜎

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

· 2
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 2

3
𝜎

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦

· · 2
𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 2

3
𝜎

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.5)

όπου 𝜎 ≡ ∇·𝑢 ο ρυϑµός διαστολής (dilatation rate). Συγϰεντρώνοντας τώρα τους όρους
των επιφανειαϰών δυνάµεων της πίεσης ϰαι των τάσεων (πρώτοι δύο όροι στο δεξί µέρος
της σχέσης (3.2) ) ϰαι υπολογίζοντας το ίχνος βάσει πια της γενιϰότερης σχέσης (3.4),
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ορίζεται η µέση πίεση

𝑝 ≡ −tr(𝑝 III− 𝜏 ) = 𝑝− (𝜆+
2

3
𝜇)(∇𝑢) (𝜆+

2

3
𝜇) > 0 (3.6)

µε τη ποσότητα (𝜆 + 2
3
𝜇) να ονοµάζεται ιξώδες όγϰου (bulk viscosity) ϰαι από φυσιϰή

σϰοπιά να συνδέεται µε τους µηχανισµούς εϰφυλισµού ϰατά την διάρϰεια της µεταβο-
λής του όγϰου. ∆ηλαδή, το ιξώδες όγϰου, λειτουργεί σαν απόσβεση στις ογϰοµετριϰές
ταλαντώσεις που συµβαίνουν σε περιπτώσεις όπως αυτή της απορρόφησης του ήχου
ϰαι των ϰρουστιϰών ϰυµάτων. Η Υπόϑεση του Stokes, ότι δηλαδή το ιξώδες όγϰου είναι
µηδενιϰό, είναι αποδεϰτή σε αραιά µονοατοµιϰά αέρια, όχι όµως σε πολυατοµιϰά αέρια
όπως το διοξείδιο του άνϑραϰα για το οποίο το ιξώδες αυτό είναι τρεις τάξεις µεγέϑους
µεγαλύτερο από το δυναµιϰό ιξώδες 𝜇 [35].

3.2 Παραδοχές Λεπτού Οριαϰού Στρώµατος

΄Οταν το γινόµενο του πάχους του οριαϰού στρώµατος 𝛿 µε την ϰαµπυλότητα 𝜅 των
ροϊϰών γραµµών είναι µιϰρό (𝛿𝜅 ≪ 1) µπορούν να γίνουν οι αϰόλουϑες παραδοχές
στο τοπιϰά-ϰαρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 𝑠, 𝑛, γνωστές ως thin shear layer (TSL)
approximations [2, Κεφ. 4.3].

𝑣 ≪ 𝑢 (3.7)
𝜕𝑢

𝜕𝑠
≪ 𝜕𝑢

𝜕𝑛
(3.8)

𝜕𝑝

𝜕𝑛
≃ 0 (3.9)

Η παραδοχή (3.7) προϰύπτει ως γεωµετριϰή συνέπεια των ροϊϰών γραµµών που για
λεπτά οριαϰά στρώµατα είναι σχεδόν παράλληλες στο τοίχωµα ενώ η (3.8) λόγω της
απότοµης µεταβολής της 𝑢 ϰατά το πάχος του οριαϰού στρώµατος (σχήµα 2-4). Μαζί, οι
(3.7),(3.8) οδηγούν στην απλοποίηση του τανυστή ιξωδών τάσεων στις δύο διαστάσεις
έτσι ώστε µόνο οι όροι εϰτός της διαγωνίου να είναι σηµαντιϰοί.

𝜏 =

[︂
𝜏𝑠𝑠 𝜏𝑠𝑛
𝜏𝑛𝑠 𝜏𝑛𝑛

]︂
≃

[︂
0 𝜏
𝜏 0

]︂
(3.10)

Τέλος, η σχέση (3.9) πηγάζει από την προσέγγιση ότι οι ροϊϰές γραµµές στο οριαϰό
στρώµα είναι σχεδόν παράλληλες µεταξύ τους. ΄Ετσι, η εξίσωση της 𝑛-ορµής µπορεί να
παραλειφϑεί µε την παραδοχή ότι ϰατά το πάχος του ΟΣ η πίεση παραµένει σταϑερή
ϰαι ίση µε την πίεση της µη-συνεϰτιϰής ροής 𝑝𝑒(𝑠) στο όριο του.

𝑝(𝑠, 𝑛) ≃ 𝑝𝑒(𝑠) (3.11)

Εποµένως, η βαϑµίδα της πίεσης ϰατά µήϰος της ροής στην εξίσωση 𝑠-ορµής µπορεί να
αντιϰατασταϑεί µε την βαϑµίδα της ταχύτητας µη-συνεϰτιϰής ροής 𝑢𝑒 στο όριο του ΟΣ
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βάσει της εξίσωσης ορµής για τη µη-συνεϰτιϰή ροή (Euler).

−𝜕𝑝
𝜕𝑠

= −d𝑝𝑒
d𝑠

= 𝜌𝑒𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑠

+ 𝜌𝑒𝑣𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛

≃ 𝜌𝑒𝑢𝑒
d𝑢𝑒
d𝑠

(3.12)

3.3 Εξισώσεις Οριαϰού Στρώµατος

Βάσει των παραδοχών του λεπτού οριαϰού στρώµατος οι εξισώσεις του οριαϰού στρώµα-
τος γράφονται

Συνέχεια 𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑠
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑛
= 0 (3.13)

Ορµή 𝜌𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+ 𝜌𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝜌𝑒𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

+
𝜕𝜏

𝜕𝑛
(3.14)

Οι παραπάνω εξισώσεις εϰφράζονται στο τοπιϰό σύστηµα συντεταγµένων µε την 𝑠 στη
διεύϑυνση της ροής ϰαι την 𝑛 στην διεύϑυνση ϰάϑετα στο τοίχωµα. Επίσης, η διατµητιϰή
τάση δίνεται από την αϰόλουϑη σχέση

𝜏 = 𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝜌𝑢′𝑣′ (3.15)

όπου ο όρος 𝜌𝑢′𝑣′ είναι οι γνωστές Τάσεις Reynolds (Reynolds Stress) ϰαι εµπεριέχει τις
διαταραχές 𝑢′, 𝑣′ των (µέσων) ταχυτήτων 𝑢, 𝑣 για την συνεισφορά της τύρβης ϰαι την
συσχέτιση της µε την µέση ροή.

3.4 Ολοϰληρωτιϰές Εξισώσεις Οριαϰού Στρώµατος

3.4.1 Εξίσωση Ορµής von Karman

Οι ολοϰληρωτιϰές εξισώσεις προϰύπτουν άµεσα από τις εξισώσεις Prandtl (3.13), (3.14)
ολοϰληρώνοντας αυτές ϰατά το πάχος του οριαϰού στρώµατος. Αρχιϰά, η ολοϰληρω-
τιϰή εξίσωση ορµής, γνωστή ως εξίσωση von Karman (von Karman integral momentum
equation) δίνεται ως

d

d𝑠
(𝜌𝑒𝑢

2
𝑒𝜃) = 𝜏𝑤 − 𝜌𝑒𝑢𝑒𝛿

*d𝑢𝑒
d𝑠

(3.16)

όπου ο δείϰτης ()𝑒 υποδηλώνει ποσότητες στο όριο του οριαϰού στρώµατος ενώ ο δείϰτης
()𝑤 στο τοίχωµα της αεροτοµής. Το πάχος µετάϑεσης 𝛿* ορίστηϰε στην ενότητα 2.39 ενώ
το πάχος ορµής 𝜃 (momentum thickness) ορίζεται ως

𝜃 =

∫︁ 𝑛𝑒

0

(𝑈 − 𝑈2) d𝑛 µε 𝑈 ≡ 𝑢

𝑢𝑒
(3.17)
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Η εξίσωση von Karman στην αδιάστατη µορφή της γράφεται ως

d𝜃

d𝑠
=
𝑐𝑓
2

− (𝐻 + 2−𝑀2
𝑒 )
𝜃

𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

(3.18)

ορίζοντας τις παραϰάτω αδιάστατες ποσότητες

𝐻 ≡ 𝛿*

𝜃
παράµετρος σχήµατος (shape parameter)

𝑐𝑓 ≡ 𝜏𝑤
1
2
𝜌𝑒𝑢2𝑒

συντελεστής τριβής τοιχώµατος (skin friction coe�cient)

𝑀𝑒 ≡ 𝑢𝑒
𝛼𝑒

αριϑµός Mach στο άϰρο του ΟΣ (edge Mach number)

Η εξίσωση (3.18) είναι αυτή που χρησιµοποιείται στην παρούσα διατύπωση για το ΟΣ
ϰαϑώς περιγράφει την εξέλιξη του πάχους ορµής 𝜃 που είναι µεταβλητή ελέγχου.

3.4.2 Εξίσωση Κινητιϰής Ενέργειας

Η ολοϰληρωτιϰή εξίσωση ϰινητιϰής ενέργειας που προϰύπτει από τις εξισώσεις Prandtl
(3.13), (3.14) πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση ορµής µε την ταχύτητα 𝑢 γράφεται

d

d𝑠
(1
2
𝜌𝑒𝑢

3
𝑒𝜃

*) = 𝒟 − 𝜌𝑒𝑢
2
𝑒𝛿

**d𝑢𝑒
d𝑠

(3.19)

ορίζοντας τις παραϰάτω νέες ποσότητες

𝜃* ≡
∫︁ 𝑛𝑒

0

(𝑈 − 𝑈3) d𝑛
(︀
𝑈 ≡ 𝑢

𝑢𝑒

)︀
πάχος ϰιν. ενέργειας (kin. energy thickness)

𝒟 ≡
∫︁ 𝑛𝑒

0

𝜏
𝜕𝑢

𝜕𝑛
d𝑛 ολοϰλήρωµα εϰφυλισµού (dissipation integral)

𝛿** ≡
∫︁ 𝑛𝑒

0

(︁
1− 𝜌

𝜌𝑒

)︁ 𝑢
𝑢𝑒

d𝑛 πάχος ροής πυϰνότητας (density �ux thickness)

Το πάχος ροής πυϰνότητας 𝛿** αντιπροσωπεύει το έργο των βαϑµίδων πίεσης σε συνδυα-
σµό µε τις µεταβολες πυϰνότητας ϰατά το πάχος του ΟΣ ϰαι το ολοϰλήρωµα εϰφυλισµού
𝒟 την ϰινητιϰή ενέργεια που εϰφυλίζεται σε ϑερµότητα λόγω των δυνάµεων συνεϰτι-
ϰότητας. Η αδιάστατη µορφή της εξίσωσης ϰινητιϰής ενέργειας διατυπώνεται ως

d𝜃*

d𝑠
= 2𝑐𝒟 −

(︂
2𝐻**

𝐻* + 3−𝑀2
𝑒

)︂
𝜃*

𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

(3.20)
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µε τις παραϰάτω νέες αδιάστατες ποσότητες

𝐻* ≡ 𝜃*

𝜃
παράµετρος σχήµατος ϰιν. ενέργειας (kin. energy shape parameter)

𝐻** ≡ 𝛿**

𝜃
παράµετρος σχήµατος ροής πυϰνότητας (density �ux shape parameter)

𝑐𝒟 ≡ 𝒟
𝜌𝑒𝑢3𝑒

συντελεστής εϰφυλισµού (dissipation coe�cient)

Συνδυάζοντας τώρα τις εξισώσεις (3.18) ϰαι (3.20) λαµβάνεται µία εξίσωση για την
παράµετρο σχήµατος ϰινητιϰής ενέργειας

𝜃
d𝐻*

d𝑠
= 2𝑐𝒟 −𝐻* 𝑐𝑓

2
−
[︀
2𝐻** +𝐻*(1−𝐻)

]︀ 𝜃
𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

(3.21)

Η εξίσωση ορµής (3.18) µαζί µε την εξίσωση για την ϰινητιϰή ενέργεια (3.21) αποτελούν
µία µέϑοδο δύο εξισώσεων βασιζόµενη στο ϰλείσιµο της τύρβης µέσω του συντελε-
στή εϰφυλισµού (two-equation dissipation method). Χαραϰτηριστιϰό των µεϑόδων δύο
εξισώσεων είναι ότι µπορούν να µοντελοποιήσουν επαρϰώς µιϰρές αποϰολλήσεις σε
αντίϑεση µε τις µεϑόδους µίας εξίσωσης που αδυνατούν.

3.5 Σχέσεις Συσχέτισης Παραµέτρων

Η διατύπωση δύο εξισώσεων για το οριαϰό στρώµα συνοδεύεται από τις παραϰάτω
σχέσεις συσχέτισης που αφορούν τις άγνωστες παραµέτρους

𝐻* = 𝐻* (𝐻𝑘,𝑀𝑒, 𝑅𝑒𝜃), 𝐻** = 𝐻** (𝐻𝑘,𝑀𝑒)

𝑐𝑓 = 𝑐𝑓 (𝐻𝑘,𝑀𝑒, 𝑅𝑒𝜃), 𝑐𝒟 = 𝑐𝒟 (𝐻𝑘,𝑀𝑒, 𝑅𝑒𝜃) (3.22)

όπου 𝑅𝑒𝜃 ≡ 𝜌𝑒𝑢𝑒𝜃
𝜇

ο συντελεστής Reynolds πάχους ορµής. Επίσης, 𝐻𝑘 ορίζεται η ϰινη-
µατιϰή παράµετρος σχήµατος για σταϑερή πυϰνότητα ϰατά το πάχος του ΟΣ.

𝐻𝑘 =

∫︁ 𝛿

0

(︂
1− 𝑢

𝑢𝑒

)︂
d𝑛

∫︁ 𝛿

0

𝑢

𝑢𝑒

(︂
1− 𝑢

𝑢𝑒

)︂
d𝑛

(3.23)

Η σχέση για την ϰινηµατιϰή παράµετρο σχήµατος που χρησιµοποιείται στην παρούσα
διατύπωση είναι αυτή του Whit�eld [36] για αδιαβατιϰή ροή αέρα

𝐻𝑘 =
𝐻 − 0.290𝑀2

𝑒

1 + 0.113𝑀2
𝑒

(3.24)
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3.5.1 Συσχετίσεις Στρωτής Ροής
Για τη στρωτή ροή, οι σχέσεις (3.22) µπορούν να προσδιοριστούν χρησιµοποιώντας την
µονοπαραµετριϰή οιϰογένεια προφίλ ταχυτήτων Falkner-Skan όπως υποδιϰνύει ο Drela
[37]. ΄Ετσι, λαµβάνονται οι παραϰάτω σχέσεις συσχέτισης

𝐻* =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1.515 + 0.076
(4−𝐻𝑘)

2

𝐻𝑘

, 𝐻𝑘 < 4

1.515 + 0.040
(𝐻𝑘 − 4)2

𝐻𝑘

, 𝐻𝑘 > 4

(3.25)

𝑅𝑒𝜃
𝑐𝑓
2

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−0.067 + 0.01977
(7.4−𝐻𝑘)

2

𝐻𝑘 − 1
, 𝐻𝑘 < 7.4

−0.067 + 0.022

(︂
1− 1.4

𝐻𝑘 − 6

)︂2

, 𝐻𝑘 > 7.4

(3.26)

𝑅𝑒𝜃
2𝑐𝒟
𝐻* =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0.207 + 0.00205(4−𝐻𝑘)
5.5, 𝐻𝑘 < 4

0.207− 0.003
(𝐻𝑘 − 4)2[︀

1 + 0.02(𝐻𝑘 − 4)2
]︀ , 𝐻𝑘 > 4

(3.27)

Η σχέση για την παράµετρο 𝐻** δίνεται ϰαι πάλι από τον Whit�eld [36] για τυρβώδεις
ροές.

𝐻** =

(︂
0.064

𝐻𝑘 − 0.8
+ 0.251

)︂
𝑀2

𝑒 (3.28)

Η παραπάνω σχέση χρησιµοποιείται ϰαι για την στρωτή ροή, στην παρούσα διατύπωση,
ϰαϑώς έχει πολύ µιϰρή επιρροή σε διηχητιϰές ροές ϰαι αµελητέα στις υποηχητιϰές ροές.

3.5.2 Συσχετίσεις Τυρβώδους Ροής
Για τυρβώδεις ροές η εύρεση των σχέσεων συσχέτισης (3.22) είναι πολύ πιο δύσϰολή. Η
επίλυση των εξισώσεων ΟΣ για την εύρεση τέτοιων σχέσεων γίνεται πολύ πιο περίπλοϰη
ϰαϑώς εισάγονται οι τάσεις Reynolds για τις οποίες ένα εµπειριϰό µοντέλο ϑα πρέπει
να χρησιµοποιηϑεί για να τις συσχετίσει µε τη µέση ροή. Επίσης, τα τυρβώδη ΟΣ (ΤΟΣ)
έχουν µια δοµή δύο στρωµάτων (two-layer structure) 1 µε το ϰάϑε στρώµα να αντιδρά

1Τα ΤΟΣ αποτελούνται από την εσωτεριϰή περιοχή (inner region ή wall layer) ϰαι την εξωτεριϰή περιο-
χή (outer region ή wake layer). Η εσωτεριϰή περιοχή περιλαµβάνει τα viscous sublayer, bu�er layer, fully
turbulent region ϰαι εϰεί οι διαδιϰασίες ανταλλαγής ενέργειας είναι σε ισορροπία, δηλαδή η παραγωγή
ενέργειας αντισταϑµίζεται από τον εϰφυλισµό της. ΄Ετσι, η ροή ϰαϑορίζεται από τις τοπιϰές συνϑήϰες.
Στην εξωτεριϰή περιοχή, ϰυρίαρχοι είναι οι όροι της συναγωγής ϰαι του εϰφυλισµού που ισοσταϑµίζονται
από τον όρο διάχυσης. Η ροή εϰεί εξαρτάται από τις τοπιϰές συνϑήϰες αλλά ϰαι την προϊστορία στον
προσήνεµο [9].
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διαφορετιϰά στις ϰλίµαϰες πίεσης ϰαι διάτµησης. Αυτό σηµαίνει ότι, σε αντίϑεση µε
στρωτά ΟΣ, µονοπαραµετριϰά προφίλ ταχυτήτων δεν επαρϰούν ϰαι αναζητείται µία
σύνϑετη συνάρτηση για το προφίλ ταχύτητας.
Οι εµπειριϰές σχέσεις για την τυρβώδη ροή στην παρούσα διατύπωση λαµβάνονται

Σχήµα 3-1: Οπτιϰοποίηση υποστρωµάτωνΤΟΣσε ϰανάλι νερού µε φυσαλίδες υδρογόνου.
Τα διάφορα υποστρώµατα που διαϰρίνονται είναι: viscous sublayer (𝑦+ = 2.7), bu�er
layer (𝑦+ = 38), fully turbulent region (𝑦+ = 101) ϰαι wake region (𝑦+ = 407).

µέσω των σχέσεων για την τριβή στο τοίχωµα ϰαι των προφίλ ταχυτήτων του Swa�ord
[25].

𝐹𝑐 𝑐𝑓 = 0.3𝑒−1.33𝐻𝑘

[︂
log10

(︂
𝑅𝑒𝜃
𝐹𝑐

)︂]︂−1.74−0.31𝐻𝑘

+ 0.00011

[︂
tanh

(︂
4− 𝐻𝑘

0.875

)︂
− 1

]︂

(3.29)
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όπου

𝐹𝑐 =
√︀
1 + 0.2𝑀2

𝑒 (3.30)

ϰαι

𝑢

𝑢𝑒
=
𝑢𝜏
𝑢𝑒

𝑠

0.09
arctan(0.09𝑦+) +

(︂
1− 𝑢𝜏

𝑢𝑒

𝑠𝜋

0.18

)︂
tanh1/2

[︀
𝛼(𝜂/𝜃)𝑏

]︀
(3.31)

όπου

𝑢𝜏
𝑢𝑒

=
⃒⃒
⃒𝑐𝑓
2

⃒⃒
⃒
1/2

, 𝑠 =
𝑐𝑓
|𝑐𝑓 |

, 𝑦+ =
𝑢𝜏

𝜇𝑒/𝜌𝑒
𝜂, 𝑢𝜏 =

√︂
𝜏𝑤
𝜌

(3.32)

Οι σταϑερές 𝑎,𝑏 µπορούν να υπολογιστούν για οποιαδήποτε 𝜃, 𝛿* µέσω της σχέσης (3.29)
ϰαι αντιϰαϑιστόντας τα αποτελέσµατα από τη σχέση για το προφίλ ταχύτητας (3.31)
στις σχέσεις ορισµού των 𝜃, 𝛿*, (3.17) ϰαι (2.39) αντίστοιχα. Τελιϰά, βρίσϰεται η παρα-
ϰάτω σχέση συσχέτισης για τη παράµετρο σχήµατος ϰινητιϰής ενέργειας

𝐻* =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1.505 +
4

𝑅𝑒𝜃
+

(︂
0.165− 1.6√

𝑅𝑒𝜃

)︂
(𝐻𝑜 −𝐻𝑘)

1.6

𝐻𝑘

, 𝐻𝑘 < 𝐻𝑜

1.505 +
4

𝑅𝑒𝜃
+ (𝐻𝑘 −𝐻𝑜)

2

[︂
0.04

𝐻𝑘

+
0.007 ln𝑅𝑒𝜃

(𝐻𝑘 −𝐻𝑜 + 4/ ln𝑅𝑒𝜃)2

]︂
, 𝐻𝑘 > 𝐻𝑜

όπου

𝐻𝑜 =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

4, 𝑅𝑒𝜃 < 400

3 +
400

𝑅𝑒𝜃
, 𝑅𝑒𝜃 > 400

3.5.3 Συντελεστής Εϰφυλισµού ϰαι Εξίσωση Υστέρησης Τάσεων

Ο συντελεστής εϰφυλισµού στην τυρβώδη ροή δίνεται ως το άϑροισµα της συνεισφοράς
της εσωτεριϰής περιοχής (wall layer) ϰαι την εξωτεριϰής περιοχής (wake layer).

𝑐𝒟 =
𝑐𝑓
2
𝑈𝑠

⏟  ⏞  
wall layer

+ 𝑐𝜏 (1− 𝑈𝑠)⏟  ⏞  
wake layer

(3.33)

όπου ο συντελεστής διατµητιϰών τάσεων 𝑐𝜏 ≡ 𝜏𝑚𝑎𝑥/(𝜌𝑒𝑢
2
𝑒) εϰφράζει τις διατµητιϰές

τάσεις στην εξωτεριϰή περιοχή (wake layer) ϰαι 𝑈𝑠 η ισοδύναµη ϰανονιϰοποιηµένη
ταχύτητα ολίσϑησης στο τοίχωµα (wall slip velocity) που δίνεται από την παραϰάτω
σχέση

𝑈𝑠 =
𝐻*

2

(︂
1− 4

3

𝐻𝑘 − 1

𝐻

)︂
(3.34)
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Κάϑε ένας από τους όρους της σχέσης (3.33) αποτελείται από µία ϰλίµαϰα ταχύτητας
ϰαι µία ϰλίµαϰα τάσης. Ο συντελεστής τριβής στο τοίχωµα 𝑐𝑓 εξαρτάται µόνο από
τις τοπιϰές παραµέτρους του ΟΣ ϰαι η διατύπωση αυτή συµβαδίζει µε την φυσιϰή
συµπεριφορά της εσωτεριϰής περιοχής που λέγεται ότι εξαρτάται αποϰλειστιϰά από
τις τοπιϰές συνϑήϰες. Αντίϑετα, ο συντελεστής διατµητιϰών τάσεων 𝑐𝜏 δεν εξαρτάται
µόνο από τις τοπιϰές συνϑήϰες ϰαϑώς οι τάσεις Reynolds στην εξωτεριϰή περιοχή
(wake layer) είναι γνωστό ότι εµφανίζουν σχετιϰά αργή απόϰριση στην αλλαγή των
εξωτεριϰών συνϑηϰών (ιδιαίτερα σε χαµηλούς αριϑµούς Re). ΄Ετσι, ο συντελεστής 𝑐𝜏
δεν µπορεί να γραφεί ως απευϑείας συνάρτηση των τοπιϰών συνϑηϰών. Η υστέρηση
στην απόϰριση που εµφανίζει ο συντελεστής 𝑐𝜏 προσοµοιώνεται µέσω µίας διαφοριϰής
εξίσωσης (Drela [17]) αϰολουϑώντας την µέϑοδο τωνGreen et al. [11], η οποία διαφοριϰή
εξίσωση αποτελεί µία απλοποιηµένη µορφή της εξίσωσης µεταφοράς των διατµητιϰών
τάσεων των Bradshaw ϰαι Ferriss [27].

𝛿

𝑐𝜏

d𝑐𝜏
d𝑠

= 5.6(𝑐
1/2
𝜏𝐸𝑄 − 𝑐1/2𝜏 ) + 2𝛿

{︂
4

3𝛿*

[︂
𝑐𝑓
2

−
(︂
𝐻𝑘 − 1

6.7𝐻𝑘

)︂2]︂
− 1

𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

}︂
(3.35)

Στην παραπάνω εξίσωση 𝛿 είναι το πάχος του ΟΣ ϰαι 𝑐𝜏𝐸𝑄 ο συντελεστής διατµητιϰών
τάσεων για οριαϰό στρώµα σε ισορροπία (equilibrium boundary layer) τα οποία δίνονται
από τις σχέσεις

𝛿 = 𝜃

(︂
3.15 +

1.72

𝐻𝑘 − 1

)︂
+ 𝛿* (3.36)

𝑐𝜏𝐸𝑄 = 𝐻* 0.015

1− 𝑈𝑠

(𝐻𝑘 − 1)3

𝐻2
𝑘𝐻

(3.37)

Η διατύπωση του συντελεστή εϰφυλισµού (3.33), της ταχύτητας ολίσϑησης (3.34) ϰαι
του συντελεστή διατµητιϰών τάσεων σε ισορροπηµένη ροή (3.37) προέρχονται από τον
γεωµετριϰό τόπο (locus) 𝐺 − 𝛽 για οριαϰά στρώµατα σε ισορροπία (Clauser [38]). Ο
εµπειριϰός γεωµετριϰός τόπος 𝐺− 𝛽 της παρούσα διατύπωσης δίνεται από τις σχέσεις

𝐺 = 6.7
√︀

1 + 0.75𝛽 (3.38)

µε

𝐺 ≡ 𝐻𝑘 − 1

𝐻𝑘

1√︀
𝑐𝑓/2

, 𝛽 ≡ − 2

𝑐𝑓

𝛿*

𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

(3.39)

Η απόϰλιση του τυρβώδους οριαϰού στρώµατος ή απορρεύµατος από τον τόπο ισορ-
ροπίας (3.38) ϰαϑορίζεται από την εξίσωση υστέρησης (lag equation) (3.35) που «ενερ-
γοποιείται» σε ταχύτατα µεταβαλλόµενες ροές (ροές µε ισχυρές αντιτιϑέµενες βαϑµίδες
πίεσης (σχήµα 3-2), ροές σε χαλάρωση). Σε αργά µεταβαλλόµενες ροές, ο συντελεστής
𝑐𝜏 δεν αποϰλίνει από τον συντελεστή 𝑐𝜏𝐸𝑄 ϰαι οι σχέσεις συσχέτισης είναι αυτές της
ροής σε ισορροπία (equilibrium �ow).
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Σχήµα 3-2: Επίδραση βαϑµίδας πίεσης: σε ισχυρά ευνοϊϰή βαϑµίδα πίεσης (άνω) το ΤΟΣ
εϰτείνεται ϰαι µεταβαίνει σε στρωτό ενώ σε ισχυρά αντιτιϑέµενη βαϑµίδα πίεσης (ϰάτω)
το πάχος του αυξάνεται ϰαι εν τέλει αποϰολλάται (R.E. Falco).

3.6 Πρόβλεψη Σηµείου Μετάβασης Ροής

Στην ενότητα αυτή περιγράφεται η µέϑοδος 𝑒9 για τον προσδιορισµό του σηµείου µε-
τάβασης της ροής από στρωτή σε τυρβώδη. Η µέϑοδος αυτή, η οποία πρωτοεµφανίστηϰε
από τους Smith ϰαι Gamberoni [39] ϰαι τον Ingen [40], ϑεωρεί ότι η µετάβαση της ροής
από στρωτή σε τυρβώδη συµβαίνει όταν το πιο ασταϑές Tollmien-Schlichting ϰύµα στο
οριαϰό στρώµα αυξάνεται ϰατά ένα συντελεστή, που λαµβάνεται ίσος µε 𝑒9 ≃ 8100.
Για να υπολογιστεί ο συντελεστής ενίσχυσης (ampli�cation factor), ο ρυϑµός αύξησης
των διαταραχών πρέπει να συσχετιστεί µε τα µεγέϑη του οριαϰού στρώµατος. Με τη
χρήση της οιϰογένειας των προφίλ ταχυτήτων των Falkner-Skan, η εξίσωση των Orr-
Sommerfeld λύνεται ως προς το ρυϑµό αύξησης των διαταραχών για ένα σηµαντιϰό
εύρος τιµών του συντελεστή σχήµατος του οριαϰού στρώµατος ϰαι «ασταϑών» συχνο-
τήτων. Σύµφωνα µε τους Gleyzes et al. [41], ο χάρτης του ολοϰληρώµατος των ρυϑµών
ενίσχυσης προσεγγίζεται από ευϑείες γραµµές της µορφής

̃︀𝑛 =
d̃︀𝑛

d𝑅𝑒𝜃
(𝐻𝑘)

[︀
𝑅𝑒𝜃 −𝑅𝑒𝜃𝑜(𝐻𝑘)

]︀
(3.40)

όπου ̃︀𝑛 είναι ο λογάριϑµος του µέγιστου λόγου ενίσχυσης ϰαι 𝑅𝑒𝜃𝑜 ο ϰρίσιµος αριϑµός
Reynolds για το πάχος ορµής πάνω από τον οποίο οι διαταραχές στο οριαϰό στρώµα
αρχίζουν να αυξάνουν µε ρυϑµό d̃︀𝑛/d𝑅𝑒𝜃.
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Ο ρυϑµός ενίσχυσης d̃︀𝑛/d𝑅𝑒𝜃 ϰαι ο ϰρίσιµος αριϑµός Reynolds προσεγγίζονται από τις
αϰόλουϑες εµπειριϰές σχέσεις

d̃︀𝑛
d𝑅𝑒𝜃

= 0.01
{︀[︀

2.4𝐻𝑘 − 3.7 + 2.5 tanh(1.5𝐻𝑘 − 4.65)
]︀2

+ 0.25
}︀1/2 (3.41)

log10𝑅𝑒𝜃𝑜 =

(︂
1.415

𝐻𝑘 − 1
− 0.489

)︂
tanh

(︂
20

𝐻𝑘 − 1
− 12.9

)︂
+

3.295

𝐻𝑘 − 1
+ 0.44 (3.42)

Για όµοιες ροές (similar �ows), όπου η παράµετρος 𝐻𝑘 παραµένει σταϑερή ϰαι ο 𝑅𝑒𝜃
µεταβάλλεται συναρτήσει µόνο της µεταβλητής ϰατεύϑυνσης ροής 𝑠, ο λόγος ενίσχυσης
(amplitude ratio) ̃︀𝑛 υπολογίζεται άµεσα από τη σχέση (3.40) ως συνάρτηση του 𝑠. Η
µετάβαση ϑεωρείται ότι συµβαίνει στο σηµείο όπου ο λόγος ενίσχυσης είναι ̃︀𝑛 = 9. Για
ροές που δεν είναι όµοιες, ο λόγος ενίσχυσης υπολογίζεται από την ολοϰλήρωση του
ρυϑµού ενίσχυσης d̃︀𝑛/d𝑅𝑒𝜃 ϰατάντι του σηµείου που ξεϰινάει η αστάϑεια. Οι Gleyzes et
al. [41] ολοϰλήρωσαν τον ρυϑµό αυτό σύµφωνα µε τη σχέση

̃︀𝑛 =

∫︁ 𝑅𝑒𝜃

𝑅𝑒𝜃𝑜

d̃︀𝑛
d𝑅𝑒𝜃

d𝑅𝑒𝜃 (3.43)

΄Οµως, η σχέση (3.43) δεν είναι ϰατάλληλη για τον προσδιορισµό του σηµείου µετάβασης
στην περίπτωση εµφάνισης φυσαλίδας αποϰόλλησης ϰαϑώς ο 𝑅𝑒𝜃 ελάχιστα µεταβάλ-
λεται στο τµήµα της φυσαλίδας όπου η ροή είναι στρωτή. ΄Ετσι, η εξίσωση (3.43) υπονοεί
ότι η ενίσχυση ϑα είναι πολύ µιϰρή στο τµήµα της φυσαλίδας, ϰάτι το οποίο αποδει-
ϰνύεται λανϑασµένο. Μία πιο ρεαλιστιϰή προσέγγιση είναι να ολοϰληρωϑεί ο ρυϑµός
µεταβολής του ̃︀𝑛 ως προς την ϰατεύϑυνση της ροής 𝑠. Χρησιµοποιώντας βασιϰές ιδιότη-
τες της οιϰογένειας προφίλ ταχυτήτων Falkner-Skan προϰύπτει ότι η χωριϰή µεταβολή
του λόγου ενίσχυσης προσδιορίζεται από την σχέση

d̃︀𝑛
d𝑠

=
d̃︀𝑛

d𝑅𝑒𝜃

d𝑅𝑒𝜃
d𝑠

=
d̃︀𝑛

d𝑅𝑒𝜃

1

2

(︂
𝑠

𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

+ 1

)︂
𝜌𝑒𝑢𝑒𝜃

2

𝜇𝑒𝑠

1

𝜃
(3.44)

ϰαι χρησιµοποιώντας τις εµπειριϰές σχέσεις

𝜌𝑒𝑢𝑒𝜃
2

𝜇𝑒𝑠
≡ ℓ(𝐻𝑘) =

6.54𝐻𝑘 − 14.07

𝐻2
𝑘

(3.45)

𝑠

𝑢𝑒

d𝑢𝑒
d𝑠

≡ 𝑚(𝐻𝑘) =

(︂
0.058

(𝐻𝑘 − 4)2

𝐻𝑘 − 1
− 0.068

)︂
1

ℓ(𝐻𝑘)
(3.46)

ο ρυϑµός ενίσχυσης της διαταραχής ως προς την 𝑠 εϰφράζεται συναρτήσει των ποσο-
τήτων 𝐻𝑘 ϰαι 𝜃

d̃︀𝑛
d𝑠

(𝐻𝑘, 𝜃) =
d̃︀𝑛

d𝑅𝑒𝜃
(𝐻𝑘)

𝑚(𝐻𝑘) + 1

2
ℓ(𝐻𝑘)

1

𝜃
(3.47)
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΄Ετσι, λαµβάνεται η αϰόλουϑη άµεση σχέση για το ̃︀𝑛

̃︀𝑛 =

∫︁ 𝑠

𝑠𝑜

d̃︀𝑛
d𝑠

d𝑠 (3.48)

όπου 𝑠𝑜 το σηµείο για το οποίο ισχύει 𝑅𝑒𝜃 = 𝑅𝑒𝜃𝑜 .

Στην παρούσα διατύπωση δεν χρησιµοποιείται απευϑείας η εξίσωση (3.48) αλλά αντίϑε-
τα, η εξίσωση (3.47) διαϰριτοποιείται ϰαι λύνεται ως µέρος του ϰαϑολιϰού συστήµατος
Newton. ΄Ετσι, ο ρυϑµός ενίσχυσης ̃︀𝑛 αντιµετωπίζεται ϰαι αυτός ως µία άγνωστη µετα-
βλητή του οριαϰού στρώµατος. Η αντιµετώπιση αυτή είναι µεγάλης σηµασίας για την
ευστάϑεια ϰαι την ταχύτητα επίλυσης του συστήµατος δεδοµένου ότι η εξίσωση για τον
λόγο ενίσχυσης (3.47) είναι πολύ ισχυρά συζευγµένη µε τις εξισώσεις ορµής (3.18) ϰαι
συντελεστή σχήµατος ϰινητιϰής ενέργειας (3.21) σε µία φυσαλίδα αποϰόλλησης [16].

ONERA (Werlé)

Κύµατα T-S µη-γραµµιϰότητες τύρβη

V∞

Σχήµα 3-3: Γραµµιϰές ϰαι µη-γραµµιϰές αστάϑειες του στρωτού οριαϰού στρώµατος.
Πηγή: ONERA.
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Κεφάλαιο 4

Αριϑµητιϰό Σχήµα
Συνεϰτιϰής/µη-Συνεϰτιϰής
Αλληλεπίδρασης

Στο ϰεφάλαιο αυτό περιγράφεται το αριϑµητιϰό σχήµα της παρούσας µεϑόδου VII.
Αρχιϰά, περιγράφεται η διαϰριτοποίηση της γεωµετρίας. Στη συνέχεια οι εξισώσεις
για την ισοδύναµη µη-συνεϰτιϰή ροή (EIF) ϰαϑώς ϰαι αυτές του πλήρους µοντέλου
για το οριαϰό στρώµα διαϰριτοποιούνται ϰατάλληλα. Η µέϑοδος διαπνοής-τοιχώµατος
παρουσιάζεται στηναριϑµητιϰή της µορφή ϰαϑώς ϰαι η δοµή του ϰαϑολιϰούσυστήµατος
Newton µέσω του οποίου πραγµατοποιείται η πλήρως συζευγµένη λύση των εξισώσεων.
Οι αριϑµητιϰές µέϑοδοι που παρουσιάζονται είναι αυτές που έχουν υλοποιηϑεί στον
υπολογιστιϰό ϰώδιϰα Foil2W ϰαι επεϰτάϑηϰαν από τον γραφόντα για αεροτοµές δύο
σωµάτων στον ϰώδιϰα Foil2E.

4.1 ∆ιαϰριτοποίηση της Γεωµετρίας
Η µέϑοδος των ιδιοµορφιών έχοντας αρϰετές οµοιότητες µε τη µέϑοδο των συνορια-
ϰών στοιχείων (boundary element method) δεν απαιτεί χωριϰό πλέγµα αφού η λύση
των εξισώσεων µεταφέρϑηϰε αποϰλειστιϰά στα σύνορα του πεδίου λύσης µέσω του
Θεωρήµατος του Stokes. 1 ΄Ετσι, η αεροτοµή χωρίζεται σε 𝑁 το πλήϑος ευϑύγραµµα
τµήµατα (panels) µήϰους Δ𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 τα οποία ορίζουν 𝑁 + 1 σηµεία πάνω σε αυτή
(σχήµα 4-1), τους ϰόµβους 𝑥𝐼

𝑔(𝑥
𝐼
𝑔, 𝑦

𝐼
𝑔), 𝐼 = 1, 𝑁 + 1. Η αρίϑµηση των ϰόµβων ϰαι των

τµηµάτων ξεϰινάει από την ϰάτω πλευρά της αεροτοµής ϰαι την αϰµή εϰφυγής όπως
φαίνεται στο σχήµα 4-1. Πάνω σε ϰάϑε τµήµα Δ𝑆𝑖 της αεροτοµής ορίζεται το µέσο του
𝑥𝑖
𝑐𝑝(𝑥

𝑖
𝑐𝑝, 𝑦

𝑖
𝑐𝑝), 𝑖 = 1, 𝑁 το οποίο αποτελεί σηµείο ελέγχου (control ή collocation point) για

την ιϰανοποίηση των διαϰριτών εξισώσεων, ϰαι το ϰάϑετο ϰαι εφαπτοµενιϰό διάνυσµα
𝑛̂𝑖 ϰαι 𝜏 𝑖 αντίστοιχα. Σε ότι αφορά την διαϰριτοποίηση της αεροτοµής σηµειώνεται ότι
η διαϰριτοποίηση λαµβάνεται πιο πυϰνή στην αϰµή πρόσπτωσης ϰαι την αϰµή εϰφυγής,
στην µεν πρώτη διότι οι ϰλίσεις των ταχυτήτων εϰεί είναι µεγάλες, στη δε δεύτερη για

1Τέτοιες µέϑοδοι, για δεδοµένη τάξη αϰρίβειας, απαιτούν 1/100 λιγότερους αγνώστους συγϰριτιϰά µε
µία πλεγµατιϰή µέϑοδο τύπου RANS [2].
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σηµείο ελέγχου
ϰόµβος

i = 1 iw = 1
Iw = 1
I = 1

I = N + 1

i = 2 I = 2

i = N

iw = Nw

Iw = Nw + 1iw = 2Iw = 2

n̂i
τ̂ i

n̂iw
w

τ̂ iw
w

∆Si

SI
g

Si
cp

SIw
gw

Siw
cpw

αεροτοµή
απόρρευµα

N + 1 ϰόµβοι, N σηµεία ελέγχου

Nw + 1 ϰόµβοι, Nw σηµεία ελέγχου

Σχήµα 4-1: Ονοµατολογία διαϰριτοποιηµένης αεροτοµής. Τα τµήµαταΔ𝑆𝑖 (panels) είναι
στη πραγµατιϰότητα ευϑύγραµµα. Για αιχµηρές αϰµές εϰφυγής (sharp trailing edge), ο
πρώτος ϰαι ο τελευταίος ϰόµβος ταυτίζονται.

την ϰαλύτερη προσέγγιση των ταχυτήτων εϰφυγής ϰαι εποµένως των µεγεϑών στο α-
πόρρευµα. Επίσης, σε περιπτώσεις σηµαντιϰών φυσαλίδων στρωτής αποϰόλλησης για
τη σύγϰλιση ϰαι την ϰαλύτερη αποτύπωση των ολοϰληρωτιϰών µεγεϑών της φυσαλίδας
επιβάλλεται η πύϰνωση στο σηµείο αυτό.

Πάνω στο «φύλλο» του απορρεύµατος (wake sheet) λαµβάνονται𝑁𝑤 το πλήϑος τµήµα-
τα (σχήµα 4-1), µήϰους Δ𝑆𝑖𝑤

𝑤 , 𝑖𝑤 = 1, 𝑁𝑤. Τα τµήµατα αυτά ορίζουν τους ϰόµβους
του πλέγµατος του απορρεύµατος 𝑥𝐼𝑤

𝑔𝑤, 𝐼𝑤 = 1, 𝑁𝑤 + 1. Η αρίϑµηση των ϰόµβων ξεϰι-
νάει από το σηµείο εϰφυγής του φύλλου. Επίσης, για ϰάϑε τµήµα ορίζουµε το µέσο του
𝑥𝑖𝑤
𝑐𝑝𝑤(𝑥

𝑖𝑤
𝑐𝑝𝑤, 𝑦

𝑖𝑤
𝑐𝑝𝑤), 𝑖𝑤 = 1, 𝑁 (σηµείο ελέγχου) ϰαι το ϰάϑετο ϰαι εφαπτοµενιϰό διάνυσµα

𝑛̂𝑖𝑤
𝑤 ϰαι 𝜏 𝑖𝑤

𝑤 αντίστοιχα. Πιο πυϰνή διαϰριτοποίηση (λογαριϑµηϰής ϰατανοµής) λαµ-
βάνεται στο τµήµα του απορρεύµατος που βρίσϰεται ϰοντά στο σηµείο εϰφυγής, ϰαϑώς
σε αυτήν την περιοχή η ϰλίση των διαφόρων µεγεϑών είναι σηµαντιϰότερη.

Επιπλέον, πάνωστηναεροτοµήϰαι τοφύλλο τουαπορρεύµατος ορίζεται µίαπαράµετρος
µήϰους τόξου 𝑆, όπως φαίνεται στο σχήµα 4-1. Η τιµή αυτής της παραµέτρου για τον
εϰάστοτε ϰόµβο της αεροτοµής δίνεται από τη σχέση

𝑆𝐼
𝑔 =

𝐼−1∑︁

𝑚=1

Δ𝑆𝑚 =
𝐼−1∑︁

𝑚=1

√︁
(𝑦𝑚+1

𝑔 − 𝑦𝑚𝑔 )
2 + (𝑥𝑚+1

𝑔 − 𝑥𝑚𝑔 )
2, 𝐼 = 1, 𝑁 + 1 (4.1)

ενώ για τα σηµεία ελέγχου

𝑆𝑖
𝑐𝑝 =

𝑖−1∑︁

𝑚=1

Δ𝑆𝑚 +
Δ𝑆𝑖

2
=

𝑖−1∑︁

𝑚=1

√︁
(𝑦𝑚+1

𝑔 − 𝑦𝑚𝑔 )
2 + (𝑥𝑚+1

𝑔 − 𝑥𝑚𝑔 )
2+

+
√︁

(𝑦𝑖𝑐𝑝 − 𝑦𝑖𝑔)
2 + (𝑥𝑖𝑐𝑝 − 𝑥𝑖𝑔)

2, 𝑖 = 1, 𝑁 (4.2)

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζεται η παράµετρος µήϰους για τους ϰόµβους 𝑆𝐼𝑤
𝑔𝑤, 𝐼𝑤 =

1, 𝑁𝑤 + 1 ϰαι τα σηµεία ελέγχου 𝑆𝑖𝑤
𝑐𝑝𝑤, 𝑖𝑤 = 1, 𝑁𝑤 στο απόρρευµα.
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4.2 ∆ιαϰριτές Εξισώσεις Καϑαρά µη-Συνεϰτιϰής Ροής

Για την διαϰριτοποίηση της εξίσωσης της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής (εξίσωση (2.30) ή
(2.32) ) λαµβάνεται σταϑερή διανοµή πηγών 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 για ϰάϑε πάνελ της αεροτοµής
ϰαι µία τιµή στροβιλότητας 𝛾 σταϑερή για ϰάϑε πάνελ της αεροτοµής έτσι ώστε η
ϰυϰλοφορία να δίνεται από τη σχέση

Γ = 𝛾𝑆𝑁+1
𝑔 «ένα φύλλο στροβιλότητας» (4.3)

Στο απόρρευµα, για την ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰή ροή, δεν υπάρχουν βαϑµοί ελευϑερίας
(ιδιοµορφίες) ϰαϑώς µελετάται η µόνιµη ροή (steady �ow) ϰαι δεν υπάρχει αποβολή
στροβιλότητας (vortex shedding).

΄Ετσι, η εξίσωση (2.32) για δύο σώµατα, όπως υλοποιήϑηϰε στον υπολογιστιϰό ϰώδιϰα ,
γράφεται στη διαϰριτή της µορφή ως

𝑁1∑︁

𝑗=1

𝜎𝑗𝐴
𝜎
𝑖𝑗 + 𝛾1𝐴

𝛾1
𝑖

⏟  ⏞  
∆ιαταραχή από Σώµα 1

+

𝑁1+𝑁2∑︁

𝑗=𝑁1+1

𝜎𝑗𝐴
𝜎
𝑖𝑗 + 𝛾2𝐴

𝛾2
𝑖

⏟  ⏞  
∆ιαταραχή από Σώµα 2

= −𝑉∞ · 𝑛̂𝑖 µε 𝑖 = 1, 𝑁1 +𝑁2

(4.4)

όπου 𝑁1 ϰαι 𝑁2 το πλήϑος των πάνελς για τα σώµατα 1 ϰαι 2 αντίστοιχα, 𝐴𝜎
𝑖𝑗 οι συ-

ντελεστές επιρροής (in�uence coe�cients) για τις πηγές ϰαι 𝐴𝛾1
𝑖 , 𝐴𝛾2

𝑖 για τα φύλλα
στροβιλότητας του σώµατος 1 ϰαι 2 αντίστοιχα. Οι συντελεστές επιρροής είναι ϰα-
ϑαρά γεωµετριϰές ποσότητες που προέρχονται από την ολοϰλήρωση της συνάρτησης
πυρήνα 𝒦 ϰατά τον υπολογισµό των ολοϰληρωµάτων της σχέσης (2.32). Ουσιαστιϰά,
στην συγϰεϰριµένη εξίσωση, εϰφράζουν την ϰάϑετη συνιστώσα ταχύτητας που επάγει
µία µοναδιαία πηγή ή στρόβιλος 𝑗 στο πάνελ 𝑖.

Καϑώς το διάνυσµα ταχύτητας ελεύϑερης ροής 𝑉∞ είναι δεδοµένο ϰατά την ανάλυση
όπως ϰαι η γεωµετρία του προβλήµατος (δηλαδή οι συντελεστές επιρροής), οι άγνωστοι
είναι οι𝑁1+𝑁2 πηγές ϰαι τα φύλλα στροβιλότητας 𝛾1 ϰαι 𝛾2, δηλαδή σύνολο𝑁1+𝑁2+2
βαϑµοί ελευϑερίας. ΄Οµως, οι διαϰριτές εξισώσεις (4.4) είναι 𝑁1 + 𝑁2 το πλήϑος. Το
γεγονός ότι οι βαϑµοί ελευϑερίας είναι ένας παραπάνω για ϰάϑε αεροτοµή δεν είναι
τυχαίο ϰαι οφείλεται στο ότι το πρόβληµα πρέπει να συµπληρωϑεί από την συνϑήϰη
Kutta για ϰάϑε αεροτοµή εφόσον η ροή στην αϰµή εϰφυγής πρόϰειται να µοντελοποιηϑεί
σωστά.

4.2.1 Η συνϑήϰη Kutta

Η συνϑήϰη Kutta, από τον γερµανό µαϑηµατιϰό ϰαι αεροδυναµιστή Martin Wilhelm
Kutta, είναι αναγϰαία σε ένα πρόβληµα ροϊϰού δυναµιϰού διότι συµπληρώνει τη φυσιϰή
σηµασία των δυνάµεων συνεϰτιϰότητας στην αϰµή εϰφυγής για να δώσει µία αποδεϰτή
λύση µη-συνεϰτιϰής ροής. Συγϰεϰριµένα, στην παρούσα υλοποίηση η συνϑήϰη Kutta
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επιβάλλεται µε άµεσο τρόπο, δηλαδή εµπεριέχεται µία αϰόµα εξίσωση για ϰάϑε αεροτοµή
που επιβάλλει ότι η εφαπτοµενιϰή ταχύτητα στο πρώτο ϰαι τελευταίο πάνελ ϰάϑε
αεροτοµής είναι ίση. Οι δύο επιπλέον εξισώσεις που συµπληρώνουν το αριϑµητιϰό
πρόβληµα γράφονται

Συνϑήϰη Kutta, Σώµα 1
𝑁1∑︁

𝑗=1

𝜎𝑗(𝐵
𝜎
1𝑗 +𝐵𝜎

𝑁1𝑗
) + 𝛾1(𝐵

𝛾1
1 +𝐵𝛾1

𝑁1
) +

+

𝑁1+𝑁2∑︁

𝑗=𝑁1+1

𝜎𝑗(𝐵
𝜎
1𝑗 +𝐵𝜎

𝑁1𝑗
) + 𝛾2(𝐵

𝛾2
1 +𝐵𝛾2

𝑁1
) = −𝑉∞ · (𝜏1 + 𝜏𝑁1) (4.5)

Συνϑήϰη Kutta, Σώµα 2
𝑁1∑︁

𝑗=1

𝜎𝑗(𝐵
𝜎
𝑁1+1𝑗 +𝐵𝜎

𝑁1+𝑁2𝑗
) + 𝛾1(𝐵

𝛾1
𝑁1+1 +𝐵𝛾1

𝑁1+𝑁2
) +

+

𝑁1+𝑁2∑︁

𝑗=𝑁1+1

𝜎𝑗(𝐵
𝜎
𝑁1+1𝑗 +𝐵𝜎

𝑁1+𝑁2𝑗
) + 𝛾2(𝐵

𝛾1
𝑁1+1 +𝐵𝛾1

𝑁1+𝑁2
) = −𝑉∞ · (𝜏𝑁1+1 + 𝜏𝑁1+𝑁2)

(4.6)

όπου αυτή τη φορά, συντελεστές επιρροής 𝐵𝜎
𝑖𝑗 για τις πηγές ϰαι 𝐵𝛾1

𝑖 , 𝐵𝛾2
𝑖 για τα φύλλα

στροβιλότητας του σώµατος 1 ϰαι 2 αντίστοιχα, εϰφράζουν την εφαπτοµενιϰή συνι-
στώσα ταχύτητας που επάγει µία µοναδιαία πηγή ή στρόβιλος 𝑗 στο πάνελ 𝑖.

4.2.2 Μητρωιϰή Μορφή Συστήµατος ϰαι Λύση

Οι εξισώσεις (4.4) µαζί µε τις συνϑήϰες Kutta για το ϰάϑε σώµα (4.5,4.6) συνιστούν ένα
αλγεβριϰό σύστηµα γραµµιϰών εξισώσεων που αποτυπώνεται σε µητρωιϰή µορφή στο
σχήµα 4-2. Συνοπτιϰά, το σύστηµα αυτό γράφεται

[︀
𝐴𝑖𝑛𝑣

]︀ {︀
𝑥𝑖𝑛𝑣

}︀
=

{︀
𝑏𝑖𝑛𝑣

}︀
(4.7)

ϰαι λύνεται υπολογιστιϰά µε τη µέϑοδο της LU αποσύνϑεσης (LU Decomposition) ϰαι
της πίσω αντιϰατάστασης (backward substitution) για τον υπολογισµό των βαϑµών
ελευϑερίας 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁1 +𝑁2 ϰαι 𝛾1, 𝛾2.

4.3 ∆ιαϰριτές Εξισώσεις Οριαϰού Στρώµατος

Οι διαφοριϰές εξισώσεις του οριαϰούστρώµατος διαϰριτοποιούνται µε τη χρήσηπεπερα-
σµένων διαφορών ϰαι επιλύονται στην επιφάνεια της αεροτοµής ϰαι του απορρεύµατος.
Η επίλυση τους ξεϰινά από το σηµείο αναϰοπής (stagnation point) ϰαι οδεύει ξεχωριστά,
ϰατά µήϰος της πάνω ϰαι της ϰάτω πλευράς της αεροτοµής ϰαι στη συνέχεια του απορ-
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σ1

σi

γ1

Kutta 2
Kutta 1

Aσ
ij Aγ2

iAσ
ijAγ1

i Aσ
ij

N1 + 1 N1 +N2 + 2

(N1 +N2 + 2)× (N1 +N2 + 2)

σN1

σN1+1

σi

γ2

σN1+N2

(N1 +N2 + 2)× 1 (N1 +N2 + 2)× 1

−V∞ · n̂i

−V∞ · (τ̂1 + τ̂N1)

−V∞ · (τ̂N1+1 + τ̂N1+N2)

Σχήµα 4-2: Μητρωιϰή αναπαράσταση συστήµατος εξισώσεων για τη ϰαϑαρά µη-
συνεϰτιϰή ροή όπως υλοποιήϑηϰε στον ϰώδιϰα Foil2E.

ρεύµατος, όπως φαίνεται στο σχήµα . Οι βασιϰοί άγνωστοι είναι το πάχος µετάϑεσης
𝛿* (το οποίο όµως στη συνέχεια αντιϰαϑίσταται από το έλλειµα µάζας 𝑚 ≡ 𝑢𝑒𝛿

* για
υπολογιστιϰούς λόγους) ϰαι το πάχος ορµής 𝜃. Επιπλέον άγνωστοι είναι ο συντελεστής
ενίσχυσης ̃︀𝑛 για την περιοχή της στρωτής ροής ϰαι ο συντελεστής µέγιστης διατµητιϰής
τάσης 𝑐𝜏 για την περιοχή της τυρβώδους ροής. Οι τρείς παραπάνω άγνωστοι υπολο-
γίζονται στα σηµεία ελέγχου της αεροτοµής ϰαι του απορρεύµατος. Τα υπόλοιπα µεγέϑη
που εµφανίζονται στις εξισώσεις εϰφράζονται συναρτήσει των ϑεµελιοδών µεταβλητών
𝛿* ϰαι 𝜃 µέσω των σχέσεων συσχέτισης (3.22) ενώ η ταχύτητα υπολογίζεται µέσω του
µοντέλου της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής (EIF).

4.3.1 Εξίσωση Συνέχειας - ΄Ελλειµα Μάζας

Το µοντέλο συνεϰτιϰής µετατόπισης που προϰύπτει από την εξίσωση συνέχειας περι-
γράφηϰε στην ενότητα 2.5 ϰαι βασίζεται στην αναπαράσταση του ελλείµατος µάζας
𝑚 µέσω της ϰάϑετης στο τοίχωµα ταχύτητας (𝑣𝑒)𝑤. Η ταχύτητα (𝑣𝑒)𝑤 ή αλλιώς η ισο-
δύναµη ϰατανοµή πηγών 𝜎* υπολογίζεται στους ϰόµβους της αεροτοµής ϰαι η εξίσωση
ελλείµατος µάζας (2.41) σε µορφή διαφορών γράφεται

d𝑚 =

∫︁
𝜎* d𝑠⇒ 𝑚𝑖 −𝑚𝑖−1 =

𝜎*
𝑖−1 + 𝜎*

𝐼

2

Δ𝑆𝑖−1

2
+
𝜎*
𝐼 + 𝜎*

𝑖

2

Δ𝑆𝑖

2
(4.8)
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Θεωρώντας γραµµιϰή µεταβολή της 𝜎*(𝑠) πάνω στα τµήµατα, έτσι ώστε

𝜎*
𝑖−1 =

𝜎*
𝐼−1 + 𝜎*

𝐼

2
, 𝜎*

𝑖 =
𝜎*
𝐼 + 𝜎*

𝐼+1

2
(4.9)

ϰαι αντιϰαϑιστώντας την σχέση (4.9) στην (4.8), λαµβάνεται η διαϰριτή εξίσωση

𝑚𝑖 −𝑚𝑖−1 =
𝜎*
𝐼−1

4

Δ𝑆𝑖−1

2
+

3𝜎*
𝐼

4

Δ𝑆𝑖−1 +Δ𝑆𝑖

2
+
𝜎*
𝐼+1

2

Δ𝑆𝑖

2
𝐼 = 2, 𝑁 (4.10)

όπου 𝑁 το πλήϑος των τµηµάτων (panels) ϰαι 𝑁 + 1 των ϰόµβων της αεροτοµής.

Η σχέση (4.10) εφαρµόζεται για όλους τους εσωτεριϰούς ϰόµβους της αεροτοµής (𝐼 =
2, 𝑁 ). ∆εν είναι όµως δυνατό να εφαρµοστεί στους αϰραίους ϰόµβους της αϰµής εϰφυγής.
΄Ετσι, ϑεωρείται ότι η συνάρτηση𝑚 παρουσιάζει γραµµιϰή µεταβολή στο σηµείο εϰείνο,
της µορφής

𝑚(𝑠) = 𝑚𝑁 +
𝑚𝑁 −𝑚𝑁−1

𝑆𝑐𝑝
𝑁 − 𝑆𝑐𝑝

𝑁−1

(𝑠− 𝑆𝑁) άνω πλευρά

𝑚(𝑠) = 𝑚1 +
𝑚1 −𝑚2

𝑆𝑐𝑝
1 − 𝑆𝑐𝑝

2

(𝑠− 𝑆1) ϰάτω πλευρά (4.11)

ϰαι από παραγώγιση των σχέσεων (4.11) λαµβάνονται οι σχέσεις

𝜎*
𝑁+1 =

𝑚𝑁 −𝑚𝑁−1

𝑆𝑐𝑝
𝑁 − 𝑆𝑐𝑝

𝑁−1

=
2(𝑚𝑁 −𝑚𝑁−1)

Δ𝑆𝑁 +Δ𝑆𝑁−1

(4.12)

𝜎*
1 =

𝑚1 −𝑚2

𝑆𝑐𝑝
1 − 𝑆𝑐𝑝

2

= −2(𝑚1 −𝑚2)

Δ𝑆1 +Δ𝑆2

(4.13)

Οι (4.10), (4.12), (4.13) αποτελούν𝑁 +1 εξισώσεις για τις𝑁 +1 άγνωστες πηγές 𝜎* που
βρίσϰονται στους 𝑁 + 1 ϰόµβους της αεροτοµής, συναρτήσει του ελλείµατος µάζας 𝑚
υπολογισµένο στο σηµείο ελέγχου (µέσο) ϰάϑε τµήµατος (panel).

Η παραπάνω διαδιϰασία για την διαϰριτοποίηση της εξίσωσης συνέχειας για το έλλειµα
µάζας εφαρµόζεται όπως παρουσιάστηϰε ϰαι για το άλµα ταχύτητας στο απόρρευµα
(wake sheet velocity jump) όπου η σχέση (4.10) εφαρµόζεται για τους εσωτεριϰούς ϰόµ-
βους ϰαι οι (4.12),(4.13) για τους αϰραίους. ΄Ετσι, οι εξισώσεις αυτές σε µητρωιϰή µορφή
γράφονται

⎡
⎣𝐷

𝑚 0

0 𝐷𝑚
𝑤

⎤
⎦

⏟  ⏞  
[𝐷𝑚]

⎧
⎨
⎩

𝑚𝑖

(𝑚𝑢 +𝑚𝑙)𝑖𝑤𝑤

⎫
⎬
⎭

⏟  ⏞  
𝑚

=

⎡
⎣𝐷

𝜎*
0

0 𝐷𝜎*
𝑤

⎤
⎦

⏟  ⏞  
[𝐷𝜎*

]

⎧
⎨
⎩
𝜎*
𝐼

𝜎*
𝐼𝑤

⎫
⎬
⎭

⏟  ⏞  
𝜎*

(4.14)

όπου 𝑖 = 1, 𝑁 , 𝐼 = 1, 𝑁 + 1, 𝑖𝑤 = 1, 𝑁𝑤, 𝐼𝑤 = 1, 𝑁 + 1 ϰαι 𝑚𝑢, 𝑚𝑙 το έλλειµα µάζας
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στην άνω ϰαι ϰάτω πλευρά του φύλλου του απορρεύµατος αντίστοιχα.

΄Ετσι, η ισοδύναµη ϰατανοµή πηγών διαπνοής τοιχώµατος 𝜎*
𝐼 στους ϰόµβους δίνεται

συναρτήσει του ελλείµατος µάζας 𝑚𝑖 στο σηµείο ελέγχου του τµήµατος Δ𝑆𝑖 µέσω της
σχέσης

𝜎* = [𝐷𝜎*
]−1[𝐷𝑚] ·𝑚 = [𝐷*] ·𝑚 (4.15)

Το µητρώο [𝐷*] εξαρτάται αποϰλειστιϰά από τα γεωµετριϰά χαραϰτηριστιϰά της αερο-
τοµής ϰαι του απορρεύµατος ϰαϑώς ϰαι τον τρόπο διαϰριτοποίησης.

∆Si−1
∆Si

σ∗I−1

σ∗I
σ∗I+1

mi−1

mi

σηµείο ελέγχου
ϰόµβος

Σχήµα 4-3: ∆ιαϰριτοποίηση εξισώσεων ταχύτητας διαπνοής τοιχώµατος (εσωτεριϰά
σηµεία αεροτοµής ϰαι απορρεύµατος).

4.3.2 Εξισώσεις Ορµής ϰαι Κινητιϰής Ενέργειας
Οι εξισώσεις ορµής ϰαι ϰινητιϰής ενέργειας διαϰριτοποιούνται χρησιµοποιώντας ϰεντρι-
ϰές διαφορές στο χώρο. ΄Οπως αναφέρϑηϰε, η επίλυση των εξισώσεων αυτών ξεϰινάει
από το σηµείο αναϰοπής ϰαι οδεύει χωριστά στην άνω ϰαι ϰάτω πλευρά της αεροτοµής
ϰαι µετέπειτα στο απόρρευµα. Για το λόγο αυτό, ορίζεται η παράµετρος µήϰους τόξου
𝑠 που έχει την αρχή της στο σηµείο αναϰοπής ϰαι ορίζεται όπως φαίνεται στο σχήµα.
Επίσης, ορίζεται διαφορετιϰή αρίϑµηση των σηµείων ελέγχου, για τις δύο πλευρές της
αεροτοµής, η οποία ξεϰινά από το πλησιέστερο, στο σηµείο αναϰοπής, σηµείο ελέγχου
της ϰάϑε πλευράς ϰαι ϰαταλήγει στο απόρρευµα όπως φαίνεται στο σχήµα. ΄Ετσι, αν η
αεροτοµή αποτελείται από 𝑁 σηµεία ελέγχου, τώρα διαχωρίζεται σε 𝑁𝑢 ϰαι 𝑁𝑙 σηµεία
ελέγχου για την άνω ϰαι ϰάτω πλευρά αντίστοιχα, ώστε𝑁𝑢 +𝑁𝑙 = 𝑁 . Καϑώς το απόρ-
ρευµα µοντελοποίειται µε δύο φύλλα πηγών (source sheets), τα οποία ταυτίζονται όµως
ως γεωµετρίες, ο συνολιϰός αριϑµός σηµείων ελέγχου είναι 𝑁𝑢 + 𝑁𝑤 ϰαι 𝑁𝑙 + 𝑁𝑤 για
την άνω ϰαι ϰάτω πλευρά αντίστοιχα.
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διάνυσµα αγνώστων σε σηµείο ελέγχου

σηµείο αναϰοπής

s

s

σηµείο µετάβασης

σηµείο µετάβασης

1

2

1 2

Ntr,u
Ntr,l

iu iu + 1

il il + 1

Nu

Nl

Nu +Nw

Nl +Nw

xib = {m, θ, ñ}ib
xib = {m, θ,√cτ}ib

στρωτή ροή
τυρβώδης ροή

Σχήµα 4-4: Ονοµατολογία για την διαϰριτοποίηση των εξισώσεων οριαϰού στρώµατος.

Με βάση τα παραπάνω, ϰαι ορίζοντας τις ποσότητες µε δείϰτη 𝑎 την µέση τιµή µεταξύ
δύο σηµείων ελέγχου, για παράδειγµα

𝜃𝑎 =
1

2
(𝜃𝑖𝑏 + 𝜃𝑖𝑏+1) (4.16)

η εξίσωση ορµής (3.18) σε διαϰριτή µορφή γράφεται

ln
(︁𝜃𝑖𝑏+1

𝜃𝑖𝑏

)︁
+
[︀
𝐻𝑎 + 2−𝑀2

𝑒 𝑎

]︀
ln
(︁𝑢𝑒𝑖𝑏+1

𝑢𝑒𝑖𝑏

)︁
−
(︁𝑠𝑎
𝜃𝑎

𝑐𝑓
2

)︁
ln
(︁𝑠𝑖𝑏+1

𝑠𝑖𝑏

)︁
= 0 (4.17)

όπου 𝑖 = 1, 𝑁𝑏 + 𝑁𝑤 − 1, 𝑏 = 𝑢, 𝑙 ϰαι 𝑐𝑓 = 𝑐𝑓 (𝐻𝑘𝑎, 𝑅𝑒𝜃𝑎,𝑀𝑒𝑎) όπως δίνεται από την
σχέση (3.26) αν η ροή είναι στρωτή ϰαι από την (3.29) αν η ροή είναι τυρβώδης. Οµοίως,
η εξίσωση ϰινητιϰής ενέργειας (3.21) σε διαϰριτή µορφή γράφεται

ln
(︁𝐻*

𝑖𝑏+1

𝐻*
𝑖𝑏

)︁
+
𝑠𝑎
𝜃𝑎

(︁𝑐𝑓
2

− 2𝑐𝒟
𝐻*

)︁
ln
(︁𝑠𝑖𝑏+1

𝑠𝑖𝑏

)︁
+
(︁2𝐻**

𝐻*
𝑎

+ 1−𝐻𝑎

)︁
ln
(︁𝑢𝑒𝑖𝑏+1

𝑢𝑒𝑖𝑏

)︁
= 0 (4.18)

όπου

𝑐𝑓 = 𝑐𝑓 (𝐻𝑘𝑎, 𝑅𝑒𝜃𝑎,𝑀𝑒𝑎) όπως δίνεται από την (3.26) ή (3.29)

2𝑐𝒟
𝐻* =

2𝑐𝒟
𝐻* (𝐻𝑘𝑎, 𝑅𝑒𝜃𝑎,𝑀𝑒𝑎) όπως δίνεται από την (3.27) ή (3.33)

𝐻** = 𝐻**(𝐻𝑘𝑎,𝑀𝑒𝑎) όπως δίνεται από την (3.28)

ϰαι 𝑖 = 1, 𝑁𝑏 +𝑁𝑤 − 1, 𝑏 = 𝑢, 𝑙.

Η ταχύτητα στο όριο του οριαϰού στρώµατος 𝑢𝑒 είναι ϰαι αυτή άγνωστη, όµως προσ-
διορίζεται από τις εξισώσεις για την ισοδύναµη µη-συνεϰτιϰή ροή (EIF) ϰαι εποµένως
δεν αποτελεί επιπλέον άγνωστο για την διατύπωση του ΟΣ. Για τους όρους παραγώγων
στις παραπάνω εξισώσεις, χρησιµοποιούνται λογαριϑµηϰές διαφορές για την εξάλειψη
σφαλµάτων διαϰριτοποίησης για µεγάλες τιµές του Δ𝑠

𝑠
που συµβαίνουν ϰοντά στην αϰµή

πρόσπτωσης. Σηµειώνεται επίσης ότι για λόγους αριϑµητιϰής ευστάϑειας, στην περιοχή
της στρωτής ροής, αντί για ϰεντριϰές διαφορές στον χώρο λαµβάνονται πίσω διαφορές.
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΄Ετσι, για όλα τα µεγέϑη που εµφανίζονται στις διαϰριτές εξισώσεις (4.17) ϰαι (4.18) µε
δείϰτη 𝑎, λαµβάνονται οι τιµές τους στο σηµείο ελέγχου 𝑖𝑏.

Για την επίλυση των δύο παραπάνω εξισώσεων απαιτούνται συνοριαϰές συνϑήϰες για
τα άγνωστα µεγέϑη 𝛿* ϰαι 𝜃, συγϰεϰριµένα

(αʹ) στο σηµείο αναϰοπής, στην αϰµή πρόσπτωσης της αεροτοµής

(βʹ) στην αϰµή εϰφυγής, στην άνω ϰαι ϰάτω πλευρά της αεροτοµής

Η συνοριαϰή συνϑήϰη (α΄) απαιτείται για την επίλυση των εξισώσεων πάνω στο σύνορο
της αεροτοµής ενώ η (β΄) για την επίλυση των εξισώσεων στο απόρρευµα. Σε ότι αφορά
τη συνοριαϰή συνϑήϰη για τα 𝛿* ϰαι 𝜃 στο σηµείο αναϰοπής, δεδοµένου ότι στο σηµείο
αυτό η παράµετρος µήϰους ϰαι η ταχύτητα µηδενίζονται, οι εξισώσεις (4.17) ϰαι (4.18)
απειρίζονται. ΄Ετσι, στο πρώτο διάστηµα της ϰάϑε πλευράς, το οποίο λαµβάνεται µεταξύ
του σηµείου αναϰοπής ϰαι του σηµείου ελέγχου (σχήµα 4-5) ορίζεται ψευδοσηµείο µε
παράµετρο µήϰους 𝑠0 τέτοιο ώστε

ln
(︁𝑠1
𝑠0

)︁
= 1 (4.19)

Στο διάστηµα µεταξύ του ψευδοσηµείου ϰαι του πρώτου σηµείου ελέγχου ϑεωρείται ότι
η ταχύτητα µεταβάλλεται γραµµιϰά, έτσι

𝑢𝑒1
𝑢𝑒0

=
𝑠1
𝑠0

⇒ ln
(︁𝑢𝑒1
𝑢𝑒0

)︁
= 1 (4.20)

ενώ τα µεγέϑη του οριαϰού στρώµατος παραµένουν αµετάβλητα

𝛿*0 = 𝛿*1, 𝜃0 = 𝜃1 (4.21)

Σε ότι αφορά τις συνοριαϰές συνϑήϰες (β΄), στην αϰµή εϰφυγής τα µεγέϑη του ΟΣ
παίρνουν τις τιµές των ανάντι ϰοντινότερων σηµείων ελέγχου πάνω στην αεροτοµή
(σχήµα 4-5).

s0

s1

ue0

ue1

σηµείο αναϰοπής

αϰµή προσφυγής

αϰµή εϰφυγής

δ0
∗ = δ1

∗

θ0 = θ1

Nu

Nl

δ∗TE,u = δ∗N,u

θTE,u = θN,u

uTE,u = uN,u

δ∗TE,l = δ∗N,l

θTE,l = θN,l

uTE,l = uN,l

διπλό σηµείο

Σχήµα 4-5: Συνοριαϰές συνϑήϰες οριαϰού στρώµατος σε αϰµή προσφυγής ϰαι εϰφυγής.
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4.3.3 Εξισώσεις Προσδιορισµού Σηµείου Μετάβασης ϰαι Υστέρη-
σης ∆ιατµητιϰών Τάσεων

Για την πρόβλεψη του σηµείου µετάβασης της ροής από στρωτή σε τυρβώδη λύνεται η
εξίσωση (3.47) για τον λόγο ενίσχυσης ̃︀𝑛. Η εξίσωση αυτή, όπως ϰαι η εξίσωση ορµής
ϰαι ϰινητιϰής ενέργειας στη στρωτή ροή, διαϰριτοποιείται µε τη χρήση προς τα πίσω
διαφορών ϰαι έτσι γράφεται

̃︀𝑛𝑖𝑏+1 − ̃︀𝑛𝑖𝑏

𝑠𝑖𝑏+1 − 𝑠𝑖𝑏
=

d̃︀𝑛
d𝑅𝑒𝜃

(𝐻𝑘𝑖𝑏)
𝑚(𝐻𝑘𝑖𝑏) + 1

2
ℓ(𝐻𝑘𝑖𝑏)

1

𝜃𝑖𝑏
(4.22)

για 𝑖 = 1, 𝑁𝑡𝑟,𝑏−1, 𝑏 = 𝑢, 𝑙 όπου𝑁𝑡𝑟,𝑏 το σηµείο ελέγχου, ανάντι του σηµείου µετάβασης.

Η επίλυση της (4.22) ξεϰινάει από την ϑέση στην οποία ιϰανοποιείται η συνϑήϰη
𝑅𝑒𝜃 ≥ 𝑅𝑒𝜃0, ενώ ως συνοριαϰή συνϑήϰη για την τιµή του λόγου ενίσχυσης λαµβάνεται
η τιµή ̃︀𝑛 = 0. Η εξίσωση (4.22) λύνεται µέχρι το σηµείο ελέγχου που ϑα βρεϑεί ̃︀𝑛 > 𝑁𝑐𝑟𝑖𝑡

όπου συνήϑως𝑁𝑐𝑟𝑖𝑡 = 9. Κατάντι της ϑέσης αυτής η ροή γίνεται τυρβώδης, οπότε πλέον
αντί της (3.47) λύνεται η εξίσωση (3.35) για την υστέρηση του συντελεστή διατµητιϰών
τάσεων 𝑐𝜏 .

Η εξίσωση (3.35) µε βάση τα όσα αναφέρϑηϰαν ήδη για την διαϰριτοποίηση γράφεται
σε διαϰριτή µορφή ως εξής

2𝛿𝑎 ln
(︁√𝑐𝜏 𝑖𝑏+1√

𝑐𝜏 𝑖𝑏

)︁
= 5.6(

√
𝑐𝜏𝐸𝑄𝑎

−√
𝑐𝜏 𝑎)(𝑠𝑖𝑏+1 − 𝑠𝑖𝑏)+

+2𝛿𝑎

{︂
4

3𝛿*𝑎

[︁𝑐𝑓
2

−
(︁𝐻𝑘𝑎 − 1

6.7𝐻𝑘𝑎

)︁2
]︂
(𝑠𝑖𝑏+1 − 𝑠𝑖𝑏)− ln

(︁𝑢𝑒𝑖𝑏+1

𝑢𝑒𝑖𝑏

)︁}︂
(4.23)

όπου

𝑐𝑓 = 𝑐𝑓 (𝐻𝑘𝑎, 𝑅𝑒𝜃𝑎,𝑀𝑒𝑎) όπως δίνεται από την (3.29)

𝑐𝜏𝐸𝑄𝑎 = 𝑐𝜏𝐸𝑄𝑎(𝐻
**, 𝐻𝑘𝑎) όπως δίνεται από την (3.37)

𝐻** = 𝐻**(𝐻𝑘𝑎,𝑀𝑒𝑎) όπως δίνεται από την (3.28)

για 𝑖 = 𝑁𝑡𝑟,𝑏, 𝑁𝑏 − 1, 𝑏 = 𝑢, 𝑙.

Ειδιϰή µεταχείρηση απαιτείται στον υπολογισµό, για το διάστηµα εϰείνο στο οποίο
εµφανίζεται το σηµείο µετάβασης. Το διάστηµα αυτό χωρίζεται σε δύο τµήµατα, το
µήϰος των οποίων ϰαϑορίζεται από τη ϑέση του σηµείου µετάβασης, εϰεί δηλαδή όπου
𝑁 = 𝑁𝑐𝑟𝑖𝑡. Στο πρώτο τµήµα η ροή λαµβάνεται στρωτή ενώ στο δεύτερο τυρβώδης.
Οι διαϰριτές εξισώσεις (4.17), (4.18), (4.22) ϰαι (4.23) λύνονται χωριστά για το ϰάϑε
υποτµήµα. Για την επίλυση των εξισώσεων στα τµήµατα αυτά γίνεται η ϑεώρηση ότι οι
τιµές των µεγεϑών 𝛿* ϰαι 𝜃 στο σηµείο µετάβασης προϰύπτουν µε γραµµιϰή παρεµβολή
µεταξύ των τιµών των γειτονιϰών σηµείων ελέγχου, από τα οποία τα πρώτο βρίσϰεται
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Ntr − 1

Ntr
Ntr + 1

ñNtr

ñNtr−1

ñ = Ncrit

σηµείο µετάβασης

δ∗Ntr , θNtr δ∗Ntr+1, θNtr+1

√
cτtr = 0.7

√
cτEQ

δ∗tr, θ∗tr

στρωτή ροή τυρβώδης ροή

Σχήµα 4-6: Συνοριαϰή συνϑήϰη στο σηµείο µετάβασης

στην περιοχή της στρωτής ροής ϰαι το δεύτερο στην περιοχή της τυρβώδους ροής. Η
διαδιϰασία αυτή αϰολουϑείται µε σϰοπό την αποφυγή εµφάνισης ασυνεχειών στις τιµές
του ΟΣ στην περιχοή του σηµείου µετάβασης. Για την τιµή του συντελεστή √

𝑐𝜏 στη
ϑέση του σηµείου µετάβασης χρησιµοποιείται η αϰόλουϑη συνοριαϰή συνϑήϰη όπως
προτείνουν οι Drela ϰαι Giles [16]

√
𝑐𝜏𝑡𝑟 = 0.7

√
𝑐𝜏𝐸𝑄 (4.24)

Επιπλέον, όπως ϰαι στην περίπτωση των µεγεϑών 𝛿* ϰαι 𝜃, ϑεωρείται ότι στην αϰµή
εϰφυγής ο συντελεστής 𝑐𝜏 παίρνει την τιµή του ανάντι ϰοντινότερου σηµείου ελέγχου
πάνω στο σύνορο της αεροτοµής.

4.3.4 Μη-Γραµµιϰό Σύστηµα Εξισώσεων Οριαϰού Στρώµατος
Οι εξισώσεις (4.17), (4.18), (4.22) ϰαι (4.23) συνιστούν ένα µη-γραµµιϰό σύστηµα εξισώσε-
ων, µε τρεις αγνώστους, 𝑥𝑖𝑏 =

{︀
𝛿*, 𝜃, 𝑢𝑒, ̃︀𝑛 ή √

𝑐𝜏
}︀
𝑖𝑏
για ϰάϑε σηµείο ελέγχου 𝑖𝑏 της

αεροτοµής ϰαι του απορρεύµατος. Κάϑε εξίσωση του συστήµατος εξαρτάται από τις
τιµές των παραπάνω αγνώστων µεγεϑών σε δύο γειτονιϰά σηµεία ελέγχου. ΄Ετσι, αν

𝐹1 Η εξίσωση για το ̃︀𝑛 ή το 𝑐𝜏 για στρωτή ή τυρβώδη ροή αντίστοιχα

𝐹2 Η εξίσωση ορµής

𝐹3 Η εξίσωση ϰινητιϰής ενέργειας

το µη-γραµµιϰό σύστηµα των εξισώσεων γράφεται στη µορφή

𝐹 (𝑥𝑖𝑏) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝐹1(𝑥𝑖𝑏 , 𝑥𝑖𝑏+1)

𝐹2(𝑥𝑖𝑏 , 𝑥𝑖𝑏+1)

𝐹3(𝑥𝑖𝑏 , 𝑥𝑖𝑏+1)

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

= 0, 𝑖 = 0, 𝑁𝑏 − 1, 𝑏 = 𝑢, 𝑙 (4.25)
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όπου 𝑥𝑖𝑏 είναι το συνολιϰό διάνυσµα των βαϑµών ελευϑερίας των εξισώσεων οριαϰού
στρώµατος.

΄Οπως παρουσιάζεται ϰαι στη συνέχεια, µέσω των εξισώσεων της ισοδύναµης µη-
συνεϰτιϰής ροής, η ταχύτητα 𝑢𝑒 εϰφράζεται συναρτήσει του ελλείµατος µάζας𝑚. Επο-
µένως, η 𝑢𝑒 αποτελεί εξαρτηµένη µεταβλητή για τις εξισώσεις του οριαϰού στρώµατος.
΄Ετσι, το διάνυσµα των αγνώστων σε ϰάϑε σηµείο ελέγχου µπορεί να γραφτεί στη µορφή
𝑥𝑖𝑏 =

{︀
𝑚, 𝜃, ̃︀𝑛 ή √

𝑐𝜏
}︀
𝑖𝑏
όπου η 𝑢𝑒 απαλείφεται ϰαι το πάχος µετατόπισης 𝛿* αντιϰα-

ϑίσταται από έλλειµα µάζας 𝑚 ≡ 𝑢𝑒𝛿
*, για λόγους που διευϰολύνουν την αριϑµητιϰή

επίλυση.

4.4 ∆ιαϰριτές Εξισώσεις Ταχύτητας Συνεϰτιϰής ∆ιόρ-
ϑωσης

΄Οπως αναφέρϑηϰε ϰαι στην ενότητα 2.5, η ταχύτητα ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής𝑢𝑒

δίνεται ως υπέρϑεση της ταχύτητας της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής 𝑢𝑖 ϰαι της ταχύτη-
τας συνεϰτιϰής διόρϑωσης 𝑢*. Οι διαϰριτές εξισώσεις της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής
παρουσιάστηϰαν αναλυτιϰά στην ενότητα 4.2, στην ενότητα αυτή δίνεται η διαϰριτή
µορφή της εξίσωσης για την ταχύτητα συνεϰτιϰής διόρϑωσης, όπως αυτή εϰφράζεται
από την σχέση (2.46).

Για την διαϰριτοποίηση της εξίσωσης (2.46), λαµβάνεται σταϑερή τµηµατιϰά διανοµή
εφαπτοµενιϰής ταχύτητας 𝑢*𝜏 στα σύνορα 𝑆𝑛

𝑏 των αεροτοµών, δηλαδή µε ένα βαϑµό
ελευϑερίας 𝑢*𝜏 𝑗 για ϰάϑε τµήµα (panel) Δ𝑆𝑖 ϰαι η τιµή αυτή υπολογίζεται στο σηµείο
ελέγχου του τµήµατος. Σε ότι αφορά την ϰάϑετη στο τοίχωµα ταχύτητα ϰαι την ασυ-
νέχεια της ταχύτητας στο απόρρευµα (wake-jump velocity), που βάσει του µοντέλου για
την συνεϰτιϰή µετατόπιση ισοδυναµεί µε µία ϰατανοµή πηγών που ιϰανοποιεί την σχέση
(2.44), λαµβάνεται γραµµιϰή ϰατανοµή, µε τις τιµές να υπολογίζονται στους ϰόµβους του
πλέγµατος ϰαι όχι στα σηµεία ελέγχου (σχήµα 4-7). Τελιϰά, η εξίσωση (2.46) επαληϑεύε-
ται στα σηµεία ελέγχου της αεροτοµής ϰαι βάσει των παραπάνω γράφεται σε διαϰριτή
µορφή ως εξής.

𝑁1+𝑁2∑︁

𝑗=1

𝑢*𝜏 𝑗
(︀
I𝑖𝑗 − 𝐴𝜎

𝑖𝑗

)︀
=

𝑁𝑡𝑜𝑡
1 +𝑁𝑡𝑜𝑡

2∑︁

𝑗=1

𝜎*
𝑗 𝐶𝑖𝑗 για 𝑖 = 1, 𝑁1 +𝑁2 (4.26)

Το σύστηµα των διαϰριτών εξισώσεων που περιγράφει η σχέση (4.26) εφαρµόζεται για
αεροτοµές δύο σωµάτων όπου𝑁 𝑡𝑜𝑡

1 ,𝑁 𝑡𝑜𝑡
2 είναι ο συνολιϰό αριϑµός των ϰόµβων για ϰάϑε

αεροτοµή, δηλαδή 𝑁 𝑡𝑜𝑡
1 = 𝑁1 + 2𝑁𝑤1 ϰαι οµοίως για το δεύτερο σώµα. Οι ϰόµβοι για

το φύλλο του απορρεύµατος είναι 2𝑁𝑤, για ϰάϑε αεροτοµή, ϰαϑώς είναι διπλοί (διπλό
σηµείο στον χώρο) ϰαι αντιστοιχούν σε άνω ϰαι ϰάτω πλευρά. Ο πίναϰας συντελεστών
επιρροής 𝐴𝜎

𝑖𝑗 παρουσιάστηϰε προηγουµένως, στην ενότητα 4.2, ενώ 𝐶𝑖𝑗 είναι ο πίναϰας
συντελεστών επιρροής για την ϰατανοµή πηγών 𝜎*.
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u∗τ i

σ∗
I

σ∗
I+1

σ∗
Iw,u σ∗

Iw+1,u

σ∗
Iw,l

σ∗
Iw+1,l

u∗τN

u∗τ 1

Σχήµα 4-7: ∆ιαϰριτοί βαϑµοί ελευϑερίας της εξίσωσης για την ταχύτητα συνεϰτιϰής
διόρϑωσης.

4.5 Αλγόριϑµος Επίλυσης Συνεϰτιϰής/µη-Συνεϰτιϰής
Αλληλεπίδρασης

Τα άγνωστα µεγέϑη της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής, σύµφωνα µε τα όσα ήδη έχουν
ειπωϑεί, συνοψίζονται στις𝑁1+𝑁2 τµηµατιϰά σταϑερές διανοµές πηγών𝜎𝑖, στην ένταση
της στροβιλότητας της ϰάϑε αεροτοµής 𝛾1, 𝛾2 ϰαι τις 𝑁1 + 𝑁2 τιµές της εφαπτοµενι-
ϰής ταχύτητας συνεϰτιϰής διόρϑωσης 𝑢*𝜏 𝑖. Οι εξισώσεις της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής
ροής γραµµιϰοποιούνται µε την υπόϑεση ότι η γεωµετρία του ϰοντινού απορρεύµατος
είναι γνωστή εϰ των προτέρων, σε ϰάϑε επανάληψη της διαδιϰασίας επίλυσης του
προβλήµατος. Με βάση την παραπάνω υπόϑεση διαµορφώνεται ένα γραµµιϰό σύστηµα
2(𝑁1+𝑁2)+2 εξισώσεων. Από την αντιστροφή του συστήµατος των εξισώσεων της ισο-
δύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής προϰύπτει µία γραµµιϰή εξάρτηση των βαϑµών ελευϑερίας
αυτής, συναρτήσει της ποσότητας 𝑚 ≡ 𝑢𝑒𝛿

*, δηλαδή συναρτήσει βαϑµών ελευϑερίας
των εξισώσεων οριαϰού στρώµατος. ΄Ετσι, το σύστηµα των εξισώσεων της ισοδύναµης
µη-συνεϰτιϰής ροής (EIF) παρουσιάζεται σε µητρωιϰή µορφή στο σχήµα 4-8.

Kutta 2
Kutta 1

∅

∅ ∅

∅C∗
ij

Ainv,ij
{
σ

γ

}

{
u∗τ
}

{
m
}

(
Iij − Aσ

ij

)

{
binv

}
Συνεισφορά

σε Kutta
u∗

τ

Ιδανιϰή Ροή - Συνϑήϰη µη-Εισχώρησης

∆ιόρϑωση Συνεϰτιϰής Ροής - ΄Ελλειµα Μάζας

Σχήµα 4-8: Μητρωιϰή αναπαράσταση συστήµατος εξισώσεων για την ισοδύναµη µη-
συνεϰτιϰή ροή.
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Το σύστηµα εξισώσεων που παρουσιάζεται στο σχήµα 4-8 φαίνεται ότι αποτελείται από
το άνω µέρος που εµπεριέχει την συνϑήϰη µη-εισχώρησης όπως ήδη διατυπώϑηϰε στην
εξίσωση (4.7) ϰαι στο σχήµα 4-2 ϰαι το ϰάτω µέρος που εµπεριέχει την συνϑήϰη για το
έλλειµα µάζας µεταξύ της πραγµατιϰής ϰαι της ιδανιϰής ροής που περιγράφει η εξίσωση
(4.26). Σηµαντιϰή είναι επίσης η συνεισφορά της ταχύτητας συνεϰτιϰής διόρϑωσης στην
συνϑήϰη Kutta για την σύγϰλιση της µεϑόδου ειδιϰά στην περίπτωση που προσεγγίζεται
η απώλεια στήριξης ή όταν αναπτύσσεται φυσαλίδα αποϰόλλησης στην περιοχή αυτή.

Το σύστηµα της ισοδύναµης µη-συνεϰτιϰής ροής (EIF) µπορεί να γραφεί σε πιο συνοπτιϰή
µορφή ως εξής.

[𝐴𝑒𝑞] 𝑥𝑒𝑞 = [𝐶𝑒𝑞] 𝑚+ 𝑏𝑒𝑞 (4.27)

Από την εξίσωση (4.27) λαµβάνεται

𝑥𝑒𝑞 = [𝐴−1
𝑒𝑞 ] [𝐶𝑒𝑞] 𝑚+ [𝐴−1

𝑒𝑞 ] 𝑏𝑒𝑞 = [𝐷𝑒𝑞]𝑚+ 𝑏′𝑒𝑞 (4.28)

όπου το µητρώο [𝐷𝑒𝑞] ϰαι το διάνυσµα 𝑏′𝑒𝑞 είναι ϰαϑαρά γεωµετρίϰά ϰαι εξαρτόνται
από το σχήµα διαϰριτοποίησης ϰαι την γωνία προσβολής της αεροτοµής. Εποµένως, η
εξίσωση (4.28) εϰφράζει τους βαϑµούς ελευϑερίας 𝑥𝑒𝑞 (ϰατανοµή πηγών 𝜎, στροβιλότη-
τες 𝛾1, 𝛾2 ϰαι ταχύτητες συνεϰτιϰής διόρϑωσης 𝑢*𝜏 ) συναρτήσει του ελλείµατος µάζας𝑚.
Χρησιµοποιώντας τις ολοϰληρωτιϰές σχέσεις για τον υπολογισµό της ταχύτητας που α-
ναφέρονται στο ϰεφάλαιο 2 ϰαι παίρνοντας την εφαπτοµενιϰή ταχύτητα στην αεροτοµή
ϰαι το απόρρευµα, λαµβάνεται η σχέση

𝑢𝑒 = [𝐷]𝑚+ 𝑏 = ℱ(𝑚) (4.29)

στην οποία το µητρώο [𝐷] ϰαι το διάνυσµα 𝑏 διατηρούν ϰαϑαρά γεωµετριϰό χαρα-
ϰτήρα έτσι ώστε η ταχύτητα 𝑢𝑒 να δίνεται συναρτήσει µόνο του ελλείµατος µάζας. Η
γραµµιϰή σχέση (4.29) εϰφράζει τον νόµο αλληλεπίδρασης µεταξύ µη-συνεϰτιϰής ϰαι
συνεϰτιϰής ροής. Η ταχύτητα σε ϰάϑε σηµείο ελέγχου της αεροτοµής ϰαι του απορρε-
ύµατος ϰαϑορίζεται από την συνεισφορά των τιµών του ελλείµατος µάζας ϰάϑε σηµείου
ελέγχου. ΄Ετσι, η ταχύτητα απαλείφεται από το σύστηµα των µη-γραµµιϰών εξισώσεων
του οριαϰού στρώµατος οι οποίες τελιϰά γράφονται στη µορφή

𝐹 (𝑥𝑖𝑏) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝐹1

(︁{︀
̃︀𝑛 ή√

𝑐𝜏 , 𝜃
}︀
𝑖𝑏−1

,
{︀
̃︀𝑛 ή√

𝑐𝜏 , 𝜃
}︀
𝑖𝑏
,𝑚

)︁

𝐹2

(︁{︀
̃︀𝑛 ή√

𝑐𝜏 , 𝜃
}︀
𝑖𝑏−1

,
{︀
̃︀𝑛 ή√

𝑐𝜏 , 𝜃
}︀
𝑖𝑏
,𝑚

)︁

𝐹3

(︁{︀
̃︀𝑛 ή√

𝑐𝜏 , 𝜃
}︀
𝑖𝑏−1

,
{︀
̃︀𝑛 ή√

𝑐𝜏 , 𝜃
}︀
𝑖𝑏
,𝑚

)︁

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

= 0, 𝑖 = 1, 𝑁𝑏, 𝑏 = 𝑢, 𝑙

(4.30)

Το µη-γραµµιϰό σύστηµα (4.30), που πλέον λαµβάνει ελλειπτιϰή µορφή µέσω της ϰα-
ϑολιϰής επιρροής του ελλείµατος µάζας στην ταχύτητα 𝑢𝑒, επιλύεται µε την µέϑοδο
Newton ϰαι η µορφή του παρουσιάζεται στο σχήµα 4-9. Σηµειώνεται ότι η µορφή του
µητρώου [𝐷] στο νόµο αλληλεπίδρασης (4.29) παίζει σηµαντιϰό ρόλο στη σύγϰλιση της
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¯̄J ij
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∂Fij

∂mj



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√
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δθj
δmj



 −Ri

Σχήµα 4-9: Σχηµατιϰή αναπαράστασης συστήµατος Newton για την επίλυση των µη-
γραµµιϰών εξισώσεων του οριαϰού στρώµατος για το πρόβληµα της συνεϰτιϰής/µη-
συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης.

µεϑόδου Newton ιδιαίτερα σε ροές µε ισχυρή αποϰόλληση ϰαι φυσαλίδες αποϰόλλησης.
Για να υπάρχει σύγϰλιση απαιτείται το µητρώο [𝐷] να είναι ϑετιϰά ορισµένο µε ισχυρή
ϰύρια διαγώνιο. Η παραπάνω απαίτηση επιτυγχάνεται µέσω της ολοϰληρωτιϰής ανα-
παράστασης που χρησιµοποιείται στην έϰφραση της ταχύτητας συνεϰτιϰής διόρϑωσης.

4.6 Υπολογισµός Ταχυτήτων ϰαι ∆υνάµεων

Γνωρίζοντας τις τιµές του ελλείµατος µάζας, η εφαπτοµενιϰή ταχύτητα στο σηµείο
ελέγχου του ϰάϑε πάνελ υπολογίζεται εύϰολα βάσει του νόµου της συνεϰτιϰής/µη-
συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης που δίνεται από την εξίσωση (4.29). Η πίεση, υπολογίζεται
στη συνέχεια πάνω στο τοίχωµα ϰάϑε αεροτοµής µε τη βοήϑεια της εξίσωσης ορµής
εϰφρασµένης πάνω σε µία ροϊϰή γραµµή (streamline), δηλαδή της εξίσωσης Bernoulli για
ασυµπίεστη ϰαι µόνιµη ροή. 2 Στην ανάλυσηαεροτοµών, το προφίλ πίεσης της αεροτοµής
περιγράφεται µέσω τουαδιάστατουσυντελεστή𝐶𝑝, που ονοµάζεται συντελεστής πίεσης.
Για την περίπτωση της µόνιµης ϰαι ασυµπίεστης ροής ο συντελεστής πίεσης εϰφράζεται
µε τη βοήϑεια της εξίσωσης Bernoulli από τη σχέση

2Σηµειώνεται ότι ένα πρόβληµα ροϊϰού δυναµιϰού λύνει µόνο το ϰινηµατιϰό πρόβληµα της ροής
(streamlines) ενώ η δυναµιϰή της συµπληρώνεται µετά τη λύση, µε την προσϑήϰη της εξίσωσης Bernoulli.
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𝐶𝑝 = 1−
(︁ 𝑢𝑒
𝑢∞

)︁2

(4.31)

όπου 𝑢𝑒 η ταχύτητα στην εφαπτόµενη στην αεροτοµή ροϊϰή γραµµή ϰαι 𝑢∞ η ταχύτητα
πάνω στην ίδια ροϊϰή γραµµή µαϰριά από την αεροτοµή, στην ελεύϑερη ροή.

Η εξίσωση (4.31) υπολογίζεται στο σηµείο ελέγχου ϰάϑε πάνελ µέσω της παραϰάτω
σχέσης

(𝐶𝑖
𝑝)𝑐𝑝 = 1−

(︁𝑢𝑖𝑒𝑐𝑝
𝑢∞

)︁2

(4.32)

ϰαι δίνει τον συντελεστή πίεσης της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής από τον οποίο οι
αδιάστατοι συντελεστές δυνάµεων πάνω στην αεροτοµή υπολογίζονται εύϰολα βάσει
των αϰόλουϑων σχέσεων

𝑐𝑙 =

∫︁ 1

0

−Δ𝐶𝑝 d
(︁𝑥
𝑐

)︁
(4.33)

𝑐𝑚,𝑐/4 =

∫︁ 1

0

−Δ𝐶𝑝

(︂
𝑥

𝑐
− 1

4

)︂
d
(︁𝑥
𝑐

)︁
(4.34)

όπου 𝑐𝑙 ο συντελεστής άντωσης, 𝑐𝑚,𝑐/4 ο συντελεστής πρόνευσης, 𝑐 η χορδή ϰαι 𝑥 ∈ [0, 𝑐]
η συντεταγµένη ϰατά µήϰος της χορδής. Επίσης, Δ𝐶𝑝 = 𝐶𝑝𝑙 − 𝐶𝑝𝑢 µε 𝐶𝑝𝑙 , 𝐶𝑝𝑢 τους συ-
ντελεστές πίεσης για το ϰάτω ϰαι άνω τοίχωµα της αεροτοµής αντίστοιχα.

Σε ότι αφορά την αντίσταση της αεροτοµής, ο πιο αϰριβής τρόπος υπολογισµού της,
τουλάχιστον στην περίπτωση της µόνιµης ροής, είναι αυτός που βασίζεται στην εφαρ-
µογή του ϑεωρήµατος της ορµής. Με εφαρµογή του ολοϰληρωτιϰού ϑεωρήµατος της
ορµής σε ένα χωρίο που περιϰλείει την αεροτοµή λαµβάνεται ότι

𝑐𝑑 = 2
𝜃∞
𝑐

(4.35)

όπου 𝑐 η χορδή της αεροτοµής ϰαι 𝜃∞ η παράµετρος πάχους ορµής του οριαϰού στρώµα-
τος, ϰατάντι της αεροτοµής ϰαι σε µεγάλη απόσταση από αυτήν. Η τιµή του 𝜃∞ συσχε-
τίζεται µε το πάχος ορµής 𝜃𝑤 σε ϰάποια άλλη ϑέση στο απόρρευµα όπου η ταχύτητα
στο άϰρο είναι 𝑢𝑒 µέσω της σχέσης

𝜃∞ = 𝜃𝑤

(︂
𝑢𝑒
𝑉∞

)︂𝐻+5
2

(4.36)

ϰαι εποµένως

𝑐𝑑 = 2
𝜃𝑤
𝑐

(︂
𝑢𝑒
𝑉∞

)︂𝐻+5
2

(4.37)

όπου 𝑉∞ η ταχύτητα ελεύϑερης ροής. Η παραπάνω σχέση υπολογισµού του συντελεστή
αντίστασης εξάγεται για συνϑήϰες µόνιµης ροής.
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Κεφάλαιο 5

Αποτελέσµατα - Επιϰύρωση Κώδιϰα
Foil2E

Η υπολογιστιϰή λύση της µεϑόδου συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης που πε-
ριγράφηϰε στο ϰεφάλαιο 4 υλοποιήϑηϰε στον ϰώδιϰα Foil2E ως επέϰταση του ϰώδιϰα
Foil2W του Εργαστηρίου Αεροδυναµιϰής του τµήµατος Μηχανολόγων Μηχανιϰών του
Εϑνιϰού Μετσόβιου Πολυτεχνείου για την περίπτωση της µόνιµης ροής σε δύο σώµατα.
Τα αποτελέσµατα παρατίϑενται στη συνέχεια για τα δύο σώµατα σε αποµόνωση (πρα-
ϰτιϰά άπειρη απόσταση µεταξύ τους) ϰαϑώς ϰαι σε αλληλεπίδραση. Η επιϰύρωση του
ϰώδιϰα Foil2E γίνεται αρχιϰά για την περίπτωση της ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής ϰαι
έπειτα για την συνεϰτιϰή ροή µε τον πλήρη ϰώδιϰα αλληλεπίδρασης συνεϰτιϰής/µη-
συνεϰτιϰής ροής.

5.1 Καϑαρά µη-Συνεϰτιϰή Ροή

5.1.1 Σώµατα σε Αποµόνωση

Αρχιϰά, για την επιϰύρωση του ϰώδιϰα δύο σωµάτων διερευνήϑηϰε το προφίλ συντε-
λεστή πίεσης για δύο ίδια σώµατα (αεροτοµές) σε πραϰτιϰά άπειρη απόσταση µεταξύ
τους (αποµόνωση) ϰαι µε ίδια γωνία προσβολής. Στην περίπτωση αυτή τα προφίλ πίε-
σης των δύο σωµάτων ϑα πρέπει να συµπίπτουν. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται
στη συνέχεια για την συµµετριϰή αεροτοµή NACA0012, την αεροτοµή µε ϰαµπυλότητα
SD7037 ϰαι την αεροτοµή υψηλής άντωσης S1223. Η επιϰύρωση του ϰώδιϰα Foil2E έγινε
συγϰρίνοντας τα προφίλ πίεσης µε αυτά του XFOIL.

Στα σχήµατα 5-1, 5-2 ϰαι 5-3 η ϰατανοµή πίεσης που λαµβάνεται µέσω του Foil2E για
δύο ίδια σώµατα σε αποµόνωση φαίνεται να συµφωνεί αρϰετά ϰαλά µε τα αποτελέσµατα
του ϰώδιϰα XFOIL. Κατ΄ επέϰταση, βάσει των εξισώσεων (4.33) ϰαι (4.34), οι συντελεστές
𝑐𝑙 ϰαι 𝑐𝑚 εµφανίζουν αποϰλίσεις µιϰρότερες του 5% σε σχέση µε το XFOIL. Επίσης, ο συ-
ντελεστής 𝑐𝑑 δεν µπορεί να υπολογιστεί µέσω µίας µεϑόδου µη-συνεϰτιϰής ροής ϰαϑώς
η ϑεώρηση απουσίας φαινοµένων συνεϰτιϰότητας οδηγεί στο παράδοξο του D’Alem-
bert, ότι δηλαδή για ένα σώµα που ϰινείται µε σταϑερή ταχύτητα σε ασυµπίεστο ϰαι
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µη-συνεϰτιϰό ρευστό ο συντελεστής αντίστασης 𝑐𝑑 είναι µηδέν.
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Σχήµα 5-1: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 για την NACA0012 σε αποµόνωση ϰαι σύγϰριση
µε XFOIL για µη-συνεϰτιϰή ροή.

Η αεροτοµή NACA0012 επιλέχϑηϰε ϰαϑώς αποτελεί µία ϰλασιϰή αεροτοµή για επιϰύρω-
ση ϰώδιϰα (code validation) ενώ οι αεροτοµές SD7037 ϰαι S1223 επιλέχϑηϰαν για την
ανάδειξη των δυσϰολιών που προϰύπτουν στις µεϑόδους πάνελ όταν η αϰµή εϰφυγής
είναι αιχµηρή (sharp trailing edge) ϰαι ϰατα συνέπεια η γωνία της αϰµής εϰφυγήςΔ𝜃𝑇𝐸

(η εσωτεριϰή γωνία των πάνελ 𝑖 = 1 ϰαι 𝑖 = 𝑁 ) είναι πολύ µιϰρή (Δ𝜃𝑇𝐸 < 5𝑜). Για
το λόγο αυτό στα σχήµατα 5-2 ϰαι 5-3 εστιάζεται η περιοχή της αϰµής εϰφυγής όπου
παρατηρείται µια µιϰρή αδυναµία της µεϑόδου να µοντελοποιήσει οµαλά την ροή στο
σηµείο αυτό. Η αδυναµία αυτή οφείλεται στην τοπιϰή γεωµετρία της αεροτοµής ϰαϑώς
ϰαι την τοπιϰή της διαϰριτοποίηση που επιβάλλει πύϰνωση στο σηµείο αυτό ϰαι ϑα
µπορούσε να διορϑωϑεί αυξάνοντας το µήϰος Δ𝑆 του τελευταίου πάνελ ή (ίσως) ιϰα-
νοποιώντας τις εξισώσεις (4.5, 4.6) σε ϰάποιο τοπιϰό εσωτεριϰό σηµείο της αεροτοµής.
Οι δύο αυτοί τρόποι έχουν ως σϰοπό την αποφυγή της περίπτωσης που µία ιδιοµορφία
(πηγή, στρόβιλος, δίπολο) έρχεται σε πολύ ϰοντινή απόσταση µε ένα σηµείο ελέγχου
ϰαϑώς στην περίπτωση αυτή επηρεάζεται αρνητιϰά η υπολογιστιϰή λύση. Οι Katz &
Plotkin διερευνούν το πρόβληµα αυτό για διάφορες µεϑόδους πάνελ ϰαι αναφέρουν ότι
η µέϑοδος γραµµιϰής ϰατανοµής στροβίλων µε συνοριαϰές συνϑήϰες τύπου Neumann
φαίνεται να είναι λιγότερο ευαίσϑητη σε αιχµηρές αϰµές εϰφυγής [42, Κεφ. 11.7].
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Σχήµα 5-2: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 για την SD7037 σε αποµόνωση ϰαι σύγϰριση µε
XFOIL για µη-συνεϰτιϰή ροή.

5.1.2 Σώµατα σε Αλληλεπίδραση

Αφού επιϰυρώϑηϰε η αριϑµητιϰή διατύπωση για τα σώµατα σε αποµόνωση, αϰολούϑη-
σε η επιϰύρωση για την περίπτωση που οι αεροτοµές έρχονται σε ϰοντινή απόσταση
ϰαι αλληλεπιδρούν αεροδυναµιϰά. Στην περίπτωση αυτή το µητρώο 𝐴𝑖𝑛𝑣 της εξίσωσης
4.7 ,που φαίνεται πιο αναλυτιϰά στο σχήµα 4-2, είναι πλήρες. ∆ύο περιπτώσεις παρου-
σιάζονται, µία για διάταξη διπλάνου 1 ϰαι µία για ειδιϰή περίπτωση της AGARD για
επιϰύρωση ϰώδιϰα CFD σε αεροτοµή δύο στοιχείων µε µεταπτερύγιο (�ap).

Στο σχήµα 5-4 φαίνονται τα χαραϰτηριστιϰά του διπλάνου, οι ϰατανοµές συντελεστή
πίεσης της άνω (αριστερά) ϰαι ϰάτω (δεξιά) αεροτοµής ϰαϑώς ϰαι σύγϰριση της ϰα-
µπύλης 𝑐𝑙 − 𝛼 του Foil2E (ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής) σε σχέση µε πλεγµατιϰή µέϑοδο
RANS µε το µοντέλο SST k-𝜔. ΄Οπως µπορεί να παρατηρηϑεί, οι ϰατανοµές πίεσης
για την ϰάϑε αεροτοµή είναι διαφορετιϰές ϰαϑώς οι ϰυϰλοφορίες των δύο αεροτοµών
αλληλεπιδρούν. ΄Ετσι, οι ισοδύναµοι συντελεστές του διπλάνου 𝑐𝑙, 𝑐𝑚 έχουν µεγάλη

1Σχεδιάστηϰε από τον γραφόντα ϰατά τη συµµετοχή του (2014-2015) στο αεροναυπηγιϰό γϰρούπ µε
όνοµα ATLAS Aero Group του τµήµατος Μηχανολόγων Μηχανιϰών ϰαι Αεροναυπηγών του Πανεπιστη-
µίου Πατρών για το σχεδιασµού ενός µη επανδρωµένου τηλεϰατευϑυνόµενου διπλάνου εϰπετάσµατος
µεγαλύτερου των 3 µέτρων µε συµµετοχή στον πανευρωπαϊϰό διαγωνισµό αεροναυπηγιϰής EUROAVIA -
Air Cargo Challenge 2015 Stuttgart όπου ϰαι έλαβε την 2η ϑέση για τον σχεδιασµό ϰαι την 8η στην τελιϰή
ϰατάταξη µεταξύ περίπου 30 πανεπιστηµιαϰών οµάδων.
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Σχήµα 5-3: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 για την S1223 σε αποµόνωση ϰαι σύγϰριση µε
XFOIL για µη-συνεϰτιϰή ροή.

ευαισϑησία στη σχετιϰή ϑέση των δύο αεροτοµών. Ο σχεδιαστιϰός στόχος σε διατάξεις
διπλάνου για την διατήρηση του µέγιστου συντελεστή άντωσης 𝑐𝑙 είναι η σύγχρονη
απώλεια στήριξης ϰαι για τις δύο αεροτοµές [43] µε ϰατάλληλη επιλογή αεροτοµών
ϰαι σχετιϰών αποστάσεων ϰαι γωνιών µεταξύ αυτών (gap, stagger, decalage). Επίσης, η
σηµαντιϰή ασυµφωνία των δύο υπολογιστιϰών µεϑόδων στην ϰαµπύλη 𝑐𝑙 −𝛼 οφείλεται
στο γεγονός ότι η προσοµοίωση στη πλεγµατιϰή µέϑοδο έγινε σε πολύ χαµηλό αριϑµό
Reynolds (200e3) έτσι ώστε τα φαινόµενα συνεϰτιϰότητας να είναι έντονα (σηµαντιϰές
αποϰολλήσεις ϰαι παχύ οριαϰό στρώµα) ϰαι να εµφανίζεται αυτό που αναφέρϑηϰε στην
ενότητα 1.2 ως viscous decambering, δηλαδή απώλεια στην άντωση λόγω µείωσης της
λειτουργιϰής ϰαµπυλότητας της αεροτοµής ϰαϑώς το οριαϰό στρώµα της άνω πλευράς
είναι αρϰετά παχύτερο από αυτό της ϰάτω. Τέλος, η εµφάνιση του «γόνατου» στην
ϰαµπύλη 𝑐𝑙 − 𝛼 που υπολογίστηϰε από το Foil2E µεταξύ των γωνιών 4 ϰαι 6 µοιρών έχει
αναφερϑεί ϰαι στο παρελϑόν στη βιβλιογραφία [44] ϰαι οφείλεται στην αλληλεπίδραση
µεταξύ των δύο αεροτοµών. Φαίνεται πως τα φαινόµενα συνεϰτιϰότητας στην περίπτω-
ση της µεϑόδου RANS έχουν αποσβέσει αυτή τη συµπεριφορά του διπλάνου.

Η πιο εύστοχη περίπτωση για την επιϰύρωση του ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰού πεδίου του
ϰώδιϰα Foil2E είναι αυτή της AGARD (σχήµα 5-5). Οι υψηλές τιµές του αριϑµού Reynolds
(2.51e6) ϰαι ο χαµηλός αριϑµός Mach (0.185) επιτρέπουν την σύγϰριση της ϰατανοµής
πίεσης µε τη ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰή ροή. Τα πειραµατιϰά δεδοµένα της AGARD είναι
ειδιϰά για CFD code validation ϰαι µάλιστα προέρχονται από δύο αεροσήρραγες χαµη-
λής ταχύτητας (LST) της NLR. Οι συνϑήϰες του πειράµατος περιγράφονται αναλυτιϰά

74



S1210 Biplane Inviscid Cp and Cl comparison with RANS
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Σχήµα 5-4: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 µη-συνεϰτιϰής ροής ϰαι ϰαµπύλη 𝑐𝑙 − 𝛼 για την
διάταξη διπλάνου ϰαι σύγϰριση µε πλεγµατιϰή CFD µέϑοδο.

στον πρώτο τόµο της AGARD [45] ϰαι οι µετρήσεις για την πίεση στο τοίχωµα ϰαϑώς
ϰαι για το οριαϰό στρώµα δίνονται στον δεύτερο τόµο [46]. Οι ϰατανοµές του 𝐶𝑝 φα-
ίνεται να συµφωνούν ιϰανοποιητιϰά µε µία µιϰρή απόϰλιση που οφείλεται στο σχετιϰά
λεπτό οριαϰό στρώµα. Καϑώς η γωνία προσβολής αυξάνεται από τις 6 στις 13.1 µοίρες,
λόγω της αύξησης του πάχους του οριαϰού στρώµατος, τα αποτελέσµατα αποϰλίνουν
περισσότερο από τα πειραµατιϰά.
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Σχήµα 5-5: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 µη-συνεϰτιϰής ροής για την αεροτοµή NLR7301
δύο στοιχείων ϰαι σύγϰριση µε πειραµατιϰά αποτελέσµατα της AGARD.
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5.2 Συνεϰτιϰή Ροή

5.2.1 Σώµατα σε Αποµόνωση
΄Οπως ϰαι για την περίπτωση της µη-συνεϰτιϰής ροής, τώρα για την περίπτωση της
συνεϰτιϰής ροής επαληϑεύεται ο ϰώδιϰας αρχιϰά για σώµατα σε αποµόνωση (απόσταση
1000𝑐) τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα σχήµατα 5-6 ϰαι 5-7. Τα προφίλ των
συντελεστών πίεσης ϑα πρέπει να είναι τα ίδια ϰαι για τις δύο αποµονωµένες αεροτοµές
όπως ϰαι συµβαίνει. Τα αποτελέσµατα του ϰώδιϰα Foil2E φαίνεται να συµφωνούν αρϰετά
ϰαλά µε αυτά του XFOIL. Πιο σηµαντιϰές αποϰλίσεις φαίνεται να παρουσιάζονται στα
προφίλ πίεσης µε 8 µοίρες γωνίας προσβολής ϰαϑώς στην άνω επιφάνεια εµφανίζεται
φυσαλίδα αποϰόλλησης (σχηµατισµός γονάτου). Οι δύο ϰώδιϰες προβλέπουν ελαφρώς
διαφορετιϰή ϑέση της φυσαλίδας που συσχετίζεται άµεσα µε το ϰριτήριο µετάβασης ϰαι
την ευαισϑησία αυτού στις βαϑµίδες πίεσης.
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Σχήµα 5-6: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 για την NACA0012 σε αποµόνωση ϰαι σύγϰριση
µε XFOIL για συνεϰτιϰή ροή µε αριϑµό 𝑅𝑒 ίσο µε 250𝑒3.

5.2.2 Σώµατα σε Αλληλεπίδραση
Στο σχήµα 5-8 παρουσιάζονται ξανά τα χαραϰτηριστιϰά του διπλάνου, οι ϰατανοµές
συντελεστή πίεσης της άνω (αριστερά) ϰαι ϰάτω (δεξιά) αεροτοµής ϰαϑώς ϰαι σύγϰριση
της ϰαµπύλης 𝑐𝑙 − 𝛼 του πλήρους ϰώδιϰα Foil2E (συνεϰτιϰής ροής) σε σχέση µε πλεγ-
µατιϰή µέϑοδο RANS µε µοντέλο SST k-𝜔 για την τύρβη. ΄Οπως µπορεί να παρατηρηϑεί,
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Σχήµα 5-7: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 για την SD7037 σε αποµόνωση ϰαι σύγϰριση µε
XFOIL για συνεϰτιϰή ροή µε αριϑµό 𝑅𝑒 ίσο µε 250𝑒3.

η ϰαµπύλη του συντελεστή άντωσης προσεγγίζει πολύ ϰαλύτερα τα αποτελέσµατα της
ανάλυσης RANS συγϰριτιϰά αυτή του σχήµατος 5-4. Η πολύ ισχυρή επίδραση των
φαινοµένων συνεϰτιϰότητας στο προφίλ του συντελεστή πίεσης (viscous decambering)
αϰόµα ϰαι για µιϰρές γωνίες προσβολής, όταν ο αριϑµός Re είναι µιϰρός, είναι εµφα-
νής. Επίσης, η σταϑερή υπερεϰτίµηση του συντελεστή άντωσης που υπολογίζεται µέσω
του Foil2E παρατηρείται σε παρόµοιους ϰώδιϰες, όπως ο XFOIL, για αεροτοµές υψηλής
άντωσης µε πολύ µεγάλη ϰαµπυλότητα.

Η περίπτωση της αεροτοµής δύο σωµάτων NLR7301 εξετάζεται ξανά (σχήµα 5-9) ϰαι
χρησιµοποιείται ως η βασιϰή περίπτωση επιϰύρωσης (test case) του πλήρους ϰώδιϰα
συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης Foil2E. Συγϰρίνοντας τα αποτελέσµατα µε
αυτά του σχήµατος 5-5 παρατηρείται ότι, ειδιϰότερα για τις 13.1 µοίρες γωνίας προσβο-
λής ο συντελεστής πίεσης𝐶𝑝 προσεγγίζει πολύ ϰαλύτερα τα πειραµατιϰά αποτελέσµατα
ϰαϑώς το πάχος του οριαϰού στρώµατος λαµβάνεται υπόψην. Επίσης, το γόνατο που
εµφανίζεται στην περιοχή της αϰµής προσφυγής συνδέεται µε την εµφάνιση φυσαλίδας
αποϰόλλησης στην περιοχή αυτή, την οποία ο ϰώδιϰας συλλαµβάνει σωστά βάσει
των πειραµατιϰών αποτελεσµάτων. Η επιρροή του γόνατου αυτού µπορεί να µην είναι
µεγάλης σηµασίας στην ϰατανοµή του συντελεστή πίεσης αλλά όµως διαδραµατίζει ση-
µαντιϰό ρόλο στην εξέλιξη του πάχους ορµής που ϰαϑορίζει τον συντελεστή αντίστασης
𝑐𝑑 ϰαι είναι ιδιαίτερα σηµαντιϰός στην διαδιϰασία της ανάλυσης ϰαι του σχεδιασµού.
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S1210 Biplane viscous Cp and Cl comparison with RANS

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1  1.1  1.2  1.3

Gap  1.0 c

Stagger  0.3 c

Decalage -3.0 o

Cp

x/c

Foil2E 0.0o

Foil2E 4.0o

Foil2E 8.0o

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 0  2  4  6  8

cl

α

Foil2E
RANS-SSTk ω

Σχήµα 5-8: Κατανοµή συντελεστή𝐶𝑝 συνεϰτιϰής ροής ϰαι ϰαµπύλη 𝑐𝑙−𝛼 για την διάταξη
διπλάνου ϰαι σύγϰριση µε πλεγµατιϰή CFD µέϑοδο.

Στο σχήµα 5-10 παρατίϑενται η σύγϰριση των υπολογισµένων προφίλ οριαϰού στρώµα-
τος για διάφορες ϑέσεις στην ϰύρια αεροτοµή συγϰριτιϰά µε πειραµατιϰές µετρήσεις.
Καϑώς ο ϰώδιϰας Foil2E χρησιµοποιεί ολοϰληρωτιϰή διατύπωση οριαϰού στρώµατος,
τα προφίλ ταχυτήτων που παρουσιάζονται είναι στην ουσία αυτά που χρησιµοποι-
ήϑηϰαν για την εξαγωγή των ολοϰληρωτιϰών παραµέτρων για τις σχέσεις συσχέτισης
της τυρβώδους ροής όπως αναφέρϑηϰαν στην ενότητα 3.5.2. Ο Swa�ord παρέχει ειδιϰό
αλγόριϑµο για τον υπολογισµό των προφίλ ταχυτήτων [25] που αποτελούν ηµιεµπει-
ριϰές σχέσεις της µορφής 𝑢+ = 𝑢+(𝐻,𝑅𝑒𝜃) όπου 𝑢+ η αδιάστατη ταχύτητα σε µορφή
µεταβλητής τοιχώµατος (wall variable) που χρησιµοποιείται στην ανάλυση τυρβωδών
οριαϰών στρωµάτων. Καϑώς η ολοϰληρωτιϰή διατύπωση των εξισώσεων δεν εµπεριέχει
επιπλέον απλοποιήσεις στις εξισώσεις Navier-Stokes εϰτός από την ήδη υπάρχουσα του
λεπτού οριαϰού στρώµατος (thin-shear layer), που υπάρχει ϰαι στην διαϰριτή µορφή
των εξισώσεων, η επιτυχία της ολοϰληρωτιϰής µεϑόδου βασίζεται σχεδόν αποϰλειστιϰά
στις ϰατανοµές ταχυτήτων που χρησιµοποιήϑηϰαν για την εξαγωγή των σχέσεων συ-
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Σχήµα 5-9: Κατανοµή συντελεστή 𝐶𝑝 συνεϰτιϰής ροής για την αεροτοµή NLR7301 δύο
στοιχείων ϰαι σύγϰριση µε πειραµατιϰά αποτελέσµατα της AGARD.

σχέτισης. Καϑώς για την στρωτή ροή το πρόβληµα είναι ιδιαίτερα απλούστερο λόγω της
απουσίας των τάσεων Reynolds, η σχέσεις συσχέτισης της τυρβώδους ροής ϰαϑορίζουν
την αϰρίβεια της µεϑόδου 2. Τα προφίλ ταχυτήτων στην δεδοµένη περίπτωση συµφωνούν
αρϰετά ϰαλά µε τα πειραµατιϰά δεδοµένου ότι αναφερόµαστε σε ένα πρόβληµα τύρβης
όπου τα σφάλµατα συνήϑως είναι σηµαντιϰά.

5.3 Συµπεράσµατα

Οι υπορουτίνες γεωµετρίας ϰαι ϰαϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής του υπολογιστιϰού ϰώδιϰα
συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης Foil2W του Εργαστηρίου Αεροδυναµιϰής

2Βέβαια, ιδιαίτερα σηµαντιϰό ρόλο διαδραµατίζει ϰαι η µέϑοδος πρόβλεψης του σηµείου µετάβασης
της ροής ϰαϑώς αν το πειραµατιϰό σηµείο µετάβασης διαφέρει σε σχέση µε το υπολογισµένο η σύγϰριση
των ϰατανοµών ταχυτήτων δεν µπορεί να πραγµατοποιηϑεί επί ίσοις όροις.
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Σχήµα 5-10: Σύγϰριση ϰατανοµών ταχυτήτων τυρβωδών οριαϰών στρωµάτων (Foil2E)
ϰαι σύγϰριση µε πειραµατιϰά αποτελέσµατα.

του τµήµατος Μηχανολόγων Μηχανιϰών του Εϑνιϰού Μετσόβιου Πολυτεχνείου επε-
ϰτάϑηϰαν ϰατάλληλα για την ανάλυση δύο σωµάτων που βρίσϰει εφαρµογές σε αερο-
τοµές υψηλής άντωσης µε δύο στοιχεία, διατάξεις διπλάνου, διατάξεις canard (Σχήµα
5-11) ϰαι γενιϰότερα σε µελέτη ροϊϰών διαταραχών σε µία αεροτοµή που επάγεται από
γειτονιϰό σώµα µε οµαλή γεωµετρία. Η ανάπτυξη ϰαι επιϰύρωση των υπορουτίνων ϰα-
ϑαρά µη-συνεϰτιϰής ροής του ϰώδιϰα Foil2E ολοϰληρώϑηϰε στα πλαίσια της παρούσας
σπουδαστιϰής εργασίας µε σϰοπό στη συνέχεια (διπλωµατιϰή εργασία) να επεϰταϑεί η
πλήρης µέϑοδος συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης για δύο σώµατα. Οι µέϑο-
δοι συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής αλληλεπίδρασης έχουν ιδιαίτερη επιτυχία σε εφαρµογές
σχεδιασµού ενώ στη συνέχεια ϑα διερευνηϑεί ϰαι η δυνατότητα σύζευξης του συγϰεϰρι-
µένου ϰώδιϰα µε παϰέτο πεπερασµένων στοιχείων για την ανάλυση αλληλεπίδρασης
ροής-δοµής (�uid-structure interaction) µε τελιϰό σϰοπό τις αναλύσεις αλληλεπίδρασης
ροής-δοµής για αεροτοµές µεταβαλλόµενης γεωµετρίας µε ϰράµατα µνήµης σχήµατος
(SMA). Αυτό ϰαϑώς η υπολογιστιϰή ταχύτητα µίας µεϑόδου VII σε συνδυασµό µε την
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εύϰολη διαϰριτοποίηση της γεωµετρίας ϰαι την απουσία χωριϰών πλεγµάτων την ϰαϑι-
στά πολύ ελϰυστιϰή για τη χρήση αυτή.

Slotted Airfoil Canard Con�guration Biplane Con�guration

Σχήµα 5-11: Πιϑανές διατάξεις σωµάτων προς ανάλυση µε χρήση του ϰώδιϰα Foil2E.
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Κεφάλαιο 6

Μέϑοδος Αλληλεπίδρασης
Ροής-∆οµής

Αφού ο ϰώδιϰας αλληλεπίδρασης συνεϰτιϰής/µη-συνεϰτιϰής ροής Foil2E υλοποιήϑη-
ϰε ϰαι επιϰυρώϑηϰε, χρησιµοποιήϑηϰε ως εργαλείο µίας συνολιϰότερης µεϑόδου αλ-
ληλεπίδρασης ροής-δοµής η οποία υλοποιήϑηϰε στο εµποριϰό παϰέτο πεπερασµένων
στοιχείων ABAQUS ϰαι περιγράφεται στη συνέχεια στο παρόν ϰεφάλαιο. Η παρούσα
µέϑοδος επιτρέπει την ανάλυση ροής-δοµής αεροτοµών δύο στοιχείων (ή ενός), µετα-
βαλλόµενης γεωµετρίας µε µοντέλο ϑερµοελαστιϰής συµπεριφοράς για ενεργοποιητές
σύρµατος ϰράµατος µνήµης σχήµατος (SMA wire).

6.1 Μοντέλο Αεροτοµής µε ∆ιεγέρτη SMA
Το µοντέλο της αεροτοµής που δηµιουργήϑηϰε αποτελείται από δύο στοιχεία των οποίων
τα χαραϰτηριστιϰά περιγράφονται στη συνέχεια ϰαι απειϰονίζονται στο σχήµα 6-1.

• Κύρια Αεροτοµή. Είναι το ϰύριο αεροδυναµιϰό στοιχείο της διάταξης ϰαι ϑεω-
ρείται άϰαµπτο ϰαϑώς για πραγµατιϰές εφαρµογές τα αεροδυναµιϰά φορτία ϰατά
µήϰος της χόρδής είναι αρϰετά µιϰρά ώστε να µην επιβάλλουν σηµαντιϰές πα-
ραµορφώσεις στο ϰέλυφος της δοµής. Στο παρόν µοντέλο η ϰύρια αεροτοµή δεν
διαϑέτει µηχανισµό µεταβολλής της γεωµετρίας της ϰαι εποµένως δεν µοντελο-
ποιείται στην δοµιϰή ανάλυση. Παρόλα αυτά δεν µπορεί να εξαιρεϑεί από την
αεροδυναµιϰή ανάλυση ϰαϑώς επηρεάζει δραµατιϰά τις αεροδυναµιϰές πιέσεις
του µεταπτερυγίου, όπως ϰαι το µεταπτερύγιο επηρεάζει την ϰύρια αεροτοµή.

• Μεταπτερύγιο. Η λειτουργία του σε αεροτοµές δύο στοιχείων είναι µεταξύ άλλων
η αύξηση της ϰυϰλοφορίας Γ της ϰύριας αεροτοµής ϰαι εποµένως η αύξηση του
συντελεστή άντωσης της διάταξης. Στο παρόν µοντέλο, το µεταπτερύγιο διαϑέτει
σύρµα ϰράµατος µνήµης σχήµατος το οποίο είναι ϰατάλληλα τοποϑετηµένο ώστε
να µεταβάλλει την ϰαµπυλότητα της αεροτοµής (camber morphing). Για το λόγο
αυτό, για την ϰάτω επιφάνεια (skin) της αεροτοµής χρησιµοποιείται εύϰαµπτο
ελαστοµερές (στοιχεία S4R) ενώ για την πάνω, πολυµερές ενισχυµένο µε ίνες γυα-
λιού (στοιχεία S4R). Για την έδραση του σύρµατος SMA χρησιµοποιείται δοµιϰός
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αφρός στην αϰµή προσφυγής (στοιχεία C3D10) στον οποίο ϑεωρείται ότι βρίσϰε-
ται δοµιϰό στοιχείο για την πάϰτωση του σύρµατος. Οµοίως, το άλλο άϰρο του
σύρµατος εδράζεται µε ίδιο τρόπο σε δοµιϰό αφρό (στοιχεία C3D10) στην αϰµή
εϰφυγής. Το µεταπτερύγιο, διαϑέτοντας µηχανισµό µεταβολής της γεωµετρίας του,
προϋποϑέτει την συζευγµένη ανάλυση ροής-δοµής ϰαι εποµένως είναι αυτό που
µοντελοποιείται στο παϰέτο πεπερασµένων στοιχείων ABAQUS.

UD GFRP (S4R)Αφρός (C3D10)

Ελαστοµερές (S4R)

Nitinol Σύρµα
(UMAT - ABAQUS)

(SAAM)

Μοντέλο FEM Μεταπτερυγίου
Θερµοελαστιϰή µη-γραµµιϰή
συµπεριφορά NiTi SMA

∆ιεγέρτης SMA

Σχήµα 6-1: Μοντέλο πεπερασµένων στοιχείων αεροτοµής µε διεγέρτη SMA.

6.2 Μέϑοδος Σύζευξης Foil2E-ABAQUS
Η µέϑοδος σύζευξης του Foil2E µε το εµποριϰό παϰέτο ABAQUS είναι µία ασϑενής µέϑο-
δος σύζευξης (weak coupling) αλλά υψηλής υπολογιστιϰής ταχύτητας για την ανάλυση
αεροτοµών µεταβαλλόµενης γεωµετρίας. Η µέϑοδος Foil2E-ABAQUS περιγράφεται µέσω
του διαγράµµατος ροής πληροφορίας στο σχήµα 6-2. Ο ρόλος των υπορουτίνων DLOAD
ϰαι UMAT ϰαϑώς ϰαι η πλήρης αλληλεπίδραση των επιµέρους ϰοµµατιών σχολιάζονται
στη συνέχεια.

6.2.1 Υπορουτίνα Υλιϰού SMA (UMAT)
Οι ϰαταστατιϰές εξισώσεις που περιγράφουν την ϑερµοελαστιϰή µη-γραµµιϰή συµπε-
ριφορά του διεγέρτη σύρµατος SMA έχουν υλοποιηϑεί στο εµποριϰό παϰέτο ABAQUS
µε χρήση της υπορουτίνας UMAT (UserMATerial) [47] στο Τµήµα Μηχανολόγων Μη-
χανιϰών ϰαι Αεροναυπηγών του Πανεπιστηµίου Πατρών ϰαι χρησιµοποιήϑηϰαν στην
παρούσα διπλωµατιϰή εργασία. Στην αρχή ϰάϑε χρονιϰού βήµατος οι τιµές της πα-
ραµόρφωσης 𝜀𝑡+Δ𝑡 ϰαι ϑερµοϰρασίας 𝑇𝑡+Δ𝑡 υπολογίζονται βάσει του ϰαϑολιϰού λύτη
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Newton του παϰέτου πεπερασµένων στοιχείων. Οι ποσότητες αυτές, δηλαδή, αποτελούν
είσοδο για την υπορουτίνα UMAT. Οµοίως, οι επιλεγµένες µεταβλητές ϰατάστασης, που
είναι α) η περιεϰτιϰότητα ϰατά όγϰο σε µαρτενσίτη 𝜉 ϰαι β) η παραµόρφωση µετασχηµα-
τισµού 𝜀𝑡, που περιγράφουν µεταβολές στην µιϰροδοµή του υλιϰού, ϑεωρούνται ίσες µε
την τιµή τους στο τελευταίο χρονιϰό βήµα για το οποίο επιτεύχϑηϰε σύγϰλιση. ΄Επειτα,
πραγµατοποιείται το βήµα για την πρόβλεψη της ϑερµοελαστιϰής συµπεριφοράς, το
οποίο ως δοϰιµαστιϰό βήµα, επαληϑεύει εάν οι δοϰιµαστιϰές τιµές των εσωτεριϰών µε-
ταβλητών ϰατάστασης ιϰανοποιούν τις συνϑήϰες συµβατότητας στον διαϰριτό χρόνο.
Για τον σϰοπό αυτό, η τάση 𝜎 ϰαι η συνάρτηση µετασχηµατισµού Φ υπολογίζονται. ΄Αν
η συνάρτηση µετασχηµατισµού Φ είναι µεγαλύτερη του µηδέν τότε ο µετασχηµατισµός
λαµβάνει χώρα ϰαι οι διορϑώσεις για τις τιµές 𝜉, 𝜀𝑡 υπολογίζονται βάσει µίας προσέγγι-
σης που συχνά αναφέρεται στην υπολογιστιϰή πλαστιϰότητα (computational plasticity)
ως χαρτογραφιϰός αλγόριϑµος επιστροφής ϰοντινότερης προβολής (closest projection
return mapping algorithm) [48][49].

6.2.2 Υπορουτίνα Αλληλεπίδρασης Foil2E-ABAQUS (DLOAD)
Η υπορουτίνα DLOAD (DistributedLOAD) επιτρέπει την επιβολή µεταβαλλόµενων ϰα-
τανεµηµένων φορτίων όπως αυτό της αεροδυναµιϰής πίεσης για σταϑερό φορτίο σε ϰάϑε
έδρα ενός στοιχείου (element face) [47]. Στην παρούσα µέϑοδο η υπορουτίνα DLOAD
εξυπηρετεί στην επιϰοινωνία του αεροδυναµιϰού εργαλείου (Foil2E) µε το δοµιϰό εργα-
λείο (ABAQUS). Πιο συγϰεϰριµένα, η λειτουργία της υπορουτίνας αφορά την δηµιουργία
ειδιϰού αρχείου µε α) τις συντεταγµένες των ϰόµβων της εξωτεριϰής (αεροδυναµιϰής)
επιφάνειας του µοντέλου της αεροτοµής, β) τον αριϑµό του πεπερασµένου στοιχείου ϰα-
ϑώς ϰαι τον αριϑµό του σηµείου ολοϰλήρωσης (integration point) για το οποίο ϰαλείται
ϰαι γ) το τρέχον βήµα ϑερµοϰρασίας increment του SMA. Τα δεδοµένα αυτά αποϑη-
ϰεύονται ϰατά τη διάρϰεια ϰάϑε επανάληψης (iteration) του ϰαϑολιϰού λύτη Newton
του ABAQUS. ΄Ετσι, το αρχείο µε τις συντεταγµένες του παραµορφωµένου σώµατος για
ϰάϑε επανάληψη διαβάζεται από τον αεροδυναµιϰό ϰώδιϰα Foil2E σε ϰάϑε επανάληψη
ϰαι υπολογίζεται το νέο πεδίο πίεσης. Το νέο πεδίο πίεσης επιβάλλεται στο µοντέλο
πεπερασµένων στοιχείων ϰαι η διαδιϰασία συνεχίζεται για ϰάϑε επανάληψη του ϰάϑε
βήµατος µέχρι το τελευταίο βήµα ϑερµοϰρασίας του SMA.

6.2.3 Αλληλεπίδραση Ροής-∆οµής
Τα υπολογιστιϰά εργαλεία που παρουσιάστηϰαν στις προηγούµενες υποενότητες χρησι-
µοποιήϑηϰαν για την δηµιουργία της µεϑόδου ανάλυσης αλληλεπίδρασης ροής-δοµής.
Στο απλοποιηµένο διάγραµµα ροής τού σχήµατος 6-2 παρουσιάζεται η αλληλεπίδραση
των επιµέρους ϰοµµατιών. Το δοµιϰό µοντέλο που δηµιουργήϑηϰε στο ABAQUS είναι
αυτό για το µεταπτερύγιο µε τον ενσωµατωµένο µηχανισµό µεταβολής γεωµετρίας µέσω
ενεργοποιητή SMA (σχήµα 6-1). Στο µοντέλο αυτό ορίζονται οι αρχιϰές ϑερµοµηχανιϰές
συνϑήϰες που περιγράφουν την αρχιϰή ϰατάσταση του ενεργοποιητή ϰαι τις συνορια-
ϰές του συνϑήϰες (συνϑήϰες στήριξης). Κατά την αρχιϰοποίηση της αλληλεπίδρασης
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Σχήµα 6-2: ∆ιάγραµµα πληροφορίας µεϑόδου αλληλεπίδρασης ροής-δοµής.

ροής-δοµής, η αεροδυναµιϰή πίεση στην αεροτοµή ϑεωρείται µηδενιϰή. Η µεταβολή
της ϑερµοϰρασίας ϑεωρείται ως είσοδος για την ενεργοποίηση του SMA ϰαϑώς αυτή
παρέχεται από ϰάποιο άλλο σύστηµα το οποίο δεν συµπεριλαµβάνεται στην ανάλυ-
ση. Με την είσοδο του επιβαλλόµενου ϑερµοϰρασιαϰού πεδίου, η υπορουτίνα UMAT
χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της µεταβολής της ϰατάστασης του ενεργοποιη-
τή, που περιγράφεται από την µεταβολή της τάσης, ϑερµοϰρασίας ϰαι παραµόρφωσης
µετασχηµατισµού. Αν λαµβάνει χώρα µετασχηµατισµός για το SMA, η γεωµετρία της
αεροτοµής µεταβάλλεται, ϰαι οι συντεταγµένες της νέας γεωµετρίας διαβάζονται από
την υπορουτίνα DLOAD ϰαι περνάνε στον ϰώδιϰα Foil2E για τον υπολογισµό της νέας
ϰατανοµής πίεσης. Το νέο πεδίο πίεσης ϰαταγράφεται σε αρχείο το οποίο διαβάζεται
από την υπορουτίνα DLOAD ϰαι ϰαταµερίζεται ως σταϑερή πίεση στην έδρα του ϰάϑε
στοιχείου (element face). Η ανανέωση της γεωµετρίας ϰαι ο υπολογισµός του πεδίου πίε-
σης γίνεται σε επίπεδο επανάληψης (iteration) για ϰάϑε βήµα στο ϑερµοϰρασιαϰό πεδίο
(increment). ΄Ετσι, για ϰάϑε βήµα εξασφαλίζεται η σύγϰλιση της µεϑόδου βάσει ϰριτη-
ρίου για την παραµόρφωση της αεροδυναµιϰής επιφάνειας (skin), µε προϰαϑορισµένη
ανοχή, που υλοποιήϑηϰε στον ϰώδιϰα Foil2E. ΄Οταν το ϰριτήριο αναγνωρίσει ότι έχει
επιτευχϑεί σύγϰλιση, επιστρέφει το ίδιο αεροδυναµιϰό πεδίο µε αυτό της προηγούµενης
επανάληψης (iteration) ϰαι η µέϑοδος έπειτα συγϰλίνει βάσει του ϰριτηρίου που εφαρ-
µόζεται στο ABAQUS. ΄Ετσι, η διαδιϰασία αυτή επαναλαµβάνεται για ϰάϑε βηµατιϰή
αύξηση (increment) της ϑερµοϰρασίας του SMA ϰαι τερµατίζεται όταν η ϑερµοϰρασία
φτάσει στην τελιϰή της τιµή.

6.3 Αποτελέσµατα

Στο σχήµα 6-3 φαίνεται η ϰατανοµή πίεσης της αεροτοµής δύο στοιχείων µε το µεταπτε-
ρύγιο µεταβαλλόµενης γεωµετρίας για την απαραµόρφωτη ϰατάσταση (Conventional)
ϰαι την παραµορφωµένη ϰατάσταση (Morphing) για ένα τυχαίο βήµα στο ϑερµοϰρασια-
ϰό πεδίο. Παρατηρείται ότι η µεταβολή της γεωµετρίας (camber morphing) του µεταπτε-
ρυγίου έχει ως συνέπεια την αύξηση του συντελεστή άντωσης του (𝑐𝑙 =

∫︀
𝑐𝑝 d

𝑥
𝑐
), αλλά

πολύ σηµαντιϰότερη είναι η επαγόµενη αύξηση του συντελεστή άντωσης της ϰύριας
αεροτοµής. Τα πλεονεϰτήµατα µίας τέτοιας µεταβολής της γεωµετρίας συγϰριτιϰά µε
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την ϰοινή µετατόπιση του δεύτερου στοιχείου µέσω ενός µηχανισµού (υδραυλιϰού ή
σερβοϰινητήρα) µε σϰοπό την µεταβολή της γωνίας προσβολή του, είναι οι υψηλότεροι
συντελεστές αεροδυναµιϰής απόδοσης 𝑐𝑙/𝑐𝑑 ϰαι το µειωµένο δοµιϰό βάρος.

Στο σχήµα 6-3 παρουσιάστηϰε η επίδραση της µεταβολής της γεωµετρίας στο πεδίο της
αεροδυναµιϰής πίεσης, τώρα, στα σχήµατα 6-4, 6-5 ϰαι 6-6 φαίνεται η επίδραση του
σύρµατος SMA (αλλά ϰαι του αεροδυναµιϰού πεδίου, το οποίο όµως δεν φαίνεται) στην
παραµόρφωση του µεταπτερυγίου. Τα σχήµατα αυτά απειϰονίζουν τρία στιγµιότυπα για
την απαραµόρφωτη ϰατάσταση, την ϰατάσταση µέσης παραµόρφωσης ϰαϑώς ϰαι την
ϰατάσταση τελιϰής παραµόρφωσης. Η µετατόπιση της αϰµής εϰφυγής απειϰονίζεται
στο ϰάτω αριστερά διάγραµµα ενώ η ϑερµοϰρασία του SMA στο ϰάτω δεξιά διάγραµµα
του ϰάϑε σχήµατος. Ο χρόνος που αναφέρεται ως incremental time είναι στην ουσία
ψευδοχρόνος για την υπολογιστιϰή µέϑοδο.
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Σχήµα 6-3: Συντελεστής πίεσης αεροτοµής δύο στοιχείων µε µεταπτερύγιο µεταβαλλόµε-
νης γεωµετρίας σε ϰατάσταση αναφοράς ϰαι σε παραµόρφωση.
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Σχήµα 6-4: Παραµόρφωση µεταπτερυγίου µε διεγέρτη ϰράµατος µνήµης σχήµατος ϰαι
ϰαµπύλες ϑερµοϰρασίας SMA ϰαι παραµόρφωσης άϰρου αεροτοµής (αϰµή εϰφυγής)
στην απαραµόρφωτη ϰατάσταση.

Σχήµα 6-5: Παραµόρφωση µεταπτερυγίου µε διεγέρτη ϰράµατος µνήµης σχήµατος ϰαι
ϰαµπύλες ϑερµοϰρασίας SMA ϰαι παραµόρφωσης άϰρου αεροτοµής (αϰµή εϰφυγής)
στην µέση παραµορφωµένη ϰατάσταση.
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Σχήµα 6-6: Παραµόρφωση µεταπτερυγίου µε διεγέρτη ϰράµατος µνήµης σχήµατος ϰαι
ϰαµπύλες ϑερµοϰρασίας SMA ϰαι παραµόρφωσης άϰρου αεροτοµής (αϰµή εϰφυγής)
στην τελιϰή παραµορφωµένη ϰατάσταση.

6.4 Συµπεράσµατα ϰαι Μελλοντιϰή Εργασία
Τα συµπεράσµατα της παρούσας διπλωµατιϰής εργασίας συνοψίζονται στα παραϰάτω
σηµεία.

• Ο ϰώδιϰας Foil2W του Εργαστηρίου Αεροδυναµιϰής του Εϑνιϰού Μετσόβιου Πο-
λυτεχνείου επεϰτάϑηϰε για την ανάλυση αεροτοµών δύο στοιχείων σε µόνιµη ροή
(ϰώδιϰας Foil2E) ϰαι επιϰυρώϑηϰε επιτυχώς µε πειραµατιϰά δεδοµένα.

• Αναπτύχϑηϰε µέϑοδος ασϑενούς αλληλεπίδρασης µόνιµης ροής-δοµής (Foil2E-
ABAQUS weak coupling method) µε εµποριϰό παϰέτο πεπερασµένων στοιχείων
στο οποίο έχουν ήδη υλοποιηϑεί ϑερµοελαστιϰά µη-γραµµιϰά µοντέλα για την
µοντελοποίηση συρµάτων SMA.

• Η µέϑοδος επιτρέπει την πλήρη ανάλυση αεροτοµών µεταβαλλόµενης γεωµετρίας
µε διεγέρτες σύρµατος SMA σε ϰλίµαϰα χρόνου λεπτών για αεροτοµές δύο ή
ενός στοιχείου ϰαι ανεξαρτήτως τύπου µηχανισµού (µόνο η παραµόρφωση της
αεροδυναµιϰής επιφάνειας λαµβάνεται υπόψην στον αεροδυναµιϰό ϰώδιϰα).

Επίσης, προτείνονται τα εξής σηµεία ως µελλοντιϰή εργασία µε σϰοπό την περαιτέρω
εξέλιξη της ήδη λειτουργιϰής µεϑόδου.
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• Επιϰύρωση της µεϑόδου αλληλεπίδρασης Foil2E-ABAQUS µε πειραµατιϰά δεδο-
µένα αεροελαστιϰών αναλύσεων σε αεροσήραγγα (ΕΜΠ).

• Ανάλυση, σχεδιασµός ϰαι ϰατασϰευή πρωτότυπου αεροτοµής δύο στοιχείων µε-
ταβαλλόµενης γεωµετρίας ϰαι µελέτη για επιτυχή ενσωµάτωση του σε εξελιγµένο
µη-επανδρωµένο αεροσϰάφος πολλαπλών ρόλων.

• Επέϰταση µεϑόδου αλληλεπίδρασης ABAQUS-Foil2E για µη-µόνιµες ροές µε απο-
βολή στροβιλότητας (vortex shedding) για την σωστή µοντελοποίηση ενεργοποι-
ητών σχετιϰά υψηλότερης συχνότητας απόϰρισης.

• Επέϰταση µεϑόδου σε ψευδο-τρισδιάστατη (2.5D) για την ανάλυση πτερυγίων
µεταβαλλόµενης γεωµετρίας µε διεγέρτες SMA. Η µέϑοδος στην απλή της µορ-
φή µπορεί να αναπτυχϑεί µε εϰτίµηση του αεροδυναµιϰού πεδίου του πτερυγίου
αναλύοντας ορισµένο αριϑµό εγϰάρσιων τοµών (αεροτοµών) µε χρήση του 2D
ϰώδιϰα Foil2E ϰαι παρεµβάλοντας γραµµιϰά ή µε ϰάποιο άλλο τρόπο τις ενδι-
άµεσες τιµές της αεροδυναµιϰής πίεσης. Η µέϑοδος αυτή δίνει πολύ αξιόπιστα
αποτελέσµατα για µηχανιϰές εφαρµογές εφόσον δεν εµφανίζονται σηµαντιϰές ε-
γϰάρσιες βαϑµίδες πίεσης που επάγουν εγϰάρσια ροή (cross�ow) στο πτερύγιο.
Υπό την εµφάνιση τέτοιων βαϑµίδων πίεσης, ο αεροδυναµιϰός ϰώδιϰας ϑα πρέπει
να συµπεριλαµβάνει τους διορϑωτιϰούς όρους για την εγϰάρσια ροή.
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