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Chapitre I

Introdution

L

a plae extraordinairement importante qu'a prise l'informatique aujourd'hui a entraîné une

prodution intensive de programmes. On les trouve présents dans notre vie à tous les niveaux,

dans les ordinateurs personnels bien sûr mais aussi des asenseurs aux artes de rédit en

passant par les avions et les entrales nuléaires. Or parmi es programmes qui nous entourent,

beauoup sont erronés et les plus répandus ne sont pas épargnés. Une telle situation est déjà

inquiétante, il vaudrait mieux éviter qu'elle ne devienne atastrophique.

L'idéal serait d'avoir les moyens de garantir, pour haque programme, qu'il est stable, qu'il respete

bien les spéi�ations dont il est issu, que elles-i sont ohérentes et orretes, et.

Une ertaine disipline de programmation donne déjà quelques résultats. Une enapsulation ri-

goureuse et un soui de déoupage d'un ode important en différents modules permettent par exemple

de séparer les problèmes d'implantation et de lari�er les relations entre les différentes strutures

opérationnelles. Ce n'est ependant pas suf�sant.

Si on remarque que les programmes (et les ordinateurs) aomplissent des opérations symboliques,

les propriétés désirées deviennent en fait des aratéristiques mathématiques de es aluls. On aimerait

don en toute rigueur pouvoir se �er à leur omportement et leurs résultats omme à des preuves.

L'appliation de méthodes formelles à la preuve de propriétés de programme est onséquemment en

plein essor.

Parmi toutes es propriétés, 'est la terminaison qui va nous intéresser.

Une propriété : la terminaison

La terminaison, 'est-à-dire la propriété aratéristique d'un programme dont toute exéution

s'arrête au bout d'un temps �ni, mérite son statut de propriété fondamentale dans la mesure où elle

onditionne l'existene même du alul dé�ni par un programme : sans terminaison, pas de résultat,

en tout as pas dans un temps �ni.

Elle intervient dans de nombreux domaines, on la trouve indispensable dans la dé�nition de

ertains modèles de aluls, elle règle les osillations de stabilisation des proessus de ontr�les, sa

preuve donne aussi quelques indiations sur la omplexité d'algorithmes. Elle reste en�n un préliminaire

inontournable à la preuve d'autres propriétés.

Sa élébrité en informatique vient aussi de e qu'elle est, sous le nom de problème de l'arrêt, l'exemple

paradigmatique du problème indéidable. Il n'existe en effet auun algorithme apable de dire lorsqu'on

l'applique sur un ode de programme si toutes ses exéutions sont �nies ou pas. Pour l'idée de la

preuve en quelques lignes : si un tel algorithme existait, il est faile de voir qu'on pourrait érire un

programme prenant un ode en argument, déterminant si e ode n'a que des exéutions �nies et, dans

9



10 Chapitre I. Introdution

e as, entrant dans une boule in�nie, ou alors, dans le as ontraire, stoppant son exéution. Or si on

lui passait son propre ode, e programme s'arrêterait si et seulement s'il ne s'arrêtait pas, e qui pour

le moins est absurde.

L'appliation de méthodes formelles néessite ensuite qu'on s'intéresse à un formalisme partiulier.

Un formalisme : la rériture

Un programme manipulant des expressions symboliques, on pourrait penser dérire es opérations

à l'aide du raisonnement équationnel lassique dont le prinipe est le remplaement au sein des

expressions de termes par des termes égaux. Si sa puissane et sa lisibilité en font le mode de

raisonnement le plus répandu, le raisonnement équationnel fait en revanhe énormément appel à

l'intuition : � où remplaer ? � et � par quoi remplaer ? � sont deux questions dif�iles à résoudre. Il est

don peu adapté à la modélisation de programmes.

Permettre une déision automatique du hemin à suivre est l'un des buts de la rériture. Le prinipe

est simple : orienter les équations en ne onsidérant les égalités valables que � dans un seul sens �. Le

résultat, lui, est redoutablement puissant. On dispose à présent d'un modèle de alul lisible (en fait

aussi lisible que le as équationnel) et à la sémantique laire (à omparer ave le �-alul), programmable

et simple à programmer. Il en existe des implantations très ef�aes omme le système CiME au L.R.I.,

ÉLAN développé au L.O.R.I.A. ou enore le langage MAUDE du S.R.I.

À titre d'exemple omparons l'addition d'entiers de Churh en �-alul :

�x:�y:�p:�q:((xp)((yp)q))

À l'addition d'entiers de Peàno dé�nie par un système de rériture :

�

x + 0 ! x

x + s(y) ! s(x + y)

Où 0 est une onstante et s l'opération � suesseur �.

Par ailleurs, la rériture étant en relation étroite ave la logique équationnelle, elle est non seulement

un outil de alul mais aussi un outil de preuve dans ette logique. À titre d'exemple, sur la struture

de groupe dé�nie par :

x:e = x;

x:x

�1

= e;

(x:y):z = x:(y:z);

La rériture permet de prouver automatiquement des propriétés omme e:x = x, e

�1

= e, (x

�1

)

�1

=

x, et.

Les systèmes de rériture jouant ainsi un r�le important dans l'implantation et l'analyse des spéi-

�ations de types abstraits algébriques (onsistane, preuve de propriétés, exéutabilité), 'est dans e

adre que nous étudierons la terminaison des programmes.

Nous onsarerons le prohain hapitre à la dé�nition formelle des objets lefs, fondamentaux

pour la suite de notre étude : les relations, les algèbres de termes et, en partiulier, les relations d'ordre

et de rériture sur les termes. Nous passerons alors en revue ertaines de leurs aratéristiques avant

de nous onentrer sur la notion qui nous intéresse : la terminaison (hapitre III).
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Cette propriété est indéidable (setion III.1) : les méthodes de preuves existantes sont don

inomplètes. La plupart des méthodes utilisées ouramment ont toutefois en ommun un �l onduteur

et nous verrons alors qu'ordres et rériture sont intimement liés dans la preuve de terminaison.

Cette liaison est exploitée de différentes façons. Après une présentation des approhes lassiques

destinées à montrer la terminaison, nous détaillerons la méthode dite des paires de dépendane [3, 4℄.

Elle autorise la dé�nition dans la setion III.4 de ritères puissants, affaiblissant en la rendant moins

exlusive la relation entre ordres et rériture.

Prouver la terminaison d'un système revient pour toutes es approhes à savoir lui assoier un ordre

onvenable. Nous exposerons en onlusion de es prolégomènes les prinipales tehniques dont on

dispose pour tenter d'exhiber et ordre adéquat.

Nous aborderons alors la première partie de e mémoire, onsarée à l'étude de la struture

hiérarhique des systèmes de rériture.

Modularité

Si lamodularité est devenue inontournable en programmation, 'est que haque programmedevrait

en fait être développé de façon modulaire et inrémentale. Les efforts en e sens sont pereptibles dans

de nombreuses formes de langages, des templates de C++ au système de modules d'Oaml en passant par

l'enapsulation des langages à objets. Ils sont aussi sensibles au ÷ur des langages de plus haut niveau

omme eux des assistants de preuves [14℄.

Une telle disipline porte ses fruits tant au niveau de la propreté du ode que de la larté des spéi-

�ations et permet d'adjoindre à la sémantique d'un algorithme une méthodologie de développement.

Les entiers, par exemple, sont en pratique dé�nis une fois pour toute, il suf�t alors de préiser pour

haque nouvelle fontion (sur les entiers) qu'elle travaille sur eux. Prenons l'addition sur les entiers

en binaire : la struture des entiers est préisée (disons dans un module Mes_entiers), on introduit

ensuite le alul d'addition proprement dit. Si on veut introduire une fontion f plus omplexe utilisant

les entiers et l'addition, il suf�t de rendre évidente la dépendane de f vis-à-vis de l'ensemble entiers +

addition. En C++ on utilise alors une diretive de préompilation #inlude, dans le langage Oaml, on

peut préiser open Mes_entiers

1

.

L'avantage d'un déoupage hiérarhique est enore plus sensible dès qu'on s'intéresse aux preuves

de propriétés. Une preuve de terminaison, en partiulier, est toujours dif�ile à faire. Elle est d'autant

plus déliate à effetuer (et à automatiser) que le programme est gros. Aumuler des informations

sur des � briques � de base et les assembler pour obtenir de l'information sur un sous-ensemble plus

important permet alors d'adopter pour la preuve une stratégie Divide and Conquer.

On imagine mal aujourd'hui avoir à redé�nir et reoder une struture d'entiers, par exemple, à

haque fois qu'on introduit une nouvelle opération les manipulant. Qui voudrait prouver à nouveau les

propriétés d'une struture à haque ajout d'une partie de ode dont on sait qu'elle n'y interviendra pas ?

La vague de la révolution modulaire a déferlé sur toute l'informatique. Toute ? Non [35℄. Si on peut

af�rmer que la programmation � monolithique � a véu, l'approhe inrémentale n'a pas bouleversé le

regard porté sur les systèmes de rériture et enore moins, malgré de nombreux travaux, la pratique des

preuves de terminaison.

Nous tenterons pour ommener (hapitre I) d'analyser l'éhe relatif des méthodes existantes à

manipuler de façon satisfaisante des unions de systèmes.

1

La sémantique de ette opération est en fait plus omplexe ar elle dispense d'avoir à préiser à haun de ses appels

le module original d'une fontion.
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L'extrême dif�ulté qu'il y a à garantir qu'une union possède le même omportement que ses

onstituants vis-à-vis de la terminaison a en effet trop souvent été ontournée en posant des restritions

fortes sur les relations entre les omposants, en ne traitant pas e qui dans la terminaison même pose

problème.

Cette propriété n'est en effet même pas modulaire pour les systèmes qui ne partagent pas de

symboles.

Exemple 1.

Considérons et ensemble de systèmes dû à Toyama [83℄.

R :

�

f(0; 1; x) ! f(x; x; x)
� :

�

G(x; y) ! x

G(x; y) ! y

Les deux systèmes R et � terminent. Si on étudie maintenant leur union

8

<

:

G(x; y) ! x

G(x; y) ! y

f(0; 1; x) ! f(x; x; x);

Il existe une rédution in�nie du terme f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1)) :

f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1)) ! f(0; G(0; 1); G(0; 1))

! f(0; 1; G(0; 1))

! f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1))! : : :

Nous verrons dans la suite que l'existene d'une telle rédution dans et exemple est due à la

projetion effetuée par le système �.

La plupart des approhes ont tenté de lutter malgré tout ontre la non-modularité de la terminaison

et les résultats sur les unions plus omplexes de systèmes ont été obtenus en ontraignant lourdement

les relations entre onstituants, éartant de e fait la plupart des extensions naturelles et ommunes en

programmation.

Nous adopterons la démarhe inverse et préférerons permettre des unions peu ontraintes (qu'on

appellera hiérarhiques), mais par ontre limiter la terminaison à une notion plus ontr�lable dans les

ompositions de systèmes sans être trop restritive, la terminaison C

E

. Cette notion de terminaison

a en partiulier la propriété de supporter l'ajout de règles de projetion ; l'exemple 1 ne pose alors

pas de problème : le système R ne termine pas C

E

, on ne herhera pas à prouver automatiquement

sa terminaison. Un tel système possède une forme qu'on peut quali�er de � pathologique �, nous

estimons en effet qu'en pratique, se limiter à la terminaison C

E

n'est pas une restrition. Certaines des

aratéristiques fondamentales de la terminaison C

E

seront exposées au paragraphe I.2.6.

Struture hiérarhique

Dans toute la littérature 'est l'union ensembliste des règles qui dé�nit un système et elle-i n'est

pas adaptée à l'expression de la hiérarhie intrinsèque des systèmes :

� Elle entraîne une redondane de dé�nition au niveau des sous-ensembles ommuns dans les as

d'unions non disjointes ;
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� Elle ne onserve pas d'information de séquentialité de onstrution et se prête don mal à une

démarhe inrémentale.

Elle ontribue ainsi à éloigner la rériture des réalités de la programmation.

A�n de fournir un adre destiné à l'étude de la struture des systèmes de rériture nous introduirons

au hapitre II la notion de modules de rériture. Nous verrons que, grâe à es modules, la struture des

systèmes de rériture prend une forme hiérarhique naturelle. Les unions lassiques sont aisément

représentées par des extensions de modules, eux-i dé�nissent ainsi un adre général suseptible

d'être utilisé dans la preuve de terminaison.

Nous onstruirons alors au hapitre III des paires de dépendane relatives, 'est-à-dire des paires de

dépendane de modules qui permettront de dé�nir dans le hapitre IV des ritères de terminaison

puissants et automatisables, en partiulier les théorèmes 18 et 19. Ces derniers pourront être mis en

÷uvre à l'aide d'ordres �-extensibles, des ordres qui permettent une expression de la terminaison C

E

.

La setion IV.3 détaillera ensuite un exemple omplet de preuve de terminaison faisant appel à es

nouvelles tehniques. Les optimisations par graphes de dépendane sont tout à fait adaptables au adre

de l'analyse par modules, nous onlurons ette partie sur ette amélioration des ritères.

Forts de es résultats généraux, nous passerons à l'étude de la rériture modulo la théorie équation-

nelle dérivant l'assoiativité et la ommutativité.

Assoiativité et ommutativité

Il est très ourant d'avoir à manipuler des opération naturellement assoiatives et ommutatives.

Imaginons un instant qu'on hoisisse omme règles d'addition des entiers de Peàno :

�

0 + x ! x

x + s(y) ! s(x+ y):

Le terme s(0) + 0 n'est pas rédutible par es règles ! Il est lair que sur un tel exemple on désire avoir

une addition ommutative et l'équation x + y = y + x devrait être ajoutée. Remarquons qu'elle doit

effetivement être ajoutée ar elle n'est pas une onséquene logique de 0+x = x et s(x)+y = s(x+y)

(il existe des modèles de es équations où + n'est pas ommutatif).

Il est malheureusement impossible d'exprimer diretement la ommutativité omme règle de

rériture sans perdre d'importantes propriétés : x + y ! y + x ne termine pas. L'approhe lassique

onsiste à onsidérer omme équivalents des termes obtenus l'un à partir de l'autre par ommutativité

et à appliquer la rériture sur les lasses d'équivalene. On parle de rériture modulo ommutativité.

Qu'en est-il de l'assoiativité ? Une opération assoiative, omme le produit dans les groupes vu

préédemment, se traite par une règle (x:y):z ! x:(y:z) qui termine, mais pour une opération à la

fois assoiative et ommutative ette règle ne termine pas modulo ommutativité :

(a+ b) + ! a+ (b + ) � (+ b) + a!  + (b+ a) � (a+ b) + ; et.

On peut appliquer les règles de ette façon indé�niment, le système ne termine plus.

Les opérations assoiatives-ommutatives sont don usuellement traitées par la rériture modulo

assoiativité et ommutativité (AC).

Remarquons que l'ajout d'AC modi�e la logique du problème mais peut aussi être un fateur

d'aélération d'un alul : par exemple, en supposant le symbole � + � assoiatif et ommutatif dans
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l'addition des entiers de Peàno, il suf�t d'une étape de rériture

2

pour obtenir le résultat du alul de

0 +

1000

z }| {

sss:::s(0)

Alors qu'il en faut 1001 ave le système donné page 10 et la rériture non AC.

Nous dé�nirons don en premier lieu les relations de rériture moduloAC ; notre attention sera tout

partiulièrement portée sur la rériture étendue AC sur termes aplatis. Nous verrons ensuite à quel point

la preuve de terminaison est ompliquée par l'introdution des équations AC. Elles requièrent en effet

de la part de l'ordre impliqué dans la preuve une ompatibilité vis-à-vis des lasses d'équivalene. Nous

présenterons ertaines des solutions trouvées pour satisfaire es nouvelles ontraintes : les polyn�mes

AC, pour l'approhe sémantique, et, pour les ordres syntaxiques, des systèmes de normalisation ou

enore l'ordre AC-RPO.

Deux nouvelles approhes ave paires de dépendane seront alors proposées. Si laméthode originale

de Arts & Giesl peut être af�née par l'introdution de nouveaux symboles (en fait des opies ave

marques) pour distinguer les instanes de paires, les paires étendues AC dé�nies dans un premier temps

(setion III.1) ne omporteront pas de symboles marqués. Une introdution direte desmarques aboutit

en fait à un éhe si on herhe à af�ner ainsi les ritères de terminaison.

Nous prendrons alors le reul néessaire par rapport à la relation (forte) liant paires de dépendane

et struture des termes a�n de dé�nir des onditions plus générales et abstraites qui feront d'un

ensemble de paires marquées les véri�ant un véritable ensemble de paires de dépendane marquées, utilisable

pour la preuve de terminaison. Ce sont les onditions de dépendane (dé�nition 85) de la setion III.2.

La dé�nition des ensembles de paires devenue intentionnelle, il nous faudra développer des moyens

d'exhiber des ensembles idoines. Nous donnerons en fait dans le paragraphe III.2.4 deux méthodes de

alul de tels ensembles. Nous aurons alors totalement étendu à la terminaison modulo AC la puissane

des paires de dépendane, leur souplesse d'utilisation mais aussi leur adéquation à l'automatisation.

La généralité du adre d'étude dé�ni par les modules est telle qu'elle autorise son appliation à la

rériture AC. Le hapitre IV onlura ette deuxième partie, onsarée à la rériture AC, en l'unissant

à la première pour aboutir aux paires de dépendane relatives AC.

Un outil de preuve

Tous es résultats, toutes es méthodes ont été développés ave le soui onstant d'obtenir des

ritères automatisables. Il était don normal d'en faire pro�ter un outil de preuve de terminaison. C'est

à la présentation de l'implantation réalisée que sera dédiée la troisième partie.

Nous nous livrerons au ours du hapitre II à une desription du système CiME2 ave une attention

partiulière aux traitement des problèmes de terminaison. Les troisième et quatrième hapitres seront

alors onsarés à l'extension du système par, respetivement, l'approhe modulaire et la rériture AC.

Pour es deux as nous exposerons la problématique d'une telle extension puis justi�erons les hoix

faits, tant du �té des spéi�ations que de l'implantation. Nous terminerons ette dernière partie par

quelques exemples d'exéution.

2

Lors d'une rédution automatique, à l'aide d'un outil de rériture omme CiME2 ou ÉLAN, une étape de rériture AC

est plus oûteuse en temps qu'une étape de rériture lassique, ependant e prix peut être largement ompensé par un

nombre bien plus petit de pas à effetuer.



Chapitre II

Relations, rériture

Nous allons dé�nir les notions fondamentales qui nous serviront dans toute la suite. Nous pré-

iserons dans un premier temps des onsidérations sur les relations binaires générales avant de nous

onentrer sur les relations d'ordre, puis, après avoir dé�ni les termes sur une signature (setion II.2), sur

la relation de rériture. Nous dérirons alors au ours du paragraphe II.2.4 ertaines des aratéristiques

reherhées sur de telles relations ave un intérêt tout partiulier pour la terminaison.

Une relation binaire sur un ensemble E est un ensemble de ouples d'éléments de E. On dit de

deux éléments formant un ouple qu'ils sont en relation.

Dé�nition 1. �Une relation binaireR sur un ensemble E est une partie de E�E. Les éléments (s; t)

de ette relation sont en général notés sRt.

On utilise la notation Æ pour la omposition des relations : pour deux relations R et S sur un

ensemble E,R Æ S désigne la relation f(s; t) j il existe s

0

2 E tel que sRs

0

et s

0

Stg.

En�n, pour deux relations R et S sur un ensemble E, on note R� S la différene ensembliste

R n (R\ S).

Dé�nition 2. � Une relation binaireR sur E est :

� Symétrique si pour tous s et t de E, sRt entraîne tRs ;

� Antisymétrique si pour tous s et t de E, (sRt et tRs) entraîne s = t ;

� Ré�exive si pour tout élément s de E, sRs ;

� Antiré�exive si pour tout s de E, on n'a pas sRs ;

� Transitive si pour tous s, t et u de E, (sRt et tRu) entraîne sRu.

Nous nous intéresserons dans la suite à la �nitude éventuelle des séquenes d'éléments en relation

et en partiulier aux relations noethériennes.

Dé�nition 3. � Une relation sur un ensemble E est noethérienne s'il n'existe pas de haîne in�nie

d'éléments de E en relation.

II.1 Ordres

Dé�nition 4. � SoitR une relation binaire sur un ensemble E.R dé�nit

� Une relation d'équivalene si elle est symétrique, ré�exive et transitive ;

15
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� Un préordre si elle est ré�exive et transitive ;

� Un ordre si elle est ré�exive, transitive et antisymétrique ;

� Un ordre strit si elle est antiré�exive, transitive et antisymétrique.

Dans une relation donnée par un préordre � on distingue la partie strite assoiée > omme la différene

� � � où� = f(s; t) j (t; s) 2�g ; le préordre� peut être désigné omme partie large de la relation.

Dé�nition 5. � Un préordre est dit bien fondé si sa partie strite assoiée dé�nit une relation noethé-

rienne.

Les ordres bien fondés véri�ent ette propriété fondamentale :

Proposition 1.

Toute relation inluse dans un ordre bien fondé est bien fondée.

II.2 Relations sur les termes

II.2.1 Signatures et termes

Dé�nition 6. � Une signature F est un ensemble de symboles muni d'une appliation AR

F

: F ! N .

On appelle arité du symbole f 2 F l'entier AR

F

(f).

On distingue parmi les symboles de F eux d'arité nulle qu'on désigne omme onstantes.

On dérira une signature par l'ensemble de ses symboles aompagnés éventuellement de leur arité

si elle est néessaire. La signature F donnée par ff ; ag et AR

F

: f 7! 1, a 7! 0 sera par exemple

notée ff : 1 ; a : 0g ou enore ff : 1 ; a : onstanteg.

Dé�nition 7. � Soient F une signature et X un ensemble dénombrable de symboles disjoint de F .

L'algèbre des termes sur F et X , notée T (F ; X) est le plus petit ensemble tel que :

1. X � T (F ; X) et on dit de X qu'il est l'ensemble des variables ;

2. Si t

1

; : : : ; t

n

2 T (F ; X)

n

et si f 2 F ave AR(f) = n alors f(t

1

; : : : ; t

n

) 2 T (F ; X).

Un élément de T (F ; X) est un terme. Si t est un terme, on note Var(t) l'ensemble des variables

qu'il ontient. Un terme sans variable est dit los.

Les termes peuvent être représentés de façon naturelle sous forme d'arbres. On désigne alors les

symboles les onstituant ave des positions.

Dé�nition 8.�Une position dans un terme est unmot sur l'alphabetN�f0g. Lemot vide (représentant

une position à la raine) est noté �. La onaténation de p et q est notée p:q ou pq. Pos(t) désigne

l'ensemble des positions du terme t.

Le symbole de tête est le nom de fontion (ou de variable) positionné à la raine. On désigne par �(t)

le symbole de tête du terme t, voir �gure II.1.

On dé�nit le sous-terme de s à la position p (noté sj

p

) par :

� sj

�

= s,

� f(t

1

; :::; t

n

)j

ip

= t

i

j

p

.
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Un sous-terme à la position p est dit propre si p 6= �.

Le remplaement de s par t à la position p (noté s[t℄

p

) est dé�ni par :

� s[t℄

�

= t,

� f(t

1

; :::; t

n

)[t℄

ip

= f(t

1

; :::; t

i

[t℄

p

; :::; t

n

).

Le terme t = f(f(a; x); g(h(x; b; y))) est représenté sous forme d'arbre à la �gure II.1. On peut

y lire en partiulier que �(t) = f et que le sous-terme de t à la position 21 est h(x; b; y).

f

f

g

a x

h

x

b

y

�

1 2

11 12 21

211 212 213

FIG. II.1. Terme et positions dans le terme représenté sous forme d'arbre.

Dé�nition 9. � Un ontexte C est un terme ontenant une ou plusieurs ourrenes d'une onstante

spéiale 2 62 F appelée trou

1

.

Dans le as où C[: : : ℄ est un ontexte ave n ourrenes de 2 (à des positions éventuellement

préisées) et où t

1

; : : : ; t

n

sont n termes, C[t

1

; : : : ; t

n

℄ désigne le remplaement des ourrenes de2

par les t

i

aux positions préisées le as éhéant et, sinon, respetivement dans l'ordre lexiographique

sur les positions.

Dé�nition 10. � Étant donnée une algèbre de termes T (F ; X), une substitution est une appliation

� de l'ensemble X des variables vers les termes. On appellera fx 2 X j �(x) 6= xg le support de la

substitution.

Nous dérirons éventuellement une substitution à l'aide de son support : fx 7! t

1

; y 7! t

2

g, par

exemple, désignera � de support fx ; yg telle que �(x) = t

1

et �(y) = t

2

.

L'appliation d'une substitution est usuellement érite en notation post�xée et assoiative à gauhe,

x� désignant �(x).

Une substitution peut failement être étendue omme endomorphisme de T (F ; X) en posant

simplement :

f(t

1

; : : : ; t

n

)� = f(t

1

�; : : : ; t

n

�):

On dit alors d'un terme t� qu'il est une instane de t.

Une substitution est dite lose si l'image de son support ne ontient que des termes los.

On représente parfois les termes sous la forme de triangles (dont le sommet supérieur orrespond

à la position du symbole de tête) et les instaniations omme des ajouts à la base du triangle.

Dé�nition 11. � On dit qu'un terme s �ltre un terme t s'il existe une substitution � telle que s� = t.

1

C'est don un élément de T (F [ f2g; X) mais pas un terme de T (F ; X).
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On dit que deux termes s et t sont uni�ables s'il existe une substitution � (alors appelée uni�ateur )

telle que s� = t�.

Le �ltrage et l'uni�ation sont déidables ; deux termes uni�ables possèdent en outre un uni�ateur

le plus général (mgu), unique à renommage des variables près.

Exemple 2.

Pour dé�nir l'addition sur les entiers naturels érits en base 2, on peut utiliser la signature F

bin

= f# : 0

N

; 0 :

1

N

; 1 : 1

N

; + : 2

N

g où les symboles 0 et 1 sont post�xes et où + est in�xe.

# dénote en fait 0

N

, (x)0 dénote 2� x, (x)1, 2� x + 1 et +, l'addition.

L'entier 5 sera ainsi représenté par (((#)1)0)1 et l'addition de 5 et de 3 par le terme t =

(((#)1)0)1+(((#)1)1). En partiulier �(t) = +.

En posant t

2

= tj

2

= (((#)1)1), on peut érire t = C[t

2

℄

2

où C = (((#)1)0)1+2.

Tout ei est exprimé graphiquement par :

Arbre t détaillé

+

1

0

1

1

1

#

#

Arbre t peu détaillé

+

Contexte C peu détaillé

+

2

II.2.2 Ordres sur les termes

La notion d'� ordering pairs � a été introduite par Kusakari, Nakamura et Toyama en 1999. Elle

permet une distintion laire des propriétés requises pour un ordre devant à terme servir aux preuves

de terminaison. Plut�t que la tradution littérale � paires d'ordres � nous utiliserons dans la suite la

désignation un peu abusive d'ordres sur les termes, plus prohe de l'intuition de la relation proprement

dite.

Dé�nition 12. �Un ordre sur les termes (aussi onnu omme ordering pair [54℄) est une paire de relations

sur les termes (�;�) telle que :

1. � est un préordre ;

2. � est un ordre strit ;

3. � Æ �� � et � Æ ���.

On dit d'un ordre sur les termes (�;�) qu'il est :

� Bien fondé si � est bien fondé ;

� Stable si s � t entraîne s� � t� et si s � t entraîne s� � t� pour toute substitution � ;
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� (Faiblement) monotone si s � t implique C[s℄ � C[t℄ pour tout ontexte C ;

� Stritement monotone s'il est monotone et que s � t implique C[s℄ � C[t℄ pour tout ontexte C .

Il est important de remarquer ii que l'intuition de la omparaison strite de deux termes vis-à-vis

d'un préordre � ne orrespond pas dans le as général à l'ordre strit assoié >. Cette partie strite

n'est en effet pas stable par instaniation des termes. L'exemple suivant dû à Enno Ohlebush illustre

ette partiularité.

Exemple 3.

Considérons la signature F = ff : unaire ; a : onstanteg et le système R(F) réduit à une seule règle

f(x)! f(a). Nous pouvons dé�nir le préordre � sur T (F ; X) par �=!

?

R

. Pour ette relation f(x) � f(a)

et f(a) � f(x), don par dé�nition de la partie strite, f(x) > f(a). Pourtant, en appliquant la substitution

� = fx 7! ag, nous obtenons f(x)� = f(a) � f(a) = f(x)�, perdant ainsi le aratère strit de l'orientation.

A�n d'obtenir une relation stable sous l'appliation de substitutions, on dé�nit la notion de partie

strite stable.

Dé�nition 13. � Soit � un préordre sur T (F ; X) de partie strite >. La partie strite stable � de �

est dé�nie par : s � t si et seulement si s� > t� pour toute substitution lose � sur n'importe quelle

extension de F .

Deux lasses d'ordres sur les termes nous intéresseront tout partiulièrement du fait de leurs

propriétés aratéristiques.

Dé�nition 14. � Un ordre sur les termes (�;�) est un ordre de

� Rédution s'il est bien fondé, monotone et stable ; on dira d'un tel ordre qu'il est de rédution

strite s'il est stritement monotone, de rédution faible s'il est (faiblement) monotone ;

� Simpli�ation s'il est stable, stritement monotone et possède la propriété de sous-terme :C[t℄ � t.

Dans toute la suite, lorsque nous aurons à omparer des éléments d'une algèbre T (F ; X), nous

onsidérerons des ordres sur les termes (au sens de la dé�nition 12) que nous désignerons par leur premier

élément � et dont le seond élément, noté >, sera la partie strite stable de �.

Extensions d'ordres sur les termes

De nouveaux ordres sur les termes peuvent être obtenus par omposition lexiographique de deux

ordres (�

1

; >

1

) et (�

2

; >

2

).

Dé�nition 15. � On dé�nit la omposition lexiographique ((�

1

; >

1

); (�

2

; >

2

))

lex

= (�; >) de deux

ordres sur les termes (�

1

; >

1

) et (�

2

; >

2

) de la manière suivante :

� s > t si s >

1

t ou si s �

1

t et s >

2

t ;

� s � t si s >

1

t ou si s �

1

t et s �

2

t.

La paire (�; >) ainsi dé�nie est bien un ordre sur les termes.

Proposition 2.

Si (�

1

; >

1

) est stritement monotone et si (�

2

; >

2

) est faiblement monotone, alors la omposition

((�

1

; >

1

);(�

2

; >

2

))

lex

est faiblement monotone.
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Si (�

1

; >

1

) et (�

2

; >

2

) sont tous deux stritement monotones, alors ((�

1

; >

1

); (�

2

; >

2

))

lex

est

stritement monotone.

PREUVE. Pour la première impliation et pour le as de deux termes s et t tels que s � t où

(�; >) = ((�

1

; >

1

); (�

2

; >

2

))

lex

. Soit C un ontexte à un trou.

� Soit s >

1

t, par strite monotonie de (�

1

; >

1

) : C[s℄ >

1

C[t℄ et don C[s℄ � C[t℄ ;

� Soit s �

1

t et s >

2

t, par monotonie de (�

1

; >

1

) et (�

2

; >

2

) : C[s℄ �

1

C[t℄, C[s℄ �

2

C[t℄ et

don C[s℄ � C[t℄ ;

� Soit s �

1

t et s �

2

t, par monotonie de (�

1

; >

1

) et (�

2

; >

2

) : C[s℄ �

1

C[t℄, C[s℄ �

2

C[t℄ et

don C[s℄ � C[t℄.

2

Il est en�n possible d'étendre une relation d'ordre sur les termes à une relation d'ordre sur les

multiensembles de termes.

Dé�nition 16.� Soit (�; >) un ordre sur les termes. On dé�nit indutivement l'extension lexiographique

de (�; >) sur les suites de termes omme suit :

[e

1

; : : : ; e

n

℄ >

lex

[ ℄ si n >

N

0 ;

[e

1

; : : : ; e

n

℄ >

lex

[e

0

1

; : : : ; e

0

m

℄ si e

1

> e

0

1

;

[e

1

; e

2

; : : : ; e

n

℄ >

lex

[e

0

1

; e

0

2

; : : : ; e

0

m

℄ si e

1

= e

0

1

et [e

2

; : : : ; e

n

℄ >

lex

[e

0

2

; : : : ; e

0

m

℄ ;

[e

1

; : : : ; e

n

℄ �

lex

[ ℄ si n �

N

0 ;

[e

1

; e

2

; : : : ; e

n

℄ �

lex

[e

0

1

; e

0

2

; : : : ; e

0

m

℄ si e

1

> e

0

1

;

[e

1

; e

2

; : : : ; e

n

℄ �

lex

[e

0

1

; e

0

2

; : : : ; e

0

m

℄ si e

1

� e

0

1

et [e

2

; : : : ; e

n

℄ �

lex

[e

0

2

; : : : ; e

0

m

℄:

Dé�nition 17. � Un multiensemble est une appliationM

E

d'un ensemble E vers N telle que fe 2 E j

M

E

(e) 6= 0g est �ni. On appelleM

E

(e) la multipliité de e dansM .

Les multiensembles sont souvent notés en extension entre aolades, haque e apparaissant en

M

E

(e) ourrenes. En l'absene d'ambiguïté on pourra omettre la préision de l'ensemble E.

On dit qu'un élément e appartient à unmultiensembleM (e qu'on note alors e 2M ) siM(e) � 1.

Soient M et N deux multiensembles ; M est inlus dans N (notation M � N ) si pour tout e,

M(e) � N(e).

En�nM

0

= M nN est dé�ni parM

0

(e) = Max(0;M(e)�N(e)).

Dé�nition 18. � Soient M et N deux multiensembles de termes. L'extension multiensemble d'un ordre

sur les termes (�; >) est un ouple (�

mul

; >

mul

) dé�ni indutivement par :

� M �

mul

M ;

� SiM �

mul

N et si e � e

0

alorsM [ feg �

mul

N [ fe

0

g ;

� SiM �

mul

N et si e > e

1

; : : : ; e > e

k

pour k � 0 alorsM [ feg >

mul

N [ fe

1

; : : : ; e

k

g ;

� SiM >

mul

N et si e � e

0

alorsM [ feg >

mul

N [ fe

0

g.



II.2. Relations sur les termes 21

II.2.3 Rériture de termes

Dé�nition 19. � Une relation de rériture est une relation ! sur les termes, monotone et stable par

instaniation. On note!

+

sa l�ture transitive et!

?

sa l�ture ré�exive/transitive.

Puisqu'il est impossible de représenter en extension une relation de rériture éventuellement in�nie,

on se ramène à un représentant anonique de ette relation : le système de rériture, souvent abrégé en

TRS (de l'anglais � Term Rewriting System �).

Dé�nition 20. � Soit T (F ; X) une algèbre de termes. Une règle de rériture sur F est un ouple l ! r

de termes de T (F ; X) tel que l n'est pas une variable et tel que Var(r) � Var (l). Un système de rériture

R(F) est un ensemble R de règles sur F . Si auune onfusion n'est possible quant à la signature de

référene, on notera abusivement R pour R(F). Le système R dé�nit la relation de rériture !

R

omme suit :

s!

R

t s'il existe une règle l ! r 2 R, une position p et une substitution � telles que

sj

p

= l� et t = s[r�℄

p

:

On dit alors que sj

p

est un radial et que s se réduit en t par la règle l ! r à la position p, e qui est

noté :

s

p;�

��!

l!r

t:

Si de telles préisions ne sont pas néessaires, on peut omettre la substitution, la position ou enore

remplaer la désignation de la règle utilisée par elle du système :

s

p

�!

R

t

Permettant ainsi la onfusion volontaire ave la désignation de la relation.

Une règle ne s'applique ainsi qu'à un sous-terme �ltré par son membre gauhe.

Remarque 1. � La représentation d'une relation de rériture par un système ne permet pas, dans le

as général, de déider de l'appartenane d'un ouple de termes donné à la relation

2

.

Suivant la terminologie utilisée par Thomas Arts & Jürgen Giesl [3, 4℄ nous distinguerons dans la

signature d'un système les symboles dé�nis des symboles onstruteurs.

Dé�nition 21.� SoitR un système de rériture sur une signatureF . On dé�nit la partitionF = D[C

telle que :

� f 2 D si et seulement s'il existe une règle l ! r 2 R telle que �(l) = f ;

� C = F nD.

Les éléments de D sont les symboles dé�nis, les éléments de C les symboles onstruteurs.

Exemple 4.

Sur la signature de l'exemple 2 (en omettant le parenthésage par assoiativité à gauhe de 1 et 0) nous pouvons

2

C'est un problème d'aessibilité [15, 44℄. Voir le paragraphe III.1.1 pour plus de détails.
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proposer un système R

+

de alul de l'addition, en introduisant une règle de simpli�ation #0 ! # puis elles de

l'addition.

R

+

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

#0 ! # (1)

x+# ! x (2)

#+x ! x (3)

x0+y0 ! (x+y)0 (4)

x0+y1 ! (x+y)1 (5)

x1+y0 ! (x+y)1 (6)

x1+y1 ! ((x+y)+#1)0 (7)

R

+

admet deux symboles dé�nis 0 et +, les onstruteurs sont don # et 1.

Le terme #101+#11 peut donner lieu à la rédution suivante (le symbole de tête du radial est erlé de gris, nous

préisons le numéro de la règle appliquée) :

#101 + #11

�

�!

(7)

((#10 + #1)+#1)0

11

�!

(5)

((#1 + #)1+#1)0

111

��!

(2)

((#1)1 + #1)0

1

�!

(7)

(((#1 + #)+#1)0)0

111

��!

(2)

((#1 + #1)0)0

11

�!

(7)

((((# + #)+#1)0)0)0

1111

��!

(3)

(((# + #1)0)0)0

111

��!

(3)

((((#)1)0)0)0:

Le terme #1000 ne peut être réduit et représente bien 8 = 5 + 3.

II.2.4 Caratéristiques des systèmes de rériture

Une rédution onsistant essentiellement en des remplaements d'expressions syntaxiques par

d'autres, les aratéristiques syntaxiques des systèmes donnent tout naturellement ertaines informations

quant aux diverses propriétés � diretement syntaxiques mais aussi sémantiques � qu'ils peuvent

avoir.

Dé�nition 22. � Un système est dit à branhement �ni si tout radial n'est �ltré que par un nombre �ni

de membres gauhes de règles.

Dé�nition 23. �On dit d'un terme qu'il est linéaire si haune de ses variables n'apparaît qu'une seule

fois.

Une règle est linéaire à gauhe si son membre gauhe est linéaire. Symétriquement une règle est dite

linéaire à droite si son membre droit est linéaire. En�n, une règle linéaire est une règle à la fois linéaire à

gauhe et à droite.

La non-préservation du nombre d'ourrenes des variables peut-être due, entre autres, à une

aratéristique projetive ou dupliquante du système.

Dé�nition 24. � Une règle dont une variable apparaît stritement plus souvent dans le membre droit

que dans le membre gauhe est une règle dupliquante.

Un système dupliquant est un système omportant des règles dupliquantes.
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Dé�nition 25. � Si un membre droit de règle est réduit à une variable, on dit de ette règle qu'elle est

projetive.

Si en outre le membre gauhe peut être réduit en plusieurs variables distintes (par différentes

règles) on dit du système onstitué de es règles qu'il effetue une projetion non déterministe (projetion

ND). Un tel système est projetif ND.

Exemple 5.

Considérons le système onstitué de inq règles :

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

f(x; y; z) ! g(y; y) (1)

f(x; y; y) ! g(x; y) (2)

g(x; y) ! y (3)

h(x) ! x (4)

f(x; y; z) ! h(x): (5)

La règle (1) est linéaire à gauhe sans être linéaire à droite ; (2) est quant à elle linéaire à droite mais pas à gauhe ;

Les règles (3), (4) et (5) sont linéaires ar linéaires à gauhe et à droite.

On peut remarquer que (1) est dupliquante et que (3) et (4) sont projetives.

Le terme f(x; y; z) est rédutible à la fois

� En x en appliquant (5) puis (4) ;

� En y à l'aide d'une rédution par (1) suivie d'un pas de (3).

Ce système a don un omportement projetif ND.

Un système dé�nit un alul ; un résultat de e alul est un terme sur lequel e alul ne se poursuit

pas.

Dé�nition 26. � Un terme qui ne peut être réduit par un système R est en forme normale (pour R). On

dira d'un terme qu'il est normalisable (par R) s'il admet une forme normale pourR 'est-à-dire s'il existe

une rédution qui aboutit à une forme normale. Ce terme sera dit fortement normalisable (par R) si toute

rédution mène à une forme normale.

Un système R est normalisant si tout terme est normalisable. Il est fortement normalisant (on dit

aussi qu'il termine) lorsque la relation!

R

est noethérienne, 'est-à-dire que tout terme est fortement

normalisable.

Exemple 6.

Sur la signature F = ff : 1; a : 0g, le système

R :

�

f(x)! a

f(x)! f(x)

Donne à tout terme une forme normale : a. Il ne termine ependant pas puisque f(x) peut être réduit indé�niment.

Le système restreint à la seule règle f(x)! a est lui, en revanhe, fortement normalisant.

L'appliation non-déterministe des règles ne laisse rien supposer sur l'uniité du résultat éventuel

ni sur elle du alul menant à un résultat. La propriété de on�uene d'une relation peut alors �ter toute

importane aux hoix faits lors du alul en garantissant que haun d'eux peut être ompensé par la

suite.
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Dé�nition 27. � Soient l

1

! r

1

et l

2

! r

2

deux règles d'un système R telles que l

1

est uni�able

ave un sous-terme (non réduit à une variable) de l

2

(mais pas à la raine si l

1

! r

1

= l

2

! r

2

). La

paire de termes (C[r

1

℄�; r

2

�) où � est un uni�ateur le plus général tel que l

2

= C[u℄ et u� = l

1

� est

appelée une paire ritique de R.

On dit d'un système qui admet des paires ritiques qu'il est overlapping.

Les paires ritiques sont en fait dé�nies modulo renommage des variables. Autrement dit, avant de

superposer des règles, on renomme leurs variables pour en obtenir des ensembles disjoints.

Dé�nition 28. � Si pour un système R, t

1

 s! t

2

implique l'existene d'un s

0

tel que t

1

!

?

s

0

et

t

2

!

?

s

0

, on dit que R est loalement on�uent. Il est on�uent en un pas si t

1

! s

0

et t

2

! s

0

. Un système

est en�n on�uent si sa l�ture ré�exive/transitive est loalement on�uente.

La on�uene en un pas est déidable ; elle implique la on�uene loale pour les systèmes fortement

normalisants.

La on�uene est une propriété indéidable en général ; elle est toutefois entraînée par la on�uene

loale dans le as des systèmes fortement normalisants

3

.

Si un système P est fortement normalisant et tel que tout terme t a une unique forme normale

pour P , nous désignerons elle-i par t#

P

.

Dé�nition 29. � Un système orthogonal est un système linéaire à gauhe sans paire ritique.

Un système est faiblement orthogonal s'il n'admet que des paires ritiques triviales, 'est-à-dire que

pour toute paire ritique (s; t), s est identique à t.

L'intérêt porté aux systèmes orthogonaux est dû au fait remarquable qu'ils sont tous on�uents [76℄

et qu'on peut onnaître ertaines de leurs propriétés en étudiant seulement la relation qu'ils induisent

en suivant une stratégie d'appliation partiulière (f. théorème 1, page 25).

II.2.5 Stratégies de rédution

On peut restreindre la relation de rériture en affaiblissant le non-déterminisme, 'est-à-dire en

favorisant voire en imposant la ou les règles à utiliser parmi toutes elles qui sont appliables à un

terme. On dé�nit alors une stratégie de rédution.

Dans le as de la rériture normalisée, par exemple, la rédution par un ensemble de règles R

d'un terme n'est autorisée que si elui-i est en forme normale pour un (autre) ensemble de règles

P . Nous nous intéresserons plus partiulièrement à une stratégie prohe de l'évaluation de langages

fontionnels : la stratégie innermost.

Dé�nition 30. � La stratégie de rédution telle que s

p

�! t seulement si tout sous-terme propre de sj

p

est en forme normale est appelée stratégie innermost.

Cette stratégie pose la normalisation des arguments (l'anglais � innermost � peut en fait être

traduit littéralement par � le plus interne �) omme préalable obligatoire à l'évaluation d'une fontion

et orrespond don en e sens à l'évaluation strite de langages omme OCAML [67℄ ou SML [64℄ en

opposition à l'évaluation paresseuse à la HASKELL [41℄.

3

C'est le fameux lemme de Newman.
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En restreignant le hoix des radiaux utilisables, le hoix de ette stratégie peut aorder aux

systèmes onernés des propriétés qu'ils n'auraient pas dans le as général. Pour ertains systèmes, il est

possible d'obtenir grâe à elle des résulats qu'on peut étendre à es systèmes onsidérés sans stratégie.

On a en partiulier pour les systèmes orthogonaux le résultat suivant d'O'Donnell [68℄ :

Théorème 1. (O'Donnell 77)

Un système orthogonal est fortement normalisant si et seulement s'il est fortement normalisant

pour la stratégie de rédution innermost.

Exemple 7.

Considérons le système :

R :

�

f(g(x)) ! f(g(x))

g(x) ! a:

Puisqu'il admet en partiulier une paire ritique (f(g(x)); a), R n'est pas orthogonal.

S'il autorise dans le as standard la rédution in�nie f(g(x)) ! f(g(x)) ! : : : , un tel système termine

toutefois sur tout terme pour la stratégie innermost. Celle-i va en effet faire disparaître tous les symboles g néessaires au

radial f(g(x)) et à l'intérieur de elui-i.
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Chapitre III

Terminaison

III.1 Problème de l'arrêt et indéidabilité

La terminaison, garantie de l'existene d'un résultat du alul sur tout terme et don en partiulier de

la totalité des fontions dé�nies par des systèmes de rériture, préalable inontournable à la reherhe

d'autre propriétés, n'admet hélas pas d'algorithme de déision. Le problème de l'arrêt des mahines de

Turing s'y réduit en effet.

III.1.1 Rériture et mahines de Turing

Nous allons voir omment oder n'importe quelle mahine de Turing sous forme d'un système de

règles. Dershowitz a proposé à e sujet un odage en deux règles seulement [21℄, nombre enore réduit

par Dauhet : il est en fait possible de se limiter à une seule règle linéaire à gauhe [15℄.

Nous donnons ii une tradution simple, inspirée des travaux de Huet & Lankford [44℄ en quelques

règles de rériture de mots

1

, un hoix naturel puisque les mahines de Turing travaillent sur des rubans.

Considérons une mahine de Turing (Q; q

0

; A = f0; 1g; b; Æ) où Q est l'ensemble des états, q

0

l'état initial, 0 et 1 les deux lettres de l'alphabet de travail A, b le aratère de blan et Æ la fontion de

transition de Q�A vers Q�A� fJ;Ig qui à un état et à un aratère lu assoie un nouvel état, un

aratère érit et un déplaement vers la droite I ou la gauhe J sur le ruban borné à gauhe.

A�n d'exprimer les on�gurations suessives d'une mahine de Turing dans le formalisme de la

rériture sur les mots, nous onsidérons les mots sur la signature F = Q [ A [ fbg.

Dans un mot q

i

�, q

i

représente l'état atuel de la mahine et � le aratère sur lequel pointe la tête.

Les transitions peuvent don être odées de la manière suivante :

q

i

�! �q

j

si Æ(q

i

; �) = (q

j

; �;I);

0q

i

�! q

j

0�

1q

i

�! q

j

1�

�

si Æ(q

i

; �) = (q

j

; �;J):

Il reste à ajouter les as dégénérés, 'est-à-dire faisant intervenir le aratère blan, pour obtenir la

simulation désirée.

On obtient ainsi une orrespondane entre les on�gurations suessives de la mahine et les mots

obtenus par rédution à l'aide du système.

1

La rériture demots se réduit en fait à une lasse partiulière de la rériture de termes restreinte aux termesmonadiques.

27
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Problème de l'arrêt. S'il existait un moyen de déider de la terminaison d'un système de rériture,

on aurait un algorithme de déision de l'arrêt d'une mahine de Turing simplement en omposant la

tradution des mahines vers les systèmes et la proédure de déision sur ieux. Puisqu'on lui ramène

ainsi le problème de l'arrêt des mahines de Turing, le problème de la terminaison des systèmes de

rériture est indéidable.

Aessibilité. Le problème de l'aessibilité onsiste en la question suivante : étant donnés deux

termes s et t, existe-t-il une séquene de rédutions qui, à partir de s, aboutit à t ? Il se résume en fait au

problème de l'arrêt : il suf�t de réduire toute on�guration d'une mahine arrêtée à un mot bien préis,

un nouvel état aratéristique q

s

par exemple, en ajoutant et état à Q et les règles de simpli�ation :

q

s

0! q

s

; q

s

1! q

s

;

0q

s

! q

s

; 1q

s

! q

s

;

Ainsi que, pour tout q 2 Q et � 2 f0; 1g les règles de rédution :

q�! q

s

� si Æ(q; �) n'est pas dé�ni;

bq�! bq

s

� si Æ(q; �) = (q

0

; �;J):

L'aessibilité d'une on�guration quelonque à bq

s

b est alors une expression de l'arrêt.

III.2 Preuve de terminaison

La terminaison se révélant être une propriété indéidable, on s'intéresse au développement de

méthodes orretes mais forément inomplètes permettant de prouver la normalisation forte dans la

plupart des as de systèmes renontrés dans la pratique.

D'une manière générale on montre la terminaison d'un programme en prouvant qu'au ours d'une

exéution, un variant de elui-i déroît stritement vis-à-vis d'un ordre bien fondé. De par la nature

de l'ordre, e variant ne peut déroître indé�niment, l'exéution ne s'éternise don pas : le programme

s'arrête sur un résultat.

Exemple 8.

Pour le programme dérit par la seule règle : f(f(x))! x, il suf�t de prendre pour variant le nombre de symboles

f du terme à réduire à haque pas.

Dans un formalisme de programme quelonque, la reherhe de e variant peut reposer très

lourdement sur l'expériene et l'intuition de qui herhe à montrer la terminaison. En e qui onerne

les systèmes de rériture, la preuve peut toutefois être oneptuellement simpli�ée par le fait que le

système R dérit lui-même une relation entre les termes. Si ette relation !

R

peut être plongée dans

une relation d'ordre bien fondée, la propriété 1 entraîne alors que!

R

est bien fondée.

On peut remarquer en partiulier qu'un systèmeR, s'il termine, dérit une relation!

R

bien fondée

par dé�nition : 'est l'ordre de rériture. Cet ordre est à rapproher du variant assoié au programme qui

peut, puisque le programme termine par hypothèse, être la différene entre le nombre de pas maximal

possible sur l'exéution onsidérée et le nombre de pas déjà effetués.

Dans le adre de ette approhe plus générale, la reherhe ne porte don plus sur une mesure de

omplexité qui déroît au fur et à mesure des appliations de R mais diretement sur un ordre bien

fondé ontenant!

R

.
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Exemple 9.

En reprenant dans e ontexte l'exemple 8, on peut montrer que le système ff(f(x)) ! xg termine dans la

mesure où, en onsidérant le nombre de f dans le terme ave l'ordre naturel sur les entiers, pour toute instaniation �,

f(f(x))� est supérieur à x�.

Savoir si un ouple de termes fait partie de!

?

R

demeure toutefois indéidable (f. remarque 1). On

peut ependant restreindre l'ensemble des ordres andidats à eux qui, étant bien fondés, ontiennent

déjà les règles de R et sont en outre stables par instaniation et monotones : les ordres de rédution

(déf. 14).

Théorème 2.

Un système R termine si et seulement s'il existe un ordre de rédution � tel que!

R

��.

PREUVE. Immédiat puisqu'en partiulier pour un système R fortement normalisant, l'ordre de

rériture est un ordre de rédution. 2

Un ordre apte à prouver la terminaison d'un système de rériture doit don se plier à ertaines

ontraintes. La reherhe d'une preuve de terminaison revient alors dans la plupart des as à déterminer

es ontraintes d'ordre et à les résoudre.

La génération de es ontraintes s'est historiquement d'abord limitée à l'orientation strite des règles

du système étudié. On herhait alors à trouver diretement un ordre onvenable pour le théorème 2

à l'aide de e que nous désignerons dans la suite omme les � Méthodes lassiques �.

Une analyse plus �ne de la struture des termes non fortement normalisables par un système R a

donné le jour en 1997 aux ritères de terminaison à l'aide de paires de dépendane. Les ontraintes requises,

pour plus nombreuses qu'elles puissent être, deviennentmoins draoniennes : il suf�t d'orienter largement

les règles de R, la déroissane strite n'étant néessaire que sur lesdites paires de dépendane.

III.3 Méthodes lassiques

III.3.1 Terminaison à l'aide d'ordres de simpli�ation

L'importane des travaux onsarés aux ordres de simpli�ation, qu'ils onernent la dé�nition

de nouveaux ordres ou l'étude de leurs propriétés, vient en partiulier du fait que parmi les ordres

suseptibles d'être utilisés dans les preuves de terminaison ils étaient jusqu'à peu les seuls qu'on pouvait

déterminer automatiquement.

Théorème 3. (Dershowitz 82) [20℄

Sur une signature �nie, tout ordre de simpli�ation est bien fondé.

En partiulier s'il existe un ordre de simpli�ation > tel que pour toute règle l ! r d'un système

R on ait l > r alors R termine.

Dé�nition 31. � L'ordre dit de plongement � est dé�ni par :

t = f(t

1

; : : : ; t

n

)� g(t

0

1

; t

0

1

: : : ; t

0

m

) = t

0

si

1. Il existe i, 1 � i � m tel que t� t

0

i

, ou bien

2. f = g et pour tout j, 1 � j � n, t

j

� t

0

j

.
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Remarque 2.� Le plongement, bien fondé par le théorème de Kruskal, est un ordre de simpli�ation

et tout ordre de simpli�ation le ontient.

Deux termes sont en fait en relation par l'ordre de plongement s'il est possible d'obtenir l'un à partir

de l'autre simplement à l'aide de projetions. On peut don onsidérer les systèmes qui préservent la

terminaison quand on autorise le passage au sous-terme.

Dé�nition 32. � On dit d'un système R qu'il termine simplement si

R

[

f jAR(f)�1

ff(x

1

; : : : ; x

n

)! x

i

j 1 � i � ng est fortement normalisant.

Cette dé�nition est bien équivalente à une preuve de terminaison par le théorème 2 et à l'aide d'un

ordre de simpli�ation :

Lemme 1. (Kurihara & Ohuhi) [51℄

Un système sur une signature �nie termine simplement si et seulement s'il existe un ordre de

simpli�ation > tel que pour toute règle l ! r 2 R on ait l > r.

III.4 Critères des paires de dépendane

La démarhe qui onsiste à destiner les ordres que nous venons de voir à l'appliation direte du

théorème 2 est trop restritive. Arts & Giesl proposent en 1997 une analyse plus �ne de la struture

des termes non fortement normalisables qui permet de dégager de nouvelles ontraintes d'ordres, plus

nombreuses mais plus souples [2℄.

Ils onstatent en effet qu'à partir de tout terme donnant lieu à une rédution in�nie on peut obtenir

une dérivation d'une forme bien partiulière. Prouver qu'il n'existe pas de dérivation de la sorte, quel

que soit le terme onsidéré, suf�t alors � en montrant par là que tous les termes ne donnent lieu qu'à

des rédutions �nies � à mettre en évidene la terminaison du système.

Remarquons que grâe à la plus grande souplesse de es ontraintes, on peut davantage en espérer

une résolution automatique.

III.4.1 Paires de dépendane

Prinipe de base. Un argument de minimalité suf�t pour montrer que si un terme t donne lieu à

une rédution in�nie, alors il admet un sous-terme non fortement normalisable f(u

1

; : : : ; u

n

) tel que

tous les u

i

sont pourtant fortement normalisables.

On obtient ainsi l'existene d'une rédution partiulière omme elle de la �gure III.1.

Pour garantir la terminaison il reste à prouver qu'une telle dérivation ne peut se produire. Cette

dérivation reposant essentiellement sur l'existene de sous-termes pouvant délenher une rédution,

'est ette propriété que nous allons herher à ontenir dans de nouvelles ontraintes.

Dé�nition 33. � Considérons un système de rériture R(F). Une paire hl; si telle qu'il existe une

règle l ! r 2 R où s est un sous-terme de r dont le symbole de tête �(s) est dé�ni est une paire de

dépendane de l ! r.
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?

?

: : :

FIG. III.1. Struture de la rédution partiulière.

L'union des paires de dépendane de toutes les règles deR forme l'ensemble des paires de dépendane

de R, noté DP(R).

Il est en fait possible d'af�ner ette dé�nition en distinguant les symboles de tête des membres

de paires. Cette différeniation est justi�ée en partiulier ar la position marquée délimite le terme

minimal non fortement normalisant dans la rédution partiulière, �gure III.1. Nous utilisons ii et

sauf mention ontraire es paires � marquées � et préiserons le as éhéant leurs avantages et les

dif�ultés tehniques pouvant en résulter

2

.

Dé�nition 34. � Soit R(F) un système de rériture. Pour haque symbole f 2 F dé�ni dans R on

onsidère sa opie marquée

b

f telle que

b

f 62 F .

On note :

b

F

R

= F [

[

f 2 F

f dé�ni dans R

f

b

fg;

La mention du système de rériture de référene étant omise en l'absene d'ambiguïté.

Si un terme s de T (F ; X) a en tête un symbole dé�ni, bs représente le terme de T (

b

F ; X) obtenu

en remplaçant �(s) par sa opie marquée. Nous appellerons marquage ette opération.

Dé�nition 35. � Pour un système de rériture R(F), une paire h

b

l; bsi telle qu'il existe une règle

l ! r 2 R où s est un sous-terme de r dont le symbole de tête �(s) est dé�ni est une paire de

dépendane marquée de l ! r.

Puisque nous ne onsidérons dans la suite quasiment que des paires marquées, nous les désignerons

abusivement sous le nom de � paires de dépendane � respetant ainsi la nomenlature de Arts & Giesl.

Dé�nition 36. � Une haîne de dépendane d'un système R est une séquene : : : ; hs

j

; t

j

i; : : : munie

d'une substitution � telle que pour deux paires hs

i

; t

i

i; hs

i+1

; t

i+1

i onséutives quelonques :

t

i

�

6=�

�!

R

?

s

i+1

�:

2

Une attention toute partiulière sera portée aux marques lors de notre étude de la terminaison des systèmes AC,

f. setion III.2 de la deuxième partie.
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Les paires de dépendane sont dé�nies modulo renommage des variables. Nous onsidérerons

toujours que, dans une haîne de dépendane, les variables sont distintes d'une paire à l'autre.

Les haînes de dépendane permettent en partiulier de dérire la rédution de forme partiulière

qui nous intéresse. En effet, dans une telle dérivation les pas de DP relient le terme minimal non

fortement normalisant à un sous-terme de son réduit en tête, lui-même minimal et non fortement

normalisant, omme illustré par la �gure III.2.

?

R

DP(R)

?

R

DP(R)

?

R

FIG. III.2. Rédution ave paires de dépendane.

Les haînes de dépendane que nous renontrerons dans la suite seront dites � minimales � dans le

sens où elles orrespondront toujours à la rédution partiulière du prinipe de base (�gure III.1).

Dé�nition 37. � Une haîne de dépendane est minimale si les sous-termes propres de toute instane

d'un membre gauhe de paire sont fortement normalisables.

Puisqu'elle est apable de dérire la rédution minimale partiulière dont le aratère �ni ou in�ni

est elui de la relation!

R

, nous allons désormais nous intéresser à la nouvelle relation

���!

R

[

�

���!

DP(R)

:

III.4.2 Critères de terminaison

Ainsi passés des dérivations aux haînes, il nous reste à trouver un ordre bien fondé dans lequel

plonger notre haîne de dépendane minimale. Les ontraintes sur les pas de rériture (et don les

règles) sont onsidérablement allégées : si règles et paires doivent enore déroître, il suf�t désormais

que seule la déroissane des pas de DP soit strite, la terminaison étant alors assurée par le aratère

�ni des rédutions entre instanes de paires.

Les paires de dépendane permettent de dé�nir un ritère de terminaison, 'est-à-dire une ondition

à la fois néessaire et suf�sante pour garantir qu'un système est fortement normalisant.

Théorème 4. Complétude.

Si un système R est fortement normalisant, alors il n'existe auune haîne de dépendane in�nie.

PREUVE. On peut en effet diretement traduire en rédution in�nie tout haîne in�nie :

: : : hbs

i

;

b

t

i

i; hbs

i+1

;

b

t

i+1

i; : : : munie de �

: : : C[s

i

�℄

p

p

�!

R

C[t

i

�℄

p

��!

R

?

C

0

[s

i+1

�℄

q

q

�!

R

C

0

[t

i+1

�℄

q

��!

R

?

: : :

2
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Théorème 5. Corretion.

Soit R un système de rériture. S'il n'existe auune haîne de dépendane de R in�nie, alors R est

fortement normalisant.

PREUVE. Nous ommençons par donner formellement la lef du prinipe de base sous la forme

d'un lemme. A�n d'alléger les notations nous utiliserons les aratères gras : f(u) représentera ainsi

de façon ondensée le terme f(u

1

; : : : ; u

n

) et une propriété énonée sur u s'appliquera en fait à tous

les u

i

, 1 � i � n.

Lemme 2.

Si un terme s est non fortement normalisable, alors on peut érire s omme C[f(u)℄ où f(u) est

non fortement normalisable mais u est fortement normalisable.

PREUVE. Par minimalité. 2

Preuve du théorème de orretion

Supposons qu'il existe une suite in�nie de rédutions à partir d'un terme t, nous allons onstruire

à partir de elle-i une haîne de dépendane in�nie.

D'après le lemme 2, t ontient un sous-terme non fortement normalisable f

1

(u

1

) tel que u

1

est

fortement normalisable. On ne peut don réduire indé�niment u

1

. Il existe ainsi v

1

tel que

f

1

(u

1

)

6=�

�!

?

f

1

(v

1

)

Et f

1

(v

1

) est rédutible à la raine.

Il y a don une substitution � telle que f

1

(v

1

) = f

1

(w

1

)� ave une règle f

1

(w

1

) ! r 2 R.

Nous avons f

1

(w

1

)� ! r� ave, par le lemme, r� ontenant un sous-terme f

2

(u

2

) non fortement

normalisable.

Or pour toute variable x apparaissant dans (w

1

), x� est fortement normalisable, e qui signi�e

que f

2

ne peut apparaître par � et don r = C[f

2

(�u

2

)℄ tel que f

2

(�u

2

)� = f

2

(u

2

) non fortement

normalisable ave u

2

fortement normalisable.

Nous pouvons ainsi érire la paire h

b

f

1

(w

1

);

b

f

2

(�u

2

)i et la munir de la substitution �.

Dé�nissons maintenant la onstrution indutive des paires de dépendane.

Supposons que nous disposions d'une séquene : : : : h

b

f

n�1

(w

n�1

);

b

f

n

(�u

n

)i; �. Nous avons ainsi

la rédution f

n�1

(w

n�1

)� ! C[f

n

(�u

n

)℄� ave f

n

(�u

n

)� = f

n

(u

n

) où f

n

(u

n

) est non fortement

normalisable mais ave �u

n

fortement normalisable. Don f

n

(u

n

)!

6=� ?

f

n

(v

n

) et il faut réduire à �.

Nous savons qu'il existe � telle que f

n

(w

n

)� = f

n

(v

n

) et f

n

(w

n

) ! g 2 R. Mais f

n

(w

n

)� se

rérit en g� qui est soure d'une rédution in�nie ; en appliquant le lemme 2, g� s'érit C

0

[h(u)℄. Or

pour tout x variable de (w

n

), x� est fortement normalisable don g� = C[h(�u)℄� .

En posant h = f

n+1

et �u = �u

n+1

nous obtenons ainsi une nouvelle paire de dépendane.

Il reste à véri�er que

: : : h

b

f

n�1

(w

n�1

);

b

f

n

(�u

n

)i; h

b

f

n

(w

n

);

b

f

n+1

(�u

n+1

)i

Munie de � Æ � est bien une haîne de dépendane, e qui est vrai ar pour rérire, on peut toujours

renommer les variables (les variables de deux paires différentes sont distintes). 2
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Ce théorème de orretion admet un orollaire dé�nissant de nouvelles ontraintes d'ordre.

Corollaire 5�1.

Soit R un système de rériture, s'il existe un ordre de rédution faible (au sens de la dé�nition 14)

sur les termes (�;�) tel que :

1. l � r pour toute règle l ! r 2 R et

2. s � t pour toute paire hs; ti 2 DP(R),

Alors R est fortement normalisant.

PREUVE. On a en effet !

R

��. S'il existait une haîne de dépendane in�nie, on aurait par

dé�nition une substitution � telle que

t

i

�

6=�

�!

R

?

s

i+1

�

Pour tout i et don une suite in�nie

s

i

� � t

i

� � s

i+1

� � t

i+1

� � : : :

Ce qui serait en ontradition ave l'hypothèse : � bien fondé. 2

III.4.3 Graphes de dépendane

La ondition de strite déroissane sur toutes les paires de dépendane est parfois enore trop

forte. En effet, ertaines paires ne peuvent apparaître qu'un nombre �ni de fois dans une haîne in�nie.

Les déteter, 'est se donner les moyens d'affaiblir les ontraintes sur l'ordre et ainsi permettre un

traitement plus ef�ae.

Exemple 10.

Considérons le système réduit à la seule règle f(f(x))! f(s(f(x))).

Ses deux paires de dépendane sont :

h

b

f(f(x));

b

f(x)i; (III.1)

h

b

f(f(y));

b

f(s(f(y)))i: (III.2)

On ne trouvera toutefois jamais plusieurs ourrenes de la seonde paire dans une haîne puisque qu'il n'existe auune

substitution � telle que

b

f(s(f(y))� !

?

b

f(f(x))�. Il n'est don pas néessaire d'en rélamer une orientation.

A�n de déteter, pour prouver la terminaison d'un système R, les paires ruiales de DP(R),

on onstruit un graphe dont les n÷uds sont des paires et tel que les paires qui peuvent apparaître

onséutivement dans une haîne soient reliées. Toute haîne in�nie orrespond don à un hemin

in�ni dans le graphe qui est �ni si le système lui-même l'est et qui par onséquent doit dans e as

ontenir des yles.

Dans la suite de ette setion, les systèmes onsidérés sont tous �nis.

Dé�nition 38. � SoitR un système de rériture. On appelle graphe de dépendane de R le graphe G dont

les n÷uds sont les paires de dépendane de R et tel que (hs; ti; hs

0

; t

0

i) 2 G si et seulement s'il existe

une substitution � véri�ant

t�

6=�

�!

?

s

0

�:
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Prouver la terminaison du système, revient en fait à véri�er la déroissane des paires qui inter-

viennent dans les yles pourvu qu'au moins l'une d'elles déroisse stritement.

Exemple 11. (Arts & Giesl 97)

Considérons un système de division des entiers de Peàno :

8

>

>

<

>

>

:

x� 0 ! x

s(x)� s(y) ! x� y

0� s(y) ! 0

s(x)� s(y) ! s((x� y)� s(y)):

Il n'existe pas d'ordre de simpli�ation pour e système

3

. On extrait trois paires de dépendane :

hs(x)

b

�s(y); x

b

�yi; (III.1)

hs(x)

b

�s(y); (x� y)

b

�s(y)i; (III.2)

hs(x)

b

�s(y); x

b

�yi; (III.3)

Qu'on peut agener en :

(1) (3) (2)

Puisque (3) n'est pas sur un yle du graphe, son orientation n'est pas à onsidérer.

Le raf�nement des graphes préserve la orretion des ritères par paires de dépendane. Il suf�t

en fait de limiter l'analyse aux yles élémentaires du graphe onsidéré.

Théorème 6. Critère de orretion ave graphes.

Soient R un système de rériture �ni et G son graphe de dépendane. S'il existe un préordre � de

rédution faible tel que :

1. l � r pour toute règle l ! r 2 R,

2. s � t pour tout yle élémentaire C de G et pour toute paire hs; ti 2 C,

3. Pour tout yle élémentaire C de G il existe une paire hs; ti 2 C telle que s � t,

Alors R est fortement normalisant.

PREUVE. Un graphe de dépendane est �ni ar les paires sont en nombre �ni. Le hemin assoié à

une haîne in�nie passe don un nombre in�ni de fois par un yle élémentaire. Les yles élémentaires

sont de longueur �nie don à haque fois une déroissane strite est effetuée, e qui ontredit le

aratère bien fondé de l'ordre. On onlut par le théorème 5. 2

Il n'est pas possible de déterminer automatiquement le graphe de dépendane : l'existene de �

telle que s� !

?

t� pour s et t donnés est indéidable en général. On introduit don une notion de

3

En effet : en instaniant y par s(x) � y on plonge le membre gauhe de la dernière règle dans le membre droit, le

plongement n'est don pas ontenu dans un ordre qui oriente orretement ette règle.
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graphe de dépendane approhé dont on sait qu'il ontient le graphe de dépendane. Le théorème de

orretion ave graphes reste bien sûr valable sur e graphe approhé.

Approximation du graphe

Plusieurs méthodes d'approximation des graphes de dépendane ont été proposées. L'approxima-

tion originale de Arts & Giesl repose sur l'uni�abilité des membres gauhes ave une transformation

syntaxique des membres droits et admet une amélioration par narrowing [4℄. Toyama et Kusakari [53,55℄

utilisent des onepts de rédution! et
. Middeldorp [61℄ quant à lui met en jeu des automates d'arbre.

Nous dérivons ii la méthode de Arts & Giesl souvent suf�samment puissante et peu oûteuse.

On veut déterminer un ensemble d'ars qui ontient le graphe de dépendane. Les seuls symboles

de raine stables par rédution sont les onstruteurs : le ritère de séletion retenu quant aux paires à

onsidérer est la possible uni�ation des membres dont les sous-termes ayant des symboles dé�nis à

la raine ont été remplaés par des variables distintes quelles que soient les ourrenes.

Dé�nition 39. � Soit R(F) un système de rériture. Pour tout terme t,

� CAP(t) désigne le terme obtenu en remplaçant par des variables les sous-termes de t dont le

symbole à la raine est dé�ni dans R ;

� REN(t) est le terme obtenu en remplaçant les variables de t par de nouvelles variables distintes

(pour toutes ourrenes).

Le terme t est onnetable à un terme t

0

si REN(CAP(t)) et t

0

sont uni�ables.

Par uni�ation syntaxique sur les termes modi�és par REN et CAP on détermine des ars entre les

paires de dépendane du système. Le graphe obtenu ontient bien le graphe de dépendane.

Proposition 3.

Soit R(F) un système de rériture. S'il existe une substitution � telle que

t�

6=�

�!

R

?

t

0

�;

Alors t est onnetable à t

0

.

PREUVE. Par indution sur la struture de t, supposons que t� se rérive en un terme t

00

par le

système R.

� Si t est une variable ou si son symbole de tête est dé�ni alors REN(CAP(t)) est une variable et

don uni�able à t

00

.

� Si t a pour symbole de tête un onstruteur , on peut alors poser t = (: : : ; t

i

; : : : ). Ainsi

REN(CAP(t)) s'érit (: : : ; REN(CAP(t

i

)); : : : ). Comme un terme dont la raine est un onstru-

teur ne peut se réduire qu'en un (autre) terme dont la raine est le même onstruteur, t

00

s'érit

(: : : ; t

00

i

; : : : ) ave les t

i

� se rérivant en t

00

i

. Par hypothèse et par distintion des variables

après appliation de REN, REN(CAP(t)) est uni�able à t

00

.

On a le résultat pour t� !

?

t

00

, don en partiulier pour t� !

?

t

0

�, il vient ainsi que REN(CAP(t)) est

uni�able à t

0

� et �nalement, omme il ne ontient que de nouvelles variables, à t

0

. 2

Remarque 3.� Il s'agit bien d'uni�ation et pas de �ltrage : prenons s = f(x; s(y)) et t = f(s(u); v)

où f est le seul symbole dé�ni, s et t sont uni�ables mais s ne �ltre pas t. Pourtant aveR : ff(x; y)!



III.5. Des ordres pour la terminaison 37

s(x)g et � = fx 7! f(u; u); v 7! s(y)g on peut avoir la rédution

s� = f(f(u; u); s(y))

6=�

�!

R

?

f(s(u); s(y)) = t�:

En�n, puisque plusieurs règles peuvent s'appliquer à un même terme, il est important de renommer

haune des ourrenes des variables pour ne pas obtenir de onlusions erronées.

Exemple 12.

Considérons le système de Toyama [83℄ :

8

<

:

G(0; 1) ! 0

G(0; 1) ! 1

f(0; 1; x) ! f(x; x; x):

Ce système ne termine pas :

f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1))! f(0; G(0; 1); G(0; 1))

! f(0; 1; G(0; 1))! f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1))! :::

On n'extrait de et ensemble de règles qu'une seule paire de dépendane : h

b

f(0; 1; x);

b

f(x; x; x)i et si on ne renommait

pas toutes les ourrenes, on ne trouverait pas d'arête et don pas de yle sur le graphe. On pourrait alors onlure à tort

que le système termine.

III.5 Des ordres pour la terminaison

Les ordres utilisés dans la pratique pour prouver la terminaison des systèmes de rériture peuvent

être distingués en deux atégories : les ordres syntaxiques, où ne rentre en onsidération que la forme

des termes à omparer, et les ordres sémantiques, pour lesquels on dé�nit une interprétation des termes

dans un domaine D muni d'un ordre �

D

.

III.5.1 Méthodes syntaxiques

Le prinipe fondamental des méthodes syntaxiques est la omparaison des termes ne prenant en

onsidération que leur struture, éventuellement en se référant à un ordre sur l'alphabet.

On dé�nit habituellement dans e adre des ordres sur les hemins, onstruits à partir d'une préédene,

'est-à-dire à partir d'un ordre arbitraire sur les symboles d'une signature.

Introduits indépendamment par Nahum Dershowitz [19, 24℄ et David Plaisted [73℄, es ordres

reposent sur l'idée qu'un terme s est plus petit qu'un terme t s'il est onstruit à partir de sous-termes

inférieurs (pour l'ordre) aux sous-termes de t dans une struture de symboles de fontions inférieurs

(ette fois pour la préédene) à eux de t.

Si la omparaison des sous-termes est une extension multiensemble dans le as des artiles pré-

édents, elle peut aussi être menée lexiographiquement omme dans le LPO de Kamin & Levy [47℄.

Ces deux approhes sont toutefois subsumées par une dé�nition plus générale proposée en 1982 par

Dershowitz [20℄ et que nous donnons ii.
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Dé�nition 40. � Soit F une signature. On appelle préédene un préordre sur F .

Une fontion de statut admissible pour une préédene � est une appliation S de F vers fmul ; lexg

telle que f ' g entraîne S(f) = S(g) et si en outre S(f) = S(g) = lex, alors f et g ont même arité.

Dé�nition 41. � Soient F une signature et X un ensemble dénombrable de variables, soient � une

préédene et S une fontion de statut admissible pour �.

L'ordre réursif sur les hemins (RPO) est la relation �

RPO

sur T (F ; X) dé�nie par s �

RPO

t si et

seulement si :

� s = x 2 X et t = x ou

� s = f(s

1

; : : : ; s

n

) ave f 2 F et

� s

i

�

RPO

t pour un i, 1 � i � n ou

� t = g(t

1

; : : : ; t

m

) ave g 2 F et

Æ f � g et pour tout j, 1 � j � m, s �

RPO

t

j

ou

Æ f ' g et

� S(f) = mul et fs

1

; : : : ; s

n

g(�

RPO

)

mul

ft

1

; : : : ; t

m

g ou

� S(f) = lex don n = m et (s

1

; : : : ; s

n

)(�

RPO

)

lex

(t

1

; : : : ; t

m

) ave pour tout j,

1 � j � m, s �

RPO

t

j

et s �

RPO

t si s �

RPO

t et t 6�

RPO

s.

RPO peut être utilisé pour montrer la terminaison de systèmes de rériture.

Proposition 4. (Dershowitz 82) [20, 21℄

RPO est un ordre de simpli�ation sur T (F ; X).

Exemple 13.

La terminaison du système dérivant la fontion d'Akermann

8

<

:

A(0; x) ! s(x)

A(s(x); 0) ! A(x; s(0))

A(s(n); s(m)) ! A(n;A(s(n); m));

Est prouvée par le RPO ave la préédene A > s où S(A) = lex. Pour la dernière règle, par exemple, s(n) est plus

grand que n par sous-terme et il reste à véri�er que A(s(n); s(m)) est plus grand que A(s(n); m), e qui est vrai

ar s(m) est supérieur àm par la propriété de sous-terme de l'ordre.

III.5.2 Méthodes sémantiques

Les méthodes sémantiques reposent sur une interprétation des termes dans un domaine muni d'un

ordre bien fondé.

Dé�nition 42. � Soient T (F ; X) une algèbre de termes et D un domaine muni d'un ordre �

D

. On

dé�nit une interprétation homomorphique ' par l'assoiation à haque f 2 F d'arité n d'une fontion

[[f ℄℄

'

: D

n

! D étendue à tous les termes par :

'(x) = x;

'(f(s

1

; : : : ; s

n

)) = [[f ℄℄

'

('(s

1

); : : : ; '(s

n

)):
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On peut alors omparer les termes interprétés par l'ordre d'évaluation sur les fontions sur D.

Dé�nition 43. � Soit D un domaine muni d'un ordre �

D

. L'ordre d'évaluation �

D

est dé�ni par :

f �

D

g si et seulement si pour tout (x

1

; : : : ; x

n

) 2 D

n

; f(x

1

; : : : ; x

n

) �

D

g(x

1

; : : : ; x

n

) ;

f �

D

g si et seulement si pour tout (x

1

; : : : ; x

n

) 2 D

n

; f(x

1

; : : : ; x

n

) >

D

g(x

1

; : : : ; x

n

):

Remarque 4. � L'ordre �

D

de la dé�nition 43 orrespond bien à la partie strite-stable de �

D

mais

n'est pas sa partie strite assoiée.

On ompare les termes en se ramenant à leur interprétation :

Dé�nition 44. � L'ordre (�

'

; >

'

) induit par l'interprétation homomorphique ' vers les fontions

sur D est dé�ni par :

s �

'

t si '(s) �

D

'(t) ;

s >

'

t si '(s) �

D

'(t):

Il dé�nit bien une relation onvenable.

Lemme 3.

L'ordre (�

'

; >

'

) est stable par instaniation.

PREUVE. Soient s et t deux termes tels que s >

'

t et � une substitution. Par dé�nition de >

'

,

pour tous x

1

; : : : ; x

n

, '(s)(x

1

; : : : ; x

n

) �

D

'(t)(x

1

; : : : ; x

n

). En partiulier :

'(s�)(x

1

; : : : ; x

n

) = '(s)(x

1

�; : : : ; x

n

�) �

D

'(t)(x

1

�; : : : ; x

n

�) = '(t�)(x

1

; : : : ; x

n

);

C'est-à-dire s� >

'

t�.

Le même raisonnement s'applique à �

'

. 2

Lemme 4.

Si pour haque symbole f la fontion [[f ℄℄

'

est roissante (resp. stritement) selon haun de ses

arguments, alors �

'

(resp. >

'

) est monotone.

PREUVE. En effet si '(u) �

D

'(v) et si [[f ℄℄

'

est roissante en haun de ses arguments on a

'(f(s

1

; : : : ; u; : : : ; s

n

)) =

[[f ℄℄

'

('(s

1

); : : : ; '(u); : : : ; '(s

n

)) �

D

[[f ℄℄

'

('(s

1

); : : : ; '(v); : : : ; '(s

n

))

= '(f(s

1

; : : : ; v; : : : ; s

n

))

Et don f(s

1

; : : : ; u; : : : ; s

n

)) �

'

f(s

1

; : : : ; v; : : : ; s

n

)). 2

Lemme 5.

Si �

D

est bien fondé alors �

'

est bien fondé.

PREUVE. Immédiat. 2

Trouver une interprétation sémantique faisant (par dé�nition) appel à l'intuition et à l'expériene,

une automatisation des preuves est inonevable ave un hoix in�ni de domaines. A�n de déharger

autant que faire se peut ette reherhe sur une mahine, on se restreint souvent à une portion minorée

de l'ensemble des entiers, 'est-à-dire à D

�

= fn 2 Z tels que n � �g où � est l'ordre naturel sur Z.

On dit de telles interprétations qu'elles sont arithmétiques.
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Interprétations polynomiales

Introduite par Lankford [56℄ en 1979, l'interprétation des termes par des fontions polynomiales

sur les entiers est toujours l'une des méthodes les plus utilisées.

Dé�nition 45. � Une interprétation polynomiale de termes de T (F ; X) est une interprétation arithmé-

tique sur un domaine D

�

telle que pour tout f 2 F , [[f ℄℄ est une fontion polynomiale.

Il est possible, dans le as des interprétations polynomiales, de se ramener au domaine D

0

en

effetuant la translation f

0

(x

1

; : : : ; x

n

) = f

�

(x

1

+ �; : : : ; x

n

+ �) � � et de dé�nir ainsi un ordre

(�

'

0

; >

'

0

) à partir de (�

'

�

; >

'

�

).

Lemme 6.

Soit (�

'

0

; >

'

0

) obtenu par translation à partir de (�

'

�

; >

'

�

).

s �

'

0

t si et seulement si s �

'

�

t;

s >

'

0

t si et seulement si s >

'

�

t:

PREUVE. En effet, pour un terme t : '

0

(t) = '

�

(t)� �. 2

Remarque 5. � Il existe un moyen simple de s'assurer de la monotonie d'un ordre sémantique à base

d'interprétations polynomiales : si tous les oef�ients de la fontion polynomiale sont positifs, elle-i

est roissante.

Exemple 14.

Prouvons la terminaison du système :

�

x + 0 ! x

x + s(y) ! s(x+ y):

L'interprétation polynomiale (� = 1) :

[[0℄℄ = 1;

[[s℄℄(x) = x + 1;

[[+℄℄(x; y) = x+ 2y;

Induit une appliation ' telle que :

'(x) = x; '(x + 0) = x + 2;

'(x+ s(y)) = x + 2y + 2; '(s(x+ y)) = x+ 2y + 1:

Les règles sont alors orretement orientées en omparant les images grâe à l'ordre d'évaluation : pour toute valeur entière

de x supérieure ou égale à 1, la fontion qui à x assoie x + 2 prend une valeur supérieure à elle prise par la fontion

qui à x assoie x et de même pour les fontions qui assoient à x respetivement x + 2y + 2 et x + 2y + 1. On

dispose bien d'un ordre permettant de montrer la terminaison du système.

Remarque 6. � Une translation de l'interprétation utilisée dans l'exemple 14 permet de se ramener

du domaine D

1

= fx 2 Z j x � 1g à D

0

= N ave l'interprétation polynomiale :

[[0℄℄ = 0;

[[s℄℄(x) = x+ 1;

[[+℄℄(x; y) = x + 2y + 2:
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Exemple 15.

Pour prouver la terminaison du système de différeniation dérit par les règles suivantes [22℄ :

Dt ! 1;

D(onstante) ! 0;

D(x + y) ! Dx +Dy;

D(x� y) ! (y �Dx) + (x�Dy);

D(x� y) ! Dx�Dy;

D(neg(x)) ! neg (Dx);

D(x=y) ! (Dx=y)� (x�Dy=y

2

);

D(Log(x)) ! Dx=x;

D(x

y

) ! (y � x

y�1

�Dx) + (x

y

� (Log(x))�Dy);

Il suf�t de prendre l'interprétation polynomiale :

[[+℄℄(x; y) = x + y; [[�℄℄(x; y) = x+ y; [[x

y

℄℄(x; y) = x + y;

[[neg ℄℄(x) = x+ 1; [[onstante℄℄ = 2; [[�℄℄(x; y) = x+ y;

[[=℄℄(x; y) = x + y; [[D℄℄(x) = x

2

; [[Log ℄℄(x) = x + 1;

[[t℄℄ = 2:

Lamise en÷uvre des interprétations polynomiales entraîne la néessité de omparer deux fontions

polynomiales sur N à oef�ients entiers et, e faisant, se heurte au dixième problème de Hilbert [42℄.

Ce problème fut montré indéidable par Matijasevi (à partir de travaux de Robinson) [16,59℄. Comme

souvent en pareil as, on s'est efforé de trouver desméthodes orretes, inomplètesmais satisfaisantes

pour le plus grand nombre de as possible a�n de omparer des fontions polynomiales ou, e qui

revient au même, de véri�er leur positivité sur toutes valeurs naturelles de leurs arguments. Nous

reviendrons plus en détails sur es méthodes dans le ourant de la troisième partie, paragraphe II.2.2.

Exponentielles

Il existe également des méthodes sémantiques autorisant l'interprétation des termes omme des

fontions exponentielles.

Exemple 16. (Dershowitz 95) [22℄

On souhaite utiliser une approhe sémantique pour prouver la terminaison du système de mise en forme normale

disjontive :

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

::x ! x

:(x _ y) ! (:x) ^ (:y)

:(x ^ y) ! (:x) _ (:y)

x ^ (y _ z) ! (x ^ y) _ (x ^ z)

(y _ z) ^ x ! (x ^ y) _ (x ^ z):



42 Chapitre III. Terminaison

Il est possible d'utiliser l'interprétation exponentielle suivante :

[[_℄℄(x; y) = x+ y + 1; [[^℄℄(x; y) = x� y;

[[:℄℄(x) = 2

x

; [[onstante℄℄ = 2:

III.6 Méthodes transformationnelles

Il s'agit de transformations du système R, dont on doit prouver la terminaison, en un système R

0

,

plus faile à étudier, telles que si R

0

est fortement normalisant alors R est fortement normalisant.

Une des plus élèbres instanes de méthodes transformationnelles est sans doute l'étiquetage sé-

mantique proposé par Hans Zantema [85℄ où à haque symbole de fontion on appose une étiquette

dépendant de la sémantique de ses arguments, les règles du système original R étant étendues en

onséquene. On obtient ainsi un nouveau système R

0

ave la propriété que R termine si et seulement

si R

0

termine. Le problème est alors d'obtenir un R

0

dont la terminaison est plus aisée à prouver que

elle de R. Le hoix de l'étiquetage reste à la harge de l'intuition de qui veut prouver la terminaison ;

ette méthode reste don très dif�ile à automatiser.

On peut également mentionner la dummy elimination de Ferreira et Zantema [27℄ et son extension par

Kusakari, Nakamura et Toyama (Argument Filtering Transformation) [54℄ où les arguments non pertinents

sont � retirés � du système. Ces méthodes sont toutefois subsumées par une approhe ouplée paires

de dépendane/transformation de ontraintes d'ordre [33℄.

III.7 Transformation des ontraintes d'ordre

Plut�t que prouver la terminaison d'un nouveau système de rériture, il est possible de transformer

diretement les ontraintes d'ordre issues du système original. Ces approhes permettent, par exemple

par élimination des arguments inopportuns, de onstruire un ordre de rédution faible à partir d'un

ordre de rédution donné. Elles sont en partiulier tout à fait adaptées aux ritères par paires de

dépendane où les ordres requis ne sont pas stritement monotones.

Dé�nition 46. � On appelle shéma de programme réursif (RPS) un système de rériture tel que :

� Chaque symbole dé�ni n'est à la raine que d'une seule règle ;

� Toute règle est de la forme f(x

1

; : : : ; x

n

)! r où les x

i

sont des variables deux-à-deux disjointes

et r est un terme arbitraire.

La terminaison des RPS est un problème déidable : il suf�t qu'il n'y ait pas de règles réursives ou

mutuellement réursives.

Dé�nition 47. � Un système �ltre d'arguments (abrégé en AFS, de l'anglais Argument Filtering System)

est un RPS tel que pour haque règle f(x

1

; : : : ; x

n

)! r, le membre droit r est ou bien

� Une variable (un des x

i

) ou bien

� Un terme N

f

(y

1

; : : : ; y

m

) où N

f

est un nouveau symbole n'apparaissant que dans ette règle

et où l'ensemble des y

i

est inlus dans elui des x

i

.
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Tout AFS est fortement normalisant et on�uent (ar orthogonal).

Théorème 7. (Arts 97) [3℄

Soient P un RPS et � un préordre de rédution faible. La relation � dé�nie par s � t si et

seulement si s#

P

� t#

P

est un préordre de rédution faible.

On a ainsi gagné un moyen de onstruire des préordres de rédution faibles.

Exemple 17. (Ferreira & Zantema) [28℄

Considérons le système :

�

f(g(x)) ! g(f(f(x)))

f(h(x)) ! h(g(x)):

On en extrait deux paires de dépendane :

h

b

f(g(x));

b

f(x)i;

h

b

f(g(x));

b

f(f(x))i:

En appliquant le RPS : ff(x)! x ; h(x)! 0g, les ontraintes deviennent :

g(x) � g(x);

0 � 0;

b

f(g(x)) >

b

f(x):

On peut alors aisément onlure grâe à RPO ave tous les symboles égaux dans la préédene.
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Première partie

Struture hiérarhique des systèmes de

rériture

45





Introdution

A

�n de proposer un adre plus adapté à l'étude des omportements modulaires des systèmes de

rériture et pour pro�ter davantage des informations sur la struture hiérarhique des systèmes,

nous allons dans un premier temps et le hapitre I étudier les unions ensemblistes de systèmes

et ertains des travaux sur la terminaison qu'elles ont susités, notamment eux de Gramlih,

Krishna Rao, Dershowitz et Ohlebush. Nous introduirons au ours du hapitre II la notion

de modules de rériture (dé�nition 58) et verrons omment exprimer grâe à elle différentes

sortes d'extensions. Nous proposerons alors (hapitre III) une lasse d'ordres au bon omportement et

onstruirons sur les modules des paires de dépendane relatives (dé�nition 60). Ces ordres et es paires nous

permettront d'exposer au hapitre IV de nouvelles méthodes de preuve de terminaison onernant

les unions hiérarhiques, méthodes autorisant un déroulement inrémental de la preuve et don une

appliation de tehniques automatiques à de gros systèmes.
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Chapitre I

Unions de systèmes

Les systèmes, omme les signatures, sont des ensembles : on peut étudier leur omposition en se

penhant sur les propriétés aratéristiques de leurs unions respetives.

I.1 Unions et modularité

L'union de deux systèmes de réritureR

1

(F

1

) etR

2

(F

2

) est différemment onsidérée suivant l'état

de l'intersetion F

1

\ F

2

par rapport à l'union des règles.

Dé�nition 48. � Deux systèmes R

1

(F

1

) et R

2

(F

2

) sont :

� Disjoints si F

1

\ F

2

= ; ;

� À onstruteurs partagés si les signatures F

1

et F

2

ne partagent que des symboles onstruteurs

(F

1

\ F

2

= E et pour tout f 2 E, f n'est jamais en tête d'un membre gauhe de règle) ;

� Composables si R

1

restreint aux règles dont le symbole de tête est dans F

2

est égal à R

2

restreint

aux règles dont le symbole de tête est dans F

1

.

Une union R

1

[ R

2

sera par suite elle-même quali�ée d'union :

� Disjointe, si F

1

et F

2

sont disjointes ;

� À onstruteurs partagés, si R

1

et R

2

ne partagent que des onstruteurs ;

� De (systèmes) omposables, si R

1

et R

2

sont omposables.

On appelle union hiérarhique une unionR

1

(F

1

)[R

2

(F

2

) telle qu'en notantD

1

etD

2

les ensembles

des symboles dé�nis de R

1

et R

2

, et C

1

et C

2

leurs onstruteurs respetifs :

� (D

2

nD

1

) \ F

1

= ; et

� fl ! r j �(l) 2 D

1

\D

2

g = R

1

\ R

2

.

Une union hiérarhique est don une union où des symboles d'un système peuvent apparaître

omme onstruteurs dans l'autre et où les symboles dé�nis dans les deux systèmes sont en tête des

mêmes règles pour haun d'eux.

Exemple 18.

En prenant :

� R

1

: ff(x)! xg et R

2

: fg(x)! xg, R

1

[ R

2

est une union disjointe ;

� R

1

: ff(h(x)) ! xg et R

2

: fg(x) ! h(x)g, R

1

[ R

2

est une union à onstruteurs partagés (où le

seul onstruteur est h) ;
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� R

1

: ff(h(x))! x; h(a)! bg etR

2

: fg(x)! h(x); h(a)! bg, R

1

[R

2

onstitue une union

de systèmes omposables ;

� R

1

: ff(g(x)) ! xg et R

2

: fg(x) ! xg, R

1

[ R

2

est en�n une union hiérarhique, g étant dé�ni

dans R

2

mais servant omme onstruteur dans R

1

.

On a lairement les inlusions suivantes :

� Les unions à onstruteurs partagés ontiennent les unions disjointes ;

� Les unions de systèmes omposables subsument les unions à onstruteurs partagés ;

� Les unions hiérarhiques englobent les unions de systèmes omposables.

Ces relations sont réapitulées à la �gure I.1.

Hiérarhiques

De omposables

À onstruteurs

partagés

Disjointes

FIG. I.1. Relation entre les différents types d'union de systèmes.

Dé�nition 49.�Une propriété P est modulaire pour un ertain type d'union (disjointe, à onstruteurs partagés,

de systèmes omposables, et.) si l'union de e type de deux systèmes véri�ant P possède également la

propriété P .

Nous nous intéressons au omportement de es différentes unions vis-à-vis de propriétés que

peuvent avoir les systèmes, la terminaison en partiulier.

I.2 Unions et terminaison

L'importane tant théorique que pratique des propriétés modulaires a généré une importante

quantité de travaux, notamment sur la terminaison de systèmes de rériture. Plut�t qu'un inventaire de

tous les résultats obtenus à e jour nous proposons une desription des approhes utilisées, d'abord

dans le as des unions disjointes � ave une mise en évidene de l'in�uene des projetions � et

leurs extensions aux onstruteurs partagés et onernant les unions hiérarhiques, ensuite dans le

adre d'une preuve à l'aide des ritères par paires de dépendane. Nous présentons en�n ertaines

aratéristiques d'une notion de terminaison ontr�lant l'ajout de règles projetives.
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I.2.1 Unions disjointes

La terminaison n'est pas une propriété qui se transmet failement aux unions de systèmes. Même

une union de systèmes fortement normalisants disjoints est suseptible de ne pas terminer. Ce om-

portement est illustré par un fameux exemple de Toyama [83℄.

Exemple 19.

Reprenons l'exemple de Toyama onstitué des deux systèmes R et � suivants :

R :

�

f(0; 1; x) ! f(x; x; x)
� :

�

G(x; y) ! x

G(x; y) ! y:

Le système projetif � termine puisque la taille des termes diminue stritement lors d'une rédution ; R est également

fortement normalisant

1

. Pourtant l'union de es deux systèmes disjoints permet une rédution in�nie :

f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1)) ! f(0; G(0; 1); G(0; 1))

! f(0; 1; G(0; 1))

! f(G(0; 1); G(0; 1); G(0; 1))! : : :

Supposer que la non préservation de la propriété de terminaison est due au fait que R [ � n'est

pas on�uent

2

peut être réfuté à l'aide d'un exemple du même aabit, dû à Drosten [25℄ puis simpli�é

par Middeldorp [60℄.

Exemple 20.

Considérons les deux systèmes R

1

et R

2

suivants :

R

1

:

8

>

>

<

>

>

:

f(0; 1; x) ! f(x; x; x)

f(x; y; z) ! 2

0 ! 2

1 ! 2

R

2

:

�

h(x; x; y) ! y

h(x; y; y) ! x:

R

1

et R

2

sont lairement on�uents et fortement normalisants

3

, il est pourtant possible de réduire indé�niment

f(h(0; 1; 1); h(0; 1; 1); h(0; 1; 1)) par R

1

[R

2

:

f(h(0; 1; 1); h(0; 1; 1); h(0; 1; 1)) ! f(0; h(0; 1; 1); h(0; 1; 1))

! f(0; h(2; 1; 1); h(0; 1; 1))

! f(0; h(2; 2; 1); h(0; 1; 1))

! f(0; 1; h(0; 1; 1))

! f(h(0; 1; 1); h(0; 1; 1); h(0; 1; 1))! : : :

1

La preuve est effetuée à l'aide d'un argument de minimalité et en onstatant qu'une rédution par R d'un terme t

produit un terme ave au moins autant de symboles.

2

C'était en partiulier une onjeture de Hsiang.

3

La terminaison deR

1

est montrée de façon semblable à la preuve de normalisation forte du systèmeR de l'exemple 19.
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I.2.2 Analyse struturelle des ontre-exemples

Si l'union de deux systèmes disjoints fortement normalisants ne termine pas forément, 'est qu'il

existe un moyen de réer des radiaux pour l'un des systèmes tout en rérivant par l'autre.

En analysant la struture de ontre-exemples à la modularité de la terminaison pour les unions

disjointes et en partiulier l'importane de l'évolution de l'entrelaement des signatures au ours d'une

rédution, Mihaël Rusinowith [79℄ propose, omme responsable de ette réation, la projetion.

En effet, si les deux systèmes R

1

(F

1

) et R

2

(F

2

) sont disjoints, le seul moyen pour, disons, R

1

de

produire un (sous) terme rédutible par R

2

à partir d'un terme t (irrédutible pour R

2

) est de ombiner

(et non pas réer) des symboles de F

2

, 'est-à-dire de supprimer les symboles de F

1

qui masquent le

radial dans t (voir �gure I.2). Dans le adre de la rériture du premier ordre, seule une projetion peut

faire ela.

�

�

G G

�

� Æ � Æ

�

�

� Æ �

R

2

?

Radial pour R

1

Symboles de F

2

masquant le radial

FIG. I.2. Mise en évidene de radial par projetion.

Une manière d'assurer un omportement modulaire de la terminaison serait alors de ontr�ler les

effets de la projetion.

Bernhard Gramlih onsidère alors les ontre-exemples minimaux pour l'entrelaement des signa-

tures, 'est-à-dire les termes non fortement normalisables et dont le nombre maximal d'alternanes

de signatures lors d'un parours en profondeur est le plus petit possible. Il introduit la notion de

systèmes préservant la terminaison sous projetion non déterministe. Ce sont des systèmes qui terminent et

restent fortement normalisants lorsqu'on leur ajoute un nouveau symbole binaire G et les règles du

système � :

� :

�

G(x; y) ! x

G(x; y) ! y:

La propriété de terminaison préservée sous projetion non déterministe est aussi appelée terminaison

C

E

, une terminologie introduite par Enno Ohlebush [69℄, C

E

désignant une terminaison � Collapse

Extended �, 'est-à-dire étendue à l'union du système et de �.

Gramlih tire de ette notion un résultat fondamental [36, 37℄ :

Théorème 8. (Gramlih 91)

Soient R

1

(F

1

) et R

2

(F

2

) deux systèmes de rériture disjoints fortement normalisants et tels que

leur union disjointe R

1

[ R

2

ne termine pas.

Il existe alors un j, j 2 f1; 2g, tel que R

j

ne préserve pas la terminaison sous projetion non

déterministe et tel que l'autre système R

3�j

est projetif.
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Remarque 7. � La terminaison C

E

est une propriété beauoup moins restritive que la terminaison

simple, nous le verrons au ours du paragraphe I.2.6. En partiulier si l'ajout des projetions pour

tous les symboles permet l'élimination de onstruteurs qui pouvaient � masquer un radial �, ette

opération n'est pas possible à l'aide des règles de �.

La plupart des onditions générales

4

requises pour obtenir un omportement modulaire de la

terminaison sont issues de ette approhe.

Une dernière tentative mérite d'être mentionnée, elle des ordres d'extension d'Albert Rubio [77℄.

Dans e adre, on s'oupe diretement des ompositions des relations d'ordre dans lesquelles sont

plongés les systèmes. Il en ressort éventuellement un ordre dit d'extension possédant les propriétés

qui le rendent utilisable pour la preuve de terminaison de l'union des systèmes. Les onditions sur les

termes et sur les ordres sont ependant assez fortes, en partiulier des restritions syntaxiques (linéarité

par exemple) sont néessaires pour que l'ordre d'extension ontiennent effetivement tous les ordres

à partir desquels il est formé lorsqu'on herhe à omparer des termes non los.

I.2.3 Construteurs partagés et unions de systèmes omposables

On aborde ave le partage de onstruteurs des as bien plus ourants dans la pratique que la

séparation omplète des symboles. L'utilisation des mêmes onstruteurs par exemple est naturelle

pour des fontions omplètement différentes : on peut faire de l'arithmétique ou onstruire des listes

ave les mêmes entiers.

On distingue enore deux approhes dans le adre de la rériture standard : Middeldorp et Toyama

posent des restritions syntaxiques et se limitent ainsi à des systèmes dont tous les sous-termes propres

des membres gauhes ne omportent que des onstruteurs [63℄ ; Kurihara, Ohuhi et Gramlih se

onentrent sur la terminaison simple [37, 50℄.

Théorème 9. (Middeldorp & Toyama) [63℄

La terminaison est une propriété modulaire des unions à onstruteurs partagés de systèmes tels

que pour toute règle l ! r, tout sous-terme propre de l ne ontient que des onstruteurs (et des

variables).

L'inlusion d'une relation de rériture dans une ordre de simpli�ation a été montrée modulaire

par Kurihara et Ohuhi pour les unions à onstruteurs partagés [50℄.

On a en partiulier pour les systèmes terminant simplement :

Théorème 10. (Gramlih 94) [37℄

La terminaison simple est une propriété modulaire des unions à onstruteurs partagés de systèmes

à branhement �ni.

On peut en�n utiliser une stratégie partiulière d'appliation des règles.

Théorème 11. (Gramlih 95) [38℄

La terminaison suivant la stratégie innermost est modulaire pour les unions de systèmes à onstru-

teurs partagés.

4

Il existe bien sûr des ritères importants sans rapport ave la terminaison C

E

. Ceux-i onernent en fait des systèmes

sans paire ritique, ou enore sans règle dupliquante et et aspet un peu ad ho ne nous autorise pas à les insrire dans le

adre d'une approhe globale de la terminaison.
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Remarque 8. � En onjuguant les théorèmes 1 et 11 un système orthogonal peut don failement

béné�ier d'un traitement modulaire.

Il est remarquable dans la littérature qu'à e jour les propriétés (relatives à la terminaison) onnues

omme modulaires pour les systèmes à onstruteurs partagés le soient également pour les systèmes

omposables. Les extensions à e type de systèmes de la propriété d'inlusion dans un ordre de

simpli�ation i-dessus ainsi que du théorème 11 sont dues à Enno Ohlebush [70℄ ; la modularité de

la terminaison simple pour les unions de systèmes omposables à branhement �ni a été obtenue par

Bernhard Gramlih [39℄.

I.2.4 Unions hiérarhiques

Le as des unions hiérarhiques est plus déliat à traiter si on persévère dans l'utilisation des

tehniques dédiées aux unions préédentes. En partiulier, la relative stabilité du niveau d'entrelaement

des signatures disparaît ave l'utilisation dans, disons, R

2

, de symboles dé�nis dans R

1

.

On peut alors penser restreindre l'étude à ertaines lasses d'unions hiérarhiques présentant des

propriétés de stabilité exploitables. C'est la démarhe de Krishna Rao lorsqu'il introduit les extensions

propres et propres restreintes [74, 75℄ bâties sur une relation de dépendane entre les symboles dé�nis.

Dé�nition 50. � Soit �

d

un plus petit préordre sur un ensemble de symboles dé�nis d'un système

R tel que f �

d

g s'il existe une règle l ! r 2 R telle que �(l) = f et g apparaît dans r. On dit alors

que f dépend de g.

SoientR

1

(F

1

), de symboles dé�nisD

1

et de onstruteurs C

1

, etR

2

(F

2

), de symboles dé�nisD

2

et de onstruteurs C

2

, deux systèmes de rériture.

R

2

(F

2

) est une extension propre de R

1

(F

1

) si

1. D

1

\D

2

= C

1

\D

2

= ; ;

2. Pour haque règle l ! r 2 R

1

, tout sous-terme r

0

de r tel que :

� �(r

0

) 2 ff 2 D

2

j f �

d

g pour un g 2 D

1

g

� �(r

0

) �

d

�(l),

Ne ontient auun symbole dépendant d'un élément de D

1

ailleurs qu'à la raine.

R

2

(F

2

) est une extension propre restreinte de R

1

(F

1

) si 'est une extension propre telle qu'auun

membre gauhe des règles de R

2

ne ontient, ailleurs qu'à �, de symbole de D

1

[ ff 2 D

2

j f �

d

g pour un g 2 D

1

g.

Les extensions propres sont des as partiuliers d'extensions hiérarhiques. Leur aratéristique est

que les symboles dépendant de D

1

n'apparaissent jamais sous un symbole de fontion en réursion

mutuelle ave �(l).

Exemple 21.

Considérons es deux systèmes d'arithmétique sur les entiers de Peàno :

R

+

:

�

x+ 0 ! x

x+ s(y) ! s(x + y)

R

�

:

�

x� 0 ! 0

x� s(y) ! x + (x� y);

R

�

onstitue une extension propre de R

+

.
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Dé�nition 51. � Soient R

1

(F

1

), de symboles dé�nis D

1

[D et de onstruteurs C

1

, et R

2

(F

2

), de

symboles dé�nisD

2

[D et de onstruteurs C

2

, deux systèmes de rériture (D

1

\D = ; = D

2

\D).

R

2

(F

2

) est une extension propre généralisée de R

1

(F

1

) si

1. D

1

\D

2

= C

1

\D

2

= ;,

2. Pour haque règle l ! r 2 R

1

on a que pour tout sous-terme r

0

de r,

� Si �(r

0

) 2 ff 2 D

2

j f �

d

g pour un g 2 D

1

g nD,

� Et si �(r

0

) �

d

�(l),

Alors r

0

ne ontient auun symbole dépendant d'un élément de D

1

ailleurs qu'à la raine.

Les extensions propres généralisées sont également des as partiuliers d'extensions hiérarhiques.

Krishna Rao peut alors généraliser à ette lasse partiulière d'extensions hiérarhiques lamodularité

de la terminaison simple [74℄.

Théorème 12. (Krishna Rao 94)

La terminaison simple est une propriété modulaire des extensions propres généralisées.

Dershowitz, quant à lui, se limite aux extensions sur onstruteurs et essaye deux approhes : 1) Contr�ler

l'évolution de l'entrelaement des signatures et 2) Se ramener à une rédution par un seul des systèmes

impliqués [23℄.

Dé�nition 52. � Une extension hiérarhique d'un système R

1

(F

1

) par un système R

2

(F

2

) est une

extension sur onstruteurs si les membres gauhes des règles de R

2

ne ontiennent pas de symboles

dé�nis dans R

1

.

Le ontr�le de l'entrelaement est obtenu par une sévère ontrainte de platitude.

Dé�nition 53. � Un terme est dit plat pour une signature F si dans tous les hemins partant de � on

ne trouve au plus qu'une seule ourrene d'un symbole de F .

On quali�era par extension de système plat un système dont les membres de toutes les règles sont

plats.

De ses deux approhes Dershowitz obtient des ritères très pointus (voire trop vis-à-vis des

systèmes renontrés dans la pratique) mais ave des ontraintes restritives (linéarité, platitude) et

même parfois sémantiques (on�uene requise dans ertains as).

Citons en�n les unions alien dereasing de Fernandez& Jouannaud [26℄. Cette restrition, qui peut être

appliquée à des as d'extensions enore plus généraux que le as hiérarhique est toutefois inadaptée à

une automatisation des preuves.

I.2.5 Approhe modulaire par paires de dépendane

Le raf�nement par graphe des paires de dépendane limite les ontraintes aux yles dudit graphe.

On dispose alors d'un premier moyen de déoupage de la preuve de terminaison : les yles disjoints

donnent des informations de terminaison orthogonales et peuvent être exploités, au moins dans

un premier temps, séparément. Cette onsidération amène Arts & Giesl à proposer de nouveaux

résultats [5℄ issus d'une étude approfondie des graphes de dépendane.

Remarque 9.�Dans lamesure où ils utilisent une reherhe de yles dans les graphes de dépendane,

es résultats ne peuvent s'appliquer qu'à des systèmes �nis.
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Préisons tout d'abord e qu'est une partie fortement onnexe.

Dé�nition 54.� Soit G un graphe. On appelle partie fortement onnexe de G tout ensemble C de sommets

tel que pour tous a et b éléments de C il existe un hemin dans G de a vers b.

Un telle partie sera stritement fortement onnexe si es hemins sont tous non vides.

Remarque 10. � Se onentrer sur les parties stritement fortement onnexes permet de s'affranhir

du traitement des singletons fsg tels qu'il n'y a pas d'ar de s vers lui-même dans G.

Si l'artile original de Arts & Giesl [5℄ utilise des yles du graphe, nous préférons ii pour des

raisons de larté la notion de partie stritement fortement onnexe. Dans un graphe �ni on ne trouve en

effet qu'un nombre �ni de parties onnexes, e qui n'est pas le as des yles ; il est de plus inorret ii

(puisqu'on va en fait utiliser des ordres différents selon les yles) de se limiter aux yles élémentaires.

Théorème 13. (Arts & Giesl 98)

Un système R est fortement normalisant si pour haque partie stritement fortement onnexe C

du graphe de dépendane de R, il n'existe auune haîne de dépendane in�nie onstituée de paires de

C.

PREUVE. Par l'absurde. Si R possède une haîne in�nie, onsidérons l'ensemble C des paires qui y

apparaissent une in�nité de fois. C est une partie stritement fortement onnexe ar pour toutes paires

P

1

et P

2

de C, P

2

apparaît après P

1

et réiproquement. Ainsi, à partir d'un ertain rang, la haîne est

une haîne de paires de C. 2

Ce théorème permet de prouver la terminaison d'un système de façonmodulaire. Il suf�t en effet de

prouver l'absene de haîne in�nie pour haque partie stritement fortement onnexe indépendamment

des autres.

Théorème 14. (Arts & Giesl 98)

Soit R un système de rériture. Si pour haque partie stritement fortement onnexe C de son

graphe de dépendane il existe un préordre bien fondé, stable et faiblement monotone �

C

tel que :

1. l �

C

r pour toute règle l ! r 2 R,

2. s �

C

t pour toute paire hs; ti 2 C,

3. s >

C

t pour au moins une paire hs; ti 2 C,

Alors R est fortement normalisant.

Remarquons toutefois que la première ondition impose des ontraintes sur toutes les règles du

système.

En ombinant une approhe par RPS et ette analyse du graphe, Giesl & Ohlebush dé�nissent les

notions de terminaison DP-simple et DP-quasi simple [29℄. Puisqu'elles utilisent les paires de dépendane,

es notions tendent à failiter l'automatisation des preuves en affaiblissant les ontraintes.

Dé�nition 55.�Un système �niR termineDP-simplement si pour haque partie stritement fortement

onnexe C du graphe de dépendane de R il existe un AFS P et un ordre de simpli�ation>

C

tel que :

1. l#

P

�

C

r#

P

pour toute règle l ! r 2 R,

2. s#

P

�

C

t#

P

pour toute paire hs; ti 2 C,

3. s#

P

>

C

t#

P

pour au moins une paire hs; ti 2 C.
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Dé�nition 56. � Un système �ni R termine DP-quasi simplement si pour haque partie stritement

fortement onnexe C du graphe de dépendane deR il existe un AFSP et un préordre de simpli�ation

�

C

tel que :

1. s �

C

t entraîne Var(s) � Var(t) pour tous termes s et t,

2. l#

P

�

C

r#

P

pour toute règle l ! r 2 R,

3. s#

P

�

C

t#

P

pour toute paire hs; ti 2 C,

4. s#

P

>

C

t#

P

pour au moins une paire hs; ti 2 C.

Remarque 11. � Les ordres pertinents appartiennent maintenant à une lasse partiulière (et don

réduite) d'ordres faiblement monotones. Le prinipe de terminaison DP-quasi simple ne onstitue

don pas un adre d'étude général des omportements modulaires de la terminaison.

La terminaison DP-quasi simple montre un bon omportement dans le as des unions disjointes

de systèmes respetant ertaines restritions vis-à-vis de l'AFS.

Théorème 15. (Giesl & Ohlebush 98)

La terminaisonDP-quasi simple est une propriété modulaire pour les unions disjointes de systèmes

�nis tels que pour l'AFS P utilisé :

� Pour toute règle l ! r, l#

P

62 X ou alors l#

P

= r#

P

,

� Pour toute paire hs; ti sur une partie stritement fortement onnexe, s#

P

62 X ou alors s#

P

=

t#

P

.

L'exemple suivant de Giesl & Ohlebush [29℄ met par ontre en évidene son omportement non

modulaire pour les unions à onstruteurs partagés.

Exemple 22.

R

1

:

�

f(b(x)) ! x

f((x)) ! f(x)

R

2

:

�

g(d(x)) ! g(x)

g((x)) ! (g(b((x)))):

R

1

et R

2

terminent DP-quasi simplement dans la mesure où R

1

termine simplement et où il suf�t de l'AFS

fb(x)! b

0

g et d'un RPO pour montrer la terminaison de R

2

. Il n'existe pourtant pas de préordre de simpli�ation

� tel que :

b

f((x)) >

b

f(x) (issu de la seule paire sur un yle); (I.1)

f((x)) � f(x); (I.2)

f(b(x)) � x; (I.3)

g(d(x)) � g(x); (I.4)

g((x)) � (g(b((x)))): (I.5)

En effet, supposons qu'il existe un préordre de simpli�ation respetant toutes es ontraintes et regardons le terme

b

f((g((x)))). On a par la première ontrainte

b

f((g((x)))) >

b

f(g((x)))mais alors par (I.5) puis sous-terme

on déduit que

b

f(g((x))) �

b

f((g(b((x))))) �

b

f((g((x)))) et don

b

f((g((x)))) >

b

f((g((x))))
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e qui est impossible. Il faut don qu'il y ait une appliation d'un AFS

5

(disons P ) avant la omparaison par le préordre

de simpli�ation. Remarquons que le ontre-exemple préédent est toujours valable si les règles de et AFS ne onernent

que f ou d.

L'inégalité strite (I.1) interdit à  d'être un symbole dé�ni (utilement) dans P . On ne peut pas non plus éliminer le

seul argument de b sans perdre la ondition d'inlusions d'ensembles de variables de la dé�nition 56 pour la ontrainte (I.3).

L'argument de g doit aussi rester ar (I.5) deviendrait g

0

� (g

0

) et l'inégalité strite (I.1) serait ompromise. Ave la

projetion b(x)! x, on aurait par (I.5) g((x)) � (g((x))) et par suite

b

f((g((x)))) >

b

f((g((x)))) ;

ave g(x) ! x, (I.5) donnerait (x) � (b((x))) et don

b

f(((x))) >

b

f((x)) �

b

f((b((x))) �

b

f(((x))). Il n'existe pas non plus d'AFS onvenable, e système ne termine don pas DP-quasi simplement.

Le as innermost.

Il est possible de spéialiser es résultats à la terminaison innermost a�n d'en affaiblir les hypothèses

� la stratégie innermost étant un terrain très favorable à l'approhe par paires de dépendane � et

de les utiliser dans les as où la terminaison innermost des systèmes entraîne leur normalisation forte.

A�n de limiter les ontraintes à un sous-ensemble seulement des règles, Arts & Giesl dé�nissent la

notion de règle utilisable.

Dé�nition 57. � Soit R un système de rériture. Posons R

�

(f) = fl ! r 2 R j �(l) = fg.

L'ensemble U

R

(t) des règles utilisables pour un terme t est dé�ni par :

U

R

(x) = ; pour x 2 X;

U

R

(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = R

�

(f) [

S

l!r2R

�

(f)

U

RnR

�

(f)

(r) [

S

n

j=1

U

RnR

�

(f)

(t

j

):

On dé�nit en outre pour tout ensemble C de paires de dépendane de R :

U

R

(C) =

[

hs;ti2C

U

R

(t):

La ontrainte de déroissane large des règles est maintenant limitée aux seules règles utilisables de

haque partie stritement fortement onnexe.

Théorème 16. (Arts & Giesl 98)

Soit R un système de rériture. Si pour haque partie stritement fortement onnexe C de son

graphe de dépendane il existe un préordre bien fondé, stable et faiblement monotone �

C

tel que :

1. l �

C

r pour toute règle l ! r 2 U

R

(C),

2. s �

C

t pour toute paire hs; ti 2 C,

3. s >

C

t pour au moins une paire hs; ti 2 C,

Alors R termine pour la stratégie innermost.

5

Et et AFS ne doit pas se résumer à un renommage des symboles.
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I.2.6 Propriétés de la terminaison C

E

La terminaison C

E

possède de bonnes propriétés quant aux unions de systèmes. Elle est en

partiulier modulaire pour les unions de systèmes :

� Disjoints (Gramlih, Ohlebush) [37, 69℄,

� À branhement �ni et onstruteurs partagés (Gramlih) [37℄,

� À branhement �ni et omposables (Kurihara & Ohuhi) [52℄.

La restrition aux systèmes à branhement �ni est néessaire dans le as de systèmes partageant

des onstruteurs omme l'illustre l'exemple suivant dû à Ohlebush [69℄.

Exemple 23.

Considérons les deux systèmes :

R

1

:

8

<

:

f

j

(

j

; x) ! f

j+1

(x; x)

f

j

(x; y) ! x

f

j

(x; y) ! y

�

�

�

�

�

�

j 2 N et R

2

:

8

<

:

G(x; y) ! x

G(x; y) ! y

a ! 

j

�

�

�

�

�

�

j 2 N :

Ces deux systèmes sont C

E

fortement normalisants

6

mais leur union permet la rédution in�nie :

f

1

(

1

; a)�!

R

1

f

2

(a; a)�!

R

2

f

2

(

2

; a)�!

R

1

f

3

(a; a)�! : : :

Dans la mesure où le as des unions de omposables englobe elui des onstruteurs partagés, ette

restrition est également impérative pour les systèmes omposables ainsi que dans toute extension plus

générale.

Nous nous restreindrons don à l'étude des systèmes à branhement �ni.

Proposition 5. (Gramlih 94) [37℄

Un système R fortement normalisant qui ne duplique pas ses variables termine C

E

.

PREUVE. Soit #

G

(t) le nombre d'ourrenes du symbole G dans le terme t et �

#

un ordre tel

que s �

#

t si #

G

(s) �

N

#

G

(t) où �

N

est l'ordre naturel sur N .

Toute rédution par R [ � fait déroître stritement (�

#

;!

+

R

)

lex

. 2

Proposition 6. (Gramlih 94) [37℄

Un système R projetif ND et fortement normalisant termine C

E

.

PREUVE. Par ontradition. Supposons qu'il existe une rédution in�nie par R[ �. Par hypothèse

sur R nous savons qu'il existe un terme � ontenant au moins deux variables qui peut se réduire par R

en l'une et aussi en l'autre. En remplaçant haque ourrene deG(x; y) instaniée par une substitution

� par �� on obtient une rédution in�nie ne faisant intervenir que des pas de R (par simulation des

pas de �) e qui est en ontradition ave la normalisation forte de R. 2

Proposition 7. (Gramlih 94) [37℄

Un système non dupliquant qui termine est C

E

fortement normalisant.

6

Nous verrons pourquoi à la proposition 8.
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Proposition 8. (Gramlih 94) [37℄

Un système R qui termine simplement est C

E

fortement normalisant.

De ette dernière proposition, également véri�ée dans le as des systèmes à branhement in�ni,

on peut déduire que puisque les deux systèmes de l'exemple 23 terminent simplement, ils sont en fait

C

E

fortement normalisants.

La terminaison DP-quasi simple est en fait déjà plus forte que la terminaison C

E

.

Proposition 9. (Ohlebush 01)

Un système R �ni termine DP-quasi simplement si et seulement si R [ � termine DP-quasi

simplement.

On a don l'impliation de la terminaison C

E

par la terminaison DP-quasi simple. La réiproque

n'est pas vraie.

Exemple 24.

Ohlebush montre que le système R fortement normalisant suivant ne termine pas DP-quasi simplement.

R :

8

>

>

<

>

>

:

h(g(x)) ! x

g() ! 

f(d; e; x) ! f(x; g(e); e)

f(d; e; x) ! f(g(d); x; d):

Puisqu'il est non dupliquant, il termine pourtant C

E

par la proposition 7.

Plus générale que les terminaisons simple et DP-quasi simple, la terminaison C

E

n'est pas trop

restritive en pratique. On peut remarquer à e sujet que tous les systèmes proposés par Arts &

Giesl omme illustration de la puissane des paires de dépendane sont C

E

fortement normalisants.

C'est pourquoi, plut�t que nous limiter � omme au ours des travaux antérieurs � à l'étude de

lasses partiulières d'extensions, nous hoisissons d'étudier ette version plus forte de la notion de

terminaison qui, sans vraiment nous pénaliser, autorise de nouvelles approhes des preuves.

La �gure I.3 résume les relations d'impliation des différentes notions de terminaison.
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Terminaison

C

E

DP-quasi simple

DP-simple

Simple

FIG. I.3. Relation entre les différentes notions de terminaison.
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Chapitre II

Modules de rériture

Nous allons maintenant dé�nir les modules de rériture et voir de quelle manière ils permettent une

mise en évidene de la struture hiérarhique des systèmes de rériture.

II.1 Modules et extensions

D'un point de vue opérationnel, les modules sont des ensembles de nouveaux symboles aompa-

gnés des règles qui les dé�nissent.

Dé�nition 58. � Soit R

1

un système de rériture sur une signature F

1

. Un module étendant R

1

est un

ouple [F

2

j R

2

℄ tel que :

1. F

1

\ F

2

= ; (signatures disjointes) ;

2. R

2

est un système de rériture sur F

1

[ F

2

;

3. Pour toute règle l ! r de R

2

, �(l) 2 F

2

.

Il est faile de voir que R

1

[ R

2

est bien un système de rériture sur F

1

[ F

2

. On dit alors que

le système R

1

[ R

2

sur F

1

[ F

2

est une extension hiérarhique du système R

1

(F

1

) par le module [F

2

j R

2

℄,

extension notée :

R

1

(F

1

) � [F

2

j R

2

℄:

Remarque 12. � En onsidérant que la �èhe assoie vers la base de la hiérarhie, nous érirons

parfois simplement [F

0

j R

0

℄  � [F

1

j R

1

℄ pour désigner (abusivement) l'extension de la hiérarhie

que [F

0

j R

0

℄ domine par le module [F

1

j R

1

℄.

Les habituelles notions d'unions peuvent se retrouver exprimées de façon direte en tant qu'ex-

tensions de modules. À et effet on posera qu'un module [F

1

j R

1

℄ étend [F

0

j R

0

℄ indépendamment de

[F

2

j R

2

℄ si :

� F

1

\ F

2

= ;,

� [F

0

j R

0

℄ � [F

1

j R

1

℄ et

� [F

0

j R

0

℄ � [F

2

j R

2

℄.

Une telle extension n'est autre qu'une union de systèmes omposables [52, 62, 63, 70℄. Nous parlerons ainsi

de l'union disjointe R

1

[ R

2

si [F

1

j R

1

℄ et [F

2

j R

2

℄ étendent [; j ;℄ indépendamment. En�n, l'union

sera à onstruteurs partagés si [F

1

j R

1

℄ et [F

2

j R

2

℄ étendent indépendamment [F

0

j ;℄.

63
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Les modules permettant de visualiser la struture hiérarhique des systèmes, il peut être plus oppor-

tun de les présenter sous forme graphique. Une extensionR

1

(F

1

) � [F

2

j R

2

℄ sera alors dérite par :

F

1

R

1

F

2

R

2

Quant à une extension de R

0

(F

0

) par [F

1

j R

1

℄ indépendamment de [F

2

j R

2

℄, elle sera représentée :

F

0

R

0

F

1

R

1

F

2

R

2

Remarque 13. � La symétrie de la représentation ne nous fait pas perdre d'information au niveau

hiérarhique puisque par dé�nition les modules sont indépendants.

Exemple 25.

Considérons un système alulant l'addition et la multipliation dans l'arithmétique de Peàno.

F = fs; 0;+;�g

R :

8

>

>

<

>

>

:

x+ 0 ! x

x+ s(y) ! s(x + y)

x� 0 ! 0

x� s(y) ! x + (x� y):

Une façon naturelle (en tout as pour un programmeur) de omprendre e système est de onsidérer l'addition bâtie sur

les onstruteurs s et 0 et la multipliation dé�nie à partir de l'addition et des onstruteurs. Cette vision du système,

replaée dans le formalisme des modules, onsiste à introduire le symbole + et les règles qui le dé�nissent puis � et les

règles de multipliation. On peut ainsi obtenir le déoupage de la �gure II.1.

Différentes expressions de la hiérarhie sont ependant possibles. Remarquons en partiulier que

tout système R(F) peut être onsidéré omme une extension du système vide sur les onstruteurs

par le module onstitué des symboles dé�nis ave toutes les règles de R.

II.2 Déomposition en modules

Un système de rériture peut toujours être soumis à l'étude omme une ertaine hiérarhie de

modules qui sera utilisée telle quelle. Il existe toutefois une représentation anonique : les systèmes
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F

0

= fs; 0g

F

0

R

0

F

1

R

1

F

2

R

2

R

0

: ;

F

1

= f+g

R

1

:

�

x + 0 ! x

x + s(y) ! s(x+ y)

F

2

= f�g

R

2

:

�

x� 0 ! 0

x� s(y) ! x + (x� y)

FIG. II.1. Déoupage en modules d'un système d'addition & multipliation.

peuvent en effet être automatiquement présentés en tant qu'extensions de modules minimaux, 'est-à-

dire qui ne peuvent être vus eux-mêmes omme extensions de systèmes non vides.

Ce déoupage d'un système R(F), basé sur une représentation en graphe de relations de � dépen-

dane � entre les symboles

1

, est effetué en deux étapes.

1. On onstruit un graphe G dont les sommets sont les symboles de F et tel qu'il existe un ar

d'un sommet x à un sommet y si et seulement s'il y a une règle l ! r 2 R telle que

� x = �(l) et

� y apparaît dans l ou dans r ;

2. On assemble en � paquets � les symboles des parties fortement onnexes de G (voir déf. 54),

'est-à-dire tous les symboles f et g tels que

f �!

G

?

g et g�!

G

?

f:

Il reste à onstruire les modules à partir de es paquets de symboles, e qui est failement réalisé

en joignant pour haun d'entre eux les règles dans lesquelles il est en tête du membre gauhe. La

hiérarhie des modules est alors lisible sur le graphe G.

Remarquons qu'il n'y a pas de yle dans la hiérarhie obtenue puisque les symboles dé�nis de

manière mutuellement réursive apparaissent dans les mêmes paquets et don, à terme, dans les mêmes

modules. Cette déomposition est lairement unique.

Remarque 14. � Il est toujours possible de rassembler à des �ns de larté les symboles non dé�nis

pouvant être joints à partir des mêmes paquets.

La déomposition présentée �gure II.1 est en partiulier minimale en tenant ompte de la re-

marque 14.

1

Il s'agit formellement d'une dépendane syntaxique entre les symboles de fontions (dé�nis) et les symboles présents

dans la dé�nition des premiers.
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Chapitre III

Terminaison et modules

Nous disposons à présent d'un adre d'étude des systèmes permettant de tirer pro�t de leur

struture hiérarhique. A�n de nous onentrer sur la terminaison tout respetant notre politique

af�hée : restrition sur la notion de terminaison plut�t que sur les extensions, il nous faut disposer

d'ordres permettant de erner au mieux la terminaison C

E

. Nous introduisons don la notion d'ordres

�-extensibles.

Il reste à développer une approhe de preuve de terminaison. Les paires de dépendane relatives que

nous proposons setion III.2 vont en fait onentrer les avantages respetifs de la représentation

hiérarhique en modules et de C

E

grâe à l'utilisation des ordres �-extensibles. Nous serons alors prêts

à aborder les preuves de façon inrémentale.

Rappelons que pour toute signature F on a toujours dans la suite G 62 F .

III.1 Ordres �-extensibles

III.1.1 Des ordres pour C

E

Dé�nition 59. � Nous dirons d'un ordre sur les termes (�;�) sur T (F ; X) qu'il est �-extensible s'il

existe un ordre de rédution (�

0

;�

0

) sur T (F [ fG : 2g; X) tel que :

1. La restrition de (�

0

;�

0

) à T (F ; X) est exatement (�;�) ;

2. G(s; t) �

0

s et G(s; t) �

0

t pour tous s et t de T (F [ fG : 2g; X).

Un (�

0

;�

0

) idoine sera désigné omme ordre assoié à (�;�).

Un ordre �-extensible est fortement �-extensible si lui-même et un ordre assoié sont tous deux

stritement monotones. Dans le as ontraire nous parlerons d'ordre faiblement �-extensible.

Ainsi dé�nis, les ordres �-extensibles remplissent bien la tâhe pour laquelle ils sont onçus.

Théorème 17.

Si (�;�) est un ordre �-extensible stritement monotone et si, pour toute règle l ! r d'un

système de rériture R, l � r, alors R est C

E

fortement normalisant.

III.1.2 Constrution des ordres �-extensibles

Les ordres �-extensibles existent ! En effet tout ordre de simpli�ation est �-extensible, en parti-

ulier RPO et les ordres induits par interprétations polynomiales onviennent. Nous proposons dans

67
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la suite quelques ombinaisons d'ordres �-extensibles permettant d'en obtenir de nouveaux.

Proposition 10.

Si (�

1

;�

1

) est un ordre fortement �-extensible et si (�

2

;�

2

) est �-extensible, alors leur ompo-

sition lexiographique ((�

1

;�

1

); (�

2

;�

2

))

lex

est �-extensible.

En outre, si (�

2

;�

2

) est lui-même fortement �-extensible, alors ((�

1

;�

1

); (�

2

;�

2

))

lex

est

également fortement �-extensible.

PREUVE. Il nous faut trouver un ordre (�

0

;�

0

) qui satisfait les deux onditions de la dé�nition 59.

Supposons que (�

0

1

;�

0

1

), stritement monotone, et (�

0

2

;�

0

2

) sont des ordres assoiés respetivement

à (�

1

;�

1

) et (�

2

;�

2

). On peut alors véri�er que (�

0

;�

0

) = ((�

0

1

;�

0

1

); (�

0

2

;�

0

2

))

lex

onvient, la

monotonie strite de (�

0

1

;�

0

1

) entraînant la (faible) monotonie de la omposition.

Il faut véri�er trois hoses :

1. L'orientation orrete de G(s; t) et s pour tous s et t ;

2. L'orientation orrete de G(s; t) et t pour tous s et t ;

3. L'égalité de la restrition à T (F ; X) de (�

0

;�

0

) et de ((�

1

;�

1

); (�

2

;�

2

))

lex

.

� G(s; t) �

0

s. En effet, de trois hoses l'une, ou bien G(s; t) �

0

1

s, ou bien G(s; t) �

0

1

s et

G(s; t) �

0

2

s, ou bien G(s; t) �

0

1

s et G(s; t) �

0

2

s. Dans tous es as, par dé�nition de la

omposition lexiographique, on a G(s; t) �

0

s.

� G(s; t) �

0

t. Similaire au as préédent.

� (�

0

;�

0

)j

T (F ;X)

� ((�

1

;�

1

); (�

2

;�

2

))

lex

. Détaillons le as s �

0

t pour s et t termes de

T (F ; X) : soit s �

0

1

t et par hypothèse s �

1

t ; soit s �

0

1

t et il reste deux as 1) s �

0

2

t mais

alors par hypothèse s �

2

t et 2) s �

0

2

t mais alors par hypothèse s �

2

t, .q.f.d.

� (�

0

;�

0

)j

T (F ;X)

� ((�

1

;�

1

); (�

2

;�

2

))

lex

. Immédiat.

Un raisonnement similaire permet de traiter le as �. 2

À l'instar des ompositions lexiographiques, les RPS permettent aussi de onstruire des ordres

�-extensibles.

Proposition 11.

Si (�

1

;�

1

) est un ordre �-extensible et si P est un RPS sur F tel queG 62 F , alors (�;�) dé�ni

par s � t (resp. �) si et seulement si s#

P

�

1

t#

P

(resp. �

1

) est �-extensible.

PREUVE. Il nous faut de nouveau trouver un ordre (�

0

;�

0

) satisfaisant les deux onditions de la

dé�nition 59. Supposons que (�

0

1

;�

0

1

) est un ordre assoié à (�

1

;�

1

), alors (�

0

;�

0

) dé�ni par s �

0

t

(resp. �

0

) si et seulement si s#

P

�

0

1

t#

P

(resp. �

0

1

) onvient.

Véri�ons dans un premier temps l'orientation orrete des règles de �. Puisque G(s#

P

; t#

P

) �

0

1

s#

P

par �-extensibilité de �

1

nous avons bien par dé�nition G(s; t) �

0

s. Le même raisonnement

tient pour la omparaison à t.

Il reste à montrer que (�

0

;�

0

)j

T (F ;X)

= (�;�).

� (�

0

;�

0

)j

T (F ;X)

� (�;�). Si s �

0

t nous avons s#

P

�

0

1

t#

P

. Or G 62 F don s et t sont des

termes de T (F ; X). Par �-extensibilité de �

1

nous déduisons alors s#

P

�

1

t#

P

'est-à-dire

s � t.

� (�

0

;�

0

)j

T (F ;X)

� (�;�). Si s � t alors puisque G 62 F , s et t sont des termes de T (F ; X).

Ainsi s#

P

�

1

t#

P

d'où s#

P

�

0

1

t#

P

e qui par dé�nition signi�e s �

0

t.

Un raisonnement similaire permet de traiter le as �. 2
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III.2 Paires de dépendane de modules

Maintenant que sont posées les bases de notre approhe modulaire, nous voilà prêts à l'utiliser

pour prouver la terminaison des systèmes.

La plupart des méthodes utilisent impliitement une notion de rang de termes, 'est-à-dire un

indie sur la façon dont les différentes signatures en jeu sont entrelaées au sein du terme. Dans notre

formalisme, es signatures �gurent déjà haune dans différents modules de la hiérarhie. On aimerait

don retrouver l'information d'entrelaement dès l'examen de la struture hiérarhique du système

onsidéré.

Nous allons dé�nir dans ette setion les paires de dépendane relatives, onernant les modules, ave

deux motivations : tout d'abord inlure l'information d'entrelaement dans une séletion de sous-

termes pertinents, ensuite, au ours d'une onduite inrémentale de la preuve, éarter de elle-i les

symboles qui n'interviennent pas au niveau onsidéré.

Dé�nition 60. � Considérons l'extension hiérarhique R

1

(F

1

)  � [F

2

j R

2

℄. Pour toute règle

l ! r 2 R

2

, une paire hl; r

0

i où r

0

est un sous-terme de r tel que �(r

0

) 2 F

2

est une paire de dépendane

du module [F

2

j R

2

℄.

Nous noterons DP(M) l'ensemble de toutes les paires de dépendane du moduleM

Exemple 26.

L'ensemble des paires de dépendane du module dé�nissant la multipliation de l'exemple 25 est réduit à une seule

paire :

DP([F

�

j R

�

℄) :

�

hx� s(y); x� yi

	

:

On peut remarquer que, ontrairement à e qui serait fait dans l'approhe non modulaire d'Arts & Giesl,

hx� s(y); (x� y) + xi n'est pas onsidérée omme une paire de dépendane.

La dé�nition de paires de dépendane ave symboles marqués est tout à fait similaire.

Dé�nition 61. � Considérons l'extension hiérarhique R

1

(F

1

)  � [F

2

j R

2

℄. Pour toute règle

l ! r 2 R

2

, une paire h

b

l; r

0

i où r

0

est un sous-terme de r tel que �(r

0

) =

b

f ave f 2 F

2

est une paire

de dépendane (marquée) du module [F

2

j R

2

℄.

Sauf mention du ontraire, nous ne onsidérerons dans la suite que des paires ave symboles

marqués. En l'absene d'ambiguïté, nous utiliserons en partiulier la notation DP(M) pour désigner

l'ensemble de toutes les paires de dépendane marquées du moduleM .

L'exemple 26 devient :

Exemple 27.

L'ensemble des paires de dépendane marquées du module dé�nissant la multipliation de l'exemple 25 est réduit à

une seule paire :

DP([F

�

j R

�

℄) :

�

hx

b

�s(y); x

b

�yi

	

:

Remarque 15. � Dans le as d'un système R vu omme une extension des onstruteurs par le

module des règles et symboles dé�nis, les paires de dépendane relatives sont exatement les paires de

dépendane au sens d'Arts & Giesl.
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Dé�nition 62. � Une haîne de dépendane d'un module [F j R℄ sur un système R

0

(ave R � R

0

) est une

séquene de paires : : : hs

j

; t

j

i : : : (hs

j

; t

j

i 2 DP([F j R℄)) munie d'une substitution � telle que pour

tout ouple hs

i

; t

i

i, hs

i+1

; t

i+1

i de paires suessives, on a :

t

i

�

6=�

�!

R

0

?

s

i+1

�:

Nous onsidérerons dans toute la suite des haînes de dépendane minimales, au sens où tout

sous-terme propre d'une �-instane des membres gauhes est fortement normalisable par R

0

.

On peut tout à fait exprimer la C

E

terminaison en termes de haînes de dépendane de modules.

Proposition 12.

Un système de rériture R(F) est C

E

fortement normalisant si et seulement s'il n'existe auune

haîne in�nie de [F j R℄ sur R [ �.

PREUVE. Puisque G n'appartient pas à F et que les membres droits de � sont des variables,

DP(R[ �) = DP(R) et on peut alors prouver la terminaison C

E

de R en utilisant la remarque 15. 2

On peut tirer de ette remarque un moyen de tester la terminaison.

Corollaire.

Si (�;�) est un ordre (faiblement) �-extensible tel que :

1. l � r pour toute règle l ! r 2 R,

2. s � t pour toute paire hs; ti 2 DP(R),

Alors R est C

E

fortement normalisable.



Chapitre IV

Preuves inrémentales

Disposant désormais d'un shéma hiérarhique, les modules, et d'un moyen syntaxique de preuve

de terminaison dans e formalisme, les paires de dépendane relatives, nous pouvons nous onsarer

à la onduite inrémentale des preuves de terminaison des systèmes de rériture généraux.

Nous étudions d'abord les extensions d'un système par un seul module, puis le as où un module

étend un système indépendamment d'un autre. Le as général n'est en effet qu'une ombinaison de es

deux shémas.

IV.1 Un module pour un système

L'extension d'un système par un seul module est, si l'on peut dire, le as de base ; une extension

hiérarhique entre typiquement dans e adre.

Théorème 18.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant,

2. S'il n'existe pas de haîne in�nie de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

,

Alors R

1

[ R

2

est fortement normalisant.

PREUVE. Par ontradition. Nous allons supposer qu'il existe une haîne de dépendane in�nie de

R

1

[R

2

et montrer que nous pouvons alors onlure :

� Soit à l'existene d'une haîne in�nie de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

, ontredisant la deuxième

hypothèse ;

� Soit à la non-terminaison C

E

deR

1

qui ontredit ette fois la première prémisse du théorème 18.

Supposons queR

1

[R

2

ne termine pas. Il existe alors une haîne in�nie de [F

1

[ F

2

j R

1

[ R

2

℄ sur

R

1

[R

2

(les symbolesmarqués n'apparaissent qu'en tête). Parmi les paires deDP([F

1

[ F

2

j R

1

[R

2

℄)

on trouve :

1 Les paires de [F

1

j R

1

℄ ;

2 Les paires de [F

2

j R

2

℄ ;

3 En�n les paires � hybrides � 'est-à-dire les paires h

b

l;

b

r

0

i telles que l ! r 2 R

2

et r

0

est un

sous-terme de r dont le symbole de tête �(r

0

) appartient à F

1

.

71
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En e qui onerne les deux premiers as nous disposons d'informations dues en partiulier aux

hypothèses. A�n d'éviter le dernier as, nous avons besoin d'un lemme.

Lemme 7.

Soient R

1

un TRS sur F

1

et [F

2

j R

2

℄ un module tel que [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄.

Alors pour toute paire hu

1

; v

1

i 2 DP(R

1

) et toute paire hu

2

; v

2

i de [F

2

j R

2

℄ il n'existe pas de

substitution � telle que :

v

1

�

6=�

�!

?

u

2

�:

PREUVE. Puisque �(u

2

�) = �(u

2

) 2



F

2

et �(v

1

�) = �(v

1

) 2



F

1

, on a forément �(u

2

) 6=

�(v

1

). 2

Ce lemme nous apprend que les paires 2 et 3 ne peuvent suivre que des 2 et que les paires 1 ne

peuvent suéder qu'à elles des genres 1 et 3 . Nous nous trouvons don fae à trois possibilités : la

haîne de dépendane ne ontient

1. Que des paires 2 , 'est-à-dire du module [F

2

j R

2

℄ ou

2. Que des paires 1 , 'est-à-dire du module [F

1

j R

1

℄ ou enore

3. Qu'un nombre �ni (éventuellement nul) de paires 2 suivies d'une seule paire 3 puis d'une in�nité

de paires 1 .

� Premier as : l'existene d'une haîne in�nie de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

ontredit diretement la

deuxième hypothèse du théorème 18.

� Cas 2 & 3 : dans es deux as il y a une haîne in�nie de [F

1

j R

1

℄ sur R

1

[ R

2

. Nous allons

montrer dans la suite que ette haîne peut être transformée en une haîne de [F

1

j R

1

℄ sur

R

1

[ �. Ce faisant, nous obtiendrons une haîne in�nie de [F

1

j R

1

℄ sur R

1

[ �, 'est-à-dire

une haîne in�nie de [F

1

[ fGg j R

1

[ �℄ sur R

1

[ � qui ontredit la première hypothèse du

théorème, à savoir que R

1

est C

E

fortement normalisant.

Nous nous servons dans ette preuve, ainsi que dans elle du théorème 19 (setion IV.2), d'un

résultat plus général présenté omme un lemme tehnique lef, le lemme 8. Sa démonstration

fournit un moyen d'obtenir la transformation désirée.

Lemme 8.

Soient S

1

et S

2

deux systèmes de rériture sur une signature F

1

. Soit S

3

un TRS sur F

1

[ F

2

tel que :

� F

1

\ F

2

= ; ;

� Pour toute règle l ! r 2 S

3

, �(l) 2 F

2

.

Alors d'une haîne in�nie minimale de [F

1

j S

2

℄ sur S

1

[ S

2

[ S

3

, il est possible d'obtenir une

haîne in�nie de [F

1

j S

2

℄ sur S

1

[ S

2

[ � omportant la même séquene de paires mais munie

d'une nouvelle substitution ainsi que de nouveaux pas de rériture.

Ce qui reste de la preuve du théorème 18 onsiste essentiellement à appliquer le lemme 8 en prenant

R

1

= S

1

= S

2

etR

2

= S

3

. Nous pouvons ainsi onstruire pour toute haîne de dépendane in�nie de

[F

1

j R

1

℄ sur R

1

[R

2

une haîne orrespondante de [F

1

j R

1

℄ sur R

1

[ �, 'est-à-dire une haîne de
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dépendane in�nie de R

1

[ �. Dans la mesure où nous avons supposé R

1

C

E

fortement normalisant,

e résultat ontredit les hypothèses. Le théorème 18 est prouvé. 2

Preuve du lemme 8

Nous sommes amenés pour ette preuve à interpréter les termes de façon similaire à e qui fut

proposé par B. Gramlih en 1991 et 1994 [36, 37℄ (f. remarque 17, page 76).

L'ensemble des termes in�nis sur une signature F et un ensemble de variable X est désigné par

T

1

(F ; X).

Dé�nition 63. � Posons S = S

1

[ S

2

[ S

3

; soit > un ordre arbitraire mais total sur T

1

(



F

1

[

fG : 2g [ f? : 0g; X).

L'interprétation I(x) : T (



F

1

[ F

2

; X)! T

1

(



F

1

[ fG : 2g [ f? : 0g; X) est dé�nie par :

I(x) = x si x 2 X;

I(f(t

1

: : : t

n

)) =

�

f(I(t

1

) : : : I(t

n

)) si f 2



F

1

;

Comb(Red(f(t

1

: : : t

n

))) si f 2 F

2

;

Où

Red(t) = fI(t

0

)= t������!

S

1

[S

2

[S

3

t

0

g;

Comb(;) = ?;

Comb(fag [ E) = G(a;Comb(E)) où pour tout e 2 E; a < e):

Red(t) représente l'ensemble E des interprétations des réduits en un pas de t. A�n de lever toute

ambiguïté sur la onstrution de l'arbre Comb(E) à partir de l'ensembleE qui, par dé�nition, n'est pas

ordonné, il est néessaire d'imposer un ordre > total sur E déterminant une stratégie de onstrution.

G

G

G

u

1

u

2

u

k

FIG. IV.1. Struture des termes interprétés.

Remarque 16. � L'arbre de ombinaison des termes prend l'apparene d'un � peigne à gauhe �.

Comme illustré par la �gure IV.1, l'interprétation d'un terme t = f(t

1

; : : : ; t

n

) ave f 2 F

2

est en

fait une séquene d'interprétations (les � dents � du peigne) de ses réduits en un pas, les u

i

étant les

éléments de Red(t).

Puisque les dents sont elles-mêmes des interprétations, il est possible d'atteindre haune d'entre

elles à l'aide d'une rédution �!

�

2

?

�!

�

1

idoine.
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Il nous faut enore quelques lemmes pour nous assurer du bon omportement de notre interpré-

tation.

Pour une substitution � nous désignerons par I(�) la substitution �

0

telle que x�

0

= I(x�) pour

toute variable x.

Lemme 9.

Pour tout t 2 T (



F

1

; X) et toute substitution �,

I(t�) = tI(�):

PREUVE. Par indution sur la struture de t. 2

Lemme 10.

Pour tous t

1

; : : : ; t

n

de T (



F

1

[ F

2

; X) et pour tout ontexte C sur F

1

à n trous,

I(C[t

1

; : : : ; t

n

℄) = C[I(t

1

); : : : ; I(t

n

)℄:

PREUVE. Par indution sur la struture de C . 2

Lemme 11.

Pour tout terme t fortement normalisable par S

1

[ S

2

[ S

3

, I(t) est un terme �ni.

PREUVE. Immédiat puisque nous nous sommes restreints aux systèmes à branhement �ni. 2

Lemme 12.

Pour tous s et t de T (



F

1

[ F

2

; X) et toute règle l! r 2 S

1

[ S

2

,

Si s

p

��!

l!r

t alors I(s)�����!

S

1

[S

2

[�

+

I(t):

En outre, si p 6= � et �(s) 2



F

1

alors I(s)

6=�

�����!

S

1

[S

2

[�

+

I(t).

PREUVE. On distingue deux as suivant l'appartenane des symboles suseptibles d'apparaître sur

le hemin reliant � à p.

1. S'il y a seulement des symboles de F

1

alors s = C[s

1

; : : : ; l�; : : : ; s

n

℄, sj

p

= l� et C est un

ontexte à n trous sur F

1

. On a :

I(s) = I(C[s

1

; : : : ; l�; : : : ; s

n

℄)

= C[I(s

1

); : : : ; I(l�); : : : ; I(s

n

)℄ (lemme 10)

= C[I(s

1

); : : : ; lI(�); : : : ; I(s

n

)℄ (lemme 9)

p

���!

S

1

[S

2

C[I(s

1

); : : : ; rI(�); : : : ; I(s

n

)℄ (hypothèse)

= C[I(s

1

); : : : ; I(r�); : : : ; I(s

n

)℄ (lemme 9)

= I(C[s

1

; : : : ; r�; : : : ; s

n

℄)

= I(t):
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2. Si des symboles de F

2

interviennent, alors il existe un plus petit p

0

< p (pour l'ordre pré�xe) tel

que �(sj

p

0

) appartienne à F

2

. Nous pouvons derehef supposer (sans perte de généralité) que

s = C[s

1

; : : : ; s

0

; : : : ; s

n

℄ où C est un ontexte à n trous (ou bien vide) sur F

1

, p = p

0

q et

sj

p

0

= s

0

ave s

0

= C

0

[l�℄���!

S

1

[S

2

C

0

[r�℄ = t

0

. On a :

I(s) = I(C[s

1

; : : : ; s

0

; : : : ; s

n

℄)

= C[I(s

1

); : : : ; I(s

0

); : : : ; I(s

n

)℄ (lemme 10).

D'après la dé�nition 63, I(s

0

) = Comb(Red(s

0

)). Or

s

0

j

q

= l����!

S

1

[S

2

r�:

Par dé�nition de Red, on déduit alors que I(r�) 2 Red(l�). I(t

0

) est don un sous-terme de

I(s

0

) et

I(s

0

) �!

�

+

I(t

0

):

Finalement,

C[I(s

1

); : : : ; I(s

0

); : : : ; I(s

n

)℄ �!

�

+

C[I(s

1

); : : : I(t

0

); : : : ; I(s

n

)℄

= I(C[s

1

; : : : ; t

0

; : : : ; s

n

℄) (lemme 10)

= I(t):

2

Lemme 13.

Pour tous s et t de T (



F

1

[ F

2

; X), Si s

p

�!

S

3

t alors I(s)�!

�

+

I(t):

De plus, si �(s) 2



F

1

alors I(s)

6=�

�!

�

+

I(t).

PREUVE. Tout à fait similaire à la preuve du lemme 12, as 2. 2

Nous pouvons à présent passer à la preuve du lemme 8.

PREUVE. Soit hu

1

; v

1

i; hu

2

; v

2

i; : : : une haîne de dépendane de [F

1

j S

2

℄ sur S

1

[S

2

[S

3

munie

d'une substitution �. Soit �

0

la substitution telle que pour tout x, x�

0

= I(x�).

Dans la mesure où la haîne onsidérée est minimale, la substitution � est fortement normalisable,

le lemme 11 garantit alors que �

0

ne substitue que des termes �nis.

Nous allons montrer que hu

1

; v

1

i; hu

2

; v

2

i; : : : munie de �

0

est une haîne de [F

1

j S

2

℄ sur

S

1

[ S

2

[ �.

Pour e faire, il nous faut prouver que pour tout i,

v

i

�

0

6=�

�����!

S

1

[S

2

[�

?

u

i+1

�

0

:

Nous savons que

v

i

�

6=�

������!

S

1

[S

2

[S

3

?

u

i+1

�:
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Considérons un pas s

p

������!

S

1

[S

2

[S

3

t de ette dérivation. Puisque

�(s) = �(t) = �(v

i

) = �(u

i+1

) 2



F

1

;

Alors du lemme 13 ou, le as éhéant, du lemme 12 nous déduisons

I(s)

6=�

�����!

S

1

[S

2

[�

?

I(t):

Nous pouvons reonstituer la séquene en juxtaposant les pas a�n d'obtenir

I(v

i

�)

6=�

�����!

S

1

[S

2

[�

?

I(u

i+1

�):

Dans la mesure où I(v

i

�) = v

i

�

0

et I(u

i+1

�) = u

i+1

�

0

le lemme 9 nous permet de onlure. 2

Corollaires

En onsidérant l'extension du système R

1

par le module [F

2

[ fG : 2g j R

2

[ �℄ et en appliquant

le théorème 18 on obtient omme orollaire une ondition suf�sante pour garantir la omposabilité

de la terminaison C

E

.

Corollaire 18�1.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant,

2. S'il n'existe pas de haîne in�nie de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

[ �,

Alors R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant.

En�n es résultats sont rendus effetifs grâe à l'utilisation d'ordres idoines.

Corollaire 18�2.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant ;

2. S'il existe un ordre de rédution faible (resp. faiblement �-extensible) (�;�) tel que :

� R

1

[ R

2

� � et

� DP([F

2

j R

2

℄) � �,

Alors R

1

[ R

2

est fortement normalisant (resp. C

E

fortement normalisant).

PREUVE. Par ontradition. Supposons qu'il existe une haîne in�nie, puisque la mesure de

omplexité déroît largement pour haque pas de rériture et stritement à haque paire de dépendane,

il existe une séquene d'éléments stritement déroissante pour (�;�) e qui est en ontradition ave

l'hypothèse préisant que et ordre est bien fondé. 2

Remarque 17. � Comparaison ave l'interprétation de B. Gramlih.

Notre interprétation des termes est assez prohe de l'abstration� utilisée par B. Gramlih en 1991

et 1994 [36, 37℄. Elle s'en distingue ependant prinipalement par la dé�nition de l'ensemble Red(t).

Nous onsidérons en effet tous les réduits en un pas de t alors que la fontion SUCC

F

1

(t) apparaissant
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dans � séletionne parmi les réduits par!

?

S

(on onsidère alors la l�ture transitive et non la rédution

en un pas) eux dont le symbole à la raine est dans F

1

.

Les onséquenes de es différenes portent sur la taille des termes interprétés (plus importante

dans notre as) mais ont aussi une in�uene sur la preuve : je onjeture en effet qu'il est possible de

montrer (plus dif�ilement) grâe à � des lemmes prohes des lemmes 12 et 13, à ei près que les

interprétations des deux termes s et t peuvent, en raison de la prise en ompte de rédutions en plus

d'un pas, être identiques ; on aurait alors en onlusion

�(s)�����!

S

1

[S

2

[�

?

�(t)

Plut�t que

�(s)�����!

S

1

[S

2

[�

+

�(t):

Remarquons toutefois que même après e hangement es lemmes permettent toujours de prouver les

théorèmes 18 et 19.

IV.2 Deux modules indépendants pour un système

Ave une extension d'un même système par deux modules, nous arrivons au ÷ur de la nature

modulaire de la preuve. Tout d'abord pare qu'extensions hiérarhiques et unions de omposables

permettent ensemble de dérire le as hiérarhique général, mais aussi pare qu'il faut éviter de

ompliquer les preuves ave des ontraintes venues de règles inopportunes.

Théorème 19.

Soit [F

1

j R

1

℄  � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

), soit [F

3

j R

3

℄ un module

étendant R

1

indépendamment de R

2

.

1. Si R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant,

2. S'il n'existe pas de haîne in�nie de [F

3

j R

3

℄ sur R

1

[ R

3

[ �,

Alors R

1

[ R

2

[R

3

est C

E

fortement normalisant.

PREUVE. Supposons qu'il existe une haîne de dépendane in�nie de R

1

[ R

2

[ R

3

[ �. Nous

allons montrer que dans e as, nous pouvons onlure soit à la non-terminaison C

E

de R

1

[ R

2

qui ontredit la première hypothèse, soit à l'existene d'une haîne in�nie du module [F

3

j R

3

℄ sur

R

1

[R

3

[ � ontredisant ette fois la deuxième hypothèse.

Par dé�nition des extensions hiérarhiques et à l'aide du lemme 7, nous savons que les haînes de

R

1

[R

2

[ R

3

[ � sont

� Soit des haînes de [F

3

j R

3

℄ ;

� Soit des haînes de [F

1

[ F

2

j R

1

[ R

2

℄ sur R

1

[ R

2

[R

3

[ � = R ;

� Soit des haînes onstituées d'un nombre �ni de paires de [F

3

j R

3

℄, puis d'une seule paire hybride

hbs;

b

ti telle que �(s) 2 F

3

et �(t) 2 F

1

[ F

2

, en�n d'une haîne de [F

1

[ F

2

j R

1

[ R

2

℄ sur

R

1

[R

2

[ R

3

[ � = R.

Il suf�t don de montrer la �nitude des haînes de [F

3

j R

3

℄ sur R et des haînes de

[F

1

[ F

2

j R

1

[R

2

℄ sur R.
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� Il n'existe pas de haîne in�nie de [F

3

j R

3

℄ sur R. En effet, dans le as ontraire, en appliquant

le lemme 8 ave

� S

1

= R

1

,

� S

2

= R

3

[ �,

� S

3

= R

2

,

� F

1

= F

1

[ F

3

et F

2

= F

2

,

Nous pourrions onstruire à partir d'une haîne in�nie de [F

3

j R

3

℄ sur R une haîne in�nie de

[F

3

j R

3

℄ sur R

1

[R

3

[ �, or es haînes sont toutes �nies par hypothèse.

� Il n'existe pas de haîne in�nie de [F

1

[ F

2

j R

1

[R

2

℄ sur R. En effet, dans le as ontraire, en

appliquant le lemme 8 ave

� S

1

= ;,

� S

2

= R

1

[ R

2

et

� S

3

= R

3

[ �,

Nous pourrions onstruire à partir d'une haîne in�nie de [F

1

[ F

2

j R

1

[ R

2

℄ surR une haîne

in�nie de [F

1

[ F

2

j R

1

[R

2

℄ surR

1

[R

2

[�, or es haînes ne peuvent être que �nies puisque,

par hypothèse, R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant.

R

1

[R

2

[ R

3

est don C

E

fortement normalisant. 2

Remarque 18. � Parmi les hypothèses du théorème 19, auune ne lie R

2

et R

3

. C'est là un point

ruial : ne pas avoir de onditions sur R

2

et R

3

garantit en effet une onduite de preuve réellement

inrémentale.

Remarquons en outre que l'hypothèse de terminaison C

E

de R

1

[ R

2

ne peut être allégée : nous

pourrions alors retrouver le ontre-exemple de Toyama en hoisissant

� R

1

= ;,

� R

2

= ff(0; 1; x)! f(x; x; x)g et

� R

3

= �.

Corollaires

La proposition 12 permet d'obtenir en orollaire du théorème 19 un préédent résultat de Kurihara

&Ohuhi [52℄ : la terminaison C

E

est une propriétémodulaire pour les unions de systèmes omposables.

Nous disposons en�n d'un moyen simple d'utiliser le théorème 19 à l'aide des ordres �-extensibles.

Corollaire 19�1.

Soit [F

1

j R

1

℄  � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

), soit [F

3

j R

3

℄ un module

étendant R

1

indépendamment de R

2

.

1. Si R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant ;

2. S'il existe un ordre faiblement �-extensible (�;�) tel que :

� R

1

[ R

3

��,

� DP([F

3

j R

3

℄) ��,

Alors R

1

[ R

2

[R

3

est C

E

fortement normalisant.
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IV.3 Exemple omplet

Nous proposons maintenant un exemple omplet de preuve inrémentale en utilisant nos résultats.

A�n de ne pas surharger les interprétations, nous utilisons exeptionnellement ii des paires de

dépendane non marquées.

Considérons un système R sur une signature F

N

= f# : onstante ; 0; 1 : suf�xes unairesg dérivant

les entiers odés en binaire.

F

N

f# : onstante ; 1; 0 : unairesg

R

N

f#0! #:

Nous pouvons vouloir effetuer des opérations arithmétiques sur es entiers. Dé�nissons par

exemple l'addition grâe au module [F

+

j R

+

℄ :

F

+

f+ : in�xe binaireg

R

+

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x +# ! x

#+ x ! x

x0 + y0 ! (x + y)0

x0 + y1 ! (x + y)1

x1 + y0 ! (x + y)1

x1 + y1 ! ((x + y) + #1)0:

La terminaison de R

N

[ R

+

est prouvée à l'aide de paires de dépendane et d'une interprétation

polynomiale.

DP([F

+

j R

+

℄) :

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

hx0 + y0; x+ yi ;

hx0 + y1; x+ yi ;

hx1 + y0; x+ yi ;

hx1 + y1; x+ yi ;

hx1 + y1; (x+ y) + #1)i

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

[[#℄℄ = 0;

[[0℄℄(x) = x + 1;

[[1℄℄(x) = x + 1;

[[+℄℄(x; y) = x+ y:

Pour l'ordre induit par ette interprétation, les paires de DP([F

+

j R

+

℄) déroissent stritement et les

règles de R

N

[ R

+

[ � déroissent largement. Le orollaire 18�2, nous permet alors de onlure sur

la terminaison C

E

de R

N

[ R

+

.

Nous pouvons aussi désirer soustraire.

F

�

f� : in�xe binaireg

R

�

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x�# ! x

#� x ! #

x0� y0 ! (x� y)0

x1� y1 ! (x� y)0

x1� y0 ! (x� y)1

x0� y1 ! ((x� y)�#1)1:

Les paires de dépendane relatives ainsi qu'une interprétation polynomiale permettent ii aussi de

montrer que R

N

[ R

�

termine C

E

. En effet, pour

[[#℄℄ = 0;

[[0℄℄(x) = x+ 1;

[[1℄℄(x) = x+ 1;

[[�℄℄(x; y) = x;
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Les paires de dépendane de [F

�

j R

�

℄ déroissent stritement tandis que les règles de R

N

[ R

�

déroissent largement. Nous pouvons déduire du orollaire 19�1 queR

N

[R

�

[R

+

est C

E

fortement

normalisant.

F

N

R

N

F

+

R

+

F

�

R

�

FIG. IV.2. Indépendane de [F

+

j R

+

℄ et [F

�

j R

�

℄.

La preuve de terminaison de l'union utilise la terminaison

C

E

de [F

+

j R

+

℄ sans que e module intervienne dans les

ontraintes d'ordre.

Pour maintenant omparer es entiers entre eux, il nous faut des opérateurs booléens. Ajoutons

don un module [F

Bool

j R

Bool

℄.

F

Bool

ftrue; false : onstantes ;: : unaire ;^ : in�xe binaire ; if : ternaireg

R

Bool

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

:(true) ! false

:(false) ! true

x ^ true ! x

x ^ false ! false

if (true; x; y) ! x

if (false ; x; y) ! y:

Ce système n'a pas de paires de dépendane et don termine C

E

.

Nous pouvons alors dé�nir une omparaison dans le module [F

ge

j R

ge

℄ qui étend R

N

et R

Bool

.

F

ge

fge : binaireg

R

ge

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

ge(x0; y0) ! ge(x; y)

ge(x0; y1) ! :ge(y; x)

ge(x1; y0) ! ge(x; y)

ge(x1; y1) ! ge(x; y)

ge(x;#) ! true

ge(#; x0) ! ge(#; x)

ge(#; x1) ! false :

La terminaison deR

N

[R

Bool

[R

ge

est diretement montrée en utilisant RPO ave pour préédene :

fge > : > (true; false)g. Puisque RPO est un ordre de simpli�ation, il est �-extensible. L'union est

don C

E

fortement normalisante par le théorème 17. Nous pouvons alors appliquer le théorème 19 et

ainsi obtenir que R

N

[ R

Bool

[R

ge

[ R

+

[ R

�

est C

E

fortement normalisant.
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F

N

R

N

F

+

R

+

F

�

R

�

F

Bool

R

Bool

F

ge

R

ge

FIG. IV.3. Indépendane des opérations arithmétiques et des omparaisons.

Ajoutons une nouvelle fontion sur les entiers : le logarithme de base 2, arrondi par défaut. Il est

tehniquement plus faile de dé�nir tout d'abord un Log ' tel que Log

0

(x) = Log(x) + 1 ave pour

onvention Log

0

(0) = 0.

F

Log

0

fLog

0

: unaireg

R

Log

0

8

<

:

Log

0

(#) ! #

Log

0

(x1) ! Log

0

(x) + #1

Log

0

(x0) ! if (ge(x;#1);Log

0

(x) + #1;#):

On utilise de nouveau les paires de dépendane et une interprétation polynomiale.

DP([F

Log

0

j R

Log

0

℄) :

�

hLog

0

(x1);Log

0

(x)i ;

hLog

0

(x0);Log

0

(x)i

�

En onsidérant l'ordre induit par l'interprétation déjà utilisée pour R

N

[R

+

à laquelle on ajoute

[[false ℄℄ = 0; [[true ℄℄ = 0; [[:℄℄(x) = 0;

[[ge ℄℄(x) = 0; [[if ℄℄(x; y; z) = y + z; [[^℄℄(x; y) = x;

[[Log

0

℄℄(x) = x;

Les paires de dépendane relatives déroissent stritement alors que les règles de R

N

[R

+

[ R

Bool

[

R

ge

[R

Log

0

déroissent largement. Nous pouvons alors prouver, grâe au orollaire 19�1, la terminaison

C

E

de R

N

[ R

+

[ R

Bool

[R

ge

[ R

Log

0

[R

�

.

Il reste à orriger le alul du logarithme :

F

Log

fLog : unaireg

R

Log

�

Log(x) ! Log

0

(x)�#1:

Puisque [F

Log

j R

Log

℄ n'a pas de paire de dépendane, en appliquant le théorème 19 nous obtenons la

terminaison C

E

de R

N

[R

+

[R

�

[R

Bool

[ R

ge

[R

Log

0

[ R

Log

.

Si nous souhaitons maintenant travailler sur des arbres binaires d'entiers, il nous suf�t de dé�nir

un module [F

Tree

j R

Tree

℄ adéquat étendant R

N

:

F

Tree

fL;Val : unaires ; N : ternaireg

R

Tree

�

Val (L(x)) ! x

Val (N (x; l; r) ! x:

Ce système n'a pas de paires de dépendane.
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Tester si un arbre est un arbre binaire de reherhe (BS pour Binary Searh) peut être réalisé à l'aide

d'un module [F

BS

j R

BS

℄ étendant R

ge

et R

Tree

tel que

F

BS

fBS;Min;Max : unairesg

R

BS

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Min(L(x)) ! x

Min(N (x; l; r)) ! Min(l)

Max(L(x)) ! x

Max(N (x; l; r)) ! Max(r)

BS(L(x)) ! true

BS(N (x; l; r)) ! (ge(x;Max(l)) ^ ge(Min(r); x))^

(BS(l) ^ BS(r)):

Les six paires de dépendane de e module

DP([F

BS

j R

BS

℄) :

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

hMin(N (x; l; r));Min(l)i ;

hMax(N (x; l; r));Max(r)i ;

hBS(N (x; l; r));Max(l)i ;

hBS(N (x; l; r));Min(r)i ;

hBS(N (x; l; r)); BS(l)i ;

hBS(N (x; l; r)); BS(r)i:

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

Déroissent stritement tandis que déroissent largement les règles deR

N

[R

Bool

[R

ge

[R

Tree

[R

BS

pour l'ordre induit par l'interprétation polynomiale :

[[#℄℄ = 0; [[0℄℄(x) = x+ 1; [[1℄℄(x) = x + 1;

[[false ℄℄ = 0; [[true ℄℄ = 0; [[:℄℄(x) = 0;

[[ge ℄℄(x) = 0; [[if ℄℄(x; y; z) = y + z; [[^℄℄(x; y) = x;

[[L℄℄(x) = x+ 1; [[N ℄℄(x; l; r) = x+ l + r + 1; [[Min℄℄(x) = x;

[[Max℄℄(x) = x; [[BS℄℄(x) = x:

R

N

[R

Bool

[ R

ge

[R

Tree

[R

BS

termine don C

E

par le orollaire 18�1.

En�n, pour déider si un arbre est bien équilibré (WB pourWell Balaned ), 'est-à-dire si la différene

de taille entre le sous-arbre droit et le sous-arbre gauhe est au plus de 1, il nous faut aussi savoir aluler

la taille d'un arbre.

F

WB

fWB; Size : unairesg

R

WB

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Size(L(x)) ! #1

Size(N (x; l; r)) ! (Size(l) + Size(r)) + #1

WB(L(x)) ! true

WB(N (x; l; r)) ! if (ge(Size(l); Size(r));

ge(#1; Size(l)� Size(r));

ge(#1; Size(r)� Size(l)))

^ (WB(l) ^WB(r)):
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F

N

R

N

F

+

R

+

F

�

R

�

F

Bool

R

Bool

F

ge

R

ge

F

Log

0

R

Log

0

F

Log

R

Log

F

Tree

R

Tree

F

BS

R

BS

F

WB

R

WB

FIG. IV.4. Hiérarhie des modules.

L'ensemble de paires de dépendane

DP([F

BS

j R

BS

℄) :

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

hSize(N (x; l; r)); Size(l)i ;

hSize(N (x; l; r)); Size(r)i ;

hWB(N (x; l; r)); Size(l)i ;

hWB(N (x; l; r)); Size(r)i ;

hWB(N (x; l; r));WB(l)i ;

hWB(N (x; l; r));WB(r)i

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

Et l'interprétation polynomiale

[[#℄℄ = 0; [[0℄℄(x) = x + 1; [[1℄℄(x) = x + 1

[[+℄℄(x; y) = x+ y; [[�℄℄(x; y) = x; [[false ℄℄ = 0;

[[true ℄℄ = 0; [[:℄℄(x) = 0; [[ge ℄℄(x) = 0;

[[if ℄℄(x; y; z) = y + z; [[^℄℄(x; y) = x; [[L℄℄(x) = x + 1;

[[N ℄℄(x; l; r) = x+ l + r + 1; [[Size℄℄(x) = x; [[WB℄℄(x) = x;

Permettent alors de prouver (par appliation du orollaire 19�1) la terminaison C

E

de l'union de toutes

les règles.

IV.4 Modules et graphes

On peut sensiblement af�ner les préédents ritères de terminaison en utilisant une notion de

graphes de dépendane. En effet, 'est l'existene d'une haîne de dépendane in�nie qui forme la lef

de voûte des orollaires 18�1, 18�2 et 19�1.
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Si l'ajout des règles de � à un système ne hange rien à l'ensemble de ses paires de dépendane,

il modi�e en revanhe son graphe en ajoutant éventuellement des arêtes. Pour le système de Toyama

(exemple 19) par exemple, le graphe de R : ff(0; 1; x) ! f(x; x; x)g ne omporte pas d'arête, e

qui permet de onlure immédiatement sur la terminaison. En ajoutant �, la substitution � : fx 7!

G(0; 1)g autorise la rédution :

b

f(x; x; x)�

6=�

��!

R[�

?

b

f(0; 1; x)�:

Le graphe a désormais un yle.

Dé�nition 64. � Le graphe de dépendane d'un module [F j R℄ sur un système R

0

est un graphe dont les

n÷uds sont les paires de dépendane de [F j R℄ et dont un n÷ud hs

1

; t

1

i est relié par un ar à un

n÷ud hs

2

; t

2

i si et seulement s'il existe une substitution � telle que t

1

��!

R

0

?

s

2

�:

Les graphes de dépendane fournissent un moyen ef�ae pour s'assurer que toutes les haînes

sont �nies.

Théorème 20.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant,

2. S'il n'existe pas de hemin in�ni dans le graphe de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

[ �,

Alors R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant.

Les orollaires des théorèmes 18 et 19 ainsi améliorés deviennent :

Corollaire 18�3.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant ;

2. S'il existe un ordre de rédution faible (�;�) tel que :

� R

1

[ R

2

� �,

� DP([F

2

j R

2

℄) � �,

� Dans toute partie stritement fortement onnexe du graphe de dépendane de [F

2

j R

2

℄

sur R

1

[ R

2

au moins une paire de dépendane déroît pour �,

Alors R

1

[ R

2

est fortement normalisant.

Corollaire 18�4.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant ;

2. S'il existe un ordre de rédution faiblement �-extensible (�;�) tel que :

� R

1

[ R

2

� �,

� DP([F

2

j R

2

℄) � �,

� Dans toute partie stritement fortement onnexe du graphe de dépendane de [F

2

j R

2

℄

sur R

1

[ R

2

[ � au moins une paire de dépendane déroît pour �,
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Alors R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant.

Corollaire 19�2.

Soit [F

1

j R

1

℄  � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

), soit [F

3

j R

3

℄ un module

étendant R

1

indépendamment de R

2

.

1. Si R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant ;

2. S'il existe un ordre faiblement �-extensible (�;�) tel que :

� R

1

[ R

3

��,

� DP([F

3

j R

3

℄) ��,

� Dans toute partie stritement fortement onnexe du graphe de dépendane de [F

3

j R

3

℄

sur R

1

[ R

3

[ � au moins une paire de dépendane déroît pour �,

Alors R

1

[ R

2

[R

3

est C

E

fortement normalisant.
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Deuxième partie

Terminaison des systèmes assoiatifs et

ommutatifs

87





Chapitre I

Introdution

P

our dé�nir un alul, ou enore dans le adre de la démonstration automatique, il est très ou-

rant d'avoir à manipuler des symboles assoiatifs et ommutatifs (AC). Exprimer diretement

la ommutativité et l'assoiativité omme des règles d'un système sans perdre la propriété de

terminaison est toutefois impossible. On travaille don ave une relation de rériture sur les

lasses d'équivalene modulo AC.

L'introdution de e nouveau type de relation omplique singulièrement les preuves de

terminaison. Les relations d'ordre utilisées pour montrer la terminaison du système modulo AC

doivent en effet être ompatibles 'est-à-dire respeter dans les omparaisons les appartenanes aux

lasses d'équivalene. Cette propriété se traduit par de fortes ontraintes sur les ordres employés.

L'importane de la rériture AC a don susité des travaux nombreux onernant, en partiulier, la

dé�nition d'ordres ompatibles sémantiques [8℄ mais aussi et surtout syntaxiques [7,18,78℄. Ces ordres

sont ependant des ordres de simpli�ation.

On mesure alors l'ampleur du problème pour l'automatisation des preuves : les ordres disponibles

sont des ordres de simpli�ation et leurs onditions d'appliations sont très ontraignantes (voir par

exemple la ondition APO [déf. 74℄ de Bahmair et Plaisted). De nombreuses tentatives de preuve

à l'aide de eux-i sont don vouées à l'éhe, soit pare que le système onerné ne termine pas

simplement, soit pare que la signature ou le système ne véri�ent pas les ontraintes de dé�nition

requises.

Une utilisation d'un ritère à l'aide de paires de dépendane permettrait de réduire es deux obstales

à une automatisation ef�ae des preuves de terminaison de systèmes AC, en élargissant la reherhe

d'ordre au-delà de la lasse des ordres de simpli�ation, d'une part, en affaiblissant les ontraintes de

dé�nition d'autre part.

Nous allons tenter de dé�nir une extension des ritères par paires de dépendane à la terminaison de

la rérituremoduloAC tout d'abord en nous onentrant sur la rériture dite étendue sur des représentants

anoniques des lasses d'équivalene : les termes plats. Nous passerons ensuite (paragraphes II.2.1

et II.2.2) en revue les différentes ontraintes sur les ordres (sémantiques puis syntaxiques) induites par

la ondition de ompatibilité et ertaines des solutions proposées jusqu'à présent.

Nous présenterons alors au ours du hapitre III de nouvelles méthodes étendant la tehnique des

paires de dépendane. Les ritères développés seront dans un premier temps dé�nis sur des paires

sans marques. Les propriétés d'assoiativité et de ommutativité des symboles ompliquent en effet

singulièrement la manipulation des symboles distingués. A�n d'affaiblir es ritères grâe à l'utilisation

de marques nous aurons besoin dans la setion III.2 d'une abstration de la dé�nition d'un ensemble

de paires de dépendane en introduisant des onditions de dépendane (dé�nition 85). En�n, puisque
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es onditions dé�nissent les ensembles de paires adéquats de façon intentionnelle et a�n d'obtenir

une automatisation aussi omplète que possible nous donnerons, paragraphe III.2.4, deux moyens de

ontruire, à partir d'un système, des ensembles de paires de dépendane onvenables.

Il existe une approhe, par Giesl & Kapur, de paires de dépendane modulo une théorie équation-

nelle arbitraire [30℄. L'emploi d'une théorie arbitraire peut introduire de nouvelles relations entre les

modules de rériture (e qui n'est pas le as de AC) et bouleverser ainsi la notion même de hiérarhie,

nous nous limitons don au as assoiatif et ommutatif.

Nous présenterons en�n au hapitre IV une méthode de preuve inrémentale de terminaison

modulo AC regroupant les avantages des modules de rériture et des onditions de dépendane.



Chapitre II

Rériture ave symboles assoiatifs et

ommutatifs

Une signature AC est une signature F divisée en trois sous-ensembles F

AC

, F

C

et F

F

qui

ontiennent respetivement les symboles assoiatifs-ommutatifs, les symboles ommutatifs et les

symboles qui ne sont ni ommutatifs ni assoiatifs qu'on désignera dans la suite omme symboles

libres

1

.

Exemple 28.

Une signature AC dérivant une struture de alul sur des entiers de Peàno peut être donnée par :

F

F

: f0; true; false : onstantes ; s : unaire ; � : binaireg

F

AC

: f+;� : binairesg

F

C

: f= : binaireg:

Dé�nition 65. � Si F est une signature AC, on onsidère la ongruene sur T (F ; X) générée par

les axiomes de ommutativité : pour tout f 2 F

C

[ F

AC

f(x; y) = f(y; x)

Et les axiomes d'assoiativité : pour tout f 2 F

AC

f(f(x; y); z) = f(x; f(y; z)):

Cette ongruene est appelée égalité modulo AC et notée =

AC

.

Les symboles AC présentent la propriété de pouvoir s'érire ave un nombre quelonque d'argu-

ments. En effet le symbole +, par exemple, pour l'addition des entiers est binaire au premier abord.

On a néanmoins a + (b + ) = (a + b) +  = a + b +  qu'on peut noter +(a; b; ). L'arité 2 de +

est alors remise en question. On dé�nit don les notions de termes variadiques et d'aplatissement.

Dé�nition 66. � L'ensemble des termes variadiques sur une signature F , noté T

Var

(F ; X) est dé�ni

de la façon suivante :

� Si x 2 X alors x 2 T

Var

(F ; X) ;

1

L'indie F vient de l'anglais � free � traduisant libre.
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� Si f 62 F

AC

ave AR(f) = n et si t

1

; : : : ; t

n

2 T

Var

(F ; X) alors f(t

1

; : : : ; t

n

) 2 T

Var

(F ; X) ;

� Si en�n f 2 F

AC

et si t

1

; : : : ; t

n

2 T

Var

(F ; X) (ave n � 2) alors f(t

1

; : : : ; t

n

) 2 T

Var

(F ; X).

La ongruene =

AC

est alors adaptée à T

Var

(F ; X).

Dé�nition 67. � Soit F une signature AC. On onsidère la ongruene sur T

Var

(F ; X) générée par

les axiomes de ommutativité : pour tout f 2 F

C

[ F

AC

f(x; y) = f(y; x);

Les axiomes de permutation : pour tout f 2 F

AC

ave n � 2 et où p est une permutation de [1; : : : ; n℄

f(x

1

; : : : ; x

n

) = f(x

p(1)

; : : : ; x

p(n)

)

Et les axiomes d'assoiativité : pour tout f 2 F

AC

ave n � 2, 1 � i � n et k � 2

f(x

1

; : : : ; x

i�1

; f(y

1

; : : : ; y

k

); x

i+1

; : : : ; x

n

) = f(x

1

; : : : ; x

i�1

; y

1

; : : : ; y

k

; x

i+1

; : : : ; x

n

):

Cette ongruene est appelée égalité modulo AC, on la note =

AC

.

Remarque 19. � En restreignant l'appliation de ette dé�nition aux termes à arité �xe ('est-à-dire

non variadiques) on retrouve bien la ongruene de la dé�nition 65.

Dé�nition 68. � Soit F une signature. L'aplatissement est une appliation, notée �at, de T

Var

(F ; X)

dans T

Var

(F ; X) telle que :

� Pour f 2 (F n F

AC

) d'arité n, �at(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = f(�at(t

1

); : : : ; �at(t

n

)) ;

� Pour g 2 F

AC

, �at(g(s

1

; : : : ; s

n

)) = g(t

1;1

; : : : ; t

1;k

1

; : : : ; t

n;1

; : : : ; t

n;k

n

) où :

� Si �(s

i

) 6= g alors k

i

= 1; t

i;1

= s

i

,

� Si �(s

i

) = g alors g(t

i;1

; : : : ; t

i;k

i

) = �at(s

i

).

Un terme est dit aplati si s = �at(s) ; on notera par la suite s la forme aplatie d'un terme s.

L'assoiativité-ommutativité orrespond en fait à la ongruene de permutation sur les termes aplatis.

On dispose don ainsi d'un moyen simple d'exhiber un représentant de lasse.

II.1 Rériture AC

Puisqu'il est impossible d'exprimer diretement la ommutativité et l'assoiativité par des règles de

rériture sans perdre la terminaison, la rériture modulo AC est dé�nie omme une relation de rériture

sur les lasses d'AC-équivalene.

On onsidère qu'un système de rériture assoiatif-ommutatif est omposé de deux parties : d'une

part l'ensemble R des règles de rériture et, d'autre part, l'ensemble AC des équations d'assoiativité

et de ommutativité.

Dé�nition 69. � SoitR un système de règles sur F . On dit qu'un terme s 2 T (F ; X) se rérit modulo

AC en t s'il existe un ontexte C , une position p, une règle l ! r 2 R et une substitution � tels que :

s =

AC

C[l�℄

p

et C[r�℄

p

=

AC

t:
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Ce pas de rériture est noté :

s���!

R=AC

t:

Dans les as où auune onfusion n'est possible, nous omettrons éventuellement le système utilisé.

La taille des lasses d'équivalene peut être très importante, e qui rend leur alul oûteux sinon

irréalisable. On ontourne e problème grâe à une relation plus faible : la rériture AC étendue. Cette

relation, due à Peterson et Stikel [72℄ interdit les étapes équationnelles � au-dessus � ('est-à-dire à une

position pré�xe) des pas de rériture.

Dé�nition 70. � On appelle relation de rériture AC étendue pour un système de règles R la relation

!

AC=R

telle que pour deux termes s et t on ait :

s���!

AC=R

t si et seulement si sj

p

=

AC

l� et t = s[r�℄

p

Pour une position p, une règle l ! r 2 R et une substitution �. La mention du système ou du type de

rériture étant éventuellement omise en l'absene d'ambiguïté.

Un terme n'est maintenant suseptible d'être réduit par une système R que s'il a un sous-terme AC

équivalent à une instane de membre gauhe d'une règle de R.

Telle quelle, ette nouvelle relation n'est pas apable de simuler une rédution par la rériture

modulo AC. En effet si la rériture étendue, inluse dans la rériture par lasses, onserve ertaines de

ses propriétés (les notions de formes normales ou de on�uene sont dé�nies de manière analogue)

elle n'hérite pas de la ohérene [46℄ en général.

Dé�nition 71. � Soient S un ensemble d'équations,!

R

S une relation arbitraire omprise entre!

R

et!

R=S

. On dit que!

R

S est ohérente modulo!

S

si :

s

?

 ��!

S

t�!

R

u implique l'existene de v; v

0

tels que s

?

�!

R

S

v

?

 ��!

S

v

0

?

 �

R

S

u:

t

?

S R u

R

S

? ?

R

S

?

S

s

v v

0

FIG. II.1. Diagramme de ohérene modulo une relation.

Exemple 29.

Si on onsidère le système omposé de la seule règle a+ b!  et de l'ensemble d'équations dérivant AC (+ étant
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un symbole AC) alors (a + ) + b !

=AC

 + , mais (a + ) + b ne se rérit pas par!

nAC

et on ne peut pas

refermer le diagramme.

AC possède ependant quelques propriétés qui permettent une gestion de es dif�ultés.

Nous avons vu dans l'exemple préédent que la rériture étendue ne permettait pas toujours de

réduire suf�samment un terme. Pour remédier à e problème et rétablir la ohérene, on dé�nit des

règles omplémentaires qui permettent d'appliquer arti�iellement des étapes équationnelles un niveau

au-dessus de la position de rédution. Dans le as de et exemple (qu'on généralise aisément) nous

devrions ajouter la règle dite étendue suivante :

((a+ x) + b)! (+ x)

Où x est une variable fraîhe.

Il reste à déterminer un représentant de haque lasse d'équivalene ; nous hoisirons de travailler

sur des termes en forme aplatie.

En ombinant aplatissement et rériture étendue on dé�nit une nouvelle notion de rériture.

Dé�nition 72.� SoitR un système de rériture. Un terme s se rérit en un terme t par rériture AC sur

termes aplatis [57℄ s'il existe une position p telle que l'une des deux propositions suivantes est véri�ée :

1. sj

p

=

AC

l� et t = s[r�℄

p

;

2. l = f(l

1

; : : : ; l

n

) ave f 2 F

AC

, sj

p

=

AC

f(l

1

; : : : ; l

n

; x)� et t = s[f(r; x)�℄

p

, pour une règle

l ! r 2 R, � une substitution et x une variable sans ourrene dans l (as de �ltrage étendu).

Dans la suite et dans tous les as où la onfusion ave la rériture par lasse sera impossible nous

noterons un tel pas s!

R=AC

t.

Les problèmes de ohérene disparaissent ar les règles étendues sont déjà dans la dé�nition et tout

pas s! t pour la rériture modulo entraîne l'existene d'une rédution étendue sur termes aplatis entre

s et t. En reprenant ainsi l'exemple 29 ave ette nouvelle notion, ((a + ) + b) se rérit diretement

en (+ ).

Il n'est pas toujours néessaire d'avoir reours au �ltrage étendu pour des règles d'une ertaine

forme. En fait une règle l ! r a besoin du �ltrage étendu si et seulement si les deux onditions

suivantes sont véri�ées :

1. Le symbole de tête f de l est assoiatif-ommutatif ;

2. Il n'y a pas de variable x dans l telle que :

(a) Il n'y ait qu'une seule ourrene de x dans l et uniquement à profondeur 1 ;

(b) Soit r = x, soit r = f(x; r

0

) sans que x n'apparaisse dans r

0

.

Proposition 13.

Soit un pas de rériture s

p;�

����!

l!r=AC

t utilisant le �ltrage étendu et tel que la règle l! r ne remplisse

pas les onditions.

Alors il existe une substitution �

0

telle que s

p;�

0

����!

l!r=AC

t ne néessite pas de �ltrage étendu.

PREUVE. Si le �ltrage étendu est utilisé pour le pas de rédution AC sur termes aplatis

s

p;�

����!

l!r=AC

t;



II.2. Terminaison de la rériture AC 95

C'est que le symbole �(l), disons +, est AC et que de plus sj

p

= (l + z)� et t = s[(r + z)�℄

p

où z

est une variable fraîhe.

Pourtant, puisque l ! r ne remplit pas les onditions préitées, nous savons qu'il existe une

variable x telle que l = l

0

+ x et soit r = x soit r = r

0

+ x où x n'apparaît ni dans l

0

ni dans r

0

.

Considérons alors la substitution �

0

dé�nie par x�

0

= x� + z� et y�

0

= y� pour une variable y

distinte de x et z. Nous pouvons en déduire :

sj

p

= (l + z)� = (l

0

+ x + z)� = (l

0

+ x)�

0

= l�

0

:

Et soit

t = s[(r + z)�℄

p

= s[(x+ z)�℄

p

= s[x�

0

℄

p

= s[r�

0

℄

p

si r = x;

Soit

t = s[(r + z)�℄

p

= s[(r

0

+ x + z)�℄

p

= s[(r

0

+ x)�

0

℄

p

= s[r�

0

℄

p

si r = r

0

+ x:

Cette rédution n'a don pas besoin de �ltrage étendu. 2

Exemple 30.

Les règles x + 0! x ou enore x + (�x) + y ! y n'ont pas besoin de �ltrage étendu et pourtant le symbole

de tête + de leurs membres gauhes est assoiatif-ommutatif.

En revanhe, toutes les règles suivantes doivent être étendues :

� x+ (�x)! 0 ar x apparaît deux fois dans le membre gauhe ,

� R = fx� 0! 0g puisque x est sans ourrene dans le membre droit : par exemple, a� b� 0!

R

a� 0

utilise le �ltrage étendu ;

� R = fx + s(y)! s(x + y)g, dans e as x n'apparaît pas à profondeur 1 dans le membre droit : le pas

0 + s(0) + 0!

R

s(0 + 0) + 0 a besoin de �ltrage étendu.

Dans toute la suite et sauf mention du ontraire nous n'utiliserons que la rériture AC sur

termes aplatis. Cette relation (pour un système R) sera don simplement désignée par!

R

.

II.2 Terminaison de la rériture AC

À l'instar du alul, il suf�t de véri�er la terminaison de la rériture étendue sur termes aplatis pour

garantir le résultat onernant la rériture par lasses.

Théorème 20.

Un système termine modulo AC si et seulement s'il termine pour la rériture AC sur termes aplatis.

PREUVE. Supposons qu'il existe une rédution in�nie pour la rériture modulo AC issue d'un

terme s et débutant par

s

p

����!

l!r=AC

t:
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Cela signi�e s =

AC

s

0

où s

0

j

p

= l� pour une substitution �. Il est alors faile de voir que s ontient

une instane (éventuellement étendue) de l et qu'il est don suseptible d'être réduit par rériture AC

sur termes aplatis en un terme plat égal modulo AC à t. On peut don, en répétant ette onstrution,

bâtir une rédution in�nie pour la rériture AC sur termes aplatis.

La réiproque est triviale. 2

Il reste toutefois à prouver la terminaison des systèmes pour la rériture sur les termes aplatis.

Un ordre suseptible de prouver la terminaison d'une relation modulo AC doit respeter l'équiva-

lene des termes pour la théorie équationnelle. Cette prise en ompte du statut assoiatif-ommutatif

de ertains symboles restreint l'ensemble des ordres utilisables auparavant à elui des ordres ompatibles

AC, 'est-à-dire véri�ant :

Si

s � t

s =

AC

s

0

t =

AC

t

0

9

=

;

alors s

0

� t

0

et si

s � t

s =

AC

s

0

t =

AC

t

0

9

=

;

alors s

0

� t

0

:

II.2.1 Compatibilité et interprétations polynomiales

Forer la ompatibilité pour les interprétations polynomiales est réalisé en limitant le hoix des

polyn�mes aux polyn�mes assoiatifs-ommutatifs.

Dé�nition 73. � Le polyn�me P est un polyn�me assoiatif-ommutatif si :

1. P (P (X; Y ); Z) = P (X;P (Y; Z)) ;

2. P (X; Y ) = P (Y; Z).

On obtient un ordre ompatible AC si toutes les interprétations des symboles AC sont des fontions

polynomiales AC.

S'il est dif�ile de trouver une interprétation onvenable pour un système AC, il est en revanhe

aisé de véri�er qu'un polyn�me est assoiatif-ommutatif, omme le montre le lemme suivant :

Lemme 14. (Ben Cherifa et Lesanne)

Le polyn�me P (X; Y ) est AC si et seulement si 'est un polyn�me symétrique du premier degré

en haune des indéterminées : aXY + b(X + Y ) +  tel que b

2

= b+ a.

La démonstration de e lemme [8℄ est aisée : la ommutativité impose un polyn�me symétrique,

l'assoiativité intervient dans le degré en haune des indéterminées et dans les relations entre oef�-

ients.

Exemple 31.

Reprenons l'exemple de l'arithmétique de Peàno mais où ette fois+ et� sont, omme on peut l'attendre, assoiatifs

et ommutatifs.

F

F

: f0 : onstante ; s : unaireg

F

AC

: f+;� : binairesg

R :

8

>

>

<

>

>

:

x+ 0 ! x

x+ s(y) ! s(x+ y)

x� 0 ! 0

x� s(y) ! x+ (x� y):
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Considérons alors les interprétations :

[[�℄℄

1

(x; y) = xy + 2(x+ y) + 2;

[[+℄℄

1

(x; y) = x+ y + 1;

[[s℄℄

1

(x) = x+ 1;

[[0℄℄

1

= 1;

[[�℄℄

2

(x; y) = inutile;

[[+℄℄

2

(x; y) = 2xy + 2(x + y) + 1;

[[s℄℄

2

(x) = x + 1;

[[0℄℄

2

= 1:

La omposition lexiographique de es deux interprétations polynomiales permet de onlure sur la terminaison du système.

Exemple 32.

La terminaison de l'exemple d'arithmétique sur des entiers en binaire (exemple 4, page 21) ave + et � AC peut,

elle aussi, être prouvée au moyen de ompositions d'interprétations polynomiales. Pour ela on onsidère :

[[�℄℄

1

(x; y) = xy � (x + y) + 2;

[[+℄℄

1

(x; y) = x + y � 2;

[[0℄℄

1

(x) = x + 1;

[[1℄℄

1

(x) = x + 2;

[[#℄℄

1

= 2;

[[�℄℄

2

(x; y) = xy + 2(x+ y) + 2;

[[+℄℄

2

(x; y) = x+ y;

[[0℄℄

2

(x) = x+ 1;

[[1℄℄

2

(x) = x;

[[#℄℄

2

= 2:

II.2.2 Compatibilité et ordres sur les hemins

Le RPO n'est pas ompatible AC. En fait il n'est plus monotone dès que des pas assoiatifs-

ommutatifs peuvent être impliqués.

Exemple 33. (Delor & Puel) [18℄

Sur la signature ff ; gg, où f est AC et ave la préédene f > g nous obtenons l'inégalité f(x; y) >

RPO

g(x; y). Plongeons es deux termes dans le ontexte f(2; z) : f(x; y; z) et f(g(x; y); z) sont orientés dans le

� mauvais � sens.

On doit don dé�nir un nouvel ordre suseptible d'orienter les symboles AC.

Proposé par Bahmair et Plaisted [7℄ puis amélioré par Bahmair et Dershowitz [6℄, l'� Assoiative

Path Ordering � ou APO permet, ave ertaines onditions sur la préédene et grâe à un système de

normalisation, de traiter le as des symboles AC tout en onservant d'intéressantes propriétés (sous-

terme, et.). Delor et Puel [18℄ en ont tiré des ordres plus puissants en affaiblissant les ontraintes : les

ordres de la famille de MAPO dérits plus loin.

Dé�nition 74. � On dit qu'une préédene > véri�e la ondition APO sur les hemins (Assoiative Path

Condition) si pour tout symbole f 2 F

AC

l'une des deux onditions suivantes est véri�ée :

� f est minimal dans F ;

� Il existe g dans F

AC

tel que f est minimal dans F n fgg.

On dé�nit alors un système de rériture pour ette préédene surF ,D, ave l'ensemble des règles

f(g(x; y); z)! g(f(x; z); f(y; z))

Où f et g sont AC et f > g. Ce système est un système de distribution des symboles AC nonminimaux

sur les autres.
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La propriété fondamentale est queD termine et est on�uent [7℄. Une raison d'être de la ondition

sur la préédene est qu'elle impose la on�uene du système. Celui-i peut alors être utilisé à des �ns

de normalisation.

La proédure de normalisation est une transformation des termes vers les termes qui à t assoie sa

D-forme normale aplatie, soit t #

D

.

Dé�nition 75. � L'ordre APO est dé�ni par :

s >

APO

t si et seulement si s #

D

>

RPO

t #

D

:

Les ontraintes sur la préédene permettent à et ordre d'avoir ertaines propriétés, la prinipale

étant :

Théorème 21. (Bahmair & Plaisted) [7℄

APO est monotone et véri�e sous-terme.

Ordre modi�é sur les hemins

Le prinipal problème d'APO est d'être très restritif en e qui onerne la préédene : on herhe

alors l'affaiblissement de la ondition.

Deux des tentatives proposées par Delor et Puel [18℄ sont à base de modi�ations du système de

normalisation en rapport ave deux types de préédene renontrés en pratique. Ces modi�ations sont

néessaires ar dès qu'on assouplit l'� assoiative path ondition � la on�uene, voire la terminaison,

du système de normalisation d'APO n'est plus assurée (f. exemple 34, page 98).

La première proposition, EAPO (� Extended Assoiative Path Ordering �), utilise un système

non-onvergent mais pro�te de l'existene d'une stratégie qui en fait un système de normalisation.

La seonde, MAPO (� Modi�ed Assoiative Path Ordering �), traite un autre as de préédene ave

diretement un système de normalisation.

Extended Assoiative Path Ordering. Dans le as traité ii on dispose de n symboles l

k

tels que

l

k

< l

k+1

pour la préédene ave k < n. L'extension d'APO va être en fait dé�nie à partir d'une

préédene < sur une signature F telle que pour tout symbole f de F

AC

il existe une haîne l de

symboles AC l

i

pour 1 � i � n

l

et un index i

0

tels que f = l

i

0

, l

i

< l

i+1

et l

i+1

est minimal dans

F n fl

1

; : : : ; l

i

g pour tout i, 1 � i � n

l

.

L'idée onsiste à obtenir une extension d'APO de la forme :

s <

EAPO

t si et seulement si s #

D

<

RPO

t #

D

:

Il paraît naturel pour la normalisation de hoisir à nouveau omme système les règles de distribution

des symboles selon la préédene mais on perd alors la on�uene.

Exemple 34.

Pour trois symboles f < g < k, le système :

R :

8

<

:

h(f(x; y); z) ! f(h(x; z); h(y; z))

h(g(x; y); z) ! g(h(x; z); h(y; z))

g(f(x; y); z) ! f(g(x; z); g(y; z))
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N'est pas on�uent.

On peut en outre montrer [18℄ qu'auune interprétation polynomiale ne prouve sa terminaison.

Il existe néanmoins une stratégie qui en fait un système de normalisation : les deux premières règles

terminent, en effetuant d'abord les distributions sur les symboles les plus petits pour la préédene on

atteint une forme normale unique. Il reste à normaliser par la dernière règle, on�uente et qui termine.

Plus de trois symboles AC interviennent souvent dans la pratique : il onvient de dé�nir for-

mellement le système général D qui nous intéresse. Pour une haîne l de n

l

symboles omparables,

2 � k � n

l

on a :

� 1 � j < k � n

l

, la règle de distribution

R

k;j

(l) = l

k

(l

j

(x; y); z)! l

j

(l

k

(x; z); l

k

(y; z));

� Pour haque k

D

k

(l) = fR

k;j

(l) j 1 � j < kg;

� Pour haque l

D(l) =

[

2�k�n

l

D

k

(l);

� En�n pour toutes les haînes l on a le système général

D =

[

D(l):

Chaun des ensembles D(l) ne porte que sur les symboles de l. On peut normaliser séparément

et ommutativement par les systèmes en rapport ave des haînes différentes (et non projetifs). Dans

la suite on ne onsidère don que le as d'une seule haîne de longueur n. Les démonstrations des

propriétés énonées n'ont pas été publiées mais sont néanmoins disponibles [17℄.

� Les D

k

terminent mais ne sont pas on�uents. La stratégie suivante mène à une forme nor-

male unique : normalisation par R

k;1

puis par R

k;2

jusqu'à R

k;k�1

et on reommene jusqu'à

l'irrédutibilité pourD

k

. On peut don parler de normalisation par D

k

.

� La stratégie suivante fait de D un système de normalisation :

#

D

def

= #

D

n

#

D

n�1

: : : #

D

2

:

Puisqu'on béné�ie d'un système de normalisation, on peut dé�nir l'� Extended Path Ordering �

omme désiré, à savoir :

s <

EAPO

t si et seulement si s #

D

<

RPO

t #

D

:

Théorème 22. (Delor et Puel)

EAPO est un ordre de simpli�ation sur les termes los.

Il suf�t de véri�er la stabilité d'EAPO sur un ertain ensemble de substitutions pour avoir la

stabilité par substitution [18℄.
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Modi�ed Assoiative Path Ordering. La préédene sur la signature est ette fois du type :

g < u

1

< ::: < u

n

< f , où g et f sont deux symboles AC omparables et où les u

i

sont des symboles

unaires. L'idée reste la même : on herhe une relation <

MAPO

et un système de normalisation D tels

que :

s <

MAPO

t si et seulement si s #

D

<

RPO

t #

D

:

La ondition dé�nie est un peu plus générale que la ondition APO sur les hemins pour assurer

la terminaison de D.

Dé�nition 76. � On dit qu'une préédene véri�e la ondition MAPO sur les hemins si, pour tout

symbole f assoiatif-ommutatif, l'une des deux propositions suivantes est véri�ée :

� f est minimal dans F ;

� Il existe un symbole AC g et une haîne de symboles unaires U = fu

i

pour 1 � i � ng tels que

f est minimal dans F n (U

S

fgg) et g < u

1

< : : : < u

n

< f .

On peut légèrement étendre ette ondition en ajoutant une onstante inférieure au symbole minimal

f .

Le système D omporte les règles de distribution des symboles AC non minimaux sur les autres

et des règles néessaires pour obtenir la on�uene du système. Pour tous symboles AC f et g et tous

symboles unaires u

i

, u

j

et u

k

tels que g < u

i

< f et g < u

j

< u

k

< f on dé�nitD omme :

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

f(g(x; y); z) ! g(f(x; z); f(y; z))

f(x; g(y; z)) ! g(f(x; y); f(x; z))

f(u

i

(x); y) ! u

i

(f(x; y))

f(x; u

i

(y)) ! u

i

(f(x; y))

u

i

(g(x; y)) ! g(u

i

(x); u

i

(y))

u

k

(u

j

(x)) ! u

j

(u

k

(x)):

Sous les hypothèses de la ondition MAPO on peut montrer [18℄ que le systèmeD=AC termine et est

on�uent. On peut don le prendre omme système de normalisation.

On peut dé�nir le � Modi�ed Path Ordering � de manière similaire à l'EAPO 'est-à-dire :

s <

MAPO

t si et seulement si s #

D

<

RPO

t #

D

:

Théorème 23. (Delor et Puel) [17℄

MAPO est un ordre de simpli�ation.

Exemple 35.

La preuve de terminaison du système des anneaux ommutatifs :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x+ 0 ! x

x+ (�x) ! 0

�0 ! 0

�(�x) ! x

�(x + y) ! (�x) + (�y)

x� 1 ! x

x� (y + z) ! (x� y) + (x� z)

x� 0 ! 0

x� (�y) ! �(x� y)
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Se fait grâe à MAPO ave la préédene � > � > + > 0 qui véri�e bien la ondition MAPO.

Si MAPO peut être utilisé dans les as de préédene ave un seul symbole AC et des symboles

unaires qui lui sont inférieurs pour la préédene, D n'est plus on�uent dès que des symboles unaires

sont inférieurs (toujours pour la préédene) à deux symboles AC omparables.

Exemple 36.

Considérons le as f > g > u où f et g sont AC et u unaire.

f(g(x; y); h(z))

h(f(g(x; y); z))

h(g(f(x; z); f(y; z)))

g(f(x; h(z)); f(y; h(z)))

h(h(g(f(x; z); f(y; z))))

?

Et on ne peut pas refermer le diagramme ar les termes sont irrédutibles.

Dans e as on dé�nit (et pour e as seulement où un seul symbole unaire est inférieur aux

symboles AC) un nouvel ensemble de règles de normalisationD

0

omme :

8

>

>

<

>

>

:

g(u(x); y) ! u(g(x; y))

f(u(x); y) ! u(f(x; y))

f(g(x; y); z) ! g(f(x; z); f(y; z))

u(u(x)) ! u(x):

Ce système est bien de normalisation. De plus si u est minimal on a stabilité de l'ordre par sous-terme

et par ontexte.

II.2.3 Un RPO ompatible AC sans système de normalisation

Pour se passer des systèmes de normalisations qui, en plus de ontraindre les préédenes, peuvent

perturber l'orientation orrete des règles, Albert Rubio dé�nit [78℄ un ordre qui utilise diretement le

prinipe du RPO sans interprétation préliminaire.

Nous donnons ii la version de et ordre pouvant utiliser des préédenes partielles sur les symboles

de la signature. L'importane de ette possibilité devient laire dès qu'on veut ajouter des symboles à

la signature.

A�n de permettre de tels ajouts il faut redé�nir la notion d'extension multiensemble d'un ordre

ompatible AC en partiulier en la rendant dépendante de ertains symboles.

Dé�nition 77. � Soient > un ordre ompatible AC sur T (F ; X) et � une préédene partielle (sur

F ). Soit f un symbole de F

AC

.

L'extension multiensemble de > par rapport à f , notée >

f

mul

, est dé�nie omme la plus petite relation

transitive ontenant :

M [ fsg >

f

mul

N [ ft

1

; : : : ; t

n

g si

8

>

>

<

>

>

:

M et N sont équivalents modulo AC;

Pour tout i; 1 � i � n;

� s > t

i

et

� Si �(s) 6� f alors �(s) � �(t

i

):
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L'appliation sans interprétation d'un ordre à base de RPO implique de savoir traiter les ensembles

de sous-termes de s dont les symboles de tête sont éventuellement omparables pour la préédene à

�(s).

Dé�nition 78. � Soient s = f(s

1

; : : : ; s

n

) un terme ave f 2 F

AC

et � une préédene sur F . On

dé�nit les ensembles :

BigHead(s) = fs

i

; 1 � i � n j �(s

i

) � fg ;

NoSmall(s) = fs

i

; 1 � i � n j f 6� �(s

i

)g:

A�n de permettre le plongement dans un terme s de termes à travers des symboles qui ne sont pas

plus grands pour la préédene � que �(s) on dé�nit l'ensemble EmbNoBig(s).

Dé�nition 79. � Soit s un terme de la forme f(s

1

; : : : ; s

n

) ave f 2 F

AC

,� une préédene sur F .

On désigne par t

f

le terme t après aplatissement du symbole f à la raine uniquement.

EmbNoBig(s) =

ff(s

1

; : : : ; s

i�1

; v

j

f

; s

i+1

; : : : ; s

n

) j s

i

= h(v

1

; : : : ; v

k

) ave h 6� f et pour 1 � j � kg:

En�n pour omparer des termes ontenant des variables on introduit une interprétation # des

termes vers des expressions diophantiennes par #(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = #

0

(t

1

) + : : : + #

0

(t

n

) où

#

0

(x) = x pour x 2 X et #

0

(t) = 1 sinon.

On peut alors dé�nir l'ordre AC-RPO.

Dé�nition 80. � Soient s et t deux termes de T (F ; X), � une préédene sur F et >

ÉVAL.

l'ordre

d'évaluation sur les fontions sur N . L'ordre AC-RPO est dé�ni par s = f(s

1

; : : : ; s

n

) >

AC-RPO

g(t

1

; : : : ; t

m

) = t si et seulement si l'une des onditions suivantes est véri�ée :

1. s

i

�

AC-RPO

t pour un i, 1 � i � n ;

2. f � g et s >

AC-RPO

t

j

pour tout j, 1 � j � m ;

3. f = g 62 F

AC

, [s

1

; : : : ; s

n

℄ >

lex

AC-RPO

[t

1

; : : : ; t

n

℄ et s >

AC-RPO

t

j

pour tout j, 1 � j � m ;

4. f = g 2 F

AC

et il existe un s

0

2 EmbNoBig(s) tel que s

0

�

AC-RPO

t ;

5. f = g 2 F

AC

, s >

AC-RPO

t

0

pour tout t

0

2 EmbNoBig(t), NoSmall(s)(�

AC-RPO

)

f

mul

NoSmall(t)

et ou bien :

(a) BigHead(s)(>

AC-RPO

)

mul

BigHead(t) ou

(b) #(s) >

ÉVAL.

#(t) ou

() #(s) �

ÉVAL.

#(t) et fs

1

; : : : ; s

n

g(>

AC-RPO

)

mul

ft

1

; : : : ; t

m

g.

Théorème 24. (Rubio 99) [78℄

AC-RPO est un ordre de simpli�ation ompatible ave AC.
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Critères de terminaison et paires de

dépendane

Nous débuterons e hapitre par la première

1

approhe par paires de dépendane de la terminaison

AC. Cette méthode [58℄ n'utilise que des paires sans marques.

L'introdution de marques est fortement ompliquée par le aratère assoiatif et ommutatif de

ertains symboles. Le marquage empêhe en effet la ommutation (lors des pas AC) des symboles sans

marque et de leurs opies marquées.

Une dé�nition intentionnelle des ensembles de paires de dépendane marquées nous permettra

ensuite de dé�nir une nouvelle approhe par paires de dépendanemarquées des preuves de terminaison

modulo AC.

Le gain de puissane dû aux paires de dépendane est toutefois obtenu au prix d'une augmentation

très sensible de leur nombre. Le passage aux ritères ave marques ajoute enore une dimension

ombinatoire à e oût.

III.1 Un premier ritère à l'aide de paires de dépendane

Nous nous attahons dans un premier temps à dé�nir un ritère de terminaison AC à l'aide de

paires de dépendane non marquées.

L'idée prinipale reste la même : montrer que si un système ne termine pas, il existe des rédutions

in�nies faisant intervenir des paires de dépendane. Il nous faut don dé�nir es paires dans le adre

de la rériture assoiative-ommutative.

Dé�nition 81. � À l'ensemble des paires de dépendane d'une règle f(t

1

; : : : ; t

n

)! r on ajoute, si

f est un symbole assoiatif-ommutatif, les paires de f(t

1

; : : : ; t

n

; x)! f(r; x) où x est une nouvelle

variable n'apparaissant pas dans la règle. L'union de es paires forme alors l'ensemble des paires de

dépendane étendues AC.

A�n d'obtenir un représentant anonique de la lasse d'équivalene AC de f(r; x) l'aplatissement

est requis si �(r) = f .

Remarque 20. � Si la règle ne demande pas de �ltrage étendu (proposition 13) alors il n'est pas

néessaire de onsidérer ses paires étendues AC.

1

Une autre approhe a été proposée indépendamment à la même époque par Kusakari et Toyama [55℄.
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Exemple 37.

Reprenons l'exemple 25 de alul dans l'arithmétique de Peàno. À partir du système onstitué des quatre règles :

x+ 0 ! x (1)

x+ s(y) ! s(x + y) (2)

x� 0 ! 0 (3)

x� s(y) ! (x� y) + x (4)

On peut extraire de la règle (2) les paires de dépendane étendues AC :

hx + s(y); x+ yi;

hx + s(y) + z; x+ yi;

hx + s(y) + z; s(x+ y) + zi;

De la règle (3) :

hx� 0� z; 0� zi;

En�n de la quatrième règle :

hx� s(y); x� yi;

hx� s(y); (x� y) + xi;

hx� s(y)� z; x� yi;

hx� s(y)� z; ((x� y) + x)i;

hx� s(y)� z; ((x� y) + x)� zi:

A�n d'obtenir un ritère de terminaison il nous faut tout d'abord garantir (omme dans le as de

la rériture standard) l'existene d'une rédution partiulière.

Lemme 15.

SoientR(F) un système AC non fortement normalisant et t un terme non fortement normalisable

par R, alors t ontient un sous-terme u = f(u

1

; : : : ; u

n

) tel que :

1. u est non fortement normalisable ;

2. Tous les u

i

, 1 � i � n, sont fortement normalisables ;

3. f est un symbole dé�ni ;

4. Si f 2 F

AC

, alors il existe un k, 2 � k � n, tel que f(u

1

; : : : ; u

k

) est non fortement

normalisable ependant que f(u

1

; : : : ; u

k�1

) est fortement normalisable.

PREUVE. À l'aide d'un argument de minimalité, on peut trouver un sous-terme u satisfaisant (1)

et (2). Toute rédution in�nie partant de u doit omporter un pas de rédution en tête du terme, f est

don dé�ni. Si f est AC, on trouve également k par minimalité. 2

Dans toute la suite nous utiliserons la notation f(u) pour le terme f(u

1

; : : : ; u

n

) et f(u

0

;u

00

)

pour f(u

1

; : : : ; u

k

; u

k+1

; : : : ; u

n

). On peut remarquer que u

00

est vide lorsque k = n.

Nous dirons qu'un veteur u est fortement normalisable si haune de ses omposantes l'est.

Lemme 16.

Soient R un TRS non fortement normalisant et t un terme non fortement normalisable par R.
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Alors il existe des positions p et p

0

, des ontextes C et C

0

, une paire de dépendane hs

1

; s

2

i et une

substitution � tels que :

t

>p

�!

R

?

C[s

1

�℄

p

p

�!

R

C[C

0

[s

2

�℄

p

0

℄

p

Où l'instane s

2

� est non fortement normalisable.

PREUVE. Si t est non fortement normalisable alors par le lemme 15, il peut être érit C[f(u)℄

p

où

f(u) n'est pas fortement normalisable alors que u l'est.

1. Si f n'est pas un symbole assoiatif-ommutatif.

On peut déduire du fait que u est fortement normalisable qu'il doit y avoir un pas de rériture

en tête du terme ('est-à-dire à la position �) dans toute rédution in�nie de f(u). On sait don

qu'il existe une dérivation in�nie à partir de t ommençant omme

C[f(u)℄

p

>p

�!

R

?

C[f(v)℄

p

p

��!

l!r

C[t

0

℄

p

Où l ! r est une règle de R et où t

0

est non fortement normalisable.

Cei signi�e qu'il existe une substitution � telle que :

f(v) � l� et t

0

� r�:

Puisque t

0

est lui-même non fortement normalisable, le lemme 15 nous donne que t

0

=

C

0

[f

0

(u

0

)℄

p

0

où f

0

(u

0

) n'est pas fortement normalisable.

En outre, pour toute variable y de l, y� est un sous-terme de v et par suite est fortement

normalisable. Le symbole f

0

à la position p

0

dans t

0

ne provient don pas de la substitution � :

le terme r peut s'érire C

0

[f

0

(w)℄

p

0

où w� = u

0

et la paire hl; f

0

(w)i est bien une paire de

dépendane de l ! r.

2. Si f est assoiatif-ommutatif.

Du lemme 15, nous savons qu'il existe un k tel que f(u) = f(u

1

; : : : ; u

k

; u

k+1

; : : : ; u

n

) =

f(u

0

;u

00

) où f(u

0

) n'est pas fortement normalisable alors que f(u

1

; : : : ; u

k�1

) l'est. Comme

dans le as préédent, u

0

fortement normalisable entraîne que dans toute rédution in�nie de

f(u

0

), on peut trouver un pas de rériture à �.

Il existe don une rédution in�nie à partir de t ommençant omme

C[f(u

0

;u

00

)℄

p

>p

�!

R

?

C[f(v;u

00

)℄

p

p

��!

l!r

C[t

0

℄

p

Où l ! r 2 R et t

0

n'est pas fortement normalisable.

Il y a ainsi une substitution � telle que soit :

f(v;u

00

) � l�

Soit (en utilisant le �ltrage étendu) :

f(v;u

00

) � f(l; x)�

Ave une nouvelle variable x.

Nous allons distinguer deux as suivant l'utilisation ou non du �ltrage étendu par le pas onsidéré.

Remarquons toutefois que dans la mesure où nous étudions une rédution in�nie de f(u

0

), si

u

00

n'est pas vide alors le �ltrage est néessairement étendu.
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(a) Le �ltrage n'est pas étendu.

Comme nous venons de le faire remarquer, v

00

est vide, nous avons don

f(v) � l�

�

�! t

0

:

Puisque t

0

est non fortement normalisable, nous pouvons grâe au lemme 15 érire

t

0

= C

0

[f

0

(w

0

)℄

p

0

Où f

0

(w

0

) n'est pas fortement normalisable. Comme dans le premier as, la position p

0

ne

peut être à l'intérieur de la substitution �, ainsi w

0

= w� et hl; f

0

(w)i est une paire de

dépendane de R.

(b) Le �ltrage est étendu.

Nous avons

f(v;u

00

) � f(l; x)�

Où l'étape de rériture est en fait une rériture de f(v) : u

00

fait don partie de x�. f(v)

peut ainsi s'érire f(v

0

;v

00

) (v

00

éventuellement vide) où f(v

0

) = l� et f(v

00

;u

00

) = x�

(u

00

ou v

00

est non vide).

Notre rédution in�nie de t ommene don omme :

C[f(u

0

;u

00

)℄

p

>p

�!

R

?

C[f(v

0

;v

00

;u

00

)℄

p

p

��!

l!r

C[f(r�;v

00

;u

00

)℄

p

Où r = r si �(r) est différent de f et r = f(r) sinon.

Puisque f(r�;v

00

) est non fortement normalisable, nous savons grâe au lemme 15 que :

f(r�;v

00

) = C

0

[f

0

(w

0

)℄

p

0

Où f

0

(w

0

) est non fortement normalisable. Ainsi p

0

n'appartient pas à la partie instaniée

par � et w

0

= w�.

� Si f

0

6= f ou si C

00

n'est pas le ontexte vide, le symbole f

0

ne peut provenir de �

ar v

00

est fortement normalisable. f

0

apparaît don dans r et hf(l; x); f

0

(w)i est une

paire de dépendane de l ! r.

� Si f

0

= f et si C

00

est vide, hf(l; x); f(r; x)i est immédiatement une paire de

dépendane de l ! r.

2

Théorème 25.

La relation�!

R

induite par un système de rériture assoiatif-ommutatif R termine si et seulement

s'il n'existe pas de haînes de dépendane de R in�nies.

PREUVE. Soient R un TRS AC non fortement normalisant et t un terme non fortement nor-

malisable par R. On peut enhaîner les appliations du lemme 16 à t a�n d'obtenir une rédution

in�nie

� � �

p

1

���!

l

1

!r

1

C

2

[f

2

(u

2

)℄

p

2

>p

2

��!

R

?

C

2

[f

2

(v

2

)℄

p

2

p

2

���!

l

2

!r

2

C

3

[f

3

(u

3

)℄

p

3

� � �
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N'oublions pas qu'au ours de ette rédution, à haque étape entre deux paires, on a :

f

i

(u

i

)

>�

�!

R

?

f

i

(v

i

):

Réiproquement, s'il existe une haîne de dépendane in�nie : : : hs

i

; t

i

ihs

i+1

; t

i+1

i : : : , on obtient

diretement de la dé�nition des haînes (dé�nition 36) une rédution in�nie par R ave

: : : t

i

�

>�

�!

R

?

s

i+1

�

Suivi d'un pas à l'intérieur de t

i+1

�, sous-terme de s

i+1

�. 2

Corollaire et appliation

Le préédent théorème peut être appliqué à la preuve de terminaison grâe au orollaire 25�1.

Corollaire 25�1.

S'il existe un ordre de rédution faible AC-ompatible (�;�) tel que

� Pour haque règle l ! r 2 R, l � r et

� Pour haque paire de dépendane hs; ti de R, s � t,

Alors R est fortement normalisant.

PREUVE. Par ontradition : posons (�;�) un tel ordre et supposons que R ne termine pas.

Nous disposons alors d'une haîne in�nie : : : hs

i

; t

i

ihs

i+1

; t

i+1

i : : : munie d'une substitution �. De la

stabilité de (�;�) et puisque s

i

� t

i

nous savons que

s

i

� � t

i

� ;

De t

i

�

>�

�!

R

?

s

i+1

�, l � r pour toute règle l ! r et puisque (�;�) est faiblement monotone nous

avons en outre

t

i

� � s

i+1

�:

Nous pouvons don onlure sur l'existene d'une séquene déroissante in�nie

: : : s

i

� � t

i

� � s

i+1

� � t

i+1

� : : :

Une telle séquene ontredit la nature bien fondée de (�;�). 2

Exemple 38.

Considérons le système suivant, où [ et \ sont AC et eq ommutatif, qui alule l'intersetion multiensembliste.

Les multiensembles d'entiers de Peàno sont représentés par la onstante ;, le symbole f_g qui onstruit un singleton et
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l'union.

F

�

;; true; false; 0 : onstantes ; f_g; s : unaire ;

[;\; eq : binaires; if : ternaire

�

R

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

if (true; x; y) ! x

if (false ; x; y) ! y

eq(0; 0) ! true

eq(0; s(x)) ! false

eq(s(x); s(y)) ! eq(x; y)

; [ x ! x

x \ ; ! ;

x \ (y [ z) ! (x \ y) [ (x \ z)

fxg \ fyg ! if (eq(x; y); fxg; ;):

Pour prouver sa terminaison en appliquant le lemme 25�1 il nous faut trouver un ordre onvenable, faisant déroître

largement les règles de R et stritement les paires étendues AC de R, à savoir :

heq (s(x); s(y)); eq(x; y)i;

hfxg \ fyg; if (eq (x; y); fxg; ;)i;

hfxg \ fyg; eq(x; y)i;

hx \ (y [ z); (x \ y) [ (x \ z)i;

hx \ (y [ z); x \ yi;

hx \ (y [ z); x \ zi;

hy \ x \ ;; y \ ;i;

hz \ fxg \ fyg; if (eq(x; y); fxg; ;)i;

hz \ fxg \ fyg; eq(x; y)i;

hz \ fxg \ fyg; z \ if (eq (x; y); fxg; ;)i;

ht \ x \ (y [ z); (x \ y) [ (x \ z)i;

ht \ x \ (y [ z); x \ yi;

ht \ x \ (y [ z); x \ zi;

ht \ x \ (y [ z); t \ ((x \ y) [ (x \ z))i:

L'ordre induit par l'interprétation polynomiale :

[[true ℄℄ = 0;

[[false ℄℄ = 0;

[[if ℄℄(x

0

; x

1

; x

2

) = x

2

+ x

1

;

[[0℄℄ = 0;

[[s℄℄(x) = x+ 1;

[[eq ℄℄(x

0

; x

1

) = x

0

x

1

;

[[;℄℄ = 0;

[[f_g℄℄(x) = x;

[[[℄℄(x

0

; x

1

) = x

1

+ x

0

+ 2;

[[\℄℄(x

0

; x

1

) = 2x

0

x

1

+ 2x

1

+ 2x

0

+ 1:

Suf�t à prouver la terminaison AC du système.



III.2. Critères ave symboles marqués 109

III.2 Critères ave symboles marqués

Nous allons maintenant dé�nir des ritères de terminaison tirant pro�t d'un marquage de ertains

symboles et généralisant ainsi les ritères ave symboles marqués utilisés pour la rériture standard.

L'introdution des marques dans les preuves de terminaison est rendue tehniquement déliate

dès qu'on aborde le as de la rériture AC. Les pas d'assoiativité et de ommutativité ne permettent

plus de se limiter à la tradution d'une paire non marquée vers une paire marquée. Nous verrons en

partiulier qu'à une paire sans marques peuvent orrespondre plusieurs paires marquées.

L'extension aux ritères ave marques se fera en deux temps. Nous dé�nirons tout d'abord des

onditions abstraites dites onditions de dépendane onsistant en un ensemble de ontraintes devant être

satisfaites par un ensemble de paires marquées préservant la orretion du ritère ; nous donnerons

ensuite deux méthodes permettant de onstruire effetivement des ensembles de paires adéquats.

III.2.1 Symboles marqués et termes marqués

Supposons donné omme préédemment un système de rériture R dont nous voulons prouver la

terminaison à l'aide de ritères ave marques. À ette �n nous dé�nissons tout d'abord l'ensemble des

symboles marqués ainsi que l'opération de marquage en tête d'un terme.

Si le ritère standard des paires de dépendane ne onsidère que des termes dont le symbole de

tête est le seul marqué, nous allons quant à nous être onfrontés à des symboles AC et don amenés à

onsidérer des termes partiellement marqués. Ces termes sont eux dont le symbole de tête

b

f est marqué

mais qui en outre peuvent omporter des ourrenes non marquées f sous

b

f , y ompris si elui-i est

AC.

Dé�nition 82. � Soit t un terme dont le symbole de tête est f . Un terme t

0

est dit partiellement marqué

de t (ou issu d'un marquage partiel de t) si :

� �(t

0

) =

b

f ;

� Le seul symbole marqué de t

0

est

b

f ;

� Si f n'est pas AC, la seule ourrene de

b

f est à � ;

� Une ourrene de

b

f n'apparaît jamais dans t

0

en dessous d'un symbole non marqué ;

� Le terme obtenu en remplaçant dans t

0

haque symbole marqué

b

f par sa opie non marquée f

est AC équivalent à t.

Nous désignerons par Par(t) l'ensemble des termes partiellement marqués de t.

Illustrons ette dé�nition de façon plus graphique : en posant que + est assoiatif-ommutatif

nous pouvons dérire Par(t

1

+ � � �+ t

n

) omme l'ensemble des termes de la forme

b

+

+

t

i

1

� � � t

i

2

� � � +

t

i

3

� � � t

i

4

Pour toute permutation des t

i

. Remarquons en partiulier que

b

t 2 Par(t) (voir dé�nition 34, page 31).
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Exemple 39.

Reprenons le as du système de multipliation d'entiers de Peàno. Les seuls symboles dé�nis de F étant + et �,

b

F = f0 ; s ; + ; � ;

b

+ ;

b

�g. Nous avons don par exemple :

\

0 + s(0) = 0

b

+s(0);

Par(0 + s(0)) = f0

b

+s(0)g;

\

0 + s(0) + s(s(0)) = 0

b

+s(0)

b

+s(s(0));

Par(0 + s(0) + s(s(0))) = f0

b

+s(0)

b

+s(s(0)) ;

(0 + s(0))

b

+s(s(0)) ;

0

b

+(s(0) + s(s(0))) ;

s(0)

b

+(0 + s(s(0)))g:

Dé�nition 83. � Soit R un TRS,

b

R désigne le système d'� effaement des marques � :

f

b

f(u)! f(u) j f symbole dé�ni dans Rg:

Nous noterons

m:e:

��! la relation de rériture modulo AC induite par

b

R restreinte aux paires de

termes partiellement marqués d'un même t telle que des pas de

m:e:

��! ne peuvent en auun as effaer

la marque située à �.

Par

#

(t) représente l'ensemble des u 2 Par(t) en

m:e:

��! forme normale.

Exemple 40.

Si + est un symbole AC dé�ni, il est possible de rérire 0

b

+s(0)

b

+s(s(0)) par

m:e:

��! en haun des trois termes

(0 + s(0))

b

+s(s(0)), 0

b

+(s(0) + s(s(0))), ou s(0)

b

+(0 + s(s(0))), lesquels sont tous en forme normale.

Proposition 14.

Pour tout terme t et tout t

0

2 Par(t),

b

t

m:e:

��!

?

t

0

:

PREUVE. Trivial. 2

Remarquons qu'en partiulier, Par

#

(t) est l'ensemble des formes normales de

b

t pour

m:e:

��!.

Dé�nition 84. � Si � est l'ordre pré�xe, la tête d'un terme t est dé�nie omme :

Head (t) =

n

p 2 Pos(t) tels que

8q � p;�(t

q

) = �(t) ou �(t

q

) =

d

�(t)

o

:

Réiproquement, nous dé�nirons le orps de t omme Pos(t) nHead (t).

Les pas de rériture seront internes ou externes suivant leur position, 'est-à-dire s'ils sont respe-

tivement dans le orps ou non. Nous noterons s

i

�! t les pas internes et s

o

�! t les externes.
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Exemple 41.

Considérons le système R ne omportant qu'une seule règle g(x) ! x sur la signature F : fa : onstante ;

g : unaire ; + : binaireg. Pour le terme s = a + g(a+ a) :

Head (s) = f�g:

Puisque s! t = a+ (a+ a), on a :

Head (t) = f� ; 2g:

III.2.2 Conditions de dépendane

Nous pouvons à présent dé�nir les onditions de dépendane.

Dé�nition 85. � Soit hu; vi une paire (non marquée) de R. On appellera un ensemble de paires

f: : : ; hu

i

; v

i

i ; : : :g ensemble de paires de dépendane marquées pour hu; vi si haune des onditions de

dépendane suivantes est véri�ée :

1. Pour tout i, il existe une substitution �

i

telle que v�

i

m:e:

��!

?

v

i

;

2. Pour toute substitution �, pour tout t 2 Par(u�), il existe un i et une substitution �

0

tels que

� =

AC

�

i

�

0

;

t

m:e:

��!

?

u

i

�

0

:

Un ensemble de paires de dépendane marquées pourR est une union des ensembles de paires de dépendane

marquées pour toutes les paires non marquées de R.

Supposons donné un ensemble de paires de dépendane marquées de R. Les haînes de dépendane

marquées AC sont dé�nies omme suit.

Dé�nition 86. � Une haîne marquée de paires de dépendane est une séquene hs

1

; t

1

i; hs

2

; t

2

i; : : :

de paires marquées de R telle que, pour une substitution � et pour tout i,

t

i

�(

i

�!

R

)

?

�

m:e:

��!

?

s

i+1

�:

Théorème 26.

SoientR un TRS et

d

DP un ensemble de paires marquées. Supposons que

d

DP véri�e les onditions

de dépendane. S'il existe une haîne in�nie non marquée, alors il existe une haîne in�nie marquée.

PREUVE. Nous allons onstruire la haîne marquée à partir de la haîne non marquée. Pour e

faire, nous montrons deux lemmes intermédiaires.

Lemme 17.

Si t(

i

�!)

?

s alors pour tout t

0

2 Par(t) il existe un s

0

2 Par(s) tel que t

0

(

i

�!)

?

s

0

.

PREUVE. Hypothèse : t

i n

�! s =) 8t

0

9s

0

tel que t

0

i ?

�! s

0

:

Par indution sur n :
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s

0

u�

u

i

�

0

b

t

v

i

�

0

t

0

s u�

v� � t

AC

hu; vi 2 DP (R)

?

m:e:

?

m:e:

?

m:e:

hu

i

; v

i

i 2

d

DP

AC

FIG. III.1. Chaîne sans marques et haîne marquée orrespondante.

� Cas de base : t =

AC

s nous pouvons alors hoisir omme s

0

n'importe quel membre de la lasse

d'équivalene AC de t

0

.

� Cas général : t

i n+1

���! s peut être déomposé en t

i n

�!u

i

�! s. Puisque les pas sont internes, on

peut supposer sans perte de généralité que Head (s) = �.

Posons don u = f(u

1

; : : : ; u

k

) et s = f(s

1

; : : : ; s

k

) ; il existe i 2 f1; : : : ; kg tel que u

i

! s

i

.

Ainsi pour tout u

0

, il existe un s

0

2 Par(s) tel que u

0

i

�! s

0

.

Par hypothèse 8t

0

2 Par(t); 9u

0

2 Par(u) tel que t

0

i ?

�!u

0

, nous obtenons ainsi t

0

i ?

�!u

0

i

�! s

0

'est-à-dire t

0

i ?

�! s

0

.

2

Lemme 18.

Si s

DP

��!

hu;vi

t alors pour tout s

0

2 Par(s), il existe une paire hu

i

; v

i

i 2

d

DP et deux termes

s

00

2 Par(s) et t

0

2 Par(t) tels que

s

0

m:e:

��!

?

s

00

d

DP

���!

hu

i

;v

i

i

t

0

:

En outre, si s = u� alors t

0

= v�.

PREUVE. Nous allons exhiber s

0

et t

0

onvenables pour s et t donnés, la onstrution étant illustrée

par la �gure III.1.

Si s

DP

��!

hu;vi

t alors il existe une substitution � telle que s =

AC

u� et t � v�. Considérons

d

(u�) :

�

d

(u�)

m:e:

��!

?

bu�, ar Head (u) � Head (u�) ;

�

d

(u�)

m:e:

��!

?

s

0

, puisque s =

AC

u� =)

d

(u�) =

AC

bs

?

�!

b

R

s

0

.

Don s

0

2 Par(u�) et par la ondition 2 de la dé�nition 85 nous obtenons un i et une substitution �

0

tels que

� =

AC

�

i

�

0

et s

m:e:

��!

?

u

i

�

0

:
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Ainsi, en hoisissant s

00

= u

i

�

0

, nous avons

s

0

m:e:

��!

?

s

00

d

DP

���!

hu

i

;v

i

i

v

i

�

0

;

En posant t

0

= v

i

�

0

, il nous reste à prouver que t

0

2 Par(t). La ondition 1 de la dé�nition 85 nous

dit alors que v�

i

m:e:

��!

?

v

i

, 'est-à-dire, puisque t = v� et � =

AC

�

i

�

0

, que

b

t

m:e:

��!

?

v

i

�

0

= t

0

. 2

Preuve du théorème 26

Soit hs

1

; t

1

i; hs

2

; t

2

i; : : : une haîne de dépendane non marquée, in�nie et munie d'une substitu-

tion � telle que pour tout i,

t

i

�

6=�

�! s

i+1

�:

Nous allons onstruire indutivement une haîne in�niemarquée à partir de ette haîne en � traduisant �

haun de ses pas.

À partir d'un quelonque s

0

1

2 Par(s

1

�), nous pouvons appliquer le lemme 18 a�n d'obtenir une

paire marquée hs

1

i

; t

1

i

i telle que, pour un t

0

1

2 Par(t

1

�),

s

0

1

m:e:

��!

?

s

00

1

d

DP

����!

hs

1

i

;t

1

i

i

t

0

1

:

Il nous suf�t alors d'appliquer le lemme 17 à t

0

1

pour avoir un s

0

2

tel que t

0

1

i

�!

?

s

0

2

ave s

0

2

2 Par(s

2

�).

En proédant de la sorte pour haque pas on obtient par indution la haîne désirée. 2

III.2.3 Critères de terminaisons ave marques

Les orollaires suivants nous munissent de ritères de terminaison ave marques. Dans la mesure

où ertains pas effaent les marques, nous demanderons que eux-i déroissent largement pour l'ordre

utilisé dans la preuve de terminaison.

Corollaire 26�1.

S'il existe un ordre de rédution faible AC-ompatible� tel que l � r pour haque règle deR, s � t

pour toute paire de dépendane hs; ti de R et, pour haque symbole dé�ni AC f ,

b

f(x; y) � f(x; y)

alors R est AC fortement normalisant.

PREUVE. La démonstration de e orollaire est tout à fait similaire à elle du orollaire 25�1. La

dernière ondition nous assure de la déroissane (large) des pas d'effaement. 2

L'optimisation par graphes de dépendane s'adapte diretement au ritère ave marques.

Corollaire 26�2.

SoitR un système de rériture �ni. Soient

d

DP (R) un ensemble de paires de dépendane marquées

et G le graphe de dépendane (approhé) assoié. S'il existe un ordre de rédution faible AC ompatible

� tel que :

� l � r pour toute règle l ! r 2 R ;
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�

b

f(x; y) � f(x; y) pour tout symbole AC dé�ni f ;

� u � v pour haque paire hu; vi 2

d

DP (R) de toute partie fortement onnexe de G ;

� u � v pour au moins une paire hu; vi de haque partie fortement onnexe de G ;

Alors R est AC fortement normalisant.

III.2.4 Calul des paires marquées

Ce qu'il nous faut après le théorème 26 est un moyen de aluler un ensemble

d

DP idoine pour un

système quelonque.

On peut remarquer à e propos que poser des marques sur la tête des membres aplatis des paires

de dépendane non marquées ne suf�t pas omme le montre l'exemple 42.

Exemple 42.

Soit R le système suivant :

�

f(x) ! x+ a

+ a ! f(b + ):

Ce système n'est pas fortement normalisant ar f(b+ ) peut être réduit indé�niment :

f(b+ )! b + + a! b + f(b+ )! � � �

Il a six paires de dépendane

hf(x); x+ ai

h+ a; f(b+ )i

h+ a; b+ i

h+ a+ x; f(b+ ) + xi

h+ a+ x; f(b+ )i

h+ a+ x; b+ i

Et la haîne in�nie orrespondant à la rédution de f(b+ ) est :

hf(b+ ); b+ + ai; h+ a+ b; f(b+ )i; hf(b+ ); b+ + ai; : : :

En se limitant à marquer la tête des membres gauhes, on obtient un ensemble de six paires

h

b

f(x); x

b

+ai

h

b

+a;

b

f(b + )i

h

b

+a; b

b

+i

h

b

+a

b

+x; f(b+ )

b

+xi

h

b

+a

b

+x;

b

f(b+ )i

h

b

+a

b

+x; b

b

+i

Pour lequel la haîne orrespondante est :

h

b

f(b + ); (b+ )

b

+ai

Forément �nie puisqu'auun membre gauhe n'est �ltré par (b+ )

b

+a.

Dé�nition 87. � Soit t = u

1

+ :::+ u

n

un terme aplati et non marqué où + est AC. Nous noterons

I

t

= fi 2 1; :::; n j u

i

est une variableg;

X

t

= fu

i

j i 2 I

t

g et

m

t

(x) = #fi 2 I

t

j u

i

= xg:
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m

t

(x) est appelé la multipliité de x dans t.

Exemple 43.

Pour le terme t = x+x+ f(y)+ z+ f(z) : I

t

= f1; 2; 4g,X

t

= fx; zg,m

t

(x) = 2 etm

t

(z) = 1.

Le point important d'une haîne de dépendane non marquée est le fait qu'un terme t soit une

instane modulo AC d'un membre gauhe d'une paire de dépendane hu; vi, 'est-à-dire t =

AC

u�, les

pas AC pouvant intervenir à n'importe quelle position.

De façon similaire, pour pouvoir traduire une haîne non marquée en une haîne marquée, il

nous faut pouvoir rérire par

m:e:

��! un terme partiellement marqué (disons t

0

2 Par(t)) en une instane

modulo AC d'unmembre gauhe de paire. L'introdution des marques a ependant fortement ontraint

les opérations AC puisque la distribution d'un symbole marqué, par exemple

b

+, sur une opie non

marquée + est impossible.

Nous allons don au devant de ompliations si, omme dans l'exemple qui suit, e qui devrait être

reonnu omme une instane d'une variable apparaissant dans une paire marquée se retrouve partagé

de part et d'autre d'un symbole marqué (partage qui, notons-le, serait aisément résolu par AC dans le

adre des paires sans marques).

Exemple 44.

Considérons la règle fx + x + g(y)! h(x; y)g d'un système R où g est un symbole dé�ni et + est AC et

regardons le terme t = (a

1

+ a

1

+ a

2

+ a

4

)

b

+(a

2

+ a

3

+ a

3

+ a

4

+ g(y)). Si t n'est lairement pas une instane

d'une version marquée de x+ x+ g(y), il donne néanmoins lieu à une dérivation in�nie et don à une haîne in�nie.

Nous devons don en tenir ompte.

Pour régler ette dif�ulté tehnique, nous allons introduire une fontion Split . Cette fontion

pour un terme t assoie à une variable tous ses partages possibles en tenant ompte de sa multipliité

dans t. La orretion de ette fontion sera démontrée en même temps que la proposition 15.

Dé�nition 88. � La fontion Split est dé�nie des variables vers l'ensemble des ensembles de substi-

tutions omme suit :

Split

t

(x) =

m

t

(x)

[

i=1

f� j �(x) = x

0

+ ::: + x

i

g

Où + est le symbole à � de t et où les x

j

sont des variables fraîhes.

Nous noterons �

t

l'ensemble de toutes les ompositions possibles de toutes les � de Split

t

(x)

pour toutes les variables x de X

t

, 'est-à-dire :

�

t

=

[

�

1

2 Split

t

(x

1

)

.

.

.

�

k

2 Split

t

(x

k

)

où fx

1

; : : : ; x

k

g = X

t

�

1

Æ � � � Æ �

k

Exemple 45.

Pour le terme t = x + x+ f(y) + z + f(z), on obtient

Split

t

(x) = fx 7! x

0

; x 7! x

0

+ x

1

; x 7! x

0

+ x

1

+ x

2

g
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Et

�

t

=

�

x 7! x

0

z 7! z

0

;

�

x 7! x

0

+ x

1

z 7! z

0

;

�

x 7! x

0

+ x

1

+ x

2

z 7! z

0

;

�

x 7! x

0

z 7! z

0

+ z

1

;

�

x 7! x

0

+ x

1

z 7! z

0

+ z

1

;

�

x 7! x

0

+ x

1

+ x

2

z 7! z

0

+ z

1

Construire un ensemble de paires de dépendane marquées onsiste maintenant essentiellement :

� Tout d'abord, en un alul de �, e qui est faile puisque les domaines des substitutions sont

disjoints.

� Ensuite, en un marquage en tête de tous les membres de la lasse d'équivalene AC des instania-

tions par haque � 2 � des membres gauhes des paires non marquées ; les membres gauhes

des paires marquées sont alors obtenus en hoisissant un élément dans haque lasse.

� En�n, en une onstrution des membres droits orrespondants. Nous exposerons deux va-

riantes : dans la première nous marquerons toute la tête des instaniations des membres droits

des paires nonmarquées alors que la seonde où le symbole à � est le seul marqué verra distingués

tous les partages de sous-termes de part et d'autre de la position marquée.

Première méthode

Dé�nition 89. � Soit R un système de rériture. La fontion Pairs est dé�nie omme :

Pairs(R) =

[

hu; vi 2 DP (R);

� 2 �

u

fhu

0

;

d

(v�)i telle que u

0

2 Par

#

(u�)g:

Proposition 15.

Pairs(R) est un ensemble de paires de dépendane de R.

PREUVE. Il nous faut véri�er que pour haque paire de dépendane de R non marquée hu; vi,

l'ensemble

[

�2�

u

fhu

0

;

d

(v�)i telle que u

0

2 Par

#

(u�)g

Remplit les deux onditions de dépendane.

Pour une paire marquée hu

i

; v

i

i de et ensemble obtenue à partir d'une substitution � 2 �

u

donnée, la première ondition

v�

i

m:e:

��!

?

v

i

Est trivialement véri�ée ave �

i

= � puisqu'en fait v

i

=

d

(v�).
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Quant à la seonde ondition, en supposant donnés une substitution � et un terme t 2 Par(u�),

nous devons trouver deux substitutions �

i

et �

0

véri�ant

� =

AC

�

i

�

0

t

m:e:

��!

?

u

i

�

0

:

Puisque par la proposition 14 on peut toujours réduire t ave

m:e:

��! en un terme de Par

#

(u�), il est

possible de onsidérer diretement et sans perte de généralité que t 2 Par

#

(u�). Il reste alors à prouver

que

� =

AC

�

i

�

0

t =

AC

u

i

�

0

:

A�n de favoriser une meilleure lisibilité de la preuve nous allons poser que le symbole AC en tête

de t est +, 'est-à-dire que t = t

1

b

+t

2

où t

1

et t

2

ne omportent auune marque.

Une substitution �

i

onvenable va être onstruite par omposition de substitutions �

x

i

2 Split

u

(x)

bien hoisies, pour haque variable x de u, a�n que �

i

soit dans �

u

:

1. Si x n'apparaît pas à profondeur 1 dans u il suf�t de hoisir �

i

(x) = x ;

2. Si x est présent à profondeur 1 dans u ave la multipliitém

u

(x) = m alors

(a) Si le symbole à la raine de x� n'est pas +, nous n'avons qu'à prendre �

x

i

: x 7! x

0

qui est

toujours dans Split

u

(x).

(b) Si le symbole à � de x� est +, disons x� = s

1

+ : : :+ s

n

, dans la mesure où la multipliité

de x dans u estm, nous pouvons érire :

u = x+ � � �+ x

| {z }

m fois

+u

0

;

D'où

u� = s

1

+ � � �+ s

1

| {z }

m fois

+ � � �+ s

n

+ � � �+ s

n

| {z }

m fois

+u

0

�:

Ainsi

u� = s

1

b

+ � � �

b

+s

1

| {z }

m fois

b

+ � � �

b

+ s

n

b

+ � � �

b

+s

n

| {z }

m fois

b

+u

00

Où u

00

=



u

0

� si à sa raine on trouve + et u

00

= u

0

� sinon. Nous obtenons don

u�

m:e:

��!

?

t

1

b

+t

2

Et tout le travail onsiste à regarder ombien d'ourrenes des s

j

restent après l'effaement

des marques au sein de la partie gauhe t

1

et de la partie droite t

2

. Nous dé�nissons à et

effet pour haque k, 0 � k � m, S

x

k

omme l'ensemble des u

j

apparaissant exatement

k fois dans t

1

(et don m� k fois dans t

2

). Certains de es ensembles peuvent être vides

et on obtient �nalement m

0

+ 1 ensembles non vides ave 0 � m

0

� m. Soient m

0

+ 1

nouvelles variables x

0

; : : : ; x

m

0

et une appliation ' : [0; m

0

℄! [0; m℄ assoiant à haque

x

j

l'un des ensembles non vides S

x

'(j)

. Il reste alors à hoisir �

x

i

: x 7! x

0

+ � � �+ x

m

0

.
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Prenons maintenant pour �

0

la substitution qui, pour haque variable x, assoie à une nouvelle

variable x

j

la somme des éléments de S

x

'(j)

: x

j

�

0

= w

1

+ � � � + w

k

si S

x

'(j)

= fw

1

; � � � ; w

k

g (ou

enore simplement x

j

�

0

= w

1

si et ensemble ne ontenait qu'un seul élément).

Il reste �nalement à hoisir le u

i

2 Par

#

(u�

i

) adéquat tel que t

1

b

+t

2

=

AC

u

i

�

0

en séletionnant les

u

i

ayant, pour haque x, exatement '(j) ourrenes de la variable fraîhe x

j

à gauhe du symbole

de tête

b

+ etm

0

� '(j) à droite. C'est-à-dire que pour haque variable x on peut érire

u

i

= (x

0

+ � � �+ x

0

| {z }

'(0) fois

+ � � �+ x

m

0

+ � � �+ x

m

0

| {z }

'(m

0

) fois

+u

1

)

b

+ (x

0

+ � � �+ x

0

| {z }

m�'(0) fois

+ � � �+ x

m

0

+ � � �+ x

m

0

| {z }

m�'(m

0

) fois

+u

2

)

Ou enore, de façon plus graphique,

b

+

+ +

x

0

� � �x

0

| {z }

'(0) fois

x

m

0

� � �x

m

0

| {z }

'(m

0

) fois

x

0

� � �x

0

| {z }

m�'(0) fois

x

m

0

� � �x

m

0

| {z }

m�'(m

0

) fois

u

1

u

2

Et omme maintenant, dans un u

i

�

0

, un terme donné w d'un S

x

'(j)

apparaît exatement '(j) fois

(autant que dans t

1

) on a u

i

�

0

= t

1

b

+t

2

= t. 2

Exemple 46. (Suite de l'exemple 44)

Les S

x

i

sont

S

x

0

= fa

3

g;

S

x

1

= fa

2

; a

4

g;

S

x

2

= fa

1

g:

Puisquem

t

(x) = 2, x peut être déoupé en x

0

, x

1

et x

2

. On a alors u

i

= (x

1

+x

2

+x

2

)

b

+(x

0

+x

0

+x

1

+g(y))

et t = u

i

�

0

ave

�

0

:

8

<

:

x

0

7! a

3

;

x

1

7! a

2

+ a

4

;

x

2

7! a

1

9

=

;

:

Deuxième méthode

Nous présentons à présent une version modi�ée de la fontion Pairs proposant un ensemble de

paires plus failes à orienter (e qui est toujours important dès qu'on herhe un ordre adéquat) mais au

prix d'un suroût ombinatoire sensible. La prinipale différene est en fait que les membres gauhes

sont à présent en forme normale pour

m:e:

��!.
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La failité d'orientation est obtenue grâe à la onjontion de la préédene des symboles marqués

sur leurs opies non marquées (orollaire 26�1) et de l'uniité du symbole ave marque dans les termes :

le membre droit ainsi modi�é devient � plus petit �.

Le revers de la médaille de ette déroissane est le nombre important des paires modi�ées : le

alul de l'ensemble de es paires requiert le parours de tous les partages de part et d'autre du symbole

marqué des membres droits.

Dé�nition 90. � Soit R un système de rériture, la fontionModi�edPairs est dé�nie omme :

Modi�edPairs(R) =

[

hu; vi 2 DP (R);

� 2 �

u

�

hu

0

; v

0

i telle que

u

0

2 Par

#

(u�);

v

0

2 Par

#

(v�)

�

:

Proposition 16.

Modi�edPairs(R) est un ensemble de paires de dépendane de R.

PREUVE. Immédiate puisque les membres droits des paires modi�ées sont obtenus en effaçant les

marques des membres droits des paires issues de la première méthode. 2
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Chapitre IV

Approhe modulaire de la terminaison AC

Nous allons à présent ombiner la puissane des paires de dépendane étendues AC et l'analyse

modulaire pour former les paires de dépendane relatives AC, illustrant ainsi la généralité de l'approhe

par modules.

Les étapes AC interagissant peu ave la struture modulaire des systèmes, les preuves et dé�nitions

sont prohes de elles du as standard.Nous détaillerons don prinipalement les différenes introduites

par les équations AC.

A�n de onserver les propriétés ruiales, notamment sur la terminaison C

E

(dont la dé�nition ne

hange pas modulo AC) nous restreignons de nouveau (f. paragraphe I.2.6) notre étude aux systèmes

à branhement �ni.

IV.1 Modules AC

Nous étendons la notion de modules à la rériture étendue AC sur termes aplatis. Les signatures

des modules AC peuvent ontenir des symboles assoiatifs et ommutatifs ; la relation dé�nie par les

règles est étendue.

Dé�nition 91. � Soit R

1

un système de rériture AC sur une signature F

1

. Un module étendant R

1

est

un ouple [F

2

j R

2

℄ tel que :

1. F

1

\ F

2

= ; (signatures disjointes) ;

2. R

2

est un système de rériture AC sur F

1

[ F

2

;

3. Pour toute règle l ! r de R

2

, �(l) 2 F

2

.

Remarque 21. � Les permutations induites par le aratère AC de ertains symboles ne onernent

en fait qu'un seul symbole à la fois. Les étapes AC ne peuvent en auun as permuter des signatures au

sein d'un terme, elles n'introduisent auune dépendane entre les modules.

IV.1.1 Paires de dépendane relatives AC

Les paires de dépendane non marquées sont en fait les paires étendues relatives à la signature du

module onerné.

Dé�nition 92. � Considérons l'extension hiérarhique R

1

(F

1

) � [F

2

j R

2

℄.
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L'ensemble des paires de dépendane relatives AC de [F

2

j R

2

℄ est le sous-ensemble des paires étendues

AC de R

1

[R

2

dont les symboles dé�nis sont limités à eux de F

2

.

La similarité de es dé�nitions ave le as standard autorise la onfusion des dénominations : la

présene de symboles assoiatifs et ommutatifs suf�t en effet à lever l'ambiguïté.

IV.2 Preuves inrémentales pour la rériture AC

La remarque 21 va nous permettre d'énoner et de démontrer des ritères tout à fait omparables

à eux du hapitre IV de la première partie.

En partiulier puisque les étapes AC n'autorisent pas la permutation de symboles de signatures

différentes, les symboles marqués ne peuvent en auun as intervenir dans la partie instaniée des

paires.

Nous pouvons ainsi proposer une version AC du lemme 8.

Lemme 19.

Soient S

1

et S

2

deux systèmes de rériture AC sur une signature F

1

. Soit S

3

un TRS AC sur

F

1

[ F

2

tel que :

� F

1

\ F

2

= ; ;

� Pour toute règle l ! r 2 S

3

, �(l) 2 F

2

.

Alors d'une haîne in�nie minimale de [F

1

j S

2

℄ sur S

1

[ S

2

[ S

3

, il est possible d'obtenir une

haîne in�nie de [F

1

j S

2

℄ sur S

1

[ S

2

[ � omportant la même séquene de paires mais munie d'une

nouvelle substitution ainsi que de nouveaux pas de rériture.

PREUVE. Nous utilisons de nouveau une interprétation, ette fois onernant les termes AC aplatis.

Dé�nition 93. � Posons S = S

1

[ S

2

[ S

3

; soit > un ordre arbitraire mais total sur T

1

(



F

1

[

fG : 2g [ f? : 0g; X).

L'interprétation I

AC

(x) : T (



F

1

[ F

2

; X)! T

1

(



F

1

[ fG : 2g [ f? : 0g; X) est dé�nie par :

I

AC

(x) = x si x 2 X;

I

AC

(f(t

1

: : : t

n

)) =

�

f(I

AC

(t

1

) : : : I

AC

(t

n

)) si f 2



F

1

;

Comb(Red(f(t

1

: : : t

n

))) si f 2 F

2

;

Où

Red(t) = fI

AC

(t

0

)= t��������!

S

1

[S

2

[S

3

=AC

t

0

g;

Comb(;) = ?;

Comb(fag [ E) = G(a;Comb(E)) où pour tout e 2 E; a < e):

Remarque 22. � L'ensemble Red(t) des t

0

tels que t se réduit par un pas de S

1

[ S

2

[ S

3

modulo

AC en t

0

est bien �ni ; nous prendrons pour haque lasse AC un seul représentant.
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L'interprétation d'un terme t ommençant par un symbole de F

2

est un peigne onstitué des

interprétations de représentants anoniques (ar aplatis) des lasses d'équivalene modulo AC des

réduits de t en un pas par la rériture étendue AC sur termes aplatis.

Il est don possible d'atteindre haune de es interprétations à l'aide d'une rédution �!

�

2

?

�!

�

1

adéquate.

Les preuves des lemmes suivants sont semblables à elles de leurs versions standard (f. hapitre IV,

première partie).

Lemme 20.

Pour tout t 2 T (



F

1

; X) et toute substitution �,

I

AC

(t�) = tI

AC

(�):

Lemme 21.

Pour tous t

1

; : : : ; t

n

de T (



F

1

[ F

2

; X) et pour tout ontexte C sur F

1

à n trous,

I

AC

(C[t

1

; : : : ; t

n

℄) = C[I

AC

(t

1

); : : : ; I

AC

(t

n

)℄:

Lemme 22.

Pour tout terme t fortement normalisable par S

1

[ S

2

[ S

3

, I

AC

(t) est un terme �ni.

Il reste à véri�er que l'interprétation permet de simuler les pas du système � abstrait �.

Lemme 23.

Pour tous s et t de T (



F

1

[ F

2

; X) et toute règle l! r 2 S

1

[ S

2

,

Si s

p

����!

l!r=AC

t alors I

AC

(s)�������!

S

1

[S

2

[�=AC

+

I

AC

(t):

En outre, si p 6= � et �(s) 2



F

1

alors I

AC

(s)

6=�

�������!

S

1

[S

2

[�=AC

+

I

AC

(t).

PREUVE. Nous savons par la remarque 21 que les étapes AC ne feront jamais permuter de symbole

de F

1

ave un symbole de F

2

. La preuve du lemme 12 peut don être reprise ii.

� S'il n'y a que des symboles de F

1

sur le hemin reliant � à p on a par appliation des lemmes 21

puis 20 et des hypothèses : I

AC

(s)�����!

S

1

[S

2

=AC

I

AC

(t) ;

� S'il existe un plus petit p

0

< p (pour l'ordre pré�xe) tel que �(sj

p

0

) 2 F

2

, en supposant que

s = C[s

1

; : : : ; s

0

; : : : ; s

n

℄ où C est un ontexte sur F

1

, p = p

0

q et sj

p

0

= s

0

, on a par le

lemme 21 I

AC

(s) = C[I

AC

(s

1

); : : : ; I

AC

(s

0

); : : : ; I

AC

(s

n

)℄.

On déduit alors de la dé�nition de l'interprétation que

C[I

AC

(s

1

); : : : ; I

AC

(s

0

); : : : ; I

AC

(s

n

)℄���!

�=AC

+

I

AC

(t):

Le as éhéant un aplatissement du terme �nalement obtenu doit être effetué.
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2

De la même façon (deuxième as) on peut montrer la orretion de la simulation des pas de S

3

.

Lemme 24.

Pour tous s et t de T (



F

1

[ F

2

; X), si s

p

���!

S

3

=AC

t alors I(s)���!

�=AC

+

I(t):

De plus, si �(s) 2



F

1

alors I(s)

6=�

���!

�=AC

+

I(t).

Preuve du lemme 19

Soit hu

1

; v

1

i; hu

2

; v

2

i; : : : une haîne de dépendane de [F

1

j S

2

℄ sur S

1

[ S

2

[ S

3

munie d'une

substitution �. Soit �

0

la substitution telle que pour tout x, x�

0

= I(x�).

Dans la mesure où la haîne onsidérée est minimale, la substitution � est fortement normalisable,

le lemme 22 garantit alors que �

0

ne substitue que des termes �nis.

Nous allons montrer que hu

1

; v

1

i; hu

2

; v

2

i; : : : munie de �

0

est une haîne de [F

1

j S

2

℄ sur

S

1

[ S

2

[ �.

Pour e faire, il nous faut prouver que pour tout i,

v

i

�

0

6=�

�������!

S

1

[S

2

[�=AC

?

u

i+1

�

0

:

Nous savons que

v

i

�

6=�

��������!

S

1

[S

2

[S

3

=AC

?

m:e:

��!

?

u

i+1

�:

Considérons un pas s

p

��������!

S

1

[S

2

[S

3

=AC

t de ette dérivation. Puisque

�(s) = �(t) = �(v

i

) = �(u

i+1

) 2



F

1

;

Alors du lemme 24 ou, le as éhéant, du lemme 23 nous déduisons

I

AC

(s)

6=�

�������!

S

1

[S

2

[�=AC

?

I

AC

(t):

Nous pouvons reonstituer la séquene en juxtaposant les pas a�n d'obtenir

I

AC

(v

i

�)

6=�

�����!

S

1

[S

2

[�

?

I

AC

(u

i+1

�):

Dans la mesure où I

AC

(v

i

�) = v

i

�

0

et I

AC

(u

i+1

�) = u

i+1

�

0

le lemme 20 nous permet de onlure.

2

À l'aide du lemme 19 nous pouvons démontrer les résultats suivants onernant respetivement

les as d'extensions par un module puis plusieurs modules indépendants. La remarque 21 permet en

effet de se ramener aux trois as de haînes évoqués au ours des preuves des théorèmes 18 et 19.

Théorème 27.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

) où F

1

[F

2

est une signature

AC.
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1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant modulo AC,

2. S'il n'existe pas de haîne in�nie de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

=AC,

Alors R

1

[ R

2

est fortement normalisant modulo AC.

Théorème 28.

Soit [F

1

j R

1

℄  � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

), soit [F

3

j R

3

℄ un module

étendant R

1

indépendamment de R

2

.

1. Si R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant modulo AC,

2. S'il n'existe pas de haîne in�nie de [F

3

j R

2

℄ sur R

1

[ R

3

[ �=AC,

Alors R

1

[ R

2

[R

3

est C

E

fortement normalisant modulo AC.

En partiulier nous pouvons à présent étendre le résultat de Kurihara & Ohuhi [52℄ à la rériture

modulo assoiativité et ommutativité.

Corollaire 28�1.

La terminaison C

E

AC est modulaire pour les unions de systèmes AC omposables.

Corollaires

Ces théorèmes entraînent des ritères de terminaison suseptibles d'être mis en appliation grâe

à l'utilisation d'ordres �-extensibles pourvu que eux-i soient ompatibles AC.

Corollaire 27�1.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant modulo AC,

2. S'il n'existe pas de haîne in�nie de [F

2

j R

2

℄ sur R

1

[ R

2

[ �=AC,

Alors R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant modulo AC.

Corollaire 27�2.

Soit [F

1

j R

1

℄ � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

).

1. Si R

1

est C

E

fortement normalisant modulo AC ;

2. S'il existe un ordre de rédution faible (resp. faiblement �-extensible) ompatible AC (�;�) tel

que :

� R

1

[ R

2

� � et

� DP([F

2

j R

2

℄) � �, pour un ensemble de paires relatives AC,

Alors R

1

[ R

2

est fortement normalisant (resp. C

E

fortement normalisant) modulo AC.

Corollaire 28�2.

Soit [F

1

j R

1

℄  � [F

2

j R

2

℄ une extension hiérarhique de R

1

(F

1

), soit [F

3

j R

3

℄ un module

étendant R

1

indépendamment de R

2

.

1. Si R

1

[ R

2

est C

E

fortement normalisant modulo AC ;

2. S'il existe un ordre faiblement �-extensible ompatible AC (�;�) tel que :

� R

1

[ R

3

��,

� DP([F

3

j R

3

℄) ��, pour un ensemble de paires relatives AC marquées,

Alors R

1

[ R

2

[R

3

est C

E

fortement normalisant modulo AC.
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Chapitre I

Introdution

I

l est illusoire, puisqu'elle est présente dans de nombreux domaines, d'espérer de haun des

utilisateurs de la rériture qu'il soit un spéialiste de la preuve de terminaison des systèmes. La

normalisation forte est pourtant une propriété fondamentale, que e soit omme garantie de

totalité d'une fontion ou enore omme aratéristique préliminaire et sa mise en évidene,

tâhe toujours ardue, doit don pouvoir être effetuée par toute personne ayant à spéi�er,

programmer, prouver, au sens large : manipuler des systèmes de rériture.

On peut trouver de nombreuses implantations de méthodes de preuve de terminaison. REVE [10℄,

ORME [11℄, COMTES [45℄, POLO [32℄, REVEAL [1℄, REDUX [9℄, RRL [48℄, TERMINATIONLAB [66℄,

et CiME2 [13℄ aompagné de son résolveur de ontraintes ef�ae �gurent parmi les prinipales.

Cependant, si une ertaine forme d'inrémentalité existait au sein des preuves basées uniquement sur

des préédenes, auun n'autorisait jusqu'à présent de preuves réellement modulaires.

C'est ave le double soui : d'une part, de rendre la preuve de terminaison aessible aux non-

spéialistes et, d'autre part, de permettre à unemahine d'effetuer e travail sur des systèmes importants

que nous onsidérons le développement d'un outil automatique d'aide à la preuve de terminaison.

L'évolution du système CiME vers le système CiME2 s'est déroulée dans et état d'esprit : fournir un

outil permettant de prouver la terminaison du plus grand nombre de systèmes issus de la pratique plut�t

que ertains as pathologiques.

Nous allons dans un premier temps dérire le système CiME2 et plus partiulièrement sa boîte à

outils de terminaison. Nous présenterons alors l'implantation au sein de e programme des ritères

développés au ours de ette thèse, 'est-à-dire permettant une approhe inrémentale de la preuve

et ainsi une appliation à la preuve sur de gros systèmes, et autorisant un traitement performant des

systèmes dont ertains symboles sont assoiatifs et ommutatifs.
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Chapitre II

Un outil de preuves : CiME2

À l'origine destiné à la omplétion modulo une théorie équationnelle

1

, CiME, développé par

l'équipe DÉMONS du L.R.I. à Orsay [12, 13℄, a maintenant évolué en un outil généraliste de traitement

de la rériture. Son implantation est réalisée en OCAML, un langage de la famille ML développé et

distribué par l'I.N.R.I.A. [67℄.

II.1 Présentation générale

La seonde version du système CiME, CiME2, fournit un langage fortement typé et un envi-

ronnement de programmation équipé d'un puissant résolveur de ontraintes diophantiennes sur des

domaines �nis et spéialisé dans la manipulation de systèmes de rériture de termes, mais aussi de

mots. Dans � manipulation �, nous inluons le alul et la normalisation à l'aide de règles, mais aussi la

omplétion (Knuth-Bendix) des systèmes, ainsi que des outils de preuve de terminaison.

Sans vouloir reprendre la desription omplète qu'en ont fait les auteurs [13℄, nous présentons

brièvement les aratéristiques de CiME2 utiles à notre propos. L'utilisateur dé�nit dans un �hier ou

diretement dans un interpréteur des fontions, des signatures, des termes, des systèmes ou enore

des ordres. Il est possible d'abstraire des valeurs (onstrution let), de dé�nir des fontions d'ordre

supérieur et de manipuler des appliations partielles (syntaxe urry�ée).

Exemple 47.

Il est possible d'abstraire des valeurs :

CiME> let x = 4*5;

x : int = 20

On peut également dé�nir des fontions réursivement :

CiME> let fun fat n = if n <= 1 then 1 else n * (fat (n-1));

fat : int -> int = <fun>

CiME> fat 7;

- : int = 5040

CiME> fat 100;

- : int =

9332621544394415268169923885626670049071596826438162146859296389

5217599993229915608941463976156518286253697920827223758251185210

1

CiME est en fait l'aronyme de Compléti on Modulo E.
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916864000000000000000000000000

Le solveur intégré traite les ontraintes d'égalité ou d'inégalité entre fontions polynomiales à un

nombre arbitraire de variables. Les fontions prédé�nies permettent, sur l'entrée d'une borne B de

tenter une résolution d'un ensemble de ontraintes pour des valeurs entières des variables omprises

entre 0 et B.

Exemple 48.

La première phase onsiste à dé�nir les ontraintes :

CiME> let onstr = dioph_onstraint

"x^2 + y^2 = z^2; x > 0; y > 0; z > 0";

onstr : dioph_onstraint = { -1*z^2 + 1*y^2 + 1*x^2 = 0;

1*x + -1 >= 0;

1*y + -1 >= 0;

1*z + -1 >= 0;

}

(4 inequalitie(s) over 3 variable(s).)

Il suf�t ensuite de demander au système de les résoudre en préisant une borne (ii 100).

CiME> dioph_solve 100 onstr;

Solution :

x = 4

y = 3

z = 5

- : unit = ()

Une boîte à outils de terminaison omportant différents ritères, dont eux par paires de dépen-

dane, autorise en�n la reherhe automatique de preuves de terminaison, essentiellement par reherhe

d'une interprétation polynomiale onvenable. Cette dernière fontionnalité de CiME2 est en partiulier

utilisée par le système TALP [71℄ pour l'analyse de la terminaison de programmes logiques.

II.2 La terminaison dans CiME2

II.2.1 Prinipes généraux

Un système de rériture est dé�ni dans CiME2 à l'aide de la signature et de l'ensemble de variables

sur lesquels il est onstruit et de l'ensemble de règles qui le omposent.

Exemple 49.

On ommene par dé�nir une signature :

CiME> let F_peano = signature "

0 : onstant;

s : unary;

+,* : infix binary;

";

F_peano : signature = <signature>
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Puis un ensemble de variables :

CiME> let X = vars "x y z";

X : variable_set = <variable set>

On peut alors onstruire un système de rériture.

CiME> let R_peano = TRS F_peano X "

x+0 -> x;

x+s(y) -> s(x+y);

x*0 -> 0;

x*s(y) -> (x*y)+x;

";

R_peano : (F_peano,X) TRS = { x + 0 -> x,

x + s(y) -> s(x + y),

x * 0 -> 0,

x * s(y) -> (x * y) + x } (4 rules)

Une preuve de terminaison peut alors être reherhée sur e système en évaluant l'expression.

termination nom ;

CiME2 détermine alors des ontraintes d'ordre en fontion des ritères que l'utilisateur souhaite voir

utilisés et herhe un ordre les satisfaisant. Les ritères disponibles sont :

1. standard, la déroissane strite de toutes les règles est alors exigée ;

2. dp, le ritère des paires de dépendane est employé ;

3. marks, les paires de dépendane utilisent les symboles marqués ;

4. nomarks, les paires de dépendane sont sans marques ;

5. graph, les ontraintes sont af�nées par une analyse du graphe de dépendane ;

6. nograph, le graphe de dépendane n'est pas pris en ompte.

Les ordres reherhés sont pour l'instant à base d'interprétations polynomiales. Celles-i étant dans

la plupart des as d'autant plus simples que le ritère hoisi est puissant et la reherhe aboutissant à

une énumération de valeurs possibles pour les oef�ients, il peut s'avérer utile de limiter la reherhe

à ertaines atégories de fontions polynomiales. CiME2 offre trois sortes d'interprétations reprenant

la terminologie de Steinbah :

1. linear, tous les mon�mes sont de degré au plus 1 ;

2. simple, le degré de haque indéterminée est au plus 1 dans haque mon�me ;

3. simple-mixed, omme dans le as simple, le degré de haque indéterminée est au plus 1 dans

haque mon�me, sauf dans les as d'interprétations de symboles unaires qui prennent la forme

de fontions polynomiales du seond degré.

II.2.2 Comparaisons de polyn�mes

La omparaison de deux fontions polynomiales sur les entiers est un problème indéidable [59℄. Il

existe toutefois plusieurs méthodes inomplètes [8,31,43,81℄ pour véri�er qu'une fontion polynomiale

P

�

est à valeurs positives sur un domaine [�;+1[.
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La méthode proposée par Ben Cherifa et Lesanne [8℄ onsiste à hoisir � = 2 et transformer la

fontion P en une fontion polynomiale P

0

telle que P � P

0

est imposé par la transformation ; P

0

(et

par transitivité P ) est positive si tous ses oef�ients sont positifs.

Giesl [31℄ analyse quant à lui les dérivées partielles de P : si P (�; : : : ; �) �

N

0 et si soit tous ses

oef�ients sont nuls, soit toutes ses dérivées partielles

�P (x

1

;::: ;x

n

)

�x

i

, 1 � i � n sont, réursivement,

positives alors P est positive.

L'approhe de Hong et Jakus [43℄ est d'effetuer une translation de D

�

vers D

0

(f. para-

graphe III.5.2 des préliminaires), on véri�e alors que tous les oef�ients de P

0

sont positifs.

Hong et Jakus ont en fait montré que leur approhe et elle de Giesl permettent de prouver la

positivité des mêmes fontions, la omplexité de es tests étant, en outre, équivalente.

Le test de positivité utilisé dans CiME2 est omparable à elui de Hong et Jakus. Toutefois, plut�t

qu'effetuer une translation de D

�

vers D

0

à haque omparaison, le système alule diretement et

une fois pour toutes les interprétations de haque symbole dans D

0

.

II.2.3 Reherhe de preuve

Les deux prinipales étapes de la reherhe de preuve sont, premièrement, la génération de

ontraintes d'ordres en fontion des ritères hoisis et ensuite la tentative de résolution de es

ontraintes.

L'approhe déidée par l'utilisateur, par paires de dépendane ou enore simplement standard,

induit un ertain nombre de ontraintes que l'ordre doit respeter. Dans le as d'une reherhe

d'interprétation polynomiale, le système traduit es ontraintes d'ordre en inégalités sur des polyn�mes

de la forme désirée (f. paragraphe II.2.1). Les onditions de positivité sont alors alulées de façon

purement algébrique. Il en résulte des ontraintes polynomiales sur les oef�ients. Celles-i sont don

pseudo-linéarisées

2

à l'aide de tehniques de haînes d'additions avant que CiME2 ne tente de les

résoudre sur un domaine �ni (dont les bornes ont été auparavant préisées).

Exemple 50.

Pour le système d'arithmétique de Peàno qu'on vient de dé�nir, si on souhaite par exemple une preuve à l'aide du

ritère standard (sans paires de dépendane) ave une interprétation simple (au sens de Steinbah) et en �xant la borne

des oef�ients à 6 (valeur par défaut), le système répondra en fournissant une interprétation onvenable :

CiME> termination R_peano;

Entering the termination expert. Verbose level = 0

[0℄ = 1;

[s℄(X0) = 1*X0 + 1;

[+℄(X0,X1) = 2*X1 + 1*X0;

[*℄(X0,X1) = 2*X0*X1 + 2*X1 + 1*X0;

- : unit = ()

2

Le degré maximal est alors 2.
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FIG. II.1. Arhiteture modulaire de CiME2.
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Chapitre III

Modules

L'adjontion de apaités de preuve inrémentale à un outil permet d'envisager un passage à

l'éhelle sur des systèmes importants résultant par exemple d'autres appliations, ou enore faisant

partie d'un vaste projet.

III.1 Problématique

L'extension d'un langage de programmation spéialisé, omme CiME2, à la manipulation de

systèmes dé�nis hiérarhiquement ne va pas sans poser plusieurs problèmes, tant au niveau de la

spéi�ation qu'en e qui onerne l'implantation proprement dite.

En premier lieu il faut être apable de fournir à l'utilisateur une struture de donnée adaptée au

nouveau �té inrémental des dé�nitions et des preuves, 'est-à-dire qui reste évolutive en onservant

toutes les informations néessaires. C'est le as des systèmes hiérarhiques.

Remarque 23. � Les signatures sur lesquelles nous allons travailler vont être également amenées à

évoluer. En effet : une extension d'un système par un module donne un nouveau système sur une

signature augmentée. Le type abstrait des signatures a don à prendre en ompte ette situation sans

que ette modi�ation soit spéi�ée par l'utilisateur. C'est don un problème d'implantation du système

et non de dé�nition de l'extension du langage.

L'utilisateur, en�n, doit pouvoir mener sa preuve de terminaison de trois façons différentes :

1. Au fur et à mesure de l'ajout de règles, le système doit alors pouvoir se reposer sur e qui a déjà

été prouvé C

E

fortement normalisant ;

2. Sur un système entier, mais en respetant une hiérarhie déidée et fournie par ses soins ;

3. En�n sur un système entier mais en suivant la hiérarhie issue du déoupage en modules

minimaux du système.

De nouvelles diretives doivent alors lui permettre de faire ses hoix à e niveau.

137
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III.2 Extension du langage et implantation

III.2.1 Strutures de données du langage

Hiérarhies

Dé�nissons les modules simplement : ils ontiennent de nouveaux symboles, de nouvelles règles et

aratérisent la hiérarhie de la struture dont ils font partie par l'ensemble des modules qu'ils étendent.

Nous hoisissons de regrouper toute ette information dans la dé�nition d'une hiérarhie de

modules (formant un système) et introduisons à et effet le type HTRS. Cette hiérarhie dé�nissant un

système on doit pouvoir préiser pour haque module :

� L'ensemble de variables sur lequel il est formé ;

� L'ensemble des nouveaux symboles qui le aratérisent ;

� L'ensemble des nouvelles règles introduites ;

� En�n l'ensemble des hiérarhies dont il dépend.

Une instane du type abstrait des hiérarhies de modules doit don pouvoir être dé�nie par une

opération de onstrution de la forme :

let nom = HTRS {dépendanes} nouveaux_symboles variables règles ;

Fontions et diretives de modularité

Il reste à laner sur de telles hiérarhies la reherhe de preuve selon la stratégie désirée.

Laner une preuve respetant une hiérarhie donnée devrait être immédiat puisque le HTRS soumis

dérit déjà une hiérarhie. On peut ainsi mener une preuve inrémentalement par

1. Dé�nition d'une extension du HTRS puis,

2. Preuve de la hiérarhie dérite par ielui.

Les résultats onnus des preuves préédentes � dans le temps et la hiérarhie � permettant alors de

limiter la nouvelle reherhe au module fourni et à son insertion dans le shéma hiérarhique e qui

est bien le déroulement aratéristique d'une preuve inrémentale.

La déomposition d'un HTRS en une hiérarhie de modules minimaux ne hange rien d'autre quant

à la stratégie de preuve que la hiérarhie sur laquelle elle est menée. C'est une preuve inrémentale sur

le système proposé mais ette fois selon une hiérarhie de module minimaux. Ce hoix par l'utilisateur

n'est don pas justi�é au niveau de la fontion de reherhe de preuve, il est davantage une préision

globale de la hiérarhie à suivre lors des preuves.

Les deux premiers as de stratégie de preuve peuvent ainsi être résumés en une seule fontion. Il

suf�t alors de laner la reherhe par une ommande du type :

m_termination nom ;

Qui lane la reherhe de preuve de terminaison du système nom selon la hiérarhie qu'il propose. Le

hoix de la déomposition minimale est alors préisé omme un ritère :

termrit �minimal� ;

Dès lors que ette expression a été interprétée,
m_termination nom ;

provoque une reherhe

selon la hiérarhie non plus dérite par nommais elle issue de sa déomposition en modules minimaux.
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III.2.2 Choix d'implantation

Signatures et hiérarhies

Une hiérarhie est en fait déterminée dès qu'on sait dire de quelles hiérarhies dépend un module

donné. Les opérations de onstrution, de e type réursif (désigné i-après htrs) sont don réduites

à l'opération d'extension qui, sur la donnée de hiérarhies H

1

; : : : ; H

n

(vides le as éhéant) pour les

dépendanes et d'une signature, d'un ensemble de variables et d'un ensemble de nouvelles règles pour

le module extenseurM , retourne la hiérarhie formée de l'extension hiérarhique des H

i

parM .

Déroulement de la preuve

La détermination des ontraintes de terminaison ne pose pas de problème partiulier quant à

sa réalisation. Deux fontions retournent une onjontion de ontraintes sur l'entrée d'un htrs,

respetivement pour les ritères sans et ave symboles marqués.

Il reste à mener la preuve en suivant la hiérarhie proposée. On va ainsi herher pour haque

module une preuve de terminaison du sous-système qu'il dé�nit par extension. Si une preuve est trouvée

alors la hiérarhie orrespondante est marquée omme terminant C

E

. Si en�n le module onerné étend

une hiérarhie qui n'a pas enore été montrée fortement normalisante, on ommene par herher une

preuve de terminaison de elle-i.

La terminaison est prouvée quand tous les modules dé�nissent des systèmes hiérarhiques forte-

ment normalisants.

Déomposition en modules minimaux

Comme nous l'avons préisé lors de la setion II.2 de la première partie, il est toujours possible de

présenter un système de rériture omme une hiérarhie de modules minimaux, où minimaux signi�e

qu'ils ne peuvent eux-mêmes être déomposés. Si es modules ne peuvent être déomposés, 'est en

partiulier que haque symbole introduit a besoin de toutes les règles et de tous les autres symboles

dé�nissant le module.

Pour un système R(F), on dé�nit un graphe G (f. setion II.2, première partie) ayant pour n÷uds

les symboles et omportant un ar de f vers g s'il existe une règle l ! r 2 R telle que f = �(l) et il

existe une ourrene de g dans l ou r. Si on dérit les dépendanes entre les symboles à l'aide d'un

tel graphe G, les signatures des modules minimaux orrespondent alors aux omposantes fortement

onnexes de G (aux parties fortement onnexes de taille maximale).

La onstrution automatique d'un tel graphe sur les symboles est aisée. Il reste à déterminer

ef�aement

1

les omposantes fortement onnexes donnant les signatures de modules.

Si on adjoint alors à haque symbole de es omposantes toutes les règles dont il est le symbole de

tête du membre gauhe, on dé�nit de fait les modules. Leur hiérarhie est alors déterminée en fontion

de elle des symboles. Il suf�t en�n de omposer les fontions :

� De onstrution du graphe à partir d'une signature et d'un htrs (sur ette signature) puis,

� De onstrution de htrs à partir de modules.

On obtient alors la liste des systèmes hiérarhiques onstituant le système de départ.

1

Nous utilisons pour ette tâhe l'algorithme de Tarjan [82℄.
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III.3 Exemple d'exéution

Une preuve inrémentale

Reprenons l'exemple omplet de la setion IV.3 en ajoutant une règle d'assoiativité pour l'addition.

Ce système de alul du logarithme est maintenant overlapping, les ritères utilisant la terminaison

innermost ne s'appliquent don pas.

Dé�nissons la hiérarhie. Tout d'abord les variables puis la signature des entiers ave la règle de

simpli�ation.

CiME> let my_vars = vars "x y z";

CiME> let sig_nat = signature

"# : onstant ; 0,1 : postfix unary ;";

CiME> let module_nat = HTRS {} sig_nat my_vars "(#)0 -> #;";

La preuve de terminaison C

E

de e système sans paires et don au graphe de dépendane vide est

aisée. Sur la ommande :

CiME> m_termination module_nat;

Le système renvoie :

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

- : unit = ()

Nous pouvons maintenant introduire l'arithmétique.

CiME> let sig_plus = signature "+ : infix binary;";

CiME> let module_plus =

HTRS {module_nat} sig_plus my_vars

" x + # -> x ;

# + x -> x;

(x)0 + (y)0 -> (x + y)0;

(x)0 + (y)1 -> (x + y)1;

(x)1 + (y)0 -> (x + y)1;

(x)1 + (y)1 -> ((x + y) + (#)1)0;

x + (y + z) -> (x + y) + z;";

La hiérarhie ainsi dé�nie termine C

E

.

CiME> m_termination module_plus;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

CE-termination of

{ (#)0 -> # } (1 rules)

is already proven.

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)
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[#℄ = 0;

[+℄(X0,X1) = X1 + X0 + 1;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[1℄(X0) = X0 + 2;

['+`℄(X0,X1) = 2*X1 + X0;

Termination proof found.

- : unit = ()

Le système s'est effetivement servi de la terminaison C

E

de module_nat.

CiME> let sig_minus = signature "- : infix binary;";

CiME> let module_minus = HTRS {module_nat} sig_minus my_vars

" x - # -> x;

# - x -> #;

(x)0 - (y)0 -> (x - y)0;

(x)0 - (y)1 -> ((x - y) - (#)1)1;

(x)1 - (y)0 -> (x - y)1;

(x)1 - (y)1 -> (x - y)0;";

Lors de la preuve de terminaison de la hiérarhie induite par module_minus les règles d'addition

n'interviennent pas.

CiME> m_termination module_minus;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

CE-termination of

{ (#)0 -> # } (1 rules)

is already proven.

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[#℄ = 0;

[-℄(X0,X1) = X0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[1℄(X0) = X0 + 1;

['-`℄(X0,X1) = X1*X0;

Termination proof found.

- : unit = ()

Introduisons les booléens.

CiME> let sig_bool = signature

"true, false : onstant; not : unary; if : 3;";

CiME> let module_bool = HTRS {} sig_bool my_vars

" not(false) -> true ;

not(true) -> false ;
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if(true,x,y) -> x ;

if(false,x,y) -> y;";

Ii aussi le graphe est vide.

CiME> m_termination module_bool;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

- : unit = ()

Le résultat de ette preuve sera utilisé pour montrer la terminaison C

E

des règles de omparaison.

CiME> let sig_ge = signature "ge: binary;";

CiME> let module_ge =

HTRS {module_bool;module_nat} sig_ge my_vars

" ge((x)0,(y)0) -> ge(x,y);

ge((x)0,(y)1) -> not(ge(y,x));

ge((x)1,(y)0) -> ge(x,y);

ge((x)1,(y)1) -> ge(x,y);

ge(x,#) -> true;

ge(#,(x)1) -> false;

ge(#,(x)0) -> ge(#,x);";

Remarquons que le système ne prend pas en ompte les règles d'arithmétique dans ette preuve.

CiME> m_termination module_ge;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

CE-termination of

{ not(false) -> true,

not(true) -> false,

if(true,V_0,V_1) -> V_0,

if(false,V_0,V_1) -> V_1 } (4 rules)

is already proven.

CE-termination of

{ (#)0 -> # } (1 rules)

is already proven.

heking eah of the 2 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[#℄ = 0;

[true℄ = 0;

[ge℄(X0,X1) = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[false℄ = 0;

[1℄(X0) = 0;

[not℄(X0) = 0;



III.3. Exemple d'exéution 143

[if℄(X0,X1,X2) = X2 + X1;

['ge`℄(X0,X1) = X1;

heking omponent 2 (disjuntion of 1 onstraints)

[#℄ = 0;

[true℄ = 0;

[ge℄(X0,X1) = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[false℄ = 0;

[1℄(X0) = X0 + 1;

[not℄(X0) = 0;

[if℄(X0,X1,X2) = X2 + X1;

['ge`℄(X0,X1) = X1*X0;

Termination proof found.

- : unit = ()

Il y a bien une interprétation satisfaisante pour haque partie stritement fortement onnexe du graphe

de dépendane.

CiME> let sig_log' = signature "log' : unary;";

CiME> let module_log' = HTRS {module_ge; module_plus} sig_log' my_vars

" log'(#) -> #;

log'((x)0) -> if(ge(x,(#)1),log'(x) + (#)1,#);

log'((x)1) -> log'(x) + (#)1;";

CiME> let sig_log = signature "log : unary;";

CiME> let module_log =

HTRS {module_log';module_minus} sig_log my_vars

" log(x) -> log'(x) - (#)1;";

Pour Log

0

nous obtenons :

CiME> m_termination module_log';

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

CE-termination of

{ (#)0 -> #,

not(false) -> true,

not(true) -> false,

if(true,V_0,V_1) -> V_0,

if(false,V_0,V_1) -> V_1,

ge((V_0)0,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)0,(V_1)1) -> not(ge(V_1,V_0)),

ge((V_0)1,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)1,(V_1)1) -> ge(V_0,V_1),
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ge(V_0,#) -> true,

ge(#,(V_0)1) -> false,

ge(#,(V_0)0) -> ge(#,V_0) } (12 rules)

is already proven.

CE-termination of

{ (#)0 -> #,

V_0 + # -> V_0,

# + V_0 -> V_0,

(V_0)0 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)0,

(V_0)0 + (V_1)1 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)1 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)1 + (V_1)1 -> ((V_0 + V_1) + (#)1)0,

V_0 + (V_1 + V_2) -> (V_0 + V_1) + V_2 } (8 rules)

is already proven.

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[#℄ = 0;

[+℄(X0,X1) = X1 + X0;

[true℄ = 0;

[ge℄(X0,X1) = X1;

[log'℄(X0) = X0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[false℄ = 1;

[1℄(X0) = X0 + 1;

[not℄(X0) = 1;

[if℄(X0,X1,X2) = X2*X0 + X1;

['log'`℄(X0) = X0;

Termination proof found.

- : unit = ()

Quant au module du logarithme proprement dit, la preuve est immédiate puisque le graphe est vide.

CiME> m_termination module_log;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

CE-termination of

{ V_0 + # -> V_0,

# + V_0 -> V_0,

(V_0)0 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)0,

(V_0)0 + (V_1)1 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)1 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)1 + (V_1)1 -> ((V_0 + V_1) + (#)1)0,

V_0 + (V_1 + V_2) -> (V_0 + V_1) + V_2,

(#)0 -> #,
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not(false) -> true,

not(true) -> false,

if(true,V_0,V_1) -> V_0,

if(false,V_0,V_1) -> V_1,

ge((V_0)0,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)0,(V_1)1) -> not(ge(V_1,V_0)),

ge((V_0)1,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)1,(V_1)1) -> ge(V_0,V_1),

ge(V_0,#) -> true,

ge(#,(V_0)1) -> false,

ge(#,(V_0)0) -> ge(#,V_0),

log'(#) -> #,

log'((V_0)0) -> if(ge(V_0,(#)1),log'(V_0) + (#)1,#),

log'((V_0)1) -> log'(V_0) + (#)1 } (22 rules)

is already proven.

CE-termination of

{ (#)0 -> #,

V_0 - # -> V_0,

# - V_0 -> #,

(V_0)0 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)0,

(V_0)0 - (V_1)1 -> ((V_0 - V_1) - (#)1)1,

(V_0)1 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)1,

(V_0)1 - (V_1)1 -> (V_0 - V_1)0 } (7 rules)

is already proven.

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

- : unit = ()

Une preuve modulaire

Si maintenant nous souhaitons une preuve modulaire d'un � gros � système alulant le logarithme,

nous dé�nissons omme auparavant un ensemble de variables pertinent,

CiME> let my_vars = vars "x y z";

La signature omplète du système est :

CiME> let sig_whole = signature

" log : unary;

log' : unary;

ge: binary;

true, false : onstant; not : unary; if : 3;

- : infix binary;

+ : infix binary;

# : onstant ; 0,1 : postfix unary ;";

Il reste à dé�nir le système.
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CiME> let whole = HTRS {} sig_whole my_vars "

(#)0 -> #;

x + # -> x ;

# + x -> x;

(x)0 + (y)0 -> (x + y)0;

(x )0 + (y)1 -> (x + y)1;

(x)1 + (y)0 -> (x + y)1;

(x)1 + (y)1 -> ((x + y) + (#)1)0;

x + (y + z) -> (x + y) + z;

x - # -> x;

# - x -> #;

(x)0 - (y)0 -> (x - y)0;

(x)0 - (y)1 -> ((x - y) - (#)1)1;

(x)1 - (y)0 -> (x - y)1;

(x)1 - (y)1 -> (x - y)0;

not(false) -> true ;

not(true) -> false ;

if(true,x,y) -> x ;

if(false,x,y) -> y;

ge((x)0,(y)0) -> ge(x,y);

ge((x)0,(y)1) -> not(ge(y,x));

ge((x)1,(y)0) -> ge(x,y);

ge((x)1,(y)1) -> ge(x,y);

ge(x,#) -> true;

ge(#,(x)1) -> false;

ge(#,(x)0) -> ge(#,x);

log'(#) -> #;

log'((x)0) -> if(ge(x,(#)1),log'(x) + (#)1,#);

log'((x)1) -> log'(x) + (#)1;

log(x) -> log'(x) - (#)1;";

Si nous hoisissons une déomposition en modules minimaux et une preuve utilisant les graphes

de dépendane :

CiME> termrit "minimal";

CiME> termrit "graph";

La terminaison est rapidement prouvée (les symboles entre doubles otes sont les symboles marqués).

CiME> m_termination whole;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

Cheking module:

{}

(Ce module est un module ne omportant que des onstruteurs et auune règle don auune paire.)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.
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Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ (#)0 -> # } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

(La seule règle de e module n'avait pas de paire de dépendane, le graphe de dépendane ne omportait

don pas de partie stritement fortement onnexe.)

Cheking module:

{ V_0 + (V_1 + V_2) -> (V_0 + V_1) + V_2,

(V_0)1 + (V_1)1 -> ((V_0 + V_1) + (#)1)0,

(V_0)1 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)0 + (V_1)1 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)0 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)0,

# + V_0 -> V_0,

V_0 + # -> V_0 } (7 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[#℄ = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[1℄(X0) = X0 + 2;

[+℄(X0,X1) = X1 + X0 + 1;

['+`℄(X0,X1) = 2*X1 + X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ V_0 - # -> V_0,

# - V_0 -> #,

(V_0)0 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)0,

(V_0)0 - (V_1)1 -> ((V_0 - V_1) - (#)1)1,

(V_0)1 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)1,

(V_0)1 - (V_1)1 -> (V_0 - V_1)0 } (6 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[#℄ = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;
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[1℄(X0) = X0 + 1;

[-℄(X0,X1) = X0;

['-`℄(X0,X1) = X1*X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ if(false,V_0,V_1) -> V_1,

if(true,V_0,V_1) -> V_0 } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ not(false) -> true,

not(true) -> false } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ ge(#,(V_0)0) -> ge(#,V_0),

ge(#,(V_0)1) -> false,

ge(V_0,#) -> true,

ge((V_0)1,(V_1)1) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)1,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)0,(V_1)1) -> not(ge(V_1,V_0)),

ge((V_0)0,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1) } (7 rules)

heking eah of the 2 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[true℄ = 0;
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[false℄ = 0;

[not℄(X0) = 0;

[#℄ = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[1℄(X0) = 0;

[ge℄(X0,X1) = 0;

['ge`℄(X0,X1) = X1;

heking omponent 2 (disjuntion of 1 onstraints)

[true℄ = 0;

[false℄ = 0;

[not℄(X0) = 0;

[#℄ = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[1℄(X0) = X0 + 1;

[ge℄(X0,X1) = 0;

['ge`℄(X0,X1) = X1*X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ log'(#) -> #,

log'((V_0)0) -> if(ge(V_0,(#)1),log'(V_0) + (#)1,#),

log'((V_0)1) -> log'(V_0) + (#)1 } (3 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[true℄ = 0;

[false℄ = 1;

[not℄(X0) = 1;

[#℄ = 0;

[0℄(X0) = X0 + 1;

[1℄(X0) = X0 + 1;

[ge℄(X0,X1) = X1;

[if℄(X0,X1,X2) = X2*X0 + X1;

[+℄(X0,X1) = X1 + X0;

[log'℄(X0) = X0;

['log'`℄(X0) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ log(V_0) -> log'(V_0) - (#)1 } (1 rules)
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heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

- : unit = ()

CiME>

Pour haque hiérarhie une interprétation polynomiale est proposée qui ne dépend que des règles

opportunes.

Le tableau III.1 résume les temps passés par le système à trouver une preuve de terminaison de e

système à l'aide d'inteprétations polynomiales simples

2

.

Reherhe

Sans graphe

Ave graphes

Sans modules Ave modules

156600s 35s

500s 9s

TAB. III.1 Comparaison des temps néessaires à la preuve de terminaison.

2

Simples est à prendre ii au sens de Steinbah (f. paragraphe II.2.1). Les temps sont en seondes sur un ordinateur

biproesseur (P. III 933MHz) disposant de 2Go de mémoire vive et exploité par un système UNIX (LINUX Debian).



Chapitre IV

Critères AC

CiME2doit permettre de travailler sur des termes ontenant des symboles assoiatifs et ommutatifs

aussi bien dans la dé�nition et l'utilisation des systèmes de rériture que dans leur preuve de terminaison.

IV.1 Problématique

Le langage est en fait déjà apable de manipuler des symboles et des termes AC en représentation

aplatie. Il reste don à appliquer de façon adéquate les ritères de terminaison étendus aux systèmes

sur une signature AC. Il faut :

1. Choisir un ritère étendu si la signature omporte des symboles AC ;

2. Caluler, si on ne désire pas de marques, les paires étendues non marquées ;

3. Caluler le as éhéant un ensemble onvenable de paires étendues AC, 'est-à-dire véri�ant les

onditions de dépendane (déf. 85) ;

4. Restreindre la reherhe des interprétations à elles qui sont ompatibles ave AC.

IV.2 Implantation

Le premier point se réduit en fait à un test aisé, le deuxième ne requiert qu'un test et alul simple

pour haque règle : si la règle doit être étendue, on lui assoie son extension. Il suf�t alors de générer

les paires de dépendane.

Plus déliat est le alul d'un ensemble de paires véri�ant les onditions de dépendane. Il nous faut

évaluer les fontions Split et Pairs (dé�nitions 88 et 89), 'est-à-dire dans un premier temps produire

toutes les substitutions intéressantes (par Split ) et dans un deuxième temps pouvoir onstruire un

ensemble des formes normales partiellement marquées d'un terme donné (permettant alors de dé�nir

un ensemble de paires idoine). Ces opérations sont réalisées à l'aide de manipulations ombinatoires

et de alul de bipartition d'ensembles.

Le déroulement de la preuve est alors le suivant : si la signature ne omporte pas de symbole AC on

génère un ensemble de ontraintes dépendant du ritère retenu, si un symbole assoiatif-ommutatif est

déteté, on produit un ensemble de ontraintes modulé le as éhéant par l'appliation de ritères par

paires (paires étendues AC, et.). Le système tente alors de trouver un ordre onvenable en respetant

le aratère éventuellement AC des interprétations pour les symboles qui le requièrent.
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Exemple 51.

Prenons le as de l'arithmétique de Peàno. À notre onnaissane, prouver la terminaison de e système à l'aide

d'interprétations polynomiales simples demandait jusqu'à présent une omposition lexiographique de deux interprétations,

rendant ainsi la preuve très ardue sinon hors de portée des outils de preuve de terminaison.

En affaiblissant et réduisant les ontraintes grâe à une approhe modulaire et en utilisant la puissane des paires

de dépendane relatives AC, CiME2 montre la terminaison C

E

modulo AC de e système en une fration de seonde.

let X = vars "x y z";

let F1 = signature "

0 : onstant;

s : unary;

+ : AC";

let R1 = HTRS {} F1 X "

x+0 -> x;

x+s(y) -> s(x+y);

";

La terminaison de e système est aisément prouvée, même sans paires marquées :

CiME> termrit ``dp'';

Termination now uses dependeny pair riterion

- : unit = ()

CiME> termrit ``nomarks'';

Dependeny pair riterion now do not use marks

- : unit = ()

CiME> m_termination R1;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

[0℄ = 0;

[s℄(X0) = X0 + 1;

[+℄(X0,X1) = X1*X0 + 2*X1 + 2*X0 + 2;

- : unit = ()

Nous pouvons alors passer à la preuve de terminaison de l'extension omplète.

let F2 = signature "* : AC";

let R2 = HTRS {R1} F2 X "

x*0 -> 0;

x*s(y) -> (x*y) + x;

";

Choisissons une preuve respetant ette hiérarhie, des paires de dépendane relatives AC marquées et plaçons la

borne supérieure des oef�ients de polyn�mes à 2.
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CiME> termrit "dp";

Termination now uses dependeny pair riterion

- : unit = ()

CiME> termrit "marks";

Dependeny pair riterion now uses marks

- : unit = ()

CiME> termpolybound 2;

Searh bound of polynomial oeffiients is now 2

- : unit = ()

CiME> m_termination R2;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

CE-termination of

{ V_0 + 0 -> V_0,

V_0 + s(V_1) -> s(V_0 + V_1) } (2 rules)

is already proven.

[0℄ = 0;

[*℄(X0,X1) = 2*X1*X0 + 2*X1 + 2*X0 + 1;

[s℄(X0) = X0 + 1;

[+℄(X0,X1) = X1 + X0;

['*`℄(X0,X1) = X1*X0 + X1 + X0;

- : unit = ()

Nous obtenons ainsi la première preuve automatique de terminaison de e système à l'aide d'interprétations

polynomiales.
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Chapitre V

Exemple

Nous proposons ii un exemple issu d'une spéi�ation (fournie par Thomas Arts) de proessus

ommuniants développée à l'aide du langage �-CRL [40℄.

Ce système est omposé de 377 règles présentées modulairement omme suit :

let my_vars = vars "B B1 B2 CS1 CS2 S1 S2 E1 E2 E3 N1 N2 H1 H2 T1 T2 Term1 F0

F1 F2 NewF Reord Name Field Fields Pending Pendings Lok Loks Resoure Resoures

Client List Head Tail E Pid Client1 Client2 MCRLFree0 MCRLFree1";

let sig_bool = signature

" T,F:onstant;

or,and,imp: binary;

not: unary;

eq: binary;

if: 3;";

let trs_bool = HTRS {} sig_bool my_vars

" or(T,T) -> T;

or(F,T) -> T;

or(T,F) -> T;

or(F,F) -> F;

and(T,B) -> B;

and(B,T) -> B;

and(F,B) -> F;

and(B,F) -> F;

imp(T,B) -> B;

imp(F,B) -> T;

not(T) -> F;

not(F) -> T;

if(T,B1,B2) -> B1;

if(F,B1,B2) -> B2;

eq(T,T) -> T;

eq(F,F) -> T;

eq(T,F) -> F;

eq(F,T) -> F ";

let sig_nat = signature " 0: onstant ; s: unary ; eqn,le,less:binary";

let trs_nat = HTRS {} sig_nat my_vars "";

let sig_term = signature "

pid: 1;

a,exl,exllok,false,lok,loker,mrlreord,ok,pending,

release,request,resoure,tag,true,undefined: onstant;
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int: 1;

nil: onstant;

ons: 2;

tuple: 2;

tuplenil: 1;

eqt:2;

element:2;

reord_new: 1;

reord_extrat:3;

reord_update: 4;

reord_updates: 3;

ase0:3;

loker2_promote_pending:2;

loker2_map_add_pending:3;

loker2_remove_pending:2;

loker2_add_pending:3;

loker2_map_promote_pending: 2;

ase1:4 ;

ase2: 3;

loker2_laim_lok: 3;

loker2_release_lok: 2;

loker2_map_laim_lok: 3;

ase3: 4;

loker2_obtainable: 2;

ase4: 3;

loker2_obtainables: 2;

ase5: 4;

loker2_hek_available: 2;

ase6: 4;

loker2_hek_availables: 2;

loker2_adduniq: 2;

ase7: 4;

equal: 2;

andt: 2;

ort: 2;

hd: 1;

tl: 1;

append: 2;

subtrat: 2;

delete: 2;

ase8: 4;

gen_tag: 1;

gen_modtageq: 2;

member: 2;

ase9: 4;

";

let trs_term = HTRS {trs_bool;trs_nat} sig_term my_vars "

eqt(nil,undefined) -> F;

eqt(nil,pid(N2)) -> F;

eqt(nil,int(N2)) -> F;

eqt(nil,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(nil,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(nil,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(a,nil) -> F;

eqt(a,a) -> T;

eqt(a,exl) -> F;

eqt(a,false) -> F;

eqt(a,lok) -> F;

eqt(a,loker) -> F;

eqt(a,mrlreord) -> F;

eqt(a,ok) -> F;

eqt(a,pending) -> F;

eqt(a,release) -> F;

eqt(a,request) -> F;

eqt(a,resoure) -> F;

eqt(a,tag) -> F;

eqt(a,true) -> F;

eqt(a,undefined) -> F;

eqt(a,pid(N2)) -> F;

eqt(a,int(N2)) -> F;

eqt(a,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(a,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(a,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(exl,nil) -> F;

eqt(exl,a) -> F;

eqt(exl,exl) -> T;

eqt(exl,false) -> F;

eqt(exl,lok) -> F;

eqt(exl,loker) -> F;

eqt(exl,mrlreord) -> F;

eqt(exl,ok) -> F;

eqt(exl,pending) -> F;

eqt(exl,release) -> F;

eqt(exl,request) -> F;

eqt(exl,resoure) -> F;

eqt(exl,tag) -> F;

eqt(exl,true) -> F;

eqt(exl,undefined) -> F;

eqt(exl,pid(N2)) -> F;

eqt(exl, eqt(false,int(N2))) -> F;

eqt(false,ons(H2,T2)) -> F;
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eqt(false,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(false,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(lok,nil) -> F;

eqt(lok,a) -> F;

eqt(lok,exl) -> F;

eqt(lok,false) -> F;

eqt(lok,lok) -> T;

eqt(lok,loker) -> F;

eqt(lok,mrlreord) -> F;

eqt(lok,ok) -> F;

eqt(lok,pending) -> F;

eqt(lok,release) -> F;

eqt(lok,request) -> F;

eqt(lok,resoure) -> F;

eqt(lok,tag) -> F;

eqt(lok,true) -> F;

eqt(lok,undefined) -> F;

eqt(lok,pid(N2)) -> F;

eqt(lok,int(N2)) -> F;

eqt(lok,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(lok,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(lok,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(loker,nil) -> F;

eqt(loker,a) -> F;

eqt(loker,exl) -> F;

eqt(loker,false) -> F;

eqt(loker,lok) -> F;

eqt(loker,loker) -> T;

eqt(loker,mrlreord) -> F;

eqt(loker,ok) -> F;

eqt(loker,pending) -> F;

eqt(loker,release) -> F;

eqt(loker,request) -> F;

eqt(loker,resoure) -> F;

eqt(loker,tag) -> F;

eqt(loker,true) -> F;

eqt(loker,undefined) -> F;

eqt(loker,pid(N2)) -> F;

eqt(loker,int(N2)) -> F;

eqt(loker,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(loker,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(loker,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(mrlreord,nil) -> F;

eqt(mrlreord,a) -> F;

eqt(mrlreord,exl) -> F;

eqt(mrlreord,false) -> F;

eqt(mrlreord,lok) -> F;

eqt(mrlreord,loker) -> F;

eqt(mrlreord,mrlreord) -> T;

eqt(mrlreord,ok) -> F;

eqt(mrlreord,pending) -> F;

eqt(mrlreord,release) -> F;

eqt(mrlreord,request) -> F;

eqt(mrlreord,resoure) -> F;

eqt(ok,resoure) -> F;

eqt(ok,tag) -> F;

eqt(ok,true) -> F;

eqt(ok,undefined) -> F;

eqt(ok,pid(N2)) -> F;

eqt(ok,int(N2)) -> F;

eqt(ok,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(ok,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(ok,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(pending,nil) -> F;

eqt(pending,a) -> F;

eqt(pending,exl) -> F;

eqt(pending,false) -> F;

eqt(pending,lok) -> F;

eqt(pending,loker) -> F;

eqt(pending,mrlreord) -> F;

eqt(pending,ok) -> F;

eqt(pending,pending) -> T;

eqt(pending,release) -> F;

eqt(pending,request) -> F;

eqt(pending,resoure) -> F;

eqt(pending,tag) -> F;

eqt(pending,true) -> F;

eqt(pending,undefined) -> F;

eqt(pending,pid(N2)) -> F;

eqt(pending,int(N2)) -> F;

eqt(pending,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(pending,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(pending,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(release,nil) -> F;

eqt(release,a) -> F;

eqt(release,exl) -> F;

eqt(release,false) -> F;

eqt(release,lok) -> F;

eqt(release,loker) -> F;

eqt(release,mrlreord) -> F;

eqt(release,ok) -> F;

eqt(request,mrlreord) -> F;
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eqt(request,ok) -> F;

eqt(request,pending) -> F;

eqt(request,release) -> F;

eqt(request,request) -> T;

eqt(request,resoure) -> F;

eqt(request,tag) -> F;

eqt(request,true) -> F;

eqt(request,undefined) -> F;

eqt(request,pid(N2)) -> F;

eqt(request,int(N2)) -> F;

eqt(request,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(request,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(request,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(resoure,nil) -> F;

eqt(resoure,a) -> F;

eqt(resoure,exl) -> F;

eqt(resoure,false) -> F;

eqt(resoure,lok) -> F;

eqt(resoure,loker) -> F;

eqt(resoure,mrlreord) -> F;

eqt(resoure,ok) -> F;

eqt(resoure,pending) -> F;

eqt(resoure,release) -> F;

eqt(resoure,request) -> F;

eqt(resoure,resoure) -> T;

eqt(resoure,tag) -> F;

eqt(resoure,true) -> F;

eqt(resoure,undefined) -> F;

eqt(resoure,pid(N2)) -> F;

eqt(resoure,int(N2)) -> F;

eqt(resoure,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(resoure,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(resoure,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(tag,nil) -> F;

eqt(tag,a) -> F;

eqt(tag,exl) -> F;

eqt(tag,false) -> F;

eqt(tag,lok) -> F;

eqt(tag,loker) -> F;

eqt(tag,mrlreord) -> F;

eqt(tag,ok) -> F;

eqt(tag,pending) -> F;

eqt(tag,release) -> F;

eqt(tag,request) -> F;

eqt(tag,resoure) -> F;

eqt(tag,tag) -> T;

eqt(tag,true) -> F;

eqt(tag,undefined) -> F;

eqt(tag,pid(N2)) -> F;

eqt(tag,int(N2)) -> F;

eqt(tag,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(tag,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(tag,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(true,nil) -> F;

eqt(true,a) -> F;

eqt(true,exl) -> F;

eqt(true,false) -> F;

eqt(true,lok) -> F;

eqt(true,loker) -> F;

eqt(true,mrlreord) -> F;

eqt(true,ok) -> F;

eqt(true,pending) -> F;

eqt(true,release) -> F;

eqt(true,request) -> F;

eqt(true,resoure) -> F;

eqt(true,tag) -> F;

eqt(true,true) -> T;

eqt(true,undefined) -> F;

eqt(true,pid(N2)) -> F;

eqt(true,int(N2)) -> F;

eqt(true,ons(H2,T2)) -> F;

eqt(true,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(true,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(undefined,nil) -> F;

eqt(undefined,a) -> F;

eqt(undefined,tuplenil(H2)) -> F;

eqt(pid(N1),nil) -> F;

eqt(pid(N1),a) -> F;

eqt(pid(N1),exl) -> F;

eqt(pid(N1),false) -> F;

eqt(pid(N1),lok) -> F;

eqt(pid(N1),loker) -> F;

eqt(pid(N1),mrlreord) -> F;

eqt(pid(N1),ok) -> F;

eqt(pid(N1),pending) -> F;

eqt(pid(N1),release) -> F;

eqt(pid(N1),request) -> F;

eqt(pid(N1),resoure) -> F;

eqt(pid(N1),tag) -> F;

eqt(pid(N1),true) -> F;

eqt(pid(N1),undefined) -> F;

eqt(pid(N1),pid(N2)) -> eqt(N1,N2);

eqt(pid(N1),int(N2)) -> F;

eqt(pid(N1),ons(H2,T2)) -> F;

eqt(pid(N1),tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(pid(N1),tuplenil(H2)) -> F;

eqt(int(N1),nil) -> F;

eqt(int(N1),a) -> F;

eqt(int(N1),exl) -> F;

eqt(int(N1),false) -> F;
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eqt(int(N1),lok) -> F;

eqt(int(N1),loker) -> F;

eqt(int(N1),mrlreord) -> F;

eqt(int(N1),ok) -> F;

eqt(int(N1),pending) -> F;

eqt(int(N1),release) -> F;

eqt(int(N1),request) -> F;

eqt(int(N1),resoure) -> F;

eqt(int(N1),tag) -> F;

eqt(int(N1),true) -> F;

eqt(int(N1),undefined) -> F;

eqt(ons(H1,T1),resoure) -> F;

eqt(ons(H1,T1),tag) -> F;

eqt(ons(H1,T1),true) -> F;

eqt(ons(H1,T1),undefined) -> F;

eqt(ons(H1,T1),pid(N2)) -> F;

eqt(ons(H1,T1),int(N2)) -> F;

eqt(ons(H1,T1),tuple(H2,T2)) -> F;

eqt(ons(H1,T1),tuplenil(H2)) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),nil) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),a) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),exl) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),false) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),lok) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),loker) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),mrlreord) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),ok) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),pending) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),release) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),request) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),resoure) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),tag) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),true) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),undefined) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),pid(N2)) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),int(N2)) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),ons(H2,T2)) -> F;

eqt(tuple(H1,T1),tuplenil(H2)) -> F;

eqt(tuplenil(H1),nil) -> F;

eqt(tuplenil(H1),a) -> F;

eqt(tuplenil(H1),exl) -> F;

eqt(tuplenil(H1),false) -> F;

eqt(tuplenil(H1),lok) -> F;

eqt(tuplenil(H1),loker) -> F;

eqt(tuplenil(H1),mrlreord) -> F;

eqt(tuplenil(H1),ok) -> F;

eqt(tuplenil(H1),pending) -> F;

eqt(tuplenil(H1),release) -> F;

eqt(tuplenil(H1),request) -> F;

eqt(tuplenil(H1),resoure) -> F;

eqt(tuplenil(H1),tag) -> F;

eqt(tuplenil(H1),true) -> F;

eqt(tuplenil(H1),undefined) -> F;

eqt(tuplenil(H1),pid(N2)) -> F;

eqt(tuplenil(H1),int(N2)) -> F;

eqt(tuplenil(H1),ons(H2,T2)) -> F;

eqt(tuplenil(H1),tuple(H2,T2)) -> F;

element(int(s(0)),tuplenil(T1)) -> T1;

element(int(s(0)),tuple(T1,T2)) -> T1;

eqt(tuplenil(H1),tuplenil(H2)) -> eqt(H1,H2);

element(int(s(s(N1))),tuple(T1,T2)) -> element(int(s(N1)),T2);

eqt(ons(H1,T1),ons(H2,T2)) -> and(eqt(H1,H2),eqt(T1,T2));

eqt(tuple(H1,T1),tuple(H2,T2)) -> and(eqt(H1,H2),eqt(T1,T2));

reord_new(lok) ->

tuple(mrlreord,

tuple(lok, tuple(undefined, tuple(nil, tuplenil(nil)))));

reord_extrat(tuple(mrlreord,

tuple(lok,

tuple(F0, tuple(F1, tuplenil(F2))))),lok,resoure) ->

tuple(mrlreord, tuple(lok, tuple(F0, tuple(NewF, tuplenil(F2)))));

reord_update(tuple(mrlreord,

tuple(lok,

tuple(F0, tuple(F1, tuplenil(F2))))),lok,pending,NewF) ->
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tuple(mrlreord, tuple(lok, tuple(F0, tuple(F1, tuplenil(NewF)))));

reord_updates(Reord,Name,nil) -> Reord;

reord_updates(Reord,Name,

ons(tuple(Field, tuplenil(NewF)),Fields)) ->

reord_updates(reord_update(Reord,Name,Field,NewF),Name,Fields);

loker2_map_promote_pending(nil,Pending) ->

nil;

loker2_map_promote_pending(ons(Lok,Loks),Pending) ->

ons(

loker2_promote_pending(Lok,Pending),

loker2_map_promote_pending(Loks,Pending));

loker2_map_laim_lok(nil,Resoures,Client) ->

nil;

loker2_map_laim_lok(ons(Lok,Loks),Resoures,Client) ->

ons(loker2_laim_lok(Lok,Resoures,Client),

loker2_map_laim_lok(Loks,Resoures,Client));

loker2_map_add_pending(nil,Resoures,Client) ->

nil;

loker2_promote_pending(Lok,Client) ->

ase0(Client,Lok,reord_extrat(Lok,lok,pending));

ase0(Client,Lok,ons(Client,Pendings)) ->

reord_updates(Lok,lok,ons(tuple(exl, tuplenil(Client)),

ons(tuple(pending, tuplenil(Pendings)),nil)));

ase0(Client,Lok,MCRLFree0) ->

Lok;

loker2_remove_pending(Lok,Client) ->

reord_updates(Lok,lok,ons(tuple(pending,

tuplenil(subtrat(reord_extrat(Lok,lok,pending),

ons(Client,nil)))),nil));

loker2_add_pending(Lok,Resoures,Client) ->

ase1(Client,Resoures,Lok,member(

reord_extrat(Lok,lok,resoure),Resoures));

ase1(Client,Resoures,Lok,true) ->
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reord_updates(Lok,lok,ons(tuple(pending,

tuplenil(append(reord_extrat(Lok,lok,pending),

ons(Client,nil)))),nil));

ase1(Client,Resoures,Lok,false) ->

Lok;

loker2_release_lok(Lok,Client) ->

ase2(Client,Lok,gen_modtageq(Client,reord_extrat(Lok,lok,exl)));

ase2(Client,Lok,true) ->

reord_updates(Lok,lok,ons(tuple(exllok,exl),nil));

ase4(Client,Lok,MCRLFree1) ->

false;

loker2_obtainables(nil,Client) ->

true;

loker2_obtainables(ons(Lok,Loks),Client) ->

ase5(Client,Loks,Lok,member(Client,reord_extrat(Lok,lok,pending)));

ase5(Client,Loks,Lok,true) ->

andt(loker2_obtainable(Lok,Client),loker2_obtainables(Loks,Client));

ase5(Client,Loks,Lok,false) ->

loker2_obtainables(Loks,Client);

loker2_hek_available(Resoure,nil) ->

false;

loker2_hek_available(Resoure,ons(Lok,Loks)) ->

ase6(Loks,Lok,Resoure,

equal(Resoure,reord_extrat(Lok,lok,resoure)));

ase6(Loks,Lok,Resoure,true) ->

andt(equal(reord_extrat(Lok,lok,exl),nil),

equal(reord_extrat(Lok,lok,pending),nil));

ase6(Loks,Lok,Resoure,false) ->

loker2_hek_available(Resoure,Loks);

loker2_hek_availables(nil,Loks) ->

true;

loker2_hek_availables(ons(Resoure,Resoures),Loks) ->

andt(loker2_hek_available(Resoure,Loks),

loker2_hek_availables(Resoures,Loks));
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loker2_adduniq(nil,List) ->

List;

append(ons(Head,Tail),List) ->

ons(Head,append(Tail,List));

subtrat(List,nil) ->

List;

subtrat(List,ons(Head,Tail)) ->

subtrat(delete(Head,List),Tail);

delete(E,nil) ->

nil;

delete(E,ons(Head,Tail)) ->

ase8(Tail,Head,E,equal(E,Head));

ase8(Tail,Head,E,true) ->

Tail;

ase8(Tail,Head,E,false) ->

ons(Head,delete(E,Tail));

gen_tag(Pid) ->

tuple(Pid, tuplenil(tag));

gen_modtageq(Client1,Client2) ->

equal(Client1,Client2);

member(E,nil) ->

false;

member(E,ons(Head,Tail)) ->

ase9(Tail,Head,E,equal(E,Head));

ase9(Tail,Head,E,true) ->

true;

ase9(Tail,Head,E,false) ->

member(E,Tail);";
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let sig_stak = signature "

push1s: 2;

pops: 1;

tops: 1;

istops: 2;

eqs:2;

empty:onstant;

stak:2;

pushs:2;

";

let trs_stak = HTRS {trs_bool; trs_term} sig_stak my_vars "

eqs(empty,empty) -> T;

eqs(empty,stak(E2,S2)) -> F;

eqs(stak(E1,S1),empty) -> F;

eqs(stak(E1,S1),stak(E2,S2)) -> and(eqt(E1,E2),eqs(S1,S2));

pushs(E1,S1) -> stak(E1,S1);

pops(stak(E1,S1)) -> S1;

tops(stak(E1,S1)) -> E1;

istops(E1,empty) -> F;

istops(E1,stak(E2,S1)) -> eqt(E1,E2);";

let sig_all = signature "

noalls: onstant ;

alls: 3 ;

eq: binary;

push: 3;

push1: 6;

pop: 2;

pop1: 5;

staked: 3;

staked1: 5";

let all_trs = HTRS {trs_bool;trs_stak;trs_term} sig_all my_vars "

eq(noalls,noalls) -> T;

eq(noalls,alls(E2,S2,CS2)) -> F;

eq(alls(E1,S1,CS1),noalls) -> F;

eq(alls(E1,S1,CS1),alls(E2,S2,CS2)) ->

and(eqt(E1,E2), and(eqs(S1,S2), eq(CS1,CS2)));

push(E1,E2,noalls) -> alls(E1,stak(E2,empty),noalls);

push(E1,E2,alls(E3,S1,CS1)) -> push1(E1,E2,E3,S1,CS1,eqt(E1,E3));

push1(E1,E2,E3,S1,CS1,T) -> alls(E3,pushs(E2,S1),CS1);

";

Prouvons la terminaison de e système grâe à CiME2. Les modules simpli�ant onsidérable-

ment les interprétations, nous pouvons ommener par herher des interprétations linéaires sur la

déomposition en modules minimaux :
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polyinterpkind ``linear'';

termrit ``minimal'';

Le système fournit alors une preuve en un peu moins de trois seondes

1

.

Pour des raisons de larté de nombreuses preuves de terminaison des modules sans règles ont été

omises. Cette omission est signalée par [...℄.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

[...℄

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ and(T,V_0) -> V_0,

and(V_0,T) -> V_0,

and(F,V_0) -> F,

and(V_0,F) -> F } (4 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ eqt(tuplenil(V_12),tuplenil(V_13)) -> eqt(V_12,V_13),

eqt(tuplenil(V_12),tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),int(V_11)) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),pid(V_11)) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),undefined) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),true) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),tag) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),resoure) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),request) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),release) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),pending) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),ok) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),mrlreord) -> F,

1

L'ordinateur est un biproesseur (P. III 933MHz) disposant de 2Go de mémoire vive et exploité par un système UNIX

(LINUX Debian).
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eqt(tuplenil(V_12),loker) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),lok) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),false) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),exl) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),a) -> F,

eqt(tuplenil(V_12),nil) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),tuple(V_13,V_15)) ->

and(eqt(V_12,V_13),eqt(V_14,V_15)),

eqt(tuple(V_12,V_14),ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),int(V_11)) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),pid(V_11)) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),undefined) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),true) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),tag) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),resoure) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),request) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),release) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),pending) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),ok) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),mrlreord) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),loker) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),lok) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),false) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),exl) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),a) -> F,

eqt(tuple(V_12,V_14),nil) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),ons(V_13,V_15)) ->

and(eqt(V_12,V_13),eqt(V_14,V_15)),

eqt(ons(V_12,V_14),int(V_11)) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),pid(V_11)) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),undefined) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),true) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),tag) -> F,

eqt(ons(V_12,V_14),resoure) -> F,

eqt(int(V_10),undefined) -> F,

eqt(int(V_10),true) -> F,

eqt(int(V_10),tag) -> F,

eqt(int(V_10),resoure) -> F,

eqt(int(V_10),request) -> F,

eqt(int(V_10),release) -> F,

eqt(int(V_10),pending) -> F,

eqt(int(V_10),ok) -> F,

eqt(int(V_10),mrlreord) -> F,

eqt(int(V_10),loker) -> F,
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eqt(int(V_10),lok) -> F,

eqt(int(V_10),false) -> F,

eqt(int(V_10),exl) -> F,

eqt(int(V_10),a) -> F,

eqt(int(V_10),nil) -> F,

eqt(pid(V_10),tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(pid(V_10),tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(pid(V_10),ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(pid(V_10),int(V_11)) -> F,

eqt(pid(V_10),pid(V_11)) -> eqt(V_10,V_11),

eqt(pid(V_10),undefined) -> F,

eqt(pid(V_10),true) -> F,

eqt(pid(V_10),tag) -> F,

eqt(pid(V_10),resoure) -> F,

eqt(pid(V_10),request) -> F,

eqt(pid(V_10),release) -> F,

eqt(pid(V_10),pending) -> F,

eqt(pid(V_10),ok) -> F,

eqt(pid(V_10),mrlreord) -> F,

eqt(pid(V_10),loker) -> F,

eqt(pid(V_10),lok) -> F,

eqt(pid(V_10),false) -> F,

eqt(pid(V_10),exl) -> F,

eqt(pid(V_10),a) -> F,

eqt(pid(V_10),nil) -> F,

eqt(undefined,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(undefined,a) -> F,

eqt(undefined,nil) -> F,

eqt(true,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(true,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(true,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(true,int(V_11)) -> F,

eqt(true,pid(V_11)) -> F,

eqt(true,undefined) -> F,

eqt(true,true) -> T,

eqt(true,tag) -> F,

eqt(true,resoure) -> F,

eqt(true,request) -> F,

eqt(true,release) -> F,

eqt(true,pending) -> F,

eqt(true,ok) -> F,

eqt(true,mrlreord) -> F,

eqt(true,loker) -> F,

eqt(true,lok) -> F,

eqt(true,false) -> F,

eqt(true,exl) -> F,

eqt(true,a) -> F,
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eqt(true,nil) -> F,

eqt(tag,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(tag,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(tag,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(tag,int(V_11)) -> F,

eqt(tag,pid(V_11)) -> F,

eqt(tag,undefined) -> F,

eqt(tag,true) -> F,

eqt(tag,tag) -> T,

eqt(tag,resoure) -> F,

eqt(tag,request) -> F,

eqt(tag,release) -> F,

eqt(tag,pending) -> F,

eqt(tag,ok) -> F,

eqt(tag,mrlreord) -> F,

eqt(tag,loker) -> F,

eqt(tag,lok) -> F,

eqt(tag,false) -> F,

eqt(tag,exl) -> F,

eqt(tag,a) -> F,

eqt(tag,nil) -> F,

eqt(resoure,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(resoure,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(resoure,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(resoure,int(V_11)) -> F,

eqt(resoure,pid(V_11)) -> F,

eqt(resoure,undefined) -> F,

eqt(resoure,true) -> F,

eqt(resoure,tag) -> F,

eqt(resoure,resoure) -> T,

eqt(resoure,request) -> F,

eqt(resoure,release) -> F,

eqt(resoure,pending) -> F,

eqt(resoure,ok) -> F,

eqt(resoure,mrlreord) -> F,

eqt(resoure,loker) -> F,

eqt(resoure,lok) -> F,

eqt(resoure,false) -> F,

eqt(resoure,exl) -> F,

eqt(resoure,a) -> F,

eqt(resoure,nil) -> F,

eqt(request,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(request,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(request,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(request,int(V_11)) -> F,

eqt(request,pid(V_11)) -> F,

eqt(request,undefined) -> F,
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eqt(request,true) -> F,

eqt(request,tag) -> F,

eqt(request,resoure) -> F,

eqt(request,request) -> T,

eqt(request,release) -> F,

eqt(request,pending) -> F,

eqt(request,ok) -> F,

eqt(request,mrlreord) -> F,

eqt(release,ok) -> F,

eqt(release,mrlreord) -> F,

eqt(release,loker) -> F,

eqt(release,lok) -> F,

eqt(release,false) -> F,

eqt(release,exl) -> F,

eqt(release,a) -> F,

eqt(release,nil) -> F,

eqt(pending,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(pending,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(pending,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(pending,int(V_11)) -> F,

eqt(pending,pid(V_11)) -> F,

eqt(pending,undefined) -> F,

eqt(pending,true) -> F,

eqt(pending,tag) -> F,

eqt(pending,resoure) -> F,

eqt(pending,request) -> F,

eqt(pending,release) -> F,

eqt(pending,pending) -> T,

eqt(pending,ok) -> F,

eqt(pending,mrlreord) -> F,

eqt(pending,loker) -> F,

eqt(pending,lok) -> F,

eqt(pending,false) -> F,

eqt(pending,exl) -> F,

eqt(pending,a) -> F,

eqt(pending,nil) -> F,

eqt(ok,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(ok,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(ok,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(ok,int(V_11)) -> F,

eqt(ok,pid(V_11)) -> F,

eqt(ok,undefined) -> F,

eqt(ok,true) -> F,

eqt(ok,tag) -> F,

eqt(ok,resoure) -> F,

eqt(mrlreord,resoure) -> F,

eqt(mrlreord,request) -> F,
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eqt(mrlreord,release) -> F,

eqt(mrlreord,pending) -> F,

eqt(mrlreord,ok) -> F,

eqt(mrlreord,mrlreord) -> T,

eqt(mrlreord,loker) -> F,

eqt(mrlreord,lok) -> F,

eqt(mrlreord,false) -> F,

eqt(mrlreord,exl) -> F,

eqt(mrlreord,a) -> F,

eqt(mrlreord,nil) -> F,

eqt(loker,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(loker,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(loker,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(loker,int(V_11)) -> F,

eqt(loker,pid(V_11)) -> F,

eqt(loker,undefined) -> F,

eqt(loker,true) -> F,

eqt(loker,tag) -> F,

eqt(loker,resoure) -> F,

eqt(loker,request) -> F,

eqt(loker,release) -> F,

eqt(loker,pending) -> F,

eqt(loker,ok) -> F,

eqt(loker,mrlreord) -> F,

eqt(loker,loker) -> T,

eqt(loker,lok) -> F,

eqt(loker,false) -> F,

eqt(loker,exl) -> F,

eqt(loker,a) -> F,

eqt(loker,nil) -> F,

eqt(lok,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(lok,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(lok,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(lok,int(V_11)) -> F,

eqt(lok,pid(V_11)) -> F,

eqt(lok,undefined) -> F,

eqt(lok,true) -> F,

eqt(lok,tag) -> F,

eqt(lok,resoure) -> F,

eqt(lok,request) -> F,

eqt(lok,release) -> F,

eqt(lok,pending) -> F,

eqt(lok,ok) -> F,

eqt(lok,mrlreord) -> F,

eqt(lok,loker) -> F,

eqt(lok,lok) -> T,

eqt(lok,false) -> F,
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eqt(lok,exl) -> F,

eqt(lok,a) -> F,

eqt(lok,nil) -> F,

eqt(false,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(false,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(false,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(exl,eqt(false,int(V_11))) -> F,

eqt(exl,pid(V_11)) -> F,

eqt(exl,undefined) -> F,

eqt(exl,true) -> F,

eqt(exl,tag) -> F,

eqt(exl,resoure) -> F,

eqt(exl,request) -> F,

eqt(exl,release) -> F,

eqt(exl,pending) -> F,

eqt(exl,ok) -> F,

eqt(exl,mrlreord) -> F,

eqt(exl,loker) -> F,

eqt(exl,lok) -> F,

eqt(exl,false) -> F,

eqt(exl,exl) -> T,

eqt(exl,a) -> F,

eqt(exl,nil) -> F,

eqt(a,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(a,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(a,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(a,int(V_11)) -> F,

eqt(a,pid(V_11)) -> F,

eqt(a,undefined) -> F,

eqt(a,true) -> F,

eqt(a,tag) -> F,

eqt(a,resoure) -> F,

eqt(a,request) -> F,

eqt(a,release) -> F,

eqt(a,pending) -> F,

eqt(a,ok) -> F,

eqt(a,mrlreord) -> F,

eqt(a,loker) -> F,

eqt(a,lok) -> F,

eqt(a,false) -> F,

eqt(a,exl) -> F,

eqt(a,a) -> T,

eqt(a,nil) -> F,

eqt(nil,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(nil,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt(nil,ons(V_13,V_15)) -> F,

eqt(nil,int(V_11)) -> F,
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eqt(nil,pid(V_11)) -> F,

eqt(nil,undefined) -> F } (296 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[T℄ = 0;

[F℄ = 0;

[int℄(X0) = 0;

[tuple℄(X0,X1) = X1 + X0 + 1;

[tuplenil℄(X0) = X0 + 1;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[undefined℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = X1 + X0 + 1;

[resoure℄ = 0;

[false℄ = 0;

[true℄ = 0;

[exl℄ = 0;

[tag℄ = 0;

[and℄(X0,X1) = X1 + X0;

[pid℄(X0) = X0 + 1;

[a℄ = 0;

[loker℄ = 0;

[ok℄ = 0;

[release℄ = 0;

[request℄ = 0;

[eqt℄(X0,X1) = 0;

['eqt`℄(X0,X1) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ push(V_7,V_8,noalls) -> alls(V_7,stak(V_8,empty),noalls),

push(V_7,V_8,alls(V_9,V_5,V_3)) -> push1(V_7,V_8,V_9,V_5,V_3,

eqt(V_7,V_9)) }

(2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ eqs(stak(V_7,V_5),stak(V_8,V_6)) -> and(eqt(V_7,V_8),eqs(V_5,V_6)),

eqs(stak(V_7,V_5),empty) -> F,

eqs(empty,stak(V_8,V_6)) -> F,

eqs(empty,empty) -> T } (4 rules)
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heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[T℄ = 0;

[F℄ = 0;

[int℄(X0) = 0;

[tuple℄(X0,X1) = 0;

[tuplenil℄(X0) = 0;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[undefined℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = 0;

[resoure℄ = 0;

[false℄ = 0;

[true℄ = 0;

[exl℄ = 0;

[tag℄ = 0;

[stak℄(X0,X1) = X1 + 1;

[and℄(X0,X1) = X1 + X0;

[pid℄(X0) = 0;

[a℄ = 0;

[loker℄ = 0;

[ok℄ = 0;

[release℄ = 0;

[request℄ = 0;

[eqt℄(X0,X1) = 0;

[empty℄ = 0;

[eqs℄(X0,X1) = 0;

['eqs`℄(X0,X1) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ eq(noalls,noalls) -> T,

eq(noalls,alls(V_8,V_6,V_4)) -> F,

eq(alls(V_7,V_5,V_3),noalls) -> F,

eq(alls(V_7,V_5,V_3),alls(V_8,V_6,V_4)) ->

and(eqt(V_7,V_8),and(eqs(V_5,V_6),eq(V_3,V_4))) } (4 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[T℄ = 0;

[F℄ = 0;

[int℄(X0) = 0;

[tuple℄(X0,X1) = 0;
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[tuplenil℄(X0) = 0;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[undefined℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = 0;

[resoure℄ = 0;

[false℄ = 0;

[true℄ = 0;

[exl℄ = 0;

[tag℄ = 0;

[stak℄(X0,X1) = 0;

[and℄(X0,X1) = X1 + X0;

[pid℄(X0) = 0;

[a℄ = 0;

[loker℄ = 0;

[ok℄ = 0;

[release℄ = 0;

[request℄ = 0;

[eqt℄(X0,X1) = 0;

[empty℄ = 0;

[eqs℄(X0,X1) = 0;

[noalls℄ = 0;

[alls℄(X0,X1,X2) = X2 + 1;

[eq℄(X0,X1) = 0;

['eq`℄(X0,X1) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ istops(V_7,stak(V_8,V_5)) -> eqt(V_7,V_8),

istops(V_7,empty) -> F } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ tops(stak(V_7,V_5)) -> V_7 } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ pops(stak(V_7,V_5)) -> V_5 } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :
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Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ ase9(V_34,V_33,V_35,false) -> member(V_35,V_34),

ase9(V_34,V_33,V_35,true) -> true,

member(V_35,nil) -> false,

member(V_35,ons(V_33,V_34)) -> ase9(V_34,V_33,V_35,equal(V_35,V_33)) }

(4 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ gen_modtageq(V_37,V_38) -> equal(V_37,V_38) } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ gen_tag(V_36) -> tuple(V_36,tuplenil(tag)) } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ ase8(V_34,V_33,V_35,false) -> ons(V_33,delete(V_35,V_34)),

ase8(V_34,V_33,V_35,true) -> V_34,

delete(V_35,nil) -> nil,

delete(V_35,ons(V_33,V_34)) -> ase8(V_34,V_33,V_35,equal(V_35,V_33)) }

(4 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ subtrat(V_32,ons(V_33,V_34)) -> subtrat(delete(V_33,V_32),V_34),

subtrat(V_32,nil) -> V_32 } (2 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[nil℄ = 0;
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[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[false℄ = 0;

[true℄ = 0;

[equal℄(X0,X1) = 0;

[delete℄(X0,X1) = X1;

[subtrat℄(X0,X1) = X0;

[ase8℄(X0,X1,X2,X3) = X0 + 1;

['subtrat`℄(X0,X1) = X1;

Termination proof found.

Cheking module:

{ append(ons(V_33,V_34),V_32) -> ons(V_33,append(V_34,V_32)) } (1 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[append℄(X0,X1) = X0;

['append`℄(X0,X1) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_adduniq(nil,V_32) -> V_32 } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ reord_extrat(tuple(mrlreord,tuple(lok,tuple(V_17,

tuple(V_18,tuplenil(V_19))))),lok,resoure)

-> tuple(mrlreord,tuple(lok,tuple(V_17,tuple(V_20,tuplenil(V_19))))) }

(1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_hek_available(V_29,nil) -> false,

loker2_hek_available(V_29,ons(V_27,V_28)) ->

ase6(V_28,V_27,V_29,equal(V_29,reord_extrat(V_27,lok,resoure))),
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ase6(V_28,V_27,V_29,false) -> loker2_hek_available(V_29,V_28),

ase6(V_28,V_27,V_29,true) ->

andt(equal(reord_extrat(V_27,lok,exl),nil),

equal(reord_extrat(V_27,lok,pending),nil)) }

(4 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_hek_availables(nil,V_28) -> true,

loker2_hek_availables(ons(V_29,V_30),V_28) ->

andt(loker2_hek_available(V_29,V_28),loker2_hek_availables(V_30,V_28)) }

(2 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[tuple℄(X0,X1) = 0;

[tuplenil℄(X0) = 0;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[resoure℄ = 0;

[reord_extrat℄(X0,X1,X2) = 0;

[false℄ = 0;

[true℄ = 0;

[equal℄(X0,X1) = 0;

[exl℄ = 0;

[andt℄(X0,X1) = 0;

[ase6℄(X0,X1,X2,X3) = 0;

[loker2_hek_availables℄(X0,X1) = 0;

[loker2_hek_available℄(X0,X1) = 0;

['loker2_hek_availables`℄(X0,X1) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ ase5(V_31,V_28,V_27,true) ->

andt(loker2_obtainable(V_27,V_31),loker2_obtainables(V_28,V_31)),
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ase5(V_31,V_28,V_27,false) -> loker2_obtainables(V_28,V_31),

loker2_obtainables(ons(V_27,V_28),V_31) ->

ase5(V_31,V_28,V_27,member(V_31,reord_extrat(V_27,lok,pending))),

loker2_obtainables(nil,V_31) -> true } (4 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 2 onstraints)

[tuple℄(X0,X1) = 0;

[tuplenil℄(X0) = 0;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[resoure℄ = 0;

[reord_extrat℄(X0,X1,X2) = 0;

[false℄ = 0;

[true℄ = 0;

[equal℄(X0,X1) = 0;

[member℄(X0,X1) = 0;

[loker2_obtainable℄(X0,X1) = 0;

[andt℄(X0,X1) = 0;

[loker2_obtainables℄(X0,X1) = 0;

[ase9℄(X0,X1,X2,X3) = 0;

[ase5℄(X0,X1,X2,X3) = 0;

['loker2_obtainables`℄(X0,X1) = X0;

['ase5`℄(X0,X1,X2,X3) = X1;

Termination proof found.

Cheking module:

{ ase4(V_31,V_27,V_40) -> false } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_map_laim_lok(nil,V_30,V_31) -> nil,

loker2_map_laim_lok(ons(V_27,V_28),V_30,V_31) ->

ons(loker2_laim_lok(V_27,V_30,V_31),

loker2_map_laim_lok(V_28,V_30,V_31)) }
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(2 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[nil℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[loker2_laim_lok℄(X0,X1,X2) = 0;

[loker2_map_laim_lok℄(X0,X1,X2) = X0;

['loker2_map_laim_lok`℄(X0,X1,X2) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ reord_update(tuple(mrlreord,tuple(lok,tuple(V_17,tuple(V_18,

tuplenil(V_19))))),lok,pending,V_20)

-> tuple(mrlreord,tuple(lok,tuple(V_17,tuple(V_18,tuplenil(V_20))))) }

(1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ reord_updates(V_21,V_22,nil) -> V_21,

reord_updates(V_21,V_22,ons(tuple(V_23,tuplenil(V_20)),V_24)) ->

reord_updates(reord_update(V_21,V_22,V_23,V_20),V_22,V_24) } (2 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[tuple℄(X0,X1) = 0;

[tuplenil℄(X0) = 0;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[reord_update℄(X0,X1,X2,X3) = 0;

[reord_updates℄(X0,X1,X2) = X0;

['reord_updates`℄(X0,X1,X2) = X2;

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.
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Cheking module:

{ ase2(V_31,V_27,true) ->

reord_updates(V_27,lok,ons(tuple(exllok,exl),nil)) } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_release_lok(V_27,V_31) ->

ase2(V_31,V_27,gen_modtageq(V_31,reord_extrat(V_27,lok,exl))) }

(1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ ase1(V_31,V_30,V_27,true) ->

reord_updates(V_27,lok,ons(tuple(pending,tuplenil(append(

reord_extrat(V_27, lok, pending), ons(V_31,nil)))),nil)),

ase1(V_31,V_30,V_27,false) -> V_27 } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ ase0(V_31,V_27,V_39) -> V_27,

ase0(V_31,V_27,ons(V_31,V_26)) ->

reord_updates(V_27,lok,ons(tuple(exl,tuplenil(V_31)),

ons(tuple(pending, tuplenil(V_26)),nil))) }

(2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_promote_pending(V_27,V_31) ->

ase0(V_31,V_27,reord_extrat(V_27,lok,pending)) } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_map_promote_pending(ons(V_27,V_28),V_25) ->

ons(loker2_promote_pending(V_27,V_25),

loker2_map_promote_pending(V_28,V_25)),

loker2_map_promote_pending(nil,V_25) -> nil } (2 rules)
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heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[tuple℄(X0,X1) = 0;

[tuplenil℄(X0) = 0;

[lok℄ = 0;

[mrlreord℄ = 0;

[nil℄ = 0;

[pending℄ = 0;

[ons℄(X0,X1) = X1 + 1;

[resoure℄ = 0;

[reord_extrat℄(X0,X1,X2) = 0;

[reord_update℄(X0,X1,X2,X3) = 0;

[reord_updates℄(X0,X1,X2) = X0;

[exl℄ = 0;

[ase0℄(X0,X1,X2) = X1;

[loker2_promote_pending℄(X0,X1) = X0;

[loker2_map_promote_pending℄(X0,X1) = X0;

['loker2_map_promote_pending`℄(X0,X1) = X0;

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_add_pending(V_27,V_30,V_31) ->

ase1(V_31,V_30,V_27,member(reord_extrat(V_27,lok,resoure),V_30)) }

(1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_remove_pending(V_27,V_31) ->

reord_updates(V_27,lok, ons(tuple(pending, tuplenil(subtrat(

reord_extrat(V_27, lok, pending), ons(V_31,nil)))),nil)) }

(1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ loker2_map_add_pending(nil,V_30,V_31) -> nil } (1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ reord_new(lok) ->

tuple(mrlreord,
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tuple(lok,tuple(undefined,tuple(nil,tuplenil(nil))))) }

(1 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{}

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ element(int(s(0)),tuplenil(V_14)) -> V_14,

element(int(s(0)),tuple(V_14,V_15)) -> V_14,

element(int(s(s(V_10))),tuple(V_14,V_15)) ->

element(int(s(V_10)),V_15) }

(3 rules)

heking eah of the 1 strongly onneted omponents :

heking omponent 1 (disjuntion of 1 onstraints)

[0℄ = 0;

[s℄(X0) = 0;

[int℄(X0) = 0;

[tuple℄(X0,X1) = X1 + X0 + 1;

[tuplenil℄(X0) = X0;

[element℄(X0,X1) = X1;

['element`℄(X0,X1) = X1;

Termination proof found.

Cheking module:

{ if(F,V_1,V_2) -> V_2,

if(T,V_1,V_2) -> V_1 } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ eq(T,T) -> T,

eq(F,F) -> T,



182 Chapitre V. Exemple

eq(T,F) -> F,

eq(F,T) -> F } (4 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ not(F) -> T,

not(T) -> F } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ imp(T,V_0) -> V_0,

imp(F,V_0) -> T } (2 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Cheking module:

{ or(F,F) -> F,

or(T,F) -> T,

or(F,T) -> T,

or(T,T) -> T } (4 rules)

heking eah of the 0 strongly onneted omponents :

Termination proof found.

Exeution time: 2.870000 se

- : unit = ()

CiME>

Remarque 24. � Ave l'approhe globale, auune solution n'a été trouvée en ne herhant que des

interpétations linéaires. Le gain des modules est don signi�atif quant à la nature des interprétations.

Nous présentons dans le tableau V.1 la omparaison en matières de temps et de plae mémoire

ave une tentative de preuve par approhe globale utilisant paires et graphes de dépendane.

Reherhe

Globale

Modulaire

Temps Mémoire

> 10 jours > 92,4Mo

2,8s 2,6Mo

TAB. V.1 Comparaison en temps et plae néessaires à la preuve de terminaison.



Chapitre VI

Conlusion

N

ous avons dé�ni, en introduisant la notion de modules de rériture (déf. 58), un adre général

partiulièrement adapté à l'étude de la struture intrinsèquement hiérarhique des systèmes de

rériture.

Les appliations à la preuve de terminaison sont nombreuses. L'étude modulaire permet

en effet une approhe inrémentale de la preuve. Nous obtenons en outre grâe aux paires

de dépendane relatives onstruites à partir des modules des ritères puissants tant dans le as

standard (théorèmes 18 et 19 et orollaires) que dans le as de la rériture modulo assoiativité et

ommutativité (théorèmes 27 et 28).

L'approhe parmodules ombine en fait plusieurs avantages. Tout d'abord notre politique onsistant

à affaiblir la notion de terminaison jusqu'à la terminaison C

E

, pour mieux alléger les ontraintes sur

les onstituants des hiérarhies, et la généralité du onept de modules nous permettent d'exprimer

diretement des résultats antérieurs (Kurihara & Ohuhi [52℄) omme de subsumer des méthodes dont

les prémisses sont plus ontraignantes au niveau de la nature des extensions ou enore sur une stratégie

partiulière à appliquer. Pour ne iter que deux exemples : les extensions propres sont en fait des

extensions de modules très ontraintes ; la restrition de la méthode des paires de dépendane relatives

au as de la rériture innermost permet quant à elle de retrouver des résultats de Arts & Giesl [5℄ qui

en deviennent don un as partiulier.

Les ontraintes sur les ordres obtenues à partir d'une analyse modulaire sont moins nombreuses

à haque étape que dans le as d'une analyse globale puisque seules les règles pertinentes entrent

en jeu. Elles sont également moins sévères, pour la même raison mais aussi grâe à l'utilisation de

paires relatives où, là enore, la généralité du adre d'étude permet l'appliation d'optimisations, en

partiulier par graphes de dépendane. À la fois plus faibles et moins nombreuses es ontraintes de

terminaison sont don plus failes à résoudre. Cette aisane est sensible au niveau de la simpliité des

interprétations (ou des préédenes) reherhées. La preuve de terminaison du système d'arithmétique

de Peàno assoiatif et ommutatif à l'aide d'interprétations polynomiales (exemple 51) en est une

illustration. En�n, le déoupage en modules ainsi que les ritères par paires relatives sont implantables

et favorisent don une reherhe automatique des preuves, la simpliité des ordres onvenables pour

es méthodes ajoutant alors l'ef�aité à l'automatisation. Ces résultats ont été implantés au sein du

système CiME2. Des preuves de terminaison sont suseptibles d'être trouvées de façon totalement

automatique en utilisant l'approhe modulaire : la rédution du temps passé par le système à résoudre

les ontraintes est spetaulaire.

CiME2 permet ainsi de traiter des systèmes volumineux, issus par exemple d'outils de spéi�ations

de proessus ommuniants omme�-CRL et dont la terminaison peut servir à garantir des propriétés de

183
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progression. Un système de e type omporte aisément un millier de règles, son éventuelle terminaison

peut dorénavant être prouvée automatiquement en quelques seondes.
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