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Introduction 

Contexte  

La commande prédictive a commencé à donner ses premiers résultats théoriques et 
pratiques à la fin des années 1970, notamment avec la méthode PFC [RRT78]. Dans les 
années 1980, plusieurs méthodes basées sur les mêmes concepts prédictifs ont été 
développées. Parmi ces méthodes, on peut citer la commande prédictive généralisée 
(GPC), développée par David Clarke et son équipe [CMT87], qui a été la technique la 
plus largement utilisée par la suite. Ces commandes prédictives possèdent toutes la 
même philosophie, à savoir créer un effet anticipatif, fondée sur les idées suivantes : 

• Utilisation d’un modèle du système pour prédire la sortie du système dans le 
futur. 

• Calcul de la suite de commandes à appliquer au système de façon à minimiser un 
critère à horizon fini portant sur l’écart entre la sortie prédite et la sortie future 
désirée. 

• Application du premier élément de la suite de commandes calculées. 

• Répétition du processus à la période d’échantillonnage suivante, selon le 
principe de l’horizon fuyant. 

La différence entre les structures prédictives existantes réside, notamment, dans 
l’utilisation de modèles et critères différents. Une introduction historique sur les 
diverses méthodes de commande prédictive peut être trouvée dans [BD96, BGW90, 
CB99]. Ces types de commande sont aujourd’hui groupés sous la dénomination 
« MPC », pour Model Predictive Control.  

En regardant de plus près les points communs de la commande prédictive, la Figure 1 
présente un diagramme temporel illustrant le critère minimisé dans ce type de 
commande. La suite des commandes futures est calculée par minimisation d’un critère 
portant classiquement sur l’erreur entre la trajectoire de référence et la sortie prédite, et 
l’énergie utilisée pour y parvenir. On voit donc l’intérêt de ce type de commande quand 
la trajectoire à suivre par le système est connue à l’avance, comme par exemple, dans le 
cas des robots, des machines outils ou des processus chimiques. 
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Passé Futur t t+j 

Sortie y 

Consigne w

Sortie prédite  

Commandes futures 

 

Figure 1 : Diagramme temporel du critère à minimiser 

Le régulateur obtenu avec une commande prédictive peut être représenté comme 
indiqué Figure 2. On constate effectivement que la sortie prédite par le modèle du 
système est utilisée pour l’obtention de la commande [BD96]. 

Processus 

Modèle 

Régulateur
uw y 

ŷ  

Calculateur 

Perturbations 

 

Figure 2 : Schéma bloc de la structure prédictive 

Grâce à ses concepts intuitifs et aux bons résultats obtenus, la commande prédictive a 
été implantée dans un grand nombre d’applications industrielles, parmi lesquelles il faut 
noter les processus chimiques, qui ont été les premiers à utiliser ce type de commande, 
les processus de distillation, l’industrie pétrolière et les systèmes électromécaniques tels 
que la commande d’axes de robot. Ces applications industrielles ont toutes un 
dénominateur commun : la connaissance de la trajectoire à suivre par le système dans le 
futur, au moins sur un certain horizon. La commande prédictive peut être appliquée aux 
systèmes multivariables et permet de contrôler un grand nombre de processus (instables, 
à retard pur, à non minimum de phase). La commande prédictive est, dans la plupart des 
cas, une commande discrète, même s’il existe malgré tout des commandes prédictives 
continues, voir par exemple [DG91]. 

Tous les développements des chapitres à venir se basent sur une approche discrète de la 
commande prédictive. Par ailleurs, même si les résultats méthodologiques obtenus 
s’avèrent généraux, on se focalisera essentiellement sur l’application à la Commande 
Prédictive Généralisée (GPC). 
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Sujet (motivations) 

Le travail de la présente thèse est axé sur la robustification de la commande prédictive 
généralisée (GPC).  

D’une part, par le choix de ses paramètres de réglage, GPC permet de retrouver le 
comportement de bon nombre de lois de commande (placement de pôles, modèle 
interne, etc.), voir [CMT87, MC96]. Des études sur l’ajustement des paramètres 
permettant d’obtenir une performance nominale et une certaine robustesse ont 
également été réalisées [CM89, BGW90]. Des méthodes d’autoréglage sont aussi 
possibles, comme indiqué dans [BD96]. 

D’autre part, en ce qui concerne la robustification d’une commande GPC, on peut citer 
les travaux réalisés depuis une dizaine d’années [KRC92, HCS95, YC95, FE97, 
AGW98], où l’on remarque déjà l’utilisation de l’outil fourni par la paramétrisation de 
Youla pour robustifier la loi de commande. Cependant, ces processus de robustification 
ne permettent pas toujours d’ajuster facilement le compromis entre la robustesse et la 
performance de la commande. Par ailleurs, la paramétrisation de Youla est un outil très 
général qui a déjà permis d’obtenir des résultats satisfaisants dans d’autres domaines, 
comme la synthèse ∞H  de correcteurs [MAC89, LKP93, BCY01], le séquencement de 
gains [CLE01] ou l’analyse de faisabilité d’un cahier de charges [HBA02]. Tout cela 
incite à utiliser cet outil pour la synthèse d’une méthodologie de robustification d’une 
structure de commande prédictive. 

Dès lors, la robustification d’une loi prédictive présentée dans ce travail a pour objectif 
la synthèse d’un correcteur invariant, permettant d’assurer la stabilité et la performance 
de la loi de commande face à des perturbations extérieures agissant sur le système, ainsi 
que face à des changements susceptibles de se produire sur le système, par exemple, des 
modifications structurelles de charge ou de température, ou des détériorations dans la 
vie du système. Ces changements sont alors considérés comme des incertitudes non 
structurées lors de la synthèse du correcteur. 

La méthodologie est développée pour un système mono-entrée/mono-sortie. Son 
application à des systèmes multivariables est possible et donne une perspective pour la 
suite des travaux. Par ailleurs, on travaille avec des systèmes LTI (linéaires et invariants 
dans le temps) et discrets. 

Organisation de la thèse 

La thèse est divisée en quatre chapitres. Les deux premiers développent la commande 
GPC et la paramétrisation de Youla d’un point de vue général et conceptuel. Ils ont pour 
but de préciser les bases théoriques nécessaires pour la suite. Le troisième chapitre est 
consacré à la méthodologie de robustification développée, et le dernier chapitre présente 
une application à un banc d’essai électromécanique. Voici, plus en détail, un résumé des 
aspects examinés dans chaque chapitre. 
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Chapitre 1 

Le chapitre 1 présente la commande GPC. On introduit la structure du correcteur RST 
polynomial obtenu et les méthodes utilisées dans la littérature pour améliorer la 
robustesse de ce type de correcteur. 

L’influence du polynôme C modélisant le bruit au sein de la structure CARIMA est tout 
particulièrement analysée, afin de préciser la nécessité d’une robustification 
performante. 

Chapitre 2 

Le chapitre 2 présente la paramétrisation de Youla, ainsi que ses principes et propriétés. 
Parmi ces dernières, il sera fait mention tout particulièrement des propriétés de 
convexité obtenues pour les spécifications sur la boucle fermée, traitées à la fin du 
chapitre. 

Chapitre 3 

Ce chapitre développe la méthode proposée pour la robustification d’une commande 
GPC. Le chapitre commence avec la paramétrisation de Youla d’un correcteur GPC. 
Ensuite, on définit les spécifications formulées pour robustifier un correcteur initial puis 
la transformation du problème en un problème d’optimisation convexe. L’étape 
suivante consiste à élaborer la méthode de résolution par programmation linéaire. Un 
correcteur satisfaisant les contraintes et minimisant le critère est obtenu. Enfin, le 
chapitre se termine sur des exemples en simulation et par la présentation d’un logiciel 
de CAO permettant d’effectuer ce type de robustification de façon itérative. 

Chapitre 4 

La méthodologie originale de robustification de la structure GPC proposée au chapitre 3 
est ici appliquée sur un banc d’essai électromécanique. Le banc d’essai comporte un 
moteur asynchrone contrôlé en position. Après la description du banc d’essai, on 
présente les résultats obtenus avec des lois de commande GPC robustifiées avec la 
méthode proposée. Ces résultats sont ensuite comparés à ceux obtenus avec une des 
structures de commande couramment utilisées dans ce type d’application, en 
l’occurrence, un PID avec filtrage de l’action dérivée et anticipation. La robustification 
tient compte d’incertitudes en haute fréquence, comme, par exemple, des dynamiques 
négligées ou des bruits de mesure, et des incertitudes sur l’inertie du système. Les essais 
prouvent que la méthode de robustification permet de gérer aisément le compromis 
entre robustesse et performance, synthétisant par la même occasion un correcteur plus 
performant que le correcteur initial. 
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1.1. Introduction 

Ce chapitre présente la commande prédictive généralisée (GPC) développée par David 
Clarke et son équipe dans les années 80 [CMT87]. 

Le chapitre peut être décomposé en quatre grandes parties. La première partie, soit, le 
paragraphe 1.2, présente la « philosophie » de cette commande prédictive et introduit le 
modèle de représentation du système utilisé par la commande GPC ainsi que le critère 
quadratique minimisé. La deuxième partie, paragraphes 1.3 et 1.4, développe 
l’élaboration du correcteur RST polynomial [AW97] correspondant à la commande 
GPC. Dans la troisième partie du chapitre, paragraphes 1.5 à 1.7, une étude sur la 
robustesse du correcteur obtenu est effectuée, en considérant tout particulièrement 
l’influence du paramètre C du modèle sur les caractéristiques de robustesse obtenues. 
Finalement, la quatrième partie, paragraphe 1.8, propose les principales méthodes, 
trouvées dans la littérature, de robustification de commande GPC [KRC92, HCS95, 
YC95, AGW98]. La présentation de ces méthodes permettra d’aborder la problématique 
liée à toute robustification et d’introduire l’approche adoptée pour la méthodologie 
développée aux chapitres suivants. 

La présentation de la commande GPC réalisée dans ce chapitre est avant tout axée sur 
l’étude de la robustesse du correcteur obtenu et la robustification d’un correcteur initial. 
Une étude approfondie de ce type de commande par rapport à d’autres stratégies de 
commande ainsi qu’une étude des multiples possibilités et variantes de la commande 
GPC peuvent être examinées, par exemple, dans les références [CM89, BGW90, CS91, 
RC91, YC93, BD96, MC96, CB99]. 

1.2. Le modèle et le critère 

Toute commande prédictive nécessite la connaissance d’un modèle afin de prédire le 
comportement futur du système. Dans la commande GPC, le modèle classiquement 
utilisé est le modèle CARIMA (Controlled AutoRegressive Integrated Moving 
Average), de la forme : 

)(
)(
)()1()()()( 1

1
11 t

q
qCtuqBtyqA ξ

−

−
−−

∆
+−=

 
(1.1)

u(t), y(t) et )(tξ  sont respectivement l’entrée, la sortie et le signal de perturbation du 
système. )(tξ  est considéré aléatoire et de moyenne nulle. Le polynôme C modélise 
l’influence du bruit sur le système. L’introduction de 11 1)( −− −=∆ qq  dans le modèle de 
bruit assure une action intégrale dans le correcteur et permet, donc, d’annuler toute 
erreur statique vis-à-vis d’une entrée ou d’une perturbation en échelon. L’utilisation de 
ce modèle de perturbation est en fait une conséquence de la présence de perturbations 
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de charge en échelon dans de nombreux processus industriels, celui-ci garantissant donc 
un comportement avec une erreur statique nulle face aux perturbations considérées. 
Ceci est une conséquence directe du principe du modèle interne. Ce principe [FW76, 
BGW90, AW97] dit que pour contrôler un système avec des perturbations instables, la 
dynamique de la perturbation doit apparaître dans la dynamique du régulateur. Ce 
modèle CARIMA est représenté Figure 1.1. 

 

y(t) u(t) 

ξ(t) 

)(
1

1−qA
 )( 11 −− qBq  

d(t) 

)(
)(

1

1

−

−

∆ q
qC

  

 

Figure 1.1 : Modèle CARIMA 

)( 1−qA , )( 1−qB  et )( 1−qC  sont des polynômes dans l’opérateur retard 1−q , définis par : 










+++=

+++=

+++=

−−−

−−−

−−−

c

c

b

b

a

a

n
n

n
n

n
n

qcqcqC

qbqbbqB

qaqaqA

KK

KK

KK

1
1

1

1
10

1

1
1

1

1)(

)(

1)(

 

(1.2)

Où les degrés des polynômes A, B et C sont respectivement na, nb et nc. La loi de 
commande GPC est obtenue par minimisation d’un critère quadratique portant sur les 
erreurs futures avec un terme de pondération sur les incréments de commande : 

[ ] ∑∑
==

−+∆++−+=
uN

j

N

Nj
jtujtwjtyJ

1

22 )1()()(ˆ
2

1

λ  (1.3)

avec uNjjtu ≥=+∆ pour 0)(  

1N  et 2N  définissent les horizons de prédiction sur la sortie et uN  l’horizon de 
prédiction sur la commande. λ  est un coefficient de pondération sur la commande, w 
représente la consigne à suivre, ŷ  la prédiction de la sortie, obtenue à partir d’un 
prédicteur polynomial optimal, et u la commande.  
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1.3. Structure du prédicteur optimal 

On s’intéresse ici à prédire la sortie du modèle à l’instant j, en fonction des données 
connues, c’est à dire, la sortie jusqu’à l’instant t et la commande jusqu’à l’instant 1−t . 
La démarche suivie est celle de [BGW90]. 

La valeur de la sortie à l’instant t+j est compte tenu de (1.1) : 

)(
)()(

)()1(
)(
)()( 11

1

1

1

jt
qqA

qCjtu
qA
qBjty +

∆
+−+=+ −−

−

−

−

ξ
 

(1.4)

Le terme )(
)()(

)(
11

1

jt
qqA

qC
+

∆ −−

−

ξ  peut être décomposé en une partie dépendante des 

valeurs futures de ξ et en une deuxième partie dépendante des valeurs passées de ξ, 
d’où la relation : 

)(
)()(

)(
)()()1(

)(
)()( 11

1
1

1

1

t
qqA

qF
jtqEjtu

qA
qBjty j

j ξξ −−

−
−

−

−

∆
+++−+=+  (1.5)

Ej et Fj sont donnés par la résolution de l’équation diophantienne suivante : 

)()()()()( 11111 −−−−−− +∆= qFqqqAqEqC j
j

j  (1.6)

Remarques : 

1) De façon pratique, Ej et Fj peuvent être trouvés par division polynomiale, sous la 
forme : 

aj

njn

j

j

njn

j

nqF
qAq
qCqqF

jqE
qAq
qCqqE

ca

ca

=







∆

=

−=
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−+

)( de degré
)()(
)(reste)(

1)( de degré
)()(
)()(

 

Les polynômes sont exprimés alors en puissances positives de q. Pour un 
polynôme )(qP  de degré pn , on notera donc :  

pnqqPqP −− = )()( 1  

Ainsi, pour le polynôme jF , il faut prendre en compte que si ac njn >− , )(qFj  a 
des coefficients avec puissances négatives de q. On a : 

),max()( de degré)()( 11 jnnqFqqFqF caj
n

jj
a −== −−−  
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2) Notons que l’équation diophantienne (1.6) peut également être résolue de façon 
itérative, voir par exemple [BD96]. 

Les valeurs passées de )(tξ  peuvent être déduites des valeurs passées connues à 
l’instant t : les mesures y jusqu’à l’instant t et les commandes u jusqu’à l’instant 1−t . A 
partir du modèle (1.1), on obtient : 

)(
)1()()()()()()( 1

1111

−

−−−− −∆−∆
=

qC
tuqqBtyqqAtξ  (1.7)

Soit en remplaçant dans (1.5)  : 
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ty
qC
qF

jtqEjtu
qA
qBjty jj

j ξ  (1.8)

En développant et avec (1.6) on obtient : 

)1(
)(
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)()()(

)(
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)( 1

11
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1

−+∆+++=+ −

−−
−

−

−

jtu
qC

qEqB
jtqEty

qC
qF

jty j
j

j ξ  (1.9)

Le terme qui multiplie la commande peut être divisé en deux parties ; de cette façon, on 
fait apparaître les commandes passées et futures. On a : 

)()()1(
)(
)(

)1()()(
)(
)(

)( 1
1

1
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jtqEtu
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jtuqGty
qC
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−
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−

ξ  (1.10)

jG  et jH  sont donnés par la résolution de l’équation diophantienne suivante : 

)()()()()( 11111 −−−−−− += qHqqCqGqBqE j
j

jj  (1.11)

Remarque : 

De façon pratique, jG  et jH  peuvent être trouvés par division polynomiale, sous 
la forme : 

1)(H de degré
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Pour le polynôme jH , il faut prendre en compte que si 11 −>− cb nn , )(qH j  
possède des coefficients avec puissances négatives de q. On a : 

)1,1max()( de degré)()( 111 −−== −+−−
bcj

n
jj nnqHqqHqH c  

Le prédicteur optimal est enfin défini en considérant que la meilleure prédiction du bruit 
dans le futur est sa moyenne (supposée nulle ici), soit : 

)1(
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j  (1.12)

1.4. Minimisation du critère – Structure du régulateur 
polynomial 

La minimisation du critère nécessite la mise sous forme matricielle de l’équation de 
prédiction (1.12) et de la fonction de coût (1.3), soit respectivement : 
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Les valeurs { }ig  correspondent aux coefficients de la réponse indicielle du modèle 
[CMT87]. La mise sous forme matricielle suit [BD96] avec le polynôme C intervenant 
ici explicitement pour observer son influence au sein du régulateur obtenu. 

La minimisation analytique du critère conduit à la séquence optimale de commandes 
futures : 

])1(
)(

1)(
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1[~
11 wihifNu −−∆+−= −− tu

qC
ty

qCopt  (1.13)

avec : 
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De façon classique en commande prédictive, seule la première valeur de la séquence 
(1.13) est appliquée au système, selon le principe de l’horizon fuyant : 
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1 tu
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Il est enfin possible, à partir de la relation ci-dessus, de déduire la représentation 
polynomiale du régulateur équivalent, comme indiqué Figure 1.2. Cette structure RST 
classique permet l’implantation de la loi de commande par une simple équation aux 
différences : 
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(1.14)

Les trois polynômes prennent la forme suivante : 
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)( 1−qT   
w(t+N2) y(t) u(t) 

)( 1−qR

)(
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)( 11 −− qBq
)(

1
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Figure 1.2 : Structure du régulateur polynomial équivalent 

Notons que T est volontairement choisi ici causal (puissance de 1−q ), en considérant 
que le signal de consigne est )( 2Ntw +  et non )(tw . 

1.5. Fonction de transfert en boucle fermée 

Cette structure Figure 1.2 permet de déduire les fonctions de transfert entrée/sortie et 
perturbation/sortie, de façon à examiner l’influence du polynôme C sur les transferts en 
boucle fermée [BGW90]. 

A partir de (1.1) et (1.14), la boucle fermée est donnée par : 
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On arrive à : 

( )
)()()()1()()(

)()()()()()(

11
2

11

111111

tqCqSNtwqTqB

tyqqRqBqqSqA

ξ−−−−

−−−−−−

+−+

=+∆
 (1.15)

On note que le polynôme caractéristique de la boucle fermée est : 

1111111 )()()()()()( −−−−−−− +∆= qqRqBqqSqAqPc  (1.16)

En remplaçant R et S par les expressions trouvées en (1.14), on a : 
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avec : 
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A partir de (1.6) et (1.11), on trouve : 
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Il vient en substituant dans la relation précédente : 
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(1.17)

Où cA  dépend des paramètres de réglage 1N , 2N , uN  et λ. 

Le polynôme C se retrouve donc en facteur du polynôme caractéristique. En revenant 
sur le transfert en boucle fermée (1.15) et en décomposant )( 1−qT  en deux parties, on 
a : 
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et la boucle fermée : 
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On constate alors avec cette dernière expression que le transfert en boucle fermée entre 
l’entrée et la sortie n’est pas modifié par le polynôme C. Il faut remarquer que cela n’est 
vrai toutefois que dans le cas où le modèle est parfait. 

D’autre part, C a une influence sur le transfert entre la perturbation et la sortie. Dans le 
cas de simulations, on utilise plutôt le transfert entre le signal de perturbation d(t) 
(indiqué Figure 1.2) et la sortie ; la relation (1.18) devient : 
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On remarque clairement ici le rôle d’observateur que joue le polynôme C. En fait, le 
polynôme caractéristique cP , relation (1.16), est décomposé en un polynôme de 
commande cA  et en un polynôme observateur correspondant au polynôme C, voir 
[AW97]. 

On peut aussi envisager de décrire la commande GPC en raisonnant avec des 
représentations dans l’espace d’état, voir [BO87, OC93, KDR94, LMG94]. Dans ce cas, 
la boucle fermée sera décomposée en un retour d’état défini par cA  et un observateur 
correspondant au polynôme C. Lorsque 1=C , les pôles de l’observateur de la loi de 
commande sont placés à l’origine. 

Remarque : 

On peut vérifier que le gain statique de la boucle fermée est unitaire. Le gain est 

donné par 
)1(

)1()1( 1
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TB , avec : 
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De (1.17) et en remarquant que 0)1( =∆ , il vient : 
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D’autre part, on peut aussi vérifier que les deux polynômes R et T ont le même 
gain statique. On a : 
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A partir de (1.6), on déduit que )1()1( jFC = , et donc )1()1( RT = . 

1.6. Relation entre les correcteurs RST pour 1=C  et 1≠C  

A partir des équations diophantiennes (1.6) et (1.11) pour 1=C  et 1≠C , on déduit les 
résultats suivants : (On note « X ′  » les résultats pour 1=C  et « X  » les résultats pour 

1≠C ), voir [YC95]. 
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Pour (1.6), on a respectivement : 
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En multipliant la deuxième par la première, il vient : 
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d’où : 
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La substitution de cette dernière expression dans la relation définissant R fournit : 
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avec : 
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L’équation (1.11) procure les expressions respectives : 
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En isolant jG  dans la première et en la remplaçant dans la deuxième, il vient : 
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d’où : 
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On remplace cette dernière expression dans la relation donnant S : 
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Pour le polynôme T, on a : 

TCT ′=  

Le régulateur RST lorsque 1≠C  s’exprime donc en fonction de celui pour 1=C  à 
l’aide des 3 relations suivantes : 

CTT
MACRR

BMqCSS
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∆+′=

−′= −1

 (1.21)

Avec ces expressions, on peut représenter le correcteur comme indiqué Figure 1.3. 
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Figure 1.3 : Régulateur polynomial équivalent pour 1≠C , 
en fonction de celui obtenu avec 1=C  

(1.21) permet de déduire la boucle fermée et de constater que le transfert entrée/sortie 
n’est pas modifié par C. En effet, en remplaçant R, S et T dans (1.15), il vient : 
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On arrive à l’équation de la boucle fermée (1.18). 
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Remarque : 

Les j premiers termes (puissances basses) de jj EEC −′  sont nuls, car en 
réécrivant (1.19) comme suit : 

)()( jj
j

jj FCFqAEEC ′−=∆−′ −  (1.22)

on constate que la multiplication par jq−  du polynôme )( jj FCF ′−  indique que les 
premiers j termes du polynôme de droite de la relation (1.22) sont nuls, ce qui 
implique que les j premiers termes de jj EEC −′  sont nuls. En outre, le degré du 
polynôme jEC ′  est 1−+ jnc , et celui de jE  est 1−j , donc le degré de jj EEC −′  
est 1−+ jnc . Par ailleurs, le polynôme M est déterminé par (1.20). Dans cette 
relation, le polynôme jj EEC −′  est multiplié par jq , en sélectionnant les derniers 

cn  termes de ce polynôme. Cela signifie que le calcul de E  n’est pas 
indispensable à l’élaboration de M. 

1.7. Rôle du polynôme C 

On peut analyser le rôle du polynôme C de deux façons. Dans le cas où l’on connaît le 
polynôme C du système ou une estimation du bruit agissant sur le système, le polynôme 
C sert à réaliser une prédiction optimale de la sortie dans le sens de la minimisation de 
la variance. Dans ce cas, on peut voir C comme un filtrage, permettant d’atténuer 
l’erreur de prédiction. 

D’autre part, on peut se servir de C comme un paramètre du système servant à 
robustifier la commande. C peut être vu, alors, comme un observateur ou un préfiltrage 
du système. Dans ce cas, on perd l’optimalité dans la prédiction, mais on augmente la 
robustesse. 

1.7.1. Rôle de filtrage 

L’expression de la prédiction à j-pas (1.12) peut s’écrire : 

)(
)1()()1(

)(
)()()/(ˆ 1

1
1

1
−

−
−

− −∆
+−+∆+=+

qC
tuqHjtuG

qC
tyqFtjty jjj

 

C a un effet de filtrage sur y et u. On peut dire que la prédiction effectuée en GPC est 
réalisée à partir des données filtrées de y et u. De cette façon, on donne plus ou moins 
d’importance à une certaine bande du spectre des données. Si, par exemple, on sait que 
l’on a un bruit en haute fréquence ou que le modèle ne représente pas bien les 
dynamiques à haute fréquence, on accordera moins de confiance aux données mesurées 
à haute fréquence et, dans ce cas, on les fera intervenir dans la structure avec un poids 
moindre.  
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C=1 impose la même confiance dans toute la bande de fréquences. 

Considérons à titre d’exemple un système avec un bruit de mesure à haute fréquence. 
On peut le représenter par le schéma de la Figure 1.4 : 

)( 1−qE

)(tym

)(
)(

1

11

−

−−

qA
qBq

)(tv f

)(tv

)(ty)(tu  

 

Figure 1.4 : Système avec bruit à haute fréquence en sortie 

Ce qui se traduit par le modèle CARIMA de la Figure 1.5. 
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Figure 1.5 : Modèle CARIMA du système avec bruit de mesure 

La simulation a été effectuée avec le système 1/(1+s), (s variable de Laplace), pour une 
période d’échantillonnage de 0,1 secondes, et un filtre pour le bruit blanc )(tξ  de 
variance 0,0025 de fonction de transfert 20/(20+s). On obtient : 

11

1

11

1353,01)(
0952,0)(

9048,01)(
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−=

=

−=

qqE
qB

qqA
 

Les paramètres de réglage choisis pour la structure GPC, conduisant à un comportement 
stable bien amorti, sont : 

11 =N , 52 =N , 1=uN  et 1=λ . 

Comparons alors les régulateurs obtenus avec 1=C  et EAC = . 
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• Pour 1=C , on obtient le régulateur polynomial suivant : 

)4593,01279,11)(5266,02901,01(2867,0)(
1)(

)7378,01(4981,3)(

21211

1

11

−−−−−

−

−−
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−=′

qqqqqT
qS

qqR
 

• Pour EAC = , on obtient le régulateur polynomial suivant : 

)()(
)1353,01)(9048,01(
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Les pôles de la boucle ouverte corrigée et de la bouclée fermée sont donnés par le 
Tableau 1.1. 
 

 Boucle ouverte Boucle fermée 

1=C  9048,0
1

2

1
=
=

z
z  

0,2036j0,786
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z
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EAC =  

1385,0
0,6443
0,9048
1
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1

=
=
=
=

z
z
z
z
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2

1
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=

z
z
z

 

Tableau 1.1 : Pôles obtenus avec les correcteurs conçus  
avec 1=C  et EAC =  

Les pôles de la boucle fermée pour EAC =  sont les mêmes que dans le cas 1=C , car 
la boucle fermée, dans le transfert wym / , n’est pas modifiée par C. 

Le Tableau 1.2 compare les différentes caractéristiques du système corrigé obtenues 
avec chaque régulateur. 
 

 Marge  
de phase 

Marge  
de gain 

Marge  
de retard dσmax  cσmax  

1=C  55,5° 16,5dB 2,5Te <2dB <2dB 

EAC =  60,9° 32,3dB 4,8Te <3dB <0,2dB 

Tableau 1.2 : Caractéristiques des correcteurs conçus  
avec 1=C  et EAC =  
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Dans le cas d’un système contrôlé par un correcteur RST, la fonction de sensibilité 
directe1 dσ  représente le transfert entre le bruit de mesure )(tv f  et la sortie )(tym  de la 
Figure 1.6. La sensibilité complémentaire cσ  représente le transfert entre )(tv f  et la 
sortie )(ty . Il faut remarquer que dσ  et cσ  ne représentent pas la même chose qu’avec 
un correcteur à retour unitaire et sans préfiltrage. En assurant un module inférieur à 6dB 
pour dσ  et un module inférieur à 3dB pour cσ , on garantit certaine robustesse de la 
commande. Cela veut dire que le tracé de Black de la boucle ouverte corrigée passe à 
une certaine distance du point critique, voir Figure 1.9. Dans le chapitre 3, on verra 
l’influence de ces fonctions de sensibilité sur la stabilité face à des incertitudes non 
structurées. 

Afin de comparer les deux régulateurs obtenus, C peut être introduit dans la boucle, 
comme représenté Figure 1.6. 
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Figure 1.6 : Régulateur polynomial avec C dans la boucle 

Comparons alors, Tableau 1.3, les transferts C/S et R/C pour 1=C  et EAC = . 
 

 C/S R/C 

1=C  1 
1

)7378,01(4981,3 1−− q  

EAC =  
)1385.01)(6443.01(
)1353.01)(9048.01(

11

11

−−

−−

−−
−−

qq
qq

)1385.01)(9048.01(
)9048.01(793,0

11

1

−−

−

−−
−

qq
q  

Tableau 1.3 : Comparaison des transferts C/S et R/C 

On constate que choisir EAC =  introduit un transfert dans C/S, correspondant à une 
avance de phase. Dans R/C, on introduit un filtre passe-bas, avec )1353,01( 1−− q , 
correspondant à E. Les représentations fréquentielles de ces différents transferts sont 
visualisées Figure 1.7. 

                                                 
1 Les fonctions de sensibilité directe et complémentaire sont données par : 
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Figure 1.7 : Diagrammes de Bode des transferts C/S et R/C 

En regardant ces modifications, on peut constater que, d’une part, le filtrage introduit 
dans le retour pour le choix EAC =  va filtrer le bruit de mesure et, donc, va diminuer 
son effet dans le système et, d’autre part, l’avance de phase, introduite pour ce même 
choix dans la chaîne directe, va faire que le transfert entrée/sortie ne soit pas modifié. 

Les figures suivantes illustrent pour les deux configurations de C la réponse à un 
échelon de consigne, le rejet d’une perturbation en échelon d’amplitude 0,1 au point d et 
l’effet du bruit à haute fréquence )(tv f  à la sortie. 
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Figure 1.8 : Réponses à un échelon de consigne,  
perturbation et bruit à la sortie 

La réponse à un échelon de consigne est la même, car le transfert en boucle fermée n’est 
pas influencé par C. Le rejet de perturbation est plus lent avec EAC = . Quant au bruit 
de sortie, on peut voir que son effet dans la commande est plus important avec 1=C . 
Avec EAC = , on a effectivement introduit un filtrage. 

Les diagrammes fréquentiels pour les deux cas sont données Figure 1.9 : 
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Figure 1.9 : Diagrammes de Bode et de Black de la boucle ouverte 
corrigée 

À partir des diagrammes de Bode et de Black, on constate que les marges de phase et de 
gain on été augmentées par le choix EAC = . Le tracé de Bode montre que la 
dynamique de la boucle a cependant diminué, engendrant, par exemple, un rejet de 
perturbation plus lent. Cette perte de dynamique dans la boucle est compensée par le 
polynôme T au niveau du transfert entrée/sortie, de sorte que la dynamique de poursuite 
reste la même. 

Les réponses fréquentielles des transferts perturbation/sortie et perturbation/commande 
sont reportées Figure 1.10. 
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Figure 1.10 : Transferts perturbation/sortie  
et perturbation/commande 

Le rejet de perturbations à basses fréquences est plus lent pour 1≠C . En revanche, à 
hautes fréquences, l’influence de la perturbation sur la commande est moins importante 
pour 1≠C . 

Les représentations fréquentielles des transferts bruit mf yv  sortie/  et bruit 
commande/fv  sont données Figure 1.11. 
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Figure 1.11 : Transferts bruit/sortie (fonction de sensibilité directe)  
et bruit/commande 

On s’aperçoit que les mêmes remarques que lors du cas précédent demeurent. A basses 
fréquences, l’effet du bruit sur la sortie est plus important pour 1≠C  et plus ou moins 
le même sur la commande dans les deux cas. A hautes fréquences, l’effet du bruit sur la 
sortie est un peu plus faible avec 1≠C , et l’effet sur la commande est beaucoup moins 
important pour 1≠C . Le transfert bruit/sortie correspond par ailleurs à la fonction de 
sensibilité directe. Il faut remarquer qu’avec un retour unitaire l’augmentation du gain 
de cette fonction à basses fréquences correspond à une perte de performance en suivi de 
consigne. Dans notre cas, cependant, cette équivalence n’existe pas, car le retour n’est 
pas unitaire et le préfiltrage T vient modeler la réponse. L’erreur de poursuite reste la 
même, car la dynamique de poursuite n’est pas modifiée par C. 

La fonction de sensibilité complémentaire et la représentation fréquentielle de la boucle 
fermée corrigée sont représentées dans le plan de Bode, Figure 1.12 : 
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Figure 1.12 : Fonction de sensibilité complémentaire 
et représentation fréquentielle de la boucle fermée 

Les évolutions de la fonction de sensibilité complémentaire traduisent avec EAC =  
une augmentation de la robustesse face à des incertitudes en haute fréquence. Par 
ailleurs, le diagramme de Bode de la boucle fermée montre que le transfert entrée/sortie 
n’est pas modifié par C. 
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Considérons pour conclure l’allure fréquentielle du correcteur, traduite Figure 1.13 par 
le diagramme de Bode du rapport SR ∆/ . 
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Figure 1.13 : Diagramme de Bode du correcteur 

On constate que le caractère intégrateur du correcteur est conservé ; on remarque 
également l’effet de filtrage à haute fréquence. 

En conclusion : 

La connaissance du polynôme C générateur du bruit agissant sur le système 
permet de faire une prédiction optimale de la sortie du système et, de cette façon, 
de minimiser l’effet du bruit dans la régulation. Cette minimisation est effectuée 
par un changement de la dynamique de régulation et sans changement dans le 
transfert entrée/sortie en boucle fermée. Le choix d’un polynôme C entraîne donc 
une modification de la dynamique de régulation mais n’a pas d’influence sur le 
transfert entrée/sortie en boucle fermée. 

1.7.2. Rôle de robustification de la loi de commande 

1.7.2.1. Robustesse en stabilité 

Considérons le système de la Figure 1.14. 

w(t) 
)( 1−qK )( 1

0
−qG

y(t) u(t) 

 

Figure 1.14 : Système bouclé pour analyse de la robustesse 

On notera )( 1−qG  la transmittance modélisant le système et )( 1
0

−qG  le système réel. Le 
Théorème 1.1, basé sur le critère de stabilité de Nyquist, donne les conditions de 
stabilité du système bouclé [AW97, DUC94, GO01]. 
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Théorème 1.1 

Le système de la Figure 1.14 est stable si : 

• Le système bouclé avec )( 1−qG  est stable. 

• )( 1−qG  et )( 1
0

−qG  ont le même nombre de pôles à l’extérieur du cercle 
unité. 

• Si )( 1
0

−qG  a des pôles sur le cercle unité, ceux-ci sont aussi pôles de 
)( 1−qG . 

• La condition suivante est satisfaite pour [ ]πω ,0∈∀ . 

)()(1)()()()( 0
ωωωωωω jjjjjj eKeGeKeGeKeG −−−−−− +<−  (1.23)

Cette condition peut s’interpréter graphiquement sur le diagramme de Nyquist, comme 
montré Figure 1.15. 

|1+GK|

-1 
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Re 
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GK  

Figure 1.15 : Interprétation de la condition de robustesse en stabilité 

La stabilité est garantie si, pour tout point du lieu de Nyquist nominal )()( ωω jj eKeG −− , 
le cercle de centre GK  et de rayon KGGK 0−  ne contient pas le point )1(− . 

1.7.2.2. Condition de stabilité dans le cas du correcteur GPC 

Appliquons la condition précédente relation (1.23) au système de la Figure 1.2. On a : 
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En considérant (1.16), il vient : 
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Plus la partie droite de l’inégalité sera grande, plus notre système sera robuste face aux 
incertitudes de modèle. Ce transfert est donc une marge de robustesse du système, que 
l’on va nommer rB . 

En considérant la relation (1.17), cc ACP = , on obtient : 
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r  (1.25)

A et cA  sont fixés respectivement par le modèle et les paramètres de réglage ( 1N , 2N , 
uN  et λ). Il nous reste C pour augmenter la robustesse. 

Si l’on veut augmenter la marge de robustesse rB  à haute fréquence, il faudra que C/R 
soit un filtre passe-haut. Malheureusement, les caractéristiques fréquentielles de R et C 
ne peuvent pas être choisies facilement, car R dépend de C. Dans l’exemple précédent, 
paragraphe 1.7.1, on a obtenu un comportement passe-bas pour R/C avec l’introduction 
de C, comme on peut le voir dans la Figure 1.7, ce qui a comme effet une augmentation 
de la robustesse à haute fréquence. 

Remarque : 

En basses fréquences, cette quantité rB  est égale au gain du modèle. En effet : 
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Reprenons le système de l’exemple précédent et comparons maintenant les marges de 
robustesse rB  pour les cas 1=C  et EAC = . Dans le deuxième cas, la marge de 
robustesse est plus grande, notamment à haute fréquence, comme illustré Figure 1.16. 
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Figure 1.16 : Marges de robustesse rB  pour 1=C  et EAC =  
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Le polynôme C permet de modifier les fonctions de sensibilité directe et 
complémentaire, dσ  et cσ , mais là encore la relation n’est pas simple, car R et S 
dépendent de C. 

En conclusion : 

Le polynôme C peut être utilisé pour robustifier le régulateur, par exemple pour 
faire augmenter la taille de la plus grande incertitude additive admise sans perte 
de stabilité. Cette robustification est en plus effectuée sans modification du 
transfert entrée/sortie de la boucle fermée. Néanmoins, la relation entre le 
polynôme C et les transferts conférant une plus grande robustesse à la régulation 
n’est pas simple. 

1.8. Méthodes de robustification 

Dans ce paragraphe, sont examinées trois approches développées dans la littérature, 
notamment par les références [KRC92, YC95, AGW98], pour la robustification d’une 
commande GPC. Ces méthodes, ainsi que la méthode développée dans ce travail, sont 
des méthodes à deux pas : dans un premier pas, on cherche les paramètres GPC ( 1N , 

2N , uN  et λ) conférant au système le comportement entrée/sortie désiré, et dans un 
deuxième pas, on cherche à robustifier ce correcteur initial sans changement du 
comportement entrée/sortie fixé par l’étape initiale. On a vu, dans le paragraphe 
précédent, que le polynôme C permet de robustifier le correcteur initial sans 
changement du comportement entrée/sortie de la boucle fermée. Ce comportement peut 
être généralisé à une classe de contrôleurs stabilisant le système. Avant d’aborder les 
différentes approches de robustification, la paramétrisation permettant de paramétrer 
cette classe de contrôleurs stabilisant le système est préalablement développée. 

1.8.1. Paramétrisation de tous les régulateurs stabilisants amenant au 
même transfert entrée/sortie 

A partir d’un régulateur polynomial RST initial, stabilisant le système, représenté Figure 
1.2, et que l’on notera ici R’–S’–T’, on paramètre la classe des régulateurs stabilisants, 
conférant au système bouclé le même transfert entrée/sortie que celui du régulateur 
initial, de la façon suivante [KRC92] : 

TT
AQRR

BQqSS

′=
∆+′=

−′= −1

 

(1.26)

Où Q peut être n’importe quel transfert stable. 



36 Robustification de lois de commande prédictive par la paramétrisation de Youla 
 

Remarque : 

On aurait pu également choisir la paramétrisation suivante : 

TT
AQRR

BQqSS

′=
+′=

−′∆=∆ −1

 

L’inconvénient de cette forme par rapport à la forme (1.26) réside en la perte de 
l’action intégrale du correcteur. Choisir la forme (1.26) permet donc de conserver 
cette action intégrale. 

Cette paramétrisation (1.26) est représentée Figure 1.17. 

y(t) w(t+N2) u(t) 
T ′  S ′∆

1

0

0
1

A
Bq −

Q∆

Bq 1−  

R ′  

A

 

Figure 1.17 : Régulateur polynomial équivalent avec paramétrisation 
de tous les régulateurs stabilisants amenant au même transfert 

entrée/sortie 

La démarche adoptée considère comme préalable un régulateur GPC initialement 
synthétisé avec 1=C . Si l’on note R’–S’–T’ ce régulateur obtenu lorsque 1=C , le 
régulateur RST correspondant à 1≠C  est déduit par la paramétrisation précédente avec 

le paramètre 
C
MQ = . 

Ainsi, à tout régulateur obtenu avec un polynôme 1≠C , correspond un paramètre Q, 
mais l’inverse n’est pas vrai, car M dépend de C. On constate que si Q est stable, alors 
son numérateur et son dénominateur sont libres, de sorte que ce paramètre Q apporte un 
degré de liberté supplémentaire par rapport au polynôme C. 

Remarque : 

La dénomination R–S–T des expressions (1.21) et (1.26) ne traduit pas en fait 
exactement le même concept. Dans (1.21), en effet, les grandeurs mentionnées 
traduisent des expressions polynomiales, alors que dans (1.26) interviennent des 
transferts, car Q est un transfert stable. Pour retrouver des expressions 
polynomiales, il est nécessaire de décomposer Q en numérateur et dénominateur, 
sous la forme : 
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TT
Q

R
Q

AQQR
R

Q
S

Q
BQqQS

S

Q
Q

Q

denden

numden

denden

numden

den

num

′=

=
∆+′

=

=
−′

=

=

−1

 

Ces expressions correspondent au schéma de la Figure 1.18. 

 
u(t) w(t+N2) y(t) 

)(
)(

1

11

−

−−

qA
qBq

T ′  

denQ
R

S
Qden

∆

 

Figure 1.18 : Correcteur RST après paramétrisation 

Elles peuvent être représentées aussi comme indiqué Figure 1.19. 

 
u(t) w(t+N2) y(t) 

)(
)(

1

11

−

−−

qA
qBq  denQT ′  

S∆
1

R
 

Figure 1.19 : Correcteur RST polynomial après paramétrisation  

On a donc : 

den

numden

numden

QTT
AQQRR
BQqQSS

′=

∆+′=

−′= −1

 

Les degrés des polynômes TSR −−  après la paramétrisation sont : 

• Degré de )( 1−qR  : ( ) ( )
numdennumden QQaQaQR nnnnnnn ++=+++′ 1,max1,max  

• Degré de )( 1−qS  : ( ) ( )
numdennumden QQbQbQS nnnnnnn ++=+++′ 1,max1,max  

• Degré de )( 1−qT  : 
numQc nNNn +−+ 12  

On utilisera par la suite la relation (1.26). Bien que l’expression donnant un correcteur 
RST soit basée sur des transferts, le passage à un correcteur polynomial est trivial, 
comme il vient d’être montré. 
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1.8.2. Approche SGPC [KRC92] 

Cette approche est appelée Stable Generalized Predictive Control (SGPC), car elle 
présente une méthode basée sur le GPC pour des systèmes instables et difficilement 
stabilisables avec GPC. La dernière phase de cette méthode réalise une robustification 
de la commande obtenue à partir du paramètre Q. Il s’agit de trouver le paramètre Q qui 
apporte le maximum de robustesse au régulateur, en minimisant une norme pondérée. 

La relation (1.24), soit la marge de robustesse rB , peut ici s’exprimer en fonction du 
régulateur R’–S’–T’ obtenu pour 1=C , et du paramètre Q compte tenu de (1.26). Pour 
le régulateur R’–S’–T’ et à partir de (1.17), on a : 

RBqSAAc ′+′∆= −1  (1.27)

La relation (1.24) devient : 

UAQRA
A

AQRA
AQRBqBQqSA

AR
BRqSA

AR
PB

c

c
r

11

1)()( 11

1

=
∆+′

=

∆+′
∆+′+−′∆

=

+∆
==

−−

−

 (1.28)

Pour augmenter la robustesse, on doit trouver Q tel que 1/U soit maximisé. En 
introduisant une pondération W, cette relation devient : 

)()(supmin)()(min 11 ωω

ω

jj

QQ
eUeWqUqW −−

∞

−− =
 

(1.29)

On doit alors trouver Q tel que la norme ∞H  soit minimisée. W permet de pondérer de 
façon plus importante les fréquences où les incertitudes du modèle sont les plus 
grandes. 

Si )( 1−qA  est stable, une expression pour optQ  est donnée par [YC95] : 

2

)1(
)1()1()1(

WA

A
A

RAWRWA

Qd
Qn

Q
c

c

opt

opt
opt

∆






 ′
+′−

==  (1.30)

Preuve [YC95, FRA87] : 

Une première étape consiste à simplifier les notations : 



Commande prédictive généralisée (GPC) 39 
 

QTTQ
A

AW
A

RWA
A

AQRAWWU
ccc

21

2)(
+=

∆
+

′
=

∆+′
=  

Il est clair que : 

)1()1()1()()()( 21
11

2
1

1 QTTqQqTqT +≥+
∞

−−−  

car la norme ∞H  représentant le plus grand des modules ω∀  sera supérieure ou égale à 
)1()1()1( 21 QTT + , mais elle ne peut être plus petite. D’autre part, on a : 

( ) 0
)1(

)1()1()1()1(
2

2 =
∆

=
cA

AWT  

car 0)1( =∆ . Donc : 

)1()()()( 1
11

2
1

1 TqQqTqT ≥+
∞

−−−  

La norme la plus petite possible est donc )1(1T . On obtient cette norme avec : 

)(
)1()()( 1

2

1
1

11
−

−
− +−

=
qT

TqTqQ  

La substitution de 1T et 2T  conduit finalement à (1.30) donnant une expression de optQ . 
Ce choix fait que )1()()()( 1

11
2

1
1 TqQqTqT =+ −−− , c’est à dire que 

)()()( 11
2

1
1

−−− + qQqTqT  est passe-tout. 

D’autre part, dans cette expression, on a une division par ∆. Pour que cette division soit 
possible, il faut que le polynôme divisé par ∆ ait un zéro en .11 =−q  Cela revient à ce 
que le polynôme soit nul pour 11 =−q . On a : 

0)1(
)1(

)1()1()1()1()1()1( =
′

+′− c
c

A
A

RAWRAW  

Cette division est donc toujours possible. 

Si )( 1−qA  est instable, la résolution conduisant à optQ  peut être réalisée de façon 
numérique, voir [HS89, HCS95]. 
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1.8.3. Approche ‘C design’ [YC95] 

Cette approche propose un choix simple de C pour les cas où le système est stable. Ce 
choix procure une robustesse équivalente à celle obtenue par l’approche précédente. 

Le polynôme C proposé est : 

)(111 1)1)(()( PNqqAqC δβ −−−− −=  (1.31)

avec les paramètres GPC recommandés suivants : 

i

u

i

nNN
nNN

2
12

1

)(

1
−=

−+=
≥=

αρ

 

pour : 

n = ordre du système 
)()(

)(
11

11

−−

−−

∆ qqA
qBq  

et où : 

• β doit être approximativement de l’ordre du pôle dominant de A. 

• δ(P) représente le degré du polynôme P. Ce polynôme correspond à la définition 
d’une trajectoire de référence issue de la consigne. Dans notre cas, il n’est pas 
utilisé, et donc δ(P) = 0. 

• ρ correspond à une pondération sur la commande. La méthode propose une 
pondération exponentielle. Dans notre cas, ρ correspond à λ, et on réalise une 
pondération constante. 

Le choix de cette forme pour le polynôme C vient de l’observation de deux effets, 
analysés en détail dans [YC95]. Pour ces deux observations, on considère le filtre passe-
bas 1/C. 

1. Le fait que la fréquence de coupure de 1/C soit plus petite n’entraîne pas 
toujours une commande plus robuste. De cette observation, il s’ensuit qu’une 
fréquence de coupure du même ordre de grandeur que le pôle dominant du 
système donne de bons résultats. 

2. Le fait que le degré du filtre 1/C soit plus grand n’implique pas toujours une 
commande plus robuste. De cette observation, on détermine que le degré 

)(1 PNna δ−+  donne de bons résultats. 

Cette approche montre que l’on peut trouver des marges de robustesse égales ou 
supérieures à celles obtenues par la méthode SGPC. 
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1.8.4. Approche ‘Q design’ [AGW98] 

Cette approche vise à trouver un paramètre Q simple qui permette de robustifier la 
commande sans trop dégrader les performances du système. En effet, l’objectif des deux 
méthodes précédentes était de maximiser la robustesse, sans trop s’inquiéter de la perte 
de performances que cette robustification peut engendrer. 

Les relations (1.25) et (1.28) peuvent se réécrire sous la forme : 

AQR
R

RA
A

AQRA
A

R
C

A
AB ccc

r ∆+′
′

′
=

∆+′
==

1  

Dans l’expression 
R
C

A
Ac , cA  et A sont fixés par les paramètres GPC choisis et le 

modèle. Il serait possible de robustifier le système en modifiant C/R, mais le problème 
qui se pose est de ne pas pouvoir choisir librement la forme de C/R, car R dépend de C. 
Pour éviter ce problème, l’idée consiste à choisir un paramètre Q permettant de 
découpler les deux parties, sous la forme : 

*
*

C
M

A
RQ

′
=

 
(1.32)

On obtient alors : 

*
*1

1

*
*

C
MRA

A

C
M

A
RAR

R
RA

A
AQR

R
RA

A ccc

∆
+′

=′
∆+′

′
′

=
∆+′
′

′
 

Dans cette expression, la première partie est donnée par les paramètres GPC choisis, et 
la deuxième partie est libre, car on peut fixer librement les valeurs de *M∆  et *C . 

Le choix proposé par la méthode considère 

*
*1

1

C
M∆

+
 sous la structure d’un filtre passe-

haut, afin que le système devienne ainsi moins sensible aux incertitudes à haute 
fréquence. 

La structure classiquement définie est la suivante : 

1
122

1
1

)()1(
1

*
*1

1
−

−

−+−
−

=
∆

+ q
q

C
M µµµ

µ  

avec : 

121 0et1 µµµ ≤<<  
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Cela implique : 





−=

−=
⇒

−
−−

=
∆

−−

−

1
1

2
1

1

1
2

1*

*
1

)1(
*
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q
q

C
M
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µ
µ

µ

 
(1.33)

et (1.28) devient : 

1
122

1
1

)()1(
1

−

−

−+−
−

′
=

q
q

RA
AB c

r µµµ
µ  

Pour régler les paramètres 1µ  et 2µ , on commence par 21 µµ =  et 9,06,0 1 ≤≤ µ  de 
façon à assurer largement la stabilité du système. Une fois la valeur de 1µ  fixée, on 
diminue 2µ . Cela a pour résultat de diminuer l’effet passe-haut, sans toucher à la bande 
passante. On joue donc avec les dynamiques négligées autorisées à haute fréquence et la 
performance. 

Dans le cas où le système est instable, le choix de 
*
*

C
M

A
RQ

′
=  n’est pas possible car A 

est instable. On divise alors A en une partie stable ( sA ) et une partie instable ( uA ), sous 
la forme us AAA = , et l’on choisit : 

*
*

C
M

A
RQ s

′
=  (1.34)

Le filtre passe-haut devient un filtre d’ordre plus élevé. On a : 

∏

∏
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i
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i
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avec n = degré de Au et 0*)deg( =M . 

Cela implique : 

∏
+

=

−−=
1

1

1)1(*
n

i
iqC µ  (1.35)

∏
=

−−=∆+
n

i
i

u qkMAC
1

1)1(** α  (1.36)

On doit choisir 1+n  paramètres iµ  et, ensuite, à partir de (1.36), déterminer la valeur 
de *M  et des iα . 
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1.8.5. Exemples 

1.8.5.1. Système stable avec une dynamique négligée [YC95] 

Dans cet exemple, on considère un système stable avec une dynamique négligée. Un 
premier régulateur GPC est calculé avec 1=C  pour les paramètres 1N , 2N , uN  et λ 
conférant de bonnes propriétés, puis la commande est robustifiée, soit en modifiant le 
polynôme C, soit à partir du transfert Q. Les trois méthodes présentées précédemment 
sont comparées. 

On considère le système suivant : 

)2254,2)(1(
225

)(
)(

2 +++
=

ssssU
sY  

Avec une période d’échantillonnage s1,0=eT , on obtient les polynômes A0 et B0 
suivants : 

21
0

321
0

02595,01004,00308,0

7117,09078,00388,11
−−

−−−

++=

−+−=

qqB

qqqA
 

Le système possède un pôle en 0,9048 et deux pôles complexes conjugués en 
j8843,0067,0 ± . En négligeant ces derniers pôles, on approche le système par le 

modèle suivant : 

1,0
9,01 1

=
−= −

B
qA  

La Figure 1.20 fournit une comparaison de la réponse indicielle et du diagramme de 
Bode entre le système et le modèle. 
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Figure 1.20 : Réponse indicielle et diagramme de Bode du système et 

du modèle 

Le choix des paramètres de réglage : 

11 =N , 52 =N , 1=uN , 1=λ  
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conduit à la réponse à un échelon représentée Figure 1.21. Pour le modèle, la réponse 
est correcte, mais avec le système on obtient une réponse oscillante due à la dynamique 
négligée. 
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Figure 1.21 : Réponse indicielle du modèle et du système 

Ensuite, on robustifie ce correcteur initial par les trois méthodes successivement 
présentées. Pour la méthode SGPC, on choisit la pondération W et, à partir de (1.30), on 
obtient le paramètre Q optimal. Pour la méthode C-design, on choisit β et on obtient C à 
partir de (1.31). Finalement, pour la méthode Q-design, on choisit µ1 et µ2 et on obtient 
Q à partir de (1.32) et (1.33). Le Tableau 1.4 récapitule les choix effectués pour ces 
différentes méthodes. 
 

 Choix Valeur 
choisie Q obtenu 

SGPC W : 
Pondération 2,0

8,01 1−−
=

qW 211

21

)9,01)(8,01(
8696,19595,43318,3
−−

−−

−−
−+−

=
qq

qqQopt
 

C-design β β = 0,8 )9,01)(8,01(
0773,23448,3

11

1

−−

−

−−
+−

==
qq
q

C
MQ  

Q-design µ1 et µ2 
µ1 = 0,8 
µ2 = 0,6 )9,01)(8,01(

5579,11191,2
11

1

−−

−

−−
+−

=
qq
qQ  

Tableau 1.4 : Choix et paramètre Q obtenu. Robustification 
d’un système avec une dynamique négligée 

La Figure 1.22 montre les marges de robustesse rB  (1.24) pour chaque méthode. On 
trouve la meilleure marge de robustesse pour les méthodes SGPC et C-design.  
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Figure 1.22 : Marges de robustesse rB  pour les différentes méthodes 

Avec ces trois robustifications, on arrive à éliminer les oscillations de sortie dues à la 
dynamique négligée. Ces robustifications ont aussi une influence sur la dynamique de la 
boucle fermée, notamment sur la dynamique du rejet de perturbation et l’effet d’un bruit 
de mesure sur la commande. Ces effets sont analysés Figure 1.23. Cette simulation 
effectuée sur le système réel correspond à un échelon en entrée appliqué à l’instant 

2=t , une perturbation d(t) (voir Figure 1.2) en échelon d’amplitude 0,1 appliquée à 
l’instant 7=t  et un bruit de mesure de variance 0,0025 à partir de 14=t . Cette Figure 
1.23 montre clairement que la dynamique du rejet de perturbation et l’effet du bruit de 
mesure sur la commande sont différents pour chaque robustification effectuée. 
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Figure 1.23 : Réponse à un échelon de consigne, à une perturbation 
d’amplitude 0,1 et à un bruit de mesure  

La méthode SGPC augmente sensiblement la marge de robustesse rB , mais au prix 
d’une dégradation de la réponse à une perturbation. Avec cette méthode, le bruit de 
mesure n’a quasiment pas d’influence sur la commande. 

La méthode C-design augmente les marges de robustesse, mais dans une moindre 
mesure comparativement à SGPC. On retrouve cette différence sur les réponses 
temporelles, où le rejet de perturbation est un peu plus rapide et le bruit de mesure n’est 
pas aussi filtré que précédemment. 

La méthode Q-design permet, en jouant avec les deux paramètres 1µ  et 2µ , d’approcher 
la réponse temporelle et/ou les marges de robustesse souhaitées. Avec les valeurs 
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choisies pour l’exemple, on augmente la robustesse sans trop dégrader le rejet de 
perturbation. En revanche, on retrouve sur la commande l’influence du bruit de mesure. 
Le filtrage de ce bruit est moins fort que dans les autres cas, mais le niveau de bruit a 
diminué par rapport au cas 1=C . 
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Figure 1.24 : Diagrammes de Bode et de Black 

Ces résultats se retrouvent dans l’analyse fréquentielle réalisée avec le modèle. La 
Figure 1.24 reproduit le diagramme de Bode et le diagramme de Black correspondants à 
la boucle ouverte. On constate que la bande passante la plus petite correspond au SGPC, 
qui a le rejet de perturbation le plus lent. L’analyse de l’effet du bruit de mesure sur la 
commande peut être effectuée à partir de la Figure 1.22. En effet, cette marge de 
robustesse (1.24) correspond à l’inverse du transfert bruit de mesure/commande, 
indiqué Figure 1.25 et (1.37).  
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Figure 1.25 : Transfert bruit de mesure/commande 

Le transfert bruit de mesure/commande correspond à : 

rc Btb
tu
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tu 1

)(
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1

11

=⇒−= −

−−

 (1.37)

On observe donc que le plus fort filtrage à haute fréquence correspond aux méthodes 
SGPC et C-design. Le Tableau 1.5 compare les caractéristiques fréquentielles obtenues 
avec chaque correcteur. 
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 Marge  
de phase 

Marge  
de gain 

Marge  
de retard dσmax  cσmax  

1=C  56,1° 15,85dB eT48,2  <1,7dB <1,8dB 

SGPC 77,88° 44,71dB eT45,19  <1,15dB <0dB 

C-design 69,08° 17,47dB eT54,9  <2,7dB <0dB 

Q-design 68,67° 24,40dB eT16,5  <1,6dB <0dB 

Tableau 1.5 : Caractéristiques fréquentielles. Robustification  
d’un système avec une dynamique négligée 

Toutes ces conclusions pour l’exemple étudié ont été établies en fixant un polynôme C 
ou un paramètre Q, mais C ou Q peuvent être affinés pour chaque méthode afin 
d’approcher le comportement désiré. On peut aussi, par exemple, choisir C égal au 
dénominateur de Qopt trouvé avec SGPC. On a : 

2111 )9,01)(8,01()( −−− −−= qqqC  

Avec ce polynôme C, on a à partir de (1.20) 211 8696,10876,55643,3)( −−− −+−= qqqM , 
polynôme très proche du numérateur de Qopt. En revanche, les marges de robustesse 
sont différentes dans les deux cas, comme on peut le voir Figure 1.26. 
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Figure 1.26 : Marges de robustesse rB  avec C=den[Qopt] 

Cette augmentation de la marge de robustesse, notamment dans les hautes fréquences, 
va dégrader le rejet de perturbation. 

1.8.5.2. Système instable [YC95] 

Dans cet exemple, on considère un système instable. Un premier régulateur est tout 
d’abord déterminé, pour les paramètres 1N , 2N , uN  et λ, pour un modèle avec 1=C  ; 
une deuxième étape permet de robustifier la commande. Les trois méthodes présentées 
précédemment sont comparées. 

On considère le système suivant : 
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1,0)(
1,11)(

1

11
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qB
qqA

 

Avec une période d’échantillonnage s1,0=eT .  

Le choix des paramètres de réglage : 

11 =N , 102 =N , 1=uN  et 93,7=λ  

conduit à un comportement stable et bien amorti. 

Pour la méthode SGPC, on choisit la pondération W, mais, cette fois, pour trouver Q, on 
ne peut pas utiliser (1.30), car le système est instable, fournissant un transfert Q 
instable, qui donnerait lieu à un transfert perturbation/sortie instable. De la même façon 
que dans [KRC92, YC95], on utilise alors l’algorithme de Lawson [HS89]. On a choisi 
un polynôme d’ordre 25, un ordre plus élevé n’apportant pas de gain significatif, et on a 
itéré l’algorithme de Lawson afin de minimiser (1.29). Le polynôme obtenu est ensuite 
identifié à un transfert du deuxième ordre. Cette conversion d’un polynôme à un 
transfert est analysée dans le cadre plus vaste de l’approche développée au chapitre 3. 
Pour la méthode C-design, on ne peut pas faire le choix proposé pour un système stable. 
On choisit un polynôme C réalisant un filtrage en haute fréquence. Pour la méthode Q-
design, on choisit 1µ  et 2µ , permettant l’obtention de Q à partir de (1.34), (1.35) et 
(1.36). 

Le Tableau 1.6 montre les différentes méthodes et le choix effectué pour chacune 
d’elles. 
 

 Choix Valeur 
choisie Q obtenu 

SGPC W : 
Pondération 2,0

8,01 1−−
=

qW

))0784,09475,0(1(
5371,42512,5

90391,0895,11
5371,42512,5
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1

21
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C-design β β = 0,9 )9,01(
5,4

1−−
−

==
qC

MQ  

Q-design µ1 et µ2 
µ1 = 0,9 
µ2 = 0,8 )8,01()9,01(

6,39105,3
11

1

−−

−

−−
+−

=
qq

qQ  

Tableau 1.6 : Choix et paramètre Q obtenu. Robustification  
d’un système instable 

La Figure 1.27 montre les marges de robustesse rB  (1.24) pour chaque méthode. La 
meilleure marge à haute fréquence est obtenue pour la méthode SGPC. On note 
cependant une dégradation de la robustesse en moyenne fréquence. 
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Figure 1.27 : Marges de robustesse rB  pour les différentes méthodes 
avec un système instable 

La Figure 1.28 montre les résultats obtenus avec chaque correcteur pour la même 
simulation temporelle que celle de l’exemple précédent. On y remarque pour chaque 
correcteur la dynamique du rejet de perturbation et l’effet du bruit de mesure sur la 
commande. Les diagrammes de Bode et de Black correspondant à la boucle ouverte 
sont reproduits Figure 1.29. De la même façon que pour le système stable de l’exemple 
précédent, la robustification a diminué la bande passante, avec comme impact une 
dynamique plus lente pour le rejet de perturbation. La dégradation de la marge de 
robustesse (1.24) aux moyennes fréquences se traduit par une marge de phase plus 
petite, comme il peut être observé sur le diagramme de Black. Le Tableau 1.7 compare 
les caractéristiques fréquentielles obtenues pour chaque correcteur. 
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Figure 1.28 : Réponse à un échelon de consigne, à une perturbation 
d’amplitude 0,1 et à un bruit mesure 
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 Marge  
de phase 

Marge  
de gain 

Marge  
de retard dσmax  cσmax  

1=C  56,34° 11,27dB eT78,1  <3dB <2,7dB 

SGPC 26,63° 33,58 eT38,3  <7,4dB <9,5dB 

C-design 42,39° 26,44dB eT27,3  <3,1dB <5,4dB 

Q-design 42,9° 23,26dB eT56,2  <3,2dB <4,8dB 

Tableau 1.7 : Caractéristiques fréquentielles. Robustification  
d’un système instable  
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Figure 1.29 : Diagrammes de Bode et de Black 

Chaque méthode nous permet plus ou mois d’ajuster le polynôme C ou le transfert Q 
pour obtenir la réponse la plus proche de nos souhaits. Avec la méthode SGPC, on peut 
modifier la pondération W en gardant, par exemple, l’ordre du transfert Q à deux, mais 
le compromis entre la marge de robustesse et le rejet de perturbation est difficile à gérer. 

Avec la méthode C-design, la question que l’on se pose est liée au choix du polynôme 
C. T.W. Yoon et D. Clarke dans [YC95] proposent de choisir le dénominateur du 
transfert Q obtenu par la méthode SGPC. Avec ce choix, on obtient un résultat proche 
de celui du SGPC, avec plus de robustesse à haute fréquence, mais une dégradation plus 
importante dans le rejet de pertubation et dans la robustesse en moyenne fréquence. 
Dans l’exemple, on propose un choix plus simple, soit )1( 1−− qβ , avec lequel on 
obtient des résultats intéressants, étant donnée la simplicité du polynôme C choisi. De la 
même façon qu’avec SGPC, le compromis entre la robustesse et la performance est 
difficile à gérer. 

La méthode Q-design permet de modifier les deux paramètres 1µ  et 2µ . On ajuste ainsi 
la marge de robustesse et la réponse à une perturbation. En comparant avec l’exemple 
du système stable, on remarque que dans ce cas le système, et notamment la réponse à 
une perturbation, est plus sensible aux variations de 1µ  et 2µ . Dès que l’on essaie 
d’augmenter légèrement la robustesse en haute fréquence, le rejet de perturbation 
devient très lent. 
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1.9. Conclusion 

On a présenté dans ce chapitre la commande GPC et ses propriétés de robustesse. On a 
vu que le polynôme C du modèle CARIMA joue un rôle d’observateur de la loi de 
commande et peut être utilisé comme un paramètre de réglage de la robustesse du 
correcteur. Ensuite, on a introduit le paramètre Q qui permet de paramétrer tous les 
correcteurs stabilisants amenant au même transfert entrée/sortie. Ce paramètre, qui peut 
être utilisé pour robustifier le correcteur, introduit un degré de liberté supplémentaire 
par rapport au polynôme C, ce qui nous permet d'accéder à un plus grand nombre de 
correcteurs que ceux atteints avec le polynôme C. 

On a examiné ensuite trois méthodes, classiquement présentées dans la littérature, de 
robustification d’une commande GPC basées sur le polynôme C ou le paramètre Q. 

La méthode SGPC permet de trouver le paramètre Q qui maximise la marge de 
robustesse définie. En revanche, le rejet de perturbation y est beaucoup plus lent. Avec 
cette méthode, il est possible de modifier la pondération des fréquences dans la 
minimisation du critère, mais le compromis entre la robustesse et la performance face à 
une perturbation est difficile à gérer. 

La méthode C-design est simple et permet de trouver une marge de robustesse 
importante, et parfois plus grande que dans SGPC. Néanmoins, si le système est 
instable, le calcul de C n’est plus valable, et il est nécessaire de passer au préalable par 
une autre méthode, comme par exemple par SGPC, avant de choisir C comme le 
dénominateur du paramètre Q trouvé. Avec cette méthode, le compromis entre la 
robustesse et le rejet de perturbation est aussi difficile à gérer. 

La méthode Q-design permet de gérer le compromis entre le rejet de perturbation et la 
robustesse, et la méthode peut aussi être appliquée à un système instable, bien que, dans 
ce cas, le compromis soit plus difficile à gérer. Néanmoins, le paramètre Q est cherché 
dans un espace réduit, afin que son choix soit simple, et dès lors la question de 
l’existence d’un meilleur paramètre Q se pose de façon naturelle. Par ailleurs, il est 
impossible d’imposer des contraintes relatives au rejet de perturbation. 

Dans les chapitres suivants, on propose une méthode de robustification qui permet de 
prendre en compte explicitement plusieurs spécifications en termes de performance 
nominale et de stabilité face à des incertitudes non structurées. Ces spécifications 
pourront être exprimées dans le domaine fréquentiel ou temporel. Pour ce faire, on 
étudiera tout d’abord la relation entre le paramètre Q vu dans ce chapitre et la 
paramétrisation de Youla d’un correcteur GPC. On utilisera ensuite les propriétés qui 
découlent de cette paramétrisation pour traduire le problème de synthèse du correcteur 
en un problème d’optimisation convexe. 
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2.1. Introduction 

La paramétrisation de Youla est un outil qui permet d’établir un lien entre l’ensemble de 
correcteurs stabilisant un système et l’ensemble de transferts stables, voir Figure 2.1. 
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Figure 2.1 :  Paramétrisation de Youla 

Cette paramétrisation définit une bijection entre l’ensemble des correcteurs stabilisant 
un système donné et l’ensemble des transferts stables. A chaque transfert stable on peut 
donc faire correspondre un correcteur stabilisant le système et à chaque correcteur 
stabilisant on peut faire correspondre un transfert stable. Le transfert stable associé à 
chaque correcteur stabilisant, représenté par une matrice de transfert stable dans le cas 
d’un correcteur à plusieurs entrées/sorties, est appelé paramètre de Youla. Il est 
normalement représenté par la lettre Q. Pour certains auteurs, cette paramétrisation est 
aussi appelée Q-paramétrisation. 

Déjà connue dans les années 1950, cette paramétrisation fut utilisée en commande 
optimale [RF58], mais les implications fondamentales qui nous intéressent n’avaient 
pas encore été relevées. Dans les années 1970, elle fut étudiée par Kučera [KUC74A, 
KUC74B, KUC79] pour les systèmes discrets et par Youla et co-auteurs [YJB76] pour le 
filtrage Wiener-Hopf. Par la suite, Desoer et co-auteurs [DLM80] ont introduit une 
version de la paramétrisation avec des factorisations fractionnaires co-premières. Cette 
dernière approche est actuellement utilisée. La paramétrisation est aussi étudiée dans 
[VID85, FRA87, MAC89, BB91]. 

Comme indiqué par [MAC89], il est intéressant d’observer que Kučera et Youla ont 
utilisé cette paramétrisation pour des problèmes d’optimisation quadratique (H2), et que 
Zames [ZAM81] l’introduit pour la résolution de problèmes de commande H∞.  

La paramétrisation de Youla est définie de la même façon pour des systèmes continus et 
discrets. On suit ici l’approche et les notations données par [MAC89]. Les 
démonstrations des théorèmes nécessaires à la définition des concepts ne sont pas 
reproduites dans le paragraphe ci-dessous, afin de ne pas alourdir la présentation, mais 
sont disponibles également dans [MAC89].  
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2.2. Définitions 

Il s’agit de paramétrer de manière complète la famille de correcteurs stabilisants pour un 
système donné. On considère le système en boucle fermée de la Figure 2.2. (Il convient 
de noter que le bouclage est positif, en reprenant la convention adoptée par [MAC89]). 
L’hypothèse de départ est que G est stabilisable par u et détectable par y, et que G est 
strictement propre. 
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Figure 2.2 : Boucle fermée classique (avec retour positif) 

Les deux théorèmes suivants [MAC89] définissent la paramétrisation de Youla. 

Théorème 2.1.  

Considérons : 

NMMNG ~~ 11 −− ==  (2.1)

et 

0
1

0
1

000
~~ UVVUK −− ==  (2.2)

les factorisations fractionnelles co-premières de G et 0K  à gauche et à droite, où 
,,MN  000

~,~,~,, UMNVU  et 0
~V  sont des matrices de transfert stables. 

Si 0K  est un correcteur stabilisant, alors ,,MN  000
~,~,~,, UMNVU  et 0

~V  peuvent 
être choisies telles que : 
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 (2.3)

Preuve : voir [MAC89]. 

Théorème 2.2. 

En considérant (2.1) et (2.2) telles que (2.3) soit vérifiée, pour toute matrice de 
transfert stable Q de dimensions adéquates, on définit : 

QNVVQMUU +=+= 00  (2.4)
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NQVVMQUU ~~~~~~
00 +=+=  (2.5)

Alors : 

1. UVVU ~~ 11 −− =  et UVVUK ~~ 11 −− ==  est un correcteur stabilisant pour 
NMMNG ~~ 11 −− == . 

2. Tout correcteur stabilisant a une représentation fractionnelle donnée par 
(2.4) et (2.5). 

Preuve : voir [MAC89]. 

Ce théorème nous offre un résultat fondamental, à savoir : une fois connu un correcteur 
stabilisant quelconque, on est capable de générer la famille de tous les correcteurs 
stabilisants, au moyen de représentations fractionnelles. Ces représentations peuvent 
aussi s’exprimer par un formalisme d’espace d’état, voir [VID85, FRA87, MAC89,]. 
Cette famille de correcteurs peut aussi s’écrire sous la forme : 

( ) 1
0

11
0

1
00

~ −−−− ++= VNQVΙQVKK  (2.6)

Ce théorème permet de conclure également que la paramétrisation de Youla n’est pas 
unique. Il existe en réalité une infinité de possibilités, en fonction du correcteur 
stabilisant initial 0K  choisi, et des représentations fractionnelles choisies pour le 
système G et le correcteur initial 0K . 

2.3. Propriétés 

Ce paragraphe récapitule quelques propriétés de la paramétrisation de Youla. Les 
propriétés 1 et 4 seront utilisées par la suite, et les propriétés 2 et 3 sont données afin 
d’illustrer d’autres aspects de la paramétrisation, non utilisés dans ce travail. Pour plus 
de détails, voir [MAC89, BB91, CLE01]. 

Propriété 1 

Il existe une bijection entre l’ensemble des correcteurs stabilisant un système donné et 
l’ensemble des transferts stables. 

Propriété 2 

Pour énoncer cette propriété, il nous faut donner une représentation standard du 
système. Cette représentation standard est donnée sous forme générale par la Figure 2.3. 
Si l’on ne considère pas le bloc d’incertitude ou perturbation, la boucle fermée de la 
Figure 2.2 peut se reformuler sous la forme standard de la Figure 2.4. 
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Figure 2.3 : Représentation standard 

La Figure 2.4 est obtenue en considérant les relations suivantes : 
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Figure 2.4 : Représentation standard sans incertitude 

Cette deuxième propriété nous dit que tout correcteur K stabilisant P peut être 
représenté sous la forme LFT (Linear Fractional Transformation) [DF99] de la Figure 
2.5, où le système J admet la représentation suivante : 
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Figure 2.5 : Correcteur sous forme LFT et paramètre de Youla 
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Et : 







=

2221

1211
TT
TTT  avec 022 =T  

Preuve : voir [MAC89]. 

Cette propriété exprime que le système T, formé par l’interconnexion de G et de J, 
Figure 2.5, a un transfert rigoureusement nul entre l’entrée e et la sortie v. Le transfert 
en boucle fermée entre l’entrée w et la sortie z peut s’écrire : 

( ) 21
1

221211 TQTΙQTTHzw
−−+=  (2.7)

Comme 022 =T , on arrive à l’expression suivante :  

211211 QTTTHzw +=  (2.8)

La Figure 2.5 permet aussi de trouver l’expression (2.6), en cherchant la relation entre 
y’ et u.  

Cette propriété nous donne une interprétation intéressante de la paramétrisation de 
Youla, présentée dans [BB91] et appelée « le paradigme du correcteur modifié ». On la 
résume brièvement : 

Soit K0, Figure 2.4, un correcteur stabilisant le système. A partir de ce correcteur, nous 
pouvons construire un ensemble de correcteurs stabilisant le système en procédant en 
deux étapes : 

• Nous modifions K0 de telle sorte qu’il génère un signal auxiliaire de sortie e (de 
même dimension que y’) et accepte un signal d’entrée v (de même dimension 
que u), comme indiqué Figure 2.6. Ceci est effectué de façon à assurer une 
matrice de transfert en boucle fermée nulle entre v et e, tout en conservant le 
transfert K0 en boucle ouverte entre u et y’. 

w z 

K0

v 

0Hev =

P 
u y’

e 

 

Figure 2.6 : Correcteur initial modifié 
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• Nous connectons une matrice Q stable entre e et v, comme indiqué dans la 
Figure 2.7. Le correcteur K ainsi construit correspond au correcteur initial 
modifié par Q. Ce correcteur stabilise le système, car Q est stable et, comme 

0Hev = , on n’introduit pas de nouveau bouclage. 

On arrive à la Figure 2.7, où l’on voit le système d’interconnexion J, qui correspond au 
correcteur K0 modifié.  
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Figure 2.7 : Correcteur initial modifié avec paramètre de Youla 

Du fait que le transfert entre v et e est nul, le système se réécrit comme indiqué en (2.8). 
On obtient alors la même expression affine de la paramétrisation de Youla. Toutefois, 
pour que cette paramétrisation obtenue à partir du correcteur modifié soit équivalente à 
la paramétrisation de Youla, il faut qu’elle permette d’atteindre tous les transferts 
stables possibles. Dans [BB91] est présentée une méthode de modification du correcteur 
initial pour garantir la correspondance avec la paramétrisation de Youla.  

Propriété 3 

Cette propriété nous donne une interprétation de la paramétrisation dans une 
représentation par espace d’état. 

Tout correcteur stabilisant G peut être représenté par un retour d’état avec un 
observateur et un paramètre de Youla. Pour la démonstration, voir [MAC89, CLE01]. 

Cette propriété est intéressante dans le sens où plusieurs correcteurs stabilisants pour le 
système G avec des structures très différentes peuvent se mettre sous une même 
représentation grâce au paramètre de Youla.  

Propriété 4 

Cette propriété fait référence à la convexité obtenue avec la paramétrisation de Youla. 
On a les deux propriétés suivantes : 

• L’ensemble de matrices de transfert stables est convexe. 

• Le transfert de la boucle fermée est linéaire en Q. 
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Cette propriété nous permet de transformer le problème de synthèse de correcteur ou de 
robustification d’un correcteur initial en un problème de synthèse convexe. Cette 
transformation est étudiée au chapitre suivant. 

Voyons maintenant le cas particulier de la paramétrisation de Youla quand le système G 
est stable. Dans ce cas, on peut simplifier la paramétrisation et obtenir une 
représentation par modèle interne où le paramètre de Youla a un sens « physique ». 

2.4. Interprétations pour un système stable 

On considère ici le cas d’un système stable, mono-entrée/mono-sortie G.  

2.4.1. Correcteur à un degré de liberté 

Si le système G est stable, on peut choisir [MAC89] : 

1~0~
1~~

0

0000

0

====
====

=

VVUU
MMNN

K
G  

(2.3) est vérifiée et on obtient : 

GQ
Q
+=+=

=+=
10

0

QNVV
QMUU

 

A partir de UVVUK ~~ 11 −− == , le correcteur stabilisant s’exprime par : 

1−+= GQ)(ΙQK  (2.9)

qui peut être représenté comme indiqué Figure 2.8. Dans cette figure, on a ajouté le 
signal extérieur d, qui représente un bruit de mesure ou une incertitude sur le modèle du 
système. 
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G 

G 
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r u y 

 

Figure 2.8 : Paramétrisation de Youla pour un système stable 
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Cette figure peut être modifiée pour obtenir la Figure 2.9, où l’on voit apparaître la 
structure d’un correcteur à modèle interne [MZ89].  

Q 

G 

G 

d

r u y

 

Figure 2.9 : Paramétrisation de Youla pour un système stable. 
Structure par modèle interne 

En cas d’absence d’incertitude ( 0=d ), la sortie du système est annulée par la mise en 
parallèle du modèle (–G), et donc le retour est nul. Le tout fonctionne en boucle ouverte 
telle que rQu = . Dans ce cas le paramètre de Youla représente le transfert du signal de 
référence au signal de commande. Comme Q est stable, pour un signal r stable on aura 
toujours un signal de commande u stable. 

2.4.2. Correcteur à deux degrés de liberté 

Un correcteur à deux degrés de liberté peut être représenté comme indiqué par la Figure 
2.10. 

 

C1 

C2 

G r u y

 

Figure 2.10 : Correcteur à deux degrés de liberté 

On peut transformer cette représentation pour arriver à la Figure 2.11, équivalent à la 
Figure 2.10, mais avec la même structure que la Figure 2.2, avec : 

( )21 CC=K  et 




= G

0G  

 

C1 

C2 






G
0

r u

y0 

0

 

Figure 2.11 : Correcteur à deux degrés de liberté  
sous structure de bouclage standard 
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Si le système G est stable, on peut alors choisir :  






== G

0~NN , 1=M , 




= 10

01~M  

( )000 =K , ( )00~
00 == UU , 





= 10

01
0V  et 1~

0 =V  

qui vérifient (2.1), (2.2) et (2.3). Avec ( )12 QQ=Q , on obtient la famille de 
correcteurs suivante : 
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A partir de la relation UVVUK ~~ 11 −− == , il vient : 
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 (2.10)

Ce correcteur, représenté Figure 2.12, peut aussi être formulé selon le schéma de la 
Figure 2.13. Les deux figures sont équivalentes. 

GQ
Q

1

2

1+ G r u y 

GQ
Q

1

1

1+
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Figure 2.12 : Paramétrisation de Youla pour un système stable. 
Correcteur à deux degrés de liberté 
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Figure 2.13 : Paramétrisation de Youla pour un système stable. 
Structure par modèle interne pour le correcteur  

à deux degrés de liberté 



Paramétrisation de Youla 63 

La Figure 2.13 correspond à la paramétrisation de tous les correcteurs stabilisants à 
deux degrés de liberté avec une structure à modèle interne, présentée dans [MZ89]. On 
constate au travers de cette représentation, Figure 2.13, que la paramétrisation d’un 
régulateur à deux degrés de liberté implique un paramètre de Youla à deux 
composantes : Q2, qui a un rôle de préfiltrage, et Q1, qui modifie la dynamique de la 
boucle fermée. On remarque également que Q1 a une influence uniquement sur la partie 
non modélisée par G, à savoir les perturbations qui agissent sur le système, représentées 
ici par le signal d. 

L’intérêt de ce type de régulateur réside tout particulièrement en une séparation des 
dynamiques de poursuite et de régulation. Le paramètre Q2 modifie la dynamique de 
poursuite sans changer la dynamique de la boucle fermée (ou de régulation), et le 
paramètre Q1 modifie la dynamique de régulation sans changer la dynamique de 
poursuite. 

2.5. Généralités sur l’optimisation convexe 

Dans ce paragraphe, on abordera brièvement quelques notions concernant la géométrie 
convexe. Pour plus de détails et d’autres résultats, le lecteur pourra se reporter à [BB91, 
BV95A]. 

On commencera par définir et étudier les propriétés des ensembles et des fonctions 
convexes. Ensuite, on traitera l’optimisation convexe. Finalement, on analysera 
comment la synthèse d’un correcteur incluant des contraintes et spécifications sur la 
boucle fermée peut se traduire en un problème d’optimisation convexe grâce à la 
paramétrisation de Youla. 

2.5.1. Ensemble convexe 

2.5.1.1. Définition 

On dit qu’un ensemble C est convexe si et seulement si : 

[ ] ( ) CxxCxx ∈−+∈∀∈∀ 21
2

21 )1(,),(,10 λλλ  (2.11)

2.5.1.2. Interprétation géométrique 

Considérons le cas où C est inclus dans 2ℜ . L’équation (2.11) traduit le fait que, si C 
est convexe, pour tout x et y appartenant à C, le segment [x  y] est inclus dans cet 
ensemble (Figure 2.14 (a)). A contrario, si C n’est pas convexe, il existe au moins un 
couple de points ne vérifiant pas cette propriété (Figure 2.14 (b)). 
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 (a) (b)  

Figure 2.14 : Convexité d’un ensemble 

2.5.1.3. Propriétés 

• Tout ensemble affine1 est convexe. 

• L’intersection finie d’une famille d’ensembles convexes est convexe. 

2.5.2. Fonction convexe  

2.5.2.1. Définition 

Soit un ensemble C convexe et f une fonction définie de C dans ℜ . On dit que la 
fonction f est convexe si et seulement si : 

[ ]
( ) )()1()()1(

,),(,10

2121

2
21

xfxfxxf
Cxx

λλλλ
λ

−+≤−+
∈∀∈∀

 (2.12)

2.5.2.2. Interprétation géométrique 

La Figure 2.15 présente une fonction f convexe de ℜ  vers ℜ . La convexité de f se 
traduit géométriquement par le fait que le segment ( ) ( )[ ])(,)(, bfbafa  est au-dessus 
de la courbe )(xfy =  pour tout .),( 2ℜ∈ba  

 
x 

y=f(x) 

b a 

f(a) 

f(b) 

)()1()( bfaf λλ −+  

 

Figure 2.15 : Convexité d’une fonction 

                                                 
1 Un ensemble est affine si (2.11) est vrai ℜ∈∀λ . 
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2.5.2.3. Propriétés 

Propriété 1 

Toute fonction affine est convexe. 

Propriété 2 

Le produit d’une fonction convexe par un réel positif est convexe. 

Propriété 3 

La somme pondérée à coefficients positifs de plusieurs fonctions convexes est 
convexe : 

Si nφφ ,,1 K  sont des fonctions convexes et nλλ ,,1 K  sont n réels positifs 
donnés, alors )( 11 nnφλφλ ++K  est convexe. 

Propriété 4 

Le maximum de plusieurs fonctions convexes est convexe : 

Si nφφ ,,1 K  sont des fonctions convexes et nλλ ,,1 K  sont n réels positifs 
donnés, alors { }nnφλφλ ,,max 11 K  est convexe. 

Propriété 5 

Si φ  est une fonction convexe et α un réel donné, alors l’ensemble { }αφ ≤)(/ xx  
est convexe. 

Notons que la réciproque est fausse : la propriété ℜ∈∀α(  on a { }αφ ≤)(/ xx  est 
convexe) n’implique pas que φ  soit convexe. On dit dans ce cas que φ  est quasi-
convexe. 

Propriété 6 

Toute norme est une fonction convexe de son argument (conséquence de 
l’inégalité triangulaire). 

Propriété 7 

Si f est convexe et g linéaire, alors ( )gf o  est convexe. 

Propriété 8 

Si f est croissante et g convexe, alors ( )gf o  est convexe. 
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2.5.3. Problème d’optimisation convexe 

2.5.3.1. Définition 

Un problème d’optimisation du type : 

{ }
)(min

...2,1

xf
miiCx

=
∈

 
(2.13)

est dit convexe si et seulement si les ensembles { } miiC ,,2,1 K=  et la fonction ℜ→Cf :  
sont tous convexes. f et { } miiC ,,2,1 K=  sont appelés respectivement critère et contraintes du 
problème. 

2.5.3.2. Propriétés 

Si l’intersection des contraintes est un ensemble convexe, non vide et fermé2, alors : 

• Le problème est faisable ; 

• La solution est atteinte ; 

• Tout optimum local est un optimum global. 

Dans la Figure 2.16(a), le domaine de définition, zone non grisée, est convexe, et le 
critère aussi ; le minimum correspond au minimum global. Dans la figure (b), le 
domaine est non convexe, et dans la figure (c), le critère est non convexe. Dans ces deux 
derniers cas, on peut atteindre un minimum local. 

 (a) (b) (c)

Minimum 
local 

Minimum 
global 

 

Figure 2.16 : Convergence d’un problème convexe 

Pour un problème d’optimisation convexe, tel que les contraintes ou ensembles Ci sont 
fermés, deux cas peuvent se présenter : 

• Ou bien l’intersection des contraintes est vide, et dans ce cas le problème 
n’admet pas de solution ; 

• Ou bien l’intersection des contraintes est non vide, et dans ce cas on obtient un 
minimum global. 

                                                 
2 Un ensemble est fermé si tout point frontière appartient à l’ensemble. 
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2.5.4. Algorithmes de résolution  

Outre les garanties théoriques qui découlent de la convexité du problème, il est 
intéressant dans la pratique d’exploiter la géométrie du problème pour : 

• obtenir un meilleur comportement numérique ; 

• diminuer les temps de calcul et la place mémoire nécessaire pour la résolution. 

Plusieurs algorithmes ont été développés pour des structures particulières. Ils prennent 
en compte la nature du critère à optimiser ainsi que celle des contraintes à respecter. 

Considérons, par exemple, le cas d’un problème avec un critère linéaire et/ou des 
contraintes formulées par des égalités et inégalités linéaires de type : 

{ }
)(min T

...2,1

xc

gxF
bxa

=
=≤ miii

 
(2.14)

où x est le vecteur d’optimisation, et ia , ib , c, F et g sont les paramètres du problème. 

La méthode dite du simplexe a été introduite par Dantzig pour résoudre ce type de 
problème [DOW53, GMS84]. Ensuite, en 1984, Kermarkar a introduit l’algorithme du 
point intérieur pour la programmation linéaire [KAR84]. Plusieurs algorithmes basés sur 
cette technique du point intérieur pour la résolution de problèmes linéaires ont été ainsi 
développés et ont prouvé leur efficacité [MEH92, ZAH97]. 

Il existe d’autres techniques pour la résolution des problèmes convexes. Nous citerons, 
par exemple, l’algorithme des plans coupants [Mer95] et l’algorithme des ellipsoïdes 
[NY83]. Ces méthodes ne sont cependant efficaces que pour des problèmes particuliers. 

2.6. Spécifications en boucle fermée 

2.6.1. Motivations de la formulation des spécifications en boucle 
fermée 

L’intérêt d’avoir une formulation en boucle fermée pour la synthèse du correcteur 
apparaît lorsque l’on considère des concepts tels que la convexité. En effet, alors que 
certaines contraintes et spécifications de la boucle fermée sont satisfaites par un 
ensemble convexe de matrices de transfert en boucle fermée, l’ensemble de correcteurs 
qui satisfont ces mêmes contraintes et spécifications est rarement un ensemble convexe. 
Cela veut dire que la recherche de la matrice de transfert optimale pour le problème 
défini est plus facile que la recherche du correcteur optimal, étant donnée la convexité 
obtenue dans le cas des matrices de transfert en boucle fermée. 
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Par exemple, considérons une contrainte qui correspond au respect d’un certain gabarit 
pour un transfert en boucle fermée, que l’on appellera Hyd, pour laquelle deux 
correcteurs (K1 et K2) valident le gabarit. La boucle fermée associée au correcteur 

213 )1( KKK λλ −+=  (où λ est un réel compris entre 0 et 1) peut alors dépasser ce 
gabarit. En revanche si Hyd1 et Hyd2 sont les transferts en boucle fermée correspondant 
aux deux correcteurs, le transfert Hyd3 = λ Hyd1 + (1 – λ) Hyd2 (où λ est un réel compris 
entre 0 et 1) va satisfaire aussi le gabarit. 

Si l’on exprime le problème en fonction du correcteur K, on arrive normalement à un 
problème d’optimisation non linéaire. C’est le cas lorsque la structure du correcteur est 
fixe, un PID par exemple, et que l’on cherche à optimiser ses paramètres. Dans notre 
cas, la structure du correcteur RST polynomial permet de ne pas avoir de contraintes au 
niveau de la structure du correcteur, car tout correcteur peut se mettre sous une structure 
de ce type. Notre contrainte sera plutôt sur l’ordre des polynômes utilisés dans la loi de 
commande, puisque l’implantation de polynômes d’ordre plus élevé entraîne une 
augmentation de la durée de calcul et aussi une augmentation des erreurs de calcul 
numérique.  

Les paragraphes ci-dessous sont structurés comme suit. On s’intéresse en premier lieu, 
parmi les spécifications d’un problème de commande, aux notions de contrainte et de 
critère convexes. On examine ensuite certains critères et contraintes convexes en boucle 
fermée qui seront utilisés par la suite, et le fait que cette convexité soit conservée par 
l’ensemble de transferts stables atteignables. Cet ensemble est paramétré par la 
paramétrisation de Youla. On arrive finalement à exprimer le problème par un problème 
d’optimisation convexe. 

2.6.2. Contraintes et critères convexes 

Il est important de distinguer, parmi les spécifications d’un problème de commande, les 
deux notions de contrainte et de critère [HBA02]. La première est une notion 
ensembliste : satisfaire une contrainte équivaut à appartenir à l’ensemble des solutions 
vérifiant une propriété donnée telle que « temps de réponse inférieur à une valeur 
fixée » ou « réponse à une entrée donnée à l’intérieur d’un gabarit imposé ». Une 
contrainte sera dite convexe si l’ensemble associé est convexe (cf. paragraphe 2.5.1). 

La deuxième est une notion fonctionnelle : le critère est une fonction à valeurs réelles, 
définie sur un ensemble de correcteurs. Par exemple, un critère d’énergie de commande 
peut être défini par la fonction qui à tout correcteur associe la norme H2 de la 
commande en réponse à un signal donné. Un critère sur la plus grande incertitude 
permise peut être défini par la fonction qui à tout correcteur associe la norme H∞ d’un 
certain transfert bouclé avec l’incertitude. Un critère sera dit convexe si la fonction 
associée, définie sur l’ensemble des correcteurs, est convexe (cf. paragraphe 2.5.2). 

Il s’agit, alors, de chercher un correcteur permettant de minimiser un critère donné (lui-
même étant éventuellement le résultat de la combinaison de plusieurs critères) et de 
satisfaire les contraintes imposées par le cahier des charges. 
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2.6.3. Ensemble de transferts atteignables par des correcteurs 
stabilisants 

Considérons une structure standard comme celle de la Figure 2.4 et étudions l’ensemble 
des matrices de transfert atteignables entre l’entrée w et la sortie z (w et z étant des 
vecteurs). 

Cet ensemble des matrices de transfert atteignables est convexe [BB91]. De cet 
ensemble de matrices de transfert, seule nous intéresse la partie pour laquelle le système 
satisfait la propriété de stabilité interne. Ce sous-ensemble est obtenu par la 
paramétrisation de Youla, et il est convexe. En effet, le transfert entre l’entrée w et la 
sortie z peut être écrit sous une forme linéaire en Q : 

211211 QTTTHzw +=  (2.15)

et Q appartient à l’ensemble des matrices de transfert stables, qui est d’ailleurs convexe, 
(voir propriété 4, cf. paragraphe 2.3). 

Pour deux transferts 1zwH  et 2zwH , la matrice de transfert définie par 
213 )1( zwzwzw HHH λλ −+=  (où λ est un réel compris entre 0 et 1) est : 

2131211
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])1([

))(1()(

TQTT

TQQTT

TQTTQTTTQT

TQTTTQTTTQTT
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−++=
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−−+++=

+−++=

λλ

λλ

λλλλ

λλ

 

213 )1( QQQ λλ −+=  appartient à l’ensemble des matrices de transfert stables, car cet 
ensemble est convexe. On en déduit que 3zwH  est stable. L’ensemble des matrices de 
transfert atteignables par des correcteurs stabilisants est donc convexe, il sera noté par la 
suite stableH . 

2.6.4. Contrainte d’enveloppe temporelle 

Il s’agit de contraindre un signal du système bouclé, en réponse à une certaine excitation 
extérieure, à rester à l’intérieur d’une enveloppe temporelle. Par exemple, contraindre la 
réponse à un échelon de référence ou le rejet de perturbation à rester à l’intérieur d’un 
gabarit fixé au préalable. 

Une enveloppe temporelle imposée à un signal iz  consiste à le contraindre à être 
compris entre deux valeurs, maximale )(max tzi  et minimale )(min tzi , voir Figure 2.17. 
L’ensemble des signaux vérifiant cette contrainte s’écrit donc : 
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{ }ttztztztz iiii ∀≤≤ )()()()( maxmin  (2.16)
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Figure 2.17 : Exemple de contrainte temporelle 

Cet ensemble de signaux est un ensemble convexe, car pour deux signaux )(1 tz  et )(2 tz  
à l’intérieur du gabarit, la combinaison )()1()()( 213 tztztz λλ −+=  (où λ est un réel 
compris entre 0 et 1) reste à l’intérieur du gabarit. 

Pour montrer que cette contrainte est convexe, il nous faut aborder la propriété de 
transformation linéaire des ensembles et sous-ensembles convexes. 

2.6.5. Transformations linéaires [BB91] 

Des sous-ensembles convexes et des fonctions convexes sont souvent définis au moyen 
de transformations linéaires. Considérons un ensemble convexe H, un espace vectoriel 
V  et la fonction linéaire VHL →: . Si V est un sous-ensemble convexe de V , alors 
le sous-ensemble de H  défini par : 

{ }V∈= )(|1 HLHH  (2.17)

est convexe. 

De la même façon, si ψ  est une fonction convexe dans V, alors la fonction φ  dans H 
définie par : 

))(()( HLH ψφ =  (2.18)

est convexe. 

Cette propriété signifie que, pour deux éléments de H1, h1 et h2, pour lesquels la 
transformation linéaire L nous donne les éléments v1=L(h1) et v2=L(h2), tels que 

Vvv ∈21, , l’élément 213 )1( vvv λλ −+=  qui appartient à V, car V est convexe, est 
généré par un élément de H1. On a en effet : 



Paramétrisation de Youla 71 

213

213

213

213

)1(
][)1(][

])1([][
)1(

vvv
hhv

hhh
hhh

λλ
λλ
λλ

λλ

−+=
−+=
−+=

−+=

LL
LL

 

Dans le cas de la contrainte d’enveloppe temporelle, la sortie )(tzi  pour une entrée 
)(twi  d’un certain transfert )(zH zw  est 3: 

)()()( twthtz izwi ∗=  (2.19)

où )(thzw  correspond à la réponse impulsionnelle discrète du transfert considéré et ∗  est 
le produit de convolution discret. Soit, avec la transformée en Z :  

[ ] )()()()()( zWzHtwthZzZ izwizwi =∗=  

En utilisant la transformée en Z inverse, on peut encore écrire la relation (2.19) : 

( ) ( ))()()( 11 zWZzHZtz izwi
−− ∗=  (2.20)

où Hzw(z) appartient à l’ensemble des transferts atteignables stableH  (ou atteignables par 
correcteurs stabilisants), qui est un ensemble convexe, et la transformation 

)()()( 11 WHHL −− ∗= ZZ stablestable  est une fonction linéaire, car la transformation en Z 
inverse et le produit de convolution sont linéaires. D’autre part, les signaux )(tzi  qui 
satisfont le gabarit constituent un sous-ensemble convexe de l’espace vectoriel formé 
par tous les signaux, représenté par W. En conséquence, le sous-ensemble des transferts 
qui vérifient la contrainte sur l’enveloppe temporelle est un sous-ensemble convexe. 

2.6.6. Critère sur la norme d’un transfert ou d’une matrice de 
transferts 

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une fonction sur la norme d’une matrice de 
transferts est convexe (propriété 6, paragraphe 2.5.2.3). Soit la fonction : 

HH =)(φ  (2.21)

On suppose 1H  et 2H  deux matrices de transfert quelconques et 10 ≤≤ λ . En utilisant 
l’inégalité triangulaire, on obtient :  

                                                 
3 La notation )(tx  signifie ici ( )eTkt

Tkxtx
e

=
=

)( , eT  période d’échantillonnage. 
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donc la fonction φ  est convexe. 

2.6.7. Problème d’optimisation avec le paramètre de Youla 

Le problème étudié ici consiste à trouver un correcteur qui minimise un critère donné 
(lui-même étant éventuellement le résultat de la combinaison de plusieurs critères) tout 
en satisfaisant les contraintes imposées. Le problème peut s’écrire comme suit : 

{ }
)(min

...2,1

H
miiCH

φ
=

∈

 
(2.22)

φ  est la fonction ou le critère à minimiser et C1, C2, … Cm sont les m contraintes à 
satisfaire. On arrive à un problème d’optimisation convexe comme défini au paragraphe 
2.5.3. Chaque contrainte est satisfaite par un sous-ensemble convexe de transferts, donc 
le sous-ensemble de transferts satisfaisant toutes les contraintes, s’il existe, sera aussi 
convexe. Au sein de ce sous-ensemble, il faut minimiser la fonction φ  qui est, à son 
tour, convexe dans ce sous-ensemble. 

Ces critères et contraintes peuvent être spécifiés en fonction du paramètre de Youla, 
puisque l’ensemble des matrices de transfert considéré est stableH . En considérant la 
propriété des transformations linéaires (cf. paragraphe 2.6.5), les contraintes sont aussi 
convexes dans le paramètre de Youla, ainsi que le critère, car les transferts sont 
paramétrés de façon linéaire par le paramètre de Youla. On arrive, donc, à un problème 
d’optimisation convexe de la forme : 

{ }
)(min

...2,1

Q
Q

φ′

=
′∈ miiC

 
(2.23)

où φ′  indique le critère fonction du paramètre de Youla et iC′  les ensembles paramétrés 
par le paramètre de Youla qui vérifient les contraintes fixées. 

On est donc en présence d’un problème d’optimisation convexe où il faut trouver le 
paramètre de Youla (Q) qui tout en satisfaisant les contraintes spécifiées minimise le 
critère. Ce paramètre appartient à l’ensemble des matrices de transfert stables, ensemble 
de dimension infinie. 

On abordera au chapitre suivant la problématique liée à la résolution de ce type de 
problème et la façon de le résoudre numériquement, conduisant cependant à une 
solution sous-optimale. Pour plus de détails sur ce type de problème, comme, par 
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exemple, les types de contraintes et critères convexes, et les problématiques d’existence 
d’une solution, voir les références [BB91, CHD01, HBA02]. 

2.7. Conclusions 

Nous avons étudié dans ce chapitre la paramétrisation de Youla et ses propriétés, qui 
permettront dans le chapitre à venir de résoudre le problème de robustification d’un 
correcteur initial. Cette paramétrisation rend possible : 

• La paramétrisation de tous les correcteurs stabilisant le système à partir d’un 
correcteur initial. 

• L’expression des spécifications fréquentielles et temporelles en boucle fermée 
de façon convexe sous le paramètre de Youla. 

A partir de ces deux propriétés, le problème de robustification d’un correcteur initial 
peut se traduire en un problème d’optimisation convexe. Dans ce chapitre, on a examiné 
également quelques généralités sur l’optimisation convexe et deux spécifications 
convexes en boucle fermée (la minimisation d’une norme et le respect d’un gabarit 
temporel), qui seront utilisées dans l’étape de robustification présentée au chapitre 
suivant. On a abouti à un problème d’optimisation de dimension infinie, car le 
paramètre de Youla appartient à un ensemble de dimension infinie. On verra dans le 
chapitre suivant l’application de ces concepts à un correcteur GPC et le moyen de 
résoudre numériquement le problème d’optimisation. 
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3.1. Introduction 

Ce chapitre présente la méthode de robustification proposée pour les lois de commande 
prédictive GPC. Cette structure originale qui constitue le cœur du travail effectué a fait 
l’objet des publications [RD02A, RD02B, RDF02, RD03]. 

La commande GPC conduit à un correcteur RST polynomial à deux degrés de liberté, 
comme il a déjà été expliqué au chapitre 1. La méthode proposée est en réalité 
applicable à toute loi de commande sous cette forme à deux degrés de liberté. Dès lors, 
elle peut aussi être vue comme une stratégie de synthèse de correcteurs à deux degrés de 
liberté. C’est pour cela qu’avant d’aborder le sujet qui nous intéresse, il convient 
d’examiner succinctement les méthodes de synthèse de correcteurs à deux degrés de 
liberté ainsi que les méthodes actuelles de robustification de commandes prédictives, 
afin de dégager les particularités de chaque méthode et de faire ressortir notre apport. 

Les méthodes de synthèse des correcteurs à deux degrés de liberté basées sur la 
paramétrisation de Youla font intervenir des techniques de synthèse de type H∞. Le fait 
d’avoir un correcteur à deux degrés de liberté permet de séparer la dynamique de 
poursuite et la dynamique de régulation, et l’utilisation de la paramétrisation de Youla 
permet de faire la synthèse de chaque dynamique séparément. On définit ainsi un 
problème H∞ pour la dynamique de poursuite et un autre problème H∞ pour la 
dynamique de régulation. Dans les références [LKP93, PB95, PB98, BCY01], la 
dynamique de poursuite est optimisée par rapport à un modèle de référence et la 
dynamique de régulation est obtenue par un problème de sensibilité mixte, soit avec une 
factorisation co-première perturbée [LKP93], soit avec des incertitudes structurées et la 
µ-synthèse [PB95, PB98, BCY01]. La résolution des problèmes H∞ précités est donnée 
dans [GM89, GLD91, DGK89]. Il s’agit de synthèses de correcteurs pour des systèmes 
continus, mais, comme suggéré par [BCY01], il est toujours possible d’utiliser la 
transformée de Tustin ou bilinéaire dans le cas de systèmes discrets. A l’opposé de ces 
références, notre approche envisage une synthèse purement discrète du correcteur, avec 
comme point de départ, un correcteur initial synthétisé par la technique GPC. La 
problématique reste néanmoins la même, et pourrait être résolue par des techniques H∞ 
pour les systèmes discrets [RS92, IO96]. 

Quant à la robustification de commandes prédictives, la plupart des méthodes que l’on 
trouve actuellement dans la littérature concernent la robustification d’une commande 
prédictive sous contraintes. Dans ce type de commande, on effectue une optimisation à 
chaque période d’échantillonnage, afin de minimiser un critère, tout en respectant 
certaines contraintes au niveau de l’entrée, la sortie et l’état du système. Cela donne 
comme résultat un régulateur non linéaire et variant dans le temps. Pour robustifier ce 
type de régulateur, plusieurs solutions existent. Les principales sont résumées ci-
dessous.  

Tout d’abord, il est possible de procéder à une optimisation sur une famille de modèles. 
[AP92] traite le problème à partir de la modélisation du système pour une famille de 
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réponses impulsionnelles et résout le problème par programmation linéaire. Pour sa 
part, [KBM96] considère un cadre plus général, avec une famille de modèles, et la 
résolution s’effectue au moyen de LMI1. Enfin, une autre possibilité est basée sur la 
paramétrisation de Youla. Ainsi, par exemple, [VB95, BV95B, VB97] utilisent la 
paramétrisation de Youla comme outil de robustification de la commande prédictive, en 
garantissant en premier lieu un certain module pour les pôles de la boucle fermée, en 
assurant, ensuite, la robustesse en stabilité face à des incertitudes non structurées, et en 
ajoutant, finalement, dans certains cas, des contraintes au problème d’optimisation 
défini. Dans le cas général, ils considèrent un paramètre de Youla variant, ce qui 
implique de réaliser une optimisation à chaque période d’échantillonnage. Si l’on 
considère un paramètre de Youla invariant et sans contraintes, on arrive au problème de 
minimisation d’une norme H∞, comme il est décrit dans [KRC92, HCS95, YC95, 
AGW98], qui correspond aux méthodes traitées au chapitre 1. [FE97, RK98] utilisent 
de même la paramétrisation de Youla pour robustifier un correcteur polynomial initial et 
satisfaire des contraintes. Dans ce cas, il est également nécessaire d’effectuer une 
optimisation à chaque période d’échantillonnage. [PM03] illustre une autre utilisation 
de la paramétrisation de Youla visant à minimiser l’erreur de sortie due à une 
perturbation. 

Dans les cas présentés ci-dessus, on arrive, en général, à une optimisation à effectuer à 
chaque période d’échantillonnage. Cette optimisation doit pouvoir être résolue 
rapidement, ce qui entraîne une restriction de l’espace de recherche du paramètre, 
quoique l’on gagne, évidemment, par le fait d’avoir un régulateur variant. Un bilan des 
différentes méthodes peut être trouvé dans [BM99]. 

Si l’on aborde de façon spécifique le cas de la recherche d’un régulateur invariant, on 
retrouve les méthodes de robustification exposées au chapitre 1 [KRC92, HCS95, 
YC95, AGW98]. Mis à part le choix d’un polynôme C, le problème conduit toujours à 
la minimisation d’une norme H∞. Dans le cas d’un problème à un bloc, un seul transfert 
dans le cas mono-variable, la solution peut être trouvée soit analytiquement pour des 
systèmes stables, soit numériquement pour des systèmes instables [HS89, RS92, KB93]. 
Si l’on souhaite obtenir un compromis entre la robustesse et la performance, on se 
trouvera face à un problème à deux ou quatre blocs, deux ou quatre transferts dans le 
cas mono-variable, dont la résolution est donnée dans [IO96]. On arrive, en effet, à une 
problématique semblable à celle de la synthèse d’un correcteur à deux degrés de liberté 
par des techniques H∞ [LKP93, PB95], mais directement en discret. 

A ce stade, il est nécessaire de cerner notre objectif, à savoir la robustification d’une 
commande prédictive de façon à obtenir un régulateur invariant qui puisse faire face aux 
différentes incertitudes sur le système, c’est à dire, qui soit capable de garantir la 
stabilité et une certaine performance dans la gamme des incertitudes considérées.  

Par rapport aux méthodes précitées, la principale innovation de la méthode présentée 
dans ce travail consiste à ajouter des contraintes temporelles dans le comportement de la 
boucle fermée, de sorte que certains signaux du système respectent un gabarit lorsque le 

                                                 
1 LMI pour le terme anglais Linear Matrix Inequalities  
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système est excité par une entrée déterminée. Comme il a été indiqué au chapitre 2, ce 
type de contrainte est convexe, ce qui permet de traduire les spécifications de robustesse 
et performance en un problème d’optimisation convexe. La recherche d’un régulateur 
invariant présente l’avantage de ne pas être soumise à des contraintes concernant le 
temps de calcul de l’optimisation. Cette caractéristique permet de chercher le paramètre 
de Youla dans un espace plus large et de trouver ainsi un meilleur compromis entre la 
robustesse et la performance du régulateur. 

Le chapitre est structuré comme suit : le paragraphe 2 s’intéresse à la paramétrisation de 
Youla d’un correcteur GPC à deux degrés de liberté. On y décrit comment, à partir d’un 
correcteur GPC initial, il est possible de paramétrer tous les correcteurs qui stabilisent le 
système. Cette paramétrisation permet de définir le problème de robustification comme 
un problème d’optimisation convexe ; le fait de paramétrer tous les correcteurs 
stabilisants fait que la solution du problème défini soit indépendante du correcteur 
initial utilisé pour établir la paramétrisation. Le correcteur initial est synthétisé pour 
obtenir un comportement entrée/sortie désiré. Ensuite, ce correcteur est robustifié, grâce 
à la paramétrisation de Youla, pour certaines spécifications en boucle fermée. D’une 
part, cette robustification est effectuée de telle sorte qu’elle ne modifie pas le 
comportement entrée/sortie du régulateur, car la dynamique de poursuite et de 
régulation sont dissociées ; d’autre part, les caractéristiques de robustesse obtenues ne 
dépendent pas du correcteur initial. On étudie ensuite, au paragraphe 3, les 
spécifications de robustesse et de performance nominale considérées. Ainsi, on est 
amené à utiliser des incertitudes non structurées pour garantir une robustesse en stabilité 
et des gabarits temporels pour assurer une performance nominale. Dans le cas des 
systèmes mono-entrée/mono-sortie, en préservant une certaine robustesse en stabilité et 
une certaine performance nominale, il est possible de garantir un niveau de robustesse 
en performance, voir [MZ89]. Dans le paragraphe 4, on analyse la résolution numérique 
du problème d’optimisation et les approximations qui ont été effectuées. Finalement, les 
deux derniers paragraphes sont consacrés, respectivement, à des exemples en 
simulation, pour illustrer la méthode, et à l’utilisation d’un logiciel de CAO développé 
pour effectuer ce type de robustification. 

3.2. Paramétrisation de Youla d’un correcteur à deux 
degrés de liberté 

Considérons un correcteur GPC initial noté R’-S’-T’, représenté Figure 3.1. Ce 
correcteur a été synthétisé avec 1)( 1 =−qC  et les paramètres uNNN ,, 21  et λ  ajustés de 
façon à obtenir le comportement entrée/sortie désiré. Pour l’ajustement de ces 
paramètres, voir [BD96]. 
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Figure 3.1 : Correcteur R’-S’-T’ initial 

Afin d’obtenir la paramétrisation de Youla de ce correcteur initial, il faut tout d’abord 
définir une structure de bouclage standard (cf. Figure 2.2) et appliquer le Théorème 2.2. 
Pour ce faire, modifions la Figure 3.1, pour arriver à la Figure 3.2, puis à la Figure 3.3. 
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Figure 3.2 : Correcteur initial, structure modifiée  
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Figure 3.3 : Correcteur initial avec la structure du bouclage standard 

L’action intégrale du correcteur initial est incluse dans le modèle du système, 
permettant ainsi de paramétrer tous les correcteurs qui conservent l’action intégrale. 

En relation avec les notations de la Figure 2.2, on définit comme suit les grandeurs de la 
Figure 3.3 : 
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Afin de pouvoir appliquer le Théorème 2.2, on doit maintenant effectuer des 
factorisations fractionnelles co-premières telles que (2.1), (2.2) et (2.3) soient vérifiées. 
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Ces trois relations nous donnent huit équations matricielles à huit inconnues, avec 
cependant deux relations redondantes parmi ces huit équations. En effet : 

0VUUV =− 0000
~~

 (3.2)

est redondante avec (2.2) ; il s’agit en réalité de la même équation. 

Et : 

0NMMN =+− ~~
 (3.3)

est redondante avec (2.1). 

On arrive donc à six équations à huit inconnues, où 000
~,~,~,,, UMNVUMN ,  et 0

~V  sont 
les inconnues, et le correcteur initial 0K  et le modèle G  sont connus. 
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Dans ces six équations, fixer la valeur de M  et M~  permet de déduire les autres 
inconnues. On trouve alors : 
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La factorisation fractionnelle trouvée de cette façon sera valide si tous les transferts de 
000

~,~,~,,, UMNVUMN ,  et 0
~V  sont stables. 

On choisit : 
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Où RBqSAAA co ′+′∆= −1  est l’équation caractéristique de la boucle fermée obtenue 
avec le correcteur initial 0K  de la Figure 3.1. Cette équation caractéristique est 
factorisée comme dans le cas d’un placement de pôles, voir [AW97], en un polynôme 

cA  correspondant à la dynamique de commande et un polynôme oA  correspondant à la 
dynamique de l’observateur. Les deux polynômes sont stables, toutes leurs racines étant 
de module inférieur à 1, car le correcteur initial est un correcteur stabilisant. 

Avec ce choix pour M  et M~ , il vient : 
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Avec cette factorisation, où tous les transferts sont stables, et en considérant 
][ 12 QQ=Q , le Théorème 2.2 fournit le correcteur stabilisant : 
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Soit : 
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Où )( 1
1

−qQ  et )( 1
2

−qQ  sont des transferts stables. Le transfert 2Q  modifie le 
comportement entrée/sortie, tandis que le paramètre 1Q  modifie la dynamique de la 
boucle fermée ou de régulation, sans changer le transfert entrée/sortie, voir [VID85, 
MZ89]. Le choix de M  et M~  (3.6) a été effectué de sorte qu’en faisant 02 =Q  on 
retrouve la paramétrisation présentée par Kouvaritakis et al., dans [KRC92], à la base 
des stratégies SGPC et Q-design. 

Cette paramétrisation permet donc de paramétrer tous les correcteurs qui stabilisent le 
système et qui conservent l’action intégrale. On peut alors se poser la question 
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suivante : si pour un correcteur initial 111 TSR −−  et certaines spécifications on obtient 
un paramètre de Youla optimal ( )1

1
1
21 QQ=Q  qui permet de répondre aux 

caractéristiques optimales de robustesse et de performance pour les spécifications 
considérées, serait-il possible d’atteindre ce même résultat à partir d’un autre correcteur 
initial noté 222 TSR −−  ? 

Pour répondre à cette question, il faut trouver le paramètre ( )2
1

2
22 QQ=Q , tel que les 

deux correcteurs 1K  et 2K  suivants soient équivalents. 
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(3.13) conduit au résultat : 
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A partir de (3.12), on obtient : 
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En remplaçant 2
1Q , on trouve : 
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En considérant que les correcteurs initiaux 111 TSR −−  et 222 TSR −−  sont des 
correcteurs stabilisants, les polynômes 211 ,, coc AAA  et 2

oA  sont des polynômes stables et, 
donc, le paramètre ( )2

1
2
22 QQ=Q  est un paramètre stable. En conséquence, pour 

n’importe quel correcteur initial, on peut toujours, grâce à la paramétrisation de Youla, 
trouver le correcteur optimal par rapport aux spécifications considérées. 

Comme on le verra au paragraphe 4 de ce chapitre, la recherche du paramètre de Youla 
ne peut se faire sur la totalité de l’espace auquel celui-ci appartient, car il s’agit d’un 
espace de dimension infinie. La recherche s’effectue alors dans un sous-espace, 
élaborant ainsi une solution sous-optimale. Dans ce cas, pour atteindre la même solution 
optimale ou sous-optimale pour deux correcteurs initiaux différents, il faudra que le 
paramètre associé à chacun des correcteurs se trouve dans l’espace de recherche 
considéré. Ceci se produira si l’on considère que les dynamiques correspondant à 
chaque paramètre ne sont pas très éloignées.  

3.3. Spécifications de robustesse et performance nominale 

La paramétrisation de Youla paramétrant tous les correcteurs stabilisants peut 
s’appliquer au système décrit par la Figure 3.4. 
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Figure 3.4 : Système avec régulateur RST,  
entrées w, d, b et sorties ε, y, u 
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L’application de la paramétrisation, définie par la relation (3.9), au correcteur initial 
conduit au correcteur représenté Figure 3.5. 
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Figure 3.5 : Régulateur GPC à deux degrés de liberté 
 avec paramétrisation de Youla 

Cette représentation peut être modifiée afin de faire apparaître les deux paramètres au 
sein d’un seul bloc, comme le montre la Figure 3.6. 
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Figure 3.6 : Régulateur GPC à deux degrés de liberté avec 
paramétrisation de Youla dégageant les signaux e1, e2 et v 

Finalement, en prenant en compte les signaux de perturbation (d) et de bruit de mesure 
(b), on arrive à la structure de la Figure 3.7, avec : 
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Figure 3.7 : Régulateur GPC à deux degrés de liberté avec 
paramétrisation de Youla - Formalisme par blocs 

On constate dès lors aisément que le paramètre 1Q  modifie les fonctions de transfert 
associant b et d à ε, u et y, et le paramètre 2Q  modifie les fonctions de transfert reliant w 
à ε, u et y. En conséquence, 1Q  modifie la dynamique de la boucle fermée et 2Q  modifie 
la dynamique de poursuite. 

On va maintenant examiner des spécifications de robustesse en stabilité face à des 
incertitudes non structurées, et des spécifications de performance nominale, grâce au 
respect de gabarits temporels. 

3.3.1. Robustesse en stabilité - Spécifications fréquentielles  

La prise en compte d’incertitudes non structurées additives directes conduit à 
représenter le système comme indiqué Figure 3.8. 

  

)( 11 −− qBq
)(

1
1−qA

)( 1−∆ qi

)(td

)(ty  )(tu

)(tz )(tx

 

Figure 3.8 : Système avec incertitude additive directe 
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Avec ce système dans la structure de la Figure 3.6, on cherche à savoir quel est le 
système bouclé par l’incertitude, de façon à obtenir la structure de la Figure 3.9. 
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Figure 3.9 : Système P bouclé par l’incertitude non structurée  

On obtient pour ce type d’incertitude le transfert P suivant : 
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∆
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Une condition suffisante de stabilité est donnée par le théorème du petit gain, que l’on 
rappelle ci-après. 

Théorème du petit gain [MC96] 

Considérons le système bouclé de la Figure 3.9 et supposons que la fonction de 
transfert )( 1−∆ qi  est propre, asymptotiquement stable et telle que : 

γω <∆ − )( j
i e   pour tout  [ ]ππω ,−∈ . 

Alors le système bouclé en question est asymptotiquement stable si et seulement 
si la fonction de transfert )( 1−qP  est propre, asymptotiquement stable et telle 
que : 

γ
ω 1)( <− jeP   pour tout  [ ]ππω ,−∈ . 

A la différence du théorème basé sur le critère de stabilité de Nyquist utilisé au chapitre 
1, on considère ici que i∆  est stable. En revanche, la condition d’avoir le même nombre 
de pôles instables dans le modèle et dans le système disparaît. 

La robustification vis-à-vis d’une incertitude additive directe non structurée est donc 
maximisée par la minimisation de la norme H∞ suivante : 

∞

−−

∈ ∞

)()(min 11

1

qWqP
Q RH

 (3.18)

Le transfert W sert à pondérer davantage la bande de fréquences où les incertitudes sont 
les plus importantes. Cette spécification est convexe en 1Q , comme indiqué au 
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chapitre 2. La notation RH∞ indique l’espace de toutes les matrices de transfert 
propres et stables à coefficients réels, voir [FRA87, ZDG96]. 

En faisant la même chose pour les autres types d’incertitudes non structurées, telles que 
les incertitudes additives inverses, multiplicatives directes et inverses, on arrive au 
transfert P du Tableau 3.1. Une robustification vis-à-vis de l’une de ces incertitudes 
entraîne la minimisation de la norme H∞ du transfert P correspondant [MC96]. Dans ce 
tableau, on a noté par K le rapport SR ∆  correspondant au correcteur à l’intérieur de la 
boucle, et par G le modèle ABq 1− . 
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Tableau 3.1 : Transfert P connecté aux blocs d’incertitude  
non structurée 

Dans le cas des incertitudes additives directes, on remarque que le transfert P obtenu 
correspond au transfert obtenu par le critère de Nyquist développé au paragraphe 1.8.2. 

La Figure 3.10 montre les différents types d’incertitudes considérés pour l’obtention du 
Tableau 3.1. 
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Figure 3.10 : Différents types d’incertitudes considérés  
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3.3.2. Performance nominale - Spécifications temporelles 

On considère ici la structure de la Figure 3.7 avec les transferts de H définis par (3.16). 
On constate aisément que chaque transfert est paramétré de façon linéaire par le 
paramètre de Youla. Cela nous permet d’obtenir des spécifications convexes pour le 
respect d’un gabarit temporel, comme indiqué au paragraphe 2.6.4. 

En notant )(tsij  la réponse du transfert ijH  à une entrée déterminée, la spécification 
temporelle consiste en un gabarit à l’intérieur duquel doit rester la sortie )(tsij . 
L’ensemble des paramètres Q qui satisfont cette spécification est : 

{ }

{ }0)(/

)()()(;0/ maxmin

≤Φ=

≤≤≥∀=

QQ

Q

env

ijenv tstststC
 (3.19)

Avec : 

( )( ))()(),()(maxmax)( minmax0
tstststs ijijtenv −−=Φ

≥
Q  (3.20)

3.3.3. Problème d’optimisation convexe 

Avec ces deux spécifications, fréquentielles et temporelles, le problème de 
robustification d’un correcteur initial est défini comme un problème de minimisation 
sous contraintes, où le critère à minimiser, la contrainte à satisfaire et l’espace 
d’appartenance du paramètre de Youla sont convexes. Il s’agit dès lors d’un problème 
d’optimisation convexe, comme il a été défini au chapitre 2. 

Ainsi, par exemple, la robustification du régulateur initial vis-à-vis d’incertitudes 
additives directes, des dynamiques négligées par exemple, tout en respectant un gabarit 
pour le rejet de perturbation, afin de ne pas trop ralentir la dynamique de régulation, se 
traduit par : 
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Où )( 1QenvΦ  définit la contrainte d’enveloppe du rejet de perturbation. Dans ce cas, 
seul le paramètre 1Q  du paramètre Q intervient dans l’optimisation, car il s’agit de 
modifier la dynamique de la boucle fermée ou de régulation.  

De la même façon, on peut envisager un problème d’optimisation modifiant la 
dynamique de poursuite. On peut ainsi faire respecter un gabarit pour la réponse à un 
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échelon, tout en minimisant le transfert entrée/commande, de façon à minimiser, par 
exemple, la commande en haute fréquence. Ceci conduit au problème décrit par (3.22). 
Dans ce cas, seul le paramètre 2Q  intervient, car on cherche à modifier la dynamique 
entrée/sortie. )( 2QenvΦ  définit la contrainte d’enveloppe temporelle imposée à la 
réponse à un échelon. 
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De façon générale, les spécifications fréquentielles et temporelles peuvent être utilisées 
indistinctement pour chercher une robustesse en stabilité ou une performance nominale. 
Ainsi, dans le dernier exemple, la minimisation de la norme H∞ sert à diminuer la 
commande en haute fréquence pour le système nominal, on cherche donc à garantir une 
performance nominale. De même, le critère de robustesse en stabilité face à des 
incertitudes additives directes peut être traduit par le respect d’un gabarit pour le 
transfert bruit de mesure/commande, qui est, en fait, le transfert P considéré dans ce cas. 

La prise en compte de contraintes fréquentielles ou temporelles supplémentaires est 
aussi possible. Ainsi, si l’on souhaite robustifier vis-à-vis d’incertitudes multiplicatives 
directes, tout en respectant un gabarit pour le rejet de perturbation, mais en considérant 
aussi l’effet du bruit de mesure sur la commande, on peut l’exprimer : 
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(3.23)

Où )( 11 QenvΦ  définit le gabarit à respecter par la perturbation, et )( 12 QenvΦ  le gabarit à 
respecter par l’effet du bruit de mesure sur la commande. Le même problème peut se 
traduire par : 
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Dans ce cas, on minimise les transferts P correspondant à des incertitudes 
multiplicatives directes et additives directes, en respectant un gabarit pour le rejet de 
perturbation. L’équivalence entre les deux problèmes vient du fait qu’un bruit de 
mesure et une dynamique négligée en haute fréquence peuvent se modéliser par des 
incertitudes additives directes ; pour ce type d’incertitude le transfert P considéré 
correspond au transfert entre le bruit de mesure (b) et la commande (u), voir chapitre 1, 
relation (1.37). 



90 Robustification de lois de commande prédictive par la paramétrisation de Youla 

3.4. Résolution par programmation linéaire 

Considérant les contraintes fréquentielles et temporelles formulées dans la partie 
précédente, on en conclut qu’il est nécessaire de minimiser une norme ∞H  parmi les 
paramètres Q ( 1Q  ou 2Q )2 qui satisfont la contrainte temporelle. Le problème à ce stade 
réside dans le fait que Q appartient à l’ensemble des systèmes stables, ensemble de 
dimension infinie. A l’heure actuelle, il n’existe aucune méthode permettant de résoudre 
ce type d’optimisation. Une solution possible consiste alors à restreindre l’espace de 
recherche à un sous-ensemble généré par une base de transferts stables : 

ℜ∈= ∑
=

l

n

l
ll

q

QQ αα avec
0

 (3.25)

Ce type de base vérifie classiquement deux conditions : d’une part, les transferts sont 
orthogonaux3 et, d’autre part, à mesure que l’on augmente le nombre d’éléments 
considérés, le sous-ensemble généré tend vers l’ensemble de systèmes stables. Dans le 
cas des systèmes discrets, une base naturelle de systèmes stables est l

l qqQ −− =)( 1 , ce 
qui revient à rechercher le transfert Q sous la forme d’un polynôme ou filtre FIR. 
L’avantage lié au choix de cette base réside dans la simplicité de la mise en œuvre. 
Malgré tout, dans certains cas, deux types de problèmes peuvent survenir. 

D’une part, la réalisation de dynamiques lentes au sein du paramètre Q nécessite un 
polynôme d’ordre élevé ; cette configuration peut se rencontrer dans le cadre de la 
robustification vis-à-vis d’incertitudes en haute fréquence, où Q a pour but notamment 
de ralentir la boucle fermée. Dans ce cas, on peut être amené à chercher le paramètre 
sous une forme de transfert ou filtre IIR, en utilisant une base orthonormale de transferts 
stables [NG97].  

D’autre part, l’implantation d’un polynôme d’ordre élevé risque d’augmenter le temps 
de calcul et les erreurs numériques du correcteur. Pour concilier ces deux aspects, le 
degré du polynôme est déterminé par essais successifs avec un ordre initial faible, 10 
par exemple, et en l’augmentant progressivement. Pour pallier les inconvénients liés à 
l’implémentation, une solution peut consister, comme on le verra par la suite, à 
approcher le polynôme par un transfert d’ordre beaucoup moins élevé, dont la mise en 
œuvre est plus simple et fiable. 

Si l’on conserve la base de transferts stables du paramètre Q fournie par la relation 
(3.25), il s’avère possible d’approcher les spécifications sur les contraintes 
fréquentielles et temporelles par des inégalités linéaires, et le problème peut ensuite être 
résolu par une minimisation sous contraintes de type inégalité. 

                                                 
2 Pour cette partie, on considère un seul paramètre Q, qui représente Q1 ou Q2, afin de simplifier la 
notation. 
3 Au sens du produit scalaire classique sous )(2 TH , avec T le cercle unité, soit [NG97] : 
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3.4.1. Norme H∞ 

La relation (3.18) peut s’écrire de la façon suivante : 
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(3.26)

en considérant que chaque expression P du Tableau 3.1 peut se mettre sous la forme 
QTT 21 + . 

Soit : 
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En notant γ  le majorant de la relation précédente, et en discrétisant le demi-cercle 
unité, il vient [HBA02] : 
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Avec Q généré par une base de transferts stables (3.25), on déduit : 
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Soit, en simplifiant la notation : 

NkT kk K,1pour21 =≤+ γαT  

Cette inégalité portant sur le module, du type γ≤u , est une contrainte quadratique. Il 
est possible de l’approximer par les quatre inégalités suivantes [HS89, HBA02] : 
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Cela revient à approcher un cercle par un polygone, comme montré Figure 3.11. On 
peut, comme l’indique cette figure, approcher les contraintes quadratiques par plus de 
quatre inégalités linéaires si l’on souhaite obtenir une meilleure approximation. 

Im(u) Contraintes 
quadratiques

Re(u) 

4 contraintes 
linéaires

  

Im(u) Contraintes 
quadratiques 

Re(u) 

8 contraintes 
linéaires 

 

Figure 3.11 : Approximation des contraintes quadratiques 

L’étape suivante consiste à réécrire chaque inégalité ci-dessus sous la forme : 

0≤− bax  (3.28)

Ainsi, la première de ces inégalités : 

( ) ( ) γ≤+++ αTαT kkkk TT 2121 ImRe  (3.29)

devient : 

[ ] [ ] 0)Im()Re(1)Im()Re( 1122 ≤−−−



−+ kkkk TTγ
αTT  (3.30)

En regroupant les quatre inégalités, on obtient finalement le critère à minimiser sous 
forme matricielle : 
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3.4.2. Respect d’un gabarit temporel 

De façon similaire à la manipulation effectuée au paragraphe précédent, un transfert ijH  
de la relation (3.16) devient : 

QTTH ij 21
~~ +=  (3.32)

Soit encore, si l’on conserve la base des transferts stables fournie par la relation (3.25) : 
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La réponse à )(te j  s’exprime donc par : 
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En notant enfin )(~)( 11 teTts j=  et )(~)( 22 teQTts jii = , il vient : 
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Figure 3.12 : Gabarit temporel 

En considérant les 1+tN  premières valeurs de la réponse )(tsi  et les valeurs maximale 
)(max ts  et minimale )(min ts  du gabarit temporel, voir Figure 3.12, on obtient l’inégalité 

matricielle suivante : 
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Soient les contraintes supplémentaires : 
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Il convient alors d’ajouter ces contraintes (3.37) à celles définies par la relation (3.31).  
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Le problème initial devient ainsi un problème de programmation linéaire qui peut être 
résolu par des algorithmes classiques. Par ailleurs, puisque le problème est convexe en 
Q, la convergence vers le minimum global est garantie, tout au moins dans l’espace de 
recherche. En cas de problèmes de conditionnement numérique lors de la résolution, il 
est préférable d’ajouter un terme quadratique au sein du critère, ce dernier s’exprimant 
par : 

XCXHX +Tmin  avec ΙH <<  

et de résoudre l’ensemble par un algorithme de programmation quadratique 
théoriquement mieux conditionné. Lorsque les solutions recherchées ne satisfont pas 
correctement les gabarits imposés, c’est à dire, lorsque le problème n’a pas de solution, 
il est nécessaire soit de relâcher les contraintes, soit d’augmenter l’espace de recherche, 
afin de trouver un problème solvable. A partir d’un problème solvable, on peut alors 
durcir les contraintes afin de s’approcher le plus possible du problème sans solution 
initial. 

3.4.3. Approche d’un polynôme par un transfert 

Dans la résolution du problème d’optimisation par programmation linéaire, le paramètre 
Q peut être cherché sous forme d’un polynôme ou filtre FIR. Dans ce cas, on peut 
arriver à des ordres élevés pour ce polynôme, afin de considérer un espace important 
pour la recherche du paramètre. Lors des robustifications effectuées dans ce travail, on 
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est arrivé par exemple à des polynômes d’ordre 100 et plus. L’implantation d’un 
correcteur avec un paramètre Q d’ordre très élevé est très coûteuse en temps de calcul et 
en place mémoire. Pour cette raison, il est utile d’essayer d’approximer ce polynôme par 
un transfert. 

Dans ce paragraphe, on traite la problématique liée à cette approximation et le choix 
finalement effectué. 

3.4.3.1. Résolution par les moindres carrés 

Considérons un polynôme )( 1−qP  de la forme : 
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1)(  (3.39)

que l’on souhaite approcher par un transfert )( 1−qT  de la forme : 
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Pour ce faire, on va considérer le diagramme de la Figure 3.13. 

)(tu  

)(ty

)(ˆ ty
)(ˆ)()( tytyt −=ε  

)( 1−qP

)(
)()( 1

1
1

−

−
− =

qA
qBqT

 

Figure 3.13 : Approche d’un polynôme par un transfert 

La démarche adoptée consiste à trouver )( 1−qT  tel que l’erreur quadratique ε(t)2 soit 
minimisée pour une entrée u(t) donnée. La sortie ŷ(t) à l’instant t s’écrit : 

)(ˆ)1(ˆ)()1()()(ˆ 110 natyatyanbtubtubtubty nanb −−−−−−++−+= KK  (3.41)

La minimisation de 22 )ˆ( yy −=ε  mène à un problème de minimisation non linéaire, car 
ŷ(t) dépend de ŷ aux instants précédents qui, à leur tour, dépendent de )( 1−qB  et 

)( 1−qA . Pour contourner ce problème, on considère : 

)()1()()1()()(ˆ 110 natyatyanbtubtubtubty nanb −−−−−−++−+=′ KK  (3.42)

ce qui correspond au diagramme de la Figure 3.14. 
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Figure 3.14 : Approximation polynôme/transfert  
par les moindres carrés 

On peut maintenant écrire )(tε ′  en fonction des paramètres de )( 1−qB , de )( 1−qA  et 
des données connues, soit, l’entrée u(t) et la sortie produite par le polynôme )( 1−qP , 
c’est à dire, y(t). On a de façon matricielle : 
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Considérons une entrée u(t) à mcN  valeurs discrètes : 

( ))()( 1 mcNtutuu L=  (3.44)

On a : 

θΦ=′Ŷ  (3.45)
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L’erreur devient : 

θΦ−=′−=′ YYY ˆε  (3.46)

D’où la minimisation suivante : 

( ) ( )222 minˆminmin θ
θθ

Φ−=′−=′ YYYε  (3.47)

En dérivant par rapport à θ  et en égalant à zéro, on obtient : 

( ) YTT ΦΦΦ=
−1

θ̂  (3.48)

Cette solution pour θ  n’est pas la solution optimale pour le problème défini Figure 3.13 
mais on obtient une solution proche de l’optimal. Un aspect important pour ce type de 
résolution est le choix de l’entrée u(t). Cette entrée doit être choisie de façon à exciter la 
bande de fréquences dans laquelle le comportement du filtre FIR doit être le mieux 
approché et d’une durée plus grande que le temps de réponse du filtre FIR. On a adopté 
ici le choix d’une séquence binaire pseudoaléatoire de longueur 512, soit 9 registres 
[BEL98]. Le choix de cette entrée est justifié, d’une part, parce qu’elle permet d’exciter 
toute la gamme de fréquences, sauf, et ceci constitue son point faible, les fréquences très 
basses, et, d’autre part, parce qu’une longueur de 512 points est suffisante pour des 
polynômes d’ordre 100 ou 150, soit, comme on verra plus tard, la limite maximale des 
polynômes trouvés lors des optimisations. 

Le transfert obtenu avec cette approche n’est pas optimal. Il est vrai que l’on peut 
trouver des transferts ayant un comportement plus proche de celui du polynôme. 
Néanmoins, ce transfert trouvé par les moindres carrés va permettre de démarrer un 
algorithme d’optimisation, en l’occurrence, l’algorithme de Fletcher-Powell [FP63], 
afin de se rapprocher encore plus de l’optimal, c’est à dire être plus proche du spectre 
fréquentiel du filtre FIR. C’est ce que nous allons étudier au paragraphe suivant. 

3.4.3.2. Résolution par l’algorithme de Fletcher-Powell  

La synthèse des filtres IIR [PM96, BEL98] autorise la formulation d’un problème 
d’optimisation afin de trouver le filtre le plus proche d’une réponse fréquentielle donnée 
[DEC72]. Ce problème d’optimisation ainsi défini peut ensuite être résolu par 
l’algorithme de Fletcher-Powell [FP63]. 

Dans le cas qui nous intéresse ici, la réponse fréquentielle à approcher est celle du 
polynôme )( 1−qP , que l’on notera )( nfP  pour le module et )( nP fϕ  pour la phase. Il 
s’agit donc de trouver le transfert )( 1−qT  tel que l’erreur définie par (3.49) soit 
minimisée. 



98 Robustification de lois de commande prédictive par la paramétrisation de Youla 

( ) ( )2
1

0

2
1

0
)()()()()()()1(

00

nPnT

N

n
nnn

N

n
nm fffwfPfTfwE ϕϕµµ ϕ −+−−= ∑∑

−

=

−

=  
(3.49)

Cette erreur E possède deux parties, l’une portant sur le module et l’autre sur la phase. 
La pondération µ permet de donner plus ou moins de poids à chaque partie. )( nm fw  et 

)( nfwϕ  sont des pondérations fréquentielles qui vont permettre de donner plus de poids 
à une certaine bande de fréquences par rapport aux autres. La réponse fréquentielle du 
polynôme est calculée sur un nombre fini de points, noté ici 0N . 

En considérant le transfert (3.40), on définit le vecteur des paramètres à déterminer : 

( )nanb aaabbb LL 2110=x  (3.50)

et le problème de minimisation suivant : 

E
x

min  (3.51)

La résolution de ce problème de minimisation par l’algorithme de Fletcher-Powell 
nécessite le calcul du gradient de la fonction à minimiser. En effet, cet algorithme est un 
algorithme quasi Newton [FP63,CBG99]. L’idée de ce type d’algorithme est de 
considérer que, près de l’optimum, la fonction à minimiser peut être approchée par une 
fonction quadratique. A chaque pas, on approche la fonction par une fonction 
quadratique et on cherche le minimum de cette fonction quadratique. On calcule le 
gradient et le Hessien pour les algorithmes de type Newton ; pour les algorithmes de 
type quasi Newton, le gradient est calculé et le Hessien est estimé numériquement. Ce 
type d’algorithme donne de bons résultats pour la minimisation qui nous intéresse, voir 
[DEC72].  

On calcule le gradient de la fonction à minimiser (3.49) : 
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Avec : 
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(3.53)
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(3.54)

L’écriture sous forme matricielle fournit : 

ϕϕµµ ewAewA
x

2)1(2 +−=
∂
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E  (3.55)
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Le calcul des dérivées est mené comme suit : 
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Pour la phase, on obtient : 
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Ensuite, on calcule la dérivée du module par rapport aux composantes bi. 
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(3.56)

De la même façon, on trouve : 



Robustification d’une commande GPC 101 

( )
2

2cos)(

n

enAn

i

n

A

iTfB
a
fT

n
πϕ +

−=
∂

∂

 
(3.57)

( )
n

enB

i

nT

B
iTf

b
f

n
πϕϕ 2sin)( +

−=
∂

∂

 
(3.58)

( )
n

enA

i

nT

A
iTf

a
f

n
πϕϕ 2sin)( +

=
∂

∂

 
(3.59)

Une fois le gradient de la fonction à minimiser calculé, on peut utiliser l’outil fourni par 
l’« optimization Toolbox » de Matlab™ [CBG99] avec l’algorithme de Fletcher-Powell 
pour réaliser la minimisation et trouver le transfert recherché. Dans la recherche de 
l’optimal, il peut arriver que l’on trouve un transfert instable ; dans ce cas, il suffit de 
remplacer le pôle instable par son symétrique par rapport au cercle unité et relancer 
l’optimisation. 

3.5. Exemples en simulation 

3.5.1. Application à la commande d’un moteur asynchrone 

La méthodologie précédemment développée est appliquée maintenant en vue de 
robustifier la commande GPC en vitesse d’un moteur asynchrone. Comme mentionné 
dans les parties ci-dessus, un correcteur initial a été synthétisé avec 1)( 1 =−qC . 
L’objectif est alors de robustifier ce correcteur initial, de sorte que la loi de commande 
soit moins sensible aux bruits de mesure et aux incertitudes de modèle à haute 
fréquence. Cependant, cette robustification doit être réalisée, d’une part, en conservant 
le comportement entrée/sortie imposé par le correcteur initial (dynamique de poursuite) 
et, d’autre part, en respectant un gabarit spécifié au préalable pour le rejet de 
perturbation, afin de ne pas trop ralentir la dynamique de régulation de la boucle 
fermée. 

Le transfert identifié entre le couple et la vitesse du moteur asynchrone pour une 
période de 5 ms est, voir [BD96] : 

21
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02,098,01
024,3344,1
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)()( −−
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==
qq
qq
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qBqqH  (3.60)

Comme indiqué dans [BD96], un correcteur GPC initial est synthétisé avec 1)( 1 =−qC  
et les paramètres de réglage suivants : 
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1,8,1 21 === uNNN  et 200=λ  

Ces paramètres ont été cherchés afin de satisfaire les contraintes de stabilité et 
robustesse suivantes [BD96] : 

• une marge de phase supérieure à 45°, 

• une marge de gain supérieure à 6dB, 

• une marge de retard supérieure à une période d’échantillonnage, 

• une fonction de sensibilité directe de module inférieur à 6dB, 

• une fonction de sensibilité complémentaire de module inférieur à 3dB. 

La Figure 3.15 illustre, avec ce correcteur initial, la vitesse moteur en réponse à un 
échelon de vitesse, puis à un échelon de perturbation )(td  d’amplitude 0,1, et la marge 
de robustesse rB  du système bouclé par le correcteur initial, fournie par la relation 
(1.24). 
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Figure 3.15 : Vitesse moteur en réponse à un échelon de consigne 
 et de perturbation, et marge de robustesse rB   

pour le correcteur initial  

La robustification de cette commande implique tout d’abord le choix d’une pondération 
W. Afin de pondérer davantage les hautes fréquences, considérons ici : 

7,0
3,01 1−−

=
qW  (3.61)

Il est ensuite nécessaire de se donner le gabarit désiré pour le rejet de perturbation. La 
Figure 3.16 présente le gabarit imposé, en fixant comme valeur maximale la valeur 
atteinte par la méthode Q-design, mise en œuvre par la suite à titre de comparaison, et le 
rejet de perturbation déduit de l’action du correcteur initial, pour un échelon unité de 
perturbation. On a choisi 38=tN  (nombre de points de la réponse temporelle pris en 
compte par le gabarit) pour la minimisation, soit un horizon de 185 ms. 
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Figure 3.16 : Gabarit pour le rejet de perturbation 

Avec ce choix de paramètres (pondération et gabarit), la recherche du paramètre 1Q  est 
réalisée via une structure de programmation linéaire, relation (3.38), en imposant un 
polynôme d’ordre 30, ramené ensuite à une fonction de transfert d’ordre 2 par 
l’algorithme de Fletcher-Powell. On obtient : 
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qq
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(3.62)

Le choix de tN  est lié au gabarit imposé et dépend du temps de réponse du système. La 
valeur de N, nombre de points de discrétisation du demi cercle unité, est fonction de 
l’allure du critère fréquentiel à minimiser et du degré du polynôme. Dans cet exemple, 
on a choisi 60=N . La validité des paramètres choisis est déterminée a posteriori grâce 
à une simulation temporelle et fréquentielle avec le correcteur obtenu. 

L’ordre du polynôme a été déterminé par essais successifs, avec un ordre initial de 20, 
augmenté progressivement. Le choix d’un transfert d’ordre 2 se justifie de la même 
façon ; l’approximation du polynôme à un transfert d’ordre 3 n’apporte pas un gain 
significatif. La Figure 3.17 montre l’approximation polynôme/transfert effectuée. Dans 
un premier temps, le polynôme est approché par la méthode des moindres carrés et, 
ensuite, avec l’algorithme de Fletcher-Powell, on arrive au transfert (3.62). Les 
paramètres utilisés sont : 
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Figure 3.17 : Approximation polynôme/transfert  

La vitesse moteur en réponse à un échelon de vitesse, puis à un échelon de perturbation 
)(td  d’amplitude 0,1, est alors reportée Figure 3.18 et superposée à titre de 

comparaison à la réponse obtenue avec le correcteur initial seul. On constate que la 
réponse à l’échelon de vitesse reste identique à celle obtenue avec ce correcteur initial 
(ce qui correspond à l’objectif fixé), et que le gabarit imposé pour le rejet de 
perturbation est pratiquement respecté, ce qu’indique également la Figure 3.18, où sont 
superposés gabarit et réponse à la perturbation. La conversion de 1Q , de polynôme à 
fonction de transfert, dégrade en fait très légèrement le respect du gabarit, voir Figure 
3.18. 
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Figure 3.18 : Vitesse moteur en réponse à un échelon de consigne et 
de perturbation, et respect du gabarit pour le correcteur robustifié 

Par ailleurs, Figure 3.19, on vérifie que la robustesse à haute fréquence a été améliorée. 
On constate de même, Figure 3.19, que l’effet de la conversion polynôme/transfert dans 
la mesure de la robustesse reste mineur. 
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Figure 3.19 : Marge de robustesse rB  correcteur robustifié  
et détail de la conversion polynôme/transfert  

Une simulation avec un système reprenant le modèle précédent augmenté d’une 
dynamique négligée a été ensuite réalisée. La dynamique négligée correspond à un 
système du deuxième ordre de pulsation propre w0 égale à 400 rad/s et d’amortissement 
ζ de 0,35. On obtient le système suivant : 
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(3.63)

Les résultats sont reproduits Figure 3.20. La dynamique négligée produit des 
oscillations sur la sortie dans le cas du correcteur initial. Avec le correcteur robustifié, la 
sortie ne présente plus d’oscillation. Le correcteur robustifié est donc plus robuste face à 
ce type d’incertitude de modèle, ce qu’indiquait déjà la marge de robustesse rB  Figure 
3.19. 
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Figure 3.20 : Simulation en présence de dynamique négligée. 
Correcteur initial et correcteur robustifié 

La Figure 3.21 propose une comparaison des résultats obtenus avec notre méthodologie 
avec ceux obtenus avec la méthode Q-design proposée par Ansay et al. [AGW98]. La 
robustification a été effectuée dans le cadre de cette approche Q-design avec les 
paramètres 9,01 =µ  et 8,02 =µ  (voir le chapitre 1 ou [AGW98] pour les détails relatifs 
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à cette méthode). Ces deux figures montrent clairement que la stratégie proposée dans le 
cadre de ce travail de thèse donne, par rapport à l’approche Q-design, de meilleures 
marges de robustesse à haute fréquence tout en conservant un rejet de perturbation plus 
rapide. D’autre part, avec la méthodologie proposée, le compromis robustesse/réjection 
de perturbation peut être géré ‘visuellement’ de façon simple grâce au gabarit, plutôt 
que par des paramètres de réglage moins intuitifs. 
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Figure 3.21 : Comparaison des marges de robustesse rB  
 et des réponses en rejet de perturbation 

On peut finalement analyser les caractéristiques fréquentielles à partir de la boucle 
ouverte. On peut voir, Figure 3.22, les diagrammes de Bode et Black correspondant aux 
correcteurs initial, robustifié par la méthode proposée (Q_opt) et robustifié par la 
méthode Q-design. On constate alors que la bande passante a diminué avec la 
robustification. Le diagramme de Black montre ainsi que la marge de phase la plus 
grande correspond à la méthode Q-design. 
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Figure 3.22 : Diagrammes de Bode et de Black 

3.5.2. Application à un système double intégrateur 

Envisageons dès lors l’application de l’ensemble de la méthodologie développée ci-
dessus à un système double intégrateur et constante de temps (correspondant par 
exemple à la fonction de transfert d’un moteur à courant continu en sortie position, pour 
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laquelle les frottements visqueux seraient négligeables). Ce type de système a été retenu 
car l’obtention d’un comportement entrée/sortie sans dépassement en réponse à un 
échelon de consigne nécessite un choix de paramètres de réglage de la loi de commande 
très pénalisant en termes de temps de réponse. Cet exemple a donc pour but d’illustrer 
comment, à partir d’un réglage initial pour lequel le comportement entrée/sortie 
présente un certain dépassement, il est possible d’élaborer un paramètre 2Q  permettant 
de respecter un gabarit pour le comportement entrée/sortie. On arrive ainsi à un 
comportement entrée/sortie sans dépassement, avec la dynamique de poursuite désirée 
et sans modification de la dynamique de la boucle fermée. Le respect de ce dernier 
critère nous permet de garantir que les caractéristiques de robustesse obtenues avec le 
correcteur initial ne seront pas modifiées. 

Deux points de vue sont successivement considérés : un premier scénario consiste à 
respecter un gabarit entrée/sortie en s’imposant une commande la plus faible possible ; 
un deuxième scénario vise à satisfaire un gabarit entrée/sortie tout en conservant un 
temps de réponse le plus court possible, mais en limitant l’incrément de commande. 

3.5.2.1. Synthèse du correcteur initial 

Considérons le système continu suivant : 

)1(
1)( 2 ss

sG
+

=     (s variable de Laplace) (3.64)

La discrétisation de ce système, avec une période d’échantillonnage de 500ms et en 
considérant un bloqueur d’ordre zéro à l’entrée du système, fournit la fonction de 
transfert discrète : 

321

321
1

61,021,261,21
014,0065,0019,0)( −−−

−−−
−

−+−
++

=
qqq
qqqqG  (3.65)

Un correcteur GPC initial est synthétisé avec 1)( 1 =−qC  et les paramètres de réglage ci-
dessous : 

1,16,1 21 === uNNN  et 21=λ  (3.66)

Ces paramètres ont été cherchés afin de satisfaire les contraintes de stabilité et 
robustesse suivantes [BD96] : 

• une marge de phase supérieure à 45°, 

• une marge de gain supérieure à 6dB, 

• une marge de retard supérieure à une période d’échantillonnage, 
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• une fonction de sensibilité directe de module inférieur à 6dB, 

• une fonction de sensibilité complémentaire de module inférieur à 3dB. 

La Figure 3.23 illustre la réponse du système à une entrée en échelon avec ce correcteur 
initial, puis à un échelon de perturbation )(td  d’amplitude 0,01. La réponse à un 
échelon d’entrée traduit un dépassement non négligeable difficile à éviter avec un 
correcteur GPC pour ce type de système (sans pénaliser de façon trop importante le 
temps de réponse).  
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Figure 3.23 : Réponse temporelle du système 

Le polynôme caractéristique obtenu avec ce correcteur initial, synthétisé avec 
1)( 1 =−qC , est décomposé en un polynôme RBqSAqAc ′+′∆= −− 11)( , correspondant à 

la dynamique de commande, et un polynôme 1)( 1 =−qAo , correspondant à la 
dynamique de l’observateur. Ce choix pour oA  est justifié par le fait que la loi de 
commande obtenue avec 1)( 1 =−qC  place tous les pôles de l’observateur à zéro. 

3.5.2.2. Limitation du dépassement 

L’objectif de ce premier scénario considéré consiste à rechercher le paramètre 2Q  qui 
permette de respecter un gabarit entrée/sortie sans dépassement tout en minimisant les 
transitoires de commande. 

La première étape a pour but de déterminer le gabarit à respecter. La démarche adoptée 
ici vise à la mise en œuvre d’un gabarit pour lequel le système conserve le temps de 
réponse obtenu avec le correcteur initial, mais sans dépassement. Ce gabarit est 
représenté Figure 3.24, en incluant la réponse indicielle du système avec le correcteur 
initial à titre de comparaison. Cette réponse a été obtenue en se ramenant à une allure 
causale de la réponse indicielle du système. On a choisi 80=tN  pour la minimisation, 
soit un horizon de 40 s. 
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Figure 3.24 : Gabarit avec réponse indicielle du système 
 et transfert u/w pour le correcteur initial 

Il est ensuite nécessaire de fixer la pondération intervenant dans la minimisation du 
transfert u/w. Le module du transfert u/w incluant le correcteur initial est représenté 
Figure 3.24. Afin de réduire la commande en haute fréquence, on a choisi : 

2,0
8,01 1−−

=
qW  (3.67)

À ce stade, on constate que, pour conserver un gain unitaire dans le transfert 
entrée/sortie, il est nécessaire de valider la relation suivante : 
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Avec le correcteur initial, le gain unitaire est satisfait par structure de l’algorithme GPC, 
ce qui garantit que la première partie de la relation (3.68) possède un gain unitaire. Il 
faut donc que 0)( 1

2 =−qQ  pour 1=q . Ceci peut s’obtenir simplement en forçant dans 
2Q  un terme 11 −−=∆ q  au numérateur, soit : 

)()()( 1
2

11
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−−− ′∆= qQqqQ  (3.69)

On arrive alors à la minimisation suivante : 
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(3.70)

Minimiser cette relation nécessite, selon la théorie développée, le choix d’une base de 
transferts stables définissant le sous-espace de recherche. Dans le cas de systèmes 
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discrets, et comme on l’a déjà indiqué au paragraphe 3.4, une base naturelle de systèmes 
stables est i

i qqQ −− =)( 1 , ce qui revient à chercher le transfert Q sous forme d’un 
polynôme ou filtre FIR. Dans le cas considéré cependant, la dynamique du paramètre 
recherché est plus ou moins connue à l’avance, fixée par le gabarit, et plutôt lente par 
rapport à la période d’échantillonnage. L’ordre du polynôme Q est alors relativement 
élevé, de sorte que la conversion polynôme/transfert, qui s’avère nécessaire dans la 
plupart des cas de recherche polynomiale, peut conduire à un gabarit respecté de façon 
approximative. La recherche purement polynomiale reste en fait intéressante lorsque des 
ordres peu élevés suffisent, car son implantation est plus facile ; cela revient à modifier 
le polynôme )( 1−qT  de la loi de commande. 

Dans notre cas, on a choisi une base orthonormale de transferts stables, car même si le 
sous-espace de recherche est plus petit, éviter la conversion polynôme/transfert assure 
un respect parfait du gabarit. On a donc choisi une base orthonormale de transferts 
stables développée dans [NG97] et définie par : 
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(3.72)

Le choix des éléments de la base ainsi que son ordre dépend d’une connaissance a priori 
du système et du résultat attendu. En fonction de la rapidité de la réponse recherchée, le 
choix est orienté vers des pôles rapides ou lents. L’analyse de la réponse obtenue 
permet par approximations successives de s’approcher du résultat désiré. Ici, l’objectif 
était de trouver une dynamique proche de la dynamique de départ, on a donc choisi un 
pôle à 0,9, car les pôles les plus lents de la boucle fermée sont à 0,91. La résolution avec 
ce seul élément conduit à un problème infaisable. L’ajout d’un deuxième pôle en 0,9 
conduit encore à un problème infaisable. Finalement avec 9,00 =ε  et 8,01 =ε , on 
trouve le paramètre 2Q  suivant : 

)8,01)(9,01(
)02816,002537,0)(1(

11
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=
qq

qqQ
 

(3.73)

La réponse à un échelon en entrée et à une perturbation d’amplitude 0,01 est représentée 
Figure 3.25, où les résultats obtenus avec le correcteur initial sont superposés à titre de 
comparaison. On constate d’une part que la réponse à la perturbation est la même que 
celle obtenue avec le correcteur initial, ce qui nous montre que la dynamique de la 
boucle n’a pas été modifiée. D’autre part, la réponse à un échelon en entrée n’a pas de 
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dépassement, et la dynamique du comportement entrée/sortie respecte le gabarit, 
comme le montre également la Figure 3.25. 
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Figure 3.25 : Réponse temporelle du système et gabarit avec réponse 
indicielle du système pour les correcteurs initial et modifié 

La Figure 3.26 illustre, de plus, l’évolution du transfert wu . Le fait d’avoir modifié le 
transfert entrée/sortie implique une dégradation à hautes fréquences du transfert wu , 
même si la minimisation incluait cet aspect au sein du critère. Un compromis a donc été 
réalisé entre les deux composantes du critère.  

Le paramètre 2Q  recherché évolue bien sûr en fonction de la base. Par exemple, choisir 
8,00 =ε  et 7,01 =ε  fournit le paramètre suivant : 

)7,01)(8,01(
)21423,023762,0)(1(
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(3.74)

La Figure 3.26 illustre aussi le comportement entrée/sortie obtenu avec ce nouveau 
paramètre, plus rapide et toujours sans dépassement. Cette amélioration a pour 
conséquence une dégradation du transfert wu , Figure 3.26, illustrant ainsi la nécessité 
du compromis à gérer entre spécifications temporelles et fréquentielles. 
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Figure 3.26 : Réponse du système avec le nouveau paramètre Q2 et 
transfert u/w avec le correcteur modifié 
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Ces deux réglages illustrent donc le choix important des paramètres de la base, 
permettant d’atteindre des performances différentes selon l’emplacement des pôles de 
cette base. 

3.5.2.3. Limitation de l’incrément de commande 

Le deuxième scénario envisagé ci-dessous vise à respecter le même gabarit que dans 
l’exemple précédent, mais en minimisant cette fois le temps de réponse et en imposant 
une borne sur l’incrément de commande. La minimisation du temps de réponse peut se 
traduire par la minimisation de la norme ∞H  du transfert ε/w pondéré, soit, le transfert : 
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(3.75)

La contrainte sur l’incrément de commande lors de la réponse indicielle se traduit par le 
respect d’un gabarit temporel du transfert incrément de commande/entrée, soit : 

)()( 2 twQ
A
A

A
ATtu

cc







 ∆
−

∆′
=∆  (3.76)

Finalement, en conservant la contrainte sur le respect du gabarit imposé, on aboutit au 
problème de minimisation suivant : 
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Avec le même gabarit à respecter que dans l’exemple précédent, la même pondération 
W et avec 9,00 =ε , 8,01 =ε , 1,0max =∆u  et 1,0min −=∆u , on trouve le paramètre 
suivant : 

)8,01)(9,01(
)08587,008834,0)(1(
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La Figure 3.27 illustre le comportement entrée/sortie obtenu avec ce paramètre, relation 
(3.78), et l’incrément de commande obtenu. D’une part, on obtient un comportement 
qui respecte largement le gabarit en ce qui concerne le temps de réponse. D’autre part, 
la contrainte sur l’incrément de commande est aussi respectée. 
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Figure 3.27 : Gabarit et réponse du système et incrément de 
commande avec 1,0≤∆u  

Si l’on diminue encore la borne sur l’incrément de commande à 05,0max =∆u  et à 
05,0min −=∆u , en conservant les autres paramètres de réglage, il vient pour 2Q  : 
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La Figure 3.28 reproduit le comportement entrée/sortie obtenu avec ce nouveau 
paramètre et l’incrément de commande obtenu. D’une part, on obtient un comportement 
plus lent que précédemment, comme on pouvait s’y attendre, et d’autre part, on vérifie, 
que la contrainte sur l’incrément de commande est respectée. Si l’on réduit de nouveau 
les limites de l’incrément de commande à 03,0max =∆u  et à 03,0min −=∆u , le problème 
n’a pas de solution. Dans ce cas, il est nécessaire de modifier le gabarit pour permettre 
un temps de réponse plus grand, changer la base de recherche, ou permettre un 
incrément de commande plus grand, afin de trouver des solutions. 
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Figure 3.28 : Gabarit et réponse du système et incrément de 
commande avec 05,0≤∆u  

Augmenter l’incrément de commande autorisé induit une dégradation du critère 
fréquentiel, comme l’illustre la Figure 3.29. Lors de la mise au point du correcteur, il 
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s’avère donc nécessaire de trouver un compromis entre le gabarit de la réponse, 
l’incrément maximal de commande permis et le transfert ε/w. 
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Figure 3.29 : Transfert ε/w avec le correcteur modifié  

3.6. Mise au point d’un logiciel de CAO 

Tous les développements théoriques liés à notre méthode de robustification présentée 
dans ce chapitre ont été implantés au sein d’un logiciel de CAO (Conception Assistée 
par Ordinateur) dédié à la conception de correcteurs GPC. Ainsi, à partir de la structure 
de synthèse classique ( 1)( 1 =−qC ), il est possible d’analyser de façon quantitative 
l’impact des divers paramètres de réglage nécessaires aux outils de robustification. 
Cette robustification a été intégrée de trois façons : 

• En choisissant le polynôme C 

• Avec la paramétrisation de Youla 

o Face à des bruits de mesure ou des dynamiques négligés 

o Face à des bruits de mesure et paramètres du modèle incertains 

D’autres possibilités de robustification pourraient être ajoutés, étant donné le caractère 
très général de la méthode. Cela fait partie des évolutions possibles du logiciel. Une 
possibilité serait de généraliser la prise en compte de spécifications à deux 
spécifications fréquentielles et deux temporelles parmi celles définies au paragraphe 
3.3. 

Avant d’aborder l’utilisation du logiciel, on établira un bilan des paramètres nécessaires 
à l’élaboration de la méthode de robustification proposée, ainsi que des critères à 
formuler pour le choix de ces paramètres. 
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3.6.1. Paramètres de réglage 

Récapitulons tout d’abord les paramètres et choix nécessaires à la robustification. 

• Pour les spécifications fréquentielles : 

o Transfert à minimiser 

o Pondération W 

• Pour les spécifications temporelles : 

o Transfert 

o Gabarit 

 Choix de l’horizon (nombre de points) 

 Valeur maximale et minimale 

o Signal d’entrée 

• Pour les paramètres de l’optimisation 

o Optimisation linéaire ou quadratique 

o Nombre de points de discrétisation du demi cercle unité 

o Paramètre polynomial ou fonction de transfert 

 Si polynomial 

• Degré du polynôme 

• Nombre de points pour l’approximation 
polynôme/transfert 

• Degré du transfert pour approcher le polynôme 

• Pondération fréquentielle pour l’approximation 
polynôme/transfert 

• Pondération amplitude/phase pour l’approximation 
polynôme/transfert 

 Si fonction de transfert 

• Nombre d’éléments de la base 

• Pôles de la fonction de transfert 

Ce bilan pourrait laisser penser que la méthode mise au point nécessite le choix d’un 
grand nombre de paramètres. En fait, beaucoup de ces paramètres sont fixés a priori par 
la nature du problème à résoudre, ou peuvent se déduire a priori d’une analyse simple 
du comportement du système. Analysons en détail chaque choix possible, permettant de 
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définir ainsi quelques lignes directrices pour une plus grande simplicité 
d’implémentation. 

3.6.1.1. Spécification fréquentielle 

Il s’agit de choisir le ou les transferts à minimiser. Dans le cas le plus simple, pour une 
robustification face à des dynamiques haute fréquence négligées, on opte pour la marge 
de robustesse rB  présentée au chapitre 1, qui correspond au transfert P, Figure 3.9, 
bouclé par une incertitude additive directe, ou bien au transfert entre le bruit de mesure 
et la commande. Si l’on souhaite robustifier face à des incertitudes paramétriques sur le 
modèle, on choisit, par exemple, la sensibilité complémentaire, qui correspond au 
transfert P bouclé par une incertitude multiplicative directe. 

En ce qui concerne la pondération W, il est souvent possible et suffisant de débuter par 
une pondération égale à 1 (ne privilégiant aucune fréquence plus particulièrement) et 
évoluer ensuite en fonction du résultat obtenu. W est classiquement de type passe-haut, 
afin d’agir en haute fréquence. 

3.6.1.2. Spécification temporelle 

La ou les spécifications temporelles choisies dépendent de l’application considérée. 
Dans le cas général, on fait intervenir le transfert entre la perturbation d du modèle 
CARIMA et la sortie. L’entrée correspond à une perturbation égale à un échelon 
unitaire et le gabarit définit la dynamique désirée pour le rejet de perturbation. Un autre 
choix possible est le transfert bruit de mesure/commande. Dans ce cas, il s’agit de 
contraindre l’effet d’un bruit de mesure sur la commande, afin de ne pas obtenir un 
signal de commande trop bruité. Le choix de l’horizon pour le gabarit ( tN ) va dépendre 
de la dynamique considérée dans le gabarit. 

3.6.1.3. Paramètres de l’optimisation 

Optimisation linéaire ou quadratique 
La mise en forme du problème de robustification conduit par structure à une 
optimisation linéaire. Ce choix est donc imposé par défaut. Cependant, en présence de 
problèmes numériques lors de la résolution, il est possible d’ajouter un terme 
quadratique afin d’utiliser un algorithme de programmation quadratique, théoriquement 
mieux conditionné. 

Dans ce cas, il faut ajouter un terme quadratique à l’optimisation, de la forme : 

XCXHX
BXA

+
≤

Tmin  avec H << 1 (3.80)

Pour que l’optimisation reste valide, il faut que le terme quadratique XHXT  soit petit 
par rapport au terme linéaire XC . Comme H est une matrice diagonale, soit, 

)2( +⋅= nqh ΙH  et : 
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 (3.81)

On peut donc choisir une petite valeur pour h, par exemple de l’ordre de 410− , et 
vérifier a posteriori la validité de la valeur choisie. Pour que la valeur de h soit valide, il 
faut que partie droite de l’inégalité (3.81), que l’on peut calculer avec le résultat obtenu, 
soit plus grande (de l’ordre de cent ou mille fois plus grande) que la valeur de h utilisée 
pour l’optimisation. 

L’utilisation d’un autre algorithme de résolution peut aussi entraîner des problèmes 
numériques lors de l’optimisation. En conséquence, le recours à une optimisation 
quadratique est aussi conditionné par l’algorithme de résolution utilisé. 
L’« optimization toolbox » de Matlab™ offre deux algorithmes de résolution pour le 
problème de programmation linéaire. Une basée sur l’algorithme du point intérieur 
[MEH92, ZAH97] et une autre basée sur la méthode du simplexe [DOW55, GMS84]. 
Dans le cas de problèmes avec contraintes inégalités, cette deuxième méthode a donné 
des meilleurs résultats lors des optimisations effectuées, sans nécessiter le recours à une 
optimisation quadratique.  

Nombre de points de discrétisation du demi cercle unité 

Ce nombre de points définit la discrétisation de la réponse fréquentielle dont il faut 
minimiser la norme H∞. Cette discrétisation dépend de deux facteurs, la réponse 
fréquentielle obtenue lorsque le paramètre Q est nul, et l’ordre du paramètre Q. 

Si la réponse fréquentielle lorsque le paramètre Q est nul possède des résonances ou des 
oscillations, il faudra une discrétisation plus fine que dans le cas contraire. Par ailleurs, 
si l’ordre du paramètre Q est élevé, il faudra aussi un nombre de points plus grand que 
si l’ordre de Q est petit, car le paramètre Q peut introduire des oscillations dans la 
réponse fréquentielle obtenue. C’est le cas, par exemple, lorsque le paramètre Q est un 
polynôme d’ordre élevé. 
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Suite à ces considérations, et en supposant une réponse fréquentielle lorsque le 
paramètre Q est nul sans résonance ni oscillation, il apparaît raisonnable de prendre un 
nombre de points égal à trois fois l’ordre du paramètre Q, avec un minimum de 25 
points. 

Paramètre polynomial ou fonction de transfert 

Dans les deux cas, le fait de considérer un plus grand nombre d’éléments, soit un 
polynôme d’ordre plus élevé, soit un transfert d’ordre plus élevé, a comme résultat 
l’élargissement de l’espace de recherche. A la limite, avec un nombre infini d’éléments, 
on arriverait à englober la totalité de l’espace. Dans la plupart des cas, l’utilisation d’un 
polynôme apparaît plus simple, car il n’est pas nécessaire de choisir la position des 
pôles du paramètre. 

Cependant, le cas d’un transfert apparaît mieux adapté pour les situations où l’on veut 
imposer une dynamique déterminée au paramètre, ou lorsque l’on possède une idée de 
la dynamique nécessaire. De même, ce choix est préférable lorsque l’on cherche un 
paramètre lent. En effet, il faudrait alors avoir recours à un polynôme d’ordre très élevé, 
avec la complication de résolution que cela peut entraîner. Dans ces cas, l’utilisation des 
transferts est mieux adaptée, permettant d’imposer la recherche d’un paramètre avec des 
pôles très lents. 

Degré du polynôme 

Il s’agit de fixer l’ordre du polynôme avec lequel va être effectuée la recherche du 
paramètre de Youla. Plus le polynôme est grand, plus l’espace de recherche est grand, 
mais un ordre trop grand peut entraîner un temps de calcul élevé et des erreurs 
numériques. Il convient de commencer par un ordre relativement faible, de 20 à 30, et 
d’augmenter progressivement jusqu’au moment où cette augmentation de l’ordre du 
polynôme ne produit plus d’amélioration du résultat. L’ordre maximal est 
approximativement de 100 ou 120 ; au-delà de cette valeur, le temps de calcul devient 
considérable et les erreurs numériques sont importantes. Toutefois, ces valeurs 
dépendent du système considéré. 

Nombre de points pour l’approximation polynôme/transfert 

Un choix pour cette discrétisation est d’utiliser le même nombre de points que celui 
retenu pour le calcul de la norme H∞ à minimiser. Ce choix est justifié par le fait que le 
paramètre Q a été calculé avec cette discrétisation. 

Degré du transfert permettant d’approcher le polynôme 

On recherche l’ordre du transfert de façon itérative. Il est raisonnable de débuter par un 
ordre 2 et en fonction du résultat obtenu, d’augmenter l’ordre progressivement jusqu’à 
l’obtention d’une approximation correcte. 

Pondération fréquentielle pour l’approximation polynôme/transfert 

Comme pour le choix de W, il apparaît suffisant de débuter par une pondération égale à 
1, puis d’évoluer si nécessaire en fonction du résultat obtenu. Cette pondération est 
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classiquement un filtre passe-haut, afin d’obtenir une meilleure approximation en hautes 
fréquences. 

Pondération amplitude/phase pour l’approximation polynôme/transfert 

De la même façon qu’avec la pondération fréquentielle, on initialise l’optimisation avec 
une même pondération pour l’amplitude et la phase, pour évoluer ensuite, en fonction 
du résultat obtenu. Il faut ici prendre en compte le fait que l’on doit définir 
l’équivalence entre une erreur d’amplitude et une erreur de phase. On peut, par 
exemple, considérer une erreur d’un dB en amplitude et une erreur d’un degré en phase 
avec le même poids. Cela définit un facteur d’échelle à appliquer dans le critère. 

Nombre d’éléments de la base 

On suit ici la même démarche que dans le cas du degré du polynôme. Plus le nombre 
d’éléments est grand, plus l’espace de recherche est grand. Il convient de commencer 
avec un ou deux éléments et d’augmenter progressivement. Cette progression doit 
cependant être effectuée en parallèle avec le choix des pôles des éléments, car un 
changement dans la définition des pôles entraîne un changement de l’espace considéré. 

Pôles de la fonction de transfert 

Si l’on choisit de chercher le paramètre Q sous forme de transfert, il faut déterminer les 
pôles des éléments de la base orthonormale, imposant alors une certaine dynamique au 
paramètre Q. Le choix de ces pôles est déterminé par la dynamique souhaitée pour le 
paramètre Q. Les gabarits sélectionnés pour les spécifications temporelles peuvent 
donner une idée de la dynamique recherche et donc des pôles à choisir. Dans le cas où 
l’on ignorerait cette dynamique, une recherche polynomiale est plus adaptée. 

3.6.2. Logiciel de CAO 

L’étude des paramètres de réglage nous mène à la procédure de robustification 
suivante : 

• Choix de la norme H∞ à minimiser 

• Choix des gabarits temporels à respecter 

• Augmentation progressive de l’ordre du polynôme jusqu’à obtention d’un 
résultat non améliorable par un polynôme d’ordre plus élevé 

Dans ce dernier pas, on peut aussi modifier la pondération du transfert dont il faut 
minimiser la norme H∞. Une fois le polynôme optimal trouvé, on effectue 
l’approximation de ce polynôme par un transfert. 

Le logiciel de robustification développé permet de robustifier un correcteur GPC 
synthétisé avec 1)( 1 =−qC  de deux façons : 

• Face à des bruits de mesure 
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• Face à des bruits de mesure et des paramètres incertains  

Avant de décrire ces deux types de robustification, passons en revue brièvement les 
autres possibilités offertes par ce logiciel. 

3.6.2.1. Synthèse du correcteur GPC initial 

Le démarrage de ce logiciel développé sous Matlab™ offre le menu de la Figure 3.30. 

 

Figure 3.30 : Menu du logiciel de CAO 

Ce menu offre les possibilités suivantes : 

Saisie du système 

On peut ici introduire le système à asservir, soit sous forme continue ou discrète. On 
peut aussi choisir un système parmi une liste de systèmes prédéfinis. 

Saisie du modèle 

On choisit ici le modèle utilisé pour la synthèse du correcteur. On peut introduire le 
modèle de façon continue ou discrète. On peut aussi choisir un modèle égal au système 
considéré. Un choix différent du précédent permet de tester par exemple l’impact de 
désadaptation modèle/système. 

Saisie directe des paramètres GPC 

On effectue la saisie des paramètres GPC 1N , 2N , uN  et λ. Le correcteur GPC est 
synthétisé avec 1)( 1 =−qC . 
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Aide au choix des paramètres 

Cette option offre une aide au choix des paramètres GPC, pour une implantation quasi-
transparente pour un utilisateur non spécialiste. Dans ce cas, seul le temps de réponse 
souhaité est demandé. 

De même que pour l’option « saisie directe des paramètres GPC » le correcteur GPC est 
synthétisé avec 1)( 1 =−qC . 

Etude fréquentielle 

Cette option permet de visualiser les caractéristiques fréquentielles obtenues avec le 
système et le correcteur synthétisé (diagrammes de Bode, Black, fonctions de sensibilité 
directe et complémentaire et la marge de robustesse rB ). 

Simulation temporelle 

Une fois le système, le modèle, les paramètres GPC choisis et le régulateur synthétisé, 
on peut également effectuer une simulation temporelle pour visualiser le comportement 
de la boucle fermée. La simulation permet d’introduire des perturbations en entrée et en 
sortie ainsi qu’un bruit de mesure. Cette simulation est effectuée avec le système et le 
correcteur calculé. 

3.6.2.2. Robustification par le polynôme C 

Il est ensuite possible grâce au logiciel de robustifier le correcteur initialement 
synthétisé avec 1)( 1 =−qC  en imposant un polynôme C. Pour cela, il faut que la saisie 
du système, du modèle et des paramètres GPC ait été effectuée. Cette option est 
disponible dans le menu « robustification » suivant : 

 

Figure 3.31 : Menu de robustification du logiciel de CAO 

Le menu « choix du polynôme C » permet de saisir directement un polynôme C et 
d’analyser son impact sur le rejet de perturbation et la marge de robustesse rB . Les 
autres fonctionnalités fréquentielles et temporelles décrites précédemment s’appliquent 
de même. 
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3.6.2.3. Robustification par paramétrisation de Youla 

Le choix de la robustification par paramétrisation de Youla, accessible via le menu de la 
Figure 3.31, donne accès au menu de la Figure 3.32. De la même façon que pour le 
choix du polynôme C, il faut que la saisie du système, du modèle et des paramètres 
GPC ait été effectuée. 

 

Figure 3.32 : Robustification par paramétrisation de Youla  
dans le logiciel CAO 

Ce menu donne accès aux deux robustifications suivantes. 

Robustification face à des bruits de mesure 

Cette option cherche le paramètre de Youla qui permet de maximiser la marge de 
robustesse rB  correspondant à une incertitude additive directe pondérée par un transfert 
W tout en respectant un gabarit pour le rejet de perturbation. Le fait d’augmenter cette 
marge de robustesse a comme conséquence la diminution de l’effet du bruit de mesure 
sur la commande ; cela permet aussi de tolérer de plus grandes dynamiques négligées 
(incertitudes additives), mais, en contrepartie, le rejet de perturbation est ralenti. L’idée 
de cette robustification est de fixer une limite au rejet de perturbation à l’aide d’un 
gabarit et de trouver le paramètre de Youla qui permette de maximiser la marge de 
robustesse rB  tout en respectant le gabarit imposé. 

Les paramètres à ajuster sont : 

• La pondération W 

Pondération pour la marge de robustesse rB . On peut choisir, par exemple, le 
transfert : 

7,0
3,01 1−− q

  

qui correspond à un filtre passe-haut donnant plus de poids aux hautes fréquences 
(cas des dynamiques haute fréquence négligées). On peut commencer par 1=W  
et changer ensuite la pondération, en fonction du résultat obtenu. 
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• Gabarit pour le rejet de perturbation 

La perturbation correspond à un échelon unitaire de l’entrée de perturbation d(t). 
Le gabarit est calculé à partir des trois paramètres (Max, Min et Tr) indiqués sur le 
gabarit de la Figure 3.33, et demandés à l’utilisateur. 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

-1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Tr = 0.2145 

Max = 6.974 

Min = -0.6974 

Gabarit et rejet de perturbation du correcteur initial

t (s) 

sortie Prolongation 
du gabarit 
0,25xTr 

0,1 Max

0,1 Min

 

Figure 3.33 : Gabarit pour le rejet de perturbation 

Pour aider au choix des paramètres du gabarit, une simulation avec le rejet de 
perturbation obtenu avec le correcteur initial est effectué. Les paramètres sont : 
l’amplitude maximale (Max), l’amplitude minimale (Min) et le temps de réponse 
(Tr). La prolongation du gabarit est faite avec 10% de l’amplitude maximale et 
minimale et 25% du temps de réponse. 

• Ordre du polynôme de recherche 

Comme indiqué précédemment (cf. paragraphe 3.6.1), l’ordre du polynôme est 
choisi de façon itérative, en fonction du résultat obtenu. 

Robustification face à des bruits de mesure et paramètres incertains 

Cette robustification prend en compte trois spécifications en boucle fermée, une 
fréquentielle et deux temporelles. Ces trois spécifications sont les suivantes : 

• Minimisation de la sensibilité complémentaire.  

Cette minimisation est considérée afin de tolérer une plus grande variation des 
paramètres du modèle sans perte de stabilité. Une incertitude sur un paramètre du 
modèle peut être modélisée sous la forme d’une incertitude multiplicative directe non 
structurée. La maximisation de la robustesse en stabilité face à ce type d’incertitude 
aboutit à la minimisation de la sensibilité complémentaire. 

• Respect d’un gabarit pour le rejet de perturbation.  

Cette spécification sert à limiter la bande passante de la boucle fermée, c’est à dire à 
fixer une limite à la dynamique du rejet de perturbation. C’est la même spécification 
que dans le cas précédent. 
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• Respect d’un gabarit pour l’effet du bruit de mesure sur la commande.  

Cette spécification tient compte de l’effet du bruit de mesure sur la commande et, en 
même temps, de l’effet des dynamiques négligées sur la stabilité du système. En fait, le 
transfert P considéré dans le cas d’une incertitude additive correspond à l’inverse du 
transfert bruit de mesure/commande, (cf. relation 1.35). Avec cette spécification, on 
veut imposer une contrainte au gain de ce transfert, notamment en haute fréquence, pour 
diminuer l’effet du bruit de mesure sur la commande et pour diminuer l’effet des 
dynamiques haute fréquence négligées sur la stabilité du système. Cette spécification 
correspond à la spécification fréquentielle du cas précédent, mais traduite désormais 
autrement. 

Les paramètres à ajuster sont : 

• La pondération W 

• Gabarit pour le rejet de perturbation 

• Ordre du polynôme de recherche 

• Bruit de mesure : 

Comme bruit de mesure on considère un bruit blanc filtré. On doit choisir la variance du 
bruit de mesure et les paramètres du filtre. 

• Gabarit imposant l’effet du bruit de mesure sur la commande : 

Il s’agit d’un gabarit où l’on doit choisir la valeur maximale de la commande pour le 
bruit de mesure défini. La valeur minimale correspond à la valeur maximale changée de 
signe. Le signal de commande produit à partir du bruit de mesure considéré restera à 
l’intérieur du gabarit défini, comme indiqué Figure 3.34. 
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Figure 3.34 : Respect d’un gabarit permettant de limiter l’effet d’un 
bruit de mesure sur la commande 

3.6.3. Exemples d’utilisation du logiciel de CAO 

Les deux exemples analysés au chapitre 1 sont maintenant repris dans le cadre de leur 
robustification et « soumis » au logiciel développé. 
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3.6.3.1. Système stable avec une dynamique négligée 

Reprenons le système et le modèle de l’exemple développé au paragraphe 1.8.5.1. Le 
logiciel de CAO implique dans un premier temps la définition du système, du modèle et 
des paramètres du correcteur GPC. Ces paramètres sont : 

Système : 321

321

1
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1
0

1
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−−−

−−−
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Modèle : 1
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1,0
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−

−

−−

−
=

q
q
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qBq  

Paramètres du correcteur GPC : 11 =N , 52 =N , 1=uN  et 1=λ  

On peut ensuite procéder à la robustification. On envisage ici une robustification face à 
des bruits de mesure. Il faut donc choisir les options « Robustification », 
« Paramétrisation de Youla » et enfin « Face à des bruits de mesure ».  

Après ce choix, les premiers paramètres à introduire correspondent au rejet de 
perturbation. Afin de comparer le résultat, choisissons comme référence le rejet de 
perturbation obtenu avec la méthode Q-design. On introduit donc les paramètres 
suivants : 

• Max = 2,8 

• Tr = 3 

• Min = 28,0−  

Ceci donne comme résultat la Figure 3.35. Cette figure reproduit également le rejet de 
perturbation obtenu avec le correcteur initial. 
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Figure 3.35 : Gabarit pour le rejet de perturbation 
Robustification d’un système stable 

L’étape suivante nécessite le choix de la pondération W pour la minimisation. On peut 
choisir W = 1 comme premier choix. Le logiciel demande le numérateur et le 
dénominateur de W, on introduit donc : 
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• W_num = 1 

• W_den = 1 

Il faut alors choisir l’ordre du polynôme de recherche. Dans un premier temps, un ordre 
peu élevé, 20 par exemple, est suffisant : 

• Ordre polynôme = 20 

Le logiciel procède alors à une optimisation avec ces paramètres, et le polynôme trouvé 
est finalement approché par un transfert. Cette approximation est effectuée avec la 
méthode décrite paragraphe 3.4.3, avec la même pondération que celle utilisée pour le 
critère fréquentiel, une même pondération pour l’amplitude et la phase, et un transfert 
d’ordre 2. Ces paramètres sont modifiables une fois l’optimisation effectuée, de façon à 
pouvoir réajuster cette approximation polynôme/transfert sans nécessité de répéter la 
recherche du polynôme optimal. 

On obtient le résultat illustré par le logiciel Figure 3.36 et Figure 3.37. 
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Figure 3.36 : Rejet de perturbation et marge de robustesse rB  
obtenus avec le correcteur robustifié 

La Figure 3.36 montre le rejet de perturbation et la marge de robustesse rB  obtenus 
avec le correcteur robustifié. Le résultat obtenu avec le polynôme est aussi reproduit 
afin de valider l’approximation polynôme/transfert. Ensuite, la Figure 3.37 montre le 
résultat de l’approximation polynôme/transfert. Comme on peut le voir sur cette figure, 
l’approximation est assez bonne, ce que l’on a pu d’ailleurs déjà vérifier lors des figures 
précédentes. 
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Figure 3.37 : Approximation polynôme/transfert 

Finalement, le logiciel fournit la valeur du paramètre Q trouvé, soit ici : 

21

1
1

7285.0697,11
074,1831,1)( −−

−
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=
qq

qqQ
 

(3.82)

Après la visualisation des résultats obtenus, on a la possibilité de modifier les 
paramètres de réglage. A titre d’exemple, on a modifié ici la pondération W, afin 
d’augmenter la marge de robustesse en haute fréquence. On a considéré : 

5,0
5,01)(

1
1

−
− −

=
qqW  (3.83)

Avec cette pondération, on obtient les résultats de la Figure 3.38, illustrant la remontée 
de la marge de robustesse rB  à hautes fréquences. Elle a aussi pour effet une 
atténuation des oscillations de rB  à haute fréquence. 
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Figure 3.38 : Rejet de perturbation et marge de robustesse obtenus 
avec le correcteur robustifié et la pondération W modifiée 
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Avec ces données, on obtient le paramètre suivant : 
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(3.84)
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Figure 3.39 : Rejet de perturbation et marge de robustesse obtenus 
avec le correcteur robustifié, la pondération W modifiée et un 

polynôme d’ordre 30 

On peut ensuite augmenter l’ordre du polynôme de recherche, mais le résultat obtenu 
n’est pas ici modifié de façon significative. Avec un ordre 30, on obtient les résultats de 
la Figure 3.39.  

Finalement, on peut comparer ce résultat ainsi obtenu avec le résultat fourni par la 
méthode Q-design utilisée comme référence. La Figure 3.40 montre le rejet de 
perturbation et la marge de robustesse pour les deux cas. La méthode proposée dans 
notre travail améliore le comportement obtenu par la méthode Q-design, tant en 
fréquentiel qu’en temporel.  
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Figure 3.40 : Rejet de perturbation et marge de robustesse rB  
pour les correcteurs obtenus 
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3.6.3.2. Système instable 

On reprend le système de l’exemple développé au paragraphe 1.8.5.2. Il faut dans un 
premier temps introduire le système, le modèle et les paramètres du correcteur GPC. 
Ces paramètres sont : 

Système = Modèle = 1

1

1
0

1
0

1

1,11
1,0

)(
)(

−

−

−

−−

−
=

q
q

qA
qBq           avec  sTe 1,0=  

Paramètres du correcteur GPC : 11 =N , 102 =N , 1=uN  et 93,7=λ  

L’étape suivante s’intéresse à la robustification. Afin de tester l’autre option proposée 
par le logiciel, nous effectuons une robustification face à des bruits de mesure et des 
paramètres incertains. Il faut donc choisir les options « Robustification », 
« Paramétrisation de Youla » et, enfin, « Bruit de mesure et paramètres incertains ». 

On montre par la suite un choix possible pour les paramètres de réglage, où l’on a 
relâché la contrainte sur le rejet de perturbation afin d’obtenir plus de robustesse dans la 
bande passante du système.  

Les premiers paramètres à introduire correspondent au rejet de perturbation. Pour aider 
au choix de ces paramètres, le logiciel affiche tout d’abord le rejet de perturbation 
obtenu avec le correcteur initial. On a choisi : 

• Max = 10 

• Tr = 15 

• Min = -1 

Ceci donne le résultat montré Figure 3.41. Cette figure reproduit également le rejet de 
perturbation obtenu avec le correcteur initial. 
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Figure 3.41 : Gabarit et rejet de perturbation, 
 robustification d’un système instable 

Il s’agit, ensuite, de choisir le bruit de mesure. On a choisi ici un bruit de variance 1 
filtré. On a introduit les paramètres suivants : 
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• Numérateur du filtre = 16,01 −− q  

• Dénominateur du filtre = 0,4 

• Variance du bruit = 1 

Ces paramètres produisent le résultat illustré Figure 3.42, où l’on peut voir l’effet de ce 
bruit de mesure sur la commande.  
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Figure 3.42 : Effet du bruit de mesure sur la commande 
 avec le correcteur initial 

Cette figure sert à définir le gabarit à respecter par le signal de commande avec le 
correcteur robustifié. On a choisi : 

• Valeur max de la commande liée au bruit = 3 

Il est ensuite nécessaire de choisir la pondération pour le critère fréquentiel, soit, dans 
ce cas, la minimisation de la norme ∞H  de la sensibilité complémentaire. On a choisi la 
pondération W de type passe-haut suivante : 

• W_num = 21)1,01( −− q  

• W_den = 29,0  

Soit le filtre passe-haut = 
21

9,0
1,01








 −
=

−qW  

Il faut alors choisir l’ordre du polynôme de recherche. On a retenu un ordre 100. 

• Ordre polynôme = 100 

Le logiciel procède alors à une optimisation avec ces paramètres, et le polynôme trouvé 
est finalement approché par un transfert. Les paramètres de cette conversion ont été 
fixés aux valeurs suivantes : 

• Ordre du transfert = 4 

• Valeur de la pondération = 0 (Optimisation uniquement sur l’amplitude) 
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• Numérateur de la pondération = 21)7,01( −− q  

• Dénominateur de la pondération = 23,0  

On obtient par le logiciel le résultat illustré Figure 3.43, Figure 3.44 et Figure 3.45.  
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Figure 3.43 : Rejet de perturbation et sensibilité complémentaire 
obtenus avec le correcteur robustifié  

Dans la Figure 3.43, on peut voir le rejet de perturbation et la fonction de sensibilité 
complémentaire obtenus. Le gabarit pour le rejet de perturbation est largement respecté 
par le correcteur robustifié, et la norme ∞H  de la sensibilité complémentaire a 
légèrement augmenté avec la robustification. La Figure 3.44 montre la marge de 
robustesse rB  et l’effet du bruit de mesure sur la commande. On voit comment l’effet 
du bruit sur la commande ne dépasse que légèrement le gabarit imposé, ce qui implique 
une augmentation de la marge de robustesse rB  à haute fréquence, comme montré dans 
la figure. En fait, l’approximation polynôme/transfert peut faire que le bruit dépasse 
légèrement le gabarit imposé. Cette robustification a été effectuée avec l’objectif 
d’augmenter la marge de robustesse rB  à haute fréquence, sans trop dégrader la 
robustesse dans la bande passante obtenue avec le correcteur initial et sans pratiquement 
de contraintes au niveau du rejet de perturbation. 
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Figure 3.44 : Marge de robustesse rB , bruit de mesure et effet du 
bruit de mesure dans le signal de commande 
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Figure 3.45 : Approximation polynôme/transfert 

La Figure 3.45 montre l’approximation effectuée lors du passage du polynôme à la 
fonction de transfert d’ordre 4. Finalement, le logiciel fournit la valeur du paramètre Q 
trouvé, soit, ici : 

4321

321
1

5293,0286,2966,3209,31
174,3261049114394)( −−−−

−−−
−

−−
−

=
 q +  q  q +  q  

 q +  q,   q, + ,qQ  

On a ensuite comparé le résultat obtenu avec ceux trouvés pour l’exemple du chapitre 1, 
paragraphe 1.8.5.2 : la Figure 3.46 compare la marge de robustesse et le rejet de 
perturbation obtenus avec les résultats de la méthode Q-design, et la Figure 3.47 
compare le diagramme de Black de la boucle ouverte corrigée obtenue pour les deux 
correcteurs considérés. 
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Figure 3.46 : Mesure de robustesse rejet de perturbation, 
robustification d’un système instable 
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Figure 3.47 : Diagramme de Black de la boucle ouverte corrigée, 
robustification d’un système instable 

On peut remarquer que la robustification effectuée a augmenté la marge de robustesse 
rB  en haute fréquence, tout en conservant de bonnes marges de robustesse dans la 

bande passante, comme montré Figure 3.47 par le diagramme de Black de la boucle 
ouverte corrigée. En contrepartie le rejet de perturbation est plus lent. 

3.7. Conclusions 

Ce chapitre a présenté le cœur de notre travail, à savoir la méthode proposée pour la 
robustification des lois de commande GPC basée sur la paramétrisation de Youla. Cette 
paramétrisation permet, d’une part, de paramétrer tous les correcteurs stabilisant le 
système et, d’autre part, de formuler des spécifications convexes en boucle fermée. Ces 
deux caractéristiques sont utilisées de façon à traduire le problème de robustification en 
un problème d’optimisation convexe. Les spécifications de type fréquentiel et temporel 
en boucle fermée sont transformées en un problème d’optimisation convexe. 
L’utilisation de plusieurs spécifications en boucle fermée permet d’obtenir une synthèse 
mixte robustesse/performance nominale, où la relation entre les deux est facile à ajuster 
grâce à l’utilisation de gabarits temporels pour les spécifications temporelles en boucle 
fermée. 

Par ailleurs, le paramètre de Youla appartient à un espace de dimension infinie. La 
résolution de l’optimisation convexe est effectuée dans un sous-espace, ce qui, dans le 
cas des systèmes discrets, conduit à rechercher le paramètre de Youla sous la forme 
d’un polynôme (filtre FIR) ou d’un transfert (filtre IIR). 

La méthode proposée est enfin applicable à tout correcteur RST polynomial et peut être 
utilisée soit pour modifier la dynamique de régulation avec l’objectif de robustifier le 
correcteur initial, soit pour modifier la dynamique de poursuite, comme il a été montré 
dans un exemple. Par ailleurs, tout correcteur peut être transformé en une structure RST 
polynomiale [AW97] et donc la méthode est applicable à tout correcteur initial. Cet 
aspect la rend particulièrement intéressante et utilisable pour tout contexte de 
commande numérique. 
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La méthodologie proposée a été mise en œuvre avec une approche par fonction de 
transfert. Il serait tout à fait possible de transcrire cette méthode dans le cadre d’une 
approche par espace d’état ; néanmoins, pour le cas des systèmes mono-entrée/mono-
sortie, l’approche par fonction de transfert semble mieux adaptée. Si l’on considère un 
système multi-entrées/multi-sorties, une approche par espace d’état et un formalisme 
par LMI semblent préférables. 

L’étude des paramètres de réglage conduit à une réduction des choix possibles et permet 
d’avoir une méthodologie systématique de robustification, simple à mettre en œuvre au 
sein d’un logiciel de CAO. De cette façon, on aboutit à une méthodologie de synthèse 
itérative et facile à utiliser. Ainsi, un autre aspect fondamental de notre travail réside 
dans la mise au point d’un logiciel de CAO, permettant une mise en œuvre simplifiée de 
la théorie développée. 

L’originalité de la méthode réside en l’utilisation de gabarits temporels pour les 
spécifications temporelles. Ces gabarits permettent d’ajuster de façon visuelle le 
compromis entre la performance et la robustesse. 
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4.1. Introduction 

L’objectif de ce chapitre est de valider la méthode de robustification proposée sur un 
banc d’essai électromécanique. Ce banc d’essai est implanté au Laboratoire de Génie 
Electrique de Paris (LGEP) à Gif-sur-Yvette. Les essais ont été possibles grâce à la 
collaboration entre le LGEP et SUPELEC. Ces travaux ont donné lieu aux publications 
[BDR03, RDM03A, RDM03B]. 

La réalisation expérimentale d’un correcteur robustifié par la méthode proposée lors des 
chapitres précédents va permettre de vérifier les résultats obtenus théoriquement et en 
simulation. 

Le paragraphe 2 décrit le banc d’essai industriel et le scénario « transitique rapide ». Ce 
banc d’essai est dédié à la commande d’une machine asynchrone à cage et permet de 
comparer différentes lois de commande appliquées à ce type de machine. Le scénario 
« transitique rapide », correspondant à une stratégie de positionnement industrielle 
représente le protocole de trajectoire utilisé pour évaluer la loi de commande. Les 
résultats obtenus lors de l’application du correcteur robustifié sont comparés aux 
résultats obtenus avec une structure de commande standard, afin de faciliter l’évaluation 
des commandes implantées. Cette structure de commande standard consiste en la 
commande vectorielle à flux orienté direct et en un correcteur de position de type PID.  

La commande mise en œuvre dans ce travail repose sur un régulateur GPC de position 
et les résultats obtenus sont donc comparés à ceux obtenus avec le PID. Le paragraphe 3 
examine la structure du régulateur PID utilisé. Le paragraphe 4 est ensuite dédié à la 
synthèse du correcteur GPC. Deux types de robustification on été mis en œuvre, l’un 
visant à diminuer l’effet du bruit de mesure sur la commande, l’autre ayant pour but de 
réduire les effets d’une variation d’inertie de la charge et les effets du bruit de mesure 
sur la commande. Dans les deux cas, des contraintes au niveau du rejet de perturbation 
sont prises en compte. Finalement, le dernier paragraphe montre les résultats obtenus 
sur le banc d’essai ainsi que la comparaison des performances des deux structures de 
commande respectives. 

Les correcteurs GPC synthétisés dans ce chapitre ont été robustifiés avec une base 
polynomiale pour le paramètre de Youla. Une robustification avec une base de transferts 
stables [NG97] est aussi possible. Des résultats obtenus lors d’une robustification avec 
un paramètre de Youla sous forme de transfert sont montrés en annexe. 

4.2. Description du banc d’essai et des scénarii d’expériences 

Ce paragraphe décrivant le banc d’essai et le scénario « transitique rapide » est 
largement inspiré de la référence [MB02], que le lecteur pourra consulter pour plus de 
détails sur ces deux éléments. 
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4.2.1. Banc d’essai 

Le banc utilisé est réalisé autour d’une machine asynchrone triphasée à cage de 1,1 kW 
ayant 2 paires de pôles, couplée en étoile et délivrant un couple nominal de 7Nm. 

La machine asynchrone est alimentée par l’intermédiaire d’un onduleur de tension 
triphasé fonctionnant en modulation de largeur d’impulsion (MLI) à une fréquence de 
13,05kHz )µs6,76( =eT . L’onduleur est lui-même alimenté sous une tension de 300V et 
délivre un courant maximum par phase de 10A, ce qui permet d’obtenir un couple 
maximum délivré par la machine de 21Nm. La charge de la machine est constituée par 
un frein à poudre. L’inertie du système tournant peut prendre deux valeurs, 3107 −⋅  et 

31015 −⋅  2mkg . Le frottement de type visqueux est de 0,01 1)s/rad(Nm − . La mesure de 
la position mécanique est effectuée au niveau de la machine asynchrone par 
l’intermédiaire d’un codeur incrémental, offrant une résolution de 14400 points par tour 
mécanique. 

Les grandeurs mesurées par la commande sont : deux courants de phase de la machine, 
à l’aide de sondes à effet Hall ; la position mécanique de la machine, à l’aide du codeur 
incrémental décrit précédemment ; et la tension d’alimentation de l’onduleur. Les 
courants et la tension sont filtrés, avant échantillonnage, par des filtres passe-bas de 
type Butterworth d’ordre 4 de fréquence de coupure de 6,12 kHz.  

Le système de commande permet d’estimer l’état magnétique de la machine et 
d’effectuer la commande de la position mécanique avec une période de µs2,153 . En 
revanche, la commande en tension de la machine est calculée à chaque période 
de l’onduleur, soit µs6,76 . 

La commande est appliquée via un PC fonctionnant avec le système « temps réel » RT-
Linux. La programmation de la commande s’effectue en langage C. Par ailleurs, on 
dispose d’un programme de simulation du système écrit en langage C. Ce simulateur est 
composé d’un modèle non linéaire du système, proche de la réalité, et permet de simuler 
la commande avant son implantation réelle sur le banc d’essai. Ainsi, avec le système 
sous RT-Linux, le programme de commande développé en simulation est directement 
utilisable sur le système expérimental. 

La Figure 4.1 montre un schéma bloc de la structure du banc d’essai. 
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Figure 4.1 : Schéma bloc de la structure du banc d’essai 
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La machine asynchrone est pilotée par une structure de commande de type cascade, 
pour laquelle la boucle interne de couple et de flux est conçue autour d’une commande 
vectorielle à flux orienté direct (DFOC, de « Direct field-oriented control »), et la 
boucle externe de position autour de la loi de commande correspondant à notre 
approche robuste. L’ensemble de cette structure de commande est reproduite Figure 4.2. 
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Figure 4.2 : Structure de la commande 

La boucle externe inclut donc le correcteur de position, qui doit assurer l’asservissement 
en position, et la désexcitation nécessaire quand la vitesse du moteur dépasse la vitesse 
nominale. Le bloc RC-MLI (Régulation de courant et Modulation de Largeur 
d’Impulsion) représente l’asservissement des courants isd et isq et la génération des 
signaux de commande en modulation de largeur d’impulsion. Le lecteur pourra 
consulter [MEN93, CH95, LEO96] pour la commande vectorielle de machines 
asynchrones. 

Les essais effectués se sont focalisées autour de la boucle de position, la boucle interne 
étant assimilée à une boîte noire. Il faut enfin mentionner que la boucle interne regroupe 
deux boucles de courant isd et isq, contrôlées par des régulateurs PI, et une boucle de 
flux extérieure à l’asservissement de isd, contrôlée aussi par un régulateur PI. 

4.2.2. Scénario « transitique rapide » 

Le scénario « transitique rapide » permet de définir une trajectoire de positionnement 
très classique pour des applications de type machine-outil ou robotique. Il sert de 
support aux essais présentés lors des paragraphes à venir. Deux cycles sont utilisables, 
un cycle « lent », pour lequel la vitesse du moteur est proche de sa vitesse nominale, et 
un autre « rapide », pour lequel la vitesse du moteur dépasse la vitesse nominale. Ces 
deux cycles sont illustrés Figure 4.3. 
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Figure 4.3 : Scénario « transitique rapide ». Définition 
 du cycle « lent » et du cycle « rapide » 

Lors du cycle « lent », l’état magnétique de la machine est maintenu à sa valeur 
nominale. Ce cycle permet de mettre en évidence le comportement de l’actionneur à 
vitesse très basse et nulle avec changement de couple de charge, à vitesse nominale, et 
lors de la poursuite d’une trajectoire de position non linéaire (ici parabolique). La 
Figure 4.3 reproduit la référence de position, le couple de charge et la référence de 
vitesse pour ce cycle. Le cycle « rapide » permet de tester le comportement de 
l’actionneur dans la zone de désexcitation (survitesse égale à deux fois la vitesse 
nominale). Ce cycle de fonctionnement est effectué à couple de charge nul. La Figure 
4.3 montre également la référence de position, de vitesse et de flux pour ce cycle. Le 
fonctionnement à très basse vitesse est obtenu pour ]s6,4;s6,2[∈t  lors du cycle « lent » 
et pour ]s7,3;s7,1[∈t  lors du cycle rapide. Pour les deux cycles, la position de référence 
varie entre 20 π et 21 π radians avec une vitesse de référence de π/2 rad/s. Pour les deux 
cycles, la position de référence est filtrée par un filtre du deuxième ordre, de coefficient 
d’amortissement 1=ζ  et de fréquence de coupure rad/s250 =ω . La Figure 4.3 illustre 
la position de référence et la position filtrée. La référence de flux rotorique refφ  est 
donnée en fonction de la vitesse mécanique du moteur. Ainsi, pour un flux nominal 

nomφ  et une vitesse nominale de rad/s55=nomω , il vient : 

ω
φφω

φφω

55rad/s55si

rad/s55si
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=⇒>
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4.3. Structure de commande de type PID 

Ce paragraphe détaille la stratégie de commande « classique » implantée sur le banc 
d’essai, qui servira de référence pour les comparaisons à venir. Notons que cette 
stratégie de commande est relativement sophistiquée, puisqu’elle fait intervenir un 
régulateur PID avec anticipation et filtre de l’action dérivée. La présentation de cette 
structure est divisée en trois parties. La première développe la synthèse des paramètres 
du régulateur PID ; la deuxième montre l’implantation du correcteur et, finalement, la 
troisième partie présente la structure RST de ce correcteur, utilisée pour l’analyse 
fréquentielle de la commande obtenue, et les résultats de cette analyse. 

4.3.1. Synthèse des paramètres du régulateur PID [MB02] 

La Figure 4.4 montre le modèle de synthèse utilisé pour le calcul des paramètres du 
régulateur PID.  
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Figure 4.4 : Modèle utilisé pour la synthèse du PID 

La constante électrique eτ  représente la dynamique apportée par la commande à flux 
orienté, les boucles de courant, la MLI et l’onduleur. La partie mécanique liée au 
moteur et à la charge est caractérisée par J, l’inertie du moteur et de la charge ramenée 
sur l’arbre moteur, f, le frottement visqueux, et lΓ , le couple de charge. La constante de 
temps électrique eτ  sera négligée par rapport à la constante de temps mécanique, de 
même le terme de frottement visqueux s’avère aussi négligeable. On obtient ainsi le 
modèle simplifié de la Figure 4.5. 
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Figure 4.5 : Modèle simplifié pour la synthèse du PID 

Avec ce modèle simplifié, la fonction de transfert entre la perturbation de couple lΓ  et 
la sortie θ  est : 
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(s : variable de Laplace) (4.1)

On identifie alors l’équation caractéristique de ce transfert à la relation : 
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L’objectif de cette synthèse est de fixer une dynamique pour le rejet de perturbation, la 
dynamique de poursuite dépendant par ailleurs également du terme d’anticipation. Cette 
dynamique est fixée avec le paramètre 0ω . En outre, tous les paramètres de réglage sont 
linéairement dépendants de l’inertie ; de cette façon, la valeur de J utilisée peut servir de 
« potentiomètre » pour ajuster le PID sur le système réel, dans le cas où l’inertie réelle 
diffèrerait de celle utilisée pour le calcul des paramètres du PID.  

Pour 2kgm007,0=J , 1=ξ  et rad/s500 =ω , on obtient : 
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Ce régulateur PID est ensuite implémenté en utilisant la transformation d’Euler avec 
µs2,153=eT  (2 fois la période de l’onduleur) et avec un filtre pour l’action dérivée. Ce 

filtre présente une fréquence de coupure de 1500 rad/s et travaille avec une période 
d’échantillonnage de 76,6µs (la même que l’onduleur). 

4.3.2. Implantation du régulateur PID 

La Figure 4.6 montre la structure du correcteur mise en œuvre sur le banc d’essai. On 
remarque également le filtrage de la position de référence, qui sert à la fois à l’obtention 
de la vitesse et de l’accélération de référence utilisées par le correcteur. 
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Figure 4.6 : Structure d’implantation du correcteur PID 

La structure donnée Figure 4.6 peut en fait être subdivisée en trois parties : Le filtrage 
de la position de référence, le régulateur PID proprement dit et le filtrage de la position 
mesurée. 

Le filtrage de la position de référence est mise en œuvre via un formalisme par 
représentation d’état, numériquement mieux conditionné. La position filtrée permet 
aussi d’élaborer la vitesse et l’accélération de référence avec une anticipation par 
rapport à la position de référence filtrée. L’implémentation du filtrage est effectuée 
comme indiquée ci-dessous : 
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Dans la structure du PID présentée sont omises la saturation de l’action intégrale et la 
saturation de la commande. Le filtre sur la position mesurée tourne à la cadence de 

µs6,76 , tandis que le reste de la structure fonctionne à une période d’échantillonnage de 
µs2,1536,762 =×=eT . Il faut noter que l’action dérivée est filtrée, mais uniquement au 

niveau de la mesure, car la référence n’est pas bruitée, afin de modifier le moins 
possible la dynamique de poursuite. Le filtrage de la référence adoucit la consigne et 
assure l’absence d’échelons qui peuvent produire de fortes actions dérivées. 

Les deux filtres (sur la référence et l’action dérivée) sont synthétisés par des techniques 
continues puis discrétisés par la transformation d’Euler, car on considère que la période 
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d’échantillonnage est très petite par rapport aux dynamiques des filtres. Pour les détails 
de la synthèse de ces filtres, le lecteur pourra consulter [MEN93]. 

4.3.3. Correcteur RST équivalent 

L’analyse de ce correcteur peut être facilement menée à bien pourvu que la structure de 
correction soit représentée sous forme RST polynomiale équivalent. A partir de la 
Figure 4.6, il vient : 
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On développe cette expression afin de trouver une expression polynomiale. On a : 
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Ainsi : 
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Le polynôme T contient un terme non causal dû à l’avance utilisée dans le calcul de la 
vitesse et de l’accélération de référence. Pour l’obtention de ce correcteur, on a 
considéré que le filtrage de la mesure de position est effectué avec une période 
d’échantillonnage de µs2,1536,762 =×=eT . En réalité, ce filtrage s’effectue à µs6,76 , 
mais cette approximation est nécessaire afin d’obtenir une même période 
d’échantillonnage pour tout le correcteur. Afin d’analyser l’effet de cette 
approximation, on compare Figure 4.7 les diagrammes de Bode du filtre de position et 
celui du rapport SR ∆/  obtenus pour des périodes d’échantillonnage de µs6,76  et de 

µs2,153 . L’approximation implique une modification importante au niveau de la phase 
du filtre à hautes fréquences. Cette différence n’est néanmoins pas significative sur le 
transfert SR ∆/ , car le filtre influence uniquement l’action dérivée. 
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Figure 4.7 : Diagramme de Bode du filtre de position et du rapport 
SR ∆/  à 76,6 et 153,2µs 

La Figure 4.8 montre le diagramme de Bode et de Black de la boucle ouverte corrigée 
pour les valeurs définies en (4.4) et pour des périodes d’échantillonnage de µs6,76  et 

µs2,153 . Cette figure permet de conclure que l’approximation est valable dans 
pratiquement tout le spectre de l’asservissement, sauf une légère différence au niveau de 
la phase en haute fréquence. On peut donc conclure que cette approximation n’entraîne 
pas d’erreurs significatives. 

Ces caractéristiques ont été obtenues pour le modèle de la Figure 4.4 avec 0=eτ , 
2mkg007,0=J , 1)rad/s(Nm01,0 −=f  et µs2,153=eT . Il est préférable d’utiliser ce 

modèle plutôt que le modèle ayant servi pour la synthèse ( 0=f ), car ce modèle plus 
complet permettra par la suite la synthèse et l’analyse des correcteurs GPC. 
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Figure 4.8 : Diagramme de Bode et de Black de la boucle ouverte 
corrigée avec le régulateur PID à 76,6 et 153,2µs 

La Figure 4.9 illustre les résultats obtenus avec ce correcteur en simulation dans le 
simulateur non linéaire, à la fois pour le cycle lent et pour le cycle rapide. Dans les deux 
cas, on visualise en plus de la référence de position, l’erreur de position et la consigne 
de couple. 
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Figure 4.9 : Réponses obtenues dans le simulateur non linéaire, 
cycles lent et rapide, régulateur PID  

Les résultats expérimentaux correspondants sont reportés au paragraphe 4.5, lors de la 
comparaison avec la loi de commande prédictive. 

4.4. Correcteur GPC robustifié  

La synthèse du correcteur GPC se divise en trois parties. Une première partie est dédiée 
à la synthèse des paramètres GPC uNNN ,, 21  et λ  afin d’obtenir le comportement 
entrée/sortie désiré. La deuxième partie présente une robustification de ce correcteur 
initial afin de diminuer l’effet du bruit de mesure sur la commande, et la troisième partie 
présente une deuxième robustification où l’on considère, en plus des spécifications de la 
première robustification, des variations de l’inertie de la charge. Ces trois correcteurs 
GPC seront nommés respectivement GPC0, GPC1 et GPC2. 
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4.4.1. Synthèse du correcteur GPC initial avec 1=C  

La Figure 4.10 présente le modèle discret utilisé pour la synthèse du correcteur GPC, 
permettant notamment la prédiction de la sortie. 
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Figure 4.10 : Modèle pour la synthèse GPC 

On retrouve bien sûr le même modèle que celui utilisé pour la synthèse du régulateur 
PID (Figure 4.4), avec l’ajout d’un bloqueur d’ordre zéro à l’entrée et d’un 
échantillonneur à la sortie, afin d’obtenir un modèle discret de l’ensemble. On néglige 
la constante de temps électrique par rapport à la constante de temps mécanique. Pour 
une période d’échantillonnage de ms0724,16,7614 =×=eT , 2mkg 0070,J =  et 

1)s/rad(Nm 010 −= ,f , on obtient le modèle discret suivant : 
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La période d’échantillonnage eT  est d’une part plus grande que celle du correcteur PID 
afin d’obtenir un horizon de prédiction plus large sans nécessité de choisir un paramètre 

2N  très élevé. D’autre part, cette période n’est pas très grande afin de garantir une 
dynamique pour l’asservissement. Cette valeur proche d’une milliseconde a donc été 
choisie comme un compromis entre ces deux aspects.  

En considérant les règles de stabilité et de robustesse données dans [BD96], un 
correcteur GPC a été synthétisé avec 1)( 1 =−qC  et 0001,0,1,16,1 21 ==== λuNNN . 

Avec ce correcteur, on obtient les diagrammes de Bode et de Black de la boucle ouverte 
corrigée de la Figure 4.11. 
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Figure 4.11 : Diagramme de Bode et de Black de la boucle ouverte 
corrigée avec le GPC initial GPC0 
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La Figure 4.12 montre les résultats temporels obtenus pour le cycle lent et le cycle 
rapide après implantation dans le simulateur non linéaire. 
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Figure 4.12 : Réponses obtenues dans le simulateur non linéaire, 
cycles lent et rapide, pour le correcteur GPC initial GPC0 

Pour le cycle lent, Figure 4.12, on constate une dynamique de poursuite et de rejet de 
perturbation très rapide, mais, en contrepartie, le signal du couple de référence est très 
bruité. Le cycle rapide reproduit le même résultat, la dynamique de poursuite est très 
rapide, mais le bruit sur le signal de commande est très important. Ce comportement de 
la dynamique de régulation s’explique par le choix 1)( 1 =−qC . Avec ce choix, tous les 
pôles de l’observateur de la loi de commande sont placés à l’origine, ce qui induit une 
dynamique de régulation très rapide (rejet de perturbation très rapide), mais aussi une 
amplification du bruit de mesure sur la commande. Remarquons cependant que ce 
comportement n’est pour le moment pas critique puisque l’objectif de cette première 
étape est de fixer la dynamique de poursuite désirée. La dynamique de régulation sera 
déterminée dans un deuxième temps lors des paragraphes suivants, avec la méthode de 
robustification proposée dans ce travail. 

4.4.2. Robustification face à des bruits de mesure 

De façon similaire à la démarche théorique développée lors des chapitres 2 et 3, 
l’objectif de cette robustification est de diminuer l’effet du bruit de mesure sur la 
commande, tout en garantissant le respect d’un gabarit pour le rejet de perturbation. 
Robustifier pour diminuer l’effet du bruit de mesure sur la commande se traduit par une 
robustification maximisant l’incertitude additive directe tolérée sans perte de stabilité, 
incertitudes qui peuvent être, par exemple, des dynamiques négligées à haute fréquence. 
Notons que l’on fixe 02 =Q  puisque l’on souhaite conserver le comportement 
entrée/sortie fourni par le correcteur GPC0. 

On déduit alors le problème d’optimisation suivant (en reprenant les notations des 
chapitres précédents) : 
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Afin de pondérer davantage les hautes fréquences, il est nécessaire de faire intervenir la 
pondération : 
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Concernant le gabarit pour le rejet de perturbation décrit par envΦ , on a considéré ici un 
gabarit en relation avec le rejet de perturbation obtenu avec le correcteur PID, afin de 
comparer les résultats. La Figure 4.13 donne ainsi le gabarit imposé ainsi que le rejet de 
perturbation obtenu avec le correcteur PID et le correcteur GPC initial. Ce rejet 
correspond à une perturbation de couple en échelon de 3,5 Nm. A la différence de la 
perturbation considérée au chapitre 3, qui représentait la perturbation du modèle 
CARIMA, on fait intervenir ici une perturbation de couple afin d’être plus proche de la 
réalité. 
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Figure 4.13 : Gabarit pour le rejet de perturbation 

La minimisation a été effectuée via une programmation linéaire, avec un paramètre 1Q  
polynomial d’ordre 60, et 180 points de discrétisation pour la réponse fréquentielle. Ce 
polynôme est ensuite approché par une fonction de transfert d’ordre 3. On obtient le 
paramètre suivant : 
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La Figure 4.14 montre l’approximation polynôme/transfert effectuée. Dans un premier 
temps, le polynôme est approché via la méthode des moindres carrés par un transfert 
d’ordre 3, l’algorithme de Fletcher-Powell décrit au chapitre 3 conduit ensuite au 
transfert (4.7). Les paramètres utilisés sont : 
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Figure 4.14 : Approximation polynôme/transfert pour la synthèse du 
correcteur GPC1 

La Figure 4.15 montre le rejet de perturbation et la Figure 4.16 la marge de robustesse 
rB  obtenus pour ce correcteur, que l’on nommera GPC1. Cette marge de robustesse 

correspond à l’inverse du transfert minimisé (4.6) (voir équation 1.37). Dans les deux 
cas, on a aussi superposé les résultats obtenus avec le correcteur correspondant au 
paramètre polynomial, afin de vérifier la validité de l’approximation du polynôme par le 
transfert.  
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Figure 4.15 : Gabarit et rejet de perturbation obtenu avec le 
correcteur GPC1 
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Figure 4.16 : Marge de robustesse rB  

On constate aisément que le correcteur robustifié induit au système un rejet de 
perturbation plus rapide et une meilleure marge de robustesse que pour le cas du 
correcteur PID. 

Considérons maintenant les caractéristiques fréquentielles en boucle ouverte obtenues 
avec ce correcteur. La Figure 4.17 montre les diagrammes de Bode et de Black du 
système corrigé par ce correcteur GPC1. 
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Figure 4.17 : Diagrammes de Bode et Black de la boucle ouverte 
corrigée avec le correcteur GPC1 

On constate tout d’abord sur le diagramme de Bode Figure 4.17 que la bande passante 
de la boucle ouverte a été diminuée par la robustification. Le diagramme de Black 
montre alors que la marge de phase a été diminuée. Le correcteur robustifié induit donc 
une plus grande robustesse face à des incertitudes additives à haute fréquence, comme 
illustré Figure 4.16, mais une moindre robustesse dans la bande passante, comme le 
montre le fait d’avoir une marge de phase plus petite. 

La Figure 4.18 reproduit les résultats temporels obtenus pour le cycle lent et le cycle 
rapide après implantation dans le simulateur non linéaire. 
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Figure 4.18 : Réponses obtenues dans le simulateur non linéaire, 
cycles lent et rapide, pour le correcteur GPC1 

On constate au travers de ces résultats que l’effet du bruit de mesure sur la commande a 
été largement diminué par rapport au correcteur initial GPC0, mais que le rejet de 
perturbation est plus lent (comparaison de la Figure 4.18 avec la Figure 4.12). Par 
rapport aux résultats obtenus avec le correcteur PID (Figure 4.9), le correcteur GPC 
robustifié (GPC1) induit un meilleur suivi de consigne, un rejet de perturbation plus 
rapide, pour un bruit sur le signal de commande similaire (effet obtenu pour le PID par 
filtrage de l’action dérivée). En revanche, comme on l’a vu, la marge de phase est plus 
faible. 

4.4.3. Robustification face à des bruits de mesure et à des variations de 
l’inertie de la charge 

Ce paragraphe tient compte désormais d’une incertitude sur l’inertie du système. A titre 
d’introduction, observons l’effet qu’un changement d’inertie produit sur le 
comportement du système piloté par le correcteur GPC1 synthétisé précédemment. La 
Figure 4.19 montre les résultats obtenus en simulation pour le cycle lent avec une 
inertie de 2mkg015,0 . Rappelons que celle du modèle est 2mkg007,0 . 
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Figure 4.19 : Simulation avec le correcteur GPC1 
et une inertie de 0,015 kg m2 
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On constate que la réponse du système est très oscillatoire. Afin d’améliorer la 
performance du système face à ce type d’incertitude, il est nécessaire d’inclure cette 
incertitude sur l’inertie lors du processus de robustification. On cherche en fait une 
robustesse en performance [MZ89, DUC94] face à cette incertitude. 

Dans la méthode de robustification développée, on considère des spécifications de 
robustesse en stabilité et de performance nominale. La méthode ne permet pas de 
prendre en compte explicitement des spécifications de robustesse en performance. 
Cependant, et comme indiqué dans [MZ89, DUC94], dans le cas d’un système mono-
entrée/mono-sortie, la robustesse en performance peut être obtenue avec une bonne 
performance nominale et une bonne robustesse en stabilité. On se fixe, donc, l’objectif 
d’améliorer la robustesse en stabilité face à une incertitude sur l’inertie et d’améliorer 
aussi la performance nominale, afin d’obtenir une meilleure robustesse en performance. 
En plus, on considère aussi une spécification concernant la diminution de l’effet du 
bruit de mesure sur la commande. 

On a donc trois spécifications : Robustesse en stabilité face à une incertitude sur 
l’inertie, diminution de l’effet du bruit de mesure sur la commande, et performance 
nominale. 

Concernant une incertitude sur l’inertie du système, cela peut être modélisée de 
plusieurs façons. Faisons intervenir ici une incertitude multiplicative directe. Le modèle 
obtenu avec l’incertitude sur l’inertie est alors1 : 
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Ce modèle peut être traduit par la structure de la Figure 4.20, avec : 
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Figure 4.20 : Incertitude sur l’inertie sous forme multiplicative 
directe 

Une robustification face à ce type d’incertitude conduit selon le Tableau 3.1 à la 
minimisation du transfert suivant : 

                                                 
1 On travaille dans ce cadre sur le modèle continu, car l’influence de l’incertitude au sein d’un modèle 
discret est plus complexe à isoler.  
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Ce transfert correspond à la fonction de sensibilité complémentaire, définie au chapitre 
1. La deuxième spécification porte sur l’effet du bruit de mesure sur la commande. Lors 
de la robustification précédente, cette spécification avait été prise en compte par un 
critère fréquentiel. Dans ce cas-ci, faisons intervenir une spécification temporelle 
(même si un critère fréquentiel pourrait toujours s’envisager). On considère pour cela un 
bruit de mesure de variance 24 )102( −⋅ , qui correspond approximativement au bruit de 
quantification produit par le capteur de position. Ce bruit est coloré par un filtre passe-
haut de fonction de transfert : 

4,0
6,01 1−−

=
qWc  

afin de pondérer davantage les hautes fréquences. Enfin, on contraint l’effet de ce bruit 
sur la commande à rester inférieur en module à 0,06. La Figure 4.21 traduit 
graphiquement cette contrainte. Avec cette contrainte, on cherche aussi à diminuer 
l’effet d’un dynamique négligée à haute fréquence. Les deux aspects font intervenir le 
même transfert. 
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Figure 4.21 : Contrainte sur l’effet du bruit de mesure 
sur la commande 

Finalement, il est nécessaire de considérer également la spécification temporelle 
précédente correspondant au rejet de perturbation. Cette contrainte permette de garantir 
une performance nominale pour la dynamique de régulation. Avec le même gabarit de 
la Figure 4.13, on arrive donc à la minimisation suivante : 
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Les deux contraintes temporelles sont représentées par 1envΦ  et 2envΦ . La pondération 
W choisie est : 

4,0
6,01 1−−

=
qW  

L’optimisation a été effectuée via une programmation linéaire, avec un paramètre 1Q  
polynomial d’ordre 100, et 300 points de discrétisation pour la réponse fréquentielle. Ce 
polynôme a été ensuite approché par une fonction de transfert d’ordre 4. On obtient le 
paramètre suivant : 

4321

4321
1

1 7499,01175,39780,46103,31
59,2337,455467,1528754,1764529,6954)( −−−−

−−−−
−

+−+−
−+−+−

=
qqqq

qqqqqQ  (4.12)

La Figure 4.22 montre l’approximation polynôme/transfert effectuée. Dans un premier 
temps, le polynôme est approché via la méthode des moindres carrés par un transfert 
d’ordre 4 ; l’algorithme de Fletcher-Powell décrit au chapitre 3 conduit ensuite au 
transfert (4.12). Les paramètres utilisés sont : 
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On remarque que les pondérations mw  et ϕw  sont d’ordre 3. Cette valeur a été choisie 
de façon itérative, en constatant qu’une bonne approximation du polynôme aux hautes 
fréquences était nécessaire afin de garantir les caractéristiques du correcteur obtenues 
avec le paramètre polynomial. On peut aussi remarquer que cette pondération sert à 
compenser le caractère passe bas obtenu dans le paramètre. 
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Figure 4.22 : Approximation polynôme/transfert pour 
le correcteur GPC2 
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On peut remarquer qu’avec cette robustification, l’ordre du polynôme synthétisé est 
plus grand que précédemment. Ceci peut être expliqué par le fait d’avoir considéré plus 
de spécifications, ce qui exige d’avoir un espace de recherche du paramètre plus étendu. 

La Figure 4.23 montre le rejet de perturbation et la Figure 4.24 la marge de robustesse 
rB  obtenus pour ce correcteur, que l’on nommera GPC2. Dans les deux cas, on a 

également reproduit les résultats obtenus avec le correcteur correspondant au paramètre 
polynomial, afin de vérifier la validité de l’approximation du polynôme par le transfert. 
La marge de robustesse rB  a été augmentée par rapport au correcteur initial GPC0, et 
cette marge est aussi plus grande à hautes fréquences que celle obtenue avec le 
correcteur PID. 
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Figure 4.23 : Gabarit et rejet de perturbation obtenu  
pour le correcteur GPC2 
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Figure 4.24 : Marge de robustesse rB  avec correcteur GPC2 

La Figure 4.25 reproduit la fonction de sensibilité complémentaire obtenue avec ce 
correcteur GPC2. La même figure montre celle obtenue avec le correcteur GPC1 à titre 
de comparaison. On constate que la norme ∞H  de la fonction de sensibilité 
complémentaire a diminué par rapport à celle obtenue avec le correcteur GPC1. On en 
conclut donc que le correcteur GPC2 a une plus grande robustesse en stabilité face à une 
incertitude sur l’inertie que le correcteur GPC1. 
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Figure 4.25 : Fonction de sensibilité complémentaire 

Concernant les caractéristiques fréquentielles en boucle ouverte obtenues avec ce 
correcteur, la Figure 4.26 présente respectivement les diagrammes de Bode et de Black 
obtenus. 
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Figure 4.26 : Diagrammes de Bode et Black de la boucle ouverte 
corrigée avec le correcteur GPC2 

On peut remarquer que la marge de phase a augmenté par rapport au correcteur GPC1. 
La prise en compte d’une spécification minimisant la sensibilité complémentaire cσ  a 
donc eu comme effet une augmentation de la marge de phase, augmentant ainsi la 
robustesse dans la bande passante de l’asservissement. On peut voir aussi que la bande 
passante est approximativement la même que celle obtenue pour le correcteur GPC1. 

Le Tableau 4.1 récapitule les caractéristiques fréquentielles classiques de ces 4 
correcteurs. 
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 Marge  
de phase 

Marge  
de gain 

Bande 
passante 

Marge  
de retard dσmax  cσmax  

PID 62,5° 26,35dB 158,5rad 44,71Te <1,4dB <2,2dB 

GPC0 51,23° 8,64dB 676,1rad 1,22Te <4,7dB <2dB 

GPC1 25,31° 18,23dB 125,9rad 3,26Te <7,3dB <8dB 

GPC2 57,86° 7,84dB 173,8rad 5,36Te <6dB <2,7dB 

Tableau 4.1 : Récapitulatif des caractéristiques fréquentielles 
obtenues 

Ce tableau met en évidence que la première robustification, élaborant le correcteur 
GPC1, a eu comme effet une dégradation des caractéristiques fréquentielles par rapport 
à celles du correcteur GPC0, mais a permis d’obtenir la marge de robustesse rB  la plus 
grande en haute fréquence des 4 correcteurs, voir Figure 4.16 et Figure 4.24. La 
deuxième robustification, correcteur GPC2, a permis une augmentation de la marge de 
phase et de retard du correcteur GPC0 sans trop dégrader les autres caractéristiques 
fréquentielles, sauf la bande passante, tout en améliorant la marge de robustesse rB  en 
haute fréquence. Comme on le verra dans la mise en œuvre expérimentale, cette marge 
de robustesse rB  va permettre de rejeter des dynamiques négligées en haute fréquence. 
Le correcteur PID, avec une période d’échantillonnage 7 fois plus petite (à considérer 
lors de la mesure de la marge de retard), a les meilleures caractéristiques fréquentielles 
(mise à part la bande passante), au prix d’une marge de robustesse rB  plus petite en 
haute fréquence. 

La Figure 4.27 montre les résultats temporels obtenus sur le système nominal pour le 
cycle lent et le cycle rapide après implantation dans le simulateur non linéaire. On peut 
observer que par rapport au correcteur GPC1, le correcteur GPC2 a un rejet de 
perturbation un peu plus lent, mais que le comportement face au bruit de mesure est 
pratiquement le même. 
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Figure 4.27 : Résultats obtenus dans le simulateur non linéaire, cycles 
lent et rapide pour le correcteur GPC2 sur le système nominal  

La Figure 4.28 présente les simulations correspondantes avec une inertie de 2mkg015,0  
pour le cycle lent et le cycle rapide. On peut y observer que le comportement du 
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régulateur face à une incertitude sur l’inertie est meilleur que celui du correcteur GPC1 
(Figure 4.19). On constate donc que la robustesse en performance face à l’incertitude 
sur l’inertie a été améliorée par rapport au correcteur GPC1. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

20

40

60

P
os

ito
n 

R
ef

2

Cycle lent pour le correcteur GPC2 et système perturbé

0 1 2 3 4 5 6 7 8

-0.1

0

0.1

P
os

 e
rro

r2

0 1 2 3 4 5 6 7 8
-20

-10

0

10

C
em

R
ef

2

temps (s)  

0 1 2 3 4 5 6
0

20

40

60

R
ef

. P
os

ito
n 

(ra
d)

Cycle rapide pour le correcteur GPC2 et système perturbé

0 1 2 3 4 5 6

-0.2

0

0.2

E
rre

ur
 P

os
. (

ra
d)

0 1 2 3 4 5 6
-20

0

20

C
em

R
ef

 (N
m

)

temps (s)  

Figure 4.28 : Résultats obtenus dans le simulateur non linéaire, cycles 
lent et rapide pour le correcteur GPC2 et J=0,015Kg m2 

La Figure 4.29 montre les simulations correspondants à une inertie de 2mkg015,0  pour 
le correcteur PID. En comparant les résultats avec ceux obtenus pour le GPC2, on peut 
conclure que le correcteur GPC2 induit au nominal Figure 4.27 et Figure 4.9 un 
meilleur comportement, et que face à une incertitude sur l’inertie, le PID a un 
comportement un peu meilleur que le correcteur GPC2. 
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Figure 4.29 : Résultats obtenus dans le simulateur non linéaire, cycles 
lent et rapide  pour le correcteur PID et J=0,015Kg m2 

Afin d’effectuer une analyse temporelle plus quantitative des quatre correcteurs 
considérés, une simulation à un échelon de position filtré d’amplitude 5 rad, et à un 
échelon de perturbation de couple résistant d’amplitude 5Nm a été réalisée dans le 
simulateur non linéaire. Remarquons que la consigne en entrée est filtrée (par le même 
filtre que celui utilisé pour les scenarii de position considérés), car une analyse avec une 
entrée non filtrée produirait une très grande action du correcteur PID, liée à son action 
anticipative qui calcule l’accélération de la référence. Les résultas obtenus sont 
reproduits Figure 4.30. D’autre part pour mesurer le bruit dans le signal de commande, 
on a agrandi le bruit dans le signal de commande obtenu dans le cycle lent pour 
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l’intervalle ]2,4;4[ sst∈ . Dans cet intervalle le moteur a une charge de 3,5 Nm et suit 
une consigne en rampe à basse vitesse. Les signaux agrandis de commande sont 
montrés Figure 4.31. 
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Figure 4.30 : Résultats obtenus dans le simulateur, échelon filtré et 
rejet de perturbation pour les correcteur PID, GPC0, GPC1 et GPC2 
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Figure 4.31 : Résultats obtenus dans le simulateur, cycle lent, signaux 
de commande pour les correcteurs PID, GPC0, GPC1 et GPC2 

Le Tableau 4.2 récapitule les mesures effectuées sur ces simulations temporelles. On 
constate que le correcteur GPC0 a les meilleures caractéristiques temporelles, excepté le 
bruit obtenu dans le signal de commande. Le correcteur GPC1 diminue ce bruit dans la 
commande au prix d’un rejet de perturbation plus lent. Le correcteur GPC2 fournit le 
même effet. La diminution du bruit dans le signal de commande a induit un rejet de 
perturbation plus lent, mais sans modification du comportement de suivi. En ce qui 
concerne le correcteur PID, ce correcteur a les caractéristiques temporelles les plus 
lentes, mais avec un faible bruit dans le signal de commande. Ce bruit est par ailleurs 
comparable au bruit obtenu avec les correcteurs GPC1 et GPC2. 
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Réponse à un échelon 
filtré Rejet de perturbation 

 Temps de 
réponse à 

0,1% 

Erreur 
maximale 

Temps du rejet 
(erreur < 0,005rad)

Erreur 
maximale 

Amplitude 
du bruit dans 

CemRef 

PID 0,2s 0,072rad 0,14s 0,076rad 0,264Nm 

GPC0 0,065s –0,044rad 0,02s 0,0065rad 15,5Nm 

GPC1 0,063s –0,041rad 0,073s 0,078rad 0,178Nm 

GPC2 0,062s –0,042rad 0,11s 0,076rad 0,324Nm 

Tableau 4.2 : Récapitulatif des caractéristiques temporelles obtenues 

On effectue enfin une analyse des correcteurs obtenus mais implantés sur le modèle 
perturbé, c’est à dire, avec une inertie de 2mkg015,0 . Cette analyse est effectuée avec 
l’objectif d’évaluer la performance de chaque correcteur avec le système perturbé. La 
Figure 4.32 montre les diagrammes de Bode et de Black obtenus avec le système 
perturbé. Par rapport à la Figure 4.17 et à la Figure 4.26 on constate que les 
caractéristiques des quatre correcteurs on été modifiées. Sur le diagramme de Bode, on 
observe que la bande passante a globalement diminuée avec le système perturbé, et sur 
le diagramme de Black on voit que la marge de phase est aussi plus faible. On constate 
que la plus petite dégradation est pour le correcteur GPC0, correcteur pour lequel la 
performance nominale est la meilleure. 
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Figure 4.32 : Diagrammes de Bode et de Black de la boucle ouverte 
corrigé avec le modèle perturbé (J=0,015 kg m2) 
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4.5. Comparaison des résultats expérimentaux obtenus sur le 
banc d’essai 

4.5.1. Résultats expérimentaux obtenus sur le système nominal 

La Figure 4.33 et la Figure 4.34, montrent respectivement les résultats expérimentaux 
obtenus pour le cycle lent et le cycle rapide, pour les trois régulateurs GPC1, GPC2 et 
PID. 
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Figure 4.33 : Cycle lent – système nominal 
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Figure 4.34 : Cycle rapide – système nominal 

Ces résultats sont très proches des résultats obtenus avec le simulateur non linéaire. Les 
correcteurs GPC (GPC1 et GPC2) fournissent un meilleur suivi de trajectoire et, dans le 
cas du GPC1, on constate un rejet de perturbation plus rapide. Pour les deux correcteurs 
GPC, le bruit sur le signal de commande est comparable au bruit obtenu avec le PID. Le 
correcteur initial GPC0 n’a pas pu être mis en œuvre pratiquement, à cause du signal de 
commande excessivement bruité, ce qu’avait préalablement montré la simulation. 
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4.5.2. Résultats expérimentaux obtenus sur le système perturbé 

Dans ce cas, les expérimentations ont été effectuées avec une inertie supplémentaire 
ajoutée au système, de sorte que l’inertie totale du système soit approximativement de 

2mkg015,0 . La Figure 4.35 et la Figure 4.36 montrent les résultats expérimentaux 
obtenus pour le cycle lent et le cycle rapide, pour les trois correcteurs GPC1, GPC2 et 
PID.  
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Figure 4.35 : Cycle lent - système perturbé 
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Figure 4.36 : Cycle rapide - système perturbé 

Le suivi de trajectoire est légèrement meilleur avec le régulateur PID, mais on constate 
que le signal de commande présente des oscillations, dues à l’apparition d’une 
dynamique haute fréquence, provoquée par l’ajout d’une inertie supplémentaire au 
système. Cette dynamique négligée n’a pas d’influence sur le signal de commande 
induit par les correcteurs GPC1 et GPC2, comme on peut le voir sur les résultats 
expérimentaux, ce qui s’explique par le fait d’avoir avec GPC1 et GPC2 une marge de 
robustesse rB , voir Figure 4.16 et Figure 4.24, plus grande aux hautes fréquences 
qu’avec le PID. Avec le correcteur GPC1 on voit aussi apparaître une oscillation, 
comme le laissait prévoir la simulation de la Figure 4.19. Dans ce cas, l’oscillation est 
de fréquence beaucoup moins élevée et correspond à la perte de performance causée par 
l’inertie supplémentaire. En conclusion, le correcteur GPC2, en réalisant le meilleur 
compromis bruit sur la commande/performances temporelles, procure de très bons 
résultats expérimentaux en cas de variation d’inertie.  
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Dès lors, on peut bien sûr modifier le correcteur PID dans le but d’éviter l’influence de 
cette dynamique. Par exemple, il est possible de diminuer la fréquence de coupure du 
filtre de l’action dérivée. Pour rad/s600=fω , cet effet oscillatoire disparaît, mais cela 
entraîne de fait une modification du comportement sur le système nominal. On peut 
aussi citer les travaux [LML02, LAR00] concernant l’ajustement des paramètres du PID 
afin de prendre en compte des incertitudes sur l’inertie. Néanmoins, il ne s’agit pas ici 
de comparer les correcteurs PID et GPC. Avec les correcteurs GPC testés, on a voulu 
montrer la capacité de la méthode de robustification proposée à prendre en compte 
plusieurs spécifications en termes de robustesse et performance. 

Les correcteurs prédictifs robustifiés présentés dans ce chapitre ont été obtenus avec une 
recherche polynomiale du paramètre de Youla. Une recherche sous forme de transfert 
est aussi possible en utilisant une base de transferts stables [NG97]. L’annexe montre 
les résultats obtenus lors d’une robustification avec un paramètre de Youla sous forme 
de transfert, ainsi qu’un autre compromis robustesse/performance pour le correcteur 
GPC2.  

4.6. Conclusions 

Ce chapitre montre les résultats obtenus lors de l’application de notre technique de 
robustification à un banc d’essai électromécanique, où l’on a mis en œuvre un système 
de positionnement piloté par un correcteur prédictif GPC robustifié. On a pu voir que la 
méthode développée permet de prendre en compte plusieurs spécifications 
fréquentielles et temporelles afin de faire face aux bruits de mesure du capteur de 
position et aux modifications de l’inertie de la charge. Avec la robustification proposée, 
on a pu robustifier un régulateur GPC initial, synthétise avec 1)( 1 =−qC , afin de 
diminuer l’effet du bruit de mesure sur la commande, et de garantir un certain niveau de 
performance face à des variations sur l’inertie du système. 

Cette robustesse en performance est obtenue grâce à la réalisation d’un compromis entre 
la performance nominale et la robustesse en stabilité. La performance nominale est 
assurée par le respect d’un gabarit temporel pour le rejet de perturbation. En effet, la 
prise en compte de spécifications sous forme de respect d’un gabarit temporel permet 
d’ajuster le compromis robustesse/performance d’une façon visuelle simple. En outre, 
grâce aux deux degrés de liberté du régulateur GPC, la robustification ne modifie pas le 
transfert entrée/sortie, de sorte que la performance nominale de la dynamique de 
poursuite obtenue avec le correcteur GPC initial est conservée. On pourrait aussi par la 
même technique changer le comportement entre/sortie au moyen du paramètre )( 1

2
−qQ , 

présenté au chapitre 3, laissé ici volontairement à zéro. 

On a comparé ensuite les caractéristiques de robustesse et performance obtenues par 
GPC avec celles obtenues avec un correcteur PID avec anticipation et filtrage de 
l’action dérivée. On a pu constater que le correcteur GPC robustifié induit un meilleur 
suivi et un rejet de perturbation plus rapide que le correcteur PID pour un même effet du 
bruit de mesure sur le signal de commande. En outre, le correcteur GPC robustifié 



164 Robustification de lois de commande prédictive par la paramétrisation de Youla 

assure la même robustesse en performance face à une incertitude sur l’inertie du 
système que le correcteur PID, tout en ayant une marge de robustesse rB  plus grande en 
haute fréquence. Cette marge de robustesse plus grande a permis au correcteur GPC de 
rejeter des incertitudes plus grandes en haute fréquence, comme il a été observé lors de 
l’expérimentation des correcteurs (impact sur le bruit de commande). 

Tout le calcul du correcteur est réalisé hors ligne, fournissant des correcteurs de faible 
degré avec de bonnes caractéristiques de robustesse et performance. Le fait de ne pas 
avoir à effectuer une optimisation en ligne, en plus du fait d’avoir un correcteur de 
faible degré, permet une implantation sur des systèmes à faible période 
d’échantillonnage. Dans l’application de positionnement présentée, la période 
d’échantillonnage est de 1 ms, temps largement suffisant pour effectuer le calcul de la 
loi de commande implémentée. Ce calcul est en fait réalisé en un temps inférieur à 

µs6,76 . 

Finalement, l’application présentée dans ce chapitre a permis d’illustrer la nécessité de 
robustifier un correcteur GPC initialement synthétisé avec 1)( 1 =−qC . En effet, réaliser 
la synthèse GPC avec un polynôme 1)( 1 ≠−qC  confère au correcteur obtenu une certaine 
robustesse, qui demeure cependant difficile à ajuster par rapport à la performance 
désirée. La méthode de robustification proposée effectue cette robustification en 
combinant des spécifications temporelles et fréquentielles de la boucle fermée, ce qui 
permet d’ajuster de façon visuelle le compromis recherché entre la robustesse et la 
performance. 



 

Conclusions 

Cette thèse part de la problématique liée au choix du polynôme C d’une loi de 
commande GPC et s’étend à la robustification de tout type de commande sous forme 
RST.  

Le travail présenté propose une solution à la problématique du choix du polynôme C. 
La réponse est donnée en trois parties : 

• On a tout d’abord étudié la commande GPC et l’impact du polynôme C sur ce 
type de commande. On a vu, notamment, que ce polynôme permet de robustifier 
la loi de commande. 

• Ensuite, on a montré que la paramétrisation de Youla produit sur la loi de 
commande un effet semblable à celui du polynôme C, avec l’avantage d’avoir 
un degré de liberté supplémentaire. Ainsi, la paramétrisation de Youla permet de 
robustifier la loi de commande en donnant accès par ailleurs à un plus grand 
nombre de correcteurs stabilisants que le polynôme C. En fait, elle permet 
d’accéder à tous les correcteurs stabilisants. On a donc choisi de travailler avec 
la paramétrisation de Youla plutôt qu’avec le polynôme C, afin d’accéder à un 
domaine de correcteurs plus large. 

• Enfin, on a utilisé les caractéristiques de convexité obtenues avec la 
paramétrisation de Youla pour traduire le problème de robustification en un 
problème d’optimisation convexe. Pour cela, on a exprimé les caractéristiques 
de robustesse désirées à partir de spécifications fréquentielles et temporelles de 
la boucle fermée, comme par exemple la minimisation de la norme ∞H  d’un 
transfert en boucle fermée ou le respect d’un gabarit temporel par un signal. Ces 
spécifications permettent de prendre en compte des critères de robustesse face à 
des incertitudes non structurées et des critères de performance nominale. De 
cette façon, on a pu garantir un compromis entre la robustesse et la performance. 

Cette méthodologie a été ensuite résolue numériquement. Le paramètre de Youla 
appartenant à un ensemble de dimension infinie, en l’occurrence l’ensemble des 
systèmes stables, l’obtention d’une solution optimale n’est pas possible à l’heure 
actuelle. On a donc cherché une solution sous-optimale dans un sous-espace généré par 
une base de systèmes stables, en considérant les deux possibilités qui s’offrent à nous : 
soit la recherche du paramètre sous forme polynomiale ou filtre FIR, soit la recherche 
sous forme de transfert ou filtre IIR. 
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La résolution par un filtre FIR s’avère bien adaptée au type de problème d’optimisation 
auquel on est confronté. On peut utiliser des polynômes d’ordre élevé (100 ou plus), et 
les algorithmes de résolution actuels permettent de résoudre des problèmes 
d’optimisation de grande taille et avec un grand nombre de contraintes. Pour sa part, la 
résolution IIR est bien adaptée aux problèmes pour lesquels la dynamique du paramètre 
cherché est très lente (ce qui donnerait lieu à un polynôme d’ordre très élevé) ou aux cas 
pour lesquels la dynamique est connue. 

Dans le cas d’obtention d’un polynôme ou filtre FIR, on peut ensuite l’approcher par un 
transfert afin d’élaborer un correcteur d’ordre beaucoup moins élevé. Cette 
transformation peut être effectuée de façon optimale afin d’approcher le plus possible la 
caractéristique fréquentielle du polynôme obtenu. On a pu constater que cette méthode 
permet d’obtenir des résultats satisfaisants. 

En outre, la méthodologie ainsi développée peut être appliquée à une multitude d’autres 
configurations que celles exposées. On pourra par exemple : 

• Robustifier toute loi de commande sous forme RST (modification de la 
dynamique de régulation). 

• Modifier le comportement de poursuite d’une loi de commande sous forme RST.  

Cette méthodologie est également suffisamment systématique pour permettre de 
développer un logiciel de CAO afin de pouvoir robustifier une loi de commande de 
façon itérative et transparente pour l’utilisateur. 

Enfin, la méthode a été appliquée et validée sur un système réel, en l’occurrence, un 
moteur asynchrone contrôlé en position. Cette application a permis de vérifier 
expérimentalement les résultats obtenus en simulation. La commande a été robustifiée 
afin de diminuer l’effet d’un bruit de mesure et l’effet d’une incertitude paramétrique 
dans le modèle, tout en garantissant une dynamique pour le rejet de perturbation grâce à 
un gabarit temporel. Ceci a permis de constater que le compromis 
robustesse/performance est facile à gérer avec les gabarits temporels, et que de bonnes 
marges de robustesse peuvent être atteintes. Les résultats obtenus expérimentalement 
sont meilleurs que ceux obtenus avec une commande plus classique, couramment 
utilisée dans ce type d’application. 

Originalité du travail et apports scientifiques 

La principale originalité de ce travail réside dans l’utilisation de spécifications 
temporelles pour la synthèse d’une robustification de lois de commande prédictive par 
la paramétrisation de Youla. Cet aspect a permis d’aboutir à une méthodologie pour 
laquelle le compromis robustesse/performance est facile à ajuster. Ce travail a donné 
lieu aux apports scientifiques énumérés ci-dessous. 

Sur le plan théorique, on a montré l’équivalence entre la Q-paramétrisation couramment 
utilisée en commande prédictive et la paramétrisation de Youla de tous les correcteurs 
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stabilisants. Cela a permis d’utiliser tous les degrés de liberté offerts par la 
paramétrisation de Youla et, de cette façon, d’accéder à tous les correcteurs stabilisants 
et non seulement à ceux qui conservent le même comportement entrée/sortie. Par 
ailleurs, on a montré que le correcteur initial synthétisé pour obtenir un comportement 
entrée/sortie n’a pas d’influence sur le niveau de robustesse que l’on peut atteindre. 

Sur le plan pratique, on a développé une méthodologie de synthèse de commande 
numérique sous forme RST. Cela a donné lieu à l’élaboration d’un logiciel de CAO et 
d’un algorithme d’approximation d’un polynôme par un transfert. On a enfin mis en 
œuvre expérimentalement une commande obtenue par cette méthodologie, en montrant 
ses possibilités d’implantation sur des systèmes à faibles périodes d’échantillonnage et 
ses capacités de synthèse permettant de répondre à des problématiques multiples et 
variées. 

Perspectives 

La perspective la plus directe à citer est l’extension de cette méthodologie à un système 
multivariable. Dans ce cas, une approche par espace d’état avec des techniques 
d’optimisation sous un formalisme LMI semble plus adaptée. 

Une autre perspective à étudier consiste dans l’élargissement de la méthodologie à 
d’autres types de correcteurs structurés sous forme RST et à l’utilisation d’autres 
contraintes convexes en boucle fermée. Dans ce cadre entre également la généralisation 
du logiciel de CAO afin d’envisager d’autres possibilités de robustification. On pourrait 
considérer d’autres spécifications temporelles et fréquentielles et généraliser la 
robustification à la prise en compte de deux spécifications temporelles et deux 
fréquentielles. 

Finalement, il est envisageable de considérer d’autres types d’incertitudes, comme par 
exemple les incertitudes structurées, ou d’utiliser une approche multimodèles, tout en 
conservant le formalisme par paramétrisation de Youla. Dans ces cas, on arrivera à un 
problème d’optimisation non convexe, nécessairement plus complexe à résoudre. 

 





 

Annexe 

Autres résultats obtenus sur le banc d’essai  

Dans cette annexe, on propose des résultats obtenus sur le banc d’essai électro-
mécanique avec des correcteurs non présentés au chapitre 4. On trouvera trois autres 
correcteurs, synthétisés à partir du correcteur initial GPC0 présenté dans le chapitre 4. 
Les deux premiers sont synthétisés avec un paramètre de Youla généré à partir d’une 
base de transferts stables, déjà utilisée dans le chapitre 3 et empruntée à [NG97]. 
L’objectif de ces deux correcteurs est de montrer que l’on peut trouver de bons résultats 
avec cette base. Le troisième correcteur, synthétisé avec une base polynomiale, offre 
un compromis différent de celui trouvé avec le correcteur GPC2 présenté dans le 
chapitre 4. 

A.1. Utilisation d’une base de transferts stables  

A.1.1. Robustification face à des bruis de mesure 

On considère une première robustification face à des bruits de mesure. De la même 
façon que lors du correcteur GPC1, on a la minimisation suivante : 
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Concernant la contrainte temporelle envΦ , on a considéré le même gabarit que celui du 
correcteur GPC montré Figure 4.13. La pondération choisie est : 

3,0
7,01)(

1
1

−
− −

=
qqW  



170 Robustification de lois de commande prédictive par la paramétrisation de Youla  

La minimisation a été effectuée via une programmation linéaire, avec un paramètre 1Q  
généré par une base orthonormale de transferts stables déjà présentée dans le paragraphe 
3.5.2. Les pôles choisis sont 91,00 =ε  et 94,01 =ε . On obtient le paramètre suivant : 
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La Figure A.1 montre l’analyse fréquentielle de ce correcteur que l’on nommera 
GPC_A1. On montre la marge de robustesse rB  et le diagramme de Black de la boucle 
ouverte corrigée. On constate que la marge de robustesse rB  a été augmentée à haute 
fréquence, diminuant ainsi l’effet du bruit de mesure sur la commande. De la même 
façon qu’avec le correcteur GPC1, cette robustification a dégradé la marge de phase du 
correcteur, comme le montre le diagramme de Black de la boucle ouverte corrigée. 
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Figure A.1 : Marge de robustesse rB  et diagramme de Black 
 de la boucle ouverte corrigée, correcteur GPC_A1 

La Figure A.2 offre les résultats obtenus lors de l’expérimentation effectuée avec ce 
correcteur. On compare ces résultats à ceux obtenus avec le PID. On observe 
notamment que le correcteur GPC a un suivi et un rejet de perturbation plus rapides, 
pour le même niveau de bruit dans le signal de commande. 
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Figure A.2 : Cycle lent – Système nominal – Correcteur GPC_A1 
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A.1.2. Robustification face à des bruits de mesure et à des variations 
de l’inertie de la charge 

Dans ce cas, on considère les mêmes spécifications que lors du correcteur GPC2, mais 
on effectue la recherche avec une base orthonormale de transferts stables. On a la 
minimisation suivante : 

∞

−
−−

<Φ
<Φ

ℜ∈ 






 ∆
−

′
−

∞

)(min 1
1

11

0)(
0)(

12

11

1
qWQ

AA
ABq

AA
RBq

coco

Q
Q
HQ

env

env

 

Le critère fréquentiel correspond à la minimisation de la norme ∞H  de la sensibilité 
complémentaire. Les deux contraintes temporelles sont représentées par 1envΦ  et 2envΦ . 
Pour la contrainte temporelle concernant le rejet de perturbation, on a adopté le gabarit 
de la Figure 4.13. Pour la contrainte temporelle concernant l’effet du bruit de mesure 
sur la commande, on a considéré un bruit de mesure de variance 24 )102( −⋅ , non filtré, 
et on contrait l’effet de ce bruit sur la commande à rester inférieur en module à 0,1 (voir 
Figure 4.21). La pondération choisie est : 
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Les pôles choisis pour la minimisation sont : 7,00 =ε , 8,01 =ε , 93,02 =ε , 94,03 =ε , 
95,04 =ε , 5ε  et 6ε  étant définis par une paire de pôles complexes conjugués qui 

correspondent à une pulsation de 550 rad/s et un amortissement de 0,75. On obtient le 
paramètre suivant : 
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La problématique liée à l’utilisation de cette base est le choix des pôles. Dans ce cas, on 
a choisi les pôles de façon itérative et en fonction des résultats obtenus en simulation. 
On est parti de la base fixée par la donnée de pôles lents liés au rejet de perturbation 
permis et, au fur et à mesure, on a ajouté de nouveaux pôles pour élargir l’espace de 
recherche. 

La Figure A.3 illustre l’analyse fréquentielle de ce correcteur, nommé GPC_A2. On 
montre la marge de robustesse rB  et le diagramme de Black de la boucle ouverte 
corrigée. On distingue nettement que la marge de robustesse rB  a été augmentée à 
haute fréquence et que la minimisation de la sensibilité complémentaire a permis de 
garantir une certaine robustesse dans la bande passante de l’asservissement, comme 
l’indique la marge de phase. 
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Figure A.3 : Marge de robustesse rB  et diagramme de Black de la 
boucle ouverte corrigée, correcteur GPC_A2 

La Figure A.4 donne les résultats obtenus lors de l’expérimentation effectuée avec ce 
correcteur. On compare ces résultats à ceux obtenus avec le PID. On observe 
notamment que le correcteur GPC a un suivi et un rejet de perturbation plus rapides.  
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Figure A.4 : Cycle lent – Système nominal – Correcteur GPC_A2 

A.2. Un autre compromis pour le correcteur GPC2 

On part ici de la robustification effectuée pour le correcteur GPC2 et on cherche un 
autre compromis robustesse/performance. A la différence de la robustification réalisée 
pour le correcteur GPC2, on adopte ici deux critères fréquentiels et une contrainte 
temporelle. On considère la minimisation suivante : 
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Pour laquelle, d’une part, on minimise la fonction de sensibilité complémentaire pour 
augmenter la robustesse en stabilité face à une incertitude sur l’inertie et, d’autre part, 
on minimise l’inverse de la marge de robustesse rB  afin de minimiser l’effet du bruit de 
mesure sur la commande (dans le correcteur GPC2 cette spécification était prise en 
compte au moyen d’une contrainte temporelle). En plus, on considère la contrainte 
temporelle envΦ  qui représente le gabarit autorisé pour le rejet de perturbation, tel que 
montré Figure A.5. Dans ce cas, on a voulu augmenter la performance nominale par 
rapport au correcteur GPC2 du chapitre 4 et c’est pour cette raison que l’on a eu recours 
à un gabarit plus contraignant. 
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Figure A.5 : Gabarit et rejet de perturbation – Correcteur GPC_A3 

Les pondérations W choisies sont : 
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Pour les deux pondérations, on a choisi des filtres passe-haut afin de pondérer 
davantage les hautes fréquences. Par ailleurs, la pondération Wλ  est choisie par essais 
successifs, afin de trouver un compromis entre la minimisation des deux transferts. 

L’optimisation a été effectuée via une programmation linéaire, avec un paramètre 1Q  
polynomial d’ordre 100, et 300 points de discrétisation pour la réponse fréquentielle. Ce 
polynôme a été ensuite approché par une fonction de transfert d’ordre 4. On obtient le 
paramètre suivant : 
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La Figure A.6 montre l’analyse fréquentielle de ce correcteur, que l’on nommera 
GPC_A3. On montre la marge de robustesse rB  et le diagramme de Black de la boucle 
ouverte corrigée. On voit que la marge de robustesse rB  a été augmentée et que l’on a 
réussi à garantir une certaine robustesse dans la bande passante de l’asservissement. 
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Figure A.6 : Marge de robustesse rB  et diagramme de Black de la 
boucle ouverte corrigée, correcteur GPC_A2 

La Figure A.7 montre les résultats obtenus lors de l’expérimentation effectuée avec ce 
correcteur. On compare ces résultats à ceux obtenus avec le PID. On observe 
notamment que le correcteur GPC a un suivi et un rejet de perturbation plus rapides. Les 
résultats montrés pour le PID ont été obtenus dans les mêmes conditions que les 
résultats du correcteur GPC_A3. Notons malgré tout que l’accouplement du banc a été 
retouché lors de cet essai par rapport aux autres essais du chapitre 4. C’est pour cela que 
le résultat montré pour le PID n’est pas exactement le même que celui indiqué, par 
exemple, Figure A.4. 
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Figure A.7 : Cycle lent – Système nominal – Correcteur GPC_A3 

La Figure A.8 montre les résultats obtenus lors de l’expérimentation effectuée avec ce 
correcteur pour le système perturbé, c’est à dire, avec une inertie de 2mkg015,0 . 
Rappelons que celle du modèle est de 2mkg007,0 . On compare les résultats avec ceux 
obtenus avec le PID. Le correcteur GPC_A3 a un comportement plus rapide pour le 
suivi et pour le rejet de perturbation que le correcteur PID. Par ailleurs, le correcteur 
GPC_A3 ne présente pas d’oscillation dans le signal de commande. Pour le correcteur 
PID, une oscillation apparaît au niveau du signal de commande, due à une dynamique 
haute fréquence non rejetée. Par rapport au correcteur GPC2 présenté au chapitre 4, le 
correcteur GPC_A3 réalise un autre compromis robustesse/performance. Ce compromis 
implique au nominal une meilleure performance avec un bruit dans le signal de 
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commande un peu plus élevé, et avec le système perturbé, une meilleure performance 
tout en rejetant la dynamique haute fréquence négligée dans la modélisation. 
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Figure A.8 : Cycle lent – Système perturbé – Correcteur GPC_A3 
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