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Notations

Pour l'ensemble de la these les notations suivantes ont été respectées. Elles
sont regroupées selon le theme auquel elles se rapportent. Les différents themes
considérés sont les graphes, les réseaux, 1'équilibrage de charge et les notions pure-
ment mathématiques.

Notations relatives aux graphes

G :
est un graphe représentant de maniere ensembliste un réseau statique. G est
composé des deux ensembles V et E (G = (V, E)).

V:
est ’ensemble des nceuds d’un graphe, donc l’ensemble des processeurs du
réseau représenté.

E
est I’ensemble des arcs d'un graphe, donc I’ensemble des liens de communication
du réseau représenté.

n
correspond au nombre de noeuds (processeurs) dans un graphe (|V| = n).

m

correspond au nombre d’arcs (liens de communication) dans un graphe

(1E] = m).
(i,)

représente l'arc liant les nceuds 7 et j.

d(i) :

est le degré du nceud ¢, soit son nombre de voisins.
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XII NOTATIONS

d(G)
est le degré du graphe G, soit le degré maximal de ses noeuds
(d(G) = max;(d(i)),i € V)

Go .
est un graphe représentant de maniere ensembliste un réseau dynamique. G
est composé des trois ensembles V', E et Eg) (GO =(V, B, Eg))).

EY
est I’ensemble des arcs cassés a l'instant ¢, donc ’ensemble des liens de commu-
nication inutilisables a l'instant ¢.

C;

est le poids du neeud ¢, soit la puissance de calcul du processeur %.
fi -

est le poids de I'arc 7, soit les caractéristiques du lien de communication 2.
G(t,t+ L)

représente le graphe de communication superposé entre les instants ¢ et ¢t + L.
Ce graphe est composé de tous les nceuds du graphe G et de tous les arcs utilisés
pour 'équilibrage de charge entre les instants t et ¢ + L.

Notations relatives aux réseaux

D
est le nombre de dimensions d’un hypercube, ces dimensions sont numérotées
delaD

d :
est une dimension d’un hypercube (1 < d < D)

]{31 ><k:2>< kn
définit une grille ou un tore. n donne le nombre de dimensions et k; le nombre
de noeuds dans la dimension i; ainsi la grille (ou le tore) 4 x 3 est définie sur
deux dimensions avec k1 = 4 et ky = 3; elle comporte donc 12 noeuds.

Ny XMNg X ...

idem k’1><k’2><...]€n.



NOTATIONS XIII

Notations relatives a 1’équilibrage

(®)

w;
représente la charge du processeur (nceud) ¢ a linstant ¢; cette charge est par
définition positive ou nulle.

w®
est le vecteur des charges de chaque processeur (nceud) du systeme a l'instant
t; notons que W® (i) = w.

A(ij)
est un parametre d’échange dans le cas d’algorithmes d’équilibrage de charge
de type diffusion; il représente une fraction de la différence de charge entre les
processeurs ¢ et 7.

aOpt .
est la valeur optimale de ;) lorsque «;;) est constant pour tout i et tout j;
cette valeur donne la vitesse de convergence maximal a I’algorithme d’équilibrage
de charge.

A
est le parametre d’échange dans le cas d’algorithmes d’équilibrage de charge de
type “Dimension Exchange”.

)\Opt .
est la valeur optimale de \; cette valeur donne la vitesse de convergence
maximale a 'algorithme d’équilibrage de charge.

M
représente la matrice de diffusion dans le contexte des réseaux statiques.

my;
correspond a la valeur de M (4, j) et est égale a a(;; si ¢ et j sont différents.

M®
représente la matrice de diffusion a l'instant ¢ dans le contexte des réseaux
dynamiques.

m®

ij
correspond 2 la valeur de M (4, j) et est égale a iz si i et j sont différents et

que l'arc (i, 7) n’appartient pas a l’ensemble Eg).



XIV NOTATIONS

Md .
correspond a la matrice de diffusion relative a la dimension d d’un hypercube
dans le cas d’algorithmes d’équilibrage de charge de type “Dimension Exchange”.

c
représente une couleur, dans les algorithmes de type “Dimension Exchange”
pour réseaux quelconques; chaque arc possede une couleur qui correspond a une
dimension.

k
est le nombre de couleurs utilisées dans un graphe coloré.

M.
correspond a la matrice de diffusion relative a la couleur (dimension) ¢ dans le
cas d’algorithmes de type “Dimension Exchange”.

(t)

Lij
représente la charge échangée entre les processeurs ¢ et j a l'instant ¢; cette
valeur est positive si j envoie de la charge a i, négative dans le cas inverse.

est un parametre de pondération utilisé dans les algorithmes de relaxation et de
second ordre; sa valeur est toujours comprise entre 0 et 2.

ﬁ opt

correspond a la valeur optimale de f3.

(t)

max
correspond a la valeur maximale de 3 a l'instant ¢; cette valeur permet de ne
pas générer de charge négative sur les noeuds.

t
/Bcgp)t
est le parametre de relaxation optimal a l'instant ¢; il n’'intervient que dans le
contexte des réseaux dynamiques.

(t)
Che

est la valeur optimale de  a l'instant ¢ pour l'algorithme de Chebyshev.

JPION
correspond a la valeur de 3 a linstant t; cette valeur est définie comme le
minimum entre [, ou ﬁé?t et ﬁ,(fb)am



NOTATIONS XV

R®
est la fonction qui définit ﬁy(é)ax dans l'algorithme de diffusion relaxée.
(t+1)

(2
est la quantité de charge qui apparait sur le processeur ¢ a linstant ¢ + 1;

ceci n’intervient que dans le contexte d’équilibrage de charge dynamique ou la
quantité de charge globale du systeme peut varier.

est la charge consommée par un processeur ; cette valeur est constante dans le
temps pour un processeur donné et correspond a sa puissance de calcul; elle
n’intervient que dans le contexte d’équilibrage de charge dynamique.

Notations mathématiques

s
représente la plus petite valeur propre de M.

l .
représente la seconde plus grande valeur propre de M.

s®
représente la plus petite valeur propre de M®.

1
représente la seconde plus grande valeur propre de M®)

v
représente la plus grande valeur propre différente de 1 et en valeur absolue d’une
matrice de diffusion.

i
est une valeur propre de M ; les u; sont ordonnées de la maniere suivante :
1=py > pg >--->pu, >—1. Notons que us =1 et que p,, = s.

L .

est le laplacien du graphe G.



XVI NOTATIONS

L :
est le laplacien généralisé du graphe G; il tient compte de I’hétérogénéité du
graphe, ce que ne fait pas L.

est une valeur propre de L; les \; sont ordonnées de la maniere suivante :
0:)‘1<>‘2<"'<)\n-



Introduction

Avec I’évolution rapide des capacités de traitement des stations de travail et le
déploiement massif de clusters ou autres réseaux de stations, le calcul distribué a
grandement évolué au cours de cette derniere décennie. Etant toujours a la recherche
de plus de puissance, les utilisateurs du calcul distribué se sont tout d’abord tournés
vers les réseaux de stations, plus facilement évolutifs et meilleur marché que les ma-
chines paralleles dédiées. Un nouveau pas a été franchi ces dernieres années, toujours
dans le but d’accroitre la puissance disponible pour réaliser du calcul distribué : le
monde de la recherche s’intéresse aux réseaux de clusters, au “peer to peer” et a
n’importe quel moyen d’utiliser toute puissance de calcul accessible depuis Inter-
net. Ainsi, différentes méthodes de coopération se sont développées : GRID compu-
ting, Meta computing, “peer to peer” ... Dans ces nouveaux contextes d’exécution,
différents problemes d’hétérogénéité sont apparus, tant au niveau des machines uti-
lisées qu’au niveau du réseau reliant ces machines. De nombreuses bibliotheques de
communications telles que PM2 [59], Heterogeneous MPI [5] et CORBA, ou des
systemes plus complexes permettant le déploiement et la résolution de problemes,
comme Globus [36], NetSolve [1], Ninf [58] ou encore DIET [24], ont été développés
afin de répondre aux nouvelles contraintes induites par ces contextes d’exécution.

Les applications développées sur ces systemes sont de deux catégories. Soit elles
sont centralisées de type clients-serveur : une machine - le serveur - centralise les
requétes des différents clients. Soit elles sont distribuées (ou réparties) : chaque ma-
chine du systeme ne travaille qu’avec ses voisins directs. Pour notre part, nous nous
focalisons sur les systemes distribués, et plus particulierement sur les problemes que
peut engendrer I'hétérogénéité. La recherche d’'un maximum de puissance dans les
systemes distribués passe nécessairement par une répartition ou un équilibrage de
charge efficace. Ceci est d’autant plus vrai lorsqu’on se trouve dans un contexte
hétérogene. Travailler avec un grand nombre de machines perd de l'intérét si le
systeme est mal équilibré, car une partie de la puissance totale disponible est in-
utilisée. L’équilibrage de charge a pour but de tirer le meilleur parti des différentes
machines coopératives.

Dans le domaine de I’équilibrage (ou répartition) de charge, différentes approches
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existent et de nombreuses études ont été réalisées. Au-dela des études, les systemes
d’équilibrage de charge sont utilisés dans différents domaines. Google, pour ne citer
que lui, utilise un systeme de répartition de charge pour traiter au mieux les requétes
qui lui sont soumises : une requéte entrante est redirigée vers un des serveurs les
moins chargés, et la résolution de la requéete elle-méme est effectuée en parallele avec
un systeme implémentant de 1’équilibrage de charge. La plupart des serveurs web
qui traitent un grand nombre de requétes fonctionnent également sur ce principe.
L’équilibrage de charge peut également intervenir au niveau réseau. Dans ce cas, il
gere la transmission des paquets pour ne pas surcharger un lien de communication
et utiliser au mieux le réseau. De maniere générale, I’équilibrage de charge est utilisé
dans toute application ou architecture distribuée et intervient aussi bien au niveau
des processus [53, 47, 46, 48, 65] qu’au niveau des données. L’enjeu de 1’équilibrage
de charge est d’obtenir des performances optimales pour le systeme qu’il gere.

D’un point de vue algorithmique, il existe dans la littérature deux grands do-
maines : les algorithmes d’équilibrage de charge centralisés et ceux décentralisés.
Dans le premier cas, la centralisation permet une connaissance globale des différents
systemes coopératifs. Ceci facilite grandement la répartition puisqu’on sait exacte-
ment ou la charge doit étre placée. Le choix de la charge a déplacer n’en reste pas
moins un probleme non trivial. Dans [17] les auteurs s’intéressent & ce probleme
dans le contexte des clusters hétérogenes. Dans le second cas - les algorithmes
d’équilibrage de charge décentralisés - chaque systeme coopératif ne connait que
les caractéristiques de ses voisins directs. Sous ces conditions, les algorithmes uti-
lisés sont itératifs et équilibrent de proche en proche a chaque pas de temps. Ce
type d’algorithmes d’équilibrage de charge a été introduit par Cybenko dans [25].
Dans cet article, il présente deux algorithmes, la diffusion et “Dimension Exchange”,
qui ont été largement étudiés [56] et enrichis ou dérivés par la suite [38, 43, 49, 2].
C. Flament [35] a considéré des approches de type diffusion dans le domaine des
sciences sociales et la propagation des idées. D’autres algorithmes d’équilibrage de
charge distribués sont étudiés selon une approche différente dans [42], ou selon des
contextes particuliers [39, 40, 41]. Dans [57, 68| les auteurs proposent des classifica-
tions de ces algorithmes.

Pour notre part, nous nous intéressons aux algorithmes itératifs d’équilibrage de
charge distribués dans un contexte particulier, celui des réseaux dynamiques. Pour
définir de maniere succincte un réseau dynamique, il s’agit d’un réseau dans lequel
certains liens de communication peuvent étre temporairement perdus ou surchargés.
Afin de rester le plus générique possible, nous ne définissons pas la notion de charge,
car elle se définit en fonction du systeme a équilibrer (la charge peut étre définie
comme un nombre de processus, comme une quantité de données ou peut avoir une
autre définition). Ceci permet d’appliquer les algorithmes étudiés a tout systeme
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nécessitant de I’équilibrage de charge. Avant cette these, seuls les auteurs de [16]
se sont intéressés a ce domaine particulier de 1’équilibrage de charge. Ce travail
pose des contraintes fortes a l’algorithme d’équilibrage, nous ’avons donc repris
et modifié afin que les contraintes imposées par ’algorithme soit en concordance
avec une application réelle. Nous ’avons également élargi a d’autres algorithmes.
Une étude tres récente, relative a ce contexte particulier de 1’équilibrage de charge,
proposée par Monien et al. dans [33], vient confirmer nos résultats.

Ce mémoire de these comporte trois parties : tout d’abord, nous nous intéressons
aux algorithmes de premier ordre, puis a ceux de second ordre, et pour finir, nous
présentons une application d’un algorithme d’équilibrage de charge sur un probleme
concret.

Algorithmes de premier ordre

La premiere partie de ce mémoire est consacrée exclusivement aux algorithmes
d’équilibrage de charge de premier ordre. On parle d’algorithme de premier ordre,
dans le domaine de l’équilibrage de charge, lorsqu’un algorithme n’utilise que la
répartition de charge courante du systeme pour définir les transferts a effectuer.
Cette premiere partie est composée de trois chapitres : le premier présente, pour
les réseaux statiques, les algorithmes de premier ordre existants, et introduit un
nouvel algorithme. Le second développe, pour ces algorithmes, notre travail sur
réseaux dynamiques. Et le dernier illustre le comportement de ces algorithmes par
des simulations sur réseaux statiques et dynamiques.

Chapitre 1 : Ce premier chapitre présente les différents algorithmes existants sur
lesquels nous travaillons, et en introduit un nouveau que nous nommons : la
diffusion relaxée. Ces algorithmes sont tous dérivés de la diffusion de premier
ordre introduite par Cybenko dans [25]. Le nouvel algorithme que nous propo-
sons a pour but d’accélérer la convergence de la diffusion classique. Ce chapitre
s’'intéresse également aux contextes les plus généraux, c’est a dire aux charges
dynamiques et aux réseaux hétérogenes. On entend par charge dynamique la
charge globale du systeme; cela signifie que la charge globale du systeme a
équilibrer peut varier au court du temps : des quantités de charge peuvent dis-
paraitre ou apparaitre lors de I'équilibrage. Par opposition, on parle de charge
statique lorsque la charge globale du systeme reste la méme tout au long de
I'exécution de I'algorithme d’équilibrage. Quant a I’hétérogénéité du réseau,
elle influe sur les parametres de 'algorithme d’équilibrage. Dans la suite du
document nous nous restreignons a une charge statique et a des réseaux ho-
mogenes, ceci dans 'unique but de simplifier les algorithmes. Nous verrons que
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leur adaptation a un contexte plus général est triviale.

Chapitre 2 : Dans un second temps, nous abordons le probleme des réseaux dy-
namiques. Nous définissons dans ce chapitre la notion de réseaux dynamiques
et nous présentons pour chaque algorithme vu précédemment son adaptation
a ce type de réseaux. Le point le plus important de ce chapitre est la preuve
de la convergence de ces algorithmes sur réseaux dynamiques. Ces algorithmes
ont été modifiés et convergent sous certaines conditions qui sont cohérentes
avec la réalité. Ces adaptations ont été publiées dans [12, 11, 10] et l'article
[13], qui récapitule tous nos travaux sur les algorithmes de premier ordre, est
en soumission.

Chapitre 3 : Pour finir cette partie, différentes simulations illustrent le comporte-
ment des algorithmes sur plusieurs types de réseaux classiques. Ces simulations
sont réalisées avec une charge systeme virtuelle afin de montrer ’évolution des
algorithmes sans interaction avec un systeme réel a équilibrer. Elles permettent
de mettre en évidence I'influence du dynamisme et du type de réseaux sur la
convergence des algorithmes.

Diffusion de second ordre

La seconde partie s’intéresse aux algorithmes de diffusion de second ordre. Con-
trairement a ceux étudiés en premiere partie, ces algorithmes déterminent les trans-
ferts de charge a effectuer en fonction de la répartition de charge courante et de
celle précédente. Ces algorithmes utilisent une mémoire afin de conserver 1’état du
systeme a l'itération précédente. Il en résulte généralement une vitesse de conver-
gence nettement supérieure a celle obtenue avec un algorithme de premier ordre.
Cette partie comporte deux chapitres. Le premier rappelle les algorithmes de second
ordre sur réseaux statiques et introduit une nouvelle contrainte sur la détermination
de leurs parametres. Le second présente 'application de ces algorithmes sur les
réseaux dynamiques.

Chapitre 4 : De la méme maniere que pour la premiere partie, nous commencons
par présenter la modélisation des algorithmes que nous étudions. Les deux
algorithmes auxquels nous nous intéressons sont la diffusion de second ordre
et la méthode de Chebyshev, qui est une variante du premier. Ces algorithmes
sont introduits dans [44]. Nous apportons a ces deux algorithmes une contrainte
qui n’est présentée dans aucun des articles trouvés. Ces algorithmes convergent
naturellement vers une répartition uniforme de la charge, mais ne garantissent
pas la positivité de la charge d’un nceud a tout instant. Or il est inconcevable
qu’'un processeur ait une charge négative. Cette contrainte non négligeable a
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donc été ajoutée a la détermination des parametres de ces algorithmes. Ce
chapitre se termine par différentes simulations qui illustrent le comportement
de ces algorithmes sur réseaux statiques.

Chapitre 5 : L’application de ces algorithmes aux réseaux dynamiques est présen-
tée dans ce chapitre. Nous donnons les différentes modifications apportées
a ces algorithmes afin qu’ils prennent en compte le dynamisme du réseau.
Ces modifications en entrainent d’autres sur la contrainte de positivité de
la charge; nous donnons donc également, pour les réseaux dynamiques, les
contraintes sur la détermination de parametres de second ordre. Nous mon-
trons expérimentalement que les deux algorithmes de second ordre que nous
étudions convergent vers I'équilibre malgré le dynamisme du réseau. La preuve
théorique est nettement plus complexe que dans le cas d’algorithmes de premier
ordre et nous ne sommes, a ['’heure actuelle, pas parvenus a la finaliser. Pour
finir, différentes simulations sur réseaux statiques ou dynamiques illustrent,
comme pour les algorithmes de premier ordre, le comportement et 'influence
du dynamisme sur ces algorithmes.

De la Théorie a la Pratique

Nous nous sommes jusqu’a présent restreints a une étude théorique et des simula-
tions sans charge réelle des algorithmes d’équilibrage de charge. Cette derniere partie
étudie la mise en pratique d’un algorithme d’équilibrage de charge sur une applica-
tion réelle. L’application répartie que nous cherchons a équilibrer est la résolution
d’une équation différentielle partielle (EDP) modélisant le probleme d’advection-
diffusion qui correspond a un probleme de cinétique chimique. Dans les parties
précédentes, nous utilisons toujours une notion abstraite de la charge et nous ne
I’avons jamais définie de maniere concrete, mais cette mise en pratique nous oblige
a la définir concretement en fonction de 'application. Cette derniere partie est com-
posée de deux chapitres : le premier présente 'application d’advection-diffusion et
la mise en pratique d’un algorithme d’équilibrage de charge sur un réseau statique.
Le second s’attache a la mise en place de 'application avec équilibrage de charge
sur un réseau dynamique.

Chapitre 6 : Dans un premier temps, nous présentons 'application d’advection-
diffusion dans une version séquentielle et nous donnons sa modélisation, néces-
saire a son implantation. Suite a ceci, nous détaillons le choix de ’algorithme
d’équilibrage de charge a utiliser en fonction des différentes contraintes in-
duites par 'application. Afin d’appliquer I'algorithme d’équilibrage choisi sur
I'implantation d’advection-diffusion, nous définissons la charge de I'applica-
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tion ainsi que la puissance de calcul disponible sur chaque processeur. Ces
définitions sont réalisées de la maniere la plus simple possible pour ne pas
ralentir 'application. Suite a ces définitions et au choix de l'algorithme a uti-
liser, plusieurs expérimentations sont réalisées sur des réseaux statiques. Ces
différents points mettent en évidence les problemes rencontrés lors de la mise
en pratique d'un algorithme d’équilibrage de charge.

Chapitre 7 : Dans un second temps, nous appliquons ce probleme sur un réseau
dynamique. Ceci implique différentes modifications au niveau du probleme lui-
méme, ainsi qu’au niveau de 1’équilibrage de charge. La version du probleme
utilisée précédemment est synchrone, ce qui n’est pas compatible avec le dy-
namisme du réseau. Une version asynchrone du probleme a donc été utilisée
pour ce type de réseaux. Nous montrons également que notre définition de la
charge ne fonctionne pas avec une exécution asynchrone, elle est donc redéfinie
en conséquence. Suite a ces modifications nous déployons plusieurs expériences
qui présentent concretement ’apport de ’équilibrage de charge pour cette ap-
plication.

Les différents résultats obtenus au cours de cette these vont nous permettre de
conclure sur les contributions que nous apportons au domaine de 1’équilibrage de
charge. Nous dégageons aussi les apports des algorithmes d’équilibrage de charge
sur réseaux dynamiques. Enfin, nous présentons les différents axes d’étude que nous
ouvrons afin d’élargir ce travail.



Premiere partie

Algorithmes de Premier Ordre






Chapitre 1

Algorithmes pour Réseaux
Statiques

1.1 Introduction

Un des problemes les plus importants dans 1’élaboration de programmes pa-
ralleles est la répartition de la charge de travail sur les différentes machines coopéra-
tives. L’objectif des méthodes de répartition de charge est de tirer le plus grand parti
de la puissance de calcul disponible. De nombreuses méthodes (ou algorithmes) ont
déja été étudiées depuis plusieurs années : allocations statiques ou dynamiques, al-
gorithmes itératifs... Dans notre cas nous nous restreignons aux algorithmes itératifs
d’équilibrage de charge. Ce genre d’algorithmes, adapté a 1’équilibrage de charge, a
été introduit par George Cybenko dans [25]. Ces algorithmes ont I'avantage d’étre
totalement distribués et n’operent que de proches en proches. De maniere générale,
un algorithme itératif d’équilibrage de charge effectue, par itérations successives,
des transferts de charge entre les différents processeurs voisins afin de converger vers
I’équilibre des charges du systeme.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux algorithmes de premier ordre. Ceux-
ci calculent les transferts de charge a effectuer uniquement en fonction de la réparti-
tion de charge courante. Dans la section 1.2, nous présentons les algorithmes de
premier ordre existants dans la littérature. Tout d’abord, I’algorithme de diffusion
est présenté sous sa forme générale pour une charge dynamique puis sous sa forme
restreinte a une charge statique. On considere que la charge d’un systeme est sta-
tique lorsque la charge globale du systeme a équilibrer est la méme a chaque ins-
tant ; a I'inverse, s’il y a consommation et création de charge au cours de 1’évolution
du systeme, on parle de charge dynamique. Nous présentons par la suite, les al-
gorithmes de type “Dimension Exchange”. Ce type d’algorithmes est une variante
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de Tl'algorithme de diffusion, la différence tenant au fait que, dans le cas de “Di-
mension Exchange”, ’équilibrage s’effectue par paires de processeurs voisins. Nous
présentons plus particulierement deux algorithmes : “Dimension Exchange” classique
(DE) dédié aux hypercubes et “Generalized Dimension Exchange” (GDE) adapté
a tout type de graphe. Pour ces trois algorithmes, nous donnons les parametres
optimaux et nous proposons deux exemples illustrant le choix de ces parametres.
Pour finir cette section nous nous intéressons a ’application de ces algorithmes sur
des réseaux hétérogenes et a la méthode générale pour déterminer les parametres
de diffusion optimaux. Ce chapitre ce termine par la section 1.3 dans laquelle nous
introduisons un nouvel algorithme : la diffusion relaxée. Cet algorithme est une va-
riante de la diffusion de premier ordre, dans ce dernier, nous accélérons la vitesse
d’équilibrage de la diffusion par un systeme de relaxation.

1.2 Etat de l’art : diffusion de premier ordre

Les algorithmes itératifs d’équilibrage de charge ont été introduits par George
Cybenko dans [25]. Dans cet article, 'auteur propose un algorithme itératif pour
I’équilibrage de charge : la diffusion de premier ordre que nous appelons par abus
de langage “diffusion”. Cet algorithme est a la base dédié aux réseaux statiques et
homogenes.

L’algorithme de diffusion effectue, par itérations successives, des transferts de
charge entre les différents processeurs pour converger vers un équilibre uniforme des
charges du systemes.

1.2.1 Algorithme de diffusion de premier ordre

Afin de présenter les différents algorithmes d’équilibrage de charge, nous de-
vons formaliser la représentation d’un réseau. Nous considérons que le réseau est
homogene, connecté et non-bipartite et que les liens de communication sont bidi-
rectionnels. Classiquement, la topologie d’un réseau est représentée par un graphe
G = (V, E) avec V l'ensemble des noeuds et E I'ensemble des arcs du réseau. Notons
que F est un sous-ensemble de V' x V. Chaque processeur du réseau est représenté
par un nceud dans le graphe et tout lien de communication entre deux processeurs ¢
et j est représenté par 'arc (7, j) appartenant a E. Par définition, chaque nceud est
numéroté entre 1 et n, ainsi nous avons |V| = n et nous posons que |E| = m.

Afin d’exprimer l'algorithme de diffusion, nous notons par w§t> la charge du
processeur ¢ a l'instant . Nous considérons dans un premier temps, que cette charge
wl(t) est infiniment divisible : elle est modélisée par un réel positif. Cette contrainte
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sur la charge est généralement utilisée pour 'étude des algorithmes d’équilibrage
de charge. Dans une application pratique, la charge est toujours entiere et positive.
Avec ces définitions, l’algorithme de diffusion s’écrit de la maniere suivante :

(t+1 + Z O[Z] t U}Z(t)> + T]i(t+1) — ¢, (11>

. o t+1 . . iy
ou oy; est une constante positive, 'fh( ) est la charge de travail qui est créée sur

le processeur ¢ a l'instant ¢ et ¢ est une constante représentant la charge de travail
consommée par un processeur en une itération. Notons que nous sommes dans un
cadre homogene, donc chaque processeur effectue la méme quantité de travail ¢ en
une itération.

Il est aisé de remarquer que la charge de travail échangé l%) entre deux processeurs
1 et j voisins est donnée par :

) = a(wf? —w).

La charge échangée est donc une fraction «;; de la différence de charge entre 7 et j.
On notera que pour cet algorithme «;; = ;. De ces remarques découlent différentes
contraintes sur les constantes ay; : ;; est compris entre 0 inclus et 1 inclus; ay; est
égal a 0 si et seulement si l'arc (4, j) n’existe pas dans E. ), a;; est compris entre
0 exclu et 1 inclus; en d’autres termes, un noeud ¢ est toujours connecté a au moins
un neeud j et il ne peut pas donner plus de charge qu’il n’en possede.

Cet algorithme opere avec une charge dynamique, c’est a dire que la charge
global du systeme (>, wi(t)) évolue au cours du temps (il y a consommation et
génération de charge) [52]. Afin d’analyser I’évolution de ’équation 1.1, nous devons
la simplifier et 'exprimer pour une charge statique : charge qui sera constante entre
chaque itération (), w@(t) = wgt“)). Le modele pour charge statique s’exprime

simplement en considérant que ni(tﬂ) = 0 pour tout instant ¢ et ¢ = (0. Dans ce cas,
I’équation 1.1 s’écrit :
w§t+1) = wz(t) + Z Qj (w§t> — w(t)). (1.2)
J

®)

En regroupant les termes w,”, nous obtenons ’équation suivante :

tH 1—20@ w +Zam w; ), (1.3)

ce qui permet de mettre en évidence le fait que I’équation 1.2 est linéaire. La mise a
jour de tout le systeme peut alors s’écrire sous la forme d'une équation vectorielle :

WD — pw®, (1.4)
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ot W® est le vecteur de dimension n contenant la charge de tous les processeurs a
I'instant ¢ et M est une matrice que nous nommons matrice de diffusion définie par

m;; telle que :
o Oéij Si Z 7é j,
m’ﬂ_{ 1= i sii=j.
Notons que ). m;; = 1, de plus m;; = mj;, la matrice M est donc symétrique et
doublement stochastique. Il est prouvé dans [25] que cet algorithme converge vers
une répartition uniforme W* de la charge telle que :

n (0)
7
=1

n

Notons que pour le reste de ce document, nous nous restreignons a une charge
statique afin de simplifier I’étude des algorithmes.

1.2.2 Détermination de la matrice de diffusion

Le point le plus important dans ’algorithme de diffusion est la détermination de
la matrice de diffusion M. C’est elle qui définie la vitesse de convergence de 1'algo-
rithme, c’est a dire la vitesse a laquelle I'algorithme équilibre la charge du systeme.
De nombreuses études montrent que la matrice de diffusion optimale dépend intégra-
lement de la topologie du réseau sur lequel 'équilibrage est appliqué. Dans la
littérature on trouve deux principales approches afin de déterminer les valeurs de a;
(donc M), approche globale [74] qui nécessite une connaissance globale du réseau,
c’est a dire une connaissance des valeurs propres du Laplacien du réseau considéré,
et Papproche locale [21], [60] qui détermine «;; uniquement en fonction du degré
du nceud 7 et des degrés de ses voisins j, le degré d’'un nceud étant son nombre de
voisins.

L’approche locale, nommée ADF (Average Diffusion) ou choix de Boillat [21],
définit a;; comme

1
max (d(i),d(j)) +1’

ou d(i) est le degré du noeud 4. Dans le cas de graphes réguliers, tel un tore ou un
hypercube, le degré de chaque nceud est identique; 'expression de «a;; peut donc se
simplifier par

(1.5)

Oél'j =

1
d(G)+1
ol d(G) est le degré du graphe G (d(G) = max; d(i)). Ce choix de «;; est également
appelé choix de Cybenko [25]. En ce qui concerne les graphes quasis réguliers, telle

(1.6)

Oéij =
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une grille de grande taille, il est fréquent de considérer que le graphe est régulier et
1

d’affecter a tout o, la valeur PSR Cette considération a pour but de simplifier
la détermination de la matrice de diffusion M. Cette approche locale a I'avantage
d’étre simple et facile a mettre en place.

L’approche globale quant a elle, nécessite une étude préalable du réseau considéré,
elle est plus précisément appelée ODF (Optimally-tuned Diffusion). Cette méthode
consiste a choisir «;; constant (c;; = a) tel que cette valeur maximise la vitesse de
convergence de l'algorithme tout en conservant les caractéristiques de M. La vitesse
de convergence est déterminée en fonction de la seconde valeur propre v de M et
est égale & —In~y [69]; le calcul de « s’effectue en minimisant v. On notera que
cette méthode n’est pas directe et nécessite une nouvelle étude pour chaque graphe
considéré. Néanmoins, différentes études ont été réalisées pour des graphes classiques

ainsi :

a = % pour une ligne
o= 1 pour une grille k; x kg x ...k, (1.7)
a:ﬁms(%) pour un tore ki X kg X ...k, avec k = maxk;

_ n+r1 pour un hypercube de dimension n

Ces deux méthodes ont leurs propres avantages : ADF est simple a mettre en
place et garde un caractere distribué, et ODF fournie une valeur optimale pour a.

1.2.3 Illustration du comportement de I’algorithme de dif-
fusion
Des simulations completes de la diffusion sur différents types de réseaux sont

présentées dans le chapitre 3.
Considérons tout d’abord le graphe quelconque donné par la figure 1.1. Selon les

FiG. 1.1 — Graphe quelconque.

méthodes présentées dans la section précédente, la matrice de diffusion M peut étre
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5/12 1/3 1/4 0 1/2 1/4 1/4 0

1/3 5/12 1/4 0 1/4 1/2 1/4 0

/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 1/4 3/4 0 0 1/4 3/4
(a) choix de Boillat. (b) choix de Cybenko.

TAB. 1.1 — Matrices de diffusion relatives au graphe 1.1.

déterminée en fonction du degré de chaque nceud, en fonction du degré du graphe
ou de maniere optimale. Selon le degré des nceuds, M est définie par

_ 1 . .
{ Mij = max(d@),dG))+1 = Pour? # J,
Mg = Zj;éi M-

Ce qui donne M présentée dans la table 1.1(a). En ce qui concerne le choix de
Cybenko, selon le degré du graphe, M est définie par

{ mijzw pour i # j,
Mg, = Z];&z mij.

Dans ce cas, M est donnée par la table 1.1(b). Pour la méthode optimale, la
détermination de M nécessite une étude complete du graphe. Cette étude n’ayant
pas d’intérét particulier dans notre cas, M optimale n’est pas donnée pour le graphe
1.1.

Considérons dans un second cas le graphe régulier (grille 3x3) donné par la
figure 1.2. De méme que pour le graphe quelconque, la matrice de diffusion peut
etre déterminée selon trois stratégies. la matrice M, dans le cas d’une grille 3x3
et selon le choix de Boillat, est donnée dans la table 1.2(a). De maniere simplifiée,
c’est a dire en fonction du degré du graphe, M est présentée dans la table 1.2(b).
Le graphe étudié étant standard, la valeur optimale de « est connue. Dans notre
cas, une grille 2d, o optimal est 1/4, la matrice de diffusion optimale peut ainsi étre
déterminée, elle est donnée dans la table 1.3.

On peut remarquer que la détermination des a;; est plus ou moins évidente
selon les cas considérés. Les cas les plus simples sont lorsque «;; est constant : choix
de Cybenko ou choix optimal. Néanmoins, ces deux cas nécessitent des informations
globales, ce qui peut étre contraire au caractere distribué de I'algorithme. Le choix de
la méthode a utiliser pour déterminer les a;; dépend donc des informations connues
avant 'exécution de 1’algorithme.
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O——~O——0

Fig. 1.2 — Grille 3x3.

1.2.4 Algorithme de dimension exchange

Les algorithmes de type “Dimension Exchange” sont dérivés de I’algorithme de
diffusion. Ils sont basés sur des communications uni-ports, c¢’est a dire qu'un nceud
1 ne peut s’équilibrer qu’avec un seul de ses voisins 7 a un instant ¢ donné.

L’algorithme “Dimention Exchange” (DE), spécifique aux hypercubes, a été pro-
posé par G. Cybenko dans [25]. Il montre que cet algorithme est une application
particuliere de la diffusion. A la différence de la diffusion, on considere qu’un pro-
cesseur ne peut communiquer qu’avec un seul de ses voisins a la fois et qu’il effectue
I’équilibrage voisin apres voisin. L’algorithme n’équilibrant que deux par deux les
processeurs, «;; est choisi tel que I’équilibre entre les paires de processeurs s’effectue
de maniere uniforme :

Qi = 5

Sous ces conditions, chaque processeur peut communiquer simultanément sur une
seule dimension de I’hypercube a un instant ¢ donné. L’algorithme DE s’écrit donc :

t+1) n, 1 t t
Z( :w§)+§(w§)—w§)), (1.8)
ou j est voisin de ¢ sur une dimension d donnée. De méme que pour la diffusion, la
mise a jour de la charge de tout le systeme peut s’écrire sous forme vectorielle

WD = prw®, (1.9)

w

ou My est la matrice de diffusion pour la dimension d de 'hypercube. La valeur de d
est choisie en fonction de ¢ de maniere a faire le cycle des D dimensions. Considérons
que les dimensions de I’hypercube sont numérotées de 1 a D (1 < d < D), d est
défini par

d=tmod D +1
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[ 1/2 1/4
1/4 3/10 1/4
1/4 1/2
1/4 0
1/5
1/4
0
[ 3/5 1/5
1/5 2/5 1/5
. 1/5 3/5
1/5 . 0
1/5
15
0

1/4

0
3/10
1/5
0
1/4

(a) choix de Boillat.

1/5

0
2/5
1/5

0
1/5
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1/5
1/5
1/5

1/5

1/5

1/5
1/5
1/5

1/5

1/5

1/4
0
1/5

3/10

0

1/4

1/5
0
1/5
2/5
0

1/5

0
1/4
1/5
0 1/4
1/2 1/4
1/4 3/10 1/4
1/4 1/2 |
0
1/5
1/5
0 . 1/5
3/5 1/5 -
1/5 2/5 1/5
1/5 3/5 |

(b) choix de Cybenko.

TAB. 1.2 — Matrices de diffusion relatives au graphe 1.2.

Cet algorithme étant limité aux hypercubes, il est plus fréquent de considérer sa

forme généralisée.
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12 1/4 . 1/4 |
1/4 1/4 1/4 . 1/4 0
14000 00 . 1/4
1/4 . 0 1/4 1/4 0 1/4

1/4 . 1/4 0 1/4 . 1/4
1/4 0 1/4 1/4 0 . 1/4
1/4 . 0 1/2 1/4
0 1/4 - 1/4 1/4 1/4
i 14 - 1/4 1/2 |

TAB. 1.3 — Matrice de diffusion relative au graphe 1.2 avec un choix optimal.

1.2.5 Algorithme de dimension exchange généralisé

L’algorithme “Generalized Dimension Exchange” (GDE) est I'application de DE
sur réseaux quelconques [50],[67]. Dans un premier temps, Hosseini et al. dans [50]
proposent d’utiliser un graphe coloré afin de représenter les différentes dimensions
sur un graphe quelconque. Dans un second temps, Xu et Lau dans [67] utilisent un
parametre A a I'image de «a;; pour la diffusion. Ainsi, pour un graphe G = (V, E)
chaque arc (i, 7) est associé a une couleur de sorte que pour un nceud donné, tous ses
arcs aient une couleur différente. Le réseau est donc représenté par le graphe coloré
G = (V, Ey) avec Ej l'ensemble des triplets (7, j;c) ou ¢ et j sont les sommets de
l'arc (i,7) et ¢ la couleur associée a l’arc. Notons que les couleurs sont numérotées
de 0 & k—1, ou k est le nombre de couleurs du graphe. Si d(7) représente le degré du
neeud i et d(G) le degré du graphe (d(G) = max; d(i)), il est prouvé que le nombre
minimum de couleurs k utiles a Gy, est d(G) < k < (d(G) + 1) [34].

Le graphe ainsi défini, I’algorithme GDE pour un nceud 7 donné s’exécute suivant
I'équation (1.10).

(2

(D 2’@”+A<@w‘“$» si 3j[(4, j; ¢) € B Ac=1mod k, (1.10)

= w(t) sinon
= : ,

avec A\ le parametre de transfert. Notons que dans le cas de DE, A = % La mise a
jour de la charge de tout le systeme s’effectue comme pour DE :

WD = M ®, (1.11)
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ou M, est la matrice de diffusion pour la couleur (dimension) c. La valeur de ¢ est
choisie en fonction de ¢, de maniere a faire le cycle des k couleurs. Les couleurs étant
numérotées de 0 a k — 1 (0 < ¢ < (k— 1)), c est défini par

c=1tmod k

1.2.6 Détermination de )\

Comme dans l'algorithme de diffusion, le point le plus important dans GDE est
la détermination de A. A définit la vitesse de convergence de l'algorithme, donc la
vitesse a laquelle 'algorithme équilibre la charge du systeme. On trouve dans la
littérature deux méthodes afin de déterminer A : la méthode innée et la méthode
optimale.

La premiere méthode est basée sur une simple observation : ’algorithme équilibre
les processeurs deux a deux, A est donc choisi de maniere a équilibrer les paires de

processeurs uniformément.

1
)\—5.

Ce choix de A est celui utilisé dans DE.

La méthode optimale est basée sur une étude approfondie de GDE est du réseau
a équilibrer. Considérons un cycle d’équilibrage de GDE, en d’autres termes I'appli-
cation successive de My, My, ... M;_,. La mise a jour du systeme suite a un cycle se
note :

Wtk — Mj—1 X Mj_g X --- X% MOW(t) = M()‘)W(t)v

ou M(X) est la matrice GDE. M(\) correspond a la matrice de diffusion M de
I’algorithme de diffusion. La détermination de A\ optimal consiste a choisir sa valeur
telle que la vitesse de convergence soit maximale. La vitesse de convergence est
déterminée en fonction de la seconde valeur propre v de M(\) et est égale a —In~y
[69] ; le calcul de A s’effectue en minimisant . On notera que cette méthode nécessite
une nouvelle étude pour chaque graphe considéré. Néanmoins, différentes études
(67, 70] ont été réalisées pour des graphes classiques ainsi :

A= % pour un hypercube,
pour un tore 2n; X 2ny avec n = maxni, no,
2—+/2(1—cos(2X)) pour un anneau de dimension 2n (1.12)
)\ — P] n ’
1+4-cos( =) pour une grille ny X ny avec n = maxng, no,

pour une ligne de dimension n.

Ces deux méthodes ont leurs propres avantages : la premiere donne une valeur
simple et efficace de A, et la seconde fournit une valeur optimale pour \.
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1.2.7 Illustration du comportement de ’algorithme GDE

Reprenons les graphes étudiés en section 1.2.3 afin de déterminer les matrices
de diffusion pour chaque couleur. Dans le cas de GDE le réseau considéré doit étre
représenté par un graphe coloré. Une coloration possible est donnée par le graphe 1.3
Ce graphe contient trois couleurs (0), (1) et (2), ce qui nous donne les trois matrices

FiG. 1.3 — Graphe quelconque coloré.

My, My et My présentée dans la table 1.4 pour le choix inné. En ce qui concerne le

S5 5 0 0 5 0 50 1 0 0 0
S5 5 0 0 01 00 05 50
Modto o s 5] M 5050 ™ Jos 50
0 0 5 .5 0 0 0 1 0 0 0 1
TAB. 1.4 — Matrices de diffusion relatives au graphe coloré 1.3.

choix optimal de A, une étude approfondie est nécessaire. Cette étude n’ayant pas
d’intéréet particulier dans notre cas, nous ne donnons pas les matrices optimales de
diffusion pour le graphe quelconque.

Considérons a présent le cas de la grille 3x3. Comme précédemment nous devons
définir une coloration de la grille. Ce choix étant arbitraire, considérons le graphe co-
loré 1.4 pour représenter notre réseau. Pour la grille considérée, le nombre minimum
de couleurs est de 4, ce qui donne 4 matrices. A titre d’exemple, nous ne donnons
que la matrice relative a la premiere dimension (couleur 0), les autres étant facile-
ment déterminable. Ainsi dans le cas inné, la matrice de diffusion pour la couleur 0
est représentée dans la table 1.5(a). Dans le cas optimal, nous savons que pour une
grille ny X ny, A est donné par :

- 2 — \/2(1 — cos(%))

1 + cos(3%)
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N—O > (1)@

@ e e
OO0
© @ @

O—Q @ O (9

F1G. 1.4 — Grille 3x3 coloré.

avec n = max(ny, ng), soit 3 dans notre cas. Ce qui donne A = 0.5359 La matrice de
diffusion pour la couleur 0 est donnée dans la table 1.5(b).

Comme pour les algorithmes étudiés précédemment, la détermination des pa-
rametres d’équilibrage dépend entierement des informations dont nous disposons sur
le graphe. Des simulations de GDE sur différents types de réseaux sont présentées
dans le chapitre 3.

1.2.8 Diffusion sur réseaux hétérogenes

L’application des algorithmes itératifs d’équilibrage de charge aux réseaux hété-
rogenes a été étudiée dans différents papiers [30, 31, 62, 54]. La méthode proposée
est générique et peut s’appliquer a tous les algorithmes vus dans ce chapitre.

Commencons par définir un réseau hétérogene. Un réseau hétérogene est un
réseaux pour lequel les machines n’ont pas la méme puissance de calcul et les liens
de communication ont des caractéristiques différentes. Ce dernier se présente, d'un
point de vue graphe, comme un réseau homogene. Le graphe représentatif est donc
G = (V,E) avec V l'ensemble des noeuds du réseau et E I'ensemble des arcs du
réseau avec |V| = n et |E| = m. L’hétérogénéité du réseau est introduite par la
pondération des arcs et des noeuds. Les poids représentent, de maniere relative,
les caractéristiques d’un lien réseau et la puissance d’'un nceud de calcul. Ainsi, les
vecteurs C' et F' sont introduits et représentent respectivement les poids des noeuds
et les poids des arcs. Notons que |C| = n et que |F| = m. Chaque nceud se voit
associer un poids ¢; et chaque arc (4, j) un poids f;;, avec ¢;, fi; € IR". fi; représente
plus précisément le cotit de la communication sur l'arc (7, 7). Si f;; est faible, ceci
indique que l'arc (7, j) a un débit élevé.

L’étude du probleme d’hétérogénéité pour les algorithmes de diffusion de premier
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b5
b5 50 0
0 1 0
0 .5 .5
b5 50
0 1 0
0 .5 .5
0 b 50
- O 1_
(a) choix de inné.
[ 0.4641 0.5359 ]
0.5359 0.4641 0 0
0 1 0
0 0.4641 0.5359
0.5359 0.4641 0
0 1 0
0 0.4641 0.5359
0 0.5359 0.4641 0
L 0 1_

(b) choix de optimal.

TAB. 1.5 — Matrices de diffusion relatives au graphe coloré 1.4.

ordre est proposé dans [31, 62]. Dans ces papiers, les auteurs modifient ’algorithme
de telle sorte que I’équilibre soit relatif aux poids des nceuds :

* Z?:l W

w = =Z——uc;.
' Z?:l ¢
Afin d’atteindre cet équilibre relatif, ils ponderent la charge d’un nceud par le poids
de ce nceud. La charge échangée entre deux processeurs ¢ et j est donnée par

® o ®
1 =y [ 2 — =) 1.13
] Qi ¢ Cs ( )

J

La modélisation 1.13 permet d’atteindre un équilibre relatif, mais ne prend pas en
compte I'hétérogénéité des liens de communication. Afin de favoriser les liens les
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plus rapides, les poids f;; des arcs sont appliqués au coefficient de transfert o;;. La
forme généralisée de I’algorithme de diffusion 1.2 est donc :

l(t) iy [ w” wﬁt)
ij  fy e e
ot (1.14)

GV wi(t) B Zj l§§’-

(2

L’expression vectorielle de la mise a jour de tout le systeme nécessite une représenta-
tion plus générale de l'algorithme de diffusion vu en section 1.2.1. Considérons
I’échange de charge entre i et j, dans le cas homogene, sous la forme

1) = ajiw — agwl!,

avec aj; = oy;. Ainsi, dans le cas hétérogene, I’équation 1.14 se récrit
(L) _, ) Wi (1) _ Qi (t))
w; =w,’ — ——w, — ——w;’ | .
' ' z]: <Cifij ' cjfiz 7
Il est simple de voir a présent, que la mise a jour du systeme est donnée par

WD — A ®

avec

Qg s
1-> i ﬁ sii=j
Dans un cas hétérogene, la matrice de diffusion M n’est pas doublement stochastique

mais simplement stochastique colonne. Elle respecte toutefois la contrainte suivante :
m;jc; = mj;c; pour tout couple (2, ).

b sli# j
mi; = 3 Jij

1.2.9 Détermination de o optimal

Dans le cas de réseaux hétérogenes, la détermination de « optimal nécessite,
comme pour le cas homogene, une étude complete du réseau [31]. La différence
étant que pour les topologies classiques, il n’existe pas d’étude donnant o optimal.
Nous donnons donc dans cette section la méthode générale de détermination de «
optimal.

Tout d’abord, considérons que pour tout couple de voisins (i, j), c; est constant
et est égal a a. Posons C la matrice carrée n x n composée des ¢; sur la diagonale et
0 ailleurs et A la matrice d’incidence nceud-arc du graphe G. A est définie telle que
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A € {-1,0,1}"*"™. Chaque colonne comporte uniquement deux entrées non nulles
“17 et “-1”pour les deux nceuds relatifs a ’arc. Le signe défini le sens de ’arc mais
n’a pas grande importance. Soit B la matrice d’adjacence du graphe (B € {0, 1}"*").
Chaque entrée (7,7) de B est a 1 si ¢ est voisin de j ou 0 sinon; le graphe n’étant
pas orienté, B est symétrique. Notons pour finir F, la matrice diagonale m X m avec
Fee = V/fe avec e 'arc (i, j), et L le laplacien généralisé du graphe ot L = AATC™!
avec A = AF 1.

La vitesse de convergence de 'algorithme de diffusion est fonction de la plus
grande valeur propre 7, différente de 1 et en valeur absolue, de la matrice de dif-
fusion : v = max |psl, |itn| avec ug et p, respectivement la seconde plus grande et
la plus petite valeur propre de M (1 = pug > pg > -+ > p, > —1). Sachant que
M=1— ai, nous avons fio = 1 —ady et u, = 1 — a\,, avec Ay et \, respective-
ment la seconde plus petite et la plus grande valeur propre du laplacien généralisé
(0= XA < A2 < -+ < \,). La vitesse de convergence étant —In~y [69], sa valeur
maximale est atteinte pour une valeur minimum de 7, on en déduit donc que la
valeur optimale de « est donnée par :

2
ot T A
aop ainsi défini ne garanti pas la positivité de la diagonale de M, Il est aisé de voire
que my;; > 0si a < EL « est donc choisi tel que :

1
Q= 1min (aopt, =
’ Ly,

Cette méthode est générique et s’applique a tous les algorithmes vus précédem-
ment. Notons que pour GDE, la matrice de diffusion nécessaire a la détermination
de appr (Aopt) est la matrice M (A). Dans le cas homogene, C et F sont I'identité. Le
laplacien généralisé est donc simplement L, ou L = AAT.

Afin de faciliter la compréhension, reprenons notre exemple de graphe quelconque
1.1 et pondérons le de maniere arbitraire (cf. 1.5). Commengons par donner les
diverses matrices nécessaires au calcul de a,, (C, A, B et F).

1 000
0200
€= 00320
00 0 2
1 1 0 0
-1 0 1 0
A= 0 -1 -1 1
0 0 0 -1
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Fic. 1.5 — Graphe quelconque pondéré.

0110
1 010
b= 1101
0010
V2 0 0 0
Fo 0v1i 0 0
- 0 0 V1 0
0 0 0 v2

Ces matrices nous permettent de déterminer le laplacien généralisé L.

1/v2 1 0 0
~ -1/v/2 0 1 0

_ -1 __
A=Ar = 0 -1 -1 1/V2
0 0 0 —1/V2
1.5 —025 —1/3 0
~ ~—p . | =05 075 —1/3 0
L=Adic = -1 —05 5/6 —0.25
0 0 —1/6 0.25

On en déduit les valeurs propres suivantes :
[1.851 0 1.176 0.306 ],

et la valeur optimale de o :
opr = 0.927.

Comme indiqué précédemment, cette valeur de a ne garantit pas la positivité de M.

i1

Dans notre cas, grace a E, on déduit que min; (ZL) = 0.666. La valeur considérée

comme optimale est donc :
a = 0.666.
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1.3 Contribution : la diffusion relaxée

Nous proposons dans cette section un nouvel algorithme de premier ordre basé
sur la diffusion, nommé diffusion relaxée. Il permet I'accélération par relaxation de
la vitesse d’équilibrage de la diffusion.

1.3.1 Algorithme de diffusion relaxée

Le principe de ce nouvel algorithme est d’intégrer un parametre de relaxation
B positif dans 1'algorithme de diffusion (1.2), afin d’accélérer la convergence de ce
dernier. La diffusion de type relaxée s’écrit :

wZ(tH) = wi(t) + BZ Q5 (w](»t) — wgt)) (1.15)
J

Par manipulation de 1’équation 1.15, on obtient :
wf“’ = (1-p) wi(t) + ﬁwgt) +6; Oéz‘jwj(-t) - B Ozl-ngt)
= (1=Bu+8(1- 5, ay) vl + 55, (1.16)
= (=B +8|(1- ) wl + 3, ]

qui fait ressortir, en partie, 'expression de la diffusion. L’équation 1.16 peut donc
se récrire sous la forme vectorielle :

WD = (1 — gy WO + MW, (1.17)

La convergence d’un tel algorithme est un résultat connu, toutefois il est évident
que [ doit étre correctement choisi afin d’accélérer la convergence et de respecter les
contraintes sur la charge. La premiere condition est satisfaite si 3 est supérieur a 1.
La seconde se limite a une seule contrainte a satisfaire : la positivité de la charge;
une charge w!Y négative n’a pas de sens. [ doit donc étre choisi, pour un ¢ donné,

tel que :
wl(t) + BZ Ozij (U}](t) — wl(t)) Z O
J

Il en découle que :

By (wg('t) - wz(t)> > —uw”
j

Trois cas sont donc possibles :
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— Zj Q;j (w](-t) - w§t)) >0
Dans ce cas :
(t)

5 = >, g (wm w®)

Ceci implique que 3 doit étre supérieur a une valeur négative, or 3 est défini
positif.
_ Z al]( ) _ t)) 0
(t+1)

Dans ce cas, la positivité de w,

conditions : wgt“) = wz(t).

— D i (w](-t) — w§t)) <0

Dans ce cas :

ﬁEaij <w§t) B w@(t)) > _wz@

ne dépend pas de (3, puisque sous ces

< w.
SN Gy
(t)
< Wy ar minoration de w'"
ﬁ o Zj Qi (wg) min (w]@)) P J

ﬁ S (lfMii)( Et) —min; (w(t)>>
g < v avec w'”) = min, (w(-t))
< i () o = i (0

- m'Ln

Cette borne supérieure est donc la seule que nous considérons, les deux cas précédents
n’intervenant pas dans le choix de (3. De plus, nous remarquons que cette borne
dépend du temps. Jusqu’a présent, nous nous sommes restreints a un noeud ¢ donné,
pour la détermination de (3. Pour le réseau complet, il en découle naturellement que :

()
B < min; M“)< o ] Vil Y, %( ) _ (t) < 0. (1.18)

(17 min

Posons :

( )
®) — min o _ <>>
R min; (1_M“_)< NORO) ) Vil > ( < 0.

mzn

La fonction R® étant croissante et monotone, une borne déterminée & l'instant ¢
est toujours valable & tout instant ¢t + n (n € NT). Une valeur de 3 déterminée a
I'instant 0 est donc correcte a tout autre instant.
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Remarque 1 Ceci n'est vrai que dans le cas de charge statique. Dans un contexte
de charge dynamique, R n’est pas monotone, 8 devient donc fonction du temps et
doit étre recalculé a chaque itération.

Notons pour finir, que si § = 1, la diffusion relaxée est équivalente a la diffusion
de premier ordre.

1.3.2 Détermination du parametre de relaxation # optimal

Nous avons donné précédemment la borne supérieure de 3 afin que wt?) reste
positif. Le parametre de relaxation définissant I'accélération que ’on donne a 1’algo-
rithme de diffusion, il doit étre choisi de maniere optimale. 3 est défini positif, mais
il est connu que [ doit étre supérieur a 1 pour accélérer la diffusion.

La détermination de [ optimal (8,,:) pour un algorithme de relaxation et sous
nos conditions est définie dans [18]. Si M est une matrice stochastique, le parametre
optimal de relaxation est

B 2
ﬁopt— 2—($+l)7
ou s et [ sont respectivement la plus petite et la seconde plus grande valeur propre
de M.

Cette valeur optimale de (3 ne respecte pas forcément les conditions définies

précédemment (1 < 3 < R®). La borne supérieure de 3 dépendant du temps,

notons donc ﬁfj}t la valeur optimale de 3 pour chaque instant t. ﬁg,)t est ainsi défini
par

©) —min (RO, 1.19

ﬁopt mln( ’2—<8—|—l>) ( . )

Notons pour finir, avec ﬁé?t = Bopt, la vitesse de convergence de la diffusion
relaxée est donnée par — In % [18].

1.3.3 Conditions et preuve de convergence

L’algorithme de diffusion relaxée est dérivé de la diffusion de premier ordre et
peut étre vu comme un cas particulier de la diffusion ou la matrice de diffusion est
définie par

(1— B9 Id+ DM,

avec Id la matrice identité aux dimensions de M.

Proposition 1 Avec B choisi selon ’équation 1.19, l'algorithme de diffusion re-
laxée converge.
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Preuve 1 Il suffit d’appliquer les résultats présentés dans [18]. O

1.3.4 Illustration du comportement de D’algorithme diffu-
sion relaxée

Reprenons les cas étudiés en section 1.2.3 : tout d’abord le graphe quelconque
figure 1.1, puis la grille 3x3 figure 1.2. Déterminons, pour les différents M considérés,
la valeur de (3,,;. Tout d’abord avec le graphe quelconque et «;; défini selon le degré
des neeuds. Dans ce cas, les valeurs propres de M sont données dans la table 1.6(a).

Ce qui donne une valeur optimale pour 3, de ﬁ = 1.6. Cette valeur ne tient

[0 00833 075 1]. [0 025 075 1].

(a) choix de Boillat. (b) choix de Cybenko.

TAB. 1.6 — Valeurs propres de M relatives au graphe 1.1.

pas compte de la répartition de la charge. Pour le cas étudié, on obtient donc :
By = min (R, 1.6)

En ce qui concerne la détermination de M selon le degré du graphe, on obtient les
valeurs propres présentées dans la table 1.6(b). On remarque que les valeurs de s
et [ sont identiques a celles précédentes. L’expression de ﬁé;)t est donc la méme que
pour M défini selon le choix de Boillat.

Considérons a présent le cas de la grille 3x3. Nous obtenons respectivement
pour les trois choix de M étudiés (Boillat, Cybenko et optimal), les valeurs propres
données dans la table 1.7. Pour chaque M considéré, les valeurs de s et [ sont
différentes, nous avons donc une valeur de ﬁ(g?t par cas. Dans le cas du choix de
Boillat :

A%, = min (R®,1.29)

Dans le cas du choix de Cybenko :
A%, = min (R®,1.43)
Et enfin dans le cas optimal :

A%, = min (R®,1.14)
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[—0.316 0.032 0.032 0.3 0.316 0.5 0.767 0.767 1},

(a) choix de Boillat.

[-02 02 02 04 04 06 08 08 1],

(b) choix de Cybenko.

[—05 0 0 025 025 05 0.75 0.75 1 ].

(¢) choix de optimal.

TaAB. 1.7 — Valeurs propres de M relatives au graphe 1.2.

Notons pour finir, que la diffusion relaxée ne peut pas garder un caractere
distribué. La détermination de (3 nécessite au minimum une connaissance de la
répartition initiale de la charge afin de calculer R(*). La détermination de ﬁg}t quant
a elle demande une étude plus poussée du réseau et de M. Des simulations sur

différents types de réseaux sont présentées dans le chapitre 3.

1.4 Conclusion

Ce premier chapitre présente, dans un premier temps, différents algorithmes
d’équilibrage de charge existants. Il ressort deux grands types d’algorithmes : les
algorithmes de type diffusion et les algorithmes de type “Dimension Exchange”.
Nous montrons, via deux exemples, les difficultés qui peuvent intervenir lors de la
détermination des parametres d’équilibrage. De maniere générale, la détermination
de ces parametres dépend des connaissances sur le graphe. Dans le cas de graphes
quelconques, les méthodes de détermination ne nécessitant pas d’étude sont les plus
simples a employer. Pour ce qui concerne les graphes classiques (grille, tore ...), les
méthodes optimales, nécessitant une étude précise du graphe, peuvent facilement
étre utilisées du fait que les résultats de ces études sont connus. Ces algorithmes
étant, a la base, dédiés aux réseaux homogenes, nous présentons dans un second
temps une étude qui permet d’adapter les algorithmes de diffusion aux réseaux
hétérogenes. Nous montrons pour finir, comment déterminer de maniere générale les
parametres de diffusion optimaux. Ce chapitre se termine par l'introduction d’un
nouvel algorithme : la diffusion relaxée. Ce dernier algorithme permet ’accélération
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par relaxation de la vitesse d’équilibrage de la diffusion.

Tous les algorithmes vus dans ce chapitre sont dédiés aux réseaux statiques, ho-
mogenes ou non. C’est a dire, des réseaux pour lesquels I'architecture ne change
pas. Avec I’évolution du calcul distribué et 'utilisation d’Internet comme support
de communication, les liens reliant les noeuds de calcul ne sont pas fiables et I'ar-
chitecture du réseau peut changer. Ces changements interviennent lorsqu’un lien
est temporairement, ou non, coupé ou qu’il est surchargé; on parlera de réseau
dynamique. Ce dynamisme peut donc entrainer divers problemes au sein des algo-
rithmes d’équilibrage. Le chapitre suivant étudie ce probleme pour les algorithmes
vus précédemment.



Chapitre 2

Algorithmes pour Réseaux
Dynamiques

2.1 Introduction

Dans le contexte du calcul sur grille, du “meta computing” ou de tout autre
modele utilisant Internet comme support de communication, les transferts de mes-
sages ne sont pas garantis a 100%. Certains liens de communication peuvent étre
temporairement ou non, perdus ou surchargés. On parle alors de réseaux dyna-
miques. Pour notre étude, nous nous limitons au dynamisme d’un point de vue
liens de communication, un nceud du réseau ne peut ni spontanément apparaitre ni
définitivement disparaitre au cours de ’exécution de l'algorithme. Sous ces condi-
tions les algorithmes d’équilibrage de charge vus précédemment ne peuvent s’exécuter
correctement.

Nous proposons dans cette section leur adaptation aux réseaux dynamiques, nous
avons publié ces adaptations dans [12, 11, 10]. A notre connaissance, avant le début
de cette these, aucune étude sur ce sujet n’avait été publiée. La premiere étude
de Iapplication de ces algorithmes aux réseaux dynamiques est proposée dans [16],
mais cette étude contraint le réseau a étre infiniment souvent connecté ; une nouvelle
étude tres ressente est présentée dans [33], cette derniere confirme les résultats que
nous présentons. A des fins de simplification et de preuve, nous nous restreignons a
une charge statique du systeme et a des réseaux homogenes. Bien que ces algorithmes
soient présentés de maniere restreinte, il est facile de les généraliser en se référant
au chapitre 1.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : une premiere section (2.2), in-
troduit 'application de l’algorithme de diffusion aux réseaux dynamiques. Cette
section définit de maniere formelle la notion de réseaux dynamiques et présente

31



32 CHAPITRE 2. RESEAUX DYNAMIQUES

I’application de l'algorithme de diffusion de premier ordre sur ce dernier. Elle se
termine en donnant les conditions de convergence et la preuve de cette convergence.
La section suivante 2.3 se charge des algorithmes de type “Dimension Exchange”,
c’est a dire ceux pour lesquels 1’équilibrage s’effectue par paires de processeurs. Elle
présente 'adaptation de 'algorithme “Dimension Exchange” dédié aux hypercubes
et GAE (Generalized Adaptative Exchange) qui est une variante de GDE pour les
réseaux dynamiques. Pour ces deux algorithme, nous faisons le lien avec la preuve
présentée pour la diffusion de premier ordre. Le dernier algorithme que nous traitons
en section 2.4 est la diffusion relaxée, comme pour les algorithmes précédents, nous
donnons son adaptation aux réseaux dynamiques et nous prouvons sa convergence
sur ce type de réseaux. Pour finir ce chapitre, la section 2.5 illustre par un exemple
la détermination des parametres de diffusion.

2.2 Algorithmes de diffusion de premier ordre

Dans un premier temps, étudions l'adaptation de I'algorithme de diffusion sur
les réseaux dynamiques. Cette étude a été présentée dans [11].

2.2.1 Modélisation de ’algorithme

Avant de présenter I’algorithme de diffusion de premier ordre pour réseaux dyna-
miques, nous devons adapter le graphe représentatif de ce dernier afin qu’il prenne
en compte le dynamisme du réseau. De maniere générale, un réseau est modélisé
par un graphe G = (V, E) ou V est I'ensemble des noeuds et E est ’ensemble des

arcs du réseau (cf. section 1.2.1). Le dynamisme est introduit par I’ensemble Eg)

qui contient les arcs (1, j) inutilisables a 'instant ¢. Eg) est un sous-ensemble de E.
Un réseau dynamique est donc représenté par le graphe G = (V, E, Eg)). Notons
que si Eg) est vide G® est équivalent au graphe G.

Le réseau ainsi modélisé, nous pouvons donner l'application de I’algorithme
présenté section 1.2 sur les réseaux dynamiques. L’échange de charge entre deux
processeurs ¢ et j voisins est donné par 1’équation 2.1.

0 _  aij(w —wl?) i (i,4) € EA(i.j) ¢ By, 2.1)
K 0 sinon.

En d’autres termes, deux processeurs i et j s’équilibrent si et seulement si ils sont
voisins et le lien qui les relie est opérationnel. L’évolution de la charge d'un nceud
1 entre deux instants est donné par la charge du processeur i plus la somme des
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charges échangées avec ses voisins (cf. équation 2.2).

wi™ = w3, (2.2)
J

Aux conditions pres, ’équation d’échange de charge entre deux processeurs est la
méme que pour la diffusion sur réseaux statiques. La différence est liée au fait que
I’algorithme ne s’applique pas sur un lien cassé, ceci implique que la mise a jour du
systeme dépend de I’ensemble Eg) et donc du temps. La matrice de diffusion est
donc fonction du temps. L’équation vectorielle, modélisant la mise a jour de tout le
systeme entre deux instants t et ¢t + 1 s’écrit, dans le cas de réseaux dynamiques,

selon 1'équation 2.3.

W(t+1) = M(t)W(t)’ (23)
ot M® est la matrice de diffusion & I'instant ¢, définie par
g si (i,j) € EA(i,5) € EW ni 3§,
t
mz(j): L= Vk:|(i,k)€E/\(i,k)€Eg)/\@':j
0 sinon.

Notons que pour mg) ainsi défini, la matrice de diffusion M® est doublement sto-

chastique comme M mais n’est pas forcément connectée.

La détermination des parametres de diffusion «;; s’effectue avec les mémes métho-
des que dans le cas de réseaux statiques. Par contre, la détermination de parametres
optimaux ne peut pas étre réalisée avec exactitude, du fait du dynamisme du réseau.
Le parametre «;; optimal est donc toujours calculé a partir du réseau sans coupure.

2.2.2 Conditions de convergence sur réseaux dynamiques

Les caractéristiques de la matrice de diffusion induites par la détermination des
parametres de diffusion (doublement stochastique, connectée et non-bipartite), suf-
fisent pour prouver, dans le cas de réseaux statiques, la convergence de ces algo-
rithmes. Dans le cas présent, la perte de liens de communication peut rendre la
matrice de diffusion non-connectée. Ces algorithmes convergent donc sous certaines
conditions. Avant de préciser ces conditions, nous devons définir la notion de graphe
de communication superposé.

Définition 1 A chaque instant, le graphe de communication dédié a I’équilibrage
de charge est le graphe contenant seulement les arcs utilisés pour les transferts de
charge a cet instant. Le graphe de communication superposé dédié a [’équilibrage de
charge noté Gyyn, est le graphe qui contient uniquement les arcs utilisés pour les
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transferts de charge entre les instants t et t +n. Le graphe de communication super-
posé est une représentation imagée de la superposition des graphes de communication
entre deux instants t et t +n.

Avec cette définition, nous pouvons donner les conditions de convergence.

Théoreme 1 L’algorithme de diffusion de premier ordre sur réseaux dynamiques
converge vers une répartition uniforme de la charge si et seulement si pour tout
instant t correspond un instant t + L tel que le graphe de communication superposé
Gi 41, 01t connecté.

La preuve de ce théoreme se trouve dans la section suivante. Notons d’une part que
ce théoreme n’implique pas qu’un arc doit absolument étre opérationnel a un instant
t quelconque ni que tous les arcs doivent étre utilisable simultanément, et d’autre
part que ces conditions sont proches de la réalité.

2.2.3 Preuve de la convergence de la diffusion sur réseaux
dynamiques

Lemme Technique

A Tinstant ¢, la matrice d’incidence I de la matrice de diffusion M® est définie
par
70 _ { 1 si (¢ et j communique a U'instant ¢) ou si (i = j)
i 0 sinon
Définissons la matrice d’incidence du graphe de communication superposé G, r entre
les instants £ et T par

0 =10+ 1+ L+ 1Y+ 1)

i i i

oul+1=1140=0+1=1;0+0=0.

Lemme 1 Pour m matrices d’incidence I', ..., I"™ nous avons
IO 1@ g 7m) < 7o) s pm=D s s 1M

ot nous utilisons un produit matriciel standard et ou la somme de valeurs booléennes
est définie précédemment.
La relation d’ordre < entre deux matrices est un ordre partiel élément par élément.



2.2. ALGORITHMES DE DIFFUSION DE PREMIER ORDRE 35

Preuve 2 Par induction : il est suffisant de prouver que si ([(’“) X [(k_l))ij =0
k k1)) (7 k1)) _ (T ke

alors (1™ + I( 1))ij = 0. Nous avons : (1™ x I 1))ij =0< l=Z1 (1®) (1 1))lj

=0< ([(k))u (I(k’l))lj =0, pour tout | € {1,...,n}, particuliérement pour | = j et

Il =1 donc

(1), (1%9), =0 et (1¥), (1%, —0
Comme toutes les entrées diagonales d’une matrice d’incidence sont 1, nous en
déduisons que (I(k)) =0 et (I(k_l)) = 0, ainsi (I(k)+lk_1) = (I(k)) +

i i iJ i

(I(kil))z‘j =0 =

Lemme 2 Sile graphe de communication superposé Gy i, avec pour matrices de
diffusion MO MED M E) est connecté, alors M = ME™) x Mfttm=1) 5 x
M® est une matrice irréductible.

Preuve 3 Puisque la matrice d’incidence de M est I = I x . x IW | et que la
matrice d’incidence du graphe superposé est 1) 4 JAFD 4 [+ grice au lemme
1, nous déduisons que pour toute entrée du graphe superposé a 1, l’entrée corres-
pondante de I est également 1. Ainsi, si le graphe superposé est connecté, alors M
est irréductible. a

Preuve du théoreme 1

Condition suffisante : Par hypothese, il existe toujours un instant t € N, tel
que le graphe superposé soit connecté et selon le lemme 2, pour tout instant ¢t > ¢,
il existe toujours des matrices irréductibles T®9) telles que :

MDD s MED s o MD = MO A1) s plea) s ploa1) s s plen)

ou
Twa) = ML) x| L)
Twe-1) = ML) MfEa-s)

TeD = paD) ),

L et L; sont des entiers finis (donc quand ¢ tend vers l'infini o tend également vers
I'infini et lim,_, o po = 00).

Il est aisé de voir que les matrices T®) sont doublement stochastiques, non-
bipartites (-1 n’est pas une valeur propre) et irréductibles. Nous savons que si une
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matrice A est irréductible et n’a pas —1 comme valeur propre, alors il existe [ tel
que Al est une matrice positive. Cette déduction implique que

. 1 .- 1
Vi, lim (TP)F = Q =

k—o0 g : o

Soit 4) la seconde plus grande valeur propre de T®3) alors
0< fy(pj) <1
Rappelons que pour une matrice 7' stochastique ligne, nous avons
1T =1

ot ||T||, est la norme max, et si T est symétrique et doublement stochastique

170, < ITI T = 1T o 1T =1 (2.4)

ot T est la matrice transposée de T et ||T)|, et ||T'||, sont respectivement la norme
{1 et la norme Euclidienne.
Soit W® le vecteur de charge du réseau a linstant ¢, W© la répartition de

o > w!® > wl® , o .
charge initiale et W* = (=-— ..., ==—) la répartition uniforme de la charge,
alors
[ —w],
= MO MO x T x T x| TEOWO — ]|,
< || MO, || MR x || T@) x TRem1) e s TEOW O — W]
< || TWPe) xx TPa-1) 5 TP O) — W*H2 selon (2.4)
= ||TP)(TPa—1) x . x TPOW(O)) — T(Pa) (W*)} )
< Alpa) HT(pa_1)<T(pa_z) X ... x TCOWO)) — 7Pa-1) (17%) ‘2
< A A WO
ainsi

lim [|[WHD —

t—o0

: o 0 *
, Sahigov(p ). ayP1) Hw( ) W

2

Le nombre d’arcs étant fini, le nombre de graphes de connections ’est aussi. Ainsi il
existe k tel que pour tout j € N, vP1) < @) < 1, et donc limg_,oo P - - - P <
hma*)oo (f)/(pk:))a = 0
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L’inéquation précédente implique que lim;_, HW(t) — W

, = 0, donc
Vie{l,..n} wi(t) — w;

en d’autres termes, la charge de chaque processeur tend vers une répartition uniforme

)
de la charge w} = =%
n

Condition nécessaire : FElle est évidente, si un processeur n’est jamais atteint,
sa charge ne peut pas étre équilibrée.

2.3 Algorithmes de type “dimension exchange”

Etudions a présent I’adaptation aux réseaux dynamiques des algorithmes de type
“dimension exchange” ( “dimension exchange” et “dimension exchange” généralisé),
c’est a dire les algorithmes qui équilibrent les processeurs deux a deux.

2.3.1 Dimension “Exchange”

L’algorithme de dimension “Exchange” classique est dédié aux hypercubes. Cet
algorithme est présenté, pour les réseaux statiques, en section 1.2.4. Rappelons tout
d’abord sa forme générale :

wzgt+1) _ w@(t) n % (w§t) B w@(t)) ’
ou j est voisin de ¢ sur une dimension d donnée. Rappelons également que la di-
mension d utilisée a un instant ¢ donné est calculée par d =t mod D + 1 ou D est
le nombre de dimensions de I’hypercube. Le principe de son application sur réseaux
dynamiques a été présenté dans [12] et est équivalent & celui de la diffusion. Si, a
un instant ¢, deux processeurs ¢ et j doivent s’équilibrer ensemble et que le lien qui
les relie est cassé, alors ils ne s’équilibrent pas et gardent leur charge respective.
L’équation 2.5 modélise donc la charge échangée entre deux processeurs.

0 _ 3w —w?) st (i,4) & By, 25)
K 0 sinon,

avec ¢ voisin de j sur une dimension d donnée. On en déduit que 1’évolution de la
charge d'un processeur i entre deux instants est décrite par I’équation 2.6.

wi™t = w® 41 (2.6)
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Comme pour DE sur réseaux statiques, 1’équilibrage s’effectue dimension par dimen-
sion. Ainsi, a chaque dimension correspond une matrice de diffusion qui est, dans
le contexte de réseaux dynamiques, fonction du temps. La mise a jour du systeme
s’exécute donc suivant I’équation 2.7.

WD = MW, (2.7)
avec M, C(lt) la matrice de diffusion de la dimension d a l'instant ¢ définie par m;; tels
que

o _[05 i) ¢ By,
M =
4(i#]) 0  sinon,

mm:{05ﬂ@ﬁ€E9

" 1 sinon,

J étant le voisin de ¢ sur la dimension d, dans le cas contraire m;; = 0.

2.3.2 Generalized Adaptative Exchange

L’algorithme “Generalized Adaptative Exchange” (GAE) est l'application de
GDE sur les réseaux dynamiques, vu en section 1.2.5, avec un degré de liberté quant
au choix du voisin. Cet algorithme est présenté dans le rapport de recherche [10].
Dans l'algorithme GDE, les processeurs s’équilibrent par paires suivant un ordre
défini par la coloration du graphe. Cet ordre imposé peut étre un frein a I’équilibrage
lorsque GDE opere sur un réseau dynamique. Considérons a un instant donné qu’'un
neeud ¢ doive s’équilibrer, selon la coloration, avec son voisin j ; cependant, I'arc (i, j)
n’est pas opérationnel. Sous ces conditions et selon le mode opératoire de GDE, i et j
ne s’équilibrent pas. Toutefois, il est possible que ¢ ait un voisin k£ qui ne s’équilibre
avec personne et pour lequel le lien (i, k) soit opérationnel. Il semble donc plus
judicieux de ne pas respecter 'ordre imposé et d’équilibrer ¢ avec k. Nous proposons
donc un nouvel algorithme GAE, dérivant de GDE, pour lequel le choix des paires
de voisins n’est pas imposé dans l'algorithme. Ce choix doit cependant étre réalisé
selon une stratégie (aléatoire, arbitraire (GDE) ou plus sophistiquée) respectant les
contraintes des algorithmes de type DE.

D’un point de vue modélisation, nous considérons que GAE est 'algorithme de
diffusion dans lequel chaque noeud a au plus un arc non cassé. La stratégie de choix
définit pour un neceud 4, & un instant ¢, un voisin j tel que, d'une part, l'arc (4, 7)
soit opérationnel et d’autre part, j ne s’équilibre pas déja avec un autre noeud. Tout

autre arc (i, k) différent de (i, j) est considéré comme cassé : (i, k) € Eg). La charge
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échangée entre deux processeurs se calcule donc selon 'équation 2.8.

0 _ [ Ml —w) st (i,7) & By, 2.8)
* 0 sinon.
La mise a jour de la charge d’un nceud ¢ donné se calcule selon 1’équation 2.9.

(t-+1)

w ™ = w1 (2.9)

Comme pour tous les algorithmes précédents, la mise a jour du systeme entre deux
instants s’écrit sous la forme vectorielle donnée par 1’équation 2.10.

WD = pOw®, (2.10)
ot M® est la matrice de diffusion définie par :

N si(ig) €EN(ig) € EY Ni# ],
0 _ ) 1—=X 3k|(i,k) € EA(i,k) ¢ BY Ni=j

m;i = ) (2.11)
1 Ak|(i,k) e EN(i,k) € Eg) Ni=]
0 sinon.
En d’autres termes, mg) =Aet mg) = 1— ) si ¢ communique avec un de ses voisins

7 a l'instant ¢, pour tout autre nceud £, mg,? = 0. Si i ne s’équilibre avec aucun de

ses voisins a l'instant ¢, mg) =1et mg) = 0 pour tout nceud j. La section 2.5.2

propose un exemple de détermination des matrices de diffusion selon une stratégie
quasi aléatoire.

2.3.3 Conditions et preuve de convergence

Nous savons que les algorithmes de type “dimension exchange” sont dérivés de
la diffusion de premier ordre.

Corollaire 1 GAE converge sous les conditions définies dans le théoréeme 1.

Preuve 4 Nous somme dans un cas particulier du théoréme 1 ou la matrice de
diffusion M est définie par ’équation 2.11 a

2.4 Algorithme de diffusion relaxée

Pour finir avec la mise en place des algorithmes de premier ordre sur réseaux
dynamiques, intéressons nous a la diffusion relaxée.
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2.4.1 Modélisation de ’algorithme

La modélisation de l'algorithme de diffusion relaxée pour des réseaux dyna-
miques, s’effectue en introduisant le parametre de relaxation 5% dans l'algorithme
de diffusion dédié a ces réseaux. C’est a dire, de la méme maniere que pour les
réseaux statiques (cf. section 1.3). Ainsi, la charge échangée entre deux processeurs
est donnée par I'équation 2.12.

0 _ [ 8Payw! —w®) si (i,5) € EA(i,)) € By,
lw } (2.12)
0 sinon.

Comme pour le cas de la diffusion sur réseaux dynamiques, il n’y a échange de charge
que si ¢ et j sont voisins et que le lien qui les relie est opérationnel. La mise a jour
d’un noeud donné i s’effectue de la méme maniere que pour la diffusion, le parametre
de relaxation étant inclus dans ’équation de la charge échangée. La charge de i a
Iinstant ¢ + 1 est calculée suivant I’équation 2.13; de maniere littérale cette charge
est celle de 7 a I'instant ¢ plus la somme des charges échangées.

w™ = w + 30, (2.13)

j

(2

Les modifications engendrées sur I’équation vectorielle sont les mémes qu’entre la
diffusion sur réseaux statiques et sur réseaux dynamiques : la matrice M devient
fonction du temps. L’évolution du systeme avec la diffusion relaxée est donc régie
par ’équation 2.14.

WD = (1 - gOY WO 4 O OO, (2.14)

avec M définie en section 2.2.1.

2.4.2 Parametre de relaxation  optimal

La détermination du parametre ( optimal est, dans le cas de réseaux statiques,
définie en section 1.3.2 par ’équation 1.19 que nous rappelons ici :

2
® _ (t)
ﬁopt min (R 5 Gt l))

Dans cette expression, nous avons R® qui est uniquement fonction de la répartition

de charge a l'instant ¢ et ﬁ qui dépend de la matrice de diffusion. Dans le

contexte de réseaux dynamiques, la matrice diffusion peut étre différente a chaque
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instant. Notons donc, s® et {) respectivement la plus petite et la seconde plus
grande valeur propre de M®. La valeur de Bopt Peut ainsi étre déterminée a tout
instant par 1’équation 2.15.

2
@ _ i (t)
Bopt = Min (R Dy Fomn l(t))) (2.15)

Bien que cette expression donne la valeur optimale de 3, elle nécessite une connais-
sance de la matrice de diffusion a chaque instant, ce qui est contraire au caractere
distribué de l’algorithme. Nous verrons par la suite comment appliquer cet algo-
rithme dans un contexte réel. La section 2.5.1 propose un exemple de détermination
de ce parametre.

2.4.3 Conditions et preuve de convergence

L’algorithme de diffusion relaxée est dérivé de la diffusion de premier ordre et
peut étre vu comme un cas particulier de la diffusion ou la matrice de diffusion est
définie par

(1- ﬁ(t))[d + O ME

avec Id la matrice identité aux dimensions de M@,

Proposition 2 Awvec G choisi selon I’équation 2.15, et sous les conditions définies
dans le théoréme 1, l'algorithme de diffusion relaxée converge.

Preuve 5 Il suffit d’appliquer les résultats présentés dans [18]. a

2.5 Illustrations des algorithmes de premier ordre
sur réseaux dynamiques

Afin d’illustrer la mise en place de ces algorithmes, nous présentons dans cette
section quelques exemples sur réseaux dynamiques. Des simulations sur différents
types de réseaux sont présentés dans le chapitre 3.

2.5.1 Illustration des algorithmes de type diffusion sur ré-
seaux dynamiques

Considérons, tout d’abord, une évolution possible donnée en figure 2.1 du réseau
représenté par la figure 1.1. Les liens en pointillés sont considérés inutilisables
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(a) Temps t, Eg) ={(2,3)}. (b) Temps t + 1, Eg"'l) =
{(2,3)(1,3)}.

¢) Temps t + 2, BT = (d) Temps t + 3, EX® = {}.

(c)
{(1,2)(1,3)}.

FIG. 2.1 — Evolution d’un graphe quelconque.

(cassés) a l'instant correspondant. Afin de déterminer simplement les matrices de
diffusion pour chaque instant, utilisons un choix de Cybenko, «;; = W. Nous
obtenons, pour I’évolution choisie, quatre matrices différentes (voire tableau 2.1),

une par instant. On peut remarquer que sur 'intervalle de temps choisi, le théoreme

1/2 1/4 1/4 0 [3/4 1/4 0 0
NQ 1/4 3/4 0 0 A7) 1/4 3/4 0 0
/4 0 1/2 1/4 0 0 3/4 1/4
0 0 1/4 3/4 | 0 0 1/4 3/4 ]
1 0 0 0 [ 1/2 1/4 1/4 0 ]
A 0 3/4 1/4 0 A7) 1/4 1/2 1/4 0
0 1/4 1/2 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 1/4 3/4 | 0 0 1/4 3/4 ]

TAB. 2.1 — Matrices de diffusion relatives aux graphes 2.1.

1 est vérifié : a l'instant ¢ le graphe est connecté, le graphe superposé G(t + 1,t+ 2)
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'est aussi, ainsi que le graphe a (¢ + 3). Notons que pour un instant ¢ donné, on
peut considérer le graphe superposé G(t,t). Les matrices de diffusion données dans
le tableau 2.1 sont aussi bien celles pour I'algorithme de diffusion de premier ordre
que celles pour I'algorithme de diffusion relaxée.

En ce qui concerne la diffusion relaxée, il reste a déterminer [3,, a chaque ins-
tant. Commencons par donner les valeurs propres de chaque matrice de diffusion
(cf Tab.2.2). Rappelons que [, se calcule de la maniere suivante dans le cas de

[0.146 0.5 0.853 1]
[05 05 1 1]
[025 075 1 1]

[0 025 075 1]

TAB. 2.2 — Valeurs propres relatives aux matrices 2.1.

réseaux dynamiques : ﬁé?t = min (R(t), m> Ainsi, nous obtenons pour les
quatre instants considérés :

AY. = min (R®,1.998)

ﬁé;rl) = min (RY,2)

ﬁgjm = min (RY,2)

ﬁé;rg’) = min (R",1.6)

2.5.2 Illustration de l’algorithme GAE sur réseaux dyna-
miques

Reprenons I'évolution du réseau quelconque figure 1.1 donnée par la figure 2.1 et
appliquons GAE sur ce dernier. Il faut tout d’abord déterminer une stratégie pour
le choix des paires de processeurs. Pour I'exemple, nous optons pour une stratégie
aléatoire qui ne crée pas deux fois de suite les mémes paires de processeurs : une
paire créée a l'instant ¢ n’est pas recréée a l'instant ¢ + 1. Les liens grisés sur la
figure 2.2 représentent les paires de processeurs choisies a chaque instant. On peut
remarquer que le choix respecte bien les différentes conditions : un processeur ne
s’équilibre qu’avec un seul de ses voisins et un processeur ne s’équilibre pas deux
fois de suite avec le méme voisin. Notons également que sur la période présentée,
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——0

(a) Temps t, Eg) ={(2,3)}. (b) Temps t + 1, Eg"'l) =
{(2,3)(1,3)}.

©)

?E) Te(mps)}t + 2, Eg+2) _ (d) Temps ¢ + 3, Eg+3) ey
1,2)(1,3)}.

Fia. 2.2 — Evolutions d'un graphe quelconque et des paires de processeurs utilisées
par GAE.

le théoreme 1 se vérifie : les graphes superposés G(t,t + 1) et G(t + 2,t + 3) sont
connectés.

L’algorithme GAE considere que les arcs valides mais non utilisés pour 1’équili-
brage sont cassés, nous avons donc pour 'exécution de I'algorithme :

EY
Egﬂ)
ET?

Eg+3)

En supposant que A = 1/2, les ensembles Fp permettent de déterminer pour chaque
instant, les matrices de diffusion données dans le tableau 2.3. Notons pour finir que
la valeur optimale de A ne peut pas étre calculée du fait du choix aléatoire des paires
de processeurs : A\, dépend de M () donc de 'ordre d’application des matrices M ),
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[ 1/2 0 1/2 0 /2 1/2 0 0
0 1 0 0 1/4 1/2 0 0
() (t+1)

M 1/2 0 1/2 0 M 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1] 00 1/2 1/2 |
1 0 0 0] [1/2 1/2 0 0 ]

A 0 1/2 1/2 0| o 1/4 1/2 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1] 00 1/2 1/2 |

TAB. 2.3 — Matrices de diffusion de GAE relatives aux graphes 2.2.

2.6 Conclusion

Ce chapitre introduit les méthodes permettant d’appliquer les algorithmes vus
au chapitre 1 sur des réseaux dynamiques. On parle de réseaux dynamiques lorsque
la topologie du réseau change au cours de l'exécution. Ces changements sont diis
a des coupures ou des surcharges du réseau. Dans notre cas nous ne considérons
le dynamisme qu’au niveau communication, c’est a dire qu'un nceud ne peut ni
apparaitre spontanément ni définitivement disparaitre au cours de ’exécution. Nous
traitons plus particulierement dans ce chapitre les deux grands types d’algorithmes
de premier ordre : les algorithmes de type diffusion et ceux de type “ Dimension
Exchange”. En ce qui concerne les algorithmes diffusion de premier ordre, diffusion
relaxée et DE, leur application sur réseaux dynamiques est quasiment identique a
celle sur réseaux statiques, la seule différence étant que si un lien de communication
est cassé, il n’est pas utilisé pour I’équilibrage. Dans le cas de GDE, la coloration du
graphe peut étre un frein a I’équilibrage, nous proposons donc une nouvelle approche
(GAE), sans coloration, permettant de s’adapter au dynamisme du réseau.

Nous avons vu jusqu’ici différents algorithmes dédiés aux réseaux statiques ainsi
que leurs adaptations pour les réseaux dynamiques. Il semble naturel a présent
d’étudier leurs comportements sur différentes topologies et de mettre en évidence
I'influence du dynamisme du réseau sur leur convergence. Le chapitre suivant présente
plusieurs simulations permettant de comparer tous ces algorithmes.
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Chapitre 3

Simulations

3.1 Introduction

Nous avons vu jusqu’ici différents algorithmes et leur adaptation sur réseaux
dynamiques. Il est intéressant d’étudier a présent leur comportement sur différents
réseaux avec pertes de liens de communication. Différentes comparaisons entre cer-
tains de ces algorithmes peuvent étre trouvées dans [74, 72, 4]. Ce chapitre présente
différentes simulations réalisées avec scilab, logiciel scientifique dédié au calcul numé-
rique et développé par 'INRIA [22]. Afin que la comparaison soit la plus réaliste
possible, nous déterminons les topologies de telle sorte que le nombre de nceuds
soit identique. Ainsi, les simulations sont réalisées sur une ligne et un anneau de
64 nceuds, sur une grille 2D et un tore 8 x 8, sur une grille 3D 4 x 4 X 4 et enfin
sur un hypercube de dimension 6. Dans le but d’étudier le comportement pur de
ces algorithmes, c’est a dire sans interaction avec l'application a équilibrer, nous
représentons la charge de chaque processeur par un réel. Nous considérons pour les
simulations, que la charge est infiniment divisible. Le systeme est considéré équilibré
lorsque la différence de charge entre le noeud le plus chargé et celui le moins chargé est
inférieure a 1. A l'initialisation du systéme, nous nous plagons dans une répartition
de charge la plus défavorable possible. En d’autres termes, a l'itération 0, toute la
charge du systeme est placée sur le processeur 0, tous les autres ayant une charge
nulle.

Une premiere section 3.2 se cantonne aux réseaux statiques. Elle présente d’'une
part I’évolution des algorithmes en fonction de la topologie sur laquelle ils sont
appliqués, et d’autre part 'influence des parametres de diffusion pour les algorithmes
de type diffusion, puis pour ceux de type DE. Une seconde section 3.3 présente quant
a elle I'interaction entre le dynamisme du réseau et la vitesse de convergence des
algorithmes. Tout d’abord pour GAE avec différentes stratégies pour le choix des

47
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paires de processeurs, puis pour les algorithmes de type diffusion. Elle se termine
par une comparaisons, tout algorithme confondu, selon la méthode de détermination
des parametres de diffusion.

3.2 Comparaison sur réseaux statiques

Commencons par étudier le comportement des algorithmes vus précédemment
sur des réseaux statiques.

3.2.1 Influence de la topologie

Voyons dans un premier temps ’évolution de ces algorithmes sur diverses topo-
logies de réseaux. Il nous faut tout d’abord déterminer les parametres de diffusion
pour les différents algorithmes. Notre objectif étant de mettre en évidence I'influence
de la topologie, nous choisissons les parametres les plus simples possibles. En ce qui
concerne la diffusion, nous optons pour un choix de Cybenko ol @ = d(G—l)H. Dans
le cas de GDE, nous choisissons lambda de maniere innée, c’est a dire : A = 1/2. Le
dernier parametre a déterminer est celui de relaxation. Il n’existe pas de méthode
immédiate donnant la valeur de £, il nous faut donc la calculer selon ’équation 1.19.

Le tableau 3.1 récapitule les valeurs de « et (3 selon les différentes topologies. En ce

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘
all1/3 |1/3 1/5 1/7 1/5 1/7
G| 1.5 1.496 1.25 1.166 1.164 | 1

TAB. 3.1 — a et # déterminés selon les différentes topologies statiques.
qui concerne (3, I’équation 1.19 donne sa valeur optimale ﬁfj}t pour chaque instant.
Cette valeur pose un probleme non négligeable : elle doit étre recalculée a chaque
instant avec une connaissance globale de la répartition de charge. Evoluant dans un
systeme distribué, il n’est pas concevable d’effectuer ce calcul a chaque itération.
Pour la diffusion relaxée, 3 est donc calculé une seule fois avant I'exécution de 1’al-
gorithme et est utilisé pour toutes les itérations. Le tableau 3.1 donne ainsi la valeur
de B3).

Les parametres déterminés, nous pouvons donner les résultats des simulations.
Le tableau 3.2, présente selon I'algorithme utilisé, diffusion de premier ordre (FOS),
diffusion relaxée (RFOS) et “dimension exchange” généralisé (GDE) et selon la
topologie, le nombre d’itérations nécessaires afin d’obtenir une répartition uniforme
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de la charge. Les résultats donnés dans ce tableau mettent en évidence 1'effet de la

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

FOS 6595 | 1648 193 72 49 | 20
RFOS || 4395 | 1185 151 95 43 |20
GDE || 4395 | 1098 150 55 36 |6

TAB. 3.2 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de FOS, RFOS et GDE.

topologie sur les différents algorithmes. On remarque en premier lieu que plus la
topologie est connectée, plus ’équilibrage s’effectue rapidement. Ceci est vrai pour
les trois algorithmes. En ce qui concerne plus particulierement les algorithmes de
type diffusion, FOS et RFOS, comme nous pouvions nous y attendre RFOS est
plus rapide que FOS. En observant les résultats de plus pres, on peut voir que plus
le réseau est connecté, plus beta est proche de 1 et moins le gain apporté par la
relaxation est élevé. Dans le cas particulier de I'hypercube, nous avons beta = 1,
la relaxation est donc équivalente a la diffusion classique et n’apporte rien de plus.
En comparant RFOS et GDE, on peut observer que la vitesse de convergence est
quasi identique dans la majeure partie des cas, avec toutefois un léger avantage pour
GDE. Cet avantage intervient dans le cas de topologies régulieres : anneau, tore et
hypercube. Pour finir, dans le cas de I'hypercube, GDE s’exécute comme DE, le
nombre d’itérations pour atteindre 1’équilibre est égal au nombre de dimensions de
I’hypercube.

3.2.2 Influence des parametres de diffusion

Intéressons nous a présent a I'influence des différents parametres sur la conver-
gence des algorithmes.

Algorithmes de type diffusion

Nous avons choisi, dans la section précédente, d'utiliser les parametres les plus

simples possibles. En ce qui concerne la diffusion, il existe trois méthodes permettant

de déterminer «. La premiere est celle utilisée précédemment o = o = W (choix

de Cybenko), la seconde consiste a calculer a en fonction du degré de chaque noeud
tel que ay; = m (choix de Boillat) et enfin, la derniere méthode consiste
a calculer « optimal en fonction du graphe o = a;; = . Nous les nommons
respectivement ccyp, e et qop. Le tableau 3.3 donne les valeurs de acy, et gy

en fonction du graphe. Les valeurs de apg,; dépendant du noeud considéré dans un
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‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘
acy || 1/3 | 1/3 1/5 1/7 1/5 1/7
agei || 1/3 | 1/3 - - 1/5 1/7
Qopt || 1/2 | 2/4.01 | 1/4 1/6 1/4.29 | 1/7

TAB. 3.3 — a en fonction de la topologie et de la méthode de calcule.

graphe donné, elles ne sont données dans ce tableau que pour les topologies ot ag,;
est constant. Notons que a,, pour 'anneau étudié est proche de 1/2, sa valeur ne
peut toutefois pas étre arrondie a 1/2 sinon I'anneau est bipartite et I'algorithme
de diffusion ne converge pas. Nous savons que dans le cas de la diffusion relaxée, (3
dépend de M donc de a. Puisque nous avons trois méthodes différentes permettant
de déterminer o, nous avons pour chaque cas une valeur différente de 3. Le tableau
3.4 donne les valeurs Boy, Bpoi €t Bopt calculées respectivement en fonction de acyy,
QBoi €t aop. Toutes ces valeurs de [ sont calculées de maniere optimale suivant
I'équation 1.19. On remarque que la plupart des valeurs de (3,,; sont égales a 1, la

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

Beyy || 1.5 1.496 1.274 1.292 1.164 | 1
BBoi || 1.5 1.496 1.263 1.197 1.164 | 1
Bopt || 1 1 1.019 1.108 1 1

TAB. 3.4 — 3 en fonction de la topologie et de la méthode de calcule.

relaxation n’apporte donc rien de plus pour ces cas. Pour les grilles 2D et 3D, les
valeurs de 3, sont proches de 1. Le gain engendré par la relaxation est donc faible
relativement a la diffusion avec oy

Voyons a présent les résultats de simulations donnés dans le tableau 3.5. Compa-
rons tout d’abord les différents choix de a pour la diffusion. Pour les topologies
étudiées, le choix de Boillat donne les mémes valeurs de o qu’avec celui de Cybenko,
sauf pour les grilles 2D et 3D. Les résultats sont donc les mémes en ce qui concerne
la ligne, 'anneau, le tore et I’hypercube. Pour les deux cas ou « est différent, le choix
de Boillat est plus avantageux que celui de Cybenko. La détermination optimale de
a donne, comme on peut s’y attendre, de meilleurs résultats que les deux autres
choix, hormis pour la grille 3D. Dans ce cas, le choix de Boillat est plus efficace
qu'un choix optimal. Ceci s’explique simplement : le choix optimal détermine « tel
que tous les Qi soient constants (aij = aoptw, J ), «;; non constant peut donner une
vitesse d’équilibrage supérieure a gp;.
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‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper.

FOScy 6595 | 1648 193 72 49 120
FOSp,; 6595 | 1648 180 60 49 | 20
FOSp 4395 | 1185 154 61 43 | 20
RFOScy || 4395 | 1185 151 25 43 120
RFOSp, || 4395 | 1185 142 49 43 | 20
RFOS,,: || 4395 | 1185 151 25 43 | 20

TAB. 3.5 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de FOS et RFOS selon
la méthode de calcule des parametres.

Etudions & présent les résultats obtenus avec la diffusion relaxée. On observe
en premier lieu que la relaxation basée sur un choix de Cybenko est équivalente a
celle basée sur un choix optimal. De plus, comme précisé précédemment, la relaxation
n’apporte quasi rien de plus que la diffusion avec un choix optimal de o. Concernant
[ calculé selon un choix de Boillat et avec une topologie en grilles, 'apport de la
relaxation n’est pas négligeable (gain de 6 et 11%). Notons pour finir que dans le cas
de I'hypercube, quel que soit ’algorithme et le choix de «, la vitesse de convergence
est la méme. De maniere générale, le choix le plus judicieux semble étre d’effectuer
de la relaxation basée sur un choix de Boillat pour «;;. Au pire il est équivalent aux
autres choix et dans certain cas il peut étre plus rapide.

Algorithmes GDE

Dans le cas de GDE, le choix de A se limite a deux méthodes : la méthode
innée qui nous donne A = \;,,, = % et la méthode optimale qui donne A = A,
Le tableau 3.6 donne les différentes valeurs de A selon la méthode de calcul et la
topologie considérée. On remarque tout d’abord que dans le cas de 'hypercube, la

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘
Xinn || 1/2 ] 1/2 1/2 1/2 1/2 | 1/2
Aopt || 0.95 | 0.91 0.72 0.58 0.58 | 1/2

TAB. 3.6 — X inné et optimal selon la topologie.

méthode innée est équivalente a la méthode optimale. Ce tableau montre également
que plus le graphe est connecté, plus A,y est proche de % Les résultats obtenus

avec ces différentes valeurs de ) sont donnés dans le tableau 3.7. Ces résultats sont
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‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

GDEqn, || 4395 | 1098 | 150 55 36 |6
GDE,,; || 182 | 89 44 32 22 |6

TAB. 3.7 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de GDE selon A choisi.

sans équivoques, le gain apporté par GDE,,; est tel qu’aucun algorithme de premier
ordre vu dans ce chapitre ne peut le concurrencer. Notons toutefois que, lorsque A
est proche de 1, l'algorithme effectue des transferts de charge conséquents, ce qui
peut étre pénalisant lors d'une application réelle.

3.3 Comparaison sur réseaux dynamiques

Nous avons vu précédemment l'influence des parametres de diffusion sur la
convergence des algorithmes. Voyons a présent comment ils réagissent sur des réseaux
dynamiques.

3.3.1 GAE : influence de la stratégie de choix

Afin de mettre en évidence 'influence de la stratégie de choix des paires de voi-
sins, ainsi que celle du dynamisme du réseau pour GAE, nous reprenons les six
topologies étudiées précédemment, auxquelles nous appliquons un pourcentage de
pertes sur les liens de communication. Les tableaux 3.9, 3.10 et 3.11 présentent
respectivement les résultats pour des réseaux avec 10, 30 et 50% de pertes. Avant
d’étudier ces tableaux en détail, focalisons nous sur 'influence de la stratégie dans
le cas de réseaux statiques. Ces résultats sont donnés dans le tableau 3.8. Nous pro-
posons dans ce tableau trois stratégies différentes. Une premiere arbitraire de type
GDE notée arbi, avec cette stratégie l'ordre paires est défini avant I’'exécution de I’al-
gorithme. Une seconde aléatoire notée rand, dans ce cas les paires sont déterminées
dynamiquement et aléatoirement a chaque itération . Et en fin une derniere notée
M2LL (“Most to Least Loaded”) qui consiste a créer des paires de maniére a tou-
jours essayer de décharger en premier lieu les processeurs les plus chargés vers leur
voisin le moins chargé. Pour chacune de ces stratégies, nous avons deux simulations :
une consistant a choisir A de maniére innée (inn) et une autre pour laquelle A op-
timal est utilisé (opt). On remarque tout d’abord que la stratégie aléatoire n’est
pas efficace, on ne I'approfondira donc pas dans le contexte de réseaux dynamiques.
L’utilisation de X\ optimal reste dans tous les cas le parametre le plus efficace ; notons



3.3. COMPARAISON SUR RESEAUX DYNAMIQUES 53

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper.

GAE.0,. | 4395 | 1098 | 150 55 36 |6
GAE,u.,,, | 182 | 89 44 32 22 |6
GAE,ang, || 6674 | 1652 | 218 81 67 | 36
GAE,ona,, | 5809 | 1327 | 138 65 52 | 32
GAEnarr, . || 4395 | 1098 | 135 55 34 |6
GAEuarr,, | 243 | 102 54 36 30 |6

TAB. 3.8 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de GDE selon différentes
stratégies et selon A\ choisi avec 0% de perte.

qu’il est d’autant plus que la stratégie est arbitraire (de type GDE). Ceci est tout
a fait logique, puisque A, est calculé a partir de cette stratégie. Pour finir, on peut
remarquer que la stratégie M2LL n’apporte rien de plus que celle arbitraire avec
Ainn dans le contexte de réseaux statiques.

Penchons nous a présent sur I'impact du dynamisme du réseau sur 1’évolution de
GAE. Comme indiqué précédemment, nous nous limitons aux stratégies arbitraire
(arbi) et M2LL. Au regard des résultats présentés dans les tableaux 3.9, 3.10 et

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

GAEu., || 5267 | 1317 | 185 70 16 |17
GAEurbi,,, || 673 [ 225 78 49 35 |25
GAEprz,. || 5635 | 1304 | 161 56 i1 | 17
GAEu2.r,, || 1380 | 352 70 40 28 | 14

TAB. 3.9 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de GDE selon différentes
stratégies et selon A choisi avec 10% de perte.

3.11, on remarque que l'impacte du dynamisme varie selon la stratégie déterminant
les paires de voisins. Dans le cas de \;,,, la stratégie arbitraire est plus sensible
aux pertes de liens que celle M2LL, ce qui donne un avantage a M2LL lorsque
le réseau est dynamique. Cette sensibilité au dynamisme se retrouve également
lorsque A, est utilisé. Cependant M2LL n’est pas toujours plus avantageux dans
ce cas que la stratégie arbitraire. Ceci s’explique par le fait qu’avec \;,,, M2LL est
équivalent a arbi dans un contexte statique alors qu’avec A, arbi est le plus rapide.
La stratégie M2LL devient donc avantageuse selon le pourcentage de pertes et le
réseau considéré.
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‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

GAEqy, || 7275 | 1883 | 262 120 68 |35
GAE,u.,,, | 1789 | 560 134 74 51 | 32
GAEy2rr, || 7068 | 1798 | 185 59 47 [ 20
GAErs,,, || 2530 | 653 o1 AT 33 | 16

TAB. 3.10 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de GDE selon
différentes stratégies et selon A\ choisi avec 30% de perte.

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

GAEui,,, || 9989 | 2563 | 346 155 05 |47
GAEurbi,, || 3109 | 889 188 113 76 | 48
GAEnorr,. || 8617 | 2184 | 217 69 55 | 20
GAEu21.,, | 3422 | 912 111 54 39 | 19

TAB. 3.11 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de GDE selon
différentes stratégies et selon A choisi avec 50% de perte.

3.3.2 Influence du pourcentage de pertes sur la diffusion

Nous nous sommes penchés sur l'interaction entre le dynamisme du réseau et
GAE, voyons a présent comment se comporte les algorithmes de diffusion et de
diffusion relaxée sur ces réseaux. Comme précédemment, nous étudions leur com-
portement avec différents pourcentages de pertes de liens de communication. Les
tableaux 3.12, 3.13 et 3.14 donnent respectivement les résultats avec 10, 30 et 50%
de pertes de liens. Pour ces simulations, nous ne considérons que deux méthodes

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

FOSg.i 7251 | 1816 200 66 04 | 22
FOS,p¢ 4828 | 1212 170 68 46 | 22
RFOSg,; || 4839 | 1213 158 25 46 | 22
RFOS,,; || 4838 | 1210 166 62 46 | 22

TAB. 3.12 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de FOS et RFOS selon
la méthode de calcule de « et avec 10% de perte.

de détermination de « : le choix de Boillat (Boi) et celui optimal (opt). Celle basée
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‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

FOSp,; 8775 | 2223 240 82 67 | 28
FOS,p 5845 | 1489 206 83 56 | 28
RFOSp,; || 5835 | 1480 191 67 o8 | 27
RFOS,,: || 5838 | 1490 202 76 o8 | 27

TAB. 3.13 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de FOS et RFOS selon
la méthode de calcule de « et avec 30% de perte.

‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

FOSp,; 10750 | 2728 299 101 82 |33
FOSp: 7169 | 1832 253 104 70 | 35
RFOSp,; || 7155 | 1822 233 83 69 | 34
RFOS,,; || 7159 | 1822 247 95 68 | 35

TAB. 3.14 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de FOS et RFOS selon
la méthode de calcule de « et avec 50% de perte.

sur le degré du graphe, choix de Cybenko, est équivalente a (Boi) dans la plupart
des réseaux considérés. Les résultats obtenus avec différents pourcentages de pertes
nous montrent que le dynamisme influe considérablement sur la vitesse de conver-
gence des algorithmes. Cette influence est toutefois uniforme est n’avantage ni un
algorithme ni un choix de « en particulier. On en tire donc les mémes conclusions
que sur un réseau statique : dans le cas de la diffusion simple, un choix optimal est
le plus avantageux, mais de maniere générale la diffusion relaxée basée sur un choix
de Boillat donne des résultats équivalents a FOS,,; et RFOS,,; voire meilleurs pour
certaines topologies.

3.3.3 Etude comparative des différents algorithmes

Nous avons vu l'interaction entre les différents algorithmes et les réseaux dyna-
miques. Comparons a présent, dans le cas particulier d’une grille 2D, leur compor-
tement selon, d’'une part un choix simple des parametres de diffusion, puis d’autre
part selon un choix optimal. Nous nous limitons a une grille 2D pour cette comparai-
son puisque ce réseaux est le plus classique et pour ne pas surcharger le document.
Les courbes présentées dans les figures 3.1 et 3.2 montrent le nombre d’itérations
nécessaires a la convergence en fonction du pourcentage de pertes. A 'origine ces
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courbes sont exponentielles, cependant elles sont quasi linéaires sur les taux de perte
étudiés, elles ont donc été linéarisées afin de mettre en évidence I'impact du dyna-
misme sur la vitesse d’équilibrage. Les algorithmes utilisés sont : FOS et RFOS avec
un choix de Boillat, et GAE avec une stratégie arbitraire et M2LL. Les graphiques
3.1 et 3.2 présentent respectivement ces algorithmes avec un choix simple et un choix
optimal de leur parametre de diffusion. Considérons tout d’abord le cas des choix

350 . | | | i
FOS —+

L REOS - L _

300 GAE_arbi - 7
o5g |[GAE_M2LL o _

2 N |
5 200 ) !

E | ,/r/‘:‘,'./—/ﬁ/‘

& 150 fl BT _
100 | _

50 | _

0 . . | |

0 10 20 20 " .

% de pertes

FiG. 3.1 — Evolution du nombre d’itérations en fonction du pourcentage de perte
pour une grille 2D avec une détermination simple des parametres.

simples. On peut remarquer que RFOS et GAEjor sont quasi équivalents avec la
meéme sensibilité au dynamisme du réseau. Remarquons également que GAE,,; est
tres sensible aux pertes de liens et devient moins efficace que la diffusion. Dans le
cas d’un choix optimal, GAE est toujours plus rapide que la diffusion. Notons que
cette courbe montre bien que FOS et RFOS sont équivalents. On remarque pour
finir que GAE,,; est également tres sensible aux pertes de liens avec A,,; mais reste
dans ce cas plus efficace qu'un algorithme de type diffusion.

3.4 Conclusion

Ce chapitre présente différentes simulations dans différents contextes et illustre
les influences des parametres de diffusions, du dynamisme du réseau et dans le cas
de GAE la stratégie de choix pour les paires de processeurs. Suite a ces simulations,
on peut remarquer que, hormis GAE avec A,,, le choix de tel ou tel algorithme
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Fic. 3.2 — Evolution du nombre d’itérations en fonction du pourcentage de perte
pour une grille 2D avec une détermination optimale des parametres.

afin d’équilibrer un systeme, dépend de la topologie et du pourcentage de pertes
sur les liens de communication. En ce qui concerne GAE avec )\, et une stratégie
M2LL, I’équilibrage est le plus efficace avec une grande tolérance aux pertes de
liens. Cependant il peut étre pénalisant car il effectue, pour certaines topologies,
des transferts de charge tres importants a chaque étape. Ces diverses simulations
ainsi que les remarques que nous en avons tirées nous permettent de déterminer quel
algorithme doit étre utilisé suivant les conditions induites par le systeme a équilibrer.
Ce chapitre termine ainsi notre premiere partie dédiée aux algorithmes de pre-
mier ordre. Avant de passer a une expérimentation concrete - ’équilibrage d’un
programme réparti de calcul numérique - nous nous intéressons aux algorithmes de
N-ieme ordre et plus particulierement a 1’algorithme de diffusion de second ordre.
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Deuxieme partie

Diffusion de Second Ordre

29






Chapitre 4

Second Ordre pour Réseaux
Statiques

4.1 Introduction

Nous savons que le role des algorithmes d’équilibrage de charge est d’équilibrer
le travail réparti sur différentes machines. Mais ceci doit étre réalisé de maniere
la plus rapide possible et sans pénaliser le systeme a équilibrer. Dans le contexte
des algorithmes d’équilibrage de charge distribués, et plus particulierement dans
celui des algorithmes de diffusion, une approche utilisant une mémoire des échanges
passés a été développée. Ce type d’algorithme est appelé de n-ieme ordre selon
les n niveaux de mémoire utilisés [44, 26, 32]. Dans ce chapitre nous étudions en
particulier les algorithmes de type diffusion de second ordre pour ’équilibrage de
charge, qui ont été introduits dans [44]. Nous nous penchons plus précisément sur
I'algorithme de diffusion de second ordre proprement dit [44] et sur une de ses
variantes : l'algorithme de Chebyshev [26]. Ces algorithmes étant de type second
ordre, les échanges de charge sont calculés en fonction de la répartition de charge
courante et de celle a I'itération précédente.

Ce chapitre se restreint a une application de ces algorithmes sur des réseaux
statiques. Une premiere section 4.2 présente les principes des algorithmes de diffusion
de second ordre. Nous donnons également les conditions de convergence relatives
aux parametres de 'algorithme ainsi que celles relatives a 1’équilibrage et enfin leurs
valeurs optimales. Pour finir cette section nous présentons la variante de Chebyshev.
Une seconde section 4.3 présente notre contribution a ces algorithmes : nous donnons
les bornes des parametres garantissant la positivité de la charge. Une derniere section
4.4 illustre 'application de ces algorithmes ainsi que la détermination des différents
parametres et présente des simulations de ces algorithmes.

61
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4.2 Etat de lart : algorithme de type diffusion de
second ordre

Présentons tout d’abord les principes des algorithmes de type second ordre, puis
le cas particulier de la méthode de Chebyshev.

4.2.1 Diffusion de second ordre

L’algorithme de diffusion de second ordre consiste a équilibrer la charge en
fonction de la charge courante et en fonction des transferts de charge effectués a
I'itération précédente. Il utilise un niveau de mémoire, les transferts a l'itération
t — 1, afin d’accélérer la convergence de la diffusion de premier ordre. Ainsi les
transferts de charge entre deux processeurs ¢ et j sont donnés par I’équation 4.1

Qj (wj(-o) — wz@ t=0,

(6 — 1)l§;_1) + Boyj (w§t> — wgt)) t>0,

® _
o = (4.1)

ou ( pondere le gradient et la mémoire. On peut remarquer que le second ordre est
bien basé sur le premier ordre puisque si J est égal a 1 les deux algorithmes sont
équivalents. De plus on retrouve dans 1’équation 4.1 les différentes parties du premier
ordre. Notons également qu’a la premiere itération cet algorithme applique le premier
ordre, ceci permet de créer la mémoire nécessaire a l'exécution de I'algorithme.

Comme pour les algorithmes vus en premiere partie, la mise a jour du systeme
peut s’écrire sous forme vectorielle. L’écriture des algorithmes de premier ordre sous
cette forme est triviale, mais elle ne I'est pas pour le second ordre, nous la détaillons
donc ci-dessous. Pour un noeud ¢ donné, sa mise a jour entre deux instants est donnée
par :

ij

w@(t-ﬁ-l) _ wzgt) n Zl(t)
J

ou 7 sont les voisins de 7. Afin de donner la forme vectorielle du second ordre,
développons cette expression pour ¢ supérieur a 0.

W =l 43,1
o, (00 e () o)

o+ (3= 1) 5,17 + 55 0 (0 —wl?).
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Rappelons que Z l (=) - (wgt) — wgt_1)>, nous avons donc :

o = w0+ (5= 1) (0 =0l ) + 55, g (0 — 0l
Bul + (1= Bl + B, ay (wf” - <t>)
Bu + (L= B+ > g wf! = pu 3, o
(1- ﬁ)wi(t*l) +6; ozzjw] )+ ﬁ(l — > qig)w 2(1
(1- B!+ (Zj aw! + (1=, aij)wz(t)> :
Ainsi on déduit facilement que pour ¢ supérieur a 0 I’évolution du systeme est donnée

par WD = (1 — g)yWED 4 MW ® ot M est la matrice de diffusion définie de
la méme maniere que pour le premier ordre, c’est a dire :

- Q5 Sll%.%
Mij = { 1= 0 sii=j.

La matrice M est donc symétrique, doublement stochastique est irréductible. De
maniere générale, la mise a jour du systeme est donnée par 1’équation 4.3.

MW © t=0
(t+1) ;
w { BMW® + (1 — WD ¢ > 0. (4.3)

En ce qui concerne [, il est connu que l'algorithme converge si 3 est compris entre
0 et 2 exclus [66].

4.2.2 Méthode de Chebyshev

La méthode de Chebyshev est présentée dans [26]. Cette méthode est une variante
de I'algorithme de second ordre. La différence intervient au niveau de (3 qui est, dans
le cas de Chebyshev, fonction du temps ¢. Ainsi I’équation 4.4 donne les valeurs de 3
pour chaque instant, afin de le différencier de 3® du second ordre, nous le nommons
Bene-

1)

e ~ 1
2
Bone = 2= 2> (4.4)
(t) 4
ﬁC’he 4_M%/Bg;61) t > 2.

Le fait que 8 dépende du temps implique une légere modification, introduite dans
I’équation 4.5, au niveau de 1’équation 4.3.

MW © t=0
(t+1) _ ’
W —{ O MWO 1 (1 - YWD 150, (45)
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La méthode de Chebyshev est souvent préférée au second ordre. La vitesse de conver-
gence de Chebyshev est généralement supérieure a celle du second ordre.

4.3 Contribution : détermination du parametre
de second ordre (3

Nous savons que (3 doit étre compris entre 0 et 2. De maniere plus précise,
dans [44], les auteurs montrent que si 3 est compris entre 0 et 1, 'utilisation de la
mémoire n’apporte rien a l’algorithme de premier ordre, et peut méme ralentir la
convergence. Le parametre [ est donc choisi entre 1 et 2, afin d’accélérer la vitesse
d’équilibrage. Pour que 'accélération engendrée par 3 soit maximale, sa valeur doit
étre déterminée en fonction de M. Nous savons selon [45] que [ optimal (B,,) est
donné par I’équation 4.6 dans le cas du second ordre, ou par I’équation 4.4 dans le
cas de Chebyshev.

Bopt = (4.6)

2
14+ /1—p2
ou o est la seconde plus grande valeur propre de M. De maniere générale ces valeurs
optimales de (3 sont toujours utilisées, toutefois elles ne garantissent pas la positivité
de la charge.
Donnons les conditions sur [ afin que cette contrainte soit satisfaite. Considérons

un nceud ¢ donné, nous cherchons a déterminer (3 tel que w§t+1) soit positif, wlgtﬂ)
négatif n’ayant pas de sens.
w@(t+1) >
(1= By + B (3, 05w + (1= 00’ =
posons wi(é;rols)) = (Z i aijw§t) +(1=2; aij)wgt)>, ceci étant I'expression d'un pas

de premier ordre (FOS) pour un nceud ¢ donné. Nous obtenons donc :

—1 1
(1= A+ pulf)s) > 0

8 ()~ uf) > —uf

Trois cas sont donc possibles :

a gé;‘rols)) - wz(til) >0

Dans ce cas :

B> iy
i (t+1) _ (t—l) .
Wifos) Wi
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Ceci implique que (8 doit étre supérieur a une valeur négative, or 3 est par
définition positif.

o) (=)
wi(fos) w; =0

Dans ce cas, la positivité de wgt“) ne dépend pas de 3, puisque sous ces condi-
tions : w§t+1) = wgt_l).

() (1)
wi(fos) i <0

Dans ce cas :

(t+1) (t-1) (t-1)
ﬁ (wi(fos) - w; ) > —w;
7w(t71)
B < w(t+1)iw(t—1)
i(fos) i
(t-1)

Wy
ﬁ S (t—1) (t+1)
Wi T Wi(fos)
(t+1)
<1 Yi(fos)
B<1+ LD GFD) -
i i(fos)
Cette borne supérieure est donc la seule que nous considérons, les deux cas précédents
n’intervenant pas dans le choix de (3. De plus, nous remarquons que cette borne
dépend du temps. Jusqu’a présent, nous nous sommes restreints a un nceud ¢ donné
pour la détermination de (3. Pour le réseau complet, il en découle naturellement que

la valeur maximale de 3 a chaque instant est :
0 : w700 o D) ()
max — IMII; 1 + W \V/Z|wi(f08) — U}i < O (47)
% i(fos)

La valeur optimale de (3, pour le second ordre, est donc fonction du temps et est
définie par I’équation 4.8, dans le cas de Chebyshev, la valeur optimale de 3 est
donnée par 1’équation 4.9.

B = min (570 Bon) (48)
ﬁ(t) = IHZIH (ﬁggzx’ gzze> : (49)

A la différence de la diffusion relaxée, I’équation donnant la valeur maximale de [
n’est pas monotone, elle doit donc étre calculée a chaque pas de temps. L’équation
du second ordre 4.3 et celle de Chebyshev 4.5 se récrivent selon I’équation 4.10 pour
garantir la positivité de la charge et prendre en compte 3 fonction du temps.

MW t=0
t+1) )
W()_{QWMWm+G—ﬂ%WWUt>O (4.10)
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4.4 Tllustration et simulation des algorithmes de
second ordre

Commencons par illustrer les différents aspects de la mise en place de ces algo-
rithmes.

4.4.1 Illustration des algorithmes de second ordre

Afin d’illustrer ces deux algorithmes, nous les appliquons sur le réseau quelconque
figure 4.1 utilisé en premiere partie du document. Commencons par déterminer la

Fic. 4.1 — Graphe quelconque.

matrice de diffusion M optimale. Pour ce faire nous nous référons a la section 1.2.9.
Tout d’abord, il nous faut déterminer le laplacien du graphe, a la différence de
I’exemple pris dans la section 1.2.9, nous considérons le réseau homogene. Dans ce
cas le laplacien L est égal & AAT, soit

2 -1 -1 0
-1 2 -1 0
L= -1 -1 3 -1
0 0 -1 1
Ceci nous permet de déterminer la valeur optimale de o : agp = ﬁ = 2/5, ou

Ao et A\, sont respectivement la seconde plus petite et la plus grande valeur propre
de L. Rappelons que cette valeur optimale de o ne garantit pas la positivité de la
charge, a est donc choisi tel que : a = min;(ap, LL,) = min(2/5,1/3) = 1/3. D’ou :

1/3 1/3 1/3 0
1/3 1/3 1/3 0
1/3 1/3 0 1/3
0 0 1/3 2/3

M =
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La matrice M étant définie, nous pouvons déterminer [3,, pour l'algorithme de
second ordre en fonction de ses valeurs propres :

[-1/3 0 2/3 1].

Ce qui nous donne :

= 1.1458981.

2
ﬁo =
T+ /1 - (2/3)2
Considérons un état initial le plus défavorable possible, c’est a dire que nous
plagons toute la charge du systeme sur un seul nceud,

4

0
0 _
W 0
0

Cet état initial est utilisé pour les deux algorithmes. Le premier pas s’exécute a
I'identique pour les deux algorithmes et est un pas de diffusion de premier ordre,

nous obtenons donc :
1.3333333

1.3333333
1.3333333
0

wd =

Pour l'itération suivante, nous devons déterminer @(ﬁ()w selon I'équation 4.7, nous
obtenons ainsi : ﬁy(ic)m = 1.5. En ce qui concerne l'algorithme de second ordre, on
remarque que (o, est inférieur a ﬁ,(ﬁam, la valeur optimale peut donc étre utilisée.
Pour mettre en évidence I'importance de 3,4, nous présentons ci-dessous deux cas.
Premieérement nous posons S = Bopt, DUisque pour 'exemple choisi 3,,; est tou-
jours inférieur a ﬁy(é)ax Puis nous utilisons 3% compris entre 2 et ﬁ,(ﬁc)n Le premier
cas ne pose pas de probleme puisque (3., est inférieur a ﬁ,(ﬁc)n Pour le second cas
nous avons 3® compris entre 0 et 2, ’algorithme converge donc vers 'équilibre, mais
B est supérieur a G-

t 2 31... 00
ﬁ(t*” 1.1458981 | 1.1458981 1.1458981
W, 0.9442719 | 1.1388026 1
Wa 1.527864 | 1.1388026 1
W3 1.018576 | 0.9442719 1
W3 0.5092880 | 0.7781228 1
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t 2 3]...| ©
FIGR) 1.6 16]...]116
W, | —0.2666667 | 0.9540741 1
W 2.1333333 | 0.9540741 1
Wy 1.4222222 | 0.5748148 1
Wi 0.7111111 | 1.517037 1

Avec BWsupérieur & ﬁy(ic)m on obtient une valeur négative pour Wl(Z) ce qui n’est pas
cohérent pour une charge et confirme bien 'importance de 5,,45-

En ce qui concerne 'algorithme de Chebyshev, (cp. doit étre calculé a chaque
itération. Le tableau suivant présente les valeurs de Gone, Omaz €t la répartition de

charge calculée selon I'algorithme de Chebyshev.

t 2 3 00
1) 1]1.2857143 2
ras 15 45 %
W, | 1.3333333 | 1.1428571 1
W, | 1.3333333 | 1.1428571 1
W | 0.8888889 | 0.9523809 1
Wy | 0.4444444 | 0.7619048 1

On peut noter que pour les deux exemples les valeurs optimales de 3 sont inférieures
& Bpnas- Le parametre [3,,,, intervient généralement pour des réseaux de grande taille
et selon la topologie du réseaux. Ceci est illustré dans la section suivante.

4.4.2 Simulations sur réseaux statiques

Afin de mettre en évidence le comportement des algorithmes de type second
ordre sur réseaux statiques, nous reprenons les différents réseaux étudiés en chapitre
3. Ces réseaux sont : une ligne et un anneau de 64 nceuds, une grille 2D et un tore
8 x 8, une grille 3D 4 x 4 x 4 et enfin un hypercube de dimension 6. Toutes ces
topologies sont constituées de 64 noeuds. Nous rappelons que les résultats obtenus
ont été réalisés par simulations avec le logiciel scientifique scilab [22]. Comme pour
les précédentes simulations, le systeme est considéré équilibré lorsque la différence
de charge entre le noeud le plus chargé et celui le moins chargé est inférieure a 1 et,
a l'itération 0, toute la charge du systeme est placée sur le processeur 0, tous les
autres ayant une charge nulle.

Avant de présenter les résultats obtenus avec ces algorithmes, intéressons nous
a 'importance de la valeur maximale de 3 (Gq:). Le tableau 4.1 présente pour les
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deux algorithmes - diffusion de second ordre (SOS) et Chebishev (Cheb) - et pour les
différents types de réseaux, les itérations pour lesquelles (3., est supérieur a 3,4,
On remarque tout d’abord que pour la ligne et I'anneau 3, est toujours utilisé,

SOS Cheb
itération ¢ Bopt ) 5&6 )

ligne - - - - -
anneatu - - - - -
grille 2D 2 - - 1.861033 1.600000

3 1.570769 1.455156 - -

4 - - 1.684108 1.666667

5) 1.570769 1.563529 | 1.638238 1.361200

6 - - 1.610246 1.597242
grille 3D 2 - - 1.686724 1.500000

3 1.397659 1.355650 - -

5 - - 1.418503 1.280737
tore 2 1.329408 1.285203 | 1.594326 1.285203
hyper. 2 1.176571 1.166667 | 1.342466 1.166667

TaB. 4.1 — Toutes itérations pour lesquelles 3, est supérieur a B4, le signe -
signifie que [, est inférieur a (3,4, dans les cas présentés, 3., est utilisé a la
place de Bop.

ce qui nous donne une vitesse de convergence maximale pour ces deux topologies.
En ce qui concerne les autres topologies, (3., ou ﬁg,)w est parfois supérieur a ﬁy(,izm
Pour ces itérations, ﬁy(é)ax est donc utilisé a la place de [, ou ﬁg,)w pour garantir
une charge positive. Notons que ceci intervient au début de l'exécution de 1’algo-
rithme, c¢’est a dire lorsque le systéme est le plus fortement déséquilibré. Dans notre
contexte d’exécution, au-dela de la sixieme itération (3,, peut toujours étre utilisé.
Ceci confirme le fait que si le systeme n’est pas totalement déséquilibré, (,,.. peut
étre ignoré.

Intéressons nous a présent au nombre d’itérations nécessaires a ces algorithmes
pour équilibrer le systeme. Le tableau 4.2 donne ces valeurs pour SOS et Cheb selon
les différentes topologies et rappelle celles obtenues pour GDE et FOS afin de les
comparer. En ce qui concerne SOS et Cheb leur vitesse de convergence est quasi
toujours identique. La méthode de Chebyshev n’apporte un gain de temps que pour
la ligne, ce qui correspond a une topologie pour laquelle la valeur optimale de § a
toujours été utilisée. En comparant SOS ou Cheb a ’algorithme de base FOS avec un
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‘ H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

SOS 176 | 81 30 19 16 | 11
Cheb 159 | 81 30 19 16 | 11
GDE4i,,, || 182 | 89 44 32 22 |6

FOS,p 4395 | 1185 | 154 61 137 20

TAB. 4.2 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de SOS et Cheb avec
Putilisation de 3® (89 = max(B ez, (Bopr OU ﬁg,)w))), en comparaison avec les algo-
rithmes de premier ordre les plus rapides.

choix optimal de M, on observe que le gain de temps apporté par les algorithmes de
second ordre est treés important, il va de 50% pour I’hypercube a 96% pour la ligne.
En ce qui concerne GDE, I’algorithme de premier ordre le plus rapide, on note que
hormis pour I’hypercube, les algorithmes de second ordre sont plus efficaces. Ces
diverses simulations montrent bien les avantages qu’apportent les algorithmes de
second ordre sur réseaux statiques. Bien que la détermination de (3,,,, soit contraire
au caractere distribué des algorithmes, nous mettons en évidence le fait que cette
borne peut étre négligée si le systeme n’est pas totalement déséquilibré.

4.5 Conclusion

Ce chapitre introduit les algorithmes de type second ordre sur réseaux statiques.
Il présente plus particulierement 1’algorithme de diffusion de second ordre et la
méthode de Chebyshev. Pour ces deux algorithmes nous donnons les valeurs op-
timales de 3 qui peuvent facilement étre trouvées dans la littérature. Nous intro-
duisons, relativement a ce parametre, une contrainte qui est fréquemment négligée
dans les différentes études concernant le second ordre. Cette contrainte est la po-
sitivité de la charge. Celle ci peut étre négligée si le réseaux est de petite taille ou
si la répartition de charge initiale est favorable, c’est a dire une répartition initiale
n’engendrant pas de charge négative par I'application de I’algorithme avec des pa-
rametres optimaux. Ceci est souvent le cas dans un contexte réel ot la charge initiale
est répartie de maniere homogene et dans lequel 'algorithme d’équilibrage a pour
objectif d’adapter la répartition a ’hétérogénéité du réseau. Dans un contexte plus
général, cette contrainte ne peut pas étre négligée. La derniere section de ce chapitre
illustre ce phénomene et montre que, selon le choix de 3 avec une répartition initiale
donnée, la charge peut devenir négative tout en convergeant vers une répartition
uniforme.
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Suite a cette introduction des algorithmes de second ordre, nous nous intéressons
a l'application de ceux-ci aux réseaux dynamiques. Le chapitre suivant présente
les différentes modifications apportées a ces algorithmes afin qu’ils convergent vers
I’équilibre sur ce type de réseaux. Il présente également une simulation permettant
de comparer ces algorithmes a ceux de premier ordre.
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Chapitre 5

Second Ordre pour Réseaux
Dynamiques

5.1 Introduction

Comme pour les algorithmes de premier ordre, nous cherchons a appliquer ceux
de second ordre aux réseaux dynamiques. Ceci n’a, a notre connaissance, jamais été
réalisé. Le principe utilisé pour adapter ces algorithmes a ce type de réseaux est le
méme que pour ceux de premier ordre : I’équilibrage ne s’effectue que sur les liens
en états de communication, ¢’est a dire ni sur les liens cassés ni sur ceux surchargés.
Meéme si le principe est simple et que son application aux algorithmes de premier
ordre reste trivial, en ce qui concerne les algorithmes de second ordre il faut gérer le
cas de la mémoire. La détermination de (3 est également un probleme majeur, nous
avons déterminé dans la section 4.3 sa borne supérieure dans le contexte de réseaux
statiques, dans le cas présent il faut prendre en compte, d’'une part le dynamisme
du réseau et d’autre part 1'effet mémoire modifié par notre adaptation.

Ce chapitre présente dans un premier temps, en section 5.2, les modifications
apportées aux algorithmes de type second ordre afin qu’ils s’adaptent aux réseaux
dynamiques. La détermination de (3 est également développée dans cette section,
elle permet de garantir la positivité de la charge a tout instant. En ce qui concerne
la preuve de la convergence de ces algorithmes sur réseaux dynamique, nous ne le
montrons qu’expérimentalement. La preuve théhorique est nettement plus complex
que dans le cas d’algorithmes de premier ordre et nous ne sommes, a I’heure actuelle,
pas parvenu a la finaliser. Nous illustrons en section 5.3 le comportement de ces
algorithmes par différentes simulations sur réseaux dynamiques, et nous mettons en
évidence I'impacte du dynamisme sur ces algorithmes.
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5.2 Adaptation des algorithmes de second ordre
aux réseaux dynamiques

Commencons par présenter les adaptations nécessaires a ces algorithmes afin
qu’ils puissent évoluer sur des réseaux dynamiques.

5.2.1 Modification de I’algorithme

L’algorithme devant évoluer sur un réseau dynamique, nous rappelons en premier
lieu la modélisation de ce type de réseau. De maniere générale, un réseau se modélise
par un graphe G = (V, E) ou V est I’ensemble des noeuds et E est 'ensemble des

arcs du réseau (cf. section 1.2.1). Comme présenté en section 2.2.1, le dynamisme

)

est introduit par ’ensemble Eg qui contient les arcs (i, 7) inutilisables a I'instant

t. Eg) est un sous-ensemble de F. Un réseau dynamique est donc représenté par
le graphe G® = (V, E, Eg)). Rappelons que si Eg) est vide G® est équivalent au
graphe G.

La modélisation des algorithmes de second ordre sur réseaux dynamiques n’étant
pas aussi évidente que celle des algorithmes de premier ordre, nous la présentons pas
a pas en partant de ce principe : les échanges de charge ne s’effectuent que sur les
liens opérationnels. Dans les algorithmes de second ordre étudiés, la charge échangée
est donnée par ’équation 4.1. En appliquant le principe de I'équilibrage de charge
sur réseaux dynamiques on obtient naturellement I’équation 5.1. L’équilibrage entre
deux nceuds voisins i et j ne s’effectue que si l'arc (7, j) n’est pas dans ’ensemble

Eg) (ensemble des arcs inutilisables).

aiy (w = ") 1=0A(ij) ¢ Y,

) _ - o

lij = (8- 1)lg Rt B (wj(»t) - wgt)) t>0AN(i,7) & Eg), (5.1)
0 sinon.

Pour un noeud ¢ donné, sa mise a jour reste classique et est donnée par :

o = ul0 - 1)
J

En ce qui concerne la mise a jour du systeme, étudions tout d’abord le premier
pas qui, étant un pas de premier ordre de 'algorithme de diffusion, ne pose pas de
problemes majeurs. En se référant au chapitre 2.2.1 nous avons directement :

w — ]\/[(1){/1/(0)7
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ot M® est définie par :

v si (i,j) € EA(i,j) € EW ni 5,
mz(;‘): L= ik Vk:|(i,k)€E/\(i,k)€Eg)/\@':j
0 sinon.

Pour les pas suivants, la mise a jour du systeme doit gérer la mémoire de I’algorithme.
Pour ce faire, reprenons la mise a jour d'un nceud ¢ donné pour t supérieur a 0.

W = w® + 3,10
wl(t) + Zj ((ﬁ — 1)[2(;&71) + ﬁOél'j (wj(t) — U)Z(t))> (Zuj) ¢ Eg)

Notons que :

S0t =N -t - > oY

il ¢EY J k|(i,k)eEW

Z B (w](»t) — wgt)) = Zﬁmg) (w](»t) — wgt)> )
J

Jl(i.5) 2B

et que

Posons £ voisin de i tel que 'arc (7, k) soit cassé a 'instant ¢ ((i,k) € E](;)). L'ex-

(t+1)

pression de w, peut donc s’écrire de la maniere suivante :

(t+1 t)+z tl) Z( (tl J“Zﬁm ( Ol th)>’

k

soit

T R SRR DA CLED | BN CR ot
J J

k

On remarque dans cette derniere expression une similitude, partie entre accolades,
avec l'algorithme du second ordre sur réseaux statiques (cf équation 4.2) ou, pour le

cas présent m(t)
p ) My

remplace ;. La principale différence entre la version pour réseaux
statiques et celle pour réseaux dynamiques est I'apparition de —(5 — 1) Zk (t=1)
dans la version dynamique. Ceci représente la partie de la mémoire a ignorer due
aux pertes des liens (7, k). Pour I'ensemble du réseau, notons L) le vecteur contenant

ces valeurs & ignorer & un instant ¢ donné. Le vecteur L) est définit par :

=3
k
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Nous pouvons ainsi donner ’expression vectorielle des algorithmes de type second
ordre sur réseaux dynamiques.

MOW® t=0
(t+1) _
w o { BMOW® 4 (1 — YWD — L ¢ >0 (5.2)

5.2.2 Détermination du parametre de second ordre (3

Comme pour les algorithmes de premier ordre sur réseaux dynamiques, la déter-
mination de (§ optimal n’est pas possible du fait du dynamisme du réseau. Nous
considérons donc, pour les réseaux dynamiques, la valeur optimale de [ calculée
selon le réseau statique correspondant. Dans le cas de l'algorithme de diffusion de
second ordre, nous avons donc 3 calculé selon 1’équation 4.6 que nous rappelons ici :

By — 2
RV

et dans le cas de Chebyshev nous obtenons 3 selon l'équation 4.4 :

(1)

Ge ~ 1
. 2

ﬁChe - 2—#%7

gl = 4 59
Che 4_M%Bg;el)

L’expression des algorithmes de type second ordre sur réseaux statiques ayant
été modifiée pour s’adapter aux réseaux dynamiques, la valeur maximale de 3 (Bnaz)
doit étre redéfinie en conséquence. La valeur de [3,,,. est déterminée de telle sorte
que l'application de l'algorithme n’entraine pas de charge négative pour un noeud
quelconque du systeme.

)
wf+ (3= )57+ 55 m) (uf) - ul?) - (9 - i

Par analogie avec la détermination de [, dans le cas de réseaux statiques (cf.
section 4.3), on en déduit que :

VvV 1V

(1= Bw + pull) - (B-DIY > 0

(t+1)
i(fos)

miques (w(tﬂ) = wl(t) +7; mg») (w(-t) — w(t)>). On obtient ainsi pour 3 :

ou w est I'expression d’un pas de premier ordre dans le cas de réseaux dyna-

i(fos) 7 A

[

3 (wfffols)> _ wzgt—n _ ﬂit—n) > _lﬁgt—n PG
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Selon la section 4.3, nous savons que seule la borne supérieure de (3 nous intéresse.

Cette borne est définie lorsque wg;;ls)) — i - l_gt_l) < 0, sous cette condition nous

—l?t*l) — w™ < 0. On en déduit donc :

avons également i

t—1 t—1
Dyt

<
ﬁ = wgét;tols))iwit—l)il%it—l)
g o< i)
— (t+1) (t—1) , 7(t—1)
wi(fos)i w; +li )
ﬁ < wgt—l)Jrl{it—l)
> wz(tfl)_’_l%itfl)_wizt}rols))
(t+1)
3 < 1+ Yi(fos)
= wl(rt_l)Jrlfrt_l)* (t+1)

Yi(fos)

Notons que cette borne est supérieure ou égale a 1. Cette borne se restreint a un
noeud ¢ en particulier. De maniere générale, pour tout le systeme nous avons donc
la valeur maximale de 3 déterminée par 1’équation 5.3.

(t+1)
. wi os . 1 -1 -1
57(721@‘ = min; (1 + w(t—l)_i_ﬂt(fm)_w(;;l))) V’l‘wi(é;ros)) - wft ) — l_z(t ) < 0 (53)

On en déduit ainsi que la valeur optimale de § a chaque instant est déterminée par
I’équation 5.4.

ﬁg;)t = min(ﬁopta ﬁg)am) (54)
Dans ’équation 5.4, 3, est la valeur optimale de 3 dans le cas de I'algorithme de
diffusion de second ordre ou ﬁg}wb dans le cas de Chebyshev.

5.3 Simulations

Etudions & présent le comportement de ces deux algorithmes sur différentes to-
pologies. Nous reprenons les six réseaux précédents auxquels nous appliquons un
pourcentage de perte de liens. Nous étudions tout d’abord leur comportement sur
ces réseaux avec un faible pourcentage de perte. Le tableau 5.1 présente ces résultats
pour des pertes de liens comprises entre 2 et 8 %. Dans ce tableau, le signe “-” signifie
que l'algorithme n’a pas convergé en moins de 10000 itérations. Les résultats les plus
marquants dans ce tableau sont ceux obtenus pour les topologies ligne et anneau.
Ils semblent incohérents dans certains cas mais s’expliquent assez simplement. Les
deux algorithmes étudiés sont tres sensibles aux pertes de liens, ils le sont d’autant
plus que la topologie sur laquelle ils sont appliqués est faiblement connectée (ligne,
anneau). Cette sensibilité est telle que I’algorithme de second ordre devient plus lent
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‘ ‘ pertes H ligne ‘ anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

SOS 2% || 302 | 110 34 20 17 11
Cheb 2% || 1154 | 1263 38 19 16 11
SOS 4% || 501 | 132 37 22 18 11
Cheb 4% 1| 601 | 1166 34 22 18 12
SOS 6% || 2103 | 174 37 23 19 12
Cheb 6% || 1248 | 1204 38 23 18 12
SOS 8% || - 203 42 24 19 13
Cheb 8% || 1268 | 1308 45 24 20 13

TAB. 5.1 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de SOS et Cheb avec 2
a 8% de perte de liens

que celui de premier ordre qu’il doit théoriquement accélérer. Les résultats présentés
ne sont donc pas des moyennes : les écarts-types obtenus pour la ligne et 'anneau
sont trop importants pour qu'une moyenne ait un sens.

Ce probleme ne semble apparaitre que pour les deux premieres topologies étudiées.
Comparons donc pour les autres topologies I'impact des pertes de liens sur le second
ordre et Chebyshev par rapport a I'impact sur les algorithmes de premier ordre.
Pour cette comparaison, nous prendrons en compte uniquement les algorithmes de
premier ordre les plus rapides : la diffusion de premier ordre avec un choix optimal
de a et GAE avec une stratégie M2LL et un choix optimal de A (cf. chapitre 3) . Les
tableaux 5.2, 5.3 et 5.4 présentent le nombre d’itérations nécessaires a la convergence
des algorithmes pour les diverses topologies avec respectivement 10, 30 et 50% de
perte de liens. Les résultats obtenus confirment, principalement pour Chebyshev

‘ H anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

SOS 242 45 25 20 | 13
Cheb 271 15 25 21 | 13
GAEworr,, || 352 70 40 28 |14
FOS,pt 1212 | 170 68 16 | 22

TAB. 5.2 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de SOS et Cheb avec
10% de perte de liens

sur anneau, les remarques que nous avons tirées des simulations sur topologies avec
faible pourcentage de pertes. En étudiant plus précisément les différents résultats
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H anneau | grille 2D | grille 3D ‘ tore ‘ hyper.

SOS 500 70 41 31 | 19
Cheb 1101 | 71 39 30 | 18
GAEuarL,, || 653 o1 A1 33 | 16
FOS,; 1480 | 206 83 56 | 28
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TAB. 5.3 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de SOS et Cheb avec
30% de perte de liens

H anneau ‘ grille 2D ‘ grille 3D ‘ tore ‘ hyper. ‘

SOS 859 101 54 10 [26
Cheb 784 103 52 12 26
GAEuorr,, || 912 111 54 39 |19
FOS,p 1832 | 253 104 70 |35

TAB. 5.4 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence de SOS et Cheb avec
50% de perte de liens

obtenus pour les autres topologies, on remarque tout d’abord que Chebyshev est
équivalent a I’algorithme de second ordre et n’apporte aucun avantage dans notre
contexte d’exécution. En comparant les résultats obtenus avec les algorithmes de se-
cond ordre et ceux obtenus avec les algorithmes de premier ordre, on remarque tout
d’abord que la diffusion de premier ordre est toujours moins rapide qu’un algorithme
de second ordre. Par contre GAE est équivalent au second ordre pour la grille 3D
et pour le tore, et est plus rapide que le second ordre dans le cas de I'hypercube.
GAE étant dérivé d’un algorithme dédié aux hypercubes, il est tout a fait normal
qu’il soit le plus rapide pour cette topologie. Le second ordre ne présente donc, par
rapport & GAE, qu'un avantage dans le cas de la grille 2D.

5.4 Conclusion

Ce chapitre termine notre partie sur les algorithmes de second ordre. Il présente
principalement ’application de ces algorithmes aux réseaux dynamiques. Une pre-
miere section introduit les modifications apportées a l'algorithme classique pour
réseaux statiques afin qu’il puisse évoluer sur un réseau dynamique. Nous présentons
également comment déterminer la borne supérieure de [ de telle sorte que la charge
de chaque noeud reste positive. Des simulations terminent ce chapitre et permettent
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d’illustrer le comportement de ces algorithmes sur différentes topologies avec divers
pourcentages de perte de liens.

De maniere générale, les algorithmes de second ordre sont certes les plus effi-
caces dans le cas de réseaux statiques, mais présentent plusieurs inconvénients. La
détermination de la borne supérieure de (3 a chaque instant nécessite une connais-
sance globale de la topologie et de la répartition de charge. Cette contrainte est de
plus contraire au caractere distribué de I'algorithme. Elle ne peut étre négligée que
dans le cas de réseaux statiques avec une répartition initiale de la charge qui ne soit
pas totalement déséquilibrée. Dans le cas de réseaux dynamiques, les algorithmes de
second ordre sont tres sensibles aux pertes de liens et sont imprévisibles voir inutili-
sables si la topologie est trop faiblement connectée, ce qui est le cas pour une ligne ou
un anneau. En ce qui concerne 'anneau, ces algorithmes fonctionnent relativement
bien mais leur vitesse d’équilibrage est imprévisible. Les avantages qu’apportent les
algorithmes de second ordre dans le cas de réseaux dynamiques sont donc relati-
vement faibles par rapport aux algorithmes de premier ordre et ils entrainent des
contraintes non négligeables.
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Chapitre 6

L’Application et I’Equilibrage de
Charge

6.1 Introduction

Nous nous sommes jusqu’a présent consacrés a la théorie des algorithmes d’équi-
librage de charge et a des simulations permettant de comparer les différents algo-
rithmes sans interaction avec une application. Dans ce chapitre, nous nous intéressons
a la mise en place concrete d’un algorithme d’équilibrage de charge dans une ap-
plication réelle. L’application choisie est la résolution d’'une équation différentielle
partielle (EDP) modélisant le probleme d’advection-diffusion qui correspond a un
probleme de cinétique chimique. Dans la littérature, nous trouvons différentes mise
en application des algorithmes de diffusion sur des problemes réels [51, 38]. Nous
présentons plus particulierement dans ce chapitre les différents problemes pouvant
intervenir lors de la mise en place de I’équilibrage de charge. L’application d’advec-
tion-diffusion nous est fournie et notre objectif est d’inclure notre code d’équilibrage
a l'intérieur, la bibliotheque de communication utilisée est MPI. Dans ce chapitre,
nous nous restreignons a un contexte synchrone.

Une premiere section 6.2 présente I’application d’advection-diffusion et sa modéli-
sation pour l'implantation distribuée. Une seconde section 6.3 introduit le choix
de la méthode d’équilibrage et la mise en place de cet algorithme d’équilibrage
de charge dans I'application avec les différents problemes rencontrés. Cette section
donne également des comparatifs de temps d’exécution entre la version avec et sans
équilibrage.

83
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6.2 L’application : advection-diffusion

Commencons par décrire ’application d’advection-diffusion et son implantation
afin de comprendre la mise en place de ’équilibrage et les différents problemes
pouvant intervenir.

6.2.1 Description séquentielle de ’application

Le probleme correspond a un systeme d’équations différentielles partielles (EDPs).
Il modélise un mécanisme de cinétique chimique d’advection-diffusion. Cette appli-
cation permet de déterminer les évolutions en fonction du temps des concentrations
de deux especes chimiques ¢! et ¢ dans 'espace. Pour notre étude, nous considérons
un espace a deux dimensions. On effectue une discrétisation cartésienne de cet es-
pace afin de créer une grille. L’évolution des concentrations des especes chimiques
est donc calculée en chacun des points x — z de la grille résultante. Le systeme
différentiel permettant de déterminer ces concentrations, est donné par I’équation
6.1 ou 7 est utilisé pour distinguer les deux especes chimiques considérées (i = 1,2),
act 0?c ot 0 K act

= Kyt V

o i1 2
o = Knge tVo, t 0@y, H R ), (6.1)

et ol les termes de la réaction R'(c',c?t) sont donnés par :

RY (Y, 2 t) = —qictc® — guct® + 2q3(t) 3 + qu(t)c?
R*(ct, 2 t) = quctc® — quetc? — qu(t)c?

Pour le probleme, nous utilisons les valeurs suivantes pour les constantes et pa-

rametres :
K, =4.0x1079,

V =1073,

Ko(2) = 10-%eap(=/5),
g = 1.63x 10716,

4y = 4.66 x 10716,

3 = 3.7 x 10'6,

et les ¢;(t) sont définis par :

q;(t) = exp[—a;/sin(wt)] pour sin(wt) >0
q;(t)=0 pour sin(wt) < 0

ounj = 3, 4, w = 7/43200, a3 = 22.62, a4 = 7.601. L’intervalle de temps
d’intégration est [0, 7200s]. Les conditions initiales homogenes de Neumann sont



6.2. L’APPLICATION : ADVECTION-DIFFUSION 85

imposées et sont les suivantes :

Mz, z,0) = 10%(z)3(2),
A(x, 2,0) = 102%a(2)5(2)
e a(z) =1—(0.1z —1)*+ (0.1z — 1)1/2,
B(z) =1—(0.1z = 1)+ (0.1z — 4)*/2

La discrétisation de l'espace considéré permet donc de transformer le systeme
d’EDPs pour obtenir un systeme d’équations différentielles ordinaires (EDOs) de

type

dy(t)

TR fly(t), 1) (6.2)
modélisant I’équation 6.1. Le probleme revient ainsi a la résolution de 'ODE donnée
par I’équation 6.2. En utilisant la méthode de Euler implicite pour discrétiser I'équa-

tion 6.2, on obtient 1’équation 6.3.

y(t+h) —y(t)
h

Si la fonction f est non linéaire, on ne peut pas trouver directement la solution
a partir de cette formule. Dans ce cas, la solution classique consiste a utiliser la
méthode itérative de Newton (ou méthode des tangentes) qui permet de trouver les
solutions de I’équation g(z) = 0 grace a la formule suivante :

= f(y(t+h),t+h) (6.3)

I g(a*) (6.4)

avec 2° donné. L’équation 6.3 est équivalente a :
y(t)+hx f(y(t+h),t+h)—y(t+h)=0
On pose :

Fly(t+h), yt),t+h)=yt)+h*x f(y(t+h),t+h)—y(t+h)

Résoudre I'équation 6.3 revient donc a trouver y(t + h) tel que :
F(y(t+h), y(t),t+h)=0 (6.5)

Avec la méthode de Newton, équation 6.4, on trouve les solutions de 6.5 grace a la
formule : i
r Fyt+h)", y(t),t+h)

y(t+ R =yt D) — e ) T h)

(6.6)
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avec y(t+h)°? donné. En général, une bonne approximation consiste a utiliser 1'égalité
6.7 comme condition initiale.

y(t+h)" = y(t) (6.7)
Dans la pratique, pour faciliter le calcul, il est possible d’utiliser F'(y(t+h)°, y(t),t+
h) au lieu de F'(y(t + h)*, y(t),t + h) dans I'équation 6.6 (ce qui évite de calculer
F’ & chaque nouvelle itération). Rappelons que si F' est une fonction, alors F'(y) est
un vecteur

fl(y17 s 7yn>
Flyy=«¢ ...
fN(yla s 7yn)
et F'(y), la Jacobienne de F'(y), s’écrit sous la forme :
oh oh
Oyr "7 Oyn
F'(y) = Jacobienne(F(y)) = | o
Ofn Ofn
T
Donc dans notre cas, la Jacobienne de F(y) est :
Siyithhy.yn) = f1(Y1,yn) S11,e o ynthh) = f1 (Y1, yn)
hh o hh
F'(y) = : :
In(ithh,..yn)—fn (W1, sYn) In(1,-Ynthh)—frn(y1,.yn)
hh e hh
En posant :

dy* ™ = y(t + )" —y(t + h)*,

I’équation 6.6 peut s’écrire sous la forme :
F'(y(t+h)°, y(t),t+h)dy*™*t = —F(y(t + h)", y(t). ¢+ h) (6.8)

Enfin, résoudre I’équation 6.8 revient a trouver la solution x d’un systeme linéaire
donné par ’équation 6.9.
Axz =0 (6.9)

avec A telle que :
A= F(y(t+ )0, y(t)t +h),

x tel que :

T = dykJrl

et b tel que :
b= —F(y(t+h)*, y(t),t+ ),

Le modele ainsi défini, il est facilement soluble.
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6.2.2 Modélisation de P’application

Pour ce probleme, la grille de discrétisation des deux especes chimiques consi-
dérées est stockée dans un vecteur y. Le vecteur y est défini comme suit :

Y= (C%lv C%lv M) C}\/[xh C?\/[xlv 6127 0327 s 7C%sz C%M;n ct 7C}M$MZ7 C?WxMz)u
ou Mx et Mz sont respectivement le nombre d’éléments sur 'axe = et 'axe z. Ainsi,
une concentration cé»k, concentration de I'espece chimique ¢ aux coordonnées jk, est
située dans le vecteur y a la position (j—14(k—1)* Mx)*241. Les fonctions y; (avec
je{l,...,2% Mz x Mz}) permettant de déterminer I’évolution en chaque point
de chaque espece chimique sont donc aussi assimilées a des composantes spatiales
par la suite. Afin de mettre en évidence cette modélisation, prenons I'’exemple de la

Discrétisation spatiale de I'espéce 1 ci1_11
X
ci_1 c1_21 c2_11
z
c1_12 c1_22 ci1_21
c2_21 Vecteur
E . y
c1.12 résultant
X
c2_11 c2_21 c2_12
z
c2_12 Cc2_22 c1_22
Discrétisation spatiale de I'espéce 2 c2 22

F1G. 6.1 — Discrétisation spatiale de la grille.

figure 6.1 ou l'on discrétise 'espace considéré en 2 éléments sur 'axe = (Mz = 2)
et en 2 éléments sur 'axe z (Mz = 2). Le vecteur résultant est donc constitué de 8
éléments (concentrations) notées C'i_jk (ou i représente 1’espece chimique considérée
et jk les coordonnées de 1’élément).

Une fois le vecteur y construit, la démarche pour résoudre le systeme d’ODEs
est la mise en pratique des différentes étapes présentées en section 6.2.1. L’algo-
rithme s’exécute en plusieurs pas de temps, et chacun de ces pas se découpe en trois
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étapes : la premiere consiste a discrétiser 'ODE avec la méthode implicite d’Euler, la
seconde est la déduction d’un systeme linéaire avec la méthode de Newton, et enfin
la résolution du systeme linéaire résultant. Pour résoudre le systeme linéaire, nous
utilisons la méthode GM RES (Generalized Minimum RESidual) disponible au sein
de la bibliotheque de calcul matriciel sparseLib++ [28]. Les constantes du probleme
(pas de temps, intervalle de résolution ...) sont données dans le section 6.2.1, on fixe
également un seuil € sous lequel nous considérons que le systeme linéaire déduit par
la méthode de Newton a convergé. Notons que la résolution de notre probleme est
réalisée de maniere doublement itérative : I'une pour la résolution de Newton et
I’autre pour le systeme linéaire résultant.

La résolution distribuée de ce probleme nécessite une répartition des données.
Plusieurs méthodes sont possibles, les plus classiques étant les répartitions selon les
axes. Pour notre probléeme, nous optons pour un découpage selon ’axe z, ce dernier
est le plus simple au niveau répartition de données et présente également un avantage
au niveau de 1’équilibrage. Les autres méthodes classiques consistent a découper le
probleme selon 'axe x ou selon les deux axes en méme temps. La découpe choisie
engendre une topologie de communication de type ligne : un processeur a toujours
deux voisins, un droite et un gauche, sauf pour les extrémités. L’équilibrage de
charge s’effectue donc sur une seule dimension et est simple a mettre en place, dans
le cas d'une découpe selon les deux axes, I’équilibrage s’effectue en deux dimensions
et sous ces conditions, sa mise en place est nettement moins triviale. Ce probleme
d’équilibrage de charge en deux dimensions est présenté dans [55]. La figure 6.2
illustre cette découpe selon z pour deux processeurs. Elle présente le point de vue
physique, découpe de la grille de discrétisation, ainsi que celui de I'implantation,
découpe du vecteur y. Pour notre application, nous répartissons les données de
maniere uniforme sur les différentes machines coopératives. Notons pour finir que la
résolution distribuée de I'application nécessite quelques modification par rapport a
celle séquentielle présentée en section 6.2.1, le détail de ces modification est présenté
dans [15].

6.3 L’équilibrage de charge et ’application

Suite a cette présentation de ’application, intéressons nous a la détermination
de I'algorithme d’équilibrage de charge a utiliser et aux différents problemes soulevés
au cours de son implantation.
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Découpage de I'espace en fonction des composantes z

X

PO

z - -

Sur la grille

P1

Sur le vecteur y

| PO | P1 |

F1G. 6.2 — Répartition des éléments de y sur les différents processeurs.

6.3.1 Mise en place de I’équilibrage

L’application d’advection-diffusion présentée en section 6.2 nous est fournie avec
une allocation statique et uniforme des données. Notre objectif est de mettre en
place un systeme d’équilibrage de charge dans cette application afin d’optimiser le
temps de calcul. Le role de ’équilibrage de charge est de combler les différences de
puissance de calcul disponible sur chaque processeur. Ces différences peuvent étre
naturelles (un processeur plus puissant qu'un autre) ou dues a des charges extérieures
a notre application. La premiere étape afin d’introduire un algorithme d’équilibrage
de charge dans cette application est la détermination de la charge. Depuis le début
de ce mémoire, nous parlons de charge sans jamais réellement définir cette notion.
Nous savons que la notion de charge processeur n’est pas définie de la méme maniere
selon le systeme d’exploitation considéré. De plus, dans le contexte SPMD (Single
Program Multi Data), contexte de l'application, la charge processeur déterminée
par le systeme d’exploitation n’est pas des plus adaptée. Cette notion de charge
processeur est plus appropriée aux systemes multithreadés et a 1’équilibrage (ou
répartition) de charge par migration de thread (processus léger). Dans notre cas
nous avons donc choisi de déterminer la charge induite par I'application sur chaque
processeur. Cette charge devant étre définie de la maniere la plus simple possible,
nous posons que pour un processeur donné, la charge induite par ’application est
le nombre de données (concentrations) traitées par ce processeur. Notons que pour
Iapplication, a la diférence des études précédentes, la charge d'un processeur est



90 CHAPITRE 6. L’APPLICATION ET L’EQUILIBRAGE DE CHARGE

entiere.

La charge étant ainsi définie, I’algorithme d’équilibrage doit répartir la charge,
donc les données, de telle sorte que le temps global d’exécution soit réduit. Cette
répartition s’effectue en fonction de la puissance disponible de chaque processeur. La
puissance de chaque processeur n’est pas toujours connue et n’inclue pas les charges
extérieures pouvant consommer de la puissance de calcul, nous avons donc redéfini la
puissance de calcul disponible de chaque processeur. Cette définition consiste simple-
ment a prendre le temps moyen nécessaire a I'application pour effectuer une itération
de Newton. Cette moyenne est initialisée a chaque pas de temps. Connaissant, pour
un processeur donné, la charge de notre application (le nombre de données a trai-
ter) et le temps nécessaire pour effectuer une itération de Newton sur ces données,
nous connaissons donc la puissance disponible sur ce processeur pour 'application.
L’équilibrage s’effectue a chaque pas de temps comme le montre la figure 6.3

Equilibrage Equilibrage
Pas de temps 1 \ Pas de temps 2 \
té1, Ite2, 1te3, Ité4 té1, Ite2, Ité 3
| 1 |l m—m——— t—---n
Processeur ! ! ! :
: : ) : f
: : ' : :
I I - - -
Processeur ; ! :
1 1 L - !
I I

(e VAV & VAV VAV & V) e a VAW & GAVAAY

Calcule du temps moyen  Calcule du temps moyen
pour chaque processeur  pour chaque processeur

Fi1G. 6.3 - Equilibrage dans un contexte synchrone.

Ces deux définitions présentent différents avantages. Tout d’abord, 1'algorithme
d’équilibrage de charge nous donne la quantité de charge a déplacer entre deux pro-
cesseurs donnés. Notre définition de la charge nous permet donc de savoir quelle
quantité de données est a déplacer entre ces processeurs. Ceci n’est pas aussi trivial
si la charge considérée est celle donnée par le systeme d’exploitation. Notre définition
de la puissance des différentes machines s’apparente plus particulierement a la puis-
sance disponible pour notre application. Cette puissance disponible prend naturel-
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lement en compte, de maniere indirecte, la puissance de la machine, les charges
extérieures a notre application et la mémoire disponible. Si une charge extérieur
vient perturber notre calcul ou si la mémoire disponible n’est pas suffisante, ’ap-
plication est ralentie et la puissance disponible est amoindrie. Ce systeme présente
également un autre avantage : la puissance de calcul disponible est calculée a chaque
pas de temps, nous obtenons donc une puissance de calcul dynamique.

Ayant défini les différents parametres nécessaires a ’équilibrage de charge, il
nous faut a présent déterminer quel algorithme est a utiliser. Selon le découpage que
nous avons choisi pour 'application, la topologie de communication résultante est
une ligne. L’application est totalement distribuée et toutes les communications qui
lui sont nécessaires respectent la topologie. De plus la taille de la topologie n’est pas
imposée et nos expérimentations nous amenerons a tester différentes tailles. Nous
optons ainsi pour une méthode d’équilibrage ne nécessitant pas de connaissance
globale du systeme pour conserver le caractere distribué de I’application : ni méthode
optimale nécessitant un calcul avant 1’équilibrage, ni méthode relaxée ou de second
ordre. Nous avons donc le choix entre la diffusion de premier ordre et GDE. En nous
reportant au chapitre 3 nous trouvons que pour une ligne la valeur optimale de «,
parametre de la diffusion, est connue et est 1/2; nous remarquons également que,
dans le cas d’une ligne, la diffusion optimale est équivalente a GDE avec un choix
inné de A. Il en résulte que le choix entre ces deux méthodes est indifférent, nous
optons donc pour une méthode de diffusion de premier ordre avec un choix optimal
de a.

6.3.2 Gain apporté par I’équilibrage

Suite a I'implantation de I’algorithme d’équilibrage dans I'application d’advection-
diffusion, nous avons réalisé différentes expériences. Elles ont été déployées sur
un réseau local a 100Mb, avec des stations de travail de puissances différentes
(2.6GHz, 2.4GHz et 1.7GHz). Tout d’abord nous avons mis en évidence 'impact
de I'équilibrage de charge sur le temps d’exécution de l'algorithme. Pour ce faire,
nous avons réalisé sur quatre machines de puissances différentes des simulations avec
des tailles de problemes différents. Les résultats obtenus pour ces exécutions sont
présentés dans le tableau 6.1. Ce tableau donne les temps moyens en secondes pour
I’exécution de 'algorithme sans équilibrage, avec équilibrage et avec équilibrage une
fois sur trois, c¢’est a dire qu’au lieu d’équilibrer a tous les pas de temps, nous lancons
le systeme d’équilibrage tous les trois pas de temps. Pour les deux expérimentations
avec équilibrage, nous donnons également le gain de temps relatif a la version sans
équilibrage. Plusieurs observations peuvent étre déduites de ces résultats. En premier
lieu, on remarque que de maniere générale plus la taille du probleme est importante,
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| taille : 2 x @ | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 |
sans équilibrage 11.4 [ 75.3 [ 266 | 628 | 1391 | 2656 | 4541
équilibrage (1) 11 | 72.7[253 | 603 | 1243 | 2285 | 3774
gain (1)(%) 3 13 |5 [4 |10 [14 |17
équilibrage 1/3 (2) || 10.8 | 72.8 | 255 [ 608 | 1261 | 2326 | 3766
gain (2)(%) 3 13 15 [3 ]9 12 |17

TAB. 6.1 — Temps d’exécution du probleme d’advection-diffusion selon différentes
tailles de problemes et sans charge extérieure.

plus le gain apporté par 1’équilibrage 'est aussi. Ce qui est tout a fait normal :
I’équilibrage étant itératif, il lui faut un certain temps afin d’équilibrer correctement
le systeme. En outre, plus la taille du probleme est grand, plus la répartition uniforme
initiale donne un systeme déséquilibré relativement a la puissance des machines.
Dans le cas de problemes de petit taille, I’algorithme d’équilibrage n’a pas le temps
d’équilibrer correctement le systeme avant que ’application ne se termine, mais il ne
ralentit toutefois pas I’exécution du probleme. Dans un second temps on notera que
le gain apporté par I’équilibrage devient intéressant a partir d'une taille de probleme
de 500x500. Pour une taille de probleme de 500x500 ou 600x600, le fait d’équilibrer
une fois sur trois est tres légerement moins rapide que d’équilibrer a chaque pas de
temps et pour une taille de 700x700 les deux méthodes sont équivalentes. Ceci s’ex-
plique de la méme maniere que précédemment : le fait d’équilibrer une fois sur trois
prend légerement plus de temps pour atteindre 1’équilibre, mais lorsque 1’équilibre
est atteint le surcotit de 1’équilibrage est moins important. Le dernier point que nous
abordons a propos de ces résultats est la légere baisse de gain pour une taille de
400x400 relativement a une taille de 300x300. Cette perte de performance est liée
aux caractéristiques de I'application. Ce point est plus particulierement détaillé dans
le chapitre 7 ol son influence est plus importante que dans le contexte synchrone.
Nous avons réalisé les expériences précédentes dans un cadre quasi idéal, les ma-
chines utilisées nous sont quasiment dédiées et aucune charge extérieure ne vient
perturber I’application, hormis quelques applications inactives qui génerent une
charge négligeable. Etudions donc le comportement de I’équilibrage de charge lors-
qu'une charge extérieure vient perturber ’application. Pour ces simulations, langons
sur une machine participant au calcul un programme générant de la charge. La
consommation de puissance du processeur (cpu) engendrée par ce programme est
représentée par la figure 6.4. 11 consomme 50% du cpu pendant 10s toutes les 20s.
Les expérimentations précédentes ont été relancées avec cette charge extérieure.
Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 6.2. La premiere remarque que
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Charge (%)
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» Temps (s
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FiG. 6.4 — Evolution de la charge extérieure en créneaux.

| taille : 2 x @ | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 |
sans équilibrage 15.1 | 111 [ 391 [ 856 | 1748 | 3696 | 5520
équilibrage (1) 12.8 | 94 [ 364 ] 908 | 1859 | 3222 | 5430
gain (1)(%) 15 |16 [7 [6 |6 [13 |2
équilibrage 1/3 (2) || 13.4 [ 92 | 365 | 908 | 1740 | 3057 | 5383
gain (2)(%) 11 |17 [7 [-6 |0 17 |2

TAB. 6.2 — Temps d’exécution du probleme d’advection-diffusion selon différentes
tailles de problemes et avec une charge extérieur en créneaux.

nous pouvons faire concerne les deux problemes de petite taille : méme si le temps
d’exécution est court, le gain apporté par 1’équilibrage est relativement important
par rapport a celui apporté dans le contexte d’exécution précédent. Ceci s’explique
par la taille du probleme et la nature de la charge extérieure : pendant une période
de charge extérieure, soit 10s, I’exécution du probleme réalise plusieurs pas de temps
du fait de sa petite taille, le systeme d’équilibrage réussit donc a gagner du temps sur
cette période, de méme pour la période de 10s sans charge extérieure. Par contre,
pour les tailles de problemes supérieures a 200x200, on remarque que le gain ap-
porté par 1’équilibrage diminue et devient négatif. L’explication de ce phénomene
est la méme que précédemment, la différence étant que la taille du probleme est plus
importante, le temps d’un pas de temps est donc plus grand. On remarque en parti-
culier pour une taille de probleme de 400x400 que le temps nécessaire pour réaliser
un pas de temps est d’environ 20s, soit la période de notre charge extérieure. Sous ces
conditions, le systeme d’équilibrage voit la puissance cpu disponible du noeud sur-
chargé comme 75% de sa puissance cpu totale : 50% consommés pendant 10s et 0%
pendant 10s soit 25% consommés pendant 20s. Le systeme d’équilibrage équilibre
donc les charges en conséquence et se stabilise : il converge vers un équilibre appa-
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rent. En fait le nceud ayant la charge extérieure se retrouve surchargé pendant 10s et
sous chargé les 10s suivantes. Le probleme de l'oscillation de la charge extérieure se
retrouve également dans les expériences avec une taille de probleme supérieure, ainsi
que dans le cas ot 'on n’équilibre qu'une fois sur trois ; dans ce cas, le phénomene se
décale légerement. Notons toutefois que la charge extérieure utilisée est intéressante
dans un cas d’étude mais n’est pas représentative d’une charge extérieure créée de
maniere naturelle.

6.4 Conclusion

Ce chapitre introduit concretement la mise en place d’un algorithme d’équilibrage
de charge dans une application. L’application que nous avons choisie est le probleme
d’advection-diffusion, une application de cinétique chimique modélisant 1’évolution
de la concentration de deux especes chimiques dans le temps et ’espace. Nous
présentons ce chapitre en deux parties : tout d’abord, nous présentons l'applica-
tion et son implantation parallele. Puis nous expliquons le cheminement afin d’in-
clure I’équilibrage de charge dans ce probleme et présentons les différents résultats
d’exécution de cette application avec et sans équilibrage. Au regard des résultats
obtenus, nous pouvons dire que 1’équilibrage de charge apporte quasi toujours un
avantage dans notre contexte d’exécution. Hormis dans le cas de l'introduction
d’'une charge extérieure périodique ou certaines configurations sont ralenties par
I’équilibrage de charge, toutes les autres configurations sont accélérées par 1’équili-
brage. De plus, ces quelques configurations pénalisées par 1’équilibrage le sont du fait
de la périodicité de la charge extérieure, périodicité improbable dans un contexte
réel.

Les expérimentations présentées dans ce chapitre ne sont pas réalisées avec des
pertes de liens, ceci est dii au caractere synchrone de ’'exécution ; caractéristique peu
compatible avec un réseau dynamique. Dans le chapitre suivant, nous considérerons
une implantation asynchrone de ’application sur un réseau dynamique pour mettre
en évidence 'apport de nos algorithmes sur cette application.



Chapitre 7

Application sur Réseaux
Dynamiques

7.1 Introduction

Suite a 1’étude du comportement de 'application d’advection-diffusion sur un
réseau statique, nous nous penchons sur son comportement sur réseaux dynamiques.
La version synchrone qui nous a été fournie n’est pas compatible avec le dynamisme
du réseau : si un seul lien de communication est temporairement coupé ou surchargé,
toute ’application est bloquée ou ralentie. Pour étre compatible avec le dynamisme
du réseau, nous utilisons donc une version asynchrone qui nous a également été
fournie. Cette version de ’application fonctionne avec une version MPI dédiée aux
applications asynchrones : Heterogeneous MPI. Cette derniere est détaillée dans
'article [5]. Cette version asynchrone de I’application differe en trois points de celle
synchrone. Premierement au niveau des communications, elles sont, dans la ver-
sion présente, non bloquantes et dites asynchrones. Deuxieémement au niveau des
itérations de Newton, elles sont réalisées sans synchronisation avec les processeurs
voisins. Pour finir, un nouvel algorithme de détection de convergence est utilisé. La
structure des deux programmes reste toutefois tres proche, ’équilibrage de charge est
ainsi implanté de la méme maniere dans les deux versions. La question de I'intérét de
I’équilibrage de charge dans les algorithmes asynchrones peut se poser, ce probleme
a été étudié dans [8, 6]. En ce qui concerne la détection de convergence, nous avons
mis en place un systeme qui conserve le caractere distribué et asynchrone de I’ap-
plication.

Ce chapitre se compose de deux parties, dans un premier temps la section 7.2
présente les modifications apportées a ’algorithme et détaille plus précisément le
principe de la détection de convergence utilisée. Une seconde section 7.3 s’attache
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plus précisément a I'application de I’équilibrage de charge sur un réseau dynamique
et aux différents problemes rencontrés.

7.2 Résolution asynchrone du probleme d’advec-
tion-diffusion

Intéressons nous dans un premier temps aux adaptations nécessaires a la mise
en place de 'algorithme dans un contexte asynchrone.

7.2.1 Modifications apportées a ’application

La résolution d'un probleme itératif de maniere asynchrone présente différents
avantages. La résolution asynchrone d'un probleme itératif distribué consiste a ef-
fectuer sur chaque processeur les successions d’itérations indépendamment de ses
voisins. En d’autres termes, lorsqu’un processeur a fini une itération, il commence la
suivante sans attendre les résultats calculés par ses voisins. Ces résultats sont pris en
compte de maniere dynamique a 'intérieur d’une itération. Cette méthode permet
d’éliminer tous les temps morts induits par les envois et les attentes de messages de
la méthode synchrone. Mais le point le plus important est la tolérance aux pertes ou
retards de messages : en asynchrone, si un message se perd ou est fortement retardé
du fait d'une coupure ou d’une surcharge du réseau, ’algorithme converge toutefois
vers la solution. Cette tolérance aux pertes de messages est cependant régie par des
conditions qui correspondent a la réalité. Différentes études mettent en évidence les
avantages de cette méthode [7, 14].

Notons toutefois que tout probleme itératif ne peut pas forcément étre résolu de
maniere asynchrone, cette méthode de résolution est présentée dans [20]. Dans le
cas d’advection-diffusion, une étude préalable que nous ne détaillerons pas, montre
que notre probleme peut étre résolu en partie de maniere asynchrone.

Comme nous l'avons vu dans la section 6.2, notre probleme est doublement
itératif. Dans notre cas, seules les itérations de Newton peuvent étre effectuées de
maniere asynchrone, le probleme reste cependant synchrone au niveau des pas de
temps. La figure 7.1 illustre la résolution asynchrone d’advection-diffusion. D’ un
point de vue implantation, seul le systéeme de communication change, afin de per-
mettre I’envoi et la réception de données au cours du calcul.
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Pas de temps 1 Pas de temps 2| Pas de temps 3

-——-=-
| 1
| 1
1

Processeur

Processeur

F1a. 7.1 — Résolution asynchrone d’advection diffusion.

7.2.2 Nouvel algorithme de détection de convergence

La détection de convergence dans l’exécution asynchrone de problemes pose
quelques problemes non négligeables. Dans un contexte synchrone, cette phase de la
résolution est connue et différentes méthodes sont utilisées [37, 27, 61, 71]. Les plus
communes sont centralisées ou en “all to all”. Dans le cas centralisé, au cours d’une
phase de synchronisation, les différents processeurs coopératifs communiquent leur
état a un seul processeur, généralement le premier, qui vérifie si tous les processeurs
ont convergé : si tous ont convergé, il indique aux différents processeurs 'arrét du
calcul, sinon il les laisse recommencer une nouvelle itération. Dans le second cas,
chaque processeur vérifie I’état du systeme apres réception de I’état de chaque pro-
cesseur, et stoppe le calcule si tous ont convergé. Dans un contexte asynchrone, il
n’y a généralement pas de phase de synchronisation ; ces systemes ne peuvent donc
pas étre appliqués simplement. Différentes études [19, 63, 23] proposent des algo-
rithmes de détection de convergence pour les contextes asynchrones, mais ils sont
soit centralisés, soit fortement contraignant. C’est pourquoi nous avons mis en place
un systeme distribué de détection de convergence, que nous présentons dans [9], qui
ne nécessite pas de synchronisation. De plus, cette algorithme reste cohérent avec le
caractere distribué des application qu’il doit controler, ceci n’est généralement pas le
cas dans la plupart des algorithmes de détection de convergences que nous pouvons
trouver dans la littérature.

Le principe de base que nous utilisons est celui utilisé dans 1’élection de leader
du protocole IEEE1394 (Firewire) [64] ou dans certains systemes distribués [3, 29].
Cet algorithme d’élection de leader est dédié a la détermination d’un maitre dans un
réseau de type arbre. Le fonctionnement de cet algorithme est assez simple : tous les
noeuds de I'arbre envoient un message a leur unique voisin qui ne les a pas contactés.
L’algorithme commence donc au niveau des feuilles de 'arbre car seuls ces noeuds
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ont a la base un seul voisin. Les fleches numérotées (1) de la figure 7.2 présentent
cette premiere étape. Pour 'exemple considéré, I’étape suivante - fleches numérotées

Fic. 7.2 — Pas de 'élection de leader dans le protocole IEEE1394.

(2) - présente un conflit : Iélection de leader se termine normalement lorsque un
unique nceud a été contacté par tous ses voisins et n’a, en conséquence, plus per-
sonne a contacter. Cet unique noeud est déclaré leader (ou racine) de 'arbre. Dans
notre cas, deux noeuds sont dans cette configuration (nceuds 2 et 3). L’algorithme
définit alors arbitrairement 1'un des deux comme leader. Il résulte de cet algorithme
une arborescence ou la racine est le leader. La figure 7.3 présente l'arborescence
résultante, ou le noeud 2 a été arbitrairement pris comme leader.

F1G. 7.3 — Arborescence résultant de I’élection de leader dans le protocole IEEE1394.

Afin de détecter la convergence grace au principe de 1’élection de leader que nous
venons de présenter, nous avons modifié 'algorithme. D’une part, un nceud ¢ n’en-
voie un message a son unique voisin qui ne ’a pas contacté que s’il est passé en
dessous du seuil de convergence. Nous nommons le nocud destinataire de ce message
neeud pere de i. Notons toutefois qu'un nceud qui est passé sous le seuil de conver-
gence peut repasser au dessus de ce seuil suite a la prise en compte de nouvelles
données émises par ses voisins. D’autre part, nous avons également mis en place un
systeme d’annulation d’information de convergence : si un nceud passe au dessus du
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seuil de convergence, il informe son nceud pere qu’il est repassé au dessus du seuil,
le noeud pere considere donc que ce fils ne 1’a pas contacté. Si nécessaire, le noeud
pere contacte son propre pere afin de faire remonter I'information. Pour éviter un
phénomene d’oscillations autour du seuil de convergence et 1’envoi successif d’infor-
mation de convergence et d’annulation, un noeud n’envoie a son pere un message
comme quoi il est passé sous le seuil de convergence que s’il est resté sous ce seuil
depuis plusieurs itérations malgré la réception de mises a jour de données de ses
voisins. Ainsi, lorsqu’un nceud ¢ passe sous le seuil de convergence et que tous ses
voisins l'ont déja contacté, ceci signifie que tous les noceuds du calcul ont convergé.
Le neceud 7 informe donc ses fils de stopper le calcul, ceux-ci font de méme avec leurs
propres fils etc... S’il y a conflit comme nous 'avons vu dans 1’élection de leader,
ceci ne pose pas de probleme dans notre cas : les deux nceuds informent leurs fils,
ils s’informent mutuellement de la convergence du systeme mais ne répercutent 'in-
formation qu’une seule fois a leurs fils. Pour étre efficace, le systeme de détection
de convergence tourne en parallele du calcul proprement dit : il est géré par un pro-
cessus léger. Ce processus tient a jour les informations de convergence des voisins
et, a la fin de chaque itération, le calcul vérifie son état par rapport au seuil de
convergence et informe son futur pere si nécessaire.

Notons que, d’une part, si le réseau n’est pas un arbre, un arbre de recouvrement
du graphe doit étre utilisé pour la détection de convergence; d’autre part, bien
que cet algorithme ait été développé pour la détection de convergence dans les
algorithmes asynchrones, il peut tout a fait s’appliquer a un contexte synchrone.

7.3 Implantation de I’équilibrage de charge

Etudions a présent l'effet de 1’équilibrage de charge sur cette application, ainsi
que les différents problemes rencontrés. Bien que 'application soit asynchrone, 1’al-
gorithme d’équilibrage utilisé est synchrone; il existe différentes applications asyn-
chrones des algorithmes d’équilibrage de charge [73, 20|, mais nous ne les étudions
pas ici.

7.3.1 Equilibrage classique

La premiere implantation de 1’équilibrage de charge dans ’application d’advec-
tion-diffusion asynchrone est effectuée de la méme maniere que dans la version syn-
chrone. La notion de charge induite par ’application est le nombre d’éléments que
doit traiter un processeur, et la puissance disponible sur un processeur donné consiste
a relever le temps moyen nécessaire a ce processeur pour effectuer une itération. Les
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premieres simulations que nous avons mis en place sont les mémes que pour la ver-
sion synchrone, c’est a dire sur le méme réseaux, avec les mémes machine et pour
les mémes tailles du probleme. Nous lancons sur quatre machines de puissances
différentes I'exécution du probleme avec une taille allant de 100x100 a 700x700. Les
résultats obtenus sont présentés dans le tableau 7.1. Notons que ces résultats ne
sont pas comparables avec ceux obtenus avec la version synchrone : les parametres
initiaux utilisés ne sont pas les mémes. Notre objectif est de comparer les versions
avec et sans équilibrage. Une comparaison entre les versions synchrone et asyn-
chrone est présentée dans larticle [14]. Les résultats obtenus nous montrent que

| taille: z x & [[ 100 | 200 | 300 [ 400 | 500 | 600 | 700 |
sans équilibrage || 22.8 | 117 | 396 | 936 | 1757 | 3283 | 5066
équilibrage 22.5 | 119 | 413 | 933 | 1862 | 3232 | 5000
gain (%) 1 [-1 |4 [0 |6 |2 1

TAB. 7.1 — Temps d’exécution d’advection-diffusion selon différentes tailles de
probleme et sans charge extérieure.

I’équilibrage de charge n’a rien apporté au niveau gain de temps a notre application,
au contraire, dans la plupart des cas il ralentit I'exécution de ’algorithme. La ques-
tion qu’on se pose alors est : pourquoi lorsqu’on équilibre la répartition de données
de maniere a prendre en compte les différences de puissance disponible sur chaque
machine, 'exécution du probleme est elle ralentie ? En observant le comportement
de I'équilibrage de charge et le temps moyen d’un pas de Newton, on remarque que
la duré moyenne d’'un de ces pas tend a s’uniformiser sur toutes les machines. L’algo-
rithme d’équilibrage de charge effectue donc bien son travail, mais ne nous fait pas
gagner de temps, et peut ralentir ’exécution de 'application. Afin de comprendre
la raison de ce phénomene, nous devons étudier le comportement du probleme.
Nous savons que dans un pas de temps, les itérations de Newton se terminent
lorsque toutes les machines participant au calcul ont convergé, c’est a dire lorsque
la différence entre deux pas de Newton est inférieure a un seuil fixé. En regardant le
comportement de ’algorithme, on remarque que tous les processeurs ne passent pas
sous ce seuil en méme temps. Bien au contraire, I’erreur, c¢’est a dire la différence de
précision entre deux pas de Newton, est nettement plus importante sur le dernier
processeur que sur le premier. Ceci signifie que le premier processeur passe tres
rapidement sous le seuil de convergence alors que le dernier met beaucoup plus
de temps pour converger. On en déduit donc que le dernier processeur impose le
temps de convergence de Newton pour toute I’application. Revenons a notre systeme
d’équilibrage : le résultat de notre équilibrage est un temps uniforme de pas de
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Newton sur chaque machine. Ceci ne change pas le fait que le temps de convergence
de Newton est imposé par le dernier processeur. Il en résulte donc que, passé un
certain nombre d’itérations, tous les processeurs sont quasiment synchronisés mais
que seul le dernier réalise des calculs utiles, puis qu’il est le dernier a ne pas avoir
convergé. Tous les autres sont sous le seuil de convergence et calculent uniquement
pour attendre le dernier. Le gain apporté par 1’équilibrage est donc infime et son
cout est généralement plus important. Suite a ces observations, nous abandonnons
cette méthode d’équilibrage pour nous focaliser sur un systeme basé sur l'erreur,
afin que tous les processeurs convergent en méme temps.

7.3.2 Equilibrage selon ’erreur

Les observations réalisées en section 7.3.1 nous ont donc amené a réaliser 1’équili-
brage non pas selon le temps moyen d'un pas de Newton, mais sur celui nécessaire
a un processeur pour passer et rester sous le seuil de convergence de Newton. Afin
de mettre en place ce systeme nous avons redéfini la puissance de calcul dispo-
nible sur chaque processeur. Dans la version précédente, la puissance disponible
est définie comme étant le temps nécessaire pour réaliser un pas de Newton sur
toutes les données du processeur. Dans cette nouvelle version, la puissance dis-
ponible est le temps nécessaire pour passer et rester sous le seuil de convergence
pour le nombre de données traitées. Ceci entraine une unique modification dans
notre systeme d’équilibrage de charge : au lieu de calculer le temps moyen d’une
itération de Newton, nous prenons le temps nécessaire pour quun processeur passe
définitivement sous le seuil de convergence. Les expériences réalisées précédemment
ont donc été relancées avec cette modification. Les résultats obtenus sont présentés
dans le tableau 7.2. Ces résultats mettent bien en évidence 'apport de ’équilibrage

| taille: 2 x || 100 [ 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 |

sans équilibrage || 22.8 | 117 | 396 | 936 | 1757 | 3283 | 5066
équilibrage 20 |94 [307 692 ] 1418 ] 2930 | 4525
gain (%) 12 (20 [22 [26 [19 |11 |11

TAB. 7.2 — Temps d’exécution d’advection-diffusion selon différentes tailles de
problemes et sans charge extérieure.

de charge lorsque ce dernier est réalisé selon I’erreur. Le gain varie entre 10% et plus
de 25% pour les expérimentations réalisées. Cependant, on observe une baisse du
gain pour les tailles supérieures a 400x400. Pour expliquer ce phénomene, une étude
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approfondie du comportement de I'application avec équilibrage est nécessaire. Rap-
pelons que l'erreur n’est pas proportionnelle a la quantité de données traitées : les
derniers processeurs effectuent plus d’itérations que les premiers afin que le proces-
sus de Newton converge. Dans notre cas, avec quatre processeurs, la différence entre
les deux premiers et les deux derniers est tres importante. Au cours de I'exécution
du probleme, I'avant dernier processeur se décharge rapidement sur le second. La
différence de puissance disponible entre ces deux processeurs est telle que 'avant
dernier se retrouve tres vite avec peu de données a traiter. La conséquence de cette
configuration est la suivante : I’avant dernier processeur a peu de données, ¢a conver-
gence est donc fortement liée aux mises a jour qu’il recoit de ses voisins, et tout
particulierement du dernier processeur. Nous savons que ce dernier processeur est
le plus lent a converger. Il envoie donc, jusqu’a sa convergence, des mises a jour a
I’avant dernier. L’avant dernier processeur ayant peu de données a traiter, il passe
rapidement sous le seuil de convergence, mais a chaque réception de mises a jour
il repasse au dessus de ce seuil. Par conséquent, ’avant dernier processeur oscille
autour du seuil de convergence et ne converge que lorsque le dernier lui envoie sa
derniere mise a jour. Les deux derniers processeurs convergent donc en méme temps.
Selon nos définitions de la charge et de la puissance de calcul disponible, si deux
processeurs convergent en méme temps c’est qu’ils sont équilibrés. Or, dans notre
configuration, le temps de convergence de I’avant dernier processeur est imposé par
le dernier. Lorsque le systeme d’équilibrage se stabilise, les deux premiers proces-
seurs sont équilibrés, ainsi que les deux derniers, mais le systeme complet ne I'est pas
totalement. L’algorithme d’équilibrage ne parvient pas a équilibrer tout le systeme
puisque, d’une part I'avant dernier n’a plus assez de données pour en transmettre
au second et d’autre part, le dernier et I’avant dernier convergent toujours en méme
temps malgré la différence de quantité de données, 'algorithme d’équilibrage les
considere donc comme équilibré. Nos définitions de la charge et de la puissance de
calcul disponible ne sont donc pas idéales et ne permettent pas un équilibrage par-
fait de ’application. Cependant, elles donnent un gain de temps d’exécution non
négligeable. Pour en revenir a la perte de gain au dela d'une taille de 400x400,
nous notons que plus la taille du probleme est importante plus le déséquilibre final
I’est aussi. Le gain apporté par I’équilibrage est donc relativement moins important
lorsque la taille du probleme est grande. En ce qui concerne les petites tailles du
probleme, le phénomene de déséquilibre n’a pas le temps d’apparaitre entierement
et d’influer sur le gain, le gain croit donc avec la taille.
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7.3.3 Equilibrage avec perte de liens

Notre objectif étant I’équilibrage de charge sur réseaux dynamiques, étudions le
comportement de notre application lorsque le réseau n’est pas fiable a 100%. Puisque
les bibliotheques de communication ne supportent pas, a '’heure actuelle, la perte
de messages, nous simulons le dynamisme du réseau. Différentes contraintes sont
a respecter : les algorithmes asynchrones supportent la perte de messages puisque
ces messages sont des mises a jour de données, mais ils ne supportent pas la perte
définitive d’un lien de communication. Si un ou plusieurs messages sont perdus
I’algorithme utilisera une mise a jour ultérieure, mais il ne peut pas fonctionner sans
mise a jour de données de ses voisins. L’équilibrage de charge quant a lui ne supporte
pas la perte de messages, puisqu’il est synchrone et que les données sont transférées
pour étre traitées sur un autre processeur. La perte de message dans ce cas signifie
la perte de données et non la perte de mises a jour. L’algorithme d’équilibrage de
charge doit connaitre a priori les liens inutilisables afin de ne pas s’exécuter sur
ceux-ci. Pour respecter ces contraintes, notre simulateur de réseaux dynamiques ne
coupe pas les liens de communication mais ralentit fortement les envois de messages
par des temporisations. Ainsi, pour la partie asynchrone, un message est perdu si
une nouvelle mise a jour est envoyée alors que I'ancienne n’est pas encore partie du
fait d’un ralentissement et, du point de vue équilibrage de charge, un lien ralenti est
considéré comme inutilisable.

En ce qui concerne la mise en pratique, nous posons que tous les liens ne sont
pas fiables. Dun point de vue pratique, ceci revient a considérer que toutes les ma-
chines sont distantes. L’équilibrage mis en place est naturellement selon I'erreur, la
premiere méthode étudiée n’étant pas efficace. Afin de reproduire facilement le dyna-
misme du réseau, nous posons que les liens sont ralentis tous les deux pas de temps.
Dans un premier temps nous réalisons les expérimentations avec différentes tailles de
problemes sur quatre machines de puissances différentes comme précédemment. Les
temps moyens nécessaires a l’exécution sont présentés dans le tableau 7.3. On re-

| taille: x x 2 [ 100 [ 200 [ 300 [ 400 |500 | 600 | 700 |
sans équilibrage || 45.2 | 727 | 1777 | 2487 | 4090 | 7203 | 9630
équilibrage 43.9 | 719 | 1413 | 2148 | 3605 | 6314 | 8210
gain (%) 3 |1 20 |14 |12 |12 |14

TAB. 7.3 — Temps d’exécution d’advection-diffusion selon différentes tailles de
problemes, sans charge extérieure et avec pertes de liens.

marque tout d’abord que, hormis pour les deux plus petits problemes, le dynamisme
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du réseau perturbe peu le gain apporté par I’algorithme d’équilibrage. Concernant
les deux premiers problemes, leur temps d’exécution est court et I’'équilibrage ralenti
par le dynamisme du réseau ne permet pas de gagner de temps. Pour les autres tailles
de problemes, le gain apporté par l'algorithme d’équilibrage est quasi équivalent a
ceux obtenus dans la version sur réseaux statiques. En comparant ces résultats avec
ceux obtenus sur réseaux statiques, on observe que l'influence du dynamisme du
réseau influe de maniere importante sur les temps d’exécution du programme. Ceci
est dii a un double impacte du dynamisme. Premierement, puisque les communi-
cations sont ralenties, le programme ’est aussi. Deuxiemement, le ralentissement
des communications implique moins de mises a jour envoyées et donc un temps de
convergence de Newton plus important.

Pour terminer et confirmer nos résultats, nous déployons l'application sur un
réseau de dix machines hétérogenes. Le réseau initial est a 100Mb et est libre de
charge extérieure. Toutefois, pour nos expérimentations, nous posons que les cing
dernieres machines sont distantes et que, comme précédemment, le réseau est sur-
chargé tous les deux pas de temps pour ces machines. Nous disposons dans ce réseau
de trois types de machines (800, 1700 et 2400 Mhz), qui sont organisées de maniere
entrelacée. Les expérimentations sont réalisées pour des tailles de problemes entre
200x200 et 600x600. La taille 100x100 est trop petite pour le nombre de machines
et celle de 700x700 prend trop de temps a étre exécutée sur le réseau dynamique.
Une premiere exécution de l'application nous a montré que le probleme engendré
par notre calcul de la puissance disponible selon ’erreur devient contraignant. Dans
les expérimentations précédentes nous n’utilisons que quatre machines et 'impact
de ce probleme de définition de la puissance gene peu 1’équilibrage. Dans le cas
présent, nous travaillons sur dix machines et ce probleme de définition a nettement
plus d’'impact. Nous avons donc légerement modifié la définition de la puissance
disponible sur chaque machine. Dans la version précédente, la puissance disponible
est le temps nécessaire pour passer et rester sous le seuil de convergence selon le
nombre de données traitées. Dans cette nouvelle version, la puissance disponible est
le temps nécessaire pour passer pour la premiere fois sous le seuil de convergence
selon le nombre de données traitées. On considere ainsi que si un processeur sous
le seuil de convergence repasse au-dessus de ce seuil, cela est dii a la réception de
données d’un de ses voisins qui n’est pas encore passé sous le seuil. Si ce voisin
n’est pas encore passé sous le seuil, c’est qu’il est plus lent que le processeur cou-
rant et, par conséquent, qu’ils doivent s’équilibrer entre eux. Les résultats obtenus
sont présentés dans le tableau 7.4. Ce tableau donne, a des fins de comparaisons, les
exécutions avec et sans équilibrage, et sur un réseau statique et un dynamique. Dans
un premier temps, les résultats obtenus sur le réseau statique montrent que notre
nouvelle définition de la puissance disponible sur chaque machine est plus efficace
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| taille : 2 x @ 200 | 300 |400 [500 |600 |
Résean sans équilibrage [ 205 [ 580 [ 1542 [ 3199 [ 5920
statique équilibrage 171 | 467 | 11722382 | 4158
gain (%) 17 [19 |24 [26 |30
Réseau sans équilibrage || 1281 | 2580 | 3892 | 6456 | 10085
dynamique équilibrage 970 | 2306 | 3868 | 6047 | 8935
gain (%) 24 |11 |1 6 11

TAB. 7.4 — Temps d’exécution d’advection-diffusion selon différentes tailles de
problemes, avec et sans perte de liens sur 10 processeurs.

que la précédente. Le gain obtenu sur ce réseau est plus important et plus régulier
qu’auparavant. Dans un second temps, on remarque que ’application est tres sen-
sible au dynamisme du réseau : le temps d’exécution est entre 2 et 6 fois supérieur
sur le réseau dynamique. Ceci confirme nos résultats précédents. Rappelons toutefois
que le dynamisme est simulé et que le ralentissement qu’il engendre au niveau des
communications est assez fort. Le dernier point qui apparait dans ces résultats est
celui concernant le gain apporté par ’équilibrage de charge sur le réseau dynamique.
Le gain décroissant pour les problemes de petite taille s’explique de la méme maniere
que précédemment en tenant compte denotre nouvelle définition de la puissance dis-
ponible. Pour les autres tailles du probleme, la différence de gain provient de la taille
du réseau : le nombre de machines étant plus important, 1’équilibrage du systeme
est plus long et le gain apporté par I’équilibrage est donc relativement plus faible.
Cependant, au-dela d'une taille 400x400 le gain est régulier et croit en fonction de
la taille du probleme, ceci est du a la définition de la puissance disponible.

7.4 Conclusion

Ce chapitre présente la mise en pratique d’un algorithme d’équilibrage de charge
dans une application concrete et sur un réseau dynamique. L’application utilisée
est celle d’advection-diffusion que nous avons présentée dans le chapitre 6. Nous
présentons les modifications apportées a cette application afin qu’elle se déroule de
maniere asynchrone. Nous nous plagons dans un contexte asynchrone pour que la
résolution du probleme soit compatible avec le dynamisme du réseau. Nous donnons
également dans ce chapitre un nouvel algorithme de détection de convergence qui res-
pecte le caractere distribué et asynchrone de I'application. Bien que cet algorithme
ait été développé dans un contexte asynchrone, il s’applique facilement dans celui
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synchrone. Dans ce contexte d’exécution et pour I'application choisie, nous sommes
obligés d’adapter 'équilibrage et de le réaliser selon l'erreur, c’est a dire selon le
temps nécessaire a un processeur pour converger, et non pas selon le temps dun
pas de Newton. L’objectif est, dans la mesure du possible, de permettre a tous les
processeurs de converger simultanément. Cette modification est réalisée uniquement
dans le contexte asynchrone mais peut tres bien étre mise en place dans celui syn-
chrone. Ceci n’a pas été réalisé puisque nous nous intéressons plus aux problemes de
I’équilibrage de charge sur réseaux dynamiques qu’a celui de la mise en place d'un
algorithme d’équilibrage dans une application. En ce qui concerne ’exécution de
I’application sur réseaux dynamiques, nous montrons que l'introduction d’un algo-
rithme d’équilibrage de charge permet quasi toujours un gain de temps équivalent a
celui obtenu sur un réseau statique. Bien que le gain de temps ne soit pas négligeable,
il n’est pas exceptionnel. Ceci est dii a plusieurs points. L’algorithme d’équilibrage
est générique, une méthode d’équilibrage étudiée spécifiquement pour ’application
aurait donné de meilleurs résultats. Nous avons vu que nos définitions de la charge et
de la puissance de calcul ne sont pas des plus adéquates, elles génerent un blocage qui
empeéche 'équilibrage complet du systeme. Afin d’éviter se phénomene, différentes
pistes peuvent étre étudiées : par exemple, prendre le temps lorsque un processeur
passe pour la premiere fois sous le seuil de convergence ou encore considérer I'erreur
proprement dite apres quelques itérations de Newton.



Conclusion

Au cours de cette these, nous nous sommes intéressés aux algorithmes itératifs
d’équilibrage de charge sur réseaux dynamiques. Nous avons défini un réseau dyna-
mique comme étant un réseau sur lequel certains liens de communication peuvent
étre perdus ou surchargés. Ces algorithmes itératifs ont été choisis en raison de leur
caractere totalement distribué et de leur généricité. Ceci permet de les appliquer
sur n’importe quel systeme nécessitant de 1’équilibrage de charge. Ce mémoire de
these apporte de nouvelles contributions dans différents domaines, nous les rappelons
ci-dessous.

Dans une premiere partie, nous nous sommes consacrés aux algorithmes de pre-
mier ordre. Ensuite, nous en avons introduit un nouveau - la diffusion relaxée
- qui accélere la convergence de l'algorithme de diffusion classique. Nous avons
également présenté dans cette partie une méthode permettant d’adapter ces al-
gorithmes aux réseaux hétérogenes. Apres une présentation de ces algorithmes sur
réseaux statiques, nous nous sommes intéressés a leur mise en place sur réseaux dy-
namiques. Pour chacun d’eux, nous donnons leur adaptation a ce type de réseaux.
Le point le plus important de cette partie est la preuve de la convergence de ces
algorithmes sur réseaux dynamiques. Cette convergence s’effectue sous certaines
conditions cohérentes avec la réalité. Différentes simulations ont permis de mettre
en évidence le comportement de ces algorithmes et les différentes étapes de leur
exécution.

Dans un second temps nous avons étudié les algorithmes de second ordre. Comme
pour ceux de premier ordre, nous avons commencé par les présenter sur réseaux
statiques. Ces algorithmes ont l'avantage de converger vers ’équilibre nettement
plus rapidement que ceux de premier ordre, mais ils ne tiennent pas compte de
la positivité de la charge. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux dans
ce sens. Nous avons donc introduit une nouvelle contrainte sur la détermination
du parametre de second ordre afin que 'algorithme garantisse la positivité de la
charge a tout instant. Pour les deux algorithmes de second ordre que nous avons
étudiés, nous avons proposé leur adaptation aux réseaux dynamiques, et nous avons
montré expérimentalement qu’ils convergent malgré le dynamisme du réseau. La
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preuve théorique est nettement plus complexe que dans le cas d’algorithmes de
premier ordre si bien qu’elle n’a, a I'’heure actuelle, pas encore été finalisée. Suite
a différentes simulations, nous avons montré que ces algorithmes sont tres sensibles
au dynamisme du réseau et que, dans le cas de topologies en lignes ou en anneaux,
le comportement des algorithmes de second ordre est imprévisible des que certains
liens sont perdus. Dans certains cas, ils peuvent méme converger moins rapidement
que les algorithmes de premier ordre. Ceci s’explique par le fait que l'effet mémoire
des algorithmes de second ordre est perturbé par le dynamisme.

Pour finir, nous avons présenté une mise en pratique d’un algorithme d’équilibrage
de charge sur un probleme concret. Ceci nous a permis de détailler les différentes
étapes nécessaires au déploiement d’'un algorithme d’équilibrage de charge. Le pro-
bleme choisi consiste a résoudre une EDP (équation différentielle partielle) modélisant
le probleme de cinétique chimique d’advection diffusion. Dans cette partie, nous
avons commencé par présenter ’application d’advection-diffusion ; ce qui nous a per-
mis de détailler le choix et la mise en place de ’algorithme d’équilibrage de charge que
nous avons utilisé. Nous avons expliqué, dans cette mise en place, la détermination de
la charge induite par I'application et la puissance disponible sur chaque processeur
coopératif. Des expérimentations ont été réalisées sur réseaux statiques et dyna-
miques. Dans le cas de réseaux dynamiques, nous avons justifié qu’'une exécution
synchrone de I'application n’est pas compatible avec le dynamisme du réseau. Une
version asynchrone de I'application a donc été mise en place pour pallier ce probleme.
Le fait d’utiliser une version asynchrone du probleme nous a obligé a redéfinir la no-
tion de puissance disponible de chaque machine afin de prendre en compte ce nou-
veau mode d’exécution. Les résultats de ces expérimentations montrent que, pour
I’application choisie, 'apport de I'équilibrage de charge est plus ou moins impor-
tant selon la taille du probleme, les caractéristiques du réseau et la définition de la
puissance disponible sur chaque machine. De maniere plus générale, les simulations
et les expérimentations que nous avons réalisées montrent les avantages de tel ou
tel type d’algorithme d’équilibrage selon la topologie du réseau et la difficulté a les
mettre en place.

Suite a ce mémoire, différentes études pourraient élargir le travail de these déja
réalisé. En ce qui concerne les algorithmes de premier ordre, seule la détermination
du parametre de relaxation de la diffusion relaxée peut étre légerement améliorée.
Dans notre présentation de cet algorithme, la détermination de ce parametre nécessite
une connaissance globale du réseau et le calcul des valeurs propres de la matrice de
diffusion. Pour les topologies les plus classiques, une étude permettant de déterminer
ce parametre uniquement en fonction de la topologie et surtout sans calcul de va-
leurs propres, faciliterait la mise en place de cet algorithme dans un contexte réel
d’exécution. Pour les algorithmes de second ordre, leur convergence sur réseaux dy-
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namiques n’as pas été prouvée et ce point reste donc un probleme ouvert. En ce
qui concerne la mise en application des algorithmes d’équilibrage de charge que
nous avons présentés, la notion de charge et celle de puissance disponible n’ont été
définies que pour 'application d’advection diffusion. Il semble intéressant d’étudier
ces deux notions afin qu’elles soient déterminées de maniere optimale en fonction
de la méthode de calcul ou du systeme distribué a équilibrer. D’un point de vue
plus général, une estimation du cout de ’équilibrage de charge et du gain qu’il
apporte en fonction du probleme a équilibrer, permettrait d’évaluer 'apport de la
mise en place de I’équilibrage dans cette application. Dans ce mémoire, nous avons
étudié le comportement des algorithmes d’équilibrage de charge sur des réseaux clas-
siques; le méme type d’études pourraient étre mené sur des structures de réseaux
plus compliquées, par exemple des réseaux ad-hoc ou “peer to peer”. Sur ce type
de réseaux, le dynamisme n’est pas seulement au niveau des liens de communica-
tion mais également un niveau des machines : certaines d’entre elles peuvent spon-
tanément apparaitre dans le réseaux ou définitivement disparaitre. Ce type d’étude
¢élargirait le champs d’application des algorithmes d’équilibrage de charge que nous
avons présentés.
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Résumé

Ce mémoire de these s’attache aux problemes d’équilibrage de charge sur les réseaux
dynamiques. Un réseau dynamique est un réseau sur lequel certains liens de com-
munication peuvent étre perdus ou surchargés. Dans un premier temps, nous intro-
duisons un nouvel algorithme d’équilibrage de charge, puis nous présentons, ’adap-
tation aux réseaux dynamiques des algorithmes de premier ordre. Dans un second
temps nous nous intéressons aux algorithmes de second ordre. Pour ces derniers,
nous définissons une nouvelle contrainte qui garantit la positivité de la charge car
la charge d'un systeme ne peut pas étre négative. Suite a cette définition, nous
donnons 'adaptation de ces algorithmes aux réseaux dynamiques. Nous illustrons le
comportement des deux types d’algorithmes présentés - premier et second ordre - par
différentes simulations qui mettent en évidence I'impact du dynamisme du réseau sur
leur évolution. Ces simulations nous montrent que les algorithmes de second ordre
sont nettement plus sensibles que ceux de premier ordre. Pour finir ce mémoire, une
mise en pratique d’un algorithme d’équilibrage de charge sur un probleme concret
- la résolution d’une équation différentielle partielle - détaille les différentes étapes
nécessaires au déploiement d'un algorithme d’équilibrage de charge.

Mots clefs : équilibrage de charge, réseaux dynamiques, diffusion, algorithmes
itératifs, équation différentielle partielle.

Abstract

This thesis studies the problem of load balancing on dynamic networks. A dynamic
network can be viewed as a network in which some edges may fail during the exe-
cution of an algorithm. The first part introduces a new load balancing algorithm,
and it describes the adaptation of first order algorithms to dynamic networks. The
second part deals with second order algorithms. We introduce a new constrain for
these algorithms, so as to ensure that the load stay positive for the load of a system
cannot be negative. Then we give the adaptation of these algorithms to dynamic
networks. We illustrate the behavior of the first and second order algorithms with
some simulations that bring the impact of the dynamism of networks on load balan-
cing algorithms to the fore. These simulations show that the second order algorithms
are more reactive to the dynamism than the first order algorithms. Finally, we have
implemented a load balancing algorithm on a real application that solves a partial
differential equation. With this experimentation, we describe the different steps of
the deployment of a load balancing algorithm.

Key words : load balancing, dynamic networks, diffusion, iterative algorithms,
partial differential equation.



