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Autour du systeme de Saint-Venant :

Méthodes numériques pour le transport sédimentaire,
les fluides en rotation et les équations primitives de 'océan

Nous présentons dans ce mémoire des travaux liés a la simulation numérique des
écoulements géophysiques a surface libre, portant notamment sur les écoulements flu-
viaux et océaniques. Un des modeles les plus utilisés dans ce contexte, au moins en
premiere approximation, est le systeme de Saint-Venant, introduit en 1871 dans un
Compte-Rendu a I’Académie des Sciences rédigé par I'ingénieur des Ponts et Chaussées
Adhémar Jean-Claude Barré de Saint-Venant [dSV71]. Dans une version tres idéalisée,
écoulement dans un canal a section rectangulaire et a fond plat, le systeme s’écrit :

Och + 0y (hu) = 0, (0.0.1)
2
Oy(hu) + 0, (mf + %) = 0, (0.0.2)

ou les inconnues sont la hauteur d’eau h(t,z) > 0 et la vitesse horizontale moyenne de
la colonne d’eau u(t,z) € R. Le parametre g désigne la gravité. La seconde variable
conservative (le débit de 1’écoulement) est souvent notée ¢ = hu. Dans la plupart des
applications, ce systeme d’équations aux dérivées partielles, similaire aux équations
d’Euler pour un fluide barotrope pour sa partie hyperbolique, contient néanmoins des
termes sources qui modélisent des phénomenes physiques essentiels : topographie du
bassin, rotation terrestre, perte d’énergie par frottement... Pour de nombreuses ap-
plications, il peut étre également nécessaire de le coupler avec d’autres équations :
transport de polluant, biologie marine, transport sédimentaire... L’introduction de ces
termes sources, ou de ces phénomenes de couplage, pose des questions, théoriques et
numeériques, nouvelles. Les trois premiers chapitres de ce mémoire leur seront consacrés
a travers I'étude, dans 'ordre, de 'impact du terme source de topographie, de la prise
en compte de la rotation du domaine de calcul et enfin du couplage hydro-sédimentaire.

Le systeme de Saint-Venant modélise bien les phénomenes liés a des grandes lon-
gueurs d’onde et dans lesquels la dimension verticale joue un role secondaire. Pour des
écoulements plus complexes, éventuellement stratifiés, et notamment en océanographie,
on préfere souvent utiliser les équations primitives de 'océan, ou équations d’Euler (ou
de Navier-Stokes si on inclut un terme de viscosité) pour un fluide a surface libre in-
compressible et avec hypothese de pression hydrostatique. Toujours en une dimension
d’espace sur ’horizontale, ce systeme s’écrit

O,u+ 0w = 0, (0.0.3)
Oy 4+ udyu + wou+ p L 0p = 0, (0.0.4)
d.p = —pg (0.0.5)



oil les inconnues sont la vitesse u(t, z, 2) = (u,w)? (¢, z, z) € IR? et la pression p(t, z, 2).
La densité p(t,x, z) peut étre une donnée du probléme, mais peut aussi étre une fonc-
tion d’autres grandeurs physiques (salinité ou température par exemple), elles-mémes
solutions d’une équation de type advection-diffusion

oT +u-VT — AT = 0.

L’étude de méthodes numériques pour le calcul de solutions approchées de ce systeme,
en deux et trois dimensions d’espace, sera I’'objet du quatrieme chapitre de ce mémoire.

Le premier chapitre du mémoire est consacré a des résultats sur ’analyse numérique
du systeme de Saint-Venant (0.0.1)-(0.0.2) avec un terme source de topographie, qui
seront utiles dans la suite. Ces questions ont été abondamment traitées par de nombreux
auteurs dans les vingt dernieres années, voir a ce propos le livre de F. Bouchut [Bou04a]
et les références qu’il contient, ainsi que les chapitres d’ouvrage [MC17,Xinl17] pour
des références plus récentes.

Nous commencerons par présenter des rappels autour de trois axes : méthode des
volumes finis, schémas cinétiques et schémas équilibres, qui reprendront, de facon suc-
cincte, mes travaux de these [Aud04] et en particulier les travaux présentés dans les
références [ABB104, AB05] autour de la méthode de reconstruction hydrostatique.

Nous détaillons ensuite un résultat prolongeant ces travaux que nous avons démontré
récemment [ABBSM16] et qui permet un controle de la production d’énergie par le
schéma quand la reconstruction hydrostatique est utilisée avec un schéma reposant sur
une interprétation cinétique des équations. Ce résultat a été utilisé par des collegues
pour établir une preuve de convergence [BL17], ce qui, & notre connaissance, est tout a
fait original dans le domaine. L’approche numérique que nous avons développée pour
les équations primitives permet de plus d’étendre ce résultat a ce cadre plus général,
nous y reviendrons au chapitre 4.

Nous présentons également 'application aux systemes de Saint-Venant de deux
autres familles de schémas numériques, les schémas par relaxation et les solveurs de
Riemann approchés. Dans les deux cas, nous présentons d’abord l'idée générale de la
méthode telle qu'introduite dans les articles fondateurs, puis les utilisations antérieures
en mécanique des fluides et, quand elles existent, pour le systeme de Saint-Venant, et
enfin un schéma original, qui sera ensuite étendu au cas du transport sédimentaire dans
le chapitre 3.

Les schémas de relaxation, dont les schémas cinétiques sont en fait un cas particulier,
reposent sur ’écriture d’un systeme d’équations aux dérivées partielles approchant, au
moins formellement, le systeme considéré et pour lequel il est possible de résoudre
exactement le probleme de Riemann. Ils ont été abondamment utilisés en mécanique
des fluides. La spécificité du systeme de Saint-Venant réside la encore dans la prise en
compte des termes sources. Il est bien entendu possible de coupler ces schémas avec
une technique générique comme la reconstruction hydrostatique, mais il est également
possible de proposer des modeles de relaxation incluant directement les termes sources.



Un modele de type Suliciu avec ajout d’une onde stationnaire est présenté dans le
livre [Bou04a]. Nous présentons ici une variante originale, plus simple a mettre en
ceuvre, pour laquelle on sait démontrer la positivité mais pas d’inégalité d’entropie.
Une fois les formules de mise a jour obtenues, le schéma s’avere identique au solveur
de Riemann approché introduit dans [Gal03].

Les solveurs de Riemann approchés sont une classe plus générale de schémas volumes
finis. L’idée générale est ici de remplacer la solution exacte du probleme de Riemann
par une solution simplifiée vérifiant certaines propriétés qui assurent la consistance et
la stabilité de la méthode. Outre le solveur [Gal03] déja évoqué, nous présentons ici
un nouveau schéma [ACU15], basé une modification du schéma HLL [HLvL83|, avec
ajout d’une onde stationnaire, qui préserve certains équilibres et pour lequel on sait
démontrer la positivité des solutions, mais pas, la encore, d’inégalité d’entropie discrete.

Le deuxieme chapitre du mémoire est consacré a une étude sur la simulation numérique
des phénomenes de transport sédimentaire en riviere, modélisés par un couplage entre
le systeme de Saint-Venant (0.0.1)-(0.0.2) et une équation de conservation de la masse
sédimentaire, introduite par Exner [Exn25], approche utilisée aujourd’hui dans de nom-
breux codes industriels (TELEMAC, MIKE, DELTARES, par exemple).

Ce probleme a fait I’'objet de plusieurs travaux ces dernieres années, la question cen-
trale étant de savoir s’il est possible d'utiliser une approche faiblement couplée, au sens
d’un couplage entre deux solveurs, I'un fluide, 'autre solide, ou si seule une approche
fortement couplée, i.e. I’écriture d’un solveur intégré, peut assurer des propriétés de
stabilité. Au travers d’une série de proceedings [ACDT12, ADL*13, ABG™15],puis d’'un
article récent [ACU18], nous proposons ce qui, & ce jour et a notre connaissance, est la
réponse la plus complete a cette question. Les méthodes numériques utilisées sont des
extensions au modele considéré des solveurs de relaxation [ACD*12,ADL*13,ABG™15]
ou des solveurs de Riemann approchés [ACU18| présentés dans le premier chapitre.
Dans le dernier travail [ACU18], nous montrons en particulier qu’il est possible de
construire une stratégie basée sur deux solveurs différents a la condition que le solveur
de Riemann approché construit pour mettre a jour la partie fluide prenne en compte
les vitesses d’ondes maximales du systeme complet. Le couplage est ainsi réduit a la
transmission d’une unique information supplémentaire et les modifications nécessaires
sur les solveurs existants sont minimes. Les résultats présentés ici ont, pour une partie,
été obtenus dans le cadre de la these de P. Ung, soutenue en 2016.

Les perspectives de travail sont nombreuses. D’une part, nous avons commencé a
étudier I'influence d’une approche stochastique dans la définition du flux de sédiment.
Les résultats sont encore tres préliminaires. D’autre part, nous travaillons sur un aspect
modélisation pour dériver des modeles alternatifs, possédant de meilleures propriétés
mathématiques, par exemple, une équation de décroissance d’une certaine énergie et /ou
permettant de prendre en compte d’autres phénomenes, par exemple la croissance, voire
la création, de dunes, ou le couplage avec des écoulements dans les aquiféres.

Le troisieme chapitre du mémoire est consacré a I’étude des écoulements dans un



référentiel tournant, modélisés ici par le systéme de Saint-Venant (0.0.1)-(0.0.2) en
version bidimensionnelle avec un terme source modélisant I'impact de la rotation du
domaine, ou force de Coriolis. Les applications visées sont majoritairement liées a des
simulations en météorologie ou en océanographie.

Les travaux présentés portent sur deux propriétés fondamentales des méthodes
numériques, déja évoquées dans le premier chapitre : d’une part, les propriétés de
conservation, et plus particulierement la conservation du moment dans le référentiel
inertiel [AKOO09] et, d’autre part, les propriétés de préservation des états station-
naires, ici appelés équilibres géostrophiques [AKNV11, ADD"17, ADOP17, ADOP18].
Les résultats présentés ici ont, pour une partie, été obtenus dans le cadre de la these
de M.H. Do, soutenue en 2017.

Les méthodes de volumes finis présentées dans le premier chapitre sont bien adaptées
au traitement numérique des systemes de lois de conservation car elles sont natu-
rellement conservatives, ce qui est un élément permettant d’assurer une forme de
cohérence des trajectoires dans l’espace des solutions en temps long. Mais, dans le
cas des écoulements dans un référentiel en rotation, si la conservation de la masse,
indépendante du référentiel considéré, ne change pas de nature, une difficulté supplémentaire
apparait sur la conservation du moment, qui est lui fonction du référentiel considéré :
la quantité conservée est le moment dans le référentiel inertiel tandis que la quantité
d’intérét, et mesurable expérimentalement, est le moment relatif, i.e. dans le référentiel
en rotation. Ce point est au cceur du travail présenté dans [AKO09], ou, a l'aide d’un
changement dans 1'ordre des opérations effectuées sur le modele, i.e. discrétisation puis
changement de référentiel plutot que l'inverse, nous parvenons a écrire une méthode
numérique permettant le calcul direct du moment relatif, tout en assurant la conser-
vation du moment inertiel.

Nous étendons ensuite les travaux présentés dans le premier chapitre autour de la
préservation des équilibres hydrostatiques a la préservation des équilibres dits géostrophiques,
question importante en océanographie et en météorologie puisque la plupart des situa-
tions rencontrées, hors évenements extrémes, sont des perturbations de ces équilibres.
En particulier, dans une série de travaux récents [ADDT17, ADOP17, ADOP18|, nous
montrons que, dans un cadre volumes finis colocalisés, i.e. ou toutes les inconnues
sont calculées aux mémes points, les méthodes existantes ne permettent pas une ap-
proximation correcte de ces équilibres en temps long. En combinant deux techniques
issues de champs séparés, des méthodes préservant des équilibres monodimension-
nels [BLV04]d’un c6té et des travaux sur 'asymptotique bas Mach [Dell0b]d’un autre,
nous proposons une méthode originale qui permet pour la premiere fois, a notre connais-
sance, de combiner, dans un cadre linéaire, stabilité et préservation des équilibres
géostrophiques discrets. Nous travaillons actuellement sur l'extension de la méthode
sur des maillages décalés, structurés ou non, utilisés préférentiellement dans les études
océanographiques pour de meilleures propriétés de dispersion. Nous essayons également
d’étendre les résultats a un cadre non linéaire.



Le quatrieme chapitre du mémoire est consacré a I’étude d’une nouvelle méthode
pour le calcul de solutions approchées des équations primitives (0.0.3)-(0.0.4). Le lien
avec le systeme de Saint-Venant (0.0.1)-(0.0.2), et donc les chapitres précédents, est
double. Tout d’abord, méme si les équations primitives prennent en compte la di-
mension verticale, la distribution de pression est toujours supposée hydrostatique, hy-
pothese au cceur de la dérivation du systeme de Saint-Venant. Mais surtout, notre
approche des équations primitives repose sur 1’écriture d’'un modele intermédiaire qui
présente de fortes analogies avec le systeme de Saint-Venant. Ce modele, que nous avons
présenté dans deux articles [ABPSM11b, ABPSM11a| en 2011 est une discrétisation
partielle, uniquement dans la direction verticale, de type volumes finis, des équations
primitives. Dans le cas ou on ne choisit qu'un seul degré de liberté pour la vitesse, le
modele se réduit au systeme de Saint-Venant classique. L’intérét principal de cette ap-
proche est de permettre 'utilisation de méthodes numériques robustes et validées dans
un cadre Saint-Venant, et que nous avons pu étendre assez naturellement a ce nouveau
cadre, en conservant leurs propriétés. Nous commencons par présenter les résultats
des articles de 2011 [ABPSM11b, ABPSM11a] : I'écriture du modele, ses premieres
propriétés et une méthode numérique basée sur une extension des schémas cinétiques
décrits dans le premier chapitre. Nous présentons ensuite deux travaux actuellement
en cours de soumission et disponibles sur HAL.

Le premier [ABSM17] porte sur I'extension dans ce nouveau cadre du controle de
la production d’entropie (ici 1’énergie mécanique du systéme) discréte obtenu pour le
systeme de Saint-Venant en utilisant les schémas cinétiques avec reconstruction hydro-
statique [ABBSM16]. Pour le systéme sans termes sources de topographie, nous parve-
nons a démontrer la décroissance en temps de ’énergie globale grace a I'implicitation
d’une partie des termes. Le schéma obtenu reste peu cotiteux puisque l'implicitation
partielle conduit a la résolution de systemes linéaires tridiagonaux, dont la taille est
égale au nombre de degrés de liberté sur la vitesse. Pour le systeéme avec termes sources,
les termes de production d’énergie sont similaires a ceux obtenus pour le systeme de
Saint-Venant, indépendamment du nombre de degrés de liberté sur la vitesse. L’exten-
sion de la méthode proposée a des écoulements a densité variable, fonction d’un (ou
plusieurs) traceur(s), est en cours.

Le second travail [AAGP17] porte sur 'analyse du probleme de Riemann pour le
modele a deux vitesses. Pour le cas avec une seule dimension d’espace sur I'horizontal,
grace a une réécriture conservative du modele, nous pouvons proposer une définition des
solutions, y compris dans le cas discontinu. Nous utilisons ensuite cette premiere étape
pour proposer une définition des solutions du probleme de Riemann a deux états dans le
cas a deux dimensions d’espace sur I’horizontal. Ici, nous montrons que ’ensemble des
régularisations monotones des discontinuités conduisent a la méme définition des rela-
tions de saut, y compris dans les cas avec résonance ou avec coalescence des ondes. Nous
essayons actuellement d’étendre ce travail dans deux directions, soit en considérant un
nombre arbitrairement grand de degrés de liberté en espace, soit en incluant de nou-
veaux aspects dans le modele a deux vitesses, et plus particulierement la variation de



densité et/ou les termes non hydrostatiques. Par ailleurs, ce travail, en proposant des
solutions analytiques, est également un moyen de valider, et éventuellement d’amender,
les méthodes numériques utilisées.

Nous terminons ce chapitre en présentant deux travaux qui établissent un pont entre
ce modele a plusieurs vitesses et les travaux présentés dans les chapitres précédents.

Le premier article ABSMS11] porte sur I'étude d'un probleme de transport sédimentaire
dans lequel la partie fluide est décrite par le modele a plusieurs vitesses. L’intérét de
I’approche a plusieurs vitesses dans ce type d’applications est clairement de permettre
une meilleure approximation de la vitesse proche du fond, qui entre en jeu dans le
calcul du flux de sédiment. L’article généralise a ce nouveau contexte une méthode de
discrétisation, nommée FVC et introduite dans [BS10], basée sur une approche mélant
volumes finis et méthode des caractéristiques, rapide et précise, mais pour laquelle on
ne sait pas démontrer de propriétés de stabilité. Ce travail a permis une premiere étude
de faisabilité, mais il doit étre complété, notamment sur la partie modélisation, comme
cela a été évoqué précédemment.

Le deuxiéme travail [ADM10] traite de la dérivation de conditions de transmission
bien adaptées dans les problemes de décomposition de domaines pour les équations
primitives visqueuses avec force de Coriolis. Il fait suite a d’autres travaux portant
sur les équations de Saint-Venant [Mar09] et s’inscrit dans le contexte des méthodes
de Schwarz avec relaxation d’ondes, voir [GH07]. Comme les travaux déja mentionnés,
ce travail utilise une réécriture des équations primitives en projetant les solutions sur
une base adéquate, mais il ne s’agit plus ici d'une décomposition de type volumes
finis, mais de type spectrale, en utilisant les fonctions propres de 'opérateur de dif-
fusion dans la direction verticale. Le premier mode est alors solution d'un systeme
de Saint-Venant tandis que les modes suivants sont solutions d’'un systeme d’équations
d’advection-diffusion. Concernant le premier mode, la principale nouveauté de ce travail
par rapport aux résultats antérieurs est d’inclure le terme d’advection dans I’analyse. Le
caractere bien posé de I’algorithme proposé est démontré, mais pas sa convergence, qui
est évaluée numériquement sur plusieurs cas tests. Une perspective claire est d’étendre
cette étude pour des écoulements proches de 'équilibre géostrophique, et d’en déduire
des conditions de transmission adéquates.

Le mémoire se termine par une conclusion dans laquelle nous présenterons également
des pistes de travail pour les années a venir, qui détailleront les perspectives évoquées
a la fin de chaque chapitre, en explicitant les problemes qui restent a étudier et des
méthodes qui pourraient permettre d’y apporter des solutions, a la fois sur des aspects
de modélisation, des techniques de résolution numérique et des questions liées a la prise
en compte des incertitudes dans les modeles.

Les travaux qui sont présentés ici ont fait I’'objet de dix sept articles dans des revues
internationales et de huit publications originales dans des proceedings de conférences
internationales ou de différentes éditions du CEMRACS (centre d’été mathématique de
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recherche avancée en calcul scientifique). Deux publications sont également soumises et
en cours de révision et sont disponibles sur la plateforme HAL. Ces publications sont
listées au début des différents chapitres, en fonction de leur thématique principale.






Shallow Water Equations and Related Topics :

Numerical Analysis for sediment transport problems,
flows on rotating domains and primitive equations

Abstract : In this manuscript, we present several works devoted to the numerical
simulation of free surface geophysical flows. In this context, one of the most used
models, at least as a first approximation, is the Saint-Venant system [dSVT71], also
known as shallow water equations. This system of partial differential equations writes
for one dimensional flows in rectangular channels over flat bottom

Oih + 0y (hu) = 0, (0.0.6)
2
Oy(hu) + 0, <hu2 + %) = 0, (0.0.7)

where the unknowns are the water depth A(¢,z) > 0 and the velocity u(t, z) € IR that
denotes the meanvalue of the horizontal velocity in the water column. Parameter g
denotes the gravity coefficient. The second conservative unknown (water discharge) is
often denoted by ¢ = hu. The system is similar to the isentropic Euler equations but is
complemented for realistic applications with source terms modeling important physi-
cal phenomena such as non flat bottom topography, Coriolis forces or friction or with
other equations for coupling problems such as pollutant transport, biology processes
or sediment transport. The proper way to take the source terms and the coupling into
account is the main subject of the first three chapters of this work.

The Saint-Venant system is well adapted for long wave processes where vertical
acceleration is negligible. For more general flows, for example stratified ones, more
complex models have to be introduced. Here we also refer to the primitive equations, i.e.
the free surface incompressible Euler (or Navier-Stokes if viscosity is added) equations
with hydrostatic pressure that writes

Ou+ o0,w = 0, (0.0.8)
Ou + ulyu + wo,u + dyp = 0, (0.0.9)
0.p = —pg (0.0.10)

where the unknowns are the velocity u(t, z, 2) = (u, w)” (¢, z, 2) € IR* and the pressure
p(t, z, z). Density p(t,z, z) is a given data or a function of other variables as salinity or
temperature which are solutions of an advection diffusion equation

T +u-VT — AT =0,
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The fourth chapter of the manuscript is devoted to the study of numerical methods to
compute approximate solutions of such equations.

The manuscript is divided in five parts.

The first part is an introduction where we present some results related to the
numerical study of the Saint-Venant system (0.0.6)-(0.0.7) with a source term that
refers to the bathymetry that we will use in the other parts of the manuscript. This
problem has been studied in a lot of works in the last two decades, see for example the
book [BouO4a] and references therein, or [MC17,Xin17] for more recent works.

We first present some well-known results on finite volume approach, kinetic schemes
and well-balanced schemes that refer, among other, to our works published in [ABB*04,
ABO5]. Then we detail a recent result [ABBSM16] on the control of the entropy pro-
duction that we were able to prove by coupling the hydrostatic reconstruction tech-
nique with kinetic schemes. This result has been used by colleagues [BL17] to prove
the convergence of the scheme, that is a non trivial result in this field. In the fourth
chapter we show how to extend this result to the primitive equations.

We also present two other new numerical schemes for the Saint-Venant system that
belong to two other well-known families of numerical schemes, the relaxation schemes
and the approximate Riemann solvers. In both cases, we recall the original idea of the
method, we mention the related schemes that already exist for the Saint-Venant system
and we described our new proposal.

Relaxation schemes are based on the exact solution of the Riemann problem for an
extended and linearized (in a way that has to be specified) system of equations that
approximates, at least formally, the system of interest. Kinetic schemes are a particular
case of such schemes. Relaxation schemes have been widely used in fluid mechanics.
The specificity of the Saint-Venant system lies in the presence of source terms. A first
way to handle these source terms is to couple them with a generic technique like the
hydrostatic reconstruction method. Another way is to design relaxation models that
take into account the source terms. A Suliciu type relaxation model with a stationary
wave is presented in [Bou04a]. Here we present another variant that is easier to deal
with and for which we are able to ensure the positivity of the computed water height
but no discrete entropy inequality. After straightforward computations, the proposed
scheme reduces to the approximate Riemann solver introduced in [Gal03].

Approximate Riemann solvers are a large class of numerical schemes where an ap-
proximate solution of the Riemann problem is used instead of the exact one. Relaxation
schemes can be interpreted as a particular class of approximate Riemann solvers. We
present a new scheme that belongs to this class. The scheme we introduced in [ACU15]
is a modification of the well-known HLL scheme with an additional stationary wave.
It is very easy to implement and is proved to be well-balanced and positivity preserving.

The second part of the manuscript is devoted to the study of the numerical simula-
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tion of sediment transport processes by using the Saint-Venant system (0.0.6)-(0.0.7)
coupled with a conservation equation for the sediment, following the early work by
Exner [Exn25]. This model is widely used in industrial softwares (TELEMAC, MIKE,
DELTARES, for example).

This problem has been widely studied for fifteen years. The main question is to
know if a weakly coupled approach where two solvers are coupled can be used or if
stability requires the use of a single solver written for the whole system. Most of the
works concluded to the need to use a strongly coupled approach but, in a series of
proceedings [ACDT12, ADL"13, ABG™15] and in a recent paper [ACU18], we exhibit
that it is possible to design stable weakly coupled approaches. The numerical schemes
that are designed in these works extend to this new context the relaxation scheme and
the approximate Riemann solver that were presented in the first part. A part of these
results was obtained in the context of P. Ung’s PhD thesis, defended in 2016.

There are a lot of perspectives in this field. First we demonstrated very preliminary
results when stochastic sediment fluxes are considered, that have to be investigated in
a more proper way. Second we now work on the derivation of alternative models that
have better mathematical properties and that are able to reproduce more sophisticated
physical processes like dune formation.

The third part of the manuscript is devoted to the study of Saint-Venant system
(0.0.6)-(0.0.7) with Coriolis source term that is used as a first step to model large scale
flows on Earth.

The presented works [AKO09, AKNV11,ADD"17,ADOP17,ADOP18] focus on two
fundamental properties of numerical methods, the conservation properties and the pre-
servation of stationary states, also well-known as the well-balanced properties. A part
of these results was obtained in the context of M.H. Do’s PhD thesis, defended in 2017.

The finite volumes methods presented in the first part are naturally conservative
for standard applications. But in the context of flows in rotating domains, the question
is more tricky since the computed variable is the momentum in the rotating frame
whereas the conserved variable is the momentum in the inertial frame. In [AKOQ09] we
were able to design a finite volume scheme in the rotating frame that exactly preserves
the momentum in the inertial frame. The key point is to modify the usual way to deal
with this kind of problems : instead of first changing the referential then discretizing
the equations, we simply reverse the order of the operations.

In a second series of publications [ADD*17, ADOP17, ADOP18] we extend what
we present in the first part about well-balanced numerical methods. Here also the pro-
blem is more tricky since the so-called geostrophic equilibria refer to stationary states
with non-zero velocities. We first exhibit that in the context of colocated finite volume
methods, the existing schemes are not well-balanced for two-dimensional flows. Then
we combine well-balanced technique [BLV04] with works devoted to the low Mach li-
mit [DellOb] to design numerical schemes that are proved to be stable under a usual
CFL conditions and well-balanced in a linear context. We now work to extend these
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results to the non-linear framework and to staggered grids.

The fourth part of the manuscript is devoted to the study of a new numerical me-
thod to compute approximate solutions for primitive equations (0.0.8)-(0.0.9) through
the derivation of a multi-velocities Saint-Venant system, introduced in [ABPSM11b,
ABPSM11a]. We first recall the main properties of this system and the related nume-
rical method, based on an extension of kinetic schemes. Then we present two recent
works related to this subject.

The first article [ABSM17] deals with the control of the discrete entropy production
for partially implicit (often called IMEX) kinetic schemes applied to the multi-velocities
Saint-Venant system. It is a generalization to this new framework of the method we
presented in [ABBSM16] that was mentioned in the first chapter. As in this previous
work, we are able to show that when no topography source term is included, the discrete
entropy is decreasing. The extension of this result to incompressible variable density
flows is in progress.

The second work [AAGP17] is devoted to the solution of the Riemann problem for
the two-dimensional two-velocities model. We first deal with the one-dimensional case
that we identify, for regular solutions and after a change of unknowns, to the Euler
equations for gas dynamics. It allows us to propose a definition of the discontinuous
solutions of the Riemann problem. Then we turn to the two-dimensional case. The
problem is more tricky but here also we are able to propose a unique definition of the
admissible discontinuous solutions by proving that any monotone regularization of the
discontinuities leads to the same jump relations, even when resonance and coalescence
of waves are considered. We now try to extend this result for the two-velocities model
with variable density on one hand and for the two-velocities model with non hydrostatic
terms on the other hand. Note that this solution of the Riemann problem can be used
to validate the numerical methods.

We finally present two works that are related to the previous chapters. The first
one [ABSMS11] is devoted to numerical simulations for sediment transport processes
when the fluid is described with the multi-velocities Saint-Venant system. It presents
the extension of a finite volume method that uses the method of characteristics as
a predictor step, called FVC and introduced in [BS10]. This is a preliminary work
that proves the multi-velocities Saint-Venant system can be used to obtain a better
approximation of the fluid velocity near the bottom since this velocity has a direct
influence on the erosion process. The second one [ADM10]is devoted to domain decom-
position methods for primitive equations with Coriolis force, and more particurlarly to
the computation of well adapted transmission conditions for Schwarz wave relaxation
type methods, see [GHO7]. Here also, we use a decomposition of the solutions of the
primitive equations on a particular basis, but it is no more a finite volume type discre-
tization but a decomposition on the eigenmodes of the second derivative in the vertical
direction. The first mode is then solution of a linearized Saint-Venant system whereas
the other modes are solution of coupled advection-diffusion equations. In particular,
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the present work generalizes the results in [Mar09] where transmission conditions for
a Saint-Venant system with no advection term were derived, but only well-posedness
of the algorithm is proved. The study of the convergence of the algorithm is limited
to numerical tests. We would like to extend this work to the derivation of adapted
transmission conditions where flows near geostrophic equilibrium are considered.

The last part of the manuscript draws some perspectives for future works, including
aspects of modeling, numerical resolution techniques and issues related to the consi-
deration of uncertainties in models. It details the perspectives that were previously
mentioned at the end of each chapter.

At the beginning of each chapter, I give a list of publications that deal with the
topic of the chapter and for which I am one of the authors. This list gathers seventeen
articles in international journals and eight publications in proceedings of international
conferences or summer schools. Two publications are also under review process and
can be read on platform HAL.
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Chapitre 1

Simulation numérique pour les
écoulements en eaux peu profondes

Cette premiere partie est consacrée a un rapide descriptif des points abordés durant
ma these de doctorat (schémas cinétiques et reconstruction hydrostatique, notamment)
ou de schémas numériques classiques (schémas de relaxation, solveurs de Riemann ap-
prochés) et qui ont servi de base aux travaux menés par la suite, présentés dans les
chapitres suivants. Elle mentionnera également deux travaux récents portant sur l'ana-
lyse de schémas numériques pour le systeme de Saint-Venant, avec une attention par-
ticuliere accordée a la notion d’entropie discrete en présence de terme source, question
qui reste encore largement ouverte. La encore, ces deux travaux ont servi de premiere
marche pour des développements vers des modeles plus complexes qui seront présentés
dans les chapitres 2 et 4 de ce mémoire.

Les travaux décrits dans cette partie ont donné lieu a plusieurs publications dans des
revues internationales a comité de lecture.

Audusse E.; Modélisation hyperbolique et analyse numérique pour les écoulements en
eaux peu profondes; These de doctorat, UPMC, 2004.

Audusse E. & Bristeau M.O.; Transport of Pollutant in Shallow Water Flows : A Two
Time Steps Kinetic Method; M2AN Math. Model. Numer. Anal., 37 (2003) 389-416.

Audusse E., Bouchut F., Bristeau M.O, Klein R. & Perthame B.; A fast and stable
well-balanced scheme with hydrostatic reconstruction for Shallow Water flows, SITAM
Journal of Scientific Computing, 25 (2004) 2050-2065.

Audusse E. & Perthame B.; Uniqueness for discontinuous flux via adapted entropies;
Proc. of the Royal Society of Edinburgh - Section A : Mathematics, 135 (2005) 253-265.

Audusse E. & Bristeau M.O. ; A well-balanced positivity preserving second-order scheme
for shallow water flows on unstructured meshes, Journal of Computational Physics, 206
(2005) 311-333.
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Audusse E.; Chalons C. & Ung P.; A simple well-balanced and positive numerical
scheme for the shallow-water system, Communications in Mathematical Sciences, 13
(2015) 1317-1332.

Audusse E. ; Bouchut F.; Bristeau M.O. & Sainte-Marie J.; Kinetic entropy inequality
and hydrostatic reconstruction scheme for the Saint-Venant system, Math. Comp., 85
(2016) 2815-2837.
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1.1 Le systeme de Saint-Venant

Le systeme de Saint-Venant est un systeme hyperbolique de lois de conservation,
introduit & la fin du dix neuvieme siecle [dSV71], qui permet de modéliser les fluides
géophysiques a surface libre en écoulements dits peu profonds, méme si la principale
hypothese physique effectuée devrait plus proprement étre qualifiée de régime ondes
longues. Ce systeme présente deux avantages principaux :

— une validité expérimentale largement reconnue au fil des comparaisons effectuées
depuis plusieurs décennies, doublée plus récemment d'une étude, au moins for-
melle, de ses liens avec des modeles fluides plus généraux, équations de Navier-
Stokes pour un fluide incompressible a surface libre notamment, voir [GPO01,
FS04, Mar07, DBMS09] ;

— une résolution numérique considérablement simplifiée par rapport a ces modeles
plus généraux, notamment via une réduction des dimensions du probleme, per-
mettant une mise en ceuvre sur des échelles de temps et d’espace tres étendues
et dans des logiques industrielles, voir les suites logicielles DELTARES [Del],
HECRAS [Hec], MIKE [Mik] ou TELEMAC [Tel].

Le systeme de Saint-Venant est ainsi toujours tres utilisé, au moins en premiere ap-
proche, pour la simulation de nombreux phénomenes géophysiques d'une importance
cruciale : écoulements en rivieres et baies cotieres, inondations, transport de polluants,
qualité d’eau, étude climatique... Les échelles de temps et d’espace mises en jeu rendent
toute expérimentation en vraie grandeur impossible. Les expérimentations a échelle
réduite sont possibles, mais cottent cher et sont parfois tres complexes a mettre en
ceuvre. On comprend alors pourquoi la simulation numérique est un enjeu majeur,
d’autant que les moyens informatiques disponibles sont maintenant tres conséquents
a un cout restreint. Ces deux dernieres décennies ont ainsi vu un engouement sans
précédent pour la résolution numérique du systeme de Saint-Venant, permettant des
simulations dans des cas d’applications complexes et assurant la préservation de cer-
taines propriétés importantes des solutions.

Je me limiterai ici au cadre volumes finis [LeV02, GR96, Tor97, EGHO0O0|, qui est bien
adapté a la résolution de ces problemes. Notons tout de méme qu’il existe des travaux
utilisant les éléments finis, voir par exemple [LRC03, HLRLDO05,Her07], les schémas aux
résidus, voir par exemple [RADO7,Ric15] ou les méthodes de Galerkin discontinues, voir
par exemple [TPA07,EPD08,XZC10,DC13,DM14,VBB15]. Dans le cadre volumes finis,
les propriétés de conservation (de la masse, ou de la quantité de polluant), inhérentes a
la méthode, ne sont pas un objet d’étude. Depuis vingt ans, dates des travaux pionniers
sur le sujet [BV94, GL96], les recherches se sont ainsi concentrées sur les propriétés de
stabilité non linéaire (positivité de la hauteur d’eau, principe du maximum pour un
éventuel traceur, inégalités d’entropie discretes) et sur les propriétés de préservation
des états stationnaires, avec une attention particuliere pour 1’équilibre dit du lac au
repos, ce qui a donné lieu au développement des schémas dits well-balanced. Mon travail
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de these, terminé en 2004, s’est inscrit dans cette dynamique et a notamment porté sur
la dérivation, ’analyse et la mise en ceuvre, dans ce cadre volumes finis, de nouveaux
schémas cinétiques avec reconstruction hydrostatique qui satisfont presque toutes les
propriétés listées ci-dessus. Presque car 'inégalité d’entropie, en présence d’un terme
source, n’est vérifiée qu’au niveau semi-discret (un des deux travaux récents qui sera
détaillé a la fin de ce chapitre porte sur une analyse plus fine de cette erreur d’entropie
au niveau discret). Ces travaux ont servi de fondations a la plupart des travaux que
j’ai menés depuis et qui sont présentés dans les autres parties de ce manuscrit. Il m’a
ainsi semblé utile de les rappeler brievement. Nous détaillons notamment dans la suite
de ce chapitre les deux points suivants :
— linterprétation cinétique du systeme, et son utilisation pour construire des
schémas numériques présentant de bonnes propriétés de stabilité non-linéaire ;
— la méthode de reconstruction hydrostatique, qui permet de construire des schémas
numeériques dits well-balanced car préservant 1’équilibre du lac au repos.
Il est important de noter que ces développements numériques ont été intégrés depuis
une dizaine d’années dans la suite logicielle TELEMAC, développée et gérée par le
LNHE (Laboratoire national d’hydraulique et d’environnement du groupe EDF-R&D),
et sont donc utilisés quotidiennement dans le cadre des études effectuées par les équipes
de cette entreprise, et par toutes celles qui utilisent ce logiciel, aujourd’hui distribué
sous une licence libre de droits. Cette collaboration avec le LNHE s’est poursuivie et
certains développements plus récents présentés dans les chapitres suivants ont eux aussi
vocation a étre intégrés dans cette suite logicielle. De plus, au moins trois autres codes
de calcul, développés par des équipes de recherche dans des centres universitaires ou
des instituts de recherche, mais utilisés pour des études dans des configurations réelles,
ont également intégré une partie des schémas proposés dans ces travaux :
— lelogiciel FRESHKISS-3D, développé par I’équipe-projet ANGE (INRIA-CEREMA-
UPMC-CNRS)

— le projet FULLSWOF, développé par le laboratoire de mathématiques de I'uni-
versité d’Orléans (MAPMO), autour notamment de S. Cordier, O. Delestre,
C. Laguerre et C. Lucas.
http://www.univ-orleans.fr/mapmo/soft/FullSWOF/

— le projet GERRIS et sa nouvelle mouture BASILISC, soutenus par le Natio-
nal Institute of Water and Atmospheric research (NIWA, Nouvelle-Zélande) et
I'Institut Jean le Rond d’Alembert (UPMC), et dont le développeur principal
est S. Popinet.
http://gfs.sourceforge.net/wiki/index.php/Main_Page http://

1.1.1 Ecriture du systeme

Dans la version monodimensionnelle introduite en 1871 dans un Compte-Rendu a
I’Académie des Sciences rédigé par I'ingénieur des Ponts et Chaussées Adhémar Jean-
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Claude Barré de Saint-Venant [dSV71], le systeme décrit 1’écoulement de ’eau dans un
canal rectangulaire a fond horizontal et sans frottement et s’écrit :

Oih + 0y (hu) = 0, (1.1.1)
gh®
O (hu) + 0, (hu2+7> = 0. (1.1.2)

Les inconnues sont la hauteur d’eau h(t,x) > 0 et la vitesse de la colonne d’eau
u(t,x) € IR. Le parametre g désigne la gravité et la seconde variable conservative est
souvent notée g = hu et désigne le débit de I’écoulement.

Dans 'article de Saint-Venant, la vitesse u est introduite directement comme vitesse
de la colonne d’eau. La vitesse de ’écoulement est donc supposée constante dans la
direction verticale : tous les points de la colonne d’eau, du fond jusqu’a la surface,
ont la méme vitesse horizontale. I’auteur justifie ce choix par un certain nombre d’hy-
potheses qui le rendent réaliste (canal rectangulaire, fond plat, pas de frottement...).
Des travaux récents, dans la lignée de [GPO01], voir aussi [FS04, Mar07, DBMS09], ont
montré que ce systeme pouvait étre obtenu formellement comme une approximation
au premier ordre des équations de Navier-Stokes incompressibles a surface libre, sous
I’hypothese dite d’eau peu profonde, qui consiste en fait a se focaliser sur les ondes
longues de I’écoulement en introduisant des dimensions caractéristiques dans les direc-
tions verticales et horizontales et en supposant que la premiere est tres petite devant
les secondes. Dans ce cas, la vitesse u désigne la vitesse horizontale moyenne (dans la
coordonnée verticale) de 1’écoulement et les équations du systeme (1.1.1)-(1.1.2) sont
obtenues par intégration (selon la coordonnée verticale) des équations de Navier-Stokes.
La premiere équation (1.1.1) est exacte. La seconde (1.1.2) est une approximation au
premier ordre liée a I'hypothese effectuée. Notons qu'une des conséquences de 1'hy-
potheése d’eau peu profonde est le caractére hydrostatique (au premier ordre) de la
pression dans I’écoulement. Une autre voie pour obtenir les équations de Saint-Venant
est donc de partir des équations d’Euler avec hypothese de pression hydrostatique, mais
il faut alors de nouveau supposer a priori le caractere constant de la vitesse horizontale
dans la coordonnée verticale.

Pour des applications réalistes, il faut considérer une version bidimensionnelle du
systeme qui peut inclure plusieurs termes sources. Nous choisissons ici d’inclure deux
termes moteurs liés respectivement a la topographie du bassin et a la rotation ter-
restre (force de Coriolis) et des termes dissipatifs liés entre autres a l'interaction de
I’écoulement avec les parois solides. Dans les chapitres qui suivent, nous rencontrerons
régulierement ce systeme, parfois dans une version plus simple pour se focaliser sur tel
ou tel aspect du probleme. Le systeme de Saint-Venant s’écrit alors

Oh+V - (hu) = 0, (1.1.3)
8t(hu)+V-(hu®u)+V<gh2> = —ghVb—Qx hu—7(hu), (1.1.4)
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ou les inconnues sont toujours la hauteur d’eau h(t,z,y) > 0 et la vitesse horizontale
moyenne u(t, z,y) € IR?. La fonction 7 modélise les effets dissipatifs dus notamment
a la friction sur les parois. Le parametre ) est lié a la vitesse angulaire de la ro-
tation terrestre et la donnée b(x,y) note laltitude du fond du bassin. La quantité
n = h+ b est alors la cote de la surface libre de I’écoulement. Le membre de gauche du
systeme (1.1.3)-(1.1.4) est identique aux équations d’Euler isentropiques. La spécificité
du systeme de Saint-Venant réside dans la présence de termes sources. Quelques mots
a leur propos :

— la topographie b est ici présentée comme une fonction de ’espace. Elle est alors
une donnée du probleme et occupe une place centrale dans les applications
puisque sa variation est souvent le moteur de I’écoulement, en particulier pour les
applications en riviere. Le terme de topographie intervient aussi dans deux états
stationnaires caractéristiques du systeme de Saint-Venant, 1’équilibre du lac au
repos, qui sera étudié plus loin dans ce chapitre, et 1’équilibre pente-frottement.
Mais la topographie peut également étre une fonction du temps. Cette variation
peut étre 'effet de contraintes extérieures, par exemple des tremblements de
terre ou des glissements de terrain sous-marins, phénomenes qui peuvent étre a
I'origine des tsunamis. Mais la variation du fond peut aussi étre la conséquence
des contraintes exercées par I’écoulement fluide. Il s’agit alors de la modélisation
des phénomenes de transport sédimentaire, qui sera étudiée dans le chapitre 2
de ce mémoire. Dans ce cas, la fonction b devient une inconnue du probleme,
solution d'une équation de conservation supplémentaire.

— la forme du terme de frottement 7(h,u) peut varier. Par exemple, la dérivation
asymptotique évoquée plus haut [GP01] conduit les auteurs a considérer, au pre-
mier ordre, un terme de frottement linéaire du type xu. La forme quadratique en
vitesse, dite de Manning-Strickler, est néanmoins la plus utilisée dans les appli-
cations pour des écoulements en riviere [Her07,Del10a]. L'utilisation du systeme
pour la modélisation d’autres types d’écoulements, comme les avalanches ou les
coulées de boues, nécessite d’introduire des termes de friction différents, notam-
ment de type frottement de Coulomb [BMCPV03, BW04]. Le terme de frot-
tement intervient également dans 1’équilibre pente-frottement déja évoqué, et
qui occupe une place fondamentale quand on s’intéresse a des écoulements en
riviere. Il est surtout au coeur des phénomenes de transport sédimentaire que
nous étudierons dans le chapitre 2.

— le terme de Coriolis 2 x hu est important pour la modélisation des écoulements
aux grandes échelles océaniques [Ped03,ZMP03,BLV04]. Il pose alors des problemes
spécifiques, notamment dans la définition des états stationnaires, on parle alors
d’équilibre géostrophique, et des quantités conservées, importance de la vorticité
potentielle, sur lesquels nous reviendrons dans le chapitre 3 de ce manuscrit.
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1.1.2 Hyperbolicité, stabilité, équilibres

Nous présentons ici des propriétés importantes du systeme de Saint-Venant (1.1.3)-
(1.1.4). Notre démarche numérique veillera & ce que les solutions approchées satis-
fassent, quand cela est possible, I’ensemble de ces propriétés.

Hyperbolicité. En dehors des zones seches, le systeme de Saint-Venant (1.1.3)-(1.1.4)
est un systeme strictement hyperbolique de lois de conservation du premier ordre avec
termes sources. Il peut en effet s’écrire

AW + V- F(W) = S(W), (1.1.5)

ot W = (h, g, q,)" est le vecteur des variables conservatives et ol

o Gy 0
FW)=| 5 +% 5 et S(W)=| —ghdb+Qhv—7, |,
Gy % —gho,b — Qhu — 7,

désignent respectivement le flux et les termes sources. Des calculs classiques montrent
que le systeme s’écrit encore sous la forme quasi-linéaire

&W + DF,0,W + DF,0,W = S(W), (1.1.6)

ou DF, et DF, sont les matrices jacobiennes du flux

0 10 0 0 1
DF,=| % 4gh 2% 0 | et DF,=| =% ¢ %
i - A —tgh 0 2%

Suivant les techniques habituelles [GR96, Ser99], on introduit maintenant un vecteur
¢ € R? et on définit DF () = £,DF, + &,DF,. 1l vient que, pour tout ¢ € R?, la
matrice DF (&) possede trois valeurs propres définies par

)\1(5) = U —C )\2(5) = Ug¢ et )\3(5) :Ug—FC, (117)

ol ug = &4 + @%’ est la vitesse de I’écoulement dans la direction ¢ et ¢ = \/gh
représente la célérité de I'information dans I’écoulement. Si la hauteur d’eau est non
nulle, il apparait clairement que, pour tout £ non nul, A\;(§) < Ay(§) < A3(§), ce qui
démontre bien la stricte hyperbolicité du systeme. Notons que dans le cas monodimen-
sionnel (1.1.1)-(1.1.2), les valeurs propres sont

Ar = ut+/gh, (1.1.8)

et les conclusions restent identiques. Nous évoquerons souvent par la suite le nombre

de Froude, défini par

Fr:—U

VoH’
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ou H et U sont une hauteur et une vitesse caractéristiques de 1’écoulement considéré.
Ce nombre caractérise la nature de 1’écoulement, fluvial, quand il est inférieur a 1 et
que les deux valeurs propres ont des signes opposés, torrentiel, quand il est supérieur
a 1 et que les deux valeurs propres ont le méme signe, I'information ne se déplacant
alors que dans un sens.

Pour le moment, nous n’avons étudié que ’hyperbolicité du systeme homogene, sans
prendre en compte les termes sources. Plusieurs auteurs se sont penchés sur ’analyse
du probleme avec terme source de topographie. En une dimension d’espace, celui-ci

o
s’ecrit

Oh+ 8,(hu) = 0, (1.1.9)
2
Or(hu) + 0, (hu2 + %) = ghd,b. (1.1.10)

Ce systeme peut étre vu comme un systeme non conservatif de trois équations a trois
inconnues en ajoutant la variable b dans la liste des inconnues, mise a jour par I’équation

ob = 0. (1.1.11)
Il est facile de voir que les valeurs propres de ce systeme étendu sont alors

Ar =ux+/gh, X =0. (1.1.12)

L’étude du systeme est ici nettement plus délicate. D’abord, il s’agit d’un systeme non
conservatif. En présence d’une topographie discontinue, il faut alors donner un sens au
produit non conservatif, par exemple en utilisant la théorie développée dans [DMLM95].
Par ailleurs les valeurs propres ne sont plus ordonnées et, surtout, si Ay = 0 (ou
A_), deux valeurs propres sont égales, le systéme n’est plus strictement hyperbo-
lique et des phénomenes de résonance peuvent se produire. On peut alors montrer
que la solution du probleme n’est pas toujours unique. Nous renvoyons le lecteur
a [IT92, CLS04, GL04, And05] pour plus de détails. Nous présenterons dans le cha-
pitre 4 une étude portant sur un modele de Saint-Venant a deux vitesses et incluant
des phénomenes de résonance. Il existe par ailleurs plusieurs ouvrages de référence sur
les systémes hyperboliques [GR96, Ser99, LeV02, Daf05]. Nous insisterons ici sur les
spécificités liées a I’approximation numérique du systeme de Saint-Venant, notamment
les questions de stabilité non linéaire et d’équilibre.

Stabilité. Nous mentionnons ici trois propriétés distinctes, qui peuvent servir de
garde-fou pour les méthodes numériques, assurant que la solution approchée respecte
certains principes physiques de base.

Commencons par la nature conservative du systeme de Saint-Venant. Elle traduit le
fait que la quantité totale d’eau (ainsi que la quantité de mouvement en l'absence de
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termes sources) est constante, hors gain ou perte dus aux conditions limites.

Les variables conservatives du systeme de Saint-Venant, nous ’avons déja mentionné,
évoluent dans un demi-espace inclus dans IR?, puisque la hauteur d’eau reste positive.
Notons que, ici comme par la suite, nous entendrons toujours ce terme au sens de
positive ou nulle. La présence éventuelle de zones seches dans I’écoulement, déja men-
tionnée elle aussi au paragraphe précédent, rend cette propriété de stabilité centrale.
Nous pouvons exhiber une troisieme propriété de stabilité liée a la décroissance de
I'énergie mécanique associée au systeme de Saint-Venant. Le systeme (1.1.3)-(1.1.4)
admet en effet I’énergie suivante

h|ul? h
E(t,z,y) = E.(h,u) + E,(b,h) = T—i—gh b—i—§ , (1.1.13)

ou FE. désigne 'énergie cinétique du systeme et £, son énergie potentielle. On montre
que les solutions du systeme de Saint-Venant vérifient I'inégalité suivante

gh®

I’égalité étant évidente pour les solutions régulieres, en 'absence de frottement, et
I'inégalité, pour les solutions discontinues admissibles, résultant de calculs classiques,
par exemple via la méthode de régularisation visqueuse, voir [Ser99]. L’énergie mécanique,
dont il est facile de vérifier qu’elle est convexe par rapport aux variables conservatives,
agit donc ici comme une entropie mathématique. Dans le cas du systeme homogene
(sans termes sources), et en dimension un, 1’énergie mécanique n’est qu’une des entro-
pies qu’il convient d’associer au systeme pour que le probleme soit bien posé. Cette
question ne sera pas traitée ici et on renvoie le lecteur aux ouvrages [Ser99, Daf05]
et [LPT94,LPS96] pour le cas particulier des équations d’Euler isentropiques. En deux
dimensions d’espace ou quand le systeme contient le terme source de topographie, il
n’existe plus de famille complete d’entropies mathématiques. Des lors, et méme si la
seule inégalité (1.1.14) n’est pas suffisante pour une étude mathématique rigoureuse,
elle assure néanmoins la présence d’une borne supplémentaire sur une certaine fonction
positive des inconnues du systeme et peut fournir des informations sur le choix d’une
solution physique du probleme.

Dans le cadre qui nous intéresse ici, celui du calcul de solutions approchées du systeme
(1.1.3)-(1.1.4), il est important de veiller a la préservation de ces propriétés. La méthode
des volumes finis, présentée dans la section 1.2.1, vérifie par construction les propriétés
de conservation. Les propriétés de positivité et de décroissance de 1’énergie sont plus
délicates a satisfaire, mais il existe maintenant de nombreux schémas numériques qui
remplissent ces deux criteres quand ils sont appliqués au systéme homogene, voir par
exemple [GR96, Tor97, LeV02, Bou04a]. Reste maintenant & conserver ces propriétés
tout en respectant certains équilibres du systeme, ce que nous évoquons maintenant.
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Equilibres. L’existence d’états stationnaires non triviaux, i.e. pour lesquels les in-
connues ne sont pas constantes sur le domaine, est une des spécificités du systeme de
Saint-Venant, liée a la présence des termes sources, et qui le distingue, par exemple, des
équations d’Euler isentropiques, méme s’il existe certaines applications particulieres ou
I'on peut rencontrer des problemes analogues [CSS14]. Cette question a été un sujet de
recherche important depuis le milieu des années 1990, et de nombreuses publications
lui ont été consacrées jusqu’a aujourd’hui, voir par exemple les références citées dans
les ouvrages [Bou0Oda, Gos13, MC17,Xin17]. La famille d’équilibres la plus étudiée est
liée a la présence du terme source de topographie. Pour le systeme en dimension un
(1.1.9)-(1.1.10), en 'absence de frottement et de forces de Coriolis, et pour des solutions
régulieres, les équilibres sont caractérisés par les relations suivantes

0pq = 0, H = 0, (1.1.15)

ot H(t,x) = u*/2+ g(h +b) désigne la charge hydraulique. Notons que si les solutions
présentent des discontinuités, il convient, au niveau des chocs, de remplacer ces relations
par les relations de Rankine-Hugoniot correspondant & un choc stationnaire (sur fond
plat)

[a =0, [l +gh®/2] =0,

ou [.] désigne le saut d'une quantité a travers une discontinuité. En dimension deux, voir
le systeme (1.1.3)-(1.1.4), toujours pour des solutions régulicres, les états stationnaires
sont caractérisés par les relations suivantes

V- (hu) =0, VH—(Z)qu:Q (1.1.16)

oll I'opérateur Vx est ici défini de R? dans R. On retrouve alors les équilibres mo-
nodimensionnels (1.1.15) lorsque l'on suit les lignes de courant. Celles-ci, pour des
écoulements en géométrie complexe, ne peuvent étre établies a priori et le maillage
n’a donc aucune raison d’étre correctement adapté. Il apparait donc tres difficile de
préserver numériquement I’ensemble des équilibres bidimensionnels excepté celui, déja
mentionné, qui correspond a une zone au repos, et dont la caractérisation est indépendante
de la dimension considérée

h+ b= ny, u=0. (1.1.17)

Cet état stationnaire particulier, dit du lac au repos, est important car de nombreux
écoulements, en lacs ou en baies cotieres, sont des perturbations autour de cet équilibre.
Il est donc fondamental d’éviter que des artefacts numériques viennent perturber la so-
lution approchée. Or la préservation, au niveau numérique, de ces états stationnaires,
et méme du plus simple d’entre eux (1.1.17), n’a rien d’évident. Ils correspondent en
effet a un équilibre entre termes de flux et termes sources, dont les discrétisations ne
sont a priori pas corrélées, les termes de flux, dans une approche volumes finis explicite
en temps, étant toujours décentrés pour assurer la stabilité de la méthode, ce qui n’est
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pas forcément le cas des termes sources.

Il existe deux autres catégories d’états stationnaires. La premiere, étudiée depuis
tres longtemps par les hydrauliciens [Che76,Man91] car déterminante pour les écoulements
en riviere, mais moins étudiée par les numériciens car il s’agit de I’équilibre entre deux
termes sources constants, a priori relativement facile a satisfaire au niveau discret,
correspond a un équilibre, dans le cas d'une pente constante, entre ce terme de pente
et les termes de frottement, c’est-a-dire, avec les notations du systeme (1.1.3)-(1.1.4)

—ghVb —71(h,u) = 0.

Cette relation permet alors de relier hauteur d’eau et débit dans un fleuve ou une
riviere en régime stationnaire, une fois connu le coefficient de frottement. Inversement,
il permet d’estimer ce coefficient si hauteur d’eau et débit ont été mesurés. Notons
qu’on peut montrer que les solutions constantes de cet équilibre ne sont stables que
pour des nombres de Froude pas trop grands, la solution présentant au-dela une forme
caractéristique appelée roll waves, voir [Nob07, Nob09].

La troisieme catégorie d’états stationnaires résulte d’un équilibre, dans une version
linéarisée du systeme, entre terme de pression et terme de Coriolis, i.e. avec les notations
du systeme (1.1.3)-(1.1.4)

gVh+Q xu=0.

Cet équilibre est connu sous le nom d’équilibre géostrophique. Aux grandes échelles,
les écoulements atmosphériques et océaniques sont la plupart du temps des pertur-
bations de cet équilibre [Ped03, OWE12], qu’il est donc la aussi tres important de
bien représenter dans les solutions approchées. Cet équilibre présente une compléxité
supplémentaire par rapport a I’équilibre du lac au repos car il met en jeu des vitesses
non nulles.

1.2 Schémas numériques pour le systeme de Saint-
Venant

1.2.1 Les volumes finis

La méthode des volumes finis, que nous décrivons ici, est intimement liée au ca-
ractere hyperbolique du systeme de Saint-Venant et au fait qu’il s’agit, au moins par-
tiellement, d’une loi de conservation. En effet cette méthode, développée initialement
dans le cadre du traitement numérique des équations d’Euler, présente le grand intérét
d’étre intrinséquement conservative et s’adapte tres bien a I’aspect discontinu des solu-
tions. Il s’agit ici de découper I'espace en cellules, notées C;, polygones dont la forme et
le nombre de cotés peuvent varier dans le domaine de calcul, puis d’intégrer le systeme
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considéré sur chaque cellule et sur un pas de temps. Apparaissent alors les moyennes
des solutions sur chaque cellule et des termes de bords, autrement dit les flux échangés
entre les cellules au niveau de leur frontiere, ou interface. Ainsi le flux sortant d’une
cellule est égal a celui qui rentre dans la cellule voisine, d’ou un algorithme conservatif.
[1 n’y a plus alors qu’a définir une approximation consistante de ces flux pour construire
une suite numérique qui approchera la moyenne des solutions sur les cellules, d’ou des
solutions constantes par morceaux et donc naturellement discontinues, suite définie par
la récurrence

W — W 407 Y i Fa, = AL"S) (1.2.1)

JEV;

Dans la notation o = At"/|C;|, At™ désigne le pas de temps et |C;| le volume de
la cellule C;. La notation V; désigne I’ensemble des cellules adjacentes a la cellule Cj,
i.e. partageant une interface avec elle. La notation /;; désigne la mesure de l'interface
séparant les cellules C; et C;. La notation Fy,, dénote le flux numérique, i.e. une
approximation du flux normal entre les cellules C; et C}. Ce flux normal est mesuré
dans la direction de la normale sortante, vue de la cellule C}, et par unité de surface.
Enfin, la notation S]* désigne une approximation des termes sources. Ne reste alors
qu’a établir les formules définissant ces approximations des flux et des termes sources,
a partir des valeurs W; sur les cellules, pour clore la méthode. Nous nous restreindrons
ici aux schémas explicites dits a trois points pour lesquels les flux s’écrivent

Fu,, = F(WP, WD). (1.2.2)

On montre facilement que la consistance de la méthode se ramene a la propriété suivante
sur le flux numérique

F(W,W) = F(W)n;; (1.2.3)

L’utilisation de schémas explicites en temps conduira naturellement a l'introduction
d’une condition de type CFL sur la taille du pas de temps afin d’assurer la stabi-
lité du schéma. Une technique d’implicitation partielle, de type IMEX, sera étudiée
dans le chapitre 4 quand nous étendrons ’approche présentée ici a ’approximation
des équations primitives, i.e. les équations d’Euler incompressibles et hydrostatiques a
surface libre. Notons enfin que la structure du systeme de Saint-Venant, notamment
son invariance par rotation, permet de simplifier le calcul du flux F(W*, W) en se
placant dans le référentiel lié a l'interface considérée. Les inconnues du probleme sont
alors la hauteur d’eau et les vitesses normales et transverses a l'interface et le systeme
(1.1.3)-(1.1.4) se décompose en deux sous problemes :
— le systéeme monodimensionnel (1.1.1)-(1.1.2) dont les inconnues sont la hauteur
d’eau et la vitesse normale a I'interface;
— une équation de transport sur la vitesse transverse, transportée a la vitesse
normale.
Une fois calculé le flux de masse pour le probleme monodimensionnel, celui-ci peut
donc étre utilisé pour transporter la vitesse transverse a l’aide d’'un simple schéma
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décentré amont, voir [GR9I6, Tor97,LeV02]. Le probleme se rameéne donc au calcul des
flux pour le probléme monodimensionnel, voir [ABO5] pour plus de détails. La plupart
des calculs seront donc écrits par la suite en une dimension d’espace.

Un des schémas volumes finis les plus naturels a été proposé par Godunov [God59].
L’idée est de définir le flux (1.2.2) en utilisant la solution d'un probléme de Riemann
dont les données sont les valeurs W;" et W}'. Le probleme de Riemann monodimen-

sionnel est un probleme de Cauchy avec une donnée initiale particuliere constituée par
deux états constants

W, <0
WO(x) = { Wi o0 - (1.2.4)

On montre facilement que la solution de ce probleme est autosimilaire, i.e. ne dépend
que de la variable ¢ = z/t. Elle sera notée dans la suite W7 (u;, u,, (). Supposant connue
cette solution sur chaque intervalle [z;, z;11] entourant I'interface 1,2, le schéma de
Godunov peut étre interprété de deux manieres, équivalentes pour un systeme conser-
vatif. La premiere consiste simplement a définir le flux numérique a 'aide de la solution
calculée sur l'interface par la relation

FOWP, W) = F(W (W), W7, 0)), (1.2.5)

puis & calculer la nouvelle solution U™ par la formule (1.2.1). La deuxiéme maniére
de décrire le schéma consiste & calculer la nouvelle solution W;**! comme la moyenne
sur la cellule C; des solutions des problemes de Riemann aux interfaces x;_;/, et
Ti+1/2, utilisées respectivement sur les demi-cellules [z;_1 /2, ;] et [z;, ;11 /2]. Dans cette
deuxieme interprétation, il est facile de montrer que le schéma ainsi défini possede de
bonnes propriétés, notamment au niveau de la stabilité. En effet, la premiere étape
consistant a calculer une solution entropique du probleme de Riemann, les propriétés
sont évidemment satisfaites, et la seconde étape, comme tout processus de moyenne,
préserve, par construction, les propriétés de stabilité. Notons que quand le systeme
n’est plus conservatif, ce qui est le cas du systeme de Saint-Venant avec terme source
de topographie, le calcul en termes de moyenne reste en tout point valable, ce qui n’est
pas le cas de la premiere interprétation puisque la solution du probleme de Riemann
peut étre discontinue a 'interface. Quoi qu’il en soit, le point clé de la méthode réside
donc dans le calcul de la solution du probleme de Riemann. Or, si ce calcul est sou-
vent simple dans le cas d’une équation scalaire sans terme source, il n'en va pas de
méme dans le cas d’un systeme, et encore moins pour un systeéme avec termes sources.
Dans le cas du systeme de Saint-Venant avec termes sources (1.1.3)-(1.1.4) qui nous
intéresse ici, la structure de la solution du probleme de Riemann dépend fortement du
choix des données initiales et peut étre tres complexe. Il existe méme des cas ou elle
n’est pas unique, voir [AB01, CLS04] pour plus de détails. 11 apparait donc nécessaire,
ou au moins intéressant, de proposer des schémas alternatifs. Nous présentons dans
la suite de ce chapitre trois types de schéma volumes finis que nous appliquons ici au
systeme de Saint-Venant avec termes sources (1.1.3)-(1.1.4) avant de les généraliser
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pour d’autres applications dans les chapitres suivants de ce mémoire. Nous commence-
rons par introduire dans la section 1.2.2 les schémas cinétiques, qui seront étendus au
cas des équations primitives, voir le chapitre 4, puis nous présenterons les schémas de
relaxation, section 1.2.5, et les solveurs de Riemann approchés, section 1.2.6, que nous
utiliserons ensuite dans le cadre des modeles de transport sédimentaire au chapitre 2.
Nous introduirons d’abord ’ensemble des schémas dans le cadre du systeme homogene,
i.e. sans termes sources, avant de les étendre au systeme avec termes sources. Dans ce
cadre, nous présenterons dans la section 1.2.3 une technique particuliere, dite de recons-
truction hydrostatique, introduite dans [ABBT04]. Dans un travail récent [ABBSM16],
nous avons montré que la reconstruction hydrostatique pouvait se réinterpréter dans
un cadre cinétique, ce qui permet alors une étude détaillée du comportement de 1’en-
tropie des solutions approchées. Nous détaillons ce point dans la section 1.2.4. Pour
plus de détails sur les différents schémas volumes finis proposés dans la littérature,
nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de référence [GR96, Tor97,LeV02] et plus par-
ticulierement au livre [BouO4a] qui traite spécifiquement des lois de conservation avec
termes sources.

1.2.2 Les schémas cinétiques

L’idée de base des schémas cinétiques est d'utiliser les liens qui unissent la mécanique

des fluides et les équations cinétiques de type Boltzmann. Les schémas cinétiques tels
que nous les présentons dans la suite ont été introduits dans [KP94,PQ94] pour le trai-
tement numérique des équations d’Euler et nous les avons utilisés dans [AB05] pour
le calcul de solutions approchées du systeme de Saint-Venant avec terme source de
topographie (1.1.3)-(1.1.4). Nous renvoyons a l'ouvrage [Per02] pour une présentation
complete des formulations cinétiques des équations hyperboliques.
Commengons ici par considérer le systeme de Saint-Venant monodimensionnel ho-
mogene. Tout le processus qui va étre décrit dans la suite repose sur la définition
d’un équilibre de Gibbs, autrement dit d’une densité microscopique de particules d'une
forme particuliere

M(t,2,€) = M(h(t, 2),€ — u(t,z)) = h(té"”) X (§ “C“’x)) , (1.2.6)
ot £ € R désigne une variable additionnelle, homogene & une vitesse, et & = ¢/v/2
avec ¢ = /gh la célérité de I'information dans I’écoulement. La fonction Y est une
densité de probabilité paire dont le deuxieme moment est égal a 1. Cette définition
permet d’établir un lien entre les niveaux cinétiques et macroscopiques, car le systeme
de Saint-Venant homogene peut étre obtenu comme moments d’ordre 0 et 1, en la
variable &, de I'équation cinétique de type Boltzmann
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pour un terme de collision Q(¢,x, &) qui satisfait, pour presque tout (¢,x),

/IR ( é ) Q d¢ = 0. (1.2.8)

Ainsi, on montre que les fonctions (h, q) sont solutions du systeme de Saint-Venant
(1.1.1)-(1.1.2) si et seulement si M (¢, x,&) est solution de I'équation cinétique (1.2.7).
Pour ¢ fixé, et si on ne tient pas compte de son second membre, I’équation (1.2.7) est
alors une simple équation de transport linéaire a coeflicient constant. La question de
sa discrétisation dans le cadre des volumes finis est classique et de nombreux schémas
numériques sont a notre disposition, par exemple le schéma décentré amont déja évoqué
plus haut

ST = M o (G M M) — (MY + €M) =0 (1.2.9)

avec les notations £, = max(0,&) et £ = min(0, &). Il suffit alors d’intégrer ce schéma
numérique, toujours en & et contre le vecteur (1, €)', pour obtenir un schéma numérique
consistant avec le systeme de Saint-Venant monodimensionnel homogene (1.1.1)-(1.1.2).
Le schéma résultant fait partie de la famille des flux vector splitting schemes, puisque
le flux a 'interface (1.2.2) peut s’écrire

F(Wi, Wiq) = FH(W) + F~(W],),

ou l'interprétation cinétique apparait au niveau de 1’écriture de chacun des demi-flux
FEW) = / ¢ ( L ) M (€) dE. (1.2.10)
£>0 13
£<0

Notons que le second membre de la relation cinétique (1.2.7) n’a pas été pris explici-
tement en compte dans le schéma proposé. Il intervient implicitement dans I’étape de
projection qui a lieu au temps t"*'. En effet, la densité de particules f;" L= obtenue
par le schéma (1.2.9) n’a aucune raison d’étre un équilibre de Gibbs de la forme (1.2.6),
mais permet tout de méme de recouvrir une quantité macroscopique W;"*! consistante
grace & la propriété (1.2.8). Le calcul d'un nouvel équilibre de Gibbs M par la
formule (1.2.6) a partir de ces grandeurs macroscopiques revient alors a prendre en
compte, en une seule fois et instantanément, toutes les collisions contenues dans le se-
cond membre. Il s’agit donc d’un simple splitting d’opérateurs sur I’équation cinétique
(1.2.7).

Ne reste pour clore la méthode qu’a définir la probabilité y qui intervient dans 1’équilibre
de Gibbs (1.2.6). Les conditions posées autorisent de nombreux choix. Trois contraintes
supplémentaires conditionnent néanmoins la faisabilité de la méthode. D’une part, la
probabilité y doit étre prise a support compact pour des questions de stabilité, la po-
sitivité de la densité ff“’_, et par la méme de la hauteur d’eau h?"*! obtenue par
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intégration de cette densité, étant démontrée sous une condition de type CFL qui fait
explicitement intervenir la taille du support w, de la probabilité x

A" < Az

~ max; (Jul'l + w,ér)’
dont on peut montrer qu’elle est toujours plus restrictive que la condition CFL classique

Ax

A< ——m——
maXi7k|)\i7k|7

ou A\ désignent les valeurs propres de la jacobienne du flux, données ici par la relation
(1.1.8), car on peut montrer que les contraintes sur la probabilité x imposent w, > V2.
D’autre part, il est préférable (indispensable?) que les calculs (1.2.10) puissent étre
menés explicitement pour éviter des processus d’intégration numérique cotiteux. Cette
contrainte limite les choix possibles a des densités de probabilité dont la définition reste
suffisamment simple pour permettre le calcul analytique des intégrales (1.2.10). Enfin,
si on souhaite, en plus de la positivité de la hauteur d’eau, étre a méme d’étendre
au niveau discret la propriété de décroissance de 1’énergie macroscopique (1.1.14), la
probabilité x devra étre choisie de maniere a minimiser une certaine énergie au niveau
cinétique. On peut montrer qu’il existe un unique choix de densité de probabilité y
satisfaisant ces trois contraintes, et la maxwellienne M est alors définie par

M(W,¢) = i(zgh— (f—u)2>1/2. (1.2.11)
g +

C’est cette densité de probabilité qui sera utilisée dans la section 1.2.4 pour analyser en

détail I’évolution de I’énergie des solutions approchées en présence d’un terme source

quand on utilise un schéma cinétique couplé avec la méthode de reconstruction hy-

drostatique présentée dans la section suivante. Dans I'article [ABO05] était utilisée une

densité de probabilité uniforme

X(7,y) = aljy<p,

ou I désigne la fonction caractéristique du domaine 2. Cette densité de probabilités
statisfait les contraintes imposées, mais, n’étant pas un minimiseur de 1’énergie au
niveau cinétique, elle ne permet pas de controler I’évolution de I’énergie macroscopique
du systeme.

1.2.3 La reconstruction hydrostatique

Reste maintenant a étendre ces schémas au systeme avec termes sources. Nous nous
limiterons ici aux problemes posés par la présence des termes sources de topographie.
Nous renvoyons au chapitre 2 pour le traitement des termes sources de friction et au
chapitre 3 pour les questions liées au terme de Coriolis. La construction de schémas
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équilibres, ou well-balanced, déja évoquée plus haut, a été le sujet de treés nombreux
travaux durant ces vingt dernieres années, voir par exemple, et par ordre chronologique,
la liste n’étant pas exhaustive [BV94, GLI6, VI8, Gos01, Jin01, PS01, ZCMIO01, Gal02,
GHNO3a, Par06, CDCFNP07, NXS07, BM08, BES10, BEKP11, BF12, CLGP13, DLM13,
SMSK16,MDBCF16,BC16,DB16]. Les ouvrages [Bou04a,Gos13| constituent de bonnes
références sur le sujet, voir aussi les chapitres [MC17,Xin17] pour des introductions
plus récentes. Nous présentons ici une méthode tres simple et tres générale, introduite
dans [ABBT04], qui peut s’appliquer en utilisant n’importe quel solveur de type vo-
lumes finis pour la partie homogene du systeme, et qui garantit la préservation de
certaines propriétés de stabilité si celles-ci étaient vérifiées par le solveur de départ, no-
tamment la positivité de la hauteur d’eau. Nous présenterons dans la section suivante
un travail récent qui apporte une information supplémentaire en termes de stabilité
quand la méthode est utilisée conjointement avec un schéma cinétique tel que celui
décrit dans la section précédente.

Nous avons montré que les solveurs cinétiques possédaient de bonnes propriétés de
stabilité non linéaire, notamment positivité de la hauteur d’eau et inégalité d’entropie
discrete, quand ils étaient appliqués au systeme de Saint-Venant sans termes sources. 11
est donc raisonnable de vouloir les étendre au systeme avec terme source de topographie
tout en préservant ces propriétés, mais en assurant également le caractere équilibre du
schéma.

Une premiere possibilité consiste a intégrer le terme source topographique dans
I'interprétation cinétique. Cela est aisé au niveau continu, puisqu’on montre que le
systeme de Saint-Venant avec termes sources de topographie peut étre obtenu par
intégration de 1’équation cinétique modifiée

DM + €0, M — g 0,b0:M = Q(t, x,€), (1.2.12)

dans laquelle on a introduit un terme potentiel. La prise en compte de la topogra-
phie dans l'interprétation cinétique au niveau discret est plus ardue et a été obtenue
dans [PSO01]. Les auteurs y étudient en effet la possibilité, pour une particule cinétique,
de passer, ou non, d’une cellule a 'autre, compte-tenu du rapport existant entre son
énergie cinétique propre et I’énergie potentielle liée a la différence de topographie entre
les deux cellules. Cette idée permet de développer un schéma monodimensionnel po-
sitif et entropique, au sens ou il satisfait un équivalent discret de I'inégalité d’énergie
(1.1.14), et préservant 1’équilibre du lac au repos (1.1.17). Cependant ce schéma utilise
des algorithmes complexes, difficiles a mettre en ceuvre en dimension deux. De plus
le calcul des solutions numériques nécessite plusieurs intégrations numériques, ce qui
induit des temps de calcul longs, notamment dans le cas bidimensionnel. Notons que
I'idée d’introduire la variation de topographie dans 1’équation cinétique est également
a la base des travaux de Xu [Xu02,Xu04], mais sans que des propriétés de décroissance
d’énergie soient établies. Remarquons enfin que, dans le cas scalaire, une interprétation
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cinétique du terme source, présentée dans [BPVO01], a permis de formuler un schéma
numérique qui préserve tous les équilibres et vérifie toutes les entropies discretes, et
pour lequel une preuve de convergence peut étre établie.

Devant la complexité algorithmique qui résulte d’une approche cinétique du terme
source, nous avons choisi ici de décrire une autre voie, qui consiste a adapter tout
schéma volumes finis écrit pour le cas du systeme de Saint-Venant sans terme source a
la prise en compte des termes sources de topographie, avec en téte deux prérequis : la
préservation des propriétés de stabilité du schéma sans terme source et la préservation
des équilibres du systeme avec terme source de topographie, et plus particulierement
de celui correspondant au lac au repos (1.1.17). Nous montrerons néanmoins dans la
section suivante que cette nouvelle méthode peut également s’interpréter dans un cadre
cinétique, ce qui nous permettra d’aller plus loin dans les propriétés de stabilité.

La méthode que nous proposons, dite de reconstruction hydrostatique, repose sur
I'idée suivante, présentée ici en une dimension d’espace, pour plus de simplicité. Dans
le cas du lac au repos, les termes de pression et de topographie s’équilibrent dans le
systeme (1.1.9)-(1.1.10) , ce qui s’écrit

2
B, (%) = —ghd,b. (1.2.13)

Apres intégration sur une cellule, nous obtenons donc une approximation consistante
du terme source de topographie

Tit1/2
- / gh0,bdx = ghﬁm_ - gh;ﬂm, (1.2.14)
Ti—1/2
qui nécessite la définition de hauteurs d’eau de part et d’autre des interfaces. Un moyen

simple de les obtenir est de considérer la forme algébrique (1.1.17) de I’équilibre du lac
au repos, ce qui mene aux définitions

_;'k+1/27 = h; +b; — :+1/27 _:+1/2+ = hiy1 + biy1 — b:+1/2' (1.2.15)

Ne reste plus alors qu’a définir une topographie a I'interface by, /- Nous considérons
ici la définition suivante
*
bi—l—% = max (bi,bi+1), (1216)
qui permet d’obtenir des bornes supérieures pour les hauteurs d’eau reconstruites. Nous
introduisons également des bornes inférieures en utilisant dans notre schéma les parties

positives des hauteurs d’eau reconstruites

i+1/2+ = Max (h;'k+1/2i, 0). (1.2.17)
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Nous considérons alors la discrétisation du terme source (1.2.14), avec h; Jo4 € lieu et
place de 154, et nous construisons les flux (1.2.2) a partir des valeurs reconstruites
aux interfaces (1.2.17) en lieu et place des valeurs sur les cellules. Notons que, dans
tout le processus de reconstruction, seule la hauteur d’eau est affectée, la vitesse restant
inchangée. On peut montrer, voir [ABB104], que, si on part d’'un schéma consistant
pour le systeme homogene et qui assure, sous une condition de CFL, la positivité des
hauteurs d’eau discretes et vérifie une inégalité d’entropie discrete, alors le schéma
ainsi construit est consistant avec le systeme avec terme source de topographie, vérifie
toujours, sous une condition de CFL inchangée, la positivité des hauteurs d’eau et
vérifie une inégalité d’entropie, mais seulement semi-discrete, i.e. dans la limite d’un
pas de temps tendant vers zéro, tout en préservant 1’équilibre du lac au repos. La
démonstration de la consistance des différents termes est presque immédiate et nous ne
la détaillons pas. Le point clé de la démonstration de la préservation de la positivité de
la hauteur d’eau est que les définitions proposées pour la topographie et les hauteurs
d’eau aux interfaces assurent

0 < min (hi_y /oy, hitiyp-) < max(hi_ypp, hityn ) < hi. (1.2.18)

La preuve de la préservation des états stationnaires liés au repos est due au fait que,
par construction,

hi+bi = hiy1 +bisn = hipa. = hizi o, (1.2.19)

ce qui entraine 'annulation des flux de masse et 1’égalité entre flux de quantité de
mouvement et termes sources quand la solution est a 1’équilibre, conséquences directes
de la propriété de consistance (1.2.3). La démonstration de I'inégalité d’entropie semi-
discrete est plus délicate. Nous ne la présentons pas ici puisque nous revenons sur ce
point dans la section suivante, dans le cas completement discret, et dans le cas parti-
culier ot le solveur de départ est le schéma cinétique présenté dans la section précédente.

Il existe des extensions de la méthode de reconstruction hydrostatique pour améliorer
la précision des schémas avec des reconstructions d’ordre élevé, voir par exemple
[CPMP07,CDLGP13]. La méthode a été modifiée pour préserver une plus grande classe
d’équilibres parmi les équilibres 1d (1.1.15), voir a ce sujet [BMdL10]. Des adapta-
tions ont été proposées pour adapter la méthode a la prise en compte d’autres termes
sources, voir || pour la prise en compte des termes de friction ou pour la prise en compte
des termes de Coriolis, sur laquelle nous reviendrons dans le chapitre 3. La méthode
peut également étre étendue a des contextes légerement différents, par exemple les
écoulements sanguins [DL13]. Enfin, des auteurs ont mis en lumiere des limitations
de la méthode, notamment sur de fortes pentes et pour des discrétisations grossieres
en espace, voir [Dell0Oal, ce qui a suscité des adaptations ne présentant plus cet in-
convénient [MdLCDP13, CN17].
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1.2.4 Reconstruction hydrostatique et schémas cinétiques

Nous avons vu que la reconstruction hydrostatique ne permettait pas d’assurer
une inégalité d’entropie discrete, mais seulement semi-discrete. Ici, nous présentons les
résultats d’un travail récent [ABBSM16] ou nous avons montré que, grace a une in-
terprétation cinétique de la reconstruction hydrostatique, il était possible de donner
une borne supérieure de la création d’entropie discrete. Il a depuis été étendu au cas
des équations primitives, voir chapitre 4. Ce résultat a permis par la suite d’établir une
démonstration de convergence pour le schéma [Lhé15, BL17], généralisant ainsi dans le
cas d’un systeme, des résultats de convergence basés sur une formulation cinétique qui
avaient été obtenus dans un cadre scalaire [WN0O,BPV01]. Nous présentons les calculs
en une dimension d’espace.

Dans le cas ou le solveur homogene est le schéma cinétique décrit dans la section
1.2.2, il est possible d’écrire la reconstruction hydrostatique au niveau cinétique

[ =M, — o (§I§<0Mz’+1/2+ +EMesoMiy1jo— + 0Mig1/o-

(1.2.20)
Mo M1/ — ELecoMi_1/24 — 5Mz‘—1/2+)a
ol les termes 0M; 10— et 0M;_y /o4 s’écrivent
5M’i+1/2— - (5 - uZ)(MZ - Mi+1/2—)7 (1221)
5Mi71/2+ = (f - uz)(Mz - M171/2+)>
et satisfont les propriétés macroscopiques
2 hE
/ OMi1jo-dE =0, / §0Mysrjo-dE = g — 9=, (1.2.22)
R R
: h?71/2+
/5M‘_1/2+ df = O, /£5Mz’_1/2+ dé = g? - gT, (1223)
R R

qui montrent qu’ils sont une représentation au niveau cinétique du terme source de
topographie, voir la relation (1.2.14). Grace a cette écriture au niveau cinétique, il est
possible de démontrer une inégalité d’entropie au niveau cinétique, qui se traduit au
niveau macroscopique par un controle de la création d’entropie du type

B g gt < B4 ghiht = 01( Gl — Gy jo)

n 2 ) R o 2 (1224)
+ C/B(O-z Um) g(bH—l bz) + g(bz bz—l) )

ou I'énergie E a été définie dans la relation (1.1.13) et sous une condition CFL du type

oTum < B <1, (1.2.25)
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avec vy, = max(|u;| + v/2gh;). 11 est important de noter que le terme apparaissant
sur la deuxieéme ligne de la relation (1.2.24) est un terme de création d’entropie, mais
qu’il est controlé uniquement par la donnée de la topographie b, indépendamment de la
solution (h, ) du probleme. Pour une topographie réguliere, ce terme est donc controlé
par la quantité (Az)?. Remarquer aussi que ce terme disparait si la topographie est
constante (on retrouve alors I'inégalité d’entropie associée au schéma cinétique dans
le cas homogene) et dans la limite ¢! tendant vers 0 (on retrouve alors 'inégalité
d’entropie semi-discrete associée a la reconstruction hydrostatique). Nous renvoyons le
lecteur au travail [ABBSM16] pour les détail de la preuve, basée sur la forme particuliere
de I’énergie au niveau cinétique et des possibilités de calcul qui en découlent.

1.2.5 Schémas de relaxation

Nous avons vu dans la section 1.2.1 que la difficulté principale inhérente a la
méthode proposée par Godunov était la difficulté a résoudre le probleme de Rie-
mann associé au systeme étudié, ici le systeme de Saint-Venant avec termes sources
(1.1.3)-(1.1.4). Dans la section 1.2.2, nous avons proposé une premiere méthode alter-
native, basée sur I'interprétation cinétique du systeme de Saint-Venant. Nous allons ici
généraliser cette approche, puisque la méthode conduisant a la définition d’un schéma
de relaxation consiste également a travailler non plus sur le modele de départ, mais sur
un autre modele qui possede trois propriétés essentielles :

— il tend formellement vers le modele de départ dans une certaine limite a préciser ;

— il est hyperbolique, ce qui assure le caractere bien posé du probleme de Riemann ;

— il est, dans un sens a définir, linéaire, et le probleme de Riemann associé est

donc (relativement) facile a résoudre.
On peut alors écrire un schéma de Godunov pour le modele relaxé et, dans la li-
mite adéquate, ce schéma fournira un schéma numérique consistant avec le modele
de départ. Cette technique a été introduite et étudiée il y a une vingtaine d’années
par plusieurs auteurs [Liu87, CL194,JX95, Nat96]. Elle a depuis été utilisée pour de
nombreux modeles liés & la mécanique des fluides [CC05, BBC*05, CC08,CSS14] et qui
présentent donc des similitudes avec la question qui nous intéresse. Elle est exposée
en détail dans le livre de F. Bouchut [Bou04al, voir aussi le mémoire d’habilitation de
C. Chalons [Cha08]. Il est clair que les schémas cinétiques, présentés dans la section
1.2.2, vérifient les trois propriétés listées ci-dessus et constituent donc un cas particu-
lier de schémas de relaxation pour le systeme de Saint-Venant sans termes sources, le
modele de relaxation associé étant ’équation de type Boltzmann (1.2.7) et le schéma
de Godunov se réduisant alors a un schéma décentré amont puisqu’il s’agit essentielle-
ment d’une équation de transport. Nous présentons dans la suite de cette section deux
autres schémas de relaxation, qui sont directement définis pour le systeme avec termes
sources, sans avoir besoin de faire appel a une méthode annexe comme la technique de
reconstruction hydrostatique, voir section 1.2.3. Le premier est décrit dans [Bou0O4a/, le
second est original, mais s’avere finalement identique au solveur de Riemann approché
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introduit dans [Gal02, Gal03], dont il donne donc une interprétation en termes de re-
laxation. Apres avoir introduit le cadre mathématique, nous commencerons par décrire
la méthode sur une équation scalaire, puis nous passerons au systeme de Saint-Venant
sans terme source avant de nous intéresser au systéme avec termes sources (1.1.3)-
(1.1.4). La encore nous présentons les calculs en une dimension d’espace pour plus de
simplicité.

Soit donc un systeme de lois de conservations hyperbolique non linéaire
oW + 0, F(W) =0. (1.2.26)

On introduit alors un systeme de relaxation dont le vecteur d’inconnues est de plus
grande dimension

T _ T AT

Wo=(W",Q),
et qui inclut des termes sources présents uniquement dans les équations portant sur les
inconnues auxiliaires ()

AW + 0, F(W) = ~S(W), (1.2.27)

avec

S(W) = (Sw (W), So(W)),  Sw(W)=0.

On suppose que le modele de relaxation (1.2.27) possede les trois caractéritiques citées
en début de paragraphe, plus des propriétés de stabilité qui seront détaillées plus
loin. On note W(t,z) la solution du modele de relaxation (1.2.27) et W(t,z) la so-
lution du modele de départ (1.2.26) pour une méme condition initiale W (0,x), les
données initiales auxiliaires Q(0, x) étant construites a partir des données initiales sur
W, Q(0,z) = Q(W(0,z)). Alors il existe un opérateur de réduction tel que, au moins
formellement,

P(W(t,z)) — W(t,z).

e—0

Le modele de relaxation (1.2.27) peut alors servir de base a la construction d’un schéma
numérique pour approcher les solutions du modele initial (1.2.26) par la procédure
suivante, utilisant un splitting d’opérateur. Partant de données W™, a linstant ", on
procede comme suit :
— construction d'un schéma de Godunov pour le modele (1.2.27) homogene (i.e.
sans terme source), utilisant la solution exacte du probleme de Riemann et
permettant le calcul de I'itéré suivant

W = H(Wn);

— prise en compte des termes sources S(W) par une relaxation instantanée (for-
mellement € = 0)

Wn+1 — Wn—i—l,—’ Qn—i—l — Q(Wn—H).
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Description dans un cas simple. Pour illustrer le propos, nous appliquons tout
d’abord la méthode de relaxation a une loi de conservation scalaire en une dimension
d’espace

Ou~+ 0, f(u) =0, u(0,2) = up(x) € R, (t,z) e Ry x R. (1.2.28)

On introduit une variable auxiliaire v, qui, formellement, sera consistante avec le flux
de I’équation de départ, et on construit le systeme d’équations d’ondes

Ou+0o,v = 0, (1.2.29)

o+ cou = = (f(u) —v), (1.2.30)

ou ¢ et € sont deux parametres positifs. Le parametre ¢ sera choisi ultérieurement de
maniere a assurer la stabilité du modele. La condition initiale sur v est donnée par

v(0,2) = f(up(z)) € R. (1.2.31)

Il est clair que le modele relaxé (1.2.29)-(1.2.30) est consistant, au moins formellement,
avec le modele initial (1.2.28) dans la limite € tend vers 0. De plus, si on fait abstraction
du second membre, il est hyperbolique et linéaire. Sa stabilité est assurée par la condi-
tion sous-caractéristique, voir [Liu87], qui impose que les vitesses d’onde du systeme
relaxé soient plus rapides que les vitesses d’onde du modele original, soit ici

c> | (), (1.2.32)

ce qui peut se traduire par le fait qu’il n’y a pas de perte d’information lors du passage
du modele original au modele relaxé. Une autre condition de stabilité parfois utilisée
repose sur un développement asymptotique du modele relaxé. De la deuxieme équation
du systeme (1.2.29)-(1.2.30), on obtient facilement pour des solutions régulieres

v = f(u)—e(Ow + o)

= f(u) — € (0, f(u) + ?0u) + O(e?)

= f(u) —e(f'(u)Ou + 20u) + O(e?)
= f(u) —e( — f'(u)®)0u + O(€®), (1.2.33)
et en reportant dans la premiere équation du systeme (1.2.29)-(1.2.30)

Ou+ 0, f(u) = €0, (¢ — f'(w)*)0pu) + O(e?). (1.2.34)

On retrouve ici I'idée de régularisation visqueuse évoquée dans la section 1.1.2. Cette
équation est en effet une équation de transport-diffusion sous la condition

¢ > (f'(w)?,
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qui assure donc la consistance (au deuxiéme ordre) du modele (1.2.29)-(1.2.30) avec
une équation stable. On retrouve la condition (1.2.32), mais la construction ne repose
pas sur le calcul explicite des valeurs propres de la Jacobienne du flux, qui peut étre
délicate, voire impossible, pour un systeme général. Notons que des conditions plus
générales, tenant compte en particulier des inégalités d’entropie associées au systeme
original, ont également été introduites [CLL94, Bou0O4b)].

Ici, le modele de relaxation (1.2.29)-(1.2.30), sans terme source, est tellement simple
que la résolution du probleme de Cauchy est évidente. On écrit le systeme sous forme
diagonale

Oh(u+v)+co(ut+v) = 0,
O(u—v)—cOy(u—v) = 0,

pour faire apparaitre des quantités, appelées invariants de Riemann forts, et qui sont
simplement transportées aux vitesses +c. On obtient alors tres facilement la solution

gt —cx) Fug(t +cx)  Lug(t — cx) —wvo(t + cx)

u(t,x) = 5 + . 5 : (1.2.35)
t— t t— — t
ot z) = vo(t — cx) 42—210( + cx) n Cuo( cx) . uo(t + c:v). (1.2.36)

Rappelons que ce qui nous intéresse pour mettre en ceuvre notre stratégie numérique
est la solution du probleme de Riemann, i.e. avec la condition initiale particuliere

u <0
up(z) = { ul a0 (1.2.37)

La condition initiale sur v (1.2.31) devient v; = f(w;) et v, = f(u,). On obtient alors,
d’apres les formules (1.2.35)-(1.2.36)

Uy r < —ct
u(t,z) =4 s(w+u)— =(flu) = flw)) —ad<z<ct, (1.2.38)
Uy ct <z
et également
ot 0) = L H ) et (1.2.39)

2 2
Comme expliqué précédemment, la résolution du probleme de Riemann permet alors
de mettre en place un schéma de type Godunov pour le systeme (1.2.29)-(1.2.30) ho-
mogene, soit en calculant la moyenne de la solution du probléme de Riemann (1.2.38)
sur la cellule Cj, soit en utilisant la valeur (1.2.39) obtenue pour 'inconnue v a U'inter-
face puisque celle-ci, comme nous 'avons déja dit, est consistante avec le flux dans la
limite € tend vers 0, voir la relation (1.2.33)
i) + fluily) e,

Fi+1/2 = 5 - §(Ui+1 —ug'), (1.2.40)
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ou le parametre ¢, conformément a la relation (1.2.32), peut étre défini par
¢ =max; (|f'(ul)]). (1.2.41)

Notons par ailleurs que, comme les problemes de Riemann ne doivent pas interagir entre
eux, il apparait naturellement une condition de type CFL construite sur la vitesse des
ondes ¢, et qui s’écrit donc, en utilisant la définition ci-dessus

n_ i (AT)

Le parametre ¢ peut étre choisi différemment de (1.2.41). On peut par exemple vérifier
que le choix ¢ = Ax/At, avec At vérifiant la condition CFL (1.2.42), satisfait la
condition (1.2.32). La définition du flux (1.2.40) correspond alors au schéma de Lax-
Friedrichs, introduit dans [Laxb4]. Le parametre ¢ peut également étre défini locale-
ment, a chaque interface. On peut par exemple considérer la définition, consistante
avec la relation (1.2.32)

Cirrje = max (|f ()|, [ (uiga))-

Le schéma obtenu s’identifie dans ce cas avec le schéma de Rusanov, introduit dans
[Rus61]. 11 est également possible de compliquer légerement le modele de relaxation
pour obtenir deux vitesses d’ondes ¢; et ¢, qui ne sont pas forcément 'opposé 1'une
de l'autre. On obtient alors le schéma HLL (pour Harten, Lax, van Leer) introduit
dans [HLvL83]. Il apparait donc que de nombreux schémas classiques peuvent se
réinterpréter dans un cadre relaxation, ce qui permet souvent de démontrer plus faci-
lement des propriétés de stabilité, voir [BouO4a].

Modeles de relaxation pour le systeme de Saint-Venant sans termes
sources. La méthode présentée dans le paragraphe précédent peut s’étendre aux
systémes, et en particulier aux équations de Saint-Venant (1.1.1)-(1.1.2). On com-
mence par étudier le probleme homogene. Une premiere possibilité consiste a appliquer
la méthode a chacune des équations du systeme, indépendamment de 'autre. Cette
méthode est décrite dans [JX95] ou elle est appliquée aux équations d’Euler. Pour le
systeme de Saint-Venant, on obtient le schéma décrit dans [DK03], étendu dans [DK04]
au cas avec transport d’une quantité par I’écoulement. La condition sous-caractéristique
(1.2.32) s’étend naturellement en tenant compte des valeurs propres de la matrice
jacobienne du flux. Cette méthode présente 'avantage d’étre tres générale mais, en
contrepartie, elle ne tient aucun compte des spécificités du systeme considéré. Nous
nous intéressons dans la suite a une autre méthode, introduite spécifiquement pour les
équations d’Euler, completes ou barotropes, et qui permet de linéariser le systeme en
n’introduisant qu’'une seule variable de relaxation. Cette approche est connue sous le
nom de méthode de relaxation a la Suliciu, en référence aux travaux [Sul90,Sul92]. Elle
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est décrite et analysée en détail dans [BouO4al. Elle consiste a introduire une variable
auxiliaire consistante avec le terme de pression et le systeme s’écrit alors

Oih + 0,.q 0, (1.2.43)

O+ 0y (hu* +7) = 0, (1.2.44)
2 1 h2

Oy + u0,m + %@u = - (97 — 7T) , (1.2.45)

ou c est a nouveau un parametre a déterminer pour assurer la stabilité du modele. Il
est aisé de montrer que ce systeme est hyperbolique et que ses valeurs propres sont
ordonnées

A =uxer, A, =u,

ol nous avons introduit la notation 7 = 1/h. Rappelons que les valeurs propres du
systeme de Saint-Venant monodimensionnel homogene sont données par (1.1.8), la
condition sous-caractéristique (1.2.32) s’écrit donc ici

¢ > hy/gh. (1.2.46)

On peut la encore montrer que la condition (1.2.34) conduit & la méme condition.
Notons que le systeme (1.2.43)-(1.2.45) peut étre écrit sous forme conservative, au
moins pour sa partie homogene, puisque la troisieme équation, en tenant compte de la
premiere, peut se écrire

Oy (h) 4+ 8, (hurm + c*u) = 0.

Notons également que le systeme (1.2.43)-(1.2.45) reste non-linéaire, contrairement au
systeme (1.2.29)-(1.2.30) ou a son extension au systeme de Saint-Venant présentée dans
[DKO03]. Néanmoins on peut dire que le systeme (1.2.43)-(1.2.45) est presque linéaire,
au sens ou tous les champs associés sont linéairement dégénérés, i.e. vérifient la relation

Vj VA r; =0, (1.2.47)

ol (Aj,r;); désignent les couples valeurs propres - vecteurs propres de la matrice ja-
cobienne du systeme (1.2.43)-(1.2.45). Ce n’est pas le cas du systeme de Saint-Venant
(1.1.1)-(1.1.2) pour lequel les champs associés aux ondes externes sont vraiment non
linéaires. Nous renvoyons le lecteur a [GR96] pour plus de détails sur ces définitions.
Cette propriété de linéarité a pour conséquence le fait que les courbes caractéristiques
associées a une onde simple sont paralleles, comme pour le cas d’un systeme linéaire.
On ne peut donc avoir ni onde de choc, ni onde de raréfaction, et toutes les ondes sont
des discontinuités de contact. Le probleme de Riemann associé est alors en général net-
tement plus simple a résoudre, ce qui permet de construire un solveur numérique par la
méthode décrite dans la section précédente. Notons que, dans ce cas, la méthode la plus
simple pour résoudre le probleme de Riemann n’est plus de diagonaliser le systeme en
identifiant les invariants de Riemann forts, qui peuvent étre difficiles a identifier, mais
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de trouver les invariants de Riemann faibles, définis comme les quantités continues a
la traversée d’une onde simple associée au couple (\;,7;), soit encore les solutions de
la relation

me- Ty = 0.

Notons que la relation (1.2.47) entraine immédiatement que la valeur propre A; est un
invariant de Riemann faible. Si le probleme de Riemann est bien posé, il est possible
d’identifier d — 2 autres invariants de Riemann pour chacune des ondes, ou d désigne
le nombre d’ondes présentes dans le systeme de Riemann, qui est aussi le nombre
d’équations du systeme relaxé. On obtient alors un systeme de d x (d — 1) équations (le
nombre d’ondes, multiplié par le nombre de quantités continues a la traversée de chaque
onde) a (d—1) x d inconnues (le nombre d’états intermédiaires entre les ondes, les états
extrémes gauche et droit étant donnés par la solution initiale, multiplié par le nombre
d’inconnues scalaires dans chaque état intermédiaire, égal au nombre d’inconnues du
systeme relaxé). Ici, d = 3 et on obtient un systéme (non-linéaire) de six équations a
six inconnues qui peut étre résolu relativement facilement. Nous donnons dans la suite
le détail de ces calculs. Les invariants de Riemann pour chaque onde sont

— Onde u : w et 7;

— Ondes udecr : uEcr et ™+ 3r.
On note W, et W, les états initiaux du probleme de Riemann et W et W les états
intermédiaires apparaissant dans la solution, respectivement entre les ondes u — c7 et
u et entre les ondes u et u + ¢7. On obtient alors le systeme non linéaire suivant

u = u,, T =T,
w — e =uj — T/, m 4 En =7+ P
U, + 1, = u, + c7r, T + A =7 4 AT,
dont 'unique solution est
uf = uk = u, — —Am, =T =T — —Au, (1.2.48)
2c 2
: LArt 1A L AT LA (1.2.49)
=1 ——An+ —Au =7+ —An+ —Au. 2.
L g 2 T o 2

avec les notations v, = (v;+v,)/2 et Av = v, — v;. Notons que les relations définissant
les hauteurs d’eau intermédiaires h} et h}, via la définition des valeurs 7 et 7,7, im-
posent des contraintes supplémentaires pour assurer leur positivité, qui s’ajoutent donc
a la contrainte de stabilité (1.2.46). Notons aussi que le probleme de Riemann n’est
pas bien posé si une des deux hauteurs d’eau initiale h; ou h, est nulle. Rappelons
enfin que les états intermédiaires ainsi calculés permettent la mise a jour des variables
physiques h et u apres moyennisation de la solution du probleme de Riemann sur les
cellules de référence, mais que la variable auxiliaire 7 est quant a elle mise a jour en
utilisant une relaxation instantanée qui revient a poser, au début de chaque pas de
temps 7 = g(h?)?/2. Dans [Bou04a], I'auteur propose une extension de ce modele de



46 Systéme de Saint-Venant

relaxation qui permet de traiter le cas d’'une hauteur d’eau nulle. Il montre en parti-
culier qu’il existe un choix explicite du parametre ¢ tel que le solveur ainsi construit
préserve la positivité de la hauteur d’eau et satisfait une inégalité d’entropie discrete
associée a (1.1.14), sous une condition de type CFL.

Modeles de relaxation pour le systéeme de Saint-Venant avec termes
sources. Nous décrivons finalement deux extensions possibles pour prendre en compte
la présence du terme source de topographie dans le systeme de Saint-Venant (1.1.9)-
(1.1.10). Notons qu’'une autre possibilité est évidemment de coupler le schéma de re-
laxation pour le systéeme homogene avec la méthode de reconstruction hydrostatique
présentée dans la section 1.2.3. Outre I'intérét de décrire de nouvelles méthodes, nous
présentons les résultats ci-dessous car ils seront étendus au probleme de transport
sédimentaire dans le chapitre 2. Nous considérons dans la suite la forme non conser-
vative du systeme (1.1.9)-(1.1.10)-(1.1.11), incluant la topographie dans la liste des
inconnues.

Un premier modele, introduit dans [BouO4al, consiste a ajouter I’équation (1.1.11)
au modele de relaxation (1.2.43)-(1.2.45) pour obtenir le systéme

oh+0,q = 0, (1.2.50)

g+ 0, (hu® + ) + ghd,b = 0, (1.2.51)
c? 1 (gh?

b = 0 (1.2.53)

Les valeurs propres du systeme sont maintenant
Ax=uxer, A =u, M=0,

et il est clair que la condition sous-caractéristique (1.2.46) reste inchangée. Le systeme
relaxé (1.2.50)-(1.2.53) est toujours linéairement dégénéré. Néanmoins, un premier
probleme apparait quand une des trois premieres valeurs propres s’annule puisque des
phénomenes de résonance peuvent survenir, pouvant entrainer la non-unicité des solu-
tions, voir section 1.1.2. Mais méme en dehors de ces cas pathologiques, la construction
du solveur est nettement plus compliquée puisqu’il y a a présent plusieurs problemes de
Riemann & résoudre (ici quatre), les valeurs propres n’étant plus ordonnées (la valeur
propre nulle peut en effet étre située n’importe ou par rapport au faisceau des trois
autres ondes). Il est toutefois possible de construire un schéma numérique appuyé sur
ce systeme et on peut montrer que sous la méme condition sous-caractéristique que
dans le cas homogene, il préserve toujours la positivité de la hauteur d’eau et satisfait
encore une inégalité d’entropie discrete. De plus, ce solveur préserve les états d’équilibre
au repos (1.1.17).



1.2 Schémas numériques pour le systeme de Saint-Venant 47

Nous décrivons maintenant une deuxieme possibilité, qui permet d’obtenir un sol-
veur de relaxation beaucoup plus simple a mettre en ceuvre, mais pour lequel on ne
sait pas montrer d’inégalité d’entropie discrete. Il s’agit d’introduire une deuxieme va-
riable relaxée, consistante avec la topographie, et qui est transportée a la vitesse u. On
obtient alors le systeme

oh+0d.q = 0, (1.2.54)
g + 0, (hu* + ) + ghd,p = 0, (1.2.55)
c? 1 (gh?
O + ud,m™ + ﬁazu = - <T — 7T> , (1.2.56)
b = 0, (1.2.57)
1
B+ ud,f = - (b—75). (1.2.58)

Les valeurs propres du systeme sont toujours
Ar=uter, A=u, M=0,

mais la valeur propre u est double. La encore, la condition sous-caractéristique (1.2.46)
reste inchangée. La grande différence entre le systeme (1.2.50)-(1.2.53) et le nouveau
systeme (1.2.54)-(1.2.58) réside dans le fait que I’équation (1.2.57) est découplée des
quatre autres, au sens ou le seul lien est circonscrit a l'intérieur du terme de relaxa-
tion dans I’équation (1.2.58). Puisque ces termes de relaxation sont pris en compte
de maniere instantanée a chaque début de pas de temps, la phase de transport pour
les quatre équations (1.2.54)-(1.2.56) et (1.2.58) peut ainsi étre résolue de maniére au-
tonome. Or, si on ne considere que ces quatre équations, les valeurs propres sont de
nouveau strictement ordonnées et il n’y a donc qu'un probleme de Riemann a résoudre,
d’olt un gain énorme en termes de simplicité. Notons néanmoins que la situation est
un peu différente des cas exposés précédemment, puisque la continuité des invariants
de Riemann faibles ne conduit plus & un systéme de d x (d — 1) équations contenant
le méme nombre d’inconnues. Ici, on a en effet simplement deux états intermédiaires
(puisqu’on a, non pas quatre, mais seulement trois ondes distinctes) contenant chacun
quatre inconnues (le nombre d’équations du systeme relaxé), soit donc huit inconnues.
Le nombre d’équations sera quant a lui égal au nombre d’invariants de Riemann pour
I'ensemble des ondes. Pour les ondes simples, associées aux valeurs propres u & c/h, le
nombre d’invariants de Riemann est toujours égal a d — 1, soit ici trois. Il faut donc
en trouver deux pour l'onde double associée a la valeur propre u. Pour cela, il est
nécessaire de modifier légerement le systeme relaxé en introduisant une linéarisation
supplémentaire dans le terme non-conservatif de I’équation de quantité de mouvement

dq + 0, (hu® + ) 4 ghd, 8 = 0. (1.2.59)

La nouvelle variable ainsi introduite est définie en fonction des données du probleme
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et la préservation des états d’équilibre au repos impose

- h; + h,
h = .
2

Avec cette modification, on peut identifier les invariants de Riemann pour chaque onde
— Onde u : u et ™+ ghf3;
— Ondesu+cr :utcr, 7+ 21 et B

ce qui conduit au systéme non linéaire

* * * 1. % * 1. 0%
u = u,, ™ + ghpB; =7, + ghpB,,
* * 2 * 2 % *
U —Cn =u —C7p, m AT =1 +CT, B = B,
2 2
u, + 1, = u + cTr, T + T, = ) + T, Br = By,

dont la solution est .
c

T

et
Bi=B, B =P
= T — gAu n %ghAB, = T — gAu - %ghAﬁ,
=7 — 2—; (AT + ghAB) + QLCAU, T =T, + 2%2 (AT + ghAB) + %CAU.

Notons la encore que les états intermédiaires sur les quantités physiques h et u sont
utilisés pour la mise a jour des quantités conservatives correspondantes h et hu, mais
que les variables auxiliaires 7 et [ sont mises a jour via une relaxation instantanée en
définissant au début de chaque pas de temps

ght gh?
=7 Tr= )
2 2

™ ﬁl = bla 67’ = br7
et rappelons que le calcul de la topographie b est immédiat puisqu’elle est simplement
solution de I’équation stationnaire (1.2.57).

On peut constater a posteriori que le solveur construit sur ce modele de relaxation
est identique au solveur de Riemann approché introduit dans [Gal02, Gal03]. Dans ces
travaux, il a été montré que le solveur préserve la positivité de la hauteur d’eau et les
états d’équilibre au repos. Il ne satisfait par contre pas d’inégalité d’entropie discrete.
Notons que les deux propriétés satisfaites apparaissent clairement avec ’approche choi-
sie ici. Pour la préservation des équilibres au repos, les équilibres sont caractérisés par

Up =Au=0 et Am+ghAB=0.
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Il vient alors immédiatement

u =u.=0 et h=h, h, =h,

ce qui entraine la préservation des équilibres au niveau discret. Pour la positivité de
la hauteur d’eau, il suffit de montrer que les états intermédiaires sont positifs. Or il
apparait clairement dans les relations (1.2.60) que, si les données du probleme de Rie-
mann sont strictement positives, les états intermédiaires le seront aussi si le parametre
¢ est convenablement choisi, i.e. est supérieur a une borne dépendant des données du
probleme de Riemann. Notons de plus que cette borne tend vers 0 avec le pas de
maillage pour des données continues et s’avere donc dans ce cas moins restrictive que
la condition (1.2.46) assurant la stabilité du modele. Sur un maillage donné, et pour
des solutions potentiellement discontinues, il faudra néanmoins la prendre en compte.
Cette approche sera étendue au probleme de transport sédimentaire dans la section
2.2.2.

1.2.6 Solveur de Riemann approché

Dans cette derniere partie, nous décrivons une troisieme approche numérique pos-
sible, basée sur les solveurs de Riemann approchés. Le but est toujours de proposer
une alternative permettant d’éviter la complexité de la résolution du probleme de Rie-
mann associé au systeme de Saint-Venant avec termes sources. L’idée des méthodes de
relaxation était d’introduire un modele continu approché pour lequel on sait résoudre
le probleme de Riemann exact. L’idée conduisant au développement des solveurs de
Riemann approchés consiste a conserver le modele exact et a intervenir directement au
niveau discret en simplifiant la structure de la solution du probleme de Riemann pour
le remplacer par un probleme de Riemann approché. Les schémas de Rusanov ou de
HLL, interprétés plus haut comme des schémas de relaxation, peuvent aussi étre vus
comme des solveurs de Riemann approchés puisqu’ils consistent a considérer une solu-
tion approchée du probleme de Riemann, qui ne contient que deux ondes simples de
vitesse £c¢ dans le cas de Rusanov ou (¢, ¢,) dans le cas HLL. Ici, nous allons décrire un
solveur de Riemann approché adapté au probleme de Saint-Venant avec termes sources
(1.1.9)-(1.1.10) que nous avons introduit dans [ACU15].

Nous considérons une structure avec trois ondes simples de vitesse
A< X=0<A\, (1.2.60)

qui peut étre vue comme une variante du schéma HLL a méme de préserver les équilibres
du lac au repos, d’ou la présence de 'onde stationnaire en plus des deux ondes extrémes.
Par rapport au schéma HLL, nous ajoutons également des contraintes de signe sur
les vitesses d’onde externes pour que les ondes soient ordonnées, ce qui simplifie la
résolution du probleme de Riemann. La stabilité du solveur de Riemann approché
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est alors assurée par une condition similaire a la condition (1.2.32) qui assure que
I'information se déplace plus vite dans le solveur approché que dans la solution exacte.
Compte tenu de la contrainte (1.2.60), il faut donc que les vitesses des ondes externes
satisfassent

A < min (0, u — v/gh) < max (0,u 4+ \/gh) < A,. (1.2.61)

La consistance du solveur de Riemann approché avec le probleme de départ est quant
a elle assurée si la solution satisfait les relations dite de consistance intégrale

F(U,) = F(U) = S, Uy, by, b,) = N(UF — U) + M\ (U, — U?), (1.2.62)

ot U = (h, hu)T désigne ici le vecteur des inconnues fluides, U désignant alors I’état
intermédiaire entre les ondes \; et \g et U I’état intermédiaire entre les ondes A\g et A,.
Les notations F' et S renvoient respectivement au flux des équations de Saint-Venant
et a une approximation du terme source de topographie. Les relations de consistance
intégrale fournissent deux équations

hrur — hlul = >\l (h? - hl) + )\r (hT - h:) s (1263)
h? h?
<hruf + 927") - (hluf + %l) — S(Uy, Uy, by, by)
=\ (hju] — hywy) + A (hpu, — hiut) (1.2.64)

et sont donc suffisantes pour déterminer entierement la solution d’un solveur de Rie-
mann approché ne contenant que deux ondes séparées par un seul état stationnaire U™,
comme le schéma HLL pour lequel on obtient

. A=A
HLL = N — )\ A — N

2, ght _ 2 ﬁ
kg, — N (mﬁ 2 ) (hl“l i

«

durr = A — )\, A — N\
Ici, il faut compléter ces deux égalités par deux autres relations pour déterminer 1’en-
semble des quatre inconnues correspondant aux états intermédiaires. Ces deux relations
supplémentaires peuvent permettre de satisfaire des propriétés qualitatives des solu-
tions, et nous choisissons ici de nous appuyer sur la préservation des équilibres du lac
au repos pour imposer deux relations de continuité sur I'onde stationnaire

(hrur — hlul) N (1265)

(1.2.66)

hi +b;=h;+b,, (1.2.67)
Jup = hu. (1.2.68)

Notons que la seconde relation correspond a la continuité du flux de masse ¢ alors que
la premiere est liée a 1’équilibre du lac au repos, mais peut aussi étre vue comme une
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version dégradée de la continuité de la charge hydraulique H dans le cas u = 0, voir
la relation (1.1.15). Dans [BC16], les auteurs utilisent cette continuité de la charge a
la place de la relation (1.2.67). Le schéma obtenu satisfait théoriquement toutes les
propriétés de stabilité, mais est complexe a mettre en ceuvre. Nous privilégions ici une
version plus simple. Les quatre relations (1.2.62) et (1.2.67)-(1.2.68) permettent de
calculer I’ensemble des états intermédiaires, qui s’écrivent comme des perturbations de
I’état intermédiaire associé au schéma HLL

. A
)\
hy = hyp + mAb (1.2.70)
et
¢ = hju; = hw, = qy — x )\ ——Ax {ho,b}, (1.2.71)
— A

ces trois relations permettant de déterminer également v; et w. On a utilisé la notation
Ab = b, — b et le terme {hd,b} représente une approximation discrete du terme source.
On montre facilement que le choix

h; + h,
2Ax

{ho,b} = Ab,

permet de préserver ’équilibre du lac au repos. Pour assurer la positivité des hauteurs
d’eau intermédiaires, et par la-méme celle de la hauteur d’eau h?“, on introduit une
légere modification, qui dans le cas d’une marche montante Ab > 0 s’écrit

h: = max (h%,0), (1.2.72)
T % >\ * 7 %
o= =y (h hr>, (1.2.73)

et assure a la fois la positivité des hauteurs d’eau intermédiaires et la relation de
consistance (1.2.62). Notons que dans le cas d’un fond plat, on retrouve le schéma HLL
classique. De nombreux exemples numériques sont fournis dans [ACU15] pour illustrer
le comportement des différentes méthodes numériques décrites ici : schéma HLL couplé
avec une reconstruction hydrostatique, schéma de relaxation avec variables auxiliaires
(I1, B), solveur de Riemann approché décrit dans cette section.
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Chapitre 2

Transport sédimentaire en riviere

Cette partie est consacrée a la simulation numérique des phénomenes de transport
sédimentaire en riviere. Le modele de Saint-Venant Exner étudié ici est classique et
couramment utilisé, tant dans des publications scientifiques que dans des codes indus-
triels. L’accent est ici porté sur I'étude des stratégies numériques mises en ceuvre pour
aborder le couplage entre les parties solides et fluides de I’écoulement. Nous compa-
rons ainsi les approches par splitting (ou couplage externe) et les approches unitaires
(ou couplage interne), discussion qui traverse la communauté sur le sujet depuis une
dizaine d’années. Cette étude a été rendue possible grace a ’écriture de deux schémas
numériques originaux, de type volumes finis, I'un basé sur un solveur de Riemann ap-
proché, qui a fait I'objet d’un article en processus de soumission, 'autre basé sur un
schéma de relaxation, qui a fait I'objet de deux publications dans les proceedings du
CEMRACS et dont une version améliorée sera présentée dans une publication en cours
de rédaction.

Dans la conclusion de ce mémoire, nous aborderons deux perspectives de développement
liées aux problemes de transport sédimentaire. La premiere, pour répondre aux limita-
tions du modele de Saint-Venant Exner, présentera des pistes de dérivation de modeles
alternatifs, moins empiriques, utilisant les développements récents dans la modélisation
des fluides complexes. La seconde concerne la prise en compte de la propagation d’in-
certitudes dans les modeles morphodynamiques, dont les calibrations sont souvent peu
évidentes, en se concentrant sur le modele de Saint-Venant Exner dans un premier
temps, puis sur des modeles plus complexes par la suite.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été effectués en collaboration avec de nom-
breux partenaires, tant académiques qu’industriels. Ils ont été initiés dans le cadre
d’une collaboration avec le LNHE (Laboratoire national d’hydraulique et d’environne-
ment d’EDF) et poursuivis en partie dans le cadre du co-encadrement de la these de
P. Ung, soutenue en Mars 2016. Ils ont donné lieu a publication dans les proceedings
du CEMRACS, ainsi qu’a la rédaction d’'un article en cours de révision.

Audusse, E.; Berthon, C.; Chalons, C.; Delestre, O.; Goutal, N.; Jodeau, M. ; Sainte-
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Marie, J.; Giesselmann, J.; Sadaka, G.; Sediment transport modelling : relaxation
schemes for Saint-Venant—Ezner and three layer models. CEMRACS 2011 : Multis-
cale coupling of complex models in scientific computing, ESAIM : Proc., Vol. 38, pp.
78-98, 2012.

Audusse, E.; Delestre, O.; Le, M. H.; Masson-Fauchier, M. ; Navaro, P. & Serra, R.;
Parallelization of a relaxation scheme modelling the bedload transport of sediments in
shallow water flow. CEMRACS 2012 : Numerical Methods and Algorithms for High
Performance Computing, ESAIM : Proc., Vol. 43, pp. 80-94, 2013.

Audusse, E.; Chalons, C. & Ung, P.; Three-wave Approximate Riemann Solver to the
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2.1 Description du modele

Ce chapitre est dédié a la simulation numérique des processus de transport sédimentaire
en riviere ou dans les zones cotieres. Ces processus peuvent impliquer des quantités tres
importantes de sédiments et ont un impact notable sur les activités humaines et sur
les écosystemes, que nous ne détaillerons pas ici, mais qui amene a la fois les pouvoirs
publics, les responsables de 'aménagement du territoire et les entreprises a s’intéresser
a ces questions. En complément des expériences de laboratoire et des mesures in-situ,
souvent délicates et onéreuses, la simulation numérique est abondamment utilisée par
les industriels et bureaux d’études du secteur concerné pour aider au dimensionne-
ment des projets d’aménagement. Le transport sédimentaire est généralement séparé
en deux types, dépendant principalement de la nature de I’écoulement et des sédiments
considérés : le transport par charriage (i.e. par roulement proche du fond) et le trans-
port par suspension (i.e. dans la colonne d’eau). Nous nous concentrerons dans les
travaux qui suivent sur la simulation numérique du transport par charriage. Pour des
travaux sur la simulation numérique du transport par suspension, nous renvoyons par
exemple le lecteur & [Lel2]. Le travail [AB03] que nous avons réalisé autour de la ques-
tion du traitement numérique du transport d’un polluant peut également trouver des
applications dans ce domaine. Pour une introduction plus générale a la physique du
transport sédimentaire, le lecteur pourra consulter [LR05, VRO6].

Le transport par charriage est modélisé dans de nombreux codes industriels par le
systeme de Saint-Venant — Exner, voir par exemple le module Sand Transport du logiciel
MIKE, le module Morphology de la suite Delft-3D, inclus dans le logiciel DELTARES ou
le module Sysiphe de la suite logicielle TELEMAC. Ce systeme couple un modele fluide,
le systeme de Saint-Venant [BASVT71], tres utilisé en hydraulique fluviale et présenté
dans le chapitre 1, et une équation de conservation pour les sédiments, 1’équation
d’Exner [Exn25]. Dans sa version mono-dimensionelle, I’ensemble constitue un systeme
de trois équations aux dérivées partielles

oth +0,q = 0, (2.1.1)

¢ 9,9 _
0rq + Oy " + §h = —ghd,b— J, (2.1.2)
ps(1—=p)ob+ 0,Qs = 0, (2.1.3)

ou le vecteur d’inconnues (h, g, b) contient respectivement la hauteur de la colonne d’eau
h, le débit de I’écoulement ¢ (ou plus exactement de sa partie fluide) et 1’épaisseur de la
couche de sédiment b. Les parametres du modele sont la gravité g, la masse volumique
relative ps et la porosité p de la couche sédimentaire. On définit également la vitesse
moyenne de I’écoulement par ¢ = hu. Dans la suite, nous considérons le cas simplifié
ps = 1 et p = 0. Pour clore le systeme, il est nécessaire de donner deux informations
supplémentaires :

— une loi de frottement J(h,q,b) qui caractérise notamment la réponse du fluide

a la présence de la couche sédimentaire ;
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— une loi de transport Qs(h, g, b) qui caractérise la réponse du matériau sédimentaire
a la sollicitation du fluide.

Dans les deux cas, les formules utilisées en pratique reposent pour la plupart sur
une analyse des phénomenes physiques mis en jeu afin de dégager des lois d’échelle,
complétée par des travaux empiriques. Pour la loi de frottement, les formules les plus
couramment utilisées [Dell0a] sont les lois turbulentes, de type quadratique en vitesse :

— Manning-Strickler [Man91] : J = ghC%;

— Chezy-Darcy-Weissbach [Che76] : J = ghC’%.
Les lois de transport sédimentaires sont beaucoup plus nombreuses, chacune disposant
d’une plage de validité dépendant notamment de la nature de l’écoulement et des
caractéristiques des sédiments considérés. On peut identifier deux grandes catégories
de formules, avec ou sans valeur seuil, illustrées par les deux lois suivantes

— Grass [Gra81] :

Qs = Alu|™ tu; (2.1.4)

— Meyer-Peter-Miiller [MPM48§] :
Qs = A(T"(u, h) — 7). (2.1.5)

Dans la seconde loi, la fonction 7*, appelée parametre de Shields, dépend du ratio entre
la force d’entrainement exercée par le fluide sur les particules composant la couche
sédimentaire, directement reliée au terme de frottement J, et le poids déjaugé de ces
particules, i.e. dépendant du rapport de densité entre 1’eau et les particules. On obtient
donc une formule du type
psJ

9(ps — p)d’

ou d est le diametre des particules. La constante 7 caractérise alors la valeur minimale
du rapport des forces qui permet le déclenchement du phénomene d’arrachement, et
donc de transport sédimentaire. Notons que de nombreuses variantes de ces formules de
base peuvent étre trouvées dans la littérature sur le sujet. Il est par exemple possible
d’ajouter une dépendance explicite en la variable b, afin de rendre compte a la fois
d’une quantité maximale de matériau érodable et d’un possible effet de la pente locale
sur la capacité d’arrachement [FNLMdLC14]. Nous ne détaillerons pas ces formules ici
car 'objectif de ce travail est justement de proposer des stratégies numériques les plus
indépendantes possibles de la forme précise de la loi de transport utilisée. Le modele
de Saint-Venant — Exner (2.1.1)-(2.1.3) a été testé sur de nombreux cas d’applications
et donne souvent des résultats satisfaisants, au moins sur un plan qualitatif. Notons
néanmois qu’il présente des limitations d’au moins deux natures. Sur un plan pratique,
la nécessaire calibration des lois de frottement et de transport sédimentaire, qui consti-
tuent le coeur du modele puisqu’elles caractérisent I'interaction des deux milieux, fluide
et solide, rend I'utilisation du modele délicate et limite son caractere prédictif. D’autre
part, sur un plan mathématique, I’absence d’égalité d’énergie quand le modele est fermé
avec les lois de transport habituelles constitue une lacune en termes de stabilité. Des

T =
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réponses, au moins partielles, a ces limitations ont été proposées dans la littérature et
nous reviendrons sur ce point plus loin dans ce mémoire.

L’analyse du systeme (2.1.1)-(2.1.3) a été menée par plusieurs auteurs, voir no-
tamment [ZLFN09, CLMDL11, BBT15]. En particulier, dans [CLMDL11], les auteurs
déterminent des plages d’hyperbolicité du modele, qui dépendent des formules de trans-
port sédimentaire et de frottement choisies : le systeme est ainsi toujours strictement
hyperbolique si on choisit la formule de Grass ou la formule MPM associée a la formule
de Chézy-Darcy-Weissbach, il est hyperbolique sous condition dans le cas ou la formule
MPM est associée a la formule de Manning-Strickler. Dans les cas ou le systéme est
hyperbolique, il est possible de calculer ses valeurs propres

(2.1.6)

A =24/Q cos (—0 +32k7r) + 2%,

avec

_ ghP FP 1 26
0 = arccos (RQ™%?), =2 R=gh\/gh|— + —£0,Q, — —F* ) ,
(RQ™7?), Q 5 9 gh (= 2\/g—h§hQ 5
ou F' et P sont deux nombres adimensionnels, F' représente le nombre de Froude, déja
rencontré, qui caractérise le rapport entre la vitesse matérielle et la vitesse des ondes,
et le nombre P prend en plus en compte le transport sdimentaire

U 2
F= N P=1+F"+¢£0,Q;.
En I’absence de transport sédimentaire, on retrouve les valeurs propres du systeme de
Saint-Venant avec terme source de topographie (1.1.12).
Terminons cette introduction en mentionnant trois propriétés importantes du systeme
(2.1.1)-(2.1.3) qu’on veillera & préserver pour les solutions approchées, et qui renvoient
toutes a des problématiques déja évoquées dans le chapitre 1 :
— la hauteur d’eau reste positive si elle I’est a I'instant initial ;
— D’équilibre au repos (1.1.17) est une solution stationnaire du systeme des lors
que Q(1,0,2) = 0;
— la topographie est stationnaire si le transport sédimentaire est nul, i.e. Q4(h, u, z)
0 et on retrouve alors le systeme de Saint-Venant avec terme source étudié au
chapitre 1. Dans ce cas, on peut demander au schéma de satisfaire une inégalité
d’énergie discrete.

2.2 Simulation numérique

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la résolution numérique du systeme (2.1.1)-
(2.1.3), a la fois sur le choix de la méthode employée, en nous limitant ici, comme dans
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le chapitre 1, aux approches volumes finis, mais également, en amont, sur le choix de
la stratégie utilisée. Nous décrivons ainsi tout d’abord les deux stratégies possibles,
par splitting (couplage externe) ou unitaire (couplage interne), la premiere étant lar-
gement présente dans les codes industriels et la seconde ayant été étudiée par plusieurs
auteurs dans la derniere décénnie. Nous détaillons les avantages et inconvénients de cha-
cune, flexibilité d'un coté, sécurité (robustesse) de 'autre. Ensuite, dans le cadre d’une
stratégie unitaire, nous décrivons deux nouveaux schémas numériques qui étendent les
travaux présentés dans le chapitre 1, le premier basé sur un modele de relaxation, le se-
cond sur un solveur de Riemann approché. Nous montrons enfin que ces deux méthodes
peuvent également s’interpréter comme des stratégies de quasi-splitting, ce qui établit
un pont entre les deux approches. Nous exhibons ainsi ce qui constitue, a notre sens,
la quantité minimale de couplage interne qu’il est nécessaire de considérer pour assurer
la stabilité et la précision d'une simulation numérique de transport sédimentaire basée
sur le modele de Saint-Venant — Exner.

2.2.1 Stratégie numérique : splitting ou unitaire

Approche classique par splitting (ou couplage externe). La simulation numérique
du systeme (2.1.1)-(2.1.3) repose dans la totalité des codes industriels évoqués plus haut
sur 'utilisation de deux solveurs distincts. La partie fluide, i.e. le systeme de Saint-
Venant (2.1.1)-(2.1.2) qui constitue les deux premieres équations du systeme global,
est résolue a l’aide du solveur qui constitue le coeur de la suite logicielle, tandis que
la résolution de la partie solide, i.e. la loi de conservation de la couche sédimentaire
(2.1.3), est basée sur l'utilisation d’'une brique ajoutée a cette fin dans la suite logicielle.
Le couplage est alors assuré par la transmission de deux informations :

— apres mise a jour de la partie fluide, passage des informations sur les champs
de hauteur et de vitesses pour permettre le calcul de la formule de transport
sédimentaire ;

— apres mise a jour de la partie solide, passage des informations sur la nouvelle
topographie pour permettre la calcul du terme source du modele fluide.

Cette méthode présente 'avantage d’étre tres flexible puisque les deux problemes sont
traités séparément. Elle permet notamment d’utiliser tel quel le solveur fluide développé
au préalable par les équipes et qui est, dans un code industriel, le résultat de plu-
sieurs années de travail, destiné, outre les problemes de transport sédimentaire, a com-
muniquer avec de nombreux modules externes (problemes de qualité d’eau, modeles
biologiques, phénomenes de houle...). Elle permet également d’utiliser des stratégies
de discrétisation en temps et en espace différentes et adaptées a chacun des milieux
considérés, quitte a effectuer les interpolations nécessaires lors de la transmission des
données. De plus, elle satisfait évidemment les propriétés de positivité et d’équilibre
des lors que le solveur fluide les satisfait.

Mais cette méthode présente un inconvénient majeur en termes de stabilité et elle peut
s’avérer difficile a mettre en ceuvre pour des écoulements présentant de fortes variabi-
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lités comme les phénomenes de rupture de barrage ou de ressaut hydraulique, condui-
sant méme parfois a de fortes instabilités dans les solutions [CDE02, HS03, HDD 105,
BGR11,ACD"12]. Dans [CLMDL11], les auteurs expliquent ces problémes notamment
par le fait que les valeurs propres de la partie fluide avec topographie stationnaire
(1.1.12) ne sont pas toujours des bonnes approximations des valeurs propres du systéme
complet (2.1.6). Ces cas problématiques sont a l'origine du travail présenté ici, initié
en collaboration étroite avec des ingénieurs du groupe EDF. Dans toute la suite de ce
manuscrit, cette approche sera qualifiée d’approche par splitting puisque parties fluide
et solide sont mises a jour successivement.

Approche unitaire (ou couplage interne). L’alternative la plus naturelle a 1’ap-
proche par splitting est évidemment de considérer le systeme (2.1.1)-(2.1.3) comme un
tout et de développer un solveur spécifique dédié a sa résolution numérique. Dans
la derniere décennie, plusieurs travaux ont exploré cette piste. Citons notamment,
outre les travaux mentionnés plus haut, [RMF08, CDFNF08, DP08, BSS09, CSDT09,
BS11,BSS12] et les extensions bidimensionnelles [HS05, CDFNFP09, CSDT10,BESS13,
KDAK14]. Détaillons certaines de ces approches numériques. Hudson et al. [HS03] uti-
lisent un schéma de Roe classique sur une version conservative du systéme (2.1.1)-
(2.1.3) (le terme source de topographie étant traité séparément), tandis que Castro
et al. [CDFNFO08] utilisent une extension du schéma de Roe pour les systémes non-
conservatifs (le terme source de topographie est alors inclus dans la partie hyperbolique)
basée sur la définition des produits non conservatifs développée dans [DMLM95]. Les
travaux de Rosatti et al. [RMFO08] sont aussi basés sur une généralisation de la méthode
de Roe. Benkhaldoun et al. utilisent différents schémas numériques, basés sur 'utilisa-
tion d’'un solveur de Riemann [BSS09] ou sur la méthode des caractéristiques [BS11].
Les travaux de Delis et al. [DP08] utilisent quant a eux des modeles de relaxation sur les-
quels nous reviendrons dans la section suivante. Notons que tous les solveurs mentionnés
sont des extensions de solveurs développés par les mémes auteurs pour les équations
de Saint-Venant sur fond fixe, voir les références précises dans les articles concernés et
dans le chapitre 1. Les simulations numériques proposées dans ces différents travaux
illustrent la stabilité des méthodes tant sur des écoulements fluviaux (transport d’une
dune) que sur des problemes plus raides (rupture de barrage). Tous les schémas pro-
posés sont consistants avec le systeme de Saint-Venant quand le flux sédimentaire est
nul. Les schémas présentés dans [RMF08, CDFNF08,BSS09,BS11,BSS12] préservent les
équilibres au repos. Ce n’est pas le cas pour les solveurs présentés dans [HS03,DP0S]. A
notre connaissance, il n’existe de preuves formelles de la positivité de la hauteur d’eau
pour aucun des schémas évoqués.

Dans la suite de ce chapitre, nous commencons par décrire deux schémas numériques
pour le calcul de solutions approchées des équations de Saint-Venant — Exner. Le
premier repose sur ’approche par relaxation et étend les travaux présentés dans la
section 1.2.5. Le second s’appuie sur la définition d'un solveur de Riemann approché et
étend les travaux présentés dans la section 1.2.6. Le fil conducteur de notre démarche
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est de respecter les trois principes évoqués plus haut, positivité de la hauteur d’eau,
préservation de 1’équilibre au repos et consistance avec le systeme de Saint-Venant,
auxquels on ajoute une utilisation minimale des formules de transport sédimentaire,
afin d’étre en mesure d’utiliser les schémas méme pour des formules complexes.

2.2.2 Modeéles de relaxation

L’approche par relaxation a été décrite en détail dans la section 1.2.5. Nous 'applique-
rons donc directement ici au probleme considéré.

Une premiere approche a été proposée dans [DP08], étendant les travaux réalisés
sur le systeme de Saint-Venant dans [DKO03, DK04]. Elle est basée sur l'approche d
la Jin-Xin, décrite initialement dans [JX95]. Elle consiste a relaxer chaque équation
indépendamment pour obtenir un systéme contenant deux fois plus d’inconnues que le
systeme de départ, puisque chacune des composantes du flux du systeme de départ est
associée a une inconnue auxiliaire. Un travail récent [KDAK14] propose une version
bi-dimensionnelle de ces travaux, incluant des comparaisons avec les résultats issus du
code industriel MIKE. Comme évoqué plus haut, le schéma ne préserve ni les équilibres
au repos ni la positivité de la hauteur d’eau.

Nous proposons ici une autre technique de relaxation, basée sur ’approche a la Su-
lictu présentée dans la section 1.2.5. 11 s’agit d’une version modifiée et consistante d’un
schéma que nous avions introduit dans [ACD*12]. Nous partons donc du systeme de
relaxation (1.2.54)-(1.2.58) qui a été utilisé pour construire un schéma numérique pour
le systeme de Saint-Venant avec terme source de topographie, i.e. pour les équations.
(2.1.1)-(2.1.2). Ce systeme contient deux variables de relaxation 7 et 5, associées res-
pectivement a la pression dans le fluide et a la topographie. Nous introduisons ici une
troisieme variable de relaxation 2, associée au flux sédimentaire (), pour obtenir le
systeme a six équations

Oh+0,qg = 0, (2.2.1)
g+ 0y (M + ) + ghd,8 = 0, (2.2.2)
9 1 [ gh?

O + u0,m + {0, u = — -5 T (2.2.3)
€

ab+0,Q, = 0, (2.2.4)
1

OB + u0yf + 0,0 = E(b - B), (2.2.5)
1

0 +ud,Q + 20,8 = = (Qs(h,u,b) —Q). (2.2.6)
€

Notons que les trois premieres équations sont inchangées. Les deux suivantes sont
modifiées puisqu’il faut prendre en compte le terme de transport sédimentaire dans
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I’évolution de la topographie. La derniere équation donne 1’évolution de la nouvelle
variable auxiliaire €2 et contient un deuxiéme parametre de relaxation cy qui sera
choisi pour assurer la stabilité du modele, voir la section 1.2.5 et ’analyse ci-dessous.
Rappelons que le systeme (1.2.54)-(1.2.58) était bien adapté a I’écriture d’un schéma
numeérique car les ondes étaient ordonnées et le probleme de Riemann simple a résoudre.
Il préservait la positivité de la hauteur d’eau sous une condition CFL, ainsi que la
préservation des équilibres au repos. C’est aussi le but recherché dans ’écriture du
systeme (2.2.1)-(2.2.6). On peut ainsi interpréter les deux dernieres équations (2.2.5)-
(2.2.6) du systeme comme un modele de relaxation a la Jin-Xin appliqué a la couche de
sédiment, mais décalé pour étre centré autour de 'onde u, afin d’étre compatible avec
le modele de relaxation a la Suliciu appliqué a la partie fluide et constitué par les trois
premieres équations du systeme. Notons enfin que, comme c¢’était le cas pour le systeme
(1.2.54)-(1.2.58), la quatrieme équation, qui permet de mettre a jour la topographie b,
est découplée des autres équations du systeme et peut donc étre traitée séparément.
Dans la suite, nous présentons donc la résolution du probleme de Riemann associé
aux cing équations (2.2.1)-(2.2.3) et (2.2.5)-(2.2.6). Les calculs sont donc identiques
a ceux que nous avions présentés dans [ACDT12|, méme si le modele est différent et
possede de meilleures propriétés. En effet, dans [ACDT12], méthode également reprise
dans [ADL"13], nous n’avions pas introduit la variable de relaxation § associée a la to-
pographie et tous les calculs étaient directement menés avec la topographie b, qui était
donc mise a jour par I’équation (2.2.5), et non pas par I’équation (2.2.4). Il en résultait
que le schéma n’était pas consistant avec le systeme original et impliquait une diffu-
sion numérique tres excessive, comme nous le verrons dans les exemples numériques.
L’approche présentée ici ne souffre pas de cet inconvénient et nous allons donc voir
qu’elle possede toutes les propriétés requises (positivité, équilibre, consistance), tout
en proposant une résolution qui reste (relativement) simple.

Le calcul des valeurs propres associées au systeme (2.2.1)-(2.2.3) et (2.2.5)-(2.2.6)
conduit aux valeurs suivantes

A =u, I =utac7, A =uxcoT,

ol on a conservé la notation 7 = 1/h. Comme pour le modele (1.2.54)-(1.2.58), les
ondes sont donc toujours bien ordonnées. C’était un de nos objectifs. Cependant, I'ordre
dépend a présent des valeurs relatives des parametres c¢; et co. Il y aura donc a priori
deux problemes de Riemann distincts a résoudre, selon qu’on a choisi ¢; < ¢y, ou
I'inverse. La valeur de ces parametres est, comme on I’a vu dans la section 1.2.5, liée
a la stabilité du modele relaxé. Nous avons vu qu’il existait deux propriétés pour
qualifier la stabilité du modele relaxé, d’une part la condition (1.2.32), qui traduit le
fait que les valeurs propres extrémes du systeme relaxé sont plus grandes que celles
du systeme de départ, d’autre part la condition qui assure que le modele relaxé est,
au moins formellement, une perturbation du modele de départ avec ajout d’un terme
de diffusion (1.2.34). Ici, la comparaison avec les valeurs propres (2.1.6) du systeme de
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Saint-Venant — Exner est délicate puisque les formules obtenues sont complexes. On
choisit donc d’étudier la stabilité a I'aide d'un développement asymptotique du type
(1.2.34). A l'aide des équations (2.2.3) et (2.2.6), on établit

h? h? h?
T = gT —€ <3t97 + uc%gT + C%ax“) +0(€%),
c

Q = Qs(h,u,b) —¢ (@Qs(h, u, b) + 2ud, < (ﬁ - u2> c%b) +O(€%).

Grace a 'utilisation de la dérivation en chaine et aux équations (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.5),
on peut ensuite exprimer les dérivées temporelles en fonction des dérivées spatiales des
quantités physiques (h,u,b). On obtient tous calculs faits

2
T o= T— —¢ (—1 - ghz) dpu + O(e?),

Q = Qs(ha u, b) +€ ((ast - u)ahQs + gauQs) aa:h
+€ (hahQs + (ast - u)auQs) a:vu
—€ [cg/h2 —u? — g0,Qs — 0Qs (0Qs — 2u)] b+ O(€2).

En reportant ces expressions dans les équations (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.5), on peut
finalement écrire

h hu
Ol u |+, w?/2+g(h+) (2.2.7)
b Qs
0 0 0 h
=€ 0, 0 A/h—gh*> 0 |0, u + O(€),
A B C b
ou
C= c%/hQ - u2 - gau@s - ab@s (8st - 2u) )
et

A=— ((81)@5 - u)ahQs + gauQs) 5 B=- (hahQs + (ast - u)auQs) .

La matrice apparaissant dans I’équation (2.2.7) est positive si
ci > gh®, 3> h*u® + h?[g0,Qs + 0,Qs (0,Qs — 2u)] .

La condition sur le parametre c¢; est identique a la condition sous-caractéristique
(1.2.46) obtenue pour le modele relaxé lié au systéme de Saint-Venant avec terme
source de topographie. Cela n’a rien d’étonnant puisqu’on a vu que les trois premieres
équations de notre modele relaxé correspondaient a une relaxation de type Suliciu sur
la partie fluide. Par contre, la condition sur le parametre ¢, couple les informations
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sur la partie fluide (le terme u?/2) et sur la partie solide (les termes faisant interve-
nir la formule de transport sédimentaire @)s). Notons que, abstraction faite du terme
de transport sédimentaire intervenant dans co, 'ordonnancement des ondes est lié au
régime de I’écoulement puisque le ratio entre les parametres ¢y et ¢ est égal au nombre
de Froude. Il en découle que pour un écoulement fluvial avec un transport sédimentaire
modéré le parametre ¢; sera prépondérant, tandis que le parametre ¢, sera dominant
si le régime est torrentiel ou si le transport sédimentaire est important. Notons enfin
que, la matrice de diffusion intervenant dans (2.2.7) étant triangulaire inférieure, seule
la quantité diagonale C' a un impact sur la valeur de cy. Ainsi la dépendance du flux
sédimentaire vis-a-vis de la hauteur d’eau n’intervient pas dans la détermination des
parametres de stabilité. Comme les formules classiques (2.1.4) ou (2.1.5) ne dépendent
pas explicitement de la topographie, seule la dépendance vis-a-vis de la vitesse sera
donc a prendre en compte.

Afin de pouvoir construire un solveur numérique basé sur ce modele de relaxation,
il s’agit a présent de montrer que les deux problemes de Riemann liés au systeme
(2.2.1)-(2.2.6) peuvent étre résolus de maniere analytique. Cela n’a rien d’évident ici
puisque nous rappelons en effet que leur résolution nécessite a priori le calcul des
solutions d’un systeme non-linéaire ou le nombre d’inconnues est égal au nombre d’états
intermédiaires séparant les ondes (ici quatre) multiplié par le nombre de composantes
des états intermédiaires (ici cing, puisque la variable b est découplée des autres), soit
donc un (en fait deux, puisqu’il y a deux probléemes de Riemann a résoudre) systeme non
linéaire de vingt équations a vingt inconnues... On commence par donner les invariants
de Riemann pour chaque onde (on introduit le parametre « défini par ga = ¢, Ac avec
¢ la moyenne des deux vitesses d’ondes et Ac leur écart) :

— Onde u : u, m, bet Q;

— Ondes u+ ¢ ;7 : ud 17, ™+ 37, bet Q;

— Ondes ut o7 : uE o, T+ ET, b+ ar? et QL+ (u £ ca7)at?
Il faut alors a prior: distinguer les deux cas possibles, selon que ¢; < ¢ ou ¢; > ¢o. Les
deux parametres n’étant astreints qu’a des bornes inférieures, il est en fait tout a fait
possible d’imposer un ordre, c’est par exemple ce qui est fait dans [ACDT12], mais cela
a nécessairement pour conséquence d’augmenter fortement la dissipation numérique
du schéma dans les cas ou le choix effectué n’était pas physiquement pertinent. Nous
décrivons donc dans la suite les deux cas possibles.

Le premier cas (¢; < c¢3) se traite tres simplement puisque les problemes fluides et
solides sont alors essentiellement découplés. En effet les solutions b et {2 sont alors
continues a la traversée des trois ondes internes u — 17, v et u+ ¢y 7. Il en découle que,
pour le probleme restreint a ces trois ondes internes, la situation se ramene au probleme
de Riemann pour le modele de relaxation sur fond plat (1.2.43)-(1.2.45) et dont la solu-
tion est donnée par les relations (1.2.48)-(1.2.49), les notations devant évidemment étre
adaptées puisque les données du probleme de Riemann interne correspondent mainte-
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nant aux états intermédiaires compris entre les ondes u — co7 et u — ¢q7 pour I'état
gauche et u + ¢17 et u + co7 pour I'état droit. Il reste alors simplement a déterminer
ces états intermédiaires liés aux données du probleme de Riemann complet au travers
des ondes externes u 4 co7, ainsi que les données relatives a la partie solide. Pour ces
dernieres, la encore, le calcul est tres simple puisqu’il est clair qu’on se trouve dans une
configuration similaire au schéma HLL. On obtient alors immédiatement

T (uy + cot) by — (uy — coam) by B 1 @ — )
(up + C27) — (g — com) (ur + c21p) — (w — cam) ~ ’

O — (uy + comy) Q. — (uy — camy) B (u, + comy) (w — c2m) (b, — by)
(uy + comy) — (ug — comy) (uy + comy) — (g — com) '

Pour les états intermédiaires fluides compris entre les ondes u — ¢co7 et u — ¢17 d’une
part, notés avec 'indice [, et u + ¢;7 et u 4 co7 d’autre part, notés avec l'indice r, des
calculs simples menent alors a

N

7= 72+l !
A a (uy + catp) — (ug — comy)

(= (up + o) Ab + AQ)) , (2.2.8)

N

T = <r,? 41 ! (— (u — com) Ab + AQ)> : (2.2.9)

a (u, + cot) — (u — cam)
puis

w=w+ece(m—m), U =u —c (% —7),
m=1,-dF-7n), O =0-c&F—1).

Notons que la définition des états intermédiaires, notamment via les relations (2.2.8)-
(2.2.9), impose des conditions supplémentaires sur le choix des parametres ¢; et ¢y. Le
détail des calculs est présenté dans [ACDT12].

Le deuxiéme cas (¢; > ¢g) est plus complexe puisque les parties fluides et solides
sont alors fortement couplées. Un moyen de simplifier les calculs est de recourir a la
linéarisation supplémentaire déja introduite par la relation (1.2.59) dans le modele de
relaxation (1.2.54)-(1.2.58) et c’est la stratégie adoptée ici. En introduisant un nouveau
jeu de variables liées a la moyenne et au saut des états intermédiaires, il est alors pos-
sible de découpler le systeme issu de la continuité des invariants de Riemann en deux
sous-systemes qui peuvent tous deux étre résolus de maniere analytique. La encore,
notons que le calcul effectif des états intermédiaires introduit de nouvelles contraintes
sur le choix des parametres ¢ et co. Les détails des calculs seront présentés dans une
publication en cours de préparation [AU17].

Nous avons évoqué en début de chapitre une liste de trois propriétés, positivité
de la hauteur d’eau, préservation de I’état d’équilibre du lac au repos et préservation
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d’une topographie stationnaire en I'absence de transport sédimentaire, qui doivent étre
satisfaites par un schéma volumes finis dédié a la simulation numérique du systeme de
Saint-Venant—Exner. Nous allons montrer ici que le schéma proposé satisfait toutes ces
propriétés. La propriété de préservation d’une topographie stationnaire en 1’absence de
transport sédimentaire est trivialement satisfaite puisque I’équation (2.2.4) se ramene
alors a d;b = 0. Notons tout de méme que le modele de relaxation obtenu dans ce cas
sera différent du modele de relaxation (1.2.54)-(1.2.58) qui correspond au choix ¢y = 0,
ce qui n’est pas le cas ici. Il s’agit donc d'un autre modele relaxé, consistant avec
les équations de Saint-Venant avec terme source de topographie. La préservation des
équilibres au repos est clairement satisfaite. En effet, a 1’équilibre, la vitesse du fluide et
le transport sédimentaire sont nuls, ce qui entraine co = 0. Il est alors immédiat de voir
qu’on retrouve le modele de relaxation (1.2.54)-(1.2.58) qui préserve bien 1'équilibre.
La positivité de la hauteur d’eau pose plus de difficultés. Elle est vérifiée des lors que la
propriété est vraie pour les états intermédiaires puisque la nouvelle solution se calcule
par un processus de moyenne. Les calculs effectués montrent qu’il est difficile d’identifier
a priori, i.e. uniquement en fonction des états initiaux du probleme de Riemann, les
bornes inférieures sur les parametres c¢; et ¢ qui peuvent assurer cette propriété. On
peut néanmoins affirmer que pour un choix de ¢; (ou de ¢y, selon 'ordonnancement
choisi) assez grand, les hauteurs d’eau intermédiaires restent positives des lors que
les données du probleme de Riemann sont strictement positives, voir par exemple les
relations (2.2.8)-(2.2.9) déja évoquées plus haut.

2.2.3 Solveurs de Riemann approchés

Le schéma de relaxation décrit dans la section précédente possede toutes les pro-
priétés requises. Mais il n’est pas un modele de simplicité et son implémentation de-
mande un certain investissement. Nous présentons ici une méthode alternative, basée
sur un solveur de Riemann approché, qui satisfait les mémes propriétés mais qui est
tres simple a implémenter. De plus, les résultats numériques présentés a la fin de ce
chapitre montrent que les deux schémas donnent des résultats relativement similaires.

Nous avons introduit les solveurs de Riemann approchés dans la section 1.2.6 ou
nous avons présenté un solveur de Riemann approché pour le systeme de Saint-Venant
avec termes sources introduit dans [ACU15]. Ce schéma assure la positivité de la
hauteur d’eau discrete et la préservation des équilibres au repos. Il est tres simple a
implémenter et donne des résultats comparables, et parfois meilleurs, que des schémas
de référence, voir [ACU15|. Dans ce chapitre, nous étendons 'approche proposée au
modele de Saint-Venant — Exner (2.1.1)-(2.1.3). Ce travail est décrit en détail dans
l'article [ACU18].

Nous gardons la méme structure que celle du probleme de Riemann introduit dans
la section 1.2.6, a savoir une solution a trois ondes, dont une onde stationnaire et deux
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ondes de vitesse \; < 0 et A, > 0. Il y a donc toujours deux états intermédiaires a
calculer, qui comptent maintenant chacun trois inconnues (h, u, b), soit donc en tout
six quantités a déterminer, qui seront notées (h;,u;,bf) et (h:, uf, bf). Les relations de
consistance intégrale qui assurent la consistance du solveur avec le systeme de départ
sont inchangées (1.2.62) mais constituent maintenant un ensemble de trois équations,

a savoir les relations (1.2.63) et (1.2.64) pour la partie fluide et la relation
Qs(hyyur, by) — Qs(hy, wg, by) = N (b — b)) + A (b — 1)) (2.2.10)

pour la partie topographie. Il faut donc ajouter trois relations pour déterminer 1'en-
semble des états intermédiaires. Nous conservons les deux relations de continuité au tra-
vers de l'onde stationnaire (1.2.67)-(1.2.68), qui assurent la préservation de I’équilibre
au repos. Pour la derniere relation, nous choisissons d’introduire un probléme de mini-
misation sous contrainte sur la variation de la topographie

min  F(b,07) = (|[oe = b |* + [[br — 07]) (2.2.11)
u.c. MO, 07) = A (b = bi) + A (br = b)) = (Qu(Ur) — Qs(U1)) = 0.,

Notons que la contrainte est simplement la relation de consistance intégrale (2.2.10)
pour I’équation d’Exner (2.1.3) sur la topographie b. En pratique, le probleme (2.2.12)
permet de calculer les deux quantités 0] et by. Une fois ces quantités connues, les
relations (1.2.63)-(1.2.64) et (1.2.67)-(1.2.68) permettent de calculer les quantités in-
termédiaires fluides par la méme technique que celle décrite dans la section 1.2.6. Reste
maintenant a déterminer les vitesses d’onde \; et A, qui doivent étre plus grandes, en
valeur absolue, que la vitesse maximale des ondes dans le systeme de départ. Comme
nous l'avons déja dit dans la section 2.2.2 quand nous avons introduit les schémas de
relaxation, le calcul des valeurs propres du systeme de Saint-Venant — Exner est com-
plexe. La encore, nous proposons donc une méthode alternative, basée sur des bornes
(inférieure et supérieure) des racines d’un polynome de degré 3 dont les trois racines
sont réelles (ce qui est ici le cas puisque le systeme est hyperbolique) proposées par
Nickalls dans [Nic11]. En notant z, le point d’inflexion de la courbe représentative du
polynome et €2 la distance maximale entre les extrema locaux et le point d’inflexion,
on montre que le choix

AN o=a— 20 <0< A, = a0+ 29, (2.2.12)

encadre les racines du polynome. Notons que le signe des quantités A\; et A\, est une
conséquence directe de la propriété déja mentionnée plus haut et démontrée dans
[CLMDL11], et qui stipule que le produit des valeurs propres extrémes du systeme
de Saint-Venant — Exner est négatif. Tous calculs faits, on obtient

2u 1
— = _ = 2
To = 5 Q= 3\/u + 3gh (14 0,Q5). (2.2.13)



2.2 Simulation numérique 67

On observe que, comme dans le cas du solveur de relaxation introduit dans la section
2.2.2, seule une des dérivées partielles de la formule de transport sédimentaire inter-
vient dans la détermination de la vitesse des ondes, mais ici, il s’agit de la dépendance
par rapport au débit et non plus par rapport a la vitesse, alors que la plupart des
formules, voir (2.1.4) ou (2.1.5), font généralement intervenir explicitement la vitesse
plutot que le débit.

Pour le terme de topographie, nous proposons la méme discrétisation que dans la
section 1.2.6, la préservation des équilibres au repos étant toujours vérifiée. Afin d’as-
surer la positivité de la hauteur d’eau, nous introduisons les mémes modifications que
dans la section 1.2.6, voir (1.2.72)-(1.2.73). Pour le terme de frottement, nous propo-
sons une discrétisation implicite qui permet de préserver 1’équilibre pente-frottement
mentionné dans la section 1.1.2. Notons que dans le cas d'une formule de frottement
quadratique en vitesse (et donc en débit), le calcul du débit ¢"*! reste en fait explicite
puisqu’il s’agit simplement de calculer la racine d’un polynome de degré 2. Remar-
quons pour finir que dans le cas ou le transport sédimentaire est nul, nous retrouvons
le schéma introduit dans la section 1.2.6, avec des vitesses d’ondes définies par

N = ; <u - \/m) A= ; (u—l— e 3gh> . (2.2.14)

On peut vérifier facilement qu’on a les deux encadrements

AN <u—+gh<u-++gh<A\, (2.2.15)

et
2 (|u|+\/u2+39h> 4
1< <5 (2.2.16)
lu| + v/ gh 3

ce qui signifie que les valeurs proposées encadrent bien les valeurs propres du systeme de
Saint-Venant (2.2.15) sans introduire de diffusion numérique excessive puisque 'ordre
de grandeur est conservé (2.2.16).

2.2.4 Illustrations numériques

Nous présentons ici des résultats numériques pour comparer les trois schémas pro-
posés sur un cas test largement étudié dans la littérature, le transport d’une dune de
sédiment. Le comportement du systeme est tres différent selon que ’écoulement au
dessus de la dune est fluvial ou torrentiel, i.e. que le nombre de Froude est inférieur ou
supérieur a 1, i.e. que la vitesse de ’écoulement est inférieure ou supérieure a la vitesse
de I'information dans le systéme au repos.

Dans le cas fluvial, on voit que les trois schémas prédisent le méme comportement
qualitatif, en accord avec les expériences et les résultats présentés dans la littérature.
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FIGURE 2.2.1 — Ecoulement fluvial et transport d’une dune : topographie (a gauche)
et surface libre (a droite).

Néanmoins, il apparait clairement que le schéma de relaxation introduit dans [ACD*12]
souffre d’une diffusion numérique tres excessive, comme cela a été expliqué dans la sec-
tion 2.2.2. Les solveurs de relaxation introduits dans la section 2.2.2 et de Riemann
approché introduit dans [ACU18] et décrit dans la section 2.2.3 donnent des résultats
quantitativement similaires. Notons que les stratégies utilisant le splitting d’opérateurs
fonctionnent la plupart du temps dans ce cas, voir [HS03, ACU18| pour plus de détails.

Le cas torrentiel est plus intéressant car les résultats obtenus sont moins intui-
tifs. La encore les trois schémas prédisent le méme comportement qualitatif, mais
avec de nouveau une diffusion tres importante pour le schéma par relaxation proposé
dans [ACD"12]. Alors que Iécoulement est toujours dirigé vers la droite, la dune se
déplace maintenant vers... la gauche. C’est ce qu’on appelle le phénomene d’antidune,
qui a été observé dans les expériences. Ce phénomene est tres difficile a reproduire avec
les approches par splitting classiques, voir cette fois [CLMDL11, ACU18].

Les deux solveurs décrits dans les sections 2.2.2 et 2.2.3 satisfont les propriétés de
stabilité et d’équilibre attendues et fournissent des résultats numériques comparables.
Toutefois, comme nous ’avons noté plus haut, le solveur de Riemann approché est
d’une implémentation beaucoup plus simple que le solveur par relaxation. Pour plus de
résultats numériques avec le solveur de Riemann approché, incluant des comparaisons
avec d’autres schémas présentés dans la littérature et des cas tests sur des ruptures de
barrage, nous renvoyons le lecteur a [ACU18|.

2.2.5 Retour sur les stratégies numériques

Nous souhaitons maintenant revenir sur la distinction opérée au début de ce chapitre
entre les approches par splitting et les approches unitaires. Les solveurs par relaxation
et de Riemann approché introduits dans les sections 2.2.2 et 2.2.3 ont été présentés
comme des approches unitaires. Nous allons maintenant montrer qu’ils peuvent tous
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FIGURE 2.2.2 — Ecoulement torrentiel et transport d’une dune : topographie (& gauche)
et surface libre (a doite) - Solveur de Riemann approché (en haut), solveur de relaxation
2017 (au milieu), solveur de relaxation 2012 (en bas).

deux étre interprétés comme des approches par splitting, quitte a transmettre une in-
formation supplémentaire au solveur fluide.

Pour le solveur par relaxation introduit dans la section 2.2.2, cela est évident. En
effet, nous avons dit que, dans le modele de relaxation (2.2.1)-(2.2.6), I'’équation (2.2.4)
d’évolution de la topographie était découplée des cing autres. Il apparait donc claire-
ment qu’il s’agit en fait d’'une approche par splitting, le solveur fluide étant maintenant
obtenu a partir du modele relaxé (2.2.1)-(2.2.3) et (2.2.5)-(2.2.6). Quelles sont les in-
formations concernant la topographie nécessaires a la mise en ceuvre de ce solveur ?
La donnée sur la topographie, évidemment, mais également la donnée de la formule
de transport sédimentaire (), utilisée qui sera nécessaire au calcul de la vitesse d’onde
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co, et uniquement pour ce point précis. Coté sédiment, aucune information nouvelle
n’est a transmettre puisque les données nécessaires a la mise a jour de la topographie
se limitent toujours a la hauteur d’eau et la vitesse, qui sont utilisées dans le calcul
de la formule de transport sédimentaire (),. Notons a ce propos que nous n’avons pas
précisé quel était le schéma numérique utilisé pour la mise a jour de la topographie. Les
résultats numériques de la section 2.2.4 ont été obtenus en appliquant une technique
de volumes finis avec une estimation centrée des flux, comme cela est généralement fait
pour les stratégies par splitting utilisées dans les codes industriels.

Pour le solveur de Riemann approché décrit dans la section 2.2.2, I'interprétation en
tant que méthode par splitting est tout aussi simple. La mise a jour de la topographie,
au travers du probléeme de minimisation sous contrainte (2.2.12), est en effet la encore
indépendante de la mise a jour des quantités fluides. Une fois ce calcul effectué, les
quantités fluides sont mises a jour a 'aide d’un solveur de Riemann approché adapté
au systeme de Saint-Venant avec termes sources décrit dans la section 1.2.6, auquel
il faut toutefois maintenant fournir la donnée de la formule de transport sédimentaire
Qs, qui la encore, ne sera utilisée que dans le calcul des vitesses d’ondes \; et A, voir
les formules (2.2.12)-(2.2.13).

Ces deux observations nous ont amenés a conclure que la stratégie par splitting uti-
lisée dans les codes industriels pouvait aisément étre stabilisée par la seule modification
du calcul de la vitesse des ondes dans le solveur fluide. Nous avons donc mis en ceuvre
cette stratégie et proposé des validation numériques dans [ACU18]. Nous illustrons ici
ce propos sur l'exemple de 'antidune déja évoqué plus haut. Nous comparons ainsi
les résultats du solveur de Riemann approché présenté dans la section 2.2.3, ceux de
la stratégie par splitting classique, utilisant le solveur de Riemann approché présenté
dans la section 1.2.6 pour la partie Saint-Venant et une discrétisation centrée pour
I’équation d’Exner et ceux d’une stratégie par splitting modifiée, ou le seul change-
ment porte sur le calcul de la vitesse des ondes dans le solveur de Riemann approché,
les valeurs (1.2.61) étant remplacées par les valeurs (2.2.12)-(2.2.13).

Il apparait clairement que, si la stratégie par splitting classique est instable, la
stratégie par splitting modifiée donne des résultats tres comparables a ceux obtenus
avec le solveur de Riemann approché décrit dans la section 2.2.3. De plus amples
résultats numériques sont fournis dans [ACU18].
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FIGURE 2.2.3 — Ecoulement torrentiel et transport d'une dune : topographie (& gauche)
et surface libre (& droite) - Solveur de Riemann approché (en haut), splitting modifié
(au milieu), splitting classique (en bas).
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Chapitre 3

Ecoulements en rotation i faible
nombre de Froude

Cette partie est consacrée a 1’étude du systeme de Saint-Venant pour les écoulements
océanographiques (ou atmosphériques) aux grandes échelles, ou la rotation terrestre
a un impact important. La rotation du domaine est en général prise en compte par
I'introduction de la force de Coriolis dans les équations. Plusieurs questions se posent
alors. D’une part l'introduction de ce nouveau terme source fait apparaitre de nou-
veaux états stationnaires non triviaux, ici 1’équilibre géostrophique, caractérisé par
un équilibre entre gradient de pression et force de Coriolis, et qui occupe une place
fondamentale dans les écoulement océaniques et atmosphériques aux grandes échelles.
D’autre part, la force de Coriolis est une pseudo-force, au sens ou elle ne fait que
rendre compte de la rotation du domaine, et n’a donc en particulier pas d’'impact sur
la préservation du moment inertiel ou du moment angulaire. Ces deux propriétés sont
loin d’etre évidentes a vérifier sur les solutions approchées. C’est sur ces deux sujets
que portent les travaux décrits dans ce chapitre. Ils ont donné lieu a un article ainsi
qu’a trois publications dans des proceedings de conérences internationales. Un article
est en curs de révision.

Dans la conclusion de ce mémoire, nous évoquerons les développements futurs de
ces travaux, au premier rang desquels figure I'extension d’une étude, menée ici sur
le systeme linéarisé, au modele non linéaire. Les travaux sur grilles décalées seront
également évoqués, notamment dans un cadre non cartésien.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été effectués en collaboration avec des par-
tenaires francais et allemands. Ils se poursuivent actuellement dans le cadre du co-
encadrement de la these de Do Minh Hieu, qui sera soutenue cet hiver.
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3.1 Description du modele et propriétés

Nous nous intéressons ici au systeme de Saint-Venant sur un domaine en rotation

(0:h), + V,.(hu) = 0, (3.1.1)
(3:(hn)), + V,.(hu® u) + V, <97h2) 120 x (hu) + hQ x (2 x x7) =0,
(3.1.2)

ou h(t,x") désigne toujours la hauteur d’eau, u(t¢,x") la vitesse du fluide dans le repére
tournant, €2 le vecteur de rotation, et g 'accélération due a la gravité. L’indice r indique
que nous considérons ici les variables spatiales et les dérivées dans le repere tournant.
Le terme © x (hu) est appelé force de Coriolis [Cor35]. Le terme h€2 x (2 x x")
est appelé force centrifuge. Ce deuxieme terme est souvent omis dans les équations
car il peut étre mis sous la forme d’un gradient et ainsi absorbé dans un terme de
pression avec gravité modifiée. Nous nous concentrerons donc la plupart du temps sur
le traitement de la force de Coriolis. Ce systeme est a la base des simulations numériques
en océanographie et en météorologie, voir par exemple [Ped03, OWE12]| ou pour une
approche plus mathématique [Maj02,ZBM*07]. Le probleme peut également étre écrit
dans le référentiel inertiel et le systeme devient

(8:h), + Vi.(hit) = 0, (3.1.3)

(B:(hi0)), + Vy.(hit ® @) + V; (%) —0, (3.1.4)

ol 1i(t,x") désigne maintenant la vitesse mesurée dans le référentiel inertiel. L’indice
7 indique que nous considérons ici les variables spatiales et les dérivées dans le repere
inertiel. Le systeme est alors écrit sous forme conservative, ce qui est un avantage.
Mais cette seconde écriture présente I'inconvénient majeur de faire intervenir la vitesse
mesurée dans le repere inertiel, qui n’est pas la variable d’intérét en pratique : lors d’un
calcul météorologique par exemple, nous sommes intéressés par la vitesse du vent w,
non par la vitesse inertielle 4 qui représente la vitesse du vent additionnée de la vitesse
de rotation terrestre, cette seconde étant d’ailleurs beaucoup plus grande, de 'ordre de
mille kilometres par heure a Paris, par exemple. Un calcul basé sur la vitesse @ aurait
alors pour conséquence irrémédiable des erreurs d’arrondis importantes sur le calcul de
la vitesse u.

Dans la suite de ce chapitre, nous aborderons deux problemes de conservation qui se
posent quand on cherche a calculer des solutions approchées du systeme (3.1.1)-(3.1.2)
— Conservation du moment inertiel : il est clair, d’apres ’écriture du systeme
sous la forme (3.1.3)-(3.1.4), que la quantité hfi doit étre conservée tout au

long du calcul. Cela reste évidemment vrai quand on considere le systéme écrit

sous la forme (3.1.1)-(3.1.2) puisque les deux écritures sont équivalentes. Mais
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cette conservation fait alors intervenir une compensation entre termes de flux et
termes sources qui n’a rien d’évident au niveau discret.

— Préservation de I’équilibre géostrophique : si on fait abstraction de la
force centrifuge dans le systeme (3.1.1)-(3.1.2) et que 'on considére une version
linéarisée du systeéme autour d’une vitesse nulle (nous préciserons plus loin ce
que nous entendons par 1a), les solutions stationnaires sont caractérisées par
I’équilibre géostrophique

gVh =—-2Q x u. (3.1.5)

La encore, cet équilibre entre termes de flux et termes sources n’aura rien
d’évident au niveau discret. On retrouve ici les problématiques deja abordées au
chapitre 1 pour les équilibres faisant intervenir le terme source de topographie.

Notons que les deux problemes proviennent donc de la difficulté a discrétiser de maniere
coordonnée des termes de flux et des termes sources.

3.2 Conservation du moment inertiel

3.2.1 Dérivation du schéma

Considérons le systeme (3.1.1)-(3.1.2) écrit dans le référentiel tournant. Une discrétisation
par une méthode de volumes finis s’écrit sous la forme générale (3.1.2)

prtt = pr — 3.2.1
) z |C| Z YR ( )

"' =q - |C|ZF ~Cif ~ Caf, (3.2.2)

ou C; et Cq désignent respectivement une discrétisation du terme de Coriolis et du
terme centrifuge, les autres notations reprenant celles des chapitres précédents. La
conservation du moment inertiel s’écrit alors

S (gt + RPTIQ x x;) = R(At)

%

> (q + i x xi)] : (3.2.3)

)

ou R désigne la matrice de rotation associée au mouvement du domaine. En effet u
désigne la vitesse dans le référentiel tournant, €2 x x; la vitesse du centre de la maille
dans le référentiel inertiel, et leur somme est donc bien la vitesse mesurée dans le
référentiel inertiel. Il faut appliquer la matrice de rotation car toutes nos grandeurs
sont ici considérées dans le référentiel tournant. En insérant les relations de mise a jour
(3.2.1)-(3.2.2) dans la relation de conservation (3.2.3), on obtient que les termes C; et
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Cy doivent nécessairement vérifier la relation

2 QA
Cif +Cyf = At sin( Qt)ﬂxq’»I

>h?ﬂ X (2 X x;)

_ A? > [Fh (% x;) + FJ} , (3.2.4)

ou sz est un flux conservatif quelconque. Nous renvoyons le lecteur a [AKO09] pour
le détail des calculs. Dans cette écriture, nous reconnaissons dans le deuxieme terme
du membre de droite une discrétisation centrée classique du terme centrifuge, avec
un terme correctif en temps. Nous pouvons donc en conclure que, pour assurer la
conservation du moment inertiel, le terme de Coriolis doit étre discrétisé sour la forme

n_ 2 . (QAL o At N _
{2Q@ x q}; = AtQAtsm ( 5 ) Qxql— i Z [Fij (Qxx;)+F;|. (3.2.5)

Cette discrétisation fait apparaitre deux parties distinctes : une discrétisation centrée
classique et une discrétisation non standard. La premiere partie est consistante avec la
moitié du terme de Coriolis. Reste alors a déterminer le flux ]?‘ij pour que la deuxieme
partie soit bien consistante avec la deuxieme moitié du terme de Coriolis. Pour iden-
tifier ce terme, nous allons suivre une stratégie qui inverse le processus habituel. En
effet nous allons d’abord effectuer une discrétisation du systeme (3.1.3)-(3.1.4), écrit
dans le référentiel inertiel, puis effectuer le changement de référentiel sur cette forme
discrétisée. Ainsi, grace a la premiere étape, nous aurons une formulation volumes finis
naturellement conservative pour le moment inertiel, et, grace a la deuxieme étape, les
inconnues du probleme seront bien les variables d’intérét, a savoir la vitesse dans le
référentiel tournant. Nous ne présentons pas ici les détails des calculs, mais le schéma
ainsi obtenu s’écrit

h;”rl = h? - |C | Z ijo (326)
ntl — qln — h?+lﬂ X X; + ]’L?R(At)ﬂ X X;

2 . [(QAt At
— AtQAtsm( 5 )R 2)Q><qZ

At 2 QAL At
_ ] F
\cmAtsm( 2> ( )Z

At 2 . [QAt At "
e aAgSn (T) R (7) Z (Fi x xy5) (3.2.7)

J
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ol x;; désigne le point milieu de 'interface entre les celllules C; et C;. Les corrections en
temps apparaissant dans les expressions proviennent du fait que nous considérons des
intégrations exactes pour les termes de rotation afin que I'ordre du schéma ne dépende
finalement que du choix fait pour l'ordre des approximations des flux. Sur la deuxieme
ligne, on reconnait la discrétisation classique de la moitié du terme de Coriolis et sur
la troisieme ligne le terme de flux habituel. La premiere et la quatrieme ligne doivent
donc fournir une approximation consistante avec la somme du terme centrifuge et de
la moitié manquante du terme de Coriolis, sur laquelle nous allons revenir. Notons
d’abord que la formulation (3.2.7) proposée assure bien la conservation du moment
inertiel (3.2.3). En effet le schéma peut se réécrire

@+ BT X x; = R(AY) (g + BT x ;)
At 2 QA At
— i — F4
ok (%) 1(3) o

At 2 . [QAL At
_‘Ci| QAtsm ( 5 ) R <7> Z (Fhﬂ X XU)

J

Nous souhaitons maintenant identifier précisément les termes consistants avec la force
centrifuge et la moitié manquante de la force de Coriolis. Pour cela, on écrit le schéma
sous une troisieme forme équivalente

At 2 QAL At
n+l _ . n : =" q
=g () £ (7)o
2 . [QAt At
—AtQAtsm( 5 )R(2>quz

At 2 . [QAt At

J

2 QAL At
+h! (R(At) — QAtSin ( 5 ) R (7>) Q x x;

p (Qitsm <92At> R (%) - R(O)) Q x x;. (3.2.8)

Il apparait alors clairement que les deux derniers termes sont consistants avec la force
centrifuge, au travers d’une discrétisation semi-implicite en temps. La moitié man-
quante du terme de Coriolis est donc représentée par le terme sur la troisieme ligne du
membre de droite. Ce terme s’écrit bien, a la correction en temps pres, sous la forme

EOICTRI]

que nous avions identifiée dans la relation (3.2.4). Sa consistance avec la force de
Coriolis est démontrée dans [AKO09], ou sont aussi fournis des résultats numériques
illustrant la conservation du moment inertiel.
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3.2.2 Effets de la discrétisation du terme de Coriolis

Dans la partie précédente, nous avons exhibé deux discrétisations différentes du
terme de Coriolis, I'une basée sur une discrétisation centrée sur la cellule

—2At Q % g7, (3.2.9)

et I'autre basée sur 'utilisation du flux de masse

|C| Z [FLQ > (x; — x5)] - (3.2.10)

Notons que, dans le cas ou la cellule est un polygone régulier, le terme
h
FLQx (xi — xi5),

est proportionnel au flux de masse mais tangent a l'interface. Nous avons donc choisi
de parler de discrétisation crosswind pour le deuxieme type de discrétisation.

Nous voudrions maintenant étudier plus avant les effets de la discrétisation choisie
sur les résultats numériques. Nous négligeons donc dans la suite la force centrifuge et
considérons uniquement la force de Coriolis. Nous considérons un maillage cartésien.
Nous étudions d’abord un cas test numérique correspondant a un vortex stationnaire.
Le champ de vitesse est donné par

ar ifr <R

(6, r) = ( . ?T) ) C up) =4 a@R—r) fR<r<2R ,  (32.11)
o 0 otherwise
et la hauteur d’eau est solution de I’équation
U2
gh'(r) = 79 + 2Qug. (3.2.12)

Sur la figure 3.2.1, nous représentons une coupe de la solution a un temps fixé. 1l
apparait clairement qu’aucune des deux discrétisations ne préserve ’état stationnaire.
Néanmoins la diffusion numérique est bien moins importante quand la discrétisation
crosswind est utilisée. De plus, la discrétisation crosswind est également moins sensible
a la distortion du maillage, voir les résultats numériques proposés dans [AKO09]. La
meéme conclusion s’impose sur un autre cas test considéré dans la méme publication
et étudié auparavant dans [BLV04, KP97]. Il s’agit d'un cas test monodimensionnel
d’ajustement géostrophique, i.e. un cas ou la solution n’est pas a 1’équilibre initiale-
ment et va donc éjecter des ondes en dehors du domaine et tendre en temps long vers
I’équilibre géostrophique, qui, dans la version monodimensionnelle, s’écrit

gh'(z) = —2Qw, u=0, (3.2.13)
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FIGURE 3.2.1 — Hauteur d’eau; coupe le long de I'axe = = 0; 20 (gauche), 40 (centre) et
80 (droite) points de discrétisation dans chaque direction ; solution stationnaire (courbe
A), discrétisation centrée (courbe B) et discrétisation crosswind (courbe C)

ou v désigne la vitesse transverse, i.e. dans la direction y. Sur la figure 3.2.2, nous
présentons les profils de hauteur d’eau et de vitesse transverse en temps court, et sur
la figure 3.2.3, les mémes profils en temps long. En temps court, les solutions sont
similaires, mais en temps long, les solutions obtenues avec la discrétisation crosswind
sont une nouvelle fois beaucoup plus précises que celles obtenues avec la discrétisation
classique.

Nous avons vu que la discrétisation crosswind, introduite dans le but d’assurer la
conservation du moment angulaire, avait également un effet sur la qualité des solutions
pres des états stationnaires. C’est ce probleme de la préservation des états stationnaires
du systeme que nous allons aborder plus en détail dans la section suivante.

3.3 Equilibre géostrophique

Le systeme de Saint-Venant avec force de Coriolis s’écrit en variables adimen-
sionnées

Stoh + V - (hu) = 0, (3.3.1)

2
StOy(hu) + V- (hu®u) + %V (%) = —ihuL, (3.3.2)
r
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FIGURE 3.2.2 — Hauteur d’eau (gauche) et vitesse v (droite) en temps court;
discrétisation centrée (courbe A), discrétisation crosswind (courbe B) et solution de
référence (courbe C)

FIGURE 3.2.3 — Hauteur d’eau (gauche) et vitesse v (droite) en temps long;
discrétisation centrée (courbes A et B), discrétisation crosswind (courbes C et D) sur
un maillage grossier (courbes A et C) et sur un maillage fin (courbes B et D)
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ou les nombres sans dimension St, Fr and Ro désignent respectivement les nombres de
Strouhal, de Froude et de Rossby définis par

L U U
t= Fr=——. Ro=
=g e mm RTan

ou les constantes U, H, L et T désignent respectivement une vitesse, une hauteur, une
longueur et un temps caractéristiques de 1’écoulement considéré. Pour les écoulements
océanographiques a grande échelle, des valeurs typiques de ces constantes sont

U~1lm-s!, L~10°m, H~10°m, Q~10"*rad s,

ce qui entraine
Ro ~ Fr ~ 1072

On se concentrera donc dans la suite sur des écoulements tels que
Ro=0(e) et Fr=0(e),

ol € est un petit parametre. Si on considere des temps longs, i.e. un nombre de Strouhal
de l'ordre de 1, la hauteur d’eau est constante en premiere approximation, et, au premier
ordre en €, le systeme vérifie ’égalité, avec r la déviation sur la hauteur d’eau

Vr = —ut, (3.3.3)

qu’on désigne sous le nom d’équilibre géostrophique. Notons immédiatement que cette
relation implique

V-u=0. (3.3.4)

Pour des temps courts, i.e. pour un nombre de Strouhal de I’ordre de €71, le systéme de
Saint-Venant avec force de Coriolis (3.3.1)-(3.3.2) se ramene en premiere approximation
a I’équation des ondes avec force de Coriolis

or+a,V-u = 0
1

ou + a,Vr = —wu,

ou a, désigne une vitesse d’advection et w une vitesse de rotation, toutes deux d’ordre
1, et dont les états stationnaires sont caractérisés par les relations (3.3.3) et (3.3.4).
Dans la suite, nous montrons comment construire des schémas numériques pour cal-
culer des solutions approchées du systeme (3.3.5)-(3.3.6) et qui préservent I’équilibre
géostrophique (3.3.3)-(3.3.4). Notons que les versions monodimensionelles des systémes
linéaire (3.3.5)-(3.3.6) et non-linéaire (3.3.1)-(3.3.2) partagent les mémes états station-
naires, qui sont donnés par la version monodimensionnelle de ’équilibre géostrophique
(3.2.13). Ce n’est pas le cas en deux dimensions d’espace, ou I’équilibre géostrophique
(3.3.3)-(3.3.4) n’est pas un état stationnaire du systeme de Saint-Venant avec force de
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Coriolis (3.3.1)-(3.3.2). Néanmoins, dans la limite ¢ < 1, le terme non-linéaire d’ad-
vection a un role faible et les solutions restent proches de 1’équilibre géostrophique, qui
conserve donc toute sa pertinence.

La question de la préservation des équilibres géostrophiques (3.2.13) pour le probleme
en une dimension d’espace a été abordée dans [BLV04, LMNKO07, CLP0S8]. Le probleme
bidimensionnel est plus complexe est n’a, a notre connaissance, été étudié que dans
deux proceedings. Dans [AKNV11], une tentative de généralisation bidimensionnelle
de la méthode introduite dans [BLVO04] s’est avérée insuffisante pour bien approcher
les équilibres. Tres recemment, . Par contre nous utiliserons plusieurs travaux dédiés
au calcul approché de solutions pour le probleme homogene en deux dimensions, i.e.
pour les écoulements a faible nombre de Froude, en particulier [DellOb], voir aussi sur
le méme sujet [VK09,DOR10,Riell, NBA*14,DLV17].

Nous n’aborderons pas en détail dans ce manuscrit le probleme de la préservation
des équilibres en une dimension d’espace. Pour ce travail préliminaire, nous renvoyons
le lecteur aux articles [ADD*17, ADOP17]. Dans [ADOP17], nous montrons que la
méthode introduite dans [BLV04] appliquée a I’équation des ondes (3.3.5)-(3.3.6), mais
dans sa version monodimensionelle, i.e. quand les inconnues ne dépendent que d’une
variable d’espace, la vitesse conservant ses deux composantes, est stable en norme L2
sous une condition CFL qui n’est pas plus restrictive que les conditions CFL clas-
siques de I’équation des ondes (sans terme de Coriolis) d’une part, et du probleme
de rotation (sans terme d’advection) d’autre part. Notons que la méthode proposée
dans [BLV04] est une adaptation directe au terme source de Coriolis de la méthode de
reconstruction hydrostatique développée pour la prise en compte du terme source de
topographie, introduite dans [ABB*04] et décrite dans la section 1.2.3, et qui a pour
effet d’annuler les termes de diffusion numérique dans I’équation de pression (dans une
terminologie ondes, ou de hauteur d’eau, dans une terminologie Saint-Venant) quand
la solution est a I’équilibre. Dans la suite, cette méthode sera ainsi appelée méthode
de la topographie apparente, ou schéma AT. Dans [ADD'17], nous introduisons une
autre technique, qui consiste simplement a annuler les termes de diffusion numérique
sur I’équation de pression. Elle sera qualifiée de schéma low Froude, ou schéma LF, dans
la suite de ce chapitre, par analogie avec une terminologie introduite dans [Del10b], ou
I’auteur proposait d’annuler les termes de diffusion sur I’équation en vitesse, cette fois,
pour régler les problemes rencontrés par les schémas de Godunov dans le traitement de
I’équation des ondes bidimensionnelle a bas nombre de Froude sur maillage cartésien.
Cette deuxieme méthode donne des résultats similaires a la méthode de topographie
apparente, avec tout de méme une propriété supplémentaire de décroissance de I’énergie
dans le cas semi-discret. La encore, nous démontrons la stabilité L? des solutions sous
condition de CFL. Dans les deux cas, I'idée est donc de modifier la diffusion numérique
des schémas volumes finis sur I’équation de pression afin que cette diffusion soit nulle si
les solutions vérifient 1’équilibre géostrophique (3.2.13). Ces deux méthodes ne seront
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pas suffisantes, utilisées seules, pour résoudre le cas bidimensionnel, mais elles pourront
fournir un des ingrédients des schémas proposés. Le probleme vient du fait qu’en deux
dimensions d’espace, il faut également modifier la diffusion sur I’équation en vitesse
pour préserver les équilibres géostrophiques (3.3.3), ce qui n’était pas nécessaire en une
dimension, puisque la vitesse u est nulle sur les équilibres monodimensionnels (3.2.13).
Notons que c’était également le cas pour les équilibres du lac au repos, que ce soit en
une ou deux dimensions d’espace, voir chapitre 1.

Nous considérons donc maintenant le systeme des ondes avec force de Coriolis en
deux dimensions d’espace (3.3.5)-(3.3.6). La suite de ce chapitre reprend les idées pro-
posées dans [ADOP18]. Nous nous placons sur des maillages cartésiens. Le schéma de
Godunov classique s’écrit, dans sa version semi-discrete

Uit1,j — Ui—1,5

Vij+1 — Vij-1
—r; (t J
dat’ () +al 2Ax + 2Ay )
Rplu Tit1j — 205+ Tic1j | Tige1 — 25 + Tij—1
———( + ) = 0(3.3.7)
2 Ax Ay
d Titlj — Ti-1,j Kl  Wig1j — 2U; 5 + U1 j
() + a (2 J) — (—= ’ L) —wu;; = 0(3.3.8)
dt "’ 2Ax 2 Ax 7
d ij+1 — Tij— vlx Vi j+1 — 2055+ Uj j—
i)+ o JHZA; ) - S (R Avgj Oy g, = 0(3.39)

ol les termes incluant des parametres x désignent des termes de diffusion numérique
liés au décentrement des flux et qui assurent la stabilité de la méthode. Des calculs
simples montrent que, pour le choix x, # 0, les équilibres discrets de ce schéma sont
caractérisés par les relations

Jee R V<Z,]) S N2 Tij = C, Uiy = Viy = 0, (3310)

qui ne sont pas consistantes avec 1’équilibre géostrophique (3.3.3). Dans le cas k. = 0,
mais avec k, = K, # 0, c’est-a-dire une extension directe du schéma LF monodimen-
sionnel évoqué plus haut, les états d’équilibre discrets s’écrivent

Vi Fu; Vi ou =y, Vi v, Vioov =, (3.3.11)
et
o 7’i+1,j;7’i71,j —u;
V(i,7) ax <ri,j+fﬁi,jl> = —w ( ) : (3.3.12)
2Ay uj

Cette fois, la relation (3.3.12) est bien consistante avec 1’équilibre géostrophique (3.3.3),
mais ce sont les contraintes (3.3.11) sur le champ de vitesse, qu’on peut interpréter
comme une contrainte de divergence nulle direction par direction, qui posent probleme.
L’utilisation de la méthode de la topographie apparente décrite plus haut aura les
meémes effets puisqu’elle consiste également a travailler uniquement sur I’équation en
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pression. Le choix k, = k, = Kk, = 0 n’est quant a lui pas envisageable puisqu’il est
bien connu dans les problemes de propagation d’ondes qu’un schéma explicite totale-
ment centré est instable. Un exemple numérique sur un cas test de vortex stationnaire
similaire & celui introduit dans la section précédente (3.2.11)-(3.2.12), mais adapté a
I’équation des ondes, permet d’illustrer ces comportements. On choisit donc comme
condition initiale une solution qui vérifie I’équilibre géostrophique (3.3.3)

Pt =0,2,y) = 1 —exp [— <§’—f‘;>2 _ (3%)2] (3.3.13)
u(t = 0,2,y) = —% exp [— (S’—”;)Q - (%)2] (3.3.14)

ot = 0,2,y) = g—ﬁ exp [— (%)2 _ (5’—%)1 , (3.3.15)

et on représente sur la figure 3.3.1 les lignes de niveau et sur la figure 3.3.2 une coupe de
la hauteur d’eau le long de 'axe y = 0 au temps ¢t = 10 et sur une grille avec 50 points
de discrétisation dans les deux directions. Il apparait bien qu’aucune des stratégies
considérées ne parvient a préserver un équilibre géostrophique, méme si les résultats
semblent moins mauvais avec la stratégie de correction sur ’équation en vitesse que
sur I’équation en pression, phénomene sur lequel nous reviendrons plus loin.

Dans la lignée de ce qui a été fait pour le terme source de topographie dans le
chapitre 1 de ce mémoire, la suite du travail présenté dans [ADOP18] a donc consisté
a proposer des stratégies numériques a méme de préserver des états d’équilibre dis-
crets consistants avec I’équilibre géostrophique (3.3.3). L’idée directrice est de modifier
la diffusion numérique a la fois sur les équations de pression et de vitesse, tout en
préservant la stabilité du schéma ainsi construit. Il apparait clairement dans les re-
lations (3.3.7)-(3.3.9) que la diffusion numérique du schéma classique est consistante
avec le terme

Ar, (3.3.16)

sur I’équation de pression et
(Dt D), (3.3.17)

sur 1’équation en vitesse. Les schémas que nous allons proposer s’appuient donc sur
trois ingrédients parmi lesquels nous allons retrouver les deux méthodes introduites
dans le cas monodimensionnel :
— la méthode de topographie apparente (AT), dans laquelle I'idée est de modifier
la diffusion numérique sur 1’équation en pression (3.3.16) pour y susbstituer un
terme consistant avec

V- (Vr+ut); (3.3.18)
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— la méthode dite low Froude (LF) qui consiste & annuler la diffusion sur I'une ou
I’autre équation, en pression ou en vitesse ;

— la méthode qualifiée de pénalisation par la divergence (DP), qui consiste a mo-
difier la diffusion numérique classique sur 1’équation en vitesse (3.3.17) pour y
substituer un terme consistant avec

V(V-u). (3.3.19)

Il est immédiat de vérifier que les trois méthodes proposées sont susceptibles de préserver
les équilibres géostrophiques (3.3.3) puisque les termes de diffusion numériques sont
construits pour s’annuler sur ces équilibres - rappelons en effet que la relation (3.3.3)
a pour conséquence la relation (3.3.4). Reste maintenant & expliciter les schémas as-
sociés dans un cadre completement discret et surtout a prouver leur stabilité. Dans la
suite, nous qualifierons les schémas en mentionnant, dans 1’ordre, la stratégie appliquée
sur I’équation en pression, puis celle sur I’équation en vitesse. On parlera ainsi d’un
schéma AT — LF ou d’un schéma LF — DP, ou encore d'un schéma AT — D P, ces trois
types de schéma étant normalement a méme de préserver les équilibres géostrophiques
(3.3.3). Quand la diffusion numérique classique sera conservée sur l'une ou 'autre des
équations, le schéma sera référencé par la lettre C, on parlera ainsi de schéma AT — C,
par exemple.

Nous proposons dans [ADOP18] une étude la plus complete possible des trois

schémas équilibres proposés dans le paragraphe précédent :

— étude des équations modifiées, avec les propriétés sur I’énergie et /ou sur 1’évolution
des modes de Fourier ainsi que 1’étude des sous-espaces invariants, notamment
le sous-espace orthogonal aux états d’équilibre ;

— étude des schémas semi-discrets, avec notamment deux versions des schémas,
I'une basée sur une discrétisation des équilibres géostrophiques au centre des cel-
lules, conforme a ce qui était proposé dans [Del10b], 'autre sur une discrétisation
des équilibres géostrophiques sur les interfaces, plus proche de ce qui avait été
proposé dans [BLV04], avec, a chaque fois, une étude des espaces invariants
et des propriétés de stabilité, incluant I’étude des relations de dispersion des
schémas ;

— étude des schémas totalement discrets, avec I’établissement des conditions CFL
assurant la stabilité L? pour I'ensemble des schémas introduits, au travers d’une
étude a la Von Neumann, dépendant de la stratégie adoptée pour la discrétisation
en temps, notamment du terme de Coriolis.

Nous ne mentionnerons pas ici 'ensemble des propriétés établies dans [ADOP18], ni
I’ensemble des résultats numériques fournis, ne nous concentrant que sur le résultat
central de stabilité L? pour les schémas discrets, ’analyse d’'un cas test numérique et
les possibilités d’extension des méthodes proposées au probleme non linéaire du systeme
de Saint-Venant avec force de Coriolis (3.3.1)-(3.3.2).
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Dans la version ou les équilibres discrets sont écrits au centre des cellules, les
schémas étudiés dans [ADOP18] s’écrivent sous la forme générale

n+1 n
ntl _pn W
2,J [2¥) c n c C .M n,L _
Ay T [V, - upli s — vy {Vzh ' (V%Th T W )] =0,
N * b (3.3.20)
n n
i7j B 7’7] (4 n C C n J— 67L
AL + a Vil — v [V (Vy, - up)] ; = —wugy.
Dans la version ot les équilibres discrets sont écrits aux interfaces, les schémas s’écrivent
n+1 _an
i, .3 + fc [vv . n] _ vc . v n_|_ fv( n)J- — 0
T A S Vet Ul T eV W' T WIp(Up o
o ’ (3.3.21)
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ou les opérateurs différentiels discrets sont définis au centre des cellules s’ils sont in-
dexés par c et au sommet du maillage s’ils sont indexés par v, f; et f) désignant
des opérateurs de moyenne, respectivement au centre et au sommet. L’ensemble des
opérateurs différentiels discrets vérifient des propriétés mimétiques qui sont détaillées
dans [ADOP18], voir aussi [TC12] sur 'importance de ces propriétés en termes de
stabilité. Le choix des parametres v, et v, permet de décrire ’ensemble des schémas
introduits plus haut. Par exemple, le schéma LF — DP, qui consiste donc a annuler
la diffusion numérique sur 1’équation en pression et a utiliser une diffusion numérique
modifiée sur ’équation en vitesse, construite sur la divergence de cette méme vitesse,
correspond au choix v, = 0 et v, = 1. Le parametre 6 fait référence a la discrétisation
en temps du terme de Coriolis, les opérateurs d’advection et de diffusion étant choi-
sis explicites, comme c’est le plus souvent le cas pour les problemes hyperboliques,
voir les chapitres précédents. Le choix 8 = 0 correspond a une implicitation totale, le
choix € = 1 a une explicitation complete, qui est connue pour étre instable, voir par
exemple [CLP08]. Dans notre travail § = (6,,6,) est un vecteur car la stratégie en
temps peut étre différente sur les deux équations en vitesse. Cela présente notamment
I'intérét de pouvoir écrire des schémas semi-implicites qui peuvent en pratique étre mis
a jour explicitement, par exemple avec le choix (6, = 0,60, = 1), méme dans le cas
ol le terme de Coriolis est calculé a partir de la moyenne de la solution sur plusieurs
cellules, comme dans le cas des schémas avec équilibres aux interfaces (3.3.21). Nous
démontrons dans [ADOP18] que la stabilité L? impose de maniere générale 6, + 6, < 1.

Parmi tous les choix possibles, le schéma LF — D P est celui pour lequel il est possible
de démontrer le maximum de résultats de stabilité, dans le cadre le plus général. On
peut ainsi démontrer la décroissance de 1’énergie pour le schéma semi-discret. Surtout, il
est possible d’exhiber une condition CFL assurant la stabilité L? du schéma totalement
discret, valable a la fois pour les variantes construites sur la discrétisation des équilibres
au centre des cellules (3.3.20) et aux interfaces (3.3.21) mais aussi quelle que soit la
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discrétisation en temps choisie pour le terme de Coriolis. La condition CFL, obtenue,
comme on 'a déja dit, grace a une analyse a la Von Neumann, s’écrit

At < min{At,, At,} avec At,:= Fuh et Aty = #

- ’ 2a, w6, — 0.

On reconnait dans At, la contrainte classique sur le pas de temps pour des problemes
d’advection pure, voir par exemple [Dell0b], et dans At, la contrainte classique dans
des problemes de rotation pure, voir [CLP08]. La présence conjointe des deux effets
n’a donc pas d'impact négatif sur la condition CFL obtenue. Il apparait que le choix
0, = 0, rend la condition CFL indépendante du terme de Coriolis. Notons que la
condition obtenue ici pour le cas bidimensionnel n’est pas optimale, au sens ou elle
est simplement suffisante pour assurer la stabilité, contrairement au résultat que nous
avions obtenu en une dimension d’espace, voir [ADD17]. Pour les autres schémas, la
condition CFL est généralement plus compliquée et plus restrictive, tout en restant
dans les mémes ordres de grandeur. Surtout, elle est obtenue pour les choix particu-
liers de discrétisation temporelle du terme de Coriolis les plus couramment effectués,
a savoir I'implicitation totale 6, = 6, = 0, la variante point milieu 6, = 60, = 1/2 et la
semi-implicitation (6, = 0,6, = 1) ou (6, = 1,6, =0).

Le cas test numérique que nous présentons ici a pour condition initiale un fluide
au repos présentant en son centre une colonne d’eau circulaire qu’on laisse s’écrouler a
I'instant initial. On pourrait ainsi parler de rupture de barrage circulaire. Le phénomene
va générer des ondes qui vont sortir du domaine et le fluide va tendre en temps long
vers un état d’équilibre du schéma considéré, qu’on souhaite consistant avec I’équilibre
géostrophique (3.3.3) construit sur la projection orthogonale de la solution initiale sur
I’ensemble de ces équilibres. Il apparait dans la figure 3.3.3 que les résultats en temps
long sont tres différents suivant le type de schémas considéré, selon qu’ils sont consis-
tants ou non avec 1’équilibre géostrophique. On retrouve ainsi pour le schéma classique
une solution presque constante, consistante avec les états d’équilibre (3.3.10) et pour le
schéma avec la méthode de topographie apparente utilisée seule, AT — C', une solution
par bande, i.e. ou les composantes de la vitesse sont quasi constantes dans une direc-
tion, conformément aux équilibres (3.3.11). Seuls les schémas avec corrections a la fois
sur I’équation en pression et sur I’équation en vitesse, ici le schéma AT — DP, sont a
méme de converger vers une solution consistante avec I’équilibre géostrophique (3.3.3).
Une coupe des résultats sur la hauteur d’eau le long de 'axe y = 0, voir figure 3.3.4,
montre que, parmi les schémas qui ne préservent pas les équilibres, le schéma AT — C
avec la méthode de topographie apparente utilisée seule donne de meilleurs résultats
que le schéma C' — D P avec seulement une correction par une pénalisation sur la diver-
gence. Ce résultat conduit donc a des conclusions a I'opposé de ce qui avait été observé
dans la figure 3.3.2 sur le vortex stationnaire et montre donc que seuls les schémas
équilibres peuvent donner des résultats satisfaisants sur ’ensemble des situations. No-
tons également que les trois schémas équilibres convergent vers la méme solution en
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temps long, mais présentent des divergences sur la partie transitoire, comme indiqué
dans les résultats fournis dans [ADOP18S].

1.4 s T

1250 4 2 g

FI1GURE 3.3.4 — Hauteur d’eau en temps long t = 100 - Coupe le long de I'axe y = 0

La perspective de ce travail est d’utiliser ces résultats pour construire des schémas
équilibres pour le systeme de Saint-Venant avec force de Coriolis (3.3.1)-(3.3.2). Rap-
pelons pour commencer que les états stationnaires du systeme (3.3.1)-(3.3.2) ne sont
qu’au premier ordre les équilibres géostrophiques (3.3.3) puisque le terme d’advec-
tion non linéaire n’est pas nul, mais simplement d'un ordre inférieur. La situation est
donc similaire a ce qu’on pourrait attendre d’'un schéma préservant les équilibres au
repos, le terme source considéré ici n’étant plus lié a la force de Coriolis, mais a la
présence de la topographie, tel que décrit dans le chapitre 1 quand on 'applique a
une situation d’écoulement a faible nombre de Froude, situations pour lesquelles 'uti-
lisation de schémas équilibres apporte des gains de précision considérables, voir par
exemple [BouO4a, ACU15]. L’extension du schéma AT — DP présenté plus haut pro-
met donc des apports intéressants. Notons a ce propos que la méthode de la topographie
apparente a la base des schémas de type AT étant elle-méme inspirée de la méthode
de reconstruction hydrostatique présentée dans le chapitre 1 pour la prise en compte
des termes sources de topographie, il est immédiat de coupler les deux méthodes pour
construire des schémas adaptés a la présence simultanée du terme source de topographie
et de la force de Coriolis, telle que rencontrée dans les applications en océanographie.
Pour les schémas utilisant la modification low Froude, i.e. 'annulation du terme de
diffusion numérique sur une des équations, I’extension sera moins directe et il sera
probablement nécessaire d’apporter une modification car il a été montré dans [Del10b]



92 Forces de Coriolis

que I'extension de ce type de schéma a 1’équation des ondes avec un terme d’advection
n’était pas possible directement pour des questions de stabilité. Une solution proposée
dans [Dell0b], voir aussi [DJOR16] pour I'application aux équations d’Euler, est de
construire des schémas all Froude, ou le terme de diffusion numérique est conservé,
mais ou le coefficient de diffusion est pris proportionnel au nombre de Froude local,
ce qui assure une tres bonne précision pour les écoulements a bas Froude, tout en
permettant de recouvrer la stabilité du schéma.



Chapitre 4
Equations primitives

Ce chapitre est consacré a la simulation numérique des équations primitives de ’océan,
i.e. les équations d’Euler, ou de Navier-Stokes, a surface libre, incompressibles et
hydrostatiques. En effet, le systeme de Saint-Venant étudié dans les trois chapitres
précédents, et bien que tres utilisé pour de nombreuses applications, n’est pas adapté
pour des écoulements ou les variations verticales, de la vitesse ou de la densité, sont si-
gnificatives. Tout au long de ce chapitre, nous allons donc présenter les travaux récents
effectués autour d’un modele hyperbolique a plusieurs vitesses (également appelé multi-
couche), introduit dans [ABPSM11b|, voir aussi [ABPSM11a] pour la prise en compte
des variations de densité, et qui constitue une semi-discrétisation, dans la direction
verticale, des équations primitives. Ces travaux ont fait suite a une premiere série de
travaux sur un autre modele a plusieurs vitesses introduits dans [Aud05]. Ils se sont
prolongés dans plusieurs publications, jusqu’a deux travaux récents, I'un autour de
I’étude des propriétés entropiques d’'un schéma cinétique pour ce modele [ABSM17],
I’autre autour de I'analyse et la résolution du probleme de Riemann pour le cas a deux
vitesses [AAGP17]. Nous mentionnerons en fin de chapitre deux travaux qui font un lien
entre ce chapitre et les deux précédents, I’'un a propos de 'utilisation des modeles a plu-
sieurs vitesses pour des problemes de transport sédimentaire [ABS*14], autre traitant
de la dérivation de conditions de transmission pour des problemes de décomposition
de domaine pour les équations primitives avec force de Coriolis [ADM10]. L’ensemble
de ces travaux a donné lieu a la publication de huit articles dans des revues interna-
tionales. Deux publications sont en cours de revue.

Dans la conclusion de ce mémoire, nous évoquerons plusieurs extensions possibles de ces
travaux, dans différentes directions : utilisation des modeles a plusieurs vitesses pour
les écoulements a densite variable et/ou sans I'hypothese de pression hydrostatique,
mais aussi discrétisation directe des équations de Navier-Stokes a surface libre par des
méthodes éléments finis et travaux autour de modeles simplifiés de houle, linéaires ou
non.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont en grande partie été effectués dans le
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cadre d’une collaboration réguliere avec les membres de 1’équipe-projet ANGE (INRIA-
CEREMA-UPMC-CNRS). Mais deux aspects ont également donné lieu a des collabora-
tions avec des membres du LAGA (Laboratoire de Géométrie, Analyse et Applications,
Université Paris Nord), notamment dans le cadre du post-doctorat de P. Dreyfuss, en
2008-2009, et de la these de S. Sari, soutenue en 2013.
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4.1 Equations primitives et modeles a plusieurs vi-
tesses

4.1.1 Equations primitives

Les équations primitives de 'océan s’écrivent en une dimension horizontale d’espace
et pour une densité constante

ou Ow

G-t e = 0, (4.1.1)
ou Ou? Ouw Op
E“f—%—f— B +a_:E = 0, (4.1.2)
dp

posées sur le domaine
t>ty, zeR, bx)<z<n(t),

o, comme dans les chapitres précédents, n(t,z) désigne l'altitude de la surface libre
de I'écoulement, b(x) la topographie du bassin, et p et u = (u,w)” respectivement la
pression et la vitesse en chaque point de I’écoulement. La hauteur d’eau n’apparait pas
directement mais se calcule aisément par la formule h = 1 — b. Les conditions limites a
la surface libre et au fond du bassin sont des conditions de type cinématique. Pour la
surface, on obtient

on on B
a.'.usa— —ws _O’ (414)

et, sur le fond du bassin, puisque la topographie est indépendante du temps, la condition
se simplifie et devient

ub% — Wy = 07 (415)

Il est possible de définir une énergie mécanique associée aux solutions de ces équations

2
E(t,z,z) = % +gz. (4.1.6)

Pour les solutions régulieres des équations (4.1.1)-(4.1.3), on montre facilement ’égalité
suivante 9

0 9 [
a/b Edz+8—$/b u(E + p)dz =0, (4.1.7)

qui devient une inégalité pour les solutions discontinues, 1’énergie ne pouvant que
décroitre a travers les chocs admissibles. Pour ne pas alourdir les notations, nous fe-
rons ici tous les calculs sur une seule dimension horizontale, mais les résultats pourront
étre généralisés en ajoutant la direction y. Un résultat, en fin de chapitre, mentionnera
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explicitement le cas ou la vitesse est bidimensionnelle. Les équations primitives sont
utilisées dans de nombreux codes de simulation océaniques, aux échelles globale ou
régionale, par exemple les logiciels NEMO ou CROCO, voir [SM05, Mad08] pour une
description précise des modeles et algorithmes utilisés, basés principalement sur une
approche différences finies. De nombreux travaux ont également été dédiés a 1’étude
théorique des équations primitives, voir par exemple [Gre99, AG01, HTZ03, LPR10].

Il est possible de combiner la contrainte de divergence nulle (4.1.1) avec les condi-
tions cinématiques (4.1.4) et (4.1.5) pour déduire une nouvelle équation d’évolution,
dite de conservation de la masse, portant cette fois sur la hauteur d’eau, écrite sous
forme conservative et ne faisant intervenir que la composante horizotale de la vitesse

n
Oh + / u(t,z,z)dz =0
b

C’est cette équation, plutot que I'évolution de la surface libre (4.1.4), qui est uti-
lisée dans la plupart des methodes numériques dédiées aux équations primitives, par
exemple [CC92]et que nous utiliserons également dans la suite. D’autre part, la rela-
tion (4.1.3) permet d’écrire la pression dans ’écoulement comme une fonction de la
surface libre i (on suppose la pression atmosphérique constante) et les relations (4.1.1)
et (4.1.5) permettent d’écrire la vitesse verticale w comme une fonction de la vitesse
horizontale u. On peut donc considérer que les deux seules inconnues du probleme
sont l'altitude de la surface libre n(t, ), ou, de maniere équivalente, la hauteur d’eau
h(t,z), et la vitesse horizontale u(t,z,z). On retrouve ici une forte analogie avec le
systeme de Saint-Venant, méme si maintenant, la vitesse u dépend explicitement de la
variable verticale, analogie que nous utilisons dans le présent chapitre pour proposer
une nouvelle méthode numérique pour le calcul de solutions approchées des équations
primitives.

4.1.2 Les modeles a plusieurs vitesses

Dans ce chapitre, nous présentons des modeles a plusieurs vitesses qui consti-
tuent une semi-discrétisation, selon la verticale, des équations primitives (4.1.1)-(4.1.3).
L’intérét de ces modeles est essentiellement guidé par la simulation numérique. En effet,
ils présentent, comme nous allons le voir, une structure similaire a celle du systeme de
Saint-Venant, déja largement étudié dans ce mémoire, et permettent donc de généraliser
un certain nombre de stratégies numériques développées dans ce cadre. Nous consacre-
rons donc une large place au développement de schémas numériques pour ces modeles
a plusieurs vitesses, mais nous présenterons également quelques résultats d’analyse des
modeles, notamment sur leur hyperbolicité. Précisons tout de suite que les modeles
étudiés ici, méme s’ils présentent de fortes similarités, a la fois dans la terminolo-
gie employée et dans la structure apparente des équations, sont tres différents des
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modeles de Saint-Venant multicouches étudiés dans [CMP01, CDGRGV 107, BMdLO08,
BZ10, FNCDP11, Mon15, Ducl6]. Ces derniers sont en effet destinés a modéliser des
écoulements faisant intervenir plusieurs fluides non-miscibles superposés. La définition
des couches a donc ici une origine physique, contrairement aux modeles que nous al-
lons étudier, ou les couches constituent une discrétisation numérique. Les propriétés
des modeles, notamment en termes d’hyperbolicité, sont tres différentes.

L’idée directrice est de définir des interfaces de la forme z = f,(t, ), ou la suite
de fonctions (fs)a=o..n peut étre donnée a priori ou au contraire étre une inconnue du
probleme, mais a qui on impose d’étre strictement ordonnée, au sens ou

V(t,l') Va fa(tax)gfaJrl(tam)a

et de coincider avec les interfaces physiques au fond du bassin et a la surface libre

folt,x) =b(z),  fu(t,z) =n(t ).

Ces interfaces définissent des couches de fluide comprises entre deux interfaces succes-
sives, couches qui seront notées (Ly)a=1..n, €t dont 1’épaisseur sera notée h,. On peut
procéder a une discrétisation de type éléments finis P, sur la verticale pour toutes les
quantités dépendant explicitement de la variable z, ici la vitesse horizontale, mais aussi
par exemple la densité si on traite des problemes a densité variable, pour obtenir

u(t, z, 2) Zuata:]ILatx)()

Ensuite, on écrit une formulation faible des équations (4.1.1)-(4.1.2) dans cette base,
pour obtenir un modele & 2N équations sur les inconnues h,(t, ) et u,(t, ), qui s’écrit

Oh,  Ohyug
at + ax - Ga+1/2 - Ga—1/27 (418)
8haua 0 Ob

o 0_ (h u? + 2h h) gho‘ﬁ_x + Uat1/2Gat1/2 — Ua—1/2Ga—1/2,

(4.1.9)

ol les quantités G112 désignent des termes d’échange de masse entre deux couches
voisines et doivent donc respecter les contraintes suivantes, au fond du bassin et a la
surface libre

G2 = Gnyi/2 = 0.

Le modele présente de fortes similarités avec le systeme de Saint-Venant. Mais il n’est
clairement pas fermé puisqu’il comporte 2N équations pour 4N — 2 inconnues, & savoir
les épaisseurs de couche h,, les vitesses u,, les termes d’échange G412 et les vitesses
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d’interface wq41/2. Trois fermetures différentes ont été proposées. Dans un travail ef-
fectué durant ma these [Aud05], nous avions imposé

Va = 1, ,N -1 Ga+1/2<t,$) =0.

Le modele ainsi obtenu a une structure tres proche des modeles non-miscibles du
type [CMPO01] évoqués plus haut. Il présente I'inconvénient majeur de ne pas étre hyper-
bolique. Il a pu néanmoins étre utilisé pour des premieres simulations numériques dans
[AB0O7,ABDO08]. Une deuxieme fermeture possible, proposée dans [Ram11], consiste a
imposer

Va=1,.,.N—-1 f.(t,z)=C, €R,

ce qui revient a imposer des interfaces horizontales et des couches d’épaisseur h,,
constante en temps et en espace. Les inconnues du modele sont alors les N vitesses,
les N — 1 termes d’échange de masse et 1’épaisseur de la couche de surface. Ce modele
présente I'inconvénient de ne pas pouvoir prendre en compte de grandes variations sur
la surface libre, puisque I’épaisseur de la couche de surface pourrait alors devenir tres
grande, ce qui se paierait en termes de précision, ou méme négative, ce que le modele ne
peut accepter. Il reste néanmoins potentiellement adapté a des écoulements océaniques
classiques, mais n’a, a notre connaissance, jamais été utilisé en pratique. La troisieme
fermeture possible, introduite dans [ABPSM11b] et sur laquelle nous allons travailler
ici, consiste a définir ’épaisseur de chacune des couches comme une portion, fixe, de
la profondeur d’eau totale h. Les trois possibilités évoquées ici renvoient a trois choix
de discrétisation verticale bien connus en océanographie numérique. Nous avons déja
dit que le premier choix, ou le flux a travers les interfaces est supposé nul, renvoie aux
modeles pour fluides non-miscibles de densités différentes, et, par la, aux coordonnées
dites isopycnales, qui suivent les stratifications de densité, introduites dans [BB86|.
Le deuxieme, ou les interfaces sont horizontales, correspond aux coordonnées dites z,
premier type de discrétisation a avoir été utilisé en océanographie [Bry69]. Le troisieme
choix, que nous privilégions ici et qui définit des couches proportionnelles a la hauteur
d’eau, correspond aux coordonnées dites o introduites dans [BM87].

Détaillons maintenant la structure du modele multivitesse [ABPSM11b]. L’épaisseur
des couches étant proportionnelle & la hauteur d’eau totale, on définit donc des coeffi-
cients [, tels que

N
dla=1 et Va=1..,N I, €0,1],
a=1
et on pose
Va=1,..,.N hu(t,z) =1lh(t, x). (4.1.10)
On somme alors les équations (4.1.8) pour obtenir une équation de conservation globale
Oh = Ohatin

- =0 4.1.11
ot e ) (4.1.11)

a=
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portant sur la méme inconnue que le systeme de Saint-Venant classique. De plus, les
équations (4.1.9) se réécrivent alors

Ohug 0 h? 0b
la It l a— (h +gT> gl ha +ua+1/2Ga+1/2—ua 1/2Ga 1/25 (4112)

et la structure du membre de gauche, ainsi que celle du terme source de topographie,
sont identiques a celle des équations de Saint-Venant. Une somme partielle sur les
couches Ly a L, des équations (4.1.8) permet enfin une définition des termes d’échange

Goy1/2 Par

“. /0h Ohgu
Gatia = Y (a—f - %) , (4.1.13)
B=1

ce qui s’écrit maintenant, compte tenu de (4.1.10)

Gat12 = (Z@) Zﬁahuﬁ, (4.1.14)

soit encore, en utilisant (4.1.11)

- Ohu Ohu
a+1/2 Zlﬁ ( 2 ZZ'Y a‘rw> : (4115)

=1

Il reste a définir les vitesses d’interface uq41/2. Pour des raisons de stabilité qui seront
précisées plus tard, on privilégiera souvent dans la suite une définition décentrée

o Ue, if Ga+1/2 <0
Ua+1/2 - { ua+1 lf Ga+1/2 > O (4]_]_6)

mais d’autres définitions, locales ou non, sont possibles. On peut donc ne conserver
comme inconnues principales que les vitesses u, et la hauteur d’eau h et considérer le
systeme composé des N + 1 équations (4.1.11)-(4.1.12), avec la définition (4.1.14) ou
(4.1.15) pour les termes d’échange. On peut montrer, voir [ABSM17], que le modele
ainsi obtenu satisfait une inégalité d’énergie qui s’écrit

o (& 0 (& 1
NIRRT

a=1 a=1

l\')

(4.1.17)

ou I'énergie est définie par

2 h
B, = ha%—i—hag (——i—zb). (4.1.18)
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On peut rapprocher cette inégalité d’énergie de la relation (4.1.7) obtenue pour I’énergie
associée aux équations d’Euler hydrostatique. On en déduit que le processus de discrétisation
selon la verticale, associé a la définition décentrée des vitesses a U'interface (4.1.16), in-
troduit une diffusion numérique proportionnelle au terme déchange de masse. Notons
que énergie (4.1.18) n’est pas I’énergie moyenne sur la couche L,. En effet, I'énergie
cinétique est bien définie sur chaque couche, mais I’énergie potentielle n’a de sens que
globalement puisque le modele ne contient qu’une équation de conservation de la masse
globale. Dans [FNKCR14], une extension de ce modele pour les équations de Navier-
Stokes hydrostatiques a été introduite. Dans [ABPSM11al, nous avons étudié le cas
a densité variable, sur lequel nous reviendrons dans la conclusion du mémoire. No-
tons également que la méthode a été étendue a la simulation des écoulements dans les
arteres [GFL17].

Dans [ABPSM11b], voir aussi le mémoire d’habilitation [SM10], profitant de I’analo-
gie évidente entre le systeme a plusieurs vitesses (4.1.11)-(4.1.12) et le systeme de Saint-
Venant (1.1.1)-(1.1.2), nous avons proposé une discrétistation numérique du systeme
(4.1.11)-(4.1.12), basée sur une extension des schémas cinétiques, décrits dans la section
1.2.2, et de la reconstruction hydrostatique, décrite dans la section 1.2.3. De nombreux
résultats numériques ont également été proposés, incluant des recirculations en bassin
fermé sous l'effet d’'un vent en surface et des écoulements cisaillés par l'introduction
d’un terme de friction sur le fond du bassin, phénomenes évidemment impossibles
a modéliser avec le systeme de Saint-Venant classique. Sur les figures 4.1.1 et 4.1.2
sont représentés les résultats correspondant a une recirculation sous l'effet du vent,
avec, respectivement, le champ de vitesse, ot la composante verticale de la vitesse, qui
n’est pas une inconnue du modele, est obtenue par postprocessing, le profil vertical
de la vitesse horizontale en milieu de bassin pour différents nombres de couches, avec
comparaison a une solution analytique sur un bassin supposé infini, et une courbe de
convergence, relative a ce profil vertical, fonction du nombre de couches utilisées. Le
modele et le schéma numérique ont également été validés par des comparaisons avec
des solutions analytiques des équations d’Fuler hydrostatiques, notamment celles obte-
nues dans [BBSM13]. Tl est a la base du code Freshkiss, développé par 1’équipe ANGE,
voir [ABF*17]. Un autre type de schéma numérique, introduit dans [BS10] et basé
sur une décomposition entre les processus d’advection et les autres phénomenes, a été
utilisé dans [ABST14]. A discrétisation spatiale identique, ce schéma dit FVC, pour
Finite Volume Characteristic, s’avere plus précis. Néanmoins il n’est pas possible de
démontrer des propriétés de stabilité non linéaires (positivité, entropie), comme nous
allons le faire maintenant pour le schéma cinétique.

Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons deux travaux récents qui présentent de
nouveaux développements autour de ce modele a plusieurs vitesses. Dans [ABSM17],
dans la lignée du travail mené dans [ABBSM16], nous étudions 1’évolution de I’énergie
discrete pour un schéma cinétique avec reconstruction hydrostatique. Grace a une im-
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FIGURE 4.1.1 — Recirculation sous l'effet du vent - Champ de vitesse
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FIGURE 4.1.2 — Recirculation sous l'effet du vent - Profil vertical de la vitesse hori-
zontale (a gauche) et courbe de convergence (a droite)

plicitation des termes d’échange de masse, nous montrons que, sur fond plat, il est
possible de construire un solveur qui satisfait une inégalité d’entropie discrete sous une
condition de CFL similaire a celle obtenue pour le systeme de Saint-Venant classique.
Pour une topographie non triviale, nous montrons que les résultats obtenus pour le
systéme de Saint-Venant classique dans [ABBSM16] peuvent étre étendus au modele
a plusieurs vitesses. Le deuxiéme travail [AAGP17] porte sur 'étude du modele & plu-
sieurs vitesses, notamment en terme d’hyperbolicité. Une étude tres préliminaire avait
conclu dans [ABPSM11b] a I'hyperbolicité du modele a deux vitesses. Reprenant ce cas
particulier, nous avons étudié en détail la solution du probleme de Riemann associé a ce
probleme a deux vitesses, en une dimension et en deux dimensions d’espace. En une di-
mension d’espace, nous travaillons sur une forme conservative du systeme qui présente
des similarités avec les équations d’Euler compressibles. En deux dimensions d’espace,
le modele comporte des produits non conservatifs, auxquels nous commencons par don-
ner un sens avant de résoudre le probleme de Riemann, y compris pour des solutions
incluant des coalescences ou des résonances entre les différentes ondes.
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4.2 Schéma cinétique IMEX et inégalité d’entropie
discrete

L’intérét principal de I'approche multivitesse pour les équations primitives réside
dans l'analogie entre le modele obtenu et le systeme de Saint-Venant, qui permet
d’étendre les travaux effectués sur ce dernier. Plus précisément, nous choisissons ici
d’étendre I'interpétation cinétique du modele de Saint-Venant, pour ensuite construire
un schéma numérique dérivé de cette interprétation. Par analogie avec la définition
(1.2.6), sous sa forme (1.2.11), nous définissons d’abord un équilibre de Gibbs, ou
maxwélienne, par couche

ha - Ua la / Ewa
Mo = M(Ua, €) = —*X0 (5 C“ > = E(Qgh — (¢ - ua)2>1+2 =1 M., (42.0)

qui permet de proposer une représentation du modele (4.1.11)-(4.1.12) a travers le
modele cinétique composé des N équations linéaires
8M o 8Ma azb 8Ma

5 ¢ — 2 —Nos12+Na—12=Qa, a=1,...,N (422)

(Ba) or Y ox 0&

ou le terme de collision Q,(t, z, ) satisfait, pour presque tout (¢, x),

/]R ( ; ) Q. df = 0, (4.2.3)

mais surtout ol nous avons introduit les nouvelles quantités N,41/2 qui représentent
au niveau cinétique les échanges de masse entre les couches et sont définies, a nouveau
en utilisant un décentrement, par

Ea si Goz+1/2 <0
Moy siGagi2 >0

Gort/o— _
21/2Mo¢+1/27 Ma+1/2 = {

Na+1/2 = (424)

Comme dans la section 1.2.4, voir plus particulierement la relation (1.2.20), on peut
alors construire un schéma numérique pour 'équation cinétique (4.2.2)

M2 = Mo = 0i(EMaisije- + 0Maisrjp- = EMai1ps = 0Maiajas),  (4.25)

My7'™ = My + A (N, — NI, (4.2.6)
olt la définition des termes d M, ;11/2— est similaire a la relation (1.2.21), pour chaque
couche. Le schéma proposé ici est de type IMEX puisque la premiere étape est explicite
et la seconde est implicite. Ce type de schéma a été introduit dans bon nombre d’ap-
plications, I'idée générale étant toujours d’impliciter la partie qui aurait un impact tres
restrictif sur la condition CFL, ici, les échanges verticaux. Nous renvoyons le lecteur
aux travaux [BPR13, BALMN14, Zak16] pour une présentation de ce type de schémas
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dans différents contextes liés aux équations de la mécanique des fluides géophysiques.
La premiere étape (4.2.5), explicite, est identique au schéma (1.2.20), la encore pour
chaque couche L,. Cette premiere étape vérifie donc, sous des contraintes CFL simi-
laires, toutes les propriétés établies dans [ABBSM16], en particulier la positivité de la
hauteur d’eau, et les inégalités d’entropie discrete. Le passage au schéma volumes finis
macroscopique, pour les inconnues (h, hu,), se fait de la méme maniére que dans les
sections 1.2.2 et 1.2.3. La seconde étape (4.2.6), implicite, n’affecte pas la hauteur d’eau
totale h puisqu’elle ne prend en compte que les échanges de quantité de mouvement
qui apparaissent dans les équations (4.1.12), via les échanges de masse Gq1/2 entre
couche. On a donc
ht = h

ce qui permet de calculer les nouvelles épaisseurs de couche h;f;rl. L’étape implicite
(4.2.6) peut alors se réécrire, en utilisant les définitions (4.2.4),

|G04+1/2,i + +1— ‘Ga+1/2,i’f - |ch—1/2,i|+ 41—
- Atnn—HMngl,i + | 1 - A" Bt M(Zz
a+1,i a,i

Ga_1/24|—
+ AtnﬂMTl—H_ — Mn*

n+1 a—1, i)
hafl,i
(4.2.7)
ce qui s’écrit sous forme matricielle
n+l— __ nx k __ k kT
(In + AtGy ;) M~ = M, M} = (My;, ..., My,) (4.2.8)
avec la matrice
|G3/2,:l— |G3/2,il+
o R _ s O O e O
n+1 n+1
hl i hl i
|G3/2,:|- . .
h,/lﬂ - - 0 .. 0
2,1
0 0 0
GN’i - 0 |Ga—1/2,i\— o \Ga+1/2,i|—*\Ga—1/2,i|+ . |Ga+1/2,i|+ 0
hott ho hot
. . IGN_1/2.l+
0 - - _—h"+{ i
Gy1jzil- 1Gno1jon]
N—1/2,il— N—1/2,il+
0 e 0 0 BTl Rl
N,i N,i

On montre, voir [ABSM17], que la matrice Ay; = Iy + AtGy,;
— est inversible pour tout h?“ > 0, le systeme a donc une solution unique, le cas
Rt = 0, étant immédiat puisqu’alors u?:{l = 0 sur toutes les couches L, ;
— a un inverse qui ne contient que des coefficients positifs, la densité Mi"“’ est
donc positive si la densité M l'est ;
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— et que pour tout vecteur 7' a composantes positives, on a
AN T lloo < (17|,

la résolution du systeme linéaire (4.2.8) ne pose donc pas de difficultés, méme

pour des hauteurs d’eau h™ arbitrairement petites.
Notons qu’une simple multiplication par £ de la relation (4.2.7), suivie d’une intégration
sur cette variable, permet d’écrire le schéma au niveau macroscopique, i.e. avec comme
inconnues les débits q{f;rl, la matrice restant inchangée puisque ces coefficients sont
indépendants de la variable £&. Nous venons donc d’établir que le schéma numérique
basé sur la discrétisation, de type IMEX (implicite-explicite), (4.2.5)-(4.2.6) est bien
défini, au sens ou il a bien une unique solution a chaque étape. La positivité de la
hauteur d’eau est évidente puisque nous avons déja dit que h'™ est connue apres la
premiere étape explicite (4.2.5), identique a celle qui a été analysée dans la section
1.2.4 ou nous avons démontré cette propriété de positivité. Grace aux propriétés de
la matrice Ay ;, nous pouvons méme démontrer la positivité des densités cinétiques
MZ-”H_, puisque, la encore, les démonstrations fournies dans la section 1.2.4 assurent
que les densités intermédiaires M sont bien positives des que les densités initiales
M le sont. Cette positivité de la densité cinétique est une étape nécessaire a I’étude
de I’évolution de I’énergie, la encore au niveau cinétique, qui s’appuie pour une large
part sur les travaux effectués dans [ABBSM16] et rappelés dans la section 1.2.4 puisque
I’étape explicite est identique, le processus d’implicitation sur les échanges verticaux
permettant de démontrer une décroissance également pour la seconde étape. Dans le
cas d'un fond plat, il est possible de mener tous les calculs et de quantifier I’évolution
de I’énergie entre les étapes n et n + 1

—n+1— o . N
H(Ma:: 7€,bi) = H(Ma,i7£7 bz) — 05 <Ha,i+1/2 — Ha,i—1/2>
—Ar(Hit s = HEt) + i+ eais (429)

< I7 . n+1— ;. . .
ou Hg iy1/2, respectivement M7 J2.i désigne un terme de flux horizontal, respective-

ment vertical, consistant avec les flux d’énergie au niveau continu. Sous une condition
CFL légerement plus restrictive que pour le cas classique (1.2.25), d’'un facteur 1/2, et
prenant en compte la vitesse dans chaque couche

A" < 1 min min —Axi

T 21<a<N i€l |ug,| +/2gh;

on peut établir que les termes d,; apparaissant au membre de droite sont négatifs.
Comme les termes e, ; n’ont pas d'impact au niveau macroscopique, i.e. sont nuls apres
intégration en £ et sommation sur les couches L, on en déduit une inégalité d’énergie
au niveau macroscopique, voir [ABSM17] pour le détail des calculs, qui assure que
I'énergie macroscopique E, ;, voir la définition (4.1.18), est décroissante a chaque étape

(4.2.10)
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du calcul

Z_H—H > Z ai — O Z/Hz+1/2d§ Z/Hl 1/2d§

=1

Cette relation est a comparer avec les résultats obtenus sur les équations d’FEuler hy-
drostatiques (4.1.7), puis sur le modele a plusieurs vitesses avant discrétisation en (¢, x)
(4.1.17). Comme dans le cas du systeme de Saint-Venant classique, voir [ABBSM16],
la stratégie adoptée peut étre étendue au cas avec topographie et on en déduit une
inégalité d’énergie macroscopique, qui fait apparaitre un terme de croissance controlée,
identique a celui apparaissant dans la relation (1.2.24) et qui a déja été analysé dans
la section 1.2.4.

4.3 Solution du probleme de Riemann pour le modele
a deux vitesses

En complément de la qualité et de la robustesse des simulations numériques, il est
important d’étudier les propriétés des modeles a plusieurs vitesses. Il a déja été établi
que le modele possédait une énergie, consistante avec celle de I’équation d’Euler, voir la
section précédente. Une preuve d’hyperbolicité pour le modele a deux vitesses en une
dimension d’espace, dont nous donnons ici la forme bidimensionnelle, avait également
été établie dans [ABPSM11b], preuve non constructive ne permettant pas le calcul
explicite des valeurs propres du modele. Nous avons repris et généralisé cette étude
dans [AAGP17], analysant I’ensemble du probleme de Riemann, a la fois en une et en
deux dimensions d’espace, ou le modele s’écrit

Oh+V - (MU + hyUy) = 0, (4.3.1)
0, (hUy) + V- <h1U1 ® U, + ghlhld) — Uy,Gy, (4.3.2)
9, (haUs) + V - <h2U2 ® Uy + ghzhld) = UGy, (4.3.3)

avec la vitesse d’interface Ug, et le terme d’échange de masse Gs,, défini par (4.1.14).
Une différence notable entre la nouvelle étude et celle de [ABPSM11b] réside dans la
définiton de la vitesse d’interface Us,, utilisant un décentrement dans [ABPSM11b],
voir la définition (4.1.16), et basée sur une formulation centrée dans 'étude qui va
suivre

U, + U,
—

Cette définition a un impact direct sur I’équation d’évolution de I’énergie, décroissante
dans le cas décentré, voir la relation (4.1.18), constante, pour des solutions régulieres,

Us, = (4.3.4)
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pour un choix centré, voir plus loin. Notre étude portera en fait sur une autre écriture
du systeme, conservative en une dimension d’espace

Oh+ V- (hU) = 0, (4.3.5)
0 (0)+V - (h(TeT+UaT)+In) = 0 (4.3.6)
00+ (U-v)U+(0-v)U = o, (4.3.7)

o1 U désigne la moyenne des vitesses et U la déviation du profil de vitesse par rapport
a sa moyenne. On passe du systeme (4.3.1)-(4.3.3) au systeme (4.3.5)-(4.3.7) par le
changement de variable bijectif

(U, ﬁ) _ (U1 +U, U, — U1> | (4.3.8)

2 ’ 2

et en utilisant la relation

2Gy, = -V (hﬁ) ,

obtenue en calculant la différence des deux équations en vitesses (4.3.2) et (4.3.3). Dans
sa forme (4.3.5)-(4.3.7), le modele a deux vitesses présente des similarités évidentes avec
un modele de Saint-Venant avec cisaillement introduit dans [GIF17]. Dans leurs versions
unidimensionnelles, voir [RG12], et pour des solutions réguliéres, les deux modeles sont
méme parfaitement équivalents. L’énergie associée au modele s’écrit, dans les nouvelles
variables,

h / — ~
B=2 (IO +[0)2) + $r. (4.3.9)
et, du fait de la définition centrée de la vitesse d’interface (4.3.4), elle vérifie, au moins
pour les solutions régulieres, 1'égalité

OE +V - (((E+gh2) 1d+hﬁ®ﬁ) U) — 0, (4.3.10)

a comparer avec 'inégalité (4.1.17) obtenue pour une définition décentrée de la vitesse
d’interface (4.1.16). Pour assurer la cohérence avec les solutions admissibles du systeme
de Saint-Venant classique dans le cas ou la déviation U est nulle, nous définissons
I’admissibilité des solutions discontinues par la décroissance de I'énergie a travers les
chocs, ce qui se traduit par 'inégalité, au sens des distributions,

OE+V - <((E+%h2) I, +h0e0)0) <o, (4.3.11)
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4.3.1 FEtude du cas 1d

En une dimension d’espace, le systeme a deux vitesses s’écrit

8th+8 (1) = o, (4.3.12)
8, () + 8, <h(ﬂ +72) g ) — 0, (4.3.13)
O+ 0, (@) = O, (4.3.14)

Le systeme est donc conservatif. L’énergie s’écrit

h
E= gfﬂ 5 @+ @), (4.3.15)

et I’égalité d’énergie associée s’écrit, pour les solutions régulieres
O.F + 0, ((E + gfﬂ + ha2> ﬂ) —0. (4.3.16)

On reconnait formellement dans les trois équations (4.3.12)-(4.3.13)-(4.3.16) le systeme
des équations d’Euler compressible avec pression et énergie interne

ho

9,9 ~2 _ Y2
==h h h
P=3 + hu, U

Pour les solutions régulieres du probleme de Riemann, on pourra donc utiliser di-
rectement les travaux effectués sur les équations d’Euler, voir par exemple [GR96].
Pour des solutions discontinues, les deux systemes ne sont plus équivalents, puisque
nous imposons ici, par analogie avec le systeme de Saint-Venant, la décroissance de
I’énergie (4.3.15) a travers les chocs tandis que, dans les équations d’Euler, c’est 'en-
tropie mathématique du systeme qui décroit dans les chocs. De plus, 1'énergie (4.3.15)
n’est pas convexe par rapport aux variables conservatives (h, hw, @) et, sur une discon-
tinuité, le lien entre la condition de Lax et la décroissance de I'énergie ne peut plus étre
déduit des théoremes généraux, voir encore [GRI6]. Nous montrons néanmoins qu’il
reste valable et que la condition de Lax

)\(UL)>O'>>\(UR),

peut donc toujours étre utilisée pour sélectionner les chocs admissibles séparant deux
états Uy, et Ug, o désignant la vitesse du choc.

On montre facilement que le systéme (4.3.12)-(4.3.14) est strictement hyperbolique
pour h # 0, avec les trois valeurs propres

AL=u—+\gh+3u? < AN=u < Ag=u++gh+3u? (4.3.17)
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et les invariants de Riemann

_ — gh 3u? 3\ u
I, = Su++gh+3u?>+—=1lo 1+ —+/—=u],—- ¢,
. { g V3u g(\/ g N gr')h

I, = {ﬂ,gh2+ha2}

- o o (5 ) )

Les deux ondes externes sont vraiment non linéaires et ’'onde interne est une disconti-
nuité de contact. On peut alors résoudre sans grande difficulté technique le probleme
de Riemann associé, i.e. le probleme (4.3.12)-(4.3.14) associé a une donnée initiale
constante par morceaux

— o~ * .
U(O x):{UL:(hL,uL,uL) €R+XR2 1f.1'<0,

4.3.18
UR:(hR,ﬂR,ﬁR)tERixRQ if > 0. ( )

On obtient en particulier que la vitesse d'un choc est donnée par

oy, ZEL —C(hL*;UL), (4319)

(X (b, 7)) = % ((1 + %) 92h + (1 + % + (%)j m) L (4.3.20)

Nous renvoyons le lecteur & [AAGP17] pour plus de détails.

avec

4.3.2 Analyse du probleme de Riemann en deux dimensions

Nous considérons maintenant le probleme de Riemann planaire pour le systeme
a deux vitesses en deux dimensions (4.3.5)-(4.3.7). Les données initiales sont donc
indépendantes de la direction y

(hL,ﬁL,GL) if z<0

=" X 4.3.21
(hR7UR,UR) if >0 ( )

V(z,y) € R, (h, U, U)(0,z,y) = {

et on suppose que la solution le reste pour tout temps. Le systeme (4.3.5)-(4.3.7) s’écrit
alors, avec les notations U = (7,7)" et U = (u,9)",

Oh + 8, (hu) = 0, (4.3.22)

o (h) + 0, (h (@ +7%) + 5h%) = 0, (4.3.23)
o+ 0, (Wu) = 0, (4.3.24)

Oy (hv) 4+ 0, (h(uv 4+ uv)) = 0, (4.3.25)

00 + ud, v +ud,v = 0. (4.3.26)
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Le systeme n’est plus conservatif, voir 1’équation (4.3.26), et, pour des solutions dis-
continues, il faudra donner un sens aux produits non-conservatifs. Néanmoins, on
retrouve dans les équations (4.3.22)-(4.3.24) le systéme en une dimension d’espace
(4.3.12)-(4.3.14). Les inconnues (h,u,u) peuvent donc étre calculées comme dans la
section précédente, indépendamment des inconnues sur la vitesse transverse (7,0). La
résolution du probleme de Riemann en deux dimensions se ramene donc a un calcul
portant essentiellement sur ces deux variables transverses.

Le calcul des valeurs propres du systeme donne les valeurs

>\L < ’VL:E_|ﬂ’ < )\* < ’YR:E+|a’ < >\R

ol A, A, et Ag sont les valeurs propres du probléme en une dimension, voir (4.3.17).
Les invariants de Riemann associés s’écrivent

_ w  _ uwv
I = HALU{“_gmm“’ghmﬂ}
J,, = {ha,u,7+sv}
Jy. = L., U{w, huv}
Jy, = {h,u,u,v— sv}

J I, U w W

T {” N gmm}

avec s = sgn (u) et I, , I, et I, 1a encore donnés par le probleme en une dimension,
voir section 4.3.1. Les ondes externes sont toujours vraiment non linéaires et les trois
ondes internes sont des discontinuités de contact. Notons que les trois ondes internes
se déplacent a des vitesses de 'ordre de la vitesse matiere u tandis que la vitesse des
deux ondes externes est également sensible a la vitesse de propagation des ondes de
gravité \/gh. Le point le plus important est que la vitesse des ondes est entierement
déterminée par les trois inconnues (h, @, ) qui peuvent étre obtenues par la résolution
du probleme de Riemann en une dimension d’espace, et peuvent donc étre considérées
comme des données dans la résolution pour les variables transverses (7, v). Néanmoins,
I'ordonnancement des ondes n’est plus strict et les discontinuités de contact peuvent
entrer en résonance, i.e. deux valeurs propres devenir identiques, si un des états in-
termédiaires s’annule sur la variable . De plus, les discontinuités de contact externes
peuvent entrer en coalescence avec les ondes non-linéaires si celles-ci sont des ondes de
choc. En effet, si les valeurs propres Ay, et v, sont bien distinctes des que A > 0, rien
n’assure que la vitesse du choc o, voir la relation (4.3.19), soit strictement inférieure a
la vitesse de la discontinuité de contact v,. On montre ainsi que le phénomene de coa-
lescence a lieu si la hauteur d’eau intermédiaire h} est plus grande que la plus grande
racine du polynome

1 X X X\? X\?
P(hy G X) == [14+2 1+ =4 (2) - (£ 2.
(hr,ur ; X) 2( + hL>9hL+< +hL+(hL> (hL> )UL
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On a évidemment des résultats similaires pour les ondes g et or. Il y a donc trois types
de probleme de Riemann a étudier, selon que sont présents, ou non, les phénomenes
de résonance et de coalescence. On insiste sur le fait que le calcul de la solution du
probléme de Riemann en une dimension pour les variables (h, @, @), qui reste inchangé,
permet de savoir a prior: dans quelle situation on se trouve et donc quel est le type
de probleme de Riemann qu’il faut résoudre. Le dernier point qui reste a éclaircir
est la définition des produits non conservatifs présents dans I’équation (4.3.26) quand
la solution du probleme de Riemann comporte des chocs. Un cadre général a été
donné dans [DMLMO95] ou les auteurs construisent une solution du probleme via une
régularisation au niveau de la discontinuité. La solution obtenue peut dépendre de la
régularisation, ou chemin, choisie. Ici, nous nous appuierons plus particulierement sur
les méthodes présentées dans [LST08, Agul4]. Notons qu’il y a un lien étroit entre les
phénomenes de résonance ou coalescence et la présence de ces produits non conserva-

tifs, voir [IT92,1T95, GLO4].

Dans le cas sans résonance ni coalescence, la solution du probleme de Riemann
pour les deux variables restant a calculer est tres simple. Il y a alors quatre états
intermédiaires, puisque cing ondes, mais les calculs peuvent étre découplés car les
états intermédiaires compris entre les ondes A\ et v, et entre les ondes v et Ag
sont entierement déterminés, respectivement, par les états initiaux (v, v.) et (Ug, Ur).
Dans le cas ou les ondes sont des détentes, i.e. quand la solution est continue, I'informa-
tion transite a travers les invariants de Riemann Jy, et J,,. Quand I'onde est un choc,
et que la solution est discontinue, le probleme, comme nous l'avons déja dit, est plus
compliqué puisque nous ne pouvons a priori écrire des relations de Rankine-Hugoniot
que pour les quatre premiéres équations conservatives (4.3.22)-(4.3.25)

oulh] = [nl, (4.3.27)
o [hd] = [h (@ + @2) + th] , (4.3.28)
ou[d] = [aml, (4.3.20)
ou ] = [h @7+ 9)). (4.3.30)

Les trois premieres redonnent les relations du probléme en une dimension d’espace,
et il ne reste donc plus qu’une seule relation pour déterminer deux inconnues v et
0. Suivant les travaux [LST08, Agul4], nous montrons néanmoins qu’'une procédure de
régularisation monotone sur la hauteur d’eau, dont on a prouvé dans le probleme en une
dimension d’espace qu’elle est toujours croissante a travers un oy, choc et décroissante
a travers un og choc, permet de proposer une cinquieme relation de saut,

%¢m—@f—mﬂza

indépendante de la régularisation choisie, et ainsi de fermer le probleme, voir les détails
dans [AAGP17]. Ne subsiste plus alors qu'un probléme couplé sur les trois disconti-
nuités de contact pour déterminer les états intermédiaires de part et d’autre de 'onde
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Ay, issu des quatre invariants de Riemann qui font intervenir les quantités v ou v dans
Jy,, Jx, et J,,. Les invariants de Riemann étant linéaires en ¥ et U, on obtient un
systeme linéaire, bien posé dans ce cas, et qui se résout facilement. Dans le cas d'une
résonance entre deux discontinuités de contact, ce systeme linéaire n’a plus une so-
lution unique. Mais il est possible de conclure en utilisant, plutot que ’équation non
conservative (4.3.26) sur v, I’équation (4.3.10) sur ’énergie, qui reste constante a la
traversée d'une discontinuité de contact. Le dernier cas a considérer est celui de la
coalescence, dans le cas d'un choc, entre 'onde o, et 'onde «y (ou, bien évidemment,
Yr €t or). On commence par montrer que décroissance de 1’énergie et condition de
Lax sont toujours vérifiées. Néanmoins, dans ce cas, a la traversée de cette nouvelle
onde, on doit se contenter des quatre relations de Rankine-Hugoniot (4.3.27)-(4.3.30),
la régularisation ne permettant plus de déterminer une cinquieme relation. Seule la
relation (4.3.30) fait intervenir les quantités v et v. Dans le cas d'une coalescence sur le
choc oy, elle doit maintenant étre couplée avec les trois invariants de Riemann faisant
intervenir les quantités v ou v dans J, et J,,. Le systeme obtenu sur les inconnues ¥
et ¥ est encore linéaire, bien posé s’il n’y a pas résonance entre les ondes \, et vg, et
peut a nouveau étre résolu facilement (dans le cas d’une résonance, il faut a nouveau
utiliser I’égalité d’énergie au travers de la discontinuité de contact pour conclure). Des
exemples concrets de solutions du probleme de Riemann dans différentes configurations
étudiées sont donnés dans la figure 4.3.1. Un panorama complet des solutions est donné
dans [AAGP17].

FIGURE 4.3.1 — Différentes solutions du probleme de Riemann, avec résonance (au
milieu) ou coalescance (& droite)

Deux pistes s'imposent dans la continuité de ce travail : I’étude du systeme pour un
nombre de vitesses plus grand, et l'extension au cas de deux couches a densité variable,
voir [ABPSM11a].
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4.4 Equations primitives et couplages

4.4.1 Modele a plusieurs vitesses et transport sédimentaire

Nous avons déja dit plus haut dans ce chapitre que, dans le cas d'un écoulement
en bassin fermé forcé par un vent en surface, les solutions obtenues avec le systeme
de Saint-Venant et avec les équations primitives (ou le systéme a plusieurs vitesses)
sont tres différentes. En effet, les équation primitives autorisent un changement de
signe de la vitesse le long de la verticale, et donc une recirculation, consistante avec
ce qu’'on observe en pratique, quand les équations de Saint-Venant classiques ne le
permettent pas puisque, par définition, on ne calcule qu'une seule vitesse moyenne
pour toute la colonne d’eau. Nous avons vu dans le chapitre 2 que les formules de
transport sédimentaire faisaient intervenir la vitesse moyenne de ’écoulement, cal-
culée par les équations de Saint-Venant. Dans le cas d’une recirculation, cette vitesse
moyenne n’est pas une bonne approximation de la vitesse au fond, qui est pourtant
celle qui intervient, mécaniquement, dans l'interaction avec la couche sédimentaire.
Dans [ABSMS11], nous avons voulu mettre en évidence ce phénomene. Nous avons
donc d'un coté calculé 1’évolution de la couche sédimentaire obtenue avec le modele
de Saint-Venant Exner décrit dans le chapitre 2, et d’un autre, calculé I’évolution de
la couche sédimentaire obtenue avec le modele a plusieurs vitesses présenté dans ce
chapitre, couplé avec une équation d’Exner ou le flux sédimentaire n’est plus calculé
a partir de la vitesse moyenne sur toute la colonne d’eau, mais a partir de la vitesse
calculée dans la couche inférieure. Les résultats sont évidemment tres différents. Reste
que la stabilité du couplage entre I’équation d’Exner et le systeme de Saint-Venant,
qui était au coeur du chapitre 2, n’a pour I'heure pas du tout été étudiée dans ce nou-
veau contexte. Des comparaisons avec des données expérimentales sur le méme type
d’écoulement avec recirculation seront également indispensables, notamment pour le
paramétrage des lois de transport sédimentaire. Notons que dans [JLL16], une approche
a deux couches d'une nature différente, basée sur une décomposition de 1’écoulement
entre une couche fluide parfait et une couche visqueuse, a également été proposée, la
encore pour mieux décrire ’écoulement a la proximité de l'interface avec les sédiments.

4.4.2 Force de Coriolis et décomposition de domaine

Le travail [ADM10] présenté dans cette section concerne l'utilisation des équations
primitives avec viscosité pour des applications océanographiques grandes échelles ou la
force de Coriolis joue un role important. Ici, I’accent n’est pas mis, comme dans le cha-
pitre 3, sur la dérivation de schémas numériques préservant les équilibres géostrophiques,
mais sur la dérivation de conditions de transmission efficaces pour ce probleme, dans le
contexte de la décomposition de domaine. Nous considérerons dans la suite le systeme
linéarisé autour d’un état (u = wug(z) > 0,v = 0,h = 1), qui s’écrit en variables
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adimensionnées
opu + \V4 —iA —ia —l—th—i—iC = 0 (4.4.1)
,u+ugp - Vu Re u Re ..U = Ro u = 0, A.

pour (t,z,y, z) € [0, T] xR?x [~1, 0] ot nous rappelons que h(t, z,y) désigne la hauteur
d’eau et u(t, z,y, z) = (u,v) la vitesse horizontale, u désignant la moyenne sur la verti-
cale de cette vitesse. Les nombres adimensionnés Re, Fr et Ro désignent respectivement
le nombre de Reynolds, de Froude et de Rossby

UL U U
Re=—, Fr=—, Ro=—,
v voH QL
et le systeme est complété par des conditions initiales (u;, h;) et des conditions de Neu-
mann au fond et en surface sur la vitesse horizontale.

Les méthodes de décomposition de domaines ont aujourd’hui souvent pour but
de permettre une répartition des taches liées au calcul d’une solution approchée sur
plusieurs ordinateurs distincts, chacun étant chargé de calculer la solution sur un sous-
domaine du domaine de calcul. Il faut alors assurer la transmission de l'information
entre les différents ordinateurs, et, si possible, I'optimiser, pour accélérer la convergence
de l'algorithme. Notons que la méthode de décomposition de domaine a initialement
été introduite par Schwarz [Sch70], dans un article dont on peut traduire le titre par
Sur un passage de frontiére utilisant un processus alterné, dans un tout autre but, celui
de calculer des solutions approchées d’équations aux dérivées partielles, en I’'occurrence
le probleme de Laplace, sur des domaines complexes, en utilisant la connaissance de
ces solutions sur des domaines plus simples, rectangles ou disques, par exemple. Dans
la version la plus simple, pour un probleme de Dirichlet sur un domaine borné 2, et
deux sous-domaines, notés €2y et (), tels que

QL UQy =1 Q1 NQy #0,
I’algorithme s’écrit

—AuFTt = 0 sur O —AusTt = 0 sur
ubt! g sur 0Q;NON et ub ! g sur 02NN
ulfH = ub sur 90N, u§+1 = uf sur 9NN

avec une initialisation (u,u9) réguliere et compatible avec la condition de Dirichlet g.

Schwarz montre que cet algorithme converge au sens o, sur €y (resp. {2,), la suite de
fonctions uf (resp. u}) converge vers la solution u du probleme de Dirichlet sur €. Tres
ancienne, cette méthode a donc été réactualisée et généralisée a un nombre quelconque
de sous-domaines a la fin du siécle dernier dans le contexte du développement du



114 Equations primitives

calcul parallele, voir par exemple [Lio88] pour une étude détaillée. La convergence de
la méthode nécessite ici un recouvrement entre les domaines et reste relativement lente.
Des méthodes, dites de Schwarz optimisées, et basées sur la transmission d’information
autre que de simples conditions de Dirichlet, ont depuis été proposées, voir par exemple
[Gan06] pour un large panorama. Les méthodes de décomposition de domaines ont
également été étendues aux équations d’évolution en temps. Ici, nous nous placerons
dans le cadre des méthodes dites de Schwarz waveform relaxation, introduites dans
[Gan98]. De maniere générique, 'algorithme s’écrit

L (ulfﬂ) = 0 sur QF L (ul;“) = 0 sur QF

ub™(0,.) = wy sur . ubt0,.) = wy sur
Wt = g sur (09 NoN)T ¢ ubtt = g sur (0Q,N 00T
WPt = uk sur (09 N Q)" Wt = b osur (09N Q)"

ot £ désigne l'opérateur d’évolution et ot on a utilisé la notation Q7 = Q x [0, 7).
Notons que, au moins formellement, ’algorithme est tres proche du précédent. S’y
ajoute évidemment la donnée de la condition intiale uy. Notons aussi que le probleme
est résolu indépendamment sur chaque sous-domaine sur une fenétre en temps, qui
peut étre 'intervalle de temps en entier, et il n’y a donc pas de transfert d’information
a chaque pas de temps, ce qui permet, au prix de quelques interpolations, 'utilisa-
tion de stratégies de discrétisation en espace et en temps différentes sur chacun des
sous-domaines. Comme dans le cas de 'algorithme de Schwarz classique, il est possible
d’optimiser les conditions de transmission, en remplacant les conditions de Dirichlet
sur linterface (0€2; N Qk)T par des conditions plus avancées, afin d’optimiser la vi-
tesse de convergence et de lever la contrainte du recouvrement entre les sous-domaines.
C’est a la dérivation de telles conditions de transmission optimisées, dans le cadre des
équations primitives avec conditions de Coriolis, qu’est dédié le travail présenté ici.
De telles conditions optimisées ont été construites dans [GHN03b] pour I’équation des
ondes, dans [Mar05, GHO7] pour 1’équation d’advection diffusion, dans [Mar09] pour les
équations de Saint-Venant visqueuses, sans terme d’advection. Les conditions de trans-
mission utilisées dans ces travaux sont inspirées des conditions aux limites absorbantes
introduites précédemment dans [EM77, Hal86, Hal91] pour des probléemes d’évolution
similaires, ici non pas dans 'optique d'un algorithme de décomposition de domaines,
mais d'un probleme numérique posé sur un domaine borné modélisant une situation
posée sur un domaine non borné. L’ensemble de ces travaux s’appuient sur le fait que
si 'opérateur de transmission est choisi égal a l'opérateur Dirichlet to Neumann, i.e.
I'opérateur, qui, pour une donnée d’entrée g, renvoie la trace normale de I'opérateur de
volume L sur la frontiere, au sens de l'intégration par parties, appliquée a la fonction u
solution du probleme de Dirichlet pour 'opérateur £ avec conditions de Dirichlet g sur
le bord, alors la convergence de I’algorithme Schwarz waveform relaxation est assurée en
deux itérations. Dans tous les cas évoqués, il est possible de calculer, en Fourier, le sym-
bole de cet opérateur Dirichlet to Neumann, qui conduirait a des conditions de trans-
mission optimales, mais celui-ci conduit en général a un opérateur pseudo-différentiel
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non local en espace-temps, qu’il est donc tres délicat, voire impossible, d’'implémenter
en pratique, et le travail consiste alors a approcher le symbole de I'opérateur par une
fonction polynomiale, qui conduit maintenant a un opérateur ne faisant intervenir que
des dérivées partielles sur la frontiere, permettant ainsi de construire des conditions de
tranmission optimisées. A chaque fois, les auteurs montrent le caractere bien posé de
I’algorithme, prouvent sa convergence, et éventuellement, effectuent une optimisation,
analytique ou numérique, sur un (ou des) parametre(s) scalaire(s) intervenant dans les
conditions limites.

Dans [ADM10], nous effectuons 1’ensemble des étapes décrites dans le paragraphe
précédent dans le cas ou l'opérateur £ correspond aux équations primitives visqueuses
linéarisées avec force de Coriolis. Comme dans le cas des modeles a plusieurs vitesses,
le travail s’appuie sur une réécriture des équations primitives apres projection sur un
espace de fonctions bien choisi. Ici, la base choisie n’est plus constituée de fonctions
locales en espace, de type F,, mais des modes propres de 'opérateur dérivée seconde
dans la direction verticale, avec condition de Neumann homogene au fond et en sur-
face. Il en résulte une décomposition de la solution en modes barocline et barotrope,
termes usuels en océanographie [OWE12]. Le mode barotrope prend en compte le pre-
mier mode propre de la décomposition et correspond donc a la vitesse moyenne de
I’écoulement le long de la verticale, il est ainsi solution des équations de Saint-Venant
visqueuses linéarisées, mais contrairement au cas envisagé dans l'article [Mar09], la
linéarisation est ici effectuée autour d’une vitesse d’avection non nulle. Le mode baro-
cline est constitué de I’ensemble des autres modes propres, et correspond a la déviation
par rapport a cette moyenne ; on retrouve ici une décomposition similaire a la réécriture
proposée dans le travail sur le probleme a deux vitesses, voir section 4.3, mais dans
un cadre plus général. Chaque mode propre est ici solution d’'un systeme d’équations
d’advection diffusion. L’intérét de la décomposition en modes propres apparait claire-
ment puisqu’on retrouve des équations déja évoquées dans le paragraphe précédents
et pour lesquelles des conditions de transmission ont déja été dérivées. La nouveauté
de ce travail réside principalement dans I’étude du mode barotrope. En effet, puisque
nous prenons ici en compte une vitesse d’advection non nulle, le systeme n’est plus le
méme que celui considéré dans [Mar09]. En pratique, il s’avere impossible ne serait-
ce que d’écrire le symbole de 'opérateur Dirichlet to Neumann. Contrairement au cas
précédent, nous sommes donc contraints d’effectuer les approximations directement sur
le probleme en Fourier. La seconde différence avec le travail présenté dans [Mar09] réside
dans le choix du régime dans lequel nous effectuons les approximations. Dans [Mar(9],
le régime choisi correspondait a un petit nombre de Reynolds. Ici, nous faisons le choix
de nous placer dans un régime correspondant a un petit nombre de Rossby, faisant
ainsi ressortir 'importance des forces de Coriolis. On obtient finalement 1’algorithme
suivant, posé sur deux sous-domaines sans recouvrement, dont on note I' I'interface
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commune
LU =0 sur QF LUty =0 sur QF
UFo, ) = U sur €y et UkH(O, ) = [ sur €y
By U™ = By UF sur T'7 Bi_ U™ = Bi_,UF sur T7

ou les conditions de transmission s’écrivent

19— V3 2 e PR
By = Reaxu u - 2\/ReRou 2\/ReRoU - 2u0Ff2u 4u0Ff2U (4 4 3)
1 b , 4.
R_eaxv — 9Vt SRt T 2\/ReRou BRI
et
V2 v/2 T
a U+ Jlu + 2\/ReRou - 2\/ReR0U +\;y0|:r2u - 4u0Fr2v t ﬁh
By ReOa¥ + FU + 2\/ReRov T 3VReRo U T Tupr U - (444)
uoh +u

Notons que les conditions de transmission sont dysymétriques puisque du fait de la
présence du terme d’advection dans ’équation de transport sur h, avec une vitesse
d’advection positive, il est nécessaire de transmettre une information supplémentaire
du domaine €2y vers le domaine €25. Notons également qu'une partie des conditions de
transmission s’appliquent a I’ensemble de la vitesse, c¢’est-a-dire la fois aux modes ba-
rotrope et barocline, tandis qu'une partie ne s’applique qu’a la moyenne de la vitesse,
c’est-a-dire au mode barotrope. Dans 'article [ADM10], nous montrons que 1'algo-
rithme avec ces conditions limites est bien posé. La démonstration se fait en trois
étapes : le caractere bien posé de ’équation de transport sur h avec u donnée, le ca-
ractere bien posé de I'équation parabolique sur u avec h donnée, puis un argument de
point fixe pour conclure sur le caractere bien posé du probleme couplé. Nous proposons
également des conditions de transmission généralisées en introduisant deux parametres
scalaires en facteur des termes en vitesse faisant intervenir le nombre de Rossby d'une
part et le nombre de Froude d’autre part. Des résultats numériques, donnés sur la figure
4.4.1 illustrent la vitesse de convergence pour différentes valeurs du nombre de Rossby,
I’algorithme étant initialisé avec des valeurs aléatoires sur 'interface. Ils montrent que
la convergence est plus rapide pour des nombres de Rossby plus faibles, et que, a
I'inverse, I'optimisation numérique des parametres introduits dans les conditions de
transmission, comparé aux conditions naturelles (4.4.3)-(4.4.4), apporte un gain plus
important quand le nombre de Rossby augmente. Ces deux résultats sont tres natu-
rels puisque les conditions (4.4.3)-(4.4.4), obtenues par développement de Taylor, sont
d’autant plus optimales que le nombre de Rossby est faible.

Notons que, tres récemment, d’autres auteurs [BRT17] ont étudié des conditions
de transmission pour les équations de Saint-Venant linéarisées, i.e. pour le mode ba-
rotrope seul, sans force de Coriolis, dans le régime d’un petit nombre de Reynolds,
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en choisissant des conditions de type Robin, pour lesquelles le caractere bien posé et
la convergence de 'algorithme sont démontrés. Une perspective intéressante serait de
dériver des conditions de transmission adaptées aux écoulements proches de ’équilibre
géostrophique, i.e. pour des petits nombres de Froude et de Rossby.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous détaillons plusieurs pistes pour des travaux futurs qui pour-
raient étendre les résultats obtenus dans les chapitres précédents : aspects stochastiques
et nouveaux modeles pour le transport sédimentaire, étude sur grilles décalées et ex-
tension au cadre non linéaire pour les équilibres géostrophiques, prise en compte de la
densité variable et de la pression non hydrostatique pour les écoulements tridimension-
nels...

Ces travaux sont pour une part menés dans le cadre de deux theses, I'une au sein
de I’équipe ANGE par L. Boittin, qui se terminera en décembre 2018, I’autre au sein
du LNHE-EDF, et en collaboration avec le LAGA, par P. Quemar, qui se terminera
au printemps 2019. Ils ont pour certains déja fait 1'objet de résultats préliminaires
disponibles dans les références qui suivent.

Audusse, E.; Boyaval, S.; Gao Y. & Hilhorst D.; Numerical simulations of the sto-
chastic inviscid burgers equation with stochastic forcing. CEMRACS 2013 : Modeling
and simulation of complex systems, stochastic and deterministic approaches, ESAIM :
Proc., Vol. 48, pp. 308-320, 2015.

Audusse, E. ; Boyaval, S.; Goutal, N.; Jodeau, M. & Ung, P.; Numerical simulation of
the dynamics of sedimentary river beds with a stochastic Exner equation. CEMRACS

2013 : Modeling and simulation of complex systems, stochastic and deterministic ap-
proaches, ESAIM : Proc., Vol. 48, pp. 321-340, 2015.

Audusse, E.; Lafitte O.; Mélinand B. & Quemar P.; Parametric study of the accuracy
of an approximate solution for the mild-slope equation, Proceedings SYSNASC 2017.

Audusse, E.; Boittin L. & Parisot M. ; Deriwation of a bedload transport model with
wscous effects, preprint, 2017.

Audusse, E.; Do, M.H.; Omnes, P. & Penel, Y. ; Analysis of staggered schemes applied
to the linear wave equation with Coriolis source term, preprint, 2017.
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Dans les chapitres précédents, nous avons présenté des travaux réalisés autour de la
simulation numérique, dans le cadre de la méthode des volumes finis, des écoulements
a surface libre, et plus particulierement sur les quatre aspects suivants :

— étude des écoulements en lac ou riviere, modélisés par les équations de Saint-
Venant, avec une attention particuliere portée a la préservation des états sta-
tionnaires et aux propriétés de stabilité non linéaire (positivité de la hauteur
d’eau, décroissance de ’énergie) des méthodes numériques ;

— étude des phénomenes de transport sédimentaire, modélisés par les équations de
Saint-Venant Exner, en prétant toujours attention aux propriétés d’équilibre et
de stabilité, et en étudiant en particulier 'impact de la stratégie numérique de
couplage sur ces propriétés;

— étude des écoulements océaniques aux grandes échelles, modélisés par les équations
de Saint-Venant avec force de Coriolis, avec, la encore, ’accent mis sur les pro-
priétés de conservation (des moments linéaires et angulaires) et de préservation
des équilibres des méthodes numériques, avec en particulier une étude des équilibres
géostrophiques dans un cadre linéarisé ;

— ¢étude des écoulements stratifiés (variation de densité sur la verticale) ou cisaillés
(variation de vitesse sur la verticale), modélisés par les équations primitives,
avec la dérivation de nouveaux modeles multivitesses qui permettent d’étendre
les schémas numériques développés dans le cadre Saint-Venant a ce nouveau
contexte, ainsi que 1’étude du probleme de Riemann associé pour le cas particu-
lier de deux vitesses, et I’écriture de conditions de transmission optimisées pour
un algorithme de décomposition de domaine.

Bien entendu, ces travaux, s’ils ont permis des avancées intéressantes et ont déja
fait I'objet d’implémentation dans un cadre applicatif, sont tres loin d’avoir épuisé
leur sujet. Nous avons déja évoqué des pistes de développements a la fin de chacun
des chapitres de ce manuscrit. Ici, nous revenons sur certaines d’entre elles et nous
dessinons quelques perspectives pour des travaux futurs, en particulier :

— sur la question du transport sédimentaire, nous détaillerons deux aspects qui
proposent chacun un large programme de travail avec, d'une part, la dérivation,
puis la simulation numérique, de nouveaux modeles, utilisant les développements
récents dans la modélisation des fluides complexes, et, d’autre part, 'étude d’as-
pects stochastiques, notamment pour la propagation des incertitudes dans les
modeles, anciens ou plus récents, et en particulier 'impact de I'incertitude sur
les parametres empiriques ;

— sur la prise en compte des forces de Coriolis, la aussi, de nombreuses exten-
sions s'imposent : d'une part, sur la préservation des équilibres géostrophiques,
I’extension des travaux menés au cadre non linéaire, comprenant notamment
la généralisation des preuves de stabilité, mais aussi I’extension au cadre non
cartésien et/ou sur grilles décalées; d’autre part, faire un lien avec les méthodes
de décomposition de domaine, en dérivant des conditions de transmission bien
adaptées a des écoulements proches de ces équilibres; enfin, continuer a tra-
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vailler sur les propriétés de conservation, notamment sur les aspects moment
angulaire et vorticité ;

— sur I’étude des équations primitives, étendre les propriétés de stabilité récemment
obtenues pour les modeles multivitesse au cas a densité variable, puis passer de
I’étude des équations primitives aux équations non hydrostatiques, a la fois sur
la partie modélisation, puis sur la partie schémas numériques.

5.1 Aspects stochastiques

Dans le cadre des travaux menés autour des phénomenes de transport sédimentaire
en partenariat avec les ingénieurs du LNHE-EDF et du laboratoire Saint-Venant, et
dont une partie ont été décrits au chapitre 2, nous souhaitons également étudier les
aspects stochastiques liés a la simulation numérique du modele de Saint-Venant Ex-
ner. Le but est a la fois d’étudier la propagation des incertitudes sur les formules de
transport sédimentaire dans le modele, mais également de voir si la prise en compte
de ces incertitudes peut avoir un impact sur le comportement moyen des solutions en
termes de forme sur la bathymétrie. Dans un premier temps, pour se familiariser avec
ce nouveau domaine, nous avons, d'une part, étudié numériquement le comportement
d’une équation hyberbolique scalaire avec un terme source aléatoire, voir [ABGH15], et,
d’autre part, étudié, toujours numériquement, le comportement du systeme de Saint-
Venant sur une topographie aléatoire, voir [ABGT15] et le chapitre dédié a ces questions
dans la these de P. Ung [Ungl6].

L’idée d’utiliser une théorie probabiliste a I’échelle du grain pour en déduire des
lois macroscopiques a grande échelle n’est pas nouvelle [Ein50]. Mais des expériences
récentes [RFPT08] ont montré que les flux sédimentaires pouvaient aussi présenter
des comportements stochastiques a des échelles macroscopiques et d’autres travaux,
voir par exemple [Ancl0], suggerent que des processus stochastiques & des échelles in-
termédiaires pourraient expliquer la création de formes macroscopiques sur le fond des
rivieres ou des bassins. Nous avons donc souhaité étudier d’un point de vue numérique
la propagation d’incertitudes dans le systeme de Saint-Venant Exner. Nous nous limi-
tons ici a une étude préliminaire qui se borne a étudier la propagation d’incertitudes
dans le systeme de Saint-Venant seul quand des variations aléatoires, en espace dans
un premier temps, sont imposées sur la topographie. En effet, de premieres études sur
le systeme de Saint-Venant Exner ont montré que la prise en compte des effets sto-
chastiques avaient un effet macroscopique sur la décroissance de 1’énergie mécanique,
phénomene que nous avons tenté de mieux cerner dans un contexte plus simple.

Nous considérons dans la suite le systeme de Saint-Venant avec terme source de
topographie et terme de frottement (2.1.1)-(2.1.2) et nous considérons une topographie
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a pente constante modulée par un terme aléatoire de la forme
N,

- | ,+1/2 ,+1/2
biyi/2 = Oéz g <ck cos (21@7?2 tv/ > + s sin (214;7?2 t\f/ >) , (5.1.1)
k=1

x x

ou ¢ et si sont des coefficients aléatoires de loi normale centrée réduite, N, désigne
le nombre de modes considérés et o et B sont deux parametres qui caractérisent res-
pectivement 'amplitude et la régularité du bruit imposé. Cette perturbation suit alors

une loi normale centrée N
- ™1
=1

On considere des conditions périodiques, ce qui permet de ne pas introduire d’énergie
dans le systeme, et une solution initiale a 1’équilibre, i.e. une solution ot hauteur d’eau
et vitesse sont constantes et telle que le terme de pente moyenne by et le terme de
frottement se compensent

—gh0.by = J(h,u).

On vérifie numériquement, a travers une simulation de type Monte-Carlo avec mille
réalisations, que I'introduction de la perturbation sur la topographie, quoique de moyenne
nulle, a un impact sur la vitesse moyenne de I’écoulement, qui diminue au fil du temps,
voir figure 5.1.1. D’un point de vue modélisation, notons que le terme de frottement
J(h,u) est réputé prendre en compte les rugosités sous-maille de la topographie, voir
par exemple la dérivation des équations de Saint-Venant [GP01] & partir des équations
de Navier-Stokes avec loi de paroi sur le fond proposée dans [APV98]. D’une certaine
maniere, I'introduction d’une perturbation aléatoire de la topographie restaure une ru-
gosité sur les memes échelles, qui sont donc prises en compte deux fois. Nous avons
donc proposé une modification, au fil du calcul, du coefficient de frottement dans les
formules utilisées, & méme de restaurer la préservation, en moyenne, de la vitesse de
I’écoulement. Ce choix reste a discuter par de futurs travaux.

Une fois cette étape effectuée, nous nous sommes d’abord attachés a vérifier la
consistance des résultats numériques, notamment vis-a-vis de la cohérence entre les
résultats empiriques et théoriques sur la donnée topographique et de la convergence en
maillage des résultats sur la hauteur d’eau et le débit, nous pouvons vérifier numériquement
que le systeme semble converger vers un équilibre en temps long, et par exemple évaluer
les variances des quantités hydrauliques comme fonctions des parametres d’entrée « et
B. Nous pouvons également nous intéresser aux corrélations entre les différents points
du domaine, comme reportées sur la figure 5.1.2. Les résultats obtenus sont en cohérence
avec la propriété de conservation de la charge hydraulique (1.1.15) en régime station-
naire. En régime fluvial, les termes liés a la partie potentielle de 1’écoulement sont
dominants et topographie et hauteur d’eau sont tres fortement corrélées, ce qui n’est
plus le cas en régime torrentiel. Les simulations permettent alors une approche quan-
titative de ces estimations, par exemple en termes de longueur de corrélation.
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Ces études doivent maintenant étre étendues au probleme de transport sédimentaire
proprement dit, ou la topographie n’est plus une donnée du probleme. Ici, les pa-
rametres incertains seront introduits dans les lois de transport sédimentaire et dans les
lois de frottement. Deux types au moins d’observations sont pertinentes d’un point de
vue macroscopique, d'une part sur les espérances, en particulier pour la topographie,
d’autre part sur les variances et les corrélations entre topographie et quantités fluides.

5.2 Modeles de transport sédimentaire

Dans les travaux présentés au chapitre 2, nous avons utilisé le modele de Saint-
Venant Exner. Ce modele est en effet tres utilisé dans les codes industriels, mais plu-
sieurs publications récentes ont montré qu’il avait un caractere prédictif limité et/ou
ont tenté de proposer des modeles alternatifs [BGR11, BM12, BGR13, FNLMdLC14,
FNMALNRZ17]. C’est aussi dans ce cadre que nous nous inscrivons, a la fois dans I’en-
cadrement du travail de these de L. Boittin, en collaboration avec d’autres membres de
I’équipe ANGE, en particulier M. Parisot et J. Sainte-Marie, et dans la participation
au projet ANR SEDIFLO, porté par S. Boyaval.

Dans une publication récente [FNMALNRZ17], les auteurs proposent de dériver
un systeme de type Saint-Venant Exner généralisé a partir d’'un écoulement tridimen-
sionnel modélisé par les équations de Navier-Stokes a surface libre et incompressibles,
plutot que par l'introduction de formules de transport sédimentaire en partie empi-
rique, comme cela est fiat habituellement. Plus précisément, les auteurs considerent
deux fluides superposés distincts et immiscibles, modélisés chacun par les équations de
Navier-Stokes, mais avec des rhéologies différentes, le fluide de la couche supérieure,
I’eau, étant considéré comme newtonien, alors que le fluide de la couche inférieure, les
sédiments, obéit a une rhéologie plus complexe, de type Driicker-Prager, qui autorise
notamment 'arrét de I’écoulement dans des configurations ou l'interface eau-sédiment
n’est pas horizontale. Les deux fluides sont couplés via les termes de pression et, au
niveau de leur interface, par un terme de friction classique, linéaire ou quadratique.
Le terme de friction entre la couche sédimentaire et le fond non érodable, en re-
vanche, est un terme de type frottement de Coulomb, compatible avec la rhéologie
de type Driicker-Prager. Sous une hypothese d’eau peu profondes qui autorise un
développement asymptotique, et en suivant les techniques introduites dans [GP01], les
auteurs peuvent dériver des modeles intégrés sur la verticale pour chacun des milieux.
Sous une hypothese supplémentaire, qui dit que la vitesse de la couche sédimentaire
est de deux ordres inférieurs a la vitesse du fluide, les auteurs établissent une nou-
velle catégorie de modeles, bien posés, au sens ou ils possedent une énergie mécanique
dont on peut établir la décroissance, ce qui n’est pas le cas pour les modeles de Saint-
Venant Exner classiques. De plus, les auteurs montrent que dans des cas simplifiés,
les nouveaux modeles introduits sont identiques a certaines variantes des modeles de
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type Saint-Venant Exner classiques. Plus précisément, sous les hypotheses adéquates,
les modeles s’écrivent

2
i 4 9h§> 4 ghsOs(b+hy) = J,

ath + 8;,; (h_f 9

C.d,
B _ 1/r—1 =
Oihg + 0, (Cd(l y (Oepr — 0c) 1/ (1) )gds) 0,

ou (hys,qr) désigent la hauteur de le débit de I'écoulement fluide, hs I'épaisseur de la
couche sédimentaire, .7 un cisaillement adimensionné et v, une vitesse de transport,
tous deux fonctions a la fois de la vitesse du fluide mais aussi du gradient d’une pseudo
surface libre, pondérée par le rapport des densités, et de ’angle de repos caractéristique
du matériau. Les autres quantités sont des constantes physiques caractéristiques du
matériau et/ou de I’écoulement et J désigne toujours le terme de frottement, lui aussi
fonction du gradient de la pseudo surface libre et de I'angle de repos caractéristique,
voir [FNMdLNRZ17] pour plus de détails. En collaboration avec L. Boittin et M. Pari-
sot, nous menons actuellement un travail similaire, mais sous des hypotheses différentes,
notamment car nous ne présupposons pas d’ordre de grandeur pour le rapport des vi-
tesses des deux milieux et nous considérons des asymptotiques différentes pour les
termes visqueux. Ces travaux ont mené a la dérivation d’autres types de modeles d’Ex-
ner généralisés, pouvant comporter des termes non locaux, ce qui renvoie en partie
aux idées avancées dans [Fow02,BM12]. L’étude théorique de ces modeles, I’écriture de
schémas numériques et leur implémentation sont en cours.

Les travaux menés dans le cadre du projet ANR SEDIFLO se situent a une échelle
différente. Dans le cadre de ce projet, il est notamment prévu de mettre en ceuvre des
simulations tridimensionnelles, mais sur des échelles réduites, pour des écoulements a
densité variable et rhéologie complexe, voir par exemple pour des travaux récents sur
ces sujets. L’écriture de modeles physiquement pertinents et mathématiquement bien
posés est une question largement débattue a ’heure actuelle. De plus, les simulations
numériques sont délicates a réaliser avec les outils actuellement disponibles et vont donc
nécessiter des développements importants. Ces simulations pourront en particulier, a
terme, valider, ou non, la pertinence des modeles réduits de type Saint-Venant Exner,
et fixer leurs limites d’application.

5.3 Equilibres géostrophiques

Les travaux relatifs a la préservation des équilibres géostrophiques décrits dans le
chapitre 3 ont été effectués dans un cadre linéarisé et sur grille cartésienne colocalisée,
i.e. ou toutes les inconnues sont discrétisées au méme point, ici le centre des mailles.
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C’est sur la levée de ces deux limitations que des travaux ont été récemment entamés et
sont amenés a se poursuivre. L’extension au modele non linéaire a été évoquée a la fin
du chapitre 2, nous nous concentrerons donc ici sur la partie grille décalée, sur laquelle
des premiers travaux sont en cours en collaboration avec P. Omnes et M.H. Do, dans
le cadre du travail de these de ce dernier.

L’utilisation de grilles décalées pour ’approximation numérique des modeles fluides,
en particulier en océanographie, est tres classique dans le contexte des méthodes de
différences finies, voir notamment I’article [AL81] ou sont introduites les grilles B, C'
et D, qui sont trois exemples différents de grilles décalées, la grille A correspondant au
cas colocalisé, voir la figure 5.3.1. La grille C' est bien adaptée a la discrétisation de la
partie transport de I’équation, la grille D a la prise en compte du terme de Coriolis,
voir [Ran94,NY04, RLRC08, TRKS09].

v v v
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A= : oo A A
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A B c D

FIGURE 5.3.1 — Grilles dites d’Arakawa

Dans les méthodes volumes finis, la grille colocalisée est souvent privilégiée car les
schémas sont généralement associés, comme on I’a vu dans le chapitre 1, a la résolution
d’un probléeme de Riemann qui nécessite la définition de toutes les quantités au méme
point. Récemment, des méthodes sur grilles cartésiennes décalées dans un contexte
volumes finis ont néanmoins été introduites, pour les équations d’Euler isentropiques
dans [HLN13], pour les équations de Saint-Venant étudiées dans le chapitre 1, dans des
versions implicite [HKL14] et explicite [DG14] en temps, ainsi que pour le systeme de
Saint-Venant Exner étudié dans le chapitre 2, voir [GEP15]. Dans le cadre de I’écriture
de schémas volumes finis adaptés a la prise en compte des équilibres géostrophiques,
voir le chapitre 2, il peut étre intéressant de considérer des grilles décalées pour plusieurs
raisons. Sur grilles cartésiennes, on a vu que la méthode de topographie apparente, in-
troduite dans [BLV04], utilisait les inconnues au centre, mais la définition des équilibres
aux interfaces, et elle s’étend donc naturellement sur grilles décalées, en particulier la
grille B, qui correspond au cas ou la hauteur est définie aux sommets du maillage et
les deux composantes de la vitesse au centre des cellules. De plus, et c’est le point le
plus important, I'extension des méthodes proposées dans le chapitre 3 pour des grilles
cartésiennes a des maillages triangulaires avec inconnues colocalisées pose probleme,
comme nous le montrons ci-dessous, et 'utilisation d’inconnues décalées offre donc une
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alternative intéressante.

Il a été montré dans [Dell0b] que, pour les simulations a bas nombre de Froude, les
maillages triangulaires ne souffrent pas des mémes problemes que les grilles cartésiennes,
au sens ou le noyau du schéma de Godunov classique est une approximation consis-
tante du noyau de l'opérateur, i.e. de 'espace des vitesses a divergence nulle. Ce
résultat s’étend au probleme de la préservation des équilibres géostrophiques, au sens
ol, contrairement au cas des grilles cartésiennes, pour lesquelles il faut modifier la dif-
fusion numérique du schéma a la fois sur I’équation en pression et sur I’équation en
vitesse, voir chapitre 3, sur maillages triangulaires, seule une modification sur I’équation
en pression est nécessaire. Le schéma de Godunov s’écrit en effet sur maillages trian-
gulaires

d ay

Eﬁ'(t) + 3T ; |Ag| [(wi + 1) - ng + k(i —15)] = 0 (5.3.1)
d ay
aul(t) + m ; |AU‘ [(7’1 + T'j) + /iu(lli — llj) . Ilij] Ilij = —wuf (532)

ou T; désigne un triangle et A;; les arétes du maillage adjacentes au triangle 7}, n;;
étant le vecteur normal a 'aréte A;;, sortant du triangle 7;. On peut alors montrer
que, dans le cas K, # 0, les états stationnaires du schéma sont les mémes que dans le
cas d’une grille cartésienne (3.3.10) et ne sont donc pas consistants avec les équilibres
géostrophiques (3.3.3). En revanche, dans le cas k, = 0, les états stationnaires satisfont
la relation

Ay (i
g

qui est une discrétisation consistante de 1’équilibre géostrophique (3.3.3). Aucun traite-
ment particulier de I’équation en vitesse n’est donc nécessaire. Par contre, pour k, # 0,
les états stationnaires doivent également satisfaire la relation, voir aussi [Dell0b]

(w; —u;) -n; =0 (5.3.4)

et il n’est pas clair que les relations (5.3.3) et (5.3.4) soient compatibles, d’ou I'intérét
de considérer des discrétisations décalées de la vitesse et de la pression pour proposer
une méthode alternative.

5.4 Equations de Navier-Stokes a surface libre
Dans le chapitre 4, nous avons traité de la discrétisation des équations primi-

tives de l'océan. Nous avons notamment introduit des modeles a plusieurs vitesses,
voir [ABPSM11b], pour lesquels nous avons démontré, voir [ABSM17], des propriétés
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de stabilité non linéaire, positivité de la hauteur d’eau, et décroissance de 1’énergie
discrete, au moins en l’absence de bathymétrie, en particulier. Les modeles a plu-
sieurs vitesses ont été étendus, voir [ABPSM11a], au cas des écoulements a densité
variable, ou la densité est fonction de marqueurs comme la température et la sali-
nité. Notons que ces modeles restent tres différents de ceux considérés dans [CMPO1,
CDGRGVT07,BMdL08,BZ10, FNCDP11,Mon15, Ducl6] puisqu’ils continuent & auto-
riser des échanges de masse entre les différentes couches de fluide. Comme les travaux
menés dans [ABSM17] permettent également de démontrer un principe du maximum
sur un traceur transporté par le champ de vitesse, il parait naturel d’essayer d’étendre
les résultats de stabilité obtenus dans [ABSM17] au cas de la densité variable. Le
probleme est néanmoins plus complexe, et une réécriture du systeme sous une forme
différente de celle proposée a l'origine dans [ABPSM11a] pourrait étre nécessaire. De
plus, les termes de pression s’expriment d’une maniere différente dans le cas a den-
sité variable et l'interprétation cinétique doit elle aussi étre réexaminée. L’analyse du
probleme de Riemann pour le modele a deux couches, voir section 4.3, est également
un point a étudier dans le cadre densité variable, ou le modele contient alors cing
équations, une équation de hauteur d’eau, et une équation pour I’évolution de la vi-
tesse et de la densité, ou du marqueur, dans chaque couche.

Le travail sur les équations primitives a été motivé dans le chapitre 4 par le fait
que les hypotheses sous-tendant le modele de Saint-Venant classique étaient dans cer-
tains cas peu adaptées aux écoulements considérés. Mais il en va parfois de méme des
équations primitives puisque celles-ci conservent I’hypothese de pression hydrostatique,
qui n’est parfois pas vérifiée. Dans ce cas, il est nécessaire de considérer les équations
de Navier-Stokes (ou d’Euler) incompressibles, toujours avec une surface libre. Des
premiers travaux ont été effectués dans cette direction au sein de 1'équipe ANGE.
Dans [ABGSM17], les auteurs proposent des schémas numériques pour un modele de
Saint-Venant non hydrostatique, présentant des analogies avec le modele de Green-
Naghdi, voir [GN76,CLMDL11,LM14]. Dans [FNPPSM17], c’est le modele a plusieurs
vitesses qui est étendu a ce nouveau cadre. Des travaux sur l’écriture de schémas
numeériques sont en cours. Une option alternative aux modeles a plusieurs vitesses est
de considérer une discrétisation directe des équations de Navier-Stokes (ou d’Euler) a
surface libre. C’est le choix qui est fait dans les travaux [Cas99,Cas14] qui prolongent le
travail [CC92] sur le modele hydrostatique déja évoqué. C’est aussi celui qui prédomine
pour 'heure dans ’ensemble des codes industriels, par exemple le logiciel TELEMAC-
3D, développé au sein du LNHE-EDF et en partie inspiré des travaux précédents, ou le
logiciel MIKE-3D développé par le groupe DHI, voir la page web des logiciels pour plus
d’informations. Dans TELEMAC-3D, la discrétisation des équations repose sur des
méthodes d’élements finis, éventuellement associées a d’autres types d’approche pour
la partie transport de la surface libre, de la vitesse, et des traceurs, et la dimension
verticale est traitée de maniere spécifique, via des méthodes ALE et la transformée o
déja évoquée au chapitre 4, voir [Dec06,DG09]. Les choix effectués pour la modélisation
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restent donc finalement assez similaires a ceux adoptés pour les modeles a plusieurs
vitesses introduits dans le chapitre 4, et c’est sur le type de discrétisation numérique
que s’operent les distinctions. Les problemes d’intérét restent néanmoins évidemment
les mémes et concernent la stabilité et la précision des méthodes utilisées, avec, en
plus, dans le cas des éléments finis, I’étude des propriétés de conservation qui, contrai-
rement au cas des volumes finis, ne sont pas inhérentes a la méthode. Récemment, des
travaux ont été menés sur les schémas de transport utilisés dans le logiciel TELEMAC-
3D, voir [PAH15,PHRA16]. Ces travaux vont maintenant étre étendus a l’ensemble du
coeur numérique du logiciel, schémas de transport, donc, mais aussi étape de projec-
tion liée a la contrainte de divergence nulle, et réflexion sur ’ensemble de la structure
de I'algorithme utilisé, dans le cadre de la these de P. Quemar, en collaboration avec
les équipes du LNHE-EDF et A. Decoene et O. Lafitte. L’accent a été mis dans un
premier temps sur la qualité de la propagation d’une onde solitaire, soit par compa-
raison avec la solution quasi-analytique proposée dans [DDC14], soit par comparaison
avec des solutions numériques obtenues par d’autres logiciels utilisés au LNHE, par
exemple le logiciel ARTEMIS, basé sur les équations de Berkhoff [Ber72, CP95]. Dans
ce cadre, nous avons effectué un premier travail [ALLT17] dans le but de quantifier
les écarts entre les solutions de 1’équation de Berkhoff et les solutions d’un modele
Euler linéarisé, en fonction notamment de la hauteur d’eau moyenne et de la pente ca-
ractéristique de la topographie, travail dans lequel est calculée une solution analytique
approchée a l'ordre 2 de I’équation de Berkhoff, le calcul étant basé sur des méthodes
d’optique géométrique. Il apparait que I'apport de I’équation de Berkhoff par rapport
a des modeles plus simplifiés ne peut étre mesuré par les normes en espace usuelles, de
type L%, mais doit étre analysé en termes de fréquence et d’amplitudes.
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