
HAL Id: tel-01992270
https://hal.science/tel-01992270v2

Submitted on 22 Feb 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Mélange d’ondes dans des nano-structures plasmoniques
hybrides

Guillaume Laurent

To cite this version:
Guillaume Laurent. Mélange d’ondes dans des nano-structures plasmoniques hybrides. Science des
matériaux [cond-mat.mtrl-sci]. Université Grenoble Alpes, 2018. Français. �NNT : 2018GREAY046�.
�tel-01992270v2�

https://hal.science/tel-01992270v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE
Pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE LA 
COMMUNAUTÉ UNIVERSITÉ GRENOBLE ALPES
Spécialité : Physique de la Matière Condensée et du Rayonnement
Arrêté ministériel : 25 mai 2016

Présentée par

Guillaume LAURENT

Thèse dirigée par Aurélien DREZET, CNRS
et codirigée par Guillaume (phys) BACHELIER 

préparée au sein du Laboratoire Institut Néel
dans l'École Doctorale Physique

Mélange d'ondes dans des nano-structures 
plasmoniques hybrides

Waves mixing in hybrid plasmonic nano 
structures

Thèse soutenue publiquement le 23 octobre 2018,
devant le jury composé de :

Monsieur GERARD COLAS-DES-FRANCS
PROFESSEUR, UNIVERSITE DE BOURGOGNE, Rapporteur
Monsieur JERÔME PLAIN
PROFESSEUR, UNIVERSITE DE TECHNOLOGIE DE TROYES, 
Rapporteur
Madame PATRICIA SEGONDS
PROFESSEUR, UNIVERSITE GRENOBLE ALPES, Président
Monsieur GIUSEPPE LEO
PROFESSEUR, UNIVERSITE PARIS 7, Examinateur





Table des matières

Remerciements 3

Introduction 5

1 Réponse linéaire 7
1.1 Les équations de Maxwell dans la matière . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Modélisation microscopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Le modèle de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.2 Les métaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.3 Plasmons localisés et résonance plasmonique . . . . . . . . . . . 12

1.3 Théorie de Mie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 Théorie de Mie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Etude d’une sphère d’argent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Simulation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4.1 Méthode numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4.2 Champ d’excitation d’un laser focalisé . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.4.3 Réponse d’une antenne d’aluminium . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.5 Une application en cathodoluminescence . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.5.1 Modélisation de l’excitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.5.2 Cartographie en champ lointain . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2 Génération de second harmonique 39
2.1 Réponse harmonique dans les diélectriques . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2 Origine de la réponse SHG dans les métaux . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.1 Non-linéarité intrinsèque (non-linéarité de volume) . . . . . . . 43
2.2.2 Interface métal-diélectrique (non-linéarité de surface) . . . . . . 44
2.2.3 Séparabilité des réponses de volume et de surface . . . . . . . . 45
2.2.4 Implémentation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.2.5 Étude de la SHG dans une antenne d’aluminium . . . . . . . . 47
2.2.6 Contribution de surface dans une antenne d’aluminium . . . . 49

2.3 Exaltation de la réponse SHG d’un métal . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.3.1 Importance du métal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.3.2 Influence de la géométrie de l’antenne . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.3 Comparaison avec un cristal non-linéaire . . . . . . . . . . . . . 58

2.4 SHG dans une structure composite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.4.1 Facteur d’exaltation théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

1



2 TABLE DES MATIÈRES

2.4.2 Influence des dimensions de l’antenne . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.4.3 Importance de l’orientation du cristal . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.4.4 Protocole de mesure de l’orientation cristalline . . . . . . . . . . 64
2.4.5 Cas d’un couplage antenne-cristal non-linéaire fort . . . . . . . 69
2.4.6 Observations expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3 Génération de paires de photons 75
3.1 Impasse de l’approche classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2 Formalisme quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2.1 Description de l’état du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2.2 Modélisation de la SPDC en théorie des perturbations . . . . . 80
3.2.3 Prise en compte d’une excitation pulsée . . . . . . . . . . . . . . 81
3.2.4 Détection conjointe du signal et de l’idler . . . . . . . . . . . . . 82
3.2.5 Modélisation de l’environnement et fonction de Green . . . . . 83
3.2.6 Nombre de corrélations par pulse . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.2.7 Hypothèses simplificatrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.2.8 Implémentation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.3 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.3.1 Influence de la géométrie des antennes . . . . . . . . . . . . . . 93
3.3.2 Effet de l’exaltation du champ électrique . . . . . . . . . . . . . 95

3.4 Ouverture vers de futurs travaux sur l’intrication . . . . . . . . . . . . 100
Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

Conclusion 105

Bibliographie 107



Remerciements

Au moment de tirer le bilan de ces trois années passées à l’Institut Néel, je tiens
en premier lieu à remercier mes encadrants Guillaume Bachelier et Aurélien Drezet,
pour m’avoir permis de réaliser cette thèse sous leur supervision. Ils ont toujours
été très disponibles, motivés et à l’écoute. Je remercie en particulier Guillaume, qui a
suivi les avancées de mon travail de thèse, presque au quotidien, avec beaucoup de
patience.

Je remercie Gilles Nogues, Nicolas Chauvet, Guillaume et Aurélien pour leurs
relectures attentives et leurs critiques constructives de l’article en voie de soumission,
et en particulier Guillaume — encore !— pour avoir passé tant de temps à relire le
rapport que vous tenez entre vos mains.

Pour m’avoir patiemment aidé à utiliser le cluster de calcul, et pour avoir inlassa-
blement rétabli l’accès au serveur de licences, je remercie Patrick Belmain.

Le présent travail n’aurait pas été possible sans la petite équipe de doctorants tra-
vaillant sur le projet de l’ANR TWIN : Maeliss Ethis de Corny et Nicolas Chauvet,
grâce à qui cette thèse présente, en plus des aspects numériques, plusieurs résultats
expérimentaux. Je n’oublie pas Thomas Le Néel, dont le stage s’inscrit dans la conti-
nuité de ce travail de thèse.

Je crois que l’aspect humain compte énormément dans le travail de recherche.
J’adresse à cet égard un remerciement particulier à Céline Darie pour ses conseils,
qui ont contribués à renouveler ma motivation durant les nombreux moments de
doutes et de remise en question. Et je n’oublie pas Nicolas, Maeliss et Aline, ainsi
que mes anciens co-bureau Juliette et Loto, sans qui le quotidien du labo aurait été
autrement plus pesant.

Cette thèse aura été l’occasion pour moi d’enseigner au Département de la Licence
Sciences et Technologies (DLST) de l’Université Grenoble Alpes. Dans ce contexte,
j’ai énormément apprécié les échanges avec Hermann Sellier, Hervé Guillou, Johann
Collot, Stéphane Grenier, Monique Giroud, Mair Chshiev, Hélène Béa et tous les
membres des équipes pédagogiques avec lesquelles j’ai pu interagir. Je crois avoir
beaucoup appris à votre contact. Et cette expérience n’aurait —bien sûr !— pas été
aussi réussie sans le concours des étudiant de MEC101, PHY12A, MK24, PHY236 et
PHY402, auxquels j’adresse tous mes vœux de réussite.

Enfin, je veux particulièrement remercier Stan, Anais, Mel, Thibs, Cyril, Jojo, Fanny,
Florian, Maxime, mes parents, et surtout Lawana. Merci !

3





Introduction

La nanophotonique est une branche de l’optique traitant des interactions entre un
rayonnement électromagnétique et des structures de dimension proche ou inférieure
à la longueur d’onde. Les particules métalliques de cette dimension peuvent pré-
senter, sous certaines conditions de taille et d’indice optique, une sensibilité accrue
à la présence d’onde électromagnétique. Ce phénomène, lié à l’oscillation collective
des électrons au sein du matériau appelé plasmon de surface localisé, s’accompagne
d’une exaltation significative du champ électromagnétique sur une zone de taille
bien inférieure à la longueur d’onde. Ces propriétés remarquables font des nanopar-
ticules dites plasmoniques des objets intensément étudiés. Leurs champs d’applica-
tion couvrent de multiples thématiques, en caractérisation chimique, en optronique
(terme résultant de la fusion de optique et électronique désignant la manipulation de
l’information sous forme lumineuse), dans les cellules photovoltaïques.

Cette thèse, réalisée au sein de l’équipe Nano Optique et Force (NOF), dans le dé-
partement Physique LUmière Matière (PLUM) de l’Institut Néel, Grenoble, consiste
en plusieurs études numériques des réponses optiques linéaire et non-linéaire de
nano-particules simples — composées d’un seul matériau — ou composites — faites
de plusieurs matériaux métallique et diélectrique. Ces dernières particules, dites hy-
brides, sont notamment étudiées pour leurs réponses non-linéaires optiques remar-
quables malgré leur très petite taille. Leur développement ouvre la voie à la minia-
turisation de sources de lumière très utilisées (laser doubleur de fréquence, source
à deux photons) en vue de leurs intégration dans des dispositifs optroniques par
exemple.

L’approche numérique permet de s’affranchir des contraintes expérimentales propres
à la nanophysique (observation, caractérisation et manipulation d’objets inférieur
en taille au pouvoir de séparation des microscopes optiques). Le point commun
entre toutes les simulations qui sont présentées est l’outil numérique développé par
Guillaume Bachelier et moi-même afin de décrire de façon réaliste les comportements
des nanostructures soumises à une excitation optique.

Organisation
:::: Le premier chapitre est consacré à l’étude — base théorique et approche

numérique — de la réponse linéaire de particules dont la taille est proche de la
longueur d’onde. Nous y détaillons la notion de résonance plasmonique, qui
est illustrée sur des sphères, des antennes et des palets métalliques. J’y décris
une partie du modèle implémenté numériquement afin de simuler la réponse
linéaire de particules de faible dimension, et je le compare à différentes me-
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6 TABLE DES MATIÈRES

sures réalisées expérimentalement.

:::: Le second chapitre traite du doublage de fréquence dans des structures
diélectriques, métalliques, ou hybrides car composées des deux types de ma-
tériaux. Il est organisé en deux parties : (i) une première partie est consacrée à
la théorie de ce phénomène non-linéaire dans les diélectriques et les métaux.
Nous y parlerons des différentes sources de non-linéarité dans les métaux, et
comment prédire celle qui prédomine. (ii) une seconde partie est dédiée à la
recherche des configurations optimisant les non-linéarités dans les métaux et
les structures hybrides. Nous y verrons que les structures plasmoniques réso-
nantes permettent d’exalter de façon significative le phénomène de SHG très
faible à l’échelle de la centaine de nm.

:::: Le troisième et dernier chapitre aborde la création de paires de photons
dans des cristaux non-linéaires couplés à des structures résonantes faisant lieu
d’antennes. J’y décris un modèle alliant théorie quantique et simulations nu-
mériques et permettant d’évaluer de façon quantitative le nombre de corréla-
tions dues à la détection de photons issus d’une même paire. L’accent est mis
sur l’influence de la présence d’antennes métalliques sur le taux de création
de paires.
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Réponse linéaire des particules :
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8 CHAPITRE 1. RÉPONSE LINÉAIRE

Les particules de petite taille (proche de la longueur d’onde) présentent des pro-
priétés de diffusion de la lumière couramment observées dans la nature (opacité des
nuages, couleur de certains papillons). La caractérisation de la réponse optique des
particules de petite taille a fait l’objet de nombreux travaux de recherche. Mention-
nons les travaux de Lord Rayleigh (1842-1919) portant sur la diffusion de la lumière
par des particules de taille très petite devant la longueur d’onde, et ceux de Gus-
tav Mie (1868-1957) s’appliquant à des particules de tailles significativement plus
grande (de l’ordre de la longueur d’onde), et de comportement plus complexe. À
cette échelle, l’interaction matière/rayonnement est fortement liée à l’indice optique
et à la géométrie de la particule. Plus spécifiquement, c’est la dimension multipliée
par l’indice optique (quantité homogène à un chemin optique) qui doit être comparée
à la longueur d’onde du rayonnement dans le vide.

La complexité des systèmes étudiés est traitée de façon progressive dans ce cha-
pitre. Les parties 1.1 et 1.2 traitent de la propagation d’une onde lumineuse au sein
d’un milieu homogène. Le cas d’un milieu de dimension finie est abordé dans les
parties 1.3 à 1.5. Il y sera question de diffusion et d’absorption du rayonnement au
sein de particules de formes simples (sphères) ou plus complexes (parallélépipède,
disque).

1.1 Les équations de Maxwell dans la matière

La propagation d’un rayonnement dans la matière dépend des propriétés du ma-
tériau. Nous commençons ici par démontrer l’équation d’onde pour la lumière dans
un diélectrique pour décrire l’effet de l’interaction lumière/matière sur la vitesse de
propagation et introduire la notion de permittivité diélectrique.

Considérons un milieu homogène composé de noyaux et d’électrons soumis à
un champ électrique E(r, t). Les particules chargées au sein de la matière subissent
une force de Lorenz. Cela entraine l’apparition d’une densité de polarisation P(r, t)
à l’échelle mésoscopique. Formellement, une telle polarisation peut s’écrire

P(r, t) =
∫ t

−∞
ε0
↔
χ(r, t, τ)E(r, τ)dτ (1.1)

où
↔
χ est appelé la susceptibilité diélectrique linéaire de la matière. Cette grandeur tra-

duit la « facilité » qu’a le système à réagir lorsqu’il est soumis à un champ électrique.
Nous supposons une réponse locale de la matière : P(r) ne dépend que de E évalué
en r. Son expression peut être modélisée par une étude du mouvement des électrons
et des noyaux dans un champ électromagnétique oscillant (voir partie 1.2.1 pour le
mouvement des électrons). Comme les électrons sont 103 fois plus légers que les neu-
trons, leur accélération est de plusieurs ordres de grandeur supérieure : l’amplitude
du mouvement des charges positives est donc négligeable en comparaison de celle
des électrons. Nous ne considèrerons donc que la polarisabilité électronique de la
matière, notée Pe, et la susceptibilité diélectrique associée

↔
χ e.

Par ailleurs, les systèmes seront considérés comme étant invariants par transla-
tion dans le temps (cela signifie que le système ne vieillit pas). La susceptibilité di-
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électrique χe(r, t, τ) ne dépend donc que de t− τ

Pe(r, t) =
∫ t

−∞
ε0χe(r, t− τ)E(r, τ)dτ (1.2)

Dans le cadre de cette étude, nous nous plaçons dans le formalisme de Fourier et nous
travaillons à une pulsation ω donnée. Comme Pe(r, t) s’exprime comme le produit
de convolution selon t entre χe(r, t) et E(r, t), on peut écrire

Pe(r, ω) = ε0χe(r, ω)E(r, ω) (1.3)

E(r, ω) =
∫ ∞

−∞
E(r, t)eiωt dt (1.4)

La présence de polarisation est en fait équivalente à l’apparition de charges et de
courants liés aux mouvement des électrons soumis au champ électrique :

ρe = −∇ · Pe

je = −iωPe

où ρe est appelé densité volumique de charge de polarisation électronique, et je est appelé
densité volumique de courant de polarisation électronique dans le matériau. En présence de
densité de charge et de courant, les équations de Maxwell s’écrivent :

∇ · E =
ρe

ε0
(Maxwell–Gauss) ∇ · B = 0 (Maxwell–Flux)

∇× E = −∂B
∂t

(Maxwell–Faraday) ∇× B = µ0je + ε0µ0
∂E
∂t

(Maxwell–Ampère)

En définissant le vecteur déplacement De = Pe + ε0E = ε0εrE et la permittivité relative
εr = 1 + χe, les équations de Maxwell deviennent :

∇ ·D = 0 i.e. ∇ · (εrE) = 0 ∇ · B = 0
∇× E = iωB ∇× B = −µ0iωD i.e. ∇× B = −iωµ0ε0εrE

À partir des équations de Maxwell–Flux, Maxwell–Faraday et Maxwell–Ampère,
nous obtenons l’équation du champ magnétique :

∆B = − εr

c2 ω2B (1.5)

où c = 1/
√

µ0ε0 est la vitesse de la lumière dans le vide. Cette équation est appelée
équation de Helmholtz. En en prenant le rotationnel, nous déduisons l’équation vérifiée
par le champ électrique.

∆ (εrE) = − ε2
r

c2 ω2E

Dans un milieu homogène, εr est indépendant de la position r, donc ∆(εr·) = εr∆(·).
On trouve alors que E vérifie aussi l’équation de Helmholtz. Remarquons que la vi-
tesse associée à la propagation de la lumière dans le diélectrique a pour expression
v = c/n où n =

√
εr est appelé l’indice optique du milieu. Généralement, la vitesse
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de propagation de la lumière dans les diélectrique est différente de la vitesse de la lu-
mière dans le vide : ce phénomène est la conséquence d’un effet d’interférence entre
les champs générés par toutes les sources de rayonnement dans la matière.

Jusqu’à présent, nous n’avons pas explicité εr, et en particulier la dépendance de
la dispersion et de la dissipation avec ω. Ce critère explique pourquoi les métaux
ne diffusent pas la lumière visible de la même façon que les diélectriques. L’objet des
parties 1.2.1 et 1.2.2 est de présenter différents modèles microscopiques —les modèles
de Lorentz et de Drude— afin de comprendre les différences entre la réponse linéaire
de ces deux types de matériaux.

1.2 Modélisation microscopique du comportement de la
matière

La modification de la vitesse de propagation est, comme nous l’avons dit, une
conséquence à l’échelle microscopique du rayonnement de sources lumineuses liées
à l’oscillation électronique. Pour comprendre plus finement en quoi cette propriété
dépend de la fréquence du rayonnement, nous détaillons à présent l’interaction champ
électromagnétique/électron.

1.2.1 Le modèle de Lorentz

Présentons un modèle de comportement pour les électrons dans les diélectrique :
le modèle de Lorentz. Nous considérons un électron élastiquement lié à un noyau
par un « ressort » de raideur κ. L’électron subit une force de frottement fluide de pa-
ramètre mγ traduisant une déperdition énergétique (interaction avec le réseau cris-
tallin, les impuretés, les phonons) et une force de Lorentz. L’équation du mouvement
d’un tel système se déduit du principe fondamental de la dynamique :

m
d2re

dt2 = −mγ
dre

dt
− κr− eE− ev ∧ B︸ ︷︷ ︸

négligeable devant eE

En passant en notation complexe re = r0e−iωt et E = E0e−iωt nous trouvons la rela-
tion entre r0 et E0 :

r0 =
1

ω2 −ω2
0 + iωγ

· e
m

E0

où ω0 =
√

κ/m est la pulsation propre du système, de l’ordre de 1014s−1 pour des
diélectriques. Dans un milieu de densité électronique n, le vecteur polarisation a pour
amplitude P0 = −enr0. Sachant que P0 = ε0

↔
χ eE0, les expressions de la susceptibilité

(ici un scalaire) et de la permittivité relative se déduisent alors :

χe = −
ω2

p

ω2 −ω2
0 + iωγ

(1.6)

εr = 1−
ω2

p

ω2 −ω2
0 + iωγ

(1.7)
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où ωp =
√

ne2/mε0 est la pulsation plasma. La figure 1.1.b montre une mesure de la
partie réelle de la permittivité diélectrique de la silice dans le visible.

Si le milieu est excité à très grande énergie, χe → 0, εr → 1, indiquant que le
milieu n’arrive plus à répondre : il est devenu transparent. Pourtant, lorsque l’on
mesure la permittivité diélectrique loin de la fréquence propre, on ne trouve pas une
valeur unitaire. Par exemple, pour la silice (SiO2) dans le visible εr(ω � ω0) ' 2.1.
Cela vient du fait que nous avons négligé les résonances ayant lieu à plus haute
énergie (électrons de cœurs plus fortement liés aux noyaux par exemple) en nous
restreignant à une plage de pulsation proche de ω0. En pratique, une expression plus
générale de εr fait intervenir différentes fréquences propres ω0,k

εr = 1−
ω2

p

ω2 −ω2
0 + iωγ

−∑
k

ω2
p

ω2 −ω2
0,k + iωγk︸ ︷︷ ︸

terme correctif

(1.8)

Les fréquences propres du terme correctif ω0,k étant associées à des électrons for-
tement liés, on supposera ω0,k =

√
κk/m � ω, ω0,

√
ωγk. On en déduit alors une

expression pour εr

εr = εr(∞)−
ω2

p

ω2 −ω2
0 + iωγ

(1.9)

avec

εr(∞) = 1 + ∑
k

ω2
p

ω2
0,k

(1.10)

Bien que décrite par le même modèle, la permittivité des métaux mesurée expéri-
mentalement est sensiblement différente de celle des diélectriques (voir figure 1.1b).
C’est l’objet de la partie qui suit.

1.2.2 Les métaux

Nous reprenons ici le développement réalisé dans la partie 1.2.1, mais à la diffé-
rence du cas des diélectriques, nous considérons un milieu matériel comportant des
charges libres mais pas de charges liées : c’est le modèle de Drude. En toute rigueur, un
métal présente les deux types de charges (les électrons de cœurs et les électrons de
conduction), mais nous supposons être dans un régime où les charges liées sont très
peu excitées (i.e. loin des résonances associées aux électrons de cœurs). La permitti-
vité diélectrique du matériau est alors un cas particulier de l’expression 1.9 dans la
limite ω0 → 0 (en l’absence de force de rappel) :

εr = εr(∞)−
ω2

p

ω2 + iωγ
(1.11)
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FIGURE 1.1 – Permittivité diélectrique de (a) la silice [1] et de (b) l’argent [2].

La particularité des métaux comme Au, Al ou Ag est que leur constante diélec-
trique est négative dans le visible. Ainsi, la propagation de la lumière dans les mé-
taux est impossible : εr < 0 ⇒ k2 =

√
εrω/c ∈ iR ; le vecteur d’onde possède donc

une partie imaginaire, ce qui implique que l’onde lumineuse est exponentiellement
amortie (on dit qu’elle est évanescente). La propagation du champ électromagnétique
étant interdite dans les métaux, les photons sont généralement réfléchis mais une
partie de la lumière peut être confinée proche de la surface — phénomène appelé
plasmon. L’étude du comportement des plasmons est abordée dans la suite.

1.2.3 Plasmons localisés et résonance plasmonique

Considérons une interface plane entre un métal (z < 0, indicé 2) et un diélectrique
(z > 0, indicé 1). Nous cherchons des solutions de champ linéairement polarisé, in-
variante par translation selon x et y et exponentiellement amorties de part et d’autre
de l’interface :

E1 exp (ik1,‖ · r‖) exp (−κ1|z|) z > 0 (1.12)

E2 exp (ik1,‖ · r‖) exp (−κ2|z|) z < 0 (1.13)

où κi > 0 et r‖ = (x, y, 0). L’axe x est arbitrairement choisi (sans perte de généralité)
parallèle à la projection du vecteur d’onde dans le plan de l’interface : k‖ = (kx, 0, 0).
La composante du vecteur d’onde parallèle à l’interface est la même dans les deux
milieux : cela peut-être démontré en utilisant par exemple la continuité du champ
parallèle (supposé non nul) en tout point de l’interface

∀x, y E1,‖ exp i(k1,xx) = E2,‖ exp i(k2,xx + k2,yy)⇒
{

k1,x = k2,x
0 = k2,y

(1.14)

C’est une onde amortie selon z et qui se propage selon x. L’enjeu du développement
qui suit [3] est de trouver la relation de dispersion de cette onde ω(kx). Les équations
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de Helmoltz vérifiées par les champs électriques sont(
∆ + ε1

ω2

c2

)
E = 0, z > 0 (1.15)(

∆ + ε2
ω2

c2

)
E = 0, z < 0 (1.16)

ce qui conduit à

k2
x − κ2

1 = ε1
ω2

c2 i.e. κ1 =

√
k2

x − ε1
ω2

c2 z > 0 (1.17)

k2
x − κ2

2 = ε2
ω2

c2 i.e. κ2 =

√
k2

x − ε2
ω2

c2 z < 0 (1.18)

L’équation de Maxwell-Gauss ∇ ·D = 0 impose

ikxE1,x − κ1E1,z = 0 (1.19)
ikxE2,x + κ2E2,z = 0 (1.20)

De plus, les relations de passages pour le champ impliquent

E1,x = E2,x (1.21)
ε1E1,z = ε2E2,z (1.22)

À l’aide des expressions 1.19, 1.21 et 1.22, on exprime E1,z de deux façons différentes
E1,z = ikxE1,x/κ1 et E1,z = −ikxE1,x/ε1κ2. Il vient

ε1

κ1
+

ε2

κ2
= 0 (1.23)

La relation de dispersion de l’onde de surface s’obtient en réinjectant dans 1.23 les
expressions 1.17 et 1.18

k2
x =

ω2

c2
ε1ε2

ε1 + ε2
(1.24)

Pour qu’il y ait propagation suivant x, il faut que le vecteur d’onde kx ait une partie
réelle. Une condition suffisante est que k2

x > 0 i.e. ε1ε2
ε1+ε2

> 0. Or l’expression 1.23
implique que ε1ε2 < 0, donc il y a apparition d’une onde de surface à la condition
ε1 < −ε2 ce qui nécessite que εr < 0. Par exemple, la permittivité diélectrique de
l’argent est inférieure à −1 sur tout le spectre visible (voir figure 1.1), donc la propa-
gation d’un plasmon de surface à l’interface argent–vide est autorisée sur cette plage
de longueur d’onde. En pratique, une telle onde de surface n’est pas facile à exciter
car, comme nous allons le montrer dans le paragraphe qui suit, ce mode de vibration
ne se couple pas à une onde plane.

Plaçons-nous dans le cas d’une interface entre un métal sans absorption et le vide :

ε2(ω) = 1−
ω2

p

ω2 (1.25)

ε1(ω) = 1 (1.26)
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FIGURE 1.2 – Trait plein : courbe de dispersion d’une onde électromagnétique à la
surface d’un métal. Ligne en pointillés : valeur asymptotique lorsque kx −→ ∞ corres-
pondant à ω = ωp/

√
2. Zone colorée : cône de lumière.

L’expression de la courbe de dispersion se déduit en réinjectant 1.25 et 1.26 dans 1.24

k2
x =

ω2

c2

ω2 −ω2
p

2ω2 −ω2
p

(1.27)

Elle est tracée en figure 1.2. Remarquons que la courbe est définie sur deux plages de
pulsations :

{
ω|ω < ωp/

√
2
}

qui correspond à la condition εmetal(ω) < −1 (exis-

tence de plasmon de surface), et
{

ω|ω > ωp

}
qui est la plage de pulsations pour

lesquelles la propagation d’ondes électromagnétiques est autorisée dans le métal.
Une propriété particulièrement importante est que la courbe de dispersion des

plasmons de surface est en dehors du cone de lumière : quelque soit la fréquence
ω considérée, kx > c/ω. Une onde plane se propageant dans le milieu 1 ne peut
donc pas se coupler à une onde à surface car la composante de son vecteur d’onde
selon la direction de propagation est trop petite. Pour la même raison, un plasmon
de surface se propageant le long d’une surface plane ne se désexcitera pas sponta-
nément en émettant un photon dans le milieu diélectrique. La pulsation plasma des
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FIGURE 1.3 – Absorption dans le visible pour des antennes d’argent de longueur
200 nm, 250 nm et 300 nm, de largeur 100 nm et de hauteur 35 nm posées sur un sub-
strat de silice. Ces courbes d’absorption sont obtenues par des simulations par élé-
ments finis de la réponse linéaire d’antennes excitée par une source dipolaire (les
simulations seront détaillées plus loin).

métaux est de l’ordre de 1× 1016 s−1, et donc pour des pulsations plus faibles que
la pulsation plasma (i.e. pour des longueurs d’onde supérieures à 200 nm), il n’y a
pas de couplage entre une onde dans un matériau en métal et une onde plane. Pour
permettre le couplage plasmon/onde plane, il faut structurer la surface pour rompre
localement l’invariance de translation imposant la conservation de k‖ [4]. De même,
remarquons que lorsque l’on considère des particules dont la taille est proche de la
longueur d’onde, la rupture de l’invariance de translation permet le couplage entre
une onde plane et un plasmon de surface. La figure 1.3 montre la présence de ces
modes dans une antenne d’argent, alors que la présence de phénomènes oscillatoires
propagatifs n’est pas autorisée dans la gamme de longueur d’onde du visible. La
multiplicité des modes ainsi que leur dépendance avec la longueur de la structure
montrent que les antennes peuvent être vues comme des cavités résonantes suppor-
tant des phénomènes oscillatoires.

La partie suivante décrit une méthode pour expliciter les solutions de l’équation
du champ électrique dans le cas analytiquement solvable d’une sphère de matière. Il
sera montré en particulier que des plasmons de surface localisés (LSP) peuvent exis-
ter dans des particules de taille proche de la longueur d’onde, et que leurs fréquences
de résonance sont sensibles à la taille de la particule.

1.3 Les modes plasmoniques des particules sphériques

1.3.1 Théorie de Mie

Après avoir considéré le cas des milieux homogènes puis celui des interfaces planes
entre deux milieux, nous décrivons à présent le cas des particules de taille ∼ 100 nm.
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Nous proposons dans cette partie de mettre en évidence les couplages entre une onde
plane et les modes propres électromagnétiques d’une sphère diélectrique ou métal-
lique.

y

x

z

r

εin
r

εext
r

~Ei

θ

ϕ

FIGURE 1.4 – Sphère de permittivité diélectrique εin
r plongée dans un milieu de per-

mittivité diélectrique εext
r . L’excitation est réalisée par une onde plane se propageant

selon z polarisée selon x. Les coordonnées polaires (r, θ, ϕ) sont représentées.

Considérons une sphère diélectrique de rayon a excitée par une onde plane polari-
sée selon x se propageant selon z dans un milieu de permittivité diélectrique εext

r . La
permittivité diélectrique de la sphère est notée εin

r . La figure 1.4 décrit le système étu-
dié. Par la suite, on référencera toutes les grandeurs physiques (champ électrique et
magnétique, permittivité diélectrique) de la même manière par in—pour intérieur—
si elles sont évaluées dans la sphère, ou par ext—pour extérieur— si elles sont éva-
luées dans le milieu extérieur. On notera εr la permittivité du milieu dépendant des
coordonnées. En particulier, εr(‖r‖ > a) = εin

r et εr(‖r‖ < a) = εext
r . Nous appelle-

rons respectivement Ei, Ep et Es les champ incident, dans la sphère et diffusé (scattered).
Remarquons que le champ à l’extérieur de la sphère Eext est par définition égal à
Ei + Es.

Compte–tenu des symétries du problème, nous utiliserons les coordonnées sphé-
riques (r, θ, ϕ) pour décrire le système (voir la figure 1.4). Dans ce système de coor-
données, le champ électrique incident s’écrit

Ei(r, t) = E0,i · ei(kr cos(θ)−ωt)ux (1.28)
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Nous cherchons une solution périodique par rapport au temps, de pulsation ω. En
notation complexe, les champs induits Ep et Es vérifient les deux équations de pro-
pagations

∆Ep +
εin

r
c2 ω2Ep = 0 , pour ‖r‖ < a (1.29)

∆Es +
εext

r
c2 ω2Es = 0 , pour ‖r‖ > a (1.30)

Bohren et Huffman [5] montrent que les solutions des équations 1.29 et 1.30 peuvent
s’exprimer sous la forme d’une somme d’harmoniques vectorielles sphériques :

M = ∇× (rψ) (1.31)

N =
c∇×M

ω
√

εr
(1.32)

où r est le vecteur des coordonnées et ψ est une fonction scalaire appelée fonction
génératrice des harmoniques vectorielles M et N. ψ(r, θ, ϕ) vérifie

∆ψ + εr
ω2

c2 ψ = 0 (1.33)

Compte–tenu des symétries du système, on peut séparer les variables r, θ, ϕ dans l’ex-
pression de ψ. La résolution des trois équations différentielles que vérifie ψ conduit
à deux familles de solutions :{

ψe,`,m = cos(mϕ)Pm
`

(
cos(θ)

)
z`

(√
εr

ω

c
r
)∣∣∣∣ ` ≥ m > 0

}
(1.34){

ψo,`,m = sin(mϕ)Pm
`

(
cos(θ)

)
z`

(√
εr

ω

c
r
)∣∣∣∣ ` ≥ m > 0

}
(1.35)

Les Pm
` sont les polynômes associés de Legendre de degré ` et d’ordre m. Les z` sont

des fonctions de Bessel sphériques de première, deuxième ou troisième espèce. L’in-
dice e (resp. o) renvoie aux fonctions paires—even (resp. impaires—odd) par rapport
à ϕ. Une expression très générale des champs incident, dans la sphère et diffusé est
alors :

Ei =
∞

∑
m=0

∞

∑
`=m

B(i)
e,`,mMe,`,m + B(i)

o,`,mMo,`,m + A(i)
e,`,mNe,`,m + A(i)

o,`,mNo,`,m (1.36)

Ep =
∞

∑
m=0

∞

∑
`=m

B(p)
e,`,mMe,`,m + B(p)

o,`,mMo,`,m + A(p)
e,`,mNe,`,m + A(p)

o,`,mNo,`,m (1.37)

Es =
∞

∑
m=0

∞

∑
`=m

B(s)
e,`,mMe,`,m + B(s)

o,`,mMo,`,m + A(s)
e,`,mNe,`,m + A(s)

o,`,mNo,`,m (1.38)

Les M`,m et N`,m se déduisent des expressions 1.31, 1.32, 1.34 et 1.35. Les conditions
de non divergence du champ électrique imposent de prendre les fonctions de Bessel
sphériques de première espèce j` pour Ei et Ep. On notera M(1) et N(1) les harmo-
niques sphériques correspondantes. De même, il faut prendre les fonctions de Bessel
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sphériques de troisième espèce h(1)` (correspondant à des ondes se propageant depuis
la sphère) pour Es. On notera M(3) et N(3)ces harmoniques.

Les règles de symétrie réduisent le nombre de coefficients non nuls de l’expres-
sion 1.36 aux seuls B(i)

o,`,m et A(i)
e,`,m. Pour déduire l’expression de ces coefficients, il faut

développer l’onde plane 1.28 en une somme d’harmoniques sphériques :

Ei = E0

∞

∑
`=1

i`
2`+ 1
`(`+ 1)

(
M(1)

o,`,m − iN(1)
e,`,m

)
(1.39)

Bi = −
E0

c

∞

∑
`=1

i`
2`+ 1
`(`+ 1)

(
M(1)

e,`,m + iN(1)
o,`,m

)
(1.40)

Ce traitement analytique peut être étendu à n’importe quel type d’excitation (fais-
ceau gaussien, onde évanescente, etc.) en développant en ondes planes l’expression
du champ associé. Dans notre cas d’étude, l’expression des champs Es et Ep est expli-
citée à partir de la condition aux limites dans laquelle on injecte les expressions 1.37,
1.38, 1.39 et 1.40 :

Ep = E0

∞

∑
`=1

i`
2`+ 1
`(`+ 1)

(
c`M

(1)
o,`,m − id`N

(1)
e,`,m

)
(1.41)

Es = E0

∞

∑
`=1

i`
2`+ 1
`(`+ 1)

(
ia`N

(3)
e,`,m − b`M

(3)
o,`,m

)
(1.42)

où a`, b`, c` et d` sont des coefficients dépendant du ratio x = 2πnexta/λ et de ς =

nin/next où nin =
√

εin
r (resp. next =

√
εext

r ) est l’indice optique de la particule (resp.
du milieu environnant).

a` =
ς2 j`(ςx)

[
xj`(x)

]′ − j`(x)
[
ςxj`(ςx)

]′
ς2 j`(ςx)

[
xh(1)` (x)

]′
− h(1)` (x)

[
ςxj`(ςx)

]′ (1.43)

b` =
j`(ςx)

[
xj`(x)

]′ − j`(x)
[
ςxj`(ςx)

]′
j`(ςx)

[
xh(1)` (x)

]′
− h(1)` (x)

[
ςxj`(ςx)

]′ (1.44)

c` =
j`(ςx)

[
xh(1)` (x)

]′
− h(1)` (x)

[
xj`(x)

]′
j`(ςx)

[
xh(1)` (x)

]′
− h(1)` (x)

[
ςxj`(ςx)

]′ (1.45)

d` =
ςj`(ςx)

[
xh(1)` (x)

]′
− ςh(1)` (x)

[
xj`(x)

]′
ς2 j`(ςx)

[
xh(1)` (x)

]′
− h(1)` (x)

[
ςxj`(ςx)

]′ (1.46)

Remarque : Les expressions 1.41 et 1.42 signifient que l’expression des champs in-
duits par le diélectrique peut être développée en modes (indicés `). Le mode Mo,`,m
(correspondant à un champ électrique perpendiculaire à r) est appelé transverse élec-
trique. C’est la composante multipôlaire magnétique à ` pôles. Le mode Ne,`,m (cor-
respondant à un champ magnétique perpendiculaire à r) est appelé transverse ma-
gnétique. C’est la composante multipôlaire électrique. Mentionnons que les modes
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propres des particules diélectriques sphériques sont usuellement appelé modes de Mie
tandis que les modes des particules métalliques sont nommés modes plasmoniques ou
plasmons de surface localisés.

Les coefficients a`, b`, c` et d` quantifient le couplage entre les différents modes
du champ électrique et l’onde plane. Bien qu’à une fréquence donnée, tous les modes
sont présents, la dépendance des coefficients a`, b`, c` et d` avec la fréquence rend
souvent un mode prédominant par rapport aux autres. Remarquons que, dans le
cas particulier a � λ, le coefficient de couplage avec le mode électrique dipolaire
possède une expression simple

a1 =
εr − 1
εr + 2

(1.47)

Cela implique que pour εr = −2, le couplage entre une onde plane et le mode dipo-
laire électrique est très important.

En pratique, une étude de la diffusion par les particules ne permet pas de connaître
directement les valeurs des coefficients de couplages des modes. Pour avoir une in-
formation sur le ou les mode(s) excité(s) à une fréquence donnée, il faut s’intéresser
aux sections efficaces. La section efficace de diffusion Csca (resp. la section efficace d’ab-
sorption Cabs) se définit comme le ratio de la puissance du champ diffusée par la par-
ticule (resp. la puissance absorbée par la particule) sur l’intensité du champ incident.
La section efficace d’extinction Cext est la somme de la section efficace d’absorption et
de la section efficace de diffusion (elle traduit la quantité de photon d’excitation qui
interagit avec la structure). On peut montrer que [5] :

Csca =

(
2πc
ω

)2 ∞

∑
`=1

(2`+ 1)(|a`|2 + |b`|2) (1.48)

Cext =

(
2πc
ω

)2 ∞

∑
`=1

(2`+ 1)(<(a` + b`)) (1.49)

1.3.2 Etude d’une sphère d’argent

Illustrons les notions de modes et de section efficace sur l’exemple d’une sphère
d’argent de rayon 50 nm dans le vide. La figure 1.5 illustre la dépendance en lon-
gueur d’onde des coefficients dipolaire électrique a1 et quadripolaire électrique a2.
Remarquons d’abord la présence de deux résonances à 350 et 390 nm associées aux
modes dipolaire et quadripolaire électriques. Si on considère la section efficace d’ex-
tinction présentée dans la figure 1.5(b), on observe bien deux maxima locaux corres-
pondant à ces deux modes propres. Le calcul des sections efficaces d’absorption et
de diffusion donne davantage d’information sur la nature des modes : la section ef-
ficace de diffusion de la sphère d’argent à 393 nm est plusieurs fois supérieure à la
section de la particule, tandis que la section efficace d’absorption est faible. Ce mode
est donc un mode clair, c’est-à-dire un mode qui se couple fortement avec une onde
plane. L’analyse du mode quadripolaire (nécessitant de retrancher la contribution du
mode dipolaire) montre une forte absorption et une faible diffusion caractéristique
des modes sombres.
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FIGURE 1.5 – (a) Coefficient de couplage aux modes dipolaires (a1, trait plein) et qua-
dripolaire (a2, trait en pointillés) électrique d’une sphère d’argent de 50 nm de rayon.
(b) Section efficace de diffusion (trait pointillé large), d’absorption (trait pointillé fin),
et d’extinction (trait plein) calculées sur la même sphère ; trait pointillés-tirets : sec-
tion de la particule. (c) Cartographie de la norme au carré du champ associé au mode
dipolaire électrique excité par une onde plane d’amplitude 1 V/m. (d - partie supé-
rieure (x < 0)) Amplitude au carré du champ totale au voisinage de la résonance du
mode dipolaire électrique λ = 393 nm. (d - partie inférieur (x > 0)) Amplitude au
carré du champ diffusée à λ = 393 nm. (e) Champ du mode quadripolaire électrique
excité par une onde plane d’amplitude 1 V/m. (f - partie supérieure (x < 0)) Ampli-
tude au carré du champ totale au voisinage de la résonance du mode quadripolaire
électrique λ = 343 nm. (d - partie inférieur (x > 0)) Amplitude au carré du champ
diffusée à λ = 343 nm.

L’allure des sections efficaces montre que les résonances ne sont pas très piquées.
Le facteur de qualité associé au mode dipolaire (resp. quadripolaire) est de l’ordre
de 1 (resp. 10). Ce faible facteur de qualité, due à un caractère diffusif fort pour le
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mode dipolaire et une forte absorption pour le mode quadripolaire, fait des nano-
structures métalliques de mauvaises structures résonantes comparées aux microca-
vités optiques, dont le facteur de qualité dépasse usuellement 1000 [6]. Cependant,
le champ proche est augmenté de façon significative au voisinage de la surface de
la sphère aux fréquences des modes propres. Cette propriété fait des structures plas-
moniques des objets intéressants pour exalter localement le champ électrique.

Les figures 1.5(c,d) présentent la cartographie de la norme au carré du champ
électrique à 393 nm dans deux configurations : (c) la contribution dipolaire, et (d)
l’allure du champ total (sans sélection de mode). On reconnait le mode dipolaire à la
présence de deux lobes de part et d’autre de la sphère. Comme cela a été observé lors
de l’étude des sections efficaces, ce mode est significativement dominant à 393 nm
comme le montre la comparaison des figures 1.5(c) et (d) tant en terme de topologie
du champ qu’en amplitude.

Le mode quadripolaire à la longueur d’onde 353 nm (figure 1.5(e)) présente quatre
lobes caractéristiques [7]. Remarquons que la topologie du champ total présente une
asymétrie marquée selon l’axe x. Là encore, cela peut être expliqué par l’étude des
sections efficaces : la réponse optique à cette longueur d’onde n’est pas purement
quadripolaire, et possède aussi une forte contribution dipolaire. En effet, le mode di-
polaire est spectralement très large, et le champ associé interfère avec celui du mode
quadripolaire. La rupture de symétrie est une conséquence de l’accord de phase entre
les deux lobes dipolaires et les deux lobes de droite quadripolaire, tandis que le mode
dipolaire et le mode quadripolaire interfèrent destructivement pour les deux lobes de
gauche. L’exaltation totale du champ proche est donc due à la résonance quadripo-
laire, à la forte réponse dipolaire, et à l’interférence constructive entre les deux modes
excités.

Dans les deux configurations, le champ proche est exalté d’un facteur∼2.5 au voi-
sinage de l’interface métal/vide. Cette caractéristique des résonances plasmoniques
peut être exploitée pour exalter certains phénomènes optiques, en particulier non-
linéaires, par nature très faibles (chapitre 2 et 3). Cependant, les particule sphériques
ont plusieurs désavantages : (i) elles ne possèdent qu’un seul paramètre ajustable, le
rayon a, jouant sur la position des résonances, et (ii) le facteur de qualité du mode
dipolaire est faible, d’où un recouvrement avec le mode quadripolaire. Or dans les
chapitres 2 et 3, nous allons voir qu’il est nécessaire d’avoir des structures plasmo-
niques dont l’écart entre résonances est accordable, afin de stimuler l’exaltation du
champ sur deux fréquences données. La finesse des résonance sera aussi un critère
dans le choix des structures utilisées. Cela suggère l’emploi de particule à la forme
plus allongée, de forme plus proche de cavités optiques.

Nous avons présenté une résolution analytique de la réponse optique d’une sphère
dans un cas très général. Les différents couplages entre modes propres de la sphère et
une onde plane peuvent être analytiquement calculés. On en déduit une expression
exacte pour les sections efficaces d’absorption, de diffusion et d’extinction. De façon
générale, une telle résolution analytique n’est cependant pas possible pour une par-
ticule de forme arbitraire. L’étude des modes propres nécessite alors une mesure des
sections efficaces ou une modélisation numérique. L’objet de la suite de ce chapitre
est de mener une étude numérique s’affranchissant des contraintes géométriques de
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la théorie de Mie.

1.4 Simulation numérique

L’étude des structures plasmoniques à l’échelle de la particule unique soulève
plusieurs difficultés expérimentales — observation, construction, reproductibilité.
Une démarche prospective basée sur une approche numérique permet d’évaluer en
amont les paramètres pertinents — taille et forme —, pour faciliter ensuite l’approche
expérimentale. Dans la partie 1.4.1, nous présentons dans les grandes lignes la mé-
thode numérique, puis nous décrivons dans la partie 1.4.2 comment nous implémen-
tons le champ d’excitation. Enfin, dans la partie 1.4.3, nous présentons la réponse
linéaire d’une antenne métallique calculée numériquement.

1.4.1 Méthode numérique

Dans la partie 1.3, le champ électrique est défini de façon distincte selon qu’on le
considère à l’intérieur de la particule (Ein = Ep) ou dans le milieu environnant (Eext =
Es + Ei). Ici, nous adoptons un formalisme différent mais équivalent en considérant
que la particule est plongée dans un champ électromagnétique « de fond » Ebg, et
génère un champ diffusé Es, ces deux champs étant définis aussi bien à l’extérieur
qu’à l’intérieur de la particule. Nous indicerons bg—background (resp. s—scattered)
les grandeurs dites « de fond » (resp. liées à la présence de la particule). Ebg (resp.
Bbg) est le champ électrique (resp. magnétique) en l’absence de particule mais en
présence du substrat et des éléments de la ligne d’excitation. Le champ total s’écrit
Etot = Ebg + Es en tout point du système. Le passage d’un formalisme à l’autre se fait
en appliquant l’identité

Emie
p = Ebg + Es dans la particule (1.50)

Emie
s = Es hors de la particule (1.51)

Emie
i = Ebg hors de la particule (1.52)

L’enjeu ici est de trouver le champ diffusé Es par la particule avec pour contraintes :

1. le champ électromagnétique total doit vérifier les équations de Maxwell dans
la particule

∆Etot +
εin

r
c2 ω2Etot = 0, dans la particule (1.53)

∆Etot +
εext

r
c2 ω2Etot = 0, hors de la particule (1.54)

2. les conditions aux limites imposent la continuité du champ électrique parallèle
à la surface Etot,‖ et du vecteur déplacement perpendiculaire à la surface D⊥ =
εrEtot,⊥.

Etot,‖(r
−) = Etot,‖(r

+) (1.55)

εin
r Etot,⊥(r−) = εext

r Etot,⊥(r+) (1.56)
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En développant Etot = Ebg + Es on en déduit

∆Es +
εin

r
c2 ω2Es = −∆Ebg −

εin
r

c2 ω2Ebg︸ ︷︷ ︸
terme de source

, dans la particule (1.57)

∆Es +
εext

r
c2 ω2Es = −∆Ebg −

εext
r
c2 ω2Ebg = 0 , hors de la particule

(1.58)

Es,‖(r
−)− Es,‖(r

+) = −
(

Ebg,‖(r
−)− Ebg,‖(r

+)
)
= 0, aux interfaces (1.59)

εin
r Es,⊥(r−)− εext

r Es,⊥(r+) = εin
r Ebg,⊥(r−)− εext

r Ebg,⊥(r+), aux interfaces (1.60)

Remarquons que les équations 1.57 et 1.58 vérifiées par le champ diffusé sont des
équations de propagation de la lumière avec un terme source −∆Ebg − εr

c2 ω2Ebg. Par
définition, le champ de fond (c’est-à-dire le champ total en l’absence de particule)
vérifie l’équation de propagation de la lumière à l’extérieur de la particule, mais pas

à l’intérieur. Par conséquent, −∆Ebg− εext
r
c2 ω2Ebg = 0 tandis que −∆Ebg− εin

r
c2 ω2Ebg 6=

0. De plus, le champ de fond ne présente pas de discontinuité à l’interface entre la
particule et le milieu environnant, donc Ebg,‖(r−)− Ebg,‖(r+) = 0 i.e. la composante
du champ diffusé tangentielle aux surfaces est continue aux interfaces.

Numériquement, le volume de simulation est de taille finie. C’est une sphère, de
rayon ∼1 µm, suffisamment grande pour que la paroi soit distante de la structure
simulée d’au moins λ/4. Pour simuler un environnement infini malgré le volume si-
mulé fini, le système simulé est entouré d’une PML—Perfectly Matched Layer : une co-
quille dont l’indice diverge progressivement au fur et à mesure que l’on se rapproche
de la surface externe. Ainsi, les champs électromagnétiques émis vers l’extérieur se
propagent sans subir de réflexion au niveau du bord du volume de simulation (c’est
équivalent à simuler un chemin optique infini). Par une méthode d’éléments finis
implémentée avec Comsol Multiphysics®, on peut trouver une solution approchée
Es des équations 1.58 et 1.57 avec un raccord aux interfaces imposé par 1.59, 1.60, et
la PML.

Nous n’avons jusqu’à présent pas décrit le milieu extérieur. L’environnement de
la particule se compose d’une interface entre un substrat et un milieu homogène
(appelé milieu de transmission). La particule est posée sur l’interface, du côté du milieu
de transmission. La figure 1.6 détaille une vue en coupe du milieu simulé. Le champ
de fond correspond au champ induit par la source au voisinage de cette interface. La
suite décrit l’implémentation d’une excitation par un laser focalisé depuis le substrat.

1.4.2 Champ d’excitation d’un laser focalisé

Le champ de fond Ebg peut prendre différentes expressions selon que l’on consi-
dère une excitation par une onde plane, un laser, un dipôle, etc. Ici, nous décrivons
comment est défini le champ d’excitation obtenu en focalisant un laser de longueur
d’onde et de polarisation données. L’excitation se fait par le substrat.

La ligne d’excitation consiste en un objectif à immersion de forte ouverture numé-
rique (NA = 1.3). En amont de l’objectif, nous définissons la distribution du champ
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FIGURE 1.6 – Vue en coupe schématique du système simulé. Les différentes teintes
de gris correspondent aux différents milieux diélectriques. La couronne extérieure
est une section 2D de la PML (perfectly matched layer), une coquille sphérique dont
l’indice optique, progressivement divergent, empeche les réflections sur les bords du
volume de simulation. La zone hachurée correspond à la particule métallique.

électrique dans un plan orthogonal à la direction de propagation. Dans le cas d’un
faisceau gaussien, l’amplitude du champ a pour expression Elaser(r) = E0e−|r|

2/w2
0

où w0 est le waist du laser. Dans la configuration que nous voulons modéliser, nous
maximisons la puissance transmise par l’objectif tout en optimisant la résolution spa-
tiale au niveau du point de focalisation en se plaçant dans le cas où le laser éclaire
toute la pupille d’entrée : w0 = Robj le rayon de l’objectif. Le rayon de l’objectif s’ex-
prime en fonction de la focale de l’objectif f , de l’indice n de l’huile d’immersion et
de l’ouverture numérique NA comme Robj = f NA/n. La coordonnée d’espace r est
définie sur une grille de côté 2Robj et de pas Robj/50 avec la contrainte |r|2 ≤ R2

obj.

Pour simuler un laser réaliste de puissance Plaser donnée, il faut que l’amplitude



1.4. SIMULATION NUMÉRIQUE 25

du champ électrique en sortie du laser vérifie

∫ 1
2

ε0c
∥∥∥∥E0e−|r|

2/w2
0

∥∥∥∥2

dS = Plaser (1.61)

où on intègre sur la surface de l’objectif. Cette condition impose :

‖E0‖ =
√

Plaser/
∫ 1

2
ε0c
∣∣∣e−|r|2/w2

0

∣∣∣2 dS (1.62)

À ce stade, la polarisation du champ d’excitation n’a pas encore été définie. La direc-
tion de propagation est choisie selon z et on se place dans l’approximation paraxiale
en amont de l’objectif : E0,z ' 0. La polarisation dans le plan Oxy est choisie linéaire
en sortie du laser : on appelle θpol l’angle formé entre l’axe Ox et E0

Ex = ‖E0‖ cos(θpol)ei(−ωt+kz+ψ) + c.c. (1.63)

Ey = ‖E0‖ sin(θpol)ei(−ωt+kz+ψ) + c.c. (1.64)

où k = 2π/λ (le milieu avant l’objectif est d’indice unitaire) et ω = 2πc/λ. Compte
tenu de la portée de Rayleigh z = πw2

0/λ ∼10 m qui traduit la distance caracté-
ristique d’élargissement du faisceau laser, le profil spatial de l’amplitude du champ
électrique est supposé inchangé lors de la propagation (de l’ordre du mètre) depuis
le laser jusqu’à l’objectif. La phase ψ et l’origine des z sont choisies de sorte que
l’expression complexe du champ électrique s’écrive Elaser(r, ω) = Elaser(r)e−iωt juste
avant la focalisation par l’objectif.

Ey

Ex

z
x

y
(a)

Objectif

f ′O
θ

(b)

x

y

r

uruϕ

ϕ

vide huile

FIGURE 1.7 – Schéma de la focalisation d’un rayon lumineux (en rouge) par un ob-
jectif (a) vu en perspective et (b) représenté dans le plan Oxy. Le point d’intersection
entre le rayon lumineux et l’objectif est repéré par ses coordonnées (r, ϕ) dans le plan
Oxy. L’angle entre le rayon lumineux et l’axe Oz est appelé θ.

Après focalisation par l’objectif (voir figure 1.7), on exprime le champ noté E( f )

dans l’espace des vecteurs d’onde k au niveau du point focal en suivant [7] :
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E( f )
x (k) =

−i f exp(i‖k‖ f )
2πkz

√
nvide

nhuile

√
cos(θ)

(
− sin(ϕ)Es(r) + cos(ϕ) cos(θ)Ep(r)

)
(1.65)

E( f )
y (k) =

−i f exp(i‖k‖ f )
2πkz

√
nvide

nhuile

√
cos(θ)

(
cos(ϕ)Es(r) + sin(ϕ) cos(θ)Ep(r)

)
(1.66)

E( f )
z (k) =

−i f exp(i‖k‖ f )
2πkz

√
nvide

nhuile

√
cos(θ)

(
sin(θ)Ep(r)

)
(1.67)

où les champs Es (pour polarisé s) et Ep (pour polarisé p) sont les projections de Exux
et Eyuy dans la base (ur, uϕ) :

Es(r) = − sin(ϕ)Ex(r) + cos(ϕ)Ey(r) (1.68)
Ep(r) = cos(ϕ)Ex(r) + sin(ϕ)Ey(r) (1.69)

Notons que les expressions 1.65, 1.66 et 1.67 du champ focalisé présentent un facteur√
cos(θ) qui, en raison de la forte ouverture numérique de l’objectif que l’on souhaite

simuler, est supposé différent de 1. L’expression des champs dans l’espace des vec-
teurs d’ondes est utile lorsque l’on veut implémenter les différentes transformations
optiques (propagations, réflexions, transmissions) détaillées dans le paragraphe sui-
vant. Nous n’exprimons donc pas le champ dans l’espace réel à cette étape, mais
uniquement au voisinage du point de focalisation.

Dans l’expression analytique de E( f ), le champ est supposé s’être propagé après
l’objectif dans un milieu d’indice homogène, jusqu’au point de focalisation. Nous
n’avons pas, jusqu’à présent, pris en compte la présence du substrat et d’éventuelles
couches entre l’huile d’immersion et le point où est focalisé le laser. Pour cela, il
faut « rétro-propager » le champ E( f ) dans l’huile sur une distance égale à l’épais-
seur du substrat (incluant une éventuelle couche mince en surface), pour ensuite le
re-propager en direction du point de focalisation. Cette transformation consiste à im-
plémenter la présence de l’interface huile/substrat puis la propagation dans un sub-
strat épais optiquement suivie d’une transmission à l’interface substrat/milieu de
transmission (ou bien éventuellement une transmission substrat −→ couche mince
−→ milieu de transmission). Enfin, le faisceau est propagé dans le milieu de trans-
mission jusqu’au point de focalisation.

Trois types de transformations optiques interviennent ici :

1. La propagation sur une distance d dans un milieu homogène d’indice n est
implémentée simplement en déphasant le champ électrique de kzd i.e. en mul-
tipliant les composantes du champ électrique par un facteur exp(ikzd). Dans
la mesure où la propagation du laser se fait à z croissant, cette transformation
intervient généralement sur une distance d > 0 (propagation dans le substrat
et dans le milieu de transmission), à l’exception de la rétro-propagation men-
tionnée dans le paragraphe précédent lors de laquelle d < 0.

2. La transmission par une interface plane est réalisée à partir des coefficients de
transmission du champ électrique pour une interface entre deux milieux 1 et
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2 [7] :

Ep
2 = Ep

1
2n2n1k1,z

n2
2k1,z + n2

1k2,z
(1.70)

Es
2 = Es

1
2k1,z

k1,z + k2,z
(1.71)

où k1,z =
√
(2πn1/λ)2 − k2

‖, k2,z =
√
(2πn2/λ)2 − k2

‖

3. La transmission par une couche mince d’épaisseur d et d’indice nc entre un
milieu 3 et un milieu 4 est implémentée en suivant [7]

Ep
4 = Ep

3
tp
3→ctp

c→4 exp (ikc,zd)
1 + rp

3→cr
p
c→4 exp (2ikc,zd)

(1.72)

Es
4 = Es

2
ts
3→cts

c→4 exp (ikc,zd)
1 + rs

3→cr
s
c→4 exp (2ikc,zd)

(1.73)

où kc,z =
√
(2πnc/λ)2 − k2

‖, et

tp
3→c =

2n3nck3,z

n2
c k3,z + n2

3kc,z
ts
3→c =

2k3,z

k3,z + kc,z
(1.74)

tp
c→4 =

2ncn4kc,z

n2
4kc,z + n2

c k4,z
ts
c→4 =

2kc,z

kc,z + k4,z
(1.75)

rp
3→c =

n2
c k3,z − n2

3kc,z

n2
c k3,z + n2

3kc,z
rs

3→c =
k3,z − kc,z

k3,z + kc,z
(1.76)

rp
c→4 =

n2
4kc,z − n2

c k4,z

n2
4kc,z + n2

c k4,z
rs

c→4 =
kc,z − k4,z

kc,z + k4,z
(1.77)

Après avoir implémenté toutes les transformations optiques décrivant la propaga-
tion du champ d’excitation, nous exprimons le champ électrique dans l’espace réel
en calculant la transformée de Fourier spatiale inverse de E.

Les méthodes mises en œuvre nous permettent de modéliser l’expression des
champs de fond Ebg, Bbg d’une laser de façon réaliste hors de l’approximation pa-
raxiale. Notamment, il apparait une forte composante du champ polarisée suivant z
(non représentée).

1.4.3 Réponse d’une antenne d’aluminium

Nous illustrons ici la méthode numérique sur l’exemple d’une antenne d’alumi-
nium de forme parallélépipédique posée sur un substrat d’indice 1.518. L’antenne,
de dimension 225×100×35 nm3, est orientée selon l’axe x. Comme dans le cas d’une
sphère, un parallélépipède de métal possède des modes plasmoniques. Afin de les
localiser, j’ai calculé le spectre en absorption de cette structure dans la configuration
où l’antenne est excitée par une source dipolaire placée à une de ses extrémités. Le
choix et la localisation de la source ont été déterminés de sorte que le champ de fond
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FIGURE 1.8 – (a) Spectre d’absorption d’une antenne d’aluminium de dimension
225×100×35 nm3. La source de rayonnement est un dipôle localisé à l’une des ex-
trémités de l’antenne. Norme du champ proche de cette antenne excitée à (c) 425 nm
et (d) 850 nm. L’échelle de couleur est arbitraire. Le plan où est évalué le champ est
parallèle au substrat, et passe par le centre de l’antenne.

ne présente pas de symétrie, afin d’exciter tous les modes, et en particulier les modes
symétrique —dit sombre [8]. En effet, ces modes ne se couplent pas à des excitations
symétriques (par exemple : une onde plane ou un faisceau gaussien centré sur l’an-
tenne) en incidence normale.

Nous observons deux modes plasmoniques dans l’intervalle de longueur d’onde
400-1000 nm. Afin d’identifier le type de modes (dipolaire, quadripolaire, etc.) il nous
faut observer le champ proche comme nous l’avons précédemment fait pour la sphère.
L’excitation est réalisée ici par un faisceau gaussien polarisé x et focalisé sur le bord
de l’antenne comme décrit en 1.4.2. La figure 1.8(b) présente la norme du champ
proche pour le mode quadripolaire à λ = 425 nm. Les quatre pôles sont repérés par
« + » et « - ». C’est un mode sombre car le champ d’excitation présente une antisy-
métrie selon l’axe x tandis que le champ diffusé est symétrique selon ce même axe.
La figure 1.8(c) présente la norme du champ proche pour la longueur d’onde λ =
850 nm. De même que pour la sphère d’argent présentée figure 1.5, le mode corres-
pondant aux longueurs d’onde élevées est le mode dipolaire : on observe une exalta-
tion du champ proche localisée au niveau de deux lobes aux extrémités de l’antenne.
Remarquons que l’exaltation présente quatre « points chauds » au niveau des som-
mets de l’antenne : ce phénomène est lié à une concentration des charges au niveau
des surfaces d’un conducteur présentant une forte courbure.
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L’outil développé permet d’étudier la présence de modes plasmoniques dans une
particule de forme « complexe » — ici une antenne d’aluminium parallélépipédique
—, d’évaluer leur type (dipolaire, quadripolaire, etc.) et de préciser l’allure spatiale
et l’exaltation du champ proche dans des conditions d’excitations réalistes. Dans la
suite de ce travail, nous utilisons cet outil numérique pour dimensionner des struc-
tures, afin de caractériser et d’optimiser divers aspects de leur réponse optique (ca-
thodoluminescence dans la section 1.5, doublement de fréquence dans le chapitre 2,
génération de paire de photons dans le chapitre 3).

1.5 Une application : étude de la réponse en cathodolu-
minescence d’antennes patch

Les antennes patch sont des structures métalliques en forme de parallélépipède ou
de disque, de faible épaisseur, séparées d’un plan conducteur par une couche mince
isolante. Très utilisées en télécommunication pour leur encombrement restreint et
leur grande bande passante, ces structures trouvent aussi des applications en plas-
monique, par exemple pour exalter l’émission de la fluorescence de boites quantiques
[9].

Pour caractériser la réponse linéaire de telles antennes, on utilise usuellement la
cathodoluminescence. C’est une technique de microscopie qui met en jeu l’émission
de photons dans le visible, observée lorsque l’on bombarde un matériau avec des
électrons. Dans le cas d’une antenne métallique, le flux d’électrons excite des modes
plasmoniques de la particule, qui en retour émet un champ électromagnétique (par
désexcitation radiative). Cette technique présente plusieurs intérêts : (i) la résolution
spatiale est bien meilleure qu’en optique, (ii) la symétrie —cylindrique— du champ
d’excitation autorise le couplage avec les modes sombres.

Comme il a été mentionné, la méthode de modélisation présentée dans les parties
précédentes est un outil très versatile permettant de simuler la réponse optique de
particules de forme arbitraire soumises à un champ d’excitation quelconque : nous
nous proposons d’illustrer la méthodologie de modélisation sur l’exemple de la ré-
ponse en cathodoluminescence d’antennes patch en forme de disques. L’enjeu de
cette série de simulations est de reproduire quantitativement des mesures de catho-
doluminescence réalisées par Mathieu Jeannin et Gilles Nogues sur des structures
en or de forme cylindrique et de taille micrométrique [10, 11]. Nous nous intéres-
serons particulièrement à la présence de modes propres. Nous présenterons dans la
partie 1.5.1 la forme de l’excitation, et dans la partie 1.5.2 une comparaison entre les
résultats de simulations et les mesures effectuées en laboratoire.

1.5.1 Modélisation de l’excitation

Nous considérons un faisceau d’électrons se propageant de façon rectiligne selon
z avec une énergie cinétique Ec ' 30keV (soit une vitesse v ' 0.3c) dans un milieu
homogène de permittivité diélectrique ε. Formellement, nous nous intéressons à l’in-
teraction de la matière avec le champ créé par les électrons en mouvement. Le champ
électrique créé par un faisceau d’électrons à la pulsation ω possède une expression
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analytique [12] :

Eélec(R, z, ω) =
2eω

v2γeε
eiωz/v

[
i

γe
K0

(
ωR
vγe

)
z− K1

(
ωR
vγe

)
R

]
+ c.c. (1.78)

où (R, z) sont les coordonnées cylindriques du point où est évalué Eélec, z est un
vecteur unitaire qui donne la direction de propagation du faisceau d’électrons, R est
le vecteur radial et γe = 1/

√
1− εrv2/c2 est le facteur de contraction de Lorentz. K0

et K1 sont respectivement les fonctions de Bessel modifiées d’ordre 0 et 1.
Le champ « de fond » Ebg est défini à partir de cette expression. Cependant, la

divergence des fonctions de Bessel de deuxième espèce en R = 0 impose de majorer
la valeur de Eélec au voisinage de l’axe du faisceau.

1.5.2 Cartographie en champ lointain

Nous étudions des disques d’or de rayon variable, d’épaisseur 35 nm, posés sur
un substrat composé d’une matrice d’aluminium. La dépendance avec la longueur
d’onde de l’indice optique des différents matériaux est prise en compte (or [2], alumi-
nium [13], alumine [1]). Le disque est séparé de l’aluminium par une couche mince
d’alumine de 57 nm d’épaisseur. En pratique, la collection du champ rayonnée en ca-
thodoluminescence est réalisée grâce à un miroir parabolique dont le foyer est situé
au niveau de l’intersection du faisceau d’électron avec le métal. Les photons émis
sont ainsi envoyés vers un détecteur. La figure 1.9(a) illustre le dispositif d’excitation
et de collection. Dans les simulations, nous répliquons la forme du miroir de col-
lection dans un souci de cohérence avec le dispositif expérimental : la dépendance
angulaire de la transmittance à la collection est donnée en figure 1.9(b).

La figure 1.9(c) présente, sur une vue en coupe du disque et du substrat, l’allure
du champ proche évalué le long de l’axe z dans le cas d’une excitation par un dipôle
localisé dans la couche d’alumine hors du plan de mesure : la décroissance exponen-
tielle du champ lorsqu’on s’éloigne des interfaces est caractéristique de la présence
de plasmons de surface.

Pour différents points de focalisation du faisceau électronique et différentes lon-
gueurs d’onde, Jeannin et al [10] ont mesuré la puissance totale émise par cathodo-
luminescence par un disque d’or de 340 nm de rayon. Ils ont mesuré les cartogra-
phies correspondantes, dont quatre exemples sont représentés en figure 1.10(a). Re-
marquons que les cartographies présentent des zones blanches de formes circulaires
concentriques qui correspondent aux localisations pour lesquelles on excite un ou
plusieurs modes plasmoniques. Nous avons simulé la réponse en cathodolumines-
cence pour un disque d’or de même géométrie, et les cartographies correspondantes
sont tracées en figure 1.10(b). Les cartographies simulées présentent une allure simi-
laire à celles mesurées, et nous constatons un accord remarquable entre mesure et
simulation à 670 nm. Néanmoins, pour certaines longueurs d’onde, les cartographies
révèlent des différences marquées : les quatre mesures présentent un centre blanc
tandis que les cartographies simulées n’ont cette particularité qu’entre 670 et 710 nm.

L’accord mesure–simulation est particulièrement défavorable à 740 nm où le centre
sombre des simulations est marqué tandis que la mesure présente un centre clair (fi-
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FIGURE 1.9 – (a) Schéma du dispositif expérimental de mesure de la cathodolumines-
cence. La dépendance angulaire de la transmittance de la collection est représentée
en (b). Le rouge correspond aux incidences des photons redirigés vers le capteur
photosensible. Une vue en coupe d’un disque en or sur un substrat composé d’une
couche fine d’alumine sur une couche d’or est schématisé en (c). L’allure du champ
électrique évalué le long de l’axe z, obtenue par simulation numérique avec une exci-
tation dipolaire, est indiqué en trait plein. La source de rayonnement est située dans
la couche d’alumine, hors du plan de mesure du champ. L’insert est une image FE-
SEM d’un disque d’or de 680 nm de diamètre.

gure 1.11(a-b)). Une raison à cette différence peut être une inadéquation entre les hy-
pothèses de travail et la physique du phénomène simulé. Le modèle utilisé est basé
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FIGURE 1.10 – (a) Cartographies expérimentales de la réponse en cathodolumines-
cence d’un disque d’or (rayon 340 nm) posé sur un substrat composé d’une couche
de 57 nm d’alumine et d’un support optiquement épais en or [10]. La couleur de
fond traduit la force de la réponse plasmonique (obtenue en intégrant la cartogra-
phie pour différentes longueurs d’onde). (b) Cartographies simulées pour un disque
d’or de même géométrie excité par un champ évanescent de symétrie cylindrique
modélisant le faisceau d’électrons. L’échelle de couleur de chaque cartographie est
normalisée par la valeur maximale du signal.

sur l’hypothèse que le champ d’excitation créé par le faisceau d’électron prend la
forme d’un champ évanescent de symétrie cylindrique (expression 1.78) comme c’est
le cas si les électrons sont dans un diélectrique homogène. Or dans notre exemple, le
faisceau d’électrons traverse quatre milieux d’indice distinct. Notons que lorsqu’un
électron traverse une interface entre un diélectrique et un métal, il se forme une
source dipolaire normale à l’interface (appelé dipôle de transition) susceptible d’exciter
des plasmons de surface [12]. Lorsqu’une charge Q est placée à une distance d d’un
conducteur plan, le champ créé par ce système est identique au cas où le conducteur
plan est remplacé par une charge −Q placée à une distance 2d de la charge Q. Si un
électron est projeté sur une surface conductrice i.e. d → 0, cela résulte en un rap-
prochement de l’électron avec son image charge entrainant l’apparition d’un dipôle.
Nous avons donc repris le modèle en calculant cette fois la réponse linéaire à une
excitation par une source dipolaire. L’expression exacte du champ de fond, tirée de
[12], s’obtient en calculant la transformée de Fourier 2D

Edip(r, ω) =
∫ d2k‖

(2π)2 Edip(k‖, z, ω)eik‖·R (1.79)

où

Edip(k‖, z, ω) = −2πk


eikz,1z

kz,1

(
j1 −

j1·k‖
k2ε1

(k‖, kz,1)

)
, dans le milieu 1 (z > 0)

eikz,2z

kz,2

(
j1 −

j2·k‖
k2ε2

(k‖,−kz,2)

)
, dans le milieu 2 (z < 0)

(1.80)
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FIGURE 1.11 – (a) Cartographie en cathodoluminescence à 740 nm d’un disque d’or
d’épaisseur 35 nm et de 340 nm de rayon placé sur un substrat composé d’une couche
de 57 nm d’alumine et d’une couche d’or optiquement épaisse. En regard, on a ap-
posé la cartographie obtenue à partir d’une simulation numérique de la même struc-
ture excitée par (b) le champ généré par un faisceau d’électrons se propageant dans
un milieu homogène, (c) le champ généré par un dipole placé au dessus de la struc-
ture et (d) le champ généré par un dipole placé dans la couche d’alumine.

où k =
√
(k2

z,1 + k2
‖)/ε1 et les j sont les courants de surface, de la forme

j =
2ieµ0

c(kz,1ε2 + kz,2ε1)
k‖ (1.81)

L’expression analytique de Edip(r, ω) est en réalité plus compliquée car dans les
simulations, il y a trois interfaces métal/diélectrique traversées par le faisceau d’élec-
trons. Pour se placer dans un cadre d’étude plus simple, nous avons choisi d’implé-
menter le terme source simplement à l’aide de dipôles situés en dehors des interfaces,
au dessus et en dessous de l’antenne. Nous avons réalisé une série de simulations
pour chaque configuration (dipôle source au dessus du disque d’or et dipôle dans
la couche d’alumine). Les cartographies diffèrent de celles obtenues précédemment :
une source dipolaire au dessus de la structure excite principalement les modes à la
périphérie du disque, ce qui se traduit sur la cartographie de la figure 1.11(c) par
une couronne blanche d’allure semblable à la partie périphérique de la cartographie
mesurée. À l’inverse, la cartographie de la figure 1.11(d) montre qu’une source dans
la couche d’alumine se couple davantage aux modes plasmons au centre du disque,
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et reproduit localement la cartographie obtenue avec un champ évanescent à l’ex-
ception d’une couronne périphérique. La configuration avec un champ évanescent
présente l’intérêt de mettre en évidence un grand nombre de modes. Néanmoins,
chaque type de source échoue à reproduire la forte réponse en cathodoluminescence
pour une excitation au centre du disque d’or. Les modes plasmoniques sont donc peu
excités dans cette zone.

Mettons en évidence les paramètres pouvant induire une erreur dans les simula-
tions. Le critère théorique de résonance est [14] :

Re(kSP)2R + ϕm = 2xn(Jm) (1.82)

où kSP = ω
√

εr/(1 + εr)/c est le vecteur d’onde du plasmon de surface défini par
l’expression 1.24, ϕm est le changement de phase généré par la réflexion sur le bord
du disque, et xn(Jm) est le nème zéro de Jm la fonction de Bessel d’ordre m. m et n
sont deux indices caractérisant les modes (angulaires pour m et radiaux pour n). Les
modes correspondant à un centre lumineux ont un indice m = 0 tandis que les modes
présentant une annulation au centre vérifient m 6= 0. D’après l’expression 1.82, un
mode (n, m) est excité à la pulsation ω si

2R
ω

c

√
εr(ω)

1 + εr(ω)
= 2xn(Jm)− ϕm (1.83)

Les causes possibles de la différence entre simulation et mesure sont donc (i) une
erreur sur le rayon du disque, et/ou (ii) une erreur sur la valeur de la permittivité
diélectrique que nous utilisons.

Jeannin et al [11] ont évalués expérimentalement la présence de ces modes en
fonction de la longueur d’onde et du diamètre de l’antenne patch. La figure 1.12(a)
présente l’intensité de la cathodoluminescence en fonction de ces deux paramètres.
La fréquence de résonance des différents modes y est représentée, et deux exemples
de cartographie de cathodoluminescence sont donnés en figure 1.12(b,c). Dans le cas
d’un disque de rayon 340 nm, le mode résonant à 740 nm est symbolisé par un cercle
rouge et la cartographie correspondante est tracée en figure1.12(c).

Compte–tenu de la résolution de l’image FESEM de l’antenne patch (insert de la
figure 1.9(c)) on évalue la précision sur le diamètre à environ 20 nm soit une erreur
relative de 3%. Cette erreur est non significative étant donné que la largeur de la
résonance plasmonique associée au mode étudié (∼50 nm) est suffisamment grande
devant le shift en longueur d’onde du mode (∼10 nm) résultant d’une variation du
rayon du disque.

Une autre source d’erreur est vraisemblablement la valeur de permittivité diélec-
trique choisie pour l’or. La permittivité diélectrique est représentée en figure 1.13. La
partie imaginaire (en pointillés) et la partie réelle sont inférées d’après deux séries de
mesures par Palik [2] et Johnson et Christy [15]. La contribution des transitions in-
trabandes Re(εDrude) = 1−ω2

p/ω2 est tracée en gris. Remarquons les deux séries de
mesures de la partie réelle de la permittivité diffèrent de la prédiction du modèle de
Drude. Loin des transitions interbandes intervenant en dessous de 530 nm, cet écart
est dû à l’absence du terme correctif constant ε∞ (voir expression 1.11) dans l’expres-
sion théorique de la permittivité diélectrique. Les valeurs de εr mesurées par Johnson
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FIGURE 1.12 – (a) Dépendance spectrale de la réponse en cathodoluminescence ex-
périmentale de disques d’or séparés d’un substrat d’or par une couche d’alumine
d’épaisseur 57 nm. Les dépendances fréquencielles des différents modes sont indi-
quées par des marqueurs de formes distinctes. Cartographie de la réponse en catho-
doluminescence d’un mode (b) m = 0 et (c) m 6= 0. Ces mesures sont issues de [11].
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FIGURE 1.13 – En traits pleins : partie réelle de la permittivité diélectrique relative
de l’or mesurée par Palik [2] (en rouge) et par Johnson et Christy [15] (en bleu). La
courbe grise correspond à la contribution de Drude. En traits pointillés : partie imagi-
naire de la permittivité diélectrique relative de l’or. La courbe grise correspond à la
contribution de Drude.

et Christy présentent effectivement un écart constant au modèle de Drude dans le
rouge et l’infra-rouge. À l’inverse, les mesures fournies par Palik ne décroissent pas
avec la même tendance lorsque la longueur d’onde augmente. Remarquons que ces
mesures présentent même un palier autour de 600 nm qui n’est expliqué ni par le mo-
dèle de Drude, ni par les transitions inter-bandes, mais est un artéfact de mesure. Or
c’est jusqu’à présent ces mesures qui ont permis d’inférer la valeur de la permittivité
diélectrique de l’or dans les simulations, et induisant une erreur relative sur ε pou-
vant aller jusqu’à ∼15%. Cela justifie en partie le désaccord mesures/simulations
pour différentes longueurs d’onde (figure 1.10), sans toutefois expliquer pourquoi
l’accord est défavorable à λ ' 740 nm (pour lequel les mesures de Palik et Johnson
et Christy sont proches) et favorable à λ ' 670 nm (pour lequel les mesures sont
incompatibles).

Ces observation, ainsi que la comparaison de la cartographie simulée (figure 1.11(b))
et des deux cartographies mesurées correspondant à deux modes successifs (figure 1.12(b-
c)), suggèrent que le modèle utilisé, combinant champ évanescent et dipôle de transi-
tion, ne reflète que partiellement la physique de l’interaction rayonnement/matière
en cathodoluminescence. Il faudrait prendre en compte proprement l’interface dans
le calcul de Ebg, ce qui n’a pas été fait au vu de la complexité de l’expression générale
[12].
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Résumé

Nous avons présenté dans ce chapitre les fondamentaux de la réponse linéaire
des particules sub-longueur d’onde. Dans le cadre de la théorie de Mie, nous avons
décrit l’influence du matériau et de la forme dans le cas analytiquement solvable
d’une sphère.

Nous avons ensuite détaillé un outil numérique développé afin de modéliser la
réponse linéaire en champ proche et en champ lointain d’une structure de forme
quelconque excitée par un champ d’allure spatiale arbitraire. Nous avons utilisé cet
outil numérique afin de caractériser la réponse (analytiquement non solvable) d’an-
tennes d’aluminium. Il a été montré ensuite que dans le cas particulier d’une an-
tenne de longueur 225 nm, la particule présente un mode dipolaire pour une lon-
gueur d’onde d’excitation de ∼900 nm et un mode quadripolaire pour ∼430 nm.

Enfin, un exemple de traitement numérique de la réponse linéaire pour un disque
d’or étudié en cathodoluminescence a été présenté. Les différences significatives entre
simulations et mesures suggèrent que l’expression du champ d’excitation est inap-
propriée.
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Introduction

Les phénomènes non-linéaires optiques sont généralement beaucoup plus faibles
que les phénomènes que nous avons abordés jusqu’à présent — absorption et dif-
fusion linéaires. Ils présentent cependant de multiples applications. Le doublage de
fréquence est par exemple utilisé dans certains lasers infrarouges pour générer un
faisceau de lumière verte [16]. Ce phénomène non-linéaire permet aussi de réaliser
de la spectroscopie de surface. Nous nous intéressons dans cette partie à la généra-
tion de second harmonique (Second Harmonic Generation — SHG), phénomène lors
duquel deux photons de même énergie « fusionnent » en un photon d’énergie deux
fois plus importante.

L’un des grands enjeux technologiques actuels est la miniaturisation des sources
non-linéaires, avec notamment des applications en imagerie médicale, en détection
moléculaire et en optoélectronique [17]. La miniaturisation de tels milieux à une
taille comparable à celle des composantes électroniques (∼µm) entraine une dimi-
nution importante de leur réponse non-linéaire, c’est-à-dire une baisse du taux de
conversion —déjà faible— de photons de pompe en photons harmoniques. L’ajout
de particules plasmoniques, agissant comme des résonateurs sub-longueur d’onde,
permet de compenser la faiblesse de la réponse non-linéaire associée à la THG (Third
Harmonic Generation) et SHG [18, 19, 20, 21, 22]. L’intérêt de ces structures est la dé-
pendance de leur réponse optique avec leur taille et leur morphologie [23, 24, 25, 26].
Nous avons aussi vu que ces particules présentent la propriété de confiner le champ
électrique sous la limite de diffraction, ce qui permet de maitriser la localisation du
champ à une échelle extrêmement fine au voisinage de leur surface. Dans ce chapitre,
nous montrons que l’emploi d’antennes plasmoniques permet une exaltation très si-
gnificative de la réponse SHG — sous réserve d’un choix adéquat de la taille et du
matériau.

Dans la partie 2.1 les propriétés non-linéaires optiques des diélectriques seront
détaillées, puis la partie 2.2 traitera de SHG dans les métaux. Les parties 2.3 et 2.4
présentent la démarche d’optimisation de la réponse non-linéaire dans des particules
métalliques et composites.

2.1 Non-linéarité intrinsèque dans les diélectriques

La polarisabilité de la matière est une conséquence de l’action du champ élec-
trique sur les électrons. Dans la partie 1.1, nous avons exprimé le vecteur polarisation
dans la matière P comme une quantité vectorielle proportionnelle au champ d’exci-
tation E (dans le domaine de Fourier). Un tel comportement linéaire est modélisé en
considérant que les électrons de la matière sont liés aux noyaux de telle sorte que le
potentiel d’interaction « perçu » est harmonique. Dans la limite des champs d’exci-
tation faibles, cette hypothèse est valide. Néanmoins, pour des champs intenses, le
potentiel d’interaction dévie par rapport au potentiel harmonique. Il peut être modé-
lisé avec un potentiel de type Lennard-Jones (voir figure 2.1). Remarquons qu’un tel
potentiel s’annule dans le cas d’un champ très grand devant le champ de cohésion
électron/noyau, ce qui explique le phénomène d’ionisation des atomes.

Pour un potentiel quasi-harmonique, il apparait en plus de la réponse linéaire des
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FIGURE 2.1 – Allure du potentiel de Lennard-Jones (courbe rouge). Le potentiel har-
monique est représenté en trait pointillé, et la plage de distance pour laquelle le po-
tentiel de Lennar-Jones est supposé harmonique est donnée par la zone en rouge
clair.

réponse associées à des puissances de E supérieures :
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Nous ne nous intéressons dans ce travail qu’aux non-linéarités optiques d’ordre 2

(i.e. mettant en jeu la susceptibilité diélectrique d’ordre 2
↔
χ
(2)

). La réponse d’ordre 2
a pour expression théorique :

P2ω = ε0
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χ
(2)
ijk EjEkui (2.4)

où les ui forment la base des vecteurs dans le référentiel propre du cristal. Le tenseur
↔
χ
(2)

, reliant les trois composantes des champs excitateurs aux trois composantes de
la polarisabilité P, possède 27 composantes, dont seulement 18 sont indépendantes
tant qu’on est loin des résonances des électrons liés (symétrie de Kleinman, [27]).
Le diélectrique non-linéaire avec lequel nous travaillons est le titanyle phosphate de
potassium KTiOPO4 (usuellement appelé KTP). Très utilisé en optique non-linéaire,
le KTP présente un seuil de dommage optique élevé, une bonne stabilité optique et

une susceptibilité diélectrique non-linéaire d’ordre 2 importante (
↔
χ
(2)
333 = 21.6 pmV−1

à λ = 660 nm [28]).
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2.2 Origine physique de la réponse non-linéaire dans
des particules métalliques

Au delà de la réponse des électrons, les métaux se distinguent des cristaux non-
linéaires par la symétrie de leur maille cristalline. Cette règle de symétrie impose
que la non-linéarité d’ordre 2 est nulle χ

(2)
bulk = 0. Pour s’en convaincre, rappelons

que P(r, 2ω) =
↔
χ
(2)

: E(r, ω)E(r, ω) ; par centrosymétrie de la maille cristalline (la
transformation r → −r laisse la maille inchangée), la polarisabilité et les champs
électriques sont antisymétriques

P(−r, 2ω) = ε0
↔
χ
(2)

: E(−r, ω)E(−r, ω)

= ε0
↔
χ
(2)

: (−E(r, ω))(−E(r, ω))

−P(r, 2ω) = ε0
↔
χ
(2)

: E(r, ω)E(r, ω)

(2.5)

Ce qui implique que −↔χ
(2)

: E(r, ω)E(r, ω) =
↔
χ
(2)

: E(r, ω)E(−r, ω) i.e.
↔
χ
(2)

= 0.
Les métaux n’ont donc pas de non-linéarité de volume intrinsèque d’ordre 2. Pour
autant, ces matériaux possèdent une réponse non-linéaire qui est générée par plu-
sieurs contributions :

1. l’interface avec un diélectrique, où la centrosymétrie du réseau cristallin est
localement rompue

2. le caractère non-linéaire de la réponse des électrons de conduction soumis à
un champ électromagnétique notamment via la force de Lorentz, comme nous
allons le voir.

Sipe et al [29] ont développé une approche théorique de la SHG des métaux pour
modéliser ces deux contributions. Leur démonstration a pour point de départ les
équations de Maxwell dans la matière, ainsi que l’équation d’Euler pour un fluide
d’électrons de vitesse v et de densité n soumis à un champ électromagnétique (E, B)
dans un métal :

nme

(
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
)
= −neE− nev× B−∇p (2.6)

me est la masse d’un électron, −e la charge d’un électron et p la pression quantique.
Ce modèle est un raffinement du modèle de Drude comportant trois termes sup-
plémentaires : l’accélération convective (v · ∇)v, l’influence du champ magnétique
−nev× B, et le terme de pression quantique −∇p liée à l’interaction avec les autres
électrons. Les quantités n, v, E et B sont développées en composantes de pulsations
ω, 2ω à la façon d’un développement perturbatif :

n(r, t) = n0(r) + nω(r, t) + n2ω(r, t) + · · · (2.7)
v(r, t) = vω(r, t) + v2ω(r, t) + · · · (2.8)
E(r, t) = Eω(r, t) + E2ω(r, t) + · · · (2.9)
B(r, t) = Bω(r, t) + B2ω(r, t) + · · · (2.10)
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et injectés dans l’équation 2.6. En isolant les termes d’ordres 1 et 2 en ω, on extrait
deux équations différentielles 2.11 et 2.12 faisant intervenir les réponses dipolaires
à la pulsation fondamentale ω et à la pulsation harmonique 2ω. Le terme convectif,
le terme de force de Lorentz et la pression quantique de l’expression 2.6 engendrent
respectivement trois termes sources 1 , 2 et 3 :

P̈ω = L · Pω + ε0ω2
pEω, ω2

p =
n0e2

mε0
(2.11)

P̈2ω = L · P2ω + ε0ω2
pE2ω + S f + Sp (2.12)

S f = en0(vω · ∇)vω − evṅω︸ ︷︷ ︸
1

+
e2

me
nωEω +

e2n0

mec
vω × Bω︸ ︷︷ ︸

2

(2.13)

Sp =
5e

9me
(3π2)3/2 h̄2

5m
∇
(

n2
ωn−1/3

0

)
︸ ︷︷ ︸

3

(2.14)

Les expressions 2.11 et 2.12 font intervenir l’opérateur L qu’il n’est pas utile de
détailler dans cette démonstration : avec une bonne approximation, on peut considé-
rer L = 0 dans le volume du métal (i.e. pour des distances à une interface avec un
diélectrique supérieures à la longueur d’onde de Fermi λF ∼ 1 Å) [29]. Ce résultat
met en évidence deux zones distinctes : une zone dite de volume, et une zone de surface
au voisinage de l’interface avec un diélectrique. Nous traiterons de la non-linéarité
de la zone de volume dans la partie 2.2.1, et de la non-linéarité de la zone de surface
dans la partie 2.2.2.

2.2.1 Non-linéarité intrinsèque (non-linéarité de volume)

Décrivons maintenant comment trouver les solutions de type Pω(r, t) = Pω
0 (r)e

−iωt

pour l’équation 2.11 avec L = 0. L’équation 2.11 devient donc −ω2Pω = ε0ω2
pEω. On

retrouve l’expression de la susceptibilité diélectrique d’ordre 1 dans le cas d’un mé-
tal sans perte χ = −ω2

p/ω2. Le modèle, sans perte, est en accord avec le modèle de
Drude détaillé en partie 1.2.1.

Nous nous intéressons à présent aux solutions harmoniques P2ω(r, t) = P2ω
0 (r)e−i2ωt.

Pour le développement de ce calcul, il est utile de remarquer que nω = 0 pour des
fréquences dans le visible ou le proche UV. Démontrons-le : la conservation de la
masse impose la relation entre la masse volumique ρ des électrons et leur courant
j : ∂ρ/∂t +∇ · j = 0. Il faut ensuite développer ces deux quantités en composantes
de pulsation ω, 2ω, etc. ρ = ρ0 + ρω + · · · , j = jω + · · · = σEω + · · · où σ est la
conductivité diélectrique linéaire. À l’ordre 1, la conservation de la masse impose

∂ρω

∂t
= −∇ · (σEω) = −

σ

ε0
ρω (2.15)

La quantité ε0/σ est homogène à un temps : elle représente la durée de retour à
l’équilibre de ρω après une perturbation du système. Pour un métal tel que l’alumi-
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nium (σ = 38× 106 Ω−1m−1), ce temps caractéristique ε0/σ ∼ 10−19s. Par consé-
quent, pour des fréquences de l’ordre de grandeur de 1× 1015 Hz (associées donc à
des temps caractéristiques beaucoup plus longs), nω ' 0.

Ce résultat implique que Sp est nul, et presque tous les termes de S f s’annulent
sauf vω × Bω et (vω · ∇)vω :

S f = −
ε0e
2m

(εr − 1)∇ · (Eω · Eω) (2.16)

Le vecteur polarisation à pulsation 2ω vérifie donc

−4ω2P2ω = ε0ω2
pE2ω −

ε0e
2m

(εr − 1)∇ · (Eω · Eω) (2.17)

P2ω = ε0
↔
χ(2ω)E2ω −

ε0e
8mω2 (εr − 1)∇ · (Eω · Eω) (2.18)

On peut alors conclure que le terme non-linéaire du vecteur polarisation associé à la
contribution de volume (indicé b—bulk) s’écrit

P2ω,b = −γb∇ · (Eω · Eω) (2.19)

γb =
ε0e

8mω2 (εr − 1) (2.20)

Cette contribution est usuellement appelée non-locale car P2ω,b(r, 2ω) dépend du gra-
dient des champs en r (une expression local de la polarisabilité d’ordre 2 est de la

forme P(r, 2ω) =
↔
χ
(2)

: E(r, ω)E(r, ω)). Une analyse par Bloembergen et al [30] pré-
dit l’existence de deux autres termes non locaux

P2ω,b = −γb∇ · (Eω · Eω) + βEω (∇ · Eω) + δ′ (Eω · ∇) Eω (2.21)

où β = 4ω2/ω2
pγ ∼ 0.1γ dans le visible, et δ′ ' 0. Dans ce modèle, nous négligeons

donc β et δ′.

2.2.2 Interface métal-diélectrique (non-linéarité de surface)

En plus du terme de volume dérivant du caractère non-linéaire de l’équation de
Navier-Stokes, il faut relever la présence d’une seconde contribution non-linéaire
dans les structures plasmoniques, liée à la rupture de symétrie du cristal au voisinage
de l’interface métal/diélectrique. Pour en expliciter l’expression, nous considérons à
présent une surface plane décrite par son vecteur normal z. Appelons x et y deux
vecteurs orthogonaux du plan. On cherche des solutions de l’équation 2.12 vérifiant
P2ω(r, t) = P2ω

0 (z)e−i2ωtei2(kxx+kyy)

O x

y

z

métal

diélectrique
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La démonstration de Sipe et al, plus technique que pour le terme de volume, n’est
pas détaillée ici. Elle fait cependant apparaitre deux contributions importantes. Les
deux termes de surface (indicés⊥ pour normal à la surface et ‖ pour tangent à la surface)
sont :

P2ω,⊥(z = 0+) = ε0χs,⊥⊥⊥Eω,⊥(z = 0−)Eω,⊥(z = 0−) (2.22)

P2ω,‖(z = 0+) = ε0χs,‖‖⊥Eω,‖(z = 0−)Eω,⊥(z = 0−) (2.23)

où

χs,‖‖⊥ = 2χs,⊥⊥⊥ =
eε0

2meω2 (εr − 1) (2.24)

Il a été montré [31] que les expressions 2.22 et 2.23 sont en pratique peu vraisem-
blables car elle présupposent le cas idéal d’une surface idéale, i.e. associée à une
variation de perméabilité diélectrique sur une distance très petite devant l’ampli-
tude de déplacement des électrons selon z, et parfaitement plate dans le plan Oxy.
Pour prendre en compte la distance caractéristique de variation de la susceptibilité
diélectrique à l’interface métal/milieu extérieur, le terme χs,⊥⊥⊥ est corrigé par un
coefficient — appelé coefficient de Rudnick et Stern — noté a.

De plus, le courant non-linéaire associé au terme de surface χs,‖‖⊥, traduisant un
mouvement des électrons parallèlement à la surface, est très largement sur-estimé à
cause de la granulosité de l’interface métal/diélectrique : les électrons « voient » un
champ de bosse à la surface du métal plutôt qu’une surface lisse. Par conséquent,
le terme χs,‖‖⊥ est corrigé par un coefficient de Rudnick et Stern noté b. Enfin, il
existe un coefficient de Rudnick et Stern associé à la contribution de volume, noté
d. Bachelier et al [32] ont mesurés pour des nano-particules sphériques d’or a = 0.5,
b = 0.1 et d = 1.

Dans la mesure où les termes de surface sont sensibles à la norme au carré du
champ tandis que le terme de volume dépend du gradient de champ, les contribu-
tions ne dépendent pas de la même façon du champ excitation. Nous discutons à
présent de la possibilité de distinguer les différentes contributions

2.2.3 Séparabilité des réponses de volume et de surface

Sipe et al [33] ont montré que dans le cas de la SHG générée par une couche
mince, les réponses SHG des contributions de surface et de volume sont inséparables.
Comme cela a été discuté dans [33], la contribution de volume s’exprime comme un
terme en∇ (E · E) qui, intégré sur le volume du métal, peut être exprimé à la manière
d’une contribution effective de surface :∫

volume
γb∇ (E · E)d3r =

∫
surface

γbE · E d2r (2.25)

La composante normale de la polarisation non-linéaire effective a alors pour expres-
sion

Peff,2ω,⊥ = ε0χs,⊥‖‖Eω,‖ · Eω,‖ + ε0χs,⊥⊥⊥Eω,⊥Eω,⊥ +
γb

ε(2ω)
Eω · Eω (2.26)
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qui peut être écrit

Peff,2ω,⊥ = ε0

[
χs,⊥⊥⊥ − χs,⊥‖‖

]
Eω,⊥Eω,⊥ + ε0

[
χs,⊥‖‖ +

γb
ε(2ω)

]
Eω · Eω (2.27)

Dans cette expression, les seules quantités séparables sont
[
χs,⊥⊥⊥ − χs,⊥‖‖

]
et
[
χs,⊥‖‖ +

γb
ε(2ω)

]
car elles sont en facteur de deux fonctions différentes du champ d’excitation. On ne
peut donc pas indépendamment évaluer χs,⊥⊥⊥, χs,⊥‖‖ et γb. Cependant, comme il a
été mentionné dans [34], les modèles de la réponse non-linéaire des métaux prédisent
χs,⊥‖‖ = 0. Par conséquent la polarisation non-linéaire se réduit à

Peff,2ω,⊥ = ε0χs,⊥⊥⊥Eω,⊥Eω,⊥ + ε0
γb

ε(2ω)
Eω · Eω (2.28)

Le terme de volume et celui de surface sont donc couplés au champ d’excitation de
façons différentes, et il est cohérent de supposer qu’il existe des configurations pour
lesquelles la réponse SHG de volume diffère de celle de surface. Cette constatation
nous a poussé à chercher numériquement des configurations pour lesquelles il est
possible séparer la réponse de la contribution de volume de celle de surface, afin
d’inférer quelle contribution est majoritaire dans la réponse expérimentalement me-
surée.

2.2.4 Implémentation numérique

À l’exception du cas des sphères [35], le calcul de la réponse SHG d’une particule
nécessite d’implémenter une approche numérique mettant simultanément en jeu des
champs électromagnétiques aux fréquences fondamentale et harmonique. Le calcul
de la réponse linéaire est fait de la même façon que dans la partie 1.5. Compte-tenu
de la faible efficacité de la conversion de photons à la fréquence fondamentale en
photons harmoniques, il est légitime de supposer que le champ de pompe est non
déplété, et donc que la partie linéaire n’est pas modifiée en présence de SHG.

Les courants j2ω générés à l’harmonique sont calculés de façon auto-consistante
en ajoutant des termes de sources associés aux différentes contributions décrites par
leur expressions 2.19, 2.22 et 2.23

j2ω = jL
2ω + jNL

2ω (2.29)
(2.30)

où jL
2ω = ε0i2ω

↔
χ(2ω)E2ω correspond aux courants de polarisation linéaire à la fré-

quence harmonique et jNL
2ω prend différentes valeurs selon qu’on l’évalue

1. dans le volume de la particule :

jNL
2ω,b(r) = −iωε0γb∇

(
Eω(r) · Eω(r)

)
(2.31)

2. ou en surface :

jNL
2ω,s(r ∈ S+) = iωε0χs,⊥⊥⊥E2

ω,⊥(r ∈ S−)u⊥
+ iωε0χs,‖‖⊥Eω,⊥(r ∈ S−)Eω,‖(r ∈ S−)

(2.32)
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FIGURE 2.2 – Schéma du dispositif modélisé. La ligne d’excitation (en rouge) et la
ligne de collection (en bleu) sont représentées. Les longueurs de focalisation des len-
tilles et le détecteur ne sont pas à l’échelle. On n’a pas représenté les diverses optiques
qui sont parfois ajoutées (dichroïques, lame demi-onde, spectromètre par exemple).

où Eω,⊥(r ∈ S−) (resp. Eω,‖(r ∈ S−)) est la composante du champ d’excitation nor-
male à la surface (resp. tangente à la surface) évaluée au voisinage de l’interface
métal/diélectrique du côté métal. u⊥ est un vecteur unitaire normal à la surface et
orienté vers l’extérieur du métal.

2.2.5 Étude de la SHG dans une antenne d’aluminium

Le traitement de la réponse SHG peut être trouvé dans [36, 37], mais nous adoptons
ici une stratégie différente pour étudier l’origine de la non-linéarité. Au lieu d’ana-
lyser le diagramme de radiation en champ lointain en fonction de la polarisation,
nous évaluons la distribution 2D de l’intensité SHG mesurée sur une structure seule.
Cela est fait en mesurant la puissance totale rayonnée à la fréquence harmonique en
fonction de la position spatiale de l’échantillon.

Une série de mesures de SHG a été réalisée dans notre équipe par Maeliss Ethis de
Corny [38]. La figure 2.2 décrit le dispositif expérimental d’excitation et de collection.
Il consiste en un faisceau gaussien polarisé de longueur d’onde 850 nm focalisé grâce
à un objectif à immersion d’ouverture numérique 1.3. Le substrat est une lame de
silice d’indice optique 1.518 et le milieu environnant est l’air. La ligne de collection
en réflexion consiste en un objectif (le même qu’en excitation), un miroir froid sélec-
tionnant le rayonnement harmonique, une lentille de projection et un détecteur de
type photodiode à avalanche (APD). La figure 2.2 ne précise pas la possibilité de sé-
lectionner la polarisation du rayonnement à l’excitation grace à une lame demi onde,
et à la collection grâce à un cube séparateur envoyant les polarisations horizontale
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et verticale vers deux APD. La figure 2.3(a-b) présente les cartographies SHG obte-
nues pour une antenne de dimensions 225× 100× 35 nm3. La polarisation du laser
d’excitation est selon x, et la polarisation de la SHG collectée est selon x (a) ou se-
lon y (b). Remarquons que quelque soit la configuration de collection, le maximum
de SHG est obtenu lorsque le laser est focalisé au centre de l’antenne. Comme nous
l’avons vu dans la partie 1.4.3, cela est due à la nature du mode —dipolaire— excité
dans l’antenne à 850 nm. C’est un mode antisymétrique par rapport à l’axe x, et qui
se couple donc bien avec un champ d’excitation de même symétrie tel qu’un faisceau
laser focalisé au centre de l’antenne.

(b)

(d)

(a)

(c)

FIGURE 2.3 – Cartographies SHG d’une antenne d’aluminium de 225× 100× 35 nm3

de long avec un champ d’excitation polarisé dans l’axe de l’antenne, et une collec-
tion sélectionnant le champ harmonique polarisé (a) dans l’axe de l’antenne et (b)
perpendiculairement à l’antenne. Les contributions simulées de la réponse de sur-
face et de volume sont mises en regard dans les deux configurations. Les coefficient
de Rudnick et Stern associés à chaque cartographie sont choisis de norme unitaire.
(c-d) Les profils d’intensité évalués le long d’une ligne pointillée passant par l’axe de
l’antenne sont tracés dans le cas de la cartographie mesuré (en vert), de la réponse
de surface (en pointillés rouges) et de la réponse de volume (en pointillés vert). Les
profils d’intensité des simulations sont renormalisés par un facteur ∼ 12 · 10−3 pour
ajuster la courbe de surface à celle mesurée.

Du point de vue numérique, nous nous sommes attachés à reproduire le dispositif
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expérimental d’excitation : faisceau gaussien, objectif à immersion d’huile, présence
du substrat. De même, la collection a été reproduite de façon réaliste. Pour chaque
configuration, les courants à l’harmonique sont calculés de façon auto-consistante,
puis leur rayonnement en champ lointain est évalué afin d’obtenir l’intensité SHG
collectée par l’objectif. Nous sommes ainsi capables de tracer une cartographie de la
réponse SHG de la particule en nombre de photons par seconde. Le point de focali-
sation est de coordonnée z = 0, et quadrille le voisinage de la structure. Pour chaque
cartographie mesurée, nous calculons séparément la contribution du terme de sur-
face χs,⊥⊥⊥ : EE et du terme de volume γb∇ (E · E). Mentionnons que les valeurs des
coefficients de Rudnick et Stern (qui pondèrent les contributions SHG du métal) sont
choisies d’après le modèle hydrodynamique : a = 1, b = −1 et d = 1. Les carto-
graphies simulées de la contribution de volume γb et de surface χs,⊥⊥⊥ sont mises
en regard de la mesure dans chaque configuration (figure 2.3(a,b)), tandis que la se-
conde contribution de surface χs,‖‖⊥, significativement plus faible que la première
dans l’aluminium [34], (|aχs,⊥⊥⊥|2/|bχs,‖‖⊥|2 ∼ 50� 1), n’est pas représentée.

En comparant les ordres de grandeurs du nombre de photons harmoniques gé-
nérés par seconde (échelle de couleur des figure 2.3(a,b)), nous constatons que les
simulations prédisent une réponse SHG (∼1.4× 105 ph/sec) environ deux ordres de
grandeur supérieure aux mesures (∼1.7× 103 ph/sec). Cela peut être expliqué par
les pertes réelles le long de la ligne de collection (évaluées à 72.7%), les pertes à la
transmission de l’objectif (20% selon le constructeur) et par la sensibilité des détec-
teurs de photons (25% à 450 nm selon le constructeur). Ces pertes réelles ne sont pas
prises en compte dans les simulations et diminuent la transmission totale de 95%.
Pour pouvoir comparer quantitativement les topologies des cartographies dans les
deux configurations de collection, nous avons tracé en figures 2.3(c-d) le profil d’in-
tensité SHG le long de l’axe de l’antenne. Les contributions de surface et de volume
sont renormalisées en (c) afin d’ajuster au mieux la courbe de la contribution de sur-
face avec les mesures, et le facteur de renormalisation (∼ 12 · 10−3) est appliqué aussi
en (d). La réponse SHG de surface renormalisée montre un accord remarquable avec
la SHG mesurée (au bruit des détecteurs près) : le modèle permet donc une approche
quantitative de la simulation de réponses non-linéaires.

Cependant, la comparaison des cartographies de surface et de volume ne permet
pas ici de déterminer la contribution principale. En effet, l’ajustement de la courbe
pour la contribution de volume (non représentée) présente aussi un très bon accord
avec la courbe mesurée.

2.2.6 Prédominance de la contribution de surface dans une antenne
d’aluminium

J’ai mené une étude numérique de la SHG en calculant les cartographies en fonc-
tion de la géométrie et des configurations d’excitation et de collection. Il apparait que
parmi ces simulations, celle d’une antenne de 425 nm de long présente des réponses
de volume et de surface distinguables dans certaines configurations.

La figure 2.4 montre les cartographies SHG de cette antenne mesurées dans les
deux configurations de collection (SHG polarisé x ou y). Leur topologie présente
dans chaque cas deux lobes bien marqués situés aux extrémités de l’antenne, forte-
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(b)

(d)

(a)

(c)

FIGURE 2.4 – Cartographies SHG d’une antenne d’aluminium de 425 nm de long avec
un champ d’excitation polarisé dans l’axe de l’antenne, et une collection sélection-
nant le champ harmonique polarisé (a) dans l’axe de l’antenne et (b) perpendiculai-
rement à l’antenne. Les contributions simulées de la réponse de surface et de volume
sont mises en regard dans les deux configurations. Les coefficients de Rudnick et
Stern associés à chaque cartographie sont choisis de norme unitaire. (c-d) Les profils
d’intensité évalués le long d’une ligne pointillée passant par l’axe de l’antenne sont
tracés dans le cas de la cartographie mesurés (en vert), de la réponse de surface (en
pointillés rouges) et de la réponse de volume (en pointillés vert). Les profils d’in-
tensité des simulations sont renormalisés pour prendre en compte les pertes réelles.

ment semblables à la contribution de surface. La SHG est donc spécifiquement ob-
servée lorsque l’excitation est localisée sur une des extrémités de l’antenne, et très
faible lorsque le point de focalisation du laser est centré. Cela s’explique par la sy-
métrie du mode excité à la fréquence fondamentale, ici un mode quadripolaire (non
représenté). Un exemple de mode quadripolaire est illustré en figure 1.8(b) dans le
cas d’une antenne de longueur 225 nm. Ce type de mode — sombre — est symétrique
selon l’axe y, ne se couple donc pas avec l’excitation d’un laser focalisé au centre du
mode, de type antisymétrique. À l’inverse, un laser décentré est capable d’exciter le
mode quadripolaire. Pour comprendre cela, on peut se représenter l’antenne comme
une corde de Melde, les modes plasmoniques (associés aux courants surfaciques de
charge) comme des modes de vibration et le laser comme un pot vibrant excitant
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FIGURE 2.5 – Analogie entre les modes de vibration en amplitude d’une corde de
Melde et les modes plasmoniques : (a) allure de la corde de Melde excitée selon le
mode d’ordre 1, (b) allure des courants de surface suivant x et (c) répartition des
charges associés au mode plasmonique dipolaire. Une comparaison semblable entre
le mode d’ordre 2 et le mode quadripolaire est faite en (d,e,f).

une certaine portion de cette corde. La figure 2.5 décrit l’allure des modes d’ordre
1 et 2 pour la corde et l’antenne plasmoniques. Le mode quadripolaire est un mode
d’ordre 2, présentant un nœud de courant surfacique au centre de la corde, et deux
ventres de courant situés à mi–chemin entre le nœud et les extrémités de la corde.
Si le pot vibrant excite le voisinage du centre de la corde, le mode quadripolaire ne
sera pas excité car le couplage corde–pot vibrant est faible près d’un nœud (la puis-
sance transmise est en je · Elaser ' 0). Il faut placer le pot vibrant près d’un ventre de
courant pour observer un couplage. Cette analogie, bien que faisant intervenir des
ondes transverses au lieu des ondes longitudinales des plasmons de surface, donne
une intuition de l’effet de la position du laser sur la réponse.

Les cartographies simulées de la réponse de volume varient notablement selon
la configuration de collection : la contribution de volume a selon les cas deux lobes
moins démarqués (figure 2.4(a)) ou une allure de « doughnut » (figure 2.4(b)). La
comparaison entre d’une part les cartographies réelles et de volume, et d’autre part
les cartographies réelles et de surface, suggère que la source de SHG dans l’antenne
d’aluminium proviens principalement de la non-linéarité de surface. Ce résultat est
en accord avec les mesures des coefficients de Rudnick et Stern |a| = 2.30± 0.72 et
|d| = 0.009± 0.002 réalisés par Teplin et al [34]. La topologie de la cartographie SHG
permet donc d’inférer l’origine de la non-linéarité dans ce système. Pour déterminer quan-
titativement la contribution dominante sans connaitre a priori les coefficients de Rud-
nick et Stern, nous avons tracé le profil d’intensité SHG le long d’un axe —horizontal
ou vertical— pour les trois cartographies —mesurée, surface et volume— pour diffé-
rentes configurations d’excitation et de détection (figure 2.3(c,d)). Les profils d’inten-
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FIGURE 2.6 – (a) Image FESEM d’un cristal de KTP seul et (b) cartographie SHG
simulée d’un cristal de KTP sphérique de rayon 40 nm orienté vers la droite (flèche
rouge). (c) Image FESEM d’une antenne d’aluminium seule Al225 et (d) cartographie
SHG simulée correspondante. (e) Image FESEM d’une structure hybride Al225-KTP-
Al225 et cartographie simulée de la structure hybride pour une orientation du cristal
vers la droite (f). Les échelles de couleurs sont linéaires, et la valeur maximale est
spécifiée en insert pour chaque configuration.

sité des simulations sont renormalisés, de la même façon que pour la figure 2.3(c,d),
de sorte à ajuster la réponse de surface sur les mesures.

L’absence d’annulation de la réponse de volume lorsqu’on focalise le laser au
centre de l’antenne (figure 2.4(a,c)) implique que le coefficient d associé au terme de
volume, choisi égal à 1 dans les simulations, est en réalité plusieurs ordres de gran-
deur inférieur à 1 en valeur absolue. Ce résultat transparait aussi si l’on considère
une polarisation SHG perpendiculaire à l’axe de l’antenne (figure 2.4(b,d)) : Le pro-
fil le long de l’axe verticale de la contribution de volume présente deux maxima à
100 ph/s qui n’apparaissent pas dans la cartographie mesurée, proche de 0. Les co-
efficients de Rudnick et Stern étant fonction des irrégularités de surface donc de la
façon dont les antennes sont construite, nous concluons ici que la contribution de vo-
lume est négligeable par rapport à celle de surface dans les structures en aluminium
utilisées par l’équipe.

Après avoir déterminé l’origine de la SHG dans les particules d’aluminium, l’enjeu
de la suite de ce travail est de maximiser la génération de photons harmoniques.

2.3 Exaltation de la réponse SHG d’un métal par réso-
nance plasmonique

La génération de second harmonique dépend d’une multitude de facteurs. On a
mentionné par exemple dans la partie 2.2 l’importance de finesse de la résonance. De
ce point de vue, le choix du matériau est important et fait l’objet de la partie 2.3.1. De
plus, nous avons vu que pour exalter la SHG, il faut optimiser l’efficacité du couplage
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en champ lointain aux fréquences fondamentale et harmonique. Dans le chapitre 1, il
a été montré qu’une particule de petite taille se couple d’autant mieux avec un rayonne-
ment que la fréquence d’excitation est proche de la fréquence d’une résonance plasmonique i.e.
d’un mode propre du système. Pour les particules métalliques de taille ∼100 nm, la
longueur d’onde caractéristique est dans le visible ou le proche infra-rouge. Comme
nous avons choisi de travailler avec une excitation à 850 nm générant de la SHG à
425 nm, nous décrirons dans la partie 2.3.2 la façon dont nous « accordons en lon-
gueur d’onde » une antenne afin de faire coïncider la fréquence d’excitation et la
fréquence harmonique avec des fréquences de résonance plasmonique.

2.3.1 Importance du métal

Afin de maximiser l’exaltation du champ proche et le couplage en champ loin-
tain, les résonances mises en jeu doivent être le plus piquées possible. Le facteur de
qualité des résonances plamoniques dépendant entre autres des pertes non radia-
tives au sein du métal, il est important de limiter les pertes joules et les transitions
interbandes. Nous nous intéressons dans ce travail au comportement, fonction de ces
deux critères, de trois métaux que nous sommes capables de déposer en particules
de taille contrôlée : l’or, l’argent et l’aluminium.

Toute l’information sur les pertes non radiatives est contenue dans la partie ima-
ginaire de la permittivité diélectrique. Nous avons explicité dans les parties 1.2.1 et
1.2.2 les expressions des permittivités des diélectriques et des métaux. Cela permet
de séparer la contribution de l’effet joule de celle des transitions interbandes. Les
pertes non radiatives intrabandes dépendent explicitement de la partie imaginaire
de la permittivité diélectrique εDrude

r associée au modèle de Drude ou de Lorentz 1.9
et 1.11. En particulier, montrons par un raisonnement simple que la partie imagi-
naire de la permittivité diélectrique d’un métal de Drude croit comme λ3 : la partie
imaginaire de l’expression 1.11 a pour expression

Im(εDrude
r ) =

ω2
pγω

ω4 + γ2ω2 (2.33)

Dans le visible, ω ∼ 2× 1015s−1 � γ ∼ 1× 1014s−1 [15], donc

Im(εDrude
r ) ∼

ω2
pγ

ω3 =
ω2

pγ

(2πc)3 λ3 (2.34)

Asymptotiquement, on observe cette tendance dans les mesures de la permittivité di-
électrique de l’or [15], de l’argent [2] et de l’aluminium [13] tracées dans la figure 2.7.

La présence de transitions interbande induit une déviation de la partie imaginaire
mesurée par rapport à εDrude

r . La contribution des transitions interbandes est ainsi
aisée à extraire (voir figure 2.7). L’argent présente un grand écart avec le modèle de
Drude en dessous de 330 nm, d’où la présence de transitions interbandes. L’or a des
transitions interbandes en dessous de 630 nm. L’aluminium a une absorption bien
supérieure aux deux autres métaux, mais malgré cela, les transitions interbandes de
l’aluminium sont moins marquées. La figure 2.8 montre trois spectres d’absorption
correspondant à des antennes d’argent, d’or et d’aluminium de différente longueur.
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FIGURE 2.7 – En trait plein : partie imaginaire de la permittivité diélectrique mesu-
rée pour (a) l’argent [2], (b) l’or [15], et (c) l’aluminium [13]. En ligne pointillée : la
contribution intrabande (Drude), et en rouge : la présence de transitions interbandes.
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FIGURE 2.8 – Spectre d’absorption (a) d’une antenne d’argent de longueur 350 nm,
(b) d’une antenne d’or de longueur 500 nm et (c) d’une antenne d’aluminium de lon-
gueur 200 nm. Ces spectres sont issus de simulations numériques par éléments finis
réalisées dans le cas d’une excitation par une source dipolaire située à une extrémité
de l’antenne.

On peut constater que les résonances de l’aluminium sont bien moins piquées que
celles de l’or et de l’argent, ce qui est la conséquence de fortes pertes radiatives et non
radiatives. Remarquons de plus que l’antenne d’or n’a pas de résonance en dessous
de 600 nm, comme attendu compte tenu des fortes transitions interbandes de l’or
dans cette plage de longueur d’onde. Par conséquent, l’or n’est pas un bon candidat
pour réaliser des structures fortement non-linéaires car il n’autorise pas de résonance
plasmonique aux fréquences harmoniques, proches de 400 nm. Concernant l’argent
et l’aluminium, les résonances plasmoniques couvrent tout le spectre du visible, avec
néanmoins une forte différence en terme de finesse entre les deux matériaux. On
comparera à cet effet l’allure de la partie imaginaire de la permittivité diélectrique à
550 nm pour l’argent (0.8) et l’aluminium (13).

Parce qu’il a des résonances piquées et permises dans tout le spectre visible, l’ar-
gent semble être un candidat idéal pour la réalisation d’antennes résonantes à la
fois à la fréquence fondamentale et à la fréquence harmonique. Cependant, la sta-
bilité chimique est aussi un facteur important dans le choix du matériau dont est
composée une antenne. L’argent s’oxyde facilement, donc est difficile à caractériser à
l’échelle nanométrique. On lui préfèrera l’aluminium, qui se passive avec une couche
d’alumine Al2O3. De ce fait, nous avons choisi de travailler avec des structures en
aluminium.
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2.3.2 Influence de la géométrie de l’antenne

Il a été mis en évidence l’importance de la finesse des résonances plasmonique
dans le processus de SHG. Nous avons vu dans la partie 1.2.2 que les résonances des
particules sont fortement liées à leur géométrie : afin de faire coïncider les longueurs
d’onde des résonances de la particule avec les longueurs d’onde de travail (850 nm
et 425 nm), nous nous proposons maintenant de caractériser la dépendance entre la
longueur de l’antenne et les modes plasmoniques.

Dans la partie 1.3.2, nous avons constaté que lors d’un couplage entre un champ
électromagnétique et une particule, le mouvement d’ensemble est électrons dans le
métal conducteur entraine de l’absorption par effet joule. Au lieu de calculer numé-
riquement les coefficients de couplage des modes plasmoniques d’une antenne de
taille donnée pour la caractériser, nous adoptons une approche plus proche de la
démarche expérimentale évaluant l’absorption par l’antenne dans le visible, puis en
modifiant la longueur de l’antenne afin de se placer dans une géométrie présentant
une résonance plasmoniques à la longueur d’onde de travail 850 nm.

Numériquement, nous avons calculé l’absorption d’antennes de différentes tailles
excitées par un dipôle. Ce type de source présente l’intérêt de générer un rayonne-
ment susceptible d’exciter tous les modes, y compris les modes sombres. Parmi les
différentes antennes simulées, deux configurations se démarquent par leur caractère
résonant à 850 nm : les antennes de longueur 425 nm et 225 nm (voir figure 2.9). Les
cartographies de ces antennes on déjà été discutées dans les parties 2.2.5 et 2.2.6. En
particulier, nous avons vu que le mode excité à 850 nm est un mode dipolaire dans le
cas de l’antenne de 225 nm de long, et un mode quadripolaire dans le cas de l’antenne
de 425 nm de long.

Une résonance plasmonique se traduit par une exaltation du champ. En remar-
quant que la contribution de surface 2.22 de la réponse SHG dépend quadratique-
ment de l’excitation à la fréquence fondamentale du champ source, on montre ainsi
théoriquement qu’une résonance plasmonique s’accompagne d’une exaltation de la
réponse à l’harmonique. Expérimentalement, Maeliss Ethis de Corny a mesuré les
cartographies de réponse SHG pour des antennes de taille variant de 125 nm à 525 nm
par pas de 50 nm [38]. Deux configurations se démarquent : les antennes de lon-
gueur 425 nm et 225 nm présentent des réponse SHG plus importante comparée aux
antennes de dimensions proches. Cela confirme que la présence d’une résonance à
l’excitation exalte la réponse SHG. Cependant, en comparant l’antenne de longueur
425 nm avec celle de longueur 225 nm, il apparait que la réponse SHG de la pre-
mière est près de 7 fois plus faible que celle de la seconde. Cette observation est
contre-intuitive pour deux raisons : (i) les facteurs de qualités des résonances plas-
moniques à 850 nm sont proches (∼3 pour les deux structures) donc l’exaltation de la
SHG est du même ordre de grandeur dans les deux configurations, et (ii) le volume
de l’antenne de 425 nm de long est environ deux fois plus important que celui de
l’antenne de 225 nm. L’antenne de grande longueur possède donc « plus de sources
non-linéaires », et on pourrait naïvement supposer que sa réponse SHG est plus im-
portante. Pour comprendre la différence entre les deux structures, il faut s’intéresser à
leur comportement à λ = 425 nm. Comme mentionné précédemment, une particule
résonante est aussi une antenne accordée pour radier le champ électromagnétique
à une fréquence donnée. Par conséquent, une antenne métallique possède une ré-



2.3. EXALTATION DE LA RÉPONSE SHG D’UN MÉTAL 57

in
te
n
s
ité
S
H
G
(p
h
/s
e
c
)

400 500 600 700 800 900 1000
0

5

10
x 10

14

Wavelength (nm)

P
a
b
s
(u
.a
.)

(a)

(b)

FIGURE 2.9 – (a) Cartographies SHG expérimentales d’antennes d’aluminium dont
la longueur varie de 125 nm à 525 nm par pas de 50 nm. Le champ d’excitation et
le champ collecté sont polarisés dans l’axe des antennes. Par souci de lisibilité, les
échelles de couleur pour les antennes de 175 nm et 225 nm ont été redimensionnées
par un facteur 1/7.5. (b) Spectre d’absorption obtenu par simulation numérique des
antennes de longueur 225 nm et 425 nm. Insert : l’excitation est réalisée avec une
source dipolaire à droite de l’antenne
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ponse SHG d’autant meilleure qu’elle a une résonance plasmonique à une fréquence
proche de la fréquence harmonique. Dans notre cas, l’antenne de longueur 225 nm
est résonante à 425 nm (on dit qu’elle est doublement résonante) alors que l’antenne de
425 nm ne l’est pas (on dit qu’elle est simplement résonante). Les mesures confirment
ce point : la particule doublement résonante émet 7.5 fois plus de photons à l’harmo-
nique que la particule simplement résonante, quand bien même l’aire de la surface de
la première est moindre que l’aire de la surface de la seconde. Dans ce contexte, les
particules résonantes aux longueurs d’onde fondamentale et harmonique exaltent
fortement le champ à l’émission comme à l’excitation [39, 40]. Des structures sem-
blables ont été récemment réalisées en couplant un nano-cylindre d’or à une antenne
en forme de « V » d’une taille de 150 nm [39], ou en couplant trois structures en or
[40]. À la différences des structures étudiées dans ces travaux, qui sont composées de
plusieurs structures résonant à des fréquences distinctes et couplées ensembles afin
que l’ensemble soit doublement résonant, les antennes que nous avons décrites sont
résonantes à la fois au fondamental et à l’harmonique. Elles sont donc beaucoup plus
compactes, car une seule particule supporte les deux résonances plasmoniques. De
plus, dans les études [39, 40], la SHG générée par le métal est exaltée de façon très lo-
cale. En effet, l’exaltation simultanée du champ proche aux fréquences fondamentale
et harmonique a nécessairement lieu au niveau du gap, ce qui n’est pas le cas pour
les monomères doublements résonants présentés dans ce chapitre, dont les modes
dipolaire et quadripolaire se recouvrent très largement.

2.3.3 Comparaison avec un cristal non-linéaire

À la différence des métaux, les matériaux avec une non-linéarité dite intrinsèque

possèdent un
↔
χ
(2)

non nul car leur maille cristalline n’est pas centrosymétrique.

La figure 2.10 présente la cartographie SHG d’un cristal de KTP sphérique de
40 nm de rayon et d’une antenne d’aluminium seule de longueur 225 nm. Nous ob-
servons qu’un cristal sphérique de 40 nm a une réponse SHG∼1× 104 photons/s du
même ordre de grandeur qu’une antenne seule (comparaison des figures 2.10(b,d)).
Il est remarquable qu’un matériau sans non-linéarité intrinsèque puisse, sous cer-
taines conditions de géométrie, générer un signal SHG de même ordre de gran-
deur qu’un cristal non-linéaire. Modérons cette observation : si on rapporte cette
réponse non-linéaire au volume au carré de la particule considérée, le cristal de KTP
génère 4.4× 10−7 photons/s/nm6, soit 10 fois plus que l’antenne doublement réso-
nante (5.3× 10−8 photons/s/nm6).

Conclusion Une particule métallique doublement résonante voit sa réponse non-
linéaire fortement exaltée par trois conséquences de la résonance plasmonique :

1. Le fort couplage en champ lointain implique une forte conversion photons d’ex-
citation→ plasmon à la fréquence fondamentale

2. La non-linéarité dépendant quadratiquement du champ, la conversion de plas-
mons à la fréquence fondamentale en plasmons à l’harmonique est fortement
amplifiée par exaltation du champ proche.
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FIGURE 2.10 – (a) Image FESEM d’un cristal de KTP seul et (b) cartographie SHG si-
mulée pour une orientation du cristal vers la droite (flèche rouge). (c) Image FESEM
d’une antenne d’aluminium seule Al225 et (d) cartographie SHG simulée correspon-
dante.

3. Le fort couplage en champ lointain à l’harmonique implique que la structure
radie facilement le champ généré en SHG.

Les structures à la géométrie contrôlée réunissant ces trois critères présentent un
comportement non-linéaire du même ordre de grandeur que des matériaux non-
linéaires standards malgré l’absence de non-linéarité intrinsèque de volume.

2.4 Étude de la SHG dans une structure composite métal-
diélectrique

Dans la partie qui précède, nous nous sommes attachés à exalter la réponse SHG
d’une particule métallique. Les phénomènes déterminant d’une telle entreprise —
exaltation locale du champ et couplage en champ lointain— permettent d’obtenir
des réponses harmoniques fortes malgré l’absence de non-linéarité intrinsèque de
volume. L’idée du développement qui suit est d’utiliser des structures plasmoniques
pour exalter la SHG dans des matériaux diélectriques non-linéaires, bénéficiant ainsi
du meilleur des deux types de structures : exaltation et non-linéarité.

Dans la partie 2.4.1, nous montrerons un exemple d’exaltation de la SHG dans
une structure hybride, et nous discuterons en 2.4.2 de sa dépendance avec la taille
des antennes. Ensuite nous détaillerons en 2.4.3 et 2.4.4 l’influence de l’orientation
cristalline et sa mesure expérimentale. Enfin, il sera discuté en 2.4.5 des conditions
d’optimisation de la SHG dans des diélectriques non-linéaires fortement couplés à
des structures plasmoniques, et nous présenterons en 2.4.6 des résultats expérimen-
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FIGURE 2.11 – Représentation schématique d’une structure hybride composée d’un
cristal non-linéaire sphérique à proximité (a) d’une antenne métallique ou de (b) deux
antennes.

taux récents.

2.4.1 Facteur d’exaltation théorique

Aux extrémités d’une antenne résonante, le champ proche est exalté par un fac-
teur ∼3 (Chapitre 1, partie 1.4.3). Un cristal non-linéaire localisé à cet emplacement
verra donc sa réponse SHG augmentée de plusieurs ordres de grandeur. De même,
le gap entre deux antennes présente une exaltation significative du champ d’excita-
tion [7] qui, en présence d’un milieu non-linéaire, peut conduire à générer de la SHG
avec une efficacité bien supérieure à celle d’un cristal seul. Ces observations sug-
gèrent de restreindre l’étude des structure hybrides à des particules composées d’un
cristal posé à l’extrémité d’une antenne (voir figure 2.11(a)), ou encadré par deux
antennes de métal (voir figure 2.11(b)). Notre première intuition a été de choisir des
antennes doublement résonantes excitées par un faisceau laser polarisé dans l’axe
des antennes. Par souci de clarté, nous choisissons une nomenclature compacte pour
nommer les particules hybrides, par exemple :

Al 200 - KTP 80 - Al 200

longueur de l’antenne de droite (nm)
Métal de l’antenne de droite

diamètre du cristal non-linéaire
Matériau du cristal non-linéaire

longueur de l’antenne de gauche (nm)
Métal de l’antenne de gauche

Dans la mesure où le champ proche à la fréquence fondamentale est fortement
orienté selon l’axe des antennes dans le gap, nous avons choisi d’orienter la structure
cristalline du KTP de sorte que la composante de plus grande non-linéarité (χ333)
coïncide avec l’axe des antennes. Dans la suite de cette partie, nous définissons la
base (x, y, z) telle que x est selon l’axe des antennes, y est parallèle au substrat et
perpendiculaire à x, et z est dans le sens de propagation du faisceau incident (normal
au substrat, comme détaillé dans la figure 2.11).

La présence de particules métalliques à proximité du cristal modifie de façon si-
gnificative la non-linéarité de l’ensemble : on constate une augmentation par un fac-
teur 60 de la réponse SHG lorsque l’on compare la particule composite à chacun de
ses éléments pris seul (comparaison des figures 2.12(b,f) et (d,f)). La réponse SHG de
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FIGURE 2.12 – (a) Image FESEM d’un cristal de KTP seul et (b) cartographie SHG
simulée d’un cristal de KTP sphérique de rayon 40 nm orienté vers la droite (flèche
rouge). (c) Image FESEM d’une antenne d’aluminium seule Al225 et (d) cartographie
SHG simulée correspondante. (e) Image FESEM d’une structure hybride Al225-KTP-
Al225 et cartographie simulée de la structure hybride pour une orientation du cristal
vers la droite (f). Les échelles de couleurs sont linéaires, et la valeur maximale est
spécifiée en insert pour chaque configuration.

la structure composite est vingt fois plus importante que la somme de celles de ses
composantes. Ce résultat montre que les structures à doubles antennes sont suscep-
tibles d’exalter encore davantage la SHG en comparaison avec des antennes simples.

2.4.2 Influence des dimensions de l’antenne

Le caractère doublement résonant de l’antenne dépend a priori de l’indice du ou
des milieux à proximité du métal. L’ajout d’un cristal, bien que permettant une ré-
ponse SHG plus forte, entraine à priori un couplage entre les modes qui modifie le
caractère doublement résonant des antennes à 850 et 425 nm. Or nous avons vu dans
la partie 2.3.2 que si une antenne perd son caractère doublement résonant, sa réponse
SHG est dégradée par un ordre de grandeur. Afin de vérifier dans un premier temps
si le couplage entre une antenne de longueur 200 nm et un cristal sphérique modi-
fie le caractère doublement résonant, nous avons calculé la réponse SHG maximale
d’une structure comportant une seule antenne et un cristal non-linéaire Al-KTP en
fonction des dimensions (longueur et largeur) de l’antenne. La configuration de plus
forte non-linéarité n’est plus obtenue pour une longueur d’antenne de 225 nm mais
de 200 nm. Ce léger décalage traduit l’influence du diélectrique sur la résonance.

Ajoutons que la réponse SHG chute de moitié lorsque la longueur de l’antenne
diffère de plus d’une trentaine de nm de cette valeur indiquant une très grande sen-
sibilité. La dépendance de la non-linéarité avec la largeur de l’antenne est beaucoup
moins marquée (figure 2.13), mais diminue néanmoins à raison d’environ 1× 104 ph/s/nm
lorsque la largeur de l’antenne diffère significativement de 80 nm. On pourrait expli-
quer la diminution de la SHG pour les grande largeurs par l’éloignement entre le
cristal et les points chauds situés aux coins de l’antenne. À l’inverse, si on consi-
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dère des faibles largeurs, le champ exalté par l’antenne devient très localisé, donc la
zone du cristal au voisinage de l’antenne diminue. La configuration pour laquelle
le compromis entre ces deux phénomènes conduisant à la plus forte non-linéarité
est atteinte conformément à l’intuition lorsque la largeur de l’antenne est proche en
valeur du diamètre du cristal de KTP.

La valeur maximale de la réponse SHG (∼ 1× 106 ph/s) est à mettre en regard de
celle d’une antenne doublement résonante seule ou d’un cristal seul ∼ 3× 104 ph/s
et d’une structure hybride composée de deux antennes∼ 2× 106 ph/s. Les structures
hybrides Al200-KTP80 et Al225-KTP80-Al225 ont donc des réponses comparables —
quand bien même il n’a pas été vérifié si la géométrie de cette dernière structure est
optimale. Ce résultat nous amène naturellement à étudier la dépendance de la ré-
ponse SHG des structures hybrides type Al-KTP-Al avec la géométrie des antennes.
Ce type de structure hybride présente une exaltation du champ encore plus marquée
que dans le cas d’une antenne seule, d’où une non-linéarité encore plus marquée que
dans la configuration à une antenne. La figure 2.13(b) présente la SHG d’une parti-
cule composite dont une des antennes est de longueur constante 200 nm tandis que
l’autre antenne varie en longueur. Remarquons que le cas symétrique, Al200-KTP80-
Al200, a une réponse SHG proche de 6× 106 ph/s, soit six fois plus que Al200-KTP80,
et 200 fois plus que le cristal seul. Si une des antennes au sein de la structure hybride
est doublement résonante (200 nm) tandis que l’autre est dimensionnée à 450 nm
(suggérant que cette antenne n’est que simplement résonante), on observe également
une exaltation de la réponse SHG. La position des modes plasmonique des antennes
n’est donc pas modifié par la présence d’une seconde antenne.

Nous nous sommes pour l’instant restreint des configurations où le cristal est
orienté de sorte que son axe de plus grande non-linéarité soit selon l’axe des an-
tennes. Il est judicieux de s’intéresser aux conséquences d’une orientation moins fa-
vorable.

2.4.3 Importance de l’orientation du cristal

Des mesures de SHG ont été réalisées sur une structure hybride composée de deux
antennes de longueur 200 nm (voir figure 2.14) construite par Nicolas Chauvet et
Gilles Nogues. La cartographie de la réponse SHG de cette structure ainsi que deux
cartographies correspondant à des simulations pour une orientation cristalline dans
l’axe des antennes ou perpendiculaire au substrat sont présentées en figure 2.14(b-
d). La cartographie mesurée possède une distribution spatiale très différente de celle
issue de la simulation d’un cristal de KTP dont l’axe est aligné avec les structures
plasmoniques (comparaison des figures 2.14(b,c)).

Rappelons (cf partie 2.4.1) que le KTP est un matériau fortement anisotrope lorsque
l’on considère sa réponse non-linéaire d’ordre 2

P2ω = ε0 ∑
ijk

χ
(2)
ijk EjEkui (2.35)

Les coefficients non nuls du tenseur non-linéaire d’ordre 2 ont été mesurés par [41, 28,
42, 43]. Nous avons choisi les valeurs fournies par [42] : χ

(2)
113 = 4.04× 10−12 pm/V,
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FIGURE 2.13 – (a) Réponse SHG maximale calculée numériquement sur une struc-
ture Al-KTP80 en fonction de la largeur et la longueur de l’antenne. Le cristal est po-
sitionné à 10 nm de l’antenne. (b) Réponse SHG maximale calculée numériquement
sur une structure Al-KTP-Al en fonction de la longueur de l’antenne de gauche. La
longueur de l’antenne de droite est fixe de 200 nm.
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χ
(2)
223 = 7.4× 10−12 pm/V, χ

(2)
311 = 4.24× 10−12 pm/V, χ

(2)
322 = 7.5× 10−12 pm/V et

χ
(2)
333 = 30.8× 10−12 pm/V. Ce choix d’indice, conventionnel, donne les coefficient de
↔
χ
(2)

dans un référentiel attaché au cristal. On appelle par la suite χ
(2)
333 la composante

de plus forte non-linéarité du cristal, et axe de plus forte non-linéarité l’axe associé.
Discutons sur un exemple l’effet de l’anisotropie du cristal de SHG. Considérons

un cristal massif dont les axes propres sont confondu avec les axes x, y et z du labora-
toire. Une onde plane polarisée en x génère dans ce cristal de KTP une réponse SHG

polarisée selon l’axe z modulée par le coefficient
∣∣∣χ(2)

311

∣∣∣2. L’intensité générée est sept
fois plus faible comparée à la configuration où l’excitation est selon z, donc modulée

par le coefficient
∣∣∣χ(2)

333

∣∣∣2 ' 7
∣∣∣χ(2)

311

∣∣∣2. L’orientation du KTP est donc déterminante.
Pour évaluer l’impact de l’anisotropie sur la réponse SHG d’un nano cristal cou-

plé à des particules plasmoniques, nous avons repris la simulation de la réponse non-
linéaire d’une structure hybride de type Al200-KTP80-Al200 présentée dans la par-
tie 2.4.1, avec un unique changement : l’axe de plus grande non-linéarité du cristal est
selon z. La cartographie obtenue (figure 2.14(d)) présente plusieurs points communs
avec le résultat expérimental : on observe deux lobes dont l’amplitude est quantitati-
vement la même que dans le cas où les deux antennes n’interagiraient pas entre elles.
La dissymétrie observée expérimentalement peut être due à la proximité du cristal
avec l’antenne de gauche comme le montre l’image FESEM, ou à une orientation lé-
gèrement différente du cristal. La mesure de la réponse non-linéaire d’une structure
hybride, exhibant deux lobes au lieu d’un, suggère que l’orientation du cristal n’est
pas selon l’axe des antenne, mais vraisemblablement quasi orthogonale à cet axe.

Ces observations montrent qu’il est possible de construire une structure nanomé-
trique fortement non-linéaire, mais que l’anisotropie du KTP nécessite de connaître
suffisamment finement l’orientation du cristal afin de construire les antennes de métal
avec la bonne orientation.

2.4.4 Protocole de mesure de l’orientation cristalline

De précédents travaux ont caractérisés l’orientation de nanocristaux, en se basant
sur la réponse en polarisation [44, 45]. Le mode opératoire consiste à mesurer la puis-
sance de la SHG en fonction de la polarisation de l’excitation (une onde plane dans
ces deux études). À la différence de [44, 45], nous implémentons une excitation par un
laser fortement focalisé sur le cristal déposé sur le substrat afin de simuler une confi-
guration semblable à celle adoptée expérimentalement. La SHG est ensuite collectée
puis propagée vers un cube séparateur. La sélection en polarisation permet d’extraire
deux réponses — selon que l’on considère le signal polarisé x ou y. Les allures des
réponses en polarisation sont ensuite comparées à une collection de réponses en po-
larisation simulées en choisissant différentes orientations cristallines. Nous pouvons
ainsi remonter aux angles d’Euler.

La figure 2.15(a) illustre la convention angulaire choisie pour définir les angles
d’Euler. θ définit l’angle entre l’axe de plus grande non-linéarité et l’axe normal au
substrat. ϕ détermine la projection de cet axe sur le substrat et ψ décrit la rotation
du cristal autour cet axe. La figure 2.15(b-c) montre les réponses en polarisation d’un
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FIGURE 2.14 – (a) Image FESEM d’une structure hybride Al200-KTP-Al200. (b) Carto-
graphie SHG de cette structure pour une excitation polarisée selon l’axe des antennes.
(c) Cartographie SHG numériquement calculée pour une structure Al200-KTP-Al200
donc l’axe de plus forte non-linéarité du KTP est orienté dans l’axe des antennes.
(d) Cartographie SHG numériquement calculée pour une structure Al200-KTP-Al200
donc l’axe de plus forte non-linéarité du KTP est orienté perpendiculairement au
plan du substrat.

cristal de KTP dans deux configurations différentes :

(i) Dans le cas où la projection dans le plan du substrat de l’axe de plus forte non-
linéarité du cristal est selon x (figure 2.15(b)), la réponse mesurée par le biais
de l’APD x présente deux lobes allongés selon x. Dans cette configuration,
l’orientation des lobes donne une information importante sur l’orientation de
l’axe de plus forte non-linéarité, et en particulier sur la position dans laquelle
on doit placer les antennes (ici selon x) pour exalter la réponse SHG.

(ii) Si la projection dans le plan du substrat de l’axe de plus forte non-linéarité
du cristal est à 45° de l’axe x (figure 2.15(c)), les réponses en polarisations
sont différentes. La réponse selon de l’APD x est semblable au cas précédent,
mais tournée de ∼ 30°, tandis que la réponse mesurée selon l’APD y est le
symétrique de celle de l’APD x par rapport à la projection de l’axe de plus
forte non-linéarité dans le plan du substrat.

D’après ces observations, une mesure grossière de l’angle d’Euler ϕ du KTP peut
être déduite de la réponse non-linéaire en polarisation d’un cristal. L’estimation de
θ est plus difficile : la figure 2.16 montre la réponse en polarisation selon l’APD y
pour ϕ = 0 et pour différentes valeurs de θ entre 0 et 50°. Plus la projection de l’axe
de plus forte non-linéarité dans le plan du substrat est importante, plus la réponse
en polarisation présente un caractère dipolaire selon la direction de la projection.
Dans l’exemple illustré par la figure 2.16, plus ϕ diffère de 0, plus les deux lobes sont
démarqués. Remarquons cependant que lorsque l’axe du cristal est presque normal
au substrat (pour ϕ ' 0), l’orientation la plus favorable de la réponse SHG diffère
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FIGURE 2.15 – (a) Représentation d’un cristal dans le repère du substrat. Les angles
d’Euler θ, ϕ, ψ associés aux rotations de l’axe de plus forte non-linéarité (en rouge)
sont spécifiés. (b) Réponse en polarisation d’un cristal sphérique de 40 nm de rayon
orienté (θ = 36◦, ϕ = ψ = 0) mesuré au niveau de l’APDx (en bleu) et de l’APDy (en
rouge) ; la projection de l’axe principal de non-linéarité dans le plan du substrat est
indiquée par la flèche orange. (c) Réponse en polarisation d’un cristal sphérique de
40 nm de rayon orienté (θ = 45◦, ϕ = 45◦, ψ = 0) mesuré au niveau de l’APDx (en
bleu) et de l’APDy (en rouge) ; la projection de l’axe principal de non-linéarité dans
le plan du substrat est indiquée par la flèche orange.

de la direction de la projection de l’axe de plus forte non-linéarité. La méthode de
mesure de ϕ décrite au paragraphe précédent n’est alors plus pertinente.

En pratique, pour inférer les angles d’Euler, nous suivons une méthode des moindres
carrés de sorte à minimiser l’écart quadratique entre les réponses en polarisation me-
surées et des réponses en polarisation simulées. Cela est fait en trois temps

1. Les réponses en polarisation (APD x et y) d’un cristal sphérique de 40 nm de
rayon sont simulées pour une collection d’angle d’Euler (ϕ, θ, ψ). La forme du
champ d’excitation (laser focalisé sur le cristal) prend en considération l’ob-
jectif à immersion d’huile et le substrat. On notera Ix

ϕ,θ,ψ(α) (resp. Iy
ϕ,θ,ψ(α))
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FIGURE 2.16 – Réponse en polarisation d’un cristal de KTP de rayon 70 nm mesurée
par l’APD x, dans la configuration ϕ = 90° ψ = 0 et (a) θ = 0, (b) θ = 10, (c) θ = 20,
(d) θ = 30, (e) θ = 40 et (f) θ = 50.
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FIGURE 2.17 – (a) Réponse SHG en polarisation d’un cristal de KTP pour une sélec-
tion du rayonnement harmonique polarisé (a) suivant x et (b) suivant y.

l’intensité SHG collectée par l’APDx (resp. par l’APDy) et simulée pour une
polarisation d’excitation faisant un angle α avec l’axe x. On noteraAx

ϕ,θ,ψ (resp.

Ay
ϕ,θ,ψ) l’intégrale de Ix

ϕ,θ,ψ = f (α) (resp. Iy
ϕ,θ,ψ = g(α))

2. Les réponses en polarisation d’un cristal inconnu sont mesurées. On notera
Ix/y(α) l’intensité SHG mesurée, et Ax/y l’intégrale correspondante.

3. Nous cherchons le triplet (ϕ′, θ′, ψ′) qui minimise la somme des erreurs qua-
dratiques sur l’ajustement de l’APD x et y

Err(ϕ, θ, ψ) = ∑
α

(
Ix

ϕ,θ,ψ(α)

Ax
ϕ,θ,ψ

− I
x(α)

Ax

)2

+ ∑
α

Iy
ϕ,θ,ψ(α)

Ay
ϕ,θ,ψ

− I
y(α)

Ay

2

(2.36)

La figure 2.17 montre les deux réponses expérimentales en polarisation d’un cris-
tal de KTP ainsi que les réponses simulées correspondant aux angles d’Euler (ϕ′ =
90°, θ′ = 50°, ψ′ = 70°). L’écart relatif mesure–ajustement est convaincant dans le
cas de l’APD x, et assez important dans le cas de l’APD y (l’erreur relative est proche
de 10 %). Le rapport entre la taille du lobe de l’APD y et la taille du lobe de l’APD
y est proche de 7 pour la réponse mesurée, et 6 pour l’ajustement. D’autres ajuste-
ments on été réalisés en faisant varier finement ϕ, θ et ψ autour de (ϕ′ = 90°, θ′ =
50°, ψ′ = 70°), mais le rapport précédemment décrit ne varie pas significativement
de 6. L’approche adoptée est limitée par plusieurs aspects pouvant expliquer l’écart
simulation/mesure :

1. la variabilité des mesures actuelles des coefficients de
↔
χ
(2)

. Par exemple χ
(2)
333

varie entre 30.8 pmV−1 et 34.8 pmV−1 selon les études [42].
2. La forme du cristal simulé est sphérique, ce qui diffère du cas réel où le cristal

a une forme de plaquette.
3. Le signal mesuré par l’APD x est dégradé expérimentalement lors de la sé-

lection en longueur d’onde par un réseau diffractant présent dans le spectro-
mètre.
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FIGURE 2.18 – Vue en coupe schématique de deux particules hybrides : (a) une an-
tenne d’aluminium (en gris) au voisinage d’un cristal cylindrique (en blanc) et (b)
une antenne d’aluminium (en gris) au voisinage d’un cristal sphérique (en blanc). Le
substrat est haché, et la décroissance exponentielle de la norme du champ proche au
voisinage des extrémités de l’antennes est représenté en grisé.

Une stratégie possible — non réalisée dans ce travail — serait d’estimer ϕ, θ et ψ à
partir d’une mesure de χ(2) différente, et pour une géométrie du cristal plus réaliste.
Cependant, pour une estimation de ϕ, notre méthode a le mérite d’être rapide et de
permettre de choisir une bonne orientation du cristal.

2.4.5 Cas d’un couplage antenne-cristal non-linéaire fort

Nous souhaitons ici étudier des structures hybrides pour lesquelles l’antenne et le
cristal interagissent fortement. À la différence de l’étude conduite jusque ici, le cristal
est choisi de forme cylindrique, avec une de ses faces planes en contact avec le sub-
strat, afin de considérer un cas de couplage plus fort dans une situation réaliste. En
effet, des mesures AFM de monocristaux de KTP (non représentées) de taille nano-
métrique montrent qu’ils sont de forme aplatie. Remarquons que, à volume égal, le
champ proche ressenti par un cristal de forme cylindrique est davantage exalté que
dans le cas d’un cristal sphérique (voir la figure 2.18).

Le cas d’un couplage plus fort nécessite le redimensionnement de la structure, car
les fréquences propres des modes sont usuellement modifiées. Dans la configuration
où le laser est focalisé sur le cristal, nous avons calculé la réponse SHG pour des
structures hybride symétriques comportant des antennes de plus en plus éloignées
d’un cristal de KTP cylindrique de rayon 60 nm et d’épaisseur 50 nm. Le premier pa-
ramètre d’étude est la taille du gap entre les deux antennes. Notons que le gap ne
peut pas être inférieur au diamètre du cristal, soit 120 nm. La longueur des antennes
est aussi un paramètre de la simulation. La figure 2.19(a) présente l’intensité SHG en
fonction de la taille du gap et de la longueur des antennes (remarquer l’échelle log
pour l’intensité de la SHG). La configuration optimale apparait pour un couplage
antennes/cristal maximal, à faible gap. Pour évaluer la longueur des antennes maxi-
misant la réponse non-linéaire dans cette configuration, j’ai tracé l’intensité du signal
harmonique en fonction de la taille selon x des antennes (figure 2.19(b)). la géométrie
conduisant à une réponse SHG de plus forte intensité est atteinte pour des antennes de lon-
gueur 130 nm très proches du cristal. Dans cette configuration, le signal SHG approche
les 1× 108 ph/s, soit 10 fois plus que le cristal seul. Ramené au volume carré du
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FIGURE 2.19 – (a) Logarithme de la réponse SHG d’une structure hybride symétrique
de type Al-KTP-Al simulée pour différentes longueur d’antennes et pour différents
gaps. L’excitation est réalisée par un faisceau gaussien focalisé sur un cristal cylin-
drique de rayon 60 nm et d’épaisseur 50 nm. Le laser est polarisé dans l’axe des an-
tennes. La collection sélectionne le champ polarisé selon le même axe. Dépendance
de la SHG avec (b) la longueur des antennes à gap constant 140 nm, et (c) avec la taille
du gap à longueur constante 200 nm et 130 nm (remarquer la plage de gap interdite,
en gris, car inférieur au diamètre du cristal). (d) Spectre d’absorption calculé numé-
riquement pour trois géométries : courbe rouge Al200-KTP120-Al200 de gap 130 nm,
courbe bleue Al200-KTP120-Al200 de gap 400 nm, courbe verte Al130-KTP120-Al130 de
gap 130 nm. Les spectres sont normalisés par la valeur de l’absorption à la résonance
vers 425 nm. La longueur d’onde d’excitation 850 nm (resp. harmonique 425 nm) est
indiquée en rouge (resp. en bleu).
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cristal de KTP, cela correspond à 3× 10−4 ph/s/nm6. Par comparaison, dans le cas
d’un cristal sphérique couplé à deux antennes de longueur 225 nm, la SHG ramenée
au volume au carrée du KTP vaut ∼3× 10−5 ph/s/nm6, soit un ordre de grandeurs
plus faible.

Comme le montre la figure 2.19(c), la SHG décroit d’un ordre de grandeur lorsque
l’on considère des antennes de 130 nm éloignées du cristal (∼1× 107 ph/s). Ce résul-
tat montre que les structures plasmoniques, de par leur rôle d’antennes, permettent
une exaltation significative de la SHG malgré l’absence d’exaltation du champ proche.

Modérons immédiatement cette observation ! Il existe des configurations pour les-
quelles la présence de structures plasmoniques impacte de façon défavorable la ré-
ponse SHG. Par exemple, la figure 2.19(c) montre que dans le cas où deux antennes
de 200 nm de long sont placées à proximité d’un cristal, la réponse non-linéaire de
l’ensemble est plus faible que la configuration où les antennes sont éloignées du cris-
tal. Dans cette configuration, l’absence simultanée de l’exaltation du champ proche
et d’un effet d’antenne entraine une dégradation significative du signal SHG.

Pour expliquer ces observations, nous avons voulu voir de quelle façon les réso-
nances plasmoniques sont modifiées par la proximité du cristal et la taille des an-
tennes. Pour cela, nous calculons numériquement le spectre d’absorption dans trois
cas : des antennes de 200 nm à faible gap et grand gap et des antennes de 130 nm
à faible gap. La sources excitatrice est un dipôle situé au centre du cristal. La fi-
gure 2.19(d) présente ces trois spectres. La première constatation est que la struc-
ture Al130-KTP120-Al130 à faible gap est doublement résonante, ce qui explique sa
très forte réponse SHG. La structure Al200-KTP120-Al200 de faible gap présente une
résonance à la fréquence harmonique (λ = 425 nm), et une résonance de faible am-
plitude à la fréquence d’excitation. L’exaltation du champ proche associé à cette réso-
nance explique l’augmentation forte de la SHG lorsque les antennes de 200 , m sont
très rapprochées du cristal (voir le cas des faibles gaps, figure 2.19(c)). Néanmoins,
le pic d’absorption correspondant n’apparait plus dans les structures Al200-KTP120-
Al200 à fort gap, ce qui suggère que le mode résulte d’un couplage antenne/cristal.

Suite à ces résultats, il nous faut conclure que le dimensionnement des antennes,
conduit numériquement dans la partie 2.4.2, n’est pas le bon dans le cas d’une ou
deux antennes fortement couplées à un diélectrique de forme cylindrique. En par-
ticulier, la taille optimale des antennes dépend du couplage avec le cristal, donc du
gap. Pour un cristal cylindrique de rayon de 60 nm, la longueur d’antenne condui-
sant à la plus grande non-linéarité est 130 nm à 20 nm près.

2.4.6 Observations expérimentales

À ce stade de notre étude ont été exhibés deux paramètres critiques influant sur la
réponse SHG d’une structure hybride : (i) l’orientation relative dans antennes avec
l’axe de plus forte non-linéarité du cristal, et (ii) la taille des antennes (donc leur
caractère doublement résonant). Rappelons que la résonance plasmonique s’accom-
pagne d’une exaltation du champ au voisinage des antennes, et que dans l’objec-
tif d’exalter encore davantage la réponse SHG de la structure, il faut rapprocher le
plus possible les antennes du cristal pour avoir le couplage antenne/cristal maximal.
Dans cette partie, nous présentons les résultats préliminaires sur la mesure expéri-
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FIGURE 2.20 – (a) Image FESEM d’un cristal de KTP déposé sur un substrat. (b) Ré-
ponse en polarisation du cristal seul mesurée par l’APD x (courbe en bleu) et par
l’APD y (courbe en rouge). (c) Image FESEM du même cristal de KTP autour du-
quel ont été déposées deux antennes d’aluminium de longueur 130 nm. (d) Réponse
en polarisation de la structure hybride mesurée par l’APD x (courbe en bleu) et par
l’APD y (courbe en rouge).

mentale de la réponse SHG d’une structure hybride Al130-KTP-Al130.
La figure 2.20(a) est une image FESEM du cristal de KTP avant qu’il ne soit

couplé à deux antennes d’aluminium. En suivant le protocole décrit en 2.4.4, nous
avons inféré les angles d’Euler donnant l’orientation de l’axe de principale non-
linéarité de ce cristal à partir de ses réponses SHG en polarisation (figure 2.20(b)) :
(ϕ′ = 270°, θ′ = 50°, ψ′ = 80°). La projection de cet axe dans le plan du sub-
strat, représentée en orange dans la figure 2.20(a), a motivé le positionnement des
deux antennes d’aluminium pour construire la particule hybride (image FESEM en
figure 2.20(c)). La structure se compose du cristal de KTP et de deux antennes litho-
graphiées en aluminium (dimension 130 nm×100 nm×35 nm) ; elle a été réalisée par
Nicolas Chauvet de l’équipe NOF et Gilles Nogues de l’équipe NPSC. La réponse
en polarisation de la structure finale, mesurée par Nicolas Chauvet, est présentée en
figure 2.20(d) : par comparaison avec la réponse du cristal seul, on constate une aug-
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mentation très significative de la SHG. L’intensité de la SHG polarisée selon y est
multipliée par un facteur 13, et l’intensité de la SHG polarisée selon x est (de façon
surprenante) davantage exaltée, par un facteur proche de 70 ! La réponse totale, i.e. la
somme des intensités x et y, est supérieure à la réponse du cristal seul par un facteur
25. La réponse du dimère d’antenne (de même géométrie mais sans le cristal dans
le gap) est elle 16 fois inférieure à celle de la structure composite (non représenté).
Remarquons que la présence d’antenne modifie de façon remarquable la réponse en
polarisation du cristal, notamment en inversant le poids des réponses mesurées à
partir de l’APD x et de l’APD y. La réponse en polarisation de la structure hybride
est de plus tiltée de 30° par rapport à l’axe des antennes, ce qui peut être lié à un
défaut d’alignement entre les antennes et l’axe du cristal.

Ces résultats préliminaires sont remarquables car ils montrent que, comme les
simulations le prédisent, des cristaux de très faible dimension peuvent voire leur
non-linéarité drastiquement exaltée grâce à la présence de structures plasmoniques
à proximité. L’effet conjoint de l’exaltation du champ proche et du couplage parti-
cule/rayonnement à la fréquence fondamentale et à la fréquence harmonique permet
une exaltation proche de deux ordres de grandeur.
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Résumé

Dans ce chapitre, nous avons mené l’étude d’un type de non-linéarité d’ordre 2 : la
Génération de second harmonique ou SHG. À partir d’une base théorique, nous avons
développé une étude numérique par éléments finis de la SHG dans des structures
purement plasmoniques —antennes d’aluminium— ou hybride —antennes d’alu-
minium couplées à un cristal non-linéaire.

Cela nous a permis de montrer que les structures métalliques nanométriques
peuvent présenter une réponse SHG du même ordre de grandeur que les maté-
riaux non-linéaires usuels. Plus spécifiquement, nous avons exhibé l’origine du terme
source dans la réponse harmonique d’antennes d’aluminium.

Nous avons ensuite développé une démarche prospective afin de déterminer une
géométrie efficace pour des structures composites. Nous avons constaté plusieurs
points critiques :

1. les résonances plasmoniques peuvent être perturbées par le couplage avec un
diélectrique. Les dimensions des antennes doivent être déterminées sur me-
sure.

2. l’orientation cristalline du KTP par rapport aux antennes est un paramètre
déterminant de l’efficacité non-linéaire de la structure composite. À cet effet,
nous avons développé une méthode d’ajustement de la réponse en polarisa-
tion de nanocristaux non-linéaires afin d’inférer leur orientation cristalline.

Enfin, des mesures réalisées expérimentalement ont mis en évidence une exal-
tation effective de la SHG par un facteur ∼25 dans des nanostructures composites
réelles.
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Introduction

Jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés à un type particulier de non-linéarités
optiques mettant en jeu la « fusion » de deux photons en un photon d’énergie double.
Le processus inverse, au cours duquel la destruction d’un photon pompe engendre
la création de deux photons « fils » appelé l’idler et le signal, se nomme fluorescence pa-
ramétrique (nous emploierons l’abréviation anglaise : SPDC—Spontaneous Parametric
Down Conversion). La figure 3.1 schématise le processus de SPDC.

ωp

rn
ωs

r1

ωi

r2 E

ωp

ωs

ωi

FIGURE 3.1 – Représentation schématique du processus de SPDC. Un photon d’éner-
gie h̄ωp se « scinde » en deux photons d’énergie h̄ωi et h̄ωs à un endroit rn dans un
milieu non-linéaire. Les détecteurs sont deux photodiodes à avalanches situées en r1
et r2

Ce phénomène est utilisé dans de multiples domaines : en optique, les oscilla-
teurs paramétriques optiques (OPO) utilisent la création de paires de photons pour
générer de la lumière de fréquence contrôlée ; en télécommunication, les sources de
photons intriqués (c’est-à-dire des paires de photons partageant une même informa-
tion) sont actuellement utilisées dans des dispositifs destinés à l’échange sécurisé de
clés de chiffrement. Il existe un grand nombre de stratégies pour produire, mani-
puler et analyser des photons intriqués [46], mentionnons l’intrication de photons
sur de grandes distances avec une source embarquée sur un satellite [47]. Il existe
aussi de potentielles applications en informatique quantique. Le développement de
cette technologie nécessite la miniaturisation des sources afin de les intégrer dans
des structures de la taille de composante informatique, tout en préservant la qua-
lité et la modularité du degré d’intrication et de l’intensité du signal [48]. D’après ce
cahier des charges, les quantum dots (QD) sont des candidats sérieux pour la réalisa-
tion de sources de photons nanométriques [49, 50, 51]. En particulier, ils présentent
des réponses remarquables lorsqu’ils sont intégrés dans des structures photoniques
[52, 53, 54] pour exalter leur facteur de Purcell, dans des matrices piézoélectriques
[55] afin de compenser la levée de dégénérescence de l’état excité due à la faible taille
et aux contraintes, ou dans des diodes [56, 57] permettant la modulation du signal
par effet Stark. Le principal avantage des QD sur les structures générant de la SPDC
est leur capacité à générer « sur demande » des photons intriqués [58, 59], des biex-
citons cohérents et des excitons à partir de paires de photons [60, 61]. Cependant, la
pureté de l’intrication obtenue à partir de QD souffre de la comparaison avec celle
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des sources SPDC macroscopiques. Mentionnons un autre désavantage majeur : les
QD nécessitent un cryostat [48] tandis que l’on peut obtenir des paires de photons
par SPDC à température ambiante.

Par comparaison, les sources SPDC sont très largement utilisées pour le degré
d’intrication et la force du signal généré, bien supérieur aux QD. Elles permettent de
mettre en évidence des phénomènes tels que l’effet Hong-Ou-Mandel [62], l’échange
d’intrication quantique [63], ou de réaliser des test propres de l’inégalité de Bell
[64, 65]. Néanmoins, il n’y a pas à ce jour d’étude de la SPDC dans les cristaux de
taille nanométrique. En effet, l’efficacité décroit radicalement lorsque l’on diminue à
quelques dizaines de nm la taille du milieu non-linéaire. Pour compenser le faible
caractère non-linéaire de la particule, il faut augmenter le champ d’excitation ou
l’efficacité d’émission des photons. En pratique, cela peut être réalisé en plaçant la
source non-linéaire dans une cavité optique [66] ou dans une structure plasmonique
[67, 68, 69]. Cette seconde stratégie, intéressante car permettant de concevoir des par-
ticules non-linéaires très compactes et contrôlable en polarisation [70], nécessite des
outils pour évaluer et optimiser en amont l’efficacité.

Plusieurs approches existent pour simuler la génération de paires de photons : (i)
une formulation à l’aide de matrices densités pour modéliser la réponse des circuits
supraconducteurs [71, 72] ou de quantum bits couplés à des antennes plasmoniques
[73, 74] et (ii) un traitement hamiltonien [75, 76, 77]. Ces deux approches sont in-
adaptées dans le cas où on ne connait pas l’expression des modes excités, ce qui est
le cas pour des structures dont les modes propres n’ont pas de solutions analytiques
connues. Il faut alors en principe déployer une approche numérique faisant interve-
nir les fluctuations quantiques du vide, fondamentalement différente de celle expo-
sée dans le chapitre précédent. Il est possible d’implémenter une simulation stochas-
tique dans laquelle les champs associés aux photons idler et signal émergent d’une
amplification des fluctuations quantique du vide [78]. Nous avons suivi une autre
voie qui implique d’abandonner la connaissance des champs générés et de s’intéres-
ser uniquement aux corrélations entre les champs. Dans ce cadre, les fluctuations
quantiques, bien que nécessaires dans le calcul, n’apparaissent pas explicitement
dans l’expression du nombre de paires, au profit de corrélateurs classiques [79].

Dans ce chapitre, nous présentons une approche novatrice mélangeant forma-
lisme quantique et simulations numériques pour modéliser la SPDC dans des sys-
tèmes de taille nanométrique. Nous développons en partie 3.1 et 3.2 une expression
théorique du nombre de corrélations associés à la détection de deux photons issus
d’une même paire générée par une excitation pulsée. À l’aide de simulations nu-
mériques de la réponse en champ proche de structures hybrides, nous évaluons en
partie 3.3 le taux de création de paire de photons et son optimisation. Enfin, nous
détaillons en partie 3.4 un développement possible du modèle destiné à évaluer le
degré d’intrication des photons générés par SPDC.

3.1 Impasse de l’approche classique

SFG et SPDC sont des phénomènes symétriques l’un de l’autre, cependant, ces
deux phénomènes optiques sont issus de deux situations très différentes : alors qu’en
SHG et en SFG, on connait la pulsation du rayonnement émis par la structure (égale
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à la somme des pulsations d’excitation pour la SFG et au double de la pulsation
pour la SHG), cette quantité est beaucoup moins contrainte en SPDC. Un photon
généré peut avoir n’importe quelle pulsation ω— comprise entre 0 et ωpump, avec la
condition sur la conservation de l’énergie imposant au second photon la fréquence
ωpump − ω. Alors que jusqu’alors nous avons modélisé des phénomènes avec des
fréquences connues, cela n’est plus le cas en SPDC. Chaque interaction mettant en
jeu la destruction d’un photon à fréquence ωp et la création d’un couple de photons
à fréquence (ωs, ωi) est mathématiquement représentée par trois expressions mettant
en relation les dipôles générés et les champs électriques par le biais de processus non-
linéaires d’ordre 2 :
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Le vecteur déplacement à une fréquence ω donnée est

Dω = ε0Eω + PL
ω + PNL

ω (3.4)

= ε0

(
1 + χ(1)

)
Eω︸ ︷︷ ︸

DL
ω
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Les équations de Maxwell ont alors pour expression :

∇ ·DL
ω = −∇ · PNL

ω i.e. ∇ · (εrε0Eω) = −∇ · PNL
ω (3.6)

∇ · Bω = 0 (3.7)
∇× Eω = iωBω (3.8)

∇× Bω = −µ0iωDL
ω − µ0iωPNL

ω

i.e. ∇× Bω = −iωµ0ε0εrEω − µ0iωPNL
ω (3.9)

Les efficacités des processus non-linéaires étant très faibles, on néglige les champs

Eωi et Eωs devant Eωp . On fera donc l’approximation ε0εrEωp � ε0
↔
χ
(2)

Eωi Eωs i.e.
Dωp ' ε0εrEωp ce qui est équivalent à dire que le champ de pompe vérifie les équa-
tions de Maxwell dans un diélectrique linéaire. Négliger le terme de dipôle non-
linéaire devant le terme linéaire n’est plus possible dans les équations de Maxwell

aux fréquences idler et signal car on ne peut plus négliger ε0
↔
χ
(2)

Eωp Eωs devant
ε0εrEωi . Dans ces deux cas, on garde donc le terme PNL

ω issu du couplage avec les
autres champs.

Présentons la nouvelle équation de propagation pour le champ de signal : en par-
tant du rotationnel de l’équation 3.8 et en remplaçant le terme ∇× Bω par son ex-
pression 3.9, on trouve une équation avec un terme source issu du couplage avec les
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champs de pompe et idler

∇× (∇× Eωs) = µ0ω2
s Dωs (3.10)

= µ0ω2
s ε0εrEωs + µ0ω2

s
↔
χ
(2)

Eωp E∗ωi︸ ︷︷ ︸
terme de couplage

(3.11)

de même, on peut montrer que le champ idler vérifie

∇× (∇× Eωi)− µ0ω2
i ε0εrEωi = µ0ω2

i
↔
χ
(2)

Eωp E∗ωs (3.12)

Comme il a été montré que Eωp est indépendant de Eωi et Eωi dans le cadre de l’ap-
proximation de la pompe non déplétée, les équations 3.11 et 3.12 forment un système
d’équations différentielles linéaires sans second membre couplées pour Eωi et Eωs .
Remarquons alors que les solutions qui vérifient les conditions initiales Eωi(t = 0) =
Eωs(t = 0) = 0 sont les solutions nulles.

L’approche classique de ce problème d’électromagnétisme conduit donc à prédire
l’absence de champs électromagnétiques signal et idler générés par ce processus.

En réalité, le champ électrique à fréquence ωi ou ωs n’est pas rigoureusement nul
mais fluctue—on parle de bruit de fluctuation quantique. C’est ce terme non nul qui
est amplifié lors du processus de SPDC. Plusieurs approches peuvent être dévelop-
pées afin de simuler ce phénomène. Lantz et al [80] présentent et comparent deux
méthodes : une approche stochastique où les auteurs résolvent numériquement les
équations de propagation dans lesquelles est injecté un terme de bruit, et une ap-
proche quantique où la connaissance exacte des champs est abandonnée au profit
de l’expression des corrélations entre les champs. Dans notre travail, nous adoptons
la seconde méthode. La partie 3.2 présente le formalisme adopté et le modèle déve-
loppé, et la partie 3.3 décrit les résultats.

3.2 Formalisme quantique

3.2.1 Description de l’état du système

L’état du rayonnement est décrit par un état de Fock |· · ·N(ω) · · ·〉 ∀ω > 0 où
N(ω) est le nombre de photons de pulsation ω. Comme nous considérons la conver-
sion d’un photon de pompe en deux photons indicés, cela restreint la notation aux
états de type :

|· · · 0, N(ωp) , 0 · · · 0, N(ωs) , 0 · · · 0, N(ωi) , 0 · · ·〉 (3.13)

On notera cet état |Np, Ns, Ni〉 pour des raisons de simplicité. Cette notation très
condensée ne décrit pas de façon exhaustive l’état du système. En particulier, ni la
polarisation ni le vecteur d’onde de chacun des photons impliqués n’y apparaissent.
Cependant, ces propriétés sont prises en compte dans la théorie que nous avons dé-
veloppée.
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En théorie quantique de la mesure [81], l’amplitude associée à la corrélation entre
la détection conjointe d’un photon de polarisation α1 en r1 à t1 et d’un photon de
polarisation α2 en r2 à t2 est obtenue en multipliant l’état avant mesure du système
|Ψint〉 par deux opérateurs destruction de photon puis en projetant l’état ainsi obtenu
sur l’état final |ψ f 〉. Le corrélateur associé G se déduit en prenant la norme au carré
de la quantité ainsi obtenue :

G(α1, r1, t1, α2, r2, t2) =
∣∣∣〈ψ f | Ê

(+)
α1 (r1, t1)Ê(+)

α2 (r2, t2) |ψint〉
∣∣∣2 (3.14)

Dans la partie qui suit, nous voulons expliciter l’expression de l’état du système
|ψint〉 lorsque l’on considère l’interaction d’un champ de pompe avec un cristal non-
linéaire.

3.2.2 Modélisation de la SPDC en théorie des perturbations

L’état du système après interaction linéaire avec le cristal non-linéaire est décrit
par :

|ψi〉 = |Np, 0, 0〉 (3.15)

Cet état peut être généralisé en sommant sur différent Np (pour décrire l’état d’un
laser) et différentes fréquences (pour traiter l’aspect pulsé). L’état du système après
interaction non-linéaire est obtenu en notation Hamiltonienne par :

|ψint〉 = exp
[
−
∫ i

h̄
Ĥintdt

]
|ψi〉 (3.16)

où Ĥint est l’Hamiltonien d’interaction. Ce dernier est défini comme :

Ĥint(t) = −
∫

V
d3rnÊ(+)

p (rn, t) · ε0
↔
χ
(2)

: Ê(−)
s (rn, t) Ê(−)

i (rn, t) + h.c.c. (3.17)

Les opérateurs Ê(−)
s/i (r, t) (resp. Ê(+)

p (r, t)) sont les opérateurs champ électrique asso-
ciés à l’opérateur création de photon idler et signal (resp. destruction de photon pompe)
en r. On remarquera dans [82] que cette approche conduit à un Hamiltonien avec
un facteur 1/3. Comme ici nous ne considérons pas les permutations des opérateurs
champ pour l’idler, le signal et la pompe, ce facteur n’a pas lieu d’être.

Pour des cristaux de taille nanométrique, l’interaction non-linéaire d’ordre 2 est
très faible ĤintTr � h̄ de sorte que nous adoptons une approche perturbative au
premier ordre

|ψint〉 ≈
(

1− i
h̄

∫
Ĥintdt

)
|ψi〉 (3.18)

Ce formalisme Hamiltonien est usuellement utilisé pour décrire les systèmes sans
pertes. Cependant, il a été montré que cette approche est robuste dans le cas de sys-
tèmes étudiés ici [82].
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3.2.3 Prise en compte d’une excitation pulsée

Nous posons plusieurs hypothèses de travail en lien avec les travaux expérimen-
taux menés au sein de l’équipe. En particulier, le laser est une source pulsée avec
une fréquence de répétition ωr/2π. Nous pouvons ainsi développer l’expression
du champ d’excitation en série de Fourier. Les différentes fréquences mises en jeu
sont loin des fréquences de résonances électroniques, ce qui implique que les ni-
veaux intermédiaires représentés en pointillés dans la figure 3.1 sont des niveaux
virtuels qu’on ne peut pas peupler. Par conséquent, le processus de SPDC est consi-
déré comme instantané dans le cristal diélectrique, et les amplitudes des champs
électromagnétiques signal et idler ont la même périodicité temporelle que le champ
de pompe. Nous pouvons alors développer les expressions des opérateurs champ en
série de Fourier de fréquence fondamentale ωr.

Ê(+)
p (r, t) = ∑

{ωp=kωr| k∈N+}
Ê(+)

p (r, ωp)e−iωpt (3.19)

Ê(−)
i/s (r, t) = ∑

{ωi/s=kωr| k∈N+}
Ê(−)

i/s (r, ωi/s)e+iωi,st (3.20)

Ĥint = ∑
ωp

∑
ωs

∑
ωi

−
∫

V
d3rnÊ(+)

p (rn, ωp) · ε0
↔
χ
(2)

: Ê(−)
i (rn, ωi) Ê(−)

s (rn, ωs)ei(−ωp+ωs+ωi)t

+ h.c.c.
(3.21)

À ce stade, nous n’avons fait aucune hypothèse sur l’énergie des photons générés, et
c’est pour cela que dans les sommes sur les coefficients de Fourier des champs asso-
ciés à l’idler et au signal, il n’est imposé aucune condition sur ωs et ωi. La conserva-
tion de l’énergie émerge sous certaines hypothèses lorsque l’on évalue l’intégrale 3.18
dans laquelle est injectée l’expression 3.21∫ Tr

0
Ĥint(t)dt ∝

∫ Tr

0
ei(−ωp+ωs+ωi)t dt = Trδ(ωp, ωi + ωs) (3.22)

Le laser étant pulsé et les processus instantanés, on peut se restreindre à évaluer
l’intégrale 3.22 sur l’intervalle de temps Tr = 2π/ωr. Dans la mesure où ωp, ωi, et ωs
sont des multiples de ωr, l’intégrale 3.22 est un delta de Kronecker qui, lorsqu’on le
réinjecte dans l’expression du hamiltonien 3.21, impose la conservation de l’énergie
ωp = ωs + ωi. À ce stade de la démonstration, l’état du rayonnement s’écrit :

|ψint〉 = |Np, 0, 0〉+
i
h̄

Tr ∑
ωp

∑
ωs

∫
V

d3rnÊ(+)
p (r, ωp) · ε0

↔
χ
(2)

: Ê(−)
s (r, ωs) Ê(−)

i (r, ωp −ωs) |Np, 0, 0〉

(3.23)

Dans le premier terme, le nombre de photons de pompe est inchangé. C’est l’état
du système si le photon de pompe n’interagit que de façon linéaire avec le cristal de
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KTP. Dans le second terme, on applique successivement deux opérateurs associés à
la création des photons idler et signal, puis un opérateur associé à la destruction du
photon de pompe. Le second terme correspond donc à une somme sur les pulsation
pompe et signal d’états de type |Np − 1, 1, 1〉, c’est-à-dire une superposition d’état.

À l’issue de ce développement, nous avons obtenu une expression de l’état d’un
système juste après interaction du champ de pompe avec un cristal non-linéaire.
Nous avons déduit des hypothèses de travail que le système se trouve dans une
superposition de l’état à un photon et de plusieurs états à deux photons. Dans la par-
tie qui suit, nous explicitons l’influence de l’environnement et de la collection sur la
mesure du nombre de paires de photon générées par seconde.

3.2.4 Détection conjointe du signal et de l’idler

Le premier terme de l’expression de |ψint〉 (équation 3.23) décrit le système après
une interaction linéaire. Il disparait dans la suite du calcul car on applique des opéra-
teurs destruction de photon à des fréquences différentes de la fréquence d’excitation.
On ne s’intéresse donc qu’au second terme de la somme dans lequel apparaissent les
deux opérateurs champ associés à la création d’une paire de photons.

De la même façon que précédemment, nous développons les opérateurs Ê(+)
α1 (r1, t1)

et Ê(+)
α2 (r2, t2) intervenant dans le corrélateur G en séries de Fourier.

G(α1, r1, t1, α2, r2, t2) =

∣∣∣∣ 〈ψ f |
i
h̄

Tr ∑
ω1

∑
ω2

∑
ωp

∑
ωs

Ê(+)
α1 (r1, ω1)e−iω1t1 Ê(+)

α2 (r2, ω2)e−iω2t2

×
∫

V
d3rnÊ(+)

p (rn, ωp) · ε0
↔
χ
(2)

: Ê(−)
s (rn, ωs) Ê(−)

i (rn, ωp −ωs)

× |Np, 0, 0〉
∣∣∣∣2

(3.24)

Nous verrons, plus loin dans le calcul, que les photons collectés après interaction
sont sélectionnés en longueur d’onde. Une des conséquences est que seuls les pho-
tons idler et signal peuvent être détectés. Le seul état |ψ f 〉 possible est donc obtenu
après annihilation du photon idler et signal : |ψ f 〉 = |Np − 1, 0, 0〉. De plus, comme
il a été mentionné précédemment, |ψi〉 est un état cohérent : on peut alors l’écrire
|Np〉 ⊗ |0, 0〉, et traiter distinctement la partie correspondante aux fréquences signal
et idler

〈0, 0| Ê(+)
α1 (rn, ω1)Ê(+)

α2 Ê(−)
s (rn, ωs) Ê(−)

i (rn, ωp −ωs) |0, 0〉 (3.25)

de celle du champ de pompe

〈Np − 1| Ê(+)
p (rn, ωp) |Np〉 (3.26)
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En particulier, l’opérateur champ appliqué à un état cohérent puis projeté sur l’état
|Np − 1〉 vaut E(rn, ωp) l’amplitude classique du champ correspondant. Avec ces ob-
servations, l’expression de G peut être réécrite

G(α1, r1, t1, α2, r2, t2) =

∣∣∣∣ i
h̄

Tr ∑
ω1

∑
ω2

∑
ωp

∑
ωs

∑
αi,αs,αp

∫
V

d3rnEαp(rn, ωp)ε0χ
(2)
αpαiαs e

−iω1t1e−iω2t2

× 〈0, 0| Ê(+)
α1 (r1, ω1)Ê(+)

α2 (r2, ω2)

× Ê(−)
αs (rn, ωs) Ê(−)

αi (rn, ωp −ωs) |0, 0〉
∣∣∣∣2

(3.27)

où dans un souci de clarté, les opérateurs créations sont à présent remplacés par leur
décomposition Ê(−)

α dans la base (x, y, z).

G(α1, r1, t1, α2, r2, t2) =

∣∣∣∣ i
h̄

Tr ∑
ω1

∑
ω2

∑
ωp

∑
ωs

∫
V

d3rn ∑
αp,αi,αs

Eαp(rn, ωp)ε0χ
(2)
αpαiαs

× 〈0| Ê(+)
α1 (r1, ω1)Ê(−)

αs (rn, ωs) |0〉 e−iω1t1

× 〈0| Ê(+)
α2 (r2, ω2)Ê(−)

αi (rn, ωp −ωs) |0〉 e−iω2t2

∣∣∣∣2
(3.28)

La quantité 〈0| Ê(+)
α (r′, ω′)Ê(−)

β (r, ω) |0〉 est appelé un correlateur car elle quantifie
la corrélation entre le champ électrique à pulsation ω en r et le champ électrique à
pulsation ω′ en r′. Du point de vue quantique, cela revient à créer un photon en r
à partir d’un état vide, et à évaluer sa présence en r′ (si ω′ = ω) : nous allons voir
en 3.2.5 que ce processus n’est rien d’autre qu’une propagation de r vers r′, ce qui
explique que le corrélateur est lié à une quantité classique : la fonction de Green.

3.2.5 Modélisation de l’environnement et fonction de Green

La création des photons signal et idler procède de l’apparition de courants élec-
triques à des fréquences différentes de la fréquence d’excitation dans le cristal de
KTP. L’objet du développement suivant est de formaliser la façon dont ces courants
radient un champ électromagnétique en supposant que le milieu environnant est li-
néaire.

Considérons un élément de courant j(r)d3r dans un milieu linéaire. D’après les
équations de Maxwell, il résulte de ce courant un champ électromagnétique induit
(dE, dB) qui se propage dans le milieu. La propriété de linéarité permet d’affirmer
qu’il existe une fonction L — la réponse linéaire du milieu — telle qu’en tout point
r′, on puisse écrire :

dE(r′) = L(r′, r)j(r)d3r

Le champ électrique total est la somme de tous les champs induits par tous les élé-
ments de courant

Etot(r′) =
∫

V
L(r′, r)j(r)d3r (3.29)
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On appelle fonction de Green G la fonction G = L/(iωµ0). Cette fonction contient
toute l’information sur la propagation du champ électromagnétique dans le milieu.
Si la fonction de Green G(r, r′) en présence d’une sphère de matière a une expression
analytique, ce n’est plus le cas pour un objet de forme quelconque. L’approche analy-
tique doit faire place à une étude numérique. Pour cela, il faut résoudre les équations
de Maxwell dans un milieu excité avec un dipôle d’amplitude p0 orienté successive-
ment selon x, y et z, de sorte que les éléments du tenseur G reliant le dipôle au champ
s’écrivent :

Gi,j =
iω2µ0Ei

p0,j
(3.30)

Dans l’approximation de champ lointain, il a été montré [79] que cette fonction est
proportionnelle au corrélateur (au sens quantique) entre r et r′.

〈0| Ê(+)
α (r′, ω′)Ê(−)

β (r, ω) |0〉 = h̄ω2

iε0c2G
ω
α,β(r

′, r)
δ(ω′, ω)

Tr
(3.31)

La fonction de Green G(r, r′) quantifie donc la corrélation entre le champ en r et le
champ en r′ dans le cas d’une propagation dans un milieu linéaire. Remarquons que
cette propriété n’est plus vraie s’il y a plus d’un photon de pulsation ω impliqué dans
le processus : on ne peut alors pas exclure des interactions photon-photon de type
effet Hong-Ou-Mandel (phénomène non classique de coalescence de deux photons
ayant lieu lorsque leurs trajectoires se croisent sur une lame séparatrice). Dans ce
travail, la propagation du signal et de l’idler est supposée classique même dans le
cas dégénéré où les deux photons ont la même fréquence.

En injectant l’expression 3.31 dans 3.28, il vient

G(α1, t1, r1, α2, t2, r2) =

∣∣∣∣∣∣ ∑
ωp,ω1

∑
αp,αs,αi

∫
V

Eαp(rn, ωp) · ε0χ
(2)
αp,αs,αi

×
h̄ω2

1
iε0c2G

ω1
α1,αs(r1, rn)×

e−iω1t1

Tr

×
h̄(ωp −ω1)

2

iε0c2 Gωp−ω1
α2,αi (r2, rn)×

e−i(ωp−ω1)t2

Tr

× d3rn iTr/h̄

∣∣∣∣∣∣
2

.

(3.32)

Ce résultat est remarquable : l’expression du corrélateur G, bien que décrivant un
phénomène issu de fluctuations quantiques du vide, ne dépend de quantités clas-
siques — le champ proche au fondamental et les fonctions de Green aux fréquences
signal et idler.

3.2.6 Nombre de corrélations par pulse

Montrons sur un exemple simplifié que le corrélateur G n’est pas une quantité
directement mesurable, et qu’il nous faut définir une autre quantité, accessible expé-
rimentalement : le nombre de corrélations Ncorr.
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Supposons que la destruction d’un photon de pompe conduise à la création d’une
paire (signal,idler) de pulsations données (ωs, ωi) (c’est un cas particulier de la dé-
marche adoptée jusqu’à présent, pour laquelle on a une superposition de différentes
paires (signal,idler)). G a pour expression simplifiée

G(ωs, ωi) =
∣∣∣〈ψ f | Ê

(+)
α1 (r1, ωs)e−iωstÊ(+)

α2 (r2, ωi)e−iωit |ψint〉
∣∣∣2 .

Comme Ê(+)
α1 (r1, ωs) est homogène à un champ électrique noté Ei, G est homogène

à |Ei|2 |Es|2. Notons Πi/s = cε0|Ei/s|2/2 la puissance surfacique associée au champ
électromagnétique du signal et de l’idler. En terme d’homogénéité, G est homogène
au produit des puissances surfaciques de chaque champ à un facteur (2/cε0)

2 près.
Cet exemple montre que l’évaluation de G nécessite de mesurer les intensités as-

sociées aux champs signal et idler. Étant donné les très faibles intensités mises en jeu
(le processus de SPDC est très peu efficace), les capteurs utilisés sont des détecteurs
de photon, qui mesurent un nombre de photons Ni/s =

∫
S

∫
T

〈
Πi/s

〉
d2S dt/h̄ωi/s. Il

apparait ainsi naturel d’exprimer le taux de création de paires en terme de nombre
de photons signal et idler détectés plutôt qu’en fonction des intensités des champ
associés. Remarquons que le nombre de corrélations est homogène à

NiNs =

∫
S

∫
T 〈Πi〉d2S dt

h̄ωi

∫
S

∫
T 〈Πs〉d2S dt

h̄ωs
(3.33)

=
∫

S

∫
T

cε0 |Ei|2

2h̄ωi
d2S dt

∫
S

∫
T

cε0 |Es|2

2h̄ωs
d2S dt (3.34)

Autrement dit, pour convertir le corrélateur G en un nombre de corrélation, il faut
renormaliser Ei (resp. Es) par un facteur

√
ε0c/2h̄ωi (resp.

√
ε0c/2h̄ωs), et intégrer

temporellement et spatialement. Notons N 1
corr le nombre de corrélations issues d’un

seul pulse. Pour exprimer cette quantité, il faut effectuer la renormalisation détaillée
ci–dessus, puis intégrer temporellement sur la durée d’un pulse et spatialement sur
la surface S des détecteurs. L’expression du nombre de corrélations associé à la paire
de photons est donc donnée par

N 1
corr(α1, α2) =

x

S

∫
Tr

∫
Tr

∣∣∣∣∣∣ ∑
ωp,ω1

∑
αp,αs,αi

∫
V

Eαp(rn, ωp) · ε0χ
(2)
αp,αs,αi

× ε0c
2h̄ω1

h̄ω2
1

iε0c2G
ω1
α1,αs(r1, rn)×

e−iω1t1

Tr

× ε0c
2h̄(ωp −ω1)

h̄(ωp −ω1)
2

iε0c2 Gωp−ω1
α2,αi (r2, rn)×

e−i(ωp−ω1)t2

Tr

× d3rn iTr/h̄

∣∣∣∣∣∣
2

dt1 dt2 d2S1 d2S2.

(3.35)

La suite est quelque peu technique mais permet de simplifier cette expression en
utilisant une approche classique dans des phénomènes d’interférence. Pour ce faire,
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remarquons que N 1
corr peut s’écrire de la façon suivante :

N 1
corr(α1, α2) =

x

S

∫
Tr

∫
Tr

∣∣∣∣∣∣ ∑
ωp,ω1

F (ωp, ω1)e−iω1t1−i(ωp−ω1)t2

∣∣∣∣∣∣
2

× dt1 dt2 d2S1 d2S2.

(3.36)

En développant le module au carré, les deux intégrales temporelle de N 1
corr peuvent

être réécrites

∫
Tr

∫
Tr

∣∣∣∣∣∣ ∑
ωp,ω1

F (ωp, ω1)e−iω1t1−i(ωp−ω1)t2

∣∣∣∣∣∣
2

dt1 dt2 =

∫
Tr

∫
Tr

∑
ωp,ω1

F (ωp, ω1)e−iω1t1−i(ωp−ω1)t2 ∑
ωp′ ,ω1′

F ∗(ωp′ , ω′1)e
iω1′ t1+i(ωp′−ω1′ )t2 dt1 dt2 =

∑
ωp,ω1

∑
ωp′ ,ω1′

F (ωp, ω1)F ∗(ωp′ , ω′1)
∫

Tr
ei(ω1′−ω1)t1 dt1

∫
Tr

e(ωp′−ωp+ω1′−ω1)t2 dt2.

(3.37)

En utilisant le fait que
∫

Tr
e−i(ω−ω′)t dt = Trδ(ω, ω′), l’expression précédente peut

être simplifiée en

∫
Tr

∫
Tr

∣∣∣∣∣∣ ∑
ωp,ω1

F (ωp, ω1)e−iω1t1−i(ωp−ω1)t2

∣∣∣∣∣∣
2

dt1 dt2 = T2
r ∑

ωp,ω1

∣∣∣F (ωp, ω1)
∣∣∣2 , (3.38)

ce qui conduit à l’expression

N 1
corr(α1, α2) =

x

S
∑

ωp,ω1

ε2
0c2

4h̄2ω1(ωp −ω1)
T2

r

×

∣∣∣∣∣∣ ∑
αp,αs,αi

∫
V

Eαp(rn, ωp) · ε0χ
(2)
αp,αs,αi

×
h̄ω2

1
iε0c2G

ω1
α1,αs(r1, rn)×

1
Tr

×
h̄(ωp −ω1)

2

iε0c2 Gωp−ω1
α2,αi (r2, rn)×

1
Tr

× d3rn iTr/h̄

∣∣∣∣∣∣
2

d2S1 d2S2.

(3.39)
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ou de façon plus compacte

N 1
corr(α1, α2) =

x

S
∑

ωp,ω1

ω3
1(ωp −ω1)

3

4c6

×

∣∣∣∣∣∣ ∑
αp,αs,αi

∫
V

Eαp(rn, ωp) · ε0χ
(2)
αp,αs,αiG

ω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn)d3rn

∣∣∣∣∣∣
2

d2S1 d2S2.

(3.40)

Cette expression est très générale, et peut être simplifiée dans le cadre des expé-
riences menées au sein de l’équipe.

3.2.7 Hypothèses simplificatrices

L’évaluation du nombre de corrélations dépend en pratique de plusieurs aspects
expérimentaux qu’il nous faut prendre en compte pour obtenir une expression réa-
liste :

1. les pertes lors de la collection

2. la sélection en longueur d’onde par des spectromètres

3. l’aspect pulsé du champ électrique

4. les propriétés des détecteurs

Dans les parties suivantes, les pertes à la collection (hors pertes joules dans les
antennes métalliques) doivent être prises en compte. Ceci est réalisé en multipliant
chaque fonction de Green par la transmittance effective (expérimentale) en ampli-
tude du champ électromagnétique τ(ω).

N 1
corr(α1, α2) =

x

S
∑

ωp,ω1

∣∣∣τα1(ω1)τα2(ωp −ω1)
∣∣∣2 ω3

1(ωp −ω1)
3

4c6

×

∣∣∣∣∣∣ ∑
αp,αs,αi

∫
V

Eαp(rn, ωp) · ε0χ
(2)
αp,αs,αiG

ω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn)d3rn

∣∣∣∣∣∣
2

× d2S1 d2S2.

(3.41)

Dans un souci de réalisme, il faut imposer une sélection en longueur d’onde à
l’excitation (spectre du laser) et à la collection (filtrage des photons signal et idler par
des spectromètres)
• Le spectre du champ d’excitation est modélisé par une fonction rectangle de

largeur ∆ωp centrée en ωp. La largeur du spectre vérifie ∆ωp · tpulse ' 1, ∆ωp

est de l’ordre de 5× 1012 s−1. Comme le champ pulsé avec une période Tr, la
fonction rectangle est multipliée par un peigne de Dirac de pas ωr ; la figure 3.2
montre le spectre correspondant.
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ω

Ep(ω)

· · ·

ωp

∆ωp

ωr

FIGURE 3.2 – Représentation schématique de l’allure du spectre du champ d’excita-
tion. Les valeurs de ∆ωp et ωr ne sont pas à l’échelle.

• Les spectromètres imposent à la collection une sélection en longueur d’onde
∆λ ' 10 nm (soit ∆ω1 ' 5× 1012 s−1). Le fait que ∆ω1 = ∆ωp est volontaire
pour que l’intégralité du signal associé à une impulsion passe dans le spectro-
mètre.

On approximera donc la double somme ∑ωp ∑ω1
(·) par

∑
ωp∈[ωp−∆ωp/2,ωp+∆ωp/2]

 ∑
ω1∈[ω1−∆ω1/2,ω1+∆ω1/2]

(·)

 (3.42)

(cf figure 3.2)
Enfin, compte–tenu des faibles facteurs de qualité des résonances plasmoniques,

la quantité

A(ωp, ω1) =
∣∣∣τ(ω1)τ(ωp −ω1)

∣∣∣2 ω3
1(ωp −ω1)

3

4c6

×

∣∣∣∣∣∣ ∑
αp,αs,αi

∫
V

Eαp(rn, ωp) · ε0χ
(2)
αp,αs,αiG

ω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn)d3rn

∣∣∣∣∣∣
2

(3.43)

varie lentement sur les plages de pulsation ∆ωp et ∆ω1. Par conséquent, la double
somme sur la quantité A(ωp, ω1) est simplement une évaluation de A en (ωp, ω1)

multipliée par le nombre de delta de Dirac dans les spectres de Ep et E1, soit ∆ωp
ωr

∆ω1
ωr

.
L’expression du nombre de corrélations est alors

N 1
corr(α1, α2, ω1, ωp) =

∆ωp

ωr

∆ω1

ωr

ω3
s (ωp −ω1)

3

4c6

∣∣∣τ(ω1)τ(ωp −ω1)
∣∣∣2

×
x

S

d2r1 d2r2

∣∣∣∣ ∫V
d3rn ∑

αp,αi,αs

Eαp(rn, ωp)χ
(2)
αpαiαs

× Gω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn)

∣∣∣∣2
(3.44)
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t

Ppulse

∆tp ∆tp

Tr

P inst

· · ·

FIGURE 3.3 – Représentation schématique de l’allure de la puissance instantanéeP inst

reçue au cours du temps dans le cas d’un laser pulsé de période temporelle Tr, et de
largeur de pulse ∆tp. La valeur de ∆tp n’est pas à l’échelle.

Les détecteurs (des photo-diodes à avalanches de surface S) fournissent des ré-
ponses intégrées temporellement sur un temps Tac et spatialement sur une surface
S. Dans la mesure où deux pulses sont indépendants et les réponses instantanées, il
ne peut y avoir de corrélations entre deux photons issus de deux pulses différents
dans notre étude, ce qui implique que le nombre de corrélations mesurées pendant
Tac, noté Ncorr, a pour expression Ncorr(α1, α2, ω1, ωp) =

Tac
Tr
N 1

corr(α1, α2, ω1, ωp)

Ces modifications conduisent à l’expression 3.45 du nombre de corrélations mesu-
rées pendant un temps d’acquisition Tac

Ncorr(α1, α2, ωp, ω1) =Tac
∆ωp

ωr

∆ω1

ωr

ω1
3(ωp −ω1)

3

4c6Tr

∣∣∣τ(ω1)τ(ωp −ω1)
∣∣∣2

×
x

S

dr1 dr2

∣∣∣∣ ∫V
d3rn ∑

αp,αi,αs

Eαp(rn, ωp)χ
(2)
αpαiαs

× Gω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn)

∣∣∣∣2
(3.45)

3.2.8 Implémentation numérique

L’expression 3.45 implique de connaitre l’amplitude complexe du champ de pompe
Eαp(rn, ωp), ici généré à l’aide d’un laser pulsé. Dans l’approche numérique adoptée,
la situation est différente car nous travaillons en régime harmonique à une longueur
d’onde fixée. Les deux situations correspondent donc à des amplitudes de champ dif-
férentes. Pour effectuer la conversion entre les deux régimes, il faut renormaliser Ep
en considérant que, dans les deux cas, la puissance reçue moyenne 〈P〉 est identique.

La figure 3.3 illustre de façon simplifiée la dépendance temporelle de la puis-
sance instantanée reçue dans le cas d’un laser pulsée. Il est aisé de montrer alors que
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〈
Ppulse

〉
= P inst∆tp/Tr. Or

P inst =
1
2

ε0c|Ep|2 (3.46)

et

Pcw =
1
2

ε0c|Ecw
p |2 (3.47)

où Ecw
p est l’amplitude complexe du champ de pompe en régime harmonique. Comme

il faut que
〈
Ppulse

〉
= Pcw, il viens Ecw

p
√

Tr = Ep
√

∆tp, ce qui est équivalent à

Ep =

√
ωr

∆ωp
Ecw

p . (3.48)

Ainsi :

Ncorr(α1, α2, ωp, ω1) =Tac∆ fs
ω1

3(ωp −ω1)
3

4c6

∣∣∣τ(ωs)τ(ωp −ω1)
∣∣∣2

×
x

S

d2r1 d2r2

∣∣∣∣ ∫V
d3rn ∑

αp,αi,αs

Ecw
αp (rn, ωp)χ

(2)
αpαiαs

× Gω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn)

∣∣∣∣2
(3.49)

Cette expression est particulièrement intéressante car elle permet de voir l’influence
de différentes contributions sur l’efficacité du processus :
• Le terme Ecw

αp (rn, ωp)χ
(2)
αpαiαs traduit la capacité de la structure à générer des

paires de photons en champ proche. Comme le montre la figure 3.4, le champ
proche à la fréquence fondamentale Ecw(rn, ωp) présente une forte localisa-
tion spatiale à proximité des structures plasmoniques ; c’est la forte exaltation
du champ proche, qui accompagne le confinement, que nous souhaitons ex-
ploiter pour optimiser Ncorr.
• Le terme Gω1

α1,αs(r1, rn)G
ωp−ω1
α2,αi (r2, rn) quantifie la facilité de la structure non-

linéaire à rayonner les photons idler et signal en champ lointain. Ces fonctions
de Green dépendent de l’environnement — diélectrique et plasmonique —
de la source de photons. Comme les structures que nous voulons étudier ne
présentent pas de mode analytique, il faut là encore déployer une approche
numérique pour évaluer ces quantités.

Que ce soit pour évaluer le champ proche ou pour calculer la radiation en champ
lointain d’un dipole, l’outil numérique présenté et utilisé dans les parties 1.4 et 2
permet de modéliser ces processus linéaires.

3.3 Résultats

Nous nous intéressons à la création de paires de photon dans un cristal de KTP
intégré à une structure plasmonique composée de deux antennes d’aluminium. L’en-
semble est posé sur un substrat d’indice 1.518 et le milieu environnant est d’indice 1.
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x

z

FIGURE 3.4 – Norme du champ diffusé évaluée numériquement dans un plan en
coupe d’une particule hybride composée d’une antenne d’aluminium (annotée Al)
couplée à une cristal de KTP (annoté NC). L’excitation est réalisée par un faisceau
gaussien de puissance 100 µW polarisé selon l’axe antenne-cristal, focalisé sur l’an-
tenne et se propageant vers les z croissants. Remarquer que l’échelle de couleur est
saturée à 5× 106 V/m; l’amplitude maximale du champ diffusé est indiquée en in-
sert.
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FIGURE 3.5 – Évaluation numérique de G11 la composante xx de la fonction de Green
associée à un dipôle (λ = 850 nm) orienté selon l’axe x et situé au centre d’un cris-
tal de KTP (a) isolé, et (b) couplé à une antenne d’aluminium (structure représen-
tée figure 3.4). Le système de collection est composé d’un objectif à forte ouverture
numérique et d’une lentille de distance focale f = 16.5 cm. Le cercle en pointillés
représente le contour d’un détecteur circulaire de 170 µm de diamètre.

L’excitation consiste en un laser pulsé à 80 kHz. Comme le champ électrique est forte-
ment orienté selon l’axe des antennes au niveau du gap [7], nous nous plaçons dans le
cas optimal où le cristal de KTP est orienté de sorte que son axe de plus grande non-
linéarité (associé au coefficient χ

(2)
333 du tenseur non-linéaire d’ordre 2) soit confondu

avec l’axe des antennes. En terme de longueur d’onde, nous nous intéressons à la
situation « symétrique » de la SHG étudiée dans le chapitre 2 : λp =425 nm, λi =
λs =850 nm.

Pour modéliser le terme source SPDC, il faut évaluer l’intégrale sur le volume du
cristal

∫
V d3rnEcw

αp (rn, ωp)χ
(2)
αpαiαsG

ω1
α1,αs(r1, rn)G

ωp−ω1
α2,αi (r2, rn). Le terme à la fréquence

pompe Ecw
αp est calculé par éléments finis comme dans la partie 1.4. La focalisation se

fait à travers un objectif à immersion (indice de l’huile 1.518) de forte ouverture nu-
mérique (NA = 1.3) centré sur le cristal. La figure 3.4 illustre l’amplitude du champ
proche à proximité d’une antenne d’aluminium couplée à un cristal de KTP. Même
si les réponses de chacune des composantes de la structures hybrides peuvent être
calculées indépendamment, le fort couplage entre le cristal et l’antenne rend indis-
pensable de calculer la réponse linéaire de l’ensemble. Les fonctions de Green sont
évaluées composante par composante à partir de leur expression [7] Gω

α,β(r, rn) =

iEcw
α (r, ω)λcε0/2π où Ecw

α est le champ électrique émis par un dipôle orienté selon β
dans le cristal, puis propagé en champ lointain jusqu’au détecteur. La collection est
réalisée en réflexion à travers l’objectif à immersion, puis à travers une lentille de col-
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lection de longueur de focalisation de 16.5 cm. La surface de détection est supposée
circulaire de diamètre 170 µm. La figure 3.5 illustre la forme de la partie réelle de G1,1
la composante xx de la fonction de Green pour un dipôle placé au centre d’un cristal
isolé ou inséré dans une particule Al130-KTP120 (le dipôle est orienté suivant l’axe
de l’antenne). Remarquons l’absence de symétrie verticale de la fonction de Green
associée à la structure hybride, qui est due à la rupture de symétrie induite par l’an-
tenne métallique. La façon dont la structure rayonne doit donc aussi être évaluée à
l’aide de simulations numériques afin de modéliser de façon fine le rayonnement en
champ lointain de la structure, très différent de celui d’un dipôle seul.

3.3.1 Influence de la géométrie des antennes

Pour optimiser la structure, nous avons effectué plusieurs calculs en faisant varier
la taille des antennes et la distance entre le cristal et les antennes afin d’optimiser
conjointement le couplage à l’excitation et l’efficacité à l’émission de la structure. Le
choix du métal s’est porté sur l’aluminium car ce matériau peut présenter des réso-
nances plasmoniques à l’excitation et à l’émission comme nous l’avons vu au chapitre
2. Nous avons choisi ici de travailler avec un cristal de diamètre 120 nm placé au mi-
lieu du gap entre les deux antennes car l’exaltation du champ proche y est forte.
Le laser est focalisé sur le cristal de KTP et polarisé dans l’axe des antennes. L’en-
semble {ligne de collection et détecteur} est supposé sans perte (τ = 1). Le temps
d’acquisition des détecteurs est fixé à Tac =1 s. La bande passante ∆ fs '4× 1012 Hz
correspond à une sélection en longueur d’onde de 10 nm. Dans un premier temps,
on ne calcule la réponse SPDC qu’avec un seul dipôle placé au centre du cristal de
KTP. La figure 3.6(a) présente la dépendance de log(Ncorr) avec ces deux paramètres :
on constate que le nombre de corrélations s’effondre lorsque le gap augmente tandis
que la dépendance avec la taille des antennes est moins critique. La géométrie op-
timale est obtenue pour un gap de la taille du cristal et des antennes de longueurs
130 nm. Pour comprendre pourquoi cette structure est optimale, nous avons tracé
en figure 3.6(b) le spectre d’absorption calculé numériquement pour une particule
hybride Al130-KTP120-Al130 de gap 130 nm. Le caractère doublement résonant aux
longueurs d’onde de la pompe et du signal/idler y est clairement observable. Il est
intéressant de noter que ces longueur d’antennes, conduisant à la géométrie générant
le plus de paires de photons par SPDC, sont également celles trouvées lors de l’opti-
misation de la SHG. Dans les deux cas, le caractère résonant à l’excitation comme à
l’émission revêt une grande importance dans l’exaltation de la non-linéarité.
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(nm)

(a) (b)

FIGURE 3.6 – (a) Logarithme du nombre de corrélations générées par une structure
hybride de gap et d’antennes de longueur variable. Le laser de longueur d’onde
425 nm est focalisé sur un cristal de KTP de 120 nm placé entre les deux antennes.
(b) Spectre d’absorption d’une structure hybride Al130-KTP-Al130. L’excitation est
obtenue en plaçant un dipole orienté parallèlement au substrat à 45° par rapport à
l’axe des antennes et localisé au centre du cristal de KTP.

La sélectivité en longueur d’onde (signal et pompe) de la réponse SPDC de la
structure doublement résonante est caractérisée dans la figure 3.7. En particulier, les
figures 3.7(a-b) mettent en regard la dépendance avec les longueurs d’onde pompe et
signal du nombre de corrélations dans le cas d’un cristal de KTP seul ou entouré par
deux antennes d’aluminium de 130 nm de long. La réponse du cristal isolé (3.7(a))
présente une faible dépendance fréquentielle. Pour expliquer cela, remarquons que
dans les sources macroscopique, l’efficacité du processus de SPDC est conditionnée
par un accord de phase [83] :

ki + ks = kp (3.50)

qui, dans le cas particulier où (i) tout les vecteurs d’onde sont colinéaires et (ii) le
signal et l’idler ont la même longueur d’onde, conduit à la condition sur les indices
optiques

2n(
ωp

2
) = n(ωp) (3.51)

Étant donnée la dépendance entre indice optique et pulsation, la condition d’accord
de phase implique une condition sur la pulsation du champ de pompe. À la diffé-
rence des sources macroscopiques, il ne peut pas y avoir d’accord de phase dans un
milieu non-linéaire de dimension sub-micrométrique. Pour s’en convaincre, rappe-
lons le principe d’incertitude d’Heisenberg : δrδk ≥ 1 où δr est l’incertitude sur la
localisation du photon, ici de l’ordre de 1× 10−7 m le diamètre du cristal. Cela im-
pose que δk ∼ 1× 107 m−1, or k = 2π/λ ∼ 1× 107 m−1 dans le visible. L’incertitude
sur le vecteur d’onde est telle que la condition d’accord de phase n’a plus de sens
dans des milieux non-linéaires de taille proche de la longueur d’onde.
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La réponse SPDC est en revanche fortement modifiée par le couplage avec les
structures plasmoniques (3.7(b)). Cela est encore plus évident si l’on s’intéresse au
facteur d’exaltation relatif, noté N hybrid

corr /N KTP
corr , qui quantifie la SPDC dans une struc-

ture hybride ramenée à la SPDC dans un cristal isolé. La figure 3.7(c) présente la
valeur de ce ratio en fonction des longueurs d’onde pompe et signal. On constatera
que pour des longueurs d’onde proches du cas doublement résonant, la présence de
résonance plasmonique permet d’atteindre un facteur d’exaltation relatif proche de
10, ce qui peut toutefois paraitre modeste.

Pour comprendre quelle importance tient l’émission en champ lointain des pho-
tons idler et signal dans cette efficacité de génération de photons, nous nous sommes
intéressés à la dépendance fréquentielle des fonctions de Green. Dans la mesure où
le cristal de KTP est orienté selon l’axe des antennes qui correspond à l’axe de pola-
risation du champ, les dipôles sources pour le champ idler et signal sont fortement
orientés dans la même direction. Par conséquent, le champ émis dépend principa-
lement des composantes de la fonction de Green associée à un dipôle orienté selon
x, à savoir G1,1, G2,1 et G3,1. La figure 3.7(d) montre la dépendance avec la longueur
d’onde de la quantité ∫

S1
∑
α1

∣∣Gα1,1(r1, rn)
∣∣2 d2S1

(appelée |G|2 pour simplifier la notation) dans le cas d’un cristal seul, de deux an-
tennes seules et d’une structure hybride Al130-KTP-Al130. La légère décroissance de
|G|2 avec λ dans le cas du cristal seul explique l’allure de la réponse en longueur
d’onde du nombre de corrélations dans cette configuration. L’ajout de deux antennes
plasmoniques couplées au cristal modifie fortement la capacité d’émission en champ
lointain : pour des longueurs d’onde inférieures à 700 nm, la structure hybride émet
moins bien qu’un cristal isolé, tandis que dans la zone λ ≥ 800 nm, l’émission est près
de trois fois plus efficace que pour le KTP seul. On constate bien ici le rôle d’antennes
joué par les structures plasmoniques : dans la configuration doublement résonante,
le facteur d’exaltation relatif est de 7 (valeur discuté en 3.3.2) alors qu’à l’inverse,
dans la configuration où |G|2 est minimal, le nombre de corrélations est fortement
déplété. On peut l’observer au voisinage de la ligne en pointillé dans la figure 3.7(b)
qui correspond au nombre de corrélations à λi =620 nm fixé.

Nous avons montré que la capacité de la structure à se coupler en champ lointain
est un critère important dans l’optimisation de sa réponse SPDC. Dans la suite, nous
discutons de l’effet du couplage en champ lointain pris simultanément avec l’exal-
tation du champ au voisinage des antennes plasmoniques, et en particulier du lien
avec la taille du cristal.

3.3.2 Effet de l’exaltation du champ électrique

Il n’a pas encore été fait mention de l’impact de l’exaltation du champ proche
à λp = 425 nm sur le nombre de corrélations. Pour quantifier cet effet sur le taux
de création de paires, l’expression 3.49 de Ncorr nous a incité à comparer le facteur
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FIGURE 3.7 – Nombre de corrélations générées par (a) un cristal de KTP de dia-
mètre 120 nm et (b) un cristal de KTP dans le gap (130 nm) entre deux antennes
de longueur 130 nm. La ligne en pointillés correspond au nombre de corrélations à
λi =620 nm fixé. Le cercle correspond au régime doublement résonant λp =425 nm,

λi = λs =850 nm. Le facteur d’exaltation (c) est défini comme le ratioN hybrid
corr /N KTP

corr ,
oùN hybrid

corr est le nombre de corrélations dans le cas d’une structure hybride, etN KTP
corr

est le nombre de corrélations dans le cas d’un cristal seul. L’émission en champ loin-
tain est pondérée par (d) l’intégrale sur la surface du détecteur de la norme au carré
de la fonction de Green |G|2. La courbe en trait plein correspond à la structure hy-
bride, celle en pointillés larges à deux antennes, et celle en pointillés fins à un cristal
de KTP seul. La longueur d’onde λi = 850 nm est représentée en rouge.
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d’exaltation relative de la SPDC

N hybrid
corr

N KTP
corr

' 6.7 (3.52)

au ratio

|Ghybrid
s |2|Ghybrid

i |2

|GKTP
s |2|GKTP

i |2
' 7.0 (3.53)

qui donne l’efficacité de radiation du signal et de l’idler par une structure hybride
par rapport au cristal seul. Le fait que ces deux quantités soient comparables suggère
que l’exaltation du champ proche à λp influe faiblement sur le nombre de corréla-

tions détectées. À ce stade, rappelons que N hybrid
corr a été évalué avec un unique terme

source localisé au centre du cristal : le nombre de corrélations, calculé de cette façon,
ne dépend donc que de la valeur du champ de pompe en un point unique du cristal.
La figure 3.8(a) présente le facteur d’exaltation défini comme le ratio de la norme du
champ électrique (évalué dans une section du cristal de KTP) avec et sans antenne
plasmonique. La section a été choisie parallèle au substrat, et passant par le centre
du cristal. On constate que bien que l’exaltation du champ proche peut atteindre un
facteur 2.4 sur les zones du cristal voisines des antennes, le champ au centre du cris-
tal n’est pas exalté. Pour évaluer le nombre de corrélations de façon à rendre compte
de cette disparité du champ électrique, nous avons calculé Ncorr dans le cas d’une
population de ∼ 500 dipôles distribués de façon homogène dans le volume du cris-
tal. Le nombre de corrélations estimé ainsi est alors plus faible d’environ 30%. La
diminution du nombre de paires détectées soulève une remarque : l’évaluation de∫

V Ecw(rn, ωp) ·
↔
χ
(2)

: εβsεβiG
ωs
α,βs

(r1, rn)G
ωp−ωs
α,βi

(r2, rn)drn, numériquement plus pré-
cise ici car on prend en compte les fortes variations du champ proche dans le cristal,
montre qu’il y a davantage de zones dans le cristal générant peu de SPDC en compa-
raison à la zone centrale. L’exaltation sur les bords du cristal ne compense pas la fai-
blesse de la réponse non-linéaire du cristal nanométrique. Par conséquent, pour que
l’exaltation du champ proche augmente de façon significative le nombre de paires
générées, il faut accroître la zone du cristal de KTP pour laquelle le champ est exalté.
Comme l’exaltation du champ proche décroit fortement lorsque l’on s’éloigne de plus
d’une vingtaine de nanomètres de l’antenne, il faut considérer des cristaux plus pe-
tits, et très proches des antennes, de sorte à augmenter le facteur relatif d’exaltation
de la SPDC.

La figure 3.8(c) présente ce facteur relatif d’exaltation pour des cristaux de tailles
variables couplés à deux antennes doublement résonantes d’aluminium ou simple-
ment résonantes d’or. On constate que lorsque la taille diminue, l’exaltation relative
de la SPDC augmente avec notamment un facteur 170 pour l’exaltation relative d’un
cristal de 50 nm de rayon entouré par deux antennes d’or. Pour un cristal de rayon
15 nm, le nombre de corrélations de la structure hybride atteint 1500 fois celui du cris-
tal seul (non représenté sur la figure 3.8(c)). Ce constat montre que la SPDC au sein
de petits cristaux peut être significativement exaltée au voisinage de structures plas-
moniques, pour atteindre une luminance de 5× 1023 pair/s/mm6/mW, comparable
avec les plus fortes luminances par des sources nanométrique (2× 1024 pair/s/mm6/mW
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FIGURE 3.8 – (a) Valeur absolue du facteur d’exaltation du champ proche
(λp =425 nm) calculé numériquement dans un nano cristal de KTP de 120 nm de dia-
mètre. Les champs ont été évalués dans un plan parallèle au substrat et passant par
le centre du cristal. Les antennes (en grisé) sont situées à gauche et à droite du cris-
tal, à une distance de 5 nm de la surface du diélectrique. (b) Facteur d’exaltation de
la SPDC pour des antennes d’or simplement résonantes (trait plein) et des antennes
d’aluminium doublement résonantes (trait pointillé). (c) Valeur absolue du facteur
d’exaltation du champ proche pour un cristal de 30 nm de diamètre. Remarquer que
les échelles de taille et de couleurs sont les mêmes pour (a) et (c). La position des
antennes n’est pas représentée dans le cas (c).
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FIGURE 3.9 – Comparaison des spectres d’absorption d’une structure hybride dou-
blement résonante en aluinium (trait noir), et d’une structure hybride simplement
résonante en or (trait rouge). Les spectres sont issus de simulation numériques ; l’ex-
citation consiste en une source dipolaire localisée dans le cristal de KTP. La zone gri-
sée correspond aux transitions interbandes de l’or, et la longueur d’onde à l’emission
λ = 850 nm est repérée en rouge foncé.

[54] obtenues à partir de quantum dots placés dans des cavités de Bragg). Cepen-
dant, il ne permet pas d’attribuer ce phénomène à l’exaltation du champ proche seul.
En effet, en réduisant la taille du cristal, on modifie aussi le couplage en champ
lointain quantifié par les fonctions de Green. De même que précédemment, il faut
comparer le facteur d’exaltation relative de la SPDC N hybrid

corr /N KTP
corr '1500 au ratio

|Ghybrid
s |2|Ghybrid

i |2/|GKTP
s |2|GKTP

i |2 ' 1000 dans un cristal de rayon 15 nm. Cet écart
significatif entre les deux quantités peut être expliqué par une exaltation d’environ
25% du champ proche. La figure 3.8(b) confirme cette exaltation du champ proche
pour un cristal de 15 nm de rayon. Par conséquent, plus le couplage antenne cristal
est fort, plus le taux de création de paires de photons est important. La principale
raison à cela est liée à la capacité des antennes de la structure à rayonner en champ
lointain les photons signal et idler (quantifiée par les fonctions de Green). L’exalta-
tion du champ proche n’est significative que pour des cristaux de taille proche de
la distance caractéristique de décroissance de l’onde évanescente au voisinage de la
surface des structures plasmoniques, de l’ordre de 20 nm. La contrepartie de l’emploi
de petits cristaux est leurs non-linéarité effective, qui décroit en fonction du volume
au carré. Une étude complémentaire est nécessaire pour trouver la taille du cristal
conduisant au meilleur compromis entre exaltation du champ, couplage optimal en
champ lointain, et faiblesse de la non-linéarité du cristal isolé.

Remarquons de plus que la configuration doublement résonante dans les struc-
tures Al130-KTP-Al130, évaluée comme étant optimale lors du dimensionnement des
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antennes d’aluminium, est environ deux fois moins efficace qu’une configuration
Au110-KTP-Au110 ! Cette structure ne présente pourtant pas de résonance à l’excita-
tion car l’or a de fortes transitions interbandes à 425 nm, comme nous l’avons vu en
partie 2.3.1. La figure 3.9 montre les spectres d’absorption des deux structures calcu-
lés numériquement. La finesse de la résonance vers λ = 850 nm est un peu plus fine
dans le cas de la structure hybride en or que pour celle en aluminium, ce qui pourrait
expliquer en partie le fort caractère non-linéaire de Au110-KTP-Au110. Nous pou-
vons aussi invoquer les pertes non radiatives à 850 nm, très forte dans l’aluminium
(Im(εr) ' 40) par rapport à celle de dans l’or (Im(εr) ' 2), comme constaté dans la
figure 2.7. Ces deux raisons inciteraient à utiliser l’argent pour la finesse des réso-
nances plasmoniques (voir figures 1.3 et 2.8) et la faiblesse des pertes joules dans le
volume, liées à la partie imaginaire de la permittivité diélectrique (voir figure 2.7).
Comme cela a déjà été évoqué, l’emploi de ce métal nécessite une passivation de sur-
face pour éviter qu’il ne s’oxyde en Ag2S ; expérimentalement, cela a déjà été réalisé
à l’aide de graphène [84].

Au vu des facteurs d’exaltation prédit dans ce travail, la réalisation de nano-
sources de paires de photons à partir de cristaux non-linéaires fortement couplés
à des nano structures plasmoniques est prometteuse. Plusieurs autres pistes peuvent
être explorées afin d’améliorer encore le nombre de paires détectées, par exemple :
• l’emploi d’antennes en argent plutôt que d’aluminium ou d’or, pour leurs ré-

sonances très fines
• le remplacement du KTP par de la ferrite de bismuth (BiFeO3, noté BFO), de

non-linéarité ∼800 pm/V� χ
(2),KTP
333 [85]

• l’utilisation de boites quantiques, usuellement de taille ∼10 nm [86], à la place
des cristaux non-linéaires. Cette démarche fait l’objet de [67, 68, 69].

3.4 Ouverture vers de futurs travaux sur l’intrication

Comme précisé dans l’introduction du chapitre 3, d’autres critères sont à respecter
si l’on veut construire des nano-sources intégrées de paires de photons. Nous avons
en particulier mentionné la possibilité d’intriquer le signal et l’idler, c’est-à-dire de
créer une paire de photons dans un état tel que la nature du signal soit corrélée à
celle de l’idler.

Illustrons ce phénomène sur l’exemple de l’intrication en polarisation. Un photon
seul peut avoir une polarisation horizontale (l’état correspondant est noté |H〉), une
polarisation verticale |V〉, ou une superposition des deux état a |H〉+ b |H〉 (avec la
condition |a|2 + |b|2 = 1, a 6= 0, b 6= 0). Si l’on considère maintenant deux photons
(indicé i pour idler et s pour signal), nous pouvons faire de même et dénombrer tout
les états |ψ〉 possibles : en toute généralité, il est possible de les écrire sous la forme

|ψ〉 = a |Hi, Hs〉+ b |Hi, Vs〉+ c |Vi, Hs〉+ d |Vi, Vs〉 , |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1
(3.54)

Le cas particulier b = c = 0 et a 6= 0, d 6= 0 est particulièrement intéressant, car l’état
du système s’écrit alors |ψ〉 = a |Hi, Hs〉 + d |Vi, Vs〉. Cela implique que lors d’une
mesure de la polarisation du photon signal, le résultat (H ou V par exemple) permet
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alors de connaitre l’état du photon idler. Il est possible de montrer que cette propriété
est préservée si l’on réalise la mesure dans une base différente que (|H〉 , |V〉).

(I) Il faut s’assurer que les photons générées lors du processus de SPDC sont iden-
tiquement polarisés (xx ou yy mais pas xy ni yx), étant données les couplages entre
les champ de pompe, signal et harmoniques imposés par les conditions

PNL
ωp

= ε0

3

∑
j=1

3

∑
k=1

3

∑
`=1

χ
(2)
jk`Ek,ωs E`,ωiuj (3.55)

PNL
ωs

= ε0

3

∑
j=1

3

∑
k=1

3

∑
`=1

χ
(2)
jk`E∗k,ωi

E`,ωpuj (3.56)

PNL
ωi

= ε0

3

∑
j=1

3

∑
k=1

3

∑
`=1

χ
(2)
jk`Ek,ωp E∗`,ωs

uj (3.57)

Lors du stage de Thomas Le Néel, nous avons commencé à caractériser les configu-
rations vérifiant

Ncorr(αi = αs = 0 ou 90)� Ncorr(αi = 0, αs = 90),Ncorr(αi = 90, αs = 0). (3.58)

dans un cristal massif et dans des nanocristaux de KTP en jouant sur les angles d’Eu-
ler définissant l’orientation cristalline.

(II) Nous voulons ensuite simuler une expérience pour évaluer si les inégalités de
Bell sont violées. Pour expliquer sommairement le concept de cette expérience, réa-
lisée expérimentalement par Aspect et al [87], considérons une source émettant un
photon signal et un photon idler, chacun étant collecté sur une ligne distincte. Chaque
ligne de collection comporte un cube séparateur, afin de mesurer la polarisation des
photons, et une lame demi-onde, afin de mesurer les polarisations du signal et de
l’idler dans des bases indépendantes. Appelons (xs, ys) la base de mesure de la pola-
risation du signal, et (xi, yi) la base de mesure de la polarisation de l’idler. À chaque
coïncidence entre une détection sur la ligne de collection signal et sur la ligne de
collection idler, quatre types d’événements sont possibles :

1. le signal est détecté avec une polarisation xs. Définissons A et A′ deux va-
riables aléatoires dont les valeurs sont choisie comme : A = 1 A′ = −1 dans
cette configuration.

2. l’événement contraire est défini comme la détection du signal avec une pola-
risation ys. Les deux variables aléatoires ont alors comme valeur A = −1 et
A′ = 1.

3. l’idler est détecté avec une polarisation xi. Définissons B et B′ deux variables
aléatoires dont les valeurs sont choisie comme : B = 1 B′ = −1 dans cette
configuration.

4. l’événement contraire est défini comme la détection de l’idler avec une pola-
risation yi. Les deux variables aléatoires ont alors comme valeur B = −1 et
B′ = 1.
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Définissons la quantité

S = E {AB}+ E
{

AB′
}
+ E

{
A′B′

}
−E

{
A′B

}
où E {·} est l’espérance de la mesure. Il peut être montré [87] que d’un point de vue
classique, −2 ≤ S ≤ 2. Cependant, si les photons sont intriqués, S > 2.

Le protocole, en cours d’implémentation, consiste à évaluer le nombre de corré-
lations Ncorr(αi, αs) pour αi = 0, αi = 90 et αs = α, αs = 90 + α, où α est un tilt de la
base dans laquelle est mesurée la polarisation du signal. Pour implémenter ce tilt, il
suffit d’ajouter une lame demi-onde dont un des axes neutres est incliné de α/2 par
rapport à l’axe x sur la ligne de collection du signal.

Montrons le lien entre les Ncorr et A, A′, B et B′ : Appelons Xs, Ys, Xi et Yi les
variables aléatoires booléennes (ne prenant que les valeurs 0 et 1) associées aux me-
sures possibles de polarisation du signal et de l’idler dans leurs bases respectives.
Ces variables sont liées à A, A′, B et B′ :

Xs =
A + 1

2
Ys =

A′ + 1
2

(3.59)

Xi =
B + 1

2
Yi =

B′ + 1
2

(3.60)

Remarquons d’une part que

E {XsXi} =
Ncorr(0, α)

Ncorr(0, α) +Ncorr(0, α + 90) +Ncorr(90, α) +Ncorr(90, α + 90)
(3.61)

et d’autre part que

E {XsXi} = E

{
A + 1

2
B + 1

2

}

=
1
4

E {AB}+ E {A}+ E {B}︸ ︷︷ ︸
0

+1


=

E {AB}+ 1
4

(3.62)

ce qui est équivalent à dire que

E {AB} = 4(E {XiXs} − 1) (3.63)

Des calculs similaires permettent d’expliciter E
{

A′B
}

, E
{

AB′
}

et E
{

A′B′
}

en fonc-
tion des Ncorr. S a pour expression

S = 4
Ncorr(0, α) +Ncorr(0, α + 90) +Ncorr(90, α + 90)−Ncorr(90, α)

Ncorr(0, α) +Ncorr(0, α + 90) +Ncorr(90, α + 90) +Ncorr(90, α)
− 2 (3.64)

Comme détaillé dans les parties 3.2 et 3.3, nous sommes en mesure de calculerNcorr à
partir de simulations numériques. L’évaluation de S est, en l’état actuel, en voie d’être
développée. Cela permettrait de prédire quelle structure hybride a le potentiel le plus
intéressant pour générer des paires de photons avec un fort degré d’intrication.
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Résumé

Nous avons mené une approche théorique de la génération de paires de photon
par SPDC à l’échelle nanométrique afin de prédire quantitativement le nombre de
corrélations générées par des structures composées d’un cristal non-linéaire couplé
à des antennes doublement résonantes. Le modèle développé est novateur par son
caractère mixte, alliant formalisme quantique et simulation numérique de quantités
classiques — champ proche à la fréquence d’excitation, et fonctions de Green aux
fréquence des champs signal et idler. Afin d’obtenir une évaluation réaliste de ces
quantités, nous avons utilisé le modèle numérique détaillé au chapitre 1.

Nous avons mis en évidence le rôle clé qu’ont les résonances plasmoniques sur
l’exaltation du champ proche et du couplage en champ lointain, en montrant qu’elles
modifient la réponse spectrale dans les structures nanométriques malgré l’absence de
condition d’accord de phase. La géométrie présentant le plus fort taux de création de
paires de photons est identique à celle conduisant à la plus forte SHG, vue lors du
chapitre 2. Dans cette configuration, nous avons vu que la génération de paires de
photon est possible à l’échelle d’une nanoparticule. Nous conjecturons que la réso-
nance d’une structure hybride à l’excitation entraine une augmentation du nombre
de corrélations jusqu’à trois ordres de grandeurs par comparaison avec la configu-
ration où le cristal est isolé. Nous avons ainsi mis en évidence le très fort potentiel
des structures hybrides en tant que nano-sources de paires de photons à température
ambiante, et la possibilité de construire des sources à deux photons compactes.

Enfin, nous avons décrit un protocole d’évaluation du caractère intriqué des pho-
tons générés par SPDC.





Conclusion

Dans ce travail de thèse, nous avons abordé plusieurs aspects de la réponse op-
tique de nanoparticules de formes et de compositions diverses. Le point commun
entre les différents projets abordés est le modèle numérique, très modulable, qui a
été développé afin de simuler de façon réaliste différents phénomènes optiques.

Nous avons dans un premier temps caractérisé la réponse linéaire d’antennes mé-
talliques dont les modes propres optiques —les modes plasmoniques— n’ont pas
d’expression analytique. Nous avons évalué leur spectre d’absorption afin de mettre
en évidence la présence de modes plasmoniques. Ensuite, nous avons mené une
étude de la réponse en cathodoluminescence d’antenne plasmonique en forme de
disques.

Dans une seconde partie, j’ai présenté une version de l’outil numérique permet-
tant de modéliser le processus de doublage de fréquence dans les métaux et les di-
électriques. Nous avons montré que la SHG dans les structures en aluminium est
principalement générée par des sources en surface du métal. Nous avons ensuite mis
en évidence les critères pertinents (composition, longueur) afin d’optimiser la ré-
ponse non-linéaire d’une particule métallique seule. Cette étude nous a permis d’ex-
hiber une géométrie d’antenne optimale pour générer de la SHG, car présentant une
résonance plasmonique à la fréquence fondamentale et à la fréquence harmonique.
Enfin, nous avons couplé deux antennes plasmoniques avec un cristal non-linéaire
afin de créer et d’étudier les propriétés d’une structure qui combine exaltation du
champ proche dans le cristal, fort couplage à l’excitation et forte émission à l’har-
monique. L’exaltation de la SHG a été prédite sur plusieurs ordres de grandeur, et
expérimentalement observée par notre équipe.

Dans la troisième et dernière partie de cette thèse est décrite la modélisation de
la création de paires de photons par des nanostructures plasmoniques hybrides. À
cet effet, nous avons développé une expression théorique du nombre de corrélations
de détections entre photons générée par SPDC au sein d’un nanocristal de KTP for-
tement couplé à des antennes résonantes. La particularité de cette approche est que
l’évaluation du taux de génération de paires ne nécessite que la modélisation de pro-
priétés linéaires classiques des particules étudiées. Ces simulations nous amènent à
prédire que l’effet du couplage d’un cristal non-linéaire avec des structures plasmo-
niques permet une exaltation jusqu’à trois ordres de grandeur du processus de SPDC.
Un protocole, en cours de développement, a alors été proposé pour évaluer le degré
d’intrication en polarisation des photons issus de la SPDC.
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Résumé

La nanophotonique non-linéaire offre une opportunité unique pour ouvrir de
nouvelles voies vers des applications dans les détecteurs, les ordinateurs et la crypto-
graphie quantique. Cependant, la faiblesse intrinsèque de la réponse non-linéaire des
milieux de taille inférieure au micromètres limite fortement l’efficacité des sources
optique à cette échelle. Combiner l’exaltation du champ électromagnétique dans les
métaux (appelée résonance plasmonique) et l’efficacité non-linéaire de nanocristaux
non-centosymétriques apparait extrêmement souhaitable et constitue le cœur de ce
projet.

Dans ce cadre, le travail présenté dans cette thèse consiste en une approche nu-
mérique quantitatives des processus linéaires et non-linéaires (génération de second
harmonique et de paires de photons) mis en jeu dans les nanostructures hybrides
afin de pouvoir « accorder » les résonances plasmoniques et optimiser le couplage
lumière-matière. L’étude menée prédit une exaltation par plusieurs ordres de gran-
deur des processus non linéaires modélisés au sein de particules composites.

Abstract

Nonlinear nanophotonics offers a unique opportunity to open new path toward
a wide range of pratical applications in sensors, quantum computers, cryptography
devices. The main challenge is to enhance nonlinear response of nanosized particles
in order to integrate them in optical components. On this purpose, we want to com-
bine the electromagnetic field enhancement in metals (due to a phenomenon called
plasmonic resonances) with non linear efficiency of non centrosymmetric nanocrys-
tals.

In this thesis, we present a numerical approach for simulating linear and non
linear optical processes (second harmonic generation and spontaneous numerical
down conversion) in hybrid nanostructures in order to « tune » plasmonic resonances
and optimize light/matter coupling. The study predicts an enhancement by several
orders of magnitude of the non linear phenomena modeled in composite nano par-
ticles.
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