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Rappel et Notations

Définition des formats:
x,X Grandeur scalaire

X Tenseur d’ordre 1 de composante x;
X Tenseur d’ordre 2 de composante X;;

X Tenseur d’ordre 4 de composante Xz,

Grandeurs mathématiques:
0i; Symbole de Kronecker

I  Tenseur identité d’ordre 2 I;; = 6;j

I Tenseur Identité d’ordre 4 Iiji = 0ikbji

T  Tenseur Transposition d’ordre 4  Tjjx = 6;101

S  Tenseur Symétrie d’ordre 4 Sijkl = %((Mgéﬂ + 0idjk)

A Tenseur Antisymétrie d’ordre 4 — A;j = %(@kéﬂ — 0i10k)

Définition des produits:

® Produit tensoriel (a®@b)ij = a;b;
Produit contracté une fois (A.B);j = Air.By;
Produit contracté deux fois A:B=A;Bj

o Action d’un tenseur d’ordre 2 sur un tenseur d’ordre 4 [A o Bl;jn = AipriBp;
B o Aljji = BigAgjkl
V  Opérateur gradient (Vu)ij = u;j

Grandeurs mécaniques :
F Gradient de la transformation

J Dilatation volumique
B Tenseur des dilatations de Cauchy Green gauche
C Tenseur des dilatations de Cauchy Green droit
I, I, Is Invariants des tenseurs de Cauchy Green
F Gradient de la transformation incompressible
Tenseur des dilatations de Cauchy Green gauche incompressible

F
B
1 I I3 Invariants du tenseur de Cauchy Green gauche incompressible
E Tenseur des déformations de Lagrange
o

Tenseur des contraintes de Cauchy
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T Tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 1 (ou Boussinesq)
S Tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 2 (ou Piola-Lagrange)
D Tenseur des taux de déformation
P Pression hydrostatique
ct Matrice Tangente lagrangienne
Cce Matrice Tangente eulérienne
CE  Matrice Tangente lagrangienne réactualisée
d Accommodation a l'effet Mullins
Y Variable thermodynamique associée a I’accommodation

W, Wy Densités d’énergie hyperélastiques
L’indice < cp> désigne les mémes tenseurs dans le cas des contraintes planes, notamment : B,
C C C
CP, S et oP.

Les indices < devs et «sph> désignent les parties déviatorique et sphérique des tenseurs: SV,
h d h
SePh . gl et 0P,



Introduction

Les matériaux élastomeres prennent une part de plus en plus importante dans un grand
nombre d’industries comme par exemple ’automobile, I’aéronautique ou encore le génie civil.
Ceci conduit de plus en plus d’entreprises a s’intéresser a la modélisation de leur comportement
mécanique. Le nombre d’études concernant des problemes de tenue en fatigue, de tenue en
milieu agressif, de résistance a ’abrasion ou d’acoustique est en forte progression depuis une
dizaine d’années. La forte concurrence entre les différentes entreprises ainsi que la nécessité
de réduction du temps de conception des pieces obligent les différents protagonistes a répondre
tres rapidement aux sollicitations des clients, surtout dans I'industrie automobile. Les campagnes
expérimentales étant longues et onéreuses, des outils numériques sont maintenant indispensables
dans la boucle de conception des différents produits. Dans ce cadre industriel, la société Modyn-
Trelleborg, spécialisée dans ’anti-vibratoire automobile, a cherché des partenaires pour travailler
sur le probleme de 'estimation de la durée de vie en fatigue des pieces. Ceci a conduit a la
création du GTFE (Groupe de Travail sur la Fatigue des Elastomeres) regroupant les sociétés
Allevard-Rejna, PSA et Modyn-Trelleborg, un centre de transfert, le CETIM de Nantes et des
universitaires, I’Ecole Polytechnique et I'Ecole Centrale de Nantes. Dans ce cadre, la société
Modyn-Trelleborg a, dans un premier temps, proposé une étude du comportement mécanique,
et plus particulierement de I’accommodation, des caoutchoucs naturels, avant de s’intéresser aux
problemes de fatigue a proprement parler.

Depuis le début du siecle, un grand nombre de travaux ont déja été menés pour caractériser et
modéliser les différents aspects du comportement mécanique du caoutchouc. Ceux-ci ont permis
de mettre en évidence les nombreux phénomenes qui jalonnent le comportement de ce matériau,
et notamment < l'effet Mullins> qui constitue le centre d’intérét de ce travail. Ce phénomene
est caractéristique des élastomeres et n’est, a notre connaissance, présent dans aucun autre
type de matériau. Il est étudié depuis pres de cinquante ans, mais aucune définition unanime
ne lui a été donnée a ce jour, chacun exploitant et interprétant les résultats expérimentaux
de fagon différente. Ainsi, aucun modele décrivant ce phénomene n’est présent dans les codes
de calculs commerciaux ; il ne peut donc pas étre pris en compte de facon rigoureuse dans le
dimensionnement des pieces industrielles. Dans ce contexte, le présent mémoire va s’attacher a

proposer un outil permettant la prise en compte de ce phénomene.

Ce document se divise en cinq chapitres. Le chapitre I présente la large campagne expérimentale
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menée afin de mettre en lumiere tous les phénomenes présents dans le comportement mécanique
des élastomeres. L’inter-dépendance de ces phénomenes est étudiée par la réalisation d’es-
sais précis permettant de les isoler les uns des autres. La démarche suivie ainsi que les prin-
cipaux essais sont présentés dans le détail. Cette étude nous permet de définir les princi-
pales caractéristiques du comportement mécanique du caoutchouc et de définir précisément
le phénomene que nous souhaitons modéliser, c¢’est-a-dire ’effet Mullins.

Une fois le phénomene prépondérant isolé, une étude bibliographique sur ’hyperélasticité
et Deffet Mullins est proposée dans le chapitre II. Les différentes méthodes de modélisation
sont exposées: deux approches sont identifiées pour 'hyperélasticité, tandis que trois stratégies
différentes sont adoptées par les auteurs pour modéliser I'effet Mullins. Les principales ca-
ractéristiques des lois de comportement sont étudiées, et leur aptitude a décrire le comportement
mécanique de notre matériau est considérée. Finalement les modeles qui nous semblent aujour-
d’hui les plus pertinents, c’est-a-dire ceux qui s’averent aptes a décrire le phénomene tout en
étant facilement implantable dans un code de calcul éléments finis, sont retenus.

Au regard des résultats bibliographiques, deux pistes de modélisation de I'effet Mullins sont
conservées : tout d’abord 1'utilisation de la mécanique de ’endommagement, puis dans un second
temps la prise en compte des phénomenes macro-moléculaires. Deux lois de comportement sont
ainsi développées ; elles sont présentées dans le chapitre III. Dans un premier temps, la démarche
de construction adoptée est exposée. Ensuite, leurs caractéristiques, performances et limites sont
mises en évidence. Finalement, les deux théories proposées sont comparées aux modeles de la
bibliographie jugés les plus pertinents sur les essais uniaxiaux.

Le chapitre IV présente le cadre de I'implantation numérique utilisé pour introduire les
modeles précédents dans le logiciel commercial Abaqus. Les parameétres fondamentaux relatifs a
ce type de problemes sont présentés, notamment la gestion de I'incompressibilité et le calcul ana-
lytique de la matrice tangente. Finalement la simulation numérique d’essais simples est réalisée
en utilisant les nouveaux modeles, puis comparée aux solutions analytiques et aux résultats
expérimentaux.

Une fois 'outil de calcul construit, les modeles sont utilisés pour la simulation de pieces
complexes. Les résultats sont présentés dans le chapitre V. Apres avoir traité un cas d’école, la
réponse d’éprouvettes classiquement utilisées dans les problemes de fatigue est calculée, ce qui
permet de mettre en évidence les problemes de perte de raideur globale et locale. La modification
importante de I’état de déformation local est notamment soulignée. Finalement, les problemes de
perte de raideur d’une piece réelle, ici une voute de suspension moteur, sont abordés au travers

d’un dernier exemple.



Chapitre 1

Description des élastomeres

Le caoutchouc naturel utilisé dans l'industrie est produit a partir du latex de I’'Hévéa Bra-
siliensis, arbre originaire du bassin de I’Amazone et cultivé essentiellement en Asie du Sud-Est
et en Afrique. Ses premieéres utilisations remontent aux Mayas probablement sous forme d’im-
perméabilisant (IFOCA, 1984); ils lui laissérent le nom de < cahutchu> (bois qui pleure). Ce
produit connut un essor important en Europe a partir de la seconde moitié du XIX®™¢ siecle.
L’occupation de I’Asie du Sud-Est par les Japonais pendant la Seconde Guerre Mondiale a
conduit les Etats-Unis & réaliser des élastomeres synthétiques de substitution (Kausch et al.,
2001). Beaucoup de ces produits sont largement utilisés aujourd’hui (tels le SBR, 'EPDM, le
NBR...) mais le caoutchouc naturel reste 1’élastomere le plus employé. Il est par exemple présent
dans la production de 90% des pieces de 'antivibratoire automobile.

Ce mémoire est consacré uniquement a ’étude des caoutchoucs naturels. Ce premier cha-
pitre a pour objet la description des élastomeres d’un point de vue chimique puis mécanique a
partir d’essais réalisés par la Société Modyn du Groupe Trelleborg et de quelques essais de la

bibliographie.

I.1 Description moléculaire

Les élastomeres utilisés dans I'industrie sont issus d’un mélange entre un caoutchouc naturel
ou synthétique et différents additifs. Le matériau étudié dans ce mémoire est un caoutchouc

naturel chargé qui est décrit dans la suite.

I.1.1 Elastomere pur

Un élastomere est un matériau composé d’'un ensemble de chaines macromoléculaires en-
trelacées au hasard de leurs configurations et conformations a la stéréoisomérie pres. Une ma-
cromolécule est un assemblage d’un grand nombre de monomeres identiques (2000 a 10000).
La macromolécule du caoutchouc naturel est le polyisopréne dont la structure moléculaire est

présentée sur la figure 1.1; son élément de base est 'isoprene cisl,4. Ses propriétés, aussi bien

11
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FiG. I.1 — Macromolécule du caoutchouc naturel.

chimiques, mécaniques que thermiques lui sont conférées non seulement par sa composition
chimique mais aussi par la position relative des différents groupements atomiques dans ’espace.

A T'état naturel, le caoutchouc se présente sous la forme d’un fluide tres visqueux. Un procédé
de réticulation appelé vulcanisation est nécessaire pour lui donner une consistance solide. Celui-
ci fut inventé par Goodyear (brevet déposé en 1839). La vulcanisation consiste a établir des
liaisons chimiques entre les différentes chaines macromoléculaires afin de rigidifier le réseau.
Elles sont créées par 'ajout d’éléments chimiques lors du mélangeage. Il existe deux méthodes
de vulcanisation, la premiere consiste a introduire des éléments (soufre ou éléments dérivés)
qui vont servir d’intermédiaires dans les liaisons entre chaines macromoléculaires, la seconde
consiste & introduire des agents (peroxydes organiques) qui jouent le role de catalyseurs pour
faire réagir les chaines directement entre elles. Le principe le plus utilisé est la vulcanisation
au soufre (Oudet, 1994); un schéma explicatif de ce procédé est présenté sur la figure I1.2.

Les atomes de soufre brisent aléatoirement des doubles liaisons entre les atomes de carbone

(a) (b)

s e
— CH,— C=CH—CH,— 4pg — CHz— C—CH—CH,—
— S S
AN
— CH,— C=CH—CH,— — CH,— C—CH—CH,—
| |
(c) CH, CH,

F1a. 1.2 — Processus de vulcanisation au soufre: (a) chaines macromoléculaires avant vulcani-
sation, (b) chaines macromoléculaires aprés vulcanisation, (c) principe de la vulcanisation en

représentation linéaire.

des chalnes de polyisoprene pour créer des liaisons entre différentes chaines. Pour faciliter la
vulcanisation au soufre, on introduit des accélérateurs (dithiocarbonates, thiurames, ...) qui sont
essentiellement organiques, ainsi que des activateurs (oxydes métalliques) et des acides gras. Ces
additifs permettent a la réaction de se faire plus rapidement et plus largement. Le principe de
vulcanisation est résumé sur la figure 1.3. Dans un premier temps, le complexe activateur qui

permet la réaction est créé puis mélangé a I’agent actif (classiquement le soufre) pour former le
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Accélérateurs

Agent de
réticulation

Complexe X
actif ~

Complexe
activateur
soluble

vulcanisé
F1c. 1.3 — Principe global de la vulcanisation (IFOCA, 1984).

complexe actif. Ce produit est finalement mélangé au caoutchouc initiant ainsi le processus.
Les élastomeres sont comme tous les matériaux polymeres sensibles a la température: il
existe un seuil énergétique qui se traduit par ’existence d’une température de transition vitreuse,
souvent notée Ty, a laquelle le matériau passe d'un état vitreux a un état caoutchoutique (Ashby
et Jones, 1991). Pour les caoutchoucs naturels, celle-ci se situe aux alentours de —70°C. Dans ce
mémoire la température d’utilisation du matériau est 'ambiante, donc nettement supérieure a
T,. Le matériau sera donc considéré dans son état caoutchoutique, I'utilisation des élastomeres

a basses températures ne présentant que peu d’intérét.

I.1.2 Les charges

Méme apres vulcanisation, le latex (cf. figure 1.4) récolté de 'Hévéa Brasiliensis ne possede

Fic. 1.4 — Latex coagulé a l'acide aprés sa récolte sur I’Hévéa Brasiliensis.

pas de propriétés mécaniques intéressantes. Pour améliorer ses performances, les formulateurs
ajoutent des charges au matériau. Les charges les plus couramment utilisées sont le noir de
carbone, la silice, les kaolins et la craie. La proportion et la taille des charges jouent un roéle
fondamental sur les propriétés du matériau (résistance a la rupture, a I’abrasion, tenue en fatigue,
tenue en température, ...). L’interaction polymere-particule met en jeu un processus d’adsorption
rendu possible par la présence de groupements chimiques a la surface des particules, créant
ainsi des liaisons quasi-irréversibles de nature physique ou chimique (Oudet, 1994). De plus, les

propriétés des matériaux sont directement influencées par la répartition des charges (Ambacher



14 Chapitre I. Description des élastomeres

et al., 1991). Des plastifiants sont ajoutés afin de faciliter leur dispersion dans le matériau (Bailon
et Dorlot, 2000). Tous les élastomeres utilisés dans les différentes industries sont des matériaux
chargés. De nombreux auteurs se sont intéressés a l'influence de la taille et de la proportion des
charges sur les propriétés mécaniques du matériau. Le lecteur pourra notamment se reporter a
Rigbi (1980); Laraba-Abbes (1998) ou encore Ambacher et al. (1991) pour le noir de carbone,
et & Dannenberg (1975) pour la silice.

1.1.3 Matériau étudié

Comme nous venons de le montrer brievement, un élastomere est donc composé d’un grand
nombre de produits différents. Dans ce mémoire, un seul matériau est étudié, il s’agit d’un
caoutchouc naturel chargé au noir de carbone et vulcanisé au soufre. La composition massique

du matériau est présenté dans le tableau I.1.

Formulation

Caoutchouc naturel | 100
Oxyde de zinc 9.85
Plastifiant 3.00
Noir de carbone 34.0
Acide stéarique 3.00
Antioxydant 2.00
Accélérateurs 4.00

TaB. 1.1 — Composition massique du matériau étudié.

Ce matériau est caractéristique d’'un grand nombre de produits de I'antivibratoire automo-

bile. Dans la suite de ce chapitre, les essais mécaniques réalisés sur ce matériau seront présentés.

I.2 Comportement mécanique des élastomeres

Le but de cette partie est de décrire le comportement mécanique des élastomeres. Pour cela,
certains essais de la bibliographie ont été utilisés et un grand nombre d’expériences ont été
réalisées en collaboration étroite avec la Société Modyn-Trelleborg. L’étude se concentre sur le

comportement statique du matériau. Les propriétés dynamiques ne sont pas abordées ici.

I[.2.1 Description des essais mécaniques courants

La présente étude s’intéresse a différents modes de déformation : traction, glissement simple,
glissement pur et compression. La géométrie des éprouvettes utilisées lors de ces essais est
présentée sur la figure 1.5. L’éprouvette de traction est constituée de deux parties: la partie
centrale et ses extrémités (voir figure 1.5 (a)). Lors d’un essai, les extrémités sont bloquées dans

des mors auto-serrants. Deux pastilles blanches sont collées aux limites de la partie centrale
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_(C> - = — .-, b

Fic. 1.5 - Eprouvettes utilisées pour la caractérisation des élastoméres: (a) éprouvette haltére
de traction, (b) éprouvette de glissement simple, (c) éprouvette de glissement pur, (d) plots de

coOmpression.

de I'éprouvette et servent a mesurer la déformation de celle-ci qui est supposée homogene. Le
déplacement des pastilles est suivi par un systeme optique, tandis que leffort appliqué sur
I’éprouvette est mesuré par un capteur de force placé au niveau des traverses sur lesquelles sont
fixés les mors. Un essai de traction est caractérisé par les états de transformation et de contrainte

de la forme suivante:

F = 1/VA o= 0 (I.1)
/v 0

ol A et o sont respectivement 1’élongation et la contrainte vraie dans la direction de traction.
Remarque: ici, nous avons tenu compte du caractere incompressible des élastomeres. Cette
hypothese est faite pour tous les essais simples. La validité de I'hypothese de compressibilité
sera discutée dans la suite.

L’éprouvette de glissement simple est constituée de quatre blocs d’élastomere et de trois in-
serts métalliques (voir figure 1.5 (b)). La réponse force-déplacement de 1’éprouvette est déterminée
grace a la mesure des déplacements et efforts imposés sur les inserts métalliques. Ces essais sont
dépouillés en deux étapes, la premiere consiste a calculer ’angle de glissement «y et la contrainte

de cisaillement 7 qui caractérisent ’état du matériau :

F = 1 o=|717 Y (1.2)

ou X, Y et Z sont des contraintes non mesurées lors de I’essai. La seconde consiste a projeter ces
grandeurs dans les directions principales de déformation et d’obtenir ainsi I’équivalent d’un essai

de glissement pur (cf. Annexe A) pour lequel la transformation et les contraintes sont données
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par:

1 A

ou A et o sont respectivement les élongation et contrainte vraie maximales principales.

Des essais de glissement pur ont également été réalisés. Les déplacements et efforts appliqués
sur les mors sont mesurés. Les deux grands cotés de I’éprouvette (cf. figure 1.5 (c)) sont bloqués,
ce qui impose au matériau de ne pas se déformer dans cette direction (les effets de bord sont
négligés). L’éprouvette peut ainsi étre considérée dans un état de contraintes planes (dont les
caractéristiques sont données par 1’équation 1.3). Celui-ci se détermine simplement grace a la
connaissance de la géométrie des éprouvettes.

Les derniers essais mis en ceuvre sont des essais de compression (voir figure 1.5 (d)), les
mesures effectuées sont les déplacements et efforts appliqués sur les mors; les contraintes et
déformations du matériau sont également déduites de la géométrie et s’écrivent sous la méme

forme que les essais de traction, & ceci pres que A prend des valeurs inférieures a 1.

I1.2.2 Mise en évidence des différents aspects du comportement mécanique
des élastomeres

1.2.2.1 Elasticité non linéaire

Les élastomeres sont caractérisés par une capacité a supporter les grandes déformations de

facon réversible. La figure 1.6 représente la courbe de traction a rupture d’un élastomere. Celle-ci

1.2
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0.6

0.4

Contraintes nominales

0.2
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Elongation dans la direction de traction
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FiGc. 1.6 — Courbe de traction a rupture d’un élastomére

est clairement non-linéaire (courbe en forme de <S> ) et est composée de trois zones distinctes:

— les faibles déformations ou ’énergie apportée est utilisée pour rompre les liaisons faibles
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(Van der Waals...) entre les chaines; cela se traduit par la courbure initiale de la courbe
contrainte-déformation (10 — 25%).
— les déformations moyennes ou ’énergie apportée sert au désenchevétrement des chaines
macromoléculaires (25 — 400%).
— les grandes déformations ou une énergie plus importante est nécessaire pour étendre les
chaines qui ont déja été démeélées, ce qui se traduit par un raidissement du matériau. Celui-
ci est d’autant plus important que le matériau cristallise sous contraintes (Magill, 1995),
ce qui est le cas des caoutchoucs naturels (> 400%).
Un élastomere est capable de supporter des déformations tres importantes qui peuvent atteindre
600 & 1000% selon sa composition, ses propriétés chimiques et ses conditions d’utilisation. Le
matériau considéré dans notre étude peut supporter des déformations de I'ordre de 600 & 800%

selon les conditions d’essais.

I1.2.2.2 Viscoélasticité

En fait, la réversibilité du comportement n’est pas immédiate. En effet, les élastomeres
présentent un comportement viscoélastique. Ainsi, des essais de relaxation ont été réalisés a
différents niveaux de contrainte pour mesurer I'influence du temps sur le comportement. La figure

[.7 présente les courbes de relaxation normalisées par rapport a la contrainte maximale dans
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Fig. 1.7 — Courbes de relaxation adimensionnalisées par rapport a la contrainte mazximale, a
différents niveaur de déformation: (—) 50%, (- -) 100%, (- -) 150%, (—-) 200%, (—-—) 300%
et (- ) 400%.

I’éprouvette. Il apparait nettement que les courbes ne sont pas confondues, ce qui indique que le
matériau présente un comportement viscoélastique non-linéaire, puisque le phénomene temporel
dépend du niveau de contrainte imposé. Il n’existe pas de courbe maitresse décrivant I’évolution
du phénomeéne au cours du temps. En effet, plus la déformation imposée est importante, plus

la dépendance au temps est importante. La modélisation d’un tel phénomene nécessite donc la
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prise en compte non seulement du temps mais aussi du niveau de contrainte ou de déformation
dans les fonctions de relaxation (Sullivan, 1987). Le méme type de phénomeéne peut étre observé
lors d’essais de fluage non réalisés ici.

Ces phénomenes viscoélastiques sont dus au frottement des chaines lors du processus de

déformation. Plus le matériau est déformé, plus ils sont importants.

1.2.2.3 Effet Payne

Une conséquence importante du comportement viscoélastique est mise en évidence par des
essais cycliques dynamiques (de la bibliographie) réalisés a faibles déformations. Le module
complexe est mesuré en fonction de la déformation et de la fréquence de sollicitation. La figure

1.8 met en évidence I'évolution du module dynamique avec la déformation. Ce module peut étre
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F1G. 1.8 — Mise en évidence de l’effet Payne dans les élastomeéres d’aprés Chazeau et al. (2000) :
(a) évolution des modules élastique (—o—) et de perte (—A—) selon la déformation subie,
(b) mise en évidence de la forte incurvation initiale de la courbe contrainte-déformation d’un

élastomere due a effet Payne.

décomposé en deux parties, le module élastique G’ et le module de perte G” qui correspondent
respectivement au module en- et hors-phase. Les essais réalisés sur une gamme de déformation
de 0 & 20% montrent que G’ est une fonction décroissante de la déformation tandis que G” est
une fonction qui passe par un maximum lorsque les déformations augmentent (cf. figure 1.8(a)).
Ce phénomene a d’abord été mis en évidence par Payne (1963) qui lui a d’ailleurs laissé son nom.
11 montre que le maximum du module G” correspond & un point d’inflexion pour le module G’.
Pour Chazeau et al. (2000), ce phénomene est une conséquence du comportement non-linéaire des
élastomeres. De nombreuses modélisations ont été proposées, la plus utilisée est celle de Kraus
(1984). Ce phénomene est fortement influencé par la quantité, la taille et la forme des charges
(Payne et Whittaker, 1971; Vieweg et al., 1995). Chazeau et al. (2000) montrent que I'effet Payne

peut étre supprimé pour des fréquences d’utilisation extrémement faibles (de 'ordre de 10~°Hz).
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Ce phénomene dynamique peut étre relié au comportement statique du matériau (Bokobza,
2001a,b) puisqu’il se traduit par une forte incurvation de la courbe contrainte-déformation aux
faibles déformations (cf. figure 1.8(b)). Dans la suite de I’étude, seules les conséquences sur le

comportement statique seront considérées.

1.2.2.4 Comportement sous chargement cyclique

Des essais de traction cyclique ont été réalisés, cinq cycles sont appliqués sur une éprouvette

haltere entre 0 et 300%. La courbe contrainte-déformation est présentée sur la figure 1.9. Cette
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FiG. 1.9 — Traction cyclique entre 0 et 300% de déformation.

courbe permet de mettre en évidence plusieurs phénomenes. Le premier d’entre eux est le com-
portement hystérétique du matériau: lors d’un cycle, les trajets de charge et de décharge sont
différents. Ce phénomene apparait quel que soit le niveau de déformation mais la forme de la
boucle d’hystérésis dépend fortement du niveau de sollicitation appliqué (Lion, 1997). A un ni-
veau de déformation donné, la forme de la boucle d’hystérésis reste inchangée apres un cycle
mais sa taille évolue de fagon significative. La figure 1.10 présente 100 cycles d'un essai de glis-
sement simple & 50% de déformation ainsi que I’évolution de ’énergie dissipée dans la boucle
d’hystérésis au cours des cycles. Il apparait une forte décroissance entre les deux premiers cycles
suivie d’'une décroissance continue mais beaucoup plus faible de I’énergie. On peut noter que
I’énergie dissipée dans la boucle d’hystérésis tend vers une valeur limite pour un nombre de cycles
plus important. A ce jour, aucune interprétation unanime n’a été proposée pour expliquer ce
phénomene. Harwood et al. (1965) attribuent I'hystérésis a différents phénomenes, tout d’abord
a la rupture de liaisons entre charges et matrice pour les faibles déformations, puis au phénomeéne
d’alignement des chaines (phénomeéne de cristallisation) pour les niveaux de déformation plus
importants. Pour Lion (1996), Kilian et al. (1994), le phénomene est expliqué par le glissement

des chaines entre les particules adjacentes. Bergstrom et Boyce (1998) imputent ce phénomeéne



20 Chapitre I. Description des élastomeres

0.1 11p
i N
0.08 - 09
5 i = 08 ;—
©0.06 3 o7k
é i ~$ ¥
e i 2 06
e I 20
0 0.04 K]
] i T 05K
-% 5 Q R
= - =4 =
002} o F
5] 5 c s
o | W o3
ol 02f
7 01F
. [ L1 L1 L1 L1 . F P P R .
0.02; 1.1 “12 13 14 15 & 25 50 75 100
(a) Elongation principale maximale (b) Nombre de cycles

Fia. 1.10 — Glissement cyclique a 50% de déformation - (a) courbe contrainte-déformation, (b)

évolution de I’énergie hystérétique au cours des cycles.

au glissement des chaines inactives dans 1’élasticité. Pour eux, celles-ci ne transmettent pas d’ef-
fort mais ont la possibilité de changer de configuration sous charge. Kucherskii (2003) pense que
I’hystérésis s’explique par la raideur des chaines: pour de faibles déformations, il estime qu’elles
sont tres flexibles, ce qui limite ’hystérésis du matériau, tandis que pour des déformations plus
importantes, elles deviennent rigides et présentent de fortes interactions ce qui a pour effet
d’augmenter ’hystérésis.

Le second phénomene mis en évidence lors des essais est la décroissance des cycles au cours
du chargement. On peut noter une tres forte perte de raideur entre les deux premiers cycles
de chargement. La perte de raideur entre les cycles suivants est nettement plus faible. Ceci
permet de mettre en évidence un phénomeéne de relaxation cyclique. Néanmoins, la tres forte
décroissance lors des premiers cycles est également imputée a une spécificité des élastomeres
appelé : <effet Mullins>. A ce jour, il n’existe pas de définition unanime de ces deux phénomenes :
certains auteurs considerent que la viscoélasticité et 'effet Mullins ne sont qu’un seul et méme
phénomene (Govindgee et Simo, 1992; Drozdov et Dorfmann, 2001), d’autres considérent que
ces phénomenes sont différents et donc séparables. En effet, certains auteurs estiment que 'effet
Mullins est responsable de la perte de raideur pendant les cinq premiers cycles (Miehe, 1995;
Kliippel et Schramm, 2000) tandis que d’autres considérent qu’il n’est responsable de la perte
de raideur qu’entre les deux premieres charges (De Souza Neto et al., 1994; Marckmann et al.,
2002).

L’effet Mullins a été mis en évidence par Bouasse et Carriere (1903), il a été étudié de
maniére treés compléte par Mullins (1948, 1969) qui lui a laissé son nom. Pour lui, ce phénomeéne

est caractérisé par quatre propriétés fondamentales :

— La rigidité d’un matériau diminue aprés un premier cycle, pour des niveaux de déformation

inférieurs a la déformation mazximale imposée lors du premier cycle. Ce phénomene est mis
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en évidence par les essais de traction et de glissement sur la figure 1.11. Le deuxieme cycle
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F1G. 1.11 — Essais cyclés a différents niveauzr de déformation: (a) essai de traction uniaziale
cyclique réalisés a différents niveaux de déformations sur différentes éprouvettes, (b) essai de

glissement cyclique réalisé sur une méme éprouvette.

se situe a un niveau de contrainte nettement inférieur au premier cycle. Ce phénomene est
accentué par la déformation, puisque plus elle est importante, plus ’écart entre la premiere

et la seconde charge 'est également.

— Le matériau n’est pas adouci pour des déformations supérieures a la déformation mawi-
male imposée lors du premier cycle. Aprés un cycle de chargement, le matériau est accom-
modé a l'effet Mullins a la déformation maximale précédemment atteinte. Si ’on applique
une charge supérieure, le matériau se trouve pour la premiere fois confronté a une telle
déformation, et son comportement se retrouve sur la courbe de premieére charge qui cor-

respond & un matériau vierge de toute sollicitation (cf. figure I1.11(b)).

— Le plus grand pourcentage de ’accommodation est obtenu lors du premier cycle. Apres
trois ou quatre cycles, le comportement est stabilisé. L’effet Mullins est caractérisé par une
perte de raideur qui se superpose au comportement viscoélastique du matériau qui génere
également une perte de raideur. Aprés quatre cycles, on considére communément que seule

la viscoélasticité est responsable de la perte de raideur.

— Apreés le premier cycle, a Uapproche de la déformation mazimale imposée lors de celui-
ci, le matériau se raidit. Ainsi, le passage d’une courbe de seconde charge a la courbe
de premiere charge se traduit par un raidissement caractéristique du passage d’un milieu

accommodé & un milieu non accommodé (i.e. vierge de toute sollicitation).

Il est important de clairement distinguer l'effet Mullins et la viscoélasticité du matériau.
Méme si ces deux phénomenes se traduisent par une perte de raideur au cours des cycles, ils
sont différents. En effet, apres quelques heures de repos, le comportement viscoélastique est

récupéré, le matériau retrouvant son comportement initial. En ce qui concerne 'effet Mullins,
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les quelques heures de repos ne permettent pas au matériau de retrouver ses propriétés (cf.
paragraphe 1.2.3.2), ce phénomeéne est donc une accommodation du matériau causée par la

rupture de liaisons chimiques et de liaisons faibles (Lee et Williams, 1985).

Un autre point notable est le fluage des éprouvettes ; celles-ci ne reviennent pas a leur confi-
guration initiale non déformée apres un cycle de chargement. Les éprouvettes de glissement sont
comprimées au moment du retour a déformation nulle, tandis que les éprouvettes de traction

flambent du fait de leur géométrie (cf. figure 1.12). Ceci se visualise sur les courbes de la figure

Fiac. .12 - Eprouvette haltére fluant lors du retour a zéro déplacement.

I.11 par la présence d’'un palier horizontal avant le début des cycles (autres que le premier)
de chargement. Pour Bueche (1961), I’élongation résiduelle du matériau peut étre supprimée
par un maintien en température de quelques dizaines de minutes. Tout comme pour les autres
phénomenes, les explications du phénomeéne de fluage ne sont pas unanimes. Le fluage est at-
tribué aux ruptures des liaisons entre les charges par van-der Waals (Ambacher et al., 1991;
Kilian et al., 1994), mais ce phénomene est présent dans les matériaux chargés ou non. Pour
Bikard et Desoyer (2001), il est du a la déformation plastique des longues chaines dans la ma-
trice et a la formation de cavités & proximité des zones cristallisées. Le phénomene de fluage
provoque un retard de la réponse lors d’une seconde charge. En effet, on constate que le matériau
est accommodé a l'effet Mullins pour des déformations légerement supérieures au maximum de
I'histoire (Johnson et Beatty, 1993a). Ce phénomene est illustré par la figure I.11: lextrapo-
lation du comportement des secondes charges ne permet pas de revenir immédiatement sur la

courbe de premiere charge.

Ces essais permettent de mettre en évidence deux aspects importants du comportement
des élastomeres: un fort phénomene d’accommodation (perte de raideur) et un phénomene dit
< viscoélastique> marqué par la relaxation cyclique, I’hystérésis et ’allongement résiduel. Tous
ces phénomenes sont dus a I’évolution du réseau macromoléculaire lors du temps avec la rupture

et la reformation de liaisons faibles et la rupture de quelques liaisons fortes.
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1.2.2.5 Compressibilité

Comme nous ’avons mentionné précédemment, les élastomeres sont classiquement considérés
incompressibles. Des essais de compression hydrostatique ont été réalisés pour déterminer les
limites de cette hypothese. Les éprouvettes sont placées dans un compartiment de forme complé-

mentaire puis comprimées. La figure 1.13 montre I’évolution de la contrainte appliquée sur

8

Contraintes Nominales
S
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N RN EERNIN RURE
06z 1.01 1 0.99 0.98 0.97
Variation de Volume V/V,

Fia. 1.13 — Essai de compression hydrostatique sur un plot de compression.

I’éprouvette en fonction du changement de volume. Deux phases apparaissent durant I'essai:
— dans un premier temps, I’éprouvette remplit I’enceinte ce qui correspond au palier quasi-
horizontal sur la figure 1.13,
— dans un second temps, 'éprouvette est réellement sollicitée en compression hydrostatique.

La courbe présente une forme linéaire, ainsi le module de compressibilité est simplement iden-
tifié par la pente de la courbe et vaut 231 MPa (pour un module de cisaillement de 1'ordre de
0,77 MPa). Le facteur important entre ces deux modules conduit & I’hypothese d’incompressibi-
lité (Besdo et Ihlemann, 2001) (néanmoins, ce rapport de l'ordre de 300 est classiquement plus
important (Gent, 1994)).

1.2.2.6 Définitions des phénomenes

A ce jour, il n’existe pas de définition unanime pour tous les phénomenes mis en évidence
dans le comportement mécanique des élastomeres. Nous considérerons que les phénomeénes d’ac-

commodation et de relaxation sont distincts. Cela nous conduit a utiliser comme définitions :

—  Hystérésis ou viscoélasticité court terme : fait que la charge et la décharge ne suivent pas

le méme chemin dans le graphe contrainte-déformation.
—  Relazation ou viscoélasticité long terme: influence du temps sur le comportement.

— FEffet Mullins : perte de raideur entre les deux premieres charges.
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1.2.3 Influence des conditions d’essais sur le comportement mécanique

Les phénomenes caractéristiques du comportement mécanique des élastomeres ayant été
mis en évidence, une étude de I'influence de différents parametres (vitesse, temps, histoire) est
réalisée dans le but de connaitre I'indépendance ou la dépendance des phénomenes (élasticité

non-linéaire, viscoélasticité, effet Mullins) a ces grandeurs.

1.2.3.1 La vitesse de déformation

Les élastomeres sont des matériaux viscoélastiques. Ils présentent donc un comportement
dépendant de la vitesse de déformation. L’influence de ce parametre sur les différentes ca-

ractéristiques du comportement est étudiée.

FElasticité non-linéaire

Des essais de traction a rupture sont réalisés sur des éprouvettes de traction a différentes
vitesses allant de 0,001 40, 33s™! ce qui correspond & une gamme de vitesses variant d’un facteur
330. Ceci représente la limite des moyens expérimentaux pour ce type d’essai. Les résultats

sont présentés sur la figure 1.14. On peut constater deux phénomenes: tout d’abord la courbe
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F1G. 1.14 — Influence de la vitesse sur le comportement : (a) essai de traction a rupture pour des
vitesses de déformations allant de 0,001 & 0,335~ %, (b) influence de la vitesse de déformation

sur le point a rupture d’un essai de traction simple.

contrainte-déformation dépend trés peu de la vitesse de D'essai, puisque la raideur varie tres
peu dans la gamme de vitesses étudiée. En fait, on peut remarquer que la vitesse provoque une
légere augmentation de la raideur du matériau. En revanche, le point de rupture est fortement
influencé par la vitesse de sollicitation (cf. figure 1.14(b)), aussi bien pour la déformation que
pour la contrainte a rupture. L’enveloppe des limites & rupture a été obtenue par Halpin (1964)

qui présente le méme type de résultats mais sur une gamme de vitesses plus importante.
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La vitesse n’est donc pas un parametre fondamental pour la raideur des élastomeres. Une

méme loi statique peut identifier le comportement du matériau pour une large gamme de vitesses.

Viscoélasticité et comportement cyclique

Apres la mise en évidence du peu d’influence de la vitesse sur le comportement statique,

on s’intéresse aux effets de la vitesse sur un essai cyclique. La figure 1.15 montre cinq cycles de

Contraintes nominales

15 2 25 3
Elongation principale maximale

F1G. 1.15 — Essai de glissement a 175% de déformation pour des vitesses de déformation variant
de 0,001 ¢ 0,33s1.

glissement & 175% de déformation & des vitesses de déformation différentes. Il apparait que la vi-
tesse n’a que tres peu d’influence sur le comportement. La raideur croit légérement (comme nous
Pavons montré précédemment) mais la forme des boucles d’hystérésis est inchangée. La réponse

contrainte-déformation d’un essai cyclique est donc indépendante de la vitesse de sollicitation.

Finalement, I'influence de la vitesse de déformation sur 'accommodation a ’effet Mullins est
mesurée en réalisant une accommodation & différentes vitesses (entre 0,001 et 0,45~ !) sur des
éprouvettes de traction. Ces éprouvettes sont ensuite laissées au repos pendant trente minutes
pour permettre au matériau de retrouver une configuration d’équilibre. Un nouvel essai de
traction est réalisé & une méme vitesse de déformation de 0,2 s~ pour toutes les éprouvettes.
Le premier cycle de chacun de ces essais est présenté sur la figure [.16. On remarque que toutes les
courbes sont confondues, ce qui signifie que quelle que soit la vitesse a laquelle a été accommodé le
matériau, 'accommodation a l'effet Mullins est la méme & une déformation donnée. Ceci permet
d’affirmer que < ’effet Mullins est indépendant de la vitesse de sollicitation>. Les résultats des
essais sont conformes a ceux réalisés par Holt (1932) qui a montré que la vitesse n’a que tres

peu d’influence sur 'effet Mullins.
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Fia. 1.16 — Influence de la vitesse de déformation sur l’accommodation a Ueffet Mullins. Compa-
raison des cycles de sollicitation d’une éprouvette de traction apreés accommodation a des vitesses

de déformation entre 0,001 et 0,45~ et un temps de repos de 30 min.

Compressibilité

Les essais de compression hydrostatique sont réalisés a différentes vitesses de déformation.

La figure 1.17 présente ces essais. Il apparait que la réponse en contrainte n’est pas modifiée entre
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F1G. 1.17 — Essai de compression hydrostatique d’un élastomeére pour deux vitesses de déformation
différentes (8) 0,157% et (—) 0,001 571,

deux vitesses de déformation variant d’un facteur 100. On en déduit donc que la compressibilité

du matériau est totalement indépendante de la vitesse de déformation.
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1.2.3.2 Le repos

Le repos, i.e. le fait de ne pas modifier I’état de chargement du matériau, permet aux
chalnes macromoléculaires de changer de configuration. Ici I'influence du repos sur différentes

caractéristiques du comportement du matériau est étudiée.

Flasticité non linéaire

Une étude de I'influence de la relaxation pendant le chargement du matériau a été réalisée.
Des essais monotones ont été interrompus par des relaxations a différents instants durant les

charges. La figure 1.18 montre la comparaison d’une charge < classique >, i.e. sans interrup-
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Fic. 1.18 — Influence de la relaxation sur le comportement en charge d’un caoutchouc naturel :
(——) charge sans interruption (—) charge interrompue par des relazations. (a) Comportement
de notre matériau. (b) Successions de relaxations rapprochées lors d’un essai de traction réalisé
par Lion (1996).

tion par une pause relaxante et d’une charge interrompue par une pause relaxante, sur un
essai de glissement & 250% avec un niveau de relaxation égal a 100%. On met en évidence
qu’apres la relaxation, le matériau revient a un état de contrainte indépendant de ce qu’il a subi
précédemment. Ceci corrobore les constations de Mullins (1948) qui a noté que la relaxation
du matériau n’influence pas le comportement pour des déformations supérieures au niveau de
déformation correspondant a la pause relaxante (cf. figure 1.18(a)). Si des relaxations successives
sont effectuées a des niveaux de déformation proches, le matériau n’a pas le temps de recou-
vrir son comportement originel, on observe ainsi une légere perte de raideur (cf. figure 1.18(b)),

phénomene mis en évidence par Lion (1996).
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Comportement cyclique

L’influence du repos sur les essais cycliques est mesurée en interrompant les charges et les
décharges par des pauses relaxantes. La figure 1.19(a) présente trois cycles de chargement suc-

cessifs a 250% interrompus par des relaxations a 48, 112 et 175%. Il apparait que les contraintes
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Fig. 1.19 — Limite de la boucle d’hystérésis. (a) Essai de glissement a 250% de déformation
avec des temps de relaxation au cours des charges et des décharges. (b) Tauz de relazation dans
les boucles d’hystérésis a différents niveauz de déformation: (—o—) 48%, (—LH—) 112% et
(—0—) 175%.

tendent vers un état d’équilibre. Les essais ont été réalisés avec des temps de relaxation variant
de 2 a 180 min. Un taux de relaxation de la boucle d’hystérésis a été défini par le rapport entre
le niveau de contrainte relaxée et la taille de la boucle d’hystérésis (différence entre la contrainte
en charge et en décharge) & une élongation donnée. La figure 1.19(b) présente ’évolution de ce
rapport pour différents niveaux de déformation. Il apparait que la boucle se réduit davantage
aux faibles déformations. Une extrapolation logarithmique du taux de relaxation laisse penser
qu'il faudrait attendre un temps de l'ordre de 107 & 10® s pour atteindre une courbe d’équilibre
hyperélastique. D’un point de vue du temps de vie du matériau, il apparait donc que le com-
portement limite du matériau est une boucle d’hystérésis. Lion (1997) a déterminé un résultat
identique qui lui permet de décomposer le comportement du matériau en deux parties: le com-
portement <brut> du matériau (boucle d’équilibre en charge et en décharge) et la sur-contrainte
due aux effets viscoélastiques du matériau.

Le fait que 'on n’atteigne pas d’équilibre ameéne de nombreux auteurs (Kaliske et Rothert,
1998; Miehe et Keck, 2000; Cantournet, 2002; Lin et Schomburg, 2003) a modéliser la boucle
d’hystérésis a l'aide d’'un modele plastique. Cette approche peut étre sujet a discussion puisque
le phénomene est indépendant du temps, alors que la limite de la boucle d’hystérésis varie
fortement avec le temps de relaxation considéré. La réponse a cette interrogation nécessiterait

la réalisation d’essais avec des temps de repos plus longs pour mettre en évidence la suite de
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I’évolution du taux de relaxation (stabilisation ou croissance).

L’effet Mullins est un phénomene réversible qui se recouvre apres un temps de repos. Des
essais sont mis en place pour quantifier ce recouvrement. Apres avoir subi une accommodation
a leffet Mullins par cing cycles de traction, les éprouvettes sont laissées au repos durant un
temps donné. Un essai de traction est alors de nouveau réalisé sur les mémes éprouvettes. Une
comparaison de la raideur de la courbe de premiere charge avant et apres repos permet de
quantifier le recouvrement de la raideur initiale en fonction du temps. Le résultat est illustré

par la figure 1.20(a). Il apparait que le phénomeéne de recouvrement est un processus tres lent
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FiG. 1.20 — Recouvrement de l’effet Mullins pour une éprouvette de traction en fonction du temps
de repos : (a) recouvrement de la raideur de la premiére charge, (b) recouvrement de l’écart entre

les deux premiéres charges.

et apparemment total. Mais il est accompagné d’un phénomeéne de vieillissement. Celui-ci a
tendance a augmenter la raideur du matériau, ce qui signifie que le recouvrement tel qu’il a été
mesuré surestime sa valeur réelle. Une deuxiéme mesure du recouvrement est alors définie par
la perte de raideur entre les deux premieéres charges des essais avant et apres repos. La figure
1.20(b) présente le recouvrement de cet écart. Il apparait que celui-ci est assez faible et tres lent.

Bueche (1961) et Mullins (1969) montrent que le recouvrement est accéléré par la température.
Stevenson (1993) a noté que le recouvrement ne peut étre complet que pour les élastomeres non
chargés. En effet, la rupture des agrégats de charges est un phénomene dissipatif qui ne peut se
recouvrir. Pour notre matériau (chargé), l’effet Mullins se recouvre légérement apres 100 jours
de repos. Les liaisons faibles initialement rompues peuvent étre reformées, mais pas les liaisons
fortes et les agrégats rompus lors de la premiere sollicitation.

Afin de mesurer 'influence de la relaxation sur 'accommodation a 'effet Mullins, des relaxa-
tions sont réalisées soit a la fin de la premiere charge soit a la fin du premier cycle. La figure 1.21
illustre la relaxation aprés une charge et apres un cycle. Seules les deux premieres charges sont

représentées. Deux phénomenes différents sont mis en évidence. Lorsque la pause est effectuée
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Fia. 1.21 — Influence de la relazation sur l'accommodation a Ueffet Mullins: (a) relaxation
aprés la premiére charge, (b) relaxation aprés le premier cycle pour (—) trejar = Omin, (——)

trelaz = 10 min et (- ) tyeiar = 60 min.

apres le premier cycle, les propriétés viscoélastiques se recouvrent et I’accommodation a 'effet
Mullins parait moins importante. En fait, la partie de la perte de raideur due a la viscoélasticité
est supprimée. Ceci permet de dissocier I'effet Mullins et la viscoélasticité dans la perte de rai-
deur entre les premiere et seconde charges. Lorsque la relaxation a lieu apres une charge on
assouplit le matériau, ce qui semble générer plus d’accommodation a ’effet Mullins. En fait, les
deux phénomenes se cumulent et la perte de raideur du matériau entre les deux charges est plus
importante.

Les variations de raideur dues a la relaxation statique sont tres faibles vis-a-vis de la perte de
raideur entre les deux premiers cycles. Dans notre approche, nous ne prendrons pas en compte
cette légere influence de la relaxation. Nous considérons que la perte de raideur entre les deux

premieres charges est totalement due a l’effet Mullins.

1.2.3.3 La température

La température a des effets tres importants sur le comportement et la durée de vie des
élastomeres. En effet, les élastomeres ne peuvent étre utilisés ni pour des températures proches
de la transition vitreuse, ni pour de fortes températures. Méme les caoutchoucs naturels & tenue
en température ne peuvent pas supporter plus de 110°C en cours d’utilisation.

A basses températures, i.e. proches de la transition vitreuse, Lee et Williams (1985) observent
un raidissement du matériau qui, pour eux, est dii a la restriction du volume. En revanche, I’aug-
mentation de la température a pour effet de diminuer la rigidité du matériau. Lee et Williams
(1985), et Bhagawan et De (1988) ont notamment observé la chute du module de cisaillement
avec la température. Bhagawan et De (1988) n’observent plus de raidissement du matériau

lorsque la température augmente fortement. De plus, Lion (1997) met en évidence le fait que la
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taille des boucles d’hystérésis décroit avec la température, tandis que Bhagawan et De (1988)
ont observé que la boucle d’hystérésis pouvait disparaitre pour un thermoplastique chargé. Des

essais cycliques ont été réalisés a différentes températures, la figure 1.22 présente la forme de la
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Fia. 1.22 — Influence de la température sur la boucle d’hystérésis: (a) forme de la boucle
d’hystérésis stabilisée pour différentes températures: (---) 30°C, (——) 60°C et (—) 100°C,

(b) énergie dissipée par hystérésis selon la température.

boucle d’hystérésis stabilisée (i.e. apres 3000 cycles) pour différentes températures. Il apparait
que la raideur du cycle décroit faiblement avec la température, en revanche ’énergie dissipée par
hystérésis (cf. figure 1.22(b)) diminue fortement tandis que 1’allongement résiduel est nettement
accentué.

L’influence de la température peut également étre visualisée sur les facies de rupture (Le

Cam et al., 2003). La figure 1.23 présente le profil de rupture de deux éprouvettes sollicitées a

F1G. 1.23 — Faciés de rupture d’un éprouvette pour deuz températures différentes: (a) T=58C,
(b) T=83°C.

des températures de 58°C et 83°C. On constate, comme Bhagawan et De (1988), que le profil
de rupture est fortement modifié par la température. Plus la température augmente, plus le

matériau présente un facies irrégulier. Le comportement des chaines, la rupture des liaisons, le
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mouvement des chaines varient ainsi fortement avec la température.

1.2.3.4 L’histoire du chargement : anisotropie induite

L’effet Mullins a classiquement été considéré comme un phénomene isotrope. La validité
de cette hypothese est vérifiée ici. En effet, le phénomene d’accommodation provoque un ré-
arrangement du réseau macromoléculaire. Dans le but d’analyser I'influence de la direction de
sollicitation sur I’accommodation, des essais d’accommodation a l’effet Mullins sont réalisés sur
des éprouvettes de glissement pur. Des lanieres sont ensuite découpées dans I’éprouvette dans les

deux directions principales de 1’éprouvette et dans les directions diagonales (cf. figure 1.24), et

i

FiG. 1.24 — Prélevement des éprouvettes de traction dans une éprouvette de glissement pur pré-

étirée, dans les directions orthogonale, diagonale et paralléle au sens de sollicitation

cela, dans différentes zones de ’éprouvette : au centre ou la déformation est supposée homogene
et sur les cOtés pour estimer I'influence des conditions aux limites. Les éprouvettes de glissement
pur sont étirées a une déformation de 300%. Du fait de la géométrie de I’éprouvette, le matériau a
subi une déformation nulle dans la deuxiéme direction principale de 1’espace et une compression
de 75% dans la dernicre.

Une étude préliminaire sur le lieu de découpe des éprouvettes laniere montre que la déformation
est homogene dans toute ’éprouvette de glissement pur. La réponse du matériau est donc
indépendante du lieu de prélevement. La figure 1.25 compare les courbes de traction a rup-
ture du matériau vierge et du matériau accommodé dans les différentes directions de I’espace. Il
apparait que toutes les éprouvettes sont accommodées au méme niveau de déformation, puisque
le raidissement au moment du retour sur la premiere charge se produit systématiquement pour
300% de déformation. D’un point de vue quantitatif, la perte de raideur évolue fortement avec
I’angle entre le sens de sollicitation et la direction de découpe de I’éprouvette de traction. Celle-
ci est nulle lorsque ’éprouvette est découpée orthogonalement au sens de sollicitation initial
(matériau vierge) et est maximale lorsque ’éprouvette est découpée dans le sens de sollicita-
tion (ce dernier cas correspond exactement & la seconde charge d’un essai de traction). Ainsi,
plus la direction de I’éprouvette est proche de ’axe de sollicitation, plus I’accommodation est

importante. Ceci met clairement en évidence ’anisotropie induite par l'effet Mullins.
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Fia. 1.25 — Influence de l’histoire de chargement sur l’accommodation a Ueffet Mullins. Des
essais de traction sont réalisés sur des éprouvettes laniéres, découpées dans une éprouvette de
glissement pur pré-étirée a 300% de déformation, dans différentes directions du plan par rapport
au sens de sollicitation: (—) 90°, (- ) 60°, (- -) 45°, (—) 30° et (---) O°.

Des résultats similaires sont indiqués dans la bibliographie, puisque Mullins (1947) a montré
que 'accommodation dans une direction orthogonale a la direction de traction est plus faible.
Pawelski (2001) a réalisé des essais de compression sur des cubes. Apres rotation de 90°, il réalise
un nouvel essai de compression et constate que la premiere compression n’a aucune incidence sur
le comportement du matériau. Il a également réalisé des essais de traction biaxiale, et a remarqué
que 'accommodation a l’effet Mullins n’était pas la méme dans toutes les directions du plan.
En effet, les accommodations sont plus importantes dans les deux directions de sollicitation que
dans les directions diagonales. Les directions de sollicitation jouent donc un role fondamental
sur ’accommodation.

La connaissance parfaite de ’anisotropie due a l'effet Mullins nécessiterait un grand nombre
d’essais afin de mesurer I'influence des directions de sollicitation sur la réponse dans les autres

directions de ’espace dans une large gamme de modes de déformation.

1.3 Conclusions

Les élastomeres présentent un comportement tres complexe avec de nombreux phénomenes
tels que la capacité a supporter de grandes déformations, la viscoélasticité avec la dépendance
au temps et a la vitesse et les phénomenes particuliers comme 'effet Mullins. L’influence des
parametres d’essais a été détaillée et illustrée par de nombreux essais.

Ce mémoire se consacrera & 'effet Mullins. Il a été mis en évidence que ce phénomene se
produisait pendant les premiers cycles de chargement mais se localisait de fagon prépondérante

entre la premiere et la deuxieme charge. Il ne dépend que de la déformation maximale et est
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indépendant de la vitesse de sollicitation. Nous considérons que l’effet Mullins est simplement
caractérisé par la perte de raideur du matériau entre la premieére et la seconde charge et est di
a la rupture de charges et de liaisons fortes et faibles (ainsi seules les liaisons faibles peuvent se
recouvrir avec le temps). Néanmoins, la viscoélasticité du matériau est également responsable
d’une partie de la perte de raideur entre les deux premieres charges. Dans la suite, nous ne
distinguerons pas la perte de raideur due a 'effet Mullins ou a la viscoélasticité. Il a été montré
que le phénomene de relaxation pouvait accroitre ou réduire la perte de raideur selon ’endroit
ou elle est appliquée. Ce phénomene quasi-négligeable en comparaison de la perte de raideur ne
sera pas pris en compte dans cette approche.

Les modélisations proposées par la suite devront s’attacher a décrire ’accommodation a
I’effet Mullins. On considérera que ce phénomene est isotrope et ne dépend que de I'histoire des

déformations.



Chapitre 11

Bibliographie sur les lois de comportement

Le Chapitre I a permis de mettre en évidence les différents aspects du comportement des
élastomeres, notamment 1’élasticité non-linéaire, ’effet Mullins, ’hystérésis et la viscoélasticité.
Il a été montré que ces phénomenes étaient indépendants; ainsi ils peuvent étre modélisés
séparément. Ce chapitre a pour but d’exposer les résultats de la bibliographie aptes a décrire les
phénomenes que nous souhaitons prendre en compte, c’est-a-dire la capacité a subir de grandes
déformations avec une tres forte perte de raideur entre les deux premieres charges lors d’un essai
cyclique.

Dans un premier temps, le cadre d’existence de lois de comportement est introduit avec
la présentation de densités d’énergie hyperélastiques qui modélisent la capacité du matériau a
subir de grandes déformations de facon réversible. Deux approches sont proposées, la premiere
prend en compte le comportement macromoléculaire du matériau (approche statistique) tandis
que la seconde propose des formes mathématiques capables de simuler les essais (approche
phénoménologique). Ces deux approches ont été développées parallelement depuis 60 ans et
seront présentées séparément. Dans un second temps, la modélisation de I'effet Mullins (i.e. la
forte perte de raideur entre les deux premieres charges) sera abordée selon différentes approches:
la description physique, la mécanique de I’endommagement et la théorie du double réseau. Elles-
aussi seront présentées séparément. Les avantages et inconvénients de chacune des méthodes

seront mis en lumiere et leur capacité a répondre a notre probleme sera étudiée.

II.1 Elasticité non-linéaire

I1.1.1 Généralités sur I’hyperélasticité
11.1.1.1 Introduction

Une loi de comportement permet de relier les contraintes a 'instant ¢t aux déformations subies
jusqu’a cet instant. Le tenseur des contraintes s’écrit comme une fonctionnelle S de la transfor-
mation. Celle-ci doit vérifier trois principes: I'indifférence matérielle, la localisation spatiale et

la causalité. On supposera de plus, ’hypotheése des matériaux matériellement simples (Truesdell,

35
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1966), i.e. la cinématique peut étre entierement décrite par le gradient de la transformation. La
loi de comportement peut ainsi s’écrire :

ot)= S {F(r)} (IL.1)

T<t

Les élastomeres sont considérés incompressibles (cf. paragraphe 1.2.2.5), ainsi les déformations
se font sans variation de volume. Dans ce contexte, la connaissance de 1’état de déformation ne
permet pas a elle seule de connaitre I’état de contrainte. Celui-ci n’est connu qu’a une pression

hydrostatique p pres (Beatty, 1987):
o(t)= —pL+ S {F()) (11.2)

Considérons a présent le principe d’indifférence matérielle ou d’objectivité : la réponse du matériau
doit étre invariante dans tout changement de référentiel et plus particulierement pour toute ro-
tation du référentiel. Pour assurer que ’équation (II.2) est bien objective, on peut I’écrire sous
la forme suivante :

o(t) =—pl+ &1 {B(t),Ci(7)} (IL.3)

<t
ou Cy(7) représente le tenseur des dilatations au temps 7 en référence a la configuration au
temps ¢ (Sidoroff, 1982).

Par la prise en compte de l'isotropie des matériaux et I'utilisation des théoremes de représen-
tation (Sidoroff, 1982), il est possible d’exprimer les lois de comportement en fonction des inva-

riants des tenseurs des dilatations.

11.1.1.2 Loi de comportement hyperélastique

Nous restreignons notre étude aux lois de comportement élastiques, ainsi I’état de contrainte
au temps t dépend seulement de I’état de déformation au temps ¢ et non pas de I'histoire de la
déformation (7 < t). La correspondance entre 1’état de contrainte et ’état de déformation est

bijective. L’équation II.3 se réduit alors a l’expression suivante:
o(t)=—-pIl+ S {B(t)} (11.4)

dans le cas incompressible.

Dans le cadre général de l’élasticité, nous nous restreignons au cas particulier de I’hy-
perélasticité. Celui-ci est caractérisé par ’existence d’une fonction scalaire énergie de déformation
W dépendant de I’état de déformation (Beatty, 1987):

W = W(F) (IL5)

La prise en compte du principe d’objectivité permet d’exprimer W a partir des tenseurs des
dilatations (Sidoroff, 1982):
W =Ww(B)=W(C) (11.6)
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W étant une fonction scalaire isotrope du tenseur B, elle est fonction des invariants de B. Du fait
de la prise en compte de I'incompressibilité, W s’exprime simplement grace aux deux premiers

invariants, ou des élongations principales dont ils sont fonction :
W =W (I, 1I2) = W(A1, A2, A3) (11.7)

Les relations contraintes-déformations se déduisent simplement par dérivation de 1’énergie de

déformation :

oW
oW

S=-pCl4+2— 1.9

pC™ + 255 (I1.9)
ow

= pF T4+ —— 1.1
m=—pF " + o (I1.10)

La derniere difficulté est la détermination de la forme de la densité d’énergie de déformation.
Comme présentée par ’équation (I1.7), celle-ci peut s’exprimer a partir soit des invariants, soit
des élongations principales. Différentes approches ont été utilisées pour la détermination de la
forme de W : physique ou phénoménologique. Les premieres cherchent a décrire le comporte-
ment du réseau moléculaire du matériau, les secondes proposent des fonctions mathématiques

décrivant son comportement global.

I1.1.2 Modeles physiques
I1.1.2.1 Fondements de la mécanique statistique

Les origines physiques de ’élasticité des matériaux se déduisent des principes fondamentaux
de la thermodynamique. Le premier principe établit que les variations d’énergies du systeme
(cinétique AK et interne AFE) sont égales a la somme de ’énergie apportée sous forme de

chaleur ) et du travail des efforts extérieurs W, :
AE +AK = Wep +Q (I1.11)

Le second principe appliqué a un processus réversible permet d’exprimer simplement la variation
d’entropie AS par:
TAS =Q (I1.12)

Par utilisation du principe de I’énergie mécanique :
AK = Wezt + Wint (1113)

Meyer et Ferri (1935) ont montré que ’élasticité des caoutchoucs est essentiellement entropique
(voir par exemple Treloar (1975)). Grace a la mise en place d’essais de traction a différentes

températures sur un caoutchouc faiblement vulcanisé, ils ont relié la force de traction a la
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température par une relation linéaire. Ceci permet de négliger les variations d’énergie interne,
et par combinaison des équations (II.11), (II.12) et (II.13) d’obtenir:

TAS = Wi, (I.14)

Cette équation montre que ’élasticité des élastomeres est due aux phénomenes intra-macromolé-
culaires liés a la variation d’entropie du systéme. La variation d’entropie du systéeme peut étre
calculée a partir de la somme des variations d’entropie de chaque chaine individuelle. Ainsi, la
volonté de modéliser le comportement des polymeres a conduit de nombreux auteurs a étudier
le comportement individuel des chaines macromoléculaires lors de la déformation du matériau.

Une chalne du réseau élastomérique est représentée par N segments inextensibles de longueur
[ (Doi, 1996). On définit le vecteur longueur de chaine comme le vecteur liant les deux extrémités

de celle-ci comme le montre la figure I1.1. Sa longueur initiale est notée r( et est statistiquement

— A
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.
.
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<l

X
Fia. I1.1 — Représentation du vecteur liant les extrémités d’une chaine dans [’espace.

égale & vV NI (Treloar, 1975). La mécanique statistique conduit a étudier I’entropie d’une chaine
(Mayer et Mayer, 1940) :

s =klIn(Q) (I1.15)

ou k = 8,31J/mol.K est la constante de Boltzmann et 2 est le nombre d’états de conformations
spatiales de la chaine. Une conformation dépend de la répartition spatiale des N segments de
la chaine. Une analyse statistique permet de déterminer la probabilité p(x,y, z) qu'une chaine
de longueur donnée, fixée en un point donné ait son autre extrémité au voisinage d’un point P
dans un volume élémentaire AzAyAz (cf. figure I1.1). Le calcul de cette probabilité conduit a
évaluer le nombre de conformations possibles permettant a la chalne d’avoir son extrémité en P.

L’entropie s’écrit alors:

s =kln[p(x,y, z) AzAyAz] (I1.16)

Le point clé consiste ensuite a déterminer une densité de probabilité. Plusieurs propositions de

la bibliographie sont présentées.
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I1.1.2.2 La théorie gaussienne et ses applications

Guth et Mark (1934) ont proposé la densité de probabilité gaussienne :
b3
p(z,y,z) = —3 exp (—b2($2 +y? + 22)) (I1.17)
T2
avec b? = 3/2NI?. Cette probabilité dépend uniquement de la distance entre les deux extrémités
de la chaine et peut se mettre sous une forme simple:
b3
p(r) = — exp(—b*r?) (I1.18)
T2

Elle permet de déterminer I’entropie d’une chaine d’apres 1’équation (I1.16) :

SGauss = Kk In (Aa:AyAzi) — kb*r? (I1.19)
T2

L’énergie de déformation étant seulement entropique dans les élastomeres, la densité d’énergie est
déterminée simplement. Celle-ci a, dans un premier temps, été utilisée par Wall (1942a,b, 1943)
pour décrire des cas de sollicitations simples. Treloar (1943a,b) a fait ’hypothese supplémentaire
que les chaines se déformaient de fagon homogene dans le matériau, i.e. :

- les fluctuations statistiques des points de jonction (réticulation et enchevétrement) autour

de leur position moyenne sont négligées ;

- le vecteur liant les extrémités d’une chaine suit la déformation locale du milieu continu.

Ceci a permis d’exprimer simplement 1’énergie de déformation en fonction du premier invariant

du tenseur des dilatations: )
W = §nk9(I1 —3) (I1.20)

Ce modele est appelé < modele néo-hookéen> .

Cette théorie est améliorée par James et Guth (1947) qui considerent que seuls les points de
jonction du réseau sont fixes et que tous les autres peuvent fluctuer librement, i.e. les chaines
sont libres de se déplacer sans aucune restriction, les inter-pénétrations étant possibles, d’ou le

nom de < modele fantome>. L’énergie de déformation se met alors sous la forme:
1 2
W==|1-—)nk0(l; —3) (I1.21)
2 ¢
ou le parametre ¢ est la fonctionnalité du réseau, c’est-a-dire le nombre moyen de chaines
accrochées en chaque point de jonction. La forme de cette densité d’énergie est exactement la

méme que le modele néo-hookéen du point de vue du mécanicien, seule la constante matérielle

change.

I1.1.2.3 La théorie non-gaussienne et ses applications

La théorie gaussienne ne permettant pas de reproduire le comportement en grandes déforma-

tions, Kuhn et Griin (1942) ont proposé une densité d’énergie non gaussienne qui prend en
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compte la distribution, plus probable, des angles entre les segments de chaines mais aussi I'ex-

tension maximale. Celle-ci s’exprime sous la forme d’une fonction logarithmique :

In(p(r)) = N ulﬂ +1In (mﬂh@)] (11.22)

oufB=L""1 [ \/%] et L est la fonction de Langevin définie par:

£(8) = coth(3) — ; (11.23)

Remarque: afin de simplifier les expressions et réduire les temps de calcul, différentes formes
approchées ont été proposées pour calculer l'inverse de la fonction de Langevin (Cohen, 1991;
Bergstrom, 1999; Perrin, 2000).

L’entropie d’une chaine non-gaussienne se déduit simplement de I’équation (11.22):

r p
SNon Gauss = C — Nk [Mﬁ +1In <smhﬂ>] (1124)

Cette théorie est utilisée pour décrire le comportement global du matériau et diverge de la
théorie gaussienne a partir d’un niveau de déformation correspondant & peu pres au tiers de la
déformation acceptable par le matériau (Kucherskii, 2003). La description du comportement du

matériau nécessite d’approcher la répartition des chaines dans un volume élémentaire.

Modéle du réseau complet

Apres Treloar (1954) et Treloar et Riding (1979), Wu et van der Giessen (1993) ont proposé
une distribution statistique des chaines dans toutes les directions de I'espace (cf. figure I1.2(a)).

Le comportement du matériau est obtenu par intégration sur l’espace du comportement de

@:’g@ @:Cg
Ai=7 Re-f

F1G. 11.2 — Disposition des chaines dans l’espace pour les différents modéles: (a) orientation

aléatoire, (b) modéle trois chaines, (c) modéle quatre chaines, (d) modéle huit chaines.
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I’ensemble des chaines. Les contraintes eulériennes s’écrivent :

1 T p2m ) by 4 9.
Ul_éhrCR\/N/o /0 L (\/N))\ m;sinfdfdy —p (11.25)

ol mq = sin 6 cos ¢, my = sinfsin ¢, m3g = cosf et

SN

3
A P=Y ”;— (I1.26)
i=1

Cgr et N sont les parametres matériels. Le premier parametre représente la pente a 1’origine du
modele et est simplement relié a la densité de chalnes par unité de volume n par Cr = nk6 ou
k est la constante de Boltzmann et 0 est la température. Le second parameétre décrit la position
du raidissement et peut se déterminer par la position du changement de pente dans le graphe
des contraintes de Mooney (Morris, 1964). Il représente le nombre moyen de monomeres actifs
par chalne. Les simulations du modele sont correctes mais il est important de noter que cette
intégration entraine des difficultés numériques. Ainsi certains auteurs ont proposé de répartir la

densité d’énergie dans des directions privilégiées de ’espace.

Modéle trois chaines

James et Guth (1943) ont proposé de représenter le matériau par des chaines non-gaussiennes
placées dans les trois directions principales de ’espace (cf. figure I1.2(b)). Ils considérent que la
densité de chaines est n/3 dans ces trois directions. Les contraintes principales s’écrivent alors

simplement dans ces mémes directions:

1 i
= —p+ —CrVNNLT? ’ 1.2
o D+ 3CR N L <\/N> ( 7)

Les parametres Cr et N jouent les mémes roles que dans le modele du réseau complet. Les

simulations du modele sont pertinentes méme s’il surestime le raidissement.

Modéle quatre chaines

Flory (1944) puis Treloar (1946) ont proposé de répartir de fagon équitable la densité de
chaines dans les directions reliant le centre d’un tétraedre & chacun de ses sommets (cf. figure
I1.2(c)). Ce modele ne présente pas une forme analytique simple puisqu’il nécessite le calcul de
la position du centre du tétraedre & chaque état de déformation. Les performances de ce modele
sont similaires a celles du modele trois chaines. Ne donnant pas de meilleurs résultats et ayant

une forme plus complexe que le modele trois chaines, il n’a pas été fréquemment utilisé.

Modéle huit chaines

L’approche non-gaussienne n’a ensuite été réutilisée que cinquante ans plus tard par Arruda
et Boyce (1993) qui ont réparti la densité de chaines de fagon équiprobable dans les directions des

diagonales d’un cube (cf. figure 11.2(d)). Cette géométrie présente 1'avantage d’avoir la méme
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configuration dans les trois directions de l’espace. La densité d’énergie s’écrit simplement en

sommant la contribution de chacune des chalnes:

p
sinh

Achain
W =CgrN + In
R N B

avec Achain = \/11/3. Les parametres Cr et N jouent les mémes roles que dans le modele trois

(11.28)

chaines. Ce modele permet la description de I’ensemble des essais uniaxiaux mais sous-estime

les contraintes aux faibles déformations.

Bilan de la théorie non-gaussienne

Meissner (2000) a récemment émis une critique sur la forme du comportement de la théorie
non-gaussienne, il juge les incurvations de la courbe contraintes-déformations trop prononcées. Il
propose de faire évoluer le parametre décrivant le nombre de monomeres actifs dans une chaine
avec la déformation. Ceci permet d’obtenir une courbe présentant des incurvations moins pro-
noncées. Récemment, Zuniga et Beatty (2002a) ont reformulé les modeles <« chaines> a partir
de la théorie non-gaussienne corrigée de Jernigan et Flory (1969) qui permet de mieux prendre
en compte le comportement sur toute la gamme de déformation. Cette formulation apporte une
amélioration des modeles mais en contre-partie complexifie fortement leurs expressions analy-
tiques, ce qui les rend difficiles d’emploi pour des utilisations numériques.

Les modeles non-gaussiens présentent ’avantage de décrire correctement le comportement
global du matériau avec notamment le raidissement aux grandes déformations. Ces modeles
constituent une amélioration importante du modele néo-hookéen seulement capable de décrire
les faibles déformations. Néanmoins, leurs formulations analytiques posent de grandes difficultés
d’implantation numérique. A ce jour, seul le modele huit-chaines est implanté dans les codes
de calcul commerciaux et sous la forme d’un développement en séries entieres de I; a 'ordre
5. Du fait de sa formulation isotrope et de ses propriétés, il semble étre actuellement le modele

statistique le plus pertinent pour décrire le comportement, et le seul utilisable numériquement.

I1.1.2.4 Modéle tube

Heinrich et Kaliske (1997) ont cherché a construire un modele hyperélastique fondé sur des
concepts macromoléculaires facilement implantables dans un code de calcul. Ils ont considéré
qu’une chaine macromoléculaire se déplacait dans un tube virtuel constitué par les autres chaines
comme le montre la figure I1.3. Une chaine est confinée au voisinage de sa position initiale R(s).

La probabilité d’une conformation est donnée par une distribution aléatoire :

P(R(s)) _K{—;b/OLds <81;is)>2} (11.29)

ou b est la longueur moyenne d’un segment, L la longueur moyenne d’une chaine et K une

constante. Cela permet de déterminer la déviation de la position de la chaine r(s) par rapport
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F1c. I1.3 — Tube entourant une chaine dans le matériau (Heinrich et Kaliske, 1997).

a sa position initiale dans la direction i :

d? = ((ri(s) — AiRi(s))?) (11.30)

ou (.) représente I'opérateur moyenne. On en déduit I’évolution des parametres du tube (rayon
et longueur). En utilisant 'hypothese de déformation affine du réseau, les auteurs écrivent la

densité d’énergie de déformation sous la forme suivante :

2G _

2

W = Z (A2 —1) ﬁ; AP —1) (11.31)
=1

ou G, G et O sont les parameétres matériels du modele. Cette densité d’énergie est un cas

particulier du modele d’Ogden (1972) a deux termes (cf. paragraphe 11.1.3.3).

11.1.2.5 Autres approches

D’autres approches physiques ont été proposées dans la bibliographie pour la modélisation du
comportement macromoléculaire des élastomeres, notamment les modeles de chaines contraintes
(Flory, 1977; Flory et Erman, 1982) et liquides (Di Marzio, 1962, 1994). Mais ceux-ci présentent
des formes non exploitables par le mécanicien pour le calcul de structures et ne sont donc pas
exposés ici. Pour une revue bibliographique complete, on pourra se reporter a Edwards et Virgils
(1986), Han et al. (1999) et Boyce et Arruda (2000).

I1.1.2.6 Conclusion sur les modeles physiques

Les approches fondées sur la physique des chalnes macromoléculaires permettent de décrire le
comportement global du matériau et d’étudier leurs propriétés mécaniques (Kloczkowski, 2002).
Il nous semble que compte tenu des difficultés d’utilisation des lois, le modele le plus pertinent est
le modele huit chaines d’Arruda et Boyce (1993). De plus, ce modele est le seul a étre implanté

dans les codes de calcul.
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I1.1.3 Modeles phénoménologiques

Au moment méme ou se développaient des modeles physiques, des formulations mathémati-
ques ont été proposées. Des revues bibliographiques ont été notamment réalisées par Charlton
et al. (1994), Seibert et Schoche (2000). Dans ce paragraphe, les principaux modeles phénoménolo-

giques, & notre sens, sont présentés.

I1.1.3.1 La série de Rivlin et ses variantes

Mooney (1940) a construit un modele grace a l’exploitation d’essais uniaxiaux. Suite & des
développements mathématiques (notamment fondés sur I’hypotheése d’un comportement linéaire
des élastomeres en glissement simple), il a proposé une fonction d’énergie de déformation sous

la forme d’une fonction linéaire des deux premiers invariants :
W = Cl(Il — 3) + CQ(IQ — 3) (11.32)

Ce modele est tres largement utilisé dans les codes de calcul industriels, car il présente I’avantage
d’étre stable numériquement et permet de décrire le comportement des élastomeres pour les
faibles et moyennes déformations. Ce modele est appelé <«modele de Mooney-Rivlin>. Il convient
de noter que lorsque Cy = 0, la formulation de Treloar (1943a,b) est retrouvée, ce qui justifie
physiquement I'existence du premier terme du modele. Récemment Fried (2002) a remis en cause
une hypothése de la théorie gaussienne des chaines (les chaines ne suivent pas le milieu continu)
ce qui lui permet également de justifier 'existence du terme dépendant du second invariant dans
le modele de Mooney-Rivlin.

Rivlin (1948a,b) enrichit la formulation précédente en proposant ’ajout de termes supplémen-

taires, ce qui le conduit & développer W en série infinie des deux premiers invariants :

)

W =Y Cy(L —3)'(I - 3) (11.33)

i,j=0

Ce modele ne peut étre utilisable sous cette forme. Ainsi, différents auteurs ont proposé des
troncatures. Le choix des termes s’est fait par 'étude des dérivées de I’énergie de déformation
par rapport & chacun des invariants. Selon les matériaux étudiés, les auteurs ont conservé un
nombre plus ou moins important de termes. Certains se sont attachés a décrire le comportement
sur une large gamme de déformation, d’autres ont cherché a décrire simultanément les différents
essais simples. Un récapitulatif des principales troncatures est proposé dans le tableau II.1. Les
termes dépendant du premier invariant sont classiquement utilisés pour décrire le comportement
global du matériau. Les termes dépendant du second invariant servent principalement a décrire
le comportement a l'origine et les courbures du comportement. Les auteurs conservent le plus
souvent plus de termes dépendant du premier que du second invariant. Le choix de retenir des
termes dépendant uniquement du premier invariant ou des termes dépendant des deux invariants
a été fréquemment discuté mais aucune formulation unanime n’a été retenue. Yeoh (1990) a

présenté ’évolution du module de cisaillement avec le premier invariant. La figure I1.4 illustre
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Auteurs Modeles

Isihara et al. (1951) W = Cio(I1 — 3) + Coo(I1 — 3)% + Co1 (I2 — 3)

Biderman (1958) W = Cio(I1 — 3) + Coo(I1 — 3)® + C3o(I1 — 3)3
+Co1 (12 — 3)

Tschoegl (1972) W = Cio(51 — 3) + Coo(I1 — 3)* + C0(I1 — 3)®
+Co1(I2 — 3) + C11(I1 — 3)(I2 — 3)

James et al. (1975) W = Cyo(l1 — 3) + Coo(I1 — 3)® + C30(I; — 3)3
+Co1(Iy — 3) + C11(f1 — 3)(I2 — 3)

Haines et Wilson (1979) | W = Cio(I1 — 3) + Cao(I1 — 3)? + Cs0(I1 — 3)3
+C()1(IQ — 3) + 002( 9 — 3) + 011(11 — )(Iz — 3)

Yeoh (1990) W = C1o(I1 — 3) + Coo(I1 — 3)? + Cso(I; — 3)3

Bechir et al. (2002) W = Cio(I1 — 3) + Coo(I1 — 3)® + C3o(I; — 3)3
+Co1(I2 — 3) + Coa (12 — 3)?

TAB. II.1 — Modeéles fondés sur une troncature de la série de Rivlin.

0.64 |-

0.54

Module de cisaillement

) 5 10 15 20 25

Fic. 1.4 — Evolution du module de cisaillement en fonction du premier invariant de la trans-
formation (Yeoh, 1990): (o) points expérimentaux, (—) modéle de Yeoh, (——) modéles néo-

hookéen ou de Mooney-Rivlin.

sa décroissance pour de faibles déformations, puis sa croissance aux grandes déformations. Ce
phénomene ne peut étre pris en compte que grace aux trois premiers termes en I7, a la condition
de choisir un coefficient Cyy négatif. Cette idée a été renforcée par James et Green (1975) qui
ont étudié les différents parametres matériels et ont montré que Cig, Co1 et Cgg doivent étre

positifs et C'11 et Cog négatifs.

Les séries de Rivlin permettent de décrire correctement le comportement. Néanmoins, il

est important de limiter au maximum le nombre de parametres. La multiplication des termes
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entraine des difficultés d’identification. De plus, ’aspect multiaxial du comportement doit étre
vérifié car les simulations peuvent étre erronées. Dans le but de garder les meilleures simulations
en limitant le nombre de termes, la formulation de Yeoh (1990) avec trois termes dépendant
du premier invariant est d’apres nous la formulation la plus adaptée a décrire globalement le

comportement du matériau.

I1.1.3.2 Autres formulations en invariants

L’étude des dérivées de I’énergie de déformation par rapport a chacun des invariants a conduit
certains auteurs a proposer des formulations différentes d’une série entiere. Rivlin et Saunders
(1951) ont proposé de décomposer ’énergie de déformation en deux fonctions ne dépendant
chacune que d’un invariant. La fonction du premier invariant est choisie comme étant le modele

néo-hookéen et la seconde n’est pas explicitement définie:
W = 01(11 — 3) + f([g — 3) (11.34)

la seule caractéristique imposée par les auteurs a f est sa décroissance. Gent et Thomas (1958)
ont proposé une forme empirique pour cette fonction, forme fondée sur 'utilisation de la théorie

statistique non-gaussienne :

I

Les résultats obtenus avec ce modele ne sont pas plus pertinents que ceux obtenus avec le
modele néo-hookéen. Ainsi le terme dépendant du second invariant ne présente aucun apport
supplémentaire. Hart-Smith (1966) a cherché a déterminer les fonctions mathématiques les plus
a méme de décrire les dérivées de I'énergie de déformation par rapport aux invariants sur une

large gamme de déformations. Il a proposé des fonctions exponentielles et logarithmiques :

I
W(Il, IQ) = (] /eXp{(Cg(Il — 3)2)}d11 + Cy1n (32> (11.36)
Le premier terme permet de décrire le comportement global du matériau avec notamment le
phénomene de raidissement tandis que le second terme permet de reproduire la courbure a
I’origine du matériau. Ce modele fut le premier capable de décrire le raidissement en gardant
une formulation en invariants avec un nombre de parametres limité. Un modele présentant les

mémes caractéristiques a été proposé par Knowles (1977) sous la forme d’une puissance :

W= % [(1 + %(11 - 3)>n - 1] (IL.37)

ou u et n représentent respectivement le module de cisaillement du matériau et le parametre de
raidissement (lorsque n est un entier, ce modele est un cas particulier des séries de Rivlin). On
note que ce modele ne s’exprime qu’avec le premier invariant, cette idée est également mise en

évidence par Gregory (1979), ce qui a conduit Othman et Gregory (1990) & proposer une nouvelle
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formulation adaptée au comportement a faibles déformations. Finalement, Gent (1996) a proposé

une formulation permettant de simuler le raidissement grace a une fonction logarithmique :

11—3}

m

W = —%Jmln [1 —

(11.38)

L’avantage de cette formulation vient du fait que les parametres du modeéle ont des significations
physiques, puisque E représente la pente a l'origine du modele (dans le graphe contraintes-
déformations) et J,,, décrit la position de I’'asymptote correspondant au raidissement du modeéle.
Boyce (1996) a montré que ce modele était équivalent au modele huit chaines, donc que E et
Jm pouvaient étre reliés a la densité de chaines et au nombre de monomeres par chaine (cf.
annexe B). Pour Horgan et Saccomandi (2003), ce modele est celui qui propose la meilleure
forme de raidissement. Récemment, Lambert-Diani et Rey (1999) ont modélisé tres précisément
I’évolution des dérivées de I’énergie de déformation par rapport aux invariants, en remarquant
que:
— OW/0I; décroit, passe par un minimum puis croit avec le premier invariant ;

— OW/0I; croit, passe par un maximum puis décroit avec le deuxieme invariant.

Ceci les a conduit a proposer une formulation sous la forme de deux séries ne dépendant respec-

tivement que d’un seul invariant :

n

W(Il,lg) = /exp [Z ai(Il — 3)Z

1=0

dl + / exp [zn: bi(ln(IQ))i] dl, (11.39)
=0

Ce modele pose les mémes probléemes que la série de Rivlin puisqu’il n’est pas utilisable sous
sa forme globale. Ce modele étant récent, aucune troncature autre que celle des auteurs n’a été
proposée a ce jour. Leur choix permet de décrire correctement les phénomenes mais avec cing
parametres matériels.

Les modeles de Hart-Smith (1966) et de Gent (1996) sont les modeles les plus intéressants
a notre sens car ils décrivent le comportement global du matériau avec respectivement deux
et trois parametres matériels. De plus, le modele de Gent présente ’avantage d’étre équivalent
au modele huit chaines donc d’avoir des parametres matériels pouvant étre interprétés a 1’aide
de considérations physiques. Les séries de Rivlin (1948a,b) présentent I'avantage d’avoir une
forme simple, mais il faut absolument limiter le nombre de termes retenus. Toutes ces études

ont montré la prédominance du premier invariant dans la description du comportement.

I1.1.3.3 Modeéles écrits en termes d’extensions principales

Certains auteurs ont privilégié une approche en extensions principales plutét qu’en invariants.
La premiére formulation est due & Carmichael et Holdaway (1961) qui ont proposé une densité

d’énergie exprimée en fonction des élongations principales :

W= [s(X7) — ()] (IL.40)

3
=1

(2
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ou la fonction ¢ est définie par:

dolw) _ L[y a/a—vaT) _ Bu+u"t—-2) (I1.41)
du 4u

A, B et 3 sont les parametres matériels. Ce modele fournit de bons résultats sur les essais de

Treloar, avec seulement trois parametres matériels. Valanis et Landel (1967) ont fait 'hypotheése

que pour des raisons d’isotropie la réponse du matériau devait étre la méme dans les trois direc-

tions principales de I'espace. Pour ce faire, ils introduisent une densité d’énergie correspondant

a chaque direction de 'espace :
W =w(A1) + w(A2) + w(A3) (11.42)

Cette loi ne présente qu’'une seule fonction de comportement a identifier, dw/d\, alors que les
modeles en invariants nécessitent l'identification de la dérivée de ’énergie par rapport a chacun
des invariants. La forme proposée w'(\) = 2ulIn(\) permet de décrire le comportement aux
faibles déformations. Néanmoins Landel (1998) a remis en cause les fondements de cette loi et
a proposé de la remplacer par une fonction plus apte a décrire le comportement sur une large
gamme de déformations:

Aw'(X) =2G(A — 1+ K'\™) (11.43)

D’autre part, Ogden (1972) a remis en cause 'hypothese de restriction de puissances entieres
des élongations principales imposée par Rivlin (du fait de la formulation en série entiére) et a
proposé une densité d’énergie (respectant ’hypothese de Valanis et Landel (1967)) sous la forme

d’une série exprimée en fonction des élongations principales:

=

N
W= Z az (AS™ 4+ A9™ + 23" — 3) (11.44)
n=1

ou les doublets (g, o) ,n=1,n sont les constantes matérielles du modele qui doivent vérifier la
condition de stabilité p,a, > 0, lorsque seuls un ou deux termes de la série sont conservés.
Une bonne simulation des modeles nécessite 'utilisation de deux ou trois termes de la série. La
principale difficulté du modele réside dans l'identification des parametres. En effet, Yeoh (1997)
a mis en évidence que les valeurs des parametres dépendaient fortement du point de départ lors
du processus d’identification.

Une approche originale a été proposée par Blatz et al. (1974) qui utilisent la notion de
déformations généralisées (Hill, 1978). La déformation devient un parametre puisque 1’énergie

se met sous la forme simple de deux termes polynémiaux :

2G
W = —Ig+ Bly (I1.45)

n
ou Ig est le premier invariant d’un tenseur des déformations généralisées. Le tenseur de déforma-
tion & utiliser doit étre identifié sur le matériau au méme titre que les parametres G, n et m. Ce

modele tres original n’a, & notre connaissance, pas été repris a ce jour.
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Les modeles en extensions principales nécessitent des temps de calculs plus longs que les
modeles en invariants méme si des solutions alternatives sont proposées pour éviter le calcul des
directions propres (Morman Jr., 1988). Ainsi, méme si le modeéle d’Ogden (1972) est reconnu
pour décrire tres correctement le comportement, sa formulation et la difficulté d’identification

des parametres nous conduisent a 1’écarter.

I1.1.4 Probleme de la courbure a l’origine

Depuis la création de modeles capables de décrire le raidissement des élastomeéres, un grand
nombre d’auteurs a mis en évidence l'incapacité de nombreuses densités d’énergie a décrire
la courbure a l'origine du comportement. Ce phénomene est notamment observable pour les
modeles physiques et les modeles exprimés seulement a ’aide du premier invariant de la trans-
formation. En effet, Chazeau et al. (2000) montrent que les théories non-gaussiennes ne sont
pas aptes a décrire l'effet Payne. Le succes du modele de Mooney-Rivlin (I1.32) pour de faibles
déformations a conduit certains auteurs a proposer l'ajout d’un terme dépendant du second
invariant de la transformation. Morris (1964) avait étudié ce probleme dans le cas de la traction
uniaxiale et avait ajouté le terme dépendant du second invariant du modele de Mooney-Rivlin
(I1.32) aux théories non-gaussiennes, cette idée fut ensuite reprise par Meissner (2000). Meissner
et Matejka (2000) ont également proposé une modification de ce terme dans le cas uniaxial,
mais elle présente la difficulté de ne pas s’exprimer sous forme tensorielle tridimensionnelle.
L’avantage de leur formulation est qu’a faibles déformations, elle devient équivalente au modele
de Mooney-Rivlin. Apres analyse de la courbure & 'origine des courbes contrainte-déformation,
Alexander (1968) a proposé une fonction du second invariant qu’il introduit dans le modele de

Hart-Smith (I1.36) (seul modele de I’époque capable de décrire le raidissement du matériau) :

(I —3) 4+~

W=, /exp(kz([l —3)3)dI; + Cy1n < S

> + Cs(I3 — 3) (11.46)
Pucci et Saccomandi (2002) ont proposé une modification du modele de Gent (I1.38) par I’ajout
d’un terme dépendant du second invariant, celui-ci a la méme forme que la partie dépendant
uniquement du premier invariant (I1.38). Ce terme n’apporte pas de résultats plus efficaces que le
terme proposé par Gent et Thomas (I1.35). Yeoh (1993) a mis en évidence les insuffisances de son
modele (cf. tableau II.1) pour décrire les faibles déformations, mais remet en cause 'utilisation
d’un terme dépendant du second invariant. En effet, un tel terme peut donner des résultats
erronés dans le cas des sollicitations multiaxiales (Boyce et Arruda, 2000). I1 a proposé I’ajout
d’un terme (de nature phénoménologique) dépendant uniquement du premier invariant de la

forme :

{1 —exp[-B(L - 3)]) (1L.47)

Ce terme présente ’avantage de n’intervenir qu’aux faibles déformations et de ne pas interférer
dans les fortes sollicitations multiaxiales. Yeoh et Fleming (1997) ont ensuite adapté ce terme

correcteur au modele de Gent (I1.38). Dans le méme but, Davies et al. (1994) ont construit une



50 Chapitre II. Bibliographie sur les lois de comportement

fonction du premier invariant pouvant a la fois décrire les faibles déformations (premier terme)
et les fortes déformations:

W=—" (I, —3+C*'"32 + k(I — 3)? (11.48)

2(1—12)

Il est important de noter que selon les sollicitations, un des invariants devient prépondérant

comme le montre la figure I1.5. Un terme qui paraissait n’intervenir qu’aux faibles déformations

30

20 /

10

10 20 30

Fic. 1.5 — Trajets de l’état de déformation dans le graphique des deuxr premiers invariants
dans le cas des sollicitations simples: (—) traction uniaziale, (——) compression ou traction

équibiaziale, (---) glissement pur.

pour un type de sollicitation peut étre prépondérant pour un autre type. Il est donc nécessaire de
choisir une fonction de correction pour les faibles déformations qui n’intervient pas en grandes
déformations afin de ne pas modifier la forme du modele. Le choix d’une fonction qui disparait
ou qui atteint un palier lorsque la déformation augmente est important, ce qui conduit a retenir
une fonction similaire & celle proposée par Yeoh (I1.47). Le choix d’une fonction de I'invariant
n’est pas discriminant a ce niveau. En revanche, le terme correcteur interviendra plus selon le
mode de sollicitation considéré. Ce choix ne peut donc étre que guidé par ’étude des courbes
expérimentales du matériau considéré. L’ajout du second terme du modele de Mooney-Rivlin
est a prendre avec précaution car il pourra modifier fortement le comportement aux grandes

déformations dans les modes multiaxiaux.

11.2 Effet Mullins

Apres le rappel des différentes formes de densités d’énergie proposées pour modéliser le
comportement hyperélastique des élastomeres, les différentes approches pour la prise en compte

de l'effet Mullins sont détaillées ici.



I1.2. Effet Mullins o1

I1.2.1 Introduction

Apres Pobservation du phénomeéne par Bouasse et Carriere (1903), seules des approches
qualitatives ont été proposées (on pourra se reporter aux revues bibliographiques de Harwood
et al. (1967), et Mullins (1969)) jusque dans les années 1940. Celles-ci ne seront pas abordées
dans ce paragraphe. Des approches quantitatives ont ensuite été proposées, elles peuvent étre
séparées en trois grands types: les théories fondées sur la physique des chaines, les théories de

double réseau et la mécanique de ’endommagement.

I1.2.2 Modeles physiques

Bueche (1960, 1961) a construit un modele uniaxial fondé sur des considérations moléculaires.
Il considere que 'accommodation est due a la rupture de chaines entre les agrégats de charges.
La polymérisation conduit a la création de chaines de différentes longueurs liant les charges (cf.

figure I1.6), et celles-ci se rompent au fur et & mesure que la déformation augmente. L’auteur

Fi1a. 11.6 — Chaines de longueurs différentes joignant deuz charges (Bueche, 1960, 1961).

propose un modele probabiliste prenant en compte la rupture progressive des chaines avec la
déformation maximale; cette formulation fait intervenir les parametres du réseau moléculaire.
Dannenberg et Brennan (1966), et Dannenberg (1966) imputent l'effet Mullins, mais aussi la
relaxation et 'hystérésis, au glissement des chaines sur les agrégats de charges lors de I’extension.
Ils émettent plusieurs hypotheses quant a I’évolution du réseau: ils pensent que les chaines
peuvent soit se rompre, soit se détacher, soit glisser sur la surface de 1'agrégat de charge. Cette
dernieére hypothese est conservée puisque c’est celle qui nécessite le moins d’énergie (les deux
premiéres sont celles retenues par Bueche). Ceci permet au matériau d’évoluer vers une structure
plus <mollex>. Harwood et al. (1967) estiment que cette hypothese reste plausible pour expliquer
les pertes d’énergie. En revanche, Harwood et al. (1965) montrent que ’accommodation a lieu
aussi bien dans les matériaux chargés que dans les matériaux non-chargés, ce qui remet en
cause les hypotheses des modélisations précédentes. Cette constatation permet & Harwood et
Payne (1966a,b) d’affirmer que I’adoucissement du matériau se produit trés majoritairement
dans la matrice, plutét qu’aux jonctions charges-matrice. L’effet Mullins serait principalement
causé par un réarrangement du réseau moléculaire au travers des mouvements des points de

jonction (enchevétrements, réticulation, charges). Une autre approche fondée sur les charges a
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été proposée par Roland (1989b,c,a) qui estime que certaines charges sont rompues et viennent
renforcer la matrice élastomérique. Comme le soulignent Drozdov et Dorfmann (2001) ainsi que
Besdo et Thlemann (2003), il n’existe pas d’avis unanime sur l’effet Mullins.

De plus, toutes ces approches ne sont pas applicables au calcul de structures puisque limitées a
des modélisations uniaxiales. La premiere approche tridimensionnelle est proposée par Govindgee
et Simo (1991, 1992) qui proposent une généralisation du modele de Bueche (1960, 1961) par
une théorie de la moyenne. Leur premiere hypothese fut l'isotropie, afin d’éviter les problemes
de directions principales qui tournent au cours du temps. Ils considerent le matériau comme
un composite constitué d’une matrice en caoutchouc renforcée par des charges. L’énergie de
déformation du matériau provient uniquement de la matrice, ce qui permet d’écrire simplement

W en fonction du comportement de la matrice sous la forme:
W((F)x) = (1 —vp) W((F)) (I1.49)

ol v, est la fraction volumique de charges et (.)x représente 'opérateur moyenne; (F){
représente donc le gradient de la transformation moyen dans la matrice. Ils décomposent 1’énergie
de déformation en une partie provenant du mouvement des chaines entre les liens W, et une
autre provenant du mouvement des chaines entre les particules W, comme l'illustre la figure I1.7.

Ils considerent que seules les chaines dont une extrémité est liée a une charge peuvent rompre lors

Model for carbon-filled rubbers

Tt
b

Crosslink Point Carban Black Loose Chain End

Fig. 1.7 — Modéle de Govindgee et Simo (1991, 1992). Mise en évidence de l’existence de
chaines accrochées entre elles ou a des charges et évolution du réseau macromoléculaire aprés

déformation du réseau.

de 'accommodation a 'effet Mullins. Ainsi, seule W, peut rendre compte de I’accommodation.

L’énergie de déformation globale du matériau s’écrit alors:
W({(F)x) = (1 = vp)[Wee(N") + Wpp(X", )] (IL.50)

ou A" sont les élongations principales de la matrice et 1 I’élongation principale maximale de la
matrice. L’énergie de déformation des chaines liées entre elles est simplement représentée par un
modele hyperélastique, ici celui de James et Guth (1943). En revanche la densité d’énergie des
chaines liées aux particules est celle d’Ogden (1972). Cette dernieére est corrigée par une fonction
d’évolution du réseau (1 — x (A}, 1)) qui enregistre 'accommodation & ’effet Mullins. La forme

de la fonction choisie est la suivante:

YO ) = el (WA — ea(w)] + es() avee ¢ = kyexp{(~1)i6,(u—1)}  (IL5L)
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ol k; et d; sont les parametres matériels du modele. L’accommodation & 'effet Mullins nécessite
I'introduction de six parametres auxquels il faut ajouter les parametres des deux densités
d’énergie hyperélastiques utilisées. Ceci entraine des difficultés d’identification des parametres.
De plus, méme s’il parvient a décrire le phénomeéne d’accommodation, ce modele reste fondé sur
le fait que 'effet Mullins est du a la rupture des chaines en contact avec les charges alors que le

phénomene apparait également pour les matériaux non chargés.

I1.2.3 Modeles de double réseau

Mullins et Tobin (1957) ont proposé une approche phénoménologique de l'effet Mullins en
considérant qu’un matériau vulcanisé et chargé pouvait étre approché par un corps a deux phases,
I'une souple et I'autre rigide. Cette modélisation est fondée sur le concept du double réseau
développé par Green et Tobolsky (1946). Lors de la déformation, la phase rigide se transforme
en phase souple. La part de phase molle dans le matériau est paramétrée par la déformation
maximale subie par le matériau. Cette modélisation a été justifiée par Bonart (1968), puis Lee
et Donovan (1985) qui considerent le caoutchouc comme un ensemble de groupes de chaines
liées entre elles par des liaisons de Van der Waals et des enchevétrements, dont la rupture fait
passer des groupes de la phase dure a la phase molle. Cette approche est restée assez longtemps
inexploitée avant d’étre reprise par Johnson et Beatty (1993b,a, 1995). Les auteurs considerent
la phase rigide comme des groupements de chaines moléculaires liées par de courts segments,
étranglements ou forces intramoléculaires. Pour eux, I’étirement provoque une sortie des chaines

des regroupements, ce qui implique trois conséquences phénoménologiques :
— la contrainte décroit dans la phase souple;
— la longueur moyenne des chaines augmente avec le chargement ;
— la phase rigide s’oriente dans la direction de traction.

Ils ont proposé un modele uniaxial puis biaxial fondé sur ces hypotheses d’évolution du réseau.
L’effet Mullins provoquant un assouplissement du matériau, la déformation atteinte a une
contrainte donnée augmente. Ils ont alors introduit une fonction x(o) décrivant le facteur d’am-

plification de déformation a une contrainte donnée :

_&(s)
O R — (11.52)

ou ¢(s) est la déformation microstructurale. L’évolution de la fonction x est établie en faisant

le rapport entre les différentes courbes de charge. Les résultats obtenus suggerent une forme du
type:
X(M) = e?M=V3) (IL53)

ou M est la mesure de déformation choisie qui s’écrit grace aux deux premiers invariants du

m=/1? -2, et M= Igaéctm(s) (I1.54)

tenseur des dilatations:
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Cette approche a ensuite été reprise par Beatty et Krishnaswamy (2000) qui décomposent la
réponse en contrainte d’un matériau en trois fonctions correspondant aux dérivées de 1’énergie
de déformation par rapport aux trois invariants. Ces fonctions doivent étre décroissantes pour
décrire 'effet Mullins. Ainsi les auteurs introduisent une fonction d’accommodation @ qui vient

corriger les contraintes:

T = (1 - a(M))T, (IL.55)

Le facteur d’amplification, introduit initialement par Johnson et al. (1993), est directement relié

a la fonction @ par:

1

x(M) = T=a0D (11.56)

Les travaux de Johnson et Beatty (1993a,b) sur la fonction d’amplification sont alors exploités
pour construire la fonction d’évolution, ce qui leur permet de proposer une fonction exponentielle

décroissante :
a(M) =1— e bM=V3) (11.57)

ou b est un parametre matériel définissant la vitesse d’accommodation. Beatty et Krishnaswamy
(2000) mettent également en avant que d’autres formes de fonction d’évolution sont acceptables

et proposent par ailleurs I'utilisation de:
a(M) = tanh[b(M — v/3)] (I1.58)

Ce modele a ensuite été adapté aux matériaux compressibles par Krishnaswamy et Beatty (2000).
Zuniga et Beatty (2002b) ont repris ces travaux et ont cherché une nouvelle forme de fonction
d’évolution. Ils ont montré que la réponse accommodée du matériau dépend conjointement de
la déformation actuelle et de la déformation maximale subie par le matériau. Ceci les conduit a
remplacer la fonction (1 — @) par une fonction F(m, M). Grace a un travail sur les rapports des

courbes de premiere et seconde charges, la fonction F' est proposée sous la forme suivante :
F(m, M) = exp(—bv M —m) (I1.59)

avec 0 < F(m,M) < 1 et F(M,M) = 1. Cette formulation présente ’avantage d’avoir une
fonction d’évolution non constante sur les courbes de secondes charges en comparaison de la
formulation de Beatty et Krishnaswamy (2000). Ceci permet de décrire une plus grande perte
de raideur du matériau. La modélisation la plus intéressante reste la derniére proposition de
Zuniga et Beatty (2002b). Cette formulation permet de décrire de grandes pertes de raideur
entre les deux premieres charges. Néanmoins, la forme des courbes de seconde charge n’est pas
respectée, puisque les simulations de ce modele présentent une raideur initiale tres faible. En
effet, les courbes de seconde charge présentent un palier quasi-horizontal & I'origine. Ceci peut
conduire a des simulations totalement erronées pour les problemes a efforts imposés. Toutefois,
ce modele est un des rares a étre capable de simuler correctement les fortes pertes d’énergie

observées entre les deux premieres charges.
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I1.2.4 Modeles d’endommagement

Les modeles de dommage sont utilisés pour une large gamme de matériaux tels que les
métaux, les composites ou le béton (Voyiadjis et al., 1998). Cette méthode a été étendue a la
modélisation de I'effet Mullins dans les élastomeres. Bien que la plus récente, cette approche est
a ce jour, la plus utilisée.

Les bases de la mécanique de I'endommagement ont été proposées par Kachanov (1958) et
Rabotnov (1968), la théorie a ensuite été formalisée par Lemaitre et Chaboche (1990) pour
les métaux (pour le cadre thermodynamique des variables internes on pourra se reporter a
Maugin (1999)). Les approches de la bibliographie qui nous paraissent les plus significatives

seront présentées ici par ordre chronologique.

I1.2.4.1 Modéle de Gurtin et De Souza Neto

Gurtin et Francis (1981) ont été les premiers a proposer un modele de dommage pour décrire
I’accommodation a I’effet Mullins des propergols solides. Ils se sont restreints au cas de la traction
uniaxiale. Une étude des secondes charges les a conduit a comparer leur forme en les normant
par rapport a la déformation maximale (¢, = max,¢[o €(7)) a laquelle elles référaient (cf figure

I1.8). Pour cela, ils ont introduit la variable £ définie par le rapport entre la déformation courante

1 1
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Fia. I1.8 — Bases de la modélisation de De Souza Neto et al. (1994) : (a) évolution de la fonction
de dommage pour la courbe de premiére charge et les courbes de secondes charges normées par
rapport a leur déformation mazximale pour des déformations variant de 2 a 10% sur un propergol
solide (courbes proposées par Gurtin et Francis (1981)), (b) proposition d’une forme de courbe

maitresse de dommage par De Souza Neto et al. (199/).

et la déformation maximale /e, qui normalise la déformation. Apres avoir fait ’hypotheése que
toutes les secondes charges avaient la méme forme, ils ont modélisé les secondes charges par une

seule et méme fonction. Cela les a conduit a écrire la contrainte sous la forme du produit de la
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contrainte du matériau vierge et d’une fonction de dommage :
o=F(&)G(em) (11.60)

ot F'(§) est la fonction de dommage (qui reste invariante sur la premiere charge) et G(e,,) est la
courbe de contrainte du matériau vierge. Ce modele monodimensionnel a été généralisé aux trois
dimensions de I’espace par De Souza Neto et al. (1994). Une nouvelle mesure de déformation
a été proposée pour pouvoir prendre en compte un état de déformation tridimensionnel, en

considérant ’énergie stockée dans le matériau:
D(t) = max {Wy(s)} (I1.61)

s€[0,t]
La déformation normée est ainsi redéfinie par & = Wy/D. Le choix d’une courbe maitresse
de dommage a été proposé (cf. figure I1.8(b)). Elle présente un fort raidissement a ses deux
extrémités avec une zone <« palier > au centre. Ceci permet de décrire de grandes pertes de
raideur avec le phénomene de raidissement du matériau au moment du retour sur la courbe de
premiere charge. Il est important de noter que la forme proposée s’éloigne fortement des courbes
expérimentales de Gurtin et Francis (1981). En effet, ces derniers se sont limités a I’étude des
faibles déformations tandis que De Souza Neto et al. (1994) décrivent la forme générale d’une
seconde charge pour de grandes déformations. Méme si cette modélisation permet d’obtenir des
résultats pertinents, on peut se demander quelle est la signification physique du parametre de

dommage. En effet, celui-ci est différent du concept introduit par Lemaitre et Chaboche (1990).

I11.2.4.2 Modele de Simo

Le cadre de la mécanique de 'endommagement pour la description de 1’effet Mullins dans les
élastomeres a été présenté par Simo (1987), qui introduit une fonction de dommage D gouvernant
I’accommodation. Il considere que celle-ci dépend uniquement de la déformation maximale subie
par le matériau. Les mesures de déformation courante =; et maximale =} sont exprimées en
fonction de I’énergie de déformation :

S =V2Wh(E(t)) et Z" = max +/2Wy(E(s)) (I1.62)

$E]—00,t]
Ces mesures permettent de définir une grandeur scalaire décrivant un état de déformation tri-
dimensionnel. L’évolution du dommage est gouvernée par une fonction critére ¢ qui mesure la

variation du maximum de déformation :

p(B(t), Zf") = vV2Wo(E(t)) — & (IL.63)

Cette fonction permet de définir, lorsqu’elle est nulle, la surface de dommage de I'espace des
déformations. La normale a ’espace des déformations s’obtient par dérivation de la fonction de
dommage :

_ %

n= ot (11.64)
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L’évolution du dommage est donc simplement gouvernée par celle de la déformation maxi-
male. Trois cas peuvent étre distingués, ceux-ci s’expriment griace a la normale a l’espace des

déformations:

0=0 e n:E<0 Décharge (I1.65)
p=0 et n: E=0 Chargement neutre
0=0 e n:E>0 Charge

Simo a finalement proposé une forme de fonction de dommage sous la forme d’une exponentielle

décroissante :

WB.E) = 5= Wo(B) avee gle) =4+ (1- 5 oPa) 1)

e
ol « et [ sont les deux parametres matériels, avec comme condition 8 € [0,1] et o € [0, +0o0].
Ce modele présente 'avantage de ne posséder que deux parametres et d’étre adaptable a toutes
les densités d’énergie hyperélastiques. De plus, ce modele est implantable facilement dans les

codes éléments finis. Une telle approche est ainsi tres pertinente pour la modélisation de I'effet
Mullins.

11.2.4.3 Modéle de Miehe

Miehe (1995) a proposé un modele d’endommagement se présentant sous la forme d’une
fonction corrective (1 —d). Cette approche est semblable & celle utilisée dans les métaux et com-
posites. Il décompose la fonction de dommage en deux parties: une partie discontinue et 'autre
continue. Miehe considere que la majeure partie de I'effet Mullins se déroule entre le premier et
le deuxieme chargement, ce qui est modélisé par I'endommagement discontinu, mais également
que leffet Mullins agit pendant les quelques cycles suivants, ce qui est modélisé par ’endom-
magement continu. Cette formulation a pour but de représenter exactement le phénomene d’ac-
commodation au sens de Mullins (cf. paragraphe 1.2.2.4). La fonction de dommage d s’écrit
donc:

d = dy(a) + dg(B) (I1.67)

avec les conditions suivantes:
da(0) +dg(0) =0 et dn(o0)+ dg(o0) € [0,1]

les indices « et (§ représentent respectivement les mesures des endommagements discontinu et
continu. Comme Simo (1987), Miehe mesure ’état de déformation a I’aide d’une grandeur scalaire
exprimée a partir de I’énergie de déformation. Les fonctions « et [ enregistrent respectivement

I’état de déformation maximal et le trajet dans ’histoire des déformations:

a(t) = max W(s) et (1) = /0 V7 (s)|ds

s€[0,¢]
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Une forme exponentielle décroissante est proposée pour décrire I’évolution des endommagements

continu et discontinu:

do(a) = d° [1 — exp (—a)} (IL68)

UL

dg(B) = dF’ [1 — exp (—nﬁﬂﬂ (11.69)

d3l, Nas dgo et 1g sont les quatre parametres matériels du modele. Un handicap de I’endommage-
ment continu est qu’il peut saturer rapidement et ne plus décrire la perte de raideur aux fortes
déformations. Miehe et Keck (2000) ont alors proposé de faire évoluer le seuil d’endommage-
ment continu avec la déformation maximale pour palier cette difficulté. Le modele peut ainsi
décrire la perte de raideur au cours des premiers cycles de sollicitation aux différents niveaux de
déformation.

Ce modele est actuellement un des plus utilisés. Kaliske et Domscheit (2001) ’ont implanté
dans un code de calcul et I’ont appliqué aux calculs de pneumatiques. Ils ont mis en évidence
la non-symétrie de la matrice tangente du modele qui peut poser des problemes de convergence.
Robisson (2000) a utilisé la partie discontinue du modele en changeant le critere d’endommage-
ment ; le parametre a a été remplacé par ’élongation principale maximale du matériau. Laiari-
nandrasana et al. (2001) ont montré que le changement de paramétrage modifiait 1’évolution du
dommage mais ne modifiait pas la forme des courbes. Laraba-Abbes et al. (2003a,b) ont utilisé
les deux parties du modele de Miehe (1995), tout en modifiant 1’évolution de 'endommagement
continu puisqu’il ont considéré que ’endommagement di a ’effet Mullins ne se produisait qu’au

cours des charges:
t .
B(t) = / (W (s))ds (11.70)
0

ou (.) représente 'opérateur partie positive.

La forme de la fonction proposée par Miehe (1995) est en fait un modele simple d’utilisation.
La partie discontinue du modele est maintenant classiquement utilisée. Ce modele possede la
qualité de n’avoir que deux parametres matériels, mais il ne permet pas de décrire de tres fortes
pertes de raideur. Un handicap de ce modele est qu’il impose aux courbes de secondes charges
d’étre proportionnelles, ce qui ne lui permet pas de décrire le raidissement du matériau lors du

retour sur la courbe de premiere charge (cf. chapitre III).

11.2.4.4 Modéle de De Simone et al.

Une approche originale a été proposée par De Simone et al. (2001) qui ont simplifié le com-
portement des élastomeres pour proposer une modélisation de I'effet Mullins. Ils ont considéré
qu’il existait trois zones linéaires dans le comportement d’un caoutchouc, ces zones pouvant

uniquement et entierement étre décrites par le module d’Young:

- les faibles déformations ou la rigidité est forte et ou le matériau n’est pas accommodable
a leffet Mullins ;
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- les déformations moyennes ou la rigidité du matériau est plus faible mais ou le matériau
est accommodable & ’effet Mullins ;
- les fortes déformations ou I’accommodation a 'effet Mullins a atteint un maximum et ou
la rigidité devient constante.
Ainsi, le matériau est simplement décrit par la valeur de son module d’Young & un instant
donné. L’évolution du module d’Young lors de 'accommodation a ’effet Mullins est décrite par
une loi d’endommagement. Ce modele extrémement simpliste ne peut décrire de fagon correcte

le comportement des matériaux et n’est pas exploitable pour le calcul de structures.

11.2.4.5 Modele d’Ogden et Roxburgh

Ogden et Roxburgh (1999b) utilisent une approche différente. Ils introduisent un parametre
d’endommagement 1 qui permet de repérer I'état actuel de chargement (premiére ou seconde
charges). Ce parametre est inactif pendant une premiere charge et devient actif lors de décharges
ou lors de secondes charges. Ce parametre ne fonctionne pas comme un parametre de dommage
classique puisque plus I'accommodation est importante, plus la valeur de n est faible. Ils pro-

posent une énergie de déformation sous la forme:
WA A2, m) =W (AL do) +6(n)  avee  0<ny<1 (IL.71)

ou ¢(n) est la fonction d’endommagement (avec ¢(1) = 0). Lors d’une premiere charge, le
parametre 7 reste égal a 1, le comportement se résume donc a un comportement hyperélastique
classique. Dans les autres cas, le comportement est modifié par la fonction d’endommagement.
Le choix de la fonction ¢ est arbitraire mais celle-ci doit vérifier des conditions énergétiques
d’admissibilité (Ogden et Roxburgh, 1999b). Des développements théoriques de ce modele sont

proposés par Ogden (2001). Une forme de fonction de dommage est proposée :
—¢'(n) = merf Y(r(n — 1)) + W(Ar, A)" (I1.72)

olt m et r sont des parameétres matériels et erf™! représente l'inverse de la fonction erreur.
L’avantage d’une telle formulation est que le modele hyperélastique de base et la loi d’endom-
magement sont indépendants. Ogden et Roxburgh (1999a) ont proposé une extension du modele
pour prendre en compte la déformation résiduelle en ne restreignant plus n a étre positif. Ce
méme modele est élargi aux trois directions de I'espace par Holzapfel et al. (1999) pour prendre
en compte ’anisotropie de I’accommodation & ’effet Mullins. Dorfmann et Ogden (2003) ont pris
en compte le phénomene hystérétique en considérant que ’évolution du parametre de dommage
n’était pas la méme dans le sens de la charge et de la décharge.

Ce modele présente I'avantage de décrire correctement la perte de raideur mais est fondé sur
une approche peu convaincante. En effet, I'utilisation de deux fonctions différentes pour décrire
les courbes de charge et de décharge n’est pas, a notre avis, la meilleure fagon d’obtenir un
modele de comportement global du matériau. De plus, la signification physique du parametre
de dommage est peu évidente puisqu’il évolue sur les courbes de secondes charges. Ceci aurait

tendance a signifier que le matériau s’endommage en décharge et se < répare> en charge.
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I1.2.4.6 Bilan

La mécanique de ’endommagement reste un outil tres utilisé pour la description de D'effet
Mullins. Les approches proposées varient énormément : certaines introduisent une fonction de
dommage (1 — d) ou une fonction corrective (Simo, 1987; De Souza Neto et al., 1994), d’autres
utilisent des formes plus originales (Ogden et Roxburgh, 1999a; De Simone et al., 2001). Ces
approches different totalement sur leur mise en ceuvre. Les premieres imposent a la fonction
d’endommagement d’étre constante sur les courbes de secondes charges, et donc au niveau d’ac-
commodation d’étre fixe et de dépendre uniquement de la déformation maximale. Les secondes
utilisent une fonction qui évolue au cours des secondes charges, un coefficient d’endommagement
a proprement parler n’est pas utilisé. Ces deux formulations, méme si elles sont fondées sur les
meémes bases, sont tres différentes. Les modeles de Miehe (1995) et Simo (1987) sont, & nos yeux,
les plus pertinents et permettent une bonne simulation de la perte de raideur. Ils ont ’avan-
tage de s’adapter a toutes les densités d’énergie hyperélastiques et d’étre thermodynamiquement

cohérents.

I1.2.5 Conclusion

Les modeles physiques sont, a ce jour, soumis a de fortes discussions et mal adaptés a la
simulation éléments finis a cause de leur complexité mathématique. Les modeles les plus utilisés
restent ceux fondés sur la mécanique de 'endommagement. Les modeles proposés sont variés
et présentent des formes d’évolution du dommage différentes. Les modeles les plus aptes au
calcul de structures sont les modeles de Miehe (1995) et Simo (1987). Le modele de Zuniga et
Beatty (2002b) fondé sur le concept du double réseau présente une forme similaire aux modeles de
dommage. Toutes ces approches se restreignent a une modélisation isotrope de 'effet Mullins. Le
parametre déterminant de I’accommodation reste la déformation maximale subie par le matériau,
et il suffit de définir une grandeur capable de décrire completement 1’état de déformation. Lorsque
I’hypothese d’isotropie n’est pas considérée, il est fondamental d’enregistrer les déformations
dans toutes les directions de l'espace. Pawelski (2001), et Hokanson et Yazdani (1997) proposent
I'utilisation d’un tenseur d’ordre quatre pour enregistrer ’histoire de 'accommodation a 1’effet
Mullins. La difficulté réside dans la détermination de toutes les composantes du tenseur a partir
des données expérimentales. Une simplification de cette approche est possible en n’enregistrant
les déformations que dans certaines directions de l’espace. Elata et Rubin (1994) mettent en
évidence que six directions bien choisies permettent de décrire totalement un état de déformation.
Dans cet esprit, Martin-Borret (1998) construit un modele enregistrant les élongations maximales

dans sept directions privilégiées de 1’espace.

I1.3 Choix d’un modéele

Les résultats expérimentaux exposés dans le chapitre I ont permis de mettre en évidence

que les différents phénomenes caractéristiques du comportement mécanique des élastomeres
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pouvaient étre modélisés séparément. Une revue bibliographique portant sur le comportement
hyperélastique et sur 'accommodation a ’effet Mullins a été réalisée. Les différents concepts exis-
tants ont été présentés. Nous nous sommes efforcés de présenter les modeles qui nous semblent les
plus pertinents pour remplir nos objectifs, i.e. décrire le comportement en grandes déformations
et étre capables de décrire des pertes de raideur importantes entre la premiere et les secondes
charges, tout en restant dans un cadre physique correct.

En ce qui concerne le comportement hyperélastique, nous considérons que le modele doit
étre capable de décrire le raidissement. Ainsi les modeles les plus intéressants sont ceux de Hart-
Smith, Gent, Yeoh et Arruda-Boyce. Néanmoins, nous émettons une préférence pour les for-
mulations en invariants plutot qu’en directions principales (comme le modele d’Arruda-Boyce).
Notre approche de ’effet Mullins étant isotrope, ces formulations seront plus aisées d’utilisation.
A propos de l'effet Mullins, nous avons proposé une revue bibliographique des trois grandes fa-
milles de modeles : physiques, théories du double-réseau et de ’endommagement. Le choix d’une
méthode n’est pas le point fondamental tant que les hypotheses de la théorie restent vérifiées.
Nous avons mis en évidence les modeles qui sont pour nous les plus pertinents pour chacune des
théories. Il apparait que le modeéle de Zuniga et Beatty est la meilleure formulation de la théorie
de double réseau, tandis que les modeles de Simo et Miehe présentent des lois de dommage per-
tinentes. En revanche & ce jour, aucune formulation physique n’est apte a décrire completement

le phénomene avec des hypothéses acceptables et des performances numériques intéressantes.
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Chapitre 111

Modélisation du comportement

La modélisation de I’effet Mullins est un point crucial dans I’étude des structures en élasto-
mere (Besdo et Thlemann, 2001). La pratique courante qui consiste a considérer la structure
uniformément accommodée a ’effet Mullins est incorrecte. La géométrie complexe des struc-
tures implique que le champ de déformation subi par la piece n’est pas homogene. Ceci a pour
effet d’accommoder le matériau a des niveaux de déformation différents. Ainsi apres un cycle
d’accommodation, le matériau est devenu inhomogene du fait de la forme de la structure. Les lois
de comportement < hyperélastiques> ne peuvent rendre compte d’un tel phénomene, il est donc
indispensable d’incorporer l'effet Mullins dans la loi de comportement. Ce point est d’autant
plus important que les pieces étudiées présentent de forts gradients de déformation par exemple
pour les probléemes traitant de la fissuration ou de la fatigue.

Le but du présent chapitre est de présenter les modélisations de l'effet Mullins que nous
avons construites a partir de différentes approches. Une premiere modélisation fondée sur la
mécanique de ’endommagement est développée. Une loi de dommage est construite dans le
cadre de la thermodynamique classique a partir des résultats expérimentaux de traction uni-
axiale et de glissement. La seconde est fondée sur une approche physique, par la création d’une
théorie d’altération du réseau macromoléculaire. L’évolution des caractéristiques des chaines est
paramétrée par la déformation maximale subie par le matériau. Finalement, les avantages et les
inconvénients des différents modeles seront discutés et comparés aux résultats de la bibliographie

relatifs aux essais simples.

IT11.1 But de la modélisation

Ce chapitre s’attache a la modélisation de I’accommodation a I’effet Mullins des élastomeres.
Comme présenté dans le chapitre I, I'effet Mullins est un phénomeéne complexe. Une premiere
hypothese de travail consiste a le considérer isotrope (Simo, 1987; Miehe, 1995; Beatty et Kri-
shnaswamy, 2000). Cette hypothese revient a considérer qu'un volume élémentaire accommodé
dans une direction de ’espace est accommodé de la méme facon dans toutes les directions de
I’espace. Il est important de noter que cette hypothese est contraire aux résultats expérimentaux

obtenus sur ’anisotropie dans le paragraphe 1.2.3.4. De plus, notre définition de I’effet Mullins
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considere que ’accommodation ne se produit qu’entre la premiere et la seconde charge, ce qui
revient & ne modéliser que 1’accommodation discontinue au sens de Miehe (1995) (voir para-
graphe 11.2.4.3). L’effet Mullins est ainsi simplement gouverné par la déformation maximale
subie précédemment par le matériau et est indépendant des phénomenes temporels, comme le
montrent les résultats expérimentaux du chapitre 1.

Un traitement des courbes expérimentales est nécessaire pour se consacrer uniquement au
phénomene d’accommodation. La premiere hypothese consiste a négliger le phénomene hystéré-
tique : nous considérons que le matériau a le méme comportement en charge et en décharge, donc
seules les courbes de charges sont conservées. Certains auteurs utilisent une courbe moyenne
entre la charge et la décharge (Lion, 1996; Bergstrom et Boyce, 1998). Il a été montré que
les phénomenes temporels et ’accommodation étaient indépendants. Ainsi nous considérons que
I’allongement résiduel est un phénomene purement viscoélastique indépendant de I’effet Mullins.
Apres une premiére charge, nous supposons donc que le matériau est dans un nouvel état de
repos. Finalement, les courbes de secondes charges sont prolongées pour atteindre la courbe de
premiere charge au niveau de la déformation maximale & laquelle elles se réferent (dans le but
de vérifier les conditions de Mullins exposées dans le paragraphe 1.2.2.4). La figure III.1 illustre

le traitement des données expérimentales sur un essai de traction.
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(a) Elongation dans la direction de traction (b) Elongation dans la direction de traction

Fic. II1.1 — Traitement des données expérimentales pour la prise en compte unique de la perte
de raideur entre la premiére et les secondes charges: (a) données expérimentales d’un essai de

traction cyclique, (b) courbes expérimentales traitées.

Ce traitement des données expérimentales revient a considérer que la réponse d’un matériau
a une sollicitation du type de la figure II1.2(a) est du type de celle présentée sur la figure
II1.2(b). Le comportement peut alors étre décrit de la maniére exposée ci-apres. A origine, le
matériau est vierge (non accommodé), il est dans un premier temps étiré jusqu’a 1’élongation
A7, la contrainte suit le chemin I, la décharge suit la courbe I’. Lors de la seconde charge de 0 a

Arr > Az, la contrainte suit la courbe I’ jusqu’a A; puis IT jusqu’a A;; (le matériau a retrouvé la
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Fia. II1.2 — Comportement hyperélastique accommodable parfait d’un élastomere: (a) cycles de

déplacement imposés au matériau, (b) réponse contraintes-déformations a la sollicitation.

courbe de premiere charge). La seconde décharge suit le trajet 11’ qui est différent de la premiere
décharge I'. De méme, un nouveau cycle de chargement conduit & suivre les courbes II" et I11
en charge et IT1I' en décharge.

Deux approches classiques ont été menées en parallele dans le but de modéliser cet aspect
du comportement. Ceci a permis la construction de plusieurs modeles qui porteront les noms de

Modele M suivi d’un numéro.

I11.2 Utilisation de la mécanique de I’endommagement - Modele
M1

Comme précisé dans le chapitre II, la mécanique de I'endommagement a été couramment
utilisée pour la modélisation de 'effet Mullins. Avant de présenter cette théorie, il est important
de faire quelques remarques. A l'origine, la mécanique de I'endommagement est fondée sur la
définition de la contrainte effective (Lemaitre et Chaboche, 1990), et considére qu’apres charge-
ment, la surface du matériau sur laquelle s’exercent les efforts se réduit du fait de la croissance

de micro-vides. Trois remarques se déduisent de ces considérations :

(1) Pendommagement ne peut pas décroitre durant la vie du matériau puisque les micro-
défauts et micro-vides ne peuvent disparaitre;

(2) Pévolution du dommage dépend des conditions de chargement : en charge, les micro-vides
et les micro-défauts sont activés tandis qu’en compression, seuls les micro-défauts sont
activés, les micro-vides étant quant & eux fermés (Aubard et al., 2002) ;

(3) Pendommagement évolue jusqu’a la création d’une fissure suffisamment grande; & ce mo-

ment la surface résistante atteint un seuil critique qui conduit a la rupture.



66 Chapitre ITII. Modélisation du comportement

En revanche, ces remarques sont fausses dans le cas de 'effet Mullins. En effet, ce phénomeéne
est une accommodation et non un endommagement. Il est di au réarrangement du réseau po-
lymérique au cours de la déformation ou des liens, entre les chaines, ou entre les chaines et les

charges, sont rompus. Ainsi les trois remarques précédentes doivent étre corrigées :

(1) Paccommodation peut étre en partie recouverte avec le temps ou en chauffant le matériau,

ainsi I’endommagement peut décroitre durant la vie du matériau ;

(2) comme 'effet Mullins est une conséquence du réarrangement du réseau moléculaire, I’évolu-
tion du dommage ne doit pas différer selon le mode de sollicitation (Bergstrom et Boyce,
1998) ;

(3) il est reconnu que la rupture dans les pieces élastomériques n’est pas directement reliée a
Paccommodation. Les grandes valeurs du coefficient d’endommagement (proches de 1) ne

peuvent pas étre considérées comme un critere de rupture.

En conclusion de ces trois remarques, on peut affirmer que la mécanique de 'endommagement
ne peut étre utilisée pour la modélisation de D'effet Mullins qu’avec quelques restrictions et

précautions (Chagnon et al., 2003b).

I11.2.1 Bases thermodynamiques

On considére un matériau homogene isotrope incompressible. Ce matériau est supposé hy-
perélastique soumis a un endommagement isotrope pour la description de I'effet Mullins. Ainsi,
il existe une densité d’énergie de déformation qui dépend du gradient de la transformation F
et de la variable scalaire d’endommagement d qui caractérise I’accommodation. En considérant
le principe d’objectivité, 'isotropie et 'incompressibilité (Sidoroff, 1982; Lemaitre et Chaboche,

1990), I’énergie de déformation peut s’écrire :
W =W(l,1I2,d) (I11.1)

En considérant que la contrainte effective o, i.e. la contrainte qui agit sur le matériau non
endommaggé, est simplement reliée a la contrainte de Cauchy appliquée o (Lemaitre et Chaboche,

1990), on peut écrire :
o

-7 111.2
T0T Ty (1IL.2)

Ainsi, Iénergie de déformation (III.1) peut étre décrite comme le produit de la réduction de

surface (1 — d) et de ’énergie de déformation du matériau vierge Wy :
W = (1—-d)Wy(I1,I2) (I11.3)

Dans le but d’établir les équations d’état tout en vérifiant le second principe de la thermodyna-

mique, I'inégalité de Clausius-Duhem doit étre vérifiée, elle s’écrit simplement :

D=c:D-W>0 VD /trD=0 (IT1.4)
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ol D représente les dissipations internes et D est le tenseur des taux de déformation; trD = 0
représente la condition d’incompressibilité. Apres quelques manipulations les équations II1.3 et
II1.4 deviennent :
oWy .

o=—-pl+ (1—d) 2Ba—B et D=Wyd>0 (I11.5)
ou plI est un tenseur sphérique arbitraire qui provient de la condition d’incompressibilité. La
partie gauche de I’équation (IIL.5) permet de relier la contrainte courante endommagée au pa-
rametre de dommage, a I’énergie de déformation et a I’état de déformation actuel. En utilisant

le fait que Wy dépend exclusivement des deux premiers invariants de B, on écrit:

oWy aW()) oWy 32] (1L6)

o=—-pl+(1—d) [2 <8Il+118]2 B—28—I2
ou les fonctions OWy /011 et Wy /0I5 sont les parametres matériels. La partie droite de ’équation
(IT1.5) montre que le processus de dommage est dissipatif et que la force thermodynamique
associée a la variable de dommage d est Y = —W).

Dans le but de completement définir I’équation hyperélastique endommagée, I’équation d’évo-
lution de la variable de dommage d doit & présent étre définie. Comme précisé dans le chapitre II,
I’accommodation a 'effet Mullins est supposée ne dépendre que de la déformation maximale subie
par le matériau dans son histoire (Mullins, 1969). Ainsi, une mesure de ’état de déformation et
son maximum doivent étre définis. La mesure de déformation dépend conjointement de ’état de
déformation et du temps, et est notée a. Elle sera explicitée plus tard. Son maximum est :

a(t) = max «ar) (I11.7)

TE]—00,t]
Dans la suite, les notations proposées par Simo (1987) seront utilisées (cf. paragraphe 11.2.4.2).
Ainsi, en considérant les définitions précédentes, le critere de dommage se réduit a une sous-

région de l'espace des déformations donnée par (Simo, 1987; Miehe, 1995) :
ola(t),a(t)) = alt) —a(t) <0 (I11.8)

La surface de dommage et sa normale n peuvent alors étre définies de la fagon suivante:

99

(ZJZO et n287B

(111.9)

Ainsi, pour un état de déformation particulier, quatre situations physiques (avec leurs cadres
mathématiques) sont possibles:
(i) 'état de déformation courant n’est pas maximum, i.e. la mesure de déformation a(t) n’est
pas égale a a(t), alors 'inégalité ¢ < 0 est satisfaite;
(ii) I’état de déformation courant est maximum, i.e. ¢ = 0 et on se situe dans une direction
de décharge par rapport a ’état de déformation, i.e. n : B<0;
(iii) Pétat de déformation courant est maximum, i.e. ¢ = 0 et on se situe dans une direction

de charge neutre, i.e. n: B =0;
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(iv) létat de déformation courant est maximum, i.e. ¢ = 0 et on se situe dans une direction

de charge par rapport a I’état de déformation, i.e. n : B > 0.

Les trois premiers cas (i), (ii) et (iii) correspondent & des situations physiques pour lesquelles I’en-
dommagement n’évolue pas, tandis que (iv) représente un cas dans lequel I’état de déformation
maximum de I’histoire du matériau et donc, le parametre de dommage, évoluent. Une équation

d’évolution irréversible du dommage peut étre proposée sous la forme suivante :

. h(a,d) & si =0 et n:B>0
d = (a,d)é i ¢ o (I11.10)

0 sinon

ou la fonction h caractérise ’évolution de I’endommagement. Dans le cas de ’accommodation,
h peut étre supposée indépendante du parametre de dommage d (Miehe, 1995), ainsi le premier

cas de I'équation (II1.10) se réduit a:
d=h(a)d avec a=a et &>0 (IT1.11)

Comme la fonction de dommage est non-décroissante et irréversible, i.e. d> 0, la fonction h est
positive sur ]0, +oo[. De plus, en considérant que h est suffisamment réguliere (ce qui est assuré
par le phénomene physique d’accommodation), ’équation (I11.11) peut étre intégrée de la fagon
suivante :

d=d(a) avec dy(a)=h(a) et dla=0)=0 (IIL.12)
ou la derniére équation correspond aux conditions initiales, qui signifient qu’il n’y a pas d’en-
dommagement quand le matériau est dans son état naturel. Ainsi, la relation contraintes-

déformations (I11.6) devient simplement :

_ s Wo IWo\ g OWon,
o= pI+(1 d(a)> [2(811 s 8IQ>B 23123] (I1.13)

I11.2.2 Choix de la mesure de déformation

Un probléme a résoudre est le choix de la mesure de déformation. Dans la théorie générale
de la thermodynamique des processus irréversibles, I’équation d’état pour les variables internes
doit étre écrite en fonction de la force thermodynamique associée a chacune des variables. Dans
le cas présent, cela signifie que la mesure «(t) doit étre une fonction de —Wj qui est la variable
thermodynamique associée a d. Les premiers auteurs qui ont utilisé la mécanique de ’endom-
magement pour modéliser ’effet Mullins, I'ont adoptée sans aucune déviation: c’est le cas de
Simo (1987), De Souza Neto et al. (1994) et Miehe (1995). Ce choix met en avant un probléme
majeur: la forme de I'énergie de déformation doit étre postulée avant la dérivation du modele
complet. Cependant, du fait de considérations physiques, il semble plus approprié¢ de formuler
I’équation d’évolution de ’endommagement en fonction de ’état de déformation. Cette approche
a été utilisée dans le cadre de la mécanique de I'endommagement par Govindgee et Simo (1991,

1992), et plus tard par Miehe et Keck (2000). Il faut noter que cette approche peut étre reliée
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a la méthode du double réseau de Green et Tobolsky (1946) et aux modeles & deux phases de
Mullins et Tobin (1957). L’évolution du réseau est décrite par une fonction de reformation qui
ne dépend que de la déformation maximale subie par le matériau dans son histoire. L’état de
déformation est mesuré par une fonction scalaire ne dépendant que de I; et Is. Comme proposée
par Beatty and Krishnaswamy, cette fonction peut étre vue comme une fonction de dommage
(voir note de bas de page 5 dans Beatty et Krishnaswamy (2000)). Ici, cette seconde approche

est adoptée. La mesure scalaire de 1’état de déformation s’écrit alors:
a=g(l,I2) (I11.14)

Dans le but de mettre en évidence les hypotheses que doit vérifier g, ’approche classique en
terme de —Wj doit d’abord étre examinée. Soit o = f(Wp) la mesure de I’état de déformation
paramétrée par I’énergie de déformation (i.e. —Y'). Méme si f n’a pas a étre une norme au sens
mathématique, on peut raisonnablement supposer que:

— f est définie et dérivable sur [0, +o00[;

— f(0) =0, i.e. la mesure de déformation est nulle pour un état non déformé;

— f est une fonction croissante sur [0, +ool.
Ainsi, f est une fonction positive croissante sur ]0,4+o0o[. En utilisant cette mesure exprimée a
partir de Wy, et du fait de I'isotropie du matériau et des régles de dérivation, I’équation (II1.11)

devient :
d = ho f(Wo) f.we Wo,r, Tt + ho f(Wo) fowy, Wosr, L2 (IIL.15)
En considérant les inégalités empiriques proposées par Batra (1975, 1976) et rappelées par Beatty
(1987):
Wo,r, >0 et Wy, >0 (IT1.16)

I'équation (II1.15) peut s’écrire:
d=plT +pl1, (I11.17)

ou (ﬂlf )i_ , sont des fonctions de I et Is qui vérifient :

)

Bl >0 et BI>0 sur ]0,+o0] (I11.18)

En suivant la méme méthode pour la mesure de déformation g(I1, I2) classiquement utilisée pour
les modeles de double réseau (I11.14), ’équation (III.11) devient:

d = hog(I1,I3) g1, Iy + hog(I1,I5) g.1, I> (I11.19)

En comparant cette équation a (II1.17) et en utilisant les propriétés de h, les propriétés que g
doit vérifier peuvent étre établies:

— g est définie sur |3, +o0[x]3, +oo[;

— g est dérivable par rapport aux variables I; et I sur |3, +oo[x]3, +00[;

- 9,1, >0et g1, > 0;

— le choix g(I; = 3,Is = 3) = 0, assurant que la mesure est nulle pour I’état non déformé,

est recommandé.
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I11.2.3 Construction de la loi de dommage

Indépendamment du choix de I’énergie de déformation, la forme de la loi d’évolution du dom-
mage (II1.11) et (II1.12) doit étre établie. Comme détaillé précédemment, I’approche présentée
ici se concentre sur une mesure de déformation fondée sur I'utilisation des deux premiers inva-
riants du tenseur des dilatations B (I11.14). Dans un premier temps, on choisit une mesure de

déformation ne dépendant que du premier invariant I :
a=+1/3-1 (I11.20)

Cette mesure correspond a la variation de longueur de la diagonale d’un cube de matiere.
Cette mesure est pertinente au regard des propriétés établies précédemment. Elle est définie
et différentiable sur |3, +00[x]3, 400], sa dérivation par rapport & I est positive et sa dérivation
par rapport a Is est nulle. De plus, cette mesure est nulle lorsque I = 3 (quelle que soit la valeur
de I5). Le changement de mesure de déformation est aisé, la seule difficulté consiste a recueillir
suffisamment de résultats expérimentaux pour identifier les formes des fonctions d’évolution.
La fonction de dommage J(a) se détermine simplement a partir des résultats expérimentaux.
La méthode générale est décrite sans référence a un type particulier d’expériences, mais les
résultats seront présentés pour la traction uniaxiale et le glissement pur. Les courbes expérimen-

tales ont une forme similaire a celles présentées sur la figure I11.3. En utilisant ces résultats,

A

Contraintes Nominales

T
FiG. 1I1.3 — Définition des contraintes et élongations auxquelles référent la premiére et les se-

condes charges pour les essais de traction uniaziale ou de glissement.

la relation contrainte-déformation se réduit a une succession de courbes de charges référant a
différents maxima de déformation. Sur cette figure, la contrainte nominale 7 (caractéristique
de l'essai) est exprimée en fonction du premier invariant I;. Deux types de courbes contrainte-
déformation peuvent étre identifiés: la courbe de premiere charge représentée par des pointillés
sur la figure et les courbes de secondes charges représentées par des lignes continues. Selon le
type de courbe, la relation contrainte-déformation differe :

— pour la courbe de premiere charge, la contrainte courante 7, est donnée par:

mp = kp o (I11.21)



II1.2. Utilisation de la mécanique de I’endommagement - Modele M1 71

ou o est la contrainte nominale du matériau vierge et k, dépend de I :

ky=1—d(a) avec a=+/I;/3—-1 (I11.22)

Ainsi, sur une courbe de premiere charge, k;, est une fonction décroissante de I ;

— sur la ¢°™€ courbe de seconde charge délimitée par son intersection avec la courbe de

premiere charge en I {, la contrainte courante ! peut s’écrire :
7t = ki (I11.23)

ou k! est un parametre constant donné par:

ki=1-d(a) avec a=4/Ii/3—1 (IT1.24)

En fait, sur cette courbe, la valeur courante de « est plus faible que la valeur & précédemment
atteinte sur la courbe de premiere charge, i.e. Ii.
Pour deux secondes charges différentes numérotées i et j (i < j), les contraintes nominales
correspondantes sont simplement reliées par un coefficient multiplicatif :
Trg kg

=4 sw 1, 17] (IT1.25)

s
Cette propriété va & présent étre utilisée pour construire la loi de dommage (Chagnon et al.,
2001b).

Avant de déterminer 1’équation de dommage, sa validité doit étre examinée vis-a-vis des
résultats expérimentaux. Pour chaque courbe de seconde charge numérotée ¢, le rapport de la
contrainte correspondante et de la contrainte mesurée sur la courbe de seconde charge suivante
peut étre représenté comme une fonction dépendant de I’état de déformation (en utilisant I; par
exemple). Deux exemples de tels graphiques sont présentés sur la figure I11.4 pour la traction
uniaxiale et le glissement simple. Tous les graphes sont qualitativement similaires. A faibles et
moyennes déformations, le rapport est constant; la région correspondante est notée A sur la
figure I11.4 et est appelée <« zone proportionnelle>. Pour les grandes déformations, le rapport
décroit lorsque la déformation croit. Cela correspond & la région B sur la figure I11.4, et peut étre
appelée < zone non-proportionnelle> (Chagnon et al., 2001a). Selon la déformation maximale
qui correspond a chaque courbe de seconde charge, la gamme de déformation ou la relation est
proportionnelle change. En d’autres termes, lorsque I { croit, la largeur de la zone A sur la figure
I11.4 croit. Au regard de cette remarque, la validité de notre théorie est démontrée uniquement
sur la partie du graphe ou les contraintes sont proportionnelles. La zone non-proportionnelle
correspond au raidissement du matériau lors du retour d’une seconde charge ¢ sur la courbe de
premiere charge (cf. figure I11.3). Les limites d’application de la présente modélisation seront
discutées dans le paragraphe I11.2.4.

La zone d’application de notre théorie étant déterminée, il est maintenant possible de cons-

truire la loi de dommage sur le domaine. Dans ce but, les courbes expérimentales k!/k! en
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F1a. II1.4 — Rapport des contraintes entre deux courbes de secondes charges consécutives: (a)
courbes de seconde charge a 125 et 150% d’un essai de traction, (b) courbes de seconde charge

a 225 et 250% d’un essai de glissement simple.
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Fic. 1115 — Evolution du rapport ki/kl en fonction de \/I{/3 — 1 pour une large gamme de
déformation pour deux types d’essais uniaziauz: (a) essai de traction, (b) essai de glissement

simple.

fonction de 1/Ii/3 — 1 sont tracées sur la figure IIL5 pour les essais de traction uniaxiale et
de glissement simple. Les deux courbes ont une forme exponentielle décroissante qui peut étre

identifiée par une relation de la forme suivante:
k
T =ath {exp [—c (\/11/3 - 1)] - 1} (I11.26)

ou a, b et ¢ sont les parametres matériels. De plus, en considérant I’état initial du matériau

comme non-endommagé, i.e. d = 0 et k = 1 pour I; = 3, ’équation d’évolution de k se réduit
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simplement a:
k=1+1V {exp [—c (m - 1)} - 1} (111.27)

Par D'utilisation de (II1.22) et (II1.24), I’équation d’évolution du dommage peut se mettre sous

la forme suivante : ~
(@) = du [1 — exp (—3)] (IIL.28)

ou les deux parametres matériels sont '’endommagement maximum d, et un facteur d’échelle

7. Ils sont reliés aux parametres précédents (II1.26) par:
doo = bkl et n=1/c (I11.29)

I1 convient de noter que la forme de la loi de dommage (I11.28) est similaire au modele phénoméno-
logique proposé par Miehe (1995). La premiere différence réside dans le choix de la mesure de
déformation. Miehe exprime sa modélisation en fonction de la densité d’énergie de déformation
(i.e. la mesure « est égale a 1’énergie de déformation Wy et non a I;). La seconde différence réside
dans la méthode d’obtention des lois, ici fondée sur le dépouillement de résultats expérimentaux
alors que la forme proposée par Miehe est purement intuitive.

Finalement, les formes des courbes de dommage en traction uniaxiale et en glissement pur
sont qualitativement similaires (cf. figure II1.5) mais les valeurs des parametres de 1’équation

(IT1.28) sont différentes. Cette différence est expliquée dans le paragraphe suivant.

I11.2.4 Limites du modele et identification des parametres
I11.2.4.1 Limites

Comme précisé précédemment, la mécanique de ’endommagement appliquée a la modélisa-
tion de 'effet Mullins est seulement effective sur la partie proportionnelle des courbes expérimen-
tales (cf. figure II1.4). Les limites de cette théorie sont illustrées par la figure I11.6 dans laquelle les
courbes de secondes charges sont superposées en utilisant les facteurs d’échelle k¢ précédemment
déterminés. La figure montre que le principe de superposition est satisfait jusqu’au phénomeéne
de raidissement. Celui-ci se produit quand les courbes de secondes charges rejoignent la courbe
de premiere charge, ce qui correspond au niveau d’accommodation précédemment atteint par
le matériau. En fait, cette limitation est inhérente au choix du mécanisme d’endommagement
puisque la loi d’évolution du dommage étant écrite en fonction de la déformation maximale (que
I'on utilise un critere en déformation ou en énergie), les secondes charges sont proportionnelles.
Ceci peut étre corrigé en conservant d dans (II1.10).

La seconde difficulté évoquée dans le paragraphe précédent est la différence quantitative
obtenue entre les essais de traction et de glissement pur. Selon nous, cette différence peut étre
expliquée par le choix de la mesure de déformation. Ici, dans un but de simplicité, ’état de
déformation « est seulement mesuré grace a I;. Pour reproduire différents cas de chargement,
I'influence de I, peut également étre retenue (la figure I1.5 montre les différents trajets de charge

des essais simples dans le diagramme I; - I3). Ceci nécessiterait un large spectre de données
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Fia. II1.6 — Superposition des courbes de secondes charges pour les essais uniaxiaux grace aux

valeurs des coefficients de proportionnalité k' : (a) traction uniaxiale, (b) glissement pur.

expérimentales correspondant a différents cas de chargement afin de déterminer la mesure de
déformation la plus pertinente.

Finalement, la gamme de déformations dans laquelle le modele est applicable doit étre es-
timée. Théoriquement, le dommage d ne doit jamais dépasser la valeur 1. Si le parametre de
dommage correspondant au long terme do, (I11.28) est plus faible que 1, alors d < 1 est satisfait
pour tous les états de déformation. La limitation do, < 1 peut étre imposée lors du processus
d’identification. Ici, cette contrainte n’est pas imposée et do, peut prendre des valeurs supérieures
a 1. Ceci correspond aux limitations de 'application de la mécanique de I’endommagement pour
la modélisation de I'effet Mullins. Dans ce cas, cette condition peut s’écrire en terme d’état de

déformation :

doo — 1

Ainsi, pour les applications éléments finis, I'inégalité précédente doit étre vérifiée en tout point

I <3 [1 +nln ( doo )] (I11.30)

de la structure pour assurer la validité du résultat. Ceci est d’autant plus important dans les

zones ou le maillage subit de fortes déformations locales.

111.2.4.2 Choix de la densité d’énergie hyperélastique et écriture des relations

contrainte-déformation

La loi de dommage étant déterminée, le modele complet nécessite le choix d’une densité
d’énergie hyperélastique. Comme nous I'avons vu au chapitre 11, les modeles les plus pertinents
pour décrire le comportement des élastomeres sur une large gamme de déformations sont les
propositions de Hart-Smith (1966), Yeoh (1990), Arruda et Boyce (1993) et Gent (1996).

Durant la premiere charge, la densité d’énergie et la loi de dommage évoluent conjointement
tandis que durant les secondes charges, seule la densité d’énergie évolue puisque le dommage est

constant. La loi de dommage ne pouvant prendre en compte les forts raidissements, 'utilisation
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d’une densité d’énergie hyperélastique avec un raidissement trés important permettrait de bien
décrire les secondes charges pour les tres grandes déformations mais ne pourrait pas décrire aussi
bien les secondes charges a faibles déformations (qui ne feraient pas apparaitre de raidissement)
que la premiere charge. Une densité d’énergie avec des incurvations moins fortes permet de
décrire globalement toutes les secondes charges. Ainsi, la densité d’énergie la plus & méme d’étre

couplée a la loi de dommage est celle de Yeoh (1990) :
W = 010(11 — 3) + 020(11 — 3)2 + 03()([1 — 3)3 (111.31)

Cette densité d’énergie permet de décrire 'ensemble du comportement avec seulement trois
parametres matériels. Le modele complet comprenant la loi de dommage et la densité d’énergie
hyperélastique est appelé dans la suite Modele M1.

La relation entre les contraintes nominales et les élongations peut s’écrire sous la forme

suivante :

— Traction uniaxiale:

1\ oW , 2
™= ()\ - A2> 87]1 avec Il =A + X (11132)
— Glissement pur:
1\ oW , 1

— Traction équibiaxiale :

1 1
T = <)\ - > oW avec I; =2)\% + (I11.34)

X5 ) on A
ou 7w et A correspondent aux contrainte et élongation caractéristiques de chaque essai. Pour le

modele M1, la dérivée de I’énergie de déformation s’écrit :

ow
o5 — 4D (C1o+2C20 (I — 3) 4+ 3Cs0(I1 — 3)?) (I11.35)
1

I11.2.4.3 Identifications des parametres

Cinq parametres matériels doivent étre déterminés : trois provenant du modele hyperélastique
Cho, Cog et Csg, et deux coefficients de la loi de dommage do, et 1. Du fait du choix de I'ap-
proche fait ici, 7.e. I'utilisation d’une mesure de déformation a la place de la densité d’énergie
de déformation comme critere de dommage, la loi de dommage peut étre identifiée en utilisant
les données de la figure I11.5, et la détermination de Wy se réduit a l'identification classique
d’une densité d’énergie hyperélastique en utilisant la courbe de premiere charge. Néanmoins, en
prenant en compte les limites discutées précédemment, une identification globale en utilisant les
essais de traction uniaxiale et de glissement pur permet d’obtenir de meilleurs résultats.

Pour la procédure d’identification, I’écart entre le modele et les résultats expérimentaux
en traction uniaxiale et en glissement pur est calculé simultanément pour toutes les courbes

(récemment, Hartmann et al. (2003) ont proposé une identification sur des cas plus complexes
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par 'utilisation de calculs éléments finis). La programmation est réalisée en utilisant deux algo-
rithmes différents. Le premier est génétique et permet d’estimer grossierement les coefficients.
Le second utilise une méthode de plus grande pente avec comme point de départ la solution
de lalgorithme génétique et permet de déterminer précisément les parametres (Marckmann,

2004). Les valeurs des parameétres obtenues sont présentées dans le tableau II1.1 et les résultats

Parametres Valeurs
Cho 3.9910~2 MPa
Cy —4.0510~* MPa
Cso 1.3110~* MPa
doo 1.744
n 3.85

TAB. III.1 — Valeurs des paramétres matériau du modéle M1.

de l'identification sont comparés aux essais sur la figure II1.7. Les simulations du modele M1
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Fia. IIL.7 — Simulations des essais simples (--- o ---) avec le modéle M1 (—): (a) traction

uniaziale, (b) glissement pur.

sont globalement en bon accord avec les résultats expérimentaux, le modele décrit donc correc-
tement la transition entre les différentes courbes de charge au cours de 'essai cyclique et met
en évidence 'influence de la déformation maximale. Comme exposé précédemment, le modele
n’est pas apte a décrire le comportement du matériau lors du retour des courbes de seconde
charge sur la courbe de premiére charge. En fait, la forte incurvation des courbes de seconde
charge, conséquence du raidissement, n’est pas bien reproduite par le modele. Néanmoins, de tels
résultats avec seulement cinq parametres matériels sont satisfaisants; 'utilisation de ce modele
dans les calculs par éléments finis peut permettre I’obtention de résultats qualitatifs intéressants.

Finalement, au regard de I’équation (I11.30) et des valeurs des parametres données dans le ta-
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bleau III.1, cette approche est applicable jusqu'a 630% de déformation en traction uniaxiale
et plus de 400% en traction équibiaxiale. Les probleémes en treés grandes déformations locales

devront donc étre abordés avec prudence.

I11.3 Altération des réseaux

Comme montré dans la bibliographie, différentes approches pour la modélisation de I'ef-
fet Mullins sont possibles. Les théories fondées sur le comportement macromoléculaire des
élastomeres sont rares et peu applicables au calcul des structures. Une proposition est réalisée
ici. Dans un but applicatif, la forme du modele est travaillée pour faciliter son implantation

numérique.

I11.3.1 Modeéle M2
I11.3.1.1 Base de la modélisation

Une modélisation développée au Laboratoire de Mécanique et Matériaux par Marckmann
et al. (2002) est présentée ici. Dans cette approche, une théorie de rupture de liaisons est proposée
sans préjuger de leur nature. La bibliographie suggere que des liaisons entre charges et matrice
mais également des liaisons faibles de la matrice caoutchoutique sont rompues par ’effet Mullins.
La conséquence la plus importante est I’allongement de la longueur moyenne des chaines comme
le suggerent Johnson et Beatty (1993b). La modélisation présentée ici s’inscrit dans le cadre des
théories d’évolution du réseau de chaines polymériques.

On considere que la configuration du réseau peut étre représentée par la figure 111.8. Apres

< Liaisons entre chaines

FiG. 1I1.8 — Fvolution du réseau macromoléculaire avec la déformation subie au cours du temps.

polymérisation, les chaines sont reliées par des points d’enchevétrement et par des segments de
jonction. D’autres liens existent tels que des liaisons d’interactions faibles dues a la polarisation
des macromolécules. Pour les matériaux chargés, des liaisons supplémentaires sont créées entre
les chaines et les charges. Ces liaisons conduisent a un réseau macromoléculaire amorphe comme
illustré par la figure II1.8. Durant le chargement, certaines chaines sont étendues jusqu’a leur

limite d’extensibilité et sont donc rompues. Le nombre de ruptures augmente au fur et a mesure
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que la déformation globale a laquelle est soumise le matériau augmente. De plus, le nombre de
ruptures est fortement dépendant de la distribution des liaisons secondaires. De fagon similaire,
certaines liaisons faibles sont rompues. L’augmentation du nombre de ruptures provoque une
diminution du nombre de points d’interaction. Ainsi, le nombre moyen de monomeres par chaine
polymérique, noté IV, augmente. Des arguments précédents, on déduit que N est une fonction
de la déformation maximale subie par le matériau.

Une autre conséquence du réarrangement du réseau est la décroissance de la densité de
chaines par unité de volume n. Ceci est une conséquence du principe de conservation de la masse
qui implique que le nombre de monomeres par unité de volume reste constant. Néanmoins, la
conservation de la masse ne doit pas étre vue au sens strict du terme, puisqu’il ne faut en réalité
prendre en compte que les monomeres participant effectivement a la raideur du matériau. En
effet, durant D’altération du réseau, certaines parties de chalnes peuvent devenir pendantes et
ne plus intervenir dans la rigidité du matériau. Ainsi, le produit n/N doit étre une fonction
décroissante ou constante de la déformation maximale. Cette théorie peut étre rapprochée de
celle proposée par Septanika et Ernst (1998a,b) qui considérent que la configuration du réseau
évolue en fonction de la déformation.

Dans le but d’incorporer ces développements dans les théories hyperélastiques classiques,
il est naturel d’adapter en premier lieu les modeles < chaines >, puisqu’ils sont exprimés en
fonction des deux parametres n et N précédemment cités. Comme précisé dans le paragraphe
I1.1.2, le modele d’Arruda et Boyce (1993) est a notre avis le plus pertinent pour décrire le
comportement des élastomeres. Les constantes matérielles du modele huit-chaines vont donc
devenir des fonctions de la déformation maximale subie par le matériau au travers de la mesure
a (IIL.7):

n=n(a) (I11.36)

N = N(a) (I11.37)

Des simulations du modele huit chaines sont présentées sur la figure II1.9 pour une valeur de
Cr = 1,0 et différentes valeurs du parametre N. On peut mettre en évidence que lorsque N croft,
la pente a ’origine décroit tandis que la position de 'asymptote se déplace vers des déformations
plus importantes. Le maximum de déformation étant constant sur une courbe de seconde charge,
les parametres matériels n’évoluent pas, ainsi la forme des courbes de seconde charge est, a un
facteur multiplicatif pres, exactement celle proposée sur la figure II1.9. En revanche, sur la
courbe de premiere charge, le maximum de déformation est égal a la déformation courante,
ainsi le nombre de monomeres par chaine croit avec la déformation, ce qui a également été mis
en évidence par Meissner (2000). Il montre que cela permet de mieux décrire le comportement
hyperélastique, i.e. la courbe de premiere charge. La difficulté restante est la détermination de
I’évolution des fonctions n = n(a) et N = N(a).

L’identification des fonctions d’évolution est réalisée grace a la mesure de I’évolution des pa-
rametres sur les différentes secondes charges. Les secondes charges sont identifiées avec le modele

huit chaines puis ’évolution des parametres est tracée en fonction de la déformation maximale
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Fia. II1.9 — Evolution de la réponse du modéle huit-chaines pour Cr = 1,0 et différentes valeurs
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(cf. figure II1.9). L’évolution des parametres se met sous la forme de fonctions exponentielles

décroissante et croissante:

N = Nyexp(N@) (I11.38)

Cr = Cgo EXp(—CRl@) (111.39)

L’évolution de Cg traduit exactement la variation de la densité de chaines par unité de volume
puisque Cr et n sont simplement liés par Cr = nkf. Ce modele sera nommé modele M2 dans
la suite. Les parametres obtenus par identification sur les essais de traction et de glissement

sont détaillés dans le tableau I11.2. La figure I11.10 montre I’évolution des parametres matériels

Parametres | Valeurs
Chro 0,06
Cr1 0,58

Ny 3,13
Ny 0,57

TAB. II1.2 — Valeurs des paramétres matériels pour le modele M2.

avec la déformation maximale. La figure III.11 met en évidence I’évolution du produit CrN
qui est proportionnel au nombre de monomeres actifs dans le réseau. On constate que CrN
est bien une fonction décroissante de la déformation, ce qui permet de vérifier les hypotheses
de la modélisation. Une simulation des essais uniaxiaux est présentée sur la figure 111.12. Elle
montre que le modele permet de décrire tres correctement I'accommodation a I'effet Mullins avec
seulement quatre parametres matériels. Contrairement a ’approche fondée sur la mécanique de
I’endommagement, cette théorie n’impose pas aux secondes charges d’étre proportionnelles entre

elles. Elle permet donc de décrire le raidissement du matériau lors du retour sur la courbe de
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Fia. 11111 — Evolution du produit CrIN proportionnel au nombre de monomeres actifs lors de

la déformation pour le modéle M2.

premiere charge en gardant une simulation pertinente sur le reste de la courbe. Ce modele répond
donc parfaitement aux objectifs de la modélisation. La forme des courbes et la perte de raideur
entre la premiere et les secondes charges sont correctement décrites. De plus, la formulation
physique de ce modele permet une bonne compatibilité avec la modélisation d’autres phénomenes

comme ’hystérésis (cf. annexe C).
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Fia. II1.12 — Simulations des essais simples (--- o ---) avec le modéle M2 (—): (a) traction

uniaziale, (b) glissement pur.

111.3.1.2 Perspectives du modele

Un point pénalisant du modele est sa formulation en directions principales couplée aux diffi-
cultés liées a 'utilisation de la fonction de Langevin qui induisent des problemes numériques. En
effet, le modele huit-chaines n’est présent dans Abaqus que sous la forme de son développement

limité au cinquiéme ordre en fonction du premier invariant. La figure I11.13 illustre la différence
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Elongation dans la direction de traction
Fia. II1.13 — Comparaison des formulations du modéle huit chaines: (—) formulation
exacte, (——) développement limité a Uordre 11, (— - —) développement limité a l'ordre 5,

(- -+ ) développement limité a l’ordre 1 (modéle néo-hookéen,).

entre la formulation exacte du huit-chalnes et ses développements limités. L’ordre 5, classique-
ment utilisé, décrit parfaitement les deux premiers tiers de la gamme de déformations mais n’est

pas capable de simuler le raidissement. Comme le montre la figure II1.12, les secondes charges
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présentent de forts raidissements qui ne peuvent étre décrits par un tel développement. L’ uti-
lisation d’un développement d’ordre supérieur (par exemple 11) permet de mieux prendre en
compte le raidissement, mais n’est pas compatible avec 1’évolution des parametres (en effet la
théorie d’altération est fondée sur la position et la description exacte des raidissements). De plus,
des problemes numériques apparaissent, puisque les coefficients du développement atteignent les
limites de précision <« machine> des codes de calcul. L’utilisation d’un développement n’est donc
pas une solution pour supprimer les problemes numériques de la fonction de Langevin.

Du fait de sa formulation peu attractive et malgré ses performances, ce modele n’est ni
utilisable sous sa forme explicite ni sous sa forme approchée. Il est donc important de déterminer
une forme plus & méme de permettre les simulations. Il est fondamental de déterminer une autre

formulation apte & décrire les phénomenes et implantable dans les codes de calcul éléments finis.

I11.3.2 Modeles équivalents

Le modele huit chaines n’étant pas une solution a la description de la théorie d’altération
du réseau, nous avons mené un travail sur les densités d’énergie hyperélastiques. Les modeles
aussi performants que le modele huit-chaines pour la description du comportement global du
matériau (notamment les grandes déformations) avec peu de parametres matériels ont été listés
et comparés. D’apres les résultats du chapitre II, il a été montré que les modeles de Hart-Smith
(1966) et de Gent (1996) sont aptes & décrire le comportement avec seulement deux parametres
('un décrivant la pente a 'origine et 'autre la position du raidissement). Un travail visant a
déterminer des relations entre les parametres des différents modeles a été réalisé (cf. annexe B) et
a permis de mettre en évidence que les parametres décrivant respectivement la pente a 'origine
et la position de 'asymptote pouvaient étre reliés par des relations relativement simples. Les
relations entre les modeles d’Arruda et Boyce (1993) et de Gent (1996) s’obtiennent simplement
alors que les relations avec le modele de Hart-Smith (1966) demandent des développements
mathématiques importants. Ceci a permis de démontrer I’équivalence entre les trois densités
d’énergie hyperélastique précédemment citées. Cette équivalence peut désormais servir de base

a la construction de deux nouveaux modeéles d’accommodation fondés sur la théorie d’altération.

I11.3.2.1 Application au modele de Gent - Modele M3

Le modele de Gent (1996) présente une forme treés similaire au modele huit chaines puisque
les parametres matériels du modele représentent la courbure initiale et la position de I'asymptote
verticale. Le travail présenté en annexe B montre que les coefficients des lois de Gent (I1.38) et

d’Arruda et Boyce (I1.28) sont liés par des relations linéaires simples :

E
Cr= et Ju=3N+1 (I11.40)

La théorie d’altération introduite dans le modele huit-chaines peut étre introduite également
dans la formulation de Gent, ce qui permet de créer le modele M3. Les évolutions du nombre

de monomeres par chaine et de la densité de chaines par unité de volume peuvent étre décrites
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grace aux parametres F et J,, qui sont respectivement équivalents aux parametres C, et N de

la formulation huit-chaines. Les équations (I11.38) et (II1.39) permettent donc d’écrire :
E = Eyexp(—E1a) (IT1.41)

Im = JImo exp(Jm1@) (I11.42)

Les parametres du modele de Gent peuvent étre identifiés grace aux relations entre les parametres
(IT1.40). Néanmoins, du fait de I'incertitude sur les relations (II1.40) (cf. annexe B), il est plus
pertinent d’identifier globalement les parametres sur les essais uniaxiaux (traction uniaxiale et

glissement pur). Les valeurs correspondantes sont présentées dans le tableau II1.3. On peut

Parametres | Valeurs
Ey 0,171
E 0,476
Jmo 8,18
JIm1 0,612

TaB. II1.3 — Valeurs des paramétres matériau pour le modéle M3.

vérifier que le nombre de monomeres actifs est une fonction décroissante de la déformation (cf.

figure I11.14). La figure II1.15 montre que les résultats des simulations sont aussi satisfaisants que

0.17

0.165

o
[N
o

0.155

0.15

0.145

= T T L T L T T L T L T T

Fi1c. 111.14 — Evolution du produit CrIN proportionnel au nombre de monomeres actifs lors de

la déformation pour le modéle MS3.

ceux du modele M2. La forme des courbes de premieére et secondes charges est tres bien décrite
par le modele. Un avantage est sa formulation en terme d’invariants, ce qui évite I'utilisation des
directions principales. Mais le probléme lié a I'utilisation de la fonction de Langevin est remplacé
par la présence d'une asymptote verticale due a une fonction logarithmique. Les difficultés

numériques liées a la quasi-verticalité de la tangente a la courbe ne sont donc pas résolues avec



84 Chapitre ITII. Modélisation du comportement

1 1
08 08}
o | o |
Qo Qo
c [ S |
£ - £ -
EO6 E06
o |} s |
c | c |
(%] )]
g g |
c B = =
S 04 S 04
c | c |
[e] [e]
o I © [
0.2 02}
¢! 2 3 .4 5 6 T i .3 :
(a) Elongation dans la direction de traction (b) Elongation principale maximale

Fia. II1.15 — Simulations des essais simples (--- o --- ) avec le modéle M3 (—): (a) traction

uniaziale, (b) glissement pur.

une telle formulation. Seul le temps de calcul est amélioré, puisque 'utilisation des invariants

évite de calculer les directions principales du tenseur des déformations.

111.3.2.2 Application au modele de Hart-Smith - Modele M4

Le modele de Hart-Smith (1966) n’est pas fondé sur une forme asymptotique contrairement
aux deux modeles précédents mais présente une branche exponentielle. Malgré tout, une relation
entre les coefficients des modeles de Gent (I1.38) et de Hart-Smith (I1.36) a pu étre obtenue (cf.

annexe B):

Ci=-—" et C3J2 =k (I11.43)

ou k est une constante. Le parametre C représente la pente a 'origine du modele et est donc
directement lié a la densité de chaines par unité de volume. Néanmoins, le parametre C3 ne
détermine pas la position d’une asymptote mais définit la forme exponentielle du raidissement.
La relation entre les parametres Cj et J,, est ici hyperbolique (I11.43). Le parametre C3 possede
donc une évolution inverse par rapport au nombre de monomeres par chaine. Les variations de
C3 sont plus rapides que celles de N et J,, du fait de la présence de la fonction carré dans la
relation précédente. Les équations (I11.38), (I11.39) et (II1.43) permettent donc d’écrire :

C1 =01, EXp(—Clba) (111.44)

C3 = (3, eXp(—Cgba) (111.45)

Ce modele est appelé modele M4. Tout comme pour le modele de Gent (1996), il est plus perti-
nent d’identifier les parametres matériels sur les essais uniaxiaux (traction uniaxiale et glissement
pur) que par l'utilisation des relations empiriques. Les valeurs des parametres du modele M4

sont présentées dans le tableau II1.4. La figure I11.16 montre que ’hypothese de décroissance du
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Parametres | Valeurs
Cla 3,76e~2 MPa
Cp 4,34e72
C3q 1,35e~2 MPa
Csq 5,15e 2

TaB. II1.4 — Valeurs des paramétres matériels pour le modéle M.
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Fic. I11.16 — Evolution du produit CrN proportionnel au nombre de monomeéres actifs lors de

la déformation pour le modéle M.

nombre de monomeres actifs dans 1’élasticité est bien vérifiée. La figure II1.17 présente les simu-

lations du modele sur les essais simples. La qualité des simulations est similaire a celle des deux
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Fia. II1.17 — Simulations des essais simples (--- o ---) avec le modéle Mj (—): (a) traction

uniazxiale, (b) glissement pur.
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modeles d’altération précédents. L’avantage de cette formulation par rapport au modeéle d’Ar-
ruda et Boyce (1993) est son écriture en invariants plutét qu’en directions principales. Le modele
de Hart-Smith (1966) a de plus l'avantage d’étre exprimé a ’aide d’une fonction exponentielle
plutot qu’une fonction avec asymptote comme l'est le modele de Gent (1996). Les problemes
numériques liés a la présence d’une asymptote sont donc supprimés. La version complete pro-
posée dans 'article original de Hart-Smith posséde un terme linéaire du second invariant qui peut
permettre de mieux décrire les faibles déformations. Mais ce dernier est a utiliser avec prudence

car ses prédictions peuvent étre erronées dans les cas multiaxiaux (cf. paragraphe 11.1.4).

IT1.3.3 Bilan des modéles d’altération

Une théorie d’altération fondée sur I’évolution du réseau macromoléculaire a permis de
construire une loi d’accommodation a l’effet Mullins décrivant 1’évolution des chaines dans le
réseau. Du fait de sa formulation physique, cette théorie a été adaptée au modele huit-chaines
d’Arruda et Boyce (1993) (modele M2). Ce dernier permet une représentation qualitative du
phénomene de perte de raideur mais avec une formulation analytique non utilisable dans les codes
de calcul. L’équivalence entre les trois modeles hyperélastiques étudiés a permis de construire
deux nouveaux modeles d’altération exprimés en invariants. Tous ces modeles présentent la
méme qualité de simulation, en revanche, la formulation exprimée grace a la densité d’énergie
d’Hart-Smith (1966) (modele M4) est la plus pertinente pour une implantation numérique. Pour

la suite de ’étude, seul le modele M4 est conservé.

I11.4 Comparaison des formulations

Nos études nous ont permis de construire des modeles fondés sur deux concepts différents,
d’une part la mécanique de l'endommagement et d’autre part 1’évolution du réseau macro-
moléculaire du matériau. Ces deux approches présentent des avantages et inconvénients différents.
Ceux-ci vont étre mis en évidence et discutés en comparaison avec des modeles de la bibliogra-
phie sélectionnés dans le chapitre II, notamment ceux de Simo (1987) et de Zuniga et Beatty
(2002D).

I11.4.1 Simulations des modeles de la bibliographie

Les modeles de Simo (1987) (I1.66) et Zuniga et Beatty (2002b) (I1.59) sont respectivement
issus de la mécanique de 'endommagement et de la théorie du double réseau. Ils sont initiale-
ment paramétrés a I'aide de mesures de déformation isotropes différentes de celle proposée dans
ce mémoire (II1.20). Pour I’étude comparative proposée ici, la mesure de déformation utilisée est
la méme que pour les modeles précédemment construits, i.e. @. Ces deux modeles nécessitent le
choix d’une densité d’énergie hyperélastique comme base de leur comportement. Pour 1'utilisa-

tion du modele de Zuniga et Beatty (2002b), cette derniére peut étre choisie uniquement selon
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ses capacités a décrire la forme de la premiere charge tandis que pour le modele de Simo (1987)

I’accommodation et 'hyperélasticité sont liées.

I11.4.2 Modele de Simo (1987)

Le modele de Simo présentant une forme similaire au modele M1 (cf. paragraphe I11.2.3) sur
la courbe de premiere charge, 'utilisation de la densité d’énergie de Yeoh (1990) reste la plus
pertinente. Ceci conduit a une formulation avec cinq parametres matériels. Les parametres du
modele sont identifiés sur les essais de traction et de glissement, leurs valeurs sont fournies dans

le tableau II1.5 et les simulations sont présentées sur la figure I11.18.

Parametres | Valeurs
Cho 6,13 10~2 MPa
Ch 1,341072 MPa
C30 2,131073 MPa
« 7,541072
5} 0

TAB. II1.5 — Valeurs des paramétres matériels du modéle de Simo (1987) introduit dans le modéle
de Yeoh (1990).
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Fia. II1.18 — Simulation des essais uniaxiaux (---o-- - ) réalisée avec le modéle d’accommodation
de Simo (1987) couplé avec la densité d’énergie de Yeoh (1990) (—): (a) la traction simple et
(b) le glissement pur.
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I11.4.3 Modele de Zuniga et Beatty (2002b)

La loi d’évolution de Zuniga et Beatty (2002b) est inactive lors de la premiére charge mais
varie lors des secondes charges, ce qui permet a la densité hyperélastique et a la loi d’accom-
modation d’étre indépendantes. Il est ainsi possible d’identifier les parametres séparément. La
densité d’énergie hyperélastique décrit entierement la premiere charge. Celle-ci présente des in-
curvations tres faibles, ce qui proscrit 'utilisation des densités d’énergie de Hart-Smith (1966),
d’Arruda et Boyce (1993) et de Gent (1996). La densité de Yeoh (1990) est ici aussi la plus a
méme de décrire la forme de la courbe. Les parametres sont donnés dans le tableau II1.6 et les
simulations des essais de traction uniaxiale et de glissement pur sont présentées sur la figure
111.19.

Parametres | Valeurs
C1o 3,781072 MPa
Cho 2,4810~* MPa
Cso 1,0510~> MPa
3 1,32

TAB. II1.6 — Valeurs des paramétres matériels du modéle de Zuniga et Beatty (2002b) introduit
dans le modéle de Yeoh (1990)
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(a) Elongation dans la direction de traction (b) Elongation maximale principale

F1G. II1.19 — Simulation des essais uniaziaux (---o--- ) réalisée avec le modeéle d’accommodation
de Zuniga et Beatty (2002b) couplé avec la densité d’énergie de Yeoh (1990) (—): (a) la traction

simple et (b) le glissement pur.
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I1I1.4.4 Qualités des modélisations

Au regard des simulations des différents modeles, le modele M4 (cf. figure I11.17) est le plus
a méme de décrire la perte de raideur apres la premiere charge, contrairement au modele M1 (cf.
figure II1.7) qui la sous-estime. Les modeles de Simo (1987) et de Zuniga et Beatty (2002b) ne
décrivent pas correctement la forme des secondes charges. En effet, le raidissement au moment du
retour sur la premieére charge est bien décrit, mais le comportement aux déformations modérées
est fortement sous-estimé. Les fonctions introduites ne peuvent a la fois décrire la forte perte
de raideur aux grandes déformations et la bonne tenue du matériau pour des déformations plus
faibles. Le modele M1 permet de décrire ce comportement pour les déformations modérées mais
n’est pas capable de décrire le raidissement du matériau (du fait de la forme de la loi qui im-
pose une proportionnalité entre les secondes charges). Ces modeles présentent donc chacun des
avantages particuliers dans deux zones de déformation différentes. Le modele M4 est le seul qui
présente tous ces avantages. Le modele de Simo (1987) (cf. figure I11.18) présente les mémes ca-
ractéristiques que le modele M1 puisque les secondes charges sont proportionnelles. Simplement,
la forme de la premiere charge est nettement influencée par la loi d’évolution, c¢’est pourquoi les
simulations présentent de fortes incurvations aux faibles déformations. Il permet également de
décrire une accommodation plus forte, ce qui conduit cependant a sous-estimer fortement les
contraintes aux déformations modérées sur les courbes de secondes charges. Le gain en accom-
modation est ainsi tres pénalisant sur une large gamme de déformations. Le modele de Zuniga
et Beatty (2002b) (cf. figure II1.19) possede une forme de loi différente en comparaison des deux
lois de dommage, puisque la fonction d’évolution dépend conjointement des déformations maxi-
male et instantanée. Ceci permet aux deuxiemes charges de décrire le raidissement. Néanmoins,
la forme de loi choisie n’est pas adaptée pour décrire I’ensemble de la gamme de déformations.
Une fonction ayant une méme forme que celle proposée par De Souza Neto et al. (1994) (cf.
figure I1.8) serait plus adaptée & la condition de faire évoluer la forme de la courbe avec le
niveau de déformation maximale. Néanmoins, le paramétrage en déformation courante implique
que ’accommodation n’est pas uniquement dépendante de la déformation maximale, ce qui est

contraire aux résultats expérimentaux.

Remarque: 'utilisation des mesures de déformations initiales, i.e Wy pour le modele de Simo
(1987) et \/I{ — Iy pour le modele de Zuiiiga et Beatty (2002b) ne modifie pas les courbes

contrainte-déformation de facon significative.

I11.5 Conclusions

Ce chapitre a été consacré a la modélisation de la perte de raideur entre les deux premieres
charges. Pour cela, deux théories ont été développées parallelement, I'une fondée sur la mécanique
de I'endommagement, ’autre sur une description physique de I’évolution du réseau macro-

moléculaire. Le modele M1 issu de la mécanique de ’endommagement permet une représentation
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qualitative du phénomene mais ne permet pas de décrire le fort raidissement lors du retour sur la
courbe de premiere charge. Néanmoins, la loi de dommage est indépendante de la modélisation
hyperélastique, elle est donc adaptable a toutes les densités d’énergie. La seconde théorie a per-
mis la construction de trois modeles M2, M3 et M4, tous fondés sur la description de 'altération
du réseau en fonction de la déformation maximale qu’il a subie. Ces modeles permettent une
bonne représentation des essais uniaxiaux (traction et glissement). Toutefois, le modele M4 est
le seul & avoir une base hyperélastique facilement utilisable dans les codes de calcul.

La comparaison des résultats avec les modeles de la bibliographie est satisfaisante et met en

évidence la pertinence de nos modeles pour décrire 'effet Mullins.



Chapitre IV

Mise en oeuvre numérique

Le chapitre IIT a permis la construction de modeles capables de décrire I’accommodation
des élastomeres a l'effet Mullins. Le présent chapitre a pour objectif d’implanter ces lois dans
un code de calculs éléments finis. Dans un premier temps, la formulation globale d’un probleme
tridimensionnel est proposée avec la mise en évidence de 'importance de la loi de comportement.
Comme mentionné dans le chapitre I, les élastomeéres sont considérés incompressibles. Ce point
est délicat a gérer numériquement, et des solutions sont ici proposées. La méthode retenue
dans notre étude est détaillée, ses avantages et limites sont étudiés. Les points nécessaires a
I'implantation sont ensuite présentés et explicités dans le cas particulier des modeles M1 et M4.

Les modeles sont finalement testés pour des sollicitations uniaxiales: la traction uniaxiale et
le glissement pur qui ont servi a 'identification des parametres matériels, et le glissement simple

et la compression ou le caractere prédictif des modeles est évalué.

IV.1 Cadre général

L’implantation numérique des lois de comportement est un probleme complexe souvent
abordé (Lin et Schomburg, 2003; Laiarinandrasana et al., 2003). Mackerle (1998, 2002) propose
une bibliographie sur I’ensemble des problemes numériques. Ici, le cadre général de I'implanta-
tion numérique est présenté. Dans un premier temps, I’écriture du probléeme tridimensionnel est
étudiée. Les problemes numériques sont ensuite soulevés avec notamment la gestion de I'incom-

pressibilité.
IV.1.1 Méthode des éléments finis en grandes déformations

IV.1.1.1 Principe des travaux virtuels

La mise en équation d’un probleme mécanique est dans un premier temps rappelée (Bonet et
Wood, 1997; Holzapfel, 2000). Le principe des travaux virtuels est écrit pour un systeme (X) de
volume €2y et de frontiere 9€2y. On note respectivement 9, et 9, les parties de la frontiere

ou sont imposés les déplacements et les efforts, avec:

0oy N 89019 =0 et 0, U 3Qop = 00 (IV.l)

01
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Soit u(x, t) le champ de déplacement. La fonction énergie potentielle du systéme peut étre écrite

comme la somme du travail des efforts extérieurs et intérieurs :
I (u) = Hint(u) + Hext(“) (IVQ)
Ces deux dernieres grandeurs s’exprimant simplement :

ie(0) = | W(C()dV (IV.3)

Mgt (u) = —/Q FoudV — /89 ToudS (Iv.4)
0 Oo

ou Fy et T représentent respectivement les forces extérieures volumiques et surfaciques s’exercant
sur (X) dans son état non-déformé.

Soit 0v un champ de déplacement virtuel qui permet de différencier 1’équation (IV.1):
Ds Il (u) =0 (IV.5)

ou Dgy f est la dérivée de la fonction f dans la direction dv. L’expression est valable pour tous
les v cinématiquement admissibles, c’est-a-dire satisfaisant v = 0 sur 0€2g,. La différentiation

permet d’écrire :

Dg 111 (u) = / IW(C(u)) : DC(ov)dV — / FoovdV / ToévdS =0 (Iv.6)
Qo oC Qo 0.
soit :
Ds 11 (u) = / S : DE(év)dV — FoovdV — TodévdS =0 (Iv.7)
Qo Qo oo

Une linéarisation (nécessaire dans le cadre des problémes non-linéaires) de cette expression dans

la direction u permet d’obtenir :

D32 1 (u) = i DE(6v) : CE : DE(u)dV + /Q S : [(Vow) T (Vodv)] dV (IV.8)

ou CL est le tenseur d’élasticité lagrangien défini par :

08

L R—
C_aE

(IV.9)

Les mémes développements peuvent étre réalisés en considérant la configuration courante comme

référence :

Ds 11 (u) = /

Q

o : De(év)dv —/

Févdv — / Tovds =0 (IV.10)
Q 0No

ou F et T représentent respectivement les forces extérieures volumiques et surfaciques s’exercant

sur (X) dans son état déformé. Par linéarisation, on obtient :

D3 11 (u) = /

g(u) : C°: De(év)dv + / o : [(Vu)T (Vév)]dv (IV.11)
Q

Q
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oil € est le tenseur des petites déformations défini par ((Vu)? + Vu)/2, et C® est le tenseur
d’élasticité eulérien.

Quel que soit le type d’approche, lagrangienne ou eulérienne, 1’écriture d’un probléme tridi-
mensionnel nécessite donc la connaissance du tenseur des contraintes et du tenseur d’élasticité.
Le passage d’une description a une autre se fait simplement grace a la transformation Push-
Forward ¢* (Simo et Pister, 1984) et sa réciproque Pull-Back ¢,. Sa définition pour des tenseurs

d’ordre 2 et 4 est la suivante:

A = ¢*(B) est défini par A =F TBF! (IV.12)
et:
A= (b*(B) est défini par Aijkl = Z E]FjJFkKELB[JKL (IV.13)
1,J,K,L

Donc, le tenseur d’élasticité eulérien se déduit simplement du tenseur d’élasticité lagrangien
grace a ¢*:
ce=J'¢*(Ch) (IV.14)

Le tableau IV.1 présente le résultat de la transformation Push-Forward pour les tenseurs usuels.

I ¢*7>
I B
c! I
C B2
oCc—1/0C I

TAB. IV.1 — Transformation Push-Forward des tenseurs usuels.

IV.1.1.2 Discrétisation du probléeme

Un probleme éléments finis nécessite la discrétisation de I'espace. Des fonctions de forme
(Ni)i=1.n sont introduites. Elles permettent d’écrire simplement la position d’un point sous la

forme d’une pondération des positions de points particuliers :
n
x=> Nix; (IV.15)
i=1

ou (X;)i=1.n sont les vecteurs position des points de la discrétisation. Le gradient de la transfor-

mation s’exprime alors grace aux dérivées des fonctions de forme:

F =) ViNx; (IV.16)
=1
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Les champs de déplacement réel v et virtuel dv peuvent également s’écrire grace aux fonctions

de forme (dans I’hypothése isoparamétrique) :
n n
u=>» Nu dv=>) Nidv, (IV.17)
i=1 i=1

ol u; et dv; sont les vecteurs déplacement réel et virtuel des points de la discrétisation. L’équation

(IV.11) est alors discrétisée et devient :
2 1 . 1
ngHL = 5(11, ® VN; + VN; ® ui) :Ce: 5(5Vj X VNj + VNj X 5Vj)dv
Q

+(ui5vj)/VNichdev (IVlS)
Q

IV.1.2 Une difficulté supplémentaire: I’incompressibilité

Les élastomeres sont des matériaux classiquement considérés incompressibles, méme si cette
hypothese a été récemment remise en cause (Heuillet et Dugautier, 1997). Les essais réalisés
ont permis de montrer que le coefficient de compressibilité est nettement supérieur aux autres
caractéristiques du matériau (cf. paragraphe 1.2.2.5). L’implantation de I'incompressibilité pose
de nombreux probléemes numériques (Gadala, 1986; Sussman et Bathe, 1987; Chen et Pan, 1996;
Chen et al., 1996) qui sont détaillés dans la suite.

IV.1.2.1 Problémes numériques
Cas des contraintes planes

Les contraintes planes permettent de gérer I'incompressibilité de facon simple. La déformation
dans la troisieme direction de I’espace (direction de contraintes planes) se déduit des deux autres
par utilisation de la conservation du volume. Le probleme ne comporte plus que trois variables
correspondant aux trois déformations du plan (deux élongations et un glissement). La direction

de contraintes planes permet < d’équilibrer le volume> a chaque instant.

Autres cas

Les autres hypotheses de travail (déformations planes, cas tridimensionnel) ne peuvent étre
traitées de la méme fagon. La gestion de la variation de volume est classiquement réalisée (pour
les métaux, bétons, composites, ...) par la connaissance du coefficient de Poisson v. La conser-
vation du volume conduirait intuitivement & une valeur de v = 0,5. Mais, Beatty et Stalnaker
(1986) mettent en évidence les limites de 1'utilisation du coefficient de Poisson pour les grandes
déformations. Une valeur constante ne peut pas étre utilisée ; les auteurs montrent comment v
doit évoluer avec la déformation maximale pour que le matériau reste incompressible. Pour la

traction uniaxiale, ils proposent la relation suivante :
1

v(\) = ———
A+ Az

(IV.19)
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ol A est I’élongation dans la direction de traction. On note que ’on retrouve v = 0,5 dans 1’état
non déformé.

Le coefficient de Poisson ne peut donc plus étre utilisé comme un parametre matériel puisqu’il
évolue avec la déformation. La gestion de 'incompressibilité nécessite donc 'utilisation d’autres
méthodes que la simple utilisation du coefficient de Poisson pour mesurer la contraction latérale

du matériau lors de son extension.

IV.1.2.2 Solutions proposées dans la bibliographie
Gestion stricte de l'incompressibilité

L’incompressibilité impose une liaison interne au matériau (Sidoroff, 1982). Celle-ci implique
I'utilisation d’un multiplicateur de Lagrange. Une fonction de pénalité est ainsi introduite pour
imposer I'incompressibilité, mais cette méthode a rarement été retenue et n’est pas utilisée dans

les codes de calcul.

Passage du cas incompressible au cas quasi-incompressible

De nombreux auteurs ont proposé de décomposer les contraintes en deux parties (Bonet et
Wood, 1997; Holzapfel, 2000; Attard, 2003), I'une déviatorique et I'autre sphérique:

o = o+ oPh (IV.20)

La partie déviatorique représente 1’état de contrainte dans le matériau sans changement de vo-
lume, tandis que la partie sphérique représente les contraintes nécessaires pour garder le volume
du matériau constant. Le matériau peut ainsi étre décrit par deux types de grandeurs : celles qui
mesurent la variation de volume et celles qui mesurent 1’état de déformation a volume constant.
La variation de volume est simplement représentée par une grandeur scalaire, le parametre J,
tandis que de nouvelles élongations (A1, A2 et A3) du matériau sont définies pour décrire I’état

de déformation a volume constant (Ogden, 1984):
M=J3A de=J 8 Ag=J 3\ (IV.21)
Cela conduit & définir de nouveaux invariants < incompressibles> de la transformation :
L=I,"T, L=I'L (IV.22)

D’autres formulations ont été proposées dans la bibliographie mais n’ont pas été retenues jusqu’a
présent (Nicholson, 1995).
En fait, ceci revient a considérer que la densité d’énergie du matériau peut se décomposer

en parties déviatorique et volumique sous la forme:
W:W(S\l,j\Q,j\g)—}—U(J) ou W = W(jl,jg) +U(J) (IV.23)

La partie déviatorique de la densité d’énergie est représentée par un modele hyperélastique clas-

sique, tandis que la densité d’énergie volumique s’exprime a 1’aide d’une fonction de pénalisation
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qui dépend du jacobien de la transformation J (Kakavas et Chang, 1995). Le choix de la fonction

doit répondre aux quatre conditions établies par Doll et Schweizerhof (2000) :

lim U = 400 lim U =400 (IV.24)
J—0 J—~+o00

lima—U——oo lim — =+

J—0 0J a J——+o00 oJ o

En fait, la fonction de pénalité doit étre convexe, avoir son minimum en 1 (Brink et Stein, 1996)
et croitre rapidement vers 'infini aux limites de l'intervalle. Un grand nombre de fonctions a

été proposé dans la bibliographie. Elles sont présentées dans le tableau IV.2. Les formes sont

Référence Densité d’énergie
Simo (1988); van den Bogert et de Borst (1990) U(J) = %(J —1)2
p
Valanis et Landel (1967) U(J) = K(ln J)
p p

Simo et Taylor (1982); van den Bogert et de Borst (1990) | U(J) = K(J —1) 4+ (In J)
Ogden (1972); Kaliske et Rothert (1997b) UJ)=K6*OmJ+JV 1)
Liu et al. (1992, 1994) UJ)=K((JInJ—-J+1)
Simo et Pister (1984) U(J) = %)\(ln J)? —plnJ
Doll et Schweizerhof (2000) U(y) =g -1 -/ -1
Doll et Schweizerhof (2000) U(J)=K(J-1)ln%

2 —_—
Kaliske et Rothert (1999) UlJ) = %('J 5 L m J)

TaB. IV.2 — Fonctions de pénalisation proposées dans la bibliographie.

assez diverses et s’appuient soit sur la fonction (J — 1), soit sur In.J. Toutes ces fonctions ne
vérifient pas les conditions exposées précédemment (IV.24). L’allure des courbes des essais de
compressibilité (cf. figure 1.17) suggere une forme linéaire de la pression hydrostatique et donc
une expression polynomiale de degré 2 de la densité d’énergie, forme recommandée par Brink
et Stein (1996). La forme de fonction la plus adaptée est celle proposée par Simo (1988), et van
den Bogert et de Borst (1990). Elle est couramment utilisée pour tous les élastomeres mais est
remise en cause par Heuillet et al. (1995) qui consideérent que le coefficient K dépend fortement
de la pression hydrostatique appliquée. Il est important de noter que cette fonction ne vérifie

pas la troisieme condition énoncée :
5in%) —=—-K# - (IV.25)

Malgré tout, le fait d’avoir un coefficient de pénalité nettement supérieur aux autres parametres
du matériau permet de considérer que la condition est vérifiée. La figure IV.1 montre I’évolution

de U et de sa dérivée avec la variation de volume.

Réécriture du probléme éléments finis

La décomposition de la densité d’énergie en parties déviatorique et sphérique conduit a la

gestion conjointe des champs de déplacement et de pression. Le principe des travaux virtuels
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FiG. IV.1 — Variations de la fonction de pénalité quadratique U(J) = K(J —1)? (—) et de sa

dérivée, la pression hydrostatique (——).

(paragraphe IV.1.1.1) doit étre réécrit pour prendre en compte le champ de pression (avec

I'introduction d’un multiplicateur de Lagrange p):
I (u,p) = Wint(w, p) + Hezt () (IV.26)

Le travail des efforts extérieurs est inchangé mais celui des efforts intérieurs doit étre réécrit :
ou(up) = [ [W(Cw) +plI(w) ~ 1)] av (v.27)
Qo

ot le terme p(J(u) — 1) correspond & la variation de volume tandis que la fonction W (C)
caractérise la réponse a isovolume du matériau. L’équation est alors différentiée par rapport aux
champs de déplacement et de pression :

oW (C(u))

50 > : DE(6v)dV + Dsylleyi(u) =0 (IV.28)

Dsully, = / (Jp diV((SV) + 2
Qo

Dspllz(u,p) = A op(J(u) —1)dV =0 (IV.29)

Par linéarisation de 1’équation (IV.28), on obtient une forme similaire & 1’équation (IV.8):

D31 = [ DE(Sv):Cl:DEM)dV + [ S:[(Vou) (Voov)|dV (IV.30)
QO Q0

mais avec un tenseur d’élasticité lagrangien différent :
cl=Ct+cl+cf (IV.31)

avec:

R dev
eL _ 285

°C (IV.32)
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oU oC!
L_ 79Y |~—1 -1
Cy=J57|CTeCT -2 (IV.33)
2
CE = J2‘3chl ®C! (IV.34)

puisqu’il se décompose en trois parties. La premiere (IV.32) correspond au tenseur d’élasticité du
matériau considéré incompressible, tandis que les deux autres (IV.33) et (IV.34) correspondent

aux tenseurs d’élasticité de la partie sphérique destinés a conserver constant le volume.

Utilisation d’éléments mixztes

Les codes de calcul proposent une discrétisation simultanée du champ de déplacement et du
champ de pression. Ceci conduit a l'utilisation d’éléments mixtes (Abaqus, 2002). Ces derniers
permettent de discrétiser séparément la pression et les déplacements (Takamatsu et Stricklin,
1976). La décomposition déviatorique-sphérique est ainsi directement gérée au sein des éléments
(Mackerle, 1998).

IV.1.2.3 Remarque finale: limite de la séparation sphérique-déviatorique

Penn (1970) avait remis en cause ’hypothese de décomposition de la densité d’énergie en
parties déviatorique et sphérique a partir du dépouillement d’un essai de traction uniaxiale. Ces
travaux n’ont été repris qu’'une trentaine d’années plus tard par Ehlers et Eipper (1998) dans
une approche numérique. Ils mettent en évidence que 'utilisation d’une formulation globale avec
une fonction de pénalité est plus & méme de décrire 'incompressibilité.

Dans le but de vérifier ces observations, nous avons réalisé le calcul d’une brique (un élément
tridimensionnel a 8 noeuds) en traction uniaxiale a partir du modele de Yeoh (les parametres
matériels utilisés sont ceux du modele M1, cf. tableau II1.7) et de la fonction de pénalisation
de Simo (1988), et van den Bogert et de Borst (1990) (cf. tableau IV.2) & l'aide des deux

formulations existantes :
(a) la décomposition déviatorique-sphérique ;
(b) la formulation totale avec une fonction de pénalité.

La figure IV.2 montre ’évolution de la réponse contrainte-déformation des deux formulations
pour différents rapports entre le module de cisaillement et le coefficient de compressibilité. Il ap-
parait que la réponse de la formulation globale est indépendante du coefficient de pénalité tandis
que la réponse de la séparation déviatorique-sphérique dépend fortement du coefficient de com-
pressibilité pour les grandes déformations. La figure IV.3 montre I’évolution de la déformation
transversale en fonction de la déformation longitudinale. La formulation globale permet de
retrouver exactement la réponse d’un matériau incompressible, donc de conserver le volume
constant. En revanche, on constate que la décomposition déviatorique-sphérique ne conserve pas
I'incompressibilité ; en effet le volume augmente. On note qu’aux grandes déformations, lorsque
la déformation longitudinale est trés importante, la déformation transversale augmente, ce qui

est physiquement aberrant. Ceci est di au fait que la décomposition déviatorique-sphérique est
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Fia. IV.2 — Comparaison de l’évolution de la contrainte en fonction du rapport entre le mo-
dule de cisaillement et le coefficient de pénalité: (——) 10000, (— - —) 1000, (- --) 100 pour
(a) la décomposition déviatorique-sphérique, et (b) la formulation globale. La référence est la

formulation incompressible analytique (—).
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F1c. IV.3 — Evolution de la section de la brique en fonction du rapport entre le module de cisaille-
ment et le coefficient de pénalité : (——) 10000, (—-) 1000, (- --) 100 pour (a) la décomposition
déviatorique-sphérique, et (b) la formulation globale. La référence est la formulation incompres-

sible analytique (—).

une formulation quasi-incompressible et non incompressible. Ce probleme est indépendant de la
forme de la fonction de pénalité et de la densité d’énergie hyperélastique. Il dépend uniquement
du rapport entre les contraintes déviatorique et sphérique.

La différence entre la solution analytique incompressible et la solution numérique du probleme
décomposé en parties déviatorique et sphérique est négligeable pour les déformations modérées.

On constate que la zone ot les deux formulations sont confondues dépend fortement du coefficient
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de pénalité. Au regard des déformations acceptables par notre matériau et du rapport entre
son coefficient de compressibilité et son module de cisaillement, la décomposition déviatorique-

sphérique est totalement justifiée dans le présent travail.

IV.1.3 Stabilité des lois

Les lois implantées doivent vérifier des conditions de polyconvexité pour étre stables (Ball,
1977; Kruzik, 1999). Nicholson (1995) a vérifié ces conditions dans le cas de sollicitations simples,
tandis que Romanov (2001) a étudié la stabilité pour différents types de chargement. Les séries
de Rivlin posent un probleme de stabilité évoqué par Kao et Razgunas (1986) qui émettent des
restrictions sur les valeurs des coefficients du matériau. Pour Heuillet et al. (1995), les séries
de Rivlin avec un grand nombre de termes présentent des difficultés aux limites du domaine
d’identification. Ceci renforce le probleme d’utilisation des termes dépendant du second invariant
exposé dans le paragraphe 11.1.4.

Selon Johnson et al. (1994), assurer la stabilité sur les essais simples n’assure pas la stabilité
pour tous les modes de sollicitations. Ces auteurs ont étudié la stabilité d’une série de Rivlin
a cinq termes et ont imposé des conditions entre les coefficients. Assurer la stabilité permet,
selon Johnson et al. (1994), d’éviter les simulations < étranges> en dehors de 'intervalle de
déformation utilisé pour l'identification. Une condition suffisante couramment utilisée (Hart-
mann, 2001) consiste & imposer la positivité de tous les coefficients. Przybylo et Arruda (2000)
ont mis en évidence que ces conditions suffisantes de stabilité conduisent a des identifications de
qualité inférieure.

Le probleme de la stabilité ne sera pas abordé ici, pour les détails le lecteur pourra se
reporter & Bikard (2002). La stabilité des différents modeles a simplement été testée sur les cas

de sollicitations simples utilisés par Abaqus (2002).

IV.2 Application: mise en ceuvre dans Abaqus

Le choix du code de calcul n’est pas discuté ici. Le code de calcul Abaqus a été retenu pour
une question d’opportunité. Aucune comparaison des caractéristiques des différents codes n’est

donc réalisée, simplement les principales caractéristiques d’Abaqus sont présentées.

IV.2.1 Généralités sur Yapproche retenue

Abaqus utilise une formulation différente de celles exposées dans le paragraphe IV.1.1.1.
L’étude est réalisée a partir de la configuration réactualisée F;(t + dt) (Chen et al., 1997).
Ainsi, les équations sont modifiées pour prendre en compte la nouvelle configuration de référence
(Chicheportiche, 1998; Martin-Borret, 1998). Un nouveau tenseur d’élasticité est introduit: le

tenseur d’élasticité lagrangien réactualisé. Celui-ci s’obtient apres quelques étapes de calcul
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(Martin-Borret, 1998; Abaqus, 2002) :

1 oS
Clr=[goS+Soo]+ =Fo | =:(FloSoF)| oF’ (IV.35)
J OE
Les deux termes de I’équation sont le terme de convection et le terme de transport de la confi-

guration initiale vers la configuration actuelle que ’on peut écrire:
Lr 1 L 1 e
C :[UOS—i—Soa]—i—j(b*[C]:[UOS—i—SoU]—l—j(C (IV.36)

Le tenseur d’élasticité lagrangien réactualisé se déduit donc du calcul du tenseur d’élasticité
lagrangien et du tenseur des contraintes eulériennes par (IV.36).
L’implantation d’une loi de comportement dans Abaqus nécessite donc le calcul des contraintes

eulériennes et du tenseur d’élasticité lagrangien réactualisé.

IV.2.2 Détails sur la UMAT

L’introduction de lois de comportement dans Abaqus se fait grace a une subroutine utilisateur
<« UMAT> en langage FORTRAN.

IV.2.2.1 Description de la subroutine

La subroutine UMAT permet d’intégrer sa propre loi de comportement dans le logiciel Aba-
qus. Le traitement d’un probleme en grandes transformations avec des non-linéarités aussi bien
géométriques que matérielles nécessite la discrétisation temporelle du probleme. Le calcul est
réalisé par étapes successives de calcul a partir d’'une méthode d’intégration implicite (Lefeuve,
2003).

Le code fournit toutes les variables internes au temps ¢, et une prédiction de I’état de
déformation a linstant ¢,4; est réalisée. La subroutine UMAT doit évaluer les contraintes et
le tenseur d’élasticité a partir de ces grandeurs & chaque instant. Abaqus laisse la possibilité
d’enregistrer des variables au cours du temps en chaque point d’intégration (pour nous le critére
de déformation). L’algorithme de travail de la subroutine UMAT est présenté dans le tableau
IvV.3.

IV.2.2.2 Calcul des grandeurs utiles

Les grandeurs utiles & 'implantation sont les contraintes eulériennes et le tenseur d’élasticité
lagrangien réactualisé. Ce dernier est un point stratégique pour assurer la convergence des
calculs. De nombreux auteurs (Bolzon et Vitaliani, 1989; Gadala, 1992; Kaliske et Rothert,
1997a; Kaliske et al., 2001) se sont intéressés a son évaluation dans différents cadres, aussi bien
hyperélastique, qu’accommodable ou viscoélastique. Les tenseurs d’élasticité des modeles hy-
perélastiques classiques sont proposés par Kim et al. (1994) et Kaliske et Rothert (1997b) mais

ici ces modeles sont couplés avec des lois d’accommodation.
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Pour un incrément de chargement donné a l'instant ¢,,41,
le gradient de la déformation F,,; 1 est donné.
1.  Calcul du gradient de la transformation incompres-
sible :
Froi1 = det (Foyp) Y3,
2. Calcul du tenseur des dilatations de Cauchy-Green
gauche incompressible :
Bni1=Fnp FZH
et de son premier invariant :
I = tr(Bp11)
3.  Détermination des mesures des déformations courante
et maximale, respectivement « et &:
a=+I/3-1 et a+« max(a,a)
4.  Mise a jour des parametres d’accommodation :
si = a et &> 0 alors
FEvolution des parameétres
(i) Loi de dommage: dps1 — d(a)
(ii) Théorie d’altération: C't* « Cj(a)
sinon
Non-évolution des parameétres
(i) Loi de dommage: dy,+1 < dj,
(ii) Théorie d’altération: C't « CP
fin si
5. Calcul du tenseur des contraintes et du tenseur

d’élasticité lagrangien réactualisé.

TaAB. IV.3 — Algorithme utilisé dans la subroutine UMAT d’Abaqus pour [limplantation

numérique d’un modéle d’accommodation a ['effet Mullins : (i) modéle M1, (ii) modéle M.

Les expressions des contraintes eulériennes et des tenseurs d’élasticité sont ici évaluées
dans différents cadres de travail avec les formulations tridimensionnelles, en contraintes planes,
déformations planes et axisymétrique. Les modeles développés dans le chapitre 111 ne s’expriment
qu’en fonction du premier invariant de la transformation. Ainsi, seul ce cas particulier est détaillé

dans la suite.

Cas tridimensionnel

L’énergie de déformation est décomposée (cf. paragraphe IV.1.2.2) en une partie isovolume

dépendant du premier invariant et une partie dépendant du jacobien de la transformation d’apres
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les relations IV.23:

W =W(L)+ f(J) (IV.37)

Les contraintes lagrangiennes se décomposent donc en deux parties, I’'une déviatorique et 'autre
sphérique :

ow of oW oI, of
S =g8dvgrh — o — Cl=2—_+J2Cc! V.38
* oc T 7ar oL, oc a7 (1V.38)
1 ow 1 _ of 1
= ———I--LC )+ J=C"
det(C)3 5-71( 37 ) aJ

Les contraintes eulériennes se déduisent simplement de I’expression précédente :

10W -

1
dev 4 s — — 2 (B — — 1) + —% V.39
+o Jah( ) + ( )

7=9 3 ot

La décomposition déviatorique sphérique permet le découplage du tenseur d’élasticité en trois
parties (cf. paragraphe IV.1.2.2). La partie déviatorique du tenseur lagrangien se déduit de la

dérivation des contraintes déviatoriques lagrangiennes :

R asdev
- IV.4
C 2=5 (IV.40)
oW 0 1 1 o (oW 1 1
= 2— —(1--nct +2< _)® ~(I--C™!
(9[1 8C (det(c)g ( 3 ! )> o0C \ 01, det(C)§ ( 3 ! )
OW 9 det(C)~5 O det(C) 1 2 oW o [ 1. .,
= _ I--1 — | -ZI
oL, ddet(C) oC  © T det(C)3 011 OC 10

2 0
LR )i o)
det(C)3 91
1
3

2 OW oC1 1 1
- -y Clol- I®C—1+Ic—1®c—1)
det(C) oL ( '"oc 3 9!

2 02w
. I I—fII Cl—fIC I IC*l c!
+ det(C) 8[2 < b2y 341 @ 3 @1+ gl ® )

Le tenseur d’élasticité déviatorique eulérien est déterminé a partir de I'expression précédente

par 'utilisation de la transformation Push-Forward (IV.13):

~ 2 OW _ 1 _ 1
Ct = I fB I--I®B+-LI®I
J oI, < 1o gB el gleB At ghte >
20°W [~ 1-_ 1- _ 1
- _ (BeB--[BI--IeB+-I’I®I V.41
+J8112<® giBel—onle® +91®) ( )
soit en écriture indicielle:
~ 2 OW _ 1. - 1-
T = Jor < L6kl — Bigﬁkl — §5ijBkl+ 9115ij5kl>
2 0°W

_ 1. - 1 _ 1
+ <Bz’jBkl — §I1Bij5kz - §I15ijBkz + 91125ij5kl> (IV.42)

J oI



104 Chapitre IV. Mise en oeuvre numérique

Le terme de convection s’écrit simplement grace au tenseur des contraintes eulériennes :

1 OW - [

_ _ _ I
(0’ oS+So U)ijkl = ﬁail—l(Bik(;jl + Biléjk + letsik + Bjk(sil — 31(25“45]-1 + 2(5il5jk))(IV.43)

Finalement, le tenseur d’élasticité lagrangien réactualisé se déduit des deux équations précédentes

par addition :

- 1OW (1, _ _ _
zrjkl — 3871_1 <2(Bik5jl +Bil5jk + le(sik +Bjk5il)> (IV.44)
1OW [ 2_ 2 2 _
—— | —=B;id; — -0;;B —116;:6
+ J311<3 jOKl 3;kl+91gkl>
20°W [~ - 1. - 1. - 1.
S (BB — [1Bijon — =116;iBy + 17640
+J8[12(]k;z 311Dkl 31]kl+91jkl>

Les contraintes et le tenseur d’élasticité sont ici simplement paramétrés par les dérivées premiere
et seconde de I’énergie de déformation par rapport au premier invariant de la transformation.
La formulation précédemment énoncée est valable pour tous les modeles ne dépendant que du
premier invariant.

Les deux autres termes du tenseur d’élasticité (IV.33) et (IV.34) se déduisent de la fonction

de pénalité et s’écrivent, pour le choix de la fonction de pénalité quadratique :

oc—t
0C

L -1 —1
Ch=2KJ(J-1)|C'®C! -2 (IV.45)

Ct=2KJ°CleC! (IV.46)

Cas des déformations planes

Les déformations planes ne sont qu’un cas particulier du probléme tridimensionnel (Bonet et
Wood, 1997). L’élongation dans la troisieme direction de 1’espace reste égale & 1. L’incompres-
sibilité est ici simplement gérée dans le plan. Les calculs réalisés précédemment restent valables
en ne conservant que les deux premieres directions de ’espace. Les difficultés numériques liées a
la gestion de I'incompressibilité sont les mémes dans les cas tridimensionnels et de déformations

planes.

Cas axisymétrique

Le probleme axisymétrique est lui aussi un cas particulier de la formulation tridimensionnelle.
La troisieme direction de I’espace (orthoradiale) est principale, ainsi les tenseurs des déformations
et contraintes ont une forme particuliere puisque le probleme se réduit a un probléeme plan avec
la gestion d’une direction principale supplémentaire. Le cas axisymétrique se traite de fagon
identique au probleme tridimensionnel avec une forme particuliere des tenseurs qui possedent

deux termes nuls hors de la diagonale.



IV.2. Application: mise en ceuvre dans Abaqus 105

Cas des contraintes planes

La formulation globale des contraintes lagrangiennes et eulériennes est identique au probleme
tridimensionnel : 5 5
W W
S=2-—I+pJC"' et o=2—DB+pl V.47
o1, L tP o, BHP (Iv.47)
Simplement ici, la pression hydrostatique se détermine par la connaissance de I’état de déformation
dans la troisitme direction de l’espace grace a I'hypotheése d’incompressibilité det(B) = 1 qui

impose une restriction cinématique. On peut alors écrire :

1 def .9

B = = —_— =
33 = C33 dct(Bo)

(IV.48)
Ceci nous conduit a introduire les grandeurs planes S.,, B¢, et o.,. Elles désignent les ten-
seurs classiques restreints aux deux premieres directions de ’espace. Les relations contraintes

déformations (IV.47) deviennent alors:

ow
o6

ow

Sep = 2—— oW
P o6

(I- jogpl) et oy =2

(Bep — °1) (IV.49)

Le tenseur d’élasticité lagrangien se déduit des contraintes lagrangiennes par dérivation :

OS
l cp
Ccp Ccp ( 50)

0 ow
_ 9 W 1 2ot
accp( o Jccp>)

LW o 2 OW 0Cs
— 312(I®I_ 1@ CLl) +2j 3T <C ® C,}' +accp

Le tenseur d’élasticité eulérien se détermine, tout comme dans le cas tridimensionnel, par 1'uti-

lisation de la transformation Push-Forward :

. 82 B ow ,
C, = 8[2 (Bep @Bep — B, @ I) + 28711 2I®I+1) (IV.51)

Le terme de convection prend une forme différente du cas tridimensionnel du fait de la connais-

sance de la valeur de la pression hydrostatique:

10W

(0oS+8So0a),, = 58711(]3“‘353'[ + Bidji + Bjidir, + Bjedy — 25%0i65 — 25%646;%)  (IV.52)

Le tenseur d’élasticité lagrangien réactualisé s’obtient par ajout des termes de transformation
et de convection (IV.51) et (IV.52):

10w

((CLT)UM 5 Th(Bik(Sﬂ + Byidji + Bjidir + Bjrda)

0*wW

oW
——B,;;(B (5 + =
9[12 ]( kl—J kl)

2
+ I

(25ij5kl + i1 — 6;105%)  (IV.53)
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I1V.2.2.3 Application aux modeles considérés

Les formulations des tenseurs d’élasticité sont maintenant appliquées aux modeles développés
dans le chapitre III. Ils reposent sur les densités hyperélastiques de Hart-Smith (1966), Gent
(1996) et Yeoh (1990). Les dérivées de 1'énergie de déformation sont proposées dans le tableau

IV.4. Le modele néo-hookéen est présenté a titre comparatif. L’introduction d’une loi de dom-

2
Modeles hyperélastiques %—IMI/ %IV%/
Néo-Hookéen (1942) Ch 0
Yeoh (1990) Cho + 2C20 (11 — 3) + 3C30 (11 — 3)2 2C5 + 6C30(11 — 3)
Hart-Smith (1966) C1 exp{C3(I; — 3)%} 2C1C3(I1 — 3) exp{C3(I; — 3)?}
EJ, 1 EJn 1
Gent (1996) Ry ma— 6 w137

TAB. IV.4 — Dérivées premiére et seconde de ’énergie de déformation de quelques modéles hy-

perélastiques par rapport au premier invariant de la transformation.

mage (modele M1) ou d’une fonction d’évolution (modele de Zuniga et Beatty (2002b)) modifie

les expressions précédentes (cf. tableau IV.5). Deux termes apparaissent, le premier modifie sim-

oW, W,

Modeles accommodables oL (9[12
V)
Endommagement (1— D)%T%O (1- D) (98?2/0 _ (g% %VKO
1
)
Elias-Zuniga et Beatty | F(M, m)% F(M,m) 061;[270 i aF(BJ\i’ m) %VKO
1

TAB. IV.5 — Dérivées premiere et seconde de I’énergie de déformation des modéles accommodables

de type endommagement ou double réseau par rapport au premier invariant de la transformation.

plement le terme hyperélastique, le second fait intervenir les dérivées des fonctions de dommage

et d’évolution :

Q si a=a et >0

Do a
gTD: 2nv/35 P (IV.54)
1

0 sinon

OF 0 si a=a et >0
o )b exp(—by/a —a) sinon (IV-55)
2va —a

Ces fonctions prennent des valeurs différentes selon le trajet de chargement (charge ou décharge).
Il apparait que la fonction d’évolution de Zuniga et Beatty (2002b) présente une tangente verti-
cale au début de chaque décharge, ce qui pose des problemes numériques puisque (IV.55) n’est
plus définie.

Les théories d’altération sont fondées sur 1’évolution des parametres matériels en fonction
de la déformation maximale. La dérivée premiere de ’énergie de déformation n’est pas modifiée

par rapport au modele hyperélastique de base (cf. tableau IV.4), simplement ici les parametres
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évoluent. En revanche, les dérivées secondes sont différentes, leurs valeurs sont présentées dans

le tableau IV.6 dans le cas des modeles M3 et M4. Les dérivées des parametres par rapport a la

p
Modbles d’altération | 2 W2/0
oI;
Hart-Smith %7?11 + 01%7?’13([1 — 3)2 + 20103(]1 — 3) eXp{Cg(Il — 3)2}
T, O0E 1 Elo 7 2.0 1
Gent o n s (5 G oy

TAB. IV.6 — Dérivée seconde de U’énergie de déformation des modeles d’altération par rapport

au premier invariant de la transformation.

déformation évoluent durant les charges et sont nulles pendant les décharges:

— Modele M3.
EOE1 ~ ; = )
OF — exp(—FEj@)  si a=a et >0
= 2./31, (IV.56)
1 0 sinon
o ImoJIm1 exp(Jmia)  si a=a et @>0
ajm _J 231 (IV.57)
1 0 sinon
— Modele M4.
a11 _ 2./31, (IV.58)
1 0 sinon
oc ~ O3l oy (Cppa)  si a=a et a@ >0
(9]3 _ 2./31, (IV.59)
1 0 sinon

I1V.2.2.4 Remarque finale

Toutes les densités d’énergie traitées ici sont uniquement exprimées en fonction du premier
invariant de la transformation. Classiquement, les densités d’énergie dépendent des deux pre-
miers invariants. L’ajout du terme en I modifie les équations précédemment proposées puisque
I’on retrouve un ou deux termes supplémentaires. Les modifications des équations sont présentées
ici dans le cas tridimensionnel.

Les contraintes lagrangiennes contiennent maintenant deux termes provenant des dérivations
par rapport a chacun des invariants :

2@ = 2@@ + 2@8—5
0C oI, 0C oI, 0C

2 oW (
det(C)3 01

S dev

1 oW 2
| - Cl) 4+ <I I-C-=I. Cl> IV.60
3" det(C)3 0l ! 3" ( )

N
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Les contraintes eulériennes se déduisent simplement de ’expression précédente :

20W - 1. 20W - o _, 2.
o_dev _ 787{/}/(B _ 7[11) + 787‘/7{/(11 B— B2 _ §[2I) (IV.61)

Le tenseur d’élasticité lagrangien s’exprime alors simplement par une seconde dérivation :
’W oI, 0oL ’W oI, 0l OP’W oI, 0l
Cl = 4——— @ —— 44— Q4 — Q@ — 1V.62
onoh, oc © ac " Yanen, ac © ac TYaner, ac ©ac VO
82W oy, 0l ow 0?1 oW  9%I,
® == +4 +4—
(9[28[2 aC = aC oI, 9CoC 0l, 0CoC

Le tenseur d’élasticité contient ici quatre termes supplémentaires par rapport aux modeles

dépendant seulement du premier invariant. L’utilisation des deux invariants de la transforma-
tion est aisée mais entraine des formules tres < lourdes>. Le modele le plus simple d’utilisation
est le modele de Mooney-Rivlin qui présente une forme linéaire par rapport aux deux premiers

invariants. Le modele est traité ici a titre d’exemple:

W =0C4 (Il — 3) + Cg( 2 — 3) (IV.63)
— contraintes eulériennes:
o= B _lin 22 BB 2Ly (IV.64)
T 37! J 372 '
— tenseur d’élasticité lagrangien :
c, [ 1. 0Cct 1 1 1
ct = — _|-ZI —IeClt-zCcleI+-nCteC(1V.65
detcfl_3lac 5 @ g @itght @ ( )
Co 2_0oCt 2 2 .
—— IQI-1- -1 - -5LC I--LHI®C
+detC_3_® 3280 31 & 31®
C [2 2 4
——2 _|ic'e@Cc+iceC ' +-LC ' C‘l]
detC~3 3 3 9

Il apparait que I’expression est nettement plus < longue> que pour le modele néo-hookéen (i.e.
lorsque Cy = 0) puisque deux termes supplémentaires apparaissent. L’utilisation de fonctions
autres que linéaires dépendant de I» ou de fonctions dépendant conjointement des deux invariants
fait apparaitre plusieurs autres termes dans I’expression précédente. Si ce n’est une écriture plus

< complexe>, 'utilisation du second invariant ne pose pas de difficulté majeure.

IV.3 Validation sur les essais simples

La validation des subroutines UMAT que nous avons développées est réalisée par la simu-
lation des essais simples dans le cadre de différentes hypotheses: les contraintes planes, les
déformations planes, I'axisymétrie et le cas tridimensionnel. Les résultats sont comparés aux
formulations analytiques et aux résultats expérimentaux. Dans un premier temps, les essais de
traction uniaxiale et de glissement pur sont simulés et comparés aux formulations analytiques
incompressibles. Dans un second temps, des essais de glissement simple et de compression sont

simulés pour montrer le coté prédictif des lois proposées.
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IvV.3.1 Eprouvette haltere

Les éprouvettes de traction ont une épaisseur tres faible (2 mm pour une longueur de 80 mm),

ce qui permet de les étudier sous I’hypothese des contraintes planes. La figure IV.4 présente les

LE, Max. Principal
(ke Crit : 75%)

i

|

Fia. IV.4 — Simulation de ’étirement de 240 mm d’une éprouvette de traction uniaxiale avec
le modeéle M1 représentée dans la configuration non-déformée: (a) déformation logarithmique
maximale principale, (b) contrainte eulérienne mazimale principale, (¢) accommodation a Ueffet
Mullins.

états de contrainte, de déformation et de dommage de I’éprouvette représentée dans I’état non
déformé pour plus de clarté, apres avoir subi un étirement de 240 mm. Il apparait que les
hypotheses de dépouillement des essais sont vérifiées, puisque la zone centrale de I’éprouvette se

déforme de facon homogene. La figure IV.5 présente une comparaison entre les calculs éléments

0.8 0.8
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o
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o
~
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o
~
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o
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07 ] 3 G 0 ] 3 5
( a) Elongation dans la direction de traction ( b) Elongation dans la direction de traction

F1G. IV.5 — Comparaison des solutions numériques (—) et des solutions analytiques incompres-
sibles (o) d’un essai de traction uniaziale : (a) le modéle M1, (b) modéle Mj.

finis et les solutions analytiques incompressibles du probléeme de traction pour les deux modeéles

M1 et M4. Il apparait que le calcul éléments finis reproduit exactement les solutions analytiques.
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Le calcul en contraintes planes simule donc les essais avec la méme qualité que les simulations

uniaxiales présentées dans le chapitre III (cf. figures II1.7 et I11.17).

1vV.3.2 Eprouvette de glissement pur

Les essais de glissement pur (longueur 350 mm, hauteur 35 mm et épaisseur 2 mm) se traitent

également dans le cadre des contraintes planes. La figure IV.6 présente une éprouvette soumise

Fia. IV.6 — Simulation de ’étirement de 175 mm d’une éprouvette de glissement pur avec le
modele Mj : (a) déformation logarithmique mazximale principale, (b) contrainte eulérienne maxi-

male principale.

a un déplacement de 175 mm. Il apparait que 1’état de déformation est quasiment homogene
dans toute I’éprouvette. Les effets de bord sont tres limités. Une comparaison des simulations

numériques avec les solutions analytiques incompressibles est présentée sur la figure IV.7. Tout

08 08
n i n i
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2 3 4 5 6 ] 3 4 5 6
(a) Elongation dans la direction de traction (b) Elongation dans la direction de traction

Fia. IV.7 — Comparaison des solutions numériques (—) et des solutions analytiques incompres-
sibles (o) d’un essai de glissement pur: (a) modéle M1, (b) modéle M.

comme lors de 'essai de traction, la solution éléments finis permet de retrouver exactement la

formulation analytique incompressible.
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1vV.3.3 E‘prouvette de glissement simple

Les éprouvettes de glissement simple sont massives (longueur 25 mm, largeur 20 mm et
épaisseur 4 mm), elles peuvent étre traitées dans le cadre tridimensionnel ou sous I’hypothese

des déformations planes. La figure IV.8 montre I’état de contrainte et de déformation dans
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’\\ WPt =
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Fig. IV.8 — Calcul de l’éprouvette de glissement simple en formulation tridimensionnelle et en
déformations planes (ici en représentation non déformée). (a) Déformation mazximale princi-
pale pour un calcul tridimensionnel. (b) Déformation maximale principale pour un calcul en
déformations planes. (c¢) Contrainte mazimale principale pour un calcul tridimensionnel. (d)

Contrainte mazimale principale pour un calcul en déformations planes.

I’éprouvette pour un déplacement imposé de 20 mm. Les simulations mettent en évidence un
léger effet de bord. Malgré tout, les états de contrainte et de déformation peuvent étre considérés
comme homogenes. Lors des essais, deux grandeurs globales sont mesurées : le déplacement et la

force appliquée sur I’éprouvette. La figure IV.9 compare les réponses dans les cadres tridimen-

400

300

Forc’S (N)
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100

5 20

10 1
Déplacement (mm)

Fi1c. IV.9 — Comparaison des formulations tridimensionnelle (—) et en déformations planes (o)

avec le modéle M4 dans le cas de ’éprouvette de glissement simple.
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sionnel et de déformations planes. Il apparait que celles-ci sont similaires. La différence entre
les deux calculs est de I'ordre de 3% pour les contraintes et 10% pour les déformations dans
les zones les plus sollicitées. Cela permet de justifier I'utilisation des déformations planes pour
la modélisation de I’éprouvette de glissement simple et surtout, de valider les formulations du

probleéme (tridimensionnelle et déformations planes) I'une par rapport a l'autre.

La figure IV.10 compare la réponse des modeéles M1 et M4 aux résultats expérimentaux du

400 400
: : o
300 |- 300 |-
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L | [T
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e R - 2B ] R -
o3 — 10 03 5 10 15 20
(a) Déplacement (mm) (b) Déplacement (mm)

F1a. IV.10 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de glissement simple (—) aux
résultats expérimentaux (---o---): (a) modéle M1, (b) modéle M.

chapitre III. La qualité des résultats est similaire a la simulation uniaxiale des essais de glissement
pur, la raideur de la premieére charge est légérement sous-estimée mais la forme globale est bien

reproduite.

IvV.3.4 Eprouvette de compression

Les essais de compression réalisés sur des plots (diametre 17,5 mm et hauteur 25,8 mm)
sont traités dans un cadre axisymétrique. L’éprouvette ne se trouve pas dans un état de com-
pression pure puisque les deux extrémités de I’éprouvette sont < collées> sur les mors, ainsi les
essais ne peuvent pas étre dépouillés de maniere analytique. La figure IV.11 présente les états
de déformation et de contrainte d’un plot soumis a un déplacement de 13 mm. La convergence
des calculs est limitée par la distorsion des éléments situés au bord de I’éprouvette au niveau
de 'encastrement. La déformation de I’éprouvette est seulement homogene dans sa partie cen-
trale. La figure IV.12 compare les grandeurs globales mesurées lors de I'essai aux résultats du
calcul Eléments Finis. Les essais de compression n’ont pas été utilisés pour l'identification des
parametres, ce qui permet de mettre en avant le coté prédictif des lois qui permettent une tres

bonne représentation de ces essais.
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Fia. IV.11 — Simulation de la compression de 13 mm d’un plot avec le modéle M1: (a)

déformation logarithmique maximale principale, (b) contrainte eulérienne maximale principale.
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Fia. IV.12 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de compression (—) aux
résultats expérimentaux (---o---): (a) modele M1, (b) modéle M.

IV.4 Conclusion

Ce chapitre s’est attaché a présenter les différentes étapes de 'implantation numérique des
lois de comportement développées dans un code de calcul, ici Abaqus. La formulation d’un
probléme éléments finis nous a conduit a étudier plusieurs points, notamment la gestion de I’in-
compressibilité dans les calculs et I’évaluation du tenseur d’élasticité. A notre sens, I'incompres-
sibilité est le point le plus sensible. Nous avons opté pour une décomposition du comportement
en parties déviatorique et sphérique. Cette derniere permet d’imposer la quasi-incompressibilité
a 'aide d’une fonction de pénalisation. Le choix de la forme de la fonction a été fait a partir
des essais de compression hydrostatique. D’autre part, le calcul du tenseur d’élasticité est un
point fondamental puisqu’il conditionne la limite de convergence des calculs. Les deux modeles
M1 et M4, une fois implantés dans Abaqus ont servi a la simulation des essais simples. Ceci a

permis d’une part, de valider notre implantation pour toutes les hypotheses (contraintes planes,
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déformations planes, axisymétrique et tridimensionnelle) et d’autre part, de mettre en avant la

capacité prédictive des lois sur des essais qui n’ont pas servi a l'identification des parametres.



Chapitre V

Validation et applications industrielles

Apres l'implantation des deux modeles M1 et M4 dans Abaqus et la vérification de leur
capacité a décrire les essais simples, ces modeles vont a présent étre testés sur des structures
réelles. Dans un premier temps, un cas d’école est considéré: une plaque trouée. Cet exemple
possede I'avantage de présenter un champ de déformation fortement inhomogene. Ceci permet
de visualiser les conséquences de 'accommodation a l’effet Mullins. De plus, I'importance du
trajet de chargement est mise en évidence.

Comme mentionnée précédemment, la prise en compte de 'accommodation a l’effet Mullins
est fondamentale dans les phénomenes de fatigue. Ainsi, deux éprouvettes classiquement utilisées
pour les problémes de chargement cyclique seront considérées pour les simulations. Ces calculs
vont permettre de mettre en évidence et de comparer les pertes de raideur globale des structures,
tout comme les modifications des états de contrainte et de déformation locaux au sein des
éprouvettes.

Finalement, les modeles sont testés sur une structure réelle: une voute de support moteur.

Les simulations sont alors comparées aux résultats expérimentaux.

V.1 Plaque trouée

Un premier cas-test est réalisé sur une plaque trouée. Cette structure présente des zones
de fortes concentrations de contraintes, donc de forts gradients de déformations. La plaque est
maillée a I’aide d’éléments mixtes linéaires en déplacement et constants en pression. Le probleme
est traité dans le cadre des contraintes planes. La loi de comportement utilisée est le modele

M1. Deux types de sollicitation sont appliqués:

(i) Iéprouvette est étirée dans une de ses directions principales (notée y), relachée, étirée dans

sa deuxieme direction principale (notée x) de la méme quantité puis relachée,
(ii) la plaque est étirée simultanément le long de ses directions principales (x et y) puis relachée.

La figure V.1 présente ’état de dommage de la plaque soumise aux deux états de sollicita-
tion précédents. Apres sollicitation dans une direction (cf. figure V.1(b)), on peut constater

I’hétérogénéité tres importante de I’endommagement, puisque certaines zones sont fortement

115
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Fic. V.1 — Carte de dommage dans une plaque trouée: (a) maillage de la plaque, (b) plaque
apres sollicitation dans la direction (y), (¢) plaque apres sollicitation dans les directions (y) puis

(x), (d) plaque apreés sollicitation simultanée dans les directions (x) et (y).

accommodées alors que d’autres ne le sont pratiquement pas. Apreés ce premier chargement,
la structure admet un comportement différent en chaque point d’intégration, du fait de 'as-
souplissement de la structure dans certaines zones. Une deuxieéme traction dans la direction
perpendiculaire montre un état de dommage final 1égerement différent dans les deux directions
(cf. figure V.1(c)). En effet, la répartition des contraintes est modifiée par la premiére accommo-
dation, ce qui met en avant 'influence de 'accommodation a l'effet Mullins sur ’état global de

déformation. Tout cela montre I'importance de I’histoire des déformations sur I’'accommodation.

Le deuxieme cas de chargement (ii) consiste a appliquer les mémes déplacements que (i)
mais simultanément dans les deux directions du plan. Par comparaison du résultat final des
deux expériences (i) et (i) (cf. figure V.1(c) et (d)), on note que l'accommodation est tres
différente méme si les déplacements imposés dans les directions principales sont les mémes.
Ceci met en avant la capacité du modele a prendre en compte 1’état de déformation global
de la structure. Les points notés A et B (cf. figure V.1(a)) correspondent aux points les plus
sollicités de la structure dans les deux directions de sollicitation. La figure V.2 présente ’évolution
du dommage en ces points pour les deux trajets de sollicitation. Il apparait que le niveau de
dommage maximal dépend de I'histoire. Les déformations globales de la structure modifient
la répartition des déformations locales, ce qui conduit a des variations de I’état de dommage

maximal de l'ordre de 10% (pour cet exemple). Ces différents exemples mettent en lumiere
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F1a. V.2 — Niveau de dommage dans la plaque trouée: (——) point A pour le trajet (i), (—
B—) point B pour le trajet (i), (—A—) point A pour le trajet (ii), (—A—) point B pour le
traget (ii).

I’anisotropie induite par ’effet Mullins, phénomene qui ne peut étre pris en compte avec une loi
hyperélastique classique méme assouplie.

Le modele M4 ne permet pas la visualisation d’une carte de dommage, puisque le prin-
cipe de prise en compte de 'accommodation est différent. Néanmoins, les mémes constatations
peuvent étre faites en visualisant le critére de déformation maximal qui traduit parfaitement

I’état d’accommodation.

V.2 Structures réelles

Apres un test classique, les modeles M1 et M4 sont maintenant évalués sur des struc-
tures réelles utilisées par la société Modyn du groupe Trelleborg. Dans un premier temps, des
éprouvettes utilisées pour des essais de fatigue sont analysées et dans un second temps, la raideur

d’une votute de support moteur est étudiée.

V.2.1 Eprouvettes de fatigue

Les éprouvettes de fatigue étudiées ici sont deux éprouvettes axisymétriques que nous appe-
lons diabolo et AE (elles seront décrites ci-apres). Elles sont aujourd’hui classiquement utilisées
pour ’étude de la fatigue des élastomeres (Robisson, 2000; Piques et Saintier, 2001). Des si-
mulations sont réalisées avec les deux modeles M1 et M4 dans le but de comparer les états de

contrainte et de déformation locaux des éprouvettes ainsi que les pertes globales de raideur.

V.2.1.1 Eprouvette diabolo

La premiere géométrie utilisée est 1’éprouvette < diabolo> présentée sur la figure V.3. Cette
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40
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Fi1G. V.3 — Géométrie de l’éprouvette diabolo.

éprouvette est axisymétrique et présente une légere réduction de diametre en son centre. Sa
géométrie la destine a I’étude des modes de traction-compression, de torsion ou de toutes com-
binaisons de ces cas de chargement. Différentes simulations représentatives de I’éprouvette ont
été réalisées. La structure peut étre aussi bien étudiée sous ’hypothese d’axisymétrie qu’avec
une approche tridimensionnelle; les résultats de calcul seront présentés de fagon arbitraire.
Les maillages tridimensionnel et axisymétrique sont réalisés a partir d’éléments linéaires en
déplacement et constants en pression.

Dans un premier temps, un essai de traction cyclique est réalisé. La figure V.4 présente la
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Fi1G. V.4 — Simulation des états de déformation et de dommage d’une éprouvette diabolo sou-
mise a une sollicitation de traction a partir du modéle M1 : (a) contrainte eulérienne principale

mazimale, (b) endommagement.
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simulation de ’essai a partir du modele M1. On peut constater que le dommage se concentre
dans la partie centrale de I’éprouvette. Lors des essais, les déplacement et effort appliqués sur
les mors sont mesurés. Ils sont comparés aux simulations des modeles M1 et M4 sur la figure

V.5. Il apparait que les modeles surestiment 1’état de contrainte a faibles déformations mais le

150 150
i S i
100 |- 100 |-
o]
~ ~ |
£ £
o | o |
B I
o o
| T
50 © 50
I e
o ) L1 L1 L1 L1 o L1 L1
0 20 .40 60 80 0 20 .40 60 80
( a) Déplacement (mm) ( b) Déplacement (mm)

Fic. V.5 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de traction cyclique sur diabolo

(——) aux résultats expérimentaux (---o---): (a) modéle M1, (b) modéle M.

représentent tres correctement a fortes déformations. L’énergie dissipée par la perte de raideur

est également bien représentée. La figure V.6 présente la variation des états de contrainte et de
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Fic. V.6 — Evolution des états de déformation et de contrainte locaux de ’éprouvette diabolo
soumise a un déplacement de 20 mm en traction selon la précharge en traction appliquée : (a)
évolution de la contrainte principale maximale pour le modéle M1 (—B—), et le modéle M}
(—O—); (b) évolution de l’état de déformation: (—) élongation principale mazimale, (——)

autres élongations principales.
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déformation dans la zone centrale de 1’éprouvette lorsqu’elle est soumise a une traction de 20
mm apres avoir été soumise a une pré-traction de 20, 40, 60 ou 80 mm. L’état de contrainte est
toujours uniaxial. Il apparait que I’accommodation provoque une perte de raideur tres impor-
tante de I’éprouvette de 'ordre de 30% (cf. figure V.6(a)), ceci se traduit par une modification de
Iétat de déformation de I’éprouvette (cf. figure V.6(b)). En effet, elle est sollicitée de fagon plus
importante dans la direction de sollicitation, ainsi les élongations principales sont légerement
modifiées de l'ordre de 3%. En fait, 'éprouvette est plus souple dans sa zone centrale du fait
de 'accommodation, cela se traduit par une déformation plus importante de cette zone dans la
direction de sollicitation et donc une réduction de diametre plus importante. L’éprouvette ayant
une géométrie massive, 1’état de déformation n’est pas fortement modifié.

Les éprouvettes diabolo sont classiquement utilisées en fatigue lors d’essais de torsion. Une

simulation d’un essai de torsion a 450° est présentée sur la figure V.7. Il apparailt une réduction de

=iyt
(hwe. Crit.: 75%)

g, Max. DPrincipal
(hwe. Crit.: 75%)

-1.757e-01
-3.86le-01

-6.Z53e-05

Fia. V.7 — Simulation des états de déformation et de dommage d’une éprouvette diabolo sou-
mise a une sollicitation en torsion a partir du modéle M1 : (a) contrainte eulérienne principale

mazimale, (b) endommagement.

la section du diabolo dans sa zone centrale. La réponse couple-angle de sollicitation est présentée
sur la figure V.8. La perte de raideur est assez faible malgré de tres forts angles de torsion (nous
n’avons pas a ce jour de résultats expérimentaux pour comparer les simulations).

Un cas plus complexe de traction-torsion est finalement étudié. Une simulation de torsion
est réalisée sur des éprouvettes pré-chargées en traction. La figure V.9 présente ’évolution de
I’endommagement pour un cycle de torsion de 360° selon la pré-charge en traction. Il apparait
que pour un faible angle de torsion, le matériau est d’autant plus endommagé que la sollicitation
en traction est importante. En revanche, pour les forts angles de torsion, ’endommagement est
plus important pour les faibles pré-charges en traction. Ceci est une conséquence de la triaxialité
de I'état de déformation local de I’éprouvette. Une sollicitation supplémentaire peut ainsi étre
bénéfique, permettant a I’état de déformation d’étre moins pénalisant au sens de 'effet Mullins.
Comme montré pour la plaque trouée, le parametre déterminant est I’état local de déformation

en un point.
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Fic. V.8 — Simulation de cycles de torsion sur diabolo : (---) modéle M1, (—) modéle Mj.
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Fi1c. V.9 — Endommagement maximal dans l’éprouvette diabolo pour une sollicitation en torsion
de 36(° avec différentes pré-charges en traction: (—3—) 0 mm, (—A—) 5 mm, (—V—) 7,5
mm, (—O0—) 10 mm, (—B—) 12,5 mm, (—A—) 15 mm, (—V—) 17,5 mm, (—&—) 20 mm.

V.2.1.2 Eprouvette AE

La deuxieme éprouvette souvent utilisée en fatigue est I’éprouvette axisymétrique entaillée
< AE » présentée sur la figure V.10. Elle est utilisée pour le méme type de sollicitations
que I’éprouvette diabolo. Cette géométrie permet de concentrer les contraintes au centre de
I’éprouvette de fagon plus importante que I’éprouvette diabolo. La structure peut étre aussi
bien étudiée sous I'hypothese d’axisymétrie qu’avec un modele tridimensionnel. Les maillages
tridimensionnel et axisymétrique sont réalisés a partir d’éléments linéaires en déplacement et

constants en pression.

Un essai de traction cyclique est dans un premier temps simulé a partir du modele M4
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|
|o

Fi1G. V.10 — Géométrie de l’éprouvette axisymétrique entaillée AE.

et les états de contrainte et de déformation correspondants sont présentés sur la figure V.11.

La figure V.12 présente la comparaison des grandeurs globales des simulations aux résultats
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(a) (b)

Fi1Gc. V.11 — Simulation des états de déformation et de contrainte d’une éprouvette AE soumise
a une sollicitation de traction a partir du modéle M/ : (a) déformation logarithmique principale

mazimale, (b) contrainte eulérienne principale mazimale.

expérimentaux. On constate que les deux modeles sous-estiment la raideur de la piece d’ap-
proximativement 25%. D’un point de vue local, il apparait que la zone centrale de 1’éprouvette
est fortement sollicitée en comparaison du reste de la géométrie. La figure V.13 présente les états
de contrainte et de déformation pour un déplacement de 4 mm apres une pré-charge en traction
de 4, 8, 12, 16 et 20 mm. L’état de contrainte est quasi-uniaxial au centre de ’éprouvette. La
figure V.13(a) montre que la perte de raideur est d’autant plus importante que la pré-charge
appliquée l'est, elle peut ici atteindre 50%. Cet assouplissement modifie de plus tres fortement
Iétat de déformation (cf. figure V.13(b)). En effet, I’élongation dans la direction de traction
peut augmenter de plus de 30% suivant ’accommodation. Cela se traduit également par une

contraction plus importante au centre de ’éprouvette. Tout ceci met en évidence que I’état de
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Fia. V.12 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de traction cyclique sur
éprouvette AE (—) aux résultats expérimentaux (---o---): (a) modéle M1, (b) modéle M.
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FI1G. V.13 — Evolution des états de déformation et contrainte locaux de l’éprouvette AE soumise
a un déplacement de 4 mm en traction selon la pré-charge en traction appliquée : (a) évolution
de la contrainte principale mazximale pour le modéle M1 (—B—) et le modele Mj (—O—); (b)
évolution de l’état de déformation : (—) élongation principale mazimale, (——) autres élongations

principales.

déformation est lui aussi fortement modifié par 'effet Mullins.

Il faut bien noter que l'état de déformation dans les zones sensibles a la propagation de
fissures est un point trés important dans les processus de fatigue. Mars (2001), et Saintier et al.
(2000) introduisent un taux de biaxialité permettant de décrire le rapport entre les élongations
principales de 1’éprouvette a la surface d’une structure. Les fortes variations des élongations
principales dans la zone centrale de I’éprouvette, dues a ’accommodation & I'effet Mullins,

conduisent & une tres forte variation de ces taux de biaxialité, ce qui illustre que les processus
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de rupture mis en jeu, avant et apres accommodation, peuvent étre fortement modifiés. L’effet
Mullins est donc un phénomene tres important a prendre en compte dans les phénomenes de

fatigue.

Comme pour I’éprouvette diabolo, des essais de torsion sont simulés. La figure V.14 présente

3, Max. Principal Dz

thve. Cric.: 75%)

-E75ze-0Z

Fic. V.14 — Simulation des états de contrainte et de dommage d’une éprouvette AE soumise
a une sollicitation de torsion a partir du modéle M1 : (a) déformation logarithmique principale

mazximale, (b) endommagement.

les états de contrainte et dommage pour une rotation de 240°. Tout comme lors des sollicitations
de traction, le dommage est trés fortement localisé dans la zone centrale de I’éprouvette. La figure

V.15 montre I’évolution du couple appliqué en fonction de I’angle de rotation. La perte de raideur
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Fic. V.15 — Simulation de cycles de torsion sur une éprouvette AE: (---) modéle M1, (—)
modele M.

est ici plus significative que pour le diabolo du fait de la géométrie de la structure.
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V.2.1.3 Bilan

Les calculs réalisés sur ces éprouvettes de fatigue ont permis de montrer la forte dépendance
de la forme globale de la structure et des phénomenes locaux. En effet, les zones de concentration
de contraintes sont créatrices de zones fortement accommodées qui perdent ainsi beaucoup de
raideur et qui, en conséquence, voient leurs champs de déformation et de contrainte totalement
modifiés. Le fort affaiblissement d’une zone de la structure peut alors pénaliser d’autres zones.
Des résultats similaires ont été proposés par Kaliske et Domscheit (2001) qui ont mis en évidence
I’évolution de la bande de roulement d’un pneumatique avec la prise en compte de ’effet Mullins.
Dans ce cas, 'affaiblissement d’une partie de la structure affecte fortement son comportement

global.

V.2.2 Aide au dimensionnement des pieces industrielles

Finalement, les lois développées sont testées sur une structure réelle: une votite de support

moteur présentée sur la figure V.16. Différents essais ont été réalisés sur cette piece afin de

Fic. V.16 — Voute de suspension moteur.

comparer les résultats expérimentaux aux prédictions des deux modeles M1 et M4. La votte
est une structure axisymétrique, composée d’'une structure élastomere fixée dans deux inserts
métalliques. Pour la simulation, ces derniers sont considérés comme infiniment rigides et la liaison
métal-élastomere est supposée parfaitement collée. La structure peut étre aussi bien étudiée sous
I’hypothese d’axisymétrie ou avec une approche tridimensionnelle. Les maillages sont réalisés a
partir d’éléments linéaires en déplacement et constants en pression.

Le premier test consiste a simuler un chargement de traction sur la voute. Cette expérience
n’est pas représentative du fonctionnement de la piece, mais permet d’estimer la qualité de la
simulation dans un cadre tridimensionnel, et de la comparer aux résultats expérimentaux. La
figure V.17 présente les états de déformation et de contrainte de la votte. La structure est
représentée dans sa configuration non-déformée pour plus de clarté. L’évolution de la force en
fonction du déplacement est présentée sur la figure V.18. Il apparait que les simulations des
deux lois de comportement sont proches des résultats expérimentaux bien que la position du

raidissement de la réponse soit surestimée. En fait, la perte de raideur globale est bien estimée.
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Fi1Gc. V.17 — Simulation des états de déformation et de contrainte de la votute soumise a une sol-
licitation en traction grace au modéle M/ (représentation dans la configuration non-déformée) :

(a) déformation logarithmique principale mazimale, (b) contrainte eulérienne principale maxi-

male.
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Fi1G. V.18 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de traction cyclique sur une
votte de suspension moteur (——) aux résultats expérimentauz (---o---): (a) modéle M1, (b)
modeéle M4,.

Il est important de noter que les pertes de raideur locales sont beaucoup plus importantes que

les pertes globales.

De la méme fagon, un essai de compression est simulé sur la voute. La figure V.19 montre les
états de contrainte et de déformation pour une compression de 17 mm. Elle met en évidence les
limites de convergence du calcul dues au probleme de retournement des éléments, phénomeéne
totalement indépendant de la loi de comportement, & notre avis. La figure V.20 présente la

comparaison des résultats expérimentaux et des simulations. Il apparait que les deux lois de
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Fi1G. V.19 — Simulation des états de déformation et de contrainte de la voite soumise & une sol-
licitation en compression grice au modéle M4 : (a) déformation logarithmique principale maxi-

male, (b) contrainte eulérienne principale maximale.
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Fi1G. V.20 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de compression cyclique sur

une voute de suspension moteur (——) auz résultats expérimentauz (---o---): (a) modeéle M1,

(b) modéle Mj.

comportement surestiment légerement 1’état de contrainte a forte compression ; ceci est du a un
phénomene de flambement de I’éprouvette.

Le dernier calcul réalisé sur la votite correspond a la mise sous couple du moteur. Il s’agit du
cisaillement de la piece. La figure V.21 présente les états de contrainte et de déformation de la
volute, et la figure V.22 montre la comparaison des résultats expérimentaux et des simulations
numériques sur les grandeurs globales mesurées. La raideur de la piéece est bien reproduite, méme
si globalement, les modeles ne prédisent pas de perte de raideur significative.

Tous ces calculs mettent en avant que les pertes de raideur globale des pieces sont faibles
vis-a-vis des pertes de raideur locale. Ceci conduit & une modification importante de 1’état de
déformation local des zones fortement sollicitées. Bien que le modele M4 soit capable de décrire

de plus fortes pertes de raideur que le modele M1, les deux lois simulent quasiment la méme
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Fia. V.21 — Simulation des états de déformation et de contrainte de la voite soumise a une sol-

licitation en cisaillement grace au modeéle M4 : (a) déformation logarithmique principale maxi-

male, (b) contrainte eulérienne principale maximale.
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Fic. V.22 — Comparaison des simulations numériques d’un essai de traction cyclique sur une

voute de suspension moteur (——) auz résultats expérimentaux (---o---): (a) modéle M1, (b)

modeéle M.

perte de raideur et la méme modification de 1’état de déformation local.

V.3 Conclusion

Ce chapitre a montré les apports d’une loi de comportement prenant en compte 'effet Mullins

par rapport a un modele hyperélastique classique. En effet, la prise en considération de 1'effet

Mullins permet de rendre compte de I’état de contrainte inhomogene de la structure apres une

premiere charge. Ceci illustre les limites des modélisations hyperélastiques classiquement utilisées

dans l'industrie du caoutchouc. Un modele hyperélastique, accommodé ou non, fait disparaitre

tous les phénomenes induits par ’accommodation : non seulement les niveaux de contraintes sont

erronés, mais la déformation de la structure peut étre elle aussi incorrecte. En effet, les zones

fortement sollicitées des structures élastomeres voient leur comportement évoluer de maniére tres

sensible. Ceci a pour conséquence de modifier complétement leur comportement global. Ainsi les



V.3. Conclusion 129

zones les plus fortement sollicitées, i.e. les plus propices a 'apparition de fissures, voient leurs
états de contrainte et déformation changer radicalement. Ceci illustre le fait que les phénomenes
mis en jeu lors des chargements de fatigue évoluent tres significativement apres une pré-charge.
Un unique cycle de sollicitation peut ainsi totalement modifier le comportement mécanique d’une
piece élastomere. Les conséquences d’un cycle d’accommodation a l'effet Mullins peuvent étre
comparées aux effets d’une pré-charge plastique ou endommageante pour d’autres matériaux.
Une conséquence de 'ajout d’'un phénomene dans une loi de comportement est 1’allongement
du temps de calcul. Les modeles M1 et M4 demandent deux a trois fois plus de temps qu'un
modele hyperélastique classique dans les cas tridimensionnel ou axisymétrique. Dans le cas des
contraintes planes, les temps de calcul sont similaires. De plus, 'utilisation d’une telle loi conduit
a la simulation de cycles de charge et de décharge, ce qui augmente également le temps de calcul.
Ainsi, utilisation de telles lois ne doit pas étre systématique mais réfléchie. Elle doit étre réservée
a des cas pertinents, comme les études de fatigue ou de pieces présentant de forts gradients de

déformation.
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Conclusion

L’objectif du présent travail était la construction d’un modele de comportement mécanique
décrivant ’accommodation a ’effet Mullins des élastomeres et de surcroit facilement implantable
dans un code de calculs industriel.

Les élastomeres présentant un comportement mécanique tres complexe, nous avons dans
un premier temps mis en place une campagne expérimentale afin d’identifier et de dissocier
les différents phénomeénes caractéristiques. Nous nous sommes principalement attachés a com-
prendre et a définir I’effet Mullins. Son indépendance vis-a-vis du temps de repos (au cours d’un
chargement complexe) et de la vitesse, ainsi que sa dépendance a la direction de sollicitation
ont été mises en évidence. Cette derniere n’a pas été considérée dans notre travail. De plus, la
bibliographie étant peu unanime sur le sujet, ces observations nous ont conduit & proposer notre
définition de 'effet Mullins, a savoir qu’il s’agit uniquement de la perte de raideur entre les deux
premieres courbes de charge dun essai cyclique.

Une fois le phénomene mis en évidence, sa modélisation a été abordée. Dans un premier
temps, une étude bibliographique nous a permis d’analyser et comparer les différentes approches
existantes en insistant sur leurs avantages et inconvénients. D’une maniere générale, il apparait
que peu de modeles sont capables de décrire de fortes pertes de raideur entre les deux premieres
courbes de charge, ce qui discrédite leur utilisation dans le cadre des tres grandes déformations.

Notre objectif & plus long terme étant la prise en compte de l'influence de I’effet Mullins
dans des structures fissurées, la qualité de la modélisation en grandes déformations est bien
évidemment un aspect primordial. Ainsi, les modeles de la bibliographie ne donnant pas entiere
satisfaction, deux études ont été menées parallelement pour modéliser 'effet Mullins dans les
élastomeres ; 'une est fondée sur la mécanique de I’endommagement et ’autre sur des concepts
macro-moléculaires. Ces travaux ont conduit a la construction de deux modeles d’effet Mullins
tres différents dans leurs formes, respectivement nommés modeles M1 (mécanique de I'endom-
magement) et M2 (approche macro-moléculaire). Le premier ne permet pas de décrire de tres
fortes pertes de raideur mais possede I'avantage d’étre facilement implantable dans les codes
de calculs éléments finis de par la stabilité du cadre thermodynamique associé. Le modele M2
permet quant a lui de décrire de tres fortes pertes de raideur mais présente une forme analytique
non utilisable dans les codes de calculs. Un travail sur les densités d’énergie hyperélastique a
permis de palier ce probleme en créant le modele M4 présentant les mémes caractéristiques que

le modele M2 mais avec une forme analytique plus propice a I'utilisation numérique.

131
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Ces modeles ont ensuite été implantés dans le code de calculs commercial Abaqus. La diffi-
culté d’utilisation de lois de comportement pour les élastomeres dans les logiciels réside le plus
souvent dans la gestion de I'incompressibilité et se traduit par des problemes de convergence.
Les recherches effectuées nous ont conduits & utiliser une formulation décomposant la densité
d’énergie en parties sphérique et déviatorique. Il est important de signaler que le calcul de la
matrice tangente doit étre réalisé avec soin car son exactitude conditionne la limite de conver-
gence des calculs. L’utilisation d’Abaqus nous a dans un premier temps permis de valider les
modeles sur résultats expérimentaux issus d’essais simples. Des calculs sur structures complexes
ont permis de mettre en évidence plusieurs phénomenes, le premier (évident) est I'inhomogénéité
de 'accommodation a l'effet Mullins dans la structure, ce qui remet donc en cause 1'utilisation
d’une loi de comportement accommodée pour I'ensemble de la structure (méthode classiquement
utilisée pour les calculs industriels). Ce point est d’autant plus important que la structure chargée
admet de forts gradients de déformation. L’autre point fondamental est le changement d’états de
contrainte et de déformation d’une zone de la structure avant et apres accommodation. La mo-
dification de I’état de contrainte est directement due a la perte de raideur induite par le modele,
tandis que la modification de I’état de déformation est une conséquence de I'inhomogénéité de
I’accommodation dans la structure. La structure présentant des zones plus raides et plus souples
apres une charge, elle ne se déforme plus de la méme facon. Ce phénomene est trés important
dans les problemes de fatigue. En effet, les études récentes sur la fatigue des élastomeres sont
toutes fondées sur I’état de déformation local notamment au travers de la définition d’un taux
de biaxialité. Un cycle d’accommodation a ’effet Mullins dans un processus complet de fatigue
peut completement changer la durée de vie de la piece, cette influence peut ici étre analysée par

la connaissance de ce taux de biaxialité.

De nombreux résultats peuvent étre obtenus a partir de ces modeles. A court terme, ’accom-
modation a l'effet Mullins peut étre prise en compte dans les phénomenes de fatigue. L’évolution
de la raideur globale des pieces, selon les chargements extrémes appliqués, s’obtient simplement.
D’un point de vue local, la modification du taux de biaxialité peut étre mise en relation avec la
durée de vie du matériau, grace a une campagne expérimentale d’essais de fatigue bien choisis.

A moyen terme, les problemes de fissuration peuvent étre abordés. L’énergie dissipée par
effet Mullins lors d’une propagation de fissures peut étre évaluée et permettre la réalisation d’un
bilan énergétique plus rigoureux. Un bilan complet nécessite quant a lui, la prise en compte de
tous les phénomenes dans la loi de comportement (hystérésis, relaxation, auto-échauffement).
Ces développements demandent en revanche beaucoup de temps et ne peuvent étre envisagés
qu’a long terme, méme si une premiere étude sur le phénomeéne d’hystérésis a été présentée dans
Iannexe C de ce mémoire. Une telle étude conduit a s’interroger sur la signification moléculaire
de chacun des phénomenes avec de plus un retour sur la compréhension exacte du recouvrement
de leffet Mullins. Finalement, cette loi permettrait de déterminer I'influence relative de tous les

phénomenes.
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Annexe A

Passage du glissement simple au glissement pur

A.1 Introduction

Les essais de glissement simple couramment employés dans le milieu industriel posent une
difficulté d’exploitation. En effet, les directions principales changent lors de la déformation, ainsi
les simulations uniaxiales ne s’écrivent pas simplement. Une solution consiste a transformer les
essais de glissement simple en glissement pur (Charlton et al., 1994). La méthode est exposée

ci-apres.

A. 2 Descriptif

A. 2.1 Glissement simple

Les essais de glissement ont été réalisés sur des éprouvettes de glissement simple a quatre

blocs (cf. Figure A.1). Un déplacement est imposé aux extrémités de I’éprouvette et la force

Fic. A1 - Eprouvette quadruple cisaillemen.t

exercée entre les deux mors de fixation est mesurée. Ces essais reviennent a imposer un glissement
aux quatre blocs de I’éprouvette. Un bloc d’élastomeére est présenté dans un état déformé sur la

figure A.2. Les états de contrainte et de déformation correspondants s’écrivent :

1 v e  Taxy
F = 1 = |71y (A1)

1 Tz

(Ro) (Ro)

ou Ry est le repere de I’éprouvette dans sa configuration non déformée. La mesure du déplacement

et de la force appliquée permettent d’obtenir facilement le glissement v (cf. Figure A.2) et la

147
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Force F

[
»

r N

Fi1c. A.2 — Définition de la force appliquée et de la mesure de déformation sur l’éprouvette de

glissement pur.

contrainte de cisaillement 7, (du tenseur des contraintes nominales) d’apres la géométrie de la
structure. Les valeurs des autres contraintes (m,, m, et m,) ne peuvent étre déterminées par les
mesures effectuées.

Lors de ces essais, les directions principales des déformations dans chaque bloc tournent. La
figure A.3 présente la position des directions principales dans un état de repos (repere Ry) et

dans un état déformé (repere R;). L’angle de rotation entre les deux repéres est noté 6.

Yo yl yo
\ 7%
——% %
Eprouvette au Eprouvette
repos étirée

F1G. A.3 — Orientation des directions principales dans ’éprouvette de glissement simple dans les

configurations déformée et non déformée.

A. 2.2 Glissement pur

La figure A.4 présente la forme d’une éprouvette de glissement pur. Lors de D'essai, le

Fic. A4 - Epmuvette de glissement pur.

déplacement est imposé a ’éprouvette tandis que l'effort induit est mesuré. Les champs de

contrainte et de déformation dans le matériau s’écrivent :
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et se déduisent simplement de la géométrie de 1’éprouvette (la contrainte w3 ne peut étre
déterminée par les données de l'essai). L’avantage de cette géométrie est de permettre aux

directions principales de rester fixes au cours de ’essai.

A. 2.3 Comparaison des glissements

Les deux géométries d’éprouvettes de glissement possedent le méme type de champ de

déformation. La figure A.5 présente les caractéristiques des deux géométries d’éprouvette. Le

iAo
N\

77

Fi1G. A.5 — Représentation des directions principales dans les géométries tridimensionnelles des

éprouvettes de glissement simple et glissement pur.

tableau A.1 présente une comparaison de leurs caractéristiques et donne la correspondance entre

Directions Eprouvette CS Eprouvette CP

Non déformée Direction 3 Direction c

Traction Direction 1 Direction a

Compression Direction 2 Direction b

Mesures Angle de glissement () Elongation dans la direction a (\,)
Contraintes de cisaillement (7) | Contrainte dans la direction a (m,)

TAB. A.1 — Comparaison des éprouvettes de glissement simple et glissement pur.

les différentes directions de ’espace pour les deux éprouvettes. Par changement de repere, les
deux essais peuvent étre simplement comparés. L’essai de glissement simple s’écrit dans sa base

principale (repere ;) sous la méme forme que U'essai de glissement pur (Eq. A.2), avec:

A= %abs (v+ VA2 +14) (A.3)

L’angle de rotation entre les deux reperes Ry et 1 s’écrit simplement :

0= arctan% (A.4)
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Les matrices des contraintes des deux types d’essais sont comparées en écrivant le tenseur des
contraintes de 'essai de glissement pur (Eq. A.2) dans le repere R; grace a la connaissance de

la rotation entre les deux reperes:

71 cos?(6) 1 cos(6) sin(f)
= | mcos(f)sin(h) 71 sin?() (A.5)

T3 1 (R0

Ceci permet d’obtenir une relation simple entre la contrainte principale maximale de 1’essai de

glissement pur et la contrainte de cisaillement de I’essai de glissement simple:

Tay = m1 cos(#) sin(0) (A.6)

A. 3 Traitement pratique

La démarche a suivre pour convertir un essai de glissement simple en glissement pur est la
suivante :

— déterminer les élongations principales,

— calculer 'angle de rotation,

— calculer la premiére contrainte principale de glissement pur a partir de la relation A.6.
Remarque: Pour un calcul analytique, il est tout de méme nécessaire d’identifier la pression

hydrostatique lorsque l'on travaille avec un matériau incompressible.

A. 4 Vérification expérimentale

Une comparaison entre les essais de glissement pur et les essais de glissement simple est
présentée sur la figure A.6. Il apparait une légere déviation entre les deux simulations; celle-
ci est inexistante a faibles déformations et croit lorsque la déformation augmente. Cet écart
n’est pas du a la théorie de transformation utilisée mais a ’hypothese que le parallélépipede
rectangle de matiere se transforme durant toute la déformation sous la forme d’un prisme a base

parallélogramme.
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0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Contraintes nominales

0.1

0\\\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\\\
15 2 25 3 3.5 4

Elongation principale maximale

Fic. A.6 — Comparaison des essais de glissement pur (—) et de glissement simple traité grice
a équation A.6 (——).
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Annexe B

Equivalence des modeles hyperélastiques

B. 1 Introduction

La base de la modélisation du comportement d’un élastomere passe par 'utilisation d’une
densité d’énergie hyperélastique. Comme vu dans le chapitre II, I'énergie de déformation peut

s’exprimer simplement en fonction des deux premiers invariants de la transformation :
W =W (I, 1) (B.1)

Les contraintes eulériennes s’écrivent simplement grace aux dérivées de 1’énergie de déformation

par rapport aux invariants:

ow ow ow ow

=-—pl+2B—— = —pl+2( —+1-—— |B-2_—B? B.2
e A <8I1+18[2> oL, 2
La difficulté majeure reste la détermination de la fonction W (voir chapitre II). Une densité

efficace doit avoir quatre qualités:

elle doit reproduire la forme en <« S» de la courbe contraintes-déformations,
— le changement de mode de déformation ne doit pas étre problématique, apres une identi-
fication des parametres sur les essais de traction uniaxiale, les simulations en glissement

pur et en traction équibiaxiale doivent étre correctes,

le nombre de parametres matériels doit étre aussi faible que possible pour réduire les
problemes d’identification,

— la formulation mathématique doit étre la plus simple possible dans le but d’une implanta-

tion numérique fiable du modele.

Vus les pré-requis énoncés, les modeles sélectionnés sont les modeles récents d’Arruda et Boyce
(1993) et de Gent (1996), ainsi que le modele plus ancien de Hart-Smith (1966). Ces modeles
seront respectivement notés AB, G et HS.

Le but de cette étude est de démontrer ’équivalence des trois modeles précédemment cités.
Plus précisément, leurs comportements a faibles et grandes déformations seront examinés. Boyce

(1996) a déja comparé les modeles AB et G, 'apport réside ici dans la comparaison de ces
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modeles avec le modele HS (Chagnon et al., 2003a). Dans un premier temps, les équations des
modeles seront rappelées, puis des relations théoriques entre les parametres des modeles seront

développées. Finalement, ces propositions seront validées sur des cas concrets d’identification.

B. 2 Densité d’énergie de déformation

Dans ce paragraphe, les énergies de déformation qui définissent les modeles HS, AB et G

sont brievement rappelées.

B. 2.1 Modele HS

Dans les années 60, Hart-Smith (1966) a proposé une forme empirique de W fondée sur
I’étude de ses dérivées par rapport aux deux premiers invariants. Une forme capable de décrire

le comportement sur une large gamme de déformations est construite :
2 I3
Whs = C | exp [Cg(]l — 3) ] dly +C51n E (B.3)

ou (4, Csy, Cs sont les trois parametres matériels du modele. Dans cette équation, le premier
terme de 1’énergie de déformation décrit le comportement global du matériau. Ce terme ne
dépend que du premier invariant. Le second terme qui fait intervenir I est issu du travail de
Gent et Thomas (1958) qui s’intéressent a la capacité du modele a décrire les déformations
modérées (moins de 150%). Il peut étre relié a la théorie de Mooney-Rivlin qui emploie les deux
invariants I; et Is et qui est reconnue pour décrire le comportement aux déformations modérées
(Treloar, 1975).

B. 2.2 Modele AB

Le modele d’Arruda et Boyce (1993) est fondé sur une approche macromoléculaire. Suivant
la théorie de Kuhn et Griin (1942), le comportement statistique d’une chaine est supposé non-
gaussien. Le matériau est représenté par huit chaines orientées dans les directions des diagonales

d’un cube. L’énergie de déformation est ainsi donnée par:

L B
Wag =CrN — 1 B4

AB R ( 3Nﬁ+ nsinhﬂ) (B4)
ot B=L"Y/I1/3N) et L est la fonction de Langevin définie par £(x) = coth(x) — 1/x. Dans
I’équation précédente, Cr et N sont les parametres matériels. Du fait de la nature non-gaussienne
des lois, 3N représente la valeur maximale que I; peut atteindre, donc la limite d’extensibilité
des chalnes. Ce modele dépend uniquement du premier invariant I; et est bien connu pour ses

bonnes performances a des fortes déformations (Wu et van der Giessen, 1993).
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B. 2.3 Modele G

Récemment, Gent (1996) a proposé une forme empirique d’énergie de déformation :

E I -3
Weg=——=Jdnn(1-— B.5
o= —gdnin(1-122) (8.5)
ol E et Jy, sont les deux parametres matériels du modele. J,, représente la valeur maximale
que peut atteindre I1 — 3 donc la limite d’extensibilité du matériau. Ceci est une représentation

phénoménologique de la limité d’extensibilité des chaines.

B. 3 Comparaison des parametres matériels

Ce paragraphe est consacré a la comparaison des trois modeles cités ci-dessus. Ceux-ci sont
supposés décrire qualitativement le comportement sur ’ensemble de la gamme de déformations.
Le comportement doit étre aussi bien modélisé a faibles qu’a grandes déformations. Néanmoins,
les termes en I peuvent étre vus comme une correction des théories gaussienne et non-gaussienne.
Ainsi, nous proposons de ne comparer que les parties de W ne dépendant que de Iy, i.e. le modele

HS considéré pour le reste de I'étude est le suivant :
WHS = Cl /exp [Cg([l — 3)2] d[l (BG)

Le modeéle ne dépend plus que de deux parametres matériels: C et Cs. Un travail préliminaire de
Boyce (1996) a montré 1’équivalence entre les modeles AB et G. La suite de ’étude s’intéressera

a la comparaison du modele HS avec les deux autres modeles précédemment cités.

B. 3.1 Développements polynémiaux

Avant de comparer explicitement les modeles, leurs développements polynémiaux en fonction
de I; sont explicités. Ceci simplifiera leur comparaison a faibles déformations. Le modele HS

(Eq. B.6) peut étre développé sous la forme d’une série infinie:

oo .
Cy ;
Wis =C, Y ——3 ([, — 3)%+1 B.7
s 11;(2”1)@'!(1 ) (B7)
Il est important de noter que ce développement se trouve étre un cas particulier du modele
proposé par Rivlin (1948a,b):
> . .
W= Y Cy(i-3)(I-3) (B.8)
(4,5)=(0,0)

ol la dépendance au deuxieme invariant I n’est pas prise en compte, .e. j = 0, et avec seulement

les puissances impaires du développement. Les cinq premiers termes du développement de Wap
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(Eq. B.4) s’écrivent :

B 1 1, 11 5
19 519

— ([P —81)+ ——— (7 —243) + . .. B.9

+7000N3( 1 )+ 673750N4( ! )+ (B.9)

Ce développement est également un cas particulier des séries de Rivlin (Eq. B.8), mais contrai-
rement a ’équation B.7, il est exprimé a ’aide des puissances paires et impaires de I;. Tout
comme les précédentes énergies de déformation, W (Eq. B.5) peut étre développée en séries:

[e.o]

E 1 .

Ici, les puissances paires et impaires sont conservées.

B. 3.2 Comportement a faibles déformations

La raideur a faibles déformations des modeéles est respectivement représentée par le premier
terme de chacun des développements en séries (Eqs B.7, B.9 et B.10). Les trois modeles se

réduisent donc au modele néo-Hookéen (Treloar, 1975) :
1
Waa = 50(11 —3) (B.11)

ou C' est 'unique parametre matériel. Ainsi, les premiers parametres des modeles HS, AB et G

sont proportionnels, ils sont simplement reliés a C' par I’équation suivante:

E
C=201=Cr=7 (B.12)

B. 3.3 Comportement a grandes déformations

Comme précisé précédemment, les trois modeles sont caractérisés par leur capacité a décrire le
raidissement du matériau qui se produit aux grandes déformations. D un point de vue physique,
ce phénomene est associé a la limite d’extensibilité des chaines macromoléculaires.

Selon I'équation B.2 et en prenant en compte que les densités d’énergie ne dépendent pas du

second invariant, i.e. 9W/0I5 = 0, la relation contraintes-déformations se réduit a:

ow

dans laquelle seule la dérivation de W par rapport a I; est pertinente.

Dans les trois cas, le terme est donné par:

%s = Cyexp [C3(I1 — 3)?] (B.14)
CrN

Wi _— ZRT =10 /T/3N B.15

oI, 531, (VI1/3N) ( )

E 1
We == B.16
oL 61— (11 —3)/Jm (B.16)
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En examinant ces équations, il est évident que les trois fonctions présentent une forte incurvation
pour les grandes valeurs de I7. De plus, pour les modeles AB et G, 0W/01; tend asymptotique-
ment vers 'infini lorsque I; se rapproche de la valeur limite. La position de I’asymptote verticale
correspond a des valeurs de I; respectivement égales & 3N et J,, + 3 pour les modeles AB et G.

Le second terme des modeles est ainsi simplement relié par:
Im =3(N —1) (B.17)

Le modele HS ne présente pas un comportement asymptotique puisqu’il est écrit grace a une
fonction exponentielle. Néanmoins, pour assurer que les modeles reproduisent le méme compor-
tement a grandes déformations, il est important qu’ils présentent les mémes pentes sur une large
gamme de déformations. Ici, le modele HS est simplement comparé au modele G, 1’équivalence
entre les modeles AB et G étant d’ores-et-déja établie par I’équation B.17. Les pentes de la
courbe contrainte-déformation s’expriment simplement avec la dérivée seconde de W par rap-
port au premier invariant :
9*Whs

az 201C3(1 — 3) exp [C3(I1 — 3)?] (B.18)

PWe E 1
OIf  6Jm [1— (I = 3)/Jm]?

(B.19)

Pour assurer que les réponses des modeles HS et G soient similaires, il faut que les deux dérivées
soient égales. En éliminant le premier parametre matériel, i.e. respectivement Cj et E par

I'utilisation de I’équation B.12, on obtient :

uguy—aemﬂa%h_gy]:JLH_«hESWJ]2 (B.20)

Il apparait que la relation entre le second parametre matériel de chaque modele (Cs et Jp;,)
dépend de I;. Cela signifie que ’égalité des pentes dépend du niveau de déformation. Dans le

but de résoudre cette équation, elle est transformée de la fagon suivante :

L -3 1

C3(I1 — 3)% exp [C3(I1 — 3)?] = B.21
=3 e = = S = —wr B
La solution de cette équation s’exprime grace & la fonction W de Lambert, notée ici W :
L -3 1
C 1—32:Mﬂ< ) B.22

oit W¥ est définie comme étant la fonction satisfaisant (voir Corless et al. (1996) et les références

citées a l'intérieur pour les détails) :
WL(w)eWL(x) =z (B.23)

Ainsi, en définissant le premier invariant réduit o par:

-3
=

(B.24)
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ou « € [0, 1], puisque J,, représente la valeur asymptotique de I; — 3, et en considérant quelques

manipulations algébriques, ’équation B.22 peut étre transformée en:
C3J? = L VAl — pour « € [0,1] (B.25)
Brm T2 2(1 — a)? ’ ‘

Cette équation relie les seconds parametres matériels (Cs et J,,) des deux modeles HS et G
aux grandes déformations. Comme précisé plus haut, cette égalité dépend de «, i.e. du niveau
de déformation. Néanmoins, puisque le modele G croit asymptotiquement vers 'infini dans le
voisinage de Iy = J,,, + 3, i.e. « = 1 et que le modele HS se réduit & une forme exponentielle
fortement croissante pour de tels niveaux de déformation, I’équation B.25 n’est pas définie pour
a = 1. En pratique, ’équivalence entre les deux équations du modele peut simplement étre
démontrée pour une gamme donnée de o (ou de Ip). Dans ce but, une valeur moyenne de la
partie droite de ’équation B.25 peut étre adoptée pour relier C5 et J,,,. Cela permet de suppri-
mer la dépendance en a de C3J2,. Notons [amin, 1], avec amin > 0, la gamme de déformation
dans laquelle les modeles HS et G sont proches. Sur ce domaine, les parametres peuvent étre

simplement reliés par une grandeur constante k :

) 1 LI BN o
03 Jm = k avec kj = m - ? W m da (B26)

Ainsi, la valeur de k£ dépend de la zone de déformation sur laquelle on souhaite assurer ’équiva-

lence des modeles. La figure B.1 présente I’évolution de k comme une fonction de i, Comme

4.5

k

w
5

w
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o
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~
ol
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F1G. B.1 — Courbe illustrant I’équation (B.26): k comme fonction de cpmp.

illustré par le graphe, k tend vers l'infini lorsque api, tend vers 0 ou 1.

Le choix pratique de la limite amnin et de la valeur correspondante de k sera discuté dans le

paragraphe suivant sur deux exemples.
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B. 4 Exemples

Finalement, deux exemples sont étudiés pour démontrer I’équivalence entre les trois équations

et vérifier les relations B.12, B.17 et B.26 qui relient les parametres matériels.

B. 4.1 Identification du modele G

Le premier exemple consiste & utiliser le modele G comme référence. Dans le but de créer des
matériaux virtuels et leurs caractéristiques correspondantes, les deux parametres E et J,, sont
considérés comme variant respectivement dans ]0,10] et [7,100]. Ces intervalles correspondent
aux plages de valeur classiquement obtenues pour tout type d’élastomeres. Les valeurs de J,,
représentent la limite d’extensibilité des chalnes qui varie entre 200% et 900% dans le cas de
la traction uniaxiale. Dans un premier temps, J,, est choisi égal & 60 et E prend trois valeurs:
0,1, 1 et 10. Dans ces trois cas, la fonction OW /011 donnée par 1'équation B.16 est discrétisée
en utilisant un nombre important de valeurs. Les contraintes correspondant aux modeles HS et
AB données par les équations B.14 et B.15 sont identifiées sur ces données. L’identification est
obtenue par le méme principe que les modeles d’accommodation (Marckmann, 2004). La relation
linéaire (Eq. B.12) entre le premier parametre de chaque modele est exactement retrouvée pour
les trois essais.

Dans un second temps, la pente initiale ' est fixée a 1 et J,, prend des valeurs comprises
entre 7 et 100. Le premier parametre des modeles HS et AB est calculé grace a 1’équation B.12,
i.e. C1 = 6 et Cr = 3. Pour les valeurs de J,,, considérées, la méme méthode que pour le premier
parametre est employée pour déterminer C3 et N. Pour le modele AB, la figure B.2 montre

une comparaison entre les résultats identifiés et la relation théorique (Eq. B.17). Les résultats

40
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m

Fia. B.2 — Comparaison du second paramétre des modeéles AB et G: (o) résultats identifiés,
(—) résultats théoriques donnés par l’équation (B.17).

identifiés sont en accord avec les résultats théoriques obtenus sur la position de I’asymptote

verticale des deux modeles.
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Comme précisé plus haut, le cas du modele HS est plus difficile; notre but est de vérifier
I’équation B.26. Ainsi, I'intervalle de « doit étre défini pour calculer I'intégrale de cette équation.
Dans le but de choisir la borne inférieure amin, on considere que les pentes des modeles HS et
G ne doivent pas étre comparées pour les faibles déformations, car seul le raidissement doit
étre examiné. Comme proposé par Kucherskii (2003), le modele néo-Hookéen est valide sur le
premier tiers de la gamme de déformations admissible. Ainsi, seulement deux tiers de la gamme
de déformations doivent étre retenus pour décrire le comportement a fortes déformations, ce qui
correspond & amin > 1/9. De plus, les modeles sont fortement différents dans le voisinage de
«a = 1. La présence de 'asymptote verticale dans le modele G et de la branche exponentielle
dans le modele HS conduisent a considérer que I’'équivalence doit étre démontrée pour plus d’un
tiers de la gamme de déformation, i.e. amin < 4/9. Ainsi, selon 1’équation B.26 et en notant que
k n’a pas une évolution monotone pour oy € [1/9,4/9], la gamme dans laquelle k varie, peut

étre facilement établie:

283 <k <298 (B.27)

Les variations de k dans ce domaine sont illustrées par la figure B.1.

La figure B.3 montre la comparaison entre les résultats théoriques et identifiés. Les deux
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Fi1a. B.3 — Comparaison du second paramétre pour les modéles de G et HS: (o) résultats iden-
tifiés, (- - -) résultats théoriques donnés par I’Eq. (B.26) pour k = 2.83, (—) résultats théoriques
donnés par ’Eq. (B.26) pour k = 2.98.

bornes de l'intervalle de k sont considérées. Cette figure illustre que les résultats identifiés sont

correctement reproduits par I’équation B.26, avec une légere dépendance a la valeur ampiy.

B. 4.2 Identification des essais de Treloar

Le second exemple repose sur la comparaison des modeles sur un matériau réel. Ici, les
données expérimentales de Treloar (1944) sont utilisées. L’auteur a réalisé une large gamme

d’essais prenant en compte différents modes de déformation : traction uniaxiale, glissement pur,
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tension équibiaxiale (par le gonflement d’un ballon) et traction biaxiale (par combinaison de
traction et glissement pur).

En utilisant ces données, les parametres matériels des trois équations du modele sont déter-
minés. L’identification est réalisée sur tous les essais simultanément. Les parametres matériels

sont présentés dans le tableau B.1. Les résultats correspondant aux relations contrainte-déforma-

modele HS AB G
premier parametre (MPa) C1 =0.18 Cr=034| E=10
second parametre C3=2710"%*| N=279 | J, =920

TAB. B.1 — Valeurs des parametres matériels.

tion sont présentés sur la figure B.4. Sur chaque figure, les axes des abscisses et des ordonnées
correspondent a la déformation et & la contrainte la plus pertinente pour décrire chaque essai.

Les quatre graphes illustrent 1’équivalence entre les trois modeles et démontrent leur capa-
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F1a. B.4 — Identification des essais de Treloar, (a) traction uniaziale, (b) glissement pur, (c) trac-
tion équibiaziale, (d) traction biaxiale: (o) essais, (- - -) modéle HS, (—) modéle AB, (---)
modeéle G.
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cité a décrire correctement les différents états de déformation avec seulement deux parametres
matériaux.

Vérifions maintenant la vraisemblance des relations précédemment établies sur les parametres
présentés dans le tableau B.1. Dans le but de simplifier la comparaison, les parametres du modele

G sont pris comme référence et les parametres des modeles AB et HS leur sont comparés :

— Concernant le premier parametre des modeles, on calcule 6C; = 1.08 pour le modele HS
et 3Cr = 1.02 pour le modele AB, comme illustré par ’équation B.12. Ainsi, la différence
maximale entre des données et ' = 1 est de I'ordre de 8%.

— Concernant le second parametre des modeles, soit respectivement .J,;, et N pour les modeles
G et AB, la relation B.17 est analysée, la valeur théorique de N est (J,,, +1)/3 = 31.0. La
différence entre la valeur prédite et les résultats identifiés est d’environ 10%.

— Finalement, considérons la relation entre J,,, et Cs3. La relation théorique reliant ces pa-
rametres est donnée par I’équation B.26. Dans le but de calculer k, la borne inférieure du
domaine de déformation oy, doit étre déterminée. En analysant les résultats expérimen-
taux de traction uniaxiale illustrés par la figure B.4(a), la gamme des faibles déformations
dans laquelle le modele néo-Hookéen est suffisant est définie par A € [1,4]. Cet intervalle
correspond a I; € [3, 16, 5] et I'utilisation de I’équation B.24 conduit & amyin ~ 0,14. Se-
lon I'équation B.26, k est défini par 'intégrale de amin & 1. Néanmoins, en considérant
que le dernier point de la courbe expérimentale correspond & Apax = 7,6, i.e. I1 pax =
58,0, la borne supérieure de 'intégrale n’est pas égale a 1, mais doit étre remplacée par
omax = (11 max — 3)/Jm = 0,6. En fait, il est impossible d’atteindre expérimentalement
la limite d’extensibilité des chalnes puisque le matériau rompt & des déformations plus

faibles. Finalement, la valeur théorique de k est donnée par:

A S / (Y g ~a.60 (B.28)
— S o~ .
0, 6 — 0, 14 0,14 042 2(1 — 04)2 ’

Il faut noter que cette valeur n’est pas contenue dans le domaine donné par 1’équation
B.27. En utilisant le résultat de I’équation B.3, le second parametre du modele HS, Cs,
doit étre égal & 3,18107%. La comparaison de cette valeur aux résultats identifiés donnés
par le tableau B.1 meénent & un écart de 15%. A la vue de ces différences obtenues entre les
résultats théoriques et identifiés, les développements précédents sont validés. L’équivalence

entre les densités d’énergie hyperélastiques est ainsi validée.

B. 5 Conclusion

Cette étude montre I’équivalence entre les trois modeles hyperélastiques HS, G et AB. Ici,
seulement la partie dépendant de I a été considérée. Comme proposée par Meissner et Matejka
(2001), la validité de ces trois approches pour les déformations modérées peut étre améliorée
sous certaines restrictions en ajoutant une fonction de Iy a W (tout cela avec beaucoup de

précautions cf. paragraphe 11.1.4). Il est intéressant de noter que le modele HS contenait déja
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un terme en I5. Le modele HS présente de grands avantages d’'un point de vue implantation
numérique (cf. chapitre IV) puisqu’il est formulé en terme d’invariants et que son comportement
a fortes déformations est gouverné par une fonction exponentielle croissante, ainsi sa tangente
est toujours définie. De plus, I’équivalence démontrée ici, simplifie I'identification des parametres
matériels puisque les parametres du modele HS peuvent maintenant étre reliés a des concepts

physiques.
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Annexe C

Modélisation de l’effet Mullins et de I’hystérésis

C. 1 Introduction

Le chapitre I a permis de mettre en évidence les différentes caractéristiques du comporte-
ment des élastomeres. Il apparait qu’elles peuvent étre étudiées indépendamment les unes des
autres. Cette annexe se focalise sur deux phénomenes: 'effet Mullins (perte de raideur entre la
premiere et seconde charge) et 'hystérésis (trajets différents entre la charge et la décharge). La
modélisation de l'effet Mullins a été développée dans le chapitre III et différentes formes de loi
ont été déterminées. La proposition d’'une modélisation de I’hystérésis s’appuye sur les résultats
de la bibliographie. Un choix de modele pour I'effet Mullins et 'hystérésis est réalisé. Puis, une
modélisation globale fondée sur des concepts macromoléculaires est présentée. Finalement les

simulations du modele sont comparées aux résultats expérimentaux.

C. 2 Etude des phénomenes

Ce travail a pour but de construire un modele pouvant décrire I’hystérésis et 1’effet Mullins
simultanément. Ces deux phénomenes sont étudiés et modélisés séparément. Il est donc impor-
tant que les modeles proposés soient compatibles. L’étude de I'effet Mullins dans le chapitre III
a montré que 'approche macromoléculaire est la plus & méme de décrire le phénomene, ainsi le

méme type d’approche doit étre utilisé pour décrire 'hystérésis.

C. 2.1 Effet Mullins

La théorie d’altération présentée au paragraphe I11.3 a montré que le réseau macromoléculaire
pouvait étre représenté par un ensemble de chaines (liées entre elles) assurant la rigidité du
matériau. Ce réseau est caractérisé par deux grandeurs: la densité de chaines par unité de
volume et la longueur moyenne des chaines. Seules les chaines rentrant réellement en compte
dans D’élasticité du matériau sont prises en compte, en effet les chalnes pendantes n’apportent

pas de rigidité. La modélisation de 'effet Mullins est réalisée par I’étude de I’évolution du réseau

165
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au cours du processus de déformation. L’étirement du matériau provoque la rupture de liaisons

entre les chalnes macromoléculaires, ce qui a pour effet :
(1) d’augmenter la longueur moyenne des chaines,
(2) de diminuer la densité de chaines par unité de volume.

Cette théorie est introduite dans le modele huit chaines d’Arruda et Boyce (1993) & travers
I’évolution des parametres matériels en fonction de la déformation maximale. Deux autres den-
sités d’énergie peuvent étre utilisées grace a I’équivalence des modeles hyperélastiques (cf. annexe
B).

C. 2.2 Hystérésis
C. 2.2.1 Descriptif

Sous chargement cyclique, les élastomeres révelent leur nature viscoélastique. Deux phénome-
nes visqueux différents sont mis en évidence. Le premier est leur nature hystérétique: les trajets
en charge et en décharge ne sont pas les mémes. Le second est le phénomene de viscoélasticité
long-terme comme la relaxation et le fluage (comme vu au chapitre I). Ainsi, ces deux phénomeénes
peuvent étre modélisés séparément. Dans ce travail, seule la partie hystérétique est considérée.

Depuis quelques années, plusieurs modélisations fondées sur des considérations expérimen-
tales et théoriques ont été proposées (Lion, 1996; Bergstrom et Boyce, 1998; Banks et al., 1999;
Miehe et Keck, 2000; Arif et al., 2002). Tous ces modeles sont issus de la méme approche: la
superposition d’un état d’équilibre et d’une réponse viscoélastique. Ils different seulement dans
le détail des relations contrainte-déformation (Verron, 2003). Ici, on s’intéressera au modele
développé par Bergstrom et Boyce (1998). Comme précisé précédemment, il se décompose en
deux parties, une élastique (notée A) et I'autre anélastique (notée B). Les deux parties du modele
sont indépendantes 'une de I'autre. La réponse du matériau est en fait la superposition des deux
réponses. Lorsqu’une déformation est appliquée au matériau, celle-ci est la méme pour les deux
parties:

F=F'=F" (C.1)

ainsi les contraintes dans le matériau se déduisent par I'ajout des contributions de chacune des

parties du réseau:

o=c"+o" (C.2)

Dans le cas uniaxial, le réseau peut simplement étre représenté par la figure C.1. La partie
élastique est simplement décrite par une densité d’énergie hyperélastique, ici le modele huit
chaines (présenté dans le paragraphe II.1.2). La partie anélastique traduit le glissement des
chaines pendantes. La réponse globale est représentée par une densité d’énergie hyperélastique
(le modele huit chaines) et par un amortisseur dynamique qui enregistre le retard de la réponse.
Bergstrom et Boyce modélisent ’amortisseur grace au glissement d’une chaine a l'intérieur d’un
tube (cf. figure C.2).
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Fic. C.1 — Représentation rhéologique monodimensionnelle du réseau élastomérique par Berg-

strom et Boyce (1998): A - Partie élastique, B - Partie anélastique.

Fig. C.2 — Représentation du glissement d’une chaine dans le matériau a l'intérieur d’un tube
(Bergstrom et Boyce, 1998).

C. 2.2.2 Mise en équations

La partie élastique du matériau est simplement hyperélastique et est modélisée par le modele
huit chaines, ainsi les contraintes o se déduisent simplement du gradient de la transformation
F4. La déformation de la partie B se décompose en la déformation de amortisseur Ff et celle

des chaines FZ par:
FP =FJF) (C.3)

La mesure FZ permet simplement de connaitre les contraintes dans la partie anélastique du
réseaul. Ff permet de définir le tenseur des vitesses d’évolution du réseau (a une rotation de
solide rigide pres):
B _ f2BpB—1
D, =F,F, (C.4)
Celui-ci peut également s’écrire comme le produit de la vitesse de fluage des chaines yp, dans

les directions prépondérantes de contraintes définies par le tenseur N5 :

D] = 45N” (C.5)
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Dans le but d’isoler les directions des contraintes, une norme du tenseur des contraintes est

définie grace au cisaillement équivalent effectif du réseau:

B = \/;dev(aB) : dev(oP) (C.6)

Les directions des contraintes sont alors définies par :

NB = dev(a?) (C.7)

1
V2T
La vitesse de fluage des chaines est obtenue en étudiant leur glissement a I'intérieur d’un tube sur
un intervalle de temps donné. Apres quelques hypotheses, Bergstrom (1999) écrit le glissement

sous la forme:
dp=CiAPP . 1]C2m (C.8)

~ \Bp
ou )\chm’ne

parametres matériels a déterminer, avec comme conditions C; > 0, Cy € [—1,0] et m > 0. La loi

est la longueur de chaine de la partie anélastique du modele ; Cy, Cy et m sont les trois

proposée présente un probleme a l'origine, le fait d’imposer Cy < 0 provoque une division par
zéro, puisque la mesure des contraintes est nulle. Une proposition de correction a été réalisée par
Bergstrém et Boyce (2001) qui ajoutent un petit parametre e (de l'ordre de 1072) qui permet
d’éviter la division par zéro:

f‘yB = Cl [)\Bp -1+ 5]02’7'? (Cg)

chaine

Le calcul des contraintes et des vitesses de déformation sont liés par les équations précédentes.
Un schéma d’intégration est donc nécessaire pour les déterminer, le lecteur pourra se reporter a
Lefeuve (2003) pour les détails.

Récemment, Bergstrom et al. (2002) ont proposé un modele hybride fondé sur une décompo-
sition du réseau en séries plutdt qu’un réseau parallele. Une nouvelle vitesse de glissement est
proposée de facon phénoménologique. Le modele semble plus performant mais perd sa base

macromoléculaire.

C. 3 Construction du modele global

Dans le but de modéliser simultanément ’effet Mullins et I’hystérésis, il est nécessaire de
combiner les approches vues précédemment. L’avantage des deux modélisations précédentes est
d’étre fondées sur la méme approche de chaines.

Bergstrom et Boyce (1998) décomposent le réseau en deux parties, la branche élastique du
réseau représente la résistance a la déformation du matériau (grace aux chaines liées a leurs deux
extrémités, celles-ci sont alors tendues lors de la déformation). La réponse anélastique provient du
glissement des chaines libres dans le matériau. Celles-ci n’interviennent pas dans la résistance
mais leur frottement provoque un retard & la réponse. La modélisation de I'effet Mullins par

Marckmann et al. (2002) prend en compte 1’évolution des liaisons entre les chaines entrant en
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compte dans la raideur du matériau. Ainsi, seule la structure macromoléculaire résistant a la
déformation évolue avec la déformation maximale. ’accommodation a ’effet Mullins n’intervient
donc que dans la partie élastique du matériau (Chagnon et al., 2002). Le modele huit chaines
de la partie élastique du modele de Bergstrom et Boyce (1998) est ainsi remplacé par la théorie
d’altération. La représentation monodimensionnelle rhéologique du modele est illustrée sur la

figure C.3. Le principe d’intégration reste le méme que pour le modele hystérétique. Simplement,

Fic. C.3 — Représentation rhéologique monodimensionnelle du réseau élastomérique pour la
prise en compte de Ueffet Mullins et de l’hystérésis: A - Partie élastique accommodable a [’effet

Mullins, B - Partie anélastique

le réseau hyperélastique est remplacé par un réseau hyperélastique accommodable.

Les trois modélisations issues de la théorie d’altération étant équivalentes (cf. paragraphe
I11.3), chacune d’elles peut étre utilisée pour la modélisation de ’effet Mullins. Dans le but d’une
implantation numérique, il est préférable de conserver le modele M4 plutét que le modele M2.

Néanmoins, pour les développements théoriques, nous conserverons le modele M2.

C. 4 Identification des parametres et simulations

Le modele est identifié sur les essais de traction uniaxiale et de glissement pur selon la méme
procédure que celle détaillée au paragraphe I111.2.4.3. Tous les parametres sont identifiés glo-
balement ; leurs valeurs sont présentées sur le tableau C.1. La comparaison du modele avec les
essais est présentée sur la figure C.3. Les simulations montrent que le modele décrit conjoin-
tement l'effet Mullins et I'hystérésis. Il est capable de représenter qualitativement les résultats
expérimentaux. Néanmoins, les résultats quantitatifs ne sont pas de la qualité attendue. On
peut constater sur les simulations que 'effet Mullins est largement prédominant par rapport a
I’hystérésis. A une déformation donnée, le premier cycle est correctement décrit, mais le second
présente une hystérésis trop faible, il présente une forme trop <« écrasée>. Cette difficulté peut
étre expliquée par le fait que le premier cycle contient a la fois ’effet Mullins et ’hystérésis, ainsi
la perte de raideur entre les premieres charge et décharge est correctement décrite. Le second

cycle est en revanche, accommodé a l'effet Mullins, et ’hystérésis est fortement sous-estimée.
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Modele Parametres | Valeurs
Partie élastique N({‘ 1.79
N 0.328
o4, 0.350
ca, 0.328
Partie anélastique C g 2.00
NB 5.64
Hystérésis Ch 1
Cy —0.99
m 2.39

TAB. C.1 — Valeurs des parametres matériels du modeéle complet.
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(a) Elongation dans la direction de traction (b) Elongation principale maximale

Fia. C.4 — Simulation des essais simples avec le modéle de Bergstrom et Boyce (1998) avec prise

en compte de Ueffet Mullins par le modeéle M2.

Ceci peut étre une conséquence du processus d’identification utilisé. Il serait plus approprié de
pouvoir identifier les phénomenes séparément les uns apres les autres. Finalement, il faut noter
que la relaxation n’est pas prise en compte dans la présente modélisation. Ainsi, la perte de
rigidité apres chaque cycle de chargement due a la relaxation cyclique n’est pas représentée par
le modele. Dans le but d’améliorer cette approche, il est nécessaire d’incorporer les phénomenes
viscoélastiques long-terme. L’ajout d’un terme de relaxation permettrait de réduire I'influence
de l'effet Mullins sur le premier cycle. De plus, la forme et la taille des boucles d’hystérésis

seraient modifiées et s’approcheraient plus de la forme réelle.

C. 5 Conclusion

Les différents phénomenes a la base du comportement des élastomeres sont classiquement

modélisés séparément. Dans le but de décrire le comportement global, il est nécessaire de com-
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biner différentes approches. Un probleme majeur induit par une telle modélisation est le nombre
important de parametres matériels. La multiplication du nombre de parametres rend difficile
I'identification. Le nombre de parametres dans la modélisation de chacun des phénomenes doit
absolument étre limité. Dans le but d’assembler des modeles, il est important qu’ils soient issus
d’un méme type d’approche pour étre compatibles. Cette étude, fondée sur le comportement
des chaines macromoléculaires sous chargement cyclique, a permis la construction d’un modele
global & partir de I’étude de leurs ruptures et de leurs glissements.

Globalement, le modele permet une simulation qualitative des phénomeénes mais ne permet
pas la description quantitative de la taille des boucles d’hystérésis. Il peut étre amélioré par une
meilleure description du glissement des chaines dans le tube et par une stratégie d’identification

des parametres adaptée.



