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La civilisation des loisirs ne sera pas pour lui (l’Homme 

de sciences). Le cerveau humain possède son rythme 
d’activité et son taux d’assimilation propre. Le cortex 
cérébral, malgré ses milliards de neurones, dont beaucoup 
restent inemployés, refuse d’enregistrer les connaissances par 
une lecture hâtive, sans une analyse des effets et des causes, 
sans une attention longue et soutenue. 

Dans l’avenir, l’intellectuel, et plus précisément le 
scientifique restera le seul à devoir travailler sept jours sur 
sept ; nous pensons que par cela même sa condition sera la 
plus digne d’être vécue et, au demeurant, la meilleure.  
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I Introduction 
 
 
 
 
 
 

1 Domaine d’activité 
 
Le domaine d’activité comprenant à la fois des problèmes de génie civil et des problèmes 
géologiques des risques naturels peut être rattaché entièrement à la géomécanique. Ces travaux 
en géomécanique se répartissent en trois thèmes :  
 
• calcul à la rupture ; 
• systèmes poro-élastiques ; 
• interfaces. 
 
Les travaux sur les deux premiers thèmes ont été principalement engagés de 1993 à 1997 au 
CERCSO laboratoire commun ENPC/LMS aujourd’hui intégré dans l’Institut Navier au sein 
du LMSGC. Le troisième thème a été développé ensuite à partir de 2000, au CERMES, 
laboratoire commun de l’ENPC et du LCPC qui fait partie lui aussi de l’Institut Navier. 
 
Ces différents domaines ont été abordés avec des angles variés : études analytiques, mais aussi 
études numériques et études expérimentales dans le domaine des interfaces.  
 
 

2 Thèmes de recherche 
 
2.1 Calcul à la rupture 

 
Le calcul à la rupture permet par combinaison des méthodes statique et cinématique d’obtenir 
des encadrements des valeurs maximales des chargements ou des valeurs minimales des 
propriétés de résistances. Malgré le développement du calcul des déformations, de telles 
approches gardent un grand intérêt pratique en géotechnique, comme le montre l’Eurocode 7. 
L’analyse d’une coque cylindrique soumise à une répartition de pression hydrostatique conduit 
sous certaines hypothèses à la détermination de la solution exacte du problème de calcul à la 
rupture correspondant. Cette solution peut être utilisée pour l’amélioration du dimensionnement 
d’un type d’ouvrage géotechnique particulier : les gabions cellulaires. Sur un plan plus général, 
on peut limiter l’étude de problèmes de calcul à la rupture axisymétriques à la prise en compte 
de champs axisymétriques. L’étude de suites de cinématiques convergeant vers une 
cinématique axisymétrique permet de donner des exemples de discontinuité de la puissance 
résistante maximale avec un saut fini. Enfin, l’application du calcul à la rupture en 
géomécanique oblige à prendre en compte les matériaux poreux. Nous proposons à la fois pour 
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la méthode statique et la cinématique des formulations permettant de rapprocher le calcul à la 
rupture en milieu poreux du cas non poreux en évitant le calcul exact de l’écoulement. Pour 
l’approche cinématique, la formulation est basée sur la décomposition du champ de vitesse en 
une partie découlant d’un gradient et d’une partie irrotationnelle. Pour l’approche statique, la 
méthode utilise des approximations du champ de pression en se basant sur les propriétés des 
fonctions sous-harmoniques.  
 
 
2.2 Systèmes poro-élastiques 

 
Le comportement global des systèmes poro-élastiques dépendant d’un nombre fini de 
paramètres s’avère être visco-élastique linéaire non vieillissant. On peut définir un vecteur de 
chargement généralisé intégrant chargement mécanique total et conditions aux limites en 
pression et un vecteur déformation généralisé comprenant conditions aux limites en 
déplacement et en apport de fluide. On peut définir les matrices de retard et de relaxation 
généralisée qui s’avèrent symétriques. On peut exploiter la symétrie de ces matrices pour 
l’étude de ces systèmes poro-élastiques. Deux systèmes particuliers sont ensuite résolus 
analytiquement à l’aide d’une adaptation de la méthode de Sturm-Liouville. Tout d’abord, la 
consolidation d’une couche formée de deux strates avec un fort contraste de perméabilité est 
traitée par une méthode asymptotique. On peut ainsi mettre en évidence l’influence sur le temps 
de consolidation globale d’un paramètre adimensionnel intégrant le rapport des épaisseurs et 
des propriétés élastiques des deux couches. On présente ensuite l’étude de la flexion d’une 
couche poro-élastique. L’attention est portée sur le type de condition aux limites : moment 
imposé ou rotation imposée. A un état final identique correspondent des histoires de contraintes 
et de pression différentes. Si on examine les conditions d’apparition de phénomènes 
anélastiques, on voit qu’elles dépendent du critère sur les contraintes et du type des conditions 
aux limites.  
 
 
2.3 Comportement des interfaces 

 
Les conditions d’interface sont des paramètres très importants des systèmes géomécaniques. 
Nous avons mené l’étude expérimentale de ces interfaces à l’aide d’un appareil original : 
l’appareil de cisaillement simple annulaire (ACSA). Tout d’abord le dispositif expérimental 
existant a fait l’objet d’importants compléments visant à améliorer la préparation des 
échantillons, à étendre les types d’interface que l’on peut tester, à élargir le type de conditions 
mécaniques imposées (essais saturés, application d’une contrainte dans une direction 
orthogonale au déplacement et à la normale à l’interface), à moderniser le système de pilotage 
et d’enregistrement, à améliorer la mesure du déplacement à l’interface. Nous présentons en 
priorité les résultats ayant déjà fait l’objet d’articles : étude des déplacements lors du 
cisaillement, étude du comportement pour des grandes longueurs de déplacement. Cette 
dernière étude a été menée en vue de l’application aux gouges de faille et les résultats obtenus 
montrent des ordres de grandeurs très compatibles avec les données issues de l’observation des 
séismes : distance critique d’adoucissement, énergie de rupture, loi de puissance en fonction de 
la distance de glissement. Nous présentons également des résultats issus de thèses encore en 
cours : effet d’une contrainte orthogonale à la direction du déplacement et à la normale à 
l’interface ; comportement de l’interface sol/béton dans différentes conditions et notamment 
des conditions simulant la réalisation d’une paroi moulée.  
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3 Domaines d’application 
 
3.1 Ouvrages géotechniques 

 
Le premier domaine d’application est constitué par les ouvrages géotechniques. Il faut citer 
particulièrement les ouvrages de soutènement (gabions cellulaires, ouvrages poids en site 
maritime, parois moulées) et également les pieux et les inclusions de renforcement. En ce qui 
concerne les gabions cellulaires, à notre travail de thèse portant sur la stabilité générale de la 
cellule de gabion isolée et de la gabionnade (ensemble de cellules de gabions reliées les unes 
aux autres), il faut ajouter le travail fait dans le cadre d’une collaboration contractuelle portant 
sur le problème spécifique des palplanches de raccord de la gabionnade. La stabilité vis-à-vis 
du glissement des ouvrages-poids en site maritime est un critère important dans le 
dimensionnement de ces ouvrages et a fait l’objet d’une synthèse bibliographique, là aussi dans 
un cadre contractuel.  
 
Les parois moulées ont été abordées essentiellement sous l’angle de l’effet du comportement 
de l’interface. La démarche retenue est à la fois expérimentale et numérique. L’étude 
expérimentale a nécessité la conception d’un dispositif complémentaire à l’ACSA pour 
permettre l’étude du frottement sol/béton avec du béton préfabriqué ou coulé en place après 
utilisation d’une boue de bentonite. Les études numériques utilisant un programme d’éléments 
finis ont d’abord porté sur l’effet du comportement d’interface et de sa modélisation sur le 
comportement global d’une excavation soutenue par une paroi moulée, puis s’est élargi à 
l’influence d’autres paramètres physiques et à celle de certains aspects de la manière de 
conduire la modélisation numérique. 
 
 
3.2 Structures géologiques 

 
L’autre domaine d’application est le comportement de structures géologiques. Il faut citer 
principalement l’étude de la flexion d’une couche poro-élastique qui a montré notamment 
comment le type de chargement (moment imposé ou rotation imposée), la présence de fluide, 
le critère sur les contraintes (rupture, plasticité) influent sur la vitesse d’atteinte de l’état 
asymptotique, sur l’histoire des contraintes et de la pression et sur les conditions d’apparition 
des phénomènes anélastiques.  
 
Enfin, ce domaine d’application s’est développé dans le cadre d’une collaboration avec le 
laboratoire de géologie de l’ENS. La sismologie a été abordée sous l’angle de la rhéologie des 
gouges de faille. Des expériences ont été réalisées à l’appareil de cisaillement simple annulaire 
en mettant à profit certaines caractéristiques particulières de l’ACSA : possibilité de faire des 
expériences longues en terme de distance de déplacement de l’interface, forme épaisse de 
l’échantillon par rapport à d’autres dispositifs, possibilité d’observation optique de 
l’échantillon.  
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4 Partenaires extérieurs  
 
La majorité des travaux présentés ont été développés dans le cadre de collaborations avec 
d’autres laboratoires et/ou avec des partenaires commanditaires de la recherche. Les partenaires 
de recherche contractuels ont été : Arcelor (anciennement ARBED), le bureau Veritas, le 
CETMEF (Centre d’Etudes Techniques Maritimes et Fluviales, anciennement STCPMVN), 
pour des travaux sur les gabions cellulaires et le CETMEF pour la stabilité des ouvrages-poids 
en environnement maritime.  
 
Hors recherche contractuelle, des collaborations scientifiques extérieures au CERMES ont été 
développées avec :  
 
• le LMSGC (mécanique des milieux poreux : L. Dormieux ; mécanique des milieux 

granulaires : J.-N. Roux, F. Chevoir) ; 
• la division MSRGI du LCPC, (calculs numériques d’ouvrages géotechniques : E. 

Bourgeois, comportement d’interface des pieux : S. Borel, F. Rocher-Lacoste) ; 
• le laboratoire de géologie de l’E.N.S. (comportement rhéologique des gouges de faille : J. 

Schmittbuhl).  
 
 

5 Affiliations/activités d’enseignement 
 
Nous avons une expérience déjà longue de l’enseignement en école d’ingénieurs : à l’ESTP 
(enseignement en électrotechnique de 1985 à 1996) et à l’ENPC pour le compte du mastère 
“Infrastructure de Transports” (devenu ensuite “Génie Civil Européen”) dans le module 
“Sécurité et exploitation routières” comme intervenant depuis 1987 et comme responsable du 
module depuis 1992. Cette dernière activité donne lieu à deux cours polycopiés. En mécanique, 
il faut citer des interventions plus ponctuelles aux cours de l’ENPC : module 
d’approfondissement “Méthodes expérimentales en géotechnique” (2001), module 
“Dynamique des structures” (à partir de 2004).  
 
Nous avons eu aussi dans les années récentes une activité de direction de stages dans le cadre 
de la formation d’ingénieur de l’ENPC : tutorat de stage scientifique en 2001 (Marlène 
Coolen) ; direction de stage scientifique en 2002 (François Vinsonneau) ; tutorat de projet de 
fin d‘études en 2004 (Cyril Plomteux).  
 
Au chapitre des affiliations, il faut citer le Comité Français de Mécanique des Sols depuis 2002 
et dans un autre domaine, l’ATEC, Association pour le développement des techniques de 
Transport, d’Environnement et de Circulation (administrateur de 1999 à 2003).  
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6 Encadrement de travaux de recherche 
 
Nous avons encadré des stages dans le cadre de plusieurs DEA : DEA Géomatériaux, (Hervé 
Borgne, 2001), DEA MSOE (Brahim Berkouk, 2002), DEA MSMS (Anissa Eddhahak, 2003), 
projet d’initiation à la recherche du DEA MSOE (Brahim Berkouk, 2002). 
 
 
La participation à l’encadrement de travaux de thèse s’est développée autour de l’étude 
expérimentale des interfaces sol/structure. Nous en donnons ci-dessous la liste :  
 
• Guillaume Chambon. Caractérisation expérimentale du frottement effectif des zones de 

faille. Thèse Université Paris XI. Thèse soutenue le 18 décembre 2003. (participation : 10%, 
Directeur de thèse : J. Schmittbuhl). 

 
• Anca Dumitrescu. Etude expérimentale de l’interface sol/structure à l’ACSA. Thèse ENPC. 

Soutenance prévue le 25 mai 2005. (participation : 90 %, Directeur de thèse : R. Frank). 
 
• Nouredine Frih. Etude de l’interface paroi moulée/sol. Thèse ENPC. Thèse soutenue le 21 

mars 2005. (participation : 70%, Directeur de thèse : R. Frank). 
 
• Imen Said. Interfaces et calcul d’ouvrages. Application au comportement des pieux et 

groupes de pieux. Thèse ENPC. Soutenance prévue en 2006. (participation : 20 %, 
Directeur de thèse : R. Frank). 

 
• Georg Koval Junior. Comportement d’interface des matériaux granulaires. Thèse ENPC. 

Soutenance prévue en 2007. (participation : 35 %, Directeur de thèse : J. Sulem).  
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II Calcul à la rupture 
 
 
 
 
 

1 Introduction 

1.1 Présentation générale du chapitre 

 
Nous allons tout d’abord présenter des travaux sur l’utilisation du calcul à la rupture pour des 
coques cylindriques. On trouvera dans ce cas particulier des solutions exactes avec une 
expression analytique. Les résultats seront appliqués à l’étude statique d’ouvrages de génie 
civil : les gabions cellulaires.  
Nous passerons ensuite à l’étude d’un procédé de construction de champs cinématiques 3D 
adaptés à des problèmes axisymétriques. Nous montrerons qu’il est possible de se limiter pour 
de tels problèmes à des champs cinématiques axisymétriques. L’étude d’une suite particulière 
de cinématiques nous montrera des exemples de discontinuité de la puissance résistante 
maximale avec un saut fini et la nécessité dans de tels cas de passer à une solution 
axisymétrique. On donnera également des exemples d’application de telles cinématiques. 
Le troisième sujet traité est l’utilisation du calcul à la rupture pour le milieu poreux saturé. On 
verra qu’il est possible de développer une formulation cinématique remplaçant le terme de force 
d’écoulement par des termes de bords qui sont évaluables avec les seules conditions aux 
limites : on évite ainsi le calcul de l’écoulement. Pour la méthode statique, on propose d’utiliser 
un champ de pression approché vérifiant certaines conditions qui permettent de trouver des 
bornes inférieures du chargement maximal supportable.  

 
1.2 La théorie du calcul à la rupture 

 
Le calcul à la rupture (Salençon, 1983) est une formulation de l’analyse limite qui se restreint 
explicitement à rechercher des chargements potentiellement supportables par un système sans 
chercher à vérifier que ces chargements seront effectivement atteints.  
La méthode statique du calcul à la rupture consiste à chercher des solutions statiques vérifiant 
partout l’équation d’équilibre, les conditions aux limites statiques ainsi que le critère de 
résistance. Si on peut trouver un tel champ pour un certain chargement, on dit que ce 
chargement est potentiellement supportable.  
La méthode cinématique du calcul à la rupture est basée sur la comparaison de la puissance 
résistante maximale des efforts intérieurs et de la puissance des efforts extérieurs. Une condition 
nécessaire pour qu'un chargement soit potentiellement supportable est que pour toute 
cinématique admissible, cette puissance résistante maximale soit supérieure à la puissance des 
efforts extérieurs. Cette puissance résistante maximale Prm est définie pour les champs de 
vitesse U(x) de classe C1 par morceaux comme la somme (1) de l'intégrale sur le volume Ω de 
la densité volumique de la puissance résistante maximale et de l'intégrale sur d'éventuelles 
surfaces Σ de discontinuité du champ de vitesse, de la densité surfacique de puissance résistante 
maximale associée à cette discontinuité de vitesse. On note d le tenseur des vitesses de 
déformation,   [[U ]]  la discontinuité de la vitesse de part et d'autre de Σ et n le vecteur normal à 

Σ. Les densités volumique et surfacique de puissance résistante maximale sont définies en 
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chaque point de Ω ou de Σ à partir de l'ensemble convexe fermé des tenseurs de contraintes 
admissibles noté G(x) : 

  

Π(x,d) = sup{d :σ(x)/ σ(x) ∈G(x)}

Π(x,n, [[U ]]) = sup{[[U ]].σ(x).n/ σ(x) ∈G(x)} = Π(x,
1

2
([[U ]] ⊗ n + n ⊗ [[U ]]))

 
 
 

  
 (1) 

 
La puissance résistante maximale s’écrit donc :  
 

  
Prm = Π(x,d

Ω
∫ )dΩ + Π(x, n, [[U]])d Σ

Σ
∫  (2) 

 
Les champs cinématiques pertinents (pour un critère de résistance donné) sont ceux qui ont une 
puissance résistante maximale finie. 
 

2 Cas d’une coque cylindrique soumise à une pression hydrostatique 

 
Nous présentons les travaux sur une coque cylindrique soumise à une pression hydrostatique 
(Buhan et Corfdir, 1996). Cette étude est motivée par le problème de la stabilité d’un type 
d’ouvrages particuliers : les gabions cellulaires (Figure 1). Les gabions cellulaires sont des 
ouvrages le plus souvent rencontrés dans des travaux en milieu hydraulique. Ils sont formés 
d'une enceinte verticale de palplanches en acier enfoncées dans le sol de fondation ou posées 
sur un substratum rocheux ; nous nous placerons ici dans ce dernier cas. Cette enceinte est 
remplie par un remblai en général constitué par un matériau granulaire. 

 

R 

H 

O 

z 

P 

matériau
granulaire  

enceinte de 
palplanches 

 

Figure 1 Gabion cellulaire : hypothèse d’une répartition hydrostatique de la poussée du 
matériau granulaire 

2.1 Position du problème 

 
On rappelle ci-dessous les efforts intérieurs généralisés dans une coque axisymétrique. On 
distingue l’effort membranaire N, le moment de flexion, M et l’effort tranchant V (Figure 2).  
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dz

dθ

τ

Mzz

Vz

Mθθ
p

Νθθ

Νzz

 

Figure 2 Efforts généralisés dans une coque 

 
A la suite d’Olszak et Sawczuk (1959), et en l’absence de données plus précises sur le 
comportement d’une coque constituée d’un assemblage de palplanches, nous retenons le critère 
de rupture suivant (3) :  

0zz0 MM;NN ≤≤θθ  (3) 

 
On introduit les paramètres adimensionnels :  

0
2

0

0

0

zz

0 N

PR
f;

HN

RM
k;

M

M
m;

N

N
n;

H

z
u ===== θθ   (4) 

Le paramètre f est un paramètre de chargement adimensionnel, k est un paramètre caractérisant 
la géométrie de la coque. Pour les petites valeurs de k, on parle de coques longues, pour les 
grandes valeurs, de coques courtes.  
 
2.2 Utilisation de la méthode statique 

 
L’équation d’équilibre s’écrit : 

0)u1(
k

f

k

n

du

md
2

2
=−−+   (5) 

 
Le chargement adimensionnel f est (potentiellement) supportable si on trouve une solution de 
l’équation différentielle qui satisfait le critère de résistance et les conditions aux limites 
statiques.  
 
On étudie les conditions aux limites suivantes:  
 
Bord supérieur libre : 0)1('m)1(m ==  
 
Bord inférieur :   libre    0)0('m)0(m ==  
   appuyé  0)0(m =   

encastré pas de condition 
Si n(u) est constant sur une partie de l’intervalle [0, 1], alors sur cette partie, m est un polynôme 
du troisième degré. On recherche ensuite les conditions pour qu’il reste compris entre –1 et 1. 
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On écrit que m=1 ou –1 est une valeur extrémale avec m’=0, alors on se trouve devant un 
problème d’élimination. Ce problème est résolu par le calcul du polynôme résultant et la 
recherche des solutions de celui-ci. Si |m| atteint plusieurs fois la valeur 1, on est amené à un 
problème d’élimination entre les polynômes résultants. Tous ces calculs ont été rendus 
abordables par l’utilisation d’un logiciel de calcul formel.  
 
Enfin les solutions doivent être en général prolongées vers le bord supérieur d’une manière qui 
n’est plus déterminée de façon unique.  
 

1

u

0

1
0 1-1

n

f =1,2

u

0

1

0 1-1

n

f =1,3

u

0

1

0-1

n

m

f =1,44

m

m

      

Figure 3 Tracé de m(u) et de n(u) avec le prolongement  
par un polynôme pour une coque à bord libre 

 
On obtient ainsi une solution statique analytique pour tous les cas envisagés ici. Le détail des 
résultats est donné dans (Buhan et Corfdir, 1996). 
2.3 Construction de cinématiques 

 
En fait, les solutions obtenues sont les solutions exactes du problème. Pour cela, il faut 
construire les cinématiques correspondantes, avec les paramètres de déformation généralisée 
adaptés aux coques axisymétriques (Figure 4). Cette construction se fait en se basant sur les 
résultats de l’étude statique.  

 

θ 

z 
R ω( z) 

ξ(z) 

O 

x 

y 

 

Figure 4 Paramètres de déformation généralisée pour un problème de coque axisymétrique 

 
Nous considérerons la vitesse normale ξ et la vitesse de rotation de la fibre moyenne ω. La condition de 
Kirchhoff-Love impose la relation :  
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ω=ξ
dz

d
  (6) 

 
La puissance des efforts intérieurs s’écrit : 

dz
dz

d
M

R
Ndz

dz

d
M

R
NP

2

2

zzzzi
ξ+ξ=ω+ξ= ∫∫ θθθθ   (7) 

 
La puissance résistante maximale vaut donc, en notant [[ξ]] le saut de w’ lors d’une éventuelle 
discontinuité (rotule) : 

]]'[[Mdz)
dz

d
M

R
N(P 02

2

00rm ξ+ξ+
ξ

= ∫   (8) 

 
Si on cherche à vérifier que les solutions statiques obtenues sont des solutions exactes, le 
théorème d’association (Salençon, 1983) donne des informations précises sur la cinématique à 
considérer :  
si n=1, ξ>0 ; si 1>n>-1, ξ=0 ; si n=-1, ξ<0  (9) 
 
si m=1, ξ’’>0 ou [[ ξ’ ]] >0 ; si 1>m>-1, ξ’’=0 ou [[ ξ’]] =0 ; si m=-1, ξ’’<0 ou [[ ξ’ ]] <0   (10) 

 
La figure ci-après montre l’allure des déformées ainsi obtenues. On vérifie facilement qu’une 
cinématique satisfaisant les conditions ci-dessus (9, 10) est telle que la densité surfacique de 
puissance de déformation de la solution statique dans le champ cinématique qu’on vient de 
déterminer est égale à la puissance résistante maximale. Donc les solutions statiques auxquelles 
on aura pu associer une cinématique vérifiant ces conditions est une solution exacte, c’est à dire 
qu’elle conduit à la détermination exacte du chargement maximal supportable.  

 
 coque longue coque moyenne coque courte 
bord inférieur libre 

         

1

 

 

        

0

 
bord inférieur appuyé 

         

2

         

1

            

0

 
bord inférieur 
encastré 

          

3

          

2

            

1

 
 

Figure 5 Allure des déformées pour les différentes cinématiques associées aux solutions 
statiques. (le chiffre dans chaque case indique le nombre de rotules plastiques) 
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2.4 Résultats 

 
Le résultat principal est la donnée de f+ qui est le facteur définissant le chargement maximal 
supportable. La figure ci-dessous résume ces résultats.  

 

                   0 0.04 0.08

1

2

3

+f

k

bord libre

bord appuyé

bord encastré

 

Figure 6 Valeur du chargement maximal en fonction du paramètre de longueur de la coque 

 
A titre d’exemple, nous donnons ci-après le tableau résumant les résultats analytiques ainsi que 
des valeurs approchées pour le cas des coques “longues”, ce qui est notamment le cas des 
gabions cellulaires.  
 
 
 bord libre bord appuyé bord encastré 

k(f) 

  

2

3

(f − 1)3

f 2  
  

3

27

(f −1)3

f 2  
  

1

24

(f − 1)3

f 2  

équivalent de f(k) pour 
k petit 

  

1+
3

2
k3

≈ 1+1,145 k3

 

  

1+
27

3
k3

≈ 1+ 2, 498 k3

 
  

1+ 24k3

≈ 1+ 2,884 k3
 

lieu des rotules 
plastiques u1 et u2 

f

1f
2)k(u1

−=  

  

u1 =
3− 3

3

f − 1

f
;

u2 = 3+ 3

3

f − 1

f

 

  

u1 =
f −1

2f
;

u2 =
3

2

f − 1

2f

 

équivalent de u1(k) et 

u2(k) pour k petit   u1(k) ≈ 2,289 k3  

  

u1(k) ≈ 1, 056 k3

u2(k) ≈ 3,940 k3
 

  

u1(k) ≈ 1, 442 k3

u2(k) ≈ 4, 327 k3
 

 

Tableau 1 Résultats analytiques pour le cas des coques longues 
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2.5 Application à la cellule de gabion isolée 

 
Au lieu d'être remplie par un liquide pesant, la coque est supposée remplie par un matériau 
purement frottant caractérisé par son angle de frottement ϕ. Les résultats obtenus permettent 
d'améliorer les résultats de Dormieux et Delaurens (1991). Ceux-ci ont obtenu une majoration 

du poids volumique maximal supportable γ +
 :  

RH

N

sin1

sin1 0

ϕ−
ϕ+≥γ+   (11) 

 
Cette majoration est obtenue par une approche statique par l'intérieur, et donc en construisant 
un champ de contraintes statiquement admissible dans le remblai et dans la coque de 
palplanches. Il est possible d’adapter leurs travaux en prenant en compte les solutions statiques 
que nous venons de construire pour la coque.  

Cela conduit à la majoration suivante de γ +
: 

RH

N

sin1

sin1
f 0

ϕ−
ϕ+≥γ ++   (12) 

 
Le coefficient a été déterminé précédemment ; il dépend de la condition aux limites au bord 

inférieur (bord libre, appuyé ou encastré) et de 0
2

0 NH/RMk = . Il est toujours plus grand que 

1, ce qui assure que l'on a amélioré les résultats antérieurs.  
Prenons un exemple numérique pour évaluer l'ordre de grandeur de cette amélioration. On 
suppose les valeurs suivantes pour les différents paramètres du problème :  

    

R = 7,50m H = 20m

N 0 = 3MN / m M0 = 9kN .m / m
 
 
  
Ces valeurs correspondent à des palplanches d'épaisseur 12 mm réalisées dans un acier ayant 

une résistance à la traction σ0 égale à 250 MPa ; on a supposé 4/eM 2
00 σ= . On déduit de ces 

données la valeur de k ; on trouve k=5,625 10-5. Quelle que soit la condition aux limites, on est 
dans le cas des coques longues. On trouve finalement : =1,045 pour le bord libre, =1,102 pour 
le bord appuyé, =1,119 pour le bord encastré.  
 
La prise en compte du profil réel des palplanches conduit à doubler le gain estimé ci-dessus 
(Corfdir, 1996 b).  
 
2.6 Conclusions 

 
Nous avons pu dans le cas du critère 0NN ≤θθ , 0zz MM ≤ , obtenir la solution exacte du 

problème de la détermination de la charge extrême pour le problème de la coque cylindrique 
verticale remplie d'un fluide pesant pour les trois cas de condition aux limites au bord inférieur 
: libre, appuyé, encastré. Ces résultats étendent et dans certains cas corrigent des résultats 
antérieurs (Save et Massonnet, 1972, Olszak et Sawcsuk, 1959). Ces résultats basés sur des 
théories classiques ont été obtenus grâce à l’utilisation d’outils nouveaux de calcul formel avec 
notamment les fonctions de calcul de polynômes résultants et de factorisation.  
 
L’application de ces résultats à une cellule de gabion a permis d’améliorer les résultats 
antérieurs ainsi que de proposer un raffinement des méthodes de dimensionnement classiques 
en prenant en compte la résistance à la flexion longitudinale des palplanches.  
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3 Etude de cinématiques axisymétriques pour le milieu 3D  
 
3.1 Introduction  

 
L’utilisation de champs cinématiques par blocs présente l’avantage de la simplicité : il permet 
d’évaluer facilement le travail des forces extérieures mais surtout la condition de pertinence (la 
puissance résistance maximale des efforts intérieurs doit être finie) doit être vérifiée seulement 
sur des surfaces (des lignes pour un problème 2D). De tels champs peuvent conduire à la 
solution exacte de certains problèmes.  
Nous allons voir qu’il peut être utile de construire des champs plus réguliers à partir de tels 
champs par blocs, par des procédés de construction utilisant soit la rotation soit la translation. 
Ainsi, nous montrerons sur un exemple la possibilité de se restreindre à des champs 
axisymétriques pour un problème axisymétrique (Corfdir, 1996 a). Cette étude met aussi en 
évidence un cas de discontinuité de la puissance résistante maximale avec un saut fini lors du 
passage à la limite. L’utilisation combinée de la construction de champs cinématiques par 
translation et par rotation a pu être appliquée au problème d’une éprouvette cylindrique 
(Corfdir, 1997). 
 
3.2 Calcul à la rupture en symétrie axiale  

 
3.2.1 Introduction 
 
On s’intéresse au cas d’un problème de calcul à la rupture axisymétrique : les propriétés 
matérielles sont axisymétriques, le chargement est axisymétrique. On va voir que dans un tel 
cas, il est possible de se restreindre à des champs cinématiques axisymétriques. Pour cela, à 
partir d’une cinématique quelconque C1, nous allons construire une suite de cinématiques Cn 
telle que la puissance extérieure est constante et que la puissance résistante maximale est 
décroissante au sens large. La limite C∞ de cette suite est une cinématique axisymétrique avec 
la même puissance des forces extérieures que la cinématique de départ et avec une puissance 
résistante maximale inférieure ou égale à celle de la cinématique de départ. Elle donnera donc 
la même borne ou une borne meilleure que la cinématique de départ.  
 
Ainsi, on aura montré que l’on peut se limiter à l’étude de cinématiques axisymétriques. Nous 
suivrons principalement (Corfdir, 1996 a).  
 
3.2.2 Construction de la suite de cinématiques 
 
Soit une cinématique C1 définie par la donnée en tout point du champ de vitesses   U1. On fera 
quelques hypothèses peu contraignantes sur C1, vérifiées pour les champs utilisés en calcul à la 
rupture (U1 appartenant à BD(Ω), U1 borné et les fonctions θ→U1(r, θ, z) intégrables au sens 

de Riemann). On rappelle que l'espace BD(Ω) est défini (Suquet, 1978) comme l'ensemble des 
champs de vitesse tels que les composantes Ui soient dans L1(Ω) et que les composantes du 
tenseur dij (définies à partir des dérivées au sens des distributions des composantes de U) soient 
des mesures bornées. 
 
On note 

  
U 1,β  le champ de vitesse déduit de   U1 par rotation d'angle β autour de l'axe Oz. On 

a :  
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U 1,β (r, θ, z)= U1(r, θ − β,z)   (13) 

 
Construisons à partir de C1 une suite de cinématiques Cn définie par :  

  
nU (r ,θ,z)=

1

n 1,2kπ / nU
k =1

n
∑ (r ,θ,z)   (14) 

 
La limite   U ∞  de ce champ de vitesse quand n tend vers l'infini s'écrit :  

  
U ∞(r ,θ, z)=

1

2π
U1,β

0

2π
∫ (r ,θ, z)dβ   (15) 

 
 

3.2.3 Convergence de la suite dans BD(Ω) 
 
Cet espace BD(Ω) peut être muni d'une topologie faible * caractérisée par la condition suivante 
de convergence au sens faible * d'une suite Un vers une limite U∞ : 








Ω∈ϕϕ→ϕ
Ω→

∫ ∫
Ω Ω

∞
∞

∞

)(Cpour tout et  j)(i,pour tout  dd

)(LdansUU

0n

31
 n

ijij

  (16) 

 
La première de ces conditions est vérifiée pour la suite de cinématiques que nous venons de 
définir ; ceci résulte du théorème de convergence dominée puisque la suite   U n  converge 

simplement en tout point de Ω vers   U ∞  et est bornée en norme par sup|U1|. En utilisant la 
définition de la dérivée d'une distribution, on obtient :  

Ω−=ϕ
∂
∂ϕ

+

Ω
∂
∂ϕ

Ω
∫∫ d)UU(d

ixn
jxnn ji2

1

ij
  (17) 

 

Alors la convergence au sens de L1 de la suite Un suffit à démontrer la convergence.  
 
Pour conclure que la suite Un converge dans BD(Ω) vers U∞, il faut que U∞ soit un élément 

de BD(Ω). Il reste donc à vérifier que d∞ij  est une mesure bornée pour tout (i,j). En utilisant 

(17), on obtient :  

  
ϕ dn ij

Ω
∫ = ϕn d1ij

Ω
∫  (18) 

avec 
  
ϕn (r,θ,z ) =

1

n
ϕ(r,θ +

2iπ
ni =1

n
∑ , z).  

 
Si le sup de |ϕ| est inférieur ou égal à 1, il en est de même pour |ϕn|. Et on peut conclure :  

  

sup
ϕ ≤1

ϕ dn ij
Ω
∫ = sup

ϕ ≤1
ϕn d1ij

Ω
∫ ≤ sup

ϕ ≤1
ϕd1ij

Ω
∫  (19) 

 
et donc que d∞ij  est une mesure bornée pour tout (i,j) si d1ij  est bien une mesure bornée ce que 

l'on a supposé quand on a fait l’hypothèse que C1 était un élément de BD(Ω).  
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3.2.4 Rappel des propriétés de la puissance résistante maximale  

 
Rappelons des résultats établis grâce aux méthodes de l'analyse convexe qui ont été appliquées 
à des problèmes de la mécanique notamment par Temam (1983) et Frémond et Friâa (1982). 
Le domaine de résistance G est supposé convexe et fermé. Nous supposerons de plus, que ce 
domaine G est identique en tout point du solide et, dans un premier temps, qu'il est borné. On 
peut étendre la définition de Π(d) donnée par (2) au cas où d est une mesure bornée (Π(d) est 
alors une mesure) et définir ainsi une fonction : 

  
Π(d)

Ω
∫ . Pour les champs cinématiques utilisés 

en calcul à la rupture qui sont suffisamment réguliers et qui satisfont les conditions aux limites, 
cette fonction est égale à la puissance résistante maximale telle qu’elle est définie 
classiquement. De plus, on a l'égalité : 

  

Π(d) =
Ω
∫

σ∈D f (C0
∞ )

sup σ : d
Ω
∫ . Le sup est pris sur 

) }(L)(/C{)C(D 1
00f Ω∈σψ∈σ= ∞∞  où ψ est la fonction indicatrice de l'ensemble convexe G. 

Sous cette forme, on voit que la fonction 
  

Π(d)
Ω
∫  est convexe et semi-continue inférieurement 

pour la topologie faible *. Cette propriété peut être étendue au cas où G n'est pas borné mais 
contient l'origine. 
 
3.2.5 Conclusion 
 
A partir d'une cinématique de départ C1 satisfaisant les conditions aux limites, on peut 
construire une suite de cinématiques Cn dont on peut extraire une sous-suite C’p en prenant 
seulement les termes de la forme m=2p. Moyennant des hypothèses peu contraignantes sur C1, 
vérifiées pour les champs utilisés en calcul à la rupture (U1 appartenant à BD(Ω), U1 borné et 

les fonctions θ→U1(r, θ, z) intégrables au sens de Riemann), on peut conclure que C’p tend vers 

C∞ au sens faible *  dans BD(Ω). La suite Prm(C’p) est décroissante à cause de la convexité et 
bornée inférieurement, elle tend donc vers une limite qui est supérieure ou égale à Prm(C∞) à 
cause de la semi-continuité inférieure. Comme la puissance des forces extérieures est la même 
pour toutes ces cinématiques, on voit qu'il suffit de considérer la cinématique C∞ . 
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3.3 Exemples de discontinuités de la puissance résistante maximale 

 
3.3.1 Construction d'une suite de cinématiques particulière  
 
Soit un solide cylindrique Ω de hauteur H et de rayon R. Nous définissons une cinématique C1 
par blocs sur ce solide (Figure 7). 
 

z

O

x

y
H

R

r
θ

UΣ

Ω1

αΩ2

  

Figure 7 Cinématique par blocs C1 

 
Le solide est divisé en deux blocs séparés par le plan Σ qui fait un angle α avec le plan Oxy et 
qui passe par le point x=R, y=z=0. Le bloc inférieur Ω2 est immobile, la vitesse U du bloc 
supérieur Ω1, dirigée vers le bas, est portée par l'intersection du plan Σ et du plan Oxz. Nous 
supposons dans la suite que la condition H>2Rtanα est vérifiée. Le champ de vitesse   U 1 de la 
cinématique C1 s'écrit en cordonnées cylindriques :  









α<α+αθ=

α>α+αθα−θα−θα= θ

sinRcoszsincosrsi0U

sinRcoszsincosrsi)esinesincosecosU(cosU

1

zr1

 (20) 

 
On note 

  
U 1,β  le champ de vitesse déduit de U1 par rotation d'angle β autour de l'axe Oz. On a :  

  
U 1,β (r, θ, z)= U1(r, θ − β,z)  (21) 

 
Construisons à partir de C1 une suite de cinématiques Cn définie par : 

  
nU (r ,θ,z)=

1

n 1,2kπ / nU
k =1

n
∑ (r ,θ,z)  (22) 

 
La limite   U ∞  de ce champ de vitesse quand n tend vers l'infini s'écrit :  

  
U ∞(r ,θ, z)=

1

2π
U1,β

0

2π
∫ (r ,θ, z)dβ  (23) 

 
Nous obtenons en posant V=Utanα :  

eVU

)e)
tanr

ztanR
arccos(e)

tanr

ztanR
(1

tan

1
(

V
U

0U

tanr

ztanR
1si

1
tanr

ztanR
1si

1
tanr

ztanR
si

zr
2

−=

α
−α−

α
−α−

απ
=

=















α
−α>−

−≥
α
−α≥

>
α
−α

∞

∞

∞

 (24) 
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On vérifie que ce champ est continu partout sauf au point (r=0, z=Rtanα) de l'axe Oz. 
 
3.3.2 Étude de Prm(Cn) 
 
Pour cette suite de cinématiques, qui sont des cinématiques par blocs, la puissance résistante 
maximale se réduit au terme correspondant aux discontinuités de vitesse au passage des surfaces 
de discontinuité. Nous pouvons écrire : 

  

Prm (Cn) = Π(n, [[U n ]])d Σ
Σn

∫ . La surface de discontinuité 

  Σ n  est constituée de n copies de la surface de discontinuité   Σ 1 ayant subi une rotation de 2kπ/n. 

Supposant le matériau homogène et isotrope, nous avons donc : 
  
Prm (Cn ) = n Π(n,

[[ U1]]

nΣ1

∫ )dΣ . En 

utilisant le fait que la fonction Π est positivement homogène de degré 1, nous concluons 

  Prm (Cn) = Prm (C1) . La suite Prm(Cn) est donc une suite constante.  
 
3.3.3 Exemples de discontinuité de Prm avec un saut fini 
 
Il est connu que la puissance résistante maximale n'est pas continue en général pour la topologie 
faible. Il suffit de considérer une suite de cinématiques non pertinentes ayant comme limite une 
cinématique pertinente. D'un point de vue pratique, l'utilisateur du calcul à la rupture ne 
s'intéresse qu'aux cinématiques pertinentes ; la propriété générale précédente n'aura d'intérêt 
pour lui que si l'on peut exhiber des exemples portant sur des suites de cinématiques pertinentes. 
La suite (Cn) va nous fournir de tels exemples.  
La valeur de   Prm (C∞)  se détermine directement comme 

  
Π(d

∞
)dΩ

Ω
∫ . En effet après le passage 

à la limite, il n'y a plus de surface de discontinuités, le champ de vitesse étant continu partout 
sauf en un point. Nous allons maintenant comparer   Prm (C∞ )  et   Prm (Cn ) = Prm (C1)  pour 
divers critères de résistance. 
 
 
a) cas du critère de Mises 
Nous obtenons en utilisant l'expression correspondante des fonctions Π (Salençon, 1983) : 

αα
π=
cossin

RkV
)C(P

2

1rm ; dukVR2)C(P
1

1

uu1tan
tan

1

4

1
1

u1

12
rm

42
2

2∫
−

+













−







 α−
α

+
−

∞ =    (25) 

Numériquement, on trouve   Prm (C1) ≈1,07 Prm (C∞). On peut expliquer ceci de manière 

intuitive en remarquant que la convexité de la fonction Π fait diminuer (au sens large) la 
puissance résistante maximale lorsque l'on superpose des cinématiques ayant la même 
puissance résistante maximale. Mais dans le cas particulier que nous considérons, cette 
convexité ne va pas jouer avant le passage à la limite (tant que l'on a superposé un nombre fini 
de cinématiques, la superposition n'intéresse que des parties de Ω de volume et de surface 
nulles) et la suite des valeurs de la puissance résistante maximale est constante. Au passage à 
la limite, le champ cinématique change de nature : il cesse d'être un champ par blocs pour 
devenir un champ de déformation, et la baisse de la puissance résistante maximale due à la 
convexité peut alors se faire sentir. 
Pour le problème de la compression simple d'un cylindre à bords collés, la cinématique 
envisagée permet dans le cas où H=2R en prenant α=π/4, d'améliorer certains résultats 
antérieurs. Ainsi nous obtenons la borne supérieure de la force appliquée F+ ≤ 1,868 k πR2, à 
comparer avec le résultat analytique de Kobayashi et Thomsen (1965) F+≤ 1,93 k πR2 et le 
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résultat numérique obtenu par Reynaud (1979) F+
≤ 1,90 k πR2 (valeurs lues sur un graphique 

de Reynaud). 
 
b) cas du critère de Tresca.  
Nous obtenons cette fois :  

αα
πσ

=
cossin

RV

2
)C(P

2
0

1rm
 ; ∫

−
∞ 










+

α
+α++−

−

σ
=

1

1

42
2

22

2

20
rm duuu)

tan

1
(tan1)u1(

u1

1
VR

2
)C(P  (26) 

 
On vérifie que l'on a   Prm (C1) > Prm (C∞ )  sauf pour tanα=1, où il y a égalité. Ce cas d'égalité 
était attendu puisque la cinématique par blocs C1 avec tanα=1 donne la borne exacte dans le 
cas de la compression simple d'un cylindre en matériau de Tresca de hauteur suffisante. 
L'étude de ce cas peut être abordée par la méthode des caractéristiques appliquée aux problèmes 
axisymétriques. Ainsi Shield (1955) a obtenu par cette méthode, pour ce problème de la 
compression simple d'un cylindre en matériau de Tresca, des champs cinématiques égaux dans 
certaines zones au champ   U ∞ .  
 
c) cas d'un critère borné.  
On choisit le critère très simple suivant : 

  
σij

2

i , j
∑ ≤ k 2  ; on se limite au cas α=π/4. On trouve :  

2
1rm VR2k)C(P π=  ; 242

1

1
2

2
rm VR2k93,2duuu1

u1

1
VR2k)C(P ≈+−

−
= ∫

−
∞  (27) 

 
On trouve la même valeur relative de la discontinuité que pour le critère de Tresca. Ceci 
constitue un exemple du fait que la continuité de la puissance résistante maximale n'est pas 
assurée non plus dans le cas où le critère est borné. On rappelle que dans ce cas, comme dans 
ceux des critères de Tresca et de Mises, il y a équivalence de la méthode cinématique et de la 
méthode statique (Frémond et Friâa, 1982). 
 
d) cas du critère de Coulomb.  
En prenant la vitesse U faisant un angle δ>ϕ avec le plan Σ, on obtient une nouvelle cinématique 
C1 pertinente pour le critère de Coulomb d'angle de frottement interne ϕ. On observe dans ce 
cas que Prm(C∞)=Prm(C1).  
 
 
 
 
3.3.4 Conclusion 
 
Nous avons construit une suite de cinématiques à partir d'une cinématique très simple d'un type 
couramment utilisé dans les applications du calcul à la rupture. Pour divers critères, cette suite 
constitue des exemples du fait que la puissance résistante maximale n'est pas continue pour la 
topologie faible même en se restreignant à des cinématiques pertinentes ou en utilisant un critère 
de résistance borné. Cette construction effective a permis de calculer le saut de la puissance 
résistante maximale au moment du passage à la limite. Comme la puissance résistante maximale 
est semi-continue inférieurement pour la topologie faible sous réserve de certaines hypothèses 
portant notamment sur le critère de résistance supposé convexe fermé borné ou contenant 
l'origine, on conclut que l'étude cinématique d'un problème de calcul à la rupture axisymétrique 
peut être restreinte aux cinématiques axisymétriques.  
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3.4 Applications de ce mode de construction de cinématiques axisymétriques 

 
3.4.1 Introduction 
 
Pour nos deux applications, nous allons partir du même champ par blocs très simple déjà étudié 
avec l’introduction de l’angle δ (Figure 8).  
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Figure 3 : profil de la compo-  
sante radiale du champ V (r=R) 

 Figure 2 : zones du   
champ symétrisé  V   

A B C

δ
U’

U

 
 

Figure 8 A : Champ par blocs, B : Zones du champ symétrisé,  
C : Profil de la composante radiale du champ 

 
Le champ symétrisé est maintenant donné par (28). Ce champ qu’on désigne par U’ pour alléger 
les notations, présente trois zones différentes représentées en coupe (Figure 8). La zone 1 (qui 
est un cône de sommet S) est immobile, la zone 3 est animée d’un mouvement de translation 
verticale et la zone 2 a un mouvement de déformation plus complexe. Le champ de vitesse U’ 
est continu dans tout le cylindre sauf au point S.  
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3.4.2 Application à la cellule de gabion isolée 
 
Des méthodes simplifiées de dimensionnement sont disponibles (voir par exemple Bowles, 
1977).Ces méthodes sont basées sur l'idée que la poussée du remblai dans la cellule crée une 
tension dans les serrures reliant les palplanches, la difficulté consistant à faire une hypothèse 
correcte sur la répartition, a priori inconnue, de cette poussée. L’approche cinématique ne 
nécessite pas de faire ce genre d'hypothèse. 
La condition de pertinence pour le champ cinématique dans le remblai peut être directement 
obtenue à partir du tenseur des vitesses de déformation obtenu grâce à (28) en supposant que 
ce remblai vérifie le critère de Coulomb sans cohésion. On trouve la condition suivante que 
nous supposerons désormais satisfaite :  

ϕ−α≤δ  (29) 

 
Le chargement étant constitué du poids propre γ du remblai, on obtient, après calcul, la valeur 
suivante pour la puissance des forces extérieures :  

∫ =′−
α
δπγ=

H

0
re dz)z,Rr(U)zH(

tan

tan
R2P  (30) 

 
La puissance résistante maximale est nulle dans le remblai, la condition de pertinence étant 
supposée satisfaite (critère de Mohr-Coulomb sans cohésion). On suppose également que 
l’interface entre les palplanches et le remblai est lisse sans résistance à la traction. 
L’amélioration par rapport à la cinématique par blocs va être due à la diminution de la puissance 
résistante maximale de la coque grâce à un nouveau champ cinématique pour la coque, rendu 
possible par l’utilisation d’un champ symétrisé pour le remblai. Cette cinématique est 
caractérisée par la donnée de la seule vitesse radiale de la coque w(z) choisie égale à rU′ (r=R, 
z). On considère pour simplifier que la coque se comporte comme une membrane avec un critère 
de résistance portant sur la composante Nθθ du tenseur des efforts membranaires : Nθθ≤ N0, 
N0 est déterminé par la résistance des serrures reliant entre elles les palplanches. La puissance 
résistante maximale s’écrit alors :  

∫ ξπ=
H

0
0rm dz|)z(|RN2P          (31) 

 
On peut alors obtenir un majorant du chargement maximal γ+ qu’on écrit en introduisant un 
nombre sans dimension fc :  

γ + ≤ f c (ϕ ,
H

R
) K p

N 0

RH
avec Kp = tan2 (

π
4

+
ϕ
2

)      (32) 

 
Le schéma suivant donne la valeur de fc obtenue pour la cinématique symétrisée et pour un 
champ par blocs (Buhan et al., 1992) après avoir dans chaque cas optimisé l’angle α.  
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Figure 9 Valeur de fc pour le mécanisme par blocs (courbes grisées) et le mécanisme 
symétrisé (courbes noires) 

 
3.4.3 Application à un cylindre en compression simple 

 
Nous considérons maintenant un cylindre en matériau de Mises soumis à un essai de 
compression simple. Nous supposons que les deux extrémités (z=0 et z=H) sont adhérentes. On 

introduit un nombre sans dimension f défini par kR/Ff 2π= , avec F la force de compression 
appliquée au cylindre et k la limite de résistance en cission simple du matériau de Mises 

constituant le cylindre. Dans le cas d’un matériau de Tresca f est défini par CR/Ff 2π=  avec 
C la cohésion.  
 
Dans le cas où H<2R, nous retenons la cinématique définie par (28) avec tanα = H/ 2R et 

α=δ . Pour H=R, on trouve numériquement f=2,141 pour le critère de Mises et f=2,296 pour 
le critère de Tresca. Dans le cas du critère de Tresca, cette valeur peut être comparée à la valeur 
obtenue par des méthodes numériques par Pastor et al. (2002) : 2,240 ; ces mêmes auteurs 
rappellent les résultats obtenus analytiquement par Kobayashi et Thomsen (1965) : 2,494. Pour 
les cylindres à élancement plus faible, Kobayashi et Thomsen donnent de meilleurs résultats et 
a fortiori, Pastor et al.  
 
Dans le cas H>2R, nous allons procéder à une construction un peu plus complexe. On pose tout 

d’abord α=δ=π/4. On en déduit un champ ′U . On définit un champ ″U  de la manière suivante 
en superposant des translatées de la cinématique de départ (construction par « translation ») :  

∫
α−

−′
α−

=″
)tan(R2H

0

'dz)'zz,r(U
)tan(R2H

1
)z,r(U  (33) 

 
La figure suivante illustre l’allure du champ cinématique pour les différents cas de H/R. La 
zone 1 est immobile, la zone 3 est en translation, la zone 2’ subit une déformation uniforme (le 
tenseur d des taux de déformation a pour seules composantes non nulles drr=dθθ=-dzz/2), la 
zone 2 subit une déformation plus complexe.  
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Figure 10 Différentes zones du champ utilisé selon l’élancement du cylindre 

 
Le champ cinématique que nous avons retenu permet de définir un majorant f c  de f +  défini 

par kR/Ff 2π= ++  avec F +  la force maximale supportable.  
Nous donnons maintenant les résultats pour le critère de Mises : pour H>4R on a 

)2R/H/(0278,03f c −+≈ , pour R<H≤4R, les résultats sont donnés dans la figure ci-après.  
 

 
 

Figure 11 Comparaison de fc avec les résultats antérieurs (Kobayashi et Thomsen, 1965), 
(Reynaud, 1979) (Corfdir, 1997) 

 
3.4.4 Conclusion 
 
On a utilisé deux modes de construction de cinématiques à partir d’une cinématique de base : 
un mode de construction « par rotation » et un mode construction par « translation ». Ces deux 
modes de construction ont été utilisés de manière combinée dans l’un des cas présentés.  
L’utilisation des cinématiques ainsi obtenues ont permis d’améliorer certains résultats 
antérieurs sur les exemples présentés.  
On peut trouver dans (Corfdir, 1997a) d’autres exemples d’applications aux gabions cellulaires 
et aux « gabionnades », ouvrages constituées de gabions cellulaires reliés entre eux.  
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4 Calcul à la rupture pour un milieu poreux saturé 
 
4.1 Introduction  

 
Le calcul à la rupture a été développé initialement pour des matériaux solides non poreux (voir 
par exemple la présentation de Salençon (1983)). Pour l'étude d'ouvrages en terre, il a été étendu 
par Coussy (1978) à des matériaux poreux dans lesquels peuvent se produire des écoulements. 
Cette extension a été réalisée dans le cas des écoulements permanents pour lesquels il est 
possible de découpler le problème du calcul de l'écoulement. Dans ce cas, l'écoulement est 
calculé d'abord, en prenant en compte les conditions aux limites hydrauliques et la perméabilité 
du milieu. Ensuite, les forces d'écoulement hydrauliques sont entrées dans le problème de calcul 
à la rupture comme les autres forces extérieures. C'est dans ce cadre des écoulements 
permanents que nous nous placerons. Il faut toutefois signaler des travaux ultérieurs de L. 
Dormieux (1989) ayant abordé le cas d'écoulements non stationnaires et en particulier le cas 
d'écoulements cycliques. On peut citer également les travaux de Michalowski (1994) et Miller 
et Hamilton (1989) avec des applications à la stabilité des pentes et ceux de Buhan et al. (1999) 
avec une application aux tunnels.  
Une fois l'écoulement déterminé, il faut traiter la partie calcul à la rupture proprement dite du 
problème. Se pose alors la question du critère de rupture à adopter. Nous nous attacherons au 
cas où le critère de rupture est formulé en contraintes effectives. Des travaux de Buhan et 
Dormieux (1994) ont étudié la possibilité d'une telle formulation du critère de rupture. C’est en 
particulier le cas pour le critère de Tresca ou de Mises ; le critère ne porte que sur le déviateur 
des contraintes et on peut écrire le critère de manière équivalente en contraintes effectives ou 
en contraintes totales. 
Nous nous proposons donc d'étudier le cas où l'écoulement est stationnaire et où le critère de 
rupture est formulé en contraintes effectives. 
 
La méthode usuelle en calcul à la rupture appliquée au milieu poreux suppose donc le calcul 
préalable des forces d’écoulement. La formulation cinématique que nous proposons ici permet 
de prendre en compte l’écoulement dans l’écriture de la condition cinématique de stabilité 
uniquement par les conditions aux limites hydrauliques. On obtient ainsi une formulation de la 
condition cinématique similaire au cas du matériau classique. Plus précisément, nous allons 
montrer que dans ces conditions, l'approche cinématique du calcul à la rupture peut être menée 
sans calculer l'écoulement, y compris dans le cas où la perméabilité est hétérogène et anisotrope 
au prix de l’écriture des champs cinématiques testés comme somme d’un gradient et d’un 
champ à divergence nulle.  
 
Nous allons proposer également une formulation de la méthode statique ne supposant connue 
qu’une solution approchée du champ de pression. L’application de cette méthode va supposer 
que le critère de résistance en contrainte effective satisfait une propriété supplémentaire qui est 
vérifiée pour divers critères usuels. Les conditions que doivent respecter les champs de pression 
approchés sont obtenues en remplaçant les équations que doit vérifier le champ de pression par 
des inégalités.  
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4.2 Description de la méthode cinématique sans calcul de l’écoulement 

 
4.2.1 Position du problème  

On désigne par σ  les contraintes, par ′σ  les contraintes effectives, par f  la densité de forces 

extérieures et ′f la densité de forces extérieures déjaugées, par p la pression du fluide saturant, 

par u la surpression, par z la coordonnée verticale comptée positivement vers le haut, par fγ  le 

poids volumique du fluide. On désigne par F la densité surfacique de forces extérieures et on 

introduit également la densité surfacique de forces extérieures “déjaugées” ′F, définies par 
l’équation ci-dessous, et la normale orientée vers l’extérieur n. On pose : 

1p+σ=′σ  ; 
fff γ−=′
 ; zpu fγ+=  ; nzFF fγ−=′

 (34) 

 
On écrit l'équation de l'équilibre de l'ensemble solide + fluide en négligeant l'accélération des 
particules fluides de la manière suivante : 

0ugradfdiv =−′+′σ  (35) 

 
Dans l’équation précédente, -grad u est la force d’écoulement. Il faut ajouter à cette équation la 
condition aux limites : 

nuFn. +′=′σ  (36) 

 
On supposera le fluide incompressible et l'écoulement stationnaire. On désigne par v le vecteur 

vitesse de filtration du fluide. On a f
0/wv ρ=  avec w le vecteur courant relatif de masse fluide 

et f
0ρ  la masse volumique du fluide. La conservation de la masse fluide, compte tenu de ces 

hypothèses, s'écrit simplement de la manière suivante : 
div v = 0 (37) 
 
La loi de Darcy s'écrit en notant k le tenseur de perméabilité :  
v = k . (-grad u) (38) 
 
En combinant la loi de Darcy et la conservation de la masse fluide, on obtient l'équation suivante 
: 
div( k . grad u) = 0 (39) 
 
On suppose dans la suite que k est indépendant de l’état de contraintes. 
 
4.2.2 Application de la méthode cinématique 
 
On va dualiser l'équation d'équilibre écrite en contraintes effectives en multipliant cette 
équation par un champ cinématique virtuel U satisfaisant les conditions cinématiques du 
problème sur la partie ∂ΩU du bord de Ω. 
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Figure 12 Notations générales pour le calcul à la rupture en milieu poreux 

 
On supposera que ce champ U est de classe C1 par morceaux (Salençon, 1983). 

0U).ugradfdiv( =−′+′σ  (40) 

On intègre ensuite l'équation ci-dessus sur l'ensemble du volume Ω du solide poreux. On obtient de 
manière classique : 

0U).gradu(U.fU).nuT(]]U[).[n.(d: =−+′++′+′σ−′σ− ∫∫∫∫ ∫
ΩΩΩ∂Ω Σ

 (41) 

 
Dans cette relation, ∂Ω désigne le bord de Ω, Σ est la surface éventuelle de discontinuité de U 
séparant Ω en deux parties Ω1et Ω2, n est la normale à Σ. Si n est orientée de Ω1vers Ω2, alors 
on prend ]]U[[ =U2-U1 (Figure 12). 
 
On désigne par P'e la somme du travail des forces extérieures volumiques déjaugées et du travail 
des forces extérieures surfaciques déjaugées et par P'rm la puissance résistante maximale des 
contraintes effectives pour le champ U. On note G' le domaine de résistance en contraintes 
effectives. G’ est l’ensemble { }0)'σ(g/'σ <′ , avec g’ le critère en contraintes effectives. La 

puissance résistante maximale est définie par : 

])]U[[nn]]U[[()d(P 2
1

2
1

rm ⊗+⊗Π′+Π′=′ ∫∫
Ω∂Ω

 avec }G;d:{sup)d( ′∈σ′′σ=Π′  (42) 

 
On peut alors appliquer la démarche conduisant à la condition nécessaire de stabilité donnée 
par l'approche cinématique du calcul à la rupture et on obtient : 

∫∫
Ω∂Ω

+−+′≥′ U.nuU).ugrad(PP erm  (43) 

 
La condition nécessaire que nous venons d'écrire est identique à celle obtenue pour un matériau 
non poreux où nous avons remplacé les contraintes par les contraintes effectives, le critère de 
résistance G par le critère de résistance en contraintes effectives G', la puissance des forces 
extérieures par la puissance des forces volumiques extérieures déjaugées (volumiques et 
surfaciques). On peut vérifier que la condition ci-dessus ne dépend pas du choix de l’origine 

des z (seuls les termes eP′  et ∫
Ω∂

U.nu  varient et leurs variations se compensent).  

Il y a toutefois deux termes supplémentaires qui s'ajoutent au travail des forces extérieures. Si 
le champ de surpression était connu, ces termes complémentaires pourraient être évalués sans 
difficulté spéciale. Ceci nécessite néanmoins un calcul d'écoulement mené avec des méthodes 
analytiques ou numériques.  
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4.2.3 Décomposition du champ de vitesse 
 
Nous allons décomposer le champ de vitesse U que nous voulons étudier en la somme d'un 
champ dérivant d'un potentiel V et d'un champ à divergence nulle A. Nous posons : 
U = k . gradV + B  avec  div B = 0 (44) 
 
Prenons la divergence de l’équation précédente, il vient :  
div( k . gradV)=div (U) (45) 
 
Cette dernière équation doit être complétée par des conditions aux limites. On désigne par ∂Ωp 
la partie du bord de Ω où la condition à la limite hydraulique est donnée en pression et ∂Ωd la 
partie du bord où la condition est donnée en débit. Nous imposerons les conditions aux limites 
suivantes pour le potentiel V :  

dp sur0Vgrad.k.n;sur0V Ω∂=Ω∂=  (46) 

 
Ce choix des conditions aux limites sera justifié par le fait qu’il permettra ultérieurement 
d’écrire le terme complémentaire dû aux pressions dans la condition (43) en ne faisant intervenir 
que les valeurs connues de la pression ou du vecteur vitesse de filtration. Sous certaines 
hypothèses, Ene et Sanchez-Palencia (1975) ont démontré que le tenseur k est symétrique et 
que la forme associée est définie positive. On supposera de plus que les kij sont mesurables et 
bornées et que k ne tend pas vers zéro sur Ω ; plus précisément, il faut qu’il existe λ>0, tel que 
inf{inf {n.k(x).n /n∈R3, |n|=1} x ∈Ω }>λ. On se retrouve alors dans une situation où une 
formulation variationnelle permet de résoudre le problème aux limites sous réserve de 
conditions de régularité. Pour l’étude d’un tel problème elliptique d’ordre 2, on peut se reporter 
par exemple à Raviart (1979). Alors, écrire U comme somme de deux termes ne réduit pas le 
choix possible des champs de vitesse.  
 
Précisons encore les conditions de raccord que doit vérifier V dans le cas où le champ U a une 
surface de discontinuité Σ : 

Σ== sur    n].]U[[n].V]grad.k[[   ; 0 ][V][  (47) 

 
Ce choix sera justifié en même temps que les conditions aux limites.  
 
4.2.4 Evaluation du terme complémentaire des puissances des forces extérieures 
 

Il faut maintenant calculer le terme ∫∫
Ω∂Ω

+− U.nuU).ugrad(  en prenant en compte la 

décomposition de U que nous venons de présenter. En utilisant le théorème de la divergence, 
des intégrations par parties, la loi de Darcy et la conservation de la masse fluide, on peut récrire 
la condition cinématique de la manière suivante :  

∫∫∫∫
ΣΣΩ∂Ω∂

−+++′≥′ n.v]]V[[n].]A[[uVgrad.k.nun.vVPP erm  (48) 

 
Le choix des conditions aux limites et des conditions de continuité découle de l’inégalité ci-

dessus. Par exemple considérons le terme ∫∫∫
Ω∂Ω∂Ω∂

+=
pd

n.vVn.vVn.vV . L’intégrale ∫
Ω∂ p

n.vV  ne 
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peut pas être calculée car v n’est pas connu sur Ωp (c’est p qui donné sur Ωp), sauf si on a V=0 
on Ωp. Donc on choisit V=0 sur Ωp comme l’une des conditions aux limites. Le même 

raisonnement appliqué au terme ∫
Ω∂

Vgrad.k.nu  conduit à la condition à la limite 0Vgrad.k.n =  

on Ωd. Enfin l’examen des termes n].]A[[u∫
Σ

 et ∫
Σ

n.v]]V[[  conduit aux conditions de continuité.  

Finalement, on peut écrire la condition cinématique de la manière suivante :  

∫∫
Ω∂Ω∂

++′≥′

pd

Vgrad.k.nun.vVPP erm  (49) 

 
Considérons le cas particulier d'un champ cinématique U à divergence nulle. Dans ce cas, le 
couple V, B est évidemment B = U et V = 0. La condition cinématique précédente se simplifie 

et on peut écrire ′≥′
erm PP .  

Pour un matériau de Tresca ou de Mises, pour lesquels les seuls champs cinématiques pertinents 
sont à divergence nulle, on retrouve que l'étude cinématique se ramène à l'étude d'un problème 
en matériau non poreux pour les conditions aux limites envisagées ci-dessus.  
 
 
 
4.3 Application à la compression/extension d'un cylindre  

 
4.3.1 Introduction 
 
On considère un cylindre d'axe vertical de hauteur H, de rayon R et de perméabilité homogène 
et isotrope (figure). Ce cylindre est comprimé entre deux plateaux rigides. On suppose que le 
contact entre le cylindre et les plateaux est sans frottement. On néglige les forces de gravité. 
Les conditions aux limites hydrauliques sont données en débit pour z = 0 et z = H et en pression 
pour r = R (u = 0). On note D le débit compté positivement dans le sens entrant en z=0 (et z=H). 
On note T la force totale appliquée sur le plateau supérieur, S l’aire de la base du cylindre.  
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Figure 13 Cylindre en matériau poreux soumis à une force totale F 
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On choisit d'étudier le champ de déformation uniforme défini par U=Krer - 2zez. Ce champ est 
cinématiquement admissible avec la condition de rigidité des plateaux. Ceci définit un champ 
de déformation homogène pertinent pour le critère de Coulomb d'angle de frottement interne ϕ 
si on prend K=Kp=(1 +sin(ϕ) )/ (1-sin(ϕ)).  
 
4.3.2 Compression avec un premier cas de conditions aux limites hydrauliques 

 
Les conditions aux limites hydrauliques sont données en débit pour z = 0 et z = H et en pression 
pour r = R (u = 0). 

 
z 

v=D/πR2 

u=0 

v 

r O 

 

Figure 14 Premier cas de condition aux limites  

 
On considère le champ V suivant :  
V = (Kp -1)(r2-R2)/2k (50) 
 
On vérifie que cette définition de V vérifie les conditions aux limites portant sur V et que le 
champ B correspondant est bien à divergence nulle. On obtient finalement la condition 
cinématique suivante en notant η la pression de cohésion du matériau (avec η=C cotgϕ, C étant 
la cohésion du matériau) :  

kHS4

DR

S)1K(

T 2

p
+

−
≥η  (51) 

 

Pour un matériau non poreux, le chargement extrême est donné par S)1K(T p −η=+ . Si D=0 

la condition ci-dessus donne le chargement extrême. Le terme kHS4/DR2  peut être considéré 
comme une estimation de l’effet de l’écoulement. Cet effet est déstabilisant si l’écoulement D 
est vers l’intérieur (D>0). 
 
4.3.3 Essai d’extension avec un autre jeu de conditions aux limites hydrauliques 
 
Les conditions aux limites hydrauliques sont maintenant données en pression pour z=0 et z=H 
et en débit (imperméabilité) pour r=R (figure ci-dessous) Une densité de force p est appliquée 
sur le bord r=R.  
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Figure 15 Deuxième cas de conditions aux limites hydrauliques 

 

Nous choisissons le champ de déformation défini par le champ de vitesses  e2z  e-KrU zr += . 
C’est un champ de déformation d’extension. Ce champ est cinématiquement compatible avec 
la condition de rigidité des plaques. Il définit un champ de déformation pertinent pour le critère 
de Mohr-Coulomb avec un angle de frottement interne ϕ si on prend : 

)sin1/()sin1(KK a ϕ+ϕ−== . On considère le potentiel V défini par :  

V=( 1-Ka ) z ( z-H )/k (52) 
 
On vérifie qu’avec ce champ de vitesse et ce potentiel, on satisfait toutes les conditions 
nécessaires puis on en déduit la condition cinématique (T étant compté positivement en 
compression) : 

2

uu

)K1(

pK

S)K1(

T 21

a

a

a

++
−

+
−
−≥η  (53) 

 
On peut vérifier facilement que +T = S)K1( a−η  est le chargement limite pour un essai de 

traction d’un cylindre non poreux obéissant au critère de Mohr-Coulomb. Si on pose p=u1=u2, 

on trouve la même condition 
S)K1(

T

a−
′

≥η  (avec pST'T +−=  la traction effective). En 

revanche, ce champ cinématique symétrique ne donne pas d’information spécifique sur l’effet 
de la différence entre u1 et u2.  

 
4.4 Application à un talus vertical 

 
4.4.1 Introduction 
 
On considère une demi-bande de hauteur H (Figure 16). On désigne par γ le poids volumique 
et par γ’ le poids volumique déjaugé. Les conditions aux limites sont données par p=0 sur le 
bord supérieur et le bord vertical. Nous étudierons deux cas de conditions aux limites 
hydrauliques sur le bord inférieur : p=0 ou la condition d’imperméabilité. Nous supposons que 
le matériau obéit au critère de Mohr-Coulomb comme dans le cas précédent.  
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Figure 16 Talus vertical avec mécanisme par bloc 

 
Nous étudions le champ cinématique très simple défini par le bloc rigide triangulaire OBC qui 
a un mouvement de translation de vitesse U.  
On peut évaluer rmP′  et eP′ , qui ne dépendent pas du potentiel V : 

ϕ≥β
α

βη=′ si
)sin(

)sin(HU
Prm  (54) 

)cos(UH
2

1
)sin()cot(UH

2

1
P f22

e β−αγ+β−ααγ′=′  (55) 

 
On écrit V=V1+V2, A=A1+A2 ,V1 et A1 étant définis par :  

 

 

( )









≥α−α+α

≤α−α+αα−α+αβ−
=

0)cos(H)sin(b)cos(asi0

0)cos(H)sin(b)cos(asi)cos(H)sin(b)cos(a
k

)sin(U

V1
 (56) 

 















≥α−α+α
















≤α−α+α
















α−

α
β

=

0)cos(H)sin(b)cos(asi

0

0

0)cos(H)sin(b)cos(asi

)cos(

)sin(

)cos(U

A1  (57) 

 
On peut vérifier que V1 et A1 satisfont les conditions de continuité sur le segment BC, que 

0)A(div 1 =  et que 11 A)V(gradkU += . Mais la condition à la limite portant sur V n’est pas 

satisfaite. C’est pourquoi nous considérons une fonction harmonique V2 telle que 21 VVV +=  

satisfait les conditions aux limites portant sur V. Nous choisissons alors : )V(gradkA 22 −= . 

Comme V2 est harmonique, on a 0)A(div 2 =  et A)V(gradkU +=  avec 21 AAA += . 

Notons que le choix de V2 dépend du type de conditions aux limites hydrauliques (débit imposé 
ou pression imposée). 
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4.4.2 Premier cas de conditions aux limites : p=0 sur le bord inférieur  
 
On suppose donc que p=0 sur le bord inférieur. Il est tout à fait possible d’appliquer la méthode 
que nous venons de présenter, mais dans ce cas, il est plus simple d’évaluer la pression p. On 
voit facilement que p=0 partout est solution. Donc nous avons σ=σ′  et le problème se ramène 

à un problème de matériau non poreux et nous rappelons ici le résultat (voir par exemple 
Salençon, 1983) : 

)sin(

)sin()cos(
H

2

1

β
β−ααγ≥η  (58) 

 
L’optimisation conduit à prendre 2/4/ β−π=α , ϕ=β  et la condition cinématique s’écrit : 

)
24

cot(H
4

1
)tan(C

ϕ+πγ≥ϕη=  (59) 

 
Dans ce cas drainé, il n’y a pas de perte de stabilité due à l’écoulement par rapport au cas du 
matériau non poreux.  
 

 
4.4.3 Deuxième cas de conditions aux limites : bord inférieur imperméable 
 
On considère toujours V1 et A1 définis comme précédemment. La condition d’imperméabilité 

sur le bord inférieur impose : 0
n

V2 =
∂

∂
.  

Le terme supplémentaire dû à l’écoulement s’écrit maintenant :  

∫∫ Ω∂Ω∂
+

pd

Vgrad.nukn.vV  (60) 

 
A cause de la condition d’imperméabilité sur dΩ∂  (v=0), la première intégrale disparaît. Pour 

calculer la deuxième intégrale, on peut utiliser diverses propriétés des fonctions harmoniques 
réelles et des fonctions analytiques dans le plan complexe (Corfdir, 2004) et la condition 
cinématique s’écrit finalement :  

),,(KH
f

γ
γβαγ≥η  (61) 

avec :  











ααα

γ
γ+

β
β−αα=

γ
γβα )(J)cos()sin(

)sin(

)sin()cos(

2

1
),,(K

ff

 (62) 

 
 
avec : 
 

du)))u)h(cot(arctan(sin)cot())u(sin(h)(arctanu
2

(
8

)(J
2/

03
αα+−π

π
=α ∫

π
 (63) 

 

Le terme )(J)cos()sin(f αααγ  peut être considéré comme une estimation de la perte de stabilité 
due à l’écoulement comparé au cas d’un matériau non poreux ayant le même poids volumique.  
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L’optimisation de K conduit à prendre ϕ=β  et ),(
f

opt γ
γϕα=α (Tableau 2). 

 
 ϕ  15° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 

0
f

=
γ

γ
 

optα  52.5° 55° 57.5° 60° 62.5° 65° 67.5° 70° 

optK  0.716 0.481 0.342 0.250 0.186 0.139 0.104 0.0763 

45.0
f

=
γ

γ
 

optα  50.8° 52.8° 54.9° 56.9° 59.1° 61.2° 63.4° 65.7° 

optK  0.781 0.542 0.398 0.302 0.234 0.183 0.143 0.112 

5.0
f

=
γ

γ  optα  50.6° 52.6° 54.6° 56.6° 58.7° 60.8° 62.9° 65.2° 

optK  0.788 0.549 0.404 0.308 0.239 0.188 0.148 0.116 

55.0
f

=
γ

γ  optα  50.4° 52.3° 54.2° 56.2° 58.3° 60.3° 62.5° 64.6° 

optK  0.796 0.556 0.411 0.314 0.245 0.193 0.153 0.121 

 

Tableau 2 : Valeur de optα  et de optK =K( optα ,ϕ) comme fonction de ϕ et de 
γ

γ f

 

Le cas 
γ

γ f

=0 correspond au cas d’un milieu non poreux. L’influence de l’écoulement est plus 

importante si 
γ

γ f

 est grand et si l’angle de frottement interne ϕ est grand. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.4.4 Ajout d’un système de drainage 
 
Nous considérons le même système que précédemment sauf qu’on y ajoute un système de 
drainage linéaire qui permet d’évacuer un débit D par unité de longueur (Figure 17).  
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Figure 17 Ajout d’un système de drainage 

 
Il faut alors ajouter par rapport au cas précédent le terme complémentaire suivant dans la 
condition cinématique :  

∫
Ω∂ d

n.vV =DV(a=H, b=d) (64) 

 
La valeur de V peut être évaluée (Corfdir, 2004) et on écrit finalement la condition cinématique 
de la manière suivante :  











α

γ
+

γ
γβαγ≥η )

H

d
,(L

Hk

D
),,(KH

f

 (65) 

avec :  

dt
)

H2

d
(sinht

)
H2

d
sinh(

)t(f
2

)cos()sin()
H

d
,(L

))cot(
2

cosh(

0 22
∫

απ

π+

π

π
αα=α  (66) 

où l’on a : 
)sin()sin(UH

)t(Vk
)t(f 2

αβ
′

= . 2V ′  s’écrit de la manière suivante (Corfdir, 2004) : 










≥≥απ−α
π

αβ

≥≥αβ
π

−
=′

1t)tan
2

cosh(si)1)t(harccostan
2

(cossinUH
k

1

0t1si)tarcsin(cossinUH
2

k

1

)t(V2  (67) 

 
La fonction )

H

d
,(L α  passe par un minimum pour une certaine valeur d/H=(d/H)opt (Figure 18).  
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L

d

 

Figure 18 Valeur de L en fonction de d (H=1, α=55°) 

 
La fonction )

H

d
,(L α  est négative : cela signifie que si D est positif (débit sortant), il a un effet 

stabilisant. La position optimale (pour le mécanisme que nous étudions) varie lentement en 
fonction de α (Tableau 3).  

 
α 50° 55° 60° 65° 70° 
( H/d )opt 0.423 0.397 0.376 0.359 0.346 
L(α,( H/d )opt) -0.120 -0.106 -0.0919 -0.0771 -0.0620 

 

Tableau 3 Position optimale du drainage (pour ce mécanisme par bloc) et valeur 
correspondante de L 

 
4.5 Remarques complémentaires sur la méthode cinématique 

 
4.5.1 Adaptation possible de cette formulation cinématique à des méthodes numériques 
 
Par rapport à une évaluation numérique directe de l’écoulement suivi de l’évaluation du 
chargement extrême, on peut éviter deux difficultés : a) celle d’optimiser le maillage pour les 
calculs successifs de l’écoulement puis de la charge extrême ; b) l’erreur numérique possible 
sur l’écoulement peut empêcher d’assurer que le résultat final est une borne supérieure.  
Il semble naturel d’écrire A=rot(ψ), comme suggéré par Buhan et Maghous (1995) pour 
l’analyse limite de matériaux satisfaisant le critère de Mises ou de Tresca. Le champ ψ doit être 
continu partout avec des dérivées continues sauf sur certaines surfaces Σ sur lesquelles on doit 
avoir quand même rot(ψ).n=0. Alors le champ A satisfait automatiquement la condition de 
divergence nulle et la condition de continuité : 

0)A(div =  sur Ω et Σ−== surn].]Vgrad.kU[[0n].]A[[  (68) 

 
Les conditions aux limites sur V doivent être écrites :  
V=0 sur ∂Ωp ; 0Vgrad.k.n =  sur ∂Ωd  (69) 

 
Si la vitesse est donnée sur ∂ΩU, on a la condition supplémentaire : 
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UrotVgrad.k =ψ+  sur ∂ΩU (70) 

 
On aboutirait ainsi à un problème d’optimisation sur les valeurs aux nœuds de V et ψ, ce qui 
fait un paramètre de plus que dans Buhan et Maghous (1995). Plusieurs méthodes ont été 
proposées pour résoudre le problème d’optimisation avec la variable U : optimisation linéaire 
(Turgeman, 1983), méthodes de pénalisation (Liu et al., 1995), régularisation visco-plastique 
(Friaà, 1978), introduction de champs discontinus (Abdi et Pastor, 1991, Pastor et al. 2002), 
méthodes récentes d’optimisation non linéaires (Lyamin et Sloan, 2002). Pour un état de l’art 
de l’utilisation des méthodes numériques en analyse limite (approches statique et cinématique), 
on peut se reporter à (Pastor et al., 2002). Remarquons que les méthodes linéaires restant en 
principe applicables puisque U est une fonction linéaire de V et de ψ et que les conditions aux 
limites sont, elles aussi, linéaires.  
 
4.5.2 Condition à la limite de type semi-perméable 
 
On suppose que sur une partie spΩ∂  du bord, on a comme condition à la limite :  

n].]u[[kn.v sp−=  (71) 

 
Les conditions aux limites sur V doivent être adaptées à ce genre de cas. Il faut pouvoir estimer 
les termes complémentaires dus à l’écoulement sans connaître ]]u[[ , le saut de u à travers spΩ∂  . 

La nouvelle condition à la limite s’écrit : 
0Vgrad.k.nVksp =+

 (72) 
 
Le terme à ajouter à la puissance des forces extérieures est : 

∫
Ω∂

−
sp

Vku spo  (73) 

où uo désigne la valeur extérieure de u. 
 
4.5.3 Condition de débit total imposé sur une partie du bord 
 
On suppose que sur une partie FtΩ∂ du bord de Ω, on impose un débit total Ft (compté 

positivement vers l’intérieur) causé par une pression u inconnue mais homogène. De plus on 
suppose que la densité de forces extérieures appliquée sur FtΩ∂  se réduit à la pression, ce qui 

s’écrit : nuF −=′  sur FtΩ∂ . 

On trouve alors que V doit vérifier les conditions suivantes :  









Ω∂==

=−∫
Ω∂

FtFt surtetanConsVV

0)Vgrad.k.nU.n(
Ft  (74) 

 
La condition cinématique s’écrit alors :  

Fttrm VFVgrad.k.nun.vVU.FU.fP
pdFt

−++′+′≥′ ∫∫∫∫
Ω∂Ω∂Ω∂−Ω∂Ω

 (75) 
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4.5.4 Calcul de la puissance du poids 
 
Les forces volumiques se réduisent usuellement au poids. On suppose de plus que le poids 
volumique est homogène et que la perméabilité est homogène et isotrope On écrit 

)z(grad γ′−=γ′ . En appliquant le théorème de la divergence et la première formule de Green, 

on obtient:  

n.kVn.Az.U ∫∫∫
Ω∂Ω∂Ω

γ′+γ′−=γ′  (76) 

 
Cette équation reste valable si le champ de U a une surface de discontinuité grâce aux conditions 
de continuité sur U.  
 
4.5.5 Extension à une contrainte effective généralisée 
 
La méthode peut aussi être appliquée dans le cas d’un critère en contrainte effective généralisée 

1bp+σ=σ′ . Cette généralisation peut être utile pour certains matériaux pour lesquels le 

principe de Terzaghi n’est pas adapté (Pietruszczak et Pande, 1995, Pietruszczak et al., 1995, 
Buhan et Dormieux, 1999). On note G’ le domaine de résistance en contraintes effectives 
généralisées et on suppose b constant.   
 
On sépare alors le champ de vitesse en deux termes :  

A
b

1
Vgrad.k

b

1
U +=  avec 0Adiv =  (77) 

En suivant la même méthode que précédemment (on suppose ici pour simplifier que U est 
continu), on trouve : 

∫∫
Ω∂Ω∂

++′≥′
pd

Vgrad.k.nun.vVPP erm  (78) 

 
avec : 

U.FU.fPe ∫∫
Ω∂Ω

′+′=′  ; 
fbff γ−=′   et  nbzFF fγ−=′  ; (79) 

)d(Prm ∫
Ω

Π′=′  ; }G;d:{sup)d( ′∈σ′σ′=Π′  (80) 

 

4.6 Méthode statique 

 
4.6.1 Description de la méthode  
 
Pour obtenir une borne inférieure, on est amené à utiliser la méthode statique. Nous avons 
besoin de trouver un champ σ  qui satisfasse l’équation d’équilibre avec les conditions aux 

limites statiques et tel que le champ de contraintes effectives σ ′  soit toujours dans le domaine 

de résistance G’. Si le champ de pression p est connu, la méthode est la même que pour un 
milieu non poreux pourvu que le critère soit donné en contraintes effectives.  
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Nous supposerons maintenant que le domaine de résistance en contraintes effectives G’ est tel 
que :  

G1p0petG ′∈−σ′⇒≥′∈σ′  (81) 

 
Les critères usuels comme le critère de Mohr-Coulomb, de Drucker-Prager et bien sûr de Tresca 
et de Mises satisfont cette condition.  
 
Maintenant, nous supposons que nous avons une solution approchée en pression que nous 
notons q, satisfaisant les conditions suivantes :  

d
f

p surn.vn).zq(grad.k;surpq;0))qgrad.(k(div Ω∂−≥γ+Ω∂≥≤  (82) 

 
On voit que q satisfait les mêmes conditions que p, les égalités étant remplacées par des 
inégalités au sens large. On fait les mêmes hypothèses que précédemment sur k et l’hypothèse 
supplémentaire que les dérivées des kij sont bornées, alors l’opérateur ))qgrad.(k(div est 

uniformément elliptique avec un coefficient nul pour q. Alors en supposant satisfaites des 
conditions de régularité sur ∂Ω, le principe du maximum s’applique à –q et (p-q) qui sont des 
fonctions sous-harmoniques (Gilbarg et Trudinger, 1998) et on a la conséquence importante : 

pq ≥  (83) 

 
Supposons que nous ayons trouvé un champ q satisfaisant les conditions indiquées 
précédemment et un champ σ  satisfaisant l’équation d’équilibre, les conditions aux limites et 

la condition suivante :  
'G1q ∈+σ  (84) 

 
Alors on peut écrire le tenseur des contraintes effectives de la manière suivante : 

1)pq()1q(1p −−+=+=′ σσσ  (85) 

 
Compte tenu de l’hypothèse faite sur le critère G’ et de l’inégalité pq ≥ , on peut conclure que 

'G∈′σ . Alors nous pouvons affirmer que le champ σ  est bien une solution statique qui 

satisfait partout le critère de résistance et qui permet donc de déterminer une borne inférieure à 
la résistance du système.  
 
Notons que cette méthode permet en principe d’obtenir la solution exacte puisque le champ de 
pression réel p satisfait les conditions (82) imposées aux champs approchés q.  
 
La perspective de l’utilisation de méthodes numériques se pose aussi pour cette approche 
statique. On sait que le calcul numérique appliqué aux méthodes statiques peut être retracée en 
remontant à Lysmer (1970) et à Pastor et Turgeman (1976) ; un état de l’art récent figure dans 
(Pastor et al., 2002).  
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4.6.2 Application à un cylindre en compression 
 
Nous reprenons l’exemple d’un cylindre en compression auquel nous avons déjà appliqué la 
méthode cinématique (Figure 19).  

 
 

z 

v=D/πR2 

T 

v 

r O 

p=0 

T 

H 
r 

 

Figure 19 Application de la méthode statique à un cylindre en compression 

 
On choisit un champ statique qui satisfait l’équation d’équilibre et les conditions aux limites 
statiques :  

zz ee
S

T ⊗=σ                    (86) 

 
Nous construisons un champ de pression approché par :  

)
2

R

2

r
z(

kHS

D
q

22
2 +−=   (87) 

 
Ce champ satisfait les diverses conditions mentionnées précédemment. En vérifiant que σ ′  est 

bien dans le domaine de résistance on obtient une condition suffisante de stabilité :  

)R2H(
kHS4

D

S)1K(

T 22

p
++

−
≥η  (88) 

En combinant les résultats obtenus par les méthodes statique et cinématique on obtient un 

encadrement grossier mais simple de la valeur minimale +η  du paramètre de résistance η 
compatible avec la stabilité :  

2

p

22

p

R
kHS4

D

S)1K(

T
)R2H(

kHS4

D

S)1K(

T +
−

≥η≥++
−

+  (89) 

Dans le cas D=0, on retrouve la solution exacte : 
S)1K(

T

p −
=η+ .  

4.7 Conclusion 

 
La méthode présentée donne un outil pour appliquer la méthode cinématique pour un milieu 
poreux dans lesquels il y a un écoulement permanent et pour lequel le critère de résistance peut 
être formulé en contraintes effectives. Il permet de tenir compte de forces d'écoulement dans la 
condition de stabilité cinématique au moyen de termes de frontière sans évaluation de 
l’écoulement. Il peut être adapté à des conditions aux limites diverses et au cas d'un critère écrit 
en contraintes effectives généralisées. 
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Nous avons donné un premier exemple d'application dans le cas d'un essai d'extension / 
compression avec différentes conditions aux limites hydrauliques. Le deuxième exemple 
montre l'application de la méthode dans le cas d'un champ de vitesse avec des discontinuités.  
Nous donnons aussi une méthode pour l’établissement de limites inférieures rigoureuses 
employant une classe de solutions approchées pour le champ de pression basées sur la théorie 
des fonctions sous-harmoniques.  
 

5 Conclusions et perspectives 
 
Nous avons d’abord déterminé la solution d’un problème de coques axisymétriques. Il s’agit là 
d’un problème classique dont la solution exacte a pu être obtenue de manière analytique grâce 
aux outils informatiques moderne de calcul formel. Les résultats ont été appliqués à un ouvrage 
particulier de génie civil.  
Nous sommes passé ensuite à l’étude de problèmes axisymétriques. La méthode de construction 
de champ cinématiques à partir de champs par blocs montre que l’on peut se limiter à des 
champs axisymétriques. L’étude d’une suite particulière a permis de mettre en évidence des cas 
de discontinuité de la fonction puissance résistante maximale avec un saut fini. Cette méthode 
a permis également d’améliorer les bornes cinématiques de problèmes particuliers. 
Enfin, nous avons étudié le calcul à la rupture en milieu poreux saturé. Nous avons proposé une 
formulation cinématique évitant de calculer l’écoulement, au prix de l’écriture du champ 
cinématique comme la somme d’un champ dérivant d’un potentiel et d’un champ à divergence 
nulle. Cette méthode a été appliquée à la compression/extension d’un cylindre et à un talus 
vertical. Nous avons également élaboré une méthode statique utilisant des champs de pression 
approchés, a priori davantage susceptibles d’expressions analytiques simples.  
Les perspectives sont plutôt dans la poursuite des travaux sur le calcul à la rupture en milieu 
poreux. Outre la recherche de nouveaux cas pertinents d’application de méthode analytique, on 
doit envisager également l’adaptation de ces formulations à des méthodes numériques. Enfin, 
une réflexion est à mener sur les possibilités d’adaptation de ces méthodes au cas d’un milieu 
poreux avec un écoulement à surface libre. 
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 III Systèmes poro-élastiques 
 
 
 
 
 

1 Introduction 
 
Dans ce chapitre nous étudions divers aspects relatifs aux systèmes poro-élastiques. D’abord, 
nous établissons une analogie entre le comportement global d’un système poro-élastique et le 
comportement visco-élastique (Buhan et al. 1997 a) en adaptant aux matériaux poreux le 
formalisme des modes de chargement à nombre de fini de paramètres. Cette étude permet de 
montrer l’existence de matrices de retard et de matrices de relaxation pour des paramètres de 
chargement généralisés. L’étude énergétique permet d’identifier la dissipation visqueuse 
globale à la dissipation due à la conduction de la masse fluide. Nous montrons également la 
symétrie de la matrice de retard généralisée. 
 
On passe ensuite à l’étude de deux cas particuliers. Le cas d’une couche constituée de deux 
strates avec un grand contraste de perméabilité est abordé en utilisant une méthode 
asymptotique (Bourgeois et al., 1997). Cette méthode est basée sur l’introduction d’un petit 
paramètre qui est le rapport des temps caractéristiques de consolidation de chacune des couches 
prises séparément. On s’intéresse notamment au temps caractéristique de consolidation du 
système global. Le cas de la flexion d’une couche poro-élastique est traité ensuite (Corfdir et 
Dormieux, 1998). Le problème est résolu pour une rotation imposée instantanément et pour un 
moment imposé instantanément. Nous comparons pour ces deux types de sollicitations 
l’évolution des surpressions, des moments et des rotations ainsi que l’atteinte d’une valeur 
limite pour deux critères de résistance du matériau en contraintes effectives : critère de Tresca, 
critère de Mohr-Coulomb. Ces deux exemples font apparaître le même type d’équation de 
diffusion avec des conditions aux limites exigeant une adaptation des méthodes classiques.  
 
 

2 Modélisation visco-élastique du comportement global des systèmes poro-

élastiques 
 
La linéarité des équations définissant un problème de poro-élasticité linéaire permet de montrer 
que le comportement macroscopique est de type viscoélastique linéaire non vieillissant (Buhan 
et al., 1997 a). C’est ce que nous allons présenter dans cette partie 2.  
 
2.1 Equations de la poro-élasticité linéaire dans le cadre HPP 

 
On se place dans le cadre de l’hypothèse des petites perturbations : aux hypothèses de petites 
déformations du squelette et de petits déplacements s’ajoutent les hypothèses de petit apport de 
masse fluide et de petite variation de la masse volumique du fluide.  
Dans ce cadre HPP, on rappelle les lois de la poro-élasticité linéaire en petites déformations :  

mBM:C −ε=σ  (1) 

)m:B(Mp +ε−=  (2) 
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M et B désignent respectivement le module et le coefficient de Biot et C  le tenseur des modules 

d’élasticité non drainés, σ  le tenseur des contraintes, ε  le tenseur des déformations du 

squelette. La grandeur m  est définie par f/mm ρ=  avec m l’apport de masse fluide et fρ  la 

masse volumique du fluide.  
 
Ecrivons maintenant la loi de conservation de la masse fluide et la loi de conductivité du fluide. 
On suppose ici que la conductivité du fluide suit la loi de Darcy. On désigne par k  le tenseur 

de perméabilité. On note v la vitesse de filtration du fluide avec f/wv ρ=  et w le vecteur 

courant relatif de masse fluide. On a, en négligeant l’accélération des particules de fluide : 
m)v(div &−=  (3) 

)g)p(grad.(kv fρ+−=  (4) 

 
En combinant les deux équations précédentes, et en prenant en compte le cadre HPP, on trouve :  

))p(grad.k(divm =&  (5) 

 
2.2 Rappels des équations de la viscoélasticité linéaire pour un matériau isotrope non 

vieillissant 

 
Nous suivons ici Salençon (1983 a). Dans le cas de matériaux présentant des déformations 
différées, on introduit les notions de fonction de relaxation et de fonction de retard. Si on 
applique un échelon de contrainte à l’instant t0, on obtient une réponse en déformation donnée 
par :  

);t,t(J)t( 000 σσ=ε  (6) 

J étant la fonction de retard  
 
Si on applique un échelon de déformation on a une réponse en contrainte décrite par :  

);t,t(R)t( 000 εε=σ  (7) 

R étant la fonction de relaxation.  
 
Si on suppose que le matériau est linéaire, J (respectivement R) ne dépend pas de σ0 
(respectivement de ε0). Si on suppose de plus que le matériau est non vieillissant, on peut écrire 

)tt(f)t,t(J 00 −= , )tt(g)t,t(R 00 −= . 

 
Si on a une histoire de sollicitation en contrainte ou en déformation, on a, en remarquant que 
f(t) et g(t) sont nulles pour t<0 : 

σ∗=′′σ′−=ε ∫
∞−

&& ftd)t()tt(f)t(
t

 (8) 

ε∗=′′ε′−=σ ∫
∞−

&& gtd)t()tt(g)t(
t

 (9) 
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Avec ∗  qui désigne le produit de convolution. En intégrant par parties, on obtient les formules 
de Boltzman :  

∫
∞−

′′σ′−′+σ=ε
t

td)t()tt(f)t()0(f)t(  (10) 

∫
∞−

′′ε′−′+ε=σ
t

td)t()tt(g)t()0(g)t(  (11) 

 
On remarque que f et g sont discontinues en zéro. On note maintenant f’ et g’ leurs dérivées au 
sens des distributions et on peut écrire au sens des distributions :  

σ∗′=ε f)t(  (12) 

ε∗′=σ g)t(  (13) 

 
2.3 Chargements à nombre fini de paramètres 

 
Pour un matériau classique, on définit des paramètres de chargement que l’on peut rassembler 
dans un vecteur d’effort généralisé Q (Halphen et Salençon, 1987). Rappelons ici la démarche. 
On suppose que sont données : 
 

• la densité volumique de forces f en tout point de Ω,  
• 3 composantes orthogonales entre elles des deux vecteurs force extérieure surfacique 

F(x) et vitesse U(x) en tout point x du bord Ω∂ .  
 
Plus précisément, on doit avoir )x(Fi sur 

iFΩ∂ , )x(U i sur 
iUΩ∂ avec { }3,2,1i ∈ , 

Ø
ii UF =Ω∂∩Ω∂ , Ω∂=Ω∂∪Ω∂

ii UF  pour { }3,2,1i ∈ .  

 
Si les valeurs imposées dépendent linéairement de nF paramètres pour les données de forces et 
nU pour les données de vitesse, alors on a un mode chargement à n=nF+nU paramètres. 
L’application du principe des puissances virtuelles permet alors de définir un vecteur de 
chargement généralisé Q appartenant à ℝ

� dont les nF premières composantes correspondent 
aux paramètres dont dépendent les données de force et un vecteur déformation généralisée q&  

appartenant également à ℝ
� et dont les nU dernières composantes correspondent aux nU 

paramètres dont dépendent les données de vitesse et telles que : 

∫
Ω

Ωσ= dd:q.Q &  (14) 

pour tout champ  σ statiquement admissible dans le mode et tout champ de vitesses U 
cinématiquement admissible dans le mode, d étant le tenseur de taux de déformation associé à 
U.  
 
De la même manière, les conditions aux limites hydrauliques sont définies par la donnée de :  

• de la pression p sur pΩ∂  

• du débit volumique par unité de surface d=v.n sur dΩ∂   

avec Ødp =Ω∂∩Ω∂  et Ω∂=Ω∂∪Ω∂ dp .  

 
On définit aussi les champs de vitesse de filtration cinématiquement admissibles v continus et 
différentiables par morceaux, sans discontinuité normale au passage d’une éventuelle surface 
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de discontinuité. Ils doivent en plus satisfaire les conditions aux limites en débit sur dΩ∂ . On 

définit la notion de champs de pression statiquement admissibles tel que ces champs soient 
continus, différentiables par morceaux et satisfassent la condition à la limite en pression sur 

pΩ∂  (Coussy, 1991, Dormieux et Bourgeois, 2002).  

 
On suppose que pression et débit dépendent linéairement d’un nombre fini de paramètres là où 
ils sont prescrits. Supposant que les conditions en pression dépendent de mp paramètres, que 
les conditions en débit dépendent de md paramètres, on peut trouver de manière analogue, un 
vecteur de pression généralisé P dans 3m avec m=mp+md dont les mp premières composantes 
correspondent aux paramètres décrivant les conditions aux limites en pression et un vecteur 
apport de fluide V généralisé (dans 3m) tel que :  

dan.vpV.P ∫
Ω∂

−=&  (15) 

pour tous les champs p et v admissibles dans le mode.  
 
2.4 Application du principe de superposition : écriture des fonctions de relaxation et de 

retard 

 
A l’échelle de l’observation globale, l’évolution du système est donc décrite par l’histoire du 
vecteur d’effort et de pression généralisée (Q(t), P(t)) et par l’histoire du vecteur déformation 
généralisée et apport de fluide généralisé (q(t), V(t)).  
 
La linéarité des équations, l’hypothèse des petites perturbations permettent d’appliquer le 
principe de superposition, comme pour un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant. Et 
on peut donc écrire, comme pour un tel matériau :  









∗

′














=









P

Q

FF

FF

V

q
V
PQ

V
Qp

q
PQ

q
Qp  (16) 









∗

′














=









V

q

GG

GG

P

Q
p
Vq

P
qV

Q
Vq

Q
qV  (17) 

 

Les fonctions i

j
Fα

βγ  (respectivement i

j
Gα

βγ ) sont les fonctions de retard (respectivement de 

relaxation) correspondant à l’évolution de la grandeur αi dans un chargement défini par un 
échelon unité de la grandeur βj, tous les autres paramètres étant fixés à zéro. On note que q

Qp F  

et Q
qV G  s’interprètent respectivement comme la matrice des fonctions de retard en condition 

globalement drainée (P=0) et comme la matrice des fonctions de relaxation en condition 
globalement non drainée (V=0). 
 
Ces équations sont formellement identiques à celles de la poro-visco-élasticité telles qu’écrites 
par Coussy (1991), en remplaçant les quantités globales Q, P, q et V par les quantités à l’échelle 
microscopique σ, p, ε, m . Notons également que si on supposait un comportement poro-visco-
élastique linéaire non vieillissant pour le squelette, on aboutirait à une expression de même 
forme pour les quantités globales.  
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2.5 Continuité de V en t=0+ et conséquence pour les matrices de retard et de relaxation 

 
Suivant Auriault et Sanchez-Palencia (1977), on peut considérer que le chargement de type 
échelon est la limite d’un chargement en rampe suivi d’un palier, la pente de la rampe tendant 
vers l’infini. Ces auteurs montrent alors que la réponse limite en t=0+ est telle que l’apport de 
masse fluide est nul. L’examen direct de l’équation de diffusion (5) en supposant que le champ 
de pression reste toujours à une valeur finie, conduit, de manière heuristique, à la même 
conclusion. Sinon, t→ )t(m&  a un « Dirac » en t=0, ce qui est intuitivement contradictoire avec 

le fait que la fonction t→p(t), qui contient un terme linéaire en m (voir équation 2), soit une 
fonction au sens ordinaire du terme.  
 
On en déduit que pour un chargement (Q, P) appliqué de manière instantanée on a V(0+)=0 et 
on peut écrire finalement : 

0)0t(Fq
Qp == +  ; 0)0t(Fq

PQ == +  (18) 

 

Il faut noter que cela implique que les termes QVq G  et p
Vq G  vont avoir un comportement 

singulier en t=0+.  
 
2.6 Bilan énergétique et identification du terme de dissipation 

 
On se place toujours dans le cadre de transformations isothermes. Nous allons étudier la 
variation de l’énergie libre F contenue dans l’élément de volume actuel dΩ, transporté de dΩ0. 
En désignant par ψ la densité volumique lagrangienne d’énergie libre du matériau poreux 
(solide+fluide), ψdΩ0 est donc l’énergie libre contenue dans dΩ. L’énergie libre totale Ψ est 

donc égale à ∫
Ω

Ωψ=Ψ
0

Od . On écrit ensuite la dérivée par rapport au temps de l’énergie libre 

du système fermé :  

∫∫
Ω∂Ω

ψ+Ωψ=Ψ dan.wd f
m0

0

&&  (19) 

avec f
mψ  l’énergie libre du fluide par unité de masse et w le vecteur courant de masse fluide. 

 
Le comportement poro-élastique est caractérisé par la nullité de la dissipation intrinsèque 

)/p(d:J fρ+ψ+σ=ψ&  avec 0d/dJ ΩΩ= (Coussy, 91). En utilisant cette hypothèse et 

l’expression des efforts intérieurs en fonction des paramètres de chargement ∫Ω σ= d:q.Q & , on 

obtient :  

∫∫
Ω∂Ω

ψ+Ωψ+
ρ

+=Ψ dan.wd)
p

(q.Q f
m0

f
mf

0

&&  (20) 

En prenant en compte maintenant la conservation de la masse fluide 0wJdivm =+& et 

l’équation d’état du fluide p
)/1(

T
f

f
m −=











ρ∂
ψ∂

, on obtient : 

DV.Pq.Q +Ψ=+ &&&  (21) 

avec Ω
ρρ

= −

Ω
∫ d

w
.k.

w
D

f
1

f
 (22) 
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Le membre de gauche de l’identité (21) V.Pq.Q && +  représente la puissance mécanique fournie 

à la matière contenue dans Ω (Coussy, 1991) : le premier terme est égal à la somme des 
puissances des densités volumique et surfacique des forces (totales), le deuxième terme est le 
travail nécessaire pour injecter le fluide à la surface. Dans le membre de droite figure le terme 
Ψ&  qui est l’évolution de l’énergie interne du système. Le deuxième terme de ce membre de 
droite D doit être interprété comme la dissipation dans Ω et cette dissipation est due à la 
conduction de la masse fluide suivant la loi de Darcy. 

 
 
 

2.7 Identification de la matrice de retard sur un exemple 

 
On considère une couche homogène d’un matériau poreux saturé dont le comportement est 
poro-élastique linéaire isotrope. On s’intéresse à la variation des différentes grandeurs par 
rapport à l’état d’équilibre avant l’application de la surcharge. Les équations s’écrivent alors :  

mMb2tr −εµ+ελ=σ  ; )mbtr(Mp +ε−=  ; )pgradk(divm =& ) (23) 

 
 z 

z=0 

z=H 

u.n=0 et ξ=0 pour z=0 

Q σ.n=-Qez et p=P pour z=H 

 
Figure 1 Notation et conditions aux limites pour la consolidation d’une couche homogène 

 
On note Q la valeur de la surcharge surfacique appliquée et V le volume de fluide traversant le 
plan z=H. Dans ces conditions, le champ de déplacements s’écrit ze)t,z(ξ=ξ et la composante 

σzz du tenseur des contraintes vaut –Q. On pose :  

µ+λ=′ 2E ; 2
0 Mb2E −µ+λ=′  ; 1

E

E
r

0

−
′
′

=  (24) 

 
On peut alors vérifier que l’on a, en tout point de la couche : 

Qpm β+α=  avec 
bM

r
;

M

r1 −=β+=α  (25) 

p
E

Q

z 0

β−
′

−=
∂
ξ∂

 (26) 

mc
t

m
m∆=

∂
∂

 et pc
t

p
m∆=

∂
∂

 avec 
r1

Mk
cm +

=  (27) 
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Les paramètres de chargement sont donc (Q, P), et le vecteur déformation et apport de fluide 
généralisé (q, V), q étant le tassement en z=H et V le débit entrant (en z=H). On doit donc 

déterminer la matrice de retard et ses 4 coefficients : q
Vp F , q

PQ F , V
Qp F , V

PQ F . Les deux premiers 

se déduisent de l’évolution du tassement et de la quantité de fluide expulsée lors d’une 
expérience de chargement instantané à la surface en y maintenant la pression nulle. 

















=
















=
V

q

q;

P

Q

Q  

 
On trouve classiquement (par exemple Coussy, 1991) :  










′
−

′
−

′
= )t(F)

E

1

E

1
(

E

1
QHq

0

 (28) 

avec 
m

2

c c

H
t =  et 









 +π−−
+π

= ∑
∞

= c

22

1k
22 t

t

4

)1k2(
exp(1

)1k2(

18
)t(F  pour t>0. 

 
La quantité de fluide entrant vaut alors :  

)t(FQH)t(qE
Mb

QH
dz)z,tm)t(V

H

0

β=′−== ∫  (29) 

 

Les coefficients, V
PQ F  se déduisent eux, d’une expérience où l’on applique une pression P de 

manière instantanée en maintenant la surcharge totale nulle. On utilise alors pm α=  et on 

trouve les conditions aux limites en z=0 0
z

m =
∂
∂

 et en z=H Pm α= et on résout l’équation de 

diffusion en m . Puis en intégrant sur l’épaisseur de la couche, on trouve V. Après calcul, il 
vient :  

)t(FPH)t(V α=  (30) 

)t(FPH)t(q β=  (31) 

 
On peut finalement écrire la matrice de retard généralisée :  










αβ
β′−′−′

=














)t(F)t(F

)t(F)t(F)E/1E/1(E/1
H

FF

FF 0
V
PQ

V
Qp

q
PQ

q
Qp  (32) 

 
On remarque que la matrice obtenue est symétrique. On note également que les coefficients 
sont tous continus en zéro, c’est à dire qu’il n’y a pas de réponse instantanée sauf pour le 

coefficient q
Vp F  qui a une partie correspondant à la réponse élastique.  

 
On peut trouver un autre exemple de même nature dans (Buhan et al., 1997 b).  
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3 Symétrie de la matrice de retard 
 
La question de la symétrie de la matrice de retard dans le cas général avait été soulevée dans 
(Buhan et al., 1997a) ; nous allons maintenant répondre positivement à cette question. Cette 
relation pourrait être dérivée de l’équation de réciprocité qui est utilisée dans des méthodes 
intégrales appliquées à des problèmes poro-élastiques quasi-statiques (voir par exemple Cleary, 
1977) ou dynamiques. Cette relation de réciprocité est en général écrite dans le domaine de 
Laplace ou de Fourier ou dans le domaine temporel avec des produits de convolution. Nous 
allons présenter ici une méthode directe dans le domaine temporel.  
 
3.1 Relation entre la symétrie de la matrice de retard et un théorème de réciprocité 

 

La quantité 211211
P).t(VQ).t(q +  est le travail des forces du chargement généralisé )P,Q( 22

 

dans le champ de déformation généralisée correspondant à l’instant t1 après application 
instantanée à t=0 du chargement )P,Q( 11 .  

 
Considérons la relation de réciprocité suivante :  

12122121
P).t(VQ).t(qP).t(VQ).t(q +=+  (33) 

 
qui est l’analogue poro-élastique du théorème de réciprocité de Maxwell-Betti.  
 
On voit que cette dernière relation est équivalente à la symétrie de la matrice de retard pour 
t>0+. Elle est équivalente à l’ensemble de deux propriétés vérifiées simultanément : cette même 
relation (33) écrite à t=0+ et la relation ci-dessous : 

12122121
P).t(VQ).t(qP).t(VQ).t(q &&&& +=+  (34) 

 
3.2 Symétrie de la matrice de retard pour t=0+  

 

Vérifions que la relation 12122121
P).t(VQ).t(qP).t(VQ).t(q +=+ est satisfaite pour t=0+. On 

sait qu’alors 0VV 21 == . La relation à vérifier se limite donc à 
1221

Q).0(qQ).0(q ++ = .  

 
Comme l’apport de masse fluide est nul à t=0+, l’équation d’état sur les contraintes s’écrit :  

)0(:C)0(
22

++ ε=σ  (35) 

 
On a donc :  

)0(:C:)0(:)0(Q).0(q
212121

+

Ω

+

Ω

++ εε=σε= ∫∫  (36) 

 
Compte tenu de la symétrie de la matrice d’élasticité non drainée (par exemple, Coussy, 1991), 
on en déduit la propriété annoncée. C’est en fait le théorème de Maxwell-Betti appliqué aux 
systèmes poro-élastiques à l’instant t=0+, dont on sait qu’ils ont alors un comportement 
purement élastique. 
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3.3 Calcul de 2121
P).t(VQ).t(q && +  

 
 
 

Commençons par évaluer le terme 
21

Q).t(q& . On désigne par )t( ii
σ , )t( ii

ε , )t(p ii , )t(m ii , 

l’histoire des différentes grandeurs pour le chargement généralisé )P,Q( ii
 appliqué à t=0. On 

a :  

)t(:)t(Q).t(q 1122211
εσ= ∫

Ω

&&  (37) 

 
En utilisant les deux équations d’état, on remplace successivement )t( 22

σ  par 

)t(mBM)t(:C 2222
−ε , puis )t(:BM 11

ε− &  par )t(mM)t(p 1111
&& − . On obtient :  

)t(m)t(mM)t(m)t(p)t(:C:)t(Q).t(q 22122112211211 ∫∫∫
ΩΩΩ

−+εε= &&&&  (38) 

 
Calculons maintenant 21 P).t(V& . On a :  

∫
Ω∂

−= n).t(v)t(pP).t(V 1122211
&  (39) 

 
On transforme cette intégrale de surface en intégrale de volume en utilisant le théorème de la 

divergence. Puis on remplace )p(grad 2  par 2
1 v.k −−  grâce à la loi de Darcy et )v(div 1  par 

1m&− grâce à la conservation de la masse fluide. On obtient :  

∫∫
ΩΩ

− += )t(p)t(m)t(v.k).t(vP).t(V 221122
1

11211
&&  (40) 

 
On pose :  

21121111 P).t(VQ).t(q)t(w && +=   (41) 
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3.4 Utilisation d’une fonction auxiliaire 

 
 
On considère le triangle ∆T de sommets O, A et B, défini sur la figure suivante.  
 

 

t1 

t2 

O 

t2=T 
∆T 

t1=T

A 

B 

 

Figure 2 Définition du domaine d’intégration ∆T 

 
 
On pose :  

∫
∆

=
T

)t(w)T(W 111  (42) 

 
On a :  

∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

∆ Ω

−
−

Ω

−

+





 −++εε=

==

T

2

2

)t(u.k).t(udt)t(m)t(mM)t(p)t(m)t(m)t(p)t(:C:)t(dt

dt)t(wdt)T(W

22
1

11

T

0

tT

0
122112211221122112

T

0

tT

0
11121

&&&&

 (43) 

 
Après intégration par rapport à t1 sauf pour le terme de dissipation, on obtient :  

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫

Ω

++++

∆ Ω

−

Ω








 −++εε−+








 −−−+−+ε−ε=

T

0
222122122122122

1
11

T

0
222212221222122211

dt)t(m)0(mM)t(p)0(m)t(m)0(p)t(:C:)0()t(u.k).t(u

dt)t(m)tT(mM)t(p)tT(m)t(m)tT(p)t(:C:)tT()T(W

T

 (44) 

 
La dernière intégrale dans l’expression précédente se simplifie compte tenu que l’apport de 

masse fluide est nul à t=0+ et elle se réduit donc à ∫ ∫
Ω

++







 +εε
T

0
2221221

dt)t(m)0(p)t(:C:)0( . En 

remplaçant )0(p1
+  par )0(:BM

1
+ε− , puis en utilisant )t(mBM)t(:C)t( 222222

−ε=σ  on 

trouve que ce terme s’écrit : ∫ ∫
Ω

+ σε
T

0
2221

dt)t(:)0( . L’intégrande ∫
Ω

+ σε )t(:)0( 221 ne dépend pas 
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de t2 car à chaque instant le champ 2
σ est un champ statiquement admissible avec le chargement 

Q2. On peut donc choisir de prendre t2=0+. Et finalement on a :  

∫∫ ∫
Ω

++

Ω

++++ εε=






 −++εε 221

2T

0
2221221221221

dt)0(:C:)0(
2

T
dt)t(m)0(mM)t(p)0(m)t(m)0(p)t(:C:)0( (45) 

Mis sous cette forme, il apparaît que ce terme est inchangé si on échange les indices 1 et 2. Il 

en est de même pour le terme ∫ ∫
∆ Ω

−

T

)t(u.k).t(u 22
1

11 . Enfin, si on fait le changement de variable 

21 tTt −=  dans le premier terme, on voit que cela revient à échanger le rôle des indices 1 et 2.  
 
On peut donc conclure que : 

)T(W)T(W 21 =  (46) 

 

avec 2222 dt)t(w)T(W
T

∫
∆

=  et 12212222 P).t(VQ).t(q)t(w && += . 

 
Considérons la dérivée 1W′  de W1 par rapport à T. On a, en utilisant un changement de variable 

défini par 2/)tt( 21 +=α , 2/)tt( 21 +−=β  :  

∫∫ ==′
T

0
111

AB
11 dt)t(ww

2

1
)T(W  (47) 

 
Compte tenu de la définition de w1, on a :  

)P).0(VQ).0(q(P).T(VQ).T(qdt)t(w 21212121

T

0
111

++ +−+=∫  (48) 

 
On a déjà montré que la matrice de retard était symétrique pour t=0+ et que )T(W)T(W 21 = . 
On peut maintenant conclure que l’on a : 

12122121
P).T(VQ).T(qP).T(VQ).T(q +=+  (49) 

 
et que la matrice de retard F est symétrique.  
 
Le résultat peut être étendu à la matrice de relaxation G. On note •F  la transformée de Carson 

de F ; on a : 1F:G =•• . On en déduit alors que •G  est symétrique à cause de la symétrie de 
•F . En inversant la transformée de Laplace, on trouve que la dérivée de F est symétrique. 

Pourvu que sur une partie du bord on ait la condition p=0, alors à t=∞ toutes les surpressions 
sont dissipées et la solution asymptotique se réduit à un problème d’élasticité et )(F ∞  est 
symétrique et donc F(t) aussi.  
 
Comme exemple d’application, on peut citer le cas d’une couche poro-élastique soumise à une 
différence de pression entre ces deux faces. La solution complète du problème de la courbure 
d’une couche soumise à un moment (voir 5.4), permet de déterminer le flux de fluide sur 
chacune des faces lors de l’application d’un moment à t=0+. Grâce à la symétrie de la matrice 
de retard, on peut en déduire la courbure prise en cas d’application d’une différence de pression 
de fluide entre les deux faces (la densité de force surfacique totale restant inchangée).  
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4 Cas de la consolidation d’une couche constituée de deux strates contrastées 
 
4.1 Introduction 

 
On étudie la consolidation d’une couche composée de deux strates quand les propriétés des 
deux strates deviennent très différentes de telle sorte que les temps caractéristiques deviennent 
eux aussi très différents. La solution numérique d’un tel problème devient alors difficile. On va 
rechercher une solution analytique en utilisant une méthode asymptotique : la pression dans 
chaque milieu est développée comme une série de puissances du rapport des temps 
caractéristiques. On se réfère ici à Bourgeois et al. (1997).  
 
4.2 Position du problème 

 
On considère (figure ci-dessous) une couche composée de deux strates. Ces deux strates sont 
supposées toutes les deux homogènes et isotropes mais telles que les conditions de conduction 
des fluides aient des temps caractéristiques très différents.  

 z 

z=0 

z=Ha+Hb 

u.n=0 et ξ=0 pour z=0 

Q σ.n=-Qez et p=0 pour z=H 

Ha 

Hb  k=kb 

 k=ka 

 

Figure 3 Couche constituée de deux strates de perméabilités différentes 

 
 
Une telle situation se produit par exemple si les deux strates ont des perméabilités très 
différentes mais des propriétés mécaniques du même ordre de grandeur ; la perméabilité dans 
les argiles peut être inférieure de 9 ordres de grandeur à celles des sables alors que les modules 
d’élasticité sont du même ordre de grandeur. On va désigner les caractéristiques de la couche 
inférieure ( aHz0 ≤≤ ) par l’indice a et celles de la couche supérieure ( baa HHzH +≤≤ ) par 

l’indice b. On désigne par k, λ, µ, M, b respectivement, la perméabilité, les modules d’élasticité 
de Lamé non drainés, le module et le coefficient de Biot (cf. par exemple, Coussy, 1991).  
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4.3 Introduction des temps caractéristiques pour chacune des strates 

 
On a rappelé déjà le temps caractéristique tc pour le problème de la consolidation d’une couche 
homogène isotrope :  

)Mb2(kM

2
H

c

H
t

2
2

m

2

c −µ+λ
µ+λ==  (50) 

 
Nous allons introduire pour notre problème un temps caractéristique pour chacune des strates 
que nous noterons respectivement ta et tb :  

)bM2(Mk

2
Ht

2
aaaaaa

aa2
aa

−µ+λ
µ+λ

=  ; 
)bM2(Mk

2
Ht

2
bbbbbb

bb2
bb

−µ+λ
µ+λ

=  (51) 

 
Si ab tt << , la strate supérieure réagit beaucoup plus rapidement que la strate inférieure. Elle 

se consolide donc comme si elle reposait sur un substratum imperméable. Après un temps de 
l’ordre de quelques fois tb, toute surpression s’est dissipée dans la strate supérieure. La strate 
inférieure, elle, continue de se consolider avec comme condition à la limite à son bord supérieur 
une surpression nulle. On voit que la prise en compte de ces temps caractéristiques permet de 
comprendre rapidement les phénomènes. 
 
Si ba tt << , l’analyse devient plus délicate. Comme la strate inférieure réagit beaucoup plus 

rapidement, la surpression par rapport à la pression hydrostatique devient rapidement constante 
mais non nulle et la dissipation de cette surpression dépend de la quantité de fluide quittant la 
strate inférieure, quantité qui est fonction de l’évolution de la strate supérieure.  
 
Dans la suite nous supposerons que nous sommes dans ce cas ba tt << .  

 
4.4 Mise en équation du problème 

 
On introduit un système de coordonnées réduites pour chaque couche :  

a
a H

z
Z =  ; 

b

a
b H

Hz
Z

−
=  (52) 

 
On peut alors écrire l’équation d’évolution portant sur p ainsi que les conditions aux limites 
sous la forme suivante :  

a

a

a

a

Z

p

t

1

t

p

∂
∂

=
∂

∂
 ; 

b

b

b

b

Z

p

t

1

t

p

∂
∂

=
∂

∂
 (53) 

0)t,0Z(
t

p
a

a ==
∂

∂
 ; 0)t,1Z(p bb ==  (54) 

 
Il faut ajouter des conditions de continuité à l’interface entre les deux strates ( 0Z,1Z ba == ) ; 

il s’agit respectivement de la continuité du champ de pression et de la continuité du flux de 
masse fluide :  

)t,0Z(p)t,1Z(p bbaa ===  (55) 
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)t,0Z(
Z

p

H

k
)t,1Z(

Z

p

H

k
b

b

b

b

b
a

a

a

a

a =
∂
∂

==
∂
∂

 (56) 

 
4.5 Introduction d’une méthode asymptotique 

 
Comme le rapport ba t/t=η  est supposé très petit, on est conduit à envisager l’emploi de 

méthodes asymptotiques, méthodes qui ont été largement utilisées pour des problèmes mettant 
en jeu plusieurs échelles mais plutôt dans le domaine spatial que dans le domaine temporel. On 
peut se référer par exemple à (Bensoussan et al., 1978). Dans Bourgeois et al., (1997) c’est une 
méthode d’échelles multiples de temps qui était utilisée (voir par exemple Sanchez-Hubert et 
Sanchez-Palencia, 1992). Signalons qu’une méthode de perturbation a été utilisée par Fallou et 
al. (1992) dans le problème de la subsidence d’un sol stratifié suite à un pompage. Après 
introduction d’un petit paramètre, il s’agit de prendre en compte les deux échelles différentes 
en supposant que les différentes grandeurs physiques peuvent être développées en série de 
puissance de ce petit paramètre. Nous allons présenter ici une méthode légèrement plus directe. 
 
Nous faisons le changement de variables :  

bt/t=τ  (57) 

 
Les équations d’évolution peuvent maintenant se récrire de la manière suivante :  

2
a

a
2

a

Z

pp

∂
∂

=
τ∂

∂
η  ; 

2
b

b
2

b

Z

pp

∂
∂

=
τ∂

∂
 (58) 

 
Les différentes grandeurs physiques sont développées en série de puissances de η :  

L+η+=τ )1()0( AA)(A  (59) 

 
où les A(i) sont du même ordre de grandeur. On utilise maintenant ce type de décomposition 
pour toutes les grandeurs et on écrit l’égalité des termes de même ordre en η.  
 
On obtient respectivement en étudiant les termes d’ordre 0 et d’ordre 1 des équations 
d’évolution portant sur pa et sur pb :  

0
Z

p
2
a

)0(
a

2

=
∂

∂
 ; 

2
a

)1(
a

2)0(
a

Z

pp

∂
∂

=
τ∂

∂
 (60) 

2
a

)0(
b

2)0(
b

Z

pp

∂
∂

=
τ∂

∂
 (61) 

 
Ecrivons maintenant les équations issues des conditions aux limites et à l’interface :  

0),0Z(
Z

p
),0Z(

Z

p
a

a

)1(
a

a
a

)0(
a =τ=

∂
∂

=τ=
∂
∂

 (62) 

0),1Z(p),1Z(p b
)1(

bb
)0(

b =τ==τ=  (63) 

),0Z(p),1Z(p b
)0(

ba
)0(

a τ==τ=  ; ),0Z(p),1Z(p b
)1(

ba
)1(

a τ==τ=  (64) 

0),1Z(
Z

p
a

a

)0(
a =τ=

∂
∂

 ; ),0Z(
Z

p
),1Z(

Z

p
b

b

)0(
b

a
a

)1(
a τ=

∂
∂

=τ=
∂
∂

α  (65) 
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avec : 

)bM2(M

)2(H

)bM2(M

)2(H
2
bbbbb

bbb
2
aaaaa

aaa

−µ+λ
µ+λ

−µ+λ
µ+λ

=α  (66) 

 
Le paramètre α est un paramètre adimensionnel qui dépend du rapport entre les épaisseurs des 
deux strates et entre les caractéristiques élastiques de ces mêmes strates.  
 

On trouve en utilisant l’équation différentielle et les conditions aux limites régissant 0
ap  que 

l’on a :  

),0Z(p),Z(p b
0
ba

0
a τ==τ  (67) 

 

En reportant la relation précédente dans l’équation d’évolution portant sur 0
ap , en l’intégrant 

entre 0 et Za et en prenant en compte la condition à la limite sur 0
ap  en Za=0, on trouve :  

τ∂
τ∂

=
∂
∂ )),Z(p(

Z
Z

p b
0
b

a
a

1
a  (68) 

 
En combinant cette dernière équation avec la condition à l’ordre 1 issue de la continuité du flux 
en de Za=1 on obtient :  

),0Z(
Z

p)),0Z(p(
),0Z(

Z

p
b2

b

0
b

2
b

0
b

b
b

0
b τ=

∂
∂

α=
τ∂

τ=∂
α=τ=

∂
∂

 (69) 

 

On conclut que ),Z(p b
0
b τ  satisfait le système suivant en notant Y la fonction de Heaviside :  

2

)0(
b

2)0(
b

a
Z

pp

∂
∂

=
τ∂

∂
 ; 0),1Z(p b

)0(
b =τ=  ; ),0Z(

Z

p
),0Z(

Z

p
b2

b

0
b

2

b
b

0
b τ=

∂
∂

α=τ=
∂
∂

 (70) 

)Z1(RqY)0,Z(p bb
0
b −==τ +  (71) 

 
avec : 

bb

bb

2

bM
R

µ+λ
=  (72) 

 
Appliquant la méthode de séparation des variables, on est amené à chercher des fonctions de la 
forme f(Zb)h(τ). L’équation de diffusion donne classiquement :  

2

h

h ω−=
&

 ; ff 2ω−=′′   (73) 

Les conditions que doit vérifier f sont les suivantes :  
0)1Z(f b ==  ; )0Z(f)0Z(f bb =′′α==′   (74) 

 
On se trouve donc devant un problème aux valeurs propres de type Sturm-Liouville mais la 
condition à la limite en Zb=0 rend nécessaire une adaptation des méthodes classiques.  
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4.6 Méthode de résolution de l’équation 

 
Nous allons systématiser ici la démarche développée sur deux cas particuliers (Bourgeois et al., 
1997, Corfdir et Dormieux, 1998). 
 
4.6.1 Rappel sur les développements de Sturm-Liouville 

 
Nous avons donc à déterminer le développement d’une fonction en somme de fonctions propres 

de l’opérateur 
2

2

dx

d
. L’opérateur différentiel est ici le cas le plus simple du problème aux 

valeurs propres de Sturm-Liouville. On considère l’opérateur différentiel de Sturm-Liouville 

dont la forme générale est 






 Φ+






 Φ=Φ )x(q
dx

d
)x(p

dx

d

)x(r

1
)(L  avec r(x)>0 et p(x)>0 sur 

l’intervalle ]a, b[. Le problème de Sturm-Liouville est le problème aux valeurs propres 
Φλ−=Φ)(L . Ce type de problème a fait l’objet de nombreux travaux portant notamment sur 

les cas singuliers où p(x) ou r(x) s’annulent à l’une ou aux deux bornes de l’intervalle [a, b] 
(pour l’énoncé de nombreux résultats, cf. par exemple Zwillinger, 1992). Les conditions aux 
limites pour un problème posé sur un intervalle [a, b] sont généralement supposées se mettre 
sous la forme :  





=Φ′δ+Φγ
=Φ′β+Φα

0)b()b(

0)a()a(
 (75) 

 
Cette forme de conditions aux limites joue un rôle essentiel pour démontrer l’orthogonalité des 
fonctions propres. Rappelons brièvement la méthode (cf. par exemple Tolstov, 1962). On note 

L l’opérateur différentiel défini par Φ+






 Φ=Φ )x(q
dx

d
)x(p

dx

d
)(L . Soit deux fonctions 

propres Φn et Φm. On pose :  
( ))(L)(L)x(rF nmmnm,n ΦΦ−ΦΦ=  (76) 

 
On vérifie que l’on a : 

( )nmmnm,n )(x(p
dx

d
F Φ′Φ−Φ′Φ=  (77) 

 
Comme Φn et Φm sont deux fonctions propres, on a : 





Φλ−=Φ
Φλ−=Φ

mmm

nnn

)(L

)(L
 (78) 

 
Multipliant la première équation par –r(x)Φm et la deuxième par r(x)Φn et faisant la somme puis 
en intégrant sur l’intervalle [a, b], on trouve :  

[ ]
b

a

b

a
nmmnm,n

b

a
mnmn ))(x(pdxFdx)x(r)( ∫∫ Φ′Φ−Φ′Φ==ΦΦλ−λ  (79) 

 
Si les deux valeurs propres sont différentes, on peut conclure que les deux fonctions sont 
orthogonales pour la forme bilinéaire de poids r(x) si le crochet est nul. Ceci est assuré si les 
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deux fonctions satisfont l’une et l’autre aux conditions à la limite en a et b ; on a alors : 
0)a()a()a()a( nmmn =Φ′Φ−Φ′Φ  et 0)b()b()b()b( nmmn =Φ′Φ−Φ′Φ . Des conditions aux 

limites de type périodique )b()a( Φ=Φ , )b()a( Φ′=Φ′ assurent également la nullité du 
crochet.  
 
 
4.6.2 Adaptation de la méthode pour une condition à la limite faisant intervenir la dérivée 

seconde 
 
 
On suppose qu’en x=a la condition à la limite s’écrive :  

)a()a()a( Φβ+Φ′α=Φ ′′  (80) 

 
la condition en x=b pouvant être ou non de même type ou de type classique.  
 
La méthode habituelle qui vient d’être rappelée précédemment ne convient plus. Pour pouvoir 
calculer malgré tout les coefficients du développement d’une fonction sur la base (éventuelle) 
des fonctions propres, nous proposons de rechercher une autre forme bilinéaire telle que les 
fonctions propres soient orthogonales deux à deux dans cette base. 
 
Nous allons nous restreindre au cas le plus simple p=r=1, q=0, qui suffit pour nos besoins. On 
va chercher cette forme bilinéaire sous la forme :  

dxB)(
2

A
, mnmnmnm

b

a
nmn ΦΦ+Φ′Φ+ΦΦ′+Φ′Φ′=ΦΦ ∫  (81) 

 
On pose :  

)(B)(
2

A
G mnmnmnmnmnmnm,n Φ′Φ−ΦΦ′+Φ ′′Φ−ΦΦ ′′+Φ ′′Φ′−Φ′Φ ′′=  (82) 

 
En dérivant l’expression précédente et en utilisant nnn Φλ−=Φ ′′  et mmm Φλ−=Φ ′′ , on vérifie 
que l’on a : 

)B)(
2

A
)(()x(G

dx

d
mnmnmnmnnmm,n ΦΦ+Φ′Φ+ΦΦ′+Φ′Φ′λ−λ=  (83) 

 
Intégrant sur l’intervalle [a, b], on trouve :  

[ ] mnnm
b

am,n ,)()x(G ΦΦλ−λ=  (84) 

 
L’orthogonalité serait assurée pour mn λ≠λ , si on avait 0)b(G)a(G m,nm,n == . Ecrivons 

)a(G m,n  en utilisant la condition à la limite )a()a()a( Φβ+Φ′α=Φ ′′ . Il vient :  

))a()a()a()a()(B
2

A
()a(G mnmnm,n ΦΦ′−Φ′Φ−α−β=  (85) 

 
On trouve donc une condition sur A et B :  

β=+α
BA

2
 (86) 
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Si la condition en x=b est du type )b()b()b( Φδ+Φ′γ=Φ ′′ , on trouve une deuxième condition 
du même type que la condition ci-dessus. 
 
Si la condition est du type classique 0)b()b( =Φδ+Φ′γ avec 0≠γ , on trouve :  

))b()b()b()b((B))b(
2

A
)b()(b())b(

2

A
)b()(b()b(G nmmnnnmmmnm,n ΦΦ′−ΦΦ′+Φ+Φ′Φ ′′−Φ+Φ′Φ ′′=  (87) 

 
On en tire alors la condition :  

γ
δ= 2A  (88) 

 
Si maintenant la condition en b ne porte que sur Φ et s’écrit 0)b( =Φ , on voit que Gn,m est 

toujours nul en remarquant que 0)b()b( nnn =Φλ−=Φ ′′ . Dans ce cas, il n’y a pas de condition 
supplémentaire sur A et B. A et B ne sont pas entièrement déterminés et il y a donc un choix 
supplémentaire à faire. Un critère sera que la forme soit définie positive.  
 
Ces quelques considérations vont nous permettre de poursuivre nos calculs mais ne peuvent 
prétendre épuiser les questions mathématiques soulevées par l’introduction de ce type de 
condition à la limite.  
 
 
4.7 Mise en œuvre de la méthode  

 
 
Revenons maintenant à notre problème particulier. On trouve que les fonctions propres sont 
données par :  

))Z1(sin()Z(f bnbn −ω=  (89) 

 
avec ωn qui est la seule solution dans l’intervalle [)2/1n(,)2/1n]( π+π−  de l’équation :  

α=ωω /1tan  (90) 
 

On cherche maintenant la combinaison linéaire des fonctions )exp()Z(f 2
nbn τω−  qui satisfait la 

condition initiale. On applique la méthode précédente pour trouver une forme bilinéaire telle 

que les fonctions fn soient orthogonales. On trouve la condition : 0B
2

A =+α
. On choisit 

α−= /2A , 2/1B α= . Ceci conduit à un facteur près à la forme bilinéaire suivante :  

∫ −′α−′α=
1

0
bdZ)gg)(ff(g,f  (91) 

 
On vérifie que cette forme est strictement positive pour toutes les fonctions C1 satisfaisant les 
conditions aux limites.  
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Si la solution peut être développée comme combinaison linéaire des )exp()Z(f 2
nbn τω−  alors 

on a F),Z(p b
0
b =τ  avec : 

))Z1(sin()exp(
f,f

f),Z1(RqY
F bn

2
n

nn

nb

01

−ωτω−
−

=∑
∞

=
 (92) 

 
On admettra les propriétés mathématiques de convergence dont les résultats numériques 
donneront une preuve heuristique. Notons qu’il est important de bien écrire la condition initiale 
sous la forme )Z1(RqY b− et non pas Rq. Car la forme bilinéaire fait intervenir la dérivée de la 

condition initiale, prise ici au sens des distributions.  
 
 
4.8 Résultats 

 
 
Les figures ci-après résument les résultats obtenus pour α=1. Elles donnent pour l’une le profil 
des surpressions dans la couche supérieure pour différentes valeurs du temps, pour l’autre 
l’évolution de la pression à l’interface entre les deux couches en fonction du temps.  
 
 

 
Figure 4 Evolution de la pression à l’interface 

en fonction du temps τ 
Figure 5 )Z(p b

0
b  pour différentes valeurs de 

τ : (a) τ=5 10-4, (b) τ=10-2, (c) τ=10-1, (d) τ=1 
 
 
Supposant les mêmes caractéristiques élastiques pour les deux couches, on peut étudier l’effet 

de l’épaisseur de la couche Ha sur le temps global de consolidation estimé par 20/1 ω . Cela fait 

donc varier le coefficient α ici égal à Ha/Hb. 
b

a

H

H
=α Le premier terme de la série devient vite 

prépondérant avec le temps et c’est bien lui qui contrôle le temps de consolidation. On obtient 
le résultat suivant :  
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Figure 6 Influence de l’épaisseur sur le temps de consolidation global 

 
 

On peut remarquer notamment que pour α très petit on retrouve 2/4t π=  (exprimé en unité tb), 
qui est le temps caractéristique pour la consolidation de la strate b reposant sur un support 
imperméable. Pour les grandes valeurs de a, on trouve un temps de l’ordre de α (exprimé en 
unité tb).  
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5 Cas de la flexion d’une couche homogène 
 
 
5.1 Introduction 

 
 
Nous suivons ici (Corfdir et Dormieux, 1998). Plusieurs contributions ont été consacrées à la 
modélisation de la flexion d’une couche sédimentaire à l’échelle géologique (Hafner, 1951, 
Sandfort, 1959, Turcotte, 1979). Ces études ont considéré le cas de comportement élastique ou 
visco-élastique. Nous allons prendre en compte ici un comportement poro-élastique en mettant 
particulièrement l’accent sur la différence de comportement entre le cas du déplacement imposé 
et celui de l’effort imposé. De telles conditions donneraient le même résultat pour un 
comportement élastique mais il en va différemment pour un matériau poro-élastique. A un 
même état final correspondent deux histoires différentes selon le type de condition imposée et 
nous examinerons les conséquences de ce fait sur l’apparition de phénomènes anélastiques.  
 
 
5.2 Position du problème 

 
 
Nous considérons une couche homogène poro-élastique saturée de hauteur 2h de longueur 2l et 
de largeur l (Figure 7). Cette couche peut être soumise à son poids propre et à celle des terrains 
situés au-dessus. On prend comme état de référence de cette couche, l'état d'équilibre avec le 
poids propre et celui des terrains situés au-dessus. Nous continuons à considérer les contraintes, 
les pressions comme des écarts par rapport aux valeurs dans cet état de référence.  

 

2L

x

y

z

O
2h

   l

 
Figure 7 Définition du système et notations 

 
On désigne toujours par p la pression du fluide, par σ le tenseur des contraintes, par v le vecteur 
débit volumique du fluide et par ξ le vecteur déplacement. On impose les conditions aux limites 
suivantes : 
en z=±h :                 0p,0yzxzzz ==σ=σ=σ  (93) 

en y=±L :                0v,0 yyzyx ==σ=σ  (94) 

en x=±l/2 :              0v,0,0 xxzxyx ==σ=σ=ξ  (95) 
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Dans l’état initial, on suppose de plus :  
si t<0, en y=±L        0yy =σ  (96) 

 
Si on impose un déplacement, on écrit avec l’indice 0 qui désigne une valeur imposée :  
si t≥0, en y=±L           L/zy0y ω=ξ  (97) 

 
Si on impose un moment on complète par :  

∫
−

=σω=ξ±
h

h
0yyy Mdz)t,z(zetL/zy)t()t,z(  :L=y  (98) 

 
La fonction ω(t) dans l’expression ci-dessus est inconnue.  
 
Cherchons les équations régissant le régime transitoire. On suppose que la matrice et le fluide 
sont incompressibles. On obtient, en combinant la loi de Darcy pour un matériau isotrope, la 
loi de conservation de la masse fluide, l'incompressibilité du fluide et l'incompressibilité de la 

matrice, l'équation de diffusion )(trkp 1 ε=∆ −
&  où k désigne la perméabilité, ∆p le laplacien de 

la pression et ε&  la dérivée par rapport au temps de ε. On écrit également l'équation d'équilibre 

et la loi de comportement poro-élastique. On obtient finalement le système d'équations suivant :  









ε=∆
−εµ+ελ=σ

=σ

− )(trkp

1p2)(tr

0)(div

1
0

&

 (99) 

 
Dans les deux cas de chargement, on va chercher les déplacements sous la forme suivante:  

















ω−
ω=

















ξ
ξ
ξ

=ξ
L2/)t(y)t,z(g

L/)t(z

0

2
z

y

x

 (100) 

 
La fonction ω(t) désigne la rotation subie par les extrémités du système (y=±L). On trouve 
ensuite le tenseur des déformations correspondant :  

















ω=ε
)t,z('g00

0L/)t(z0

000

 (101) 

 
 
En utilisant la loi de comportement poro-élastique, on en déduit le tenseur des contraintes :  

























−µ+λ+
ωλ

−λ+
ωµ+λ

−λ+
ωλ

=σ

)t,z(p)t,z('g)2(

L/)t(z
00

0
)t,z(p)t,z('b

L/)t(z)2(
0

00
)t,z(p)t,z('g

L/)t(z

0

0

0

0

0

0

 (102) 
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En utilisant que σzz est nul et en remplaçant dans l’expression de σyy et σxx que l’on vient de 
donner, on obtient :  















µ+λ
−ω

ν−
υ

µ=σ
2

)t,z(p
)t(

L

z

1
2

00

0
xx  (103) 















µ+λ
−ω

ν−
µ=σ

2

)t,z(p
)t(

L

z

1

1
2

00
yy  (104) 

 
On peut déterminer facilement la solution initiale à l'instant t=0+ : il n'y a pas encore eu de 
variation de la masse fluide et à cause de l'incompressibilité, on en déduit en notant ε le tenseur 
de déformation :  

+==ε 0tpour0)(tr  (105) 

 
La solution asymptotique (t=+∞) est obtenue en écrivant qu'il n'y a plus de surpression :  

+∞== tpour0p  (106) 
 
Dans ces deux cas (solution initiale et solution asymptotique) la solution est obtenue comme 
pour un problème d’élasticité.  

 
 

5.3 Cas de la relaxation (déformation imposée) 

 
On se place maintenant dans le cas où un déplacement est imposé à l'instant t=0. Il faut 
principalement dans ce cas déterminer M(t) et p(z, t). Pour t≥0, on a la condition à la limite 

  
ξy = ω 0 zy / L pour   y = ±L . On en déduit que dans ce cas ω(t) est constant égal à ω0.  

On détermine d'abord la solution initiale : 

L/z2)0t,z(p 0µω−== +  (107) 

L3/h8)0t(M 3µω== +  (108) 
 
Examinons maintenant la solution asymptotique. On écrit qu'il n'y a plus de surpression et on 
déduit :  

)0t(M
)1(2

1
)t(M

0

+=
ν−

=+∞=  (109) 

 
Compte tenu des valeurs possibles pratiquement pour le coefficient de Poisson ν0 (entre 0 et 
½), on en déduit :  

1
)0t(M

)t(M

2

1 <
=

+∞=< +  (110) 

 
Étudions maintenant le régime transitoire. Il faut d'abord trouver p(z, t). On écrit l'équation de 
diffusion. On trouve après simplification :  

)2(kC,
z

p
Cp 0m2

2

m µ+λ=
∂
∂=&  (111) 
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Nous introduisons le temps caractéristique tc : 

m
2

c C/ht =                (112) 

 
La solution de ce type de problème est bien connue. Dans ce cas, la solution s'écrit :  

)
t

t
nexp()

h

z
nsin(

n

)1(2
p)t,z(p

c

22

1n
0

1n

π−π−
π

= ∑
+∞

=

+

 (113)

  
La figure ci-après montre la répartition de la pression pour différentes valeurs du temps. 
 
 

h

0
p

-h

z

 t/tc=1/4
 t/tc=1/8

 t/tc=1/16

 t/tc=1/32

 t/tc=1/64 t/tc≈0

 
Figure 8 Évolution de p dans le cas de la relaxation 

 
 
On obtient ensuite facilement la valeur du moment . 
 
 
5.4 Cas du retard 

 
 
On se place maintenant dans le cas où l'on applique un moment à t=0+. On va chercher 
principalement à déterminer les fonctions p(z, t) et ω(t). Cette fonction ω(t) permet de 
caractériser la rotation des extrémités du système étudié.  
Comme pour le cas de la relaxation, on peut déterminer facilement la solution pour t=0+ et pour 
t=+∞. On trouve ainsi :  

z
L

)0t(
2)0t,z(p

+
+ =ωµ−==  (114) 
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03
M

h

L

8

3
)0t(

µ
==ω +  (115) 

)0t()21(2)t( 0
+=ων−=∞=ω  (116) 

 
On observe que l'on a l'inégalité suivante :  

2
)0t(

)t(
1 <

=ω
+∞=ω< +  (117) 

 
On remarque que la relation entre ω et M aux instants t=0+ et t=+∞ est la même dans le cas de 
la relaxation et dans le cas du retard. Ceci s'explique puisque la réponse instantanée et la réponse 
asymptotique sont toutes deux solution d'un problème élastique.  
 
Nous passons maintenant à l'étude du phénomène transitoire. Pour appliquer une méthode 
analogue à celle utilisée précédemment, il faut se ramener à la résolution d'une équation de 
diffusion, ce qui nous conduit à introduire une fonction auxiliaire f qui sera solution d'une telle 
équation : 

z
L

)t(
2)t,z(p)t,z(f

ω
µ+=  (118) 

 
La fonction f satisfait l'équation de diffusion suivante :  

)t,z(
z

f
C)t,z(f

2

2

m ∂
∂=&  (119) 

 
Il reste à obtenir les conditions aux limites et la condition initiale portant sur la fonction f. 
Compte tenu de la symétrie du problème, la fonction f(z) est impaire et il suffit de chercher la 
fonction f sur l'intervalle [0,h]. On en déduit la condition à la limite en z=0 :  

0)t,0(f =  (120) 
 
Il faut maintenant obtenir la condition à la limite en z=h. Ceci nécessite quelques calculs. On 
obtient finalement pour t>0 :  








 −
µ+λ

µ= )h(f
h

)t,h('f

2

3

h

1
)t,h("f

0
2

 (121) 

 
On voit apparaître un nombre sans dimension :  

)1(

)21(

2

3

2

3

0

0

0

2

ν−
ν−

=
µ+λ

µ=κ  (122) 

 
Si on se limite aux valeurs du coefficient de Poisson rencontrées dans la pratique  
(  0 ≤ ν ≤ 1/ 2), on a :  

2

3
0 2 ≤κ≤  (123) 

 

La condition initiale sur f à l'instant += 0t , juste après l'application du chargement s'écrit :  

0)0,z(f =+  (124) 

Comme pour l’étude précédente sur une couche à deux strates, il faut examiner attentivement 

la condition initiale sur f en z=h. La fonction p présente à l'instant t=+0  une discontinuité en z=
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  ±h , puisque la condition à la limite en pression donne p=0 si z=  ±h . Il en est de même pour la 

fonction f(z, +0 ). On a finalement : 

2
0

h

M

4

3
)0(

L
2)0,h(p)0,h(f =ωµ+= +++   soit )hz(Y

h

M

4

3
)0t,z(f

2
0 −== + pour 0>z>h (125) 

 
Pour déterminer f, nous allons encore utiliser la méthode de séparation des variables. On se 
trouve à nouveau en face de la difficulté rencontrée lors de l’étude précédente : la condition à 
la limite fait intervenir la dérivée seconde par rapport à l’espace. Il faut donc utiliser à nouveau 
la méthode déjà présentée qui consiste à déterminer une forme bilinéaire adaptée à la résolution 
de notre problème. On se ramène à l’intervalle [0,1] par le changement de variable Z=z/h. 
Compte tenu de la symétrie du problème, on se limite à des fonctions sur [0, 1]. La forme 
bilinéaire retenue est :  

∫ κ−′′=
1

0

2 dZ)Z(g)Z(f)Z(g)Z(fg,f  (126) 

 
On vérifie que cette forme est définie positive pour les fonctions C1 satisfaisant la condition à la limite 

en 0 car on a alors dxf
4

dxf
1

0

2
2

1

0

2
∫∫ ′

π
≤  (cf. par exemple Hardy et al., 1967) et qu’on a 4/22 π<κ . 

En utilisant la condition initiale, on peut ensuite déterminer f(z, t) puis p(z, t). La figure ci-après donne 
le profil des pressions à différents instants. 
 

 

p

z

h

-h

0

 t/tc=1/8

 t/tc=1/16

 t/tc=1/32

 t/tc=1/64 t/tc≈ 0

 
Figure 9 Évolution de p dans le cas du retard ν0=0,2 

 
 
On remarque que la dépendance par rapport au temps est caractérisée par les valeurs propres 
du problème. Ces valeurs propres dépendent de la valeur du paramètre κ2 et donc du coefficient 
de Poisson ν0. Ceci est différent du cas du retard où le coefficient de Poisson n'intervient pas 
dans la vitesse de consolidation.  
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5.5 Comparaison entre retard et relaxation 

 
On a calculé la distribution de pression dans le cas du retard et de la relaxation.  
On constate une différence qualitative en comparant les deux cas : dans le cas du retard, il y a 
des points où la pression augmente avant de tendre vers 0, alors que ce n'est pas le cas pour la 
relaxation. On constate également que la vitesse de consolidation est plus grande dans le cas de 
la relaxation que dans le cas du retard. Enfin, on a noté l'influence du coefficient de Poisson sur 
le retard. Plus le coefficient de Poisson est petit, plus la vitesse de consolidation dans le retard 
est petite et plus l'écart de comportement avec la relaxation est grand.  
On a tracé les courbes M(t)/M(t=0+) et de ω (t=0+)/ω (t) pour deux valeurs différentes du 
coefficient de Poisson. 
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Figure 10 Tracé de M(t)/M(t=0+) et de ω(t=0+)/ ω (t) 

 
On voit que l'écart dans le déroulement de la phase transitoire entre le retard et la relaxation 
reste faible. Le phénomène principal est l'écart entre la réponse instantanée et la réponse 
asymptotique. Cet écart est d'autant plus important que le coefficient de Poisson est petit. On 
remarque que la consolidation se fait rapidement, la tangente est même verticale à l'origine ce 
qui signifie une vitesse de consolidation infinie à l'instant t=0+, la partie essentielle de la 
consolidation se fait à une vitesse nettement plus importante que la phase finale de celle-ci. 
Pour t/tc=0,5 l’essentiel des surpressions est déjà dissipé.  

 
5.6 Condition d’apparition de phénomènes anélastiques 

 
5.6.1 Introduction 
 
Notre but n’est pas d’étudier d'une façon complète les phénomènes anélastiques dans une 
couche soumise à la flexion. Nous évaluerons simplement le critère de résistance du matériau 
après application du chargement. Nous montrerons comment les conditions de chargement 
(moment imposé ou rotation imposée) doivent être prises en compte. Nous envisagerons les 
critères les plus simples que sont les critères de Tresca et de Mohr-Coulomb. Les contraintes à 
considérer sont les contraintes résultant du chargement, que nous venons de calculer et les 
contraintes initiales. Pour simplifier nous supposerons que celles-ci s’écrivent : 1q00

−=σ . 
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5.6.2 Cas du critère de Tresca 

 
Le critère de Tresca s’écrit simplement en fonction de la contrainte principale majeure σ1 et de 
la contrainte principale mineure σ3 et se met sous la forme : 013 σ≤σ−σ . 

 
Dans notre cas la matrice des contraintes est déjà sous forme diagonale et nous avons :  
 

0zpour0

0zpour0

yyxxzz

yyxxzz

>σ≥σ≥σ≥
<σ≤σ≤σ≤

 (127) 

 
Cela implique que les plans de cisaillement maximum sont parallèles à l’axe Ox et font un angle 
de 45° avec l’axe Oy.  
 

x
y

z

45°

 Plans de cisaillement
maximum

Points de cisaillement maximum

h

-h

 
Figure 11 Plans de cisaillement maximum et points de cisaillement maximum  

 
Dans le cas de la rotation imposée, la contrainte σyy est une fonction affine de p. Comme on a 
constaté que p était dans ce cas une fonction monotone du temps, les valeurs extrêmes sont 
obtenues à t=0+ ou à t=∞. A ces moments, la contrainte σyy est extrémale en z=±h. On en déduit 
la condition sur la rotation imposée ω0 qui, si elle est atteinte, entraîne le dépassement de la 
limite de résistance (Tableau 1). On constate que la condition la plus restrictive est pour t=0+.  
 
Dans le cas du moment imposé il n’y a pas d’évolution de σyy et la condition est la même à t=0+ 
ou à t=∞. 
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t=0+ t=∞ 

Rotation imposée 
µ

σ
≥ω

4h

L 0
0  )1(

2h

L
0

0
0 υ−

µ
σ

≥ω  

Moment imposé 2
0 h

3

2
M ≥  2

0 h
3

2
M ≥  

Tableau 1 Condition d’apparition de phénomènes inélastiques dans le cas du critère de Tresca 

 
Il y a une grande différence entre le cas du moment imposé et le cas de la rotation imposée. 
Plus précisément, nous supposons que la valeur asymptotique du moment est M et nous allons 
comparer les conditions d’apparition des phénomènes inélastiques.  
 
Si on suppose que le chargement a été appliqué à moment constant, la condition d’apparition 
des phénomènes anélastiques est : 

3

h2
M

2
oσ

≥   (128) 

 
Dans le cas de la rotation imposée, la condition s’écrit :  

)1(3

h
M

o

2
o

ν−
σ

≥  (129) 

 
Les deux conditions sont identiques seulement si 5,00 =ν  ; sinon, la rotation imposée constitue 

un cas de chargement plus sévère.  
 
 
5.6.3 Cas du critère de Mohr-Coulomb 
 
 
Le cas du critère de Mohr-Coulomb est un peu plus complexe. Il faut ici bien prendre en compte 
les contraintes effectives. Celles-ci sont la somme des contraintes effectives initiales 1q0′−  et 

des termes dus à la flexion. Pour simplifier, on suppose que 1q0′−  est constant. Le critère de 

Mohr-Coulomb s’écrit ϕ≥
σ′+σ′−η

σ′−σ′
sin

)(2 31

31  avec ϕ l’angle de frottement interne et 

ϕ=η cotC  la pression de cohésion. Les résultats sont donnés ci-après (Tableau 2).  
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t=0+ t=∞ 

Rotation imposée ϕ
µ

′+η
≥ω sin

2

q

h

L 0
0  

ϕ+
ϕυ−

µ
′+η

≥ω
sin1

sin)1(q

h

L 00
0  

Moment imposé ϕ′+η≥ sin)q(h
3

4
M 0

2
0  

ϕ+
ϕ′+η≥

sin1

sin
)q(h

3

4
M 0

2
0  

Tableau 2 Condition d’apparition de phénomènes inélastiques dans le cas du critère de Mohr-
Coulomb 

 
 
On voit que dans le cas de la rotation imposée la condition la plus critique est t=0+ si 

ϕ≥υ− sin)21( 0 . Dans le cas du moment imposé la condition la plus critique est toujours t=∞.  

 
Comparons maintenant ce qui se passe à moment asymptotique égal M pour les deux cas de 
chargement. Dans le cas de la rotation imposée, on trouve :  










υ−
ϕ+

ϕ+
ϕ′+η≥

)1(2

sin1
,1inf

sin1

sin
)q(h

3

4
M

0
0

2  (130) 

 

Selon la valeur de 
)1(2

sin1

0υ−
ϕ+

, la condition est la même pour les deux cas de chargement (grandes 

valeurs du coefficient de Poisson) ou bien le chargement à rotation imposée est le plus 
pénalisant (petites valeurs du coefficient de Poisson).  
 
 
5.7 Conclusions 

 
 
Nous avons étudié l'exemple simple de la flexion d'une couche. Pour cet exemple, il a été 
possible de donner des solutions analytiques pour le cas de déplacement imposé et le moment 
imposé.  
Ainsi il y a des différences entre ces deux cas concernant l'évolution des pressions : dans l’un 
des cas cette évolution est toujours monotone, et pas dans l’autre. Néanmoins, le phénomène le 
plus important est la différence entre l'évolution des contraintes. Pour un état présent de 
contraintes, l'histoire de ces contraintes dépend du mode d’application du chargement. Plus 
particulièrement, dans le cas de déplacement prescrit, il y a un phénomène de relaxation de 
contraintes et les contraintes actuelles sont moins fortes que les contraintes à t=0+. Cette 
différence entre les contraintes actuelles et des contraintes initiales est plus grande si le 
coefficient de Poisson est petit. Cela montre aussi la possibilité de surconsolidation. En ce qui 
concerne l’apparition des phénomènes inélastiques, les différences entre les deux types de 
chargement dépendent du type de critère. Dans le cas du critère de Mohr-Coulomb on voit 
apparaître une influence plus complexe de l’angle de frottement interne et du coefficient de 
Poisson. Finalement, la manière avec laquelle le chargement est appliqué pourrait être 
importante pour la modélisation mécanique de phénomènes géologiques.  
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6 Conclusions et perspectives  
 
Nous avons d’abord adapté le formalisme des modes de chargement à nombre fini de 
paramètres aux systèmes poro-élastiques linéaires. Ceci permet alors d’établir une analogie 
entre le comportement global d’un système poro-élastique et un système visco-élastique. On 
met ainsi en évidence pour les paramètres de chargement généralisé et les paramètres de 
déformation généralisée, l’existence d’une matrice de retard généralisée et d’une matrice de 
relaxation. On a pu confronter ce formalisme avec une approche énergétique et identifier le 
terme de dissipation. On a également montré que la matrice de retard généralisée était 
symétrique.  
 
Nous avons ensuite étudié deux systèmes particuliers : une couche composée de deux strates à 
propriétés de perméabilité très différentes et une couche soumise à la flexion. Dans le premier 
cas, l’introduction d’une méthode asymptotique a permis de résoudre le problème dans le cas 
où les temps caractéristiques de consolidation sont très différents entre les deux strates. Dans le 
deuxième cas, l’étude en parallèle du cas de l’effort imposé et du cas du déplacement imposé a 
mis en évidence les différences entre ces deux cas, différences qui sont dues à la présence du 
fluide.  
 
Parmi les perspectives, on peut citer l’approfondissement des propriétés des matrices de retard 
et de relaxation généralisées et surtout l’étude d’autres systèmes poro-élastiques présentant un 
intérêt géologique. La propriété de symétrie de la matrice de retard peut être utilisée pour 
obtenir des indications complémentaires. Malgré ses limites dues à la simplicité de la 
modélisation, il nous semble que l’étude de tels systèmes peut permettre de mieux appréhender 
certains phénomènes, comme nous espérons que les cas traités l’ont montré. 
 
Sur un plan très différent, les questions relatives à la résolution de l’équation de diffusion avec 
des conditions aux limites faisant intervenir la dérivée seconde mériteraient probablement des 
compléments.  
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 IV Etude expérimentale des interfaces sol granulaire/structure 
 
 
 
 
 
 

1 Introduction 
 
La connaissance du comportement mécanique d'interface sol/structure est importante pour 
beaucoup d’applications de génie civil, comme pour les fondations profondes, le renforcement 
des sols et les soutènements (sur le cas des ouvrages poids, voir en particulier Corfdir et Trichet, 
2004, sur la sensibilité du comportement en déplacement d’un mur cantilever, voir Frih et al. 
2002). Le problème de transfert de charge de la structure au sol a été d'abord étudié 
expérimentalement au moyen de pieux équipés de jauges (Leroy Crandall 1948). Des études de 
laboratoire sur la mesure des coefficients de frottement entre des sols et des matériaux de 
construction ont été exécutées plus tard avec la boîte de cisaillement direct par Potyondy (1961). 
Concernant les pieux et les ancrages, on pourrait citer de nombreux travaux des années 60 ; voir 
par exemple la revue bibliographique par Wernick (1978a). Les objectifs de ces études se sont 
ensuite élargis suivant le développement des techniques du génie civil. On peut citer certaines 
des premières études sur l'interface entre sol et béton par Clough et Duncan (1971), sur 
l'interface entre sol et ancrage par Wernick (1978b), sur l'interface entre sol et armature de 
renforcement par Alimi et al. (1977) et Guilloux et al. (1979) et finalement sur l'interface entre 
sol et géotextile par Delmas et al. (1979). 
 
Afin d’étudier ces interfaces, un appareil spécifique a été conçu et réalisé, l’ACSA, appareil de 
cisaillement simple annulaire. L’ACSA a été construit en 1993 au CERMES, centre commun 
ENPC/LCPC avec une subvention européenne par le programme EEC Science (SC1-CT91-
0659) et avec l’appui du service de conception des prototypes du LCPC. Il permet des 
déplacements significatifs au niveau de l’interface, une amélioration de l’homogénéité des 
conditions à l’interface, le contrôle de la contrainte radiale de confinement, la mesure dans 
certaines conditions de la contrainte normale à l’interface, le contrôle d’une contrainte 
supplémentaire sur l’échantillon (dans la direction perpendiculaire à la normale à l’interface et 
à la direction de déplacement), la visualisation de l’interface. Cet appareil a d’abord été décrit 
en détail dans la thèse de P. Lerat (1996) ; la thèse de Ph. Unterreiner (1994) aborde certains 
aspects théoriques. On peut citer aussi Vardoulakis et al. (1992), Unterreiner et Vardoulakis 
(1994).  
 
Nous présenterons d’abord l’ACSA que nous resituerons par rapport aux autres appareils, ainsi 
que ses développements au cours des dernières années. Nous traiterons ensuite des travaux sur 
l’étude des déplacements et des déformations à l’échelle locale, du grain au petit groupe de 
grains. Nous passerons ensuite à l’étude de la résistance au cisaillement à l’échelle globale dans 
diverses circonstances : grands déplacements, application d’une contrainte supplémentaire, 
comportement d’une interface sol/mortier.  
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2 L’appareil de cisaillement simple annulaire 

2.1 Les appareils existants pour l’étude de l’interface sol/structure 

 
Ici, nous présentons une revue de dispositifs de laboratoire concernant l'étude d'interfaces entre 
le sol et la structure (Corfdir et al., 2004).  
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Figure 1 Les différents appareils pour le cisaillement d’interface sol/structure 

Plus particulièrement, nous insisterons sur l’interface sol granulaire/acier. La revue 
bibliographique réalisée par Paikowski et al. (1995) peut être employée comme référence pour 
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l’analyse des avantages et des inconvénients des dispositifs les plus utilisés. Nous mettrons 
davantage l’accent sur les principes mécaniques mis en œuvre que sur la description précise des 
différents appareils. Ces dispositifs peuvent être classés selon deux critères (Figure 1) :  

• l'interface constitue ou bien une paroi de l'échantillon ou bien est une inclusion dans 
l'échantillon ; 

• le mouvement de l'interface est une translation ou une rotation. 
 
2.1.1 Les dispositifs employant une inclusion  
 
Les dispositifs contenant une inclusion sont de deux types différents, à savoir avec :  

• l'inclusion cylindrique ; 
• l'inclusion plane. 

 
Dans le premier type, le mouvement de l'inclusion est presque toujours une translation. Notons 
toutefois le travail de Chen (1993) qui a mené des expériences sur la rotation d'une inclusion 
de béton dans du sable. En général, la concentration de contraintes aux bords est un problème. 
 

2.1.1.1 Les dispositifs avec la symétrie axiale et l'inclusion cylindrique  

 
Les essais d’arrachement avec la symétrie axiale sont nombreux. A l'origine, ils ont été 
développés à partir de l'appareil triaxial (Coyle et Sulaiman, 1967). Des dispositifs conçus 
spécialement ont été aussi employés dans les premières études (Brumund et Leonards, 1973) 
où l'échantillon de sable a été confiné dans une membrane en caoutchouc. Récemment De 
Gennaro et al. (1999) ont employé un manchon pour mesurer la force de friction ; de même 
Reddy et al. (1998) ont développé un appareil pour l’étude du comportement sol/pieu. Un 
inconvénient de ces dispositifs est que la contrainte normale sur l'interface n’est pas connue.  
 

2.1.1.2 Les dispositifs sans symétrie axiale et avec inclusion cylindrique  

 
Les essais d’arrachement avec une inclusion cylindrique mais sans la symétrie axiale sont 
nombreux aussi. Ils concernent particulièrement les clous. Il faut citer les premiers travaux 
d’Alimi et de ses collaborateurs (1977) et ceux de Milligan et Tei (1998) qui ont essayé d'éviter 
l'influence de la paroi de devant (du côté où l’on arrache l’inclusion) en isolant la partie de 
l'inclusion du sol à proximité de cette paroi. Sartoris et Chambon (1999) ont étudié le champ de 
déplacement dans le voisinage d'une inclusion par analyse d’image. 
 

2.1.1.3 Les dispositifs avec inclusion plane  

 
Ces dispositifs concernent l'étude de géotextiles, géomembranes et geogrids. Delmas et al. 
(1979) ont employé une boîte de cisaillement de grandes dimensions (250 mm × 400 mm) qui 
était capable à la fois de servir pour un essai de cisaillement direct ou pour un essai 
d’arrachement. Un dispositif très semblable (Palmeira et Milligan, 1989) est équipé d’une paroi 
transparente permettant l'observation de marqueurs. Dans tous ces dispositifs l’espace qui 
permet à l’inclusion de sortir constitue un problème (Lo, 1990). 
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2.1.2 Les dispositifs où l'interface constitue une des frontières de l'échantillon  
 
Dans ces dispositifs, l'interface n'est pas une inclusion au milieu du sol, mais constitue une des 
frontières de l'échantillon de sol. Un cas intermédiaire est le dispositif avec l'interface double 
(Paikowski et al. 1995). La plupart de ces dispositifs proviennent de la boîte de cisaillement ou 
de l‘appareil de cisaillement simple annulaire. A cet égard, le dispositif biaxial de Vardoulakis 
modifié par Gudehus et Tejchman (1988) constitue une exception. 

 

2.1.2.1 La boîte de cisaillement direct modifiée 

 
Ces appareils viennent de la boîte de cisaillement direct. Leur évolution a été marquée par une 
augmentation de la taille selon les besoins, en particulier pour les géotextiles et les geogrids. La 
taille est passée de 6 cm × 6 cm (Potyondy 1961) à 1.5 m × 0.6 m (Alfaro et al. 1995). Pour 
supprimer l'inclinaison de la moitié supérieure de la boîte, les dispositifs ont été conçus incluant 
la « vraie » boîte de cisaillement directe de Wernick (1979) et le dispositif amélioré de fixation 
de la platine supérieure par Jewell (1989). L’utilisation d'une membrane sous pression peut 
permettre une répartition uniforme normale de la contrainte le long de la limite supérieure de 
l’échantillon (Nakamura et al. 1999). L’utilisation d’un appareillage spécifique permet 
d’effectuer des essais à rigidité normale imposée (Boulon et al., 1986). L’appareil 3D de 
Fakharian et Evgin (1996) permet le déplacement de l'interface dans n'importe quelle direction 
du plan.  
 

2.1.2.2 La boîte de cisaillement simple modifiée 

 
Les appareils de cisaillement simple peuvent être classés en 3 types. Le premier, connu comme 
le type de « NGI », emploie une membrane en caoutchouc, renforcée avec des anneaux de métal 
(Kjellman, 1951). Au lieu de cela, l'appareil original de « Cambridge » utilise des bords rigides 
à charnière (Roscoe 1953). Le dernier type est équipé de plaques minces de métal sans 
membrane (Uesugi et Kishida, 1986), ou avec une membrane (Budhu 1988). Le premier type a 
été modifié pour l'étude de l'interface sol/béton par Goh et Donald (1984), le troisième pour 
étudier l'interface sol/acier (Uesugi et Kishida, 1986).  
 

2.1.2.3 Les boîtes de cisaillement annulaires  

 
Ces dispositifs évitent la concentration de concentrations de contraintes aux bords. Une revue 
des premiers appareils de cisaillement annulaire été faite par Bishop et al. (1971). Ces 
dispositifs peuvent être classés en trois types selon la forme de la surface de cisaillement. Le 
premier type avec un disque comme surface de cisaillement a été abandonné à cause de la non-
uniformité des déformations. Hvorslev (1939) a présenté le type avec une surface d'échec 
cylindrique avec quelques détails. Notons que Bishop et al. (1971) ont déclaré que "les 
difficultés de préparation de l’échantillon, d’application de l’effort de cisaillement ainsi que les 
problèmes mécaniques semblent être considérables". Ce type d'appareil a été abandonné 
également. Bien que la surface de rupture soit un cylindre, comme dans l’ACSA, la conception 
mécanique est complètement différente ; notamment, la pression radiale est exercée par quatre 
pistons et non par la pression d'eau sur une membrane.  
Depuis, seulement le type annulaire a été développé. Nous pouvons distinguer au moins quatre 
sous-types qui ont été employés pour des expériences d'interface. Les appareils de cisaillement 
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annulaires ont été développés en particulier par Bishop et ses collaborateurs. (1971) (appareil 
connu comme de type « IC-NGI ») et par Bromhead (1979). Tous les deux ont été employés 
pour des expériences d'interface ; l'appareil Bromhead par Stark et Poeppel (1994) et l’appareil 
« IC-NGI » par Negussey et al. (1988). Un appareil de cisaillement simple annulaire équipé 
avec des plaques minces métalliques a été développé par Yoshimi et Oh-Oka (1973) et a été 
employé pour l'évaluation du frottement entre le sol et des surfaces de métal (Yoshimi et 1981 
Kishida). Huck et Saxena (1981) ont employé un appareil de cisaillement annulaire avec 
membrane pour étudier l'interface sol/béton.  
 
2.2 L’ACSA 

2.2.1 Introduction 

2.2.1.1 Le principe de l’appareil  

 
L’ACSA effectue le cisaillement d'un anneau épais de sol par un cylindre central entraîné en 
rotation (Figure 2) et la surface de cisaillement est un cylindre. L'échantillon de sol est annulaire 
avec comme rayon intérieur 100 mm, comme rayon extérieur 200 mm et comme hauteur 100 
mm. L'échantillon est limité en bas par une plaque de verre ou de métal, en haut par un couvercle 
d'alliage d'aluminium, sur son bord intérieur par le cylindre central et sur son bord extérieur par 
une membrane en Néoprène®. La contrainte radiale est appliquée au bord extérieur par une 
pression d'eau et trois vérins appliquent la contrainte verticale. L'étanchéité entre le cylindre 
tournant et les parties statiques (le plaque de fond et le couvercle) est assurée par deux joints 
toriques. Le couple de frottement évalué sans échantillon de sol n'excède pas 5 daN.m, ce qui 
correspond environ à 8 kPa en termes de contrainte de cisaillement.  
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Figure 2 Le principe de l’ACSA 
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2.2.1.2 Avantages et inconvénients attendus  

 
Comme dans les appareils de cisaillement annulaires, l’interface cisaillée dans l’ACSA n’a pas 
de bord perpendiculaire au déplacement. C'est très important puisque l'angle de frottement peut 
être très différent entre la partie arrière et la partie avant de l'interface (Paikowski et al. 1995). 
Tous les points de l'interface subissent le même déplacement du cylindre central ce qui est un 
avantage aussi comparé aux boîtes de cisaillement annulaire. Il est aussi plus facile d’assurer 
une rugosité uniforme sur un cylindre que sur un anneau de métal comme ceux utilisés pour les 
boîtes de cisaillement annulaire. Il a été possible d'adapter la technique de pluviation employant 
des tamis de diffusion avec hauteur de pluviation constante dans l’ACSA. Kishida et Uesugi 
(1987) ont évoqué la difficulté de préparer un échantillon avec une surface plane et uniforme 
avec la boîte de cisaillement annulaire ; cette difficulté est évitée avec l'ACSA. L'étanchéité de 
l'échantillon permet de faire des essais avec des échantillons non drainés et de cisailler avec de 
grands déplacements (supérieurs à 2 m) sans perte de sol (Chambon et al. 2002). Le principe 
de l’ACSA permet le contrôle de deux contraintes (la contrainte de confinement et la contrainte 
verticale, sans compter la pression interstitielle) alors que les dispositifs usuels ne permettent 
de contrôler qu’une contrainte.  
 
L'inconvénient principal est que la contrainte normale σrr à l'interface ne peut pas être 
directement contrôlée. Considérons le champ homogène défini par : σrr = σθθ = σ3 ; les autres 
composantes du tenseur des contraintes étant nulles. C’est une solution statique pour le 
problème de l’échantillon de sol contenu dans l’ACSA après la consolidation et avant le 
cisaillement. Bien sûr, rien n’assure que ceci représente l’état réel des contraintes. Toutefois, 
les mesures montrent que dans ces conditions, on a une contrainte moyenne au niveau de 
l’interface voisine de la contrainte de confinement σrr≅σ3. Pendant le cisaillement, le champ de 
contraintes est inhomogène ; en particulier, l’effort de cisaillement décroît quand on s’éloigne 
de l’interface.  
 
2.2.2 Description de l’appareil 
 

2.2.2.1 Présentation des différentes parties mécaniques 

 
On peut distinguer dans l’ACSA (Figure 3) (Lerat, 1996) :  

• le niveau inférieur, comportant la partie de motorisation ;  
• le niveau intermédiaire, avec un système de guidage à rouleaux et le couplemètre ; 
• le niveau supérieur, où l'échantillon est préparé, confiné puis cisaillé.  

 
La partie « motorisation » est principalement constituée par un moto-réducteur et par un 
réducteur. Le moto-réducteur est un moteur asynchrone équipé de 2 étages d'engrenages, 
permettant de fournir un couple de 22 N.m avec une réduction de 265. Une variation de 
fréquence de 3 à 90 Hz, piloté ou bien avec un potentiomètre ou bien par ordinateur, permet 
une variation de vitesse de 0 à 10 tours/minute. Le réducteur est coaxial et a une réduction de 
1229. Ce groupe permet d'obtenir les vitesses de cisaillement tangentiel dans l'interface de 0,1 
mm/min à 6 mm/min avec un couple maximal de 7000 N.m.  
Le niveau intermédiaire permet la mesure du couple transmis à l'interface : un couplemètre est 
placé entre le réducteur et le cylindre central. Ce niveau intermédiaire donne aussi le 
dégagement nécessaire pour l’observation optique de l’échantillon par en dessous.  
Au niveau supérieur, l'embase a une épaisseur de 80 mm et une masse de 80 kg pour assurer 
une bonne stabilité du dispositif. Le diamètre extérieur est de 750 mm. Sur cette partie vient 
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une plaque de verre de 20 mm d’épaisseur ou une plaque d’acier. L'embase est percée de deux 
fenêtres permettant l'observation de la base inférieure de l'échantillon, par deux miroirs, pendant 
l'essai. Le cylindre central a 100 mm de rayon et 150 mm de hauteur. La rugosité du cylindre 
central est un paramètre essentiel du comportement de l'interface. Ici, deux types de cylindres 
métalliques ont été employés : « lisse » avec une rugosité de 15 µm et « rugueux » avec une 
rugosité de 1 mm, la rugosité (Rmax moyen) étant définie comme dans Uesugi et Kishida (1986). 
La cellule de confinement permet d'appliquer une pression radiale externe d'eau sur 
l'échantillon. La plaque supérieure est de 80 mm d’épaisseur et a comme masse 80 kg. Elle est 
installée sur six colonnes de traction et contrôle le mouvement vertical du couvercle de 
l'échantillon. Elle est équipée de trois vérins de 120 kN, pour appliquer une force contrôlée sur 
le bord supérieur de l'échantillon. 
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Codeur
optique
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Plateau
inférieur

A

B

C

 

Figure 3 Vues de l’ACSA  

 

2.2.2.2 Les capteurs 

 
Un codeur optique mesure la rotation du cylindre central (Figure 4) et avait jusqu’à récemment 
une résolution de 2' 38 " ce qui correspond à 0,1 mm pour le mouvement tangentiel de 
l'interface. Un ordinateur peut aussi contrôler cette mesure ainsi que le sens et la vitesse de 
cisaillement. L'utilisation de contrôleurs volume/pression permet la mesure de la pression et de 
la variation de volume de l'eau dans la cellule de confinement et dans l'échantillon ainsi que 
celle de l'huile dans les vérins. Deux capteurs de pression mesurent la valeur de la pression 
radiale appliquée à l'échantillon et la pression dans l'échantillon, en parallèle avec les 
contrôleurs volume/pression. Un couplemètre permet la détermination du couple entre le 
cylindre central et l'échantillon, donc la valeur de la contrainte moyenne de cisaillement de 
l'interface. Trois capteurs de déplacement (LVDT) mesurent le déplacement vertical du 
couvercle de l’échantillon.  
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Figure 4 Capteurs et actionneurs de l’ACSA 

 
Le cylindre lisse peut être équipé de cinq capteurs de contraintes totales (Figure 3-a et Figure 
4) qui permettent une mesure locale de la contrainte normale au niveau de l'interface entre le 
cylindre et l'échantillon granulaire. Ces capteurs ont été spécialement conçus avec une surface 
de mesure cylindrique pour suivre la forme du cylindre central. Ils ont 30 mm de diamètre et 
sont équipés avec 4 ponts de jauge. Ils ont été d'abord testés avec une pression de fluide et se 
sont avérés avoir une réponse linéaire. Par la suite, ils ont été testés dans une cellule spéciale 
avec un échantillon de sol annulaire de 2 cm l'épaisseur et ont été soumis à la pression radiale 
sans cisaillement (Figure 5, gauche). Quand ils sont employés avec un échantillon de 10 cm 
d’épaisseur, la contrainte mesurée peut différer largement d'un capteur à l’autre. Cela doit être 
imputé à l'hétérogénéité de champ de contraintes dans le matériau granulaire (Zervos et al. 
2000). Prenant en compte la moyenne de tous les capteurs, nous obtenons la corrélation entre 
la pression de confinement σ3 et une estimation de la contrainte normale à l’interface σn après 
la consolidation et avant le cisaillement (Figure 5, droite).  
 
Les caractéristiques des matériaux utilisés sont données en annexe.  
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Figure 5 Essais des capteurs de contrainte totale sur le cylindre central ( à gauche, essai des 
capteurs dans une cellule spéciale avec un échantillon de sable S1 de 2 cm d’épaisseur ; à 

droite : corrélation entre la pression de confinement et la moyenne des mesures des capteurs 
avant le début du cisaillement sables S1 et S3) 

 

2.2.2.3 Système d’acquisition et de contrôle/commande  

 
Un schéma global du système électronique d’acquisition et de contrôle/commande est présenté 
sur la Figure 6. Tout le fonctionnement peut être commandé par ordinateur.  
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Figure 6 Système d’acquisition et de contrôle/commande de l’ACSA 

 

2.2.2.4 Configuration pour faire des essais 2D 

 
L’ACSA a été conçu aussi pour faire des essais sur des échantillons de rouleaux de Schneebeli 
(Figure 7). Pour cela, de nouvelles pièces mécaniques sont nécessaires. Une plaque de métal 
remplace la plaque de verre et sa couronne de fixation. Les dimensions de cette plaque ont été 
choisies pour que le cylindre central puisse être adapté en son centre. L'échantillon est préparé 
autour du cylindre central, à l'intérieur d'un vérin cylindrique. Ce vérin est rempli d'eau et est 
connecté à un contrôleur volume/pression. Il peut supporter une pression de 800 kPa. Sa 
déformation transmet la pression à l'échantillon. L'échantillon annulaire a les dimensions 
suivantes : rayon intérieur : 100 mm, rayon extérieur : 200 mm et hauteur : 60 mm.  
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Figure 7 Dispositif pour faire des essais sur des rouleaux de Schneebeli 

 
 
2.2.3 Préparation et consolidation de l'échantillon 
 
L'échantillon est placé autour du cylindre comme suit (Figure 8) : une membrane en Néoprène® 
est installée autour de la couronne fixant la plaque de verre. Cette membrane assure l'étanchéité 
de l'échantillon. Un moule en deux parties permet la préparation de l'échantillon en maintenant 
la membrane en place. Le sable est alors généralement déposé par pluviation. Une fois 
l’échantillon constitué, le couvercle est monté. La membrane est alors rabattue sur le couvercle. 
Le vide est appliqué dans l'échantillon au moyen d'une pompe à vide. Finalement, la cellule de 
cellule de confinement et la plaque supérieure sont installées.  
 

0- Avant le début du montage 1- Mise en place du cylindre
central

3- Mise en place de
l’échantillon de sol

4- Installation du couvercle

6- Installation de la cellule de
confinement

7- Installation de la plaque
supérieure

2- Mise en place du moule et de
la membrane

5- Application du vide et
retrait du moule

8- Remplissage de la cellule
de confinement. Arrêt du vide

 

Figure 8 Procédure d’essai 
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Deux types de consolidation de l'échantillon sont possibles : 

• la consolidation en déformation plane où une pression radiale est appliquée à 
l'échantillon, les déplacements verticaux du couvercle de l’échantillon étant bloqués ; 

• la consolidation radiale, où en plus de la pression radiale, une pression verticale est 
appliquée à l'échantillon par les trois vérins. Ces deux pressions peuvent être égales 
(consolidation isotrope) ou différentes (consolidation anisotrope avec contraintes 
contrôlées). 

 
 
2.3 Développements récents de l’ACSA 

 
A notre arrivée au CERMES (janvier 2000), l’ACSA était tel que l’avait développé P. Lerat 
(1996). Depuis, sous notre direction, un certain nombre de modifications ont été apportées au 
dispositif expérimental, la plupart en liaison avec les différentes thèses qui ont utilisé l’ACSA 
pour leurs parties expérimentales : thèse de G. Chambon (2003) et thèses de A. Dumitrescu et 
de N. Frih et ceci avec le soutien de l’équipe technique du CERMES.  
 
 
2.3.1 Système de pluviation 
 
Ce système a été conçu avec la collaboration du service d’étude des prototypes du LCPC 
(Figure 9). Il s’agit d’une adaptation à la géométrie de l’ACSA des pluviateurs utilisés pour 
constituer les échantillons pour les essais triaxiaux. Notons que le support de calibration a été 
réalisé par les services du Laboratoire de Géologie de l’E.N.S. Ce support permet de faire des 
réglages du pluviateur sans immobiliser l’ACSA. 
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Figure 9 Pluviateur sur son support de calibration 

 
Le principe est connu : un réservoir de sable est situé en partie haute. Le sable s’écoule à un 
débit massique contrôlé par le nombre et la taille des trous d’une grille. Le système 
d’ouverture/fermeture est ici constitué par deux plaques équipées de trous : si les trous sont en 
coïncidence, le sable s’écoule. Les grains de sable tombent sur les tamis qui ont pour but 
d’homogénéiser le flux de sable et de réduire presque à zéro la vitesse de chute des grains. La 
hauteur entre le tamis inférieur et le haut de l’échantillon de sable en cours de constitution est 
maintenu constante en relevant les tamis à l’aide d’un moteur. On peut remarquer ici la 
conception compacte de l’ensemble avec le moteur qui est fixé directement sur le réservoir.  
 
Les travaux de réglage de l’appareil ont été réalisés par Anca Dumitrescu dans le cadre de sa 
thèse : 
 

• réalisation des grilles permettant de régler le débit massique du sable (pour le sable S6) 
avec ajustement du nombre de trous pour obtenir une surface de dépôt du sable la plus 
horizontale possible ;  

• détermination de la tension d’alimentation du moteur pour obtenir une vitesse de 
remontée des tamis égale à la vitesse de montée du tas de sable ;  

• mesures sur plusieurs essais de la densité de l’échantillon obtenu en fonction du débit 
massique et de la hauteur de chute (entre le tamis inférieur et le sommet de 
l’échantillon). 
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2.3.2 Système de commande 
 
Le système de commande a été entièrement renouvelé tant pour le matériel que le logiciel. Ce 
renouvellement a été rendu nécessaire par la défaillance de l’ordinateur précédent, le 
vieillissement de la carte d’acquisition, la disparition en tant que produit vivant de 
l’environnement de développement du logiciel, le souhait d’améliorer certaines performances : 
augmentation du nombre de capteurs pouvant être raccordés, augmentation des possibilités du 
logiciel de contrôle-commande.  
 
Le nouveau logiciel de contrôle-commande a été développé par Guillaume Chambon dans le 
cadre de sa thèse. L’environnement choisi est “Labview” de la société National Instrument. Ce 
logiciel a permis notamment la réalisation de cycles complexes en vitesse, l’adaptation aux 
nouveaux matériels.  
 
La nouvelle architecture est organisée autour d’une carte analogique/digitale installée 
directement dans l’ordinateur. Les entrées analogiques permettent d’enregistrer les divers 
signaux (8 voies). Les sorties analogique et numérique permettent de commander la vitesse et 
le sens de rotation du moteur.  
 
En complément, un multimètre permet d’assurer la mesure de 8 autres signaux ; il est relié au 
port GPIB auxquels sont également reliés les contrôleurs volume/pression. Notons également 
que la commande de ces contrôleurs est une fonctionnalité nouvelle du logiciel. Enfin le codeur 
optique qui sort directement un signal digital, est relié au port parallèle par l’intermédiaire d’une 
carte d’adaptation qui assure la transmission en deux fois de l’information.  
 
 
2.3.3 Dispositif pour essais saturés 

 
La possibilité d’essais saturés avait été prévue dès l’origine de la conception de l’ACSA, mais 
n’avait jamais été mise en œuvre. Un certain nombre de compléments de matériel et quelques 
modifications ont été nécessaires :  
 

• ajout d’un contrôleur volume/pression supplémentaire au dispositif expérimental. Ce 
contrôleur permet d’imposer une pression interstitielle constante. Il a fallu prendre en 
compte au niveau du logiciel ce nouvel appareil et prévoir un support permettant de 
regrouper l’ensemble des contrôleurs volume/pression dans un volume limité ; 

• réalisation d’un système de protection contre les fuites accidentelles par adjonction d’un 
système de récupération de l’eau ; 

• modification du système de robinetterie sur le couvercle de l’échantillon utilisé lors de 
la circulation du gaz carbonique puis de l’eau ; 

• réalisation d’un système de désaération de l’eau et de son support (hauteur du support : 
2,5 m) ; 

• réalisation d’un cylindre central en acier inoxydable, les cylindres en acier réalisés 
précédemment rouillant assez rapidement une fois mouillés. 
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2.3.4 Système d’application de la force verticale 
 
Cette possibilité avait été aussi réservée au moment de la conception de l’ACSA. Elle a été mise 
en œuvre au cours de la thèse d’Anca Dumitrescu.  
 
Elle a nécessité :  
 

• l’acquisition d’un contrôleur volume/pression de 64 MPa qui alimente en huile les 
vérins ; 

• la réalisation du circuit hydraulique avec sa robinetterie pour pouvoir alimenter un par 
un ou simultanément les trois vérins ; 

• l’installation de trois capteurs de déplacements pour mesurer le mouvement du 
couvercle de l’échantillon.  

 
On a mesuré la relation entre la pression de l’huile et la force exercée par le vérin (Figure 10).  
 

Vérins

Capteur
de force

Contrôleur
volume/pression

64 MPa

Enregis-
trement des

données

 

Figure 10 Mise en service des vérins : phase de calibration 

 
 
2.3.5 Adaptation pour l’étude de l’interface sol/béton 
 
Les cylindres centraux construits précédemment permettaient d’étudier le contact sol/acier. 
Dans le cadre de la thèse Nouredine Frih, on a réalisé un cylindre central spécial autour duquel 
du mortier peut être coulé afin de pouvoir modéliser l’interface sol/béton (Figure 11).  
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Figure 11 Dispositif pour l’étude de l’interface sol/mortier 

 
Diverses mises au point ont été nécessaires : formulation du mortier pour assurer un bon 
remplissage et un mortier de bonne qualité tout en raccourcissant les délais de fabrication, 
système pour manipuler le mortier et le couler ; utilisation éventuelle d’une huile de coffrage ; 
choix du moment optimal pour démouler.  
 
Divers moules ont été utilisés : 

• moule en acier qui a l’avantage d’assurer une excellente précision géométrique mais qui 
pose de grosses difficultés au démoulage ; 

• moule démontable en plastique qui offre des avantages et des inconvénients opposés à 
celui du moule en acier. Ce moule peut de plus être garni de formes en relief ; 

• moule en tôle perforée pour réaliser du mortier coulé en place au contact du sol. Il est 
possible avec ce système de mettre de la bentonite dans un premier temps pour 
modéliser au mieux la réalisation d’une paroi moulée.  

 
2.3.6 Capteur de rotation 
 
Ce capteur et ses accessoires ont reçu un certain nombre de modifications :  
 

• réalisation du support dédié uniquement au capteur de rotation et facilitant 
l’accouplement entre le capteur et l’axe central ; 

• remplacement de la liaison entre l’axe central et le capteur de rotation par un dispositif 
à soufflet spécial permettant de supprimer le jeu de l’ancien dispositif tout en tolérant 
une éventuelle imperfection de l’alignement des axes sans forcer sur le capteur de 
rotation ; 

• remplacement du capteur lui-même par un capteur de même principe (lecture de secteurs 
noirs ou blancs sur un disque de verre) mais codés cette fois sur 15 bits. La sensibilité 
de la mesure de déplacement est améliorée d’un facteur 4 et atteint maintenant 19 µm.  
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3 Etude des déplacements et des déformations 
 
3.1 Introduction 

 
Le cisaillement dans un matériau granulaire donne lieu à une localisation des déformations ; 
cette propriété s’observe à l’ACSA où la déformation se localise près de l’interface, là où la 
contrainte de cisaillement est la plus importante, mais elle s’observe aussi pour des matériaux 
granulaires (éventuellement cohésifs comme des grès) à l’essai triaxial. On peut se référer 
notamment sur ces questions de localisation à l’ouvrage de I. Vardoulakis et J. Sulem (1995), 
à l’article récent de J. Desrues et R. Chambon (2002).  
 
La formation de cette bande et ses caractéristiques dépendent de certains paramètres comme la 
géométrie des grains, la rugosité de l’interface, l’état de densité du matériau. On peut observer 
au minimum une phase avant la localisation puis une phase après. Nous verrons que lors de 
cette dernière phase, des mouvements continuent à se produire en dehors de la zone de 
localisation et qu’il intervient des évolutions à long terme.  
 
Cette étude des déplacements et des déformations repose sur la possibilité d’observations 
optiques offerte par l’ACSA. Nous verrons l’utilisation de deux techniques très différentes : la 
première repose sur le suivi individuel de grains, la deuxième sur la détermination du 
déplacement moyen de groupes de grains (des parties d’images).  
 
Les caractéristiques des matériaux employés figurent en annexe.  
 
 
3.2 Observation directe de la formation de la bande de cisaillement 

 
 
Il est possible d’observer directement la formation de la bande de localisation de manière 
qualitative en se fondant sur l’évolution de marqueurs colorés, l’apparition de fines, ou une 
éventuelle modification visible de la texture.  
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Couche
d’interface

 
Figure 12 Observation de la formation de la couche d’interface à l’aide de grains marqués : à 

droite sable (S2), à gauche : rouleaux de Schneebeli (R2) 

 

Couche d’interface

     

Couche d’interface

 

Figure 13 Observation de la couche d’interface après localisation :  
présence de fines rendant visible la zone d’interface (sable S4), modification de l’aspect 

visuel (billes de verre V1), (Chambon, 2003) 

 
De telles observations peuvent permettre une évaluation de l’épaisseur de la bande de 
localisation avec une certaine part de subjectivité. L’épaisseur de la bande de cisaillement est 
généralement rapportée au diamètre des grains. 

 
Interface rugueuse (relief 
de 1 mm) 

Interface lisse (relief de 15 
µm) 

Billes de verre 5-6 2-3 

Sable 6-7 1-2 

Tableau 1 Ordre de grandeur de l’épaisseur de la zone d’interface 
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Ces valeurs sont du même ordre que celles que l’on peut rencontrer dans la littérature (Sartoris 
et Chambon, 1999, Hassan, 1991). La revue bibliographique de Hoteit (1990) relevait quelques 
estimations supérieures.  
 
 
 
 
3.3 Etude du déplacement individuel de grains 

 
3.3.1 Dispositif expérimental 
 
Le principe est le marquage de grains dont on mesure la translation et la rotation. Deux séries 
d’expériences ont été réalisées : l’une sur du sable grossier et l’autre sur des rouleaux de 
Schneebeli (Lerat, 1996, Corfdir et al., 2001). Le marquage et le positionnement des grains de 
sable ont conduit à retenir un sable grossier (S2, D50=3,3 mm) et à retenir pour le marquage des 
grains parmi les plus gros et présentant une face plane permettant de les placer sur la plaque de 
verre de manière stable.  
 

 

Figure 14 Marquage des grains (S2) et des rouleaux (R1) 

 
Outre la difficulté de mise en place des grains marqués et de réalisation de l’échantillon, il faut 
citer deux autres problèmes : la perte de visibilité des grains de sable due à la production de 
fines et le bris des grains.  
 
Les déplacements étaient enregistrés par vidéo. Les données étaient traitées postérieurement 
par un logiciel qui permettait de repérer à partir des images vidéo les coordonnées des grains et 
leur rotation. Ce logiciel a été développé et mis en œuvre au LMGC de Grenoble (Boulon M. 
et Hassan A.H., 1994).  
 
3.3.2 Présentation des résultats 
 
Les figures synthétisent les résultats obtenus lors de certaines des expériences. Les 
déplacements y sont représentés par une surface. “L’altitude” représente la valeur du 
déplacement (translation dans la direction orthoradiale ou bien rotation), les deux autres 
coordonnées sont la distance à l’interface et le déplacement du cylindre central. La surface a 
été obtenue à partir des données par un logiciel procédant au “krigeage” ; la surface représente 
donc des données qui ont été lissées.  
 
L’examen des translations permet dans les deux cas (grains de sable et rouleaux de Schneebeli) 
de mettre en évidence la phase initiale avant localisation : on voit nettement que pour les petites 
valeurs de déplacement de l’interface, c’est l’ensemble du milieu qui subit une déformation 
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dont l’ordre de grandeur ne dépend pas de la distance à l’interface ; même si ce déplacement 
reste plus important à proximité immédiate de l’interface. Ceci apparaît particulièrement 
nettement sur l’échantillon de sable mais c’est aussi le cas pour les rouleaux même si les petits 
déplacements initiaux sont un peu écrasés par effet d’échelle. On constate aussi un ordre 
beaucoup plus grand pour les translations des rouleaux : en particulier les déplacements près de 
l’interface continuent à croître assez régulièrement après la localisation.  
 
L’examen des rotations montre un désordre important dans le cas des grains de sables et dès 
qu’on s’éloigne de l’interface la rotation moyenne est proche de zéro. Pour les rouleaux, on 
observe un phénomène beaucoup plus ordonné, avec les grains au contact qui tournent dans un 
sens puis les grains un peu plus éloignés dans l’autre.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 15 Déplacement de rouleaux de Schneebeli (R1) 

 
 

 

Figure 16 Mouvement des grains : sable d’Hostun (S2), interface rugueuse, pression de 
confinement 200 kPa)  
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3.3.3 Conclusions 
 
Ces expériences ont permis la mesure directe des translations et ce qui est sûrement plus rare 
des rotations. La limitation principale est le faible nombre de grains suivis. Outre les difficultés 
de marquage et de constitution de l’échantillon critiques dans le cas du sable, la méthode de 
relevé nécessitant l’intervention d’un opérateur humain limite drastiquement le nombre de 
grains ou de rouleaux que l’on peut suivre raisonnablement. Compte tenu des fortes irrégularités 
des phénomènes, ceci représente un inconvénient sérieux.  
 
 
 
 
 
 
3.4 Etude du champ de déplacement en dehors de la bande de cisaillement 

 
 
Les travaux présentés ici ont été réalisés par G. Chambon dans le cadre de sa thèse (Chambon, 
2003) dirigée par J. Schmittbuhl du Laboratoire de Géologie de l’ENS.  
 
 
3.4.1 Technique expérimentale et d’analyse des données 

 
 

On se réfère ici à (Chambon, 2003, Chambon et al. 2003). Des séries de photos ont été réalisées 
à travers la fenêtre d’observation avec un appareil KODAK DCS 420 (résolution 1536×1024 
pixels, 28 niveaux de gris). La fenêtre d’observation couvre environ 110×60 grains (le sable 
utilisé S5 a un D50 de 1 mm). Les photos ont été prises avec un intervalle de 10 s correspondant 
à un déplacement du cylindre central de 0,83 mm.  
 
Il n’a pas été procédé au suivi individuel des grains. La méthode utilisée détermine le 
déplacement (la translation) de régions de l’image qui ont une taille d’environ 4,5×4,5 grains. 
Le logiciel de traitement d’image, développé par G. Chambon, utilise la technique de 
vélocimétrie par corrélation d’image. Compte tenu de la très petite valeur atteinte par les 
déplacements hors de la zone de localisation, il était nécessaire que le logiciel soit capable de 
mesurer des déplacements extrêmement petits, inférieurs à la taille d’un pixel. A cet effet le 
logiciel fait une utilisation intensive de la transformée de Fourier et de méthodes itératives. 
Notons également que pour améliorer le contraste, ce ne sont pas les images directes qui ont 
été analysées mais les gradients de gris de ces mêmes images.  
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Figure 17 Détermination des vitesses : à gauche avant la localisation, à droite après, sable S5, 
(Chambon et al., 2003)  

 
 
3.4.2 Résultats pour la phase initiale 
 
On présente ici les résultats correspondant aux moyennes azimutales (moyenne sur la fenêtre 
d’observation pour les points situés à la même distance de l’interface). Dans la suite, nous 
désignerons par r la distance d’un point de l’échantillon au cylindre central.  
 

δ (mm)
 

Figure 18 Transition de localisation. Les courbes représentent la déformation de cisaillement 
moyenne cumulée sur l’ensemble des points à même distance r de l’interface. Sable S5, 

pression de confinement 500 kPa. (Chambon et al., 2003) 

 
Sur cette figure le régime I est le régime avant la localisation ; le régime II apparaît après la 
localisation. La séparation entre les deux régimes est d’abord fondée sur l’apparition de la bande 
de localisation qui ne figure pas sur la Figure 18 car ces points sont rapidement inaccessibles à 
la technique de CIV. L’examen de cette figure conduit dans notre cas à retenir une distance de 
localisation assez faible de l’ordre de 7 mm.  
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3.4.3 Déformations lors la phase après localisation 
 
 
L’étude des déformations après la localisation peut se poursuivre en se servant de la même 
technique mais en isolant la déformation cumulée depuis la localisation. Pratiquement, les 
figures présentées comptabilisent la déformation cumulée à partir de δ=12mm (Figure 19).  
L’allure de ces différentes courbes est très semblable à celles de la figure précédente ; forte 
diminution des incréments de déformation et augmentation du contraste entre zone proche de 
la zone d’interface et zone plus éloignée. La diminution des incréments de déformation est 
particulièrement nette pour les plus grandes valeurs de r. La transition est moins nette et se fait 
pour des valeurs de δ plus importantes pour des valeurs de r plus petites. Mais la séparation 
entre deux régimes est rendue difficile par le fait que cette transition se produit pour des régions 
où les incréments de déformation sont très faibles et on arrive à la limite de la définition de la 
CIV. Le caractère inhomogène des phénomènes est une difficulté supplémentaire.  
 

δ (mm)  

Figure 19 Valeur des déformations cumulées depuis la localisation. Sable S5, pression de 
confinement radiale 500 kPa. (Chambon et al., 2003) 

 
3.4.4 Modélisation du champ de déformation après la localisation 
 
La considération du profil des vitesses radiales pour un déplacement donné de l’interface a 
conduit à retenir une modélisation exponentielle de ce profil des vitesses (moyennes) :  

dt/de)(Cu )(/r
0 δδ= δλ−

θ                    (1) 

 
De même la considération des courbes de déformation cumulées à partir de la localisation en 
fonction du déplacement δL à partir de la localisation a conduit, compte tenu de l’allure 
logarithmique de ces courbes à considérer que l’incrément dγ de cisaillement est inversement 
proportionnel à δ :  

L
L

*

dd δ
δ
δ∝γ      (2) 
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En se basant sur un développement limité de λ(δ) en 1/δ, on arrive après calcul à : 

)r()ln(e
r

)r(gC)(e
1

C 0*
L/r

0
*

L
/r

0L Γ+
δ
δ

λ
+δ−δ

λ
≈γ ∞∞ λ−

∞

λ−

∞
    (3) 

 
On aboutit à une modélisation où à long terme le premier terme devient prépondérant, tandis 
qu’à court terme c’est le deuxième terme, en logarithme, qui est le plus important. Le tracé 

des quantités )/ln(r/( *
L δδγ pour les valeurs de δ pas trop grandes permet de tester cette 

modélisation et plus particulièrement son deuxième terme en logarithme (Figure 20). 
 
 

 

Figure 20 Profils radiaux de γL/r normalisé par ln(δ/δ*) (Chambon et al., 2003). La valeur 
asymptotique pour r grand a été fixée à 0 pour chacun des profils.  

 
La qualité de l’ajustement obtenu pour une même valeur δ*=2,3 mm montre la validité de la 
modélisation ci-dessus dans une partie importante du domaine considéré ci-dessus.  
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3.4.5 Les différents régimes de déformation 
 
Nous proposons le schéma de synthèse suivant qui distingue 4 zones différentes dans un plan 
(r, δ) (Figure 21).  
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Figure 21 Schéma représentant l’étendue des différents régimes de déformation dans le plan 
(δ,r). Les limites ont été placées d’après les résultats obtenus sur l’expérience présentée 

précédemment.  

 
Le régime 1 est le régime de déformation avant la localisation avec des mouvements importants 
dans l’ensemble de l’échantillon.  
La zone d’interface après localisation est l’endroit où la quasi-totalité de la déformation est 
accommodée après la localisation. On ne dispose pas à ce stade d’information sur l’évolution 
de cette zone qui n’est pas accessible à la technique CIV à cause de la production de fines. On 
peut néanmoins indiquer qu’une importante évolution granulométrique continue à se produire.  
Le régime 2 est le régime qui s’établit dans l’échantillon (hors zone d’interface) après la 
localisation. Les mouvements sont désormais très faibles (moins de 50 µm) par rapport à la 
localisation. Ce régime 2 connaît des différences selon les régions : allure des incréments 
linéaire en fonction de δ pour les petites valeurs de δ, décroissance logarithmique pour les 
valeurs plus grandes (Figure 19). 
Le régime 3 est caractérisé par une nouvelle diminution des incréments de déformation qui 
deviennent extrêmement faibles (moins de 10-3 pour 100 mm de variation de δ).  
Le tracé de la limite entre les régimes 2 et 3 est rendu difficile par la faiblesse de l’évolution 
des déformations pour de telles conditions. L’examen de la Figure 19 montre que les courbes 
pour r=13,9 mm et 16,1 mm ont encore des accroissements relativement importants avec une 
allure logarithmique pour des valeurs de δ de 175 mm. Ceci impose que le régime 2 s’étende 
vers les grandes valeurs de δ pour les r correspondant à des points proches de l’interface. 
D’autres expériences (Chambon, 2003) sur le cisaillement après changement de sens mettent 
aussi le changement de comportement entre régime 2 et régime 3 pour des déplacements de 100 
mm entre r=14 et r=19 mm. Ceci nous permet de préciser l’allure de la courbe pour ces grandes 
valeurs de δ. Enfin, l’examen de la Figure 19 montre le début de la transition pour les r 
relativement importants (29 mm) qui commence pour de faibles valeurs de déplacement δ de 
l’ordre de 26 mm.  
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4 Etude de la contrainte de cisaillement  

4.1 Evolution de la contrainte de cisaillement pour les grands déplacements  

 
Ces travaux ont été menés par Guillaume Chambon dans le cadre de son DEA (Chambon, 2000) 
puis de sa thèse (Chambon, 2003). 
 
4.1.1 Résultat d’essai sur échantillon neuf 
 
Il a été procédé à de nombreux essais utilisant un sable de D50=1mm (sable S4). 
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Figure 22 Evolution de la contrainte de cisaillement moyenne à l’interface en fonction du 
déplacement δ (sable S4, pression de confinement radial 500 kPa) (Chambon et al., 2002a) 

 
On observe donc un radoucissement très important qui est actif sur des distances de l’ordre de 
50 cm. Il faut souligner que cette évolution lente sur une longueur décimétrique se produit en 
même temps que la réorganisation de l’échantillon hors zone d’interface que nous avons 
présentée précédemment.  
 
 
4.1.2 Influence de changement de sens et de relâchement des contraintes 
 
 
Après changement de sens, on observe une augmentation très sensible du cisaillement avec un 
nouveau pic bien marqué, même s’il n’atteint pas la valeur de pic initiale. On observe ensuite 
une phase de radoucissement très semblable à la première phase de radoucissement (Figure 23).  
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Figure 23 Essai avec changement de sens de cisaillement  
(sable S4, pression de confinement radial 500 kPa ) (Chambon et al., 2002) 

 
De manière analogue, on a réalisé des épisodes de relâchement des contraintes suivis de la 
reprise du cisaillement dans le sens précédent : les résultats sont très analogues avec toutefois 
une valeur de pic plus petite qu’après un changement de sens. Enfin (Chambon, 2003), on a 
réalisé des successions de phases de relâchements des contraintes et de changement de sens 
jusqu’à un déplacement cumulé de 35m. Les phénomènes de pic suivi de radoucissement se 
reproduisent avec une diminution progressive de la valeur du pic. Au bout de 35 m, le pic au 
changement de sens reste encore nettement marqué.  
 
4.1.3 Détermination d’une loi empirique de radoucissement 

 
On a cherché à déterminer une loi empirique. Les meilleurs résultats ont été obtenus pour une 
loi de la forme (Chambon, 2003) :  

β















δ−δ
δτ∆+τ=δτ

0p

*
0p)(          (4) 

 
L’exposant β est de manière reproductible égal à 0,4 ± 0,05 pour une vingtaine de phases de 
cisaillement incluant phases initiales, phases après relâchement des contraintes ou phases après 
changement de sens. δp désigne le déplacement partiel qui est le déplacement de l’interface 
compté après le début de la phase considérée.  
La valeur asymptotique pour les grand déplacements partiels δp est égale à τ0 et est à peu près 
constante (pour une pression de confinement donnée : 0,2 MPa pour une pression de 
confinement de 0,5 MPa). Les paramètres ∆τ(δ*)β et δ0 dépendent, eux, de la phase considérée.  
La loi ci-dessus n’est valable que pour la partie de la courbe après le pic. Il est important de 
noter que la loi obtenue est une loi en puissance qui ne fait pas intervenir d’échelle de longueur. 
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4.1.4 Application aux failles 
 
 
On va montrer que les résultats obtenus permettent une meilleure modélisation des données 
sismiques que la plupart des expériences de laboratoire antérieures. Nous examinerons deux 
paramètres : la distance critique d’adoucissement Dc et l’énergie de fracture Gc. Ces données 
peuvent toutes deux être reconstituées, avec plus ou moins de difficultés, à partir des données 
sismologiques pour les séismes réels.  
La distance critique d’adoucissement est la distance nécessaire à l’achèvement du processus 
d’adoucissement. Diverses études (Ide et Takao, 1997, Bouchon et al., 1998, Olsen et al., 1997) 
conduisent, pour de grands séismes, à des distances critiques de l’ordre de 1 m, cette distance 
devant plutôt être considérée comme un majorant. D’autres méthodes conduisent à des 
estimations un peu inférieures, de l’ordre de quelques décimètres.  
L’énergie de fracture est calculée par la formule :  

( )∫
δ

δ

δδτ−δτ=
f

i

d)()(G ic          (5) 

 

 

Figure 24 Procédure de calcul de l’énergie de rupture pour un essai de cisaillement (sable S4, 
contrainte de confinement de 0,5 MPa, phase de cisaillement après changement de sens) 

 
On peut maintenant reporter les résultats obtenus à l’ACSA sur une compilation de résultats de 
laboratoire ou issus de données sismiques (Ohnaka, 2003). La vue des résultats (Figure 25), 
montre que les résultats obtenus à l’ACSA constituent une piste prometteuse pour avancer dans 
la compréhension des phénomènes sismiques. L’extrapolation des données d’énergie de rupture 
à des valeurs de confinement géologiques (on a pris 100 MPa) basée sur la relation linéaire 
entre Gc et la pression de confinement constatée pour les valeurs de confinement possibles à 
l’ACSA, permet de se rapprocher encore mieux des caractéristiques des séismes réels.  
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Figure 25 Répartition dans le plan Dc, Gc de résultats issus d’expérience de laboratoire et de 
l’analyse de séismes réels Le gros triangle correspond aux résultats issus de l’ACSA, 

l’astérisque à l’extrapolation des données de l’ACSA.  
(Chambon, 2003 d’après Ohnaka, 2003). 

 
Enfin la loi d’adoucissement en loi de puissance du glissement avec l’exposant - 0,4 permet de 
trouver que Dc et Gc varient tous les deux en fonction de la distance de glissement s comme s0,6. 
A nouveau, les résultats obtenus à l’ACSA s’avèrent compatibles avec les données sismiques 
et les lois d’échelle qui en ont été déduites (Chambon et al ., 2004).  
 
4.2 Etude de l’effet de la contrainte verticale 

 
Nous présentons ici des travaux réalisés par Anca Dumitrescu dans le cadre de sa thèse sous la 
direction de R. Frank.  
 
4.2.1 Principe de l’essai 
 
Le principe de l’essai est identique à ceux dont les résultats ont été présentés précédemment à 
l’exception près suivante : la condition mécanique sur la limite supérieure de l’échantillon était 
précédemment une condition de déplacement normal nul. A cet effet le couvercle était bloqué 
par rapport au plateau supérieur. Dans ces nouvelles expériences, le plateau supérieur n’est plus 
bloqué, mais la force qu’il exerce sur la face supérieure de l’échantillon est contrôlée par trois 
vérins. On peut donc imposer la contrainte moyenne σv sur la face supérieure de l’échantillon 
(Figure 26).  
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Figure 26 Principe de l’essai à l’ACSA avec une contrainte verticale 

 
Les aspects relatifs au dispositif expérimental lui-même ont été abordés précédemment (2.3.4).  
 
 
4.2.2 Exemples de résultats 
 
Les plus importants sont comme précédemment le couple et la rotation qui donnent 
respectivement la valeur moyen du cisaillement à l’interface et le déplacement à l’interface 
(Figure 27).  
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Figure 27 Exemple d’évolution du cisaillement pour trois essais correspondant à trois valeurs  
de la pression de confinement (avec σr=σv), sable S6, Id=0,9  

à droite : interface lisse ; à gauche : interface rugueuse 

 
Une autre donnée importante est l’évolution volumique de l’échantillon. La situation est alors 
différente des expériences réalisées avec le déplacement vertical bloqué : la variation de volume 
de l’échantillon n’est plus donnée directement par la variation du volume d’eau contenu dans 
l’enceinte de confinement, variation dont la valeur est donnée par le contrôleur volume/pression 
qui assure le maintien de la pression de confinement. Il faut maintenant mesurer en plus le 
déplacement vertical du couvercle de l’échantillon. Comme ce dernier n’est pas maintenu 
horizontal par un dispositif mécanique, il est susceptible éventuellement de s’incliner. En 
revanche ses déplacements horizontaux sont nuls (au premier ordre) car le couvercle s’insère 
dans le cylindre central et trois guides empêchent la rotation autour de ce cylindre. Pour évaluer 
le déplacement vertical, il faut repérer la valeur du déplacement vertical de trois points, ce qui 
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peut être fait par 3 capteurs de déplacement “LVDT”. La donnée du volume d’huile qui entre 
ou sort du contrôleur volume/pression commandant les vérins s’avère un deuxième moyen, plus 
commode à l’usage, pour évaluer le déplacement vertical moyen de la face supérieure de 
l’échantillon (en vérifiant l’absence de toute fuite d’huile) (Figure 28).  
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Figure 28 Exemple d’évolution des déformations verticale, volumique et radiale) (même 
conditions que précédemment). Sable S6, σr=σv=100kPa, interface rugueuse.  

(Corfdir et al., 2004) 

 
Sur cet exemple, la déformation volumique a l’allure typique pour un échantillon dense cisaillé 
avec une interface rugueuse : après une courte phase de contractance initiale, on entre dans un 
régime dilatant qui se stabilise quand on arrive au pic de résistance ; ensuite l’évolution 
beaucoup plus lente dépend notamment de la contrainte de confinement. La contrainte de 
confinement est ici relativement faible et la tendance à la dilatance se poursuit au-delà du pic 
mais à une vitesse très ralentie par rapport à l’épisode précédent. On voit ici que la contribution 
du déplacement vertical du couvercle est assez faible : les courbes de dilatation volumique et 
de dilatation radiale sont très proches. La courbe correspondant à la déformation verticale est 
très différente : elle est toujours contractante et sa période d’évolution rapide se termine plus 
rapidement que pour les deux autres grandeurs étudiées. 
 
4.2.3 Plan d’expériences 
 
Les expériences à l’ACSA sont assez lourdes compte tenu du temps nécessaire à la préparation 
et au nettoyage et d’un pourcentage non négligeable d’essais ratés, en général à cause d’une 
fuite. L’organisation en amont d’un plan d’expériences est donc particulièrement cruciale.  
Le plan a été d’abord conçu pour mettre en évidence l’influence de la contrainte verticale sur 
le cisaillement. A cette fin, on a choisi le paramètre vr / σσ=υ  et on a décidé d’utiliser 3 

valeurs de ce paramètre : 0,5, 1 et 2. On n’a pas voulu descendre en dessous de 0,5 pour ne pas 
prendre le risque d’écraser l’échantillon ce qui aurait eu pour conséquence de détériorer le 
couvercle de l’appareil au niveau du joint avec le cylindre central.  
 
Toutes les expériences ont été menées avec le même matériau : du sable d’Hostun (sable S6).  
Par rapport à ce paramètre principal, on a voulu avoir la possibilité d’étudier l’influence croisée 
de trois autres paramètres : la densité de l’échantillon, l’interface lisse ou rugueuse, la valeur 
de la pression de confinement.  
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On a retenu :  
 
• pour la densité relative Id : deux valeurs 0,5 et 0,9 ; 
• pour la rugosité de l’interface : deux valeurs de la rugosité moyenne 15 µm (interface lisse) 

et 1mm (interface rugueuse) ; 
• pour la pression de confinement : trois valeurs : 100, 200 et 400 kPa.  
 
Le choix de ces valeurs de la pression de confinement, compte tenu des valeurs retenues pour 
le paramètre υ permet de n’avoir que 5 valeurs de la pression verticale : 50, 100, 200, 400 et 
800 kPa et de permettre ainsi des comparaisons supplémentaires à même pression de 
confinement verticale, mais pression de confinement différente.  
 
Hors essais de répétabilité, le plan d’expérience retenu comporte donc 3×2×2×3=36 expériences 
différentes.  
 
 
4.2.4 Présentation générale des résultats 
 
Nous donnons une présentation synthétique des résultats les plus importants. Nous avons retenu 
ici : pour chaque combinaison des paramètres prévue au plan d’expérience, la valeur de 
cisaillement au pic et la valeur de cisaillement « résiduelle ». La valeur de cisaillement 
résiduelle est prise ici pour un déplacement tangentiel du cylindre central de 5 cm. Chaque 
figure comporte les résultats pour neuf essais différents correspondant aux trois valeurs du 
coefficient υ et aux trois valeurs de la pression de confinement.  
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Figure 29 Valeurs de pic et valeurs « résiduelles » dans le cas de l’interface rugueuse. Les 
valeurs dites résiduelles sont prises à un déplacement de l’interface de 5 cm. (On a noté 

υ=σr/σv) 
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Figure 30 Valeurs de pic et valeurs « résiduelles » dans le cas de l’interface lisse. Les valeurs 

dites résiduelles sont prises à un déplacement de l’interface de 5 cm. (On a noté υ=σr/σv) 

 
4.2.5 Analyse des résultats 
 
Examinons d’abord la valeur du coefficient du frottement au pic. L’impression générale est que 
cette valeur au pic est une fonction linéaire de la contrainte de confinement, toutes choses égales 
par ailleurs : on peut donc parler d’un coefficient de frottement, au moins en première 
approximation. La différence du coefficient de frottement entre les cas υ=0,5 et υ=2 est 
importante, de l’ordre de 50 à 60% en plus pour υ=0,5 par rapport à υ=2.  
 
La transition entre ces deux cas dépend du type d’interface : si l’interface est lisse la transition 
se fait entre les cas υ=0,5 et 1, les deux cas υ=1 et υ=2 étaient identiques au moins du point de 
vue de ce critère. En revanche dans le cas d’une interface rugueuse, la transition se fait de 
manière plus progressive, même si l’écart reste plus important entre υ=0,5 et υ=1 qu’entre υ=1 
et υ=2. Ce caractère est plus nettement progressif pour un matériau dense que pour un matériau 
relativement lâche. Les conclusions sont semblables si on considère l’évolution de la 
déformation volumique : il y a des différences assez faibles entre υ=1 et υ=2 alors que le 
comportement est nettement plus contractant pour υ=0,5.  
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On pourrait synthétiser provisoirement ceci en disant que l’augmentation de la deuxième 
contrainte (perpendiculaire à la normale à l’interface et au déplacement) se fait sentir d’autant 
plus vite que le comportement aura tendance à être dilatant (interface rugueuse, matériau 
dense), mais que cette influence existe dans tous les cas avec un même ordre de grandeur (entre 
υ=2 et υ=0,5) pour les gammes de paramètres explorées.  
 
L’étude du coefficient de frottement résiduel se présente de manière plus complexe : en 
particulier la relation entre le cisaillement résiduel et la pression de confinement toutes choses 
égales par ailleurs fait apparaître plutôt une relation affine, en particulier pour le cas de 
l’interface rugueuse. Les résultats expérimentaux semblent plus dispersés. 
 
Une première comparaison avec les expériences conduites avec le déplacement vertical bloqué 
peut être faite en se basant sur (Dumitrescu et Corfdir, 2003) dans le cas du sable dense, avec 
une interface rugueuse : les valeurs de pic correspondent plutôt à celle obtenues pour υ=2, c’est 
à dire avec une contrainte verticale faible. Les phénomènes de dilatance lors d’une expérience 
à déplacement vertical bloqué ne conduiraient qu’à une augmentation relativement modérée de 
la contrainte verticale par rapport à la valeur de la contrainte de confinement.  
 
4.2.6 Perspectives d’applications 
 
Dans nombre de situations concrètes, le champ de contraintes avant le début du cisaillement 
n’est pas isotrope et des phénomènes liés à cette anisotropie sont susceptibles d’apparaître lors 
d’un déplacement tangentiel de l’interface sol/structure (Figure 31).  

 

a b 

σn σn 

 

Figure 31 Importance respective de la contrainte normale par rapport aux autres contraintes 
préalablement à la sollicitation de l’interface a) par glissement horizontal, b) par application 

d’une force axiale.  

 
Ainsi sur une fondation superficielle sollicitée en glissement, on aura dans le sol sous la semelle 
une contrainte normale initiale plus grande que dans les autres directions, on peut donc 
s’attendre à un coefficient de frottement plus faible que dans le cas d’un pieu sollicité 
axialement dans un sol avec K0 inférieur à 1.  
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4.3 Etude de l’interface sol/mortier 

 
Cette étude est menée par Nouredine Frih dans le cadre de ses travaux de thèse sous la direction 
de R. Frank avec la participation d’E. Bourgeois (MSRGI/LCPC). 
 
4.3.1 Mortier préfabriqué 
 
Les spécimens étudiés ont été réalisés de manière préférentielle avec un moule démontable, 
doublé d’une feuille de plastique lisse. On a utilisé un mortier de sable pour simuler le béton 
des applications, les diverses contraintes liées au moulage (place disponible dans le moule, 
remplissage) ne permettent pas d’utiliser des granulats de type gravier. Le résultat est un état 
de surface “lisse” avec néanmoins des trous liés à la présence de petites bulles d’air (taille 
typique 1 mm). Les essais ont été avec le même sable que les essais présentés en 4.2 (sable S6), 
l’indice de densité étant de l’ordre de 0,9 (état dense).  
 

 
 

Figure 32 Cylindre central en mortier préfabriqué 

 
Donnons maintenant un exemple de résultat (Figure 33).  
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Figure 33 Evolution de la contrainte de cisaillement en fonction du déplacement 
 Sable S6, pression de confinement radiale : 100 kPa, déplacement vertical bloqué 
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On peut comparer les résultats obtenus à ceux obtenus avec une interface rugueuse en acier 
dans les mêmes conditions avec le même sable (Dumitrescu et Corfdir, 2003) et avec des 
résultats obtenus avec une interface lisse en acier et un sable très proche par P. Lerat (1996). 
On voit que les valeurs pour ce mortier “lisse” (aussi lisse qu’on a pu le faire), les valeurs de 
pic sont proches de celles obtenues avec l’interface rugueuse en acier. On note aussi que la 
variation de la densité paraît corrélée avec les variations de résistance au pic. 
 
Il faut aussi signaler l’évolution assez rapide de l’état de surface du cylindre en mortier : celui-
ci se dégrade et devient plus rugueux.  
 
 

 

Figure 34 Cylindre en mortier après un essai avec un déplacement de 40 cm 

 
Ceci se traduit par une valeur de cisaillement un peu plus élevée si on reprend l’expérience avec 
un cylindre ayant déjà subi un glissement de 20 cm (Figure 35), l’effet étant plus marqué pour 
des pressions de confinement relativement faibles (100 kPa).  
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Figure 35 Effet de l’usure du mortier 
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4.3.2 Mortier coulé en place 
 
Les conditions de réalisation du béton de divers ouvrages sont très différentes du processus 
correspondant à la préfabrication qu’on a pu simuler avec le mortier coulé dans un moule ; on 
peut penser notamment à des semelles, des pieux moulés, des parois moulées … 
Cela nécessitait une adaptation des méthodes utilisées précédemment pour réaliser le cylindre 
central en mortier. On a plus particulièrement essayé de reproduire les conditions de réalisation 
d’une paroi moulée. La Figure 36 donne les différentes étapes permettant de réaliser un 
échantillon avec du mortier coulé en place. Après l’étape 9, la suite de l’expérience se poursuit 
comme pour le cylindre en acier (Figure 8). Un point délicat est d’obtenir un bon remplissage 
par le mortier en ayant une forme cylindrique régulière sans vide. Le résultat est toujours 
nettement moins lisse qu’avec le mortier préfabriqué. 

 

1- Mise en place du moule, de
la membrane et du cylindre

2- Mise en place du moule
perforé

4- Mise en place de l’échan-
tillon de sol

5- Coulage de la boue de
bentonite

7- Remise en place de la
feuille plastique et pompage

de la boue

8- Retrait de la feuille
plastique et du moule perforé

6- Retrait de la feuille plastique
et formation d’un « cake »

9- Coulage du mortier et
attente de la prise

3- Mise en place d’une feuille
plastique rigide

 
 
 
Figure 36 Différentes étapes de préparation d’un échantillon de sol  
avec une interface constituée par du mortier coulé en place 

 
La courbe effort de cisaillement en fonction du déplacement montre un comportement qui 
s’avère sensible à la qualité de réalisation du cylindre de mortier, un cylindre au remplissage 
imparfait présentera un allongement des distances de mobilisation, une tendance à la diminution 
de la valeur de pic, un cylindre très bien réussi aura un comportement proche du cylindre 
préfabriqué (Fig. 37).  
Au démoulage, on voit nettement la couche de sol imprégnée de bentonite appelée “cake”. 
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Figure 37 Exemple de courbe effort/déplacement avec du mortier coulé en place avec un très 
bon remplissage (Sable S6) ; Courbe noire : effort de cisaillement, courbe grise : suivi de la 

contrainte de confinement 

Des essais complémentaires ont été réalisés pour déterminer si le comportement est sensible 
plutôt à la fabrication du cylindre en mortier ou bien à la présence de bentonite, en réalisant 
deux expériences complémentaires : l’une en réutilisant un cylindre moulé en place pour une 
nouvelle expérience avec du sable neuf sans bentonite, l’autre en utilisant un cylindre en béton 
préfabriqué avec du sable imprégné de bentonite. Il s’avère que la présence d’une couche de 
bentonite influe nettement sur le comportement avec un allongement notable de la distance de 
mobilisation, ce qu’on doit rapprocher du cas des cylindres coulés en place présentant des 
imperfections de remplissage de mortier (avec persistance de présence de bentonite). La 
réutilisation d’un cylindre moulé en place avec un très bon remplissage, montre au contraire 
une valeur de pic élevée que l’on peut attribuer à une rugosité plus importante que pour un 
cylindre préfabriqué neuf.  
 
4.3.3 Sensibilité d’un type d’ouvrage particulier au frottement d’interface 
 
Un travail de simulation numérique en 2D utilisant un programme aux éléments finis (CESAR-
LCPC) a été mené pour évaluer la sensibilité aux paramètres d’interface du comportement 
d’une paroi soutenant une excavation (Frih et al., 2002). Le comportement d’interface est 
modélisé ici par la présence d’une couche de sol aux propriétés différentes de celles du massif. 
L’excavation a une profondeur de 15 m et une largeur de 40 m. Le mur a 30 m de haut et 0,8 m 
d’épaisseur. Le sol est supposé avoir un comportement élasto-plastique avec un critère de Mohr-
Coulomb. Le tableau ci-dessous donne les valeurs des paramètres mécaniques utilisés :  

 Sol (massif) Sol 
(interface) 

Ecran (béton 
armé) 

Poids volumique (γ) [KN/m 3] 16 16 24 
Module de YOUNG (E) [MPa] 30 30 50000 

Coefficient de Poisson (ν)[-] 0.3 0.3 0.15 
Cohésion (c) [KPa] 10 1 - 

Angle de frottement [°] 35 Paramètre 
variable - 

Angle de dilatance (ψ)[°] 5 3.5 - 

Tableau 2 Caractéristiques mécaniques utilisées dans le calcul 
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La figure ci-après présente la déformée de la paroi en fonction du frottement à l’interface. 
 

 

Figure 38 Influence de l’angle de frottement δ à l’interface sur la déformation d’un mur 
cantilever (Frih et al., 2002). A gauche, allure de la déformée du mur ; à droite, déplacement 
horizontal maximal/hauteur libre du mur en fonction de l’angle de frottement de l’interface 

sol/mur 

 
On voit que le frottement à l’interface est une donnée importante si on s’intéresse au 
déplacement du massif de sol soutenu. Toute amélioration de la connaissance de ce frottement 
paroi/sol est donc utile pour améliorer la prévision des déplacements pour un ouvrage de ce 
type.  
 
 

5 Conclusions et perspectives 
 
L’ACSA est un appareil original qui permet une approche expérimentale des interfaces 
sol/structure. Nous avons vu que la possibilité de réaliser des essais avec des déplacements 
importants (sans changement de sens) a permis de mettre en évidence un comportement 
radoucissant sur une échelle décimétrique qui peut être mis en relation avec plusieurs propriétés 
des failles telles que l’étude des séismes importants permet de les reconstituer. Parallèlement à 
cette évolution des propriétés mécaniques globales, il se produisait une évolution 
granulométrique dans la zone d’interface et une évolution des incréments de déformation dans 
la zone hors interface. Des travaux complémentaires sont prévus dans le cadre d’un projet de 
« Prise en compte des hétérogénéités spatio-temporelles dans la modélisation de l’aléa sismique 
– application à la faille Nord-Anatolienne » initié par J. Schmittbuhl. D’ores et déjà, on a pu 
observer par analyse d’images les variations des mouvements au sein de l’échantillon et leur 
intermittence ; les capteurs de contrainte que l’on peut installer sur le cylindre central lisse ont 
montré de même de fortes fluctuations dans le temps et dans l’espace de la répartition des 
contraintes. 
 
Outre l’achèvement des travaux de thèse en cours sur l’influence d’une deuxième contrainte et 
sur le comportement de l’interface sol/béton, un travail de thèse a démarré sur la modélisation 
numérique de l’interface sol/structure avec une application aux pieux. Cette thèse placée sous 
la direction de R. Frank doit combiner des approches de modélisation numérique (V. De 
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Gennaro), d’exploitation de résultats en vraie grandeur (F. Rocher-Lacoste) et de laboratoire. 
On souhaite dans ce cadre pouvoir combiner les différentes approches pour arriver à une 
meilleure compréhension du comportement d’ouvrages réels. 
Une autre thèse à vocation plus fondamentale doit démarrer en octobre 2004 sur le thème du 
comportement des matériaux granulaires aux interfaces. Cette thèse sous la direction de J. 
Sulem donne lieu à une collaboration au sein de l’institut Navier avec le LMSGC (F. Chevoir, 
S. Rodts). Outre l’étude des efforts, ce travail portera une attention spéciale à l’étude des 
déformations. Celles-ci seront appréhendées par l’analyse d’images lors d’expériences à 
l’ACSA et à l’appareil d’imagerie par résonance magnétique nucléaire. Les expériences à 
l’IRM seront réalisées avec une géométrie cylindrique comme à l’ACSA. Les possibilités des 
deux appareils se complètent, en particulier, on attend de l’IRM des données sur l’évolution des 
densités. Enfin, ces données expérimentales seront confrontées avec des résultats provenant de 
la simulation numérique discrète. La géométrie particulière de l’ACSA sera modélisée.  
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7 Annexe : caractéristiques des matériaux utilisés 
 
 
 
Sable D50 (mm) ρs (g/cm3) ρd max (g/cm3) ρd min (g/cm3) Cu 
S1 0,32 2,65 1,32 1,60 1,60 
S2 3,30 2,65 1,46 1,83 1,40 
S3 0,22 2,65 1,37 1,72 1,52 
S4 (3) 1      
S5 (4) 1     
S6 (5) 0,34 2,65 1,32 1,66 1,50 
R1(1) 8     
R2 2(2)     
V1 1     
 
 
(1) Rouleaux en PVC, passés au papier de verre, de diamètres 6, 8 et 10 mm en nombre égal. 
(2) Mélange de rouleaux de 1,2, 2 et 3 mm 
(3) sable G2 fourni par Sté Bellanger-Sopromat 
(4) fraction du sable S4 de diamètre compris entre 0,8 et 1,25 mm 
(5) sable S28 (société Sika) 
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