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Chapitre 1

Introduction

En théorie, 'habilitation & diriger des recherches est censée présenter une synthése et une unification des

travaux de recherche effectués. On est donc obligé de trouver un rapport intelligent entre

— les inégalités de concentration,

— les principes de grandes déviations,

— D’arbre binaire de recherche,

— les propriétés statistiques des estimateurs des indices de Sobol,

— D'existence de barycentres dans ’espace de Wasserstein,

— l'estimation de l'intensité de processus de Poisson,

— l'optimalité de I'algorithme des k-plus proches voisins,

— des problémes de M-estimation lorsque ’on dispose de deux sources différentes de données,

— des problémes d’estimation de probabilités de défaillance sous des hypothéses de monotonie.

Il est assez facile de mettre dans une méme boite inégalités de concentration et principes de grandes dévia-

tions puisque les unes comme les autres ont pour objectif de quantifier la vitesse de convergence dans la loi

forte des grandes nombres. Le lien entre les principes de grandes déviations et l’arbre binaire réside dans les

objets étudiés, il s’agit de structures combinatoires discrétes venant du monde de U'informatique théorique

et de la combinatoire.

Le type de résultats obtenus et les techniques de preuves permettent de relier (pas trop artificiellement) mes

travaux sur les processus de Poisson et sur 1'algorithme des &k plus proches voisins.

Ce sont des motivations industrielles qui permettent d’unifier la partie autour des indices de Sobol, celle

autour de la M-estimation et celle de ’estimation de probabilités de défaillance.

Finalement, on se trouve face a quatre blocs sans lien apparent (méme si la partie sur 'espace de Wasserstein

devrait fournir de nombreuses applications & des problémes industriels) :

— les inégalités de concentration - les principes de grandes déviations - I’arbre binaire de recherche.

— l'existence de barycentres dans 1’espace de Wasserstein - la notion d’analyse en composantes principales

— Destimation de l'intensité de processus de Poisson - 'optimalité de I'algorithme des k-plus proches voisins.

— les propriétés statistiques des estimateurs des indices de Sobol - des problémes de M-estimation lorsque
I'on dispose de deux sources différentes de données et des problémes d’estimation de probabilités de
défaillances sous certaines contraintes de monotonie.

Mis & part que 'on trouve des variables aléatoires dans chacun de mes travaux, il n’y a pas réellement de

lien mathématique entre ces blocs. Le lien est tout autre. Il est & I'image de ma fag de faire de la recherche,

je ne travaille jamais seul. Le choix de mes sujets de recherche est un choix humain commencant la plupart

du temps devant une tasse de café. Il est donc & ce stade essentiel de préciser que ce document n’existerait

pas sans le formidable travail de mes coauteurs. Nous allons donc expliquer comment ils sont apparus dans

mon paysage mathématique.

La vie de chercheur commence généralement par une thése et par un directeur de thése qui influe sur les
premiéres thématiques choisies. Emmanuel Rio (mon directeur de thése) m’a mis le pied a létrier et m’a
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

fait travailler sur I'un de ces thémes de recherche - les inégalités de concentration. Nous avons travaillé
d’une part sur "amélioration des constantes dans les inégalités dites de Talagrand et d’autres part sur des
inégalités de concentrations convexes [147, 151]. Ces inégalités de concentrations convexes n’étaient qu’au
stade de genése dans mes travaux de thése et ont intéressées Nicolas Privault. Ce dernier ma gentiment
proposé de continuer de travailler avec lui et son étudiante en thése Yutao Ma sur cette thématique, ce
qui nous a permis de concrétiser certaines idées présentes dans la thése. Avant de rentrer, dans de sordides
détails mathématiques, il me semble important ici de rendre hommage & Nicolas. On entend souvent parler
de résultats et d’idées volés, en ce qui concerne [150] c’est tout le contraire. Début 2004, je regois un mail de
Nicolas qui me dit qu’il a lu mes travaux de thése et me propose de travailler avec lui et Yutao sur certaines
extensions de mes résultats. J’accepte, on discute deux jours ensemble & La Rochelle et quelques jours plus
tard ils m’envoient une premiére version de [150]. A la lecture de cette premiére version, il est évident que
Nicolas et Yutao auraient pu écrire cet article sans moi, ils ne 'ont pas fait ....

Ma these se déroulait au laboratoire de mathématiques de l'université de Versailles-Saint-Quentin, dont
I’équipe de probabilité était déja a I’époque experte dans 1’étude probabiliste d’objets combinatoires. Mon
intérét pour le travail des autres (et une entorse a la cheville) m’ont conduit & travailler avec Brigitte Chau-
vin, Jean-Frangois Marckert et Alain Rouault sur certaines propriétés des arbres binaires de recherche [70].

Une fois la thése terminée, je n’ai jamais regretté d’avoir suivi le conseil d’Alain : "une fois a Toulouse essaie
de travailler avec Fabrice Gamboa, c’est quelqu’un de trés vif". Restait & trouver un sujet & proposer a
Fabrice. Etant toujours intéressé par les structures combinatoires et ayant toujours était attiré par les prin-
cipes de grandes déviations, un trés joli sujet m’a été suggéré par Jean-Francgois, il s’agissait de poursuivre
les travaux de Svante Janson qui avait établi un théoréme central limite pour des lois conditionnelles du type
L0, YY" X; =m), ce type de loi apparaissant dans de nombreuses structures combinatoires ou il
est classique de conditionner par la taille de la structure. Cette étude s’est concrétisée par deux travaux 'un
en collaboration avec Fabrice Gamboa et Clémentine Prieur, 'autre en collaboration avec Agnés Lagnoux
et Pierre Petit [111, 149].

Fabrice Gamboa a joué un role central dans mon évolution aprés la thése. C’est d’une part avec lui que j’ai
écrit mon premier article post thése (j’enléve celui avec Nicolas et Yutao qui était un travail dans la conti-
nuité de ceux de ma thése). D’autre part, il est responsable de tous les travaux issus de problématiques plus
ou moins industrielles et donc d’une grande partie de mes travaux en statistique. Il m’a proposé d’une part
de coencadrer la thése de Nabil Rachdi avec Jean-Claude Fort et celle de Vincent Moutoussamy et d’autre
part de participer & 'ANR Costa Brava. Cet encadrement et ce projet ANR ont débouché d’une part sur
une série de travaux autour des indices de Sobol - travaux menés en collaboration avec Jean-Claude Fort,
Fabrice Gamboa, Alexandre Janon, Agnés Lagnoux, Béatrice Laurent, Maélle Nodet, Clémentine Prieur et
Nabil Rachdi [136, 101, 102, 110, 109, 108], d’autre part des travaux autour de la M-estimation lorsque I'on
dispose de différentes sources de données - travaux menés en collaboration avec Jean-Claude Fort et Nabil
Rachdi [205, 204] et ceux de Pestimation de probabilités de défaillance sous contraintes de monotonie en
collaboration avec Nicolas Bousquet et Vincent Moutoussamy [49].

Toujours autour de cafés, j’ai eu la chance de rencontrer des personnes formidables qui m’ont proposé de
travailler avec elles. En particulier Jérémie Bigot et Sébastien Gadat m’ont invité a regarder avec eux et
Clément Marteau, le probléme de lestimation de 'intensité de processus de Poisson aléatoirement shiftés
[34]. Par la suite Sébastien m’a aussi permis de m’intéresser a I’algorithme de classification des plus proches
voisins [105]. Un matin, Jérémie arrive dans mon bureau et pose sur celui-ci Particle de Agueh et Carlier
[2] et il me dit :" je crois qu’il y a plein de choses a faire en partant de leur travail". En effet, cela nous a
permis de travailler autour de problémes d’existence de barycentre (ou moyenne de Fréchet) dans l’espace
de Wasserstein. Il s’agit d’une part de donner des conditions assurant ’existence et 'unicité d’un barycentre
pour une famille de mesures aléatoires puis d’étudier certaines propriétés statistiques de ces barycentres
[37]. Par la suite, avec Jérémie Bigot, Raul Gouet et Alfredo Lopez, nous avons défini une notion d’analyse
en composantes principales dans 'espace de Wasserstein [36].
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J’ai présenté ici, toutes les personnes avec qui j’ai eu 'honneur d’écrire au moins un papier (avec certaines
beaucoup plus qu'un). Il y a au moins trois personnes avec qui j’ai failli écrire quelque chose Jean-Marc
Azals, Mireille Bousquet-Mélou et Charles Bordenave malheureusement & chaque fois, nous avons été pré-
cédés par d’autres chercheurs qui ont montré les résultats cherchés avant nous. Toute personne se rendant
sur ma page web se rendra compte d’une absence de publications entre 2005 et 2012 qui est le reflet d’'un
passage & vide dans ma vie de chercheur. Pendant cette période, Patrick Cattiaux (alors responsable de
Péquipe) est venu me voir et m’a dit qu’il était temps que je me remette sérieusement a la recherche. Il
me semble qu’il a bien fait de venir me voir et que les pages qui suivent sont la preuve que la reprise a été
relativement fructueuse.

J’ai décidé de présenter dans ce manuscrit presque tous mes résultats a quelques exceptions prés. J’ai omis

les travaux issus des théses de Nabil et de Vincent. Il s’agit des articles [204, 205] et de la prépublication

[49]. Evidemment, ce choix conduit & un manuscrit bien trop long et j'imagine que peu de lecteurs auront

le courage de le lire en entier. Le prochain chapitre propose une synthése des chapitres qui suivent, c’est

peut-étre finalement 'unique chapitre a lire. Le reste du manuscrit est organisé comme suit.

e Le Chapitre 2 propose une synthése générale de ce document ; il se veut concis non exhaustif et mettra
en avant les résultats les plus intéressants.

e Le Chapitre 3 rassemble d’une part une partie des résultats obtenus pendant ma thése (inégalités de
concentration, étude de I’arbre binaire de recherche) et d’autre part les travaux effectués (et en cours) sur
des problémes de grandes déviations pour certaines lois conditionnelles apparaissant naturellement dans
de nombreux modéles combinatoires.

e Le Chapitre 4 traite des problémes d’existence de moyennes et d’analyse en composantes principales dans
les espaces de Wasserstein.

e Dans le Chapitre 5, nous présentons deux situations statistiques différentes dans lesquelles nous avons
obtenu des bornes minimax pour les risques associés

e Le Chapitre 6 présente tous les résultats obtenus autour des indices de Sobol.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2
Synthése générale

Nous présentons ici une synthése générale des résultats obtenus depuis le début de ma thése en 2000, chaque
section correspond & un des quatre chapitres ayant le méme titre.

2.1 Inégalités de concentration - structures discrétes et principe de
grandes déviations

2.1.1 Autour des inégalités de concentration

Ce chapitre rassemble d’une part les travaux effectués durant ma thése a Versailles sous la direction d’Em-
manuel, ainsi que ceux plus récents effectués a Toulouse autour des principes de grandes déviations (PGD).
Les premiers résultats obtenus [147, 151] sont des inégalités de concentration pour des suprema de processus
empiriques. Ces inégalités sont des généralisations des inégalités de Hoefffding, Bernstein, Bennett. Elles
ont été bien comprises par Talagrand qui les a introduites dans le théoréme qui suit.

Théoréme 2.1.1 (Talagrand [237]). Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires indépendantes & valeurs
dans R et F un ensemble de fonctions mesurables de R dans [—1,1]. Alors si Z = sup{f € F, S,(f)}, il
existe deux constantes positives a et b telles que pour tout t > 0, on ait

log Eexp(tZ) < tE(Z) + Vab~2(e" — bt — 1), (2.1)

01 Su(f) = Sy F(X5) et V = E(sup,er Sy (s (X4))?)

Les résultats de Talagrand proposaient deux challenges. Le premier était de trouver les constantes optimales
a et b et le second de remplacer le facteur de variance V = E(supsef ZZ:I(Sk(Xk))Q) par le facteur de

variance naturel V,, = sup,cr VarS,(s). En appliquant les inégalités de comparaisons dues & Ledoux et
Talagrand [166] on peut montrer que V,, <V <V, 4+ 16E(Z) ( Massart [176], p. 882). Ainsi le terme de
Variance V' dans le résultat de Talagrand est souvent proche de la variance maximale V,.

La conjecture concernant les constantes est a = b = 1. En 1997, Ledoux [164] a utilisé une méthode a la log-
Sobolev ainsi qu'un joli argument de tensorisation de ’entropie pour réobtenir les inégalités de Talagrand.
En appliquant la méthode de Ledoux, Massart [176] a montré que les inégalités de Talagrand étaient valides
avec a = 8 et V' comme facteur variance ou a = 4 et V,, + 16E(Z) comme facteur variance. En 2002, Rio
[213] a prouvé les inégalités pour des variables aléatoires i.i.d. avec a = 1, b = 3/2 et le facteur variance
v =V, +2E(Z). Puis, toujours pour des variables aléatoires i.i.d. Bousquet [50] a obtenu (2.1) aveca =b =1
et le facteur variance v.

Si 'on regarde attentivement, le résultat de Talagrand le controle de la transformée de Laplace n’est obtenu
que pour des valeurs de t positives. Cependant, si I’on désire avoir des inégalités de déviation & gauche, il
est nécessaire d’avoir des controles pour des valeurs négatives de t.

15
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Un de mes résultats a consisté a obtenir des inégalités de type “Talagrand pour les déviations a gauche”. En
effet, le controle de la transformée de Laplace obtenu dans le Théoréme 2.1.2 montre que ’on peut obtenir
ces inégalités avec a = 1, b = 4 et le méme facteur v.

Théoréme 2.1.2 (Klein [147]). Soient X un espace polonais muni de sa tribu borélienne et (X;)i=1,... n une
suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P a valeurs dans X. Soit F une classe dénombrable de fonctions
mesurables de X dans | — 00, 1] telle que Vf € F,E(f(X)) =0 et sup;cz E (f(X)?) < 0? < 00. Soit

Z = sup{S,(f) = f(X1) + ...+ f(X,)}
feF

1. Si les fonctions sont a valeurs dans [—1,1], alors pour tout x > 0

Un

P(Z <E(Z) —2) < exp (_wh(‘lx)> , (2.2)

Un
avec v, = no? + 2E(Z) et h(z) = (1 +x)log(l +z) —
2. Si pour tout f € F et tout p > 2, |E(fP(X;))| < # alors
242 1 2
Vt € [0,1], L(t) < —te 'E(Z) + %%
et donc

u?

P(Z <E(Z) —z) < exp (—(u—v)2(1—2“(7“‘_”))7 (2.4)

ot L(t) est la log-Laplace de —Z, u = \/x + v, /2 et u = /v, /2.

Par la suite, nous avons obtenu avec Emmanuel des inégalités de déviations & gauche et a droite avec des
constantes quasi-optimales dans le cas oil les variables sont seulement supposées indépendantes.

Théoréme 2.1.3 (Klein-Rio [151]). Soient Xi,...X, une suite de variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans un espace polonais X. Soit F une classe dénombrable de fonctions mesurables de X & valeurs
dans [—1,1]". On suppose que E(s*(X},)) = 0 pour tout s = (s',...s") dans S et tout entier k dans [1,n].
On pose Sp(s) = s1(X1) + -+ s"(X,) et Z =sup{S,(s) :s € S}.

Soit L le logarithme de la transformée de Laplace de Z. Alors pour tout t > 0,

(a) L(t) < 1E(Z) + 5(2E(2) + Vo) ep((e* — 1)/2) ~ 1).
Par suite siv=2E(Z) + Vi, et x>0, on a
(b) P(Z > E(Z) + 1) < exp(—% 10g<1 +2log(1 + x/v)))
et
ZL’Z IE2
() P(Z > E(2) + 2) < exp( Py T /2)) < exp(- 5,75 )

Théoréme 2.1.4 (Klein-Rio [151]). Sous les mémes hypotheses que le Théoréeme 2.1.83 pour tout t > 0,
(a) L(—t) < —tE(Z) + g(e3f —3t—1).
Par suite, pour x > 0,

(b) P(Z <E(Z) - ) < e~ h(2)),

ot h(z) = (14 x)log(l+z) —z, et
2 2

x x
< ex (— )
v+\/v2+2m:—|—z) P 2042z

(¢) P(Z < E(Z) — ) < exp (-
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Il y a essentiellement deux points clés dans les démonstrations des inégalités de type Talagrand.

1. D’une part, on utilise I'inégalité de Markov, pour tout ¢ > 0,
P(Z-E(Z)>x) <exp <log (IE (et(Z*]E(Z))>)> e e,

Notons ¢;(z) = e!* alors cette inégalité se réécrit

E (¢:(Z —E(Z)))
or()

P(Z-E(2)>2)<

La borne idéale serait alors

inf

oy {EGZEON) (25)

Pi(z)
Il est difficile de trouver la valeur de I'infimum, ainsi afin de poursuivre le calcul on essaie de trouver
un majorant sympathique de E (¢:(Z — E(Z))).

2. D’autre part, la majoration de E (¢:(Z —E(Z))) est obtenue a l’aide d’une inégalité de tensorisation
de lentropie due & Ledoux [164].

A la vue des deux éléments clés énoncés, la motivation pour introduire des inégalités de concentration
convexe est double. D’une part, comme les applications x — ¢;(x) sont convexes, on peut remplacer dans
(2.5) linfimum sur les fonctions (¢;);>0 par un infimum sur toutes les fonctions convexes. On espére ainsi,
obtenir des inégalités plus précises. D’autre part, comme l'inégalité de tensorisation de Ledoux nécessite
I'indépendance des variables (X;);en+, il semble difficile de pouvoir obtenir par cette méthode des inégalités
de déviations lorsque les variables ne sont plus indépendantes.

Définition 2.1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires, on dira que X est plus concentrée que Y au
sens des fonctions convexes si
E(¢(X)) <E(¢(Y)), Vo convexe. (2.6)

Le concept d’inégalités de concentration convexe a été introduite par Hoeffding [128]. Dans cet article,
Hoeffding compare E (¢(S,)) avec E(¢(S)), ou S, = >, b; est la somme de n variables aléatoires
indépandantes de Bernoulli de paramétre p; et S} est une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p) ou p
est la moyenne arithmétique des p;. Il a montré le résultat suivant.

Proposition 2.1.1 (Hoeffding [128], Shorack-Wellner [228]). Soient (b;)1<;<ndes variables aléatoires indé-

pendantes de loi Bernoulli de parametre p; et S, = Y i b; . Soit p = LisiPi glors pour toute fonction

n
convexe ¢, on a

E(¢(5n)) < E(¢(B(n,p))) - (2.7)

Remarque 2.1.1. Hoeflding [128] et Bretagnolle [53] ont remarqué qu’a partir de ce type d’inégalité, on
peut en déduire des inégalités sur les queues de distributions du type

P (S, >t) < cP(B(n,p) > t).

Le calcul explicite d’une telle inégalité ainsi qu’'une explicitation de la constante c se trouvent dans les
travaux de Pinelis [196] et [195]. Grace aux travaux de Pinelis, on se rend compte de la puissance des
inégalités de concentration convexe. En effet, si X est plus concentré que Y au sens des fonctions convexes
et si 'on sait controler finement la queue de distribution de Y, on récupére un bon contréle de la queue de
distribution de X.

J’ai obtenu des résultats de concentration convexe d’une part pour des familles de variables aléatoires dites
négativement associées avec application au suprémum de variables aléatoires binomiales et de Poisson et
d’autre part pour des familles générales de processus se décomposant en une somme d’une martingale forward
et d’une martingale backward. Les premiers résultats n’ont pas été publiés, les preuves se trouvent donc
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dans mon manuscrit de thése, les seconds résultats sont issus d’une collaboration avec Yutao Ma et Nicolas
Privault [150]. Je ne présente ici que les résultats obtenus dans [150] (U'intégralité des autres résultats se
trouve dans mon manuscrit de thése). La description compléte des processus étudiés avec Nicolas et Yutao
est assez fastidieuse; on se contente ici de rester légérement vague pour permettre une lecture plus fluide.
Soit (£2, F, P) un espace de probabilité munie d'une filtration croissante (F;);cr, ainsi que d’une filtration
décroissante (F;)ier, . On se donne (M;)iecr, une Fy-forward martingale et (M;)icr, une F;-backward
martingale. On suppose que (M;)icr, est cad-lag, et que (M} ),er, est cag-lad. Les deux processus (M;)icr,
et(M;)ier, ont pour mesures de sauts

,u(dt, d:l?) = Z 1{AM5¢0}5(5,AMS)(dt7 de),
s>0

et
W(dt dx) =) Liacnaz £0y0(s, a0 iz (dt, dz),

>0

oll §(s ) est la mesure de Dirac au point (s,z) € Ry x R. On note v(dt,dr) et v*(dt,dx) les (Fi)ier, et
(F)ter, -les projections duales prévisibles de pu(dt,dx) et p*(dt,dx), i.e.

[ stsaotasin —vtasasy e [ [ gts.ae s i) - v,

sont respectivement des Fi-forward et Fj-backward martingales locales pour tout processus f, resp. g
suffisamment intégrable et F;-prévisible, resp. F;-prévisible. Les couples

(v(dt,dx), (M€, M) et (v*(dt,dz), (M*¢, M™))

sont appelés les caractéristiques locales de (M;)icr, et de (M;)ier. , cf. [135] pour le cas forward. Dans la
suite, on supposera que les caractéristiques sont de la forme suivante

v(du,dz) = v, (dz)du et v*(du, dz) = v} (dz)du, (2.8)
et

d(M¢, M®), = |H|*dt, et d(M*¢,M*), = |H;|?dt, (2.9)
ot (Hy)ier, , (Hf)ier, , sont respectivement prévisibles par rapport a (F;)ier, et a (F;)ier, -
Remarque 2.1.2. Il peut paraitre étrange de faire des hypotheses du style (ou de considérer ce genre de
modeéle)
“(My)ier, est une Fi-adaptée, Fi-forward martingale, et (M )icr, est une Fy-adaptée, F; -backward mar-
tingale”.
Cependant, elle est cruciale pour démontrer les Théorémes 2.1.5 et 2.1.6. En effet, I’élément clé de la preuve

est une formule de type formule d’ It6 (voir le Théoréme 2.1.7) pour des martingales forward /backward ap-
pliquée & ¢(M;+ M;"). Cette formule nécessite de pouvoir définir des quantités comme fst L & (My-+M¥)dM,

et f:_ @' (M + M, )d* M. Ces processus ne peuvent étre rigoureusement définis si I’hypothése précédente
n’est pas vérifiée.

Nous pouvons enfin énnoncer les résultats principaux
Théoréme 2.1.5 (Klein, Ma, Privault [150]). Soient
Uy (dz) = zv,, (do), et vr(de) = av)(dz), weR;.

On suppose que

i) 7y ([z,00)) < 7X([x,0)) < 00, z,u €R, et
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ii) |Hy| < |HY|, dPdu— p.p.

Alors on a
Elp(M, + M;)] <E[6(M, + M),  0<s<t, (2.10)

pour toute fonction convexe ¢ : R — R.
Sous des hypothéses de type L2, on a aussi

Théoréme 2.1.6 (Klein, Ma, Privault [150]). Soient
Pu(d2) = [aPr(de) + |H[20(dz),  775(dz) = [o[2v; (de) + |H}%50(da),
u € Ry, et supposons que v, ([x,0)) < v ([x,00)) < 00, z € R, u € Ry. Alors on a
El6(M, + M) < E[p(M, + M),  0<s<t, (2.11)
pour toute fonction convere ¢ : R — R telle que ¢ existe et est aussi conveze.

Remarque 2.1.3. Il est utile de remarquer ici que (My);>0 et (M;");>0 n’ont pas besoin d’étre indépendants.

Comme annoncé ci-dessus la preuve des Théorémes 2.1.5 et 2.1.6 est une conséquence d’une formule de type
It6 qui est en soit un résultat digne d’intérét que nous avons obtenu et que nous énongons maintenant.

Remarque 2.1.4. Des modélles similaires ont été considérés dans de nombreux travaux ({94, 218, 217]).

Théoréme 2.1.7 (Klein, Ma, Privault [150]). Soient (M;);er, un processus F; -adapté et une Fy-forward
martingale & trajectoire cad-lag, et (M )ier, un processus Fi-adapté, et une F;-backward martingale
trajectoires cag-lad, dont les caractéristiques vérifient (2.8) et (2.9). Alors pour tout f € C*(R% R) on a

f(Mtth*) - f(MOaMék)

tof 1 [to%f
= —(M,,—, M*)dM, — —< (M, M*d(ME, M°
0
¥ (s - 01, 0 - 800 2 or, )
6$1
o<u<t
/t_ O (ay, ma )d*M*l/tarzf(M ME)d(M*e, M*)
0 81‘2 Uy ut u 2 0 8,@% Uy u 9 u
0
- 3 (f0nm) - 10000 - a0t 2 on ) )

o<u<t

ou d* désigne la différentielle d’ Ito backward et (Mf)ier. , (M;)tcr, dénotent respectivement les parties
continues de (M;)er, et de (M )icr, -

Nous allons maintenant donner un exemple trés simple qui est une conséquence des résultats précédents.
Pour cela, prenons un mouvement brownien standard (Wy):er . et un processus ponctuel (Z)ter , d’intensité
(At)ter, , munissons-les d’une filtration (F)¢cr, . Considérons la variable aléatoire F' définie par

“+oo “+o00
F=E[F|+ | Hadw, + / J(dZs — Ndt), (2.12)
0 0

ot (Hy)uer, est un processus prévisible de carré intégrable et (J;);cr, est quant & lui un processus prévisible
qui est soit de carré intégrable, soit positif, soit intégrable.

On note par N(c) une variable aléatoire de Poisson de paramétre ¢ > 0 recentrée et par W (?) une variable
aléatoire gaussienne centrée et de variance 82 > 0. On suppose que N (c) et W(3?) sont indépendantes.
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Théoréme 2.1.8 (Klein, Ma, Privault [150]). Soit F' définie par
+oo —+oo
F=E[F] + HydW, + / Jo(dZ, — \db).
0 0

i) Supposons qu’il existe k > 0 pour lequel 0 < J; < k, dPdt-p.p., et posons

“+o0 “+o0
/ |Ht|2dtH et a1 = ‘ / Jt)\tdtH .
0 oo 0 )

E[¢(F —E[F))] < E [ (W(8]) + kN(ar/k) )|, (2.13)

pour toute fonction convexe ¢ : R — R.

ﬁ%:\

Alors on a

i1) Supposons qu’il existe k > 0 pour lequel J; < k, dPdt-p.p. et soit

+oo +oo
/ |Ht|2dtH and ol = ‘ / |Jt|2>\tdtH :
0 o0 0 o0

E[6(F ~ E[F))] < E o (W(33) + kN (a3/k?)] (2.14)

pour toute fonction convexe C? ¢ : R — R telle que ¢ est conveze.

55‘

Alors on a

i11) Supposons que Jy <0, dPdt-p.p., et soit

+oo 400
82— H/ |Ht|2dt+/ |Jt|2)\tdtH
0 0

oo

Alors on a
E[¢(F — E[F))] <E [¢(W(83))], (2.15)

pour toute fonction convere C? ¢ : R — R telles que ¢’ est conveze.

Ainsi les Théorémes 2.1.5 et 2.1.6 permettent d’obtenir des controles fins de queues de variables aléatoires
assez complexes comme

“+o0 “+o00
F =E[F] + HdW, + / J(dZy — \dt).
0 0

2.1.2 Autour des structures discrétes

Dans cette partie, nous allons présenter d’une part le travail effectué avec Brigitte Chauvin, Jean-Frangois
Marckert et Alain Rouaut [70] autour des arbres binaires de recherche et d’autre part les deux travaux
effectués autour des grandes déviations pour des variables discrétes conditionnées, le premier en collaboration
avec Fabrice Gamboa et Clémentine Prieur [111] et le second avec Agnés Lagnoux et Pierre Petit [149].

L’arbre binaire de recherche

Dans ce travail, on s’est intéressé a deux modéles classiques de processus binaires : un processus & temps
discret, I’arbre binaire de recherche et un processus a temps continu, le processus de Yule.

e Un arbre binaire de recherché labellisé (ABRL) est une structure utilisée en informatique pour stocker des
données ordonnées. Au temps ¢t = 0 PABRL est réduit a une feuille sans label. A chaque unité de temps,
un nouvel objet est inséré sur une feuille de 'arbre. Cette feuille devient alors un nceud interne et donne
naissance a deux nouvelles feuilles. On va s’intéresser a la suite des arbres délabélisées (7). induits par
cette construction. On appellera cette suite le processus d’arbre binaire de recherche (processus ABR).

e Le processes de Yule (T;); est un processus a temps continu a valeur arbre binaire, dans lequel les feuilles
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se comportent indépendamment les unes des autres (au temps ¢t = 0 Uarbre est réduit a une feuille). Aprés
un temps aléatoire de loi exponentielle, une feuille a deux enfants.

En fait, ces deux modéles sont fortement connectés si I'on choisit convenablement 1’aléa générant PABRL.
Sous ce modéle, si 7, est le temps aléatoire auquel la feuille n + 1 apparait alors (T, ), et (7,), ont la
méme loi.

Cette correspondance forte entre ces deux modeéles (on plonge le modeéle discret dans un modéle & temps
continu) a permis de répondre & certaines questions ouvertes posées par Jabbour [69, 134] sur le comporte-
ment asymptotique du profil de ’arbre

Uk(n) :=#{u € 0Tn, |u| =k} , k>1. (2.16)

Ui (n) est le nombre de feuilles de 'arbre 7, qui sont au niveau k. En particulier, Jabbour a montré comment
coder le profil & I’aide d’une martingale

M, (2) = 1 ZUk(n)zk =G 12 Z 2l (2.17)

Cn(2) k>0 n( u€dT,
o Cy(z) =1 et pour n > 1,
n—1
k+ 2z n(—22
ey =1 = o (7). 219)
k=0

M, (2) est une martingale pour la filtration F(,) engendrée par les événements {u € 7} j<nucv - Si 2 > 0,
la martingale étant positive elle converge donc presque stirement vers une limite notée Moo (z). Jabbour
[134] a montré que la limite est strictement positive si z €]z, , 21|, ou

27 =¢/2=0.186..., z} =c/2=2.155.. (2.19)

c

et que My (2) = 0si z ¢ [27,2]. Cette martingale permet aussi de montrer que le profil correctement
renormalisé autour de 2logn a une forme gaussienne (voir Théoréme 1 dans [69]).

Le lecteur attentif aura remarqué I'absence de résultat si z = 2. ou si z. Le plongement du modéle discret
de Jabbour dans un modéle & temps continu a permis de caractériser le comportement de la martingale
aux points critiques, ainsi que certaines propriétés des martingales dérivées. Les résultats précis se trouvent

dans l'article [70].

A la poursuite de Svante Janson

Cette partie présente les travaux réalisés d’une part avec F. Gamboa et C. Prieur [111] et d’autre part avec
A. Lagnoux et P. Petit [149].

Comme mentionné dans le Chapitre 1, ces travaux découlent d’une volonté d’une part de continuer a
travailler sur des modeéles discrets liés & I'informatique théorique et d’autre part d’obtenir des principes de
grandes déviations. J.F Marckert m’a alors conseillé la lecture de l'article de S. Janson [138]. Cet article est
le point de départ des travaux [111, 149]. Nous allons commencer par le présenter succinctement.

Le travail de Janson

S. Janson part de la constatation suivante : dans de nombreux problémes combinatoires, la distribution de
la quantité d’intérét est la loi d’une moyenne empirique construite a partir d’un échantillon i.i.d. conditionné
par une variable exogéne. Cette variable exogéne est elle-méme (la plupart du temps) une moyenne empirique
construite & partir d’un échantillon i.i.d. De fagon plus précise, notons N* I'ensemble des entiers naturels
positifs et N = N* U0 et donnons-nous

1. (kn)n une suite d’entiers et (N, ), une suite d’entiers strictement positifs
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2. X = (Xj('n))ne]l\l*,jzl,...,Nn et Y = (Yj(n))nen\f*,jzl,...,Nn deux tableaux triangulaires de variables aléa-
toires. Les tableaux sont tels que sur chaque ligne les variables sont i.i.d. (les lignes sont indépendantes
entre elles). Mais les tableaux ne sont pas forcément indépendants entre eux (si c’est le cas, la loi condi-
tionnelle sera triviale). Le point crucial pour la suite est que les variables du tableau X sont & valeurs
entiéres.

La quantité étudiée par Janson est la loi de (N,,)~!T,, := (N,)~* Zjvz"l Yj(") conditionnée par une valeur

précise de S, := Zj-v:"l X ](-n). Plus précisément, il a prouvé un théoréme central limite pour la loi
Ly = L((Nu) ' T0|Sn = kn). (2.20)

De nombreux modéles classiques rentrent dans ce cadre, on peut citer entre autres le modéle d’allocations
aléatoires, un modéle de processus de branchement, de foréts aléatoires, de Bose Einstein, de hachage avec
essais linéaires.

La preuve de Janson utilise le théoréme de Paul Levy. Il s’agit donc de pouvoir décrire le comportement
asymptotique de la fonction caractéristique de L£,,. Pour cela, Janson utilise une jolie représentation intégrale
de cette fonction caractéristique conditionnée. Cette représentation est une conséquence immédiate d’un
lemme da & Bartlett. Si Z est une variable aléatoire, pz(t) := E (e“z ) désignera sa fonction caractéristique.

Lemme 2.1.1 (Formule de Bartlett, Equation (16) [19]). Soient Z une variable aléatoire G valeurs entiéres
et W une variable aléatoire intégrable. Alors pour tout k entier positif du support de Z,

o JTUEW exp(itZ)] exp(—ikt)dt
BWiz=H= fjﬁ vz (t) exp(—ikt)dt

En prenant W = T,, et Z = S,,, on obtient une représentation intégrale de la fonction caractéristique sur
laquelle on peut faire des développements asymptotiques et en déduire un théoréme central limite.

Deux questions naturelles

Une fois un théoréme central limite établi, plusieurs questions naturelles se posent, comme par exemple :
1. Peut-on quantifier la vitesse de convergence dans le TCL ?
2. Peut-on regarder le phénomeéne a d’autres échelles que /n?

Nous allons répondre a ces deux questions. La vitesse de convergence dans le TCL sera précisée a I'aide d’un
théoréme de Berry-Esseen (voir Théoréme 2.1.9). Un premier Théoréme de Berry-Esseen pour ce genre de
modeéle a été donné par Quine et Robinson [202]. Dans ce travail, les auteurs étudient le cas particulier du
probléme d’occupation o les variables X (™ sont des variables aléatoires de Poisson et Y (") = 1 (X (=0} A
notre connaissance, c’est le seul résultat existant pour ce type de modéles. Dans ce qui suit, nous établissons
un théoréme de Berry-Esseen (Théoréme 2.1.9) qui couvre tous les exemples présentés ci-dessus. Ensuite,
nous regarderons nos modeéles & I’échelle des grandes et moyennes déviations (voir Théorémes 2.1.12 2.1.10
2.1.11). La vitesse classique de grandes déviations pour les sommes de variables aléatoires i.i.d. est donnée
par le théoréme de Cramér (voir [83]). Elle vaut n. Nous allons obtenir deux sortes de vitesse différentes
pour nos modéles conditionnés. D’une part, dans le Théoréme 2.1.10 nous retrouvons la vitesse classique n
pour les modéles pour lesquels la transformée de Laplace de (X ](n),Yj(”)) est bien définie (au moins pour
les moyennes déviations dans un voisinage de (0,0)). Notre approche consiste & se mettre en situation
pour pouvoir appliquer le théoréme de Gértner-Ellis. L’originalité de ’approche consiste a regarder une
transformée double, Fourier en X, Laplace en Y. La partie Fourier permet de réécrire le conditionnement
sous forme intégrale et la partie Laplace permet d’appliquer le théoréme de Gértner-Ellis. L’hypothése
forte d’existence des transformées de Laplace n’est malheureusement pas satisfaite pour le modéle phare
du travail de Janson : le hachage avec essais linéaires. Dans cet exemple, la transformée de Laplace de la
variable Y n’est pas définie dans un voisinage de 0. Nous développons alors une approche inspirée par les
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travaux de Nagaev [184, 185]. Ce dernier établit des résultats de type grandes déviations pour des sommes de
variables aléatoires dont les lois sont d’une part absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue
et d’autre part dont la transformée de Laplace n’est pas définie dans un voisinage de 0. Nous avons donc
établi un résultat de grandes déviations pour le modéle de hachage avec essais linéaires. Lorsque les lois de
(X Y (™) ne dépendent pas de n, le principe conditionnel de Gibbs ([59, 76, 83]) assure que £,, converge
faiblement vers une loi dégénérée concentrée sur un point y qui dépend de la valeur conditionnante (voir
[111, Corollary 2.2]). Dans le domaine d’attraction du théoréme de Gibbs, des théorémes généraux limites
étudient le comportement de la somme conditionnée ([233, 129, 158]) et des développements asymptotiques
sont donnés dans [126, 214].

Cadre et notations

Pour tout n > 1, on considére un couple de variables aléatoires (X ("),Y(”)) telles que X (™ est a valeurs
entiéres et Y (™ a valeurs dans R. Soit N,, une suite d’entiers tels que N,, — 400 lorsque n tend vers infini.
Soit (Xi("), Yi(")> (i=1,2,...,N,) un échantillon i.i.d. distribué comme (X(”), Y(”)) et posons

N, Nn

Spi= X" et Ti=d v ™.

i=1 i=1

Soit ky,, € Z tel que P(S,, = k,,) > 0 et soit U,, une variable aléatoire de méme loi que la loi conditionnelle
T, sachant S, = k,,. Dans la suite, nous présentons une borne de Berry-Esseen et des résultats de grandes
déviations pour (Uy)n>1-

Borne de Berry-Esseen
Théoréme 2.1.9 (Klein, Lagnoux, Petit [149]). Supposons qu’il existe des constantes strictement positives
¢1, €1, C2, C3, C3, C4, C5, et cg telles que

1/2
/<

1. ¢4 < ox@m) = Var (X(n)) <c;

2. pxom =K “X(n) —E[Xx™)] ﬂ < 3o ;

3. soit Y' (M .=y _ X(”)COV(X(”),Y(”))/UE(W, il existe no > 0 tel que , pour tout s € [—m, 7| et
te [07 770]:

i(sX (™ ey’ (W) 2 2 2 2Y.
|E [ez(g + ) |<1-— C5(O’X(n)5 + 0oyt ),

4. k, = N,E [X(")] + O(UX(MNTIL/Q) (rappelons que k, € Z et P(S, = k,) >0);
5. ¢3 < Oy = Var (Y("))l/2 <cs;
6. pyw =E UY(”) —E [Y(")] ’3] < ciaf,(n) ;

7. le coefficient de corrélation r, := Cov (X(”)7Y(")) 0‘;{%”)0‘;,(1”) vérifie |r,| < cg < 1, si bien que

2y > (1 —c2)>0.

2. 2
T = o—y(n)(]- — Tn

n

Alors les points suivants sont vérifiés.

1. 1l existe ¢5 > 0 tel que
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2. Pour N,, > Ny := max(3,¢c5,c%), la loi conditionnelle de

N-V20=1(T, — NyE[Y™] — 7, 2 (K, — N,E[X™)]))
T x(n)

sachant S, = k, vérifie

sup
T

(2.21)

. (Un — NuE [Y] = 10y 0 gty (Bn — NE [X™])

C
<z | —®(x)| <
NA?7,, )

X N1/27

ot @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et C est une constante strictement
positive dépendant de ¢y, ¢q, co, €3, C3, C4, C5, C5, €t Cg.

3. De plus, il existe des constantes strictement positives c7 et cg dépendant uniquement de ¢1, c1,
ca, C3, C3, C4, C5, Cs, et cg telle que

IE[U,] — N E[Y™] — 7, Xk, — N,E[X™])| < e (2.22)
0 x(n)
et
|Var (U,,) — N,72| < csNH/? (2.23)

Si N, > Ny := max(Ny, 4c2/c3), on a aussi

sup |P LE[({/"ng - d(x)| < ?/2, (2.24)
@ Var (U,,) N,

ot C est une constante dépendant de ¢1, c1, ¢, C3, C3, C4, C5, C5, €t Cg.

Remarque 2.1.5.

1. L’hypothése N,, — 400 n’est 1a que pour assurer l’existence de la constante ¢5 qui repose sur le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

2. Les hypotheses du Théoréme 2.1.9 impliquent celles du théoréme central limite dans [138, Theorem
2.1] (pas vraiment surprenant!!). Remarquons, que dans ’hypothése 4, le conditionnement est & peu
prés égal a la valeur moyenne, exactement comme pour le théoréme central limite dans [138, Theorem
2.3].

3. L’hypothése 7 n’est pas trés restrictive, elle est aisément vérifiée par tous les exemples considérés.

Comme cela a déja été remarqué dans [138], le résultat devient bien plus simple lorsque les lois se stabilisent
Corollaire 2.1.1. Supposons que (X(”), Y(”)) @ (X,Y) lorsque n — oo et que pour tout r > 0 fizé,

limsupE “X(")H <oo et limsupE {|Y(")|r} < 0.

n—-4o0o n—-4oo

Supposons de plus que X est de spam 1 (le spam d’une variable aléatoire a valeurs dans N est le plus grand
commun diviseur des points de son support) et que Y n’est pas presque sirement une fonction affine ¢+ dX
de X, que k,, et N, sont des entiers tels que E [X(”)] = kn/N,, et N,, — +oo. Alors, toutes les hypothéses
du Théoréeme 3.2.3 sont vérifices.

Ce corollaire s’applique aux exemples présentés au début de ce paragraphe (allocation aléatoire, processus
de branchement, foréts aléatoires et hachage, statistique de Bose-Einstein).
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Principe de grandes déviations sous hypothése d’existence de transformées de Laplace

Le théoréme de Gértner-Ellis [83] permet d’obtenir des principes de grandes déviations lorsque la transformée
de Laplace existe. Ainsi, une premiére idée est de remplacer la transformée de Fourier double intervenant
dans les preuves de Janson par une transformée mixte Laplace-Fourier. La partie Fourier permet d’exprimer
le conditionnement sous forme intégrale et la partie Laplace permet d’appliquer le théoréme de Gértner-
Ellis. Nous avons alors obtenu avec F. Gamboa et C. Prieur le Théoréme 2.1.10 et le Théoréme 2.1.11 (voir
[111]).

On appelle domaine de la transformée de Laplace d’une variable aléatoire Z ’ensemble dom 9z := {Tr € R :
[exp(7Z)] < 4+o0}. Si 7 € dom 1z on peut alors définir 1z (7) := In [exp(7Z)] comme le logarithme de la
transformée de Laplace de Z. On notera Rz lensemble des valeurs prises par ¢%. Finalement, 1} sera la
transformée de Fenchel-Legendre de ¢z [83, Definition 2.2.2 p. 26].

On suppose que (X ™, Y (™) converge en loi vers (X,Y), ot la limite X est une variable aléatoire a valeurs
entiéres non essentiellement constante. On pourra remarquer que cette derniére hypothése implique que ¥ x
est strictement convexe et par suite si n est suffisamment grand X (™ n’est pas essentiellement constante et
Y x @) est aussi strictement convexe.

Théoréme 2.1.10 (Gamboa, Klein, Prieur [111]). Soit k,, € Z, N,, € N* X\ € R tels que k, /N, € Rxm) —
A € Rx. Supposons que

1. les fonctions ¥x y etx, y, sont essentiellement lisses et soit T l'unique nombre réel tel que V' (1) =
A

2. domapy = domihyy =R, et Vu € R ’E {euy(") _ e"Y} ‘ ~0;
3. il existe r > 0, tel que I, == [t — 7,7+ 7] C (dompx) N (Np>1dom Yxy) et

VueR,Vsel,, sup|E {e“”s)x(n)*”y(n) — e(”“)XJr“Y} ’ —0. (2.25)
teR

Alors la distribution de (T, /N,) conditionnée par l’événement {S, = kn,} vérifie un principe de grandes
déviations de bonne fonction de tauz V% y (A, -) — Y% (A) @ la vitesse (N,)~ L.

Déviations modérées La fonction de taux intervenant dans le principe de moyennes déviations du
Théoréme 2.1.11 fait intervenir un terme de variance résiduel ag. Afin de définir rigoureusement ce terme de
variance, nous avons besoin de considérer, comme souvent lorsque ’on s’intéresse a des principes de grandes
déviations, un (subtil) changement de loi. Pour cela prenons ¢ dans l'intérieur de dom ¢ x et considérons le
vecteur aléatoire (X¢, Ye) dont la loi est donnée pour k € N et tout borélien A de R par

P (Xe =k, Ye € A) = exp[—x (€) + kE]P (X = k,Y € A). (2.26)

Soit a? la variance du résidu ¢ pour la régression linéaire de )75 surX ¢

% COV(X&YE)

ge = (Ye —E (Ye)) var(%) (Xe —E(Xe)). (2.27)

On pourra noter que cette variance est la variance limite dans le théoréme central limite démontré par
Janson (Theorem 2.1 dans [138]). Sa forme explicite est alors

- . e \2 -
ag = var (Ye) — Cov (X¢Ye)” /var (X¢).
On peut alors obtenir le théoréme suivant de déviations modérées.

Théoréme 2.1.11 (Gamboa, Klein, Prieur [111]). Soient A € R et k,, € Z, N,, € N*, X\ € R tels que X (resp.
kn/Ny ) appartienne & Rx (resp. Rxm)) et kn /N, — A. Supposons que

1. les fonctions V¥xy et V¥x, y, sont essentiellement lisses;
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2. il existe rog > 0 tel que
By :=] — 1o, r0[C (domapy) N (Ny>1domipy ()

et soit T (resp. T,) l'unique réel tel que Y (1) = X (resp. Y’y (Tn) = kn/Nn) ;
3. il existe r >0 tel que I, := [T — 1,7+ 7] C (dom¥x) N (Np>1dom Px)) et

Vsel,, sup|E [e(“JrS)X(”) — e(it"’s)X} ‘ — 0, (2.28)
teR

sup  sup B (esx<n>+v<y<n>m(fv}?») < o0, (2.29)
n  (s,w)€Il;XBg

4. (ayn) vérifie a, N, — +oo.

Alors la distribution de (1 [ R (Tn — NnE(YT(f)))) conditionnée par l’événement {S, = k,} satisfait un

2
principe de déviations modérées de bonne fonction de taux J(-) = % a la vitesse ay,.

Principe de grandes déviations lorsque la transformée de Laplace n’est pas définie

Les théorémes précédents reposent sur I'hypothése forte d’existence de la transformée de Laplace sur
R (ou au minimum sur un voisinage de 0) pour la variable aléatoire Y (voir par exemple I'hypothése
domyy = domtpy-(ny = R du Théoréme 2.1.10). Ce genre d’hypothése apparait par exemple dans le théo-
réme de Gértner-Ellis, mais cela ne permet pas de traiter le cas des variables aléatoires ayant des queues de
distributions dites lourdes. La motivation de ces travaux provenant de ’étude de certaines structures combi-
natoires, les Théorémes 2.1.10 et 2.1.11 seraient satisfaisants s’ils permettaient de traiter tous les exemples
présentés. Malheureusement, ’exemple le plus intéressant, le hachage avec essais linéaires, ne vérifie pas
les hypothéses des théorémes. En effet, dans cet exemple la transformée de Laplace de la variable Y est
seulement définie sur | — 00, 0] et donc pas dans un voisinage de 0.

Les résultats qui suivent permettent de traiter le cas du hachage, ils ont fait I’objet d’une collaboration avec
Agnés Lagnoux et Pierre Petit [149].

De facon intuitive, on peut distinguer plusieurs régimes pour les principes de grandes déviations.

1. Lorsque la transformée de Laplace est définie (régime décrit par le théoréme de Gértner-Ellis). Dans
ce cas toutes les variables jouent plus ou moins le méme role et c’est la somme (ou la moyenne) des
variables qui gouverne les grandes déviations. C’est-a-dire que pour avoir un événement rare (par
exemple que S, soit trés grand), il faut que toutes les variables soient trés grandes.

2. Lorsque les variables sont & queues trés lourdes, les grandes déviations sont gouvernées par la plus
grandes des variables. C’est-a-dire que pour avoir un événement rare (par exemple que S, soit trés
grand), il faut que max(X;,7i =1,...,n) soit trés grand (voir par exemple [181]).

3. Lorsque les variables sont & queues lourdes mais pas trop (par exemple existence de tous les moments
mais pas de la transformée de Laplace), nous sommes dans un régime intermédiaire entre les deux
premiers. Le hachage rentre dans ce cadre.

Avec Agnés et Pierre, toujours dans le cadre de sommes conditionnées, nous avons donc étudié le cas
3. Tout repose sur d’anciens travaux de Nagaev [184, 185] dans lesquels 'auteur décrit le comportement
asymptotique précis de P (X7 + ...+ X,, > z) en fonction du comportement asymptotique de P (X; > z)
lorsque les variables (X;)1<;<n sont i.i.d. & valeurs réelles. Nous nous sommes donc fortement inspirés de ces
travaux et avons obtenu des résultats de grandes déviations pour le modéle du hachage avec essais linéaires.
Le hachage avec essais linéaires est un modéle classique en informatique théorique, il apparait dans [153], il
a été étudié par de nombreux auteurs, par exemple [98, 138, 137, 140, 68, 175]. Ce modéle décrit la situation
suivante. On lance n boules dans m urnes de fagon aléatoire. Les urnes sont disposées en cercle et numérotées
de 1 & m. Une boule atterrissant dans une urne déja occupée est déplacée jusqu’a la premiére urne vide
rencontrée, les déplacements s’effectuant toujours suivant la méme direction fixée. On s’intéresse alors a la
somme de tous les déplacements qui est une variable aléatoire notée d,, . On suppose n < m et on définit
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N = m —n. Aprés avoir lancé les boules, il y a N urnes vides. Cela divise I’ensemble des urnes occupées en
blocs. On considére que la premiére urne vide suivant un bloc fait partie de ce bloc et clos ce bloc. Janson
[138] a montré que la longueur des blocs et la somme des déplacements a l'intérieur de chaque bloc sont
distribuées comme (X1,Y7),...,(Xn,Yn) conditionnés par Zfil X; =m, ou (X;,Y;) sont des copies i.i.d.
de (X,Y), X étant distribuée suivant la loi de Borel de paramétre u arbitraire dans ]0, 1[, défini par

i ()1

P(X=n)=e py

et Y sachant X = [ est distribuée comme d;;_;. Ainsi, d,, ,, est distribué comme Zf\; Y; conditionnée par
S°N | X; = m. Prenons maintenant m = m,, — oo et N = N,, — oo de telle sorte que y,, := n/m,, €]0,1[—
w €0, 1] et n < my,.

Théoréme 2.1.12 (Klein, Lagnoux, Petit [149]. Grandes déviations pour le hachage avec essais linéaires).
Sin/m, — u€]0,1], alors il existe a(p) > 0 et B(u) > 0 tel que pour tout y > 0,

1
B(w)+/y < limin N (dm,,, [dm,, .n] = 1y)
1
< limsup —=log P(dp,, n — Eldm,. n] = ny) < —a(p)/y.

n— 00 \/ﬁ

2.2 Moyennes de Fréchet - barycentres sur ’espace de Wasserstein

Ce chapitre regroupe les travaux effectués d’une part autour de l'existence et de la caractérisation des
moyennes de Fréchet dans lespace de Wasserstein [37] et d’autre part sur la construction d’une analyse en
composantes principales dans 'espace de Wasserstein en dimension un [36]. Nous démontrons 'existence et
I'unicité et caractérisons une moyenne de Fréchet pour un modéle trés particulier de variables aléatoires a
valeurs dans l'espace de Wasserstein. La restriction majeure de notre travail et que nous travaillons dans un
cadre de compacité. Ce travail utilise les résultats de larticle de Agueh et Carlier [2]. Nous définissons et
étudions ensuite une notion d’analyse en composantes principales géodésiques dans ’espace de Wasserstein
sur R.

2.2.1 Caractérisation des moyennes de Fréchets dans I’espace de Wasserstein

On s’intéresse au probléme de caractérisation du barycentre de mesures de probabilités aléatoires sur R<.
L’ensemble des mesures de Radon de probabilités muni de la distance 2-Wasserstein n’est pas un espace
localement convexe. Par suite, il est naturel d’utiliser la notion de moyenne de Fréchet [103] pour définir une
notion de barycentre pour des mesures de probabilités aléatoires. Cette notion de moyenne est une extension
de la notion usuelle de Barycentre & des espaces non linéaires munis d’une métrique non-euclidienne. Dans ce
travail, nous considérons le cas ot Y = p est une mesure de probabilité aléatoire de I’espace 2-Wasserstein
sur un ensemble compact Q de R?. On suppose que nos mesures aléatoires appartiennent & un modéle
paramétrique de mesures de probabilités que nous décrivons maintenant.

Soit M4 (€2) l'ensemble des mesures de probabilités de Radon sur €2 muni de la distance de Wasserstein
d’ordre 2 notée dyy,. Soit @ : (R?, B(RP)) — (ML (Q), B (M ()) une application mesurable (ici B(R?) est
la tribu de Borel de R? et B (M (2)) celle de M (€2) pour la topologie induite par dyy, ). Soit maintenant
© un ensemble mesurable de R? (p > 1), et on considére 'ensemble paramétrique de mesures de probabilités
{pe = (), 6 € ©}. Nous supposons de plus que pour tout § € ©, la mesure pg = ®(0) € M, () admet
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. 11 s’ensuit que si @ € RP est un vecteur aléatoire
de loi Pe admettant une densité g : © — R, alors g = ®(8) est une mesure de probabilité aléatoire de
loi Py sur (M4 (2), B(M(2)) qui est la mesure image définie par

P,(B) = Pe(®*(B)), pour tout B € B(M(Q)). (2.30)
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Nous proposons d’étudier certaines propriétés du barycentre p* de g défini comme la moyenne de Fréchet
suivante
p* = Argmin J(v), (2.31)
vEML(Q)

P) J0)= [ SR =B (5 ig)) = [ Sl @)t v e ()

Si elle existe et est unique, la mesure p* sera nommée le barycentre (ou barycentre théorique) de la mesure
aléatoire pg de loi Pg.
La version empirique du barycentre u* est le barycentre p,, défini par

n

1 1
i, = Argmin — A TP (2.32)
" veM(Q) T ; 2" 0:

ou 04,...,0, sot ii.d. dans © de densité g.
Hypothése 2.2.1. L’ensemble Q C R est compact.

Hypothése 2.2.2. L’application ® : (0 C RP,B(RP)) — (M4(Q),B(ML(Q)) est mesurable. De plus,
pour tout 8 € O, la mesure py = () € M (Q) admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R,

Proposition 2.2.1. i les hypothéses 2.2.1 et 2.2.2 sont satisfaites alors le probléme d’optimisation (2.31)
admet un unique minimiseur.

La preuve de ce résultat découle d’arguments standard. En particulier 'unicité est une conséquence directe
de la stricte convexité de l'application J : M4 (Q2) — R, sous 'hypothése 2.2.2 i.e.

JAp+ (1 =MNv) < AJ(pw) + (1 —X)J(v), pour tout A €]0,1[ et p, v € M (Q) avec u # v. (2.33)

Cette propriété est une conséquence du Theorem 2.9 dans [7] (ou Lemma 3.2.1 de [190]).
Lorsque l'espace ambiant est R, il existe une formule explicite pour calculer la distance de Wasserstein (voir
le Théoréme 2.18 de [248],), elle est donnée pour tout p et v éléments de M (Q) par

@2y (v, 1) = /O |Fy (2) — Fy («)] de, (2.34)

ot I, (resp. F}) est la fonction quantile de v (resp. p). Cette formule explicite pour la distance de
Wasserstein permet de caractériser trés simplement le barycentre des mesures aléatoires. En particulier, en
dimension un, calculer le barycentre dans l'espace de Wasserstein revient a calculer les espérances (au sens
usuel) des plans de transports optimaux d'une mesure de référence (non-aléatoire) 1o sur pg. Dans la suite
si h est une application mesurable et X une variable aléatoire de loi Px alors la loi image de X par f sera
notée par f#Px.

Théoréme 2.2.1 (Bigot, Klein [37]). Soit pg une mesure fixée dans M (Q) absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Supposons que les hypothéses 2.2.1 et 2.2.2 sont satisfaites. Soit ug = ®(0) une
mesure aléatoire ou @ est un vecteur aléatoire de © de densité g. Soit Tg la carte de transport optimal de pg
vers g définie par Tg(x) = F"_B (Fuo()), . € Q, ou F"_G est la fonction quantile de pg, et F,, la fonction
de répartition de .

Alors, le barycentre de pg existe et est unique et vérifie

p* = T#po, (2.35)
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ot T : Q — Q est le plan de transport optimal de po sur p* définie par

T(z) =E (Tg(x)) = / Ty(x)g(0)dl, pour tout x € Q.
e

De plus, la fonction quantile de p* est donnée pour tout y € [0, 1] par

£ =B (Fyw) = [ Filwa0)as

Ainsi, le barycentre p* ne dépend pas du choizx pg, et on a

i J() = %/QEQTG(@_JEF) dp* () = %/Q/@|T9(x)—a:|29(0)d9du*(a:), (2.36)

veEM4(Q)
ot Te = Te oT L.
Deux difficultés majeures compliquent trés fortement une généralisation du Théoréme 2.2.1 & la dimension

d>2.

1. La formule (2.34) donnant une expression explicite de la distance de Wasserstein n’existe qu’en di-
mension d = 1.

2. Le fait que la composition de deux plans de transports optimaux soit encore optimal n’est vrai en
toute généralité qu’en dimension d = 1.

Cependant, ’analogue du Théoréme 2.2.1 peut étre obtenu en dimension d > 2 (on va quand méme étre
obligé de faire quelques hypothéses). Afin, d’obtenir cet analogue, on va utiliser un argument de dualité et
regarder un probléme dual inspiré des travaux de [2] .

Pour cela, considérons

- X =C(Q,R), 'espace des fonctions continues f : Q2 — R munie de la norme sup

1fllx = sup {|f(2)]}.
e

- X' = M(Q) le dual topologique de X.
~ f© = (fa)oco € L*(O, X) désigne une application

f°: 0 - X
0 — fo

telle que pour tout x € Q

/ | fol(2)]d6 < +o0.
(C]

Alors, en nous inspirant de [2], on introduit le probléme d’optimisation dual

(P*) Jp« := sup {/ / Syc0) fo(x)dpe(z)do; f© € L'(O, X) telle que / fo(x)dd =0, Vz € Q} ,
eJo e
(2.37)
ou

S0y f(x) := inf {9(29)|alc—y|2 —f(y)},Va: e et feX.

yeN

Les deux problémes (P) et (P*) sont des problémes duaux dans le sens ot la valeur minimale de Jp pour
le probléme (P) est égale a la valeur maximale de Jp« pour le probléme (P*).

Proposition 2.2.2 (Bigot, Klein [37]). Supposons que les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 sont satisfaites. Alors,
J’P = J’p* .
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On est alors en mesure d’étendre les résultats du Théoréme 2.2.1 a la dimension d > 2. Soit pug € M, (2)
la mesure aléatoire de densité P, définie par I'Equation (2.30). Soit 1o une mesure de référence fixée dans
M () admettant une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R%. On sait alors qu’il existe pour
tout 6 € O, un unique plan de transport optimal Ty : Q — Q telle que pg = Ty#po, ot Ty = Vg po-p-p,
et ¢p : 2 — R est une fonction convexe semi-continue inférieurement. Dans le théoréme qui suit, nous
énocons des conditions suffisantes sur I'espérance de Ty sous lesquelles le barycentre de pg est donné par
w=EK (T 0) #po. Ainsi calculer le barycentre dans 'espace de Wasserstein revient a calculer 'espérance
classique des plans optimaux Ty transportant pg sur pg. La preuve (que le lecteur pourra trouver dans [37])
repose fortement sur la formulation duale (2.37) du probléme d’optimisation (2.31) .
Pour tout 6 € © notons

Top=TyoT™ 1, (2.38)

ouT : Q— Qest I'application définie par T(x) = (Tg ) f@ Ty(x)g(6)dl, = € Q. Notons que 'équation
(2.38) n’est valide que si ! est bien définie.

Théoréme 2.2.2 (Bigot, Klein [37]). Soient @ € R? un vecteur aléatoire de densité g : © — R tel que
g(0) > 0 pour tout 0 € © et ug = ®(0) une mesure aléatoire (paramétrique) de loi Py. Soit pg une mesure
fizée dans M (Q) admettant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. On suppose les
hypothéses 2.2.1 et 2.2.2 satisfaites.

1. Supposons que pour tout 6 € ©,
Ty et T sont des C diféomorphismes, (2.39)

2. et de plus, que pour tout 6 € ©
Ty = Vg ot dpg : Q — R est une fonction conveze s.c.i., (2.40)

telle que pour tout x € €, la fonction 6 +— ¢g(x) est intégrable par rapport a la mesure Pg et vérifie
Uhypothése de normalisation

- 1
/ do(x)g(6)dl = §\x|2 pour tout x € Q. (2.41)
e

Alors, le barycentre théorique est la mesure p* € My (Q) donnée par

@ = THpo, (2.42)
et le probleme d’optimisation (2.31) vérifie
1 1 _
inf =— | & (u 0)do = = | E(|Tp(x) — z|?) du* (). 2.4
i T0) = 5 [ )o@ = 5 [ B (1Tple) = o) du @) (2.43)

Le Théoréme 4.1.2 montre que sous certaines conditions, calculer dans I’espace de Wasserstein le barycentre
d’une mesure aléatoire jg revient a transporter la mesure de référence po par le transport moyen T. Une
fois caractérisé un barycentre, il est naturel de se poser la question de son estimation et en particulier
de la convergence d’un barycentre empirique vers le barycentre théorique. Soient 64, ...,80,, des variables
aléatoires i.i.d. & valeurs dans R? de loi Pg. Considérons la fonctionnelle

>3

et regardons le probléme d’optimisation consistant a trouver un barycentre empirique

W2 vy ,ua , V E M"F(Q)ﬂ (244)

3\»—
[\D\H

i, € Argmin J,(v), (2.45)
veM(Q)

Les résultats de [2] permettent d’obtenir 'existence et l'unicité de f,,. De plus, on a montré le résultat
suivant.
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Théoréme 2.2.3 (Bigot, Klein [37]). Supposons que les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 sont vérifiées. Soient p*
le barycentre théorique défini par ’Equation (4.2) et p,, le barycentre empirique défini par I’Equation (4.28).
Alors,

lim dw,(f,, ") =0 p.s.

n—-+o0o

2.2.2 Analyse en composantes principales suivant une géodésique dans ’espace
de Wasserstein

L’objectif maintenant est de définir une notion d’analyse en composantes principales (PCA) d’une famille
V1, ...,V, de mesures de probabilité sur R. Lorsque les mesures admettent des densités de carré intégrable
fis- -+, fn, Vapproche standard consiste a utiliser ’analyse en composantes principales fonctionnelles (FPCA)
(voir par exemple [81, 207, 229]) sur I'espace de Hilbert L?(R) muni de son produit scalaire usuel. Cette
méthode a déja été appliquée dans [82, 152 pour analyser les modes principaux de variabilité d’un ensemble
de densités. Notre approche est différente, le point de départ est de voir & l'aide d’une isométrie I'espace
de Wasserstein comme un sous espace convexe fermé d’un espace de Hilbert, puis de définir une notion de
PCA spécifique aux sous-espaces convexes fermés d’espace de Hilbert et d’appliquer ensuite cette notion de
PCA a l'espace de Wasserstein.

La structure pseudo-Riemannienne de W>(Q2)

Soient 2 = R (ou un intervalle fermé de R) et W3(€2) 'ensemble des mesures de probabilités sur (€2, B(2))
qui admettent un moment d’ordre 2 (B(2) est la tribu de Borel de 2).

Pour une mesure v € W5(Q2) et une application T' : Q@ — Q (qui sera toujours supposée mesurable), la
mesure image (ou mesure poussée, ¢’est moins joli que push-forward) T#v est définie pour A € B(2) par
(T#v)(A) = v{z € QT(x) € A}. On rappelle que a fonction de répartition et la fonction quantile de v sont
respectivement notées F,, et F,, . Si v est absolument continue (a.c.) par rapport a la mesure de Lebesgue sa
densité sera notée f,. L’espace W5(§2) muni de dyy, est un espace métrique, appelé 'espace de Wasserstein.
Pour une analyse fine de W3(€2) nous renvoyons a [248]. En particulier, une fois encore la formule (2.34)
jouera un role fondamentale dans la suite.

L’espace W (2) posséde une structure Riemannienne formelle décrite par exemple dans [8]. Nous rappelons
ici les définitions de base qui ont leur analogue dans le monde des sous-variétés Riemanniennes. A partir de
maintenant nous fixons une mesure de référence p € W5(12) de fonction de répartition F), supposée continue.
En suivant [8], nous définissons 'espace tangent & p comme 1’espace de Hilbert Li(Q) des fonctions a valeurs
réelles de carré p-intégrable sur €2, muni du produit scalaire usuel (-, -),, et de la norme ||-||,. Nous définissons
ensuite les cartes exponentielles et logarithmiques au point @ comme suit.

Définition 2.2.1. Soit id I’application identité sur {2. Les cartes exponentielle exp,, : Li(Q) — W5(Q) et
logarithmique log,, : W5(£2) — Li(Q) sont définies respectivement par

exp,(v) = (v+id)#u et log,(v) =F, oF, —id. (2.46)

Dans le monde des sous-variétés Riemanniennes, la carte exponentielle en un point est un homéomorphisme
local d’un voisinage de 'orgine dans ’espace tangent & la sous-variété. Malheureusement, ce n’est pas le cas
pour exp,,. En effet, il est possible de trouver des fonctions aussi proches que I'on veut de I'orgine de Li(Q)
ayant la méme exponentielle voir par exemple [8]. Par contre, exp,, est une isométrie lorsque 'on restreint
I’espace de départ.

Théoréme 2.2.4 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). La carte exponenticelle exp,, restreinte a V,(Q) :=
log,, (W2(f2)) est un homéomorphisme isométrique d’inverse log,, .

Proposition 2.2.3. L’ensemble V,,(Q) := log, (W2(f2)) est un convexe fermé de L2 (S2).
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Remarque 2.2.1. L’espace V,(Q2) peut étre caractérisé comme Pensemble des fonctions v € Li(Q) telles
que T :=id + v est p-p.p. croissante (voir Définition 4.2.17) et telles que T'(z) € Q, pour tout = € Q.

Le point remarquable de cette isométrie est que les géodésiques dans l'espace W5 (2) sont les images par
exp,, des droites de V(). En particulier, étant données deux mesures dans Ws(2), il existe une unique
géodésique (chemin le plus court) permettant de passer de 'une a lautre. Cette propriété est formalisée
dans le lemme qui suit.

Lemme 2.2.1. Soient v : [0,1] — Wa(Q) un chemin et vy := log,,(7(0)), v1 :=log,(v(1)). Alors ~ est une
géodésique si et seulement si pour tout t € [0,1], v(t) = exp, ((1 — t)vo + tvy).

Remarque 2.2.2. Grace au Lemme 2.2.1, 'espace de Wasserstein W5(€2) muni de la distance dy, est un
espace géodésique. On peut méme caractériser les sous-espaces de W (£2) qui restent géodésiques.

Corollaire 2.2.1. Un sous-ensemble G C Wa(R2) est géodésique si, et seulement si, log,(G) est conveze.

Définition 2.2.2. Soit G C W3(€2) un sous-ensemble géodésique de W2 (£2). La dimension de G notée
dim(G), est, la dimension du plus petit sous-espace affine de L7 (Q2) contenant log, (G).

Remarque 2.2.3. La dim(G) ne dépend pas de la mesure de référence i .

Analyse en composantes principales convexes CPCA

Nous venons de voir que W5(2) est isométrique & un sous-ensemble convexe fermé V,(§2) de P'espace de

Hilbert Li (©). Comme nous le verrons un peu plus tard, la notion de GPCA dans W () est fortement liée

a celle de PCA contrainte a rester dans V,,(2). Il est donc naturel de développer une stratégie générale de

PCA contrainte a rester dans un convexe fermé d’un espace de Hilbert général. Cette méthode que nous

appellerons analyse en composantes principales convexe (CPCA) sera alors applicable bien au dela de la

GPCA dans W5(€2). Nous utiliserons les notations suivantes :

— H est un espace de Hilbert séparable, muni de son produit scalaire (-,-) et de sa norme || - ||.

— d(z,y) := ||z — y|| et d(z, E) := inf,cg d(x, 2), pour z,y € H,E C H.

— X sera un sous-ensemble convexe fermé de H, muni de sa tribu de Borel B(X).

— x sera une variable aléatoire de carré intégrable & valeurs dans X, ainsi E||x|? < 400, et son espérance
sera notée Ex.

— 29 € X sera un élément de référence et £ > 1 un entier.

Les composants convexes principaux
Définition 2.2.3. Pour C C X, soit Kx(C) = Ed?(x,C).

Définition 2.2.4. Soient

(a) CL(X) I’espace métrique des sous-ensembles fermés et non vides de X muni de la distance de Hausdorff;
(b) CCk(X) la famille des ensembles convexes C' € CL(X), dont la dimension dim(C') < k (on rappelle que
la dimension est ici la dimension du plus petit sous-espace affine contenant C') ;

(c) CCyy,x(X) la famille d’ensembles C' € CCy(X) contenant xo (g € C).

On définit alors une nouvelle notion de composants convexes principaux (PCC), 'un emboité (NPCC) et
Pautre global (GPCC) et nous prouvons leur existence. Le cas emboité est défini par récurrence; il est
motivé par la caractérisation usuelle de PCA.

Définition 2.2.5. (a) Un (k, 9)-GPCC de x est un ensemble Cy € Ga, k(X)) := Argmingecc,, , (x) Kx(C).

(b) Soient Ny, 1(X) = Guy.1(X) et C1 € Gy 1(X). Pour k > 2, un (k, z9)-NPCC de x est un ensemble

Cr € Ny k(X)) = Argmin Kx(C).
CEeCCa,k(X),CDOCK_1ENzy,k—1(X)

Théoréme 2.2.5 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Si X est compact, alors les ensembles Gy, 1(X) et
Naio.k(X) ne sont pas vides.



2.3. DEUX EXEMPLES DE BORNES DE RISQUES MINIMAX 33

L’analyse en composantes principales géodésiques (GPCA)

On se place maintenant dans ’espace W5(Q) muni de la tribu de Borel B(W') pour la distance de Wasserstein.
On notera par v les variables aléatoires a valeurs dans W5(£2) de carré intégrable, c¢’est-a-dire telles que
Edy, (v, A) < +00, pour un (et donc pour tout) A € W5(€2). On suppose que la mesure p € W5(Q2) n’a pas
d’atome.

Meéme s’il est possible de définir directement la notion de GPCA (ce qui est fait dans la Section 4.2.4), nous
nous contentons dans cette partie synthétique de voir la GPCA comme un sous produit de la CPCA dans
V() (notons que les deux définitions conduisent aux mémes objets). Comme les ensembles géodésiques
dans W5(Q) sont les images par la carte exponentielle exp,,, des ensembles convexes dans V.(9), la GPCA
dans W5(€2) peut étre formulée comme une CPCA dans V,(2). On applique donc la CPCA a H = L2(Q),
X = Vu(), zo = log, (1) et x = log,(v). Dans ce contexte, Kx(C) = Ed2(x,C), C C V,(Q). Les
propositions qui suivent montrent que la recherche d’'un GPC dans W5(Q2) est équivalent a la recherche d’un
GPCC dans V,(Q2).

Proposition 2.2.4 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient G,, (W) ’ensemble des GPC de v et
G0 k(Vu(2)) Vensemble des GPCC de x = logu(u). Alors Gy, (W) = exp,, (Gao,k(Vu(£2))).

Proposition 2.2.5 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient N, (W) lensemble des NPG de v et
Nao k(Vi(R)) Uensemble des NPCC' de x = log,,(v). Alors Ny, k(W) = exp,, (Nzo 1 (Vu()))-

Ensuite, nous avons obtenu (voir Théoréme 4.2.4) sous des hypothéses de compacité que les composants
principaux empiriques convergent vers les composants principaux théoriques (la notion de convergence
étudiée est présentée dans la Définition 4.2.15).

2.3 Deux exemples de bornes de risques minimax en statistique
mathématique

Ce chapitre regroupe larticle en collaboration avec Sébastien Gadat et Clément Marteau [105] et celui
avec Jérémie Bigot, Sébastien Gadat et Clément Marteau [34]. Méme, si les modéles et les problématiques
différent, les techniques de preuves et la technicité dans les preuves sont semblables. Afin de ne pas trop
surcharger cette synthése, je me contenterai ici de présenter les résultats obtenus dans [105]. La totalité des
résultats se trouvent dans le Chapitre 5.

2.3.1 Etude de la méthode de classification des plus proches voisins dans des
espaces de dimension finie

On s’intéresse ici au probléme de classification supervisée binaire. Il s’agit de prédire le label Y € {0,1}
d’une variable d’intérét observée X € R?. Afin de prédire le label Y de X, on suppose que I'on dispose
d’un échantillon d’apprentissage S, = {(X1,Y1),...,(Xn,Yy)}, ot les couples (X;,Y;) sont i.i.d. de loi
commune Py y. Cet échantillon d’apprentissage permet de mieux comprendre la loi jointe du couple (X,Y)
et de donner alors une prédiction pertinente du label. Comme nous le verrons par la suite la fonction de
régression 7 définie par

n(x) =E[Y|X = z], Vo € R?

jouera un role central. En effet, étant donné x € R?, la valeur n(z) est la probabilité de donner au label Y
la valeur 1 sachant que {X = z}. Evidemment, la fonction 7 est en pratique inconnue, si bien que les régles
de prédiction seront basées sur I’échantillon d’apprentissage S,,.

Il existe de nombreux algorithmes pour répondre a cette question, nous renvoyons aux travaux [47|, [87]
pour une introduction compléte aux problémes de classification supervisée. On peut diviser les procédures
de classification existantes en au moins trois familles.
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— Les approches basées sur des considérations entropiques (Empirical Risk Minimization (ERM)). Etant
donné un classifieur, ’erreur de mauvaise classification peut étre estimée empiriquement & ’aide de I’échan-
tillon d’apprentissage. L’algorithme ERM choisit alors (parmi une famille de candidats) le classifieur qui
minimise le risque empirique. Il existe plusieurs études comme [186], [20], [17], [172] qui fournissent une
description presque compléte de leurs performances statistiques. Dans un contexte similaire, des procé-
dures d’agrégation initiées par [104], ont été analysées en profondeur par [163].

— Approches basées sur des considérations géométriques ou sur la théorie de linformation. Par exemple, le
classifieur communément appelé Support Vector Machine (SVM) a été intensivement étudié. Il présente
un colit de calcul faible et d’excellentes performances statistiques (voir entre autres [245], [234] ou [39]).
Les méthodes construites & partir des arbres de classification ou de régression sont basées sur une partition
dyadique de lespace. Elles ont été introduites par [52] et fortement améliorées par [9] et par [51]. Ces
méthodes ont été théoriquement développées par [28].

— Les régles plug-in. L’idée principale est d’essayer de copier le classifieur de Bayes en injectant un estimateur
de la fonction 7. On renvoie a [120] pour avoir une vision d’ensemble sur ces méthodes et a [29] et [17]
pour les résultats théoriques récents.

L’algorithme des plus proches voisins appartient aux deux derniéres classes de méthodes présentées ci-dessus.
Il correspond & un estimateur plug-in ayant une interprétation géométrique simple. Cet algorithme a été
énormément étudié ces derniéres années; il a été introduit dans les travaux de [97] et [74]. On peut également
citer [235, 118, 119, 88, 86] pour leurs contributions significatives sur I’étude de cette méthode. Récemment,
cet algorithme a été étudié d’un point de vue de la statistique mathématique. Dans [67], le cas des espaces
métriques généraux est étudié et I'importance de 'hypothése dite de Besicovitch est identifiée. Dans [123],
les auteurs s’intéressent a 'influence de ’entier k sur 'excés de risque tandis que dans [224] une amélioration
de l'algorithme classique est étudiée.

La plupart des résultats obtenus pour les classifieurs de type ERM, SVM ou plug-in, sont basés sur des
considérations de complexité (dimension de Vapnik, entropie métrique). Dans ce travail, on utilisera plutot
le comportement asymptotique des probabilités de petites boules (voir [169] et les références citées dans
ce travail). Ces probabilités peuvent étre vues comme la quantité duale de l'entropie (voir [168]). Nous
allons aussi nous intéresser a la situation plus complexe ou les densités ne seront plus minorées (cas par
exemple des mesures & support non compact). L’étude de ce cas plus complexe nécessitera I'introduction
d’hypothéses de régularité et de masse minimale (voir la Section 5.1.2 pour plus de détails). En particulier,
en tenant compte d’hypothéses de régularité de la fonction 7, il est possible d’améliorer la prédiction du
label Y. En effet, il est bien connu (voir par exemple [119]), que la vitesse de classification associée est
comparable & celle obtenue en estimation et est donc supérieure a \/ﬁfl. Cependant, il a été prouvé dans
[186] que de meilleures vitesses peuvent étre obtenues sous une hypothése supplémentaire dite de marge.
Cette hypothése prend en compte le comportement de la loi de (X,Y") au voisinage de la frontiére {n = 1/2}.

Dans ce travail, nous allons donc étudier ’algorithme des plus proches voisins sous hypothéses de marge et
lorsque la loi marginale de X n’est pas forcément & support compact ou minorée. Nos contributions peuvent
se résumer en trois catégories.

Vitesse de convergence pour des densités minorées Le premier résultat concerne, 'optimalité du
classifieur des plus proches voisins ®,, dans le cas ou les densités sont a support compact et minorées sur le
support. On montre, dans ce cas, que I’algorithme des plus proches voisins atteint la vitesse de convergence
minimax pour U'excés de risque (vitesse obtenue par [17], voir le Théoréme 2.3.2 ci-dessous). En particulier
sous des hypothéses plus ou moins classiques sur la distribution F' du couple (X,Y’), on montre que

sup [R(®n) — R(®*)] < Cn~ 2+,
FeF
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« représente ici le parameétre de marge, d la dimension du probléme et R(®) 'erreur de mauvaise classification
étant donné un classifieur @ (®* est le classifieur de Bayes).! Nos résultats sont une généralisation de ceux
obtenus dans [123]. Ces derniers ne prennent pas en compte la marge «.

Vitesse de convergence pour des densités générales Dans un second temps, on étudie le compor-
tement du classifieur des plus proches voisins lorsque la densité marginale p de X n’est plus minorée sur
son support. Cette classe de modéles est fondamentale car elle contient entre autres les densités & support
non compact. Afin de pouvoir traiter ces modéles, on introduit une hypothése supplémentaire permettant
de controéler la queue des distributions et on montre alors que

sup [R(®n) — R(D*)] < Cn~Fata.
FeF

On verra dans la suite que pour obtenir de telles majorations, on doit permettre au nombre de voisins k
choisi de dépendre de la position de X. Notons que la condition portant sur la queue de la distribution de
X permet de décrire le comportement de la densité p dans un voisinage de {u = 0}.

Bornes inférieures Finalement, nous obtenons des bornes inférieures pour le probléme de classification
supervisée. Ces bornes généralisent (dans un contexte légérement différent) celles obtenues par [17]. On
montre que I’hypotheése faite sur la queue de distribution est fondamentale pour assurer la consistance uni-
forme dans le cas non-compact. On montre ensuite, comment sont liées les bornes inférieures et supérieures.
Nous utiliserons dans la suite les notations suivantes :

— Px,y est la loi du couple (X,Y);

Px la loi de X que 'on suppose absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue de densité u;
- Pgn = ®nP(Xi,Yi) et P= ]P(X,Y) R Pgn ;

— E[.], Ex][.] et Egn[.] sont les espérances prises respectivement par rapport aux mesures P, Px et Pgn.
Pour toutes suites de réels (a,)nen et (bn)nen, on écrira a, < b, (resp. a, ~ by,) s’il existe une constante

~

C > 1 telle que pour tout n € N, on a a,, < Cb,, (resp. b,/C < a,, < Cby,).

2.3.2 Cadre statistique. Le classifieur des plus proches voisins
Le probléme de la classification supervisée

On s’intéresse au probléme de classification binaire supervisée (on renvoie a [87] pour une introduction com-
pléte a ce probléme). On suppose que I’on dispose d’un échantillon i.i.d. S, := (X;,Y:)i=1... € (2 x {0,1})",
dont la distribution est Pgn et ot Q = Supp(u) est un ouvert de R?. Etant donnée, une nouvelle donnée
X, notre objectif est de prédire son label Y. Pour ce faire, nous utilisons un classifieur qui fournit une regle
de décision. Formellement un classifieur est une application mesurable ® de R? dans{0, 1}. Etant donné un
classifieur @, I'erreur de mauvaise classification associée est donnée par

R(D) =P (D(X) £Y).

Evidemment, les classifieurs les plus intéressants sont ceux associés a la plus petite erreur possible. Dans ce
contexte, on sait que (voir e.g., [47]) le classifieur dit de Bayes noté ®* et défini par

" (X) = 1{7](X)>%}, oun(x) :=E[Y|X =za] Vo € Q, (2.47)
minimise I’erreur de mauvaise classification, i.e.,
R(®*) < R(®), V& : R? — {0,1}.

Le classifieur ®* fournit la meilleure régle de décision possible dans le sens ot il conduit & la plus petite erreur
de mauvaise classification. Malheureusement, ®* dépend de la fonction de régression n qui est inconnue (elle

1. Ce résultat a était parallelement établi dans le travail récent [224]
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dépend la la distribution de (X, Y)). Ainsi ®* peut étre vu comme un repére (souvent appelé oracle dans la
communauté des statisticiens), le jeu consistant maintenant a construire un classifieur ® qui se rapproche
le plus possible (en terme d’erreur de classification) de ®*. En particulier, 'excés de risque (parfois nommé
regret) défini par

R(®) — R(2"),

joue un role crucial. Dans la suite, on va s’intéresser aux propriétés statistiques du classifieur des plus
proches voisins (un peu de patience sa définition formelle arrive bient6t) construit a partir de I’échantillon
Sy On focalisera notre étude sur les propriétés asymptotiques de 'excés de risque au travers du paradigme
minimax. Etant donné un ensemble F de distributions possible pour (X,Y"), le risque minimax est défini
par
0n(F) :=inf sup [R(®) — R(P")],
® FeF

ici 'infimum est pris sur tous les classifieurs S,, —mesurables. Un classifieur ®,, est dit minimax sur I’ensemble
F si il existe une constante C pour laquelle

zilélj)? [R(®,) — R(®*)] < CH,(F).

L’ensemble F sera précisé un peu plus loin, il dépendra du comportement de (y,7) sur R%. Ce comportement
sera précisé au travers d’hypotheéses de régularité de marge et de masse minimale.

La régle des plus proches voisins

Dans ce travail, on concentre nos efforts sur le classifieur des plus proches voisins qui est peut-étre 'une
des procédures qui a été la plus étudiée. On se place dans (R?, ||.||) ou |.|| est une distance de référence
(pas forcément la distance euclidienne). Une fois récupéré notre échantillon S, et fixé un point » € R?,
on commence par réordonner notre échantillon (Xj)(z), Y(;)(z)) en fonction des distances || X; — z||,

1<j<n
concrétement
Xy (@) =zl < [ Xy (2) —af| < ... < | Xy () — 2]
Dans ce contexte, X(,)(x) est le m-iéme plus proche voisin de = pour la distance [.|| et Y{,,)(x) est son

label. Fixons maintenant un nombre de voisins k dans N, le principe de I'algorithme des plus proches voisins
est de construire une régle de décision basée sur les k-plus proches voisins de entrée X. Le classifieur
Sp-mesurable ®,, ; est donné par

N =

’ (2.48)

k
. 1
oopx)=4" % ; Y (X) >

0 sinon.

Pour tout x € 2, le terme %Z?:l Y(;)(x) est en fait un estimateur de la fonction de régression 7(x). En
particulier ®,, ;, peut se réécrire de la facon suivante

k
. . 1
q)n’k(X) = 1{77,,,(X)>1/2} ou nn(x) = % Z Y(j)(x), Va € Q. (249)
j=1

Ainsi, cette procédure peut étre vue comme une procédure dite plug-in. L’entier k& joue le role de paramétre
de régularisation. En effet, si k est trop petit, le classifieur ®,, ;, n’utilisera pour prendre sa décision qu’une
petite partie des voisins de X ce qui conduira & une variance élevée lors de la procédure de classification.
Inversement si k est trop grand, on introduira un biais, di au fait que 'on prendra une décision basée sur
des observations qui sont trop éloignées de X. Le choix de k est crucial, il gouvernera la qualité de notre
procédure. En particulier, k = k,, dépendra de n et tendra vers l'infini avec n.

Il est maintenant nécessaire d’introduire les hypothéses permettant de caractériser la valeur optimale pour
le choix du parameétre k,,.
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Hypothéses

Il est bien connu qu’aucune prédiction valable n’est possible sans hypothéses sur les distributions (voir [87]).
Nous allons donc restreindre la classe des distributions de (X,Y") autorisées.

Comme I’algorithme des plus proches voisins est un algorithme de classification plug-in, il est raisonnable de
penser que des propriétés de régularité de la fonction 1 permettront d’améliorer le processus de classification.
Lorsque 7 est réguliére, les valeurs respectives de n(x1) et de n(z2) sont comparables dés que z1,z2 sont
suffisamment proches. Autrement dit, on peut inférer le signe de n(x) — % & partir de ceux des voisins de z.

hypothése A1 (Régularité) La fonction de régression n appartient & l’ensemble des fonctions Holder
de parameétre 1 et de rayon L (autrement dit a l’ensemble des fonctions L— Lipschitz). Cet espace est noté
CHO(Q, L), il correspond a I’ensemble des fonctions vérifiant

V(zi,29) € Q% [n(z1) — n(we)| < Llzy — 22l

Nous empruntons notre deuxiéme hypothése a [242]. Elle y est introduite dans le cadre de la classification
binaire supervisée (cette hypothése intervient aussi dans le modéle d’analyse discriminante lisse ? [186]).

Hypothése A2 (hypothése de marge) Pour tout o > 0, il existe une constante C > 0 telle que
1 (0%
Px (0< W(X)*i <e] <Ce", Ve>0.

On écrira alors (11,m) € M.

Le classifieur de Bayes dépend du signe de n(X) — 1/2. Intuitivement, il semble aisé de deviner le com-
portement du classifieur lorsque la masse de 'ensemble {n = 1/2} est petite. Inversement, le processus de
décision risque d’étre bien plus ardu lorsque 1n(X) est proche de 1/2 avec grande probabilité. L’hypothése
de marge permet de quantifier la proximité de n(z) a 1/2.

Dans toute la suite, Fp, o désigne I’ensemble des distributions vérifiant & la fois les hypothéses Al et A2,
plus précisément :

Fro = {Pxy) : Px(dz) = p(z)dzet L(Y|X) ~ B(n(X)) avecn € C1(Q,L)and (u,n) € My} .

Reste maintenant a introduire la derniére hypothése concernant la distribution marginale de la variable X.

Hypothése A3 (hypothése de masse minimale forte) Il existe k > 0 tel que la densité marginale p de X
vérifie 11 € Muma (2, k) ot

Moma(Q, k) = {IP’X : Px(dr) = p(x)dr |35 > 0, V5 < §oVr € Q : Px (X € B(x,0)) > m,u(x)(Sd}.

Cette hypothese assure que Px posséde une masse suffisante sur chaque boule B(z,d), la borne inférieure
est contrebalancée par la valeur de la densité en . En un certain sens, les distributions de 9,4 (82, k)
permettent I'obtention de prédictions fiables de la fonction de régression 7.

2. smooth descriminant analysis
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2.3.3 Cas des densités uniformément minorées sur leur support
consistance minimax de la régle des plus proches voisins

Dans cette partie, on regarde le cas particulier ot la densité marginale p est uniformément minorée sur son
support par une constante strictement positive . On obtient alors la borne supérieure suivante.

Théoréme 2.3.1 (Gadat, Klein, Marteau [105]). Supposons satisfaites les hypothéses A1-A8. Soit k,, =

[n2+ |, alors le classifieur des plus proches voisins @, vérifie

sup [R(® k) — R(P*)] S n~ 7,
Px,v €EFL,aMMmma (Q,k)"—

00 Myma(Q, k)4 est ensemble des densités de Myma (2, k) qui sont uniformément minorées sur 0 par
p.

Le Théoréme 2.3.1 établit une vitesse de convergence pour la régle des plus proches voisins. Implicitement,
on s’est restreint ici au cas des observations & support compact, cette restriction est présente dans de
nombreuses études (voir entre autres [120], [47], [186] ou [123]).

Il est important de noter que notre contexte est compatible avec le cadre considéré dans [17].

Définition 2.3.1 (Hypothése de densité forte (Strong Density Assumption (SDA)), [17]). La distribution
marginale de X vérifie I’hypothése de densité forte si

— elle admet une densité p par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?,

— il existe deux constantes (u_, pi4) €]0, +00[? pour lesquelles la densité p vérifie pour tout = € Supp(j)

p— < p(x) < iy

— le support de p est (cq, ro)-régulier ¢’est-a-dire, 8’il existe deux constantes strictement positives ¢q et g
telles que pour tout = dans le support de p

A[Supp(p) N B(x,7)] > coA[B(x,7)],Vr < rg.

Proposition 2.3.1. Lorsque la densité est uniformément minorée par une constante strictement positive,
les hypothéses SDA et (A8) sont équivalentes.

On peut donc utiliser les résultats de vitesse minimax obtenus dans [17] et énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2 (Théoréme 3.3, [17]). Si les hypothéses A1-A3 sont vérifiées et s’il existe p— > 0 tel que
w(x) > p— pour tout x € Q, alors la vitesse de classification minimax est minorée et vérifie

inf sup [R(®) — R(®P")] = n" T
o Px,y €EFL,aNMpmma (Q,6)H"—

Grace a ce théoréme, on peut donc conclure que la régle des plus proches voisins atteint la vitesse de
convergence minimax lorsque p est uniformément minorée.

2.3.4 Cas général pour les espaces de dimension finie
L’hypothése de queues

Les résultats précédents ne s’appliquent qu’aux problémes de classification binaire supervisée pour des
entrées a support compact et & densités uniformément minorées sur ce support. Ce cadre n’est pas satisfaisant
car il ne recouvre pas de nombreuses distributions classiques (par exemple les distributions Gaussiennes, de
Laplace, de Cauchy et de Pareto sont exclues). Ainsi ces contraintes paraissent assez peu réalistes.

On va donc maintenant étudier le cas ot la densité marginale p de X n’est plus minorée. Le jeu est alors
le suivant : nous devons maintenant prédire des labels & des endroits ou il n’y a "pas" d’observation. Pour
pouvoir faire face a ce probléme, nous introduisons une nouvelle hypothése.
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hypothése A4 (hypothése de queue) Il existe une fonction v croissante dans un voisinage de 0 vérifiant
Y(e) = 0 lorsque € — 0 et telle que

Pixy) € Pry = {Px : Jeg € R : Ve < ep, Px ({1 < €}) < ¥(e)},

Pr.14 correspond av cas particulier ¢ = Id.

Résultats de non consistance universelle

Commencons par justifier 'introduction des ensembles 9,y,1m4 (€2, &) et Pr . Nous allons montrer ici qu'il
n’est pas possible d’obtenir des résultats de consistance uniforme si une des deux hypothéses A3 A4 n’est
pas vérifiées.

Théoréme 2.3.3 (Gadat, Klein, Marteau [105]). Supposons que la loi Px y appartienne & l’ensemble F, o

alors

i) 1l n’existe pas de reégle de classification universellement consistante si les hypothéses A1-A3 sont sa-
tisfaites et A4 ne l'est pas. En effet, pour tout n, pour toute régle ®, et tout e < 4%, il existe une
distribution P?ny) dans Fr.o N Mpmma (2, &) telle que

R(®,) — R(D*) > e.

it) Il n'existe pas de régle de classification universellement consistante si les hypothéses A1, A2, A4 sont
satisfaites et A3 ne 'est pas. En effet, pour tout n; pour toute régle ®,, et tout e < 4=, il existe une
distribution IP’Z‘X ) dans Fr, o NPt 14 telle que

R(D,) — R(®*) > e.

— Le premier résultat i) nous dit que méme si ’hypothése de masse minimale A3 est satisfaite par la
densité de X, il n’est pas possible d’espérer obtenir un résultat de consistance uniforme sur toute la
classe de densités considérées. En un certain sens, le support de la variable X semble étre trop grand
pour pouvoir obtenir de bonnes prédictions sans conditions supplémentaires. L’hypothése de queue A4
permettra de compenser ce probléme de support. Ce genre de probléme a déja été observé dans des
problémes d’estimation de densités. On renvoie a [210] et aux références qui y sont citées pour une
description plus détaillée de ce probléme.

— Le second résultat i) montre que ’hypothése de masse minimale A3, est elle aussi incontournable lorsque
les densités ne sont plus a support compact. Cette observation est cohérente avec les études précédentes
de [118] et de [86].

Vitesse de convergence minimax

Nous sommes maintenant en mesure de décrire précisément la vitesse de convergence minimax lorsque les
hypotheses A2, A3 et A4 sont satisfaites.

Borne minimax inférieure

Théoréme 2.3.4. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons satisfaites les hypothéses A1-A3 et que U'hy-
pothese A4 est pour p = Id. Alors

inf sup [R(®,) = R(®*)] 2 n~ Tata,
Pn Px vy EFL,aMMmma (2,6)NPT 14

Le cas général pour des fonctions 1 autres que l'identité sera traité dans le Théoréme 5.1.7. 1l fournira
des bornes inférieures pour des distributions ayant des queues différentes. Remarquons que ’on retrouve ici la
vitesse obtenue par [17] pour les densités a support compact sous 'hypothése Mild Density Assumption pour
le cas particulier 1» = Id. Cela implique, que dans le cas non compact méme avec I’hypothése supplémentaire
sur la queue, la vitesse ne peut pas étre meilleure que celle obtenue dans le cadre des densités a support
compact.
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Une borne supérieure pour la régle des plus proches voisins

Lorsque la densité n’est plus uniformément minorée sur son support, ’entier k,, sera choisi de maniére &
contrebalancer la probabilité des petites boules dans la queue de distribution. Par exemple lorsque ¥ = Id,
on montre qu’un bon choix pour k, est
2
ky = |n3¥aTa |,
On peut remarquer que cette valeur différe notablement de celle de la section précédente.

Théoréme 2.3.5. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons que les hypothéses A1-A8 sont satisfaites et
2
que Uhypotheése A4 Uest pour ¢ = Id, alors, si ky, := |[n3FF2 |, on a
__(tw
sup [R(®nk,) — R(P)] S - G,
Pix,v)yEFL,aNPT,1aNMmma (2,k)

Ces résultats montrent que le prix a payer pour sortir du cas compact est une dégradation de la vitesse de
n~(1+)/(2+d) 3 au moing n~(11+e)/(2+atd) (voir par exemple Théoréme 2.3.4 lorsque ¢ (e) ~ €). Remarquons
que la borne supérieure obtenue ne colle pas a la borne inférieure qui était n=(1+e)/(2+etd) A ce stade pour
obtenir la bonne majoration, il est nécessaire de changer légérement la construction de nos plus proches
voisins. C’est I'objet du paragraphe suivant.

Borne minimax supérieure pour obtenir une régle des plus proches voisins quasi-optimale

La borne supérieure obtenue au Théoréme 2.3.5 peut étre améliorée si on change la fagon de construire le
parameétre de régularisation k,. Jusqu’a présent le nombre k,, de voisins utilisés pour choisir le label de X
était le méme quelle que soit la position de X dans I'espace . Nous allons maintenant faire dépendre ce k,,
de la position. Cette dépendance reposera fortement sur la valeur de la densité p au point x. Formellement,
pour tout j € N, on définit

Qo= {a: eRY: p(x) > nﬁ}’

_ d. nm nm
Qn,]—{$€R2j§M($)<2JH .

et

On pose alors ky, o = [n TraTa log(n)| et pour tout j € N, on utilisera
kn(z) = [kn o2 2/CHD v 1 lorsque € Q. (2.50)

En accord avec 1’équation (2.50), le nombre de voisins concernés par le processus de décision dépend de la
position spatiale de X. En un certain sens, cette position est liée & la queue de la distribution. Une telle
construction par tranches successives peut-étre interprétée comme une sélection spatiale adaptative de la
fenétre de lissage. Cette fenétre est plus petite aux points x € R? pour lesquelles p(x) est petite. Cette
idée est a rapprocher de celle développée dans [113] pour un probléme d’estimation adaptative minimax de
densités.

Théoréme 2.3.6 (Gadat, Klein, Marteau [105]). Supposons les hypothéses A1-A3 satisfaites et que I'hy-
potheése de queue A4 est satisfaite pour v = Id. Alors si k, est choisi en accord avec l’équation (2.50) le
classifieur des plus proches voisins @7k vérifie

-

sup [R(®1,) = R(®")] S 0™ T3 (log n) 4414,
Pix,v)EFL,aNPT,1aNMimma (2,5)
Respirons trente secondes et comparons la borne supérieure du Théoréme 2.3.6 a la borne inférieure du
Théoréme 2.3.4. Elles sont égales (enfin presque, il y a un petit logarithme en trop dans la borne supérieure).
Il doit étre possible de se débarrasser de ce terme logarithme & l’aide d’un nouveau découpage. Ainsi, on
peut avancer que le taux minimax exact lorsque 'hypothése de queue dépend de v = Id est

inf sup [R( an) - R(@*)} ~ Tt
@ IP(X,Y)e}-L,amPT,Idnmwnma(Qyﬁ)
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2.4 Analyse de sensibilité et quantification des incertitudes

2.4.1 La problématique de la quantification des incertitudes

Dans de nombreux problémes provenant du monde industriel, la quantité d’intérét, que ’on notera pour
Iinstant y (puis Y quand elle deviendra aléatoire), est 'image par une application déterministe f d’un
certain nombre de variables d’entrée x1,...,x,. Les variables d’entrée peuvent étre des réels, des vecteurs
ou méme des fonctions. La fonction f, bien que déterministe, n’est pas connue; c’est généralement un code
de calcul dit boite noire. En d’autres termes, si 'on donne & notre calculateur un jeu d’entrées z1,...,xp,
ce dernier nous donne une valeur f(zi,...,2,). Cependant, on n’a pas un accés direct & la fonction f.
L’objectif révé serait ici de connaitre parfaitement la fonction f. Ce souhait est bien évidemment irréaliste,
d’autant plus que dans de nombreuses applications industrielles ’exécution du code numérique pour obtenir
une seule valeur de y peut prendre plusieurs heures (parfois quelques jours). En plus de ’aspect temporel, un
autre probléme vient se rajouter. Dans les applications, les variables d’entrée sont souvent mal connues (les
ingénieurs parlent de variables incertaines). Elles sont par la suite modélisées par des variables (vecteurs ou
processus) aléatoires. On est essentiellement face a deux problémes : comment gérer la fonction f inconnue
et le cotit élevé de calcul ? Comment gérer 1'aléatoire sur les variables d’entrée 7

Imaginons que nous n’ayons le droit qu’a une centaine d’appels a notre code numérique. Il est naturel
d’essayer de choisir les points d’expérience (un point z = (z1,...,x,) pour lequel on calcule la valeur
f(z1,...,xp) est appelé point d’expérience) nous permettant d’obtenir un maximum d’information. On
parle alors de plan d’expérience. Une fois nos points d’expérience choisis, il peut étre judicieux de construire
un code approché moins cotiteux, on parle de méta-modéle. On peut aussi vouloir essayer de détecter les
variables d’entrée importantes afin de pouvoir concentrer notre étude sur ces variables et négliger les autres.
Les problématiques de plans d’expériences, de construction de méta-modeéles et de détection de variables
importantes sont bien évidemment liées. Néanmoins, j’ai focalisé mon attention sur le troisiéme point.

2.4.2 Deétection de variables importantes et indices de Sobol

Notre objectif est donc maintenant d’identifier dans notre modéle de type boute noire les variables d’entrée
les plus importantes ; ¢’est-a-dire celles qui auront le plus d’influence sur la sortie. Une des approches consiste
4 considérer que les variables d’entrée sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est fixée par
l'utilisateur en fonction de l'idée qu’il a, concernant l'incertitude sur les entrées (nous renvoyons a [187]
ainsi qu’a [221] et a leur bibliographie). Ainsi, la sortie du modéle est maintenant une variable aléatoire.
Lorsque la sortie est un scalaire, sa variance peut étre décomposée gréace a la décomposition dite de Hoeffding
[244, 10, 127]. Chaque variance partielle mesure en un certain sens la partie de l’aléa de la sortie due a I’'entrée
considérée. En considérant alors le rapport entre cette variance partielle et la variance totale, on obtient une
mesure de 'importance de chaque variable d’entrée appelée l’indice de Sobol [230]. Ainsi les entrées les plus
influentes peuvent étre identifiées et ordonnées en fonction de la valeur des indices de Sobol correspondants.
Une fois ces indices définis, le probléme de leur estimation reste entier. En pratique, on cherche a estimer ces
indices en utilisant un nombre fini d’évaluations du code numérique([125]). De nombreuses approches de type
Monte-Carlo ou quasi-Monte-Carlo ont été développées par les ingénieurs comme par exemple la méthode
FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test, [77], [239]). Une maniére trés astucieuse d’estimer les indices de
Sobol est la méthode appelée Pick-Freeze (voir [230, 231]). Cette méthode, basée sur un plan d’expérience
spécifique, est trés puissante. Elle ne dépend absolument pas du modéle considéré et transforme le probléme
initial complexe d’estimation statistique en un simple probléme de régression linéaire. Bien que trés utilisée
en pratique (voir par exemple [222]), cette méthode conduit & un estimateur qui n’avait jamais été étudié
d’un point de vue mathématique. Ses propriétés de convergence n’étaient pas connues et il était naturel et
méme important pour justifier son utilisation de connaitre son comportement. Par exemple qu’elle est sa
vitesse de convergence (existence de théorémes central limite, de Berry-Esseen, propriétés de concentration,
optimalité en termes d’efficacité asymptotique). Afin de comparer plusieurs indices entre eux, il était aussi
important d’étre capable d’obtenir une loi limite jointe pour ’estimation simultanée de plusieurs indices
(cela permet d’obtenir des régions de confiance et de mettre en place une stratégie rigoureuse de tests
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statistiques).

Les premiéres réponses a ces questions ont été obtenues en collaboration avec Fabrice Gamboa, Alexandre

Janon, Agnés Lagnoux, Maglle Nodet et Clémentine Prieur [136, 109]. Une fois cette premire étape effectuée,

plusieurs questions restaient en suspens.

e Malgré lefficacité asymptotique de I'estimateur Pick-Freeze, est-il possible de trouver de meilleurs estima-
teurs ? L’optimalité en terme d’efficacité asymptotique est un peu trompeuse car ce type d’optimalité est
lié au plan d’échantillonnage considéré. Nous avons donc étudié (travail effectué avec Jean-Claude Fort,
Agnés Lagnoux et Béatrice Laurent [101]) un modéle de régression linéaire fonctionnelle pour lequel nous
avons proposé a partir d’un plan d’échantillonnage différent un estimateur des indices de Sobol concur-
rent. Nous avons étudié ses propriétés (TCL, efficacité) et 'avons comparé a lestimateur Pick-Freeze.
Le nouvel estimateur considéré est construit en tenant compte de la forme spécifique du modéle. Ainsi
lorsque la méthode est bien adaptée aux processus en présence, il est meilleur que I'estimateur Pick-Freeze.
Rappelons, que ce dernier ne dépend pas du modéle, ainsi ses performances sont les mémes quel que soit
le modéle.

e Les indices de Sobol n’étaient définis que pour des sorties réelles : il était naturel de se poser la question de
comment les généraliser en dimension supérieure (la sortie du code est un vecteur ou méme une fonction).
C’est ce que nous avons fait avec Fabrice Gamboa, Alexandre Janon et Agnés Lagnoux [108]. Nous avons
expliqué comment définir des indices de Sobol pour des sorties qui ne sont pas nécessairement réelles et
qui gardent les mémes propriétés que les indices pour les sorties réelles.

e Il restait alors encore au moins une question fondamentale qui finalement aurait di étre la question de
départ (il semble que peu de personnes se la posent...) : les indices sont-ils si bien adaptés que cela pour
détecter les variables influentes ? Les indices de Sobol sont construits & partir d’'une décomposition de
la variance et par suite ils ne peuvent étre pertinents que pour détecter les variables influentes pour le
comportement moyen de notre modéle mais certainement pas pour d’autres comportements (par exemple
des comportements extrémes). Avec Jean-Claude Fort et Nabil Rachdi [102], nous avons montré que
I'importance d’une variable dépendait fortement de la quantité & laquelle on s’intéresse et nous avons
proposé une méthodologie permettant de construire un indice en fonction de la quantité d’intérét. Ensuite
avec Fabrice Gamboa et Agnés Lagnoux [110], nous avons proposé un indice qui prend en compte toute
la distribution de la sortie et pas seulement sa variance. Cet indice est basé sur la distance de Cramér-von
Mises. La bonne surprise de notre approche est qu’il existe encore un estimateur de type Pick-Freeze pour
cet indice. Ainsi en terme de cott d’estimation, il n’est pas plus cher de regarder un indice prenant en
compte toute la distribution plutoét qu’un indice basé uniquement sur la variance.

2.4.3 Cadre mathématique

Soient X := (X1,...,X,) le vecteur les variables d’entrée définies sur un espace de probabilité (2, F,P) a
valeur dans un espace mesurable E = E; x --- x E,. Pour f : E — R est une fonction mesurable inconnue
(p et k sont des entiers strictement positifs) Y désigne la sortie du code

Y = f(Xy,.... X,).

On suppose que les variables X, ..., X, sont indépendantes et que Y est de carré intégrable (i.e. E(||Y|?) <
00). On suppose aussi que la matrice de covariance de Y est définie positive.

Soit u un sous-ensemble de {1,...,p} et ~u son complémentaire dans {1,...,p}. On note Xy, = (X;,i € u)
et Eu = Hi€u .E‘Z
Grace a I'indépendance des variables d’entrée X, ..., X, on peut décomposer f de la maniére suivante

f(X) =c+ fu(Xu) + fru(Xnu) + fu,Nu(Xu;XNu), (2.51)
ouc€RF fu:FEy—=RF fou:Eoy— RF et foou: B — RF sont données par

c= E(Y)v fu = E(Y|Xu) — G f~u = E(Y|X~u) -G fu,Nu =Y - fu - f~u —C.
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Comme les termes apparaissant dans la décomposition sont orthogonaux dans L?, on peut calculer de chaque
coté de (2.51) les matrices de covariance et obtenir

S = Cy + Cr + Cuns. (2.52)

Ici ¥, Cy, Cy et Cy ~u dénotent respectivement les matrices de covariance de Y, fu(Xu), fou(Xou) et de
furou(Xu; X))

Cette décomposition s’appele la décomposition de Hoeffding de f [244, 10, 127].

Supposons maintenant que k =1 (i.e. Y € R) et divisons par ¥ = Var(Y') 'égalité (2.52) on obtient

Cu , Cou , Curu _ Var(B(Y|Xy) | (VAE(Y]Xou) | Cun

=5 *73 ) Var(Y) Var(Y) 5

(2.53)

Définition 2.4.1. Lorsque Y € R, on appelle indice de Sobol (fermé) par rapport aux entrées X,, = (X;,7 €
Var(E(y|Xxu))

u), la quantité S" = Var)

Cette quantité représente la proportion de la variance de Y qui est due a ’action des variables X, seules.

2.4.4 Estimateur Pick-Freeze en dimension 1

On introduit la variable Pick-Freeze Y définie de la maniére suivante : soient X = (X,...,X,) et X" =
(X{‘, ey X;j) ot X' =X, sii € uet X} est une copie indépendante de X; sinon. On note alors
Y* = f(X").

Lemme 2.4.1. Supposons que les variables Y et YX sont de carré intégrable. Alors
Var(E(Y|Xy)) = Cov(Y,Y™).

En particulier,
_ Cov (Y, Y™")

8" = ) (2.54)

Soient (X7)._,  un N-échantillon de X et (X**) _
et Y = f(X™?). Il est alors naturel d’estimer S par

LYY - (V) (V)
YLV - (1Y)

On retrouve cet estimateur dans [130], ou a été montré son bon comportement en pratique.

Le lecteur attentif aura remarqué que nous disposons ici de deux N —échantillons (non indépendants) mais
de méme loi que Y et que nous ne nous servons que d'un de ces deux échantillons pour estimer E(Y') et
Var(Y). Il parait intuitif qu’en utilisant la totalité des observations nous devrions obtenir un estimateur
plus performant. Pour cela, nous considérons

n un N-échantillon de X, on pose V; = f(X*)

SN

. (2.55)

o v - (S [E]) | 50

Vo[- (v )

Cet estimateur concurrent a été introduit dans [182]. Nous allons montrer qu’il est meilleur que Sx au sens
ou il est asymptotiquement efficace.
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Consistance, théoréme central limite et efficacité asymptotique

Proposition 2.4.1 (Janon, Klein, Lagnoux, Nodet, Prieur [136]. Consistance, TCL, Efficacité).
1. Ona

(S8, Tx) 2 (8%,8%) (2.57)
2. Si de plus E(Y*) < oo, alors
VN (5§ = 5%) 5 M (0.03) (2.58)
et
VN (T - %) 5 N1 (0,0%) (2.59)
" L Var(( —B() [ () - $¥(r ~E(v)])
’ (Var(y))? ’
o Var (Y —EW))(YX ~E(Y)) - §¥/2 (Y ~E(Y)?* + (V¥ - E(¥))’))
’ (Var(Y))? '

3. Soient P l’ensemble des fonctions de répartition des vecteurs aléatoires échangeables de L*(R?). Soit
P la fonction de répartition du couple (Y,YX). Alors P € P et {Tif}N est asymptotiquement efficace
pour estimer SX.

Afin de savoir si une variable est plus importante qu’une autre, il est important d’étre capable d’estimer
conjointement plusieurs indices de Sobol et de connaitre le comportement limite de ce vecteur d’estimateurs.
Soient [ un entier naturel, u = (uy,...,u;) et  sous-ensembles distincts de {1,...,p} (on rappelle que p est
le nombre d’entrées). On note

St = (5", ..., 8"

et
Shar = (SN SN), Ther = (TN - TN

Théoréme 2.4.1 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109]). Si E(Y?) < oo, alors

1.
VN (S§ - S&) 5 Ni(0.Tys) (2.60)

ot Pus = ((Tu,s)1,5) 1< j<i aveC

Cov(YY", YY" ) — SgCov(YY™,Y?) — S5 Cov(YY™,Y?) 4+ S S¢i Var(Y'?)
(Tus)j = p
(Var(Y))

VN (T§.c1 — S&) N—% N (0,Ty, ) (2.61)
e el
ot 'y = ((Fu,T)l,j)gz,jgk“”ec

Cov(YYU,YYU) = S4Cov(YY", M%) — S& Cov(YY™, M™) + S S& Var(M™)
(Var(Y))? '

(Cur)y =

Comme le théoréme central limite est un résultat asymptotique, il peut parfois étre non informatif a taille
d’échantillon fixée, c’est pour cela qu’il est intéressant d’avoir des inégalités de concentration ou des théo-
rémes de Berry-Esseen pour obtenir des bornes fiables & IV fixé.
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Inégalités de concentration

Nous avons obtenu des inégalités de concentration a la fois pour l'estimateur S¥ ) et I'estimateur T .
Les deux théorémes étant presque identiques, nous n’en présentons qu'un dans cette synthese (le lecteur
trouvera le second dans la Section 6.3.4).

Inégalités de concentration pour D’estimateur S} N.c1 Nous présentons ici des inégalités de concen-
tration vérifiées par les estimateurs Pick-Freeze des indices de Sobol. Pour cela, on introduit la fonction h
définie pour > —1 par h(z) = (1 + z)In(1 4+ x) — . Considérons les variables aléatoires

U =YY" — (S8 £ y)(Y))? et JF = (S& £ y)Y; — V"

et notons Vi (respectivement Vi, V;© et V; ) les moments d’ordre 2 des variables i.i.d U (resp. U;, J;©
et J; ).

Théoréme 2.4.2 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109]). Soit b > 0 et y > 0. Si les variables Y;
et Y;* sont a valeurs dans [—b,b], alors

P (SN.c1 > S& +y) < My +2M; + 2M3, (2.62)
P (Sk.c1 < S8 — y) < My + 2My + 2Ms, (2.63)

NV [ by yV NV b2 b 1%

_ _ N J U Yy

M, = exp { 2 h <VJ 5 y Mz =exp< — ) h 7bVJ+ 5 ;
B NV yV NV, by yV

Mgexp{ b2h<v\/j)}, M4:exp{ szh<VU2>};

N —1,2
M{ g;bh(bbvv_ V)}
U J

ot

et by =b*(1+ S& +v).

Théorémes de Berry-Esseen

Dans ce paragraphe, nous montrons des théorémes de type Berry-Esseen pour ’estimateur SR/,CI' Le premier
théoréme est une application d’un résultat général de Pinelis [197]. Ce résultat de Pinelis peut étre vu
comme ’analogue de la Delta méthode, il permet de transporter un résultat de type Berry-Esseen a I'aide
de fonctions réguliéres. Ce théoréme est trés général et fait intervenir des constantes difficilement calculables
en pratique. C’est pour cela que nous présentons un second théoréme valable pour des variables centrées
mais pour lequel les constantes sont explicites. Soit ® la fonction de répartition de la loi Gaussienne centrée
réduite.

Le travail de Pinelis Nous rappelons ici un résultat de Pinelis démontré dans [197]. Soient (V;);>1 une
suite de variables aléatoires centrées i.i.d. a valeurs dans RY muni de sa norme ||...|| et f une fonction
mesurable de R? dans R vérifiant f(0) = 0 dérivable au sens de Fréchet en 0 et telle que

M,
Je>0,3M. >0s. t. \f(x)fL(m)|§75||xH2 (2.64)

ou L := Df(0) est la dérivée de fréchet de f au point 0.

Remarque 2.4.1. La condition (2.64) est automatiquement satisfaite si f est de classe C? dans un voisinage
de 0.
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Théoréme 2.4.3 (Corollary 3.7 dans [197]). Soit p € (2,3]. Supposons (2.64) satisfaite, si
o:=+E(L(V)?) >0,

et si (E(||V]|P)? < 0o. Alors pour tout z € R,

(02<) o

ot K est use constante ne dépendant que de p.

K
np/271 ’

(2.65)

Un théoréme de Berry-Esseen général Pour toute variable aléatoire Z, on notera Z¢ = Z —E(Z) sa
version recentrée.

Théoréme 2.4.4 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109]). Si Y admet des moments d’ordre 6,
alors pour tout z € R,
VN

P (o [SXZ,CI - 581} < Z> —®(2)

< (2.66)

ol

~— %‘R

o? := Var <‘1/ (Ye(Y™)e = S&(Y)?)

est la variance asymptotique de VNSY -

Malheureusement, il semble difficile de calculer explicitement la constante x et donc en un certain sens ce
théoréme n’est pas trés utile. Cependant, si 'on suppose les variables centrées et en modifiant légérement
nos estimateurs (on n’estime plus l'espérance qui vaut 0), on peut obtenir un théoréme de Berry-Esseen
avec des constantes explicites.

Un théoréme de Berry-Esseen avec constantes explicites Considérons l'estimateur
gzl\lr cl1 = %12 o
) Ly y?
et supposons les variables centrées, Soit k =~ 0.42 la meilleure constante connue dans le théoréme classique
de Berry-Esseen ([156]). Alors on a

Théoréme 2.4.5 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109]). Si la variable Y est centrée et admet un
moment d’ordre 6, alors pour tout t dans R,

VN = t
P ((I(S;s,msa‘o 9) — ()| < jNN +|2() - @ | — | (2.67)
VN,
I+ v
ot )
o2 := Var (V (Yy© - 5511/2)) (2.68)
est la variance asymptotique de v/ N§J‘¢701 et

ps.n = E

A, —E(A) [P
v/ VarA,, ’
to
-y [YY“ — (su + ) YQ] ,
g Cl \/N
to

vy = (\/N + 2551> Var(Y?) — 2Cov(YY™, V?).

AN
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2.4.5 Indices de Sobol en dimension supérieure et leur estimateur Pick-Freeze

Dans les paragraphes précédents, nous avons défini les indices de Sobol, proposé une méthode d’estimation
et étudié les propriétés statistiques de ces estimateurs lorsque la sortie Y est réelle. Bien évidemment, dans
de nombreuses applications, la sortie est vectorielle ou fonctionnelle. Il est donc naturel de vouloir généraliser
les indices de Sobol pour ce type de sorties. C’est 'objectif de cette partie.

Des généralisations des indices de Sobol pour des sorties vectorielles ou fonctionnelles ont été considérées
d’une maniére empirique dans [58] et [160]. La généralisation que nous allons proposer se retrouve de fagon
implicite dans le travail de Lamboni et de ses co-auteurs [160]. Le point de départ de la construction de ces
nouveaux indices est une fois encore la décomposition de Hoeffding multidimensionnelle de la sortie vecto-
rielle. Cependant, comme le produit matriciel est non commutatif, plusieurs choix d’indices sont possibles.
Afin de réduire les possibilités, nous allons demander & nos indices d’une part d’avoir certaines propriétés
naturelles d’invariance et d’autre part d’étre facilement estimables (par exemple en utilisant la méthode
Pick-Freeze).

Indices de Sobol généralisés

Le point de départ est toujours la décomposition de Hoeffding qui rappelons le conduit & la décomposition
suivante de la matrice de covariance
Y =Cy+ Cuu+ Cuy,mu, (2.69)

ou X, Cy, Cuy et Cy .~y correspondent respectivement aux matrices de covariance de Y, E(Y|Xy,) —
EY), EY|Xwu) —E(U) et de Y — E(Y|Xy) — E(Y|Xwu) + E(Y) (voir (2.51) pour plus de détails sur
cette décomposition).
Il est bon de noter ici que lorsque la sortie est réelle (i.e. k = 1), les matrices de covariance sont des scalaires.
Dans le cas général (k > 2), pour toute matrice M de taille k, ’équation (2.69) peut-étre “projetée’ dans R
comme suit

Tr(MY) = Tr(MCy) + Tr(MCoy) + Tr(MCy,on)-

Cela permet de définir (dés que Tr(MX) # 0) la mesure de M-sensibilité de Y par rapport a X, par

Tr(MCly)
YM; f) = ——=".
SN ) Tr(MY)
Evidemment, on définit de maniére analogue
curng o Tr(MCoy) g Tr(MCy )
STHMf) = Tr(MY) S (M:f) = Tr(MY)

Nous avons alors montré qu’avec cette projection, I’'unique choix raisonnable de M était de prendre la matrice
identité On notera alors I'indice S"(f). C’est le seul choix qui permet d’avoir les propriétés suivantes

Proposition 2.4.2 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]). 1. La mesure de sensitivité généralisée se
somme a 1
SU(f)+ ST+ ST = 1. (2.70)
2.0<S™(f)<1.

3. La mesure de sensitivité est inchangée si on compose a gauche f par une application orthogonale O
de R,
SHOf) = S"(f)- (2.71)

4. S™(f) est invariant par tout changement d’échelle de f i.e.

pour tout A € R, SU(Af) = S"(f).
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L’estimateur Pick-Freeze

Nous nous contentons maintenant d’étudier 'indice S™(f), d’en donner un estimateur par la méthode
Pick-Freeze puis d’étudier les propriétés de cet estimateur. Soit Y = f(X,, X.,) ou X/, est une copie
indépendante X., et toujours indépendante de X,,. Soit IV un entier. On prend N copies indépendantes
Yi,..., Yy (resp. Y*,..., Yy) de Y (resp. Y¥). Pour [ =1,... ,k,et i =1,..., N, on note Y;; (resp. ¥}) la

ieme coordonnée de Y; (resp. Y;*). On estime alors S"(f) par

2
k 1 N - yu 1 N Y +Y)Y
21:1 (N Zi:l YZ’le‘,z - (N Zi:l 2

Su,N = - F— v (2.72)
i i, il i,
2=t (z{r 2im1 : 2 — - (% 2im1 2 l) )
Remarque 2.4.2. Cet estimateur n’est autre que
Tr (Cu.n)
Su N = —— 2.73
SN T (2y) (2.73)

ot Cy,N et Zn sont les estimateurs empiriques de Cy = Cov(Y,Y™) et de ¥ = Var(Y") définis par

1 & T vieve (1 Nyave)
Cun = — yuyl — [ = I il I
et

N t
JREAR 73 TNER TT0 0 LN (I NREARD AT Vol Wy (S QLG TS 7ot
EN_N;f_ NZ 2 NZ 2 )

Comme dans le cas des sorties réelles, nous avons montré la consistance, la normalité asymptotique ainsi
que lefficacité asymptotique de cet estimateur.

Proposition 2.4.3 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108], Consistance, TCL, Efficacité). 1. Sy n converge

presque sarement vers SU(f) lorsque N — +00.

2. Si de plus, pour tout 1 =1,...,k, E(Y}}) < oo et si

Ur= (Yo, —EW)) (Y —E(Y),  Vi= (Y10 —EM))” + (V) — E(W))™

Alors

VN (Suny = 8*(f) 5 Ni(0,0?) (2.74)

N—o00
ol
o2 = g2 Z Cov(U;, Up) + b? Z Cov(V;, Vir) + 2ab Z Cov(U;, Vir),
Lref{l,....k} Li'e{l,....k} Lre{l,... .k}
avec
s b= —L5o(s)
a= —3—————, = —— .
Sy Var(Y) 2

3. SiE(Y}') < oo pour toutl =1,...,k, alors (Sun)n est asymptotiquement efficace pour estimer S™(f).
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Cas des sorties fonctionnelles

Dans de nombreuses applications, la sortie du code Y est une fonction. Nous allons donc étendre nos indices
(sous certaines hypothéses) aux cas des sorties fonctionnelles.

Soit H un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (-, -) et de la norme ||-||. Soit f une fonction a
valeurs dans H, ainsi Y et Y™ sont des variables aléatoires a valeurs dans H. On suppose que E(||Y]|?) < cc.
Nous rappelons que E(Y) est défini par dualité comme 'unique élément ¢ € H vérifiant

E((h,Y)) = (h,t) pour tout h e H.

Dans toute cette section, on suppose le code centré (E(Y') = 0).

L’opérateur de covariance associé a Y est 'endomorphisme I" sur H définit, pour tout h € H par I'(h) =
E ((Y,h)Y). Comme E(||Y||?) < oo, " est un opétateur a trace. On peut maintenant généraliser au cas des
sorties fonctionnelles, la définition de SY(f) introduite précédemment.

Définition 2.4.2. S"°(f) = TTrY((FF“)), ou T'y, est Pendomorphisme sur H défini par T'y(h) = E ((Y", h)Y)
pour tout h € H.

La décomposition polaire des traces de I' et de I'y, va permettre de construire des estimateurs empiriques

de S™(f).
Lemme 2.4.2 (Décomposition polaire). On a
Te(I) = E ([Y[*) — [EY)|?,

Tr(lw) = i [E (Y +Y")7) —E (Y - Y™|?) — 4]E 1) [I*].

Soit (¢1)1<; une base orthonormée de H. Alors

o0

Y112 = (Y, 00

i=1

Il est classique, lorsque 'on traite de données fonctionnelles de décomposer le processus sur une base.
Cependant dans de nombreux cas, la base ne peut pas étre choisie librement. Par exemple on considére
la base de Karhunen-Loéve qui diagonalise 'opérateur de covariance (I'intérét de la méthode présentée ici
réside dans le fait que l'utilisateur peut choisir librement une base, il n’est donc pas obligé d’utiliser une
base qu’il ne connait pas forcément!!).

Maintenant, afin d’estimer S™°°(f) (et donc d’estimer au préalable Tr(T") et Tr(T'y)), on tronque la somme

précédente
m

Y117, = D (¥ ei)®.

=1

Estimation de S™“°°(f)

On considére I'estimateur de S™>°(f) :

N u u YV . Vu
v o (Y + Y210, - Y = YRI5 — Y +YY)2,)

" — —2
LZN IVillz, +HIY2, || P4y
N Zui=1 2 2 |,

Théoréme 2.4.6 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]). Supposons qu’il existe 6 > 1 tel que

Su,m,N =

u =E((Y,)?) =01~ ) (2.75)
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et &' > 1 tel que

E((Y,o1)*) = 00", (2.76)
alors pour tout m = m(N) vérifiant
m(N) m(N)
NE — 400, Wi -0, (2.77)
on a
VN (Sumn = S*(f) 5 N(0,0%) (2.78)

ot 02 dépend uniquement des moments des variables définissant Su,m, N -

2.4.6 Indices basés sur la distance de Cramér-von Mises

Les indices de Sobol présentés dans les sections précédentes sont basés sur une décomposition de la variance.
Ils ne sont donc a priori efficaces que pour quantifier 'importance des variables d’entrée par rapport au
comportement moyen du modéle.
Afin de motiver la nécessité d’avoir d’autres indices, considérons le modele suivant. Soient X7 et X5 deux
variables aléatoires indépendantes ayant les mémes moments d’ordre 1 et d’ordre 2 mais telles que E [X f] =+
E [Xg] Supposons que

Y = X; + Xy + X2X2.

Alors
Var (E [Y]X1]) = Var(X; + X7) = Var(X, + X3) = Var (E[Y|Xy)).

Cependant, comme Y est une fonction symétrique en X1, X5 et comme X; et X5 n’ont pas la méme distri-
bution, les deux variables X; et X5 ne devraient pas avoir la méme importance. Il semble donc important
de considérer des indices de sensibilité qui prennent en compte non seulement les moments d’ordre 2 mais
aussi toute la distribution.

Par ailleurs, de fagon intuitive, ce ne sont pas nécessairement les mémes variables d’entrée qui influent par
exemple sur le comportement moyen de la fonction ou sur le comportement d’un quantile extréme. Ainsi,
I'indice doit étre construit en fonction de la quantité que ’on souhaite étudier.

Il y a plusieurs fagons de généraliser les indices de Sobol : on peut par exemple définir de nouveaux indices a
I’aide de fonctions de contraste basées sur la quantité d’intérét, cette approche sera étudiée dans la section
suivante qui résume les résultats de [102]. Comme nous le verrons, 'estimation de ces indices est cotteuse.
Dans [247], auteur présente une maniére de définir des indices & l'aide de distances de dissimilarité. Ces
mesures unifient dans un méme cadre, des indices de sensibilité déja existant. Malheureusement leurs es-
timations sont basées sur I'estimation d’un rapport de densités qui peut s’avérer une opération cotiteuse.
Borgonovo et al. [43, 44, 45] introduisent et étudient des indices basés sur la distance en variation totale.
Alors que Owen et al. [188, 189] suggérent d’utiliser des procédures basées sur des moments d’ordre plus
élevé. Nous allons dans cette section suivre ces deux pistes. Nous allons dans un premier temps revisiter les
travaux d’Owen et al. afin d’étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs Pick-Freeze généralisés
qui y sont introduits. Dans un second temps, nous allons proposer un indice naturel basé sur la distance de
Cramér-von Mises entre la distribution de la sortie Y et la distribution de la loi conditionnelle de Y lorsque
certaines entrées sont fixées. Nous verrons que, chose surprenante ces indices peuvent une fois encore s’esti-
mer par la méthode Pick-Freeze et la taille de ’échantillon requise pour I’estimation est du méme ordre de
grandeur que pour l’estimation des indices de Sobol.

Meéthode Pick-Freeze d’ordre p

En utilisant, la décomposition de Hoeffding pour un singleton v € Iy := {1,...,d}, le numérateur de 'indice
de Sobol par rapport a ’entrée numéro v est donnée par

H?=E [(E[Y|XU] ~E[Y))?]. (2.79)
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Suivant les idées présentées dans [188] et dans [189], on généralise cette quantité en considérant des moments
d’ordre supérieur. Pour tout entier p > 2, on pose

HY == E[E[Y|X,] - E[Y])"]. (2.80)

Soit X le vecteur aléatoire tel que X = X, et X? = X! si i # v ot X] est une copie indépendante X;. On
pose alors

YU = f(XY). (2.81)
Le lemme qui suit donne la représentation Pick-Freeze de H? pour p > 2.

Lemme 2.4.3. Pour tout v € Iz, on a

P
E[(E[Y]X,] — E([](" - ] : (2.82)
=1
Ici, YU! =Y et pouri = 2,...,p, YV est construit indépendamment comme YV défini par l’équation

(2.81).

Estimation On commence par développer le produit® apparaissant dans (2.82). On obtient alors

l

HYvJ,i

i=1

HP = zp: (?) (—1)PE[YPE

Ensuite, on utilise un schéma d’estimation de Monte-Carlo Pick-Freeze en considérant 1’échantillon de taille
p X N suivant

() -
T (gel,xIn

On définit pour tous NV € N*, j € Iy et [ € I,

-1 l N
v p v,k; BV _ 1 v
Pz,j:<l> > <HYJ ) et Pl=> Py
k1<...<kjel, \i=1 j=1

L’estimateur est alors

=3 (V) e ()7 259

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont résumées dans le théoréme qui suit.

Théoréme 2.4.7 (Gamboa, Klein, Lagnoux [110]). s €st fortement consistant et asymptotiquement
normal :

VN (HY \ — H?) NZZO N (0,0%) (2.84)
ol

=p[Var(Y) + (p — 1)Cov(Y,Y" %) (Z albl> , ap = iE[Y]l_l, l=1,...,p

p

31, v =1
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l
[
=1

b= (17 oty — DEP + 3 (1) -1 - DEY P
=2

b = (?)(—1)17—%[1/}?—5, I=1,...,p.

La collection de tous les indices HY fournit beaucoup plus d’information que I'indice de Sobol classique.
Néanmoins, elle présente plusieurs désavantages. D’une part, les indices peuvent étre négatifs si p est impair.
On pourrait contrer ce point en considérant E [|[E[Y|X;,4 € v] — E[Y]|P], mais dans ce cas, on ne pourrait
plus appliquer la méthode Pick-Freeze pour les estimer. D’autre part, la procédure d’estimation requiert
K x N appels au code si 'on veut estimer les K premiers indices.

Indices basés sur la distance de Cramér-von Mises
Dans cette section, nous notons Z = f(Xy,...,Xg) € RF la sortie du code numérique. Soit F' la fonction de
répartition de Z définie pour tout ¢t = (t1,...,%;) € R¥ par
F(t)=P(Z<t)=E [11z<y]
et FY(t) la fonction de répartition de la loi conditionnelle de Z sachant X, :
FU(t) =P (Z < t|Xy,) =E [I{z<i} | Xo] -

La notation {Z < t} signifie que {Z; < t1,...,Zk < tr}. On a évidemment E[FY(¢t)] = F(¢). Nous
appliquons la méthode développée dans le paragraphe précédent avec Y (t) = 11«4 et p = 2. Ainsi, pour
un t € R¥ fixé, nous possédons une procédure d’estimation consistante et asymptotiquement gaussienne
pour estimer

E [(F(t) - Fv(t))ﬂ .

Nous définissons maintenant une distance du type Cramér-von Mises d’ordre 2 entre L (Z) et L (Z|X,,) par

DS oy = /R E [(F(t) - F”(t))Q] dF(t). (2.85)

L’objectif est maintenant d’estimer Dj oy ), puis d’étudier les propriétés asymptotiques de l'estimateur.
Notons que

Dicvu =E[E[(F(2) - F(2)7]]. (2.86)

Remarque 2.4.3. Contrairement aux indices de Sobol classiques, nous n’avons pas renormalisé la généra-
lisation. En effet, le terme de renormalisation serait F'(¢)(1 — F(t)) (terme apparaissant par exemple dans
la statistique d’Anderson-Darling) qui tend vers 0 pour les petites et les grandes valeurs de ¢. Cela rendrait
numériquement instable la procédure d’estimation.
Proposition 2.4.4 (Gamboa, Klein, Lagnoux [110]). Les propriétés suivantes sont satisfaites.
1. 0< D3 oypy < 1. side plus k=1 et F est continue , on a0 < D3 oy < 5
2. D3 oy est invariant par translation et homothétie de Y .

On estime alors notre indice Dj ~,,, par une double procédure de Monte-Carlo, en procédant comme suit.
On se donne

1. deux N-échantillons de Z : (Z;’I,Z;’Q), 1<j<N;

2. un troisitme N-échantillon Z indépendant de (Z;’l7 Z;;,2)1<]<N Wi, 1<k <N.



2.4. ANALYSE DE SENSIBILITE ET QUANTIFICATION DES INCERTITUDES 53

L’estimateur empirique Dj o), est donné par
2
N 1o )1 1 &
v —_ . — - -
Dicvm = N ; N z; 1 {Z;"Km}” {Z72<Wy} IN 2 (1' (2 <wiy T 1 {Z;’kwk})
= Jj= J=

On peut alors montrer que
Corollaire 2.4.1. EQCVM est fortement consistant lorsque N tend vers l'infini.

La normalité asymptotique découle de la Delta méthode fonctionnelle. Afin de montrer le théoréme de
normalité asymptotique, on commence par établir un théoréme de type Donsker pour les mesures empiriques
sous-jacentes. Puis on applique la delta méthode fonctionnelle (pour plus de détails sur la delta méthode
fonctionnelle, nous renvoyons a 'ouvrage de Van der Vaart [244], plus particuliérement Theorems 20.8 et
20.9, Lemma 20.10 et Example 20.11).

Théoréme 2.4.8 (Gamboa, Klein, Lagnoux [110]). La suite d’estimateurs BQ,CVM est asymptotiquement
gaussienne. Plus précisément, v N (ﬁS’CVM - DS’CVM) converge faiblement vers une gaussienne centrée

de variance £ (sa valeur explicite est donnée dans vla preuve du Theorem 3.5 de [110]).

2.4.7 Une méthode générale pour construire des indices bien adaptés
Généralisation des indices de Sobol

Nous avons étudié dans les paragraphes précédents les propriétés des estimateurs des indices de Sobol. Nous
avons aussi proposé des généralisations de ces indices, d’une part pour des sorties vectorielles et d’autre
part en construisant des indices prenant en compte ’ensemble de la distribution de la sortie Y et non plus
seulement sa variance.
Comme, nous ’avons déja mentionné dans la section précédente, les indices de Sobol ne permettent pas de
détecter systématiquement les variables importantes. De plus, il est assez intuitif qu'une variable importante
pour le comportement moyen de Y ne l'est pas forcément pour ses comportements extrémes. Il semble
donc naturel d’essayer d’introduire des indices de sensibilité qui prennent en compte 1'objectif de 1’étude
(comportement moyen, extréme...).
Nous allons repartir des indices de Sobol que nous allons regarder sous un autre angle. Ceci va nos permettre
de présenter une stratégie générale de construction d’indices bien adaptés a la quantité d’intérét. Le cadre
reste le méme : on se donne un modeéle Y = h(X;,..., X,) et indice de Sobol par rapport a la variable
numéro ¢ est défini par

o _ Var(E[Y|X)

i= T(Y)7 (2.87)

que nous écrivons sous la forme
g _ Var(Y) — E(Var[Y|X;])
L Var(Y) '

La formule (2.87) est la plus populaire. C’est celle utilisée par les personnes travaillant dans le domaine
de l'analyse des incertitudes (voir par exemple [231, 220, 221, 223]). Nous allons plutot tenter d’étendre
astucieusement la formule (2.88). Cela va permettre de définir des indices reliés a 1’étude (ou a lestimation)
de certaines quantités statistiques. Il est bien connu que la moyenne E(Y") est le minimiseur de la fonctionnelle
quadratique 6§ — E(Y —0)? (nous appellerons par la suite cette fonction une fonction de contraste). De plus
la valeur de ce minimum est la variance de Y. Conditionnons maintenant par rapport a la variable X; :
alors E (Y| X;) est le minimiseur de la fonction E ((Y — 6)?|X;) et la valeur de ce minimum n’est autre que
Var[Y'|X;]. Ainsi S; compare la valeur optimale de la fonction E(Y — 6)? avec la valeur optimale moyenne
de la fonction conditionnelle E ((Y — 6)?|X;). Cette remarque est le point de départ de la définition de
nouveaux indices associés a un contraste donné.

(2.88)
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La notion de fonction de contraste

Définition 2.4.3. Soit © un ensemble et () une mesure de probabilité sur un espace . Une (0, Q)- fonction
de contraste ou plus simplement une fonction de contraste est définie comme une application
b0 — LiQ) (2:89)
0 — 9(,0):yeVr—Y(py),

telle que 0" = ArgminEy ..o ¢(Y;0) (2.90)
0cO

est unique. La fonction ¥ : 0 — Ey . g ¥(Y;0) est la fonction de contraste moyenne, o par abus de langage
la fonction de contraste lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Les fonctions de contraste sont des objets classiques en apprentissage statistique. Elles permettent de
construire des estimateurs de §* € © en considérant § = Argming ¥y (0) ot ¥y = + vazl ¥(Yi;0) est
l’analogue empirique de Ey g ¢(Y;6) lorsque 'on dispose d'un N échantillon (Y3, ..., Yy) distribué comme
Y. Considérons pour fixer les idées le contraste v : (y;6) — (y — 0)2, il conduit & la procédure classique
d’estimation de la moyenne

N
0= ArgminQ% Z:(Yz —0).

i=1
Ce qui donne

1 X
ezﬁi;n

Dans notre contexte, nous n’allons pas utiliser la notion de contraste pour estimer une quantité dépendant
de Y (ou de sa loi) mais plutét pour définir de nouveaux indices.

Une liste non exhaustive de contrastes

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous commengons par donner un petit catalogue de contrastes et des
quantités statistiques qui leur sont reliées.
1. Paramétres centraux : la moyenne est naturellement reliée au contraste ¥(0) = E|Y — 0|2, quant a la
médiane, elle est reliée au contraste ¥(9) = 3E[Y — 4.
2. Le contraste pour 'excés de probabilité est ¥() = E|1y>;—6|?. Celui pour la queue de la distributtion
est W(0) = [ E[ly>, — 0(t)[*dt.

3. Le quantile d’ordre o : ¥(0) = E(Y — 0)(a — 1y<yp).
4. La queue quantile : ¥(9) = f;o E(Y —0(a))(a — 1y <p(a))da.

Sensibilité par rapport 4 un contraste

On s’intéresse a la sensibilité d’une sortie réelle Y a une entrée X;. On se donne un contraste ¥
V() =Ey(Y;0)

associé a un parameétre 0*, ou 0* = Argmin¥(0).

Définition 2.4.4. Soit U(0) = E¢(Y;6) un contraste. La variation du contraste due a X}, est définie par
Vi, = ming U(0) — E(ming E(¢(Y;0)| X))). Si 0* = Argmin ¥(0) et i (z) = Argmin E()(Y;0)| X, = z) alors
0 0

V), devient
Vi = Exoy) (6(V367) = (Y5 0(X0)) - (2.91)
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Vi est évidemment positif car E(ming E(¢(Y;0)|X%)) < ming E(E(¢(Y;60)| X)) = ¥(0). De plus, si Y ne
dépend pas de X}, alors V, = 0 et a l'inverse si Y = h(Xj) alors Vj est maximum. Dans toute la suite, on
supposera que ’hypothése suivante est vérifiée.

Hypothése 2.4.1. Eming¥(Y;60) € R.

On est maintenant en mesure de définir de nouveaux indices basés sur des contrastes vérifiant 'hypothése
2.4.1 et généralisant les indices de Sobol.

Définition 2.4.5. 1-Indices. Supposons que le contraste W(0) = Ey(Y;0) vérifie 'hypotheése 2.4.1. Le
y-indice de la variable Y = h(X7,..., X,) par rapport au contraste ¥ et a la variable X}, est défini par
& Vi  Exy) (0(Y507) — (Y5 0,(Xy)))

% = i U(0) By 6(V:0) | U(6") Eming o(Y:6) (2.92)

Quelques remarques sur cet indice

1. Si Y ne dépend pas de Xy, alors sz = 0. De plus si les variables (Xi,...,Xy) sont indépendantes
(hypotheése classiquement faite lorsque l'on considére les indices de Sobol via la décomposition de
Hoeflding) et si Y = h(X}) alors S{Z =1 et les autres indices Sfb,l # k valent 0. Nous avons toujours

Sk elo,1].
2. Comme mentionné précédemment (on a tout fait pour), lorsque 'on considére le contraste de la
moyenne ¥ : (y;0) — (y—0)?, on retrouve exactement les indices de Sobol. En effet, dans ce cas on a

6* = Argmin¥(0) = ArgminE(Y — )? =E(Y)
(4 0

et Op(x) = ArggminEW(Y; 0)| X, =x) = ArgeminE(Y —0)%|X), = x) = E(Y|X}, = 2). Ce qui conduit
Ex,y) @(Y;0%) = 0(Y;0:(X1) = Exv) (Y —EY)? = (Y —E(Y|Xk))?)

Var(Y) — B, E [(Y — E(Y|X,))? X,

Var(Y) — Ex, Var(Y|X) = Var(E(Y | X%))

et ming W(0) — Eming ¢/(Y:6) = W(6%) — 0 = Var(Y). Le y-indice obtemu est % = YrEOIXD g

est exactement 'indice de Sobol d’ordre un défini par ’Equation (2.87).

2.5 Les chantiers a venir....

Deux articles ont joué un role important dans mes travaux de recherche 1'article de Svante Janson [138] et
celui de Agueh et Carlier [2], ils ont été tous les deux des points de départ.

2.5.1 A partir du travail de Janson

Le travail de Janson a initié mes travaux sur les grandes déviations. Dans un premier travail avec Clémentine
et Fabrice [111], nous avons établi un principe de grandes déviations sous ’hypothése d’existence d’une trans-
formée de Laplace, puis dans un second avec Agnés et Pierre [149], nous avons établi des résultats de grandes
déviations pour le modeéle du hachage avec essais linéaires. Nous avons commencé par traiter le modéle du
hachage car c’était le seul exemple présenté par Janson pour lequel la transformée de Laplace n’existait pas
et donc les résultats obtenus avec Clémentine et Fabrice ne pouvaient pas s’appliquer. Le théoréme obtenu
avec Agnés et Pierre (Théoréme 2.1.12) n’est pas complétement satisfaisant. En effet, d’une part il fait
apparaitre deux constantes a(u) et 5(p) dont on ne connait pas les valeurs optimales. On connait une majo-
ration de la valeur optimale pour a(x) et une minoration pour 5(u). Il reste donc une question fondamentale
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Quelles sont les valeurs optimales et a-t-on a(u) = S(p) ?

D’autre part, le modéle de hachage n’est qu'un cas trés particulier de modéle ne possédant pas de transfor-
mées de Laplace. Il est donc naturel de chercher & obtenir un théoréme général couvrant un large panel de
modéles. La question fondamentale est la suivante

Dans les modeéles ne possédant pas de transformées de Laplace, comment la dépendance entre les variables
X et Y influe-t-elle sur la vitesse et la fonction de taux dans les résultats de grandes déviations ?

Avec Agnés et Pierre, nous avons comme projet de répondre & ces deux questions. Vu la difficulté mathé-
matique des problémes, on peut imaginer qu’une réponse compléte nous demandera quelques années de
travail.

2.5.2 A partir du travail de Agueh et Carlier

Le travail de Agueh et Carlier a initié mes travaux autour de ’espace de Wasserstein. Un premier travail
avec Jérémie [37] dans lequel nous nous sommes intéressés a I’existence et a la caractérisation de barycentres
dans I'espace de Wasserstein et un second avec Alfredo, Jérémie et Ratl [36] dans lequel nous avons défini
une notion d’analyse en composantes principales dans ’espace de Wasserstein. Le premier travail souléve
de nombreuses questions, comme par exemple comment se passer de I’hypothése de compacité. Il ouvre
aussi certaines perspectives. On peut se demander, comment on peut utiliser la distance de Wasserstein
pour construire de nouveaux indices de sensibilité et surtout comment on peut estimer intelligemment ces
indices 7 L’étape préliminaire est comment estimer efficacement une distance de Wasserstein et comment
montrer que cet estimateur est asymptotiquement normal 7

Avec Philippe Berthet et Jean-Claude Fort nous sommes en train de traiter cette étape préliminaire, il
restera alors a voir comment s’en servir pour définir de bons indices de sensibilité basés sur la distance de
Wasserstein.

Dans le travail avec Alfredo, Jérémie et Raul nous avons supposé que 'on observait des échantillons de
densité, une question naturelle est de savoir ce qui se passe lorsqu’on remplace chaque densité observée par
un échantillon i.i.d. de variables aléatoires admettant cette densité de probabilité.



Chapitre 3

Inégalités de concentration - Structures
discrétes et principe de grandes
déviations

3.1 Autour des inégalités de concentration

Cette partie concerne les travaux effectués essentiellement pendant ma thése dirigée par Emmanuel Rio

3.1.1 Inégalités de concentration pour le supremum de processus empiriques

On se donne une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (X, )nen+ ainsi que
F un ensemble de fonctions de R dans R. On considére Z = sup{f € F, S,(f)} ou S,(f) = >y f(X,).
On suppose que le supremum est bien mesurable et que E (Z) existe. L’objectif est pour ¢ > 0 de contrdler
le plus précisément possible P(Z —E(Z) > t) et P(Z —E(Z) < —t). Lorsque la classe de fonctions est
réduite & une seule fonction les inégalités de Hoeffding, Bennett et de Bernstein fournissent des controles
raisonnables. Nous rappelons ci dessous deux de ces inégalités et renvoyons aux ouvrages M. Ledoux [165]

et de S. Boucheron, G. Lugosi et P. Massart [48] pour plus de détails sur les inégalités de concentrations.

Théoréme 3.1.1 (Inégalité de Bennett). Soient Xi,...,X, n variables aléatoires indépendantes (non
nécessairement de méme loi), de variance finie et telles que pour tout indice i, X; <b. Soit

S=> (Xi—E(Xy) et v=> E(X}).
=1 =1
Notons pour u € R, ¢p(u) =e* —u —1 et pour u > —1, h(u) = (1 +u)log(l + u) —u. Alors
1. pourt >0,
v

Ps(t) :=log (E (")) < nlog (1 + an;(bt)) <7 o(bt),

P(S > z) < exp (—;h (Z’f)) .

Théoréme 3.1.2 (Inégalité de Bernstein). Soient Xi,...,X, n variables aléatoires indépendantes (non
nécessairement de méme loi), pour lesquelles il existe des nombres positifs v et ¢ vérifiant Y . E(X?) <wv
et

2. et pour x > 0,

- q q' q—2
;E [(X)4] < Joe"™? Vg =3,

57
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avec x4 = max(z,0). Soit S =1 | (X; — E(X;)) et notons pour u >0, hi(u) =1+ u—+/1+2u. Alors
1. pour 0 <t <1/c,

s (t) 1= log (B (¢")) < 55—,

2. et pour x > 0,

IP’(SZ\/%JrC:E) <exp(—z).

Ces inégalités découlent d'un controle fin de la transformée de Laplace. Dans le cas général, grace aux
inégalités de concentration pour les mesures produits, M. Talagrand [237] a obtenu des bornes exponentielles
de type Bennett.

Théoréme 3.1.3 (Talagrand [237]). Soient Xi,..., X, des variables aléatoires indépendantes & valeurs
dans R et F un ensemble de fonctions de R dans [—1,1]. Alors si Z =sup{f € F, S,(f)}, on a pour tout
t>0,

log E (exp(tZ)) < tE(Z) + Vab=2(e? — bt — 1), (3.1)

iV = E(sup,er oy (54 (X))

Ce résultat de Talagrand a soulevé les questions suivantes :

1. Peut-on remplacer V par la variance maximale

Vi, = sup Var (S,,(s)) 7 (3.2)
seF

2. Quelles sont les valeurs optimales pour a et b?
3. Que se passe-t-il pour des valeurs négatives de t 7

En appliquant les inégalités de comparaison dues a Ledoux et Talagrand [166], on peut montrer que V,, <
V <V, 4+ 16E(Z) (Massart [176], p. 882). Ainsi le terme de variance V dans le résultat de Talagrand est
souvent proche de la variance maximale V.

La conjecture concernant les constantes est a = b = 1. En 1997, Ledoux [164] a utilisé une méthode a la log-
Sobolev ainsi qu'un joli argument de tensorisation de ’entropie pour réobtenir les inégalités de Talagrand.
En appliquant la méthode de Ledoux, Massart [176] a montré que les inégalités de Talagrand étaient valides
avec ¢ = 8 et V' comme facteur variance ou avec a = 4 et V;, + 16E(Z) comme facteur variance. En 2002
Rio (2002) a prouvé les inégalités pour des variables aléatoires i.i.d. avec a = 1, b = 3/2 et le facteur
variance v = V,, + 2E(Z). Puis, toujours pour des variables aléatoires i.i.d. Bousquet [50] a obtenu (3.1)
avec a = b =1 et le facteur v.

Si I’on regarde attentivement le résultat de Talagrand, le controle de la transformée de Laplace n’est obtenu
que pour des valeurs de ¢ positives. Cependant si ’on désire avoir des inégalités de déviation a gauche, il
est nécessaire d’avoir des controles pour des valeurs négatives de ¢.

Un de mes résultats a consisté a obtenir des inégalités de type “Talagrand pour les déviations a gauche”. En
effet, le controle de la transformée de Laplace obtenu dans le Théoréme 3.1.4 montre que 1’on peut obtenir
ces inégalités avec a = 1, b = 4 et le méme facteur v.

Théoréme 3.1.4 (Klein [147]). Soient X un espace polonais muni de sa tribu borélienne et (X;)i=1,... n une
suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P & valeurs dans X. Soit F une classe dénombrable de fonctions
mesurables de X dans ] — 00, 1] telle que Vf € F,E(f(X)) =0 et sup;c 7 E (f(X)?) < 02 < o0. Soit

Z = sup{S,(f) = f(X1) + ...+ f(X,)}
feF

1. Si les fonctions sont a valeurs dans [—1,1], alors pour tout x >0

P(Z < E(Z) — ) < exp (-?h(“)) , (3.3)

6 ‘v,

avec v, = no’ + 2E(Z) et h(z) = (1 + x)log(l + ) — x



3.1. AUTOUR DES INEGALITES DE CONCENTRATION 59

2. Si pour tout f € F et tout p > 2, |E(fP(X;))] # alors
22(1+ 2t
Vi € [0,1], L(t) < —te 'E(Z) + %%

et donc

P(Z <E(Z) —z) < exp ((u —v)2(1 — 2”(“7;”)> , (3.5)

ot L(t) est la log-Laplace de —Z, u = \/x +v,/2 et u = /v, /2.

Par la suite, nous avons obtenu avec Emmanuel des inégalités de déviations a gauche et a droite avec des
constantes quasi-optimales dans le cas ol les variables sont seulement supposées indépendantes.

Théoréme 3.1.5 (Klein, Rio [151]). Soit (X1,...X,) une suite de variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans un espace polonais X. Soit F une classe dénombrable de fonctions mesurables de X a valeurs
dans [—1,1]". On suppose que E(s*(Xy)) = 0 pour tout s = (s*,...s") dans S et tout entier k dans [1,n].
On pose Sp(s) = s'(X1) + -+ s"(X,,) et Z =sup{Sn(s): s € S}.

Soit L le logarithme de la transformée de Laplace deZ. Alors pour tout t > 0,

L(t) < tE(Z) + %(Z]E(Z) + V) (exp((e* —1)/2) — 1).

Par suite, siv=2E(Z)+V, et siz >0, on a

(b) P(Z>E(Z)+x) < exp(—g 1og(1 + 2log(1+ gg/v)))
et
O rezE e seel ) s eela)

Théoréme 3.1.6 (Klein, Rio [151]). Sous les mémes hypothéses que celles du Théoréme 3.1.5, pour tout
t>0o0na

(a) L(—t) < —tE(Z) + g(eBt —3t—1).
Par suite, pour x > 0,
(b) P(Z < B(Z) - ) < exp(~ (),

ot h(z) = (1+z)log(l+z) —z, et
2 2

x x
ce(-; 7).
v+\/v2+2vx+x) P 20 + 2z

() P(Z <E(Z) —z) < eXp(_

3.1.2 Inégalités de concentration convexe
Il y a essentiellement deux points clés dans les démonstrations des inégalités de type Talagrand.
1. D’une part on utilise I'inégalité de Markov, pour tout ¢ > 0

P(Z-E(Z)>zx) <expE (et(sz(Z))) e b,

Notons ¢;(z) = e!* alors cette inégalité se réécrit

E(¢:(Z - E(2)))

P(Z-E(Z2) zz) < (@)
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La borne idéale serait alors

. JE(¢:(Z —E(2)))
tl>1(c) { o¢(x) } ' (3.6)

Il est difficile de trouver la valeur de I'infimum, ainsi afin de poursuivre le calcul on essaie de trouver
un majorant sympathique de E (¢+(Z — E(2))).

2. La majoration de E (¢;(Z — E(Z))) est obtenue a 'aide d’une inégalité de tensorisation de I’entropie
due a Ledoux [164].

A la vue des deux éléments clés énoncés, la motivation pour introduire des inégalités de concentration
convexe est double. D’une part comme les applications z — ¢¢(x) sont convexes, on peut remplacer dans
(3.6) 'infimum sur les fonctions (¢;)¢~¢ par un infimum sur toutes les fonctions convexes. On espére ainsi,
obtenir des inégalités plus précises. D’autre part comme l’inégalité de tensorisation de Ledoux nécessite
I'indépendance des variables (X;);en+, il semble difficile de pouvoir obtenir par cette méthode des inégalités
de déviation lorsque les variables ne sont plus indépendantes.

Définition 3.1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires, on dira que X est plus concentrée que Y au

sens des fonctions convexes si
E(¢(X)) <E(¢(Y)), V¢ convexe. (3.7)

Le concept d’inégalités de concentration convexe a été introduite par Hoeffding [128]. Dans ce papier Hoefl-
ding compare E (¢(S,)) avec E (¢(S})), ou S, = Y| b; est la somme de n variables aléatoires indépen-
dantes de Bernoulli de parameétre p; et S est une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p) ou D est la
moyenne arithmétique des p;. Il a montré le résultat suivant.

Proposition 3.1.1 (Hoeffding [128], Shorack-Wellner [228]). Soient (b;)1<;<ndes variables aléatoires indé-

n
i=1

b; . Soit p = ==L qlors pour toute fonction

n

pendantes de loi Bernoulli de paramétre p; et S, = >
convexe ¢, on a

E(¢(5n)) < E(¢(B(n,p))) - (3.8)

Remarque 3.1.1. Hoeffding [128] et Bretagnolle [53] ont remarqué qu’a partir de ce type d’inégalité, on
peut en déduire des inégalités sur les queues de distribution du type

P (S, >t) < cP(B(n,p) > t).

Le calcul explicite d’une telle inégalité ainsi qu’une explicitation de la constante c se trouvent dans les
travaux de Pinelis [196] et [195]. Grace aux travaux de Pinelis, on se rend compte de la puissance des
inégalités de concentration convexe. En effet, si X est plus concentrée que Y au sens des fonctions convexes
et si l'on sait controler finement la queue de distribution de Y, on récupére alors un bon contréle de la queue
de distribution de X.

Inégalités de concentration convexe pour certaines familles de variables aléatoires négative-
ment associées

La motivation principale est maintenant de s’affranchir de I’hypothése d’indépendance des variables aléa-
toires b;. Le premier résultat dans ce sens est di & Shao [227]. Dans ce papier Shao s’intéresse aux va-
riables aléatoires négativement associées, il montre comment les inégalités de concentration convexe peuvent
conduire & des inégalités classiques comme les inégalités maximales de Rosenthal ou des inégalités de Kol-
mogorov.

Soit (Z,),cn+ Un processus croissant & temps discret, avec Zg = 0 et dont les sauts valent 0 ou 1, i.e.
ZnJrl*Zn:OOUZn%J*Zn:]- .

Définition 3.1.2. Un processus (Z,),, - satisfait une inégalité de concentration de type binomial si pour
n € N* et toute fonction convexe ¢ on a

E(¢(Zn)) < E(6(B(n,E(Zn)/n)) . (3.9)
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On suppose que le processus (Z,) vérifie I'hypothése suivante.

neN*

Hypothése 3.1.1. Pour tout n fixé, la suite
(P(Zn41=k+1Z, = k))kzo
est décroissante.

Théoréme 3.1.7 (Klein [148]). Si le processus (Zy),cy- vérifie Uhypothése 3.1.1 alors il satisfait a une
mégalité de concentration de type binomial. En d’autres termes, pour toute fonction convexe ¢, on a

E(¢(Zn)) < E(6(B(n,E(Z,)/n)) . (3.10)

La preuve de ce théoréme repose sur un résultat de Shao portant sur les suites de variables aléatoires
négativement associées (NA). Une famille de variables aléatoires
{X;,1 < i <n} est dite négativement associée si pour toute paire de sous-ensembles disjoints A; et Az de
{1,2,...,n}

COV{fl(X,,ZEAl),fg(Xj,fEAg)} <O0. (311)

Dés que f; et fy sont croissantes coordonnée par coordonnée et que les covariances existent. Une famille
infinie est NA si toute sous-famille finie est NA.

Théoréme 3.1.8 (Shao [227]). Soit {X;,1 <i < n} une suite de variables aléatoires NA et soit {X},1 < i<

K3
n} une suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant X; et X} ont la méme loi pour touti =1,2,...,n.

((E2)) = ((5)

pour toute fonction convexe f, dés que l’espérance existe.

Remarque 3.1.2. La preuve du résultat de Shao n’utilise que le fait que (S,, X,,+1) est NA pour tout
n € N. De plus, ’hypotheése 3.1.1 implique que (Z,,, Z,+1 — Z,) est NA pour tout n € N.

Nous présentons maintenant une jolie application du Théoréme 3.1.7.

Théoréme 3.1.9 (Klein [148]). Soient 1 > p1 > pa > ... > p; > 0 une suite décroissante de réels et
(Bi)i<i<i une suite de variables aléatoires indépendantes de loi B(n,p;). Soit Z = sup (B, ..., By), alors
pour toute fonction convere ¢, E(¢(Z)) <E(¢(Y)) ot Y ~ B(nl,E(Z)/nl).

La preuve de ce théoréme repose sur use jolie construction dynamique de la variable Z.
Soit (X;;,1 <i<n,1<j<I) des variables aléatoires de Bernoulli vérifiant X; ; ~ B(1,p;). Pour u € N
de la forme u = an + b avec 0 > b < n, on définit un processus Z, par

Z,, = max (Sn(pl)a Sn(pZ)a cee Sn(pa)a Sb(paJrl))

ot Sy (pj) = Z;”:l Xi; ~ B(m,p;). Il est évident que Z,,; = Z et le Théoréme 3.1.9 découle du fait que les
variables (Z,,, Zy,+1 — Z,) sont négativement associées.

Cas de processus a temps continu

Nous présentons maintenant ’analogue du Théoréme 3.1.7 pour des processus & temps continu. Pour cela,
considérons un processus de comptage (A;)¢>o dont le compensateur (A;); est absolument continu et fini
sur [0, 7] (ce genre d’hypothése a été introduit par Reynaud Bourret dans [209] afin d’obtenir des inégalités
exponentielles pour le suprema de processus de comptage) et vérifie E (A¢| A;-) est une fonction décroissante
de A,-, alors

E(p(Ar)) <E (¢ (Y))
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pour toute fonction convexe ¢, ou Y; est une variable aléatoire de Poisson de parameétre E (Ay).

Comme pour le cas des processus & temps discret, ce résultat permet d’obtenir des inégalités de concentration
convexe pour le supremum de variables aléatoires de Poisson. Plus précisément, donnons-nous g1 > ...y,
p réels rangés de fagon décroissante. Considérons alors des variables aléatoires indépendantes de Poisson
(Yi)1<i<p o0 Y; ~ P(u;) et posons W = sup (YVL,“’YP) alors pour toute fonction convexe ¢ on a E (¢(W)) <
E 6 (PE(W))].

Cas des martingales 4 temps continu

Les martingales sont parmi les premiéres familles de variables aléatoires dépendantes que l'on étudie, il
est donc naturel de voir si on est capable d’obtenir des inégalités de concentration convexe pour de telles
familles. Dans ce paragraphe, nous présentons une partie des résultats obtenus avec Yutao Ma et Nicolas
Privaux (voir [150] pour plus de détails). Nous allons commencer par décrire les objets étudiés.

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité muni d'une filtration croissante (F;);er, ainsi que d’une filtration
décroissante (F;)ier, . On se donne (M;)icr, une Fy-forward martingale et (M;)icr, une F;-backward
martingale. On suppose que (M;);er, est cad-lag et que (M} )icr, est cag-lad. On note respectivement
(Mf)ter, et (M;)cr, les parties continues de (M;)ier, et (M;)icr, et par

AMt - Mt - Mt77 A*Mt* == Mt* - t*+7

les sauts forward et backward. Les deux processus (My)ier, et(M;)cr, ont pour mesure de sauts

ﬂ(dtv d{,C) = Z 1{AMS;£O}6(S,AMS)(dt7 dl‘),
s>0
et
w*(dt, dz) = Z Lya- s 20y O(s,ax a=) (dt, dz),
s>0

oll (55 est la mesure de Dirac au point (s,z) € Ry x R. On note v(dt,dx) et v*(dt,dx) les (F)ier, et
(F7)ter, -les projections duales prévisibles de u(dt,dx) et p*(dt,dx), i.e.

/Ot /_O; f(s,x)(u(ds, dz) —v(ds, dz)) et /:O /_O; 9(s, 2)(u* (ds, dz) — v* (ds, d))

sont respectivement des Fi-forward et Fj-backward martingales locales pour tout processus f, resp. ¢

suffisamment intégrable et F;-prévisible, resp. F;-prévisible. Ci-dessus, on a noté fot pour f(fj et ftoo pour
JX. Les variations quadratiques ([M,M])cr,, ([M*,M*])icr, sont définies comme les limites pour la
convergence uniforme en probabilité
n
[M, M), = lim Y |Myp — My [,

=1

1

et

n—1

* * _ . * * 2
[M aM ]t - nh—>ngo Z |Mt7 - Mt?+l| ’
=0

pour toute suite de partitions de [0,t], {0 = tf < ¢} < ... <} =1}, n > 1, dont le pas tend vers 0. On
pose alors, M = My — Mg, My = M; — M},

(MY MY = > JAMP, MM = Y [ ATMP,
0<s<t 0<s<t

et
<MC,MC>t _ [M, M]t _ [Md,Md]t, <M*C’M*C>t — [M*,M*}t _ [M*de*d]h
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t € Ry. On peut remarquer ici que ([M, M]y)er,, ((M,M)¢)er,, ([M*, M*]¢)ier, et ((M*, M*);)iecr,
sont F-adaptés, mais que ([M*, M*|¢)ier, et ((M*, M*);)icr, ne sont pas JF;-adaptés. Les couples

(v(dt,dw), (M, M) et (v (dt,dw), (M, M*))

sont appelés les caractéristiques locales de (M;);er, et de (M;)ier,, cf. [135] pour le cas forward. On note
(M4, M%) )er,, ((M*?, M*?),)icr, les variations quadratiques conditionnelles de (M{)icr, , (M;?)ier,
avec

d(M<, My, = / lz|?v(dt, dz) et d(M*? M*?), = / |z|2v* (dt, dx).
R R
Les variations quadratiques ((M, M);)ier, , ((M*, M*);)ier, de (M;)ier, et de (M;)iecr, vérifient
<M, M>t _ <MC,MC>t + <Md,Md>t, et <M*,M*>t _ <M*C’M*C>t + <M*d,Md*>t,

teRy.
Nous allons regarder le cas ot les caractéristiques sont de la forme suivante

v(du, dz) = vy (dx)du et v*(du, dz) = v} (dz)du, (3.13)
et

d(M¢, M®); = |H|?dt, et d(M*¢,M*), = |H}|?dt, (3.14)

ot (Hy)ier, , (H] )ter, , sont respectivement prévisibles par rapport a (F;)ier, et a (F;)ier, -

Remarque 3.1.3. Il peut paraitre étrange de faire des hypothéses du style (ou de considérer ce genre de
modeéle)

“(My)ier, est une Fi-adaptée, Fi-forward martingale et (M )icr, est une Fi-adaptée, F; -backward mar-
tingale”.

Cependant elles sont cruciales pour démontrer les Théorémes 3.1.10 et 3.1.11. En effet, ’élément clé de
la preuve est une formule de type formule d’It6 (voir le Théoréme 3.1.12) pour des martingales for-
ward/backward appliquée & ¢(M; + M;). Cette formule nécessite de pouvoir définir des quantités comme

f; &' (M- + M)dM, et fsi ¢ (M, + M} )d*M;. Ces processus ne peuvent étre rigoureusement définis
si I’hypothése précédente n’est pas vérifiée.

Remarque 3.1.4. Des modéles similaires ont été considérés dans de nombreux travaux ([94, 218, 217]).
Nous pouvons enfin énnoncer les résultats principaux.
Théoréme 3.1.10 (Klein, Ma, Privault [150]). Soient
Uy (dz) = zv,,(dx), vy(de) = av)(dz), weR,4.
On suppose que
i) 7y ([z,00)) < 7 ([x,0)) < 00, z,u €R et
it) |Hy| < [H,|, dPdu—p.p.

Alors on a
E[p(M; + M;)] <E[p(Ms + M),  0<s<t, (3.15)

pour toute fonction convexe ¢ : R — R.
Sous des hypothéses de type L? on a aussi
Théoréme 3.1.11 (Klein, Ma, Privault [150]). Soient
Du(dw) = |z[fvy(de) + | Hul*0(dz), 7, (dx) = |2*v;(de) + [H}j|*do (dx),
u € Ry et supposons que iy, ([x,00)) < 7k ([x,00)) < 00, Vo € R, u € Ry. Alors on a
E[p(M; + M;)] < E[p(Ms + MJ)],  0<s<t, (3.16)

pour toute fonction convexe ¢ : R — R telle que ¢’ existe et est aussi conveze.
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Remarque 3.1.5. Il est utile de remarquer ici que les processus (M;)¢>o et (M, );>0 n’ont pas besoin d’étre
indépendants.

Comme annoncé ci-dessus, la preuve des Théorémes 3.1.10 et 3.1.11 est une conséquence d’une formule de
type Itd qui est en soit un résultat digne d’intérét et que nous énoncons maintenant.

Théoréme 3.1.12 (Klein, Ma, Privault [150]). Soient (M;)icr, un processus F; -adapté et une Fy-forward
martingale & trajectoire cad-lag, et (Mf)ier, un processus Fi-adapté et une Fj-backward martingale
trajectoires cag-lad, dont les caractéristiques vérifient (3.13) et (3.14). Alors pour tout f € C?>(R? R), on a

f(Mtth*) - f(MOaMék)

Lof 1 [to%f
= —(M,,—, M*)dM, — —< (M, M*d(ME, M°
0
¥ (sa0m) - 01, 00 - a0, 2 or, )
6$1
o<u<t
/raUMwaM*l/%WU4AmaM“Mﬂ
0 amz Uy ut u 2 0 axg Uy u I u
0
- ¥ (s - fon a0 - 85T om0 )

o<u<t

ou d* désigne la différentielle d’Ito backward et (Mf)ier, , (M7)icr, dénotent respectivement les parties
continues de (M;)icr, et de (M )icr, .

Nous allons présenter maintenant un cas particulier intéressant des résultats précédents. Pour cela, prenons
les formes suivantes pour (M;);er, et(M;)ier,

t t
M, = M, +/ H,dW, +/ Jo(dZ, — Nods) tER,, (3.17)
0 0

et
“+00

+oo
M = H;d'W; +/ Jd*ZF — Neds), teRy, (3.18)
¢ t
ot (Wy)ier, est un mouvement Brownien standard, (Z;);er, un processus ponctuel d’intensité (\;)ier, ,
(W{)ter, un mouvement Brownien backward, (Z;);cr, un processus ponctuel backward d’intensité (A} ):er,,
et (Hy)ier, s (Ji)iery, (resp. (H{ )ier,, (J;)ier, ) sont prévisibles par rapport a la filtration (F;):er, (resp.
(Fi)tery)-

Dans ce cas, on a

v(dt,dx) = \d g, (dx)dt et v*(dt,dx) = A0y (dx)dt. (3.19)

Corollaire 3.1.1. Soient (My)ier, , (M )ier, des processus ayant pour caractéristiques (3.19) et supposons
que (My)ier, est Ff-adapté et (M} )ier, est Fi-adapté. Alors

Elo(M, + M) <E[6(M, + M), 0<s<t, (3.20)

pour toute fonction convere ¢ : R — R de classe C%, et a condition que l'une au moins des conditions
sutvantes soient vérifiées

i) 0 < Jy < Jf, MdPdt — p.p. et
\Hy| < |Hf|,  MNJe <A\ JS, dPdt—p.p.,
it) Jp < JJ, \MdPdt — p.p., et
|Hy| < |HF|,  MN|Je|> < XE|JF?, dPdt—pop..
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iii) Jp < 0 < J¥, \dPdt — p.p., et
|H |2 + Ne|Je > < |HF|? + M\f|JF |2, dPdt —p.p..

avec, de plus, ¢’ convexe pour les cas ii) et iit).

Nous allons maintenant donner un exemple trés simple afin de montrer comment ces résultats peuvent étre
utilisés (et surtout pour comprendre I'utilité de ce modeéle étrange ot se mélangent des martingales forward
et backward). Pour cela, prenons un mouvement brownien standard (W;);er, et un processus ponctuel
(Zi)ier, d’intensité (A;)ier, , munissons le tout d’une filtration (FMYier .- Considérons la variable aléatoire
F définie par
+oo +oo
F =E[F]+ HdW, +/ Je(dZy — \dt), (3.21)
0 0

ot (Hy)yuer, est un processus prévisible de carré intégrable et (J;);cr, est quant & lui un processus prévisible
qui est soit de carré intégrable, soit positif, soit intégrable.
On note par N(c) une variable aléatoire de Poisson de paramétre ¢ > 0 recentrée et par W (2) une variable
aléatoire gaussienne centrée et de variance 82 > 0. On suppose que N(c) et W(52) sont indépendantes.

Théoréme 3.1.13 (Klein, Ma, Privault [150]). Soit F' définie par (3.21)
i) Supposons qu’il existe k > 0 pour lequel 0 < Jy < k, dPdt-p.p. et posons

—+oo —+o0
/ |Ht|2dtH et a1 = ‘ / Jt)\tdtH .
0 oo 0 oo

E[¢(F —E[F))] < E |6 (W(8) + kN(ar/k) )|, (3.22)

pour toute fonction convexe ¢ : R — R.

6%’:‘

Alors on a

i1) Supposons qu’il existe k > 0 pour lequel J; < k, dPdt-p.p. et soit

+oo
/ Jt|2)\tdtH )
0 00

El6(F — E[F])] <E |6 (W(85) + kN(a3/k%)], (3.23)

—+oo
B2 = H/ Ht|2dtH et a2 =
0 )

Alors on a

pour toute fonction convexe C2¢ : R — R telle que ¢'est convexe.

i11) Supposons que J; < 0, dPdt-p.p., et soit

+o0 +oo
B2 = ‘/ |Ht|2dt+/ |Jt|2)\tdtH .
0 0 0o

Alors on a
E[¢(F - E[F])] <E [¢p(W(53))] , (3.24)
pour toute fonction convere C* ¢ : R — R telle que ¢'est convere.
Comme énoncé, ce théoréme est une conséquence des théorémes de concentration convexe et plus particu-
lierement du Corollaire 3.1.1. Cependant, pour l'instant on devine plus ou moins la martingale forward (on

arréte l'intégrale & ¢) mais on ne voit pas du tout de martingale backward. Considérons donc la martingale
forward

t t
M, = E[F|F] — E[F] = / HdW, +/ J(dZ, — Ads),  t>0,
0 0
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associée a la filtration (FM),cr, et soient (Ny)ser e (W) ser . un processus de Poisson standard continu a
gauche et un mouvement brownien standard indépendant de (FM) e, .

Par exemple pour i) — 7i) et p = 1,2, on considere les filtrations (F;)ier, et (F;)ier, définies par
Fr=FMy U(Wgs - vaz(s),Nag/kp - NUg(S)/kp D s>t}
et Fi :J(Ws, N, : s> 0)vVFM teR,, et soit
My = Wgz = Wyzy + k(Nag e — Nupyee) — (0 — UE () kP, (3.25)

ou
t

t t
2 2
Vi (t) :/0 |H,|*ds and UP(t) :/0 JPXsds, P—ps., s>0.
Alors (M;);er, vérifie les hypothéses du Corollaire 3.1.1—i) — 44), et on peut alors montrer que

E[¢(My)] < E[p(Mg)],

puis faire tendre ¢ vers +oc.

3.2 Etude de structures aléatoires discrétes

Dans cette partie, nous allons présenter d’une part le travail effectué avec Brigitte Chauvin, Jean-Frangois
Marckert et Alain Rouault [70] autour des arbres binaires de recherche et d’autre part les deux travaux
effectués autour des grandes déviations pour des variables discrétes conditionnées, le premier en collaboration
avec Fabrice Gamboa et Clémentine Prieur [111] et le second avec Agnés Lagnoux et Pierre Petit [149].

3.2.1 L’arbre binaire de recherche

Dans ce travail, on s’est intéressé a deux modéles classiques de processus binaires : un processus & temps
discret - 'arbre binaire de recherche et un processus a temps continu - le processus de Yule.

e Un arbre binaire de recherche labéllisé (ABRL) est une structure utilisée en informatique pour stocker des
données ordonnées. Au temps ¢ = 0, ’ABRL est réduit a une feuille sans label. A chaque unité de temps,
un nouvel objet est inséré sur une feuille de I'arbre. Cette feuille devient alors un nceud interne et donne
naissance a deux nouvelles feuilles. On va s’intéresser a la suite des arbres délabélisées (7). induit par cette
construction. On appellera cette suite le processus d’arbre binaire de recherche (processus ABR).

e Le processes de Yule (T;); est un processus & temps continu a valeurs arbre binaire dans lequel chaque
feuille se comporte indépendamment les unes des autres (au temps ¢ = 0, Iarbre est réduit a une feuille).
Aprés un temps aléatoire de loi exponentielle, une feuille a deux enfants.

En fait, ces deux modéles sont fortement connectés si I’on choisit convenablement 1’aléa générant PABRL.
Sous ce modéle (que 'on décrira dans la suite), si 7, est le temps aléatoire auquel la feuille n + 1 apparait
alors (T, ) et (Tn)n ont la méme loi.

Présentation précise des deux modéles

1. L’arbre binaire de recherche
Nous prendrons la définition suivante des arbres. On commence par définir

U={ppuJ{o.1}" (3.26)

n>1

I’ensemble des mots finis sur l’alphabet {0,1} (le mot vide étant @). Pour u et v dans U, uv est la
concaténation du mot u avec le mot v (par convention Vu € U, fu = u). Si v # 0, on dit que uv est
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un descendant de u et v un ancétre de uv. De plus u0 (resp. ul) est appelé le fils gauche (resp. droit)
de u.

Un arbre binaire complet T est un sous ensemble fini de U vérifiant

heT
siuv € T alorsu €T,
uleT suleT.

Les éléments de T sont appelés les noeuds et () est appelé la racine, le nombre de lettres dans u, est sa
profondeur, elle est notée |u| (avec |@] = 0). On notera AB I’ensemble des arbres binaires complets.
On peut maintenant introduire les ABRL qui sont couramment utilisés pour stocker des données to-
talement ordonnées (voir la monographie de [174]). Soit A un ensemble totalement ordonné dont les
éléments sont appelés les clés. Pour n > 1, on tire n éléments (1, ..., ,,) sans remise dans A. L’ ABRL
construit & partir de ces données est un arbre binaire complet dans lequel chaque nceud interne est
associé a une clé. Il est construit de la maniére suivante :

— On assigne x; a la racine.
— La deuxiéme clé x5 est assignée aux fils gauche de la racine si o2 < x1 et & son fils droit sinon.
— On répéte le méme algorithme pour insérer les autres clés.

Afin d’étudier la forme typique de ce genre d’arbre lorsque n est grand, il est classique d’introduire un
modéle aléatoire. Pour cela, on suppose que les clés insérées sont des variables aléatoires i.i.d. (z;);>1

de loi continue F' sur [0,1]. Sous ce modéle, ’ABRL L&F) est une variable aléatoire a valeurs dans
I’ensemble des arbres binaires dans lequel chaque nceud interne a un label appartenant a [0,1]. La suite

(LsLF)7 n > 0) est une chaine de Markov.

La structure que 'on va étudier est l'arbre sous-jacent 7;1(F) de LSLF) , i.e. 'arbre qui a la méme
(F) : .

structure arborescente que L,, ’, mais qui n’a pas de label. On pose

(747, n > 0) := (UNDER(L{),n > 0);

par construction 'ﬁL(F) est un arbre binaire complet.

Pour tout n > 1, la suite z1,.., 2, induit p.s une permutation de {1,...,n}, o, vérifiant x, 1) <
Ty (2) < +*0 < Ty, (). Comme les x; sont échangeables, o, suit la loi uniforme sur S,. Cette loi
est donc indépendante de F'; on pourra donc supposer que F est la loi uniforme sur [0,1] et noter

alors L,, au lieu de L%F) et T, a la place de 77L(F). C’est ce qu’on appellera dans la suite le modéle

des permutations aléatoires. Par échangeabilité, on peut voir que o, est indépendante du vecteur
(To, (1), To,(2)s - -+ » Ta,(n)) €6 que

P(znt1 € (To,()s Ton(41)) | 0n) = P(Tnt1 € (o, (j)s Ton(i11)))
=P(ons1(j+1)=n+1)=(n+1)""

pour tout j € {0,1,..,n}, ot &, () := 0 et T4, (nt1) := 1. Cette relation assure la consistance de la
suite (o )n.

Cela se traduit pour ’ABR, de la maniére suivante : I'insertion de la n 4+ 1 iéme clé dans I’arbre ayant
n noeuds internes est uniforme parmi les n+1 feuilles. Autrement dit, dans ce modéle, la suite (75 )n>0
est une chaine de Markov définie par Ty = {0} et

Tn+1 =Tn U{D,,0, D1},
(3.27)
P(D, =u|Ty) =(n+1)7", wedT,; (3.28)
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la feuille D,, de 7,, est le nceud aléatoire ou la n + 1-iéme clé est insérée et sa hauteur est d,,.

Nous commengons par lister certains résultats concernant 1’évolution de ’ABR. Tout d’abord concer-
nant le niveau de saturation h,, et la hauteur H,, :

hy, = min{|u| : v € 0T,} , H, = max{|u| : u € 97,,}

croissent logarithmiquement (voir par exemple Devroye [85])

Hy,
p.s. lim =c¢ =0.3733... lim =c=4.31107...; (3.29)

n—oo logn n—oo logn

ou les constantes ¢’ et ¢ sont les deux solutions de 1’équation 7o () = 1 avec
x
() ::xlogX —z+ A z>0. (3.30)

Le comportement asymptotique précis de H,, a été étudié dans les papiers [90, 208, 215, 157].
Afin de conserver toute I'information sur 7,, on étudie le profil de I’arbre défini par

Up(n) = #{u € Ty, ju| =k} , k>1. (3.31)

Uk(n) est le nombre de feuilles de Parbre 7,, qui sont au niveau k. On peut remarquer que Ui (n) =0
pour k > H, et pour k < h,. Il est donc naturel d’encoder le profil par le polyndéme aléatoire des
niveaux Y, Ug(n)z¥, dont le degré est H,. Jabbour [69, 134] a montré une trés jolie propriété de
martingale. Il a montré que pour z ¢ {0,—1/2,-1,-3/2,---}, n > 0, et si

M (2) = %(Z) > Uk(n)2* = %(Z) PR (3.32)

k>0 u€0 Ty

ou Cy(z) =1, pour n > 1,

o k+1 n

o) o= T FE22 Loy (22> (3.33)

et si F(y) est la filtration engendrée par les événements {u € T;}j<pnucv - Alors (My,(2), F(n))n est
une martingale, que I'on appellera dans la suite la martingale de PABR. Si z > 0, la martingale étant
positive elle converge donc presque stirement vers une limite notée M. (z). Jabbour [134] a montré
que la limite est strictement positive si z €]z, 21, on

27 =¢/2=0.186..., z} =c/2=2155.. (3.34)

et que Moo (2) = 0siz ¢ [z, 2. Cette martingale permet aussi de montrer que le profil correctement
renormalisé autour de 2logn a une forme gaussienne (voir Théoréme 1 dans [69]).

Le lecteur attentif aura remarqué I’absence de résultat si z = z ou si zI. Afin de comprendre ce qui
se passe en ces deux points, nous allons plonger ce modéle d’ABR a temps discret dans un modéle (de
fragmentation) a temps continu.

. Processus de fragmentation, processus de Yule et plongement

L’idée de plonger des modeles discrets (comme des modéle d’urnes) dans des processus de branchement
a temps continu remonte au moins a Athreya-Karlin [14]. On peut en trouver une description dans
Athreya et Ney ([15], section 9) et a été revisité par Janson [139]. Pour ’ABR, Devroye [85] mentionne
plusieurs plongements. En particulier, il cite ceux dus a Pittel [198], et Biggins [30, 31]|. Nous allons
pour notre part travailler avec une variante du processus de Yule, qui tiendra compte de la structure
d’arbre (i.e. la généalogie).

Commencons par présenter un processus de fragmentation (F(¢));>o de lintervalle |0,1[. On note
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Iy =]0,1] et pour u = wyuz..ur, € U (voir Equation (3.26) pour la définition de U), on définit

Iintervalle I,, par
k k

L= > w227 4 Y 2.

Jj=1 Jj=1

Ainsi & chaque élément u de U, on associe un et un seul sous-intervalle I, de ]0,1[ & extrémités
dyadiques.

On pose F(0) = Iy =]0, 1] et on attache a cet intervalle une horloge 71 ~ Exp(1) de loi exponentielle
de paramétre 1. Au temps 71, le processus F' saute. L’intervalle F(0) =0, 1] se divise en deux en son
milieu et donne naissance a deux nouveaux intervalles F(71) = (]0,1/2[,]1/2,1[) = ({o, I1).

On attache alors a chaque intervalle deux horloges indépendantes de lois exponentielles (disons E; et
Es). Dés que la premiére horloge sonne, l'intervalle se coupe en deux selon le méme procédé.

Ainsi a chaque temps de saut 7, les fragments de F(7) se comportent indépendamment les uns des
autres. Chaque fragment I, se divise en deux parties égales I,o et I,; aprés un temps aléatoire de
loi exponentielle de paramétre 1. En raison de ’absence de mémoire de la loi exponentielle lorsque n
fragments sont présents, chacun d’entre eux a autant de chance d’étre le premier a se scinder (ce qui
ressemble beaucoup aux propriétés décrites par (3.27)).

On est maintenant en mesure de définir le processus de Yule comme un encodage du processus de
fragmentation. L’idée est relativement simple : il s’agit d’interpréter les fragments I,g et I, de I,
comme ses deux enfants : I,g est le fragment gauche et I,,; le fragment droit. On obtient ainsi une
structure d’arbre binaire ot un intervalle de longueur 2% correspond & une feuille de profondeur k
dans la structure arborescente. Réciproquement, la taille du fragment I,, est 271/, Plus formellement,
on définit ’arbre T; par son ensemble de feuilles :

OT, = {u, I, € F(t)}. (3.35)

On appelle processus de Yule, le processus a valeurs arbre binaire T;>¢. Les deux processus T;>q et
(F(t))¢>0 sont des processus de Markov a sauts purs. Le processus de comptage (N¢);>o qui donne le
nombre de feuilles de Ty>g

N, := #0T,, (3.36)

est le processus classique de Yule (Athreya-Ney [15]).
On dénote par 0 = 19 < 71 < T2 < ... la suite des temps de sauts de ces processus markoviens,

Tp =inf{t: Ny =n+1}. (3.37)

Afin de pouvoir transférer les propriétés bien connues du processus de Yule & ’ABR, il est nécessaire
de pouvoir construire les objets sur le méme espace de probabilité. Cette observation avait déja été
faite par Aldous et Shields [4] section 1, (voir aussi [146] p.237 et Tavaré [238] p.164).

Lemme 3.2.1. a) Les intervalles de temps inter-saut (T, — Tn—1)n sont indépendants et vérifient :
Tn — Tn—1 ~ Exp(n) pour tout n > 1, (3.38)

ot Exp(A) est la loi exponentielle de paramétre \.

b) Les processus (Tp)n>1 €t (TTn)n>l sont indépendants.

¢) Les processus (']TT”)n>1 et (E)n>0 sont égaux en loi.

Enoncé des résultats principaux

Tous les résultats sont basés sur une connexion entre les martingales associées aux processus a temps discret
et a celles associées au temps continu. Cette connexion permet de transférer certains résultats concernant
les processus de fragmentation & ’ABR. Il est donc raisonnable de commencer par présenter rigoureusement
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les martingales en présence (on a déja croisé, Equation (3.32), la martingale M,,(z) de 'ABR).

On associe classiquement ! au processus de Yule une famille de martingales additives paramétrisée par § € R
et indexée par t > 0,
m(t,0) := Z exp(Q|u| — tL(H)),
u€edT,
ou
L(#) =2¢% — 1 (3.39)

(cette martingale apparait par exemple dans les travaux suivants [243, 159, 23]). Afin d’avoir de plus jolies
formules, on reparamétrise cette martingale par z = e’ et on considére donc la famille de martingales
suivante

M(t, z) :=m(t,log z) = Z 2l gt(1=22) (3.40)

u€edT,

En particulier, M (¢,1/2) =1 et M(t,1) = e tN,.
La formule de plongement permet de connecter la famille des martingales de FABR (M, F(,))n avec la
famille des martingales du processus de Yule (M (¢, z), Ft):. Sil’on observe la martingale (M (., z) aux temps
d’arréts (7,,)n, on peut décomposer (voir la Proposition 3.2.1) la martingale en une partie spatiale M, (z)
et en une partie temporelle

Cn(z) == ™12, (2).

Le processus (Cn(z))” est F,, -adapté.
Un résultat classique (voir Athreya-Ney [15] ou Devroye [85] 5.4) assure que p.s. e~ *N; converge lorsque
t — +oo et

&= tliglo e 'N; ~Exp(l). (3.41)

De plus, comme lim,, 7,, = co p.s., on obtient grace a (3.37) et (3.41) que

limne™™ = ¢ ps. (3.42)

Proposition 3.2.1 (Chauvin, Klein, Marckert, Rouault [70]. Martingale connexion). Soit z € C\ 1Z~.
1) La famille (C,(2)) est une martingale de moyenne 1 et

2z—1
_ & ] p.S. (3.43)

n>0

lim(C
17?1( n(2)) I'(2z
De plus, si la partie réelle de z est strictement positive, la convergence o lieu aussi dans L.

2) Les deux martingales (Cn(z))n>0 et (My(2))n>0 sont indépendantes et

M(7y,2) = (Co(2)) Mu(2). (3.44)

La Proposition 3.2.1 est un moyen de transférer les résultats connus sur la martingale de Yule & celle de
I’ABR. Ce transfert permet de donner des preuves élémentaires de résultats déja connus mais surtout de
répondre aux questions posées par Jabbour dans [134]. En effet le Théoréme 3.2.1 2., donne le comportement
de la martingale de ’ABR aux points critiques de z.

Théoréme 3.2.1 (Chauvin, Klein, Marckert, Rouault [70].). 1. Siz €]z, 2],

(a) alors on a les relations suivantes pour les limites des martingales

€2z—1
p.s. M(oo,z) = 22 Moo (), (3.45)

ot la variable exponentielle & a été définie par (3.41).

1. En général, |u| est remplacé par la position X et L(0) = B(E [ €% Z(dx) — 1) ot B est le paramétre de durée de vie et
Z est le processus ponctuel de naissance; ici 8 =1 et Z = 2.
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(b) On a aussi les formules suivantes de splitting

1. pour le processus de Yule,
M (00, z) = ze=2)7 (My(c0, 2) + My(c0,2))  p.s. (3.46)

ot My(o0, z) et My(00, z) sont indépendantes, de méme loi que M (0o, z)et indépendantes de
T1.
1. Pour I’ABR,

MOO(Z) =z (UQZ_lMOO,(O)(Z) + (1 - U)Qz_l./\/loo’(l)(z)) (3.47)
ol Moo (0)(2), Moo, (1)(2) sont indépendantes et indépendantes de U et distribuées comme
Moo (2).
2. Siz €]0,00[\]zo, 25 [, alors p.s. limy M (t,z) =0 et lim,, M,,(2) = 0.

On peut déduire des résultats précédents des relations sur les martingales dérivées. La martingale dérivée
permet d’une part de mieux comprendre le comportement de la martingale aux points critiques et d’autre
part, elle permet de retrouver une version forte de ’équation dite de Quicksort (forte signifie ici trajectorielle
et non pas seulement en loi). Le Quicksort est un algorithme utilisé en informatique pour classer des données.
Les dérivées p

dz
sont des martingales qui ne sont plus positives. Le théoréme suivant décrit leur comportement

Théoréme 3.2.2 (Chauvin, Klein, Marckert, Rouault [70].). 1. Siz €]z, 2], les martingales (M'(t, 2),t >
0) et (M!,(2),n > 0) convergent p.s. On notera M’ (oo, z) et M._(2) les limites respectives.

ML, 2) = d%M(t,z), M (=) = L (2) (3.48)

(a) Les martingales limites vérifient les relations suivantes

M(c0,2) = FQ(%; <fo>(z) +2 (log£ - Fr/((zf))) Moo(z)> p.s. (3.49)

ot & ~ Exp(1) est définie par (5.41) et est indépendante de Mo (z) et de ML_(2).
(b) On a les formules suivantes de splitting
M (2) = 2UTTMY () (2) + 2(1 = UMY, (4 (2)

+22 (U** ! ogU) Moo (0)(2)

+22 ((1 = U)* tog(l — U)) Meo,1)(2)

+ 27 "Moo (2) (3.50)
ou U ~U([0,1]) et les variables aléatoires M’ (0)(2) et Mgov(l)(z) sont indépendantes (et indé-
pendantes de U) et distribuées comme ML (z).

2. Les martingales (M'(t,z.),t > 0) et (M} (2.),n > 0) (resp. (M'(t,zF),t > 0) et (M (zF),n >

0)) convergent p.s. Les limites notées M'(c0,2;) et M. (2) (resp. M'(o00,zF) et M/ (2F)) sont
strictement positives (resp. négatives) et vérifient

E(M'(00,2;)) = E(Mu(z,)) = +o0, (3.51)

E(M'(c0,2})) = E(Muo(2])) = —o0. (3.52)
8. M'(c0,zF) et M (2F) vérifient des équations similaires o (3.45), (3.46) et (3.47) :
Moo,z = £ 70 o) (3.53)
20) = pgaEy Meele
M'(00, 25) = #1720 (M (00, 25) + M{ (00, 25)) (3.54)

Mo (25)

2 (U ML () () + (1= U2 ML () (25)) as.. (3.55)
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Corollaire 3.2.1. On a
M'(00,1) = E (ML (1) +2(log +v 1)) p.s, (3.56)

ot 7y est la constante d’Euler et M'_(1) vérifie la version p.s. de léquation de Quicksort :
M (1) = U/\/lgo’(o)(l) +(1- U)/\/lgo’(l)(l) +2UlogU +2(1 = U)log(1 -U) + 1, (3.57)

ot M;}(O)(l) et ./\/lim(l)(l) sont indépendantes (et indépendantes de U), de distribution M. (1) et U ~
U([0,1}).

3.2.2 Théoréme de Berry-Esseen et principe de grandes déviations pour des
variables discrétes conditionnées

Cette partie présente les travaux réalisés d’une part avec Fabrice Gamboa et Clémentine Prieur [111] et
d’autre part avec Agnés Lagnoux et Pierre Petit [149].

Comme mentionné dans le Chapitre 1, ces travaux découlent d’une volonté d’une part de continuer a
travailler sur des modeéles discrets liés & I'informatique théorique et d’autre part d’obtenir des principes de
grandes déviations. Jean-Francois Marckert m’a alors conseillé la lecture de 'article de Svante Janson [138].
Cet article étant le point de départ de ces recherches, nous allons commencer a le présenter succinctement.

Le travail de Janson

Janson part de la constatation suivante : dans de nombreux problémes combinatoires, la distribution de la
quantité d’intérét est la loi d’une moyenne empirique construite a partir d’un échantillon i.i.d. conditionnée
par une variable exogéne. Cette variable exogéne est elle-méme (la plupart du temps) une moyenne empirique
construite & partir d’un échantillon i.i.d. De fagon plus précise, notons N* I'ensemble des entiers naturels
positifs et N = N* U0 et donnons-nous

1. (kn)new+ une suite d’entiers et (N, )new+ une suite d’entiers strictement positifs;

2. X = (Xj(‘n))nelN*,j:L...,Nn et Y = (Y—j(n))nen\]*yjzl)”_’]\]n deux tableaux triangulaires de variables aléa-
toires. Les tableaux sont tels que sur chaque ligne les variables sont i.i.d. (les lignes sont indépendantes
entre elles). Mais les tableaux ne sont pas forcément indépendants entre eux (si c’est le cas la loi condi-

tionnelle sera triviale). Le point crucial pour la suite est que les variables du tableau X sont & valeurs
entiéres.
Ny,

La quantité étudiée par Janson est la loi de (N,)~ 7}, := (N,)~* >

précise de S, := Zjv:"l X ](»n). Plus précisément, il a prouvé un théoréme central limite pour la loi

n Lt -
1 Yj( ) conditionnée par une valeur

L, = L((N,)'T,|S, = k). (3.58)

Avant d’expliquer l'idée clé de Janson pour démontrer son théoréme, nous allons d’abord donner plusieurs
exemples de structures combinatoires pouvant s’écrire sous cette forme conditionnée. Tous ces exemples sont
introduits par Janson et on renvoie a son article [138] ainsi qu’aux références citées par ce dernier pour plus
de détails.

1. Allocations aléatoires
On jette indépendamment de fagon uniforme m boules dans N urnes. Notons Z; le nombre de boules

dans I'urne 7 a la fin de 'expérience. Alors il est bien connu que (Z1, -+, Zy) suit la loi multinomiale.
De plus si X1, -+, Xy sont des variables i.i.d. de loi P(A*) (pour un A* > 0 arbitraire) alors la loi
de (X1, -+, Xn) conditionnée par Zil X; = m est celle de (Zy,---,Zn). Une question classique

est de connaitre le nombre W d’urnes vides; sa loi est donc celle de Zf\;l 1 x,—0y conditionnée par
Zil X; =m. Ainsi en posant Y; = L;x,—o}, on est exactement dans le cadre décrit ci-dessus.

Bien évidemment on peut prendre d’autres statistiques pour Y .- | Y; par exemple Y. | f(X;,U;) ou
les Uy,...,U, sont des variables aléatoires i.i.d. et indépendantes de X7, ..., X,,. Il est intéressant de
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noter qu’une technique classique de rééchantillonnage - le bootstrap - rentre dans ce cadre. On tire

aléatoirement et avec remise un m échantillon parmi les (Z1,...,Z,) que l'on note Z7,..., Z* . Alors
St f(ZF) ala meéme loi que Y i, X;f(Z;) conditionnée par Y1 | X; = m, ou X; ~ P(N), i =
1,...,n. Pour plus de détails sur le bootstrap le lecteur pourra lire [92].

2. Processus de branchement
Prenons un processus de Galton-Watson critique. La généalogie commence par un ancétre et le nombre
d’enfants de chaque individu est une variable aléatoire X vérifiant E(X) = 1. On numérote les individus
au fur et & mesure qu’ils arrivent. On note X; le nombre d’enfants du i-éme individu, Janson explique
que la population totale est n > 1 si et seulement si

k
Sk::ZXikaour0§k<nmaisSn:n71. (3.59)

i=1

Ce conditionnement n’est pas le méme que celui décrit par 'Equation (3.58). Cependant si on ignore
Pordre de X, ..., X,, conditionner par (3.59) est équivalant a conditionnement du type de (3.58).

3. Les Foréts aléatoires
On considére une forét aléatoire étiquetée uniformément distribuée ayant m sommets et N < m
racines. Les sommets sont 1,...,m et par symétrie, on peut supposer que les racines sont les N
premiers sommets. Ce modéle peut étre construit de la maniére suivante. Tout d’abord, la taille des N
arbres dans la forét est distribuée comme X7, ..., Xn conditionnée par ZZI\LI X; = m ou X; est une
variable aléatoire de Borel de paramétre (arbitraire) A €]0,1/e]. On rappelle que X est une variable
aléatoire de Borel de parameétre A €]0,1/¢] si

P(X=10)=—~—2\, 1N Xxe]0,1/¢], (3.60)

on T(A\) =2, lll;ll/\l est la fonction d’arbre (voir [98]). Ensuite, l’arbre numéro ¢ est tiré uniformeé-
ment parmi les arbres de taille X;. De nombreux auteurs (voir par example [155, 191, 192]) se sont
intéressés au nombre d’arbres de taille k£ dans la foret. Pour cela, on pose V; = Lyx, k-

4. Hachage avec essais linéaires

Le hachage avec essais linéaires est une structure combinatoire trés étudiée en informatique théorique
(voir Knuth [153]). Elle peut étre construite de la maniére suivante. On jette n boules séquentiellement
dans m urnes de fagon aléatoire. Les m urnes sont disposées circulairement et une boule qui tombe
dans une urne déja occupée est déplacée jusqu’a la prochaine urne vide, les déplacement s’effectuant
toujours dans la méme direction. La longueur du déplacement est appelée le déplacement de la boule.
On s’intéresse au déplacement total (c’est-a-dire la somme de tous les déplacements). Ce déplacement
total est une variable aléatoire notée d,, ,,. On suppose que n < m.

Exemple 3.2.1. Supposons que n = 8, m = 10 et que (6,9,1,9,9,6,2,5) sont les adresses auxquelles
les boules désirent aller. On note d; le déplacement de la boule i, alors di = do = d3 = 0. La
boule 4 désire aller dans I'urne 9, celle-ci est occupée par la boule 2, par conséquent elle se déplace
jusqu’a l'urne 10 et dy = 1. La boule 5 désire aussi aller dans 'urne 9; ceci n’étant pas possible,
elle se déplace jusqu’a 'urne 10. Cependant cette urne étant aussi occupée, elle se déplace une fois
encore et ainsi de suite jusqu’a rencontrer une place libre (I'urne 2) et d5 = 3. De méme on voit que
de =1, d7 =1, dg = 0. Le déplacement total est donc de 1 +3 + 1+ 1 = 6. Aprés avoir placé toutes
les boules, il reste N = m — n urnes vides. Ce qui partitionne les urnes occupées en blocs d’urnes
consécutives. Pour facilité I’étude, on considére que la premiére urne vide a la fin d’un bloc fait partie
de ce bloc. Dans l'exemple précédent, il y a deux blocs, 'un contient les urnes 9,10,1,2,3 (urnes
occupées) et 'urne vide 4, Pautre contient les urnes occupées 5,6, 7 et 'urne vide 8.

S. Janson [137] a montré que la longueur des blocs (en tenant compte de 'urne vide) et la somme des
déplacements a l'intérieur de chaque bloc sont distribuées comme (X1, Y1),..., (Xn,Yn) (N =m—n)
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conditionnées par vazl X; = m, ou (X;,Y;) sont des copies i.i.d. d’un couple (X,Y) de variables
aléatoires ol X est une variable aléatoire de loi de Borel (voir Equation (3.60)) et de plus, la loi
conditionnelle de Y sachant X = [ a la méme distribution que d; ;1.

5. La statistique de Bose-Einstein
Cet exemple a été emprunté par Janson a Holst [129]. Considérons N urnes dans lesquelles on lance
n boules indistinguables de telle sorte que chaque réalisation indistinguable arrive avec la méme

probabilité ; c’est-a-dire
1/ (n + N — 1) ,
n

voir par exemple [95]. Soit Zj le nombre de boules dans I'urne k. Il est bien connu que (Z1,...,Zn)

a la méme distribution que (Xy,---, Xy) conditionné par Zf\[:l X, =mn, ou Xy, -+, Xy sont des

variables aléatoires i.i.d. de loi géométrique. On peut alors par exemple considérer Y; = h(X;).
L’idée de la preuve de S. Janson est d’appliquer le théoréme de Paul Levy. Il s’agit donc de pouvoir
décrire le comportement asymptotique de la fonction caractéristique de L£,,. Pour cela S. Janson utilise
une jolie représentation intégrale de cette fonction caractéristique conditionnée. Cette représentation est une
conséquence immédiate d’un lemme da a Bartlett. Pour toute variable aléatoire Z, sa fonction caractéristique
est définie par ¢z(t) := E (e4).

Lemme 3.2.2 (Formule de Bartlett, voir Equation (16) dans [19]). Soit Z une variable aléatoire & valeurs
entieres et W une variable aléatoire intégrable, alors pour tout k entier positif du support de Z,

J™ E[W exp(itZ)] exp(—ikt)dt
I7 oz (t) exp(—ikt)dt

E[W|Z =k =

En prenant W = T,, et Z = S,,, on obtient une représentation intégrale de la fonction caractéristique sur
laquelle on peut faire des développements asymptotiques et en déduire un théoréme central limite.

Deux questions naturelles

Une fois un théoréme central limite établi, plusieurs questions naturelles se posent, comme par exemple
1. Peut-on quantifier la vitesse de convergence dans le TCL ?
2. Peut-on regarder le phénomeénes a d’autres échelles que v/n 7

Nous allons répondre a ces deux questions. La vitesse de convergence dans le TCL sera précisée a I'aide d’un
théoréme de Berry-Esseen (voir Théoréme 3.2.3). Un premier théoréme de Berry-Esseen pour ce genre de
modeéle a été donné par Quine et Robinson [202]. Dans ce travail, les auteurs étudient le cas particulier du
probléme d’occupation o les variables X (™ sont des variables aléatoires de Poisson et Y (") = 1 (X (=0} A
notre connaissance, c’est le seul résultat existant pour ce type de modéles. Dans ce qui suit nous établissons
un théoréme de Berry-Esseen (Théoréme 3.2.3) qui couvre tous les exemples présentés ci-dessus. Ensuite,
nous regarderons, nos modeéles a 1’échelle logarithmique des grandes et moyennes déviations (voir Théorémes
3.2.3 3.2.4 3.2.5). La vitesse classique de grandes déviations pour les sommes de variables aléatoires i.i.d.
est donnée par le théoréme de Cramér (voir par exemple [83]). Elle vaut n. Nous allons obtenir deux sortes
de vitesse différentes pour nos modéles conditionnés. D’une part, dans le Théoréme 3.2.4 nous retrouvons

la vitesse classique n pour les modéles pour lesquelles la transformée de Laplace de (X ;n), Yj(")) est bien
définie (au moins pour les moyennes déviations dans un voisinage de (0,0)). Notre approche consiste a se
mettre en situation pour pouvoir appliquer le théoréme de Gértner-Ellis. L’originalité de ’approche consiste
a regarder une transformée double, Fourier en X et Laplace en Y. La partie Fourier permet de réécrire le
conditionnement sous forme intégrale et la partie Laplace permet d’appliquer le théoréme de Gértner-Ellis.
L’hypothése forte d’existence des transformées de Laplace n’est malheureusement pas satisfaite pour le mo-
déle phare qu’est le hachage. Dans cet exemple la transformée de Laplace des variables Y n’est pas définie

dans un voisinage de 0. Pour contourner ce probléme, nous adoptons 'approche initiée dans les travaux de
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Nagaev [184, 185], ce dernier établit des résultats de type grandes déviations pour des sommes de variables
aléatoires dont les lois sont d’une part absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue et d’autre
part dont la transformée de Laplace n’est pas définie dans un voisinage de 0. Nous avons donc établi un
résultat de grandes déviations pour le modéle de hachage avec essais linéaires.

Lorsque les lois de (X Y () ne dépendent pas de n, le principe conditionnel de Gibbs ([59, 76, 83])
assure que L, converge faiblement vers une loi dégénérée concentrée sur un point x qui dépend de la
valeur conditionnante (voir [111, Corollary 2.2]). Dans le domaine d’attraction du théoréme de Gibbs, des
théorémes généraux limites étudient le comportement de la somme conditionnée ([233, 129, 158]) et des
développements asymptotiques sont donnés dans [126, 214].

Cadre et notations

Pour tout n > 1, on considére un couple de variables aléatoires (X (n), Y(”)) tellles que X (™) est a valeurs
entiéres et Y (" 3 valeurs dans R. Soit (Np)new+ une suite d’entiers telle que N,, — +o0o lorsque n tend vers

Iinfini. Soit (Xi("), Yi(")) (1=1,2,...,N,) un échantillon i.i.d. distribué comme (X(”), Y(”)) et posons

N, Np,
Sy = ;Xi(”) et T, := §Yi(").

Soient k, € Z tel que P(S,, = k,) > 0 et U,, une variable aléatoire de méme loi que la loi conditionnelle
T, sachant S,, = k,,. Dans la suite, nous présentons une borne de Berry-Esseen et des résultats de grandes
déviations pour (Uy,)n>1-

Borne de Berry-Esseen

Théoréme 3.2.3 (Klein, Lagnoux, Petit [149]). Supposons qu’il existe des constantes strictement positives
¢1, €1, Co, C3, C3, C4, C5, et cg telles que :

1. ¢4 < oxm = Var (X("))1/2 <cr;

2. pxom =K “X(n) —E[Xx™)] ﬂ < 3o

3. soitY' (™ .=y® _ X Cov(X ™), Y("))/0§<(n), il existe ng > 0 tel que, pour tout s € [—m, 7| et
te [07 770]:

i(sX W 4y’ (M 2 2 2 2y .
|E [e( ) | §1705(0X(n)s + 0yt ),

4. kn = N,E[XM] + O(JX(,,QNEL/Q) (rappelons que k, € Z et P(S, = k,) >0);

1/2
/<

5. ¢3 < oy = Var (Y(”)) <cg;

6. pyon =E [y —E[Y]['] < clod
7. le coefficient de corrélation r, := Cov (X(”)7Y(")) U;(%n)a;(ln) vérifie |r,| < cg < 1, si bien que
2 =00l —12) > &1 —-c3)>0.
Alors le points suivants sont vérifiés.

1. Il existe ¢5 > 0 tel que
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2. Pour N,, > Ny := max(3,¢c5,c%), la loi conditionnelle de

N7Y2:=4T, — N,EY ™)) -1, Z;)) (ky — N,E[X™]))

sachant S, = k, vérifie

X

(3.61)
N71L/2Tn

sup
xT

C
<$> —®(z)| < W7

. (U — NLE [Y] = 1,0y 000 gt (kn — NaE [XM])

ot @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et C est une constante strictement
positive dépendant de ¢y, ¢1, ¢o, €3, C3, C4, C5, C5, €t Cg.

3. De plus, il existe des constantes strictement positives c7 et cg dépendant uniquement de ¢, c1,
ca, C3, C3, C4, C5, Cs, et cg telles que

E [Uy] — NoE[Y™] — 1, X (k,, — NLE[X™])| < e (3.62)
O x(n)
et
|Var (U,,) — N,y 72| < es N2, (3.63)

Si N, > Ny := max(Ny,4c2/é3), on a aussi

P (Un —E{Un] < z) — O(x) ¢

N2

sup (3.64)

x

Var (U,,)/?

ot C est une constante dépendant de ¢1, c1, co, C3, C3, C4, C5, C5 €t Cg.

Remarque 3.2.1.

1. L’hypothése N,, — 400 n’est 1a que pour assurer l’existence de la constante ¢5 qui repose sur le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

2. L’ensemble des hypothéses du Théoréme 3.2.3 impliquent celle du théoréme central limite dans [138,
Theorem 2.1] (pas vraiment surprenant). Remarquons, que dans 'hypothése 4, le conditionnement est
a peu prés égal a la valeur moyenne, exactement comme dans le théoréme central limite dans [138,
Theorem 2.3].

3. L’hypothése 7 n’est pas trés restrictive, elle est aisément vérifiée par tous les exemples considérés.

Comme cela a déja été remarqué dans [138], le résultat devient bien plus simple lorsque les lois se stabilisent.
Corollaire 3.2.2. Supposons que (X(”), Y(”)) @ (X,Y) lorsque n — oo et que pour tout r > 0 fizé,

limsup E [|X(")|T} <oo et limsupE {|Y(")|T} < 00.

n—-+o0o n—-+oo

Supposons de plus que X est de spam 1 et que Y n’est pas presque siirement une fonction affine ¢+ dX de
X, que k,, et N, sont des entiers tels que E [X(”)] = kn /N, et N, — +oo. Alors, toutes les hypothéses du
Théoréme 3.2.3 sont vérifiées.

Ce corollaire s’applique aux exemples présentés au début de ce paragraphe (allocation aléatoire, processus
de branchement, forets aléatoires et hachage, statistique de Bose-Einstein).
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Principe de grandes déviations sous hypothése d’existence de la transformée de Laplace

Le théoréme de Géartner-Ellis [83] permet d’obtenir des principes de grandes déviations lorsque la transformée
de Laplace existe. Ainsi, une premiére idée est de remplacer la transformée de Fourier double intervenant
dans la preuve du résultat de Janson par une transformée mixte Laplace-Fourier. La partie Fourier permet
d’exprimer le conditionnement sous forme intégrale et la partie Laplace permet d’appliquer le théoréme de
Gartner-Ellis. Nous avons alors obtenu avec F. Gamboa et C. Prieur les deux théorémes suivants (Théoréme
3.2.4 et Théoréme 3.2.5 voir [111]).

On appelle le domaine de la transformée de Laplace d’une variable aléatoire Z ’ensemble dom ¢z := {7 €
R: [exp(7Z)] < +o0}. Si 7 € dom ¢z, on peut alors définir ¢z (7) := In[exp(7Z)] comme le logarithme de
la transformée de Laplace de Z. On notera Rz I’ensemble des valeurs prises par ¢},. Finalement, ¢} sera
la transformée de Fenchel-Legendre de ¢z ([83, Definition 2.2.2 p. 26]).

On suppose que (X (™Y (™)) converge en loi vers (X,Y); oil la limite X est une variable aléatoire & valeurs
entiéres non essentiellement constante.

Théoréme 3.2.4 (Gamboa, Klein, Prieur [111]). Soient k,, € Z, N,, € N* X\ € R tels que k,,/N,, € Rx») —
A € Rx. Supposons que

1. les fonctions ¥x vy et ¥x, y, sont essentiellement lisses et soit T ['unique nombre réel tel que Y’y (1) =

A
2. domyy = domipy ) =R, et Vu € R ‘E {e“y(n) — euy} ‘ —0;

3. Il existe r > 0, tel que I, := [T —r, 7+ 7] C (dom ¢¥x) N (Np>1dom Yxny) et

VueR,Vsel,, sup|E |:e(it+5)X(")+uY(") B e(iHS)XJr“Y} ‘ —0. (3.65)
teR

Alors la distribution de (T,,/N,) conditionnée par l’événement {S, = k,} vérifie un principe de grandes
déviations de bonne fonction de tauz Y% y (X, -) — Y% (N) a la vitesse (N,,) ™"

Déviations modérées La fonction de taux intervenant dans le principe de déviations modérées du Théo-
réme 3.2.5 fait intervenir un terme de variance résiduel a%. Afin de définir rigoureusement ce terme de
variance, nous avons besoin de considérer (comme souvent lorsque I'on s’intéresse & des principes de grandes
déviations) a un (subtil) changement de loi. Pour cela, prenons £ dans U'intérieur de dom 1 x et considérons
le vecteur aléatoire (X¢, Yz) dont la loi est donnée pour k € N et tout borélien A de R par

(Xe =k, Ye € A) = exp[—tx (&) + k€] (X =k, Y € A). (3.66)

Soit ag la variance du résidu &¢ pour la régression linéaire de Yg sung :

f o= (Ve — B (V) - “Hend (X B (). (3.67)

On pourra noter que cette variance est la variance limite dans le théoréme central limite démontré par S.
Janson (Theorem 2.1 dans [138]). Sa forme explicite est alors

2 Y IR YAL %
of = var (Y¢) — Cov (XYe)™ /var (Xe) .
On peut alors obtenir le théoréme suivant de déviations modérées.

Théoréme 3.2.5 (Gamboa, Klein, Prieur [111]). Soient A € R et k,, € Z, N, € N* tels que X (resp. kn/Ny,)
appartienne a Rx (resp. Rxm) ) et kn /N, — \. Supposons que

1. les fonctions V¥xy et V¥x, y, sont essentiellement lisses;
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2. il existe rog > 0 tel que
By :=] — 1o, 70[C (domaby) N (Np>1domapy ) )
et soit T (resp. T,) l'unique réel tel que Y (1) = X (resp. Y’y (Tn) = kn/Nn) ;
3. il existe r > 0 tel que I, := [T — 7,7+ 7] C (domx) N (Np>1dom Pxm)) et
Vsel,, sup|E [e(i”s)x(") - e(iHS)X} ‘ -0, (3.68)
teR

sup sup E (eSX(")+“(Y(")_]E(Yv(s)))) < o0; (3.69)
n  (s,v)€l.xBg

4. (ap) vérifie apN,, = +00.
Alors la distribution de (1 /- (Tn - NnE(YT(:))>) conditionnée par l'événement {S, = ky} satisfait & un

2
principe de déviations modérées de bonne fonction de taux J(-) = é;z a la vitesse ay,.

Principe de grandes déviations lorsque la transformée de Laplace n’est pas définie

Les théorémes précédents reposent sur I'’hypothése forte d’existence de la transformée de Laplace sur
R (ou au minimum sur un voisinage de 0) pour la variable aléatoire Y (voir par exemple I’hypothése
domyy = domty(ny = R du Théoréme 3.2.4). Ce genre d’hypothéses apparait par exemple dans le théo-
réme de Gartner-Ellis, mais cela ne permet pas de traiter le cas des variables aléatoires ayant des queues
de distributions dites lourdes. La motivation de ces travaux provenant de 1’étude de certaines structures
combinatoires (voir par exemple celles décrites ci-dessus), les Théorémes 3.2.4 et 3.2.5 seraient satisfaisants
s’ils permettaient de traiter tous les exemples présentés. Malheureusement, ’exemple le plus intéressant,
le hachage avec essais linéaires, ne vérifie pas les hypothéses des théorémes. En effet, dans cet exemple la
transformée de Laplace de la variable Y est seulement définie sur | — 00, 0] et donc pas dans un voisinage
de 0.

Le résultat qui suit permet de traiter le cas du hachage, il a fait ’objet d’une collaboration avec Agnés
Lagnoux et Pierre Petit [149].

De facon intuitive, on peut distinguer plusieurs régimes pour les principes de grandes déviations.

1. Lorsque la transformée de Laplace est définie (situation décrite par le théoréme de Gértner-Ellis),
toutes les variables jouent plus ou moins le méme role et ¢’est la somme (ou la moyenne) des variables
qui gouverne les grandes déviations. C’est-a-dire que pour avoir un événement rare (par exemple que
Sp soit trés grand, il faut que toutes les variables soient trés grandes).

2. Lorsque les variables sont & queues trés lourdes, les grandes déviations sont gouvernées par la plus
grande des variables. C’est-a-dire que pour avoir un événement rare (par exemple que S, soit trés
grand , il faut que max(X;,7 = 1,...,n) soit trés grand [181]).

3. Lorsque les variables sont & queues lourdes mais pas trop (par exemple existence de tous les moments
mais pas de la transformée de Laplace), nous sommes dans un régime intermédiaire. Le hachage rentre
dans ce cadre.

Avec Agnés et Pierre, toujours dans le cadre de sommes conditionnées, nous avons donc étudié le cas
3. Tout repose sur d’anciens travaux de Nagaev [184, 185] dans lequel 'auteur décrit le comportement
asymptotique précis de P (X; + ...+ X,, > z) en fonction du comportement asymptotique de P (X; > z)
lorsque les variables (X;)i<;<n sont i.i.d. a valeurs réelles. Nous nous sommes donc fortement inspirés de
ces travaux et avons obtenu des résultats de grandes déviations lorsque la transformée de Laplace n’est pas
définie. On considére & nouveau le modéle du hachage et on rappelle que d,, ,, est la variable comptant le
nombre de déplacement pour placer n boules dans m urnes.

Proposition 3.2.2 (Klein, Lagnoux, Petit [149]). Supposons que X le parametre de la loi de Borel (loi de
X ) vérifie k := —log(A) — 1 < log(2). Alors

1 1
— A < liminf — logP(Y > y) < limsup — logP(Y > y) < —a, (3.70)
Yy

y—rtoo /Y y—+o0



3.2. ETUDE DE STRUCTURES ALEATOIRES DISCRETES 79

o= kV?2 et 5:22,%\/(1—!—,1{) <1+1+;0g2).

Maintenant, pour tout n > 1, soient m,, et n,, des entiers vérifiant n,, < m,, et N,, :== m,, — n,,. Supposons
que my, /Ny, — a € [1,+00[. Soit A, := (n,/my) exp(—ny,/my) € [0,e7[. Ainsi A, — (1 — 1/a)exp(—1 +
1/a) =: X\. Afin de pouvoir appliquer la Proposition 3.2.2, on suppose que A > (2¢)~!. Soient maintenant,
(Xf”),}/i(”))i:172,__.71vn des copies i.i.d. de (X, Y (™), X suivant une loi de Borel de paramétre ), (si
bien E[X(”)] =my,/N,), et Y (™ conditionnée par X (™ = [ est distribuée comme djj—1. Soient

avec

n Nr

Spi=3 X" et T,=d v

i=1 =1

Le déplacement total d,,, », a alors la méme distribution que la loi conditionnelle de T}, sachant S;, = m,,.

Proposition 3.2.3 (Klein, Lagnoux, Petit [149]. Grandes déviations pour le hachage avec essais linéaires).
Soient a et § définis dans la Proposition 3.2.2 et k, = m,,, st

1. log(oxm)) = O(Nn1/2) 0l O x @ = Var (X(”))l/2 ;
2 pxen =E [|X0 B [XO]] =0 (N0, ;

3. il existe ¢ > 0 telle que pour tout n > 1 et s € [—m, 7],

s X (™) 2 2.
|E [e” }| <1—coymss;

4 oy = NoE [XO] + 00y NM?) ;
5. Var (Y(”)) =0 (N}Lm).
Alors, pour tout y > 0,
1
logP(dy,, n,, — Eldm,, n.] = N
~= log P(dm,, n, — Eldm, n,] y)

n

P
OV <l

< lim sup

1
log P(dm,, n, — Eldn, n,] 2 Nny) < —a/y.
msup == 1og (dm,, [ ] y) VY
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Chapitre 4

Moyennes de Fréchet - Barycentres sur
I’espace de Wasserstein

Ce chapitre regroupe les travaux effectués d’une part autour de l’existence et de la caractérisation des
moyennes de Fréchet dans 'espace de Wasserstein [37] et d’autre part sur la construction d’une analyse en
composantes principales dans l'espace de Wasserstein en dimension un [36]. Le premier travail [37] effectué
en collaboration avec Jérémie Bigot est actuellement soumis et le second en collaboration avec Jérémie Bigot,
Rail Gouet et Alfredo Lopez [36] a été publié aux annales de L’THP. Dans la Section 4.1, nous démontrons
lexistence et I'unicité d’une moyenne de Fréchet pour un modéle trés particulier de variables aléatoires
a valeurs dans l'espace de Wasserstein. La restriction majeure de notre travail est que nous travaillons
dans un cadre de compacité. Ce travail utilise les résultats de Agueh et Carlier [2]. Dans la Section 4.2,
nous définissons et étudions une notion d’analyse en composantes principales géodésiques dans ’espace de
Wasserstein sur R.

4.1 Caractérisation des moyennes de Fréchet dans ’espace de Was-
serstein

4.1.1 Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse au probléme de caractériser le barycentre de mesures de probabilités aléatoires
sur R%. L’ensemble des mesures de Radom de probabilités muni de la distance 2-Wasserstein n’est pas un
espace localement convexe. Par suite, il est naturel d’utiliser la notion de moyenne de Fréchet [103] pour
définir une notion de barycentre pour des mesures de probabilités aléatoires. Cette notion de moyenne est
une extension de la notion usuelle euclienne de barycentre & des espaces non linéaires munis d’une métrique
non-euclidienne. Si Y est une variable aléatoire de loi P & valeurs dans un espace métrique (M, daq), la
moyenne de Fréchet (qui n’existe pas forcément, et n’est pas non plus forcément unique) de la loi P est un
point m* € M qui est un minimiseur global de la fonctionnelle

1
J(m) = 5 /M dy(m,y)dP(y) ie. m*e Argerjr\ljn J(m).

Dans la suite, nous utiliserons indifféremment la terminologie moyenne de Fréchet ou barycentre. Une
moyenne de Fréchet empirique d’un échantillon i.i.d. Y1,...,Y, de loi P est
B . 1 n 1 )
Y,, € Argmin — —di(m,Y;).
mem T j=1 2

81



82CHAPITRE 4. MOYENNES DE FRECHET - BARYCENTRES SUR L’ESPACE DE WASSERSTEIN

Un des premiers exemples de moyennes de Fréchet pour des variables aléatoires appartenant & des espaces
meétriques non-linéaires est celui du calcul de la moyenne de formes planaires dans ’espace des formes
de Kendall [143]. Ce calcul conduit & la notion de moyenne procuste étudiée dans [114]. De nombreuses
propriétés des moyennes de Fréchet dans les sous-variétés riemanniennes de dimensions finies ont été étudiées
(voir entre autres [1, 12, 26, 27, 132]). Pour les variables aléatoires vivant dans des espaces & courbures
négatives, une étude approfondie et de nombreux résultats ont été obtenus et peuvent étre trouvés dans
[236]. Cependant, il n’existe pas énormément de travaux portant sur les moyennes de Fréchet dans des
espaces de dimension infinie et ne vérifiant pas la propriété de courbure négative définie dans [236].

Une famille paramétrique de mesures de probabilités aléatoires

Dans ce travail, nous considérons le cas ot Y = p est une mesure de probabilité aléatoire de ’espace 2-
Wasserstein sur un ensemble compact 2 de R%. On suppose que nos mesures aléatoires appartiennent a un
modele paramétrique de mesures de probabilités que nous décrivons maintenant. Soit M4 (2) I'ensemble
des mesures de Radon de probabilités sur 2 muni de la distance de Wasserstein d’ordre 2 notée dw,. Soit
D : (RP, B(RP)) — (M4 (R2), B(M(Q)) une application ou B(RP) est la tribu de Borel de RP et B (M (Q))
celle de M (£2) pour la topologie induite par dyy,. Soit maintenant © un ensemble mesurable de R? (p > 1),
et on considére I'ensemble paramétrique de mesures de probabilités {ug = ®(0), 6 € ©}. Nous supposons
de plus que pour tout 6 € O, la mesure py = ®() € M () admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R?. 1l s’en suit que si @ € RP est un vecteur aléatoire de loi Pg admettant une densité
g:0 — Ry, alors ug = ®(0) est une mesure de probabilité aléatoire de loi Py sur (M (Q2), B (M (Q2)) qui
est la mesure image définie par

P,(B) = Pg(®~*(B)), pour tout B € B(M(Q)). (4.1)

Nous proposons d’étudier certaines propriétés du barycentre pu* de pg défini comme la moyenne de Fréchet
suivante
p* = Argmin J(v), (4.2)
veM(Q)

ol
1
JW%i&HmQ%dMMWAm=E<dmvua) | 5, v pg(@)at, v € . (@),
+

Si elle existe et est unique, la mesure p* sera nommée le barycentre (ou barycentre théorique) de la mesure
aléatoire pg de loi ;. La version empirique du barycentre p* est le barycentre f,, défini par

n, = Argmin — —d¥, (v, up ), (4.3)
" veM4(Q) T Z w1,
ou 04,...,0, est un vecteur aléatoire i.i.d. dans © de densité g.

Résultats principaux

Le résultat principal de cette partie est la caractérisation explicite du barycentre p* que 'on peut décrire de
la maniére suivante. Soit g € M (€2) une mesure de référence fixée absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R?. Soit Ty : 2 — Q le plan de transport optimal de pig sur ug (i.e. g = Tg# o, o
Tg# 10 est la mesure image de ji par Ty, on a utilisé la notation venant du monde du transport optimal mais
gardé la terminologie mesure image et pas mesure poussée vers I'avant). Si pour tout z € Q, E(Tg(z)) =
alors g est le barycentre u* et on a

1) = 5 [ B(Tpw) —aP) @) = 5 [ [ (To@) ~ ) g(O)ava’ @)

inf
VEM L (Q) 2

Ce résultat peut se réécrire comme suit p* = TH#pg, ou T = E(Tg) est I'application définie pour tout
x € Q par T(z) = E(Tg(x)). Cela suggére donc que moyenniser dans I’espace de Wasserstein reviendrait (il
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y a bien un conditionnel ici) & prendre la moyenne (au sens usuel) de la carte de transport optimal T par
rapport & la mesure de référence pg. Malheureusement, ce trés joli résultat n’est en général pas vrai lorsque
E(Tg) # I ou I = Q — Q est l'identité de €. Cependant, nous allons donner des conditions suffisantes
(différentes de la condition déja énoncée E(Tg) = I) sous lesquelles on ait

p* = TH#po, ou T =E(Tp). (4.4)

Un résultat similaire a été établi dans [40] pour le barycentre empirique. Il y est montré que

Hy, = (Tll ZT9i> #Ho, (4.5)
i=1

lorsque les plans de transports optimaux Ty appartiennent a une classe C dite admissible (Definition 4.2
de [40]). La classe C est dite admissible s’il existe 99 pour lequel Ty = I et si pour tout 1 <i < n, Tg_
i i

est une bijection et si la composition Ty o Tg_ ! de deux plans de transports optimaux dans la classe reste
i j

optimale.

L’extension du résultat de [40] du barycentre empirique au barycentre théorique n’avait pas encore été
faite. Dans ce qui suit nous ne supposerons pas lorsque T = E(Tg) # I, que la collection de plans est
une classe admissible, pour prouver que pu* = TH#po. En effet, 'Equation (4.4) sera essentiellement une
conséquence que Ty o T~ est un plan optimal pour tout § € ©. L’Equation (4.4) n’est pas difficile a
obtenir en dimension d = 1. C’est bien plus difficile lorsque d > 2. Le point clé de I’étude en dimension
d > 2 est une formulation duale du probléme d’optimisation (4.2) qui permet de caractériser précisément
certaines propriétés du barycentre théorique. Celles-ci sont alors utilisées pour prouver ’Equation (4.4). Nous
nous sommes inspirés des arguments de dualité développés dans [2| pour la caractérisation du barycentre
empirique. Ainsi, notre approche est fortement connectée a la théorie du transport optimal et au probléme
de Monge-Kantorovitch par le biais d’arguments de dualité et d’analyse convexe (voir [249] pour plus de
détails sur ces sujets).

Une seconde contribution a consisté a savoir si cette notion de barycentre dans l'espace de Wasserstein
était utile pour 'analyse statistique des modéles de déformation en théorie du signal et en imagerie. Les
modéles statistiques de déformation sont trés fréquemment utilisés pour analyser une suite de signaux ou
d’images aléatoires ayant une certaine variabilité en espace et en temps (le lecteur intéressé trouvera un
état de lart sur les modéles de déformation dans [6]). Dans de tels contextes, il est essentiel d’avoir en main
une notion cohérente de moyenne. Nous étudions donc un modéle couramment utilisé pour étudier de tels
phénomeénes. On se donne des mesures aléatoires g dont les densités gg suivent le modéle semi-paramétrique
de déformation suivant

19(x) = |det (D) @)] a0 (' (@) @ € (46)

ol pg : {2 — Q est un difféomorphisme aléatoire , det (Dcpél) (z) est le déterminant de sa matrice jacobienne

au point z et gg est une densité de référence fixée. Dans le modéle (4.6), il semble naturel de définir la moyenne
de gg” comme la densité ¢ définie par

q(x) = |det (Dg™") (z)| a0 (¢~ (2)) €,

o ¢ : 2 — Q est défini par ¢(z) = E (pg(z)) = [, pe()g(0)dd, x € Q. Nous allons donc proposer
des conditions suffisantes sur le difféormorphisme aléatoire g sous lesquelles la mesure ;i de densité g est
exactement le barycentre empirique dans l'espace de Wasserstein de la mesure aléatoire pg.

Finalement, en tant que statisticiens, il nous fallait évidemment étudier la convergence du barycentre em-
pirique @, vers le barycentre théorique p* lorsque le nombre de mesures tend vers I'infini.

Quelques éléments bibliographiques

Une notion similaire, & celle développée ici, de barycentre théorique et ses rapports avec le transport optimal
a été étudiée dans [190]. En particulier, afin d’étudier I'existence et I'unicité de p*, il y est aussi considéré une
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classe paramétrique de mesures de probabilités, ot I’espace des paramétres © est uni-dimensionnel. Quelques
généralisations de ces notions pour des mesures de probabilités définies sur des sous-variétés Riemanniennes
munies de la distance de Wasserstein ont été proposées par [115] et par [144]. Une caractérisation détaillée
des barycentres empiriques (valable dans un cadre bien plus général que le notre), en terme d’existence,
d’unicité, de régularité et aussi en liaison avec le probléme des marginales en transport optimal peut-étre
trouvée dans [2].

Dans la littérature, que ce soit en traitement du signal ou en imagerie, il existe de nombreuses applications de
la notion de Barycentre dans ’espace de Wasserstein. Par exemple, elle a été utilisée avec succés en imagerie
pour Panalyse de texture [41, 203]. Il existe aussi un intérét gandissant pour développer des algorithmes
efficaces pour calculer des barycentres empiriques, avec de nombreuses applications en imagerie [22, 78§].
La théorie du transport optimal s’est montrée trés efficace pour étudier la déformation d’images [219, 121].
Certaines propriétés du barycentre dans I’espace de 2-Wasserstein pour des mesures aléatoires issues d’un
modeéle similaire & (4.6) ont été étudiées [40]. Afin d’étudier le "registration problem of distributions, "
l'utilisation de modéles semi paramétriques pour des densités du type (4.6) a aussi été considéré par [3].
La suite est organisée comme suit. Nous présentons dans la Section 4.1.2, le cadre de notre travail et discutons
de D’existence et de 'unicité du barycentre théorique. La Section 4.1.3 est consacrée a I’étude de la dimension
un. La formulation duale du probléme d’optimisation (4.2) fait I'objet de la Section 4.1.4. La section 4.1.5
donne une caractérisation explicite du barycentre & I'aide de la formulation duale de la section précédente.
Nous présentons dans la Section 4.1.6, une application aux modéles statistiques de déformations. L’étude de
la convergence du barycentre empirique vers le barycentre théorique est faite dans la Section 4.1.7. Quelques
perspectives seront données dans la Section 4.1.8.

4.1.2 Existence et unicité du barycentre théorique
Définitions et notations

Les lettres en gras Y, u, 0, ... seront réservées aux objets aléatoires. La norme euclidienne d’un vecteur
x € R™ sera notée |z| et le produit scalaire de R™ par (x,y), M (92) est 'ensemble des mesures de Radon
de probabilités sur Q2. Les deux hypothéses qui suivent seront supposées vérifiées dans toute la suite.

Hypothése 4.1.1. L’ensemble  C R est compact.

Hypothése 4.1.2. L’application ® : (0 C RP,B(RP)) — (M4(Q),B(ML(Q)) est mesurable. De plus,
pour tout 6 € O, la mesure py = ®(0) € M (Q) admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur RY,

Le carré de la distance 2-Wasserstein entre deux mesures de probabilités p, v € M (Q) est

Guryi= nt L[ e yPina). (47)

yEO(1,v)

o IT(p,v) est 'ensemble des mesures de probabilités sur 2 x Q de marginales p et v (voir par exemple
[249]). L’application 4 € II(u, v) est un plan de transport optimal entre u et v si

d%0w0=l;gw—m%ﬂ%w.
X

Soit T : @ — Q une application mesurable et soit © € M (), la mesure image de p par T sera notée T'#u,
elle est définie par dualité par

/ f@)d(TH#p)(z) = / f(T(x))du(x), pour toute fonction continue et bornée f: Q2 — R.
Q Q

Nous rappelons le résultat de Brenier permettant de caractériser les plans de transports optimaux (voir
[249] ou Proposition 3.3 de [2]).
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Proposition 4.1.1 (Brenier). Soit u,v € M4 (). Alors v € I(u,v) est un plan de transport optimal entre
1 et v si et seulement si le support de 7y est inclus dans le graphe 0¢ de la sous-différentielle d’une fonction
conveze et semi-continue inférieurement ¢ vérifiant

6 = Argmin { [ v+ [ w*<x>du<x>} ,

Ppec

ot Y*(z) = supyeq {(x,y) — ¥ (y)} est le conjugué convexe de 9, et C est l'ensemble des "proper” fonctions
convezes ¥ :  — R qui sont semi-continues inférieurement. Si p admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesque sur R?, alors, il eviste un unique transport optimal v € Tl(u,v) qui est de la forme
v = (id, T)#u ou T = V¢ (le gradient de ¢) est appelé plan de transport optimal entre p et v. L'unicité est
a comprendre que si VoF#u = Vip#pu, ot p : Q — R est une fonction convexe semi continue inférieurement,
alors V¢ = Vi p-p.p. De plus on a

B o) = | [90(a) = o dula).

A propos de la mesurabilité de Ty

La définition de la fonctionnelle J(v) dans le probléme d’optimisation (4.2), fait apparaitre une intégration
par rapport & 6 de Typ. Ainsi lorsque 1'on veut donner un sens a 'existence du barycentre théorique, il est
nécessaire que l'application (z,6) — Ty(x) soit mesurable. Ce probléme n’apparaissait pas chez [2]| pour la
définition du barycentre empirique car alors 'intégrale est une simple somme finie.

Soit jo une mesure de référence fixée absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R<.
Pour tout § € O, Ty(x) est le plan de transport optimal de g sur pg. La Proposition 4.1.1 assure qu’une
telle application existe, et que c’est I'unique po p.p qui puisse étre écrite comme le gradient d’une fonction
¢g. A laide de ’hypotheése 4.1.2 et du Theorem 1.1 de [100], on peut alors affirmer qu’il existe une fonction
(0,2) — T(0,z) qui est mesurable pour la tribu B(RP) @ B (M(Q)), et telle que pour Pg presque tout
0 €0,

T(0,2) = Ty(x), pour ug-p.p x € Q.

En particulier, 'application (x,0) — Tp(z) est mesurable pour la tribu complétée pour la mesure g(6)dfdpg(x)
de B(R?) ® B (M1 (€)) (on rappelle que par hypothéses dPg(0) = g(6)d#).

Existence et unicité de p*

Nous allons ici étudier 'existence et 'unicité du barycentre des mesures aléatoires pg de loi P, définies par
I’Equation (4.1). Cela revient a étudier la solution (s’il en existe) du probléme d’optimisation (4.2).

Remarque 4.1.1 (A propos de Uexistence de J(v)). Soit v € M, (). L’intégrale définissant J(v) existera
deés que 6 — d%vz(l/, to)g(0) sera une application mesurable. La mesurabilité étant assurée par ’hypothése
4.1.2. De plus, comme (2 est compact (hypothése 4.1.1), il s’ensuit que pour tout 8 € O, d%% (v, o) < 462(%2),
ot 02() = sup,co{|z’} < +oo. Ainsi, on a J(v) = 3 [ diy, (v, pe)g(0)d6 < 262() < +o0, pour tout
Vv E M+(Q)

Proposition 4.1.2. Si les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 sont satisfaites alors le probléeme d’optimisation (4.2)
admet un unique minimiseur.

La preuve de ce résultat découle d’argument standard. En particulier 'unicité est une conséquence directe
de la stricte convexité de l'application J : M () — R, sous 'hypothése 4.1.2 : i.e.

JOp+ (1 =XNv) <AJ(p) + (1 —N)J(v), pour tout A €]0, 1] et p, v € M () avec u # v. (4.8)

Cette propriété est une conséquence du Theorem 2.9 dans [7] (ou Lemma 3.2.1 de [190]).
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4.1.3 Barycentre pour des mesures de probabilités sur R

On regarde ici le cas d = 1 et on étudie certaines propriétés du barycentre théorique p* de mesures aléatoires
sur un compact €2 de R. Le fait remarquable de la dimension 1 est le suivant : il existe une formule explicite
pour calculer la distance de Wasserstein. En effet, si p et v sont deux éléments de M () alors

d%V2 (v,p) = /0 |Fl,_ (x) — F; (gc)’2 dz, (4.9)

oit £, (resp. F}) est la fonction quantile de v (resp. p). Cette formule explicite pour la distance de
Wasserstein permet de caractériser trés simplement le barycentre des mesures aléatoires. En particulier,
IEquation (4.4) est toujours vraie si d = 1. Cela signifie que, en dimension 1, calculer le barycentre dans
Pespace de Wasserstein revient a calculer les espérances (au sens usuel) des plans de transports optimaux
d’une mesure de référence (non-aléatoire) po sur jg.

Théoréme 4.1.1 (Bigot, Klein [37]). Soit po une mesure fixrée dans M (Q2) absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Supposons que les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 sont satisfaites. Soit ug = ®(0) une
mesure aléatoire ou @ est un vecteur aléatoire de © de densité g. Soit Tg le plan de transport optimal de o
vers g définie pour tout x € Q par Tg(x) = F“_01 (Fp()), ou F“_Bl est la fonction quantile de g et F,, la
fonction de répartition de .

Alors, le barycentre de g existe, est unique et vérifie

= T#uo, (4.10)

ou T : Q — Q est le plan de transport optimal de py sur p* définie par

T(z) =E (T(x)) = / Ty(x)g(0)dl, pour tout x € Q.
(S)
De plus, la fonction quantile de pu* est donnée pour tout y € [0,1] par
P =B (Fig ) = [ Bl wato)as
Ainsi, le barycentre p* ne dépend pas du choiz pg, et on a
1

inf J(u):f/QE(|T9(:c)—x|2) du (z) = %/Q/@ﬂ_“g(x)—x|29(9)d9du*(x), (4.11)

VEM L (Q) 2
ol Te = Tg o1,

Nous allons maintenant illustrer ce théoréme, en considérant, une construction d’un modéle simple de

mesures de probabilités aléatoires sur un intervalle compact 2 C R.

— Fixons i € M2 (), de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue et de fonction de répartition (fdr)
F. On suppose la densité continue sur ) et & support compact sur un sous-intervalle 2y de €.

— Soit 8 = (a, b) €]0, +00[xR est vecteur aléatoire de densité g tel que ax + b € § pour tout = € Q.

— Soit pg la mesure de probabilité aléatoire de densité

fo(w)=1f(x;b),x69,

a

ott la densité f a été prolongée par f(u) = 0 lorsque u ¢ Q.
Gréace a nos hypotheses, la densité fg est a support compact inclus dans un sous-intervalle de (2. De plus,
les fonctions de répartitions et de quantiles de j1g sont données par

z—Db

Fug (@) =F< ) v €Q etpar F, (y)=aF '(y) +b, y€0,1].
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Le Théoréme 4.1.1, assure que le barycentre de p1g est la mesure de probabilité * dont la fonction quantile
est donnée par

Fil(y) =E(@)F ' (y) +E(b), y € [0,1].
Ainsi, p* a pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

i gt (+52) oo

De plus, si ug est une mesure fixée de M, (1), absolument continue par rapport a par rapport a la mesure
de Lebesgue, alors

p* = To#ue, ou  To(x) =E(@)F(F,(z)) +E(b), = € Q.

4.1.4 Formulation duale

Il existe deux difficultés majeures qui vont impliquer qu'une généralisation du Théoréme 4.1.1 a la dimension
d > 2 n’est pas si évidente que cela.
1. La formule (4.9) donnant une formule explicite de la distance de Wasserstein n’existe qu’en dimension
d=1.
2. Le fait que la composition de deux plans de transports optimaux soit encore optimale n’est vrai qu’en
dimension d = 1.

Cependant, nous allons montrer dans la Section 4.1.5 que I'analogue du Théoréme 4.1.1 peut étre obtenu
en dimension d > 2 (on va quand méme étre obligé de faire quelques hypothéses).

Nous allons adapter a notre modéle et a notre probléme d’optimisation (4.2), la formulation duale propo-
sée dans [2| pour étudier les propriétés du barycentre empirique. Cette approche permettra d’énoncer les
résultats principaux de ce travail (ceux de la Section 4.1.5). Rappelons que le probléme d’optimisation (4.2)
est

(P) Jp:= ue}?f(m J(v), ou J(v) = %/@d%vz (v, 119)g(0)do. (4.12)

Soit
- X =C(Q,R), 'espace des fonctions continues f :  — R munie de la norme sup

1fllx = sup{|f(2)[}.
zeQ
- X' = M(Q) le dual topologique de X.
~ f© = (fs)eco € L'(O, X) désigne une application

. 6 - X
0 = fo

telle que pour tout x € Q)

/ | fo()]dO < +o0.
(C]

Alors, en nous inspirant de [2], on introduit le probléme d’optimisation dual suivant

(P*) Jp« :=sup {/ / Sy0) fo(x)dpe(z)dd; f© € L*(O, X) telle que / fo(x)dd =0, Vz € Q} ,
eJa e
(4.13)
ou

Sy f(x) = inf {‘"fﬂm - f<y>} Ve et feX.

On montre dans la suite que les deux problémes (P) et (P*) sont des problémes duaux dans le sens ou la
valeur minimale de Jp pour le probléme (P) est égale a la valeur maximale de Jp« pour le probléme (P*).
Cette dualité est I’élément fondamental pour la preuve du Théoréme 4.1.2.
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Proposition 4.1.3 (Bigot, Klein [37]). Supposons que les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 sont satisfaites, alors,
Jp = Jp-.

4.1.5 Une caractérisation explicite du barycentre théorique

Nous allons maintenant étre en mesure d’étendre les résultats du Théoréme 4.1.1 & la dimension d > 2.
Soit g € M (Q) la mesure aléatoire de densité P, définie par 'Equation (4.1). Soit jo une mesure de
référence fixée dans M () admettant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R%. Alors, par
la Proposition 4.1.1, on sait qu’il existe pour tout # € ©, un unique plan de transport optimal Ty : Q — 2 tel
que pg = To# g, ou Ty = Vg to-p-p, et ¢p : 8 — R est une fonction convexe semi continue inférieurement.
Dans le théoréme qui suit, nous énongons des conditions suffisantes sur 'espérance de Ty sous lesquelles le
barycentre de pg est donné par p* = E (Tg) #p1o. Ainsi calculer le barycentre dans 'espace de Wasserstein
revient & calculer I'espérance classique des plans optimaux Ty transportant pg sur pg. La preuve (que le
lecteur pourra trouver dans [37]) repose fortement sur la formulation duale (4.13) du probléme d’optimisation
(4.2) .
Pour tout 6 € © notons

Tp=TyoT 1, (4.14)

ouT:Q—Q I'application définie par T(r) = (Tg ) f® Ty(x)g(0)dl, = € Q. Notons que ’Equation
(4.14) n’est valide que si T~ est définie. Le théoréme qui suit donne des conditions suffisantes assurant que
lexistence de T comme une application bijective de 2 dans €.

Théoréme 4.1.2 (Bigot, Klein [37]). Soit 8 € R? un vecteur aléatoire de densité g : © — R tel que g(6) > 0
pour tout 0 € ©. Soit ug = ®(0) une mesure aléatoire de loi P,. Soit jy une mesure fivée dans M (Q)
admettant une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY. On suppose les hypotheses 4.1.1 et 4.1.2
satisfaites.

1. Si pour tout 0 € ©
Ty et T sont des C* diféomorphismes; (4.15)
2. et si pour tout § € ©
= Vg ot ¢g : Q — R est une fonction conveze s.c.i., (4.16)

telle que pour tout x € €0, la fonction 6 +— ¢g(x) est intégrable par rapport a la mesure Pg et vérifie
Uhypothése de normalisation

/ bo(x)g(0)do = %MQ pour tout x € ). (4.17)
e

Alors, le barycentre théorique est la mesure p* € My (Q) donnée par

u* = Tpo, (4.18)
et le probleme d’optimisation (4.2) vérifie
1 _
inf E (|Tg(x) — z|?) du* (). 4.1
it T0) =5 [ i o)o0)a = 5 [ B (Tple) o) @) (4.19)

Le Théoréme 4.1.2 montre que sous certaines conditions, calculer dans I’espace de Wasserstein le barycentre
d’une mesure aléatoire pg revient & transporter la mesure de référence po par le transport moyen mesuré
par T.

La condition (4.15) est vérifiée sous certaines hypothéses de régularité de €, pg et po. On peut trouver dans
[194], un état de Part détaillé des conditions suffisantes sous lesquelles (4.15) est vérifiée. Nous présentons
dans la section qui suit des exemples pour lesquels une telle condition est vérifiée.
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Dans le cas ot T = I est 'identité, on peut vérifier que les conditions (4.16) et (4.17) sont nécessairement
satisfaites. Ainsi, si T = I et si la Condition (4.15) est vérifiée, alors le barycentre théorique u* est égale
a la mesure de référence pg. Dans la section qui suit, nous illustrons cette propriété a 1'aide de modéles
de déformations pour des densités en utilisant la distance de Wasserstein pour comparer des distributions
aléatoires.

Notons que lorsque T' = I, il n’est pas requis dans le Théoréme 4.1.2 que l’ensemble des plans de transports
optimaux Ty soit admisible au sens de la Definition 4.2 de [40]. En effet, d’aprés cette définition une condition
nécessaire pour qu'une collection d’application bijective (Ty)pco soit admissible est que Ty o T, ' reste un
plan optimal pour tout 0,0’ € ©. Dans le cas ou T = I, une telle hypothése n’est pas nécessaire. Par contre,
lorsque T # I, la condition (4.16) n’est pas nécessairement satisfaite puisque la composition Ty o T~! n’est
pas toujours un plan optimal.

L’hypothése (4.17) doit étre comprise comme une hypothése d’identifiabilité . En effet, par définition, on
a toujours E(Ty(x)) = [, Ty(x)g(0)df = z pour tout = € €. Ainsi, parmi toutes les fonctions convexes ¢y
vérifiant Ty = V¢y, la condition (4.17) implique de choisir celle pour laquelle [, Tp(x)g(0)d6 = =.

4.1.6 Une application aux modéles de déformation en statistique

Nous allons maintenant illustrer I'utilité de la notion de barycentre dans l'espace de Wasserstein pour
analyser des données. Nous présenterons diverses hypothéses sur T' qui assurent que les conditions (4.15) et
(4.16) sont satisfaites.

Cadre général

Dans de nombreuses applications, les observations sont sous la forme d’un ensemble de n- signaux unidimen-
sionnels ou des images de niveaux de gris X;,...,X,, (par exemple en géophysique, imagerie biomédicale
ou en théorie du signal pour les neurosciences). Ses données peuvent étre considérées comme des variables
aléatoires i.i.d. a valeurs dans un espace de fonctions & valeurs réelles définies sur un domaine compact
Q C R noté F(Q). Dans de nombreux cas, les courbes ou images observées ont une structure commune.
Ce qui permet, de faire 'hypothése que ces observations sont des objets aléatoires variant autour d’une
forme de référence. Ainsi, caractériser et estimer cette forme de référence est d’une importance capitale
dans de nombreuses d’applications. Lorsque les données présentent une variabilité géométrique en temps ou
en espace, il est fréquemment utilisé la théorie des motifs de Grenander [116, 117, 240, 241] qui permet de
modéliser de telles variabilités par I’action d’un groupe de Lie sur un espace de dimension infinie de courbes
ou d'images. A partir des idées de Grenander, on peut construire de tels modéles en considérerant que les
données Xy, ...,X,, sont obtenues par le biais de déformations d’un méme motif h € F(2) via le modéle
dit de déformation

X;=howp ' i=1,...,n, (4.20)

ol ¢q,...,p, sont des variables aléatoires i.i.d. appartenant a I’ensemble des difféomorphismes réguliers de
Q. En théorie du signal ou en imagerie, il y a eu récemment un intérét croissant pour ’analyse statistique des
modeéles déformables (en présence de bruit additif) en utilisant des difféomorphismes aléatoires ¢, (rigides
ou non), voir par exemples [5, 32, 33, 35, 38, 112, 183, 6]. Cependant, lorsque les données sont des courbes
ou des images, on observe généralement non seulement une variabilité géométrique mais aussi une variabilité
dite photométrique (I'intensité des pixels change d’une image a l’autre) qui ne peut pas étre capturée par
une déformation du domaine Q par des difféomorphismes du modéle (4.20). 1l est alors toujours possible de
transformer les données X1, ..., X,, en un ensemble de n densités aléatoires i.i.d. de probabilités en calculant

X, _
q;(z) = #, x € Q, ou X;(r) =X;(x) —min {X;(w)}, i=1,...,n.
Jo Xi(u)du u€f
Fixons une densité de probabilité ¢o € F(£2). Considérons maintenant le modeéle suivant de déformation de
densités
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q;(z) = |det (De; ) ()] 90 (p;'(2) 2 i=1,...,n, (4.21)

o det (Dtpzﬂ) (x) est le déterminant de la matrice Jacobienne au point z du difféomorphisme aléatoire

cpi_l. Sipbyy ...y b, € M (Q) sont les mesures de probabilités aléatoires de densités qi, ..., qn, et si o est
la mesure de densité qg, alors, on peut réécrire (4.21) comme le modéle déformation de mesures suivant

w; =@ #po, i=1,...,n. (4.22)
Dans le modéle (4.22), sous des hypothéses adéquates sur les appliquations aléatoires ¢, ..., ¢,,, calculer
dans l'espace de Wasserstein les barycentres empiriques des mesures aléatoires pq, ..., u, conduit & un

estimateur raisonnable et consistant de la mesure de référence pg et donc du motif de référence go. Nous allons
présenter maintenant quelques exemples du modéle (4.22). L’apport principal étant de montrer comment
le Théoréme 4.1.2 peut-étre utilisé pour caractériser le barycentre théorique de mesures aléatoires issus du
modéle de déformation (4.22).

Une classe paramétrique de difféomorphismes

Soit p1p une mesure de référence sur R¢ de densité gy (par rapport a la mesure de Lebegue sur R?) dont
le support est inclus dans un ensemble compact g, C R?. On se propose de caractériser le barycentre des
mesures aléatoires p issus du modéle de déformation g = @# g, pour une classe spécifique de difféomor-
phismes aléatoires ¢ : R? — R?. Soit S (R) ensemble des matrices symétriques définies positives de tailles
d x d a entrées réelles. Soit

¢ : (R?, B(RP)) — (S§(R) x R, B (ST (R) x R)) (4.23)

une application mesurable, ott B(S] (R) x R%) est la tribu de Borel de S (R) x R Pour 6 € R?, on pose
#(0) = (A, bp), avec Ag € ST(R), by € RY, et Ty(z) = Agz + by, © € R%. Comme la matrice Ay est un
élément de Sj (R), il est clair que T} est le gradient de la fonction convexe

1
dg(z) = §LE,A9I + bz, pour x € R,

Il s’ensuit que pour tout § € R, Ty : R? — R? est un C'-diffeomorphisme d’inverse donné par
T, () = Ayt (z —by), z € R

Soient © C R? un ensemble compact et @ € RP un vecteur aléatoire de densité g (par rapport a la mesure
de Lebesgue df de RP) dont le support est inclus dans ©. Nous allons étudier le barycentre théorique dans
I'espace de Wasserstein des mesures aléatoires pg issues du modele de déformation :

1g = To#ko- (4.24)

L’Equation (4.24) peut s’interpréter comme un modéle semi-paramétrique de densités aléatoires, ot Ty est
le plan de transport optimal de po sur ug. Pour tout 0 € O, nous considérons pg = Ty#Hug. Comme Ty
est un difféeomorphisme régulier et comme g est une mesure de densité gy dont le support est inclus dans
I’ensemble compact 2, la densité gy de 119 est définie par

(4.25)

qgo(z) = { det (A7) g0 (45" (@ —bg)) si = € R(To),

0 si x ¢ R(Ty);

ot R(Ty) = {To(y),y € Qgo} = {Aoy +bg,y € Qg }. Si on suppose de plus que I'application ¢ : © —
S¥(R) x R? est continue alors il existe un ensemble compact Q C R? tel que R(Ty) C 2 pour tout 6 € ©.
Ainsi, sous ses hypothéses, la mesure aléatoire g prend ses valeurs dans M (Q2). Le corollaire suivant est
alors une conséquence du Théoréme 4.1.2.
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Corollaire 4.1.1. Si ¢ définie par I’Equation (4.23) est continue et si Q C RY est un ensemble compact
vérifiant pour tout 0 € ©, R(Ty) C Q. Si de plus

E(Ae) =1 et E(be) =0,

ot I est la matrice identité. Alors puy = p* est le barycentre empirique dans l'espace de Wasserstein des
mesures aléatoires pg € M (Q2) du modéle de déformation (4.24).

Lorsque la condition E(Ag) = I n’est pas satisfaite, nous définissons pour tout f € ©, les quantités suivantes
Ag = AgA™1 et by =by — AgAT'D, (4.26)
ot A=E (Ag) etb=FE (bG)' Pour tout 6 € ©, nous considérons aussi I’application
Ty(x) = Ty(T~"(x)) = Apx + by, x € RY,

ouT(z) = E(Ag)z+E(bg). Pour pouvoir appliquer le Théoréme 4.1.2, il est nécessaire de supposer que Ty est
le gradient d’une fonction convexe, cela revient a supposer que Ay = AgA I est une matrice définie positive.
Une condition suffisante pour avoir cette propriété, est d’imposer que le produit A9 A~! soit commutatif pour
tout 6 € ©, rappelons que le produit de deux matrices de S; (R) reste définie positive si et seulement si leur
produit commute (voir e.g. [178]). Sous de telles hypothéses, il est alors possible d’appliquer le Théoréme
4.1.2 et d’obtenir :

Corollaire 4.1.2. Supposons que Uapplication définie par (4.23) est continue et soit €2 C R? un sous en-
semble compact de R? pour lequel on ait R(Ty) C 2 pour tout § € ©. Si AgA~" est définie positive pour tout 6 €
O. Alors

= TH#po.
est, dans l’espace de Wasserstein, le barycentre empirique des mesures aléatoires g € M, () issues du
modeéle de déformation (4.24).

4.1.7 Convergence presque sire du barycentre empirique vers le barycentre
théorique

On se replace dans le cadre général de ce chapitre. Nos mesures sont supposées vérifier ’hypothése 4.1.1

(leur support est compact). Nous rappelons que cette hypothése implique qu’alors ’espace de Wasserstein

(M4 (Q),dw,) est compact. C’est cette propriété qui permet d’obtenir la convergence presque sire du

barycentre empirique.

Soit 04, ...,0,, des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R? de loi Pg. Considérons la fonctionnelle

Z Sdiv, (v, g ), v € M4 (9), (4.27)

et regardons le probléme d’optimisation consistant & trouver un barycentre empirique

i, € Argmin J,(v), (4.28)
vEM (D)

Les résultats de [2] permettent d’obtenir le lemme qui suit.

Lemme 4.1.1. Supposons que U’hypothése 4.1.2 est satisfaite. Alors pour tout n > 1, il existe un unique
minimiseur @, de Jp(-) sur My (Q).

On peut alors obtenir le résultat de convergence du barycentre empirique f,,.

Théoréme 4.1.3 (Bigot, Klein [37]). Supposons que les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 sont vérifiées. Soit p* le

barycentre théorique défini par l’Equation (4.2), et @, le barycentre empirique défini par I’Equation (4.28).
Alors,

lim dw, (@, ") =0 p.s.

n—-+4o0o
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4.1.8 Pour dépasser I’hypothése de compacité

En guise de conclusion, essayons de comprendre ce qui se passe lorsque la mesure aléatoire g de loi Pg n’a
plus son support inclus dans un compact Q de R<.

1. En dimension d = 1, si jamais, on peut définir la mesure p* de fonction quantile Fﬂ_*l(y) =E (Fu_gl(y)>
pour tout y € [0, 1], on s’attend & ce que des agruments similaires a ceux développés dans la preuve

du Théoréme 4.1.1 pourraient étre utilisés pour montrer que p* est 'unique barycentre théorique de
la mesure aléatoire pg de loi Pe.

2. Cas de la dimension d > 2. Evidemment 14, cela se corse énormément. En effet, les arguments déve-
loppés pour montrer notre résultat principal pour d > 2, dépendent trés fortement des hypothéses de
compacités effectuées (sur les supports des mesures et sur 'ensemble ©). Ainsi, adapter et étendre
nos résultats aux cas non compacts est un sujet trés intéressant mais ardu qui fera 'objet de futures
investigations.

4.2 Analyse en composantes principales suivant une géodésique
dans I’espace de Wasserstein

4.2.1 Introduction
Objectif de ce travail

L’objectif principal de ce travail est de définir une notion d’analyse en composantes principales (PCA) d’une
famille (vq,...,v,) de mesures de probabilités sur R. Lorsque les mesures admettent des densités f1, ..., fn
de carré intégrable, I’approche standard est d’utiliser I’analyse en composantes principales fonctionnelles
(FPCA) (voir par exemples [81, 207, 229]) sur 'espace de Hilbert L?(R) muni de son produit scalaire usuel.
Cette méthode a déja été appliquée dans [82, 152] pour analyser les modes principaux de variabilité d’un
ensemble de densités.

On rappelle rapidement ce qu’est la PCA standard sur un espace de Hilbert séparable H, muni de son
produit scalaire (-,-) et de sa norme || - ||. Une PCA des données z1,...,x, dans H consiste a diagonaliser
l’opérateur de covariance empirique

Ko =1%" (2;— &y, 2)(®; — %), x € H, o0 T, = = 37" | x; est la moyenne euclidienne.

Les vecteurs propres de K, associés aux plus grandes valeurs propres, décrivent les directions principales de
variabilités autour de Z,,. La premiére direction principale de variation linéaire est définie par la courbe &
valeurs dans H définie par g : R — H

gt = Tp +Fto1wn, t €R, (4.29)

ol w1 € H est le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre o7 > 0 de K. D’autre part, il est
bien connu que la PCA peut-étre formulée comme un probléme d’optimisation. Il s’agit alors de trouver une
suite de sous-espaces affines emboités, qui minimisent la somme des normes des projections des résidus. En
particulier W7 est une solution de

n

min ZdQ(xi, Sy) = min X Z llzs — Zn — (i — Zp, v)0]|?, (4.30)
i=1

veH, |lv]=1 veH, |lv=14

ou S, = {Z, +tv, t € R} est le sous espace affine passant par T,, et de direction v € H, et d(z,S) =
inf,eg || — 2’| est la distance de z € H & S C H.

Nous illustrons cette stratégie sur un ensemble de quatre densités gaussiennes fi,..., f4 représentées dans
la Figure 4.1. Ces quatre densités ont été échantillonnées a partir du modeéle (4.31), ce modéle servira de fil
rouge tout au long des paragraphes qui suivent afin d’illustrer nos propos. Soit fo une densité dans L?(R)
et pour (a;,b;) € (0,00) xR, i =1,...,n, on considére la mesure de probabilité v; de densité
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filx) :==a; " fo (a; ' (x — b)), x € R, (4.31)

Les densités représentées dans la Figure 4.1 sont un exemple d’une réalisation de ce modéle lorsque fj est
la densité gaussienne centrée réduite et n = 4.

Ce type de modéle est utilisé dans de nombreuses applications, nous renvoyons a [37] et a [106] pour quelques
exemples. Un des objectifs est de développer une notion de PCA, qui permet d’obtenir de bons résultats pour
ce genre de modéles. La premiére contrainte imposée est la suivante : Les modes de variations principaux
doivent d’une part étre des densités et d’autre part doivent retranscrire les sources de variabilités des données
autour de fy (homothétie et translation).

Commencons par analyser la FPCA de ces données. On calcule donc la moyenne empirique fy, elle est
représentée Figure 4.1(e). C’est une densité bi-modale. Ainsi, cette fagon de calculer point par point la
moyenne empirique des densités ne semble pas étre un choix judicieux. En effet, on aimerait que la moyenne
de quatre densités uni-modales soit encore une densité uni-modale et pas bi-modale. Dans la Figure 4.2, on
représente le premier mode de variation g, donné par (4.29), on observe qu’il assez peu informatif sur la
variabilité des données.

En effet, pour ¢ suffisamment grand, g; peut prendre des valeurs négatives et n’est pas d’intégrale 1 (voir
Figure 4.2(a),(e),(f) ). De plus, méme pour de petites valeurs de |t|, g: n’a pas la forme typique des densités
observées (voir Figure 4.2(c),(d)). Il semble donc que la FCPA de densités dans L?(R) n’est pas toujours
bien appropriée et peut conduire & des modes de variations linéaires qui ne sont pas cohérents avec les
sources de variabilités de nos données. Afin de régler ces problémes, on pourrait par exemple contraindre
le premier mode de variation a rester dans ’espace de fonctions positives et d’intégrale 1. Cependant, une
telle PCA contrainte serait calculée au travers de la norme L2(R) et la moyenne Eucidienne f; resterait
inchangée, ce qui ne serait toujours pas satisfaisant. On pense que ces défauts de la FPCA proviennent du
fait que la distance Euclidienne dans L?(R) n’est pas appropriée pour réaliser une PCA de densités.

FIGURE 4.1 — (a,b,c,d) Graphes des densités Gaussiennes fi,..., fy échantillonnées a partir du modéle
(4.31). (e) La moyenne Euclidienne de fi,..., f4 dans L?(R). (f) La densité du barycentre 7, de vy,...,v4
dans l'espace de Wasserstein W (R).
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(a) g—2 (b) g—1 (c) g-o0.5

(d) go.5 (e) g1 (f) 92

FIGURE 4.2 — Un example de FPCA pour des densités. Le premier mode de variation linéaire g; in L?(R),
pour —2 <t < 2, des densités représentées dans la Figure 4.1 ; voir Equation (4.29).

Contributions principales et organisation de la section

Dans ce travail, nous proposons de considérer que les measures vq,...,Vv, appartiennent & l’espace de
Wasserstein W(€2) des measures de probabilités sur 2, qui admettent un moment d’ordre 2, ici = R
ou est un intervalle fermé de R. Cet espace est naturellement muni de la distance de Wasserstein associé
au colit quadratique (nous renvoyons a [248] pour plus de détails sur les espaces de Wasserstein). On ne
peut pas définir directement une notion de PCA au sens usuel puisque W5(£2) n’est pas un espace linéaire.
Néanmoins, nous montrons comment définir une notion de PCA Géodésique (GPCA) en s’appuyant sur
la structure Riemannienne formelle de W5(2) développée par [8]. Nous décrirons cette structure dans la
Section 4.2.2. Une premiére idée dans cette direction est reliée a la moyenne des données (c’est le premier
ingrédient dans toute notion de PCA). On propose d’utiliser la notion de moyenne de Fréchet (aussi appelée
barycentre) introduite dans [2], dont certaines propriétés ont été présentées dans la Section 4.1 (pour une
version plus détaillée nous renvoyons a [37]). Nous pouvons déja constater (voir la Figure 4.1(f)) que le
barycentre des mesures vq,..., 1, de notre exemple fil rouge, préserve la forme générique des densités.
Avant de définir formellement la GPCA sur W5(€2), nous représentons dans la Figure 4.3, le premier mode
de variation géodésique g des données présentées dans la Figure 4.1 ; voir Equation (4.38). Comparée aux
résultats obtenus pour le mode principal de variation linéaire de g dans L?(R), donné par I'Equation (4.29)
et représenté dans la Figure 4.2, la GPCA donne clairement (au moins sur cet exemple) une meilleure
description de la variabilité des données.

Notre approche a beaucoup de points communs avec une notion analogue de PCA pour des données ap-
partenant & une sous variété Riemannienne. De nombreux auteurs s’attélent a développer une notion de
PCA non linéaire pour des données appartenant a une sous-variété Riemannienne courbée (voir entre autres
[99, 131, 232]). Ces méthodes sont souvent appelées Analyse géodésique principale (PGA), elles étendent
la notion classique de PCA dans les espaces de Hilbert. Malheureusement 1’espace de Wasserstein n’est pas
une sous-variété Riemannienne, on ne peut donc pas appliquer directement les méthodes existantes pour les
sous variétés Riemanniennes.

Toute notre construction d’une notion de GPCA dans I'espace de Wasserstein est basée sur une propriété
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FIGURE 4.3 — Un exemple de GPCA pour des densités. Premier mode de variation géodésique g; dans
W5(R), pour —2 < t < 2, pour les densités représentées dans la Figure 4.1.

remarquable de l'espace de Wasserstein. Il existe une isométrie entre W5(§2) est un sous-ensemble convexe
fermé de I'espace de Hilbert Li (©) des fonctions de carré intégrable pour une certaine mesure g bien choisie
(cette isométrie est 'objet du Théoréme 4.2.1 qui est finalement la clé de votte de tout ce travail). Ainsi,
nous allons commencer par expliquer comment définir une notion de PCA dans un sous ensemble convexe
fermé d’un espace de Hilbert. Cette construction est générale, on I'appliquera ensuite évidemment pour
deéfinir la GPCA dans W5(£2), mais elle a son intérét propre.

Dans ce qui suit, de nombreuses références a des notions de géométries Riemanniennes seront utilisées
(géodésique, espace tangent, cartes exponentielles et logarithmiques) afin d’illustrer le rapport entre notre
approche et la PGA. Cependant, le point important ici n’est pas la géométrie de W5 (€2) mais plutot I'uti-
lisation de ces notions de géométries pour construire rigoureusement isométrie entre W5(2) et un sous
ensemble convexe fermé de Li (Q). La notion de GPCA dans 'espace de Wasserstein ne sera alors qu’une
application de ces résultats.

Le reste de cette section est organisée comme suit. Nous construisons 'isométrie entre W5 (€2) et un sous
ensemble convexe fermé de Li(Q) dans la Section 4.2.2. Nous y rappelons aussi les notions de géométries
Riemanniennes que nous utiliserons dans la suite. Nous définissons et analysons la notion générale de PCA
convexe (CPCA) dans la Section 4.2.3. Les résultats principaux sur la GPCA sont rassemblés dans la Section
4.2.4. Puis nous présentons dans la Section 4.2.5 une étude numérique sur des données simulées & partir
d’un modéle statique simple. Puis dans la Section 4.2.6 nous étudions certaines propriétés de convergence
des CPCA et GPCA empiriques, lorsque la taille de I’échantillon tend vers 'infini. Dans la derniére section
de conclusion, nous tentons de comparer les différentes notions de PCA et les différences qui existent entre
elles. Enfin, nous rappelons certaines notions utilisées dans tout ce chapitre (quantiles, espaces géodésiques,
la T-convergence et celle de Kuratowski).



96CHAPITRE 4. MOYENNES DE FRECHET - BARYCENTRES SUR L’ESPACE DE WASSERSTEIN

4.2.2 A une isométrie prés I’espace de Wasserstein I15({2) est un sous-ensemble
convexe fermé de L (9Q)

La structure pseudo-Riemannienne de W5(2)

Soient 2 = R ou un intervalle fermé de R et W5(£2) I'ensemble des mesures de probabilités sur (€2, B(2))
qui admettent un moment d’ordre 2 (B(2) est la tribu de Borel de ). Rappelons qu’en dimension 1, on
connait explicitement le plan de transport optimal 7" qui envoie une mesure de probabilité 1 sur une autre

v, il est donné par T* = F, o F|, et par suite

B o) = [ (F 0 Fula) = )du(a). (4.32)
L’espace W () posséde une structure Riemannienne formelle décrite par exemple dans [8]. Nous rappelons
ici les définitions de bases qui ont leurs analogues dans le monde des sous variétés Riemanniennes. A partir de
maintenant nous fixons une mesure de référence p € Ws(12) de fonction de répartition F), supposée continue.
En suivant [8], nous définissons l’espace tangent & p comme l'espace de Hilbert Lﬁ(ﬂ) des fonctions a valeurs
réelles de carré p-intégrable sur 2, muni du produit scalaire usuel (-, -),, et de la norme ||-||,,. Nous définissons
ensuite les cartes exponentielle et logarithmique au point ;4 comme suit

Définition 4.2.1. Soit id I'application identité sur Q. Les cartes exponentielle exp,, : L2 (Q) — W(f) et
logarithmique log,, : W2(Q2) — L}, (2) sont définies respectivement par

exp,(v) = (v+id)#p et log,(v)=F, oF, —id. (4.33)

Exemple 4.2.1. Nous illustrons ces notions de cartes exponentielle et logarithmique sur notre modéle fil
rouge (4.31). Pour o € Wa(R) a.c. et (a,b) € (0,00) x R, soit #(*?) la mesure de probabilité de fonction de
répartition et densité données par

FON () = Fy (x = b)/a),  fD(2) = fu, ((x —b)/a) fa, z € R. (4.34)

L’Equation (4.33) implique logu(u(“’b))(cv) = [F@P])~ o F,(z) — x et log,,, (@) (z) = (a — 1)z + b. Ainsi
siv(xz) = (a—1)x + b, on a

exp,, (v) = (b, (4.35)

Dans le monde des sous-variétés Riemanniennes, la carte exponentielle en un point est un homéomorphisme
local d’un voisinage de l'origine dans ’espace tangent a la sous-variété. Malheureusement, ce n’est pas le
cas pour notre exp,,. En effet, il est possible de trouver des fonctions aussi proches que I'on veut de l'orgine
de Li (Q) ayant la méme exponentielle voir par exemple [8]. Par contre, nous allons montrer que exp,, est
une isométrie lorsque 'on restreint ’espace de départ.

Une isométrie entre W({2) et un sous espace convexe fermé de L ()

Les deux résultats qui suivent, décrivent I'isométrie entre W5(Q2) et V,,(2) I'image de W5 (f2) par la carte
logarithmique.

Théoréme 4.2.1. La carte exponentielle exp,, restreinte a V,(Q) := log,, (W2(Q)) est un homéomorphisme
isométrique d’inverse log,,.

Proposition 4.2.1. L’ensemble V,,(Q) := log,,(W2(Q)) est un conveze fermé de L7(Q2).

Remarque 4.2.1. L’espace V,, () peut étre caractérisé comme ’ensemble des fonctions v € Li(Q) telle
que T :=id + v est pu-p.p. croissante (voir Définition 4.2.17) et telle que T'(z) € £, pour tout z € .
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Géodésiques de W ()

Une conséquence directe de la Proposition 4.2.1 et du Théoréme 4.2.1 est que les géodésiques dans l’espace
W3(Q) sont les images par exp, des droites de V,(2). En particulier, étant données deux mesures dans
W (), il existe une unique géodésique (chemin le plus court) permettant de passer de I'une a 'autre. Cette
propriété est formalisée dans le lemme qui suit.

Lemme 4.2.1. Soit v : [0,1] — W5(2) un chemin et soit vy := log,(7(0)), v1 = log,,(y(1)). Alors v est
une géodésique si et seulement si pour tout t € [0,1], v(t) = exp, ((1 — t)vo + tv1).

Exemple 4.2.2. Tllustrons maintenant le Lemme 4.2.1 et revenons & notre exemple fil rouge (4.34). On a
vo(z) = log,,, () =0 et vy (z) == loguo(u(a’b)) =(a—1z+b, z R

Le Lemme 4.2.1 assure que le chemin v : [0, 1] — W5(Q), défini par
Y(t) = exp,,, (1 — t)vg + tv1) = exp,,, (t(a — 1)z + tb) = v(*P) ¢ € [0,1],

est une géodésique vérifiant v(0) = pg = v(10) et ~v(1) = v(@8) avec ay = 1 —t+ta et by = tb. De plus, pour
chaque t € [0,1], la mesure v(¢) a pour densité

f(at,bf,)(@ - a{lfo (a;1<;1; — bt)) , ¢ €R. (4.36)

La Figure 4.4 représente, lorsque po est la mesure gaussienne centrée réduite, les densités f(@*) pour
certaines valeurs de t € [0, 1] et avec a = 0.5 et b= 2.

)

(a) flavbe) for t =0 (b) flae:be) for t = 0.2 (c) flatbe) for t = 0.4

)

(d) flat:be) for t = 0.6 (e) flat:de) for t = 0.8 (f) fla:be) for t =1

FIGURE 4.4 — Visualisation des densités f(@:0*) associées a la géodésique ~y(t) = v(ae:b) dans W, décrites
dans I'Exemple 4.2.2, avec a = 0.5 et b = 2, et u = p est la mesure Gaussienne standard.

Remarque 4.2.2. Gra ce au Lemme 4.2.1, 'espace de Wasserstein W5(€2) muni de la distance dy, est un
espace géodésique. On peut méme caractériser les sous-espaces de W (£2) qui restent géodésiques.
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Corollaire 4.2.1. Un sous-ensemble G C W2(Q2) est géodésique si et seulement si log, (G) est convere.

Définition 4.2.2. Soit G C W5(f2) un sous-ensemble géodésique de W3(€2). La dimension de G notée
dim(G), est, par définition, la dimension du plus petit sous-espace affine de Li(Q) contenant log, (&)
(dim(G) ne dépend pas de la mesure de référence p).

4.2.3 Analyse en composantes principales convexes CPCA

Nous venons de voir que W5({2) est isométrique & un sous ensemble convexe fermé V,, () de P’espace de

Hilbert L2 (£2). Comme nous le verrons un peu plus tard (Section 4.2.4) la notion de GPCA dans W5(€2) est

fortement liée a celle de PCA contrainte a rester dans V,,(£2). Il est donc naturel de développer une stratégie

générale de PCA contrainte & rester dans des convexes d’un espace de Hilbert. Cette méthode que nous

appellerons analyse en composantes principales convexes (CPCA) sera alors applicable bien au dela de la

GPCA dans W5(€2). Nous utiliserons les notations suivantes

— H sera un espace de Hilbert séparable, muni de son produit scalaire (-,-) et de sa norme || - ||.

— d(z,y) :== ||z — y|| et d(z, FE) := inf,.cg d(z, 2), for x,y € H,E C H.

— X sera un sous-ensemble convexe fermé de H, muni de sa tribu de Borel B(X).

— x sera une variable aléatoire de carré intégrable & valeurs dans X, ainsi E (||x[|?) < 400, et son espérance
sera notée Ex.

— xg € X sera un élément de référence et k > 1 un entier.

Les composants convexes principaux
Définition 4.2.3. Pour C' C X, soit Kx(C) = E (d*(x,C)).

Remarque 4.2.3. Remarquons que Kx (C) est espérance du carré des résidus de x projeté sur C. Kx (C)
est nécessairement fini car par hypothése x est de carré intégrale. De plus, si C' C B alors Kx(C) > Kx (B),
Kx(C) est donc monotone.

Définition 4.2.4. Soient

(a) CL(X) l’espace métrique des sous-ensembles fermés et non vide de X muni de la distance de Hausdorff
h (voir les Définitions 4.2.19, 4.2.20) ;

(b) CCk(X) la famille des ensembles convexes C' € CL(X), dont la dimension dim(C') < k (on rappelle que
la dimension est ici la dimension du plus petit sous-espace affine contenant C') ;

(¢) CCyy,x(X) la famille des ensembles C' € CCy(X), contenant zo (zo € C).

Proposition 4.2.2. Si X est compact, alors Kx est une application continue sur CL(X).
Proposition 4.2.3. Si X est compact alors CL(X), CCk(X) et CCyy 1 (X) le sont aussi.

Nous définissons maintenant deux notions de composants convexes principaux (PCC), 'une emboité (NPCC),
Pautre globale (GPCC) et nous prouvons leur existence. Le cas emboité est défini par récurrence, il est motivé
par la caractérisation usuelle de la PCA.

Définition 4.2.5. (a) Un (k, z()-GPCC de x est un ensemble Cj, € Gy, 1 (X) := Argmingece, , (x) Kx ().

(b) Soit Ny 1(X) = Gup1(X) et Cy € Gy 1(X). Pour k > 2, un (k, 20)-NPCC de x est un ensemble

Cr € Ngy (X)) = Argmin Kx(CO).
CeCCyqy k(X),CDCK-1EN ) k—1(X)

Théoréme 4.2.2 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Si X est compact, alors les ensembles Gy, 1(X) et
Nao k(X)) ne sont pas vides.

Remarque 4.2.4. Si k = 1, les notions de GPCC et de NPCC coincident. Ce n’est plus forcément le cas
si k> 2.
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Définition 4.2.6. Pour z1,...,z, € X fixés , x(") est la variable aléatoire de carré intégrable a valeurs
dans X dont la loi est caractérisée pour tout A € B(X) par P(x(™) € A) = L 3" | 14(z;). C'est la variable
aléatoire dont la loi est la mesure empirique des points x1,...,Z,.

Définition 4.2.7. On définit les GPCC et NPCC empiriques comme dans la Définition 4.2.5 en remplagant
x par x(™). La version empirique de Kx est Kg?)(C) =Ed*(x™,C) =137 d?(x;,0).

CPCA vu comme un probléme d’optimisation dans H

Définition 4.2.8. Pour U = {uq,...,ur} C H, définissons
(a) Sp(U) comme le sous-espace engendré par uq, ..., ux,
(b) Cy = (z0 + Sp(U)) N X € CCyy x(X) et

(C) Hx(Z/{) = Kx(Cu).

Lorsque U = {u} on notera Sp(u), Hx (u) et C,,.

Nous allons maintenant voir que les GPCC (resp. les NPCC) peuvent-étre vues comme les solutions d’un
probléme d’optimisation dans H*.

Proposition 4.2.4 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient U* = {uf,...,u};} un minimiseur de Hx
parmi les ensembles orthonormés U = {uq,...,ur} C H, alors Cy» € Gy 1(X).

Proposition 4.2.5 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient uf, ..., u; € H telle que

— ul € Argmin, ¢ |y =1 Hx (u)

~ et pour j=2,...,k, uj € Argminuesp(ua{w’u;_l){”u”:le(u),

alors Crys . ury € Nig i (X).

Remarque 4.2.5. La version empirique de Hx est H{” (1) := K" (Cy) = LS d*(2;, Cy). Un minimi-
seur U* = {uf,..., u;} de Hg?) (U) conduira a la construction du GPCC empirique.

La proposition qui suit donne une condition suffisante assurant que la PCA standard dans H est une solution
du probléme CPCA. Soit x € H et C un sous-ensemble convexe fermé de H, la projection de z dans C est
noté Il x.

Proposition 4.2.6 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soit U = {a, ..., 4} C H un ensemble orthormé
de vecteurs propres associés aux k plus grandes valeurs propres de l'opérateur de covariance Ky = E{x —
0,y)(x — o), y € H.

Sill, L spanX € X p.s., alors Cy € Gao . k(X).

Remarque 4.2.6. (a) On peut présenter ce dernier résultat comme suit (c’est pas vraiment rigoureux
comme présentation, mais cela donne quand méme I’idée). Si les données sont suffisamment concentrées
autour du point de référence xg, alors la CPCA dans X est obtenue trés simplement a partir de la PCA
standard dans H. En particulier, ’il existe une boule B(xg,r) centrée en xg et de rayon r > 0, telle que
presque stirement x € B(xzg,r) C X, alors les hypothéses de la Proposition 4.2.6 sont vérifiées. En effet,
1L, +spen® — Zoll = M, 4 speny (X — 2o) | < [lx — zol| <7 etalors 1T, g 5% € X.

(b) La condition de concentration des données dans une boule de rayon r > 0 est contraignante. Cependant,
il semble difficile d’énoncer une condition plus faible assurant 0, +spanX € X ps..

(¢) En remplagant x par x(™ | nous obtenons la version empirique de la Proposition 4.2.6. Dans ce cas, si
U= {1, ...,0,} C H sont les vecteurs propres orthonormés associés aux k plus grandes valeurs propres de
Popérateur de covariance Ky = £ 3" | (x; — 0, y)(z; —x0), y € H et si IL, tspen®i € X,pouri=1,....n,
alors Gy est le GPCC empirique.

(d) Il parait assez naturel de prendre pour point de référence 2y € X (jusqu’a maintenant il était arbitraire),

le point E (x) (ou z, := E (x(™) pour la version empirique).
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4.2.4 L’analyse en composantes principales géodésiques (GPCA)

On se place maintenant dans l’espace W2(€2) muni de la tribu de Borel B(W') pour la distance de Wasserstein.
On notera par v les variables aléatoires a valeurs dans Wa(Q2) de carré intégrable, c’est-a-dire telle que
E (d%v2 (1/7)\)) < 400, pour un (et donc pour tout) A € W5(2). Comme précédemment, nous supposerons
que la mesure p € W5(€2) n’a pas d’atome (sa fonction de répartition F), est continue).

Moyennes de Fréchet

Une notion naturelle de moyenne dans W(2) est celle de moyenne de Fréchet étudiée dans [37] dans un
cadre un peu plus général. Dans ce qui suit, nous définissons et donnons quelques propriétés de la moyenne
de Fréchet v* de v. Nos résultats concernent la dimension un (on étudie W5 (R)). La dimension supérieure
est bien plus ardue et nous renvoyons a [2, 37] pour plus de détails.

Commengons par remarquer que si u est une variable aléatoire a valeurs dans L?(Q), vérifiant E (|Jul|,) <
+00, alors sa moyenne E (u) est donnée pour tout € R par (E (u)) (z) = E (u(z)). On a alors ||E (u) ||, <
E (|lull,) < oo, ainsi E (u) € L7 (). De plus si P(u € V,,(2)) = 1, alors E (u) € V,(Q).

Proposition 4.2.7.

(i) 1l existe un unique v* € W := arg min,cw, o) Edy, (v,v), appelé moyenne de Fréchet de v.

(ii) v* = exp,, (E (v)), ot v =log,(v).

(iii) F,. =E(F7), ou F, est la fonction de répartition aléatoire de v.

(iv) Si Fy est continue alors F,« est aussi.

Remarque 4.2.7. Il est ici intéressant de remarquer que le (ii) de la Proposition 4.2.7 implique que
exp,, (E(log,(v))) ne dépend pas de p.

Géodésiques principales

Dans cette partie, nous présentons I'analogue des définitions et des résultats présentés dans la Section 4.2.3;
k sera un entier strictement positif et vy € W5(€2) une mesure de référence.

Définition 4.2.9. Pour v € W5(Q), G C W2(Q), on définit dw, (v, G) = infreq dw, (v, A) et Ky (G) :=
Ed%v2 (v, Q).

Définition 4.2.10. Soient

(a) CL(W) l'espace métrique des sous-ensemble fermés et non vide de Wy(€2), muni de la distance de
Hausdorft hw, ;

(b) CG,, k(W) ={G € CL(W) | vy € G, G ensemble géodésique et dim(G) < k}, k> 1.

Les notions de Géodésiques principales globales (GPG) et emboitées (NPG) de v par rapport a vy sont
présentées dans ce qui suit.

Définition 4.2.11. (a) Un (k,19)-GPG de v est un ensemble Gy, € Gy, (W) := Argmingeca,, , (w) Kw(G).

(b) Un (k, v9)-NPG de v est un ensemble Gy, GArgminaeccyw(W)’GDGk_IgW(G), k> 2, avec Gy € Gy, 1 (W).

Théoréme 4.2.3 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Si Q est compact alors Gy, (W) et Nyy (W) ne sont
pas vides.

La moyenne de Fréchet empirique et les géodésiques principales

Définition 4.2.12. Etant donnés n mesures vy, ..., v, € Wa(£2), on note v(") 1a variable aléatoire & valeurs
dans W2 (€2) dont la loi est définie pour tout A € B(W) par P(v(™ € A) = L 5" 1,4(v;).

n
Définition 4.2.13. La moyenne de Fréchet empirique de vy, ..., v, € Wa(Q), est notée v:, elle est défini
au travers de la Proposition 4.2.7, comme la moyenne de Fréchet de ("), v} est aussi 'unique élément de
Argmin, ey, (o) % Yo d%,VZ (vi,v).
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Proposition 4.2.8 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient vq,...,v, € Wa(Q), alors on a

S
Fp=- Z F,. (4.37)
i=1
Remarque 4.2.8. La formule (4.37) est connue en statistique sous appellation de moyennisation quantile
(voir [255, 106]). Une caractérisation détaillée de v peut étre trouvée dans [2], pour des mesures supportées
d
par R d > 1.

Définition 4.2.14. Les GPG et NPG empiriques sont définies par la Définition 4.2.11 en remplagant v par
(n)
v\,

Remarque 4.2.9. (a) Comme précédemment un choix naturel pour v est la moyenne de Fréchet v*, qui
est sans atomes (voir la Proposition 4.2.7(iv)).

(b) Dans le cas empirique Ky est donné par KE;)(G) =E (d}, v™, @) =137 42, (vi,G).

GPCA vu comme CPCA dans V,(Q)

Souvenons nous que les ensembles géodésiques dans W () sont les images par la carte exponentielle exp "
des ensembles convexes dans V,,(§2) (relire avec attention le Corollaire 4.2.1). Ainsi la GPCA dans W>(Q2)
peut étre reformulée comme une CPCA dans V,,(£2). On applique donc la CPCA a H = LZ(Q)7 X =V, (Q),
zo = log, (1) et x = log, (v). Dans ce contexte Kx (C) = Ed,(x,C) et C' C V,,(€). La proposition qui suit
montre que la recherche d’'un GPG dans W5 (2) est équivalent a la recherche d’'un GPCC dans V,,(Q2).

Proposition 4.2.9 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient G,, x(W) l’ensemble des GPG de v et
Gy (VL (2)) Uensemble des GPCC de x = log#(u). Alors Gy k(W) = exp, (Gao,k (VL (S2))).

Proposition 4.2.10 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Soient N, (W) lensemble des NPG de v et
Nao 1 (Viu(Q2)) Uensemble des NPCC de x = log,(v), alors Ny, x(W) = exp,, (N, x(V.(Q))).

4.2.5 Exemples de GPCA dans W5(R)

Nous commengons par présenter un exemple ot les données sont concentrées. On pourra alors appliquer la
Proposition 4.2.6. Dans ce cas le probléme consistant & trouver des GPG se réduit & un simple probleme
de PCA sur les logarithmes (nous renvoyons ici a la Remarque 4.2.6(a)). Puis dans la Section 4.2.5, nous
nous intéressons a des données qui ne sont plus concentrées, si bien que 'on ne pourra plus dériver la GPG
a partir d’'une PCA standard.

Cas des données concentrées

On considére ’ensemble des probabilités v1,. .., vy, de densités respectives f1,..., fi, qui ont déja été pré-
sentées dans la Figure 4.1. Ces mesures proviennent de notre modele fil rouge (4.34), avec po la mesure
gaussienne centrée réduite et les valeurs des a; et b; données dans la Table 4.1.

i 1 2 3 4
a; 0.4 0.8 12 1.6
b, —-18 —-01 07 12

TABLE 4.1 — Valeurs des paramétres pour les données concentrées.

La moyenne de Fréchet de v} de vq,...,vy est calculée en utilisant la formule de moyennisation quantile
(4.37). A partir de cette formule, nous obtenons la densité gj de v} (voir Figure 4.1(f)), elle est donnée par

gi@) = P (@) = fu, (= ba)/as) /as = fuo(2), @ €R,
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ot @4 = 1 et by = 0 sont les moyennes arithmétiques des paramétres a;, b;. On voit donc qu'ici v = po.
Nous observons que les mesures vy, ..., 4 sont concentrées autour de leur moyenne de Fréchet, dans le sens
ou leurs moyenne et variance ne sont pas trop éloignées de celles de v} (voir Figure 4.1).

On peut alors appliquer les Propositions 4.2.6 et 4.2.9 pour calculer la premiére GPG empirique avec
1= vy = po. Soit wy le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de 'opérateur de covariance
empirique Kv = Z?=1<vi,v>vi/4, ve L2 (R) ou

vi(z) = log,, (vi)(z) = (a; =) +b;, i=1,...,4; z € R.

Comme les fonctions v; appartiennent & A C Lio (R), le sous-espace des fonctions affines engendrées par

lidentité et la fonction constante égale a 1 (c’est deux fonctions sont bien orthonormales dans Lio (R)),
lopérateur K peut-étre identifié & la matrice de taille 2 x 2, M = Z?:l V!V;/4 avec V; = (a; — 1,b;)" € R?,
1 < i < 4. Par suite, w; € A et wy(z) = anz + B, ot Wy := (a1, 51)" = (0.36,0.93) € R? est le vecteur
propre associé a la plus grande valeur propre de M. Autrement dit, calculer w; revient juste & calculer
le premier vecteur propre associé a la PCA standard des vecteurs V; € R?, qui représentent les pentes et
les ordonnées a 'origine de nos fonctions v;. Dans la Figure 4.5, nous avons représenté les vecteurs V; par
des cercles, ainsi que ’espace vectoriel engendré par W; par des pointillés, ce qui correspond & la premiére
direction principale de variation de nos données.

Les fonctions affines u(z) = az + 8 de V,,,(R) sont représentées par des points («,3)" € R?, avec a > —1
(c’est la région a droite de la ligne verticale en pointillés dans la Figure 4.5). En regardant les projections
des V; dans l'espace engendré par Wi, on voit que, Ilgp(y v € Vo (R), pour 1 <@ < 4. Les Propositions
4.2.6 et 4.2.9 assurent alors que ’ensemble de mesures de probabilités

G = {1/1,t = expm(twl) [t e R, 1+ tay > 0} ,

est la premiére GPG empirique. Gréace aux Equations (4.34) et (4.35), on sait que chaque mesure v4; € Gy
a pour densité

91,4(x) = fuo ((x = brt)/are) Jare, v €R, (4.38)

avec a1 = 1 + toy et by, = tf1. Dans la Figure 4.3, nous avons représenté le premier mode de variation
géodésique g¢;; des densités de la Figure 4.1, pour —2 < ¢ < 2. Comme nous 'avions déja mentionné
la GPCA dans W5(f2) donne une bien meilleure interprétation de la variabilité des données comparé aux
résultats donnés par le premier mode de variation linéaire des densités dans L2 (R) (voir la Figure 4.2).

Cas de variables qui ne sont pas concentrées

Nous présentons maintenant un exemple pour lequel la PCA standard des logarithmes dans Li (R) ne conduit
pas & une solution de GPCA dans W5(Q2). Les mesures vy, ...,v4 sont définies comme dans le paragraphe
précédent, mais pour des valeurs différentes des paramétres a;, b;. Ils sont donnés Table 4.2. Nous avons
toujours a4 = 1, by = 0 et v = pg. La Figure 4.6, montre que, contrairement & ’exemple précédent,
vi,...,v4 sont maintenant bien moins concentrées autour de v;.

i 1 2 3 4
a; 02 02 02 34
b -3 -1 1 3

TABLE 4.2 — Valeurs des paramétres pour les données non concentrées .

Comme pour les données concentrées, on commence par mettre en ceuvre une PCA standard sur les loga-
rithmes dans V,,,(R). Dans la Figure 4.7, nous représentons les vecteurs V; et 'espace linéaire engendré par
W1. A partir des projections des vecteurs V; sur I'espace engendré par Wy, on voit que Ilgp (., v1 & Vi (R).
Si bien que la condition Hmo+sp(1/~1)x € X p.s. de la Proposition 4.2.6 n’est pas vérifiée. On ne peut donc pas
conclure que G est un premier GPG.
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FIGURE 4.5 — Représentation bi-dimensionnelle des fonctions affines u(z) = ax + 8 dans L? (R). Les axes
verticaux représentent respectivement la pente et I’abscisse & l'origine «, 8. Les points & droite de la ligne
verticale & = —1, correspondent aux fonctions affines dans V,,,(R). Les cercles représentent les vecteurs
Vi = (a; — 1, b;)’, associés aux fonctions v;(x) = (a; — 1) x + by, pour 1 < 4 < 4. Ces fonctions correspondent
aux densités représentées dans la Figure 4.1. La ligne en pointillés est ’espace linéaire engendré par le
premier vecteur propre W; obtenue par la PCA standard des vecteurs Vi,..., Vj.

FIGURE 4.6 — Les densités gaussiennes issues du modéle (4.34), de moyennes et variances données dans la
Table 4.2. (e) La moyenne empirique des densités dans L?(R). (f) La densité du barycentre v} € Wo(9) de
Vi,...,V4, de densités fl, ceey f4.

Maintenant, afin de montrer que Gy n’est effectivement pas un GPG, il suffit de trouver G € CG,,, 1 (W),

tel que K%,?(G*) < K%,T{;)(G’{) Pour ce faire, nous mettons en oeuvre une CPCA de vq,...,v4, avec
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X = ANV, (R) et zg = 0 comme point de référence. D’aprés la Proposition 4.2.4, cela revient a résoudre

u€A,||ullpy=1

~ M () = L3 g2
min  Hy'(u) = - ; o (vi, Sp(u) N X). (4.39)
Par ailleurs, en posant Y = {(«a, 3)’ € R? | @ > —1}, le probléme d’optimisation (4.39) est équivalent &

: (n) 2
Hy, d=(V;, Sp( 4.40
vers =1 ¥ Z BRI, .
o V; = (a;—1,b;)" € R?, 1 < i < 4. Nous avons numériquement trouvé un unique minimiseur W7 = (a3, 37)
de (4.40), si blen que w}(z) = afx + BF est 'unique minimiseur de (4.39).
Si Gf = {vi, :=exp,, (tw}) [t € R,1+taj >0} € CGyy1 (W), on voit que Gi # G et K(Wn)(G’{) <

K(Vg)(Gl). En effet, a partir de la Figure 4.7, on peut remarquer que non seulement Wy # W mais aussi
que HM (W) < B (7).

Remarque 4.2.10. Il faut bien noter ici que G nest pas forcément un premier GPG empirique. En effet,
G7 est un minimiser de Kg/;)(G) sur les ensembles G € CG,,, 1 (W) vérifiant G C {v(@?) | (a,b) € (0,00) xR}.
Le fait de savoir si G} est ou pas un premier GPG empirique reste une question ouverte.

_2b

% > -2 -1 0 i 2 s 4
FIGURE 4.7 — Méme interprétation que pour la Figure 4.5. La ligne en pointillés est I’espace linéaire engendré
par le premier vecteur propre Wi de la PCA standard de Vi, ..., V. La ligne pleine est ’ensemble convexe
Sp(W¥)NY ou Wi = (af, f7) est le minimiseur de (4.40). Le point de la ligne pleine est la projection de
Vi = (0.2, -3) sur Sp(W;) NY, le point sur la ligne en pointillés est la projection de V; sur Sp(W;) NY.

4.2.6 Etude de la convergence
Consistance de la CPCA empirique

Les notations utilisées ici sont celles de la Section 4.2.3; toutes les limites seront prises pour n — 0.
Soient ¢y = E (x) et x1,...,x, des copies i.i.d. de x et X, := Z?:l x;/n leur moyenne empirique. On
sait par la loi forte des grands nombres dans un espace de Hilbert (voir [167]) que X, — x¢ p.s.. Soit

Kg?) (C) =137 | d?(x4, C) la version empirique de Kg?). Le Théoréme 4.2.4 affirme que, pour une certaine

n
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topologie (que nous préciserons un peu plus tard), la GPCC empirique de x4, . .., X, converge vers la GPCC
de x (le résultat analogue pour la NPCC est omis).

Considérons G, (X) I'ensemble des GPCC de x, avec pour point de référence zo = E (x) et G, (X) :=
ArgminCeCCimk(X) Kg?)(C) I’ensemble aléatoire des GPCC empiriques de xq,...,X, avec pour point de
référence X,, (ces notions ont été définies aux Définitions 4.2.5 et 4.2.7). Commengons par définir, la notion
de convergence d’ensemble avec laquelle nous allons travailler.

Définition 4.2.15. On dira que les GPCC empiriques sont consistants et on notera alors G, ;(X) —
Gy k(X) p.s., si pour tout choix mesurable de C,, € G, x(X),n >1, et C € G, 1(X), on a

(a) Kg?)(Cn) — Kx(C) ps., et
(b) les points d’accumulations de (C,,) appartiennent a G, x(X) p.s..

Le lemme qui suit montre que les indicatrices de CCy, x(X) (notés x, ,) I'-converge vers I'indicatrice
CCy . (X) (notée x, ) lorsque z,, — = € X. Les notions de I'-convergence et d’indicatrice utilisées ici sont
rappelées dans la Section 4.2.8.

Lemme 4.2.2. Soit v, € X,n > 1, avec v, = x € X, si X est compact alors I'-lim, o0 X,, . = X,.-

Théoréme 4.2.4 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Si X est compact alors G 1(X) = Gzy 6(X) p.s.

Consistance de la GPCA empirique

Nous reprenons ici les notations de la Section 4.2.4, avec comme mesure de référence vy = v*, la moyenne

de Fréchet de v. Soient vy, ...,v, des copies i.i.d. de v et v}, leur moyenne de Fréchet et x = logu(u)7 X; =
log,(vi),i=1,...,n et zyg = log,, (). Nous prenons la version empirique KE;)(G) = Ly, (v, G) du
colit Kgg).

Proposition 4.2.11. thm[Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]] dw, (v}

*.v0) — 0 a.s.

Remarque 4.2.11. Le résultat de la Proposition 4.2.11 est une conséquence de la loi forte des grands
nombres de Ziezold’s [256].

Nous rappelons que si  est compact alors W5(£2) Uest aussi. Dans ce cas CL(WW) est compact (ceci peut-
étre vu en utilisant le Théoréme 4.2.1 et la Proposition 4.2.3). Par suite si {2 est compact, toute suite
Gy, € Gn (W), n > 1, posséde une sous suite qui converge dans CL(W).

Soit G, k(W) I'ensemble des GPG de v, pour la mesure de référence vy = v*. Soit

Gnx(W):= Argmin K%)(G)
GECC s (W)

I’ensemble aléatoire des GPG empiriques de vy, ...,v,, pour la mesure de référence v}, et
Gok(Vu(Q) =  Argmin  K{(0).

CeCCx,, k(Vi())
Nous définissons maintenant la notion de convergence que nous allons utiliser par la suite.

Définition 4.2.16. On dira que les GPG empirique sont consistants et on notera alors G, (W) — G,, k(W)
p.s., si pour tout Gy, € G, x(W),n > 1, et tout G € G,,, (W), on a & la fois

(a) K{(Gy) = K (G) as., et
(b) les points d’accumulation de (G,,) appartiennent p.s. & G, x(W).

Théoréme 4.2.5 (Bigot, Gouet, Klein, Lopez [36]). Si Q est compact alors G, x(W) = Gy k(W) p.s.
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4.2.7 A propos de la GPCA dans W,(2) et de la PCA dans les sous variétés
Riemanniennes

Comme nous l'avons déja mentionné dans l'introduction, de nombreuses PCA non-linéaires ont déja été

proposées dans la littérature pour 'analyse de données de sous-variétés Riemanniennes courbées [99, 131].
our ce faire, il existe au moins deux approches trés populaires que nous rappelons :

P faire, il t d pproches trés popul q ppel

1. faire une PCA standard des données projetées dans Iespace tangent a leur moyenne de Fréchet, puis
relever la PCA dans la sous-variété;

2. faire une analyse en géodésiques principales (PGA), c’est-a-dire une PCA le long des géodésiques.

Commencons par rappeler briévement le fonctionnement de ces deux méthodes qui conduisent en général a
des résultats différents pour les sous-variétés courbées [99, 131, 232].
Soit y1, ..., Y, des points d’une sous variété Riemannienne compléte M qui posséde une distance géodésique
dpq. Afin de définir une analyse de type PCA dans M ; on a en premier lieu besoin d’une notion de moyenne.
Il a été suggéré par [99] que la bonne notion de moyenne dans ce cadre est la notion de moyenne de Fréchet.
Cette notion est définie comme un élément z € M (pas nécessairement unique) minimisant y ., da(y, v;)
c’est-a-dire que

ZGArminlzn:dQ( )

ng n.- MG

Nous renvoyons a [25] pour plus de détails sur les moyennes de Fréchet dans les sous-variétés Riemanniennes.
Soit maintenant T, M lespace tangent & M au point z. Si v est un vecteur de I'espace tangent T, M, alors il
existe une unique géodésique v, (t) ayant v comme vitesse initiale (¢ € R est le parameétre de temps). La carte
exponentielle Riemannienne exp, : T, M — M, définie par exp,(v) = 7,(1) est alors un difféomorphisme
d’un voisinage de zéro et son application réciproque est la carte logarithmique Riemannienne notée log,.

(1) La PCA par une linéarisation dans ’espace tangent Dans cette approche les données y1, ..., yn
sont projetées sur l'espace tangent 7, M a l'aide de la carte logarithmique. On a alors en main z; =
log,(y:), i = 1,...,n. On procéde alors a une PCA standard des z1,...,x, dans l'espace tangent linéaire
(T.M, {-,), || - ), ce qui revient & calculer la premiére composante principale v"", qui n’est autre que le
vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de 'opérateur de covariance

1 n
Kv=— i — Tn, i— Tn), S Tsz
v= ;<1‘ T, V) (X5 — T), v

ol x, = % >i, ;. Finalement vl est renvoyée dans M a I'aide de la carte exponentielle exp,. On obtient
alors w'"™ = exp, (v/""), qui représente une premiére notion de direction principale de la variabilité géodé-
sique. Un défaut majeur de ce type de PGA est que les distances ne sont en général pas préservées dans
I'étape de projection (i.e.||x; — x| # dam(yi, y5))-

(2) PGA dans M La notion de PCA le long des géodésiques de M est motivée par la formulation (4.30),
qui caractérise la PCA standard. Dans un premier temps on calcule

1 n
90 — Argmin — Z d_%\/[ (yi7 G’U) ’
vETM, |lv||=1 " ;T

ou Gy = {exp,(tv), t € R} et dpm(y, G) = infyecqdm(y,y’) pour y € M et G C M. Puis dans un second
temps, on projette I’élément v9¢° € T, M sur M, en calculant w?9¢° = exp,(v9¢°). Cela conduit & une
nouvelle notion de direction principale de variabilité géodésique des données. En général, on a w!™™ # w9¢°
avec égalité lorsque M est un espace de Hilbert.

Finalement, la PCA par linéarisation dans ’espace tangent et la PCA le long des géodésiques peuvent
conduire a des résultats réellement différents. Une analyse détaillée des différences entre ces deux approches
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peut-étre trouvée dans [232].

Dans cette partie, nous avons étudié I’analyse de données issues de 'espace de Wasserstein W5 (€2), qui méme
s’il n’est pas une sous-variété Riemannienne posséde une pseudo-structure Riemannienne suffisamment riche
pour pouvoir y définir une notion de PCA géodésique. A 'aide de I'analogue des cartes exponentielle et
logarithmique, nous avons introduit la version correspondante de la PCA standard dans l’espace tangent,
avec retour dans W5 ().

Notre approche posséde une originalité qu’il est important de souligner. On peut procéder a une PCA dans
I’espace tangent sous certaines contraintes de convexités, ce qui est équivalent & la PCA géodésique dans
W5(€2). Cela a motivé la définition de la PCA convexe (voir Section 4.2.3), qui est une méthode général pour
analyser des données d’un sous-ensemble fermé et convexe d’un espace de Hilbert. La CPCA appliquée aux
logarithmes des données est intéressante car elle est plus simple que la PCA géodésique dans W5 (2) tout en
restant plus complexe que la PCA standard. Il est aussi bon de noter que si les données sont suffisamment
concentrées ; les deux approches fournissent le méme résultat.

La terminologie de PCA géodésique (GPCA) a été utilisée précédemment par Huckemann et al. dans [131]
pour généraliser la PCA & des sous-variétés Riemannienne. Leur approche a des points communs avec la
PGA introduite par [99].

4.2.8 Appendice
Fonctions croissantes et quantiles

Nous rappelons ici quelques faits bien connus sur les fonctions croissantes et sur les quantiles (pour plus de
détails voir [93], [216]). Dans cette partie et v sont des mesures de probabilités sur (R, B(R)) et F), est la
fonction de répartition (cad-lag) de v et L?(0,1) Pespace des fonctions de carrés intégrables par rapport a
la mesure de Lebesgue sur (0, 1).

Définition 4.2.17. Soit ACRetT: A— R.

(a) T est croissante sur B C A si Vz,y € B, x < y implique T'(z) < T'(y).
(b) T est p-p.p.croissante s'il existe B, € B(R), avec B, C A, u(B,) = 1 et T croissante sur B, (on
considére ici que p est une mesure de probabilité sur A).

Remarque 4.2.12. Notons qu’une fonction p-p.p. croissante n’a pas forcément une version croissante sur
A.

Lemme 4.2.3. Soit T € L?(0,1) p.p. croissante. Alors, il existe v € Wo(R) tel que T = F, p.p.

Proposition 4.2.12. Soit Q un intervalle de R, alors, ’ensemble des fonctions quantiles {F, |v € W2(Q2)}
est un convexe fermé conveze de L?(0,1).

La K-convergence

Nous présentons ici le concept de convergence approprié a la convergence d’ensembles convexes d’un espace
métrique (X, d).

Définition 4.2.18. Soient C,C,, C X,n > 1. On dit que la suite d’ensembles (C},),, converge vers C' pour
la topologie de Kuratowski et sera noté K-lim,,_, ., C,, = C, si

(i) Pour tout x € C, il existe x,, € Cp,,n > 1, telle que x,, — x et

(ii) pour tout x,, € Cp,,n > 1, et pour tout point d’accumulation z de ()., z € C.

Définition 4.2.19. — La distance de z € X a B C X est définie par d(z, B) := inf,/cp d(x, 2').
— La distance de A C X & B est définie par d(A, B) := sup,c 4 d(z, B).
— La distance de Hausdorff entre A et B est définie par

h(A, B) := max{d(A, B),d(B, A)}. (4.41)
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Remarque 4.2.13 (Voir [199, 21]). La notion de convergence d’ensemble pour la distance de Hausdorff est
plus forte que celle au sens de Kuratowski. Néanmoins ces deux notions coincident lorsque X est compact.

Définition 4.2.20. On définit espace métrique CL(X) comme ’ensemble de tous les ensembles convexes
fermés et non vides de X, muni de la distance de Hausdorff h.

Proposition 4.2.13. Pour tout x € X application d(z,-) est continue sur CL(X).

Lemme 4.2.4. Soient B,C, B,,C, C X, avec pour tout n > 1 B, C C,, si K-lim, .o B, = B et si
K-lim,,_,o C,, = C, alors B C C.

La T'-convergence (voir [16, 80] )

Définition 4.2.21. Soit F, F, : X + R := RU {400, —00},n > 1. On dit que la suite de fonction (F},),
I'-converge vers F' et on notera I'-lim,,_,, F;, = F' si pour tout z € X, on a

(i) F(z) <liminf, o F,(x,), pour tout (z,), C X,n > 1, avec z,, — x, et si

(ii) il existe une suite (z,)n, C X,n > 1, avec x, — z, telle que F(x) = limy,,_, o0 F (zp)-

Définition 4.2.22. L’indicatrice de A C X est la fonction x, : X — R U {+o0} definie par x,(x) =0, if
x €A, et x,(x) =400, six ¢ A.

Lemme 4.2.5 (voir [16], Proposition 4.15.). Soit A, A, C X, n > 1. Alors K-lim,, oo A, = A si et
seulement si T'-limy, 500 X4, = X4 -



Chapitre 5

Deux exemples de bornes de risques
minimax en statistique mathématique

En statistique, dans toute procédure de classification, il est crucial de quantifier la qualité de I’estimateur ob-
tenu. On commence généralement par montrer qu’il est consistant puis souvent qu’il est asymptotiquement
normal. On peut se poser des questions de qualités & distance finie et tenter d’y répondre a l'aide d’inégalités
de concentration. Une question naturelle est de se demander si on a obtenu le meilleur estimateur possible.
Evidemment, il n’existe pas de réponse universelle a cette question. Il existe plusieurs notions d’optimalité
en statistique, on peut penser par exemple a l'efficacité asymptotique ou de celle liée aux bornes minimax.
Dans ce chapitre, nous étudions deux problémes distincts. Tout d’abord, nous nous intéressons au probléme
classique de la classification binaire supervisée; nous étudions l'algorithme des plus proches voisins, pour
lequel, nous expliquons comment et sous quelles hypothéses, cet algorithme atteint des vitesses de classifi-
cation minimax. Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec Sébastien Gadat et Clément Marteau,
le lecteur pourra se rapporter a ’article correspondant [105]. Ensuite, nous nous intéressons & un probléme
d’estimation de l'intensité d’un processus ponctuel de Poisson. Nous proposons une procédure d’estimation
basée sur les ondelettes de Meyer et montrons que cette procédure atteint elle aussi des vitesses minimax.
Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec Jérémie Bigot, Sébastien Gadat et Clément Marteau, le
lecteur pourra se rapporter a l'article correspondant [34].

5.1 Etude de la méthode de classification des plus proches voisins
dans des espaces de dimensions finis
Dans cette section, nous présentons un bref résumé des résultats obtenus avec Sébastien Gadat et Clément

Marteau. Pour plus de détails et pour les preuves des résultats, nous invitons le lecteur a lire l'article
correspondant [105].

5.1.1 Introduction

On s’intéresse ici au probléme de la classification supervisée binaire. Il s’agit de prédire le label Y € {0, 1}
d’une variable observée X € R?. Afin de prédire le label Y de X, on suppose que I’on dispose d’un échantillon
d’apprentissage S,, = {(X1,Y1),..., (Xn,Ys)}, ot les couples (X;,Y;) sont i.i.d. de loi commune Py y. Cet
échantillon d’apprentissage permet de mieux comprendre la loi jointe du couple (X,Y") et de donner ainsi
une prédiction pertinente du label. La fonction de régression n définie par

n(z) = E[Y|X = 2], Vo € R?

joue un role central. Etant donné x € R?, la valeur n(x) est la probabilité de donner au label Y la valeur
1 sachant que {X = z}. Evidemment, la fonction 7 est en pratique inconnue, si bien que les régles de

109
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prédiction ne pourront étre basées que sur ’échantillon d’apprentissage S,,.

Il existe de nombreux algorithmes pour traiter ce probléme de classification, nous renvoyons aux travaux
[47, 87] pour une introduction compléte aux problémes de classification supervisée. On peut diviser les
procédures de classifications existantes en au moins trois familles.

— Les approches basées sur des considérations entropiques (Empirical Risk Minimization (ERM)) : Etant
donné un classifieur, I’erreur de mauvaise classification peut étre estimée empiriquement a 1’aide de 1’échan-
tillon d’apprentissage. L’algorithme ERM choisit alors (parmi une famille de candidats) le classifieur qui
minimise le risque empirique. Il existe plusieurs études [186, 20, 17, 172] qui fournissent une description
presque compléte de leur performance statistique. Dans un contexte similaire, des procédures d’aggréga-
tions initiées par [104], ont été analysées en profondeur par [163].

— Les approches basées sur des considérations géométriques ou sur la théorie de l’information : Par exemple
le classifieur communément appelé support vector machine (SVM) a été intensivement étudié. Il présente
un colt de calcul faible et posséde d’excellentes performances statistiques (voir entre autres [245, 234, 39]).
Les méthodes construites & partir d’arbres de classification ou de régression sont basées sur une partition
dyadique de l'espace. elles ont été introduites par [52] et fortement améliorées par [9] et par [51]. Ces
méthodes ont été théoriquement développées par [28].

— Les regles Plug-in : 1’idée principale est d’essayer de copier le classifieur de Bayes en injectant un esti-
mateur de la fonction 1. On renvoie & [120] pour avoir une vision d’ensemble sur ces méthodes et a [29]
et [17] pour des résultats théoriques récents.

L’algorithme des plus proches voisins appartient aux deux derniéres classes de méthodes présentées ci-
dessus. Il correspond & un estimateur plug-in ayant une interprétation géométrique simple. Cet algorithme
a été énormément étudié ces derniéres années, il a été introduit dans les travaux de [97] et [74]. on peut
également citer [235, 118, 119, 88, 86] pour leurs contributions significatives sur ’étude de cette méthode.
Derniérement, cet algorithme a été & nouveau étudié d’un point de vue de la statistique mathématique, par
exemple [67] examine le cas des espaces métriques généraux et identifie 'importance de ’hypothése dites
de Besicovitch, [123] s’intéresse a I'influence de V'entier k sur Pexcés de risque tandis que [224] présente une
ameélioration de ’algorithme classique.

La plupart des résultats obtenus pour les classifieurs de type ERM, SVM ou plug-in, sont basés sur des
considérations de complexité (dimension de Vapnik, entropie métrique). Dans ce travail, on utilisera plutot
le comportement asymptotique des probabilités de petites boules (voir [169] et les références citées dans ce
travail). Ces probabilités peuvent étre vues comme la quantité duale de l'entropie (voir [168]). Nous allons
aussi nous intéresser a la situation plus complexe ou les densités ne seront plus minorées sur leur support
(cas par exemple des mesures a support non compacts). L’étude de ce cas plus complexe nécessitera, I'in-
troduction d’hypothéses de régularité et de masse minimale (voir la section 5.1.2 pour plus de détails). En
particulier, en tenant compte d’hypothéses de régularité de la fonction 7, il est possible d’améliorer la pré-
diction du label Y. En effet, il est bien connu (voir par exemple [119]), que la vitesse de classification associée
est comparable & celle obtenue en estimation et est donc supérieure a \/ﬁfl. Cependant, il a été prouvé dans
[186] que de meilleures vitesses peuvent étre obtenues sous une hypothése supplémentaire dites de marge.
Cette hypothése prend en compte le comportement de la loi de (X,Y") au voisinage de la frontiére {n = 1/2}.

Dans ce travail, nous allons donc étudier ’algorithme des plus proches voisins sous hypothéses de marge et
lorsque la loi marginale de X n’est pas forcément & support compact ou minorée. Nos contributions peuvent
se résumer en trois catégories.

Vitesse de convergence pour des densités minorées Le premier résultat concerne, 'optimalité du
classifieur des plus proches voisins ®,, dans le cas ot les densités sont a support compact. On montre, dans
ce cas, que l'algorithme des plus proches voisins atteint la vitesse de convergence minimax pour l’excés de
risque obtenue par [17] (voir le Théoréme 5.1.2 ci-dessous). En particulier sous des hypothéses plus ou moins
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classiques sur la distribution F' du couple (X,Y’) on montre que

sup [R(®,,) — R(®)] < On~ #5,
FeF

« représente ici le parameétre de marge, d la dimension du probléme et R(®) 'erreur de mauvaise classification
étant donné un classifier ® ( ®* est le classifieur de Bayes et ®,, celui des plus proches voisins). ! Nos résultats
sont une généralisation de ceux obtenus dans [123], ces derniers ne prennent pas en compte la marge a.

Vitesse de convergence pour des densités générales Dans un second temps, on étudie le compor-
tement du classifieur des plus proches voisins lorsque la densité marginale p de X n’est plus minorée sur
son support. Cette classe de modéle est fondamentale car elle contient entre autre les densités & support
non compact. Afin de pouvoir traiter ces modeéles, on introduit une hypothése supplémentaire permettant
de controler la queue des distributions et on montre alors que

sup [R(®,) — R(D*)] < Cn~ Trata.
FeF

On verra dans la suite que pour obtenir de telles majorations, on doit permettre au nombre de voisins k
choisit de dépendre de la position de X. Notons que la condition portant sur la queue de distribution de X
permet de décrire le comportement de la densité p dans un voisinage de {u = 0}.

Bornes inférieures Finallement, nous obtenons des bornes inférieures pour le probléme de classification
supervisée. Ces bornes généralisent (dans un contexte légérement différent) celles obtenues par [17]. On
montre que 'hypothése de queue est fondamentale pour assurer la consistance uniforme dans le cas non-
compact. On montre ensuite, comment sont liées les bornes inférieures et supérieures.

La suite de ce chapitre est organisé de la fagon suivante. La Section 5.1.2 donne la description précise du
probléme de classification et de ’algorithme des plus proches voisins qui sera étudié par la suite. Nous
étudions dans la Section 5.1.3 le cas des densités minorées et on montre alors que la vitesse de convergence
minimax est atteinte sous des hypothéses relativement faibles. I’étude du cas général est proposée dans la
Section 5.1.4.

Nous utiliserons dans la suite les notations suivantes :

— Px y est la loi du couple (X,Y);

Px la loi de X que 'on suppose absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue de densité u;
- P@n = ®ZL:1P(X1,YI) et ]P) = IP(X,Y) ® ]P@n ;

— E[.], Ex][.] et Egn[.] sont les espérances prises respectivement par rapport aux mesures P, Px et Pgn ;

— pour toutes suites de réels (an)nen et (bn)nen, on écrira a,, < b, (resp. a, ~ b,) s'il existe une constante

~

C > 1 telle que pour tout n € N on ait a,, < Cb,, (resp. b,/C < a, < Cb,).

5.1.2 Cadre statistique et le classifieur des plus proches voisins
Le probléme de la classification supervisée

On s’intéresse au probléme de la classification binaire supervisée (on renvoie a [87] pour une introduc-
tion compléte & ce probléme). On suppose que l'on dispose d’un échantillon i.id. S, := (X;,Y;)i=1..n €
(22 x {0,1})", dont la distribution est Pgn» et ot  est un ouvert contenant Supp(u) le support de u. Etant
donné, une nouvelle donnée X, notre objectif est de prédire son label Y. Pour ce faire, nous utilisons un
classifieur qui fournit une régle de décision. Formellement un classifieur est une application mesurable ® de

R? dans {0,1}. Etant donné un classifieur ® son erreur de mauvaise classification est donnée par

R(®) =P(B(X) £Y).

1. Ce résultat a était parallelement établi dans le travail récent [224]
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Evidemment, les classifieurs les plus intéressants sont ceux associés & la plus petite erreur possible. Dans ce
contexte, on sait (voir e.g., [47]) que le classifieur dit de Bayes noté ®*, défini par

" (X) = 1{77(X)>%}, oun(z)=E[Y|X =x], Vz € Q, (5.1)
minimise I’erreur de mauvaise classification, i.e.,
R(®*) < R(®), V& : R? — {0,1}.

Le classifieur ®* fournit la meilleure régle de décision possible dans le sens ot il conduit & la plus petite erreur
de mauvaise classification. Malheureusement ®* dépend de la fonction de régression 1 qui est inconnue (elle
dépend de la distribution de (X,Y")). Ainsi ®* peut étre vu comme un repére (souvent appelé oracle dans la
communauté des statisticiens), le jeu consistant maintenant a construire un classifieur ® qui se rapproche
le plus possible et le plus vite possible (en terme d’erreur de classification) de ®*. En particulier 'excés de
risque (parfois nommeé regret) défini par

R(®) — R(®"),

joue un role crucial. Dans la suite, on va s’intéresser aux propriétés statistiques du classifieur des plus
proches voisins (un peu de patience sa définition formelle arrive bientot) construit & partir de I’échantillon
S,,. On focalisera notre étude sur les propriétés asymptotiques de ’excés de risque au travers du paradigme
minimax. Etant donné un ensemble F de distributions possible pour (X,Y), le risque minimax est défini
par

0n(F) :=1nf sup [R(P) — R(D")],

¢ FeF

ici 'infimum est pris sur tous les classifieurs S,, measurables. Un classifieur ®,, est dit minimax sur I’ensemble
F si il existe une constante C pour laquelle

FeF
L’ensemble F sera précisé un peu plus loin, il dépendra du comportement de (u,7) sur R%. Ce comportement
sera précisé aux travers d’hypothéses de régularité de marge et de masse minimale.

La régle des plus proches voisins

Dans ce travail, on concentre nos efforts sur le classifieur des plus proches voisins qui est peut-étre une
des procédures qui a été la plus étudiée. On se place dans (R?, ||.||) ou |.|| est une distance de référence
(pas forcément la distance euclidienne). Une fois récupéré notre échantillon S, et fixé un point » € R?,
on commence par réordonner notre échantillon (X(j)(x), Y(;)(z)) en fonction des distances || X; — z||,
concrétement

1<j<n

[X(1y(2) = zf| < [ Xy () — 2] <. <[ Xy (2) = 2]

Dans ce contexte X(,,)(z) est le m-iéme plus proche voisin de = pour la distance |[|.| et Y{,,)(z) est son
label. Fixons maintenant un nombre de voisins k dans N, le principe de ’algorithme des plus proches voisins
est de construire une régle de décision basée sur les k-plus proches voisins de ’entrée X. Le classifieur
Sy-mesurable ®,, ;, est donné par

—_

k
1 i Y| -
q)n,k(X) = s1 g (J) 27 (52)

0 sinon.

Pour tout z € €, le terme %Z?Zl Y(;)(z) est en fait un estimateur de la fonction de régression n(x). En
particulier @, , peut se réécrire de la facon suivante

??'M—‘

k
P k(X)) = 1g, (x)>1/23 O Nu(x Z (z), Ve (5.3)
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Ainsi, cette procédure peut étre vue comme une procédure dite plug-in. L’entier & joue le role de parameétre de
régularisation. Si k est trop petit, le classifieur ®,, ;, n’utilisera pour prendre sa décision qu'une petite partie
des voisins de X ce qui conduira & une variance élevée lors de la procédure de classification. Inversement si
k est trop grand, on introduira un biais, dii au fait que ’on prendra une décision basée sur des observations
qui sont trop éloignées de X. Le choix de k est crucial, il gouvernera la qualité de notre procédure. En
particulier k¥ = k,, dépendra de n et tendra vers l'infini avec n. Il est maintenant temps d’introduire les
hypotheéses qui permettent d’exhiber la valeur optimale paramétre k,,.

Hypothéses

Il est bien connu qu’aucune prédiction valable n’est possible sans hypothéses sur les distributions (voir [87]).
Nous allons donc restreindre la classe des distributions de (X,Y") autorisées.

Comme I’algorithme des plus proches voisins est un algorithme de classification plug-in, il est raisonnable de
penser que des propriétés de régularités de la fonction 7 permettront d’ameéliorer le processus de classification.
Lorsque 7 est réguliére, les valeurs respectives de n(z1) et de n(z2) sont comparables dés que x1,x2 sont
suffisamment proches. Autrement dit, on peut inférer le signe de n(z) — % a partir de ceux des voisins de x.

hypothése A1 (Régularité) La fonction de régression n appartient & 'ensemble des fonctions Hoélder de
paramétre 1 et de rayon L (n est L—Lipschitz). Cet espace est noté C°(Q, L), il correspond a l’ensemble
des fonctions vérifiant

V(z1,22) € Q% (1) —n(w2)] < Ll — .

Remarque 5.1.1. Il pourrait étre tentant de considérer des classes de fonctions plus générales. Cependant,
I’algorithme standard des plus proches voisins interdit d’utiliser des indices de régularités supérieurs a 1.
Une procédure alternative a été proposée dans [224] : I'idée étant de pondérer les (Y{;));j=1.x & I'aide d'une
suite de poids judicieusement choisie. Cette modification complique assez fortement l’analyse statistique et
risque donc de déformer les idées que nous développons. Nous avons donc décidé de fixer la régularité de n
a1 (i.e. on restreint donc notre étude a C%(Q, L)).

Nous empruntons notre deuxiéme hypothése & [242], elle intervient aussi dans le modéle d’analyse discrimi-
nante lisse ? [186]).

hypothése A2 (hypothése de marge) Pour tout o > 0, il existe une constante C > 0 telle que
1 (0%
Px (0< n(X)—i <e] <Ce*, Ve>0.

On écrira alors (j1,m) € My,

Le classifieur de Bayes dépend du signe de n(X) — 1/2. Intuitivement, il semble aisé de deviner le com-
portement du classifieur lorsque la masse de I'ensemble { = 1/2} est petite. Inversement, le processus de
décision risque d’étre bien plus ardu lorsque n(X) est proche de 1/2 avec grande probabilité. L’hypothése
de marge permet de quantifier la proximité de n(x) a 1/2.

Dans toute la suite, Fp, , désigne I’ensemble des distributions vérifiant & la fois les hypothéses Al et A2,
plus précisément :

Fra = {Pxy): Px(dz)=p(z)dz et LY|X)~ B(n(X)) avecn € C"°(Q, L) et (u,n) € My} .

Reste maintenant & introduire la derniére hypothése concernant la distribution marginale de la variable X.

2. smooth descriminant analysis



114 CHAPITRE 5. DEUX EXEMPLES DE BORNES DE RISQUES MINIMAX

Hypothése de masse minimale

hypothése A3 (hypothése de masse minimal forte) Il existe k > 0 tel que la densité marginale p de X
vérifie i1 € Munma (2, k) ot

Mma(Q, k) = {]P’X : Px(dx) = p(z)dz|3dp > 0, V§ < g, Vo € Q : Px(X € B(z,0)) > mu(x)éd}.

Cette hypothese assure que Px posséde une masse suffisante sur chaque boule B(z,d), la borne inférieure
étant contrebalancée par la valeur de la densité en z. En un certain sens les distributions de 9,4 (82, k)
permettent ’obtention de prédictions fiables de la fonction de régression 7. L’hypothése de masse minimale
forte A3 peut étre vue comme un raffinement de I’hypothése dite de Besicovitch (nous renvoyons a e.g.,
[84] pour une version de I’hypothése de Besicovitch utilisée dans un cadre d’estimation ponctuelle ou a [67]
pour une présentation générale de cette hypothése). Notons que ’hypothése de Besicovitch introduite dans
[67] assure que 7 vérifie la propriété suivante de p-continuité

. 1
Ve > 0, %%PX {x : (B@.0) /B(x,é) In(z) — n(x)|du(z) > e} =0. (5.4)

Dans notre cadre, comme 7 est L-Lipschitz (hypothése A1), on peut vérifier que pour tout = € {2

[ me @<L [ e sl < Lou(B.0)
B(x,6) B(w,0)

Ce qui implique que la partie droite de (5.4) disparait dés que 6 < €/L. On verra dans la suite que ’hypothése
A3 est nécessaire pour obtenir des estimés quantitatifs dans un contexte général.

Remarquons que notre hypothése A3 ressemble beaucoup a ’hypothése de densité forte (Strong Density
Assumption) utilisée dans [17] lorsque la densité p est minorée sur son support. Dans le cadre présenté
dans [17], le support posséde des propriétés géométriques dites de (cg, rg)-régularité. Ce cadre est au cceur
de I'étude présentée dans la Section 5.1.3. L’hypothése A3 rappelle aussi la notion d’ensembles standard
(standard sets) utilisés dans [64] pour I'estimation de support compact. Nous préentons maintenant quelques
exemples de lois qui vérifient ’hypothése A3.

Exemple 5.1.1.
— Dans R?, les mesures gaussiennes dont la matrice de covariance n’est pas dégénérée vérifient My ma (2, 5).
— Les lois de Laplace et celles de Cauchy appartiennent a ’ensemble 9,4 (2, ).

Typiquement, les distributions ne vérifiant pas ’hypothése A3 possédent des oscillations importantes dans
la queue de leur distribution (lorsque p est proche de 0). Dans un tel contexte, on peut considérer alors

I’ensemble ﬁmma (Q, k),

Mma(Q, k) == {IP’X : Px(dz) = p(x)dz| I(p, C) €]0; +00[?,
0o > 0,V6 < g : Vo e Q:p(z) > e " = Px(B(x,0)) > ff,u(:c)éd}.

Bien que ’ensemble ﬁmma(ﬁ, k) soit moins contraignant que IM,,ma (2, k), les propriétés statistiques de
la régle des plus proches voisins sont les mémes pour ces deux ensembles de lois. ﬁmma(ﬂ, k) posséde en
plus lavantage d’étre caractérisable & 1’aide d’un critére analytique explicite (voir la Proposition 5.1.2). Ce
n’est malheureusement plus le cas pour ’hypothése uniforme 9,4 (€2, k) (il est en effet bien plus difficile
d’assurer la borne inférieure sur tout l’espace ).

Bien que tous les résultats doivent pouvoir étre établis sous 'hypothése plus faible /ﬁﬁmma(Q, K), nous nous
contenterons de la version forte, ’hypothése A3. Dans la Section 5.1.3, on montre 'optimalité de I’algorithme
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des plus proches voisins lorsque les densités sont minorées, que les hypothéses de régularité et de marge sont
satisfaites et lorsque k judicieusement choisi. Dans la Section 5.1.4, nous verrons que M,,mq (2, k) n'est pas
encore suffisante pour obtenir des classifieurs consistant lorsque les densités ne sont plus & support compact.
On aura besoin d’une hypothése supplémentaire.

5.1.3 Cas des densités uniformément minorées
consistance minimax de la régle des plus proches voisins

Dans cette partie, on regarde le cas particulier ot la densité marginale p est uniformément minorée par une
constante strictement positive p_. On obtient alors la borne supérieure suivante

Théoréme 5.1.1. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons satisfaites les hypothéses A1-A3. Soit k, =

[n2+ |, alors le classifieur des plus proches voisins ®,, ., vérifie

sup [R(®pk,) — R(®*)] Sn™ 3_,1‘5,
Px,y e]:L,(xmm'm.'nLa(Qyﬁ)u_

00 Myma(Q, K)H— est Uensemble des densités de Muma(Q, k) qui sont uniformément minorées par p_ sur
leur support.

Le Théoréme 5.1.1 établit une vitesse de convergence pour la régle des plus proches voisins. Implicitement,
on s’est restreint ici au cas des observations & support compact, cette restriction est présente dans de
nombreuses études (voir entre autres [120], [47], [186] ou [123]). Il est important de noter que notre contexte
est compatible avec le cadre considéré dans [17].

Définition 5.1.1 (hypothése de densité forte (Strong Density Assumption (SDA)), [17]). La distribution
marginale de X vérifie I'hypothése de densité forte si

— elle admet une densité p par rapport a la mesure de Lebesgue sur R¢,

— il existe deux constantes (u—_, py) €]0, +00[? pour lesquelles la densité u vérifie

p— < p(x) < py, Vo € Supp(p);

— le support de p est (co,ro)-régulier c’est-a~dire : qu'’il existe deux constantes strictement positives cg et
ro telles que pour tout x € (2

A [Supp(p) N B(z,r)] > co\[B(x, )], Vr < ro.

Proposition 5.1.1. Lorsque la densité est uniformément minorée par une constante strictement positive,
les hypothéses SDA et (A8) sont équivalentes.

On peut donc utiliser les résultats de vitesse minimax obtenus dans [17] et énoncer

Théoréme 5.1.2 (Théoréme 3.3, [17]). Si les hypothéses A1-A3 sont vérifies et s’il existe p— > 0 telle
que p(x) > p— pour tout x € Q. Alors la vitesse de classification minimaz est minorée et vérifie
1+«

inf sup [R(®) = R(®*)] 2 n~ =+,
® PX,YG}—LTQmmmma(Q»K)u_

Grace a ce théoréme, on peut donc conclure que la régle des plus proches voisins atteint la vitesse de
convergence minimax lorsque p est uniformément minorée.
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5.1.4 Cas général pour les espaces de dimension finie
L’hypothése de queues

Les résultats précédents ne s’appliquent qu’aux problémes de classifications binaires supervisées pour des
entrées & supports compacts et & densités uniformément minorées sur ce support. Ce cadre n’est pas satisfai-
sant car il ne recouvre pas de nombreuses distributions classiques (par exemple les distributions Gaussiennes,
de Laplace, de Cauchy et de Pareto sont exclues). Ainsi ces contraintes paraissent assez peu réalistes. On
va donc maintenant étudier le cas ot la densité marginale p de X n’est plus minorée. Le probléme est alors
le suivant : nous devons maintenant prédire des labels a des endroits ot il n’y a "pas" d’observations. Pour
pouvoir faire face a ce probléme, nous introduisons une nouvelle hypothése.

hypothése A4 (hypothése de queue) Il existe une fonction i croissante dans une voisinage de 0 vérifiant
P(e) = 0 lorsque € — 0 et telle que

Pix,y) € Pry = {]P’X cJde €RY 1 Ve< e, Px ({u<e}) < w(e)} )

Pt 14 correspond au cas particulier ¢ = Id.

L’objectif de cette hypothése est d’assurer que ’ensemble ot i est petit posséde une petite masse. Dans la
Section 5.1.4 nous montrons que ’hypothése de queue A4 est incontournable. Puis dans la Section 5.1.4,
nous étudions les performances de la régle des plus proches voisins dans ce cadre.

Exemple 5.1.2. Commengons par présenter quelques familles de densités appartenant Pr .
— les distributions de Laplace appartiennent & Pr 14 ;

— les distributions Gamma I'(k, #) appartiennent & Py avec ¢)(e) = elog(e1)k=1;

— les lois de Pareto de parameétre (zg, k) appartiennent a Py, avec ¢(e) = k/(k+1) .

— les lois de Cauchy a Py avec ¢(€) = /€;

— les lois Gaussiennes réelles 7,, ,2 de moyenne m et variance o2 a Py, avec 1(e) = elog(e™1)~1/2.

Résultats de non consistance universelle

Justifions maintenant I'introduction des ensembles 9,14 (€2, k) €t P 5. Nous allons montrer ici qu'’il n’est
pas possible d’obtenir des résultats de consistance uniforme si une des deux hypothéses A3 ou A4 n’est pas
vérifiée.

Théoréme 5.1.3. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons que la loi Px y appartienne & U'ensemble F, o

alors

i) 1l n'existe pas de regle de classification universellement consistante si les hypothéses A1-A3 sont sa-
tisfaites et A4 ne l'est pas. En effet, pour tout n, pour toute régle ®, et tout e < 4%, il existe une
distribution P?ny) dans Fr.o N Mpmma (2, &) telle que

R(®,) — R(D*) > e.

it) Il n'existe pas de régle de classification universellement consistante si les hypothéses A1, A2, A4 sont
satisfaites et A3 ne l'est pas. En effet, pour tout n; pour toute régle @, et tout e < 47¢, il existe une
distribution IP’?X ) dans Fr,o NPt 14 telle que

R(®,) — R(D*) > e.

Le premier résultat i) nous dit que méme si ’hypothése de masse minimale A3 est satisfaite par
la densité de X, il n’est pas possible d’espérer obtenir un résultat de consistance uniforme sur toute la
classe de densités considérées. En un certain sens, le support de la variable X semble étre trop grand
pour pouvoir obtenir de bonnes prédictions sans conditions supplémentaires. L’hypothése de queues A4
permettra de compenser ce probléme de support. Ce genre de probléme a déja été observé dans des problémes
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d’estimations de densités. On renvoie a [210] et aux références qui y sont citées pour une description plus
détaillée de ce probléme. Le second résultat #i) montre que '’hypothése de masse minimale A3 est elle aussi
incontournable lorsque les densités ne sont plus & support compact. Cette observation est cohérente avec les
études précédentes de [118] et de [86]. Finalement, si le lecteur se donne la peine d’aller lire les preuves de
Particle [105] il se rendra compte que tous les résultats de non convergence sont obtenus par constructions
d’un réseau de fonctions de régressions 7 qui oscillent autour de 1/2 dans un voisinage de 'ensemble {¢ = 0}.
Ainsi, en un certain sens le Théoréme 5.1.3 contribue & la compréhension de certaines questions posées dans
[60] sur le comportement de la régle des plus proches voisins lorsque 7 est oscillante.

Vitesse de convergence minimax

Nous sommes maintenant en mesure de décrire précisément la vitesse de convergence minimax lorsque A2,
A3 et A4 sont satisfaites.

Borne minimax inférieure

Théoréme 5.1.4. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons que les hypothéses A1-A8 sont satisfaites et
que Uhypothése A4 lest pour ¢ = Id. Alors

inf sup [R(®,) — R(®*)] = =1

£ 28 ]P’(X7y)E-FL,aﬁmnz7na(Qvﬂ)mPT,Id

Le cas général pour des fonctions 1 autres que I'identité sera traité dans le Théoréme 5.1.7. Remarquons
que l'on retrouve ici la vitesse obtenue par [17] pour les densités & support compact sous ’hypothése Mild
Density Assumption pour le cas particulier ) = Id. Cela implique, que dans le cas non compact méme avec
I’hypothése supplémentaire sur la queue la vitesse ne peut pas étre meilleure que celle obtenue dans le cadre
des densités & support compact.

Une borne supérieure pour la régle des plus proches voisins

Lorsque la densité n’est plus uniformément minorée sur son support, I’entier k, sera choisi de sorte a
contrebalancer la probabilité des petites boules dans la queue de distribution. Par exemple lorsque 1 = Id,
on montre qu’un bon choix pour k, est

kp 1= |n5Tatd |,

On peut remarquer que cette valeur différe notablement de celle de la section précédente.

Théoréme 5.1.5. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons que les hypothéses A1-A8 sont satisfaites et
que Uhypothése A4 Uest pour 1 = Id. Alors si ky, 1= Ln3+3+dJ on a

(1+a)

Sup [R(®rp,) — R(P*)] S Bt

yvn
Pix,v)EFL,aNPT,1aNMmma (2,K)

Ces résultats montrent que le prix a payer pour sortir du cas compact est une dégradation de la vitesse de
n~(1+0)/(2+d) 5 au moins n~(1+@)/(2+e+d) (yoir par exemple Théoréme 5.1.4 lorsque ¥(€) ~ €). Remarquons
que la borne supérieure obtenue ne colle pas a la borne inférieure qui était n~—(1+®)/@+atd) A ce stade pour
obtenir la bonne majoration, il est nécessaire de changer légérement la construction de nos plus proches
voisins. C’est I'objet du paragraphe suivant.

Borne minimax supérieure pour obtenir une régle des plus proches voisins quasi-optimale

La borne supérieure obtenue au Théoréme 5.1.5 peut étre améliorée si on change la fagon de construire le
paramétre de régularisation k,. Jusqu’a présent le nombre k,, de voisins utilisés pour choisir le label de X
était le méme quelque soit la position de X dans I’espace. Nous allons maintenant faire dépendre ce k,, de
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la position z. Cette dépendance reposera fortement sur la valeur de la densité p au point z. Formellement,
pour tout j € N, on définit

Qo= {:17 eR?: pu(z) > nﬁ}’
et

— d .

—o —o
n2+a+d n2+o+d }

On pose alors ky, o = [n o log(n)| et pour tout j € N, on utilisera
kn(z) = [kn o2 2/CHD v 1 lorsque € Q. (5.5)

En accord avec I’équation (5.5), le nombre de voisins concernés dépend de la position spatiale. Une telle
construction par tranches successives peut-étre interprétée comme une sélection spatiale adaptative de la
fenétre de lissage. Cette fenétre est plus petite aux points € R? pour lesquelles y(z) est petite. Cette
idée est a rapprocher de celle développée dans [113] pour un probléme d’estimation adaptative minimax de
densités.

Théoréme 5.1.6. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons les hypothéses A1-A8 satisfaites et que I'hy-
potheése de queue A4 est satisfaite pour v = Id. Alors si k, est choisi en accord avec l’équation (5.5), le
classifieur des plus proche voisin @7, | = vérifie

_ (4o 141
sup [R(®;,,) ~ R(®)] < 0™ F0 (logn) 13,
Pix,v)EFL,a NPT, 1" Mmma (k)
Respirons trente secondes et comparons la borne supérieure du Théoréme 5.1.6 a la borne inférieure du
Théoréme 5.1.4. Elles sont égales (enfin presque, il y a un petit logarithme en trop dans la borne supérieure).
Il doit étre possible de se débarrasser de ce terme logarithme & l’aide d’un nouveau découpage. Ainsi, on
peut avancer que le taux minimax exacte lorsque 'hypothése de queue dépend de 1) = Id est

inf sup [R( k) R(@*)} ~ TS
@ IP(X,Y)EFL,an’PT,Idnmnlmra(Qvﬁ)

Généralisations

Nous allons maintenant présenter des extensions des résultats précédents (bornes supérieures et inférieures)
pour des queues de distribution générales. Nous essaierons aussi de démystifier un peu 'hypothése de masse
minimale M,mq (2, K).

Effet de la queue : de Pr g & Pry
Théoréme 5.1.7. [Gadat, Klein, Marteau [105]] Supposons que les hypothéses A1-AJ sont satisfaites.

Pour toute queue T paramétrisée par une fonction ¥, on a
i) Borne inférieure : la vitesse de classification vérifie :
inf sup [R(®,) — R(®*)] = erte

& ~ “n,a,d’
" P(X,Y)E-FL,QO’PT,wmmvnnba(QaK/)

0l €y, .4 st solution de

n~t = {enaat™ x 7 ({enaa}®) - (5.6)
it) Borne supérieure : la régle des plus proches voisins vérifie
sup [R(®y 1) — R(®*)] < Crp ey
]P’(ny)G]:L,aﬁprﬁwﬂmmma(Q,ﬁ)
avec k,, = ;i,d et ot Uy o4 est solution de :
nt =9 ({vnaal TN na,a (5.7)

1l serait ici encore possible de faire dépendre k,, de la position x.
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A propos de I’hypothése de masse minimale ﬁmma(ﬂ, k) Comme les minorations de pu(B(x,0)) ne
sont utiles que pour des points = pour lesquels u(x) est suffisamment grand, nous obtenons des vitesses

similaires lorsque 1’on remplace 'hypothése 90,4 (€2, k) par son affaiblissement 9,4 (€, ).
Corollaire 5.1.1. 51 A1,A2, A} sont satisfaites et si P xy) € ﬁmma(ﬁ, k), alors

sup R(®p k) — R(P¥)] S yita

N ~ “n,a,d’
Pix,v)EFL,aNPT N Mmma (2,K)

avec k,, = l/;i 4 € 0l vy o g est solution de n™! = P {naat T Vnaa 2

Il est difficile de décrire la condition M,ma (€2, £) & Paide d’une condition analytique simple (principalement a
cause de la nature uniforme de M,y,mq (€2, ) sur Q). A U'inverse (ce qui 'avantage énormément), Dymq (£2, )
est plus appréhendable. Ecrivons la densité ;1 comme une exponentielle

p(z) = e @ vr e RY
Proposition 5.1.2. Si ¢ € C}(Q) et s’il existe a > 0 telle que

Ve (@)l

z:pu(x)—0 gO(J?)a N

alors il existe k pour lequel p = e~ % € ﬁmma (Q, k).

Illustration sur des exemples typiques

Nous présentons ici un modéle pour lequel nous sommes capable d’exhiber des bornes supérieures et infé-
rieures explicites. Nous ferons ensuite une étude numérique pour illustrer I'importance de I’hypothése de
queue et on finira par une comparaison entre la régle des plus proches voisins standard et celle pour laquelle
le nombre de voisins k,, dépend de la position .

Quelques vitesses explicites Nous analysons ici I'influence de la fonction 1 dans Pr 4, ainsi que celle
du paramétre de marge sur la vitesse de convergence au travers de différents modeéles. Soient Z une variable
aléatoire positive et a, b deux réels; X est alors donné par

X=eZ4+Yb+ (1-Y)aq, (5.8)

ou € est une variable valant plus ou moins 1 indépendante de Z, Y est le label de I'observation de loi
de Bernoulli B(1/2) indépendante de € et de Z. La table 5.1 illustre les vitesses obtenues pour différentes
situations.

pB3Fatd)+2+d

Loi de Z queue Marge kp ~ nP Borne supérieure
Gauss (e) o< elog(1/e)™ /271 a=1 B=2/(4+d) n~ 2/ d) 1og(n)F)
Laplace P(e) x € a=1 B=2/(4+d) n—2/(4+d)
‘ Gamma H P(e) o elog(1/e)k—1 ‘ a=1 ‘ B=2/(4+d) ‘ n~2/(44d) Jog(n)P k) ‘
‘ Cauchy H P(e) ox /€ ‘ a=1 ‘ B=1/(3+d) ‘ n—2/(G+d) ‘
‘ Power-Pareto H () o P/ PH) ‘ a=1Ap ‘ B=—2th ‘ nFETa e ‘

TABLE 5.1 — Vitesses de convergence.
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FIGURE 5.1 — Exemples de vitesses empiriques observées et bornes supérieures théoriques données par (5.7)
pour diverses valeurs de g.

Une étude numérique pour des queues polynomiales Afin d’illustrer les Equations (5.6) et (5.7),
on considére des lois & queues polynomiales

Px(u(X) <€) =(e) ~ € lorsque € — 0T,

pour un certain g > 0. Dans ce cas la borne supérieure du classifieur du plus proche voisin est donnée par

(1ta)
2+d

R(D,) — R(®*) <n 75"

La borne inférieure dérivée de I’équation est

(A4a)
2+d

inf sup [R(®,,) — R(®")] Zn "9
Pn ]P(X,Y)e]:L,an’P’T,wmmrnma(Qaﬁ)

On remarque que la vitesse de classification est fortement détériorée lorsque g est petit. Inversement, si les
queues sont trés fines, la vitesse obtenue peut étre aussi proche que l'on veut de n~!. Nous illustrons ce
phénomeéne & 'aide d’une famille de loi Py, pour laquelle le paramétre g > 0 influence la taille de la queue.
On définit maintenant la fonction de répartition de Z par

VE>0 Fyt)=1-— ——

Alors, le classifieur de Bayes est donné par
O*(X) = L{x>(a+b)/2}-

Dans cet exemple, la marge a est égale a 1 et n est L-Lipschitz. Prenons k, = an/ | + 1. La Figure
5.1 représente les excés de risques obtenus par le classifieur des plus proches voisins et les dégradations
successives de la convergence lorsque g décroit vers 0 (& gauche, nous présentons la performance empirique
de la régle et a droite la borne supérieure théorique donnée dans le Théoréme 5.1.5 ). Ces expérimentations
numériques sont en accord avec le résultat théorique du Théoréme 5.1.7 .

Comparaison entre la méthode standard des plus proches voisins et celle spatialisée Nous
comparons numériquement les résultats obtenus par la méthode standard (décrite dans le Théoréme 5.1.5)
et celle spatialisée (décrite dans la Section 5.1.4 et dans le Théoréme 5.1.6). Les résultats obtenus (présentés
dans la Table 5.2) montrent que la version spatialisée est toujours plus efficace. Cette observation numérique
est en adéquation avec les résultats théoriques (Théorémes 5.1.5 et 5.1.6).
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Loi de Z n = 100 n = 500 n = 1000
Gauss, a=1,0 =2 19.26 | 1815 | 6% | 1645 | 13.95 | 15% | 1645 | 125 | 22%

Cauchy,a=3,7=75 | 262 | 1.92 [ 26% | 141 | 1.2; | 14% | 0905 | 0.8.05 | 6%

[ Cauchy,a=3,7y=11] 443 [ 365 [18% | 315 | 225 [28% [ 232 [ 145 [ 37% |
[ Power,a=3,7y=1 [ 383 [ 33 [20% | 27, | 21, [22% [ 1.9, [ 1.55 | 19% |
[Power,a=4,v=2 | 25 [ 17, [13% | 125 | 104 [16% [ 0.74 | 0.61 [ 14% |

TABLE 5.2 — Excés de risque moyen multiplié par 100 (Gauche : algorithme standard ; Milieu : algorithme
spatialisé ; Droite : pourcentage d’amélioration).

5.2 Estimation de l'intensité de Processus non homogénes de Pois-
sons & partir de trajectoires shiftées

Dans cette Section, nous présentons un bref résumé des résultats obtenus avec Jérémie Bigot, Sébastien
Gadat et Clément Marteau. Pour plus de détails et pour les preuves des résultats, nous invitons le lecteur
a lire larticle correspondant [34].

5.2.1 Introduction

Les processus de Poisson ont été intensivement étudiés d’un point de vue de la statistique mathématique

durant les derniéres décennies. De tels processus sont bien adaptés pour modéliser de nombreux phénoménes.

En particulier, ils sont utilisés en géndmie, en biologie et en imagerie. Dans la littérature, I’estimation de

I'intensité d’un processus de Poisson non-homogéne est devenue & la mode. Par exemple, le probléme de

lestimation de l'intensité a partir d’une unique trajectoire a été étudié a I’aide de méthodes de sélections

de modeles par [211], a l'aide de méthodes de sueillage par [89, 154, 212, 252, 154, 11, 24]. En imagerie

les processus de Poisson modélisent parfois le bruit, ainsi le probléme de débruitage de bruit poissonnien a

été considéré par [91, 253|. Trouver des estimateur optimaux de 'intensité poissonnienne a été considéré en

utilisant le point de vu minimax dans [66, 211, 212, 252] ou en utilisant la méthode de Stein dans [200]. Dans
tous ces travaux, I'intensité A du processus observé est de la forme A(t) = k\(¢) ou la fonction a estimer
est l'intensité d’échelle A\g et x est un réel strictement positif, représentant un temps d’observation que ’on
laisse s’échapper a 'infini afin d’étudier les propriétés asymptotiques. Dans ce travail, le cadre est 1égérement
différent. Dans beaucoup d’applications, les données peuvent étre modélisées par des processus de Poisson
indépendants dont les intensités (celles ci peuvent différer d’un processus a l'autre) sont in-homogénes. Bien
que non homogeéne les intensités ont néanmoins une forme similaire. Le modéle le plus simple décrivant de tels

phénomeénes est le suivant : on suppose que les intensités Aq,. .., A, des processus de Poissons N1, ..., N"

sont des versions shiftées aléatoirement A\;(-) = A(- — 7;) d’une intensité commune inconnue A, les variables

T1,...,Ty sont ici 1.i.d. Ainsi la densité & estimer \ est la méme (& une translation aléatoire prés) pour tous

les processus observés. Ce genre de modéle se retrouve en biologie dans certaines études de ’ADN, nous

renvoyons & 'introduction de Particle [34] pour plus de détails sur le modéle biologique correspondant ainsi

qu’aux travaux [180, 79, 251].

Décrivons maintenant plus précisément notre modéle.

— Soit 71,..., T, des variables i.i.d. de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur R) commune g
connue.

— Soit A : [0,1] — R4 une application & valeurs réelles (si nécessaire, on supposera que A est étendue hors
de l'intervalle [0, 1] en la supposant 1-périodique).

— On suppose que conditionnellement & 71,...,7,, les processus ponctuels N', ..., N sont des processus
de Poisson sur l'espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), d¢) d’intensités respectives X;(t) = A(t — ;) pour ¢ € [0, 1],
dt désigne ici la mesure de Lebesgue.

— Ainsi, conditionnellement & 7;, N* est un ensemble mesurable de points dans [0, 1], on note alors dN; =
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dN'(t) la mesure aléatoire discréte Y. yi 07 (t) pour ¢ € [0, 1], ot &7 est la mesure de Dirac au point 7.

Pour plus de détails sur les processus de Poisson non-homogéne, on renvoie a [145]. L’objectif de ce travail
est d’étudier I'estimation de A d’un point de vu minimax lorsque le nombre n de processus observés tend
vers l'infini. Comme A est 1-périodique, on peut supposer que les shifts aléatoires 7; sont définis modulo 1,
et par suite, sans perte de généralités, on suppose aussi que g a son support inclus dans 'intervalle [0, 1].
Notre résultat principal est qu’estimer A\ correspond a un probléme de déconvolution ou la densité g des
shifts aléatoires 71, ..., 7T, est un opérateur de convolution qui doit étre inversé. Ainsi, estimer A, fait parti
des problémes inverses poissoniens. La présence des shifts aléatoires complique notoirement la construction
des bornes minimax supérieures et inférieures. En particulier, pour obtenir une borne inférieure les méthodes
classique (comme par exemple celle du cube d’Assouad [193]) doivent étre finement adaptées afin de prendre
en compte leffet des shifts. La borne supérieure est obtenue a ’aide des ondelettes de Meyer qui sont bien
adaptées pour traiter des problémes de déconvolution [141].
La suite du travail est organisée de la fagon suivante. Dans la Section 5.2.2, nous décrivons les liens entre
Iestimation de X et les approches standard des problémes de déconvolutions. On présentera alors la construc-
tion d’un estimateur linéaire non adaptatif de 'intensité A. La Section 5.2.3 regroupe les résultats de bornes
inférieure minimax sur des boules de Besov. Nous construisons ensuite un estimateur adaptatif dans la Sec-
tion 5.2.4. Dans la Section 5.2.5, nous illustrons les performances de nos estimateurs a l'aide de simulations
numériques.

5.2.2 Un probléme de déconvolution
Transformation de Fourier des données

Pour chaque processus ponctuel observé, la présence de shift aléatoire complique I'estimation de l'intensité
A. En effet, pour tout i € {1,...,n} et tout f € L3 ([0,1]) on a

E [/Olf(t)dNﬂn] = /01 FOONE — T;)dt, (5.9)

évidemment E[.|7;] est 'espérance conditionnelle par rapport a la variable ;. Par suite

1 . 1 1
B[ fmavi= [ 1) [ xe=namara = [ o0«

On remarque donc que l'intensité moyenne des processus shiftés aléatoirement est la convolution A x g de
A et de la densité des shifts g. Cette remarque permet de faire une analogie avec le probléme classique de
déconvolution dont on sait que c’est un probléme inverse. Cette analogie est renforcée, lorsqu’on procéde a
la transformée de Fourier de nos observations.

Soit (e¢)sez la base de Fourier complexe sur [0, 1] i.e. e,(t) = 2™ pour tout £ € Z et t € [0, 1]. Pour £ € Z,
considérons

6 = /O AE)es(t)dt et o = /0 o(B)ea(t)dt.

Ce sont les coefficients de Fourier de I'intensité A et de la densité g. Alors pour £ € Z, on définit y, par

I~ [t ,
Yp 1= o E / eg(t)dNZ. (5.10)
i=1 70

Appliquons ’Equation (5.9) avec f = ey, on obtient alors

1 (1 RN
E[ye|t1,..., 70 = - Z/o er(OA(t —7;)dt = - Z e 12T, — 3,0,
i=1 i=1

ou

- 1 & 2T
=S T ez, 5.11
Je= ) ¢ € (5.11)

i=1
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Ainsi, I'estimation de I'intensité A € L2 ([0, 1]), peut-étre vue comme lestimation des coefficients de Fourier
(0¢)ecz de A & partir de la suite

Yo = Yebe + Eoom, (5.12)
ot les variables aléatoires & ,, sont centrées, définies par

1

LT /! ;
Eop = - E {/ ee(t)dNy — | eg(t)\(t —7;)dt| pour tout £ € Z.
i=1 L0

0

Le modéle (5.12) est trés proche du modéle standard des problémes inverses linéaires. En effet, en utilisant
la décomposition en valeurs singuliéres de 1'opérateur considéré, le modéle standard d’un probléme inverse
mal posé est (nous renvoyons pour plus de détails & [65] et & sa bibliographie)

co = Yl + 20, (5.13)

ou les 7, sont les valeurs propres d’un opérateur linéaire connu et z, est un bruit additif. Le probléme dans
le modele (5.13) est de retrouver les coefficients 6, a partir des observations ¢,. Une famille d’estimateur
pour le modele (5.13) peut s’écrire sous la forme

O =6,
e
ol § = (d¢)¢ez est une suite de réels de [0, 1] appelée filtre (voir [65] pour plus de détails).
Finalement I’Equation (5.12) peut étre vue comme un probléme inverse linéaire avec un bruit poissonnien
pour lequel 'opérateur aléatoire a inverser a pour valeurs propres les 4, (définies par 'Equation (5.11)) qui
sont des variables aléatoires non observées. Néanmoins, comme la densité g des shifts est supposée connue
et comme Ej, = 7, avec 4y = ¢ pour n suflisamment grand (sera évidemment précisé un peu plus tard),
une estimation des coefficients de Fourier de f est possible & ’aide d’une étape de déconvolution de la forme

b, = 6,2 (5.14)
Ye

ot 6 = (8¢)eez est un filtre & choisir judicieusement.
Dans toute la suite, nous ferons I’hypothése suivante sur g.

Hypothése 5.2.1. Les coeflicients de Fourier de g décroissent & une vitesse polynomiale i.e. il existe v > 0
et deux constantes (pouvant dépendre de v) C' > C’ > 0 pour lesquelles on a C'[¢|7" < |y¢| < C|¢|~" pour
tout ¢ € Z.

Un premier estimateur linéaire par seuillage spectral

Cette partie permet d’accentuer le lien qui existe entre notre modéle et un probléme de déconvolution. Etant
donné un filtre (d¢)¢cz et grace a 'Equation (5.14), on peut considérer un estimateur linéaire de A défini par

As(t) = " Orec(t) =D 80y, tyeen(t), t € [0, 1]. (5.15)

LEZ LeZ

Son risque quadratique dans le domaine de Fourier est
R(\s,A) :=E <Z 10, — 94|2> .
€7

La proposition qui suit illustre de quelle maniére la qualité (en terme de risque quadratique) de l'estimateur
As est liée au choix du filtre 4.
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Proposition 5.2.1. Pour tout filtre §, le risque de N se décompose de la maniére suivante

. 52 i _
R(AU)=Zl9el2(5e—1)2+2flwl 2IIAlllJng"I9el2(lwl -1). (5.16)

LeZ LEL LEL
ot [|\[1 = [y A(t)dt.

Remarquons ici que le risque quadratique de n’importe quel estimateur linéaire dans le modéle (5.12) est
composé de trois termes. Les deux premiers termes de la décomposition (5.16) du risque correspondent aux
termes classiques de biais et de variance. Le troisiéme terme correspond & l’erreur commise lorsque 'on
procede a U'inversion de 'opérateur en utilisant non pas les vraies valeurs propres non observées (7;);cz mais
(M)iez-

Introduisons maintenant I’ensemble des fonctions sur lequel les vitesses minimax seront atteintes. Il s’agit
de boules dans des espaces de Sobolev, considérons donc pour un parameétre de régularité s > 0 1’espace

H,(A) = {/\ e L2 ([0, 1});2(1 + €]2%)|0¢)*> < A et A(t) > 0 pour tout t € [0, 1]},
LeZ

ou 95 = fOI 6_2i€7rt)\(t)dt.
On ne considére dans la suite que des filtres de projections, pour M € N, on définit 6 = (00) ez =
(]J {WSM})ZeZ' La Proposition 5.2.1, implique

“ 1 _ _
ROV N = D10+ = 37 (el A + 10 (Jel 7 = 1)) (5.17)
L>M [e]<M

Il reste donc & choisir correctement le parameétre de seuillage M. Ce choix permettra d’obtenir le compor-
S eM
tement asymptotique du risque de A" (défini par I’ Equation (5.15)).

Proposition 5.2.2. [Bigot, Gadat, Klein, Marteau [34]] Supposons que f appartienne & Hg(A) pour un
s> 1/2 et un A > 0, et que g vérifie Uhypothése (5.2.1). Si M = M, est le plus grand entier vérifiant

1
M, < nz+2v+1 alors lorsque n — 400 on a

sup R(S\‘SM,)\) =0 (n_2‘s+2275v+1) .
NEH, (A)

Cette proposition montre que sous ’hypothése 5.2.1, le risque quadratique R(S\‘SM,/\) a une décroissance
polynomiale. La vitesse de convergence se détériore lorsque le probléme devient de plus en mal posé (i.e.
lorsque v augmente). Un tel comportement est classique pour les problémes de déconvolution (voir par
exemple [193, 141]).

Quoi qu’il en soit le choix de M = M,, dans la Proposition 5.2.2 dépend a priori de la régularité s de
Iintensité A et malheureusement cette régularité est inconnue. L’estimateur de seuillage proposé est donc
non adaptatif et par suite il est d’un intérét limité pour les appliquations. La borne de la Proposition 5.2.2
n’est valable que pour des fonctions réguliéres puisque les boules des espaces de Sobolev ne sont pas bien
appropriées pour modéliser des intensités A qui auraient des singularités. On retrouve ici les limites classiques
des techniques de ’analyse de Fourier pour les problémes de déconvolution, elle n’est pas bien adaptée pour
estimer par exemple des intensités qui auraient des pics. Afin d’obtenir des estimateurs qui soient & la fois
adaptatifs et qui permettent de traiter le cas de fonctions non réguliéres nous proposons dans la Section
5.2.4 de construire un estimateur en utilisant une décomposition en ondelettes non linéaires. Nous serons
alors capable de donner des majorations du risque quadratique de cet estimateur sur des boules de Besov.

5.2.3 Borne inférieure pour le risque minimax sur des boules de Besov

— Soit L% ([0,1]) I'ensemble des fonctions positives de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dt. Le
carré de la norme d’une fonction A de L% ([0,1]) est [|A[|3 = fol IA(t)|?dt.
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— Soit A C L% ([0,1]) une classe de fonctions réguliéres et An € L2 ([0,1]) un estimateur de l'intensité A € A
(i.e. une application mesurable des processus aléatoires N, ¢ = 1,...,n a valeurs dans 'espace L3 ([0, 1])).

— Le risque quadratique d’un estimateur A, est défini par
R(An, A) :=E[ X, — |2

— Le risque minimax est alors
R, (A) = inf sup R(S\n, A),
An AEA
ott I'infimum est pris sur tous les estimateurs possible construits & partir de N',..., N™.
Dans la suite, nous allons donner des bornes supérieures et inférieures pour R, (A) lorsque la classe de
fonctions A est une boule de Besov et nous construirons un estimateur adaptatif qui atteint une vitesse de
convergence minimax (enfin presque a un terme logarithmique preés).

Ondelettes de Meyer et boules de Besov

Soit 1 (resp. ¢) I'ondelette périodique de Meyer mére (resp. 'ondelette d’échelle) sur Pintervalle [0, 1] (voir
par exemple [193, 141] pour une définition précise). On peut alors décomposer une intensité A € Lﬁ_([O, 1])
comime suit

2701 too 291
At = D" cionbior(®) + D D Bixthik(t),
k=0 j=do k=0

ot ¢y () = 200/2p(200t — k), 1), 1.(t) = 20/24)(27t — k), jo > 0 est le niveau de résolution et

1 1
Ciok = /0 (D)o w(t)dt, By = /0 )y 0 (8)dt,

sont les coefficients d’échelles et d’ondelettes de A. Il est bien connu que les espaces de Besov peuvent étre
caractérisés grace aux coefficients d’ondelettes (voir par exemple [179]). Soit s > 0 le paramétre de régularité
et 1 < p,q < oo deux entiers. Supposons que s > 1/p — 1/2. Les boules de Besov B;;;r(A) de rayon A > 0
ne contenant que des fonctions positives sont définies par

Byg(A) = {f e I2([0,1]) :

. 1 . q E
290 1 P +oo0 291 »
; 1_1
Y ejol” |+ Do ZETER L N8P <Aj.
k=0 J=jo k=0

Les sommes sont respectivement remplacées par des maximum si p = oo ou si ¢ = co. Le paramétre s est
fortement relié a la régularité de la fonction f. Remarquons que si p = ¢ = 2 et si s n’est pas un entier les
boules de Besov sont équivalentes aux boules de Sobolev. Lorsque 1 < p < 2, I'espace B;:;‘ (A) contient des
fonctions qui possédent des irrégularités locales.

Une borne inférieure pour le risque minimax

Nous commencons par énoncer un résultat donnant une minoration du risque minimax pour la reconstruction
dans l'espace Bj:+(A).

Théoréme 5.2.1. [Bigot, Gadat, Klein, Marteau [34]] Supposons que g satisfasse I’hypotheése 5.2.1. Soit
1 <p<oo,1<qg<oo, A>0 et supposons que s > 2v + 1. Alors, il existe une constante Cy > 0
(indépendante de n) telle que pour n suffisamment grand

Rn(Bii(A)) =inf  sup R(Xm)\)zcon—ﬁ7
’ An XeBpd(4)
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ot Vinfimmum est pris sur Uensemble de tous les estimateurs A, € L% ([0,1]) de lintensité X (i.e ’ensemble
des applications mesurables des processus N*, i =1,...,n a valeurs dans L3 ([0,1])).

Ainsi le Théoréme 5.2.1 montre que sous hypothése 5.2.1 le risque minimax R, (BgF(A)) est minorée

par la suite n~ 772077, Cette suite décroit vers 0 & une vitesse polynomiale et elle est détériorée lorsque
v croit (c’est-a-dire lorsque le probléme devient de plus en plus mal posé). Comme dit précédemment ce
phénomeéne est bien connu pour les problémes standard de déconvolution (voir [193, 141] ). Remarquons
que notre condition s > 2v + 1 force une régularité minimale et exclus de notre étude le cas dit creux (voir
[124] pour plus de détails). La preuve (le lecteur trés motivé pourra la trouver dans l'article [34]) repose
d’une part sur une formule de Girsanov pour les processus de Poisson qui requiert une régularité minimale
(ce qui explique la condition s > 2v + 1) et d’autre part sur une utilisation non standard des techniques
dites du cube d’Assouad (voir par exemple [193]).

5.2.4 Estimation adaptative dans les espaces de Besov

Nous allons maintenant construire un estimateur qui s’adapte automatiquement & la régularité inconnue s
en utilisant les ondelettes de Meyer.

Une étape de déconvolution pour estimer les coefficients d’échelles et d’ondelettes

Les ondelettes de Meyer ont la propriété remarquable de rester dans des bandes dans le domaine de Fourier,
ce qui leurs permettent d’étre extrémement bien adaptées aux problémes de déconvolutions. Plus précisément
chaque ¢, et v, sont & supports compacts dans la famille de Fourier dans le sens ou

Bjok = D ce(bjon)e, Uik = Y co(tyr)er,
LeDj, LeQ;

avec . )
ce(Pjo.k) = / e PG o (B)dt, co(tjn) = / e Ay (),
0 0
et ot Dj, et 2; sont des sous-ensembles finis d’entiers tel qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de
j pour laquelle #D;, < C200, #Q,; < C27 et
Q; C [~272 ¢, —29 o] U [27 ¢, 272y (5.18)

avec ¢g = 27m/3. Alors le théoréme de Dirichlet assure que les coefficients d’échelles et d’ondelettes de A
vérifient

Gok = Y co(@jor)le, Bik =D ce(tjn)s- (5.19)

LeDj, e

A partir de 13, on peut injecter Pestimateur 6, = ’y[lyg de chaque 8, (voir Equation (5.12)) dans (5.19) et
construire ainsi des estimateurs des coefficients d’échelles et d’ondelettes en définissant

Cjo k = Z co(jon)0e et B = Z ce(¥;.)00. (5.20)
€9y, ey
Estimation par seuillage dur

On propose d’utiliser un estimateur non linéaire obtenu par seuillage dur. On le définit comme suit

2do(n) _1 ji(n) 29-1

A= D CGokbiokt D D Biklys sy Yike (5.21)

k=0 j=jo(n) k=0
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Dans la formule définissant notre estimateur, §;(n) est un seuil aléatoire de coupure possible qui dépend de
la résolution j. Les entiers jo = jo(n) et j1 = j1(n) désignent quant a eux la résolution la plus grossiére et
la résolution la plus finie. On choisira un peu plus tard la facon dont on les fera dépendre de n.

Nous introduisons maintenant des notations utiles pour la suite, pour tout j € N, on définit

of =277 )l et ;=272 el (5.22)
£eQy €9
et pour tout v > 0,
- 1 & 4vlogn 2vlogn 572 (logn)?
K, =— K; K+ ———, 5.23
n(7) n; 3 | T ; + s (5.23)
ou K; = fol dN} est le nombre (aléatoire) de points du processus de comptage N pour i =1,...,n.

On introduit aussi la classe des fonctions d’intensités bornées.
Ao = {A € L%([0,1]); |Aloc < +00 et A(t) > 0 pour tout ¢ € [0,1]},

ol [|Alloc = supyepo 1 {A(E)[}

Théoréme 5.2.2. [Bigot, Gadat, Klein, Marteau [34]] Supposons que hypothése 5.2.1 est satisfaite par g.
Soit 1 <p<oo,1<qg<ooetA>0.Soitp =min(2,p) et supposons que s > 1/p" et (s+1/2—1/p")p >
v(2 — p). Soit § > 0 et supposons que l’estimateur non-linéaire A\ (5.21) est construit avec pour niveau de
coupure aléatoire

R 2vlogn ~ vlogn . .
$j(n) = 4(\/%2'n (H9||ooKn(7) + 5) t 3, @) pour Jo(n) <j <ji(n), (5.24)
avec v > 2, et o O'j2- et €; sont définis par ’Equation (5.22). Soit jo(n) le plus grand entier pour lequel

) ) 1
270(n) < logn et j; (n) le plus grand entier pour lequel 271(n) < (L) 2t Alors, lorsque n — +o00,

logn

2s
. 1 PrEm sy
sup R\ N =0 ( ogn) .
AEBS T (A) N Aso n

p,q

Le Théoréme 5.2.2 montre que sous I’hypothése 5.2.1 le risque quadratique de I'estimateur non linéaire 5\2
décroit & une vitesse polynomiale en n, une fois de plus cette vitesse est détériorée lorsque v augmente (le
lien entre lestimation de 'intensité de processus de Poisson et 'analyse des problémes inverses persiste).
Contrairement a 'estimateur lindaire Ao (dont on a étudié les propriétés asymptotiques dans la Proposition
5.2.2), Pestimateur non linéaire 5\2 est adaptatif par rapport a la régularité inconnue s. En effet I'estimateur
5\% ne dépend nullement de la valeur de s, les choix des valeurs de seuillages aléatoires §;(n), et de résolution
maximale j; n’en dépendent pas non plus. De plus, ’espace de Besov B;:; (A) peut contenir des fonctions
possédant des irrégularités locales. On n’est donc maintenant en mesure d’estimer des intensités qui ne sont
plus globalement réguliéres.

Dans la Section 5.2.3, nous avions montré que la vitesse n~ T était une borne inférieure pour la dé-
croissance du risque minimax pour une collection importante de boule de Besov. Ainsi notre estimateur non
linéaire construit & partir d’ondelettes est optimal & un facteur logarithmique prés. Ce terme logarithmique
n’est pas étonnant, il est classiquement présent lorsque ’on fait du débruitage & I’aide d’ondelettes. Il corres-
pond au prix a payer pour obtenir par cette méthode des estimateurs adaptatifs. Il est possible d’améliorer
un peu notre estimateur en utilisant une méthode de du seuillage par blocs utilisée par [71].

Nous avons restreint notre étude a la situation ot (s +1/2 —1/p')p > v(2 —p) et s > 1/p, cette situation
est communément appelée le cas dense dans la littérature. Il serait également possible d’obtenir des bornes
supérieures pour les autres cas. Cependant, comme la borne inférieure établie dans la Section 5.2.3 ne serait
alors plus valide, nous avons décidé de ne pas considérer le cas sparse.
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(a)
(b) (c)
(d) (e)
FIGURE 5.2 — Intensité et données . Premiére ligne : (a) I'intensité inconnue A. seconde et troisiéme lignes : 4

réalisations indépendantes des processus de Poisson N shiftés aléatoirement \;(:) = A\(- — 1), i = 1,2,3,4
sous la forme de vecteurs de comptage de longueur T' = 256 (b) y1, (c) y2, (d) ys, (€) ya.

5.2.5 Simulations numériques

Nous présentons dans cette partie des simulations numériques illustrant les performances de I’estimateur
non-linéaire. Nous avons utilisé pour ce faire les toolbox Wavelab [56] et WaveD algorithm développées par
[206] pour une déconvolution rapide a l'aide des ondelettes de Meyer.

— Nous avons pris pour intensité inconnue A la fonction test présentée dans la Figure 5.2 (a). Nous avons
ensuite simulé des shifts aléatoires 71,...,7, de lois de Laplace de densité g(t) = iexp(—%) pour
1t = 0.03. Pour un shift fixé, nous simulons ensuite une réalisation du processus ponctuel de Poisson N*
d’intensité \;(-) = A(- — 7;). Pour cela nous procédons comme suit :

— On commence par subdiviser I'intervalle d’observation [0, 1] en T intervalles de longueurs égales, I,
[m/T,(m+1)/T[, pour m =0,...,T —1 avec T = 256.

— On simule sur chaque sous intervalle I,, un processus de Poisson indépendant d’intensité \;(m/T) =
AX(m/T — 7;), pour m =0,...,T — 1 (une procédure similaire a été proposé dans [24]).

En un sens, pour chaque intensité shiftée X\;(-) = A(- — 7;), les données sont sous la forme d’un vecteur

de comptage y; € RJTr de longueur 7" = 256 auquel on peut appliquer 'algorithme WaveD développé par

[206].

— Nous avons présenté dans Les Figures 5.2 (b,c,d,e) quatre réalisations indépendantes de tels processus
pour se faire une idée des données que nous traitons.



5.2.

ESTIMATION DE L’INTENSITE DE PROCESSUS NON HOMOGENES DE POISSONS 129

(a) n = 100, ¥n (b) n = 100, A"

(¢) n =1000, ¥y,

(e) n = 10000, ¥, (f) n = 10000, Al
FIGURE 5.3 — Comparaison entre deux estimateurs de la densité inconnue A (la courbe en pointillée) pour

trois tailles d’échantillons. Premiére ligne : n = 100. Seconde ligne : n» = 1000. Troisiéme ligne : n = 10000.
Premiere colonne : résultats obtenus par moyennisation des données y,. Seconde colonne : résultats obtenus

en utilisant I’estimateur non-linéaire A".

Dans la figure 5.3(a,c,e), nous présentons pour trois tailles d’échantillons (n = 100, n = 1000 et n = 10000),
ce qui se passe lorsque 'on se contente de simplement moyenniser les données brutalement. Cela revient a
considérer y,, = % Z?:l y; comme estimateur de l'intensité inconnue A. Il est assez clair que cette méthode
ne conduit pas & un estimateur consistant. En effet la moyennisation conduit & ’estimation de A x g et non
a celle de A comme nous 'avions expliqué dans la Section 5.2.2. Dans la Figure 5.3(b,d,f), nous présentons
pour trois valeurs de tailles d’échantillons (n = 100, n = 1000 et n = 10000), les résultats obtenus lorsque
I'on utilise I'estimateur non-linéaire 5\2 défini par ’'Equation (5.21). Les résultats sont satisfaisants et en

tout cas bien meilleurs que ceux obtenus par simple moyennisation des données.

5.2.6 Discussion

Dans ce travail, nous avons considéré le probléme de l'estimation adaptative d’une intensité inhomogéne
a partir de 'observation de n processus de Poisson indépendants ayant une intensité commune A qui est
aléatoirement shiftée. Nous avons établi un paralléle entre ce modéle et un probléme inverse dans lequel
la densité g des shifts aléatoires joue le role d’un opérateur de convolution. Nos résultats reposent sur
Ihypothése que la fonction g est connue. C’est malheureusement un fait bien connu (voir par exemple [177])
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que, dans les problémes classiques de déconvolution, si le noyau de convolution g est inconnu, il n’est pas
possible, aprés une étape de régularisation, d’obtenir des vitesses de convergence convenable.

Au lieu de supposer g connu, on pourrait s’amuser a construire des estimateurs des shifts non observeés
T1,...,Tyn puis de moyenniser les processus observés apreés les avoir recalés en utilisant les estimateurs des
shifts. Ainsi, de nombreuses stratégies ont été proposées afin de calculer des estimateurs 71, ..., 7, des shifts
non observés T1,...,T, (voir par exemple [226, 225, 254]). Un estimateur de l'intensité A peut étre alors
calculé en alignant et moyennant les processus observés. Plus précisément, si 5\1() est un estimateur des
intensités shiftés A\(- — 7;), obtenu par une procédure de régularisation appliquée au processus N°¢, alors un
estimateur de A est (& 'aide d’une étape d’alignement) défini par

An(t) =

3=

> Xt +7), teo,1].
i=1

Néanmoins, comme le montre le Théoréme 5.2.3 et le Théoréme 5.2.4, une estimation de A & partir d’une
étape d’alignement conduit a des estimateurs non consistants. En effet, un premier résultat obtenu sous
des hypothéses relativement faible sur A et g assure qu’il n’est pas possible de construire des estimateurs

consistant des shifts aléatoires 71,..., 7T, dans le sens ou
lim inf E 1271:( ] #0
i | D (i

pour tout estimateur (71,...,7,) € [0,1]™.

Théoréme 5.2.3. [Bigot, Gadat, Klein, Marteau [34]] Si X € L?([0,1]) est continiment différentiable et
vérifie
Ao := inf {A(¢)} > 0.
0= dnf O}

Si la densité g des shifts aléatoires est a support compact [Tuin, Tmax] C [0, 1] et vérifie
lim, .. g(7) =lim,,,_ . g(7) =0. Sig est absolument continue et est telle que

/01 (57 10’?"9(7))29(7)dr < +oo.

Alors, si (71,...,71) € [0,1] sont des estimateurs des shifts aléatoires (T1,...,Tyn), 00 a

1
i — Ti)2> > 1 D) 1 P}
i=1 fo |%)‘<t)’ dt+fo (c‘% 1089(7)) g(T)dr

L’inégalité (5.25) montre qu’il n’est pas possible de construire des estimateurs consistants des shifts aléatoires
T1,...,Tn. Cerésultat de non consistance sur 'estimation des shifts implique qu’une estimation consistante
de A a l’aide d’une étape d’alignement n’est pas possible. En effet, considérons le cas d’un lissage idéal des
données avec \;(t) = A(t — 7;), t € [0,1] ce qui conduirait & I'estimateur idéal

> 0. (5.25)

n

_ 1 .
An(t) =~ Z Nt —7i+7%), t€0,1],
i=1
ot (71,...,7,) € [0,1]" sont des estimateurs calculés a partir des données N1, ...,N". Alors, on montre que

An nest pas consistant pour estimer A .

Théoréme 5.2.4. [Bigot, Gadat, Klein, Marteau [34]] On se place sous les hypothéses du Théoréme 5.2.5.
On suppose de plus que X € L3 ([0,1]) est telle que

1
6, = / A(t)e~ 2™ dt £ 0.
0
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Soit (71,...,7n) € [0,1]" des estimateurs des shifts (T1,...,Ty) vérifiant les contraintes > 7 = 0 et
Tmin < T3 < Tmax pour tout © = 1,... n. Supposons que la densité g soit de moyenne nulle et de variance
finie i.e. fol Tg(T)dr =0 et fol 72g(7)dT < +00. Supposons qu’il existe 0 < § < 3 tel que Tmax — Tmin :=
et considérons 'estimateur idéal

4’

n

Z)\(t—Ti—‘rﬁ‘), t e [0,1].

i=1

Anlt) =

Alors,

) 2
liminf]E< 1|5\n(t) —A(t)|2dt> > ( - . 5™ (f’_é) 21 . > > 0. (5.26)
n—+oo 0 Jo ‘%)\(t)’ dt+ [, (%logg(ﬂ) g(T)dr

Dans le Théoréme 5.2.4, nous avons contraint les estimateurs des shifts aléatoires de vérifier > - ;7 = 0
et la densité g a avoir une moyenne 0. Ces hypothéses supplémentaires sont nécessaires lorsque 'on utilise
une procédure d’alignement. En effet, sans ces contraintes, notre modéle ne serait pas identifiable puisque
pour tout 7 € R on pourrait remplacer la densité inconnue A(-) par A(-) = A(- — 7) et les shifts aléatoires
par 7, = T; — 7, tout en conservant le méme modele. Sous de telles hypothéses I'inégalité (5.26) montre que

lim inf E (/01 A (t) — )\(t)|2dt> £0,

n—-+oo

et par suite )\, ne converge pas en moyenne quadratique vers A lorsque n — 4o00. Ainsi les procédures
standard basées sur une étape d’alignement ne fournissent pas d’estimateurs consistants. Dans ce travail,
nous avons proposé une autre approche. Notre méthode est basée sur une étape de déconvolution, elle fournit
un estimateur consistant et adaptatif qui converge & une vitesse quasi-optimale pour le risque minimax.
Evidemment, on aurait pu envisager de s’engager sur d’autres pistes par exemple en s’inspirant de [42] qui
propose une approche bayésienne dans un modéle gaussien.
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Chapitre 6

Analyse de sensibilité et quantification
des incertitudes

Ce chapitre est la conséquence de collaborations fructueuses (toutes plus ou moins initiées par Fabrice
Gamboa) avec de nombreux collaborateurs. Chronologiquement (mais ce n’est pas ordre de ce chapitre),
I’histoire commence par le co-encadrement avec Jean-Claude Fort de la thése de Nabil Rachdi. Dans cette
thése, nous avons tenté de proposer un cadre statistique rigoureux pour ’étude de situations (provenant
du monde industriel) dans lesquelles cohabitent des données provenant de différentes sources (par exemple
des données expérimentales et des données simulées). L’histoire se poursuit d’une part par ’ANR Costa
brava durant laquelle nous avons étudié les premiéres propriétés asymptotiques des indices de Sobol. Ces
études ont été réalisées en collaboration avec Jean-Claude Fort, Fabrice Gamboa, Alexandre Janon, Agnés
Lagnoux, Béatrice Laurent, Maélle Nodet et Clémentine Prieur. D’autre part, par ’encadrement de la thése
de Vincent Moutoussamy. La thése de Vincent se consacrait a 1’étude de codes numériques dont la sortie
était monotone coordonnées par coordonnées. Nous nous sommes alors intéressés a ’estimation de quantiles
et de probabilités de seuils. J’ai délibérément choisi de ne pas parler des travaux issus directement des théses
de Nabil et Vincent ([204, 205, 49]). Le détail ainsi que les preuves de tous les résultats annoncés dans les
pages qui suivent se trouvent dans les articles [101, 102, 107, 108, 109, 110, 136].

6.1 La problématique de la quantification des incertitudes

Dans de nombreux problémes provenant du monde industriel la quantité d’intérét, que ’on notera pour
linstant y (puis Y quand elle deviendra aléatoire), est I'image par une application déterministe f d’un
certain nombre de variables d’entrée x1,...,2,. Les variables d’entrée pouvant étre des réels, des vecteurs
ou méme des fonctions. La fonction f bien que déterministe, n’est pas connue, c’est généralement un code
de calcul dit botte noire. En d’autres termes, si I'on donne a notre calculateur un jeu d’entrée z1,..., 2,
ce dernier nous donne une valeur f(z1,...,%,), cependant, on n’a pas un accés direct a la fonction f.
L’objectif révé serait ici de connaitre parfaitement la fonction f. Ce souhait est bien évidemment irréaliste,
surtout que dans de nombreuses applications industrielles I’exécution du code numérique pour obtenir une
seule valeur de y peut prendre plusieurs heures (parfois quelques jours). En plus de 'aspect temporel, un
autre probléme vient se rajouter. Dans les applications, les variables d’entrée sont souvent mal connues (les
ingénieurs parlent de variables incertaines). Elles sont par la suite modélisées par des variables (vecteurs ou
processus) aléatoires. On doit alors faire face & deux problémes : comment gérer la fonction f inconnue et
le cotit élevé de calcul 7 Comment gérer ’aléatoire sur les variables d’entrées ?

Imaginons que nous ayons le droit qu’a une centaine d’appels a notre code numérique, il est naturel d’essayer
de choisir les points d’expériences (un point = (x1,...,p) pour lequel on calcule la valeur f(x1,...,zp)
est appelé point d’expérience) permettant d’obtenir un maximum d’information. On parle alors de plan
d’expérience. Une fois nos points d’expériences choisis, il peut étre judicieux de construire un code approché

133
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moins couteux, on parle de méta-modéle. On peut aussi vouloir essayer de détecter les variables d’entrée
importantes afin de pouvoir concentrer notre étude sur ces variables et de négliger les autres. Les probléma-
tiques de plans d’expériences, de constructions de méta-modeéles et de détections de variables importantes
sont bien évidemment liées. Néanmoins, j’ai focalisé mon attention sur le troisiéme point.

6.2 Détection de variables importantes et indices de Sobol

Notre objectif est d’identifier dans notre modeéle de type boite noire les variables d’entrée les plus impor-

tantes. C’est-a-dire celles qui auront le plus d’influence sur la sortie. Une des approches consiste a considérer

que les variables d’entrée sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est fixée par 'utilisateur en
fonction de Iidée qu'’il a concernant Uincertitude sur les entrées (nous renvoyons a [187] ainsi qu’a [221] et &
leur bibliographie). Ainsi, la sortie du modéle est maintenant une variable aléatoire. Lorsque la sortie est un

scalaire, sa variance peut alors étre décomposée grace a la décomposition dite de Hoeffding [244, 10, 127].

Chaque variance partielle mesure en un certain sens la partie de ’aléa de la sortie due & ’entrée considérée.

En considérant alors le rapport entre cette variance partielle et la variance totale, on obtient une mesure de

Iimportance de chaque variable d’entrée appelée I'indice de Sobol de la variable considérée [230]. Ainsi les

entrées les plus influentes peuvent étre identifiées et rangées en fonction de la valeur des indices de Sobol

correspondants. Une fois, ces indices définis, le probléme de leur estimation reste entier. En pratique, on
cherche & estimer ces indices en utilisant un nombre fini d’évaluations du code numérique([125]). De nom-
breuses approches de type Monte-Carlo ou quasi-Monte-Carlo ont été développées par les ingénieurs (par
exemple la méthode FAST ( Fourier Amplitude Sensitivity Test) [77, 239]). Une maniére trés astucieuse
d’estimer les indices de Sobol est la méthode appelée Pick-Freeze (voir [230, 231]). Cette méthode est trés
puissante car elle est d’une part basée sur un plan d’expérience trés spécifique qui ne dépend absolument
pas du modéle considéré et d’autre part transforme le probléme initial complexe d’estimation statistique

en un simple probléme de régression linéaire. Bien que trés utilisé en pratique (voir par exemple [222]),

cet estimateur n’avait jamais été étudié d’un point de vue mathématique. Ces propriétés de convergence

n’étaient pas connues et il était naturel et méme important pour justifier son utilisation de connaitre son
comportement. Par exemple qu’elle était sa vitesse de convergence (existence d’un théoréme central limite ?

De Berry-Esseen ? Propriétés de concentration ? Optimalité en terme d’efficacité asymptotique). Afin de

comparer plusieurs indices entre eux, il était aussi important d’étre capable d’obtenir une loi limite jointe

pour Pestimation simultanée de plusieurs indices (cela permet d’obtenir des régions de confiance et de mettre
en place une stratégie rigoureuse de tests statistiques). Ce premier travail a été effectué en collaboration

Fabrice Gamboa, Alexandre Janon, Agnés Lagnoux, Maélle Nodet et Clémentine Prieur [136, 109]. Une fois

ce premier travail effectué plusieurs questions restaient en suspens.

e Malgré lefficacité asymptotique de 'estimateur Pick-Freeze, est-il possible de trouver de meilleurs estima-
teurs ? L’optimalité en terme d’efficacité asymptotique est un peu trompeuse car ce type d’optimalité est
lié au plan d’échantillonnage considéré. Nous avons étudié (travail effectué avec Jean-Claude Fort, Agnés
Lagnoux et Béatrice Laurent [101]) un modéle de régression linéaire fonctionnelle. Nous avons proposé a
partir d’un plan d’échantillonnage différent un estimateur des indices de Sobol, étudié ses propriétés (TCL,
efficacité) et avons comparé a Pestimateur Pick-Freeze. Le nouvel estimateur considéré est construit en
tenant compte de la forme spécifique du modéle, si bien que, lorsque la méthode est bien adaptée aux
processus en présences, il est meilleur que ’estimateur Pick-Freeze. Rappelons, que ce dernier ne dépend
pas du modéle, ainsi ses performances sont les mémes quelque soit le modéle.

e Les indices de Sobol n’étaient définis rigoureusement que pour des sorties réelles, il était normal de se
poser la question de comment les généraliser lorsque la sortie du code est un vecteur ou une fonction.
C’est ce que nous avons fait avec Fabrice Gamboa, Alexandre Janon et Agnés Lagnoux [108]. Nous avons
expliqué comment définir des indices de Sobol qui gardent les mémes propriétés que les indices pour les
sorties réelles.

e Il restait alors encore au moins une question fondamentale qui finalement aurait di étre la question de
départ (il semble que peu de personnes se la pose...) les indices de Sobol sont-ils si bien adaptés que cela
pour détecter les variables influentes 7 Les indices de Sobol sont construits a partir d’'une décomposition
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de la variance et par suite ils ne peuvent étre pertinents que pour détecter les variables influentes pour
le comportement moyen de notre modéle mais certainement pas pour d’autres comportement s (par
exemple des comportements extrémes). Avec Jean-Claude Fort et Nabil Rachdi [102], nous avons montré
que I'importance d’une variable dépendait fortement de la quantité a laquelle on s’intéresse et nous avons
proposé une méthodologie permettant de construire un indice en fonction de la quantité d’intérét. Ensuite
avec Fabrice Gamboa et Agnés Lagnoux [110], nous avons proposé un indice qui prenne en compte toute
la distribution de la sortie et pas seulement sa variance. Cet indice est basé sur la distance de Cramér-von
Mises. La bonne surprise de notre approche est qu’il existe encore un estimateur de type Pick-Freeze pour
cet indice et ainsi en terme de colit d’estimation, il n’est pas plus cher de regarder un indice prenant en
compte toute la distribution plutét qu’un indice basé uniquement sur la variance.

Il est maintenant grand temps de définir rigoureusement 1’indice de Sobol.

On note X := (X1,..., X)) les variables d’entrées définies sur un espace de probabilité (€2, F,P) et & valeurs

dans un espace mesurable &/ = Fy x --- x E,, soit f : I — R* une fonction mesurable inconnue (p et k sont

des entiers strictements positifs) et Y la sortie du code

Y = f(X1,....Xp),

on suppose que les variables X1, ..., X, sont indépendantes et que Y est de carré intégrable (i.e. E(||Y|?) <
00). On suppose aussi que la matrice de covariance de Y est définie positive.

Soit u un sous-ensemble de {1,...,p} et ~u sont complémentaire dans {1,...,p}. On note X,, = (X;,7 € u)
et Eu = Hieu Ei~

Grace a I'indépendance des variables d’entrée X3, ..., X, on peut décomposer f de la maniére suivante

f(X) =c+ fu(Xu) + fNu(qu) + fu,Nu(Xu»qu)a (6]—)
ottc €RF, fu: By = R¥ fou: Evy — RF et fy ou: E — R¥ sont données par
c=EY), fu=EY|Xu) —¢, fru=EY|Xu) —¢, furu=Y — fu—fou—c

Comme les termes apparaissant dans la décomposition sont orthogonaux dans L2. On peut calculer de
chaque cotés de (6.1) les matrices de covariances et obtenir

S = Oy + O + Crnr. (6.2)

Ici 3, Cy, Cuy et Cy ~u dénotent respectivement les matrices de covariance de Y, fu(Xu), fou(Xou) et

fu,Nu (Xu> XNu)-
Cette décomposition s’appelle la décomposition de Hoeffding de f [244, 10, 127].
Supposons maintenant que k =1 (i.e. Y € R) et divisons par ¥ = Var(Y') I’égalité (6.2) on obtient alors

Ca | Cow , Curn

1= i“ + 5t
~ Var (E(Y|Xy))  (VarE(Y[X<u)) | Cu~u
'="Var) T vVa) > (6:3)

Définition 6.2.1. Lorsque Y € R, on appelle indice de Sobol (fermé) par rapport aux entrées X,, = (X;,7 €
VarE(y| X))

u), la quantité S" = Var)

Cette quantité représente la proportion de la variance de Y qui est due a ’action des variables X, seules.

6.3 Estimation d’un indice de Sobol et propriétés asymptotiques
de l'estimateur Pick-Freeze lorsque £ =1

6.3.1 Les estimateurs Pick-Freeze

Il est relativement évident qu’en général (et ce méme si on connait la fonction f) le calcul analytique des
indices de Sobol est impossible. Il est donc nécessaire de pouvoir les estimer. Il est aussi important de pouvoir
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estimer conjointement plusieurs indices afin par exemple de pouvoir mettre en place des tests statistiques.
La quantité que l'on désire estimer S™ (ou un vecteur de différents S™) se présente sous forme d’un rapport
dont le dénominateur est une variance que ’on sait bien estimer, le probléme résulte donc dans ’estimation
du numeérateur. A premiére vue la tdche peut sembler lourde car il y a une espérance conditionnelle & estimer.
Heureusement pour nous, il existe une jolie astuce permettant de représenter la variance de ’espérance
conditionnelle comme une covariance [130]. Pour cela, on introduit la variable Pick-Freeze Y, définie de la
maniére suivante : soit X = (Xq,...,X,) et X" = (X{‘, . ,X;j) ou X} = X; si j € uet X} est une copie
indépendante de X; sinon. On note alors

Y* = f(X").
Lemme 6.3.1. Supposons que les variables Y et YX soient de carré intégrable. Alors
Var(E(Y|Xy)) = Cov(Y,Y™).

En particulier,
_ Cov (Y, Y")

5% = Var(Y') (6.4)

Soit (X*),_, , un N-échantillon de X et (X“*) _, . un N-échantillon de X", on pose Y; = f(X") et
Y = f(X%"). Il est alors naturel d’estimer S" par

LSV - (V) (4 TV
LYV - (42

On retrouve cet estimateur dans [130], ot il a été montré son bon comportement en pratique.

Le lecteur attentif aura remarqué que nous disposons ici de deux N —échantillons (non indépendants) mais
de méme lois que Y et que nous ne servons que d’un de ces deux échantillons pour estimer E(Y') et Var(Y).
Il parait intuitif qu’en utilisant la totalité des observations nous devrions obtenir un estimateur plus perfor-
mant. Pour cela nous considérons

S = (6.5)

-~ Lyvye - (Lo [Er]) | .

Vo[ (v )

Cet estimateur concurrent a été introduit dans [182]. Nous allons montrer qu’il est meilleur que Sx au sens
ou il est asymptotiquement efficace.

6.3.2 Propriétés asymptotiques des estimateurs
Consistance et théoréme central limite

Proposition 6.3.1 (Consistance). On a

(SN, TX) Jo (5*,5%). (6.7)

— 00

Proposition 6.3.2 (Janon, Klein, Lagnoux, Nodet, Prieur [136] T.C.L.). Si E(Y?) < co. Alors

VN (SX = 5%) 5 Ni(0.02) (6.8)

et
VN (T - %) 5 Ni(0,0%) (6.9)

— 00
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h L Var((Y —E() [0 () - (0 ~E(1))
’ (Var( )? ’
,  Var ((Y—E(Y))(YX —E(Y) SX/Q( (Y —E(Y))2+ (VX —E(Y))2))
e <Var< ))? |

6.3.3 Efficacité asymptotique
Il est facile de voir que

Proposition 6.3.3. La variance asymptotique de Tx est toujours inférieure & celle de Sx, avec égalité si
et seulement si SX =0 ou SX = 1.

De plus on peut montrer que TJ{,( est asymptotiquement efficace. L’efficacité asymptotique étend la notion
de borne de Cramér-Rao aux modéles semi-paramétriques. Elle permet de définir une notion d’optimalité
pour les estimateurs. Nous renvoyons au Chapitre 25 de [244] pour plus de détails sur cette notion.

Proposition 6.3.4 (Efficacité asymptotique). {Tx }nest asymptotiquement efficace pour estimer SX.

6.3.4 Propriétés non asymptotiques

Comme en pratique n ne vaut jamais +o0, il est raisonnable d’essayer de quantifier ’erreur entre ’estimateur
et I'indice de Sobol lorsque n est fixé. Nous présentons dans cette section deux quantifications 'une a ’aide
d’inégalités de concentration, ’autre par un théoréme de Berry-Esseen.

Inégalités de concentration

Nous présentons ici des inégalités de concentration vérifiées par les estimateurs Pick-Freeze des indices de
Sobol. Pour cela, on introduit la fonction h définie pour z > —1 par h(z) = (1 + z)In(1 + z) — x.

Inégalités de concentration pour l'estimateur SY -, Considérons les variables aléatoires
U =YY — (S8 £y)(Y)? et JiF = (S £ y)Y - V"

et notons VU+ (respectivement V;;, Vf et V;) les moments d’ordre 2 des variables i.i.d. Uf (vesp. U, J;r
et J; ).

Théoréme 6.3.1 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109] T.C.L.). Soientb > 0 ety > 0 et supposons
que les variables Y; et Y;* sont & valeurs dans [—b,b]. Alors

P (Sk.c1 > S& +y) < My +2M; + 2Ms, (6.10)
P (Shcr < S8 —y) < My +2Ms + 2Ms, (6.11)

NVF [ by yV NV b2 b 1%
_ . o J U Yy
M, eXp{ bZ h<v[jr 2 ) Ms=expq— b2, h wiV2 [
NV yV NV, by yVv
Mg_exp{ 5 h( )}, M4:exp{ Uh<U>}a
vV 2 "\ 2
N —12
Ms =expq — ngh LU_ w
2 v, V2

ol

et by =b*(1+ S& +v).
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Remarque 6.3.1. Il est aussi possible d’obtenir des inégalités de concentration pour Sy ¢ en appliquant
directement le Corollary 1.17 de Ledoux [165]. Ainsi si Y est bornée alors pour tout ¢ > 0 on a

2
1—4)¢
P(SKI,CI_S&Zt)SeXp —N< ( N) Vv ) ’

2 \ 8(1+2(Su(f)+1))

et pour tout ¢ > 0, on a

; ) N G- Y\
rta-sn < <o 3 (i GeH )

On peut majorer la quantité inconnue S& par 1 et obtenir

NV? 1\t N
>0, P(Shc— S8 >t) < 1=\ w) 5o
w20 Bt s20 <eo (0 (- 5) (sm) )

NV? 1\ ¢\’
>0, P(Sho— S <—t) <exp [ - -5 5= |-
Vvt >0, (SN,Cl SCI S t) = exXp < 128 ( N) (5 + Qt) )

Les bornes obtenues dans le Théoréme 4.1 sont plus précises que celles obtenues en appliquant le résultat
de Ledoux. Le résultat de Ledoux est trés général car il est valable pour n’importe quelle fonctionnelle
Lipschitz et donc il prend en compte le pire des cas. Notre approche a permis d’utiliser la forme particuliére
des estimateurs et d’obtenir ainsi des bornes plus précises.

Inégalités de concentration pour 'estimateur Ty o, Soit Z; = Yq%yu et considérons les variables
\2 u\2

aléatoires K" = Y;Y;" — (S8, + y)% Soit Vi (resp. Vj) le moment d’ordre 2 de la variable K

(resp. K ).

Théoréme 6.3.2 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109] T.C.L.). Soientb > 0, y > 0 et supposons
que Y soit a valeurs dans [—b,b]. Alors

P (Ty,c1 > S& +y) < mi+2mall (gu 1y 130}, (6.12)
P (le\l/,m <S¢ — y) < mg + 2myll(su 4 y—1>0} (6.13)

e 7Nvgh by yV e d NV Oy [ 2V

LR T M \yE e )y TR 202 v+o\lse+y—1)(°
_ NV ([ bu yV _ NV +0) b 2V

m3_eXp{ b h(‘/;? 2)} m4_eXp{ w2 M\ vre y+1-53 ) ("

Remarque 6.3.2. Comme précédemment, on peut appliquer le résultat de Ledoux et obtenir pour ¢t > 0

Nv2(t—zx&wuv+t—1xSWf»+n>2
32\ 1+Su(f)+t+[Su(f)+t -1 ’

ot

P (T]l\},CI - 581 > t) < exp <_

(1—S“(£))(1+5"(£))
et pour t > 2N—-(1+S"(f))

ch+ﬁwm—wmmm+wv.

u _ Ll<_ < _
P (TN = S8 < t)—e"p< 32 \ 1+89(f) —t+[9(f) —t—1]
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De méme en majorant Sg; par 1 on obtient

NV?2 1N?/ t \?
vt >0, P(Ty o — S8 = t) <exp <_ 128 (1 - N) (m) ;

9 Y " NV?2 9\°
Vt€]8N,l[, ]P(TN,CI Sc17 t)exp( 128 t SN

Théorémes de Berry-Esseen

Dans ce paragraphe, nous montrons des théorémes de type Berry-Esseen pour I'estimateur SJ‘\‘LCI. Le premier
théoréme est une application d’un résultat général de Pinelis [197]. Ce résultat de Pinelis peut étre vu
comme ’analogue de la Delta méthode, il permet de transporter un résultat de type Berry-Esseen a I'aide
de fonctions réguliéres. Ce théoréme est trés général et fait intervenir des constantes difficilement calculables
en pratique. C’est pour cela que nous présentons un second théoréme valable pour des variables centrées
mais pour lequel les constantes sont explicites.

Dans la suite, & désigne la fonction de répartition de la loi Gaussienne centrée réduite.

Le travail de Pinelis Nous rappelons ici un résultat de Pinelis démontré dans [197]. Soit (V;);>1 une

suite de variables aléatoires centrées i.i.d. & valeurs dans R? muni de sa norme euclidienne || ... || ( d € N*).

Soit f une fonction mesurable de R? dans R vérifiant f(0) = 0 dérivable au sens de Fréchet en 0 et telle que
M,

Je > 0,3 M. >0 t.q. \f(x)—L(x)|§7€||xH2 (6.14)

ou L := Df(0) est la dérivée de fréchet de f au point 0.

Remarque 6.3.3. La condition (6.14) est automatiquement satisfaite si f est de classe C? dans un voisinage
de 0.

Théoréme 6.3.3 (Corollary 3.7 dans [197]). Soit p € (2, 3] et supposons (6.14) satisfaite, que
o:=+E(L(V)?2) >0,
et que (]E(||V||p))1/p < 00. Alors pour tout z € R

ot Kk est une constante ne dépendant que de p.

(6.15)

Un théoréme de Berry-Esseen Général Pour toute variable aléatoire Z, on notera Z¢ sa version
recentrée Z — E(Z).

Théoréme 6.3.4 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109] T.C.L.). SiY admet des moments d’ordre
6. Alors, pour tout z € R,

P (X/UN [Sll\lf,Cl - S(lel] < Z) —®(2)

< (6.16)

~— %‘;ﬁ

o? := Var <‘1/ (Ye(Y™)© — S58(Y9)?)

est la variance asymptotique de v/ NS’J‘\’,7CI.

Malheureusement, il semble difficile de calculer explicitement la constante x et donc en un certain sens ce
théoréme n’est pas trés utile. Cependant si 'on suppose les variables centrées et en modifiant légérement
nos estimateurs (on estime plus espérance qui vaut 0), on peut obtenir un théoréme de Berry-Esseen avec
des constantes explicites.
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Un théoréme de Berry-Esseen avec constantes explicites Considérons l'estimateur
§;¢ clr= %12 o
; ~ Z Y;—Q
et supposons les variables centrées, Soit x = 0.42 la meilleure constante connue dans le théoréme classique
de Berry-Esseen ([156]).

Théoréme 6.3.5 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109] T.C.L.). Si la variable Y est centrée et
admet un moment d’ordre 6, alors pour tout t dans R

N ~
P (W(s;;m — 58 < t> —o(t)| < “\’%V + o) - % . (6.17)
g ’ v
1+ U\/NNV2
Ou .
o? := Var (V (Yy© — 551Y2)> (6.18)
est la variance asymptotique de \/Ngjl\lﬂ(ﬂ et
A, —E(A) [P
= E||l———————"| |,
Ha,N ’ v/ VarA,,
to
Ay = o 'V |yy"—(sg +) YQ],
vom ol (e g
vy = (\ZIV + 25&) Var(Y?) — 2Cov(YY™, Y?).

6.4 Estimation jointe de plusieurs indices de Sobol et tests statis-
tiques

Afin de savoir si une variable est plus importante qu’une autre, il est important d’étre capable d’estimer
conjointement un vecteur d’indices de Sobol et de connaitre le comportement limite de ce vecteur. Soit [ un
entier naturel et u = (uy,...,u), [ sous-ensembles distincts de {1,...,p} (on rappelle que p est le nombre
d’entrée). On note

Scr = (Seis -+ 5a)
et
S = (S8 SN)s Ther = (Tn's - T
Théoréme 6.4.1 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux, Prieur [109] T.C.L.). Si E(Y?) < co. Alors
1.

VN (S} - S&) 3 M(0.Tus) (6.19)
—00
oy s = ((F“vs)lvj)lsl,jék avec
~ Cov(YY™, YY" ) — S Cov(YY™,Y?) — 55 Cov(YY™,Y?) 4 S St Var(Y2)
(Var(Y))”

(FU,S)ZJ

VN (TN c1 — S&) Néoo N (0,Tu1) (6.20)
ol Fu,T = ((FuvT)lJ)lgl,jgkavec

_ Cov(YY™,YY™) — SgiCov(YY™, M™) — Sci Cov(YY™, M™) + S¢ SciVar(M*)
(Var(Y))?

(Cu,1),5
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Application : quelques tests statistiques

Afin de simplifier les notations les vecteurs S, seront des vecteurs colonnes. Dans cette section, on propose
une méthode générale pour construire quelques tests de niveaux a qui seront ensuite illustrés sur quelques

exemples. Soit u:= (uq,...,u) (resp. v := (v1,...,v]) et w:= (wy,...,w;)) tel que pour tout i =1,...,1,
u; (resp. v; C I, et w; C I,) est un sous-ensemble de I, := {1,...,p}. On s’intéresse aux problémes suivant
de tests :

Hy:"Sg =0" et ”SE = 58" contre Hp:”Hy n’est pas vraie”.
Remarque 6.4.1. 1l est possible aussi de considérer les problématiques suivantes
Hy:758 <s” contre H;p:"S§ >s",

ou
Hy 758, < S%” contre Hj:"S§ > S¢”.

Le Théoréme 6.4.1 assure que
N.Cl 5S¢ £
Gy :=VN v W — | o w = N (0,T). (6.21)
N,Cl1 — SN,Cl S¢ — 58 N—o0

De plus, comme nous disposons d’une expression explicite de T, il est facile de construire (a partir de
moyennes empiriques) un estimateur I'y de T’ convergeant presque stirement. Posons

~ Su
GNZ:VN< v N’Clw )
N~ SN
Il est alors clair que
Corollaire 6.4.1. Sous Hy, Gy 5 Nt (0,T).
_ _ N—oc0
Sous Hy, |Gn(1)] + |GN(2)] 23 .
N—o0

Ce corollaire permet de construire plusieurs tests. Il est bien connu que lorsque ’hypothése nulle est vec-
torielle, il n’existe pas de test uniformément plus puissant (méme pas parmi les tests sans biais, nous
renvoyons au Chapitre 15 dans [244]). En pratique, on se raméne a la dimension 1, en introduisant une fonc-
tion F : RI*! — R et en considérant la problématique de test Ho(F) : F(h) = 0 (resp.H(F) : F(h) # 0)

a la place de Hy : "h =07 (resp. Hy : h # 0”). Le choix d’un test raisonable dépend de alternative sous
laquelle on désire avoir une grande puissance.

Remarque 6.4.2. Considérons T = AG ~ ou A est une forme linéaire définie sur RH‘Z/,

sous Hg, Tn N£> N (0, AT A’). En remplagant I' par I'y et en utilisant le lemme de Slutsky, on obtient
—00

(AN AN 2Ty 5 N(0,1).
N—oo

Ainsi, on rejette Hy si (AT N A")"Y2Ty > z4 01l 2, est le 1 — o quantile de la loi gaussienne centrée réduite.
Evidemment, on peut remplacer A par n’importe quelle application différentiable et appliquer la Delta-
méthode.

Quelques illustrations numériques

Exemple 1 Dans cette premiére illustration, nous comparons 5 tests statistiques a ’aide de leur fonction
puissance. Soit X = (X1, X3) ~ N(0, 1), et

Y = f(X) = M X1+ M Xo+ A X1 Xo,
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avec 207 + A3 = 1. On désire ici tester
Hy:7S% =82, =X =07 contre H;: "\ #0".
Les calculs conduisent &
[(1,1) =T(2,2) = 3 — 202 — 11A] + 24\§ — 24)\9
['(2,1) =T(1,2) = —7A} 4 24)5 — 2473,
La limite gaussienne du Théoréme 6.4.1 est N2(0,31dz) sous Hy et N2(0,T) sous Hj.

Test 1 : Prenons comme statistique de test T, = Gn (1) + Gn(2).
Sous Hy, Tn 1 N£> N(0,6) ainsi nous rejetons Hy si T3 > zq 0l 2o /V/6 est le (1 — a)—quantile de la loi
—00

gaussienne centrée réduite. Alors que sous Hi,
(Tna = 2VNA?) /@IN(L1) + T(1L2)DY2 5 N (0, 1).
—00

11 est alors facile de calculer explicitement la fonction puissance. Nous avons dessiné cette fonction puissance
dans la Figure 6.1 (true power fct t1) ainsi que la fonction puissance simulée (estimated power fct t1).
Pour calculer la puissance simulée, nous n’avons supposé connu ni la matrice I' ni la fonction f.

Test 2 : Comme les indices de Sobol sont positifs, le probléme est un probléme unilatéral de test. Nous
introduisons la statistique de test suivante T 2 = |Gn(1)] + |G (2)]. On rejette Hy si T o > 24 0l 24/V/3
est le (1 — a)—quantile de la variable aléatoire admetant pour densité

%e-“/%(u/x/ﬁ)m (),

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite. Sous Hi, la fonction puissance de

T2 ainsi que la variance limite sont estimées. Les résultats obtenus sont aussi présentés dans la Figure 6.1.

Test 3 : Considérons maintenant T 3 = |6N(1) + C~¥N(2)| On rejette Hy si Ty,g > 2o OU za/\/é est le

(1 — a)—quantile de la loi gaussienne centrée réduite. Sous Hi, la fonction puissance de T 3 ainsi que la

variance limite sont estimées. Les résultats obtenus sont aussi présentés dans la Figure 6.1.

Test 4 : On utilise la norme L? et considérons Ty 4 = (Gn(1))? + (Gn(2))% Sous Ho, Tn.4/3 N% x2(2)
o0

on rejette Hy si Ty a > 2o OU 2o/3 est le (1 — a)—quantile d’une variable du 2 a deux degrés de liberteé.
Sous Hi, la fonction puissance de Ty 4 ainsi que la variance limite sont estimées. Les résultats obtenus sont
aussi présentés dans la Figure 6.1.

Test 5 : On utilise finalement la norme infinie et considérons T s = maz(|Gn(1)[; |Gn(2)]). On rejette
Hy si Tys > zq OU 2a/V/3 est le [1 + /1 — a]/2—quantile de la loi gaussienne centrée réduite. Sous Hj,
a fonction puissance de Ty 5 ainsi que la variance limite sont estimées. Les résultats obtenus sont aussi
présentés dans la Figure 6.1.

Dans la Figure 6.1 on présente les différentes fonctions puissances obtenues pour les tailles d’échantillons
N =100, 500 et 1000.

Exemple 2 Soit X = (X1, X2, X3) ~ N(0,13), 2A2 + A3 =1 et
Y = £(X) = M(Xa + X3) + Ao X1 Xo.

Testons si X7 a une influence c’est-a-dire Hy : ”Sg} =0, 5’8’2} = Sg} et Sé}’?’} = Sé?}”. Le Théoréme
6.4.1 assure que

1 25}\[’01 1 QS(ljl L
Gy :=VN 511\;301 —S¥a | - 59’13 — 5% N N3 (0,T).
, ) 3 o0
SN,Cl - SJ%I,C] Sai —Sa
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FIGURE 6.1 — Fonctions puissances

Sous Hj la matrice de covariance limite I' est 'identité. Sous H;, on estime cette matrice par sa version
empirique I'y. On procéde comme dans I’Exemple 1, et présentons les résultats obtenus dans la Figure 6.2.
Nous avons tracé les différentes fonctions puissances pour les tailles d’échantillons N = 100, 500 et 1000.

A la lecture des Figures 6.1 et 6.2, on peut remarquer que, comme prévu, lorsque N augmente, on discrimine
de mieux en mieux les deux hypothéses. Les fonctions puissances estimées convergent vers les vraies fonctions
puissances. On remarque aussi qu’aucun test n’est uniformément plus puissant.
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FIGURE 6.2 — Fonctions puissances estimées pour différentes tailles d’échantillons N.

6.5 Sorties vectorielles et fonctionnelles

6.5.1 Introduction

Dans les paragraphes précédents, nous avons défini les indices de Sobol, proposé une méthode d’estimation
et étudié les propriétés statistiques de ces estimateurs lorsque la sortie Y était réelle. Bien évidemment,
dans de nombreuses applications la sortie est vectorielle (voir fonctionnelle). Il est donc naturel de vouloir
généraliser les indices de Sobol pour ce type de sorties.

Des généralisations des indices de Sobol pour des sorties vectorielles ou fonctionnelles ont été considérées
d’une maniére empirique dans [58] et [160]. La généralisation que nous allons proposer se retrouve de fa-
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n . . n n
-4 -2 0 2 4

FIGURE 6.3 — Zone (a—1)(a®+a®+5a+5—4b) > 0. Le bleu correspond a la région ott S (||Y||?) > S%(||Y||?).

¢on implicite dans le travail de Lamboni et de ses coauteurs [160]. Le point de départ de la construction
de ces nouveaux indices est une fois encore la décomposition de Hoeffding multidimensionnelle de la sor-
tie vectorielle. Cependant comme le produit matriciel est non commutatif, plusieurs choix d’indices sont
possible. Afin de réduire les possibilités, nous allons demander & nos indices d’une part d’avoir certaines
propriétés naturelles d’invariances et d’autre part d’étre facilement estimables (par exemple en utilisant la
méthode Pick-Freeze). Nous commengons par étudier quelques exemples simples afin de montrer qu’il est
difficile d’étendre directement les indices scalaires. Puis, nous proposerons de nouveaux indices, montrerons
comment les estimer et nous étudierons certaines propriétés statistiques.

6.5.2 Motivation

Nous présentons ici deux exemples qui illustrent la nécessité de définir correctement des indices de sensibilités
adaptés aux sorties vectorielles.

Exemple 6.5.1. Considérons le modéle

f’b(X17X2)> _ ( X1+ X1 Xo+ Xo )

_ cab ._
Yif (Xl,XQ) = < ;’b(XhXZ) aX1+bX1X2+X2

ou X; et Xy sont des variables aléatoires i.i.d. de lois gaussiennes centrées et réduites. Commengons par
calculer les indices de Sobol coordonnées par coordonnées, c’est-a-dire les indices SY( f;" ’b) de fia’b par rapport
aux variables X; (¢, j = 1,2). On obtient alors

(S0, S = (1/3,a%/(1+a® +b%)),
(S2(f1), 82(f5")) = (1/3,1/(1 + a* +b%)).

Si bien que les rapports

ne dépendent pas de b!!!
De plus si |a| > 1, le rapport est plus grand que 1 ainsi X; semble étre la variable la plus influente.
Maintenant, considérons ||Y||? et calculons les indices de Sobol associés. On obtient que

SYIY 1A > S2(|Y)1?) <= (a—1)(a® + a® + 5a + 5 — 4b) > 0.

Lorsque 'on considére la quantité ||Y]|?, la région ott X; est la variable la plus influente dépend de la valeur
de b. La Figure 6.3 représente cette région.



146 CHAPITRE 6. ANALYSE DE SENSIBILITE ET QUANTIFICATION DES INCERTITUDES

Exemple 6.5.2. Etudions maintenant le modéle

X7 cos X

ou (X7, X3) ~ Unif([0; 10]) ® Unif([0; 7/2]).
Il est évident que

10

3(m? —8)
572 — 30

a,by a,by __
ST = SH(fs) = s

~052 S = ST =
Ainsi X, semble plus influente X5.
En considérant la norme au carré ||Y]|?, on a ||Y]|? = X? qui est indépendant de X,.

On pourrait se contenter de considérer le vecteur des indices de Sobol de chaque coordonnée de la sortie.
Cependant, lorsque la dimension de la sortie augmente, Uestimation d’un tel vecteur d’indice (un indice
pour chaque coordonnée) est de plus en plus cotiteuse. De plus linterprétation d’un tel vecteur ne serait
pas chose aisée. Il est donc clair qu’il est nécessaire d’introduire des indices de Sobol facile a estimer et a
interpréter et qui condensent toute I’information présente.

6.5.3 Indices de Sobol généralisés
Cadre

On se replace dans le cadre général. Soit X := (X1,...,X,) les variables d’entrée définies sur un espace de
probabilité (€2, F,P) et & valeurs dans un espace mesurable E = Fy X --- x E,. La sortie est

Y:f(Xla"'vXP)a

ot f : E — RF est une fonction mesurable inconnue. On considére & nouveau la décomposition de Hoeffding
(voir (6.1) pour un rappel des notations) qui conduit a

S = Cy + Cron + Cyons- (6.22)

Ou X, Cy, Cuy et Cy oy correspondent respectivement aux matrices de covariance de Y, fu(Xu), fou(Xeu)
et de fu,~u(Xu, Xeou).

11 est bon de noter ici que lorsque la sortie est rélle (i.e. k = 1), les matrices de covariances sont des scalaires.
Dans le cas général (k > 2), pour toute matrice M de taille k ’équation (6.22) peut-étre “projetée dans R
comme suit

Tr(MY) = Tr(MCy) + Tr(MCloy) + Tr(MCiy ).
Cela permet de définir (dés que Tr(MX) # 0) la mesure de M-sensibilité de Y par rapport & X, par

arns o Tr(MCy)
SHM; f) = Tr(MY)
Evidemment, on définit de maniére analogue
Tr(MC-y) Tr(MCy ~u)
MM f) = —et, S M f) = ——
ST f) Tr(MY) S (M; ) Tr(MY)

Il est alors évident que

Lemme 6.5.1 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]).

1. La mesure de sensitivité généralisée se somme a 1

SU(M; f) + STH(M; f) + S (M f) = 1. (6.23)
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2. 0<SY(M; f)<1.
3. Si on compose a gauche f par une application linéaire O de R* la mesure de sensitivité devient

Tr(MOC,0')  Tr(0'MOC,)
Tr(MOXO0!) — Tr(O'MOY)

SU(M;Of) = = SU(O'MO; f). (6.24)

4. Si k=1 alors pour tout M # 0, on a S“(M; f) = S*(f).

Exemple fondamental : cas de I’identité

Prenons M = Id; (la matrice identité de dimension k), dans ce cas l'indice de sensitivité est le méme que
celui considéré au travers d’une analyse en composantes principales dans [160]. On pose S*(f) = S*(Idg; f)-
L’indice SY(f) posséde les propriétés suivantes

Proposition 6.5.1 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]).
1. SU(f) est invariant par composition de f par une isométrie de R¥ i.e.

pour toute matrice carré O de taille k telle que OO = Idy,, S“(Of) = S™(f);

2. SU(f) est invariant par tout changement d’échelle de f i.e.
pour tout A € R, SU(Af) = SU(f).

Remarque 6.5.1. Ces propriétés sont naturelles & imposer a nos indices. Nous allons maintenant établir
que SY(M; f) vérifie ces propriétés si et seulement si M = AIdy (A € R*). Ainsi le choix canonique parmi
les indices de la forme S™(M; f) est 'indice S™(f).

La matrice identité est le “seul” bon choix

Proposition 6.5.2 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]). Soit M une matrice carrée de taille k vérifiant
1. M est indépendante de f et de u;
2. M est de rang plein ;
3. SU(M; f) est invariant par composition a gauche de f par les isométries de RF ;

alors S“(M;-) = S™(-).

Remarque 6.5.2 (Une formulation variationnelle ). Supposons que E(Y) = 0, (recentrer Y si ce n’est pas
le cas). Comme en dimension 1, on peut voir que cet indice est la solution du probléme de minimisation
(voir [136])
Argmin E||Y™ — oY ||%.
a

Par conséquent, S"(f) peut-étre vu comme la projection de Y sur {aY,a € R}.

Remarque 6.5.3. La condition Tr(X) # 0 nécessaire pour définir correctement les indices est vérifiée dés
que Y n’est pas presque slirement constante.

Illustrons sur deux exemples, cette définition d’indice.
Exemple 6.5.3. Considérons
ClX]_
Y = f4(X1,X0) = <X2 ) ,
avec X7 et Xo deux variables aléatoires indépendantes de loi gaussiennes centrées réduites. Il est clair que

a2

a?+1

(/) = et SA(f7) = g =1- 5.
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Exemple 6.5.4. Reprenons I’Exemple 6.5.1

X1+ XX+ X
_ cab _ 1 1X2 2
Y=, Xe) = (aXl +bX: Xo + XQ) '

On a alors )
1+a 2
1/ raby _ t 2( raby _
ST itar1p2 © S 4+ a? 4+ b?
et
ST > SP(fh) = ® > 1.

Ce résultat a l'interprétation naturelle suivante : comme la variable X; est multipliée par a, elle a plus
d’influence dés que |a| > 1.

6.5.4 Onu il est montré qu’on ne peut pas avoir unicité d’un indice vectoriel

Nous allons montrer qu’il est possible de construire d’autres indices ayant les mémes propriétés d’invariances

que SY(f).

Un indice concurrent

Nous allons utiliser la décomposition de Hoeffding (6.22) d’une maniére différente afin d’obtenir un indice
de Sobol matriciel par rapport & la variable X,. En effet, pour toute matrices A et B vérifiant AB = X!
on peut choisir comme indice matriciel

BCLA. (6.25)

Cet indice est une matrice carrée de taille k. De plus toutes combinaisons convexes d’indices matriciels de
la forme (6.25) est encore un bon candidat pour étre un indice matriciel.

Remarque 6.5.4 (Formulation varationnelle revisitée). Dans l'esprit de la Remarque 6.5.2 (toujours sous
Ihypothése E(Y) = 0), si 'on considére le probléme de minimisation

Argmin E||P'Y™ — M P'Y|?, (6.26)
MeMy

ot P est une matrice telle que P3P est diagonale et M}, est I’ensemble de toutes les matrices carrées de
taille k. Alors la solution de ce probléme
PIC,StP

est un excelent candidat pour étre un indice de Sobol matriciel (avec A = X~"1P et B = P?).
Cependant la version symétrisée
Piy"C,P

est aussi un excellent candidat (ici A = P et B = P!X71).

Afin d’obtenir un indice matriciel raisonnable, ce dernier devra

1. Etre une matrice symétrique : influence de Pentrée X; sur les coordonnées k et [ de la sortie Y doit
étre la méme que celle sur les coordonnées [ et k.

2. 11 doit posséder les mémes propriétés d’invariances (par isométries, translations et homothéties) que
I’indice scalaire.

Afin de simplifier 'exposé, on suppose que les valeurs propres de X sont toutes simples. Réordonnons les
et notons les 0 < Ay < -+ < Ag. Soit (O;)i=1,... k le vecteur propre unitaire associé & A; dont la premiére
coordonnée non nulle est positive et soit O la matrice orthogonale formée des vecteurs colonnes (O;);. Soit
Hi le groupe des matrices de permutations signées de taille k. Ainsi P € H, si et seulement si chaque ligne
et chaque colonne de P a un et un seul élément non nul, ce dernier appartenant a {—1,1}.
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Remarquons maintenant que toute matrice orthogonale diagonalisant Y. peut s’écrire sous la forme OP, avec
P € Hy. Pour toute mesure p de probabilité sur Hy. On définit

U — % (/m (OP)! (S71Cy 4+ Cu=7Y) OPu(dP)) : (6.27)

Proposition 6.5.3 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]). T™* est invariant par isométries, homothéties
et par translations.

Remarque 6.5.5. On peut se demander pourquoi considére des indices aussi compliqué alors qu’une
premiére idée aurait été de dfinir des indices construits a partir de

Y0P + Z*BCUE*O‘, avec a+8=1.

Cependant ces indices ne sont pas admissibles méme si Y=Y =% = 2~ (voir (6.25)) car ils ne sont pas
invariants par isométries.

Soit p* la mesure de probabilité uniforme sur ’ensemble fini .
Lemme 6.5.2 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]). Soit A une matrice carrée de taille k. Alors

/ P'APp* (dP) = o),
Hi k

Grace a ce lemme et & (6.27), il est possible de définir un indice de Sobol matriciel par

. Tr (710,
o g = TG - ), (6.28)
Cet indice ne dépend que du nombre réel
. Tr(T71C,
TV = TR — ( - )Ik, (6.29)

il est donc facilement interprétable.

Comparons S"(f) et T"

Nous avons défini deux indices raisonnables pour généraliser les indices de Sobol. L’un est un scalaire, ’autre
est une matrice symétrique (en fait ¢’est un multiple de la matrice identité donc en un certain sens c’est
aussi un scalaire). La question natuelle est : quel indice doit-on préférer ?

Bien évidemment, il n’y a pas de réponse universelle & cette question.

Cependant, du point de vue du statisticien, T" présente un défaut majeur. Son estimation nécessite celle
de TI'inverse de la matrice de covariance (i.e. de ¥ ~1). Cette estimation peut étre périlleuse. Par contre
Pestimation de S"(f) requiert uniquement l’estimation de traces de matrices de covariances. De plus comme
le montre 'exemple suivant 'indice T" peut étre inutile dans certains modéles.

Exemple 6.5.5. Revenons a I’Exemple 6.5.4

X1+ X1 X0+ X
__ rab = ! 2 :
Y = f""(X1,Xz) = (aX1 +bX1X5 +X2) '

On a
s (a4 (a1

2 (=124 (a—1)
_4[(bfa)2+(a—1)(b71)]12’ r

4{(b—a)?2+ (a—1)(b—1)]

Is.

Ainsi
T'>T? <= (a—1)(a—2b+1)>0
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alors que nous avions obtenu le résultat plus intuitif
SYUf) = 8%(f) <= a* > L

De plus T" est non informatif car lorsque a = 1, les indices T et T2 vérifient
1
T =T%="-1
1

et ne dépendent pas de b.

Ainsi SY(f) semble étre un indice plus pertinent.

6.5.5 Estimation de S"(f)
L’estimateur Pick-Freeze

Soit YY" = f(Xy, X.,) ou X/, est une copie indépendante de X, et toujours indépendante de X,,. Pour
tout N € N* on considére N copies indépendantes Yi,...,Yn (resp. Y*,...,Y}) de Y (resp. Y"). Pour
l=1,....,k eti=1,...,N, on note Y;; (resp. ¥}1}) la [i¥me coordonnée de Y; (resp. Y;*). On estime alors

S*(f) par
k N u N Y +YH\?
21:1 (1%7 Zi:l Yi,lYi,l - (% Zi:l 12 l) )

Sau, N = S ey (6.30)
k N i, i, N i1 +Y)"
21:1 (]{r Zi:l : 2 — - (% Zi:l 2 l) )
Remarque 6.5.6. Cet estimateur n’est autre que
Tr (Cu N)
SuN = —/—=— 6.31
N Tr (ZN> ( )
ou Cy N et ¥ sont les estimateurs empiriques de Cy, = Cov(Y,Y™) et de ¥ = Var(Y') définis par
N N N ¢
1 1 Y, +Y" 1 Y, +Y"
C = — vuyt — [ = i _ I

et
t
5 _gﬁ’:nwmu(n“)f_ ;imw‘ ;imyr
N_Ni:1 2 N < 2 N < 2 '

Propriétés asymptotiques

Comme dans le cas des sorties réelles, on a la consistance, la normalité asymptotique ainsi que efficacité
asymptotique de cet estimateur.

Proposition 6.5.4 (Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux [108]). 1. Su,n converge presque sirement vers S®(f)
lorsque N — +o00.

2. SiE(Y}?) < oo pour tout I =1,...,k. Pourl=1,...,k, on pose
U= Y —EX)(Y —E(Y),  Vi= (Y —EX)? + (Y - E())*.

Alors
VN (Sun — S™(£)) Né N (0,52) (6.32)

— 00
ou o

2 = g2 Zl,l’e{l,...,k} Cov(Uy, Up ) +b? El,l’e{l,...,k} Cov(Vi, Vi) +2ab Zl,l’e{l,...,k} Cov (U, Viv), avec
1

“= >k Var(v;)’ b=—35"(f).
e E(Yfl) < oo pour tout I = 1,...,k. Alors (Sun)n est asymptotiquement efficace pour estimer

SU(f)-
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6.5.6 Cas des sorties fonctionnelles

Dans de nombreuses applications, la sortie du code Y est une fonction. Nous allons donc étendre nos indices
(sous certaines hypothéses) aux cas des sorties vectorielles de dimension infinie.

Définition

Soit H un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (-, -) et de la norme ||-||. Soit f une fonction a
valeurs dans H, ainsi Y et Y™ sont des variables aléatoires & valeurs dans H. On suppose que E(]|Y]|?) < oo.
Nous rappelons que E(Y) est défini par dualité comme 'unique élément de H vérifiant

E((h,Y)) = (h,E(Y)) pour tout h € H.

Dans toute cette section, on suppose le code centré (E(Y) = 0).

De plus opérateur de covariance associé & Y est endomorphisme I' défini pour h € H par I'(h) =
E[(Y,h)Y]. Comme E(||[Y]|?) < oo, I est un opétateur a trace. Sa trace est donc bien définie. On peut
maintenant généraliser au cas des sorties fonctionnelles, la définition de S™(f) introduit dans la Section
6.5.3.

Définition 6.5.1. 5"°(f) = v oy Iy est I'endomorphisme sur H défini par T'y(h) = E[(Y", h)Y]
pour tout h € H.

La décomposition polaire des traces de I' et de I'y, va permettre de construire des estimateurs empiriques

de S™°(f).
Lemme 6.5.3 (Décomposition polaire). On a

Te(l) = E ([Y]*) - [EX)I?,

Tr(Tw) = i [E (Y +Y")7) —E (Y - Y™|?) — 4]E 1) [I*].

Soit (¢1)1<; une base orthonormée de H, alors

oo

Y12 =) (Yo

i=1

Il est classique lorsque l'on traite des données fonctionnelles de décomposer le processus sur une base.
Cependant dans de nombreux cas, la base ne peut pas étre choisie librement, par exemple on considére la
base de Karhunen-Loéve qui diagonalise I'opérateur de covariance. La force de notre méthode, réside dans
le fait que 'utilisateur peut choisir sans contrainte sa base préférée.

Maintenant, afin d’estimer S*™°°(f) (et donc d’estimer au préalable Tr(T") et Tr(T'y)), on tronque la somme

précédente
m

Y115, = D (Y00

=1

Estimation of S™°°(f)

Comme dans la Section 6.5.5, on considére lestimateur de S™°(f) :

N S
v 2imn (1Yi + YRR, — [1Y; = YRI5, — [V + Y3

Su,m,N = — —2
1 ZN IYill2, Y2, || Y4y
N =1 2 2 m
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Théoréme 6.5.1. [Gamboa, Janon, Klein, Lagnouz [108]] Supposons qu’il existe § > 1 tel que

u=E((Y,@)?) =00 *) (6.33)
et &' > 1 tel que /
E((Y.on)!) =01™"). (6.34)
alors pour tout m = m(N) vérifiant
T?V(]i) — 400, ”z(ﬁ]]\\;) — 0, (6.35)
on a
VN(Sumy = S*(f) 5 N(0,0%) (6.36)

ot 02 dépend uniquement des moments des variables définissant Su,m,N-

6.6 Onu il est parfois possible de faire mieux que la méthode Pick-
Freeze

6.6.1 Introduction

Comme nous venons de le voir la méthode Pick-Freeze est une méthode puissante permettant d’obtenir des
estimateurs (ayant de bonnes propriétés statistiques) des indices de Sobol. C’est une méthode complétement
générale qui ne nécessite aucune hypothése sur le modeéle (évidemment Y doit posséder une variance). Il est
donc naturel, de penser que si 'on dispose des informations supplémentaires sur le modéle f, il doit étre
possible de construire des estimateurs plus performant que ceux construits a ’aide de la méthode Pick-Freeze
(et ce sans contredire l'efficacité asymptotique!!!). Nous présentons dans cette section les résultats obtenus
dans [101]. Nous allons étudier le contexte trés particulier d’'un modeéle de régression linéaire fonctionnelle.
Les procédures développées sont inspirées des méthodes introduites dans [161, 162] pour ’étude d’un modéle
de densité et dans [246] pour celle d’'un modéle de régression. Cette méthode basée sur des estimateurs par
projections de fonctionnelle quadratiques, va permettre de construire de nouveaux estimateurs des indices
de Sobol.

On considére un espace de Hilbert séparable H muni d’un produit scalaire <, > et on se donne X1!,..., X?,
p processus stochastiques centrés indépendants & valeurs dans, H. On va étudier le modéle de régression
linéaire :

P
Y:,u+2:<Bk,Xk>+s7
k=1

ot B%,1 < i < psont des éléments de H, 1 € R et ¢ est un bruit centré indépendant des processus X!, ..., XP.
Dans le cas particulier ot p = 1, de nombreuses procédures ont été proposées pour estimer la fonction 3.
Par exemple des estimateurs par spleens ont été considérés dans [75], alors que [61] propose des méthodes
de sueillages pour des estimateurs par projections. Des procédures optimales pour la prédiction ponctuelle
dans le modeéle de régression linéaire fonctionnelle ont été proposées dans [57]. Les travaux [62] et [122]
utilisent quant eux lui ’analyse en composantes principales du processus d’entrée X : 8 est alors estimé
dans un espace de dimension fini engendré par les premiéres fonctions propres de l'opérateur de covariance
empirique de X. On renvoie & [63] pour plus de détails.

Notre approche est basée sur la décomposition de Karhunen-Loéve des processus X* (see e.g. [173, 54, 201,
18, 73]). On supposera ici que les valeurs et fonctions propres sont connues. Le lecteur critique pourrait
trouver cette hypothése forte, cependant, il est classique en analyse de sensibilité que la loi des entrées soit
connue.

A partir de la décomposition de Karhunen-Loéve, nous construisons des estimateurs naturels des indices de
Sobol basés sur des U-statistiques, puis établissons que ces estimateurs sont asymptotiquement normaux
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et efficaces (on renvoie a [244] chapters 8 et 25 ou a [133] pour plus de détails sur Pefficacité asympto-
tique). Cette approche a déja utilisée dans [62] ou les auteurs prouvent un théoréme central limite pour des
estimateurs de (.

6.6.2 Le modéle

Soit H un espace de Hilbert séparable muni d’un produit scalaire <,> et soit X',..., X? p processus
stochastiques centrés indépendants a valeurs dans H.
Notre modéle est défini par

p
Y=p+) <pXF> e, (6.37)
k=1

ot BF,1 < k < p sont des éléments de H, ;1 € R et € est un bruit centré de variance n? indépendant des
processus X!, ..., XP?. L’indice de Sobol par rapport & la variable X}, est défini par

o _ Var(E(V]X)
B Var(Y)
On désire maintenant estimer le vecteur (S*,...,S?) en utilisant le n-échantillon (X},..., X", Vi), ..

i.i.d. issu du modéle (6.37). Le dénominateur Var(Y') est facilement estimable, nous allons donc concentrer
nos efforts sur les quantités
VF = Var(E(Y|X")).

6.6.3 Le cas p =1 pour comprendre ce qui se passe

Lorsque p = 1, le modéle s’écrit simplement
Y=pu+<pBX>+e. (6.38)

On observe un n-échantillon (X;,Y;),1 < i < n de (X,Y). Il est clair que E(Y|X) = u+ < 5,X > et
VX = Var (E(Y|X)) = Var(< 8,X >). On suppose que E (|| X|?) < oo, si bien que 'opérateur de covariance,
défini pour tout f € H par I'(f) = E[< X, f > X], est de Hilbert-Schmidt, il est donc diagonalisable au
travers de la base orthonormale de Karhunen-Loéve. Les fonctions propres sont notées (¢;,1 < I) et les
valeurs propres correspondantes (ordonnées de la plus grande a la plus petite) sont notées (A, 1 < 1) si
bien que > ;°; A; < oo. Nous renvoyons a [170, 171, 142] pour plus de détails sur la décomposition de
Karhunen-Loéve. Plus précisément, on a

X =3 VNG
=1

et par suite, < X, p; >= \/A\&. Les variables (§);>1 sont centrées, décorrélées et de variance 1. De plus
si X est un processus Gaussien les variables (£);>1 sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes.
Il est important de noter que contrairement au paragraphe 6.5.6 la base est ici imposée (ce qui est assez
contraignant). Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous commengons par donner quelques exemples de
processus et les bases de Karhunen-Loéve correspondantes.

Exemple 6.6.1 (Quelques exemples de bases de Karhunen-Loéve).
1. Soit B = (Bi),¢[p,y) un mouvement Brownien standard sur [0,1] et H = L2([0,1],dt). Alors il est

montré dans [13] que

et @i(t) = V2sin(—=), 1>1.

t
VA
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2. Si X = (Xi);¢(0,1) est un movement Brownien fractionnaire d’indice de Hurst H € [0,1]. Le compor-
tement asymptotique des valeurs propres est étudié dans [54] ou il est montré que

A=

sin(TrH)F(ZH + 1) (l (2H422P}(_;1§I+3) +5)
(Im)2H+1

et pi(t) =~ ﬂsin(ﬁ), > 1,0 > 0. Lorsque H = 1/2, on retrouve bien évidemment les résultats
connus pour le mouvement Brownien standard.

3. Soit X = (X¢), un processus d’Ornstein-Uhlenbeck défini par
dX; =0(u— X;)dt + 0dB;, avec 6> 0,0 >0.

Une expression explicite des éléments propres est donnée par [73].

4. D’autres exemples de décompositions de Karhunen-Loéve sont données dans [173] (Pont Brownien),
[18] (Les a-processus de pont de Wiener) et [201] (Processus D’Anderson-Darling).

Développons § dans la base (¢;);>1, 8= ZW‘PZ etalors E(YX) =E(< X,8>X)=T(8) = >2, Mg
=1
Posons g = Y 72, \ivir, on a vy =< g,¢; > /. Le numérateur VX est alors donné par

VX = Var(E(Y|X)) = Var(< 5,X >) =E(< 5,X >< 3, X >) =< 3,T(B) > .
En développant dans la base, on obtient V¥ = Z /\1%2 .
1=1

On commence & estimer 7; par sa version empirique (I’estimateur est alors sans biais)

Puis pour tout m € N*, on considére la U-statistique d’ordre 2 :

~ 1 1

VX:§ — § <Xy >Yi<Xi, 0 >Y; 6.39

m o /\l n(n—l) 1<A7£‘< 901 J Qﬁl J ( )
= St jin

m o0
Comme ]E‘A/,ff = Z e, ‘A/,f est un estimateur biaisé de VX, de biais B,, = Z MR

1=1 l=m+1
Nous allons étudier dans le paragraphe qui suit le comportement asymptotique de ‘A/,,)f . Evidemment, il sera
important de choisir intelligemment le niveau m de troncature.

Théoréme central limite et efficacité asymptotique

En utilisant la décomposition de Hoeffding de la U-statistique ‘A/,ff (voir [127]), on obtient directement le
résultat suivant.

Théoréme 6.6.1. [Fort, Klein, Lagnouz, Laurent [101]] Soient (X;,Y;)1<i<n des variables aléatoires i.i.d.
de méme loi que (X,Y) issues du modéle (6.38). On suppose que E(||X||*) < +o0 et que E(e*) < +00. On
considere le développement de Karhunen-Loéve de X

X = Z VA&
I>1

On suppose que

sup E(&}') < +o0. (6.40)
1>1
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Soit VX Uestimateur de Vx défini par (6.39) avec m = m(n) = \/nh(n), ot h(n) vérifie : h(n) — 0 et
Yo > 0, n*h(n) — +oo lorsque n — +00.
S’il existe des constantes C' > 0 et § > 1 telles que

Vi>1, N<Cli°.

Alors R
VAV =VY) 5 N(04Var(Y < X, 8 >)). (6.41)

Quelques commentaires :
1. La condition
Vo > 0, lim n%h(n) = +o0

n—oo
est vérifiée si I'on choisit h(n) = 1/log(n). Quelque soit S, l'estimateur ‘A/mX converge a la vitesse
paramétrique 1/+/n.

2. L’estimation de la fonctionnelle quadratique VX est plus simple que celle de l'estimation du signal

B, pour laquelle des vitesses de convergences non paramétriques sont obtenues (voir par exemple [72]
pour Uestimation de 8 dans un modéle fonctionnel circulaire).

3. La condition (6.40) est automatiquement satisfaite lorsque X est un processus gaussien, en effet dans
ce cas les variables (§;);>1 sont des gaussiennes i.i.d. centrées réduites.

4. On a supposé dans le Théoréme 6.6.1 qu’il existait des constantes C > 0 et § > 1 telles que
vi>1, N<CI.

Cette hypothése n’est pas treés forte vu que E (|| X|[|?) < +oo, implique que Y-, A < +o0.

Rappelons que l'objectif est ici d’estimer I'indice de Sobol SX défini par S* = VX /Var(Y). On introduit
donc V Destimateur empirique de Var(Y)

S 1 n o
V.—n_li;(yz V)2,

On estime alors I'indice de Sobol par ‘A/,ff / V. Le théoréme de normalité asymptotique qui suit est alors une
conséquence de la Delta méthode.

Théoréme 6.6.2 (Fort, Klein, Lagnoux, Laurent [101]). Sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme
6.6.1, on a
1724 c Var(U)
-z g% 0, —s
v ( v ) 5 (0 iy

ou U :=2Y < X, >-SX(Y —E(Y))2. De plus, ‘A/n}f/‘/} est asymptotiquement efficace pour estimer S.

6.6.4 Cas général

Reprenons maintenant le modéle général (6.37) :

p
Y=p+) <pfXFE> e
k=1

Donnons nous un n-échantillon (Y;, X}, ..., X?) de méme loi que (Y, X!,..., XP).
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Estimation a ’aide d’une U-statistique d’ordre 2

Comme les processus (X k)l <k<p sont indépendants, on peut appliquer les résultats de la Section 6.6.3 et
estimer les indices de Sobol par une U-statistique d’ordre 2 posons m > 1 posons

5 1 1
, ko ok koK
Vm:Zﬁm Y <Xef >Yi< X[ ¢ > Y]
1=1 "1 1<i#j<n
11 reste alors & choisir m = m(n). On commence par remarquer que par indépendance
E(Y|X*) = pt < B%, X5 >,

ainsi si € = Z§:1 itk < B9, X7 > 4¢ et on retrouve le modéle de la Section 6.6.3. Il n’est donc pas étonnant

d’obtenir un théoréme central limite pour le vecteur ‘7m défini par
Vi = (VL V2, VP (6.42)
Soit VI = Var(E(Y|X7)),j=1...pet V= (VL V2 ... VP

Théoréme 6.6.3. [Fort, Klein, Lagnouz, Laurent [101]] Soient (Y;, X}, ..., X?) des observations i.i.d.
provenant du modéle (6.37).
On suppose que pour tout 1 < j < p, BE(| X7||*) < +o0 et que E(e*) < +00. On considére le développement
de Karhunen-Lo¢ve de X7 :

X0 =3 Nl

1>1

On suppose de plus que
V1l <j<np, supE((flj)4) < 4o0. (6.43)
1>1

et qu’il existe des constantes C; > 0 et §; > 1 pour lesquelles
V1<j<p, VI>1, N <C;I7%.
Alors lestimateur ‘7m de V' defini par (6.42) est asymptotiquement normal

ViU —V) 5 N, (0,4 (Cov(y < X, 5" >, < X1, & >))k,l:1...p) (6.44)

n—oo

des que m = m(n) = /nh(n), ot h(n) vérifie : h(n) — 0 et Yoo > 0, n®h(n) — 400 lorsque n — +oco.

Considérons maintenant S,, défini par V,, / V= (‘77711 / V,..., ‘77,1;/ V)T ol V est Destimateur empirique de
Var(Y). A l'aide de la Méthode Delta, nous obtenons

Proposition 6.6.1 (Fort, Klein, Lagnoux, Laurent [101]). Sous les mémes hypothéses que celles du Théo-
reme 6.6.53, nous avons

R ov(U*, U
Vvn (S’m — S) n_%x) Np (0’ (W)k,l—l--ﬁ) ,

ot U* := 2(Y —E(Y)) < X*,BF > —Sk(Y —E(Y))2.
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6.6.5 Comparaison des estimateurs Karhunen-Loéve et des estimateurs Pick-
Freeze

La méthode Pick-freeze, étudiée dans les sections précédentes, est basée sur un plan d’expérience trés par-
ticulier nécessitant un échantillon de taille 2N composé d’un échantillon i.i.d. de taille N et de I’échantillon
Pick-Freeze correspondant. L'immense avantage de cette méthode est qu’elle ne fait aucune hypothése sur
le modéle f ni sur la distribution des processus d’entrées X*. Dans les paragraphes précédents, on a vu que
Pestimateur Pick-Freeze était lui aussi asymptotiquement normal et efficace. Nous allons donc essayer de
comparer les deux estimateurs qui sont tous deux asymptotiquement efficaces (mais chacun pour un plan
d’échantillonnage bien particulier). Pour cela nous allons comparer les variances asymptotiques apparaissant
dans les théorémes centraux limites (Théoréme 6.6.3 et Théoréme 6.4.1). Nous commengons par rappeler le
plan d’échantillonnage ainsi que l’estimateur Pick-Freeze.

Soit (X,Y) issus du modéle (6.37), ot X = (X1!,..., XP). Soit X' = (X"!,..., X'P) une copie indépendante
de X. Pour tout k € {1,...,p}, soit Y* défini par

P
YE=pt <XF B>+ Y < X787 > 42,

J=1j#k
o €’ est une copie indépendante de €. Soit (Y1,...,Y,) des copies indépendantes de Y et pour tout k €
{1,...,p} soit (YF,...,Y¥) des copies indépendantes de Y*. L’estimateur Pick-Freeze pour estimer V¥ =

Var(E(Y|X*)) est

n

2
vk —l - vk _ # g 1 p

i=1

En divisant par I’estimateur empirique de la variance

= 1 A2 122 o2 B ; n | ) ) 2
V_WZ((YZ) +(¥7) +...+(12)) (n(p+1);[n+m +...+Yi]> :

i=1

on obtient I'estimateur Pick-Freeze de indice de Sobol Sspr = Vepp/V = (Vipp/V, ..., ‘7§’PF/‘7)T. Nous
rappelons que nous avons montré que

NG (§SPF - 5) nf>00 Ny (0’ <W)k,z=1...p> 7

ou VE =YYk — Sk [y2 450 (YF)?] /(p+1).
Il s’agit maintenant de comparer les deux variances asymptotiques obtenues. Elles sont définies respective-
ment par (Var(Y)) 2I'spp et par (Var(Y)) 2T (cf. (6.44)). Nous allons donc comparer I' et ['spp.

Pour simplifier un peu les calculs, on suppose que € = 0 et on pose W; =< X' 3% > o2 = Var(W,),
0?2 =3P 02 et S* = 0?/0?. De simples calculs algébriques conduisent &

Ué - 4 4 02_‘71% 4 2 2 U/? 4
Vk, T(k, k) = o, [E(W;) —307] +4 p E(W;) + 4o ok + 125 — ldoy,
=1
2 4 2 4y 2 o 5 [0 T 07
Vi #1, T'(k,1) = - [E(Wy)o} +E(W)oi] + 20807 |3 = 1

g

LTS () - 307
] i il
=1
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et a
4 (o2 P2—20+5)\
r = (1-——(2))EWH + > E(W})
vk, Tspr(k,F) ( p+1(02>) (W) + ( (p+1)2 >

() (10 3 (52))

—p*—Tp+6 4 of 4
+U4+ S Pt O',%Jr Tk _ 0,302,
(p+1)2 p+1lo2 p+1

Vk£1 Tspp(hl) = — 2 <a,3]E(Wl4) —ZafIE(W,f)) N (0k0l> (p —2p+5) ZE(W{‘)

p+1 o ot p+1)? )=

(p+1)2

+0202 2p2—p+9 p+3 o?
koL (p+1)2 p+1

—2p% +5p—13
+(2(a,§+o?)+pp>zcr +ot

2 o202
(0% +0i )"’m (kle (o +07).

Il est important de se rappeler que les estimateurs Pick-Freeze nécessitent (p + 1)n appels au code de calcul
pour estimer p indices. Ainsi pour comparer honnétement les deux méthodes, on doit se ramener au méme
nombres d’appels. On va donc étudier la matrice

D .= (p+ 1)PSPF —TI.

Pour comparer les deux méthodes, nous allons étudier les valeurs propres de la matrice D, afin de voir si
elle est définie positive ou pas.

Exemples de calculs explicites

Premier exemple : On suppose que i =0 et que pour i =1,...,p avec p > 2
< X' B>~ N(0,1).
Onapourtout 1 <i<pettout 1<i#j<p

p° + 2p* — 5p° — 2p% + 6p — 6

D;; = >0,
v plp+1)

D P4 3 +2p -6
" p(p+1)

Soit a@ = p® + 2p* — 5p3 — 2% +6p — 6, B = p° + 4p* + 3p> + 2p — 6. Les valeurs propres de D sont
[ —=pB]/lp(p+1)] dordre p— 1 et [+ (p— 1)8]/[p(p + 1)] d’ordre 1. Mais

a—5:2p(—p3—4p2—p+2)<0 Vp > 2,

et
a—B+pB=p(° +4p" +p° —8p*—2)>0 Vp>2.
Pour p > 2, la matrice D n’est ni positive ni négative. Cependant, si ’on ne s’intéresse qu’aux variances

coordonnées par coordonnées (on regarde alors le signe des éléments diagonaux de la matrice D), on voit
que la variance asymptotique de chaque estimateur des indices de Sobol par la méthode Pick-freeze et plus
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grande que celle obtenue par la méthode de Karhunen-Loéve.

Deuxiéme exemple : Prenons p = 2, u = 0 et 02 = 0? + 02 = 1, le modéle devient
Y=<X'8'>+<X?p3%>.

Alors si Wy =< X1, 81 > et si Wy =< X2,32 >,

2 2 2
Dyy = E(WH (1 + 3011) + 251E(WS) 43— 808 + 100 807 + o3 (o} + o) <4 _ 3(;;)

2
Dy o = E(Wy) (—1 + a;*) +

2 2
3 oy BE(W) 4 3 — 805 + 1005 — 802 + 02(o7 + 03) <4 - 303)

g 2

2 7
Dy =0t} (B(E(Wﬁ +E(Wy)) + 3) + (01 +02) <3 + 30%03) -2

Dans le cas particulier ou Wy ~ N(0,z) et Wa ~ N (0,1 — z), pour un z €]0, 1], nous obtenons
1
Dyi(x)=3—4x + 3 (z® — 8% + 8x4) ,

1

Das(w) =3 —4(1—2)+ 5 (1—2)? —8(1 —2)® +8(1 —z)*),
1 10 40 :

DLQ(%) = g + §Z — E‘Tz + 201’3 — 101’4

Soit A1(x) et Aa(x) les deux valeurs propres de D(z) et 1 et 1 — 1 les zéros réels de son déterminant
(x1 = 0.6701). On a alors

T ‘ 0 1—x¢ T 1
A(z) + Ae(z) | + | + ]+
Ar(z)Aa(w) | - 0 + 0 -

Si z €]1 — 1, 1], la matrice D(z) est définie positive.

Soit zg la racine de D; 1(z) (xo ~ 0.6738). Alors les signes des termes diagonaux sont :

T ‘ 0 1—=x rg 1
Dia(z) | + \ + 0 -
DQ,Q(J?) - 0 + ‘ +

Alnsi si x €]1—xg, o[, la méthode Karhunen-Loéve donne une meilleure variance asymptotique pour chaque
estimateur (ce n’est pas le cas pour les autres valeurs de x).

6.7 Une premiére généralisation des indices de Sobol

6.7.1 Introduction

Les indices de Sobol présentés dans les sections précédentes sont basés sur une décomposition de la variance.
Ils sont donc a priori efficaces que pour quantifier I'importance des variables d’entrée par rapport au com-
portement moyen du modéle. Afin de motiver la nécessité d’avoir d’autres indices, considérons le modéle
suivant. Soient X; et X deux variables aléatoires indépendantes ayant les mémes moments d’ordre 1 et
d’ordre 2 mais tels que E [Xi‘] <K [XS] Supposons que

Y = X + Xy + X7X3.
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Alors
Var (E [Y]X1]) = Var(X; + X7) = Var(X, + X3) = Var (E[Y|Xy)).

Cependant, comme Y est une fonction symétrique en X;, Xo et comme X; et Xo n'ont pas la méme
distribution. Les deux variables X; et X5 ne devraient pas avoir la méme importance. Il est donc important
d’avoir des indices de sensibilités qui prennent en compte non seulement les moments d’ordre 2 mais aussi
toute la distribution.

Il est tout aussi naturel de penser que ce n’est pas forcément les mémes variables d’entrées qui influent par
exemple sur le comportement moyen de la fonction ou sur le comportement d’un quantile extréme. Ainsi,
I'indice doit étre construit en fonction de la quantité que ’on souhaite étudier.

Il y a plusieurs facons de généraliser les indices de Sobol, on peut par exemple définir de nouveaux indices &
laide de fonctions de contraste basées sur la quantité d’intérét (cette approche sera étudiée dans la Section
6.8 qui résume les résultats de [102]). Dans [247|, Pauteur présente une maniére de définir des indices a
I’aide de distances de dissimilarités. Ces mesures unifient dans un méme cadre, des indices de sensibilités
déja existant. Malheureusement leurs estimations sont basées sur ’estimation d’un rapport de densité qui
est une opération cotiteuse. Il existe de situations ot des méthodes d’ordres plus élevés permettent d’obtenir
une analyse plus précise de linfluence des variables d’entrées. Borgonovo et ses coauteurs [43, 44, 45]
introduisent et étudient des indices basés sur la distance en variation totale . Alors que Owen et al. [188, 189]
suggérent d’utiliser des procédures basées sur des moments d’ordre plus élevés. Nous allons dans cette section
suivre ces deux pistes. Dans un premier temps, nous revisitons les travaux d’Owen. En particulier, nous
étudions les propriétés asymptotiques des estimateurs Pick-Freeze généralisés qui y sont introduits. Puis
nous proposons un indice naturel basé sur la distance de Cramér-von Mises entre la distribution de la sortie
Y et la distribution de la loi conditionnelle de Y lorsque certaines entrées sont fixées. Nous verrons que chose
surprenante ces indices peuvent une fois encore s’estimer par la méthode Pick-Freeze. De plus, la taille de
I’échantillon requise pour ’estimation est du méme ordre de grandeur que pour I’estimation des indices de
Sobol.

6.7.2 Meéthode Pick-Freeze d’ordre p

En utilisant, la décomposition classique de Hoeffding pour un singleton v € I; := {1, ...,d}, le numérateur
de l'indice de Sobol par rapport a ’entrée numéro v est donné par

v

H2=E [(E[Y|Xv} —E[y))?|. (6.45)

Suivant les idées présentes dans [188, 189], on généralise cette quantité en considérant des moments d’ordre
supérieurs. Pour tout entier p > 2, on pose

HE = E[(E[Y|X,] - E[Y])"]. (6.46)

H? est invariant par translation de la sortie. Soit X le vecteur aléatoire tel que Xy = X, et X! = X/ si
i # v oit X/ est une copie indépendante X;. On pose alors

YU .= f(X"). (6.47)
Le lemme qui suit donne la représentation Pick-Freeze de HP pour p > 2.

Lemme 6.7.1. Pour tout v € Iz, on a

E[E[Y]X,] -EY])"] =E

- (v —JE[Y])] : (6.48)

i=1

Ici, YU! =Y et pouri = 2,...,p, YV est construit indépendamment comme YV défini par ’équation
(6.47).
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Estimation On commence par développer le produit apparaissant dans (6.48). On obtient !

P
=3 (§) ey H v
Ensuite, on utilise un schéma d’estimation de Monte-Carlo Pick-Freeze en considérant ’échantillon de taille

p X N suivant
v, .
( 7S d)ExIn

On définit alors pour tout N € N*, j € Iy etl €I,

Pffg:@)_l > (HY”> et Zw

ki1<...<ki€l,
L’estimateur est alors
v - p 1 (sv\P™ —
=Y (z) (e (P) P (6.49)
1=0
Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont résumées dans le théoréme qui suit.

Théoréme 6.7.1. [Gamboa, Klein, Lagnoux [110[] H} y est fortement consistant et asymptotiquement
normal :

v v ‘C’
VN (Hyy = Hy) = N(0,0%) (6.50)
ol
’ l
=p |Var fl(jonY”2 aby |, a=-EY]" L 1=1,....p
[Var(Y) + (p — 1) Z by 1= Y]

l

H Y’U,i

i=1

b=ty 0P+ 5 (1) ot eyt
=2

etby= (D) (=D)PTE[Y]P 1=2,...,p.

La collection de tous les indices H? fournit beaucoup plus d’information que l'indice de Sobol classique.
Néanmoins, elle présente plusieurs désavantages. D’une part les indices peuvent étre négatif si p est impair.
On pourrait contrer ce point en considérant E [|E[Y|X;,4 € v] — E[Y]|P], mais dans ce cas, on ne pourrait
plus appliquer la méthode Pick-Freeze pour les estimer. D’autre part, la procédure d’estimation requiére
K x N appels au code si l'on veut estimer les K premiers indices.

6.7.3 Indices basés sur la distance de Cramér-von Mises

Dans cette section nous notons Z = f(X1,...,X4) € R¥ la sortie du code numérique. Soit F' la fonction de
répartition de Z définie pour tout ¢t = (t1,...,t;) € R¥ par

F(t)=P(Z <t)=E[l{z<s)
et F¥(t) la fonction de répartition de la loi conditionnelle de Z sachant X,

F(t) =P (Z < tX,,) = E[Iz<n|X.].

1. Convention utilisée [J0_, Y% = 1.
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La notation {Z < t} signife que {Z; < t1,...,Z; < t}. On a évidemment E [F?(t)] = F(t). Nous appliquons
la méthode développée dans la section précédente (Section 6.7.2) avec Y (t) = Iz« et p = 2. Ainsi, pour
un t € R¥ fixé, nous possédons une procédure d’estimation consistante et asymptotiquement normale pour

estimer . [(F(t) - Fv(t))ﬂ |

Nous définissons maintenant une distance du type Cramér-von Mises d’ordre 2 entre £ (Z) et £ (Z]X,) par

Sovwi= [ E[(P) - F*(0)"] aF(). (6.51)
Rk

L’objectif est maintenant d’estimer Dj -y, ), et d’é¢tudier ensuite les propriétés asymptotiques de 'estimateur.
Notons que

Dicvar =E[E[(F(2) - F'(2)7]]. (6.52)

Remarque 6.7.1. Contrairement aux indices de Sobol classiques, nous n’avons pas renormalisé la généra-
lisation. En effet le terme de renormalisation serait F(¢)(1 — F(t)), terme qui tend vers 0 pour les petites et
les grandes valeurs de t. Cela rendrait la procédure d’estimation numériquement instable.
Proposition 6.7.1. Les propriétés suivantes sont satisfaites

1. 0 < Dg’CVM < %, De plus, si k=1 et si F' est continue, on a 0 < DS,CVM < %,

2. D3 oy est invariant par translations et homothéties de Y.
On estime alors notre indice Dj ), par une double procédure de Monte-Carlo, en procédant comme suit
On se donne

1. Deux N-échantillons de Z : (2!, Z}?), 1< j < N;

2. Un troisiéme N-échantillon Z indépendant de (Z*, Z{"*)1<j<n : Wi, 1 <k < N.
L’estimateur empirique Dj oy, est donné par

2

N N N
~ 1 1 1
D3 ey = N ; N ; ]J{z;lswk}]]{z;’?swk} lon ]; (” {Z <} T ]J{Z;ﬂswk})

On peut alors montrer que
Corollaire 6.7.1. 13§7CVM est fortement consistant lorsque N tend vers l'infini.

La normalité asymptotique découle de la Delta méthode fonctionnelle. Afin de montrer le théoréme de
normalité, on commence & établir un théoréme de type Donsker pour les mesures empiriques sous-jacentes.
Puis on applique la méthode Delta fonctionnelle (pour plus de détails sur la Delta méthode fonctionnelle,
nous renvoyons a louvrage de Van der Vaart [244], plus particuliérement Theorems 20.8 et 20.9, Lemma
20.10 et Example 20.11).

Théoréme 6.7.2. [Gamboa, Klein, Lagnoux [110]] La suite d’estimateurs ﬁ;cww est asymptotiquement
gaussienne. Plus précisément v N (ZA)SCVM — DS.CVM) converge faiblement vers une mesure gaussienne

centrée de variance £2. La variance &% se calcule explicitement (voir la preuve du Theorem 8.5 de [110]).

6.7.4 Quelques illustrations numériques

Nous allons dans un premier temps illustrer l'intérét de l'indice basé sur la distance de Cramér-von Mises.
Le premier exemple montre bien qu’il permet de détecter des variables importantes alors que les indices de
Sobol ne le pouvaient pas. Le deuxiéme exemple montre que les estimateurs sont numériquement de bonnes
qualités. Dans un second temps, nous reprenons un exemple venant du monde médical. Il s’agit d’étudier la
fagon de traiter les patients atteints d’arthrite a cellules géantes [55].
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Illustration de la méthode sur un exemple jouet

On considére le modéle de régression linéaire
Y =aX;+ X2, a>0,

ou X, est une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p et X5 est une variable aléatoire indé-
pendante de X;. On suppose de plus X5 est une variable aléatoire de fonction de répartition F' continue
sur R et de variance finie 02. De plus on impose que 02 = a?p(1 — p) et on pose p = E[X5]. Ces choix
impliquent que X7 et X2 ont la méme variance et les mémes indices de Sobol d’ordre un. D’une part la loi
conditionnelle de Y sachant {X; = 0} est la méme que celle de X3 et la loi conditionnelle de Y sachant
{X1 = 1} a pour fonction de répartition F(- — ). D’autre part la loi conditionnelle de Y sachant X5 est
donnée par

PY =a+X2[ X2) =1-P(Y = X3|X2) =p.

La densité de Y est donc le mélange pF (- — a) + (1 — p)F'(+). Aprés quelques calculs désagréables on obtient

D cvas =1 =p) [ (F() = F(t - ) [(1 - pJaF(0) + pdF(t - ) (653
et
Dicvar =g ~pL-p) |3~ [ Flt-apar)]. (6.54)

Faisons maintenant tendre p vers 0 (et a vers co) alors Dj oy tend vers 0 et D3 oy, tend vers 1/6 tan-
dis que les indices de Sobol restent constamment égaux & 1/2. Ainsi ces nouveaux indices permettent de
retrouver ce que nous disait notre intuition i.e. que pour de petites valeurs de p, X5 est plus influent que
X;. Alors que les indices de Sobol ne le pouvaient pas.

Cas d’un modéle non linéaire

On considére le modéle suivant

Y = exp{X1 + 2X2},

ou X7 et X5 sont deux gaussiennes centrées réduites indépendantes. Il est possible de calculer explicitement
les valeurs théoriques des indices basées sur la distance de Cramér-von Mises (le détail d’une preuve élé-
mentaire se trouve dans article [110]). Le tableau suivant présente les valeurs théoriques des indices basées
sur la distance de Cramér-von Mises et ceux de Sobol ainsi que les valeurs obtenues par simulations pour
des tailles d’échantillons N = 10% et N = 103.

Cramér-von Mises Indices de Sobol

D% CVM D% CVM St 52
vraies valeurs 0.0191 0.0949 0.0118 0.3738
N =102 0.0372 0.0960 0.1962 0.1553
N =10° 0.0192 0.0929 0.0952 0.1085

On voit ici que pour une taille d’échantillon N = 103, la méthode fournit une estimation de bonne qualité.
Les deux concurrents classent les entrées dans le méme ordre.
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Application : le probléme de I’arthrite a cellules géantes

Nous reprenons ici le probléme plus réaliste du traitement de ’arthrite & cellules géantes proposé par
Bunchbinder et Detsky [55]. Ce modéle a été revisité par Felli et Hazen [96] et Borgonovo et al. [46].
Comme expliqué dans [55], Parthrite a cellules géante (GCA) est une pathologie qui peut entrainer de
graves complications (perte de la vue, fievres, maux de tétes). Les patients dont on suspecte la maladie
peuvent recevoir un traitement & base de Prednisone. Malheureusement, les effets secondaires du traitement
dus a de fortes doses ne sont pas anodins. Ainsi le médecin a le choix entre quatre stratégies face & un
patient potentiellement atteint de cette pathologie (stratégies introduites dans [55]).

A : Ne traiter aucun patient ;

B : Faire une biopsie et traiter les patients positifs;

C : Faire une biopsie et traiter tous les patients;

D : Traiter tous les patients.

Chaque stratégie comporte des risques pour le patient. Ces risques sont quantifiés a 1’aide d’une fonction
dite d’utilité. Nous renvoyons le lecteur a [250] pour plus de détails sur les fonctions d’utilités. Ces utilités
dépendent de 7 variables d’entrées. Dans [110] nous avons quantifié 'importance des variables d’entrées a
I’aide de I'indice basé sur la distance de Cramér-von Mises puis comparer nos résultats avec ceux obtenus
dans [46].

6.8 Une méthode générale pour construire des indices bien adaptés

6.8.1 Généralisation des indices de Sobol

Nous avons étudié dans les paragraphes précédents les propriétés des estimateurs des indices de Sobol. Nous
avons aussi proposé des généralisations de ces indices, d’une part pour des sorties vectorielles et d’autre
part en construisant des indices prenant en compte ’ensemble de la distribution de la sortie Y et non plus
seulement sa variance.

Comme, nous 'avons déja mentionné dans la section précédente, les indices de Sobol ne permettent pas de
détecter systématiquement les variables importantes. De plus, il est assez intuitif qu’une variable importante
pour le comportement moyen de Y ne l'est pas forcément pour ses comportements extrémes. Il semble
donc naturel d’essayer d’introduire des indices de sensibilités qui prennent en compte l'objectif de 1’étude
(comportement moyen, extréme...). Les indices de Sobol sont bien adaptés pour quantifier la sensibilité par
rapport & un comportement moyen. Nous allons proposer une méthode générale permettant de construire
un indice qui est bien adapté par rapport a une quantité statistique définie au préalable (quantile, médiane,
fonction de répartition, densité... ).

6.8.2 La remarque clé

Nous allons repartir des indices de Sobol que nous allons regarder sous un autre angle. Ceci va nous permettre
de présenter une stratégie générale de construction d’indices bien adaptés a la quantité d’intérét. Le cadre
reste le méme, on se donne un modeéle Y = h(Xi,...,Xy) et 'indice de Sobol par rapport & la variable
numéro ¢ est défini par

g Var(E[Y'|X;])

‘" Var(Y) (6.55)

Que nous écrivons sous la forme
g Var(Y') — E(Var[Y|X;])
L Var(Y) '

(6.56)

La Formule (6.55) est la plus populaire, c’est celle utilisée par les personnes travaillant dans le domaine
de Panalyse des incertitudes (voir par exemple [231, 220, 221, 223]). Nous allons plutot tenter d’étendre
intelligemment la Formule (6.56). Cela va permettre de définir des indices reliés a I’étude (ou a lestimation)
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de certaines quantités statistiques. Il est bien connu que la moyenne E(Y") est le minimiseur de la fonctionnelle
quadratique § — E(Y — 0)? (nous appellerons par la suite cette fonction une fonction de contraste), de plus
la valeur de ce minimum est la variance de Y. Conditionnons maintenant par rapport a la variable X;
alors E[Y|X;] est le minimiseur de la fonction E[(Y — 0)?|X;] et la valeur de ce minimum n’est autre que
Var[Y'|X;]. Ainsi S; compare la valeur optimale de la fonction E(Y — )2 avec la valeur optimale moyenne
de la fonction conditionnelle E[(Y — 6)?|X;].

Cette remarque est le point de départ de la définition de nouveaux indices associés a un contraste donné.

6.8.3 La notion de fonction de contraste

Définition 6.8.1. Soit © un ensemble et () une mesure de probabilité sur un espace ). Une (0, Q)-fonction
de contraste ou plus simplement une fonction de contraste est définie comme une application v

v:0 — Li(Q) (6.57)
0 — P(,0):yeYr—VY(py),

telle que 0" = ArgminEy ..o ¢(Y’;0) (6.58)
)

est unique. La fonction ¥ : 6 — Ey g ¥(Y;0) est la fonction de contraste moyenne , ou par abus de
langage la fonction de contraste lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguité.

Les fonctions de contraste sont des objets classiques en apprentissage statistique. Elles permettent de
construire des estimateurs de 6* € © en considérant § = Argming ¥, (0) ou U, (0) := L 3"  ¥(Y;;6)
est 'analogue empirique de Ey g (Y;6) lorsque l'on dispose d’'un n échantillon (Y3,...,Y,,) distribué
comme Y.

Considérons, pour fixer les idées le contraste ¢ : (y;0) — (y — 6)2, il conduit & la procédure classique

d’estimation de la moyenne
n

~ 1
6 = Argmin,— Z(Yz —0)2%.
n

=1

Ce qui donne
~ 1<

Dans notre contexte, nous n’allons pas utiliser la notion de contraste pour estimer une quantité dépendant
de Y (ou de sa loi) mais plutét pour définir de nouveaux indices.

6.8.4 Une liste non exhaustive de contrastes

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous commencons par donner un petit catalogue de contrastes et les
quantités statistiques correspondantes.

1. Paramétres centraux : la moyenne est naturellement reliée au contraste ¥(0) = E|Y — 0%, quant a la

médiane, elle est reliée au contraste ¥ () = JE[Y — 6|.

2. Le contraste pour I'excés de probabilité est ¥(6) = E|1y>;—0|?, celui pour la queue de la distributtion
est U(0) = ftzo E[ly>: — 0(t)]2dt.

3. Le quantile d’ordre o : ¥(0) = E(Y — 0)(a — 1y<yp).
4. La queue quantile : ¥(6) = f;o E(Y —0(a))(a — 1y <p(a))dor.
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6.8.5 Sensitivité par rapport & un contraste

On s’intéresse a la sensibilité d’une sortie réelle Y a une entrée X;. On se donne un contraste ¥
U(0) =Ey(Y;0)
associé a un parameétre 6%, ou 6* = ArgminW(0).

Définition 6.8.2. Soit ¥(6) = E(Y;0) un contraste. La variation du contraste due & X}, est définie par
Vi = ming U(0) — E(ming E(¢(Y;0)|X)). Si 0* = Argmin U(0) et Ox(z) = Argmin E(¢(Y;0)| X, = x) alors
0 0

V). devient
Vi =Ex,.v) (0(Y;0%) — (Y3 0,(Xk))) - (6.59)

Vi est évidemment positif car E(ming E(y(Y;0)| X)) < ming E(E(¢(Y;0)|X%)) = ¥(0). De plus si Y ne
dépend pas de X}, alors Vi, = 0 et a l'inverse si Y = h(X}) alors Vj est maximum. Dans toute la suite on fera
Ihypothése suivante, vérifiée par tous les exemples présentés dans la Section 6.8.3 (car ming ¥ (Y;0) = 0).

Hypothése 6.8.1. Eming ¢(Y;0) € R.

On est maintenant en mesure de définir de nouveaux indices basés sur des contrastes vérifiant I’hypothése
6.8.1 et généralisant les indices de Sobol.

Définition 6.8.3. t-Indices. Supposons que le contraste W(0) = Ey(Y;0) vérifie '’hypotheése 6.8.1. Le
y-indice de la variable Y = h(X7,..., X,) par rapport au contrast ¥ et a la variable X} est défini par
. Vi Ex,,y) (0(Y;0%) — (Y5 0,(Xk)))

% g U(0) _Eming 9(V:0) ~ W(07) _Emimgp(Y:0) (6.60)

Quelques remarques sur cet indice

1. Si Y ne dépend de X}, alors sz = 0. De plus si les variables (X7, ..., X4) sont indépendantes (hypo-
these classiquement faite lorsque I'on considére les indices de Sobol via la décomposition de Hoeffding),
et si Y = h(X}) alors sz =1 et les autres indices Sllp,l # k valent 0. Nous avons toujours Sﬁj €[0,1].

2. Comme déja mentionné (on a tout fait pour), lorsque l'on considére le contraste de la moyenne v :
(y;0) — (y — )2, on retrouve exactement les indices de Sobol. En effet dans ce cas on a

6* = Argmin¥(0) = ArgminE(Y — 0)? = EY
6 6

et Ox(x) = ArggminE(qb(Y; )| Xk =x) = ArgeminE(Y —0)%| X, = x) = E(Y|X}, = 2). Ce qui conduit
E(x, vy @(Y30°) = 9(Y;06(X1)) = Ex,v) (Y —EY)? = (Y —E(Y[X))?)
= Var(Y) - Ex,E [(Y — E(Y|Xy))?|X]
= Var(Y) — Ex, Var(Y|Xy) = Var(E(Y|X}))

et ming ¥(0) — Eming ¢(Y;0) = ¥(¢*) — 0 = Var(Y). Le ¢-indice obtenu est S = YHZOE0D | qui

est exactement 'indice de Sobol d’ordre un défini par ’Equation (6.55).

6.8.6 Exemples jouets

Nous allons donner deux exemples simples pour montrer d’une part que dans certains cas il est possible de
calculer analytiquement ces nouveaux indices et d’autre part de quelles maniéres ils différent par rapport
aux indices de Sobol. Dans ’Exemple 1 (voir Figure 6.4) les indices de Sobol sont constamment égaux a
0.5, tandis que les nouveaux indices sont distincts et non constants. Les indices de Sobol donnent la méme
importance a chaque variable alors que I'importance de chaque variable varie lorsque o bouge pour les
nouveaux indices.
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Exemple 1

Soit Y = X3 + Xo, od X7 ~ FExp(l), Xo ~ —X;, les deux variables étant indépendantes. La variable Y
est une variable aléatoire de loi Laplace de paramétre 1 sa densité par rapport & la mesure de Lebesgue est
f(z) = exp(—|z|)/2. Nous allons calculer les nouveaux indices par rapport au a-quantile gy () de Y. On
prend donc le contraste suivant ¥(0) = E(Y — 0)(a — 1y<g), qui caractérise le a-quantile. On trouve aprés
quelques calculs

(1—a)(1-log(2(1-a)))+alog(a) ;
gl _ a(kafo(gl;logé(lf;;))og = o azl/2 (6.61)
- a(l—lo a alog(a . ’
¥ ( a(gl(—lo)g)(;a))g( ) st a<1/2;
(1—a)(1-log(2(1—a)))+(1—a) log(1—«) .
52 — (1—ga)(1—log(2(1—0t))) : sioaz1/2, (6.62)
P a(l—log(ja)z-fo(gl(ggg)log(1—@) sioa<1/2

Les graphes de ces deux indices en fonction de « ainsi que ceux des indices de Sobol sont donnés dans la
Figure 6.4.

Sensitivity indices for different values of alpha
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FIGURE 6.4 — Indices de sensibilités pour '’exemple 1.

Comme on s’y attendait S}p < Si lorsque ov < 1/2 et S’i > Si lorsque o > 1/2 avec égalité lorsque oo = 1/2.
De plus limg, 1 Si) = lim,_.g Si =1 et lim,_,g Si = lim,_1 Si =0.

Dans cet exemple, les indices de Sobol sont S&,, = S%,, = 1/2. Ils ne dépendent pas de «, ils sont donc
inutiles si on veut étudier les quantiles de Y

Exemple 2

Soit X7 et X5 deux variables indépendantes et Y = X + X5, avec X7 ~ Exp(1l), Xo ~ Ezxp(a),a > 0. On
s’intéresse ici & P(Y > t). Cette quantité peut étre caractérisée a ’aide du contraste

U(0) = Ellys; — 0] (6.63)

Il se trouve que ce contraste est un contraste quadratique, nous allons donc retrouver les indices de Sobol
associés non pas a la variable Y mais a la variable Z = 1y>,.

Nous donnons dans la Figure 6.5, le graphe de ces indices pour trois valeurs de a. Les calculs explicites se
trouvent dans l'article [102]. Ce graphique montre que 'importance relative (pour le nouveau contraste) des
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Sensitivity indices for a = 0.3
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FIGURE 6.5 — Indices de sensibilité pour 'Exemple 2, t € [0,5], a = 0.3, a = 0.99 et a = 1.3.

variables évolue en fonction de t. Ce qui n’est pas le cas pour les indices de Sobol. Par contre si on considére
la sortie Z = 1y >¢, I'ordre d’importance des variables est la méme pour les deux indices.
Le lecteur intéressé par plus d’exemples pourra lire [102].

6.8.7 Estimation des indices.

En pratique le modeéle h est inconnu ou trop compliqué, il est donc illusoire de penser pouvoir en général
calculer explicitement les nouveaux indices. Nous allons donc proposer une méthode d’estimation et I'illustrer
sur un exemple. On désire donc estimer nos (v)-indices, dont nous rappelons la définition

V(0") —Exv) @;0:(Xk)  Exy) @;0%) — (Y3 606(Xk)))

Sy = (6 = o (v 07 (6.64)

ol ¢ est un contraste, 8* = Argmin Ey(Y';60) et 0i(x) = Argmin E(¢)(Y;0)| X, = =) . Rappelons que nous
0 0

avons uniquement considéré des contrastes vérifiant Eming ¢(Y’;0) = 0. Notre procédure d’estimation des

indices (6.64) nécessite deux étapes (rappelons que Y = h(X7, ..., X,)).

1 On simule X{,...,Xg et on calcule Y7 = h(X{,...,Xg), pour j = 1,...,n1. On calcule ensuite 8% et on
remplace dans I"équation (6.64) les espérances E(x, y) et Ey par leurs versions empiriques.

2 On simule indépendamment X{j,...,X;j pour j = 1,...,ny et on calcule Y7 = h(X{j,...,Xl')j). Puis a
partir de ’échantillon Yk/j(x) = h(X{j,...7X;J;1,$,X,/Cil,...,le,j), j = 1,...,n9, on calcule la fonction
z = O ().

Finallement, on estime l'indice (6.64) par

L (w08 - e (v Bu(x))
S’P = 1 ni AN
nL Zj:l PY(Y7;0%)

: (6.65)
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Exemple 1 traité numériquement

Reprenons I'exemple 1 traité dans la Section 6.8.6

Y:Xl —|—X2, Xl NEa?p(l), XQN—Xl

avec X7 et X5 indépendantes. Les valeurs théoriques des indices basés sur le contraste associé au a—quantile
sont données dans les équations (6.61) et (6.62). Nous avons parallélement estimé ses indices a 1'aide de
la formule (6.65). La Figure 6.6 représente les indices estimés en fonction de «. La comparaison avec le
graphique 6.4 montre que la méthode de simulation est plutét pertinente.

Numerical computations of Example 1 indices
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FIGURE 6.6 — Les indices estimés de I’exemple 1.
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