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jury. Enfin grâce à l’activité scientifique de Toulouse, j’ai eu la chance de rencontrer des
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à Manon, Thierry, Fanny, Pierre, Francesco, François, Agnès, Mireille, Cathy... Une pensée
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Chapitre 1

Introduction : Trajectoires
quantiques

Mes travaux de recherche s’orientent essentiellement autour de l’étude des trajectoires
quantiques. Les trajectoires quantiques sont des processus de Markov à temps discret ou
continu qui décrivent l’évolution de systèmes quantiques soumis à des mesures indirectes
[66, 76, 75, 78, 23, 133, 93, 53, 40, 41, 116, 118, 119].

L’étude des trajectoires quantiques s’inscrit plus généralement dans la théorie des sys-
tèmes quantiques ouverts [78, 1, 66, 13, 14, 15, 5, 83]. Cette théorie a pour objectif de
décrire la dynamique de systèmes quantiques en interaction avec un environnement (bain
de chaleur, laser, jet de photons...).

On distingue souvent deux approches pour étudier un système S en interaction avec
un environnement E : l’approche hamiltonienne et l’approche markovienne. L’approche
hamiltonienne concerne l’étude du système (S + E) à travers la description complète de
l’hamiltonien décrivant l’interaction des deux systèmes [62, 64]. A partir de cette descrip-
tion, on déduit des propriétés du système réduit S. Les outils souvent employés dans cette
approche sont ceux de la théorie des opérateurs, étude spectrale, théorie ergodique etc... La
philosophie de l’approche markovienne consiste à ”oublier” la dynamique de l’environne-
ment et à ne s’intéresser qu’à l’évolution réduite du système S [78, 134, 104, 85, 83]. Cette
approche est souvent motivée par le fait que l’environnement est un système complexe dif-
ficile à décrire. Dans certaines situations, nous n’avons pas accès aux données complètes de
ce système. Dans d’autre situations, la description complète du système n’a pas d’intérêt.

Mes travaux s’inscrivent principalement dans l’approche markovienne. D’un point de
vue mathématique, le système quantique S que l’on cherche à étudier est décrit par un
espace de Hilbert HS et l’ensemble des états est décrit par les matrices densités

DS = {ρ ∈ I(HS)|ρ = ρ∗, ρ ≥ 0,Tr(ρ) = 1}

où I(HS) désigne l’ensemble des opérateurs à trace sur HS (on étudiera essentiellement
des situations où HS est de dimension finie). L’ensemble des projecteurs orthogonaux de
rang 1 est un sous ensemble particulier de D. Un tel projecteur est appelé état pur.
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Dans ce manuscrit, nous considérerons deux types d’évolution pour les états de S :
des évolutions discrètes en temps et des évolutions continues en temps. Typiquement, une
évolution discrète en temps est décrite par une famille de matrices densités (ρn)n∈N définie
de la manière suivante :

ρn+1 = φ(ρn), n ∈ N

ou de manière équivalente
ρn = φn(ρ0), n ∈ N.

L’application φ s’appelle un canal quantique. Le terme canal est emprunté à la théorie de
l’information quantique. C’est ce type d’opération qui permet de transmettre de l’infor-
mation en utilisant les principes de la mécanique quantique [134, 112, 47, 77, 100, 99].
Mathématiquement, il s’agit d’une application complétement positive 1 dont la forme ty-
pique est donnée par

φ(ρ) =
∑
i∈I

ViρV
∗
i , (1.1)

où Vi, i ∈ I sont des opérateurs sur HS qui satisfont
∑

i∈I V
∗
i Vi = I. Les opérateurs Vi

s’appellent des opérateurs de Kraus.
En ce qui concerne une évolution typique en temps continu, elle est décrite par une

famille de matrices densités (ρt)t≥0 satisfaisant une équation différentielle ordinaire de la
forme

dρt = L(ρt)dt

ou de manière équivalente
ρt = etL(ρ0),

où L est un opérateur sur B(HS) appelé opérateur de Lindblad ou lindbladien [104, 85, 66,
83]. Une telle équation est appelée équation maitresse. L’opérateur L s’écrit génériquement
sous la forme

L(ρ) = −i[H, ρ] +
∑
i∈I

LiρL
∗
i −

1

2
{L∗iLi, ρ}, (1.2)

où les Li, i ∈ I sont des opérateurs sur HS.
Les deux types d’évolutions que nous venons d’évoquer modélisent la dynamique du

système S en l’absence de mesure.
La question de la mesure en mécanique quantique est une question primordiale. En

effet, pour étudier l’évolution d’un système quantique, il faut pouvoir l’observer : mesurer
sa vitesse, sa position... Cependant, observer directement un système quantique perturbe
ce dernier de manière irrémédiable. Des effets tels que l’effet de Zénon quantique indiquent
qu’observer continument et directement un système S a pour effet de geler celui-ci. Pour
contourner ce type d’obstacle on effectue des mesures dites indirectes. Cela consiste à ef-
fectuer une mesure sur l’environnement E lorsque celui-ci a fini d’interagir avec S. Grâce à

1. Une application complétement positive φ est une application linéaire positive c’est à dire qui envoie
les opérateurs positifs sur des opérateurs positifs et telle que pour tout k ∈ N, l’application ICk ⊗ φ est
encore une application positive. De manière générale, elles sont toutes de la forme (1.1)



l’intrication entre S et E , après interaction, le résultat de la mesure indirecte permet d’ob-
tenir une information partielle sur S. De plus, conditionnellement aux résultats de mesures,
on peut décrire l’évolution de S. Dans ce contexte, l’évolution de S devient aléatoire. Dans
le cadre des évolutions discrètes, elle est décrite par une châıne de Markov (ρ̃n) à valeurs
dans DS. Typiquement, les transitions sont décrites de la manière suivante :

ρ̃n+1 =
Viρ̃nV

∗
i

Tr(Viρ̃nV ∗i )
, avec probabilité Tr(Viρ̃nV

∗
i ), i ∈ I. (1.3)

Dans le cadre continu, l’évolution de S est décrite par un processus de Markov (ρ̃t) à va-
leurs dans DS. De tels processus apparaissent génériquement comme solutions d’équations
différentielles stochastiques de type saut-diffusion de la forme

dρ̃t = L(ρ̃t−)dt

+
∑
i∈I1

(Liρ̃t− + ρ̃t−L
∗
i − Tr[ρt−(Li + L∗i )]ρt−) dW̃i(t)

+
∑
i∈I2

(
Liρt−L

∗
i

Tr[Liρ̃t−L∗i ]

)(
dÑi(t)− Tr[Liρ̃t−L

∗
i ]
)
, (1.4)

où (W̃i(t), i ∈ I1) sont des mouvements browniens indépendants et (Ñi(t), i ∈ I2) sont

des processus de Poisson d’intensités
(∫ t

0
Tr[Liρ̃s−L

∗
i ]ds

)
, i ∈ I2. Ce type d’équation est

communément appelé équation maitresse stochastique [66, 23, 40, 41, 57, 15, 116, 118, 119].
Dans les deux cas les processus (ρ̃n) et (ρ̃t) sont appelés trajectoires quantiques discrètes

respectivement continues.
L’étude et la compréhension de ces modèles ont été cruciales dans de nombreux do-

maines de la mécanique quantique théorique et appliquée. Ces modèles sont au coeur
de nombreuses avancées dans le domaine de l’optique quantique (expériences de photo-
détection, détection hétérodyne et homodyne...) et de l’information quantique. En particu-
lier, ils jouent un rôle primordial dans les expériences de contrôle quantique qui nécessitent
de pouvoir maitriser et observer l’évolution de S de manière continue. Des expériences
récentes ont permis, grâce à ce type de modèle, de pouvoir manipuler et observer des par-
ticules sans les détruire (ce qui est impossible avec des mesures directes), c’est le cas des
expériences menées par l’équipe de Serge Haroche au LKB à Paris et qui ont été récom-
pensées par le prix Nobel de Physique en 2012 [93, 92, 84]. Ces expériences ont donné lieu
à divers travaux théoriques autour des trajectoires quantiques non démolition [33, 32, 21]
et du contrôle quantique [4, 2, 123]

La justification du modèle discret est assez simple, la manière la plus intuitive est d’uti-
liser les modèles d’interactions répétées [17]. Dans ce cadre, l’environnement est décrit par
une châıne de systèmes quantiques auxiliaires indépendants et identiques. Chaque système
vient interagir avec S (l’un après l’autre) et après interaction une mesure est effectuée
sur le système auxiliaire qui vient d’interagir. L’aléa vient du fait que, contrairement à la
mécanique classique, le résultat d’une mesure en mécanique quantique est aléatoire et que



conditionnellement à ce résultat, le système S est modifié suivant les principes de réduc-
tion du paquet d’onde. Les schémas d’interactions répétées suivies de mesure indirecte sont
habituellement appelés mesures quantiques répétées [106, 101, 116, 118, 119]. Dans la lit-
térature, ces modèles ont été moins étudiés que les modèles continus. Mais, récemment les
modèles d’interactions répétées avec ou sans mesure ont donné lieu à de nombreux travaux
(retour à l’équilibre, propriétés spectrales [71, 69, 70, 68, 72], production d’entropie [50, 94],
principe de Landauer, thermodynamique [91, 90], statistique quantique [127, 132, 50], étude
de modèles concrets [32, 34, 135, 105]...)

La justification des modèles continus est moins directe. On peut distinguer trois ap-
proches mathématiques différentes justifiant rigoureusement ces modèles. La première ap-
proche est basée sur le calcul stochastique quantique [114, 107] et plus précisémment sur
la théorie du filtrage quantique [15, 60, 56, 59, 43, 44, 46, 45, 39, 42, 86, 87, 125]. Cette
approche a notamment été développée et popularisée par Viacheslav Belavkin. Elle utilise
la théorie des équations différentielles stochastiques quantiques qui permettent de modé-
liser l’évolution du système S en contact avec l’environnement. En particulier, dans ce
cadre, l’environnement agit comme un bruit ”quantique” et ces modèles sont les analogues
quantiques des équations de Langevin classiques.

Une seconde approche est basée sur le calcul stochastique classique et la notion d’état
à priori et à posteriori [23, 25, 27, 24]. Le point de départ est la définition d’une équation
différentielle stochastique linéaire pour l’évolution de l’état ”non normalisé 2” de S. L’inter-
prétation en termes de mesures quantiques est alors le résultat d’un changement de mesure
type Girsanov. L’utilisation du calcul d’Itô permet alors d’obtenir l’équation non linéaire
(1.4) après normalisation de l’état.

La troisième approche fait le pont entre l’évolution discrète (1.3) et l’évolution continue
(1.4). En particulier, les modèles continus peuvent être obtenus comme limites des modèles
discrets. Pour cela, on introduit un scaling en temps h dans les opérateurs Vi. En imposant
des conditions asymptotiques précises pour les opérateurs Vi, on montre que lorsque h tend
vers zéro le modèle discret converge en loi vers le modèle continu. Pour obtenir ces résultats,
les outils principaux sont la convergence de générateurs de Markov et des propriétés de
tension [81, 97]. Cette approche a été développée dans mes travaux de thèse. En particulier,
la justification des modèles génériques (1.4) ont fait l’objet des articles [116, 118, 119].

Ces trois approches sont équivalentes et ont des connections importantes. Le lien entre
la deuxième approche et la troisième approche est assez claire principalement car elles font
appel toutes les deux à des probabilités classiques (changement de mesure, calcul d’Itô,
générateur de Markov, tension de processus stochastiques) en opposition à la première
approche qui opère dans le monde des probabilités dites quantiques (algèbre d’opérateur,
calcul stochastique quantique, algèbre de Von Neumann). C’est dans ce cadre, où l’inter-
action entre S et l’environnement est décrit par des équations différentielles stochastiques
quantiques. Ce type de modèle peut être justifié comme limite continue de modèles d’inter-
actions répétées. C’est en particulier l’objet des travaux de Stéphane Attal et Yan Pautrat
[17]. Introduire des mesures dans ce cadre a été le moteur des travaux effectués pendant

2. non normalisé signifie que l’état n’est pas de trace 1



mon doctorat.

Mes premiers pas dans la recherche ont donc été rythmés par l’étude des trajectoires
quantiques à travers les liens entre les modèles discrets et les modèles continus : ”comment
justifier des modèles continus complexes à l’aide de modèles discrets intuitifs”. En particu-
lier, la flexibilité et la richesse des outils développés dans ce cadre, m’ont permis de continuer
dans cette voie pendant mes premières années post-thèse. Cette partie de mes activités de
recherche concerne un aspect orienté principalement autour de la modélisation de trajec-
toires quantiques. Ainsi, en présence d’une problématique concernant les trajectoires quan-
tiques j’ai deux réflexes. Si le modèle est continu, je me demande comment le justifier à l’aide
d’un modèle discret et d’un passage à la limite et si le modèle est discret je me demande
quelle est sa limite continue naturelle. En particulier, en adoptant cette démarche, inspirée
de mon directeur de thèse Stéphane Attal, j’ai pu dériver différents modèles de trajectoires
quantiques pendant et après ma thèse [116, 117, 118, 119, 122, 110, 121, 18, 120, 3, 8].

Un de mes premiers objectifs ”post-thèse” était de comprendre quelles étaient les tra-
jectoires quantiques en présence d’un bain thermique à température positive. En effet, les
résultats de ma thèse concernaient essentiellement des situations où l’environnement était
à température nulle. Guidés par le modèle d’interactions répétées avec un environnement
à température positive décrit dans [12] par Stéphane Attal et Alain Joye, avec Stéphane
Attal nous avons dérivé des équations maitresses stochastiques à température positive [18].
J’ai également utilisé l’approche basée sur les liens entre les modèles discrets et continus
pour dériver les modèles de ”marche quantique ouverte en temps continu” [120]. Ces mo-
dèles sont les analogues quantiques des châınes de Markov classiques à temps continu. Ils
correspondent à des marches aléatoires sur un graphe dont les transitions dépendent d’un
degré interne gouverné par un état quantique. Le modèle discret a été développé dans
[19, 20] et les résultats de [120] concernent la limite continue naturelle. Ces marches aléa-
toires quantiques offrent des questions intéressantes et présentent des comportements non
standards. Pour les marches discrètes, les propriétés habituelles des châınes de Markov ont
été étudiées dans [11, 31, 74, 73, 103, 102]. Hugo Bringuier, en thèse sous ma co-tutelle et
celle de Patrick Cattiaux a étudié des problèmes similaires dans le cadre de son doctorat
pour les marches continues.

En dehors de l’aspect modélisation, l’approche discrète permet également de montrer
des propriétés qualitatives sur les processus continus. En effet, certaines propriétés sont
évidentes pour les trajectoires quantiques discrètes alors qu’elles sont plus délicates à mon-
trer directement pour les trajectoires quantiques continues. En utilisant la convergence des
modèles discrets vers les modèles continus, certaines propriétés satisfaites par les processus
discrets se transmettent à la limite pour les modèles continus. Mentionnons par exemple
qu’il n’existe pas de preuve directe montrant que la solution de l’équation (1.4) est à va-
leurs dans les matrices densités. En effet, montrer que la solution est à valeurs dans les
opérateurs positifs est une question difficile. En revanche, par construction, le processus
discret est à valeurs dans les matrices densités donc à valeurs dans les opérateurs positifs
et cette propriété se transmet naturellement à la limite. Avec Pierre Rouchon et Hadis
Amini nous avons utilisé ce type de raisonnement pour montrer des propriétés de stabilité



des filtres quantiques en temps continu [3].
Toujours dans l’esprit de dériver des modèles continus à partir de modèles discrets, dans

[8], nous étudions la convergence en loi de variables aléatoires obtuses vers des martingales
normales complexes. Ce travail est motivé par l’étude de modèles d’équations de Langevin
quantiques qui en réalité sont des modèles classiques.

Le chapitre 2 présentera en détail ces résultats. En ce qui concerne l’aspect modélisation
des trajectoires quantiques, j’ai également employé l’approche basée sur le calcul stochas-
tique et les changements de mesure dans les papiers [22, 28, 29]. Ces papiers concernent
des modèles avec présence de mémoire dits non-markoviens. Nous ne détaillerons pas ces
résultats dans ce manuscrit et nous renvoyons à [22, 28, 29] pour les détails.

Après avoir défini et justifié les modèles de processus de Markov décrivant les trajec-
toires quantiques discrètes et continues, il est naturel d’étudier les propriétés qualitatives
de ces modèles et notamment d’aborder les questions habituelles relatives aux processus de
Markov. En particulier, parmi les questions centrales celle concernant le comportement en
temps long de ces processus est une question particulièrement intéressante. Cette question
est liée à celle de l’existence et de l’unicité de la mesure invariante. En dimension finie, l’en-
semble des matrices densités étant un ensemble compact, le théorème de Markov-Kakutani
assure l’existence d’une mesure invariante. En ce qui concerne l’unicité de la mesure in-
variante le problème est plus cossu. En particulier, les processus décrivant les trajectoires
quantiques ne rentrent pas dans le cadre des techniques markoviennes usuelles pour trai-
ter ce genre de problème (les transitions sont singulières rendant les approches habituelles
inefficaces). Alors que pour les évolutions sans mesure, les résultats de comportement en
temps long et la classification des états invariants des applications (1.1) et (1.2) ont été
largement étudiés, dans la littérature, il y a très peu de résultats concernant le comporte-
ment en temps long des trajectoires quantiques [26]. Un des résultats principaux concerne
des propriétés de convergence en moyenne de Césaro [101] ou alors des propriétés de pu-
rification [106, 26] (sous certaines hypothèses en temps long les trajectoires quantiques se
rapprochent de processus à valeurs dans les états purs). Dans les papiers [49] et [48] avec
Yan Pautrat, Tristan Benoist et Martin Fraas, nous résolvons le problème de l’unicité de la
mesure invariante. Nous montrons également la convergence exponentielle vers cette me-
sure invariante. Pour cela nous avons utilisé des techniques issues de la théorie ergodique
et des produits de matrices aléatoires. Cette question m’avait été posée par Stéphane At-
tal lors de ma thèse et sa résolution a grandement participé à mon envie de rédiger mon
habilitation.

Dans un autre cadre avec Tristan Benoist, nous avons étudié le comportement en temps
long de trajectoires continues pour les modèles dits ”non démolition” [51]. Ces modèles
sont directement reliés à l’expérience de Serge Haroche. Ils ont été traités de manière
théorique dans [32, 33] dans un cadre discret. Dans [51], on montre en particulier, que
ces trajectoires quantiques se concentrent en temps long sur des états purs particuliers
appelés états pointeurs. On donne une estimation de la vitesse de convergence en termes
d’une entropie relative. Dans ce travail, on montre qu’en temps long ce modèle de mesure
indirecte reproduit le modèle de mesure directe de l’état initial de S. Toujours dans le cadre



”non démolition” mais dans le cadre discret avec Tristan Benoist et Fabrice Gamboa nous
avons étudié des questions d’estimation de paramètres. Dans un autre registre, en utilisant
une approche similaire à celle développée dans [51], nous avons étudié des problèmes de
stabilité de sous espace dans [52].

Les travaux autour de la mesure invariante [49] et [48] ainsi que [51] feront l’objet du
chapitre 3. Dans ce chapitre, nous aborderons également le problème de stabilité de sous
espace [52]. En effet, nous verrons que sous certaines conditions les trajectoires quantiques
convergent vers des sous espaces particuliers de HS. Ce type de résultat est motivé par des
problèmes de contrôle quantique et de préparation d’états.

Le manuscrit sera structuré de la manière suivante.
Dans le chapitre 2, nous commencerons par décrire plus précisément les modèles des

trajectoires quantiques discrètes et continues. Nous ferons ensuite le lien entre ces deux
modèles en rappelant les outils développés pendant ma thèse. On adoptera une approche
légèrement différente de celle présentée dans mes travaux de thèses. Ici, l’approche adoptée
permet de présenter les idées du passage des modèles discrets au modèles continus sans
noyer le lecteur dans des détails trop techniques. Ce chapitre est complété par l’appendice
A où nous donnons plus de détails. Nous présenterons ensuite les résultats des articles
[120, 3, 8] qui concernent des travaux récents basés sur le passage du discret au continu.

Le chapitre 3 concerne des résultats de comportement en temps long de certaines trajec-
toires quantiques. En particulier, nous présentons le modèle de convergence des trajectoires
quantiques non démolition [51]. Ensuite nous parlerons du problème de stabilité de sous
espace [52]. Enfin nous étudierons le problème de la mesure invariante des trajectoires
quantiques discrètes et continues [48, 49].

Nous conclurons cette habilitation avec un chapitre présentant quelques perspectives
de recherche.





Chapitre 2

Etude et modélisation de certaines
trajectoires quantiques

2.1 Modèle des trajectoires quantiques

Dans cette section, nous allons préciser les modèles probabilistes permettant de décrire
proprement les trajectoires quantiques. Nous ferons en particulier référence à cette section
tout le long du manuscrit. On commence par présenter le modèle de mesure directe, ceci
nous permettra en particulier de faire référence à une sémantique que nous utiliserons dans
la suite. Ensuite on décrit les modèles probabilistes des trajectoires quantiques discrètes et
continues puis on fait le lien entre les deux modèles avec les résultats de convergence.

2.1.1 Mesure directe

Commençons par fixer quelques notations. Tout au long du manuscrit sauf mention
spéciale on considérera un système S décrit par un espace de Hilbert HS de dimension
finie, typiquement HS = Cd muni du produit scalaire usuel 〈 , 〉. L’ensemble des états est
donc

DS = {ρ ∈Md(C)|ρ = ρ∗, ρ ≥ 0,Tr(ρ) = 1}.

On utilisera également les notions usuelles de bra et ket. Les vecteurs de HS seront donc
notés par des ket |x〉, x ∈ HS. Un bra noté 〈y| représentera la forme linéaire agissant sur
les kets 〈y||x〉 = 〈y, x〉, pour tout |x〉 ∈ HS. Un état pur, projecteur sur C|x〉, avec ‖x‖ = 1
sera noté |x〉〈x|. On identifiera souvent le projecteur sur C|x〉 avec le vecteur |x〉.

Présentons maintenant le principe de mesure directe en mécanique quantique. Pour
cela on considère une matrice densité ρ ∈ DS . Une quantité physique est décrite par une
observable A qui est un opérateur auto-adjoint dont la décomposition spectrale est donnée
par

A =

p∑
i=0

λiPi.
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Le résultat de la mesure est un résultat aléatoire à valeurs dans le spectre de A : {λi, i =
0, . . . , p}. De manière précise on a

P[observer λi] = Tr[ρPi], i = 0, . . . , p.

Puisque ρ est un opérateur positif et que
∑p

i=0 Pi = I, on a bien défini une mesure de
probabilité. Dans la suite, on identifiera souvent la valeur λi et son indice i de sorte que
P[observerλi] = P[X = i] où X est la variable aléatoire qui vaut i si on a observé λi. On
identifiera donc X au résultat de la mesure. Ajouté à ce modèle probabiliste, le principe
de réduction du paquet d’onde nous dit que conditionnellement à l’observation de λi (ou
de i) l’état ρ est modifié et devient

ρ1(i) =
PiρPi

Tr(PiρPi)
, i = 0, . . . , p.

Finalement ρ1 est une variable aléatoire à valeurs dans DS décrite par

ρ1 =
∑
i

PiρPi
Tr(PiρPi)

1X=i.

De manière équivalente, on parlera également de mesure le long d’une base orthonormée
{|α〉, α ∈ A} de HS. Implicitement, cela signifie que l’on considère la mesure d’une obser-
vable diagonale dans cette base. De plus on supposera cette observable non dégénérée dans
le sens où ses espaces propres associés sont de dimension 1. On utilisera alors une autre
identification, on dira que l’on observe l’un des vecteurs |α〉 à travers la mesure et on aura

P[observer |α〉] = Tr[ρ|α〉〈α|], α ∈ A.

Cet abus de langage est renforcé par le fait que conditionnellement à l’observation de |α〉,
la réduction du paquet d’onde transforme l’état ρ en |α〉〈α|.

Pour finir cette section décrivons ce qui se passe dans le cas d’un état pur. Si |x〉 désigne
un état pur décrivant l’état du système S, alors on observera le résultat i avec probabilité
‖Pix‖2, le système est alors modifié et son état devient

|x1(i)〉 =
|Pix〉
‖Pix‖

, i = 0, . . . , p.

Concernant la mesure le long d’une base {|α〉, α ∈ A}, on peut exprimer |x〉 suivant cette
base c’est à dire

|x〉 =
∑
α∈A

〈α, x〉|α〉.

Ainsi la probabilité d’observer |α〉 est |〈α, x〉|2 et l’état devient |α〉 après la mesure.



2.1.2 Trajectoires quantiques discrètes

Cette section concerne la présentation du modèle probabiliste des trajectoires discrètes.
En particulier, nous allons revenir sur la présentation du modèle décrit par (1.3)

Afin de motiver le modèle des trajectoires quantiques discrètes, nous commençons par
esquisser le modèle des interactions répétées [17]. Le système S interagit avec une châıne
infinie de systèmes quantiques auxiliaires Ei, i ∈ N. Les systèmes Ei sont identiques et
indépendants c’est à dire que chaque système auxilaire est décrit par le même espace de
Hilbert Hi = H et le même état de référence que l’on notera γ et il n’y a pas d’interactions
entre les parties de la châıne. La châıne totale E = E1 + E2 + . . .+ Ek + . . . est décrite par

HE =
∞⊗
p=0

Hp.

Les copies interagissent les unes après les autres avec S et après interaction une mesure est
effectuée sur la copie qui vient juste d’interagir :

S
|

interaction
|
E1 . . . E2 . . . E3 . . . . . . Ek . . .

puis

S

E1 . . . E2 . . . E3 . . . . . . Ek . . .~ww
Mesure

La mesure sur un système E1 est décrite à l’aide d’une observable

A =

p∑
i=0

λiPi

où les opérateurs Pi correspondent aux projecteurs spectraux de A. Comme nous consi-
dérons une mesure indirecte, cette observable est un opérateur sur H1 (à différencier de
la section précédente où l’observable était un opérateur sur HS). Dans le contexte de la
section 2.1.1 précédente, la mesure indirecte de A correspond en fait à la mesure directe de
l’observable I ⊗ A sur l’espace de Hilbert HS ⊗H1 décrivant le système couplé (S + E1).
Un résultat d’une mesure donnera donc une valeur aléatoire i ∈ {0, . . . , p} correspondant
aux nombres de valeurs propres distinctes. Conditionnellement à ce résultat l’état de S
sera modifié selon la réduction du paquet d’onde. Après la première mesure le système E1



disparâıt (il n’interagit plus avec S), la seconde copie peut venir interagir et ainsi de suite.
On parle donc de mesures indirectes répétées car une succession de mesures est réalisée sur
une châıne de systèmes auxiliaires aprés interaction avec S.

Ici nous allons présenter un modèle suffisamment général de trajectoires quantiques
discrètes qui nous permettrons d’illustrer tous les résultats présentés dans cette habilitation.
Nous ne rentrerons pas plus dans le formalisme qui décrit la suite d’interaction et la suite
de mesures. Nous nous concentrerons seulement sur le modèle probabiliste résultant de
ce schéma (des détails plus complets sont présentés dans l’appendice A et le modèle des
interactions répétées est présenté dans la section 2.4). On considère un canal quantique

φ(·) =

p∑
i=0

Vi · V ∗i

où Vi, i = 0, . . . , p sont des opérateurs sur HS (on notera qu’il y a autant d’opérateurs de
Kraus que de valeurs propres différentes, cela correspond à une mesure idéale et on renvoit
à l’appendice A pour une justification).

Décrivons maintenant l’espace de probabilité attaché au modèle de mesures indirectes
répétées. On considère pour cela l’espace

Ω = {0, . . . , p}N

muni de la tribu cylindrique notée C. L’espace Ω correspond physiquement aux résultats
obtenus lors des mesures indirectes. Typiquement comme dans l’expérience de Serge Ha-
roche, un atome, préparé dans un état précis interagit avec une cavité (qui correspond à
notre système S). On mesure l’état de l’atome après interaction et on obtient par exemple
le résultat 0 si l’atome est excité ou 1 si l’atome n’est pas excité. Puis un autre atome,
identique au précédent (même état etc...) vient interagir avec la cavité et ainsi de suite.
On obtient donc une suite de 0 et de 1 correspondant aux résultats successifs ”excités” ou
”non excités”. Cette suite de résultats va nous permettre de décrire l’évolution de l’état de
la cavité. Plus généralement, on considère un état ρ̃0 ∈ DS décrivant l’état initial de S.
Une première mesure indirecte de l’observable A donne un résulat i ∈ {0, . . . , p} avec la
probabilité

P[observer i] = Tr(Vi ρ̃0 V
∗
i ).

Conditionnellement à cette observation, l’état ρ̃0 est alors modifié et devient

ρ̃1 =
Vi ρ̃0 V

∗
i

Tr(Vi ρ̃0 V ∗i )
, i = 0, . . . , p.

L’état ρ̃1 est donc maintenant l’état de référence deHS. On répète la procédure,HS muni de
l’état ρ̃1 agit avec la deuxième copie E2 suivant le même schéma que la première interaction
puis on effectue une mesure sur E2 après interaction. Un deuxième résultat de mesure donne
alors un résultat k ∈ {0, . . . , p} avec probabilité

Tr(Vk ρ̃1 V
∗
k ) = Tr(VkVi, ρ̃0 V

∗
i V
∗
k ).



De même conditionnellement à ce résultat l’état ρ̃1 est modifié et devient

ρ̃2 =
Vk ρ̃1 V

∗
k

Tr(Vk ρ̃1 V ∗k )
=

VkVi ρ̃0 V
∗
i V
∗
k

Tr(VkVi ρ̃0 V ∗i V
∗
k )

et ainsi de suite. On définit alors une probabilité P sur Ω en posant pour un cylindre de
taille n : Ci1,...,in = {ω ∈ Ω|ω1 = i1, . . . , ωn = in}

P(Ci1,...,in) = Tr(Vin . . . Vi1 ρ̃0V
∗
i1
. . . V ∗in).

On vérifie aisément que cette probabilité est bien définie car elle satisfait le critère de
consistance de Kolmogorov. Si on note (Wn) le processus défini par

Wn(ω) = Vωn . . . Vω1 ,

pour tout ω ∈ Ω, alors sous (Ω, C,P) le processus (ρ̃n), défini pour tout n ∈ N par

ρ̃n =
Wnρ̃0W

∗
n

Tr(Wnρ̃0W ∗
n)
,

décrit entièrement notre trajectoire quantique. On notera Xn le résultat de la éénième
mesure, c’est à dire

Xn(ω) = ωn

pour tout n ∈ N et pour tout ω ∈ Ω. Sauf cas très particulier, la suite (Xn) est non-
markovienne (on verra dans la Section 3.3.3 que toute châıne de Markov classique peut
être vue comme une trajectoire quantique et dans ce cas le processus (Xn) est markovien).
En utilisant la définition de Xn, on a la description suivante de notre trajectoire quantique

ρ̃n+1 =

p∑
i=0

Viρ̃nV
∗
i

Tr(Viρ̃nV ∗i )
1Xn=i

où les variables aléatoires (1Xn=i) satisfont

P[1Xn=i = 1] = P[Xn = i] = Tr(Viρ̃nV
∗
i )

pour tout n ∈ N et pour tout i ∈ {0, . . . , p}. On notera que le couple (ρ̃n, Xn) est une
châıne de Markov. Dans la section 2.1.4 concernant la convergence des modèles discrets
vers les modèles continus, l’outil de base sera la convergence des générateurs de Markov
[81]. A cette occasion, on utilisera la convention suivante pour définir le générateur de
Markov associé à (ρ̃n) :

Af(ρ̃) =

p∑
i=0

[
f

(
Viρ̃V

∗
i

Tr(Viρ̃V ∗i )

)
− f(ρ̃)

]
Tr(Viρ̃V

∗
i ),



pour tout état ρ̃ ∈ DS et toute fonction f ∈ C2(Md(C),R) à support compact. Dans le
Chapitre 3 Section 3.3 nous ferons référence au générateur de Markov suivant

Πf(ρ̃) =

p∑
i=0

[
f

(
Viρ̃V

∗
i

Tr(Viρ̃V ∗i )

)]
Tr(Viρ̃V

∗
i ).

Le choix de A au lieu de Π est motivé par la notion de problème de martingale [81, 97] qui
est un outil central de [119]. En particulier, si f ∈ C2(Md(C),R) est à support compact,
le processus suivant (

f(ρ̃n)− f(ρ̃0)−
n∑
i=1

Af(ρ̃i)

)
définit une martingale par rapport à la filtration naturelle du processus (ρ̃n).

Notons encore deux faits importants. Premièrement si on prend la moyenne sur les
résultats de mesures on retrouve l’évolution sans mesure c’est à dire

E[ρ̃n] = φn(ρ̃0),

pour tout n ∈ N et pour tout état ρ̃0. Deuxièmement, si ρ̃0 est un état pur c’est à dire
qu’il existe x0 tel que ρ̃0 = |x0〉〈x0| alors le processus (ρ̃n) est à valeurs dans l’ensemble
des états purs, c’est à dire les projecteurs de rang 1. Plus précisément, on peut définir une
châıne de Markov (xn), définie par

xn+1 =

p∑
i=0

Vixn
‖Vixn‖

1Xn=i,

telle que ρ̃n = |xn〉〈xn|, pour tout n ∈ N. On peut noter dans ce cas que

P[1Xn=i = 1] = Tr(Viρ̃nV
∗
i ) = ‖Vixn‖2,

pour tout i ∈ {0, . . . , p} et pour tout n ∈ N.

La description des trajectoires quantiques que nous venons de donner fait explicitement
référence à l’écriture du canal quantique sous la forme de Kraus φ(.) =

∑p
i=0 Vi . V

∗
i . Ce-

pendant il n’y a pas unicité de l’écriture du canal quantique φ et une écriture différente de
la forme de Kraus donnera une trajectoire quantique différente. Le théorème dit de Gisin,
Horne, Josza et Wooters suivant explique la flexibilité dans le choix de la forme de Kraus.

Théorème 2.1 (Théorème GHJW) Deux représentations de Kraus

φ(ρ) =

p∑
i=0

Vi ρ V
∗
i et φ′(ρ) =

k∑
i=0

Mi ρM
∗
i ,

avec par exemple p ≤ k, représentent le même canal quantique c’est à dire φ = φ′ si et
seulement si il existe une matrice unitaire (uij)i,j=0,...,k telle que

Vi =
k∑
j=1

uijMj ,

où la liste des Vj a été complétée par des zéros si p < k.



Dans ce qui suit on considérera simplement les situations où on a le même nombre d’opéra-
teurs de Kraus pour deux écritures différentes c’est à dire p = k dans le théorème précédent.
Ainsi pour une écriture différente du canal quantique

φ(.) =

p∑
i=0

Mi .M
∗
i

on a une trajectoire quantique différente

ρ̃n+1 =

p∑
i=0

Miρ̃nM
∗
i

Tr(Miρ̃nM∗
i )

1Xn=i

ou

xn+1 =

p∑
i=0

Mixn
‖Mixn‖

1Xn=i,

dans le cas d’une évolution en termes d’états purs. Ici on a P[1Xn=i = 1] = Tr(Miρ̃nM
∗
i ) ou

‖Mixn‖2. En réalité d’un point de vue interprétation physique cela correspond à un choix
différent d’observables sur l’environnement. Comme nous le verrons dans la section traitant
des résultats de convergence la forme de la trajectoire quantique détermine la nature des
bruits apparaissant dans la limite continue.

Remarque : Ici nous avons pris le parti de décrire un modèle particulier de trajectoire
quantique. Sans entrer dans les détails cela concerne une situation où l’état de l’environne-
ment est un état pur et l’observable mesuré n’a que des sous espace propre de dimension
1. Ce choix est motivé par une présentation concise des résultats obtenus pendant mes tra-
vaux de thèse. En particulier, ils permettent de comprendre assez intuitivement le passage
des modèles discrets aux modèles continus. Ils illustrent ainsi les résultats obtenus dans
les articles [116, 118, 119] et font abstraction de nombreux détails techniques qui nuisent
à la compréhension de la démarche initiale. De plus nous aurons besoin de la description
en termes d’états purs pour parler de mesure invariante dans la Section 3.3.

Le modèle que nous avons décrit ci-dessus peut donc se généraliser en remplaçant par
exemple les opérations Vi·V ∗i par des applications complètement positives φi(·) =

∑
k Vki·V ∗ki

de telle sorte que φ =
∑

i φi. Ces modèles décrivent diverses situations, état de l’environ-
nement non pur, spectre de l’observable dégénéré, mesure imparfaite... On peut également
considérer des modèles non homogènes en faisant dépendre les Vi de l’instant n, c’est le
cas des expériences avec contrôle par exemple [117]. Dans un soucis de complétude, nous
présentons les différentes situations dans l’appendice A (hormis le cas non homogène).

2.1.3 Trajectoires quantiques continues

Cette section a pour objectif de dresser le cadre mathématique de l’étude du modèle
décrit par l’équation (1.4) présentée dans le chapitre introductif. On considère un espace
de probabilité (Ω,F ,Ft,P) où vivent l mouvements brownien indépendants (Wi(t))i=1,...,l



et p− l processus ponctuels de Poisson sur R2 notés (Nj)j=l+1...,p. On suppose les processus
de Poisson indépendants et indépendants des mouvements browniens. On considère un
opérateur de Lindblad de la forme

L(ρ) = −i[H, ρ] +

p∑
i=1

LiρL
∗
i −

1

2
{L∗iLi, ρ}, ρ ∈ DS

où Li, i = 1, . . . , n et H sont des opérateurs sur HS.
Soit ρ̃0 ∈ DS, on peut alors définir l’équation différentielle stochastique suivante

ρ̃t = ρ̃0 +

∫ t

0

L(ρ̃s−)−
p∑

i=l+1

(Liρ̃s−L
∗
i − ρ̃s−Tr[Liρ̃s−L

∗
i ]) ds

+
l∑

i=1

∫ t

0

(Liρ̃s− + ρ̃s−L
∗
i − Tr[ρ̃s−(Li + L∗i )]ρ̃s−) dW̃i(s)

+

p∑
i=l+1

∫ t

0

∫
R

(
Liρ̃s−L

∗
i

Tr[Liρ̃s−L∗i ]
− ρ̃s−

)
10<x<Tr[Liρ̃s−L∗i ]Ni(ds, dx). (2.1)

Une telle équation admet une unique solution à valeurs dans les matrices densités. Pour
faire le lien avec la formulation donnée dans l’introduction, il faut noter que les processus
(Ñi(t)) définis par

t 7→ Ñi(t) =

∫ t

0

∫
R

10<x<Tr[Liρ̃s−L∗i ]Ni(ds, dx), t ≥ 0, i = l + 1, . . . , p (2.2)

sont des processus de Poisson d’intensité donnée par

t 7→
∫ t

0

Tr[Liρ̃s−L
∗
i ]ds, i = l + 1, . . . , p.

En particulier, les processus suivant définis pour t ≥ 0 par

t 7→ Ñi(t)−
∫ t

0

Tr[Liρ̃s−L
∗
i ]ds

sont des martingales [119]. Cette formulation permet de définir proprement les processus
de comptage (Ñi(t)) [97, 65]. On utilisera la notation (Ñi(t)) dans la suite.

D’un point de vue physique et notamment interprétation en termes de signal observé
à travers une mesure indirecte, les processus (Ñi(t)) sont souvent reliés à des problèmes
de détection de photons présentant des sauts dans les processus observés. Pour la partie
diffusive les signaux observés sont décrits par des processus (yi(t)), i = 1, . . . , l, définis par

dyi(t) = dWi(t) + Tr[ρ̃t−(Li + L∗i )]dt, i = 1, . . . , l.



On peut maintenant décrire le générateur de Markov associé au processus (ρ̃t). Il est donné
par l’expression suivante

Af(ρ̃) = Dρ̃f(L(ρ̃))

+
l∑

i=1

1

2
D2
ρ̃f
(
Liρ̃+ ρ̃L∗i − Tr(ρ̃(Li + L∗i ))ρ̃ , Liρ̃+ ρ̃L∗i − Tr(ρ̃(Li + L∗i ))ρ̃

)
+

p∑
i=l+1

(
f

(
Liρ̃L

∗
i

Tr(Liρ̃L∗i )

)
− f(ρ̃)−Dρ̃f

(
Liρ̃L

∗
i

Tr(Liρ̃L∗i )

))
Tr(Liρ̃L

∗
i ), (2.3)

pour tout état ρ̃ ∈ DS et toute fonction f ∈ C2(Md(C),R) à support compact.
Au même titre que le cas discret, les équations que nous venons de décrire préservent

la purité. Attention ce n’est pas le cas en général. Ici cette propriété est vraie car il y a
autant de bruits que d’opérateurs Li (pour le cas discret, l’idée est sensiblement la même :
il y a autant de résultats possibles lors de la mesure que d’opérateurs de Kraus). Ainsi si
ρ̃0 = |x0〉〈x0|, il existe un processus (xt) tel que ρ̃t = |xt〉〈xt| pour tout t ≥ 0. Le processus
(xt) est décrit de la manière suivante

dxt = V (xt) +
l∑

i=1

(
Li −

1

2
vi(t−)I

)
xt− dW̃i(t)

+

p∑
j=l+1

(
Lj√
Ij(t−)

− I

)
xt dÑj(t), (2.4)

où on a défini les quantités suivantes

V (xt−) =

(
−iH +

1

2

l∑
i=1

L∗iLi +
1

2

p∑
j=l+1

L∗jLj

)
xt−

+
1

2

l∑
i=1

vi(t−)

(
Li −

1

4
vi(t−)

)
xt− +

1

2

p∑
j=l+1

Ij(t)xt−, (2.5)

vi(t−) = 〈xt−, (Li + L∗i )xt−〉, i = 1, . . . , l, (2.6)

Ij(t−) = 〈xt−, L∗jLjxt−〉 = ‖Ljxt−‖2, j = l + 1, . . . , p. (2.7)

Les équations du type (2.1) sont habituellement appelées équations maitresses stochastiques
et les équations du type (2.4) sont appelées équations de Schrödinger stochastiques. Dans
les deux cas, les solutions sont appelées trajectoires quantiques.

Comme pour le cas discret, si on prend la moyenne de ces trajectoires on retrouve
l’évolution sans mesure c’est à dire

dE[ρ̃t] = L(E[ρ̃t])dt.

En particulier, (E[ρ̃t]) est solution de l’équation maitresse définie par l’opérateur de Lind-
blad L. Dans le cadre continu, cette observation est à l’origine de ce qu’on appelle ”monte



carlo wave function method” qui a débouché sur de nombreuses applications numériques
[66, 109]. En effet, numériquement, il est très intéressant d’exploiter la version état pur.
Ainsi en générant un grand nombre de trajectoires (xt) solutions de (2.4), on peut obtenir
la solution de l’équation lindbladienne

dE[|xt〉〈xt|] = L(E[|xt〉〈xt|])dt

par une méthode de Monte Carlo. Le gain peut être assez significatif car générer une
solution (xt) nécessite de gérer d paramètres complexes (ceux de la taille du vecteur xt)
alors que générer la solution de l’équation de Lindblad nécessite de travailler avec des
matrices densités et donc de gérer d2 paramètres ce qui peut s’avérer très coûteux.

Pour finir notons que l’écriture de l’opérateur de Lindblad L bénéficie du même principe
de flexibilité que celui des canaux quantiques. On a naturellement des équations maitresses
stochastiques différentes suivant les écritures de l’opérateur de Lindblad.

2.1.4 Du discret au continu

Maintenant que nous avons présenté les modèles discrets et continus, cette section est
consacrée aux résultats montrant comment on obtient les modèles continus comme limites
des modèles discrets [116, 117, 118, 119, 122, 110, 121, 18, 120, 3, 8]. Cette approche a
comme avantage d’être relativement intuitive et permet de développer divers modèles. La
démarche est d’introduire un paramètre de temps dans le modèle des interactions répétées.
En particulier, on considère que le temps d’interaction entre le système S est les systèmes
Ei de la châıne est h. Ce paramètre est supposé tendre vers zéro par la suite. Pour obtenir
des limites non triviales, il faut rescaler proprement les opérateurs Vi [17]. Des résultats
similaires de limites continues ont également été développés dans [58, 61, 32]

Ici nous allons juste décrire l’idée directrice et nous référons à [119] pour tous les détails.
Comme annoncé, on considère que les opérateurs Vi, i = 0, . . . , p dépendent d’un paramètre
de temps h et satisfont les conditions asymptotiques suivantes :

V0(h) = I + hL0 + ◦(h)

Vi(h) =
√
hLi + ◦(h), i = 1, . . . , p, (2.8)

où les opérateurs Li sont ceux de la section précédente (cf [17] pour une explication de ce
choix de conditions asymptotiques). La condition

∑
i ViV

∗
i = I impose

L0 = −iH +
1

2

p∑
i=1

LiL
∗
i .

Concentrons nous sur la trajectoire quantique décrite par

ρ̃n+1 =

p∑
i=0

Vi(h)ρ̃nVi(h)∗

Tr(Vi(h)ρ̃nVi(h)∗)
1Xn=i. (2.9)



On note A(h) son générateur de Markov. Le développement asymptotique des probabilités
d’apparition des résultats i, pour i = 0, . . . , p donne une forte indication sur quels types
d’équations on obtient à la limite. Pour le cas (2.9) on a les développements asymptotiques
suivants pour les probabilités de transition

Tr(V0(h)ρ̃nV0(h)∗) = 1− hTr(ρ̃n(L0 + L∗0)) + ◦(h), (2.10)

Tr(Vi(h)ρ̃nVi(h)∗) = hTr(Liρ̃nL
∗
i ) + ◦(h), i = 1, . . . , p. (2.11)

Quand h va tendre vers zéro, on voit donc que souvent on obtient le résultat 0 et rarement
les résultats i. De plus, les asymptotiques sont typiquement celles de processus de Poisson.
Il est alors intuitif de s’attendre à obtenir un comportement avec des sauts à la limite. A
partir du processus (ρ̃n), on définit un processus en temps continu (ρ̃[t/h]). On a le théorème
de convergence suivant.

Théorème 2.2 Soit (ρ̃n) la trajectoire quantique décrite par (2.9). On considère que les
opérateurs Vi, i = 0, . . . , p satisfont les conditions asymptotiques (2.8). Le processus (ρ̃[t/h])
converge alors en loi vers la solution de l’équation différentielle stochastique

ρ̃t = ρ̃0 +

∫ t

0

L(ρ̃s−)ds

+

p∑
i=1

∫ t

0

(
Liρ̃s−L

∗
i

Tr[Liρ̃s−L∗i ]
− ρ̃s−

)(
dÑi(s)− Tr[Liρ̃s−L

∗
i ]ds

)
. (2.12)

La démonstration de ce théorème repose essentiellement sur la convergence du générateur
A(h) du processus (2.9) vers le générateur A (cf (2.3)) dans le cas où on a que des sauts
(c’est à dire l = 0). Une propriété de tension du processus (ρ[t/h]) ainsi que la solution
du problème de martingale associée à A permet d’achever la preuve de la convergence en
distribution [81].

Pour voir apparâıtre de la diffusion à la limite, il faut considérer un autre type de
trajectoires quantiques correspondant à une autre écriture de la forme de Kraus du canal
φ. Par exemple

ρ̃n+1 =

p∑
i=0

Mi(h)ρ̃nMi(h)∗

Tr(Mi(h)ρ̃nMi(h)∗)
1Xn=i (2.13)

avec Mi =
∑

j uijVj. On voit alors facilement que si ui0 6= 0 la forme asymptotique corres-
pondante est de la forme

Tr(Mi(h)ρ̃nMi(h)∗) = ui0 +
√
h...

et si ui0 = 0 de la forme
Tr(Mi(h)ρ̃nMi(h)∗) = h...

Ainsi typiquement la première forme asymptotique donnera un comportement diffusif. En
effet, intuitivement le développement asymptotique ressemble fortement à celui apparais-
sant dans le théorème de Donsker. La deuxième forme asymptotique, comme dans le cas



précédent, invite à considérer un comportement de type saut. De manière générale, en
jouant donc sur la forme de Kraus, on peut obtenir toutes les évolutions du type (2.1)
comme limite de trajectoires quantiques discrètes. Par exemple si on pose

M0 =

p∑
i=0

1√
p+ 1

Vi (2.14)

Mi = − 1√
p+ 1

V0 +
1√
p+ 1

Vi, i = 1, . . . , l (2.15)

Mi = Vi, i = l + 1, . . . , p (2.16)

alors on a la théorème suivant.

Théorème 2.3 Soit (ρ̃n) la trajectoire quantique décrite par (2.13). On considère que les
opérateurs Vi, i = 0, . . . , p satisfont les conditions asymptotiques (2.8) et les opérateurs
Mi, i = 0, . . . , p sont choisis suivant (2.14). Le processus (ρ̃[t/h]) converge alors en loi vers
la solution de l’équation différentielle stochastique

ρ̃t = ρ̃0 +

∫ t

0

L(ρ̃s−)ds

+
l∑

i=1

∫ t

0

(Liρ̃s− + ρ̃s−L
∗
i − Tr[ρ̃s−(Li + L∗i )]ρ̃s−) dW̃i(s)

+

p∑
i=l+1

(
Liρ̃s−L

∗
i

Tr[Liρ̃s−L∗i ]
− ρ̃s−

)(
dÑi(s)− Tr[Liρ̃s−L

∗
i ]ds

)
. (2.17)

De même ce théorème repose sur la convergence des générateurs et une propriété de tension.
La description du lien entre modèles discrets et continus est différente de celle présentée

dans l’article [119]. Dans cet article on se focalise plutôt sur la forme des observables
mesurées sur l’environnement mais les résultats sont complétement équivalents. Notons
que dans [119], on considère des observables plus générales avec des spectres dégénérés par
exemple (pour le lecteur intéressé par [119], la discussion sur le fait que ui0 6= 0 ou non est
à rapprocher de la discussion sur pi0 6= 0 ou non pour les projecteurs spectraux).

Remarque : Dans le cas où les mesures ne sont ”pas parfaites”c’est à dire où les opérations
Vi ·Vi sont remplacées par des applications complétement positives, les résultats de conver-
gences sont similaires. Comme nous l’avons signalé, nous avons fait le choix de présenter
seulement des modèles avec des mesures parfaites car ils sont suffisamment illustratifs de
la méthode adoptée pour justifier les modèles continus.

Terminons cette section par quelques considérations sur les modèles de trajectoires
quantiques avec température positive. Les résultats obtenus dans le cadre de ma thèse
concernent le cas où l’état de référence γ de chaque sous système de l’environnement est
dans un état pur γ = |e0〉〈e0|. Ce choix est guidé par les travaux de Stéphane Attal et Yan



Pautrat en ce qui concerne la limite continue des interactions répétées [17]. En effet, pour
obtenir les équations de Langevin quantiques, à partir du modèle discret, il faut définir
proprement l’environnement HE et ceci se fait en référence à un état pur. Cette situation
correspond physiquement à un cas où la température de l’environnement est nulle.

Pour modéliser un état pour des modèles à température positive, on considère un état
de Gibbs γ de la forme

γ =
e−βHR

Tr(e−βHR)
,

où β correspond à une quantité proportionnelle à l’inverse de la température et HR cor-
respond à l’hamiltonien décrivant l’évolution libre de chaque copie. En particulier, cet état
n’est plus un état pur. Pour pouvoir dériver la limite continue dans le cadre d’un environne-
ment à température positive, il faut transformer l’état de Gibbs en un état pur projecteur.
Cela s’effectue en utilisant la transformation GNS. Cette transformation permet de trans-
former l’état γ en un état projecteur dans un espace de Hilbert plus grand [63]. Ainsi des
équations de Langevin quantiques à température positive ont été obtenues comme limites
de modèles discrets dans [12] en combinant les résultats de [17] à température nulle et la
transformation GNS. C’est cette idée qui a été adaptée dans [18] pour obtenir les équations
maitresses stochastiques avec chaleur ; il s’agit en effet de combiner les résultats de [119] à
température nulle et la transformation GNS. Ainsi on dérive des équations maitresses sto-
chastiques avec température. Nous ne rentrerons pas plus dans les détails et nous renvoyons
à l’appendice A. En particulier, dans cette appendice on donne des éléments permettant
d’entrevoir quelles équations apparaissent à la limite.

2.2 Marche quantique ouverte continue

Les marches quantiques ouvertes sont des modèles d’évolution quantique qui appa-
raissent comme un analogue des marches aléatoires classiques sur un graphe. Il s’agit de
décrire la position d’une particule quantique sur un graphe.

Les modèles en temps discret on été introduits et développés par Stéphane Attal, Chris-
tophe Sabot, Francesco Petruccione et Ilya Sinaisky dans [19, 20]. Récemment ce type de
modèle a attiré de nombreux développements du fait de la très grande analogie avec les
modèles classiques de châıne de Markov. En particulier, les notions classiques d’irréducti-
bilité, de période, d’ergodicité, de récurrence, de transience et de retour à l’origine ont été
étudiées en détail et présentent des comportements non standards ce qui renforce l’attrait
de ces modèles [11, 31, 74, 73, 103, 102]. Un outil central pour aborder ces questions sont les
trajectoires quantiques qui s’intéressent notamment à la position de la particule quantique
sur le graphe.

D’un point de vue concret en termes d’applications des développements théoriques ont
été mis en avant pour l’utilisation de ces modèles dans différents domaines : transport
en biologie, contrôle [126]... Dans le domaine des applications, cette théorie est moins
mature que la théorie des marches quantiques unitaires qui sont notamment utilisées dans
le monde du calcul quantique. Les marches quantiques ouvertes sont également différentes



des marches unitaires en ce qui concerne les résultats mathématiques décrivant ces deux
modèles. Par exemple, en termes de statistiques asymptotiques, type théorème centrale
limite, les marches unitaires quantiques présentent des phénomènes complétement différents
des marches aléatoires classiques (la vitesse typique est en n au lieu du classique

√
n et

la loi limite n’est pas gaussienne [98]) alors que les marches quantiques ouvertes en temps
long présentent des comportements proches des comportements classiques [11, 73, 67]. Des
liens entre les deux modèles (unitaires et ouvertes) ont déjà été soulignés [11].

De la même manière qu’il existe une théorie des châınes de Markov à temps continu,
on peut définir une extension naturelle continue des marches quantiques ouvertes. On peut
notamment dériver et justifier ces modèles à partir des modèles en temps discret. On appel-
lera ces modèles marches quantiques ouvertes continues. Cette approche permet également
d’obtenir les trajectoires quantiques attachées à ces marches. Le papier [120] concerne la
dérivation des modèles continus à partir des modèles discrets ainsi que les trajectoires quan-
tiques associées. On peut également ajouter qu’il existe des modèles de marche unitaire
quantique continue mais que les obtenir à partir de modèles discrets est une question qui
pour l’instant n’est pas totalement tranchée à ma connaissance. Un autre modèle continu
obtenu à partir des modèles discrets a été dérivé par Denis Bernard, Michel Bauer et
Antoine Tilloy [35]. En particulier, ils ont obtenu un modèle diffusif appelé ”mouvement
brownien quantique ouvert” qui est un modèle naturel de diffusion alors que les modèles
obtenus dans [120] sont des modèles poissonniens. Dans [35], les auteurs considèrent une
limite continue en temps et en espace alors que les modèles dérivés dans [120] sont obtenus
à partir de limites continues en temps seulement et donc la particule quantique continue
de sauter sur chaque site du graphe.

Afin de motiver les modèles continus, nous allons brièvement rappeler le modèle des
marches quantiques ouvertes introduites par Stéphane Attal et al dans [19, 20]. Comme
annoncé plus haut, il s’agit de l’évolution d’une particule quantique sur un graphe connecté
ou sur un réseau. De manière plus précise, on considère un graphe V avec les arrêtes
orientées {(i, j); i, j ∈ V }. L’espace CV représente le système quantique qui va décrire la
position de la particule. On le muni d’une base orthonormée {|i〉, i ∈ V }. L’espace décrivant
le mouvement de la particule sur le site i ∈ V est noté HS. La combinaison de la position
de la particule et son mouvement sont donc donnés par le système composite HS ⊗ CV .
Sur cet espace, on considère un sous ensemble de matrices densités de la forme

D′ =

{
ρ =

∑
i∈V

ρi ⊗ |i〉〈i|, ρi = ρ∗i , ρi ≥ 0, i ∈ V |
∑
i∈V

Tr(ρi) = 1

}
.

Ici V peut être de cardinal fini.
Maintenant nous allons décrire les opérateurs qui interviendront dans la définition de

notre modèle de marches quantiques ouvertes. Pour chaque arrête (i, j) on considère un
opérateur Bj

i sur HS. Ces opérateurs vont décrire les transitions des sites i à j. Pour chaque
i ∈ V , on suppose ∑

j∈V

(Bj
i )
∗Bj

i = I , (2.18)



où la série est supposée absolument convergente (si V est infini). Comme pour les châınes
de Markov classiques où ”la somme des probabilités partant d’un site est égale à 1”, ici on
peut comprendre cette condition comme : “la somme de tous les effets partant du site i est
égale à I ”. Pour résumer, à chaque site i ∈ V, on associe une application complétement
positive sur les états de HS :

Mi(ρ) =
∑
j

Bj
i ρ (Bj

i )
∗ . (2.19)

Maintenant décrivons la dynamique totale sur l’espace HS ⊗ CV . Pour cela, on dilate
les opérateurs Bj

i en des opérateurs sur HS ⊗ CV en posant

M j
i = Bj

i ⊗ |j〉〈i| .

Ainsi l’opérateur M j
i retranscrit exactement l’idée de passer du site i à j. L’effet sur le degré

interne, c’est à dire sur l’état sur HS, est ainsi décrit par l’opérateur Bj
i . Les conditions

précédentes font de l’application

M(ρ) =
∑
i

∑
j

M j
i ρ (M j

i )∗ (2.20)

une application complétement positive sur l’espace total HS ⊗ CV .
A ce stade, on peut décrire l’action deM sur D′. Pour cela considérons un état ρ de la

forme
ρ =

∑
i

ρi ⊗ |i〉〈i| ,

alors après calcul on a

M(ρ) =
∑
i

(∑
j

Bi
j ρj (Bi

j)
∗

)
⊗ |i〉〈i| . (2.21)

Comme pour une châıne de Markov classique, sur le site i on a la contribution de toutes
les parties de l’état qui sont parties de j et qui ont fini en i. La quantitéM(ρ) joue le rôle
de µP qui apparâıt habituellement dans le cas classique pour décrire la loi de la première
évolution d’une châıne de Markov. En effet lorsque l’on considère une châıne de Markov
classique, parmi les éléments nécessaires pour décrire cette châıne, on se donne une mesure
initiale µ, jouée dans le cas quantique par un état initial ρ. On se donne également les
transitions décrites par une matrice P , jouée par l’application M dans le cas quantique.

En termes de mesure, on va s’intéresser à la mesure de la position. Pour un état initial
de la forme

ρ(0) =
∑
i

ρ
(0)
i ⊗ |i〉〈i| ,

si on mesure la position |i〉, on obtient le modèle suivant : la particule est en position i

avec probabilité Tr(ρ
(0)
i ). On définit alors une mesure de probabilité q0 telle

q0(i) = Tr(ρ
(0)
i ), i ∈ V.



Après une évolution l’état ρ(0) devient

ρ(1) =M(ρ(0)) =
∑
i

(∑
j

Bi
j ρ

(0)
j (Bi

j)
∗

)
⊗ |i〉〈i| .

La probabilité de trouver la particule en position i est
∑

j Tr
(
Bi
j ρ

(0)
j (Bi

j)
∗
)

. On définit

de même une probabilité q1 telle que

q1(i) =
∑
j

Tr
(
Bi
j ρ

(0)
j (Bi

j)
∗
)
, i ∈ V.

Décrivons encore une étape

ρ(2) =M2(ρ(0)) =
∑
i

∑
j

∑
k

Bi
jB

j
k ρ

(0)
k (Bj

k)
∗(Bi

j)
∗ ⊗ |i〉〈i|

on a alors la probabilité q2 telle que

q2(i) =
∑
j

∑
k

Tr (Bi
jB

j
k ρk (Bj

k)
∗(Bi

j)
∗), i ∈ V.

On peut alors noter que ce résultat est différent du cas classique réglé par les relations de
Chapman Kolmogorov. Si tel avait été le cas on aurait dû s’attendre à une relation de la
forme ∑

j

∑
k

Tr
(
Bi
j ρj (Bi

j)
∗) Tr

(
Bj
k ρk (Bj

k)
∗) 6= ∑

j

∑
k

Tr (Bi
jB

j
k ρk (Bj

k)
∗(Bi

j)
∗) .

En réalité ce n’est pas si étonnant que cela car on ne regarde que les résultats de mesures
et comme on l’a déjà mentionné la suite des résultats de mesures n’est pas markovienne.
Finalement on définit une marche quantique ouverte de la façon suivante.

Définition 2.1 SoitM une application de la forme (2.21). Une marche quantique ouverte
est donc la donnée de ρ(n) =Mn(ρ(0)) et la distribution associée qn telle que

qn(i) = Tr(Mn(ρ(0))⊗ |i〉〈i|), i ∈ V.

De manière récursive, on peut écrire

ρ(n) =
∑
i

ρ
(n)
i ⊗ |i〉〈i|,

pour tout n ∈ N avec

ρ
(n+1)
i =

∑
j

Bi
j ρ

(n)
j Bi

j

∗
, i ∈ V.



Remarque : Considérons une châıne de Markov classique (Xn) sur un graphe V de matrice
de transition P = (pij) et de mesure initiale µ. Si on pose

Bi
j =
√
pijI, i, j ∈ V

et ρ(0) =
∑

i∈V µ(i)ρ⊗ |i〉〈i| alors on voit facilement que

qn(i) = P[Xn = i],

pour tout i ∈ V et pour tout n ∈ N. Ainsi toute châıne de Markov homogène classique sur
un graphe peut être vu comme un cas particulier de marche quantique ouverte. C’est une
des principales motivations d’étude de ces modèles.

La mesure de la position i n’est pas vraiment une mesure indirecte dans le sens où la
position fait partie du système (et on ne le rafraichit pas après la mesure comme dans le cas
des interactions répétées). On peut néanmoins définir un modèle de trajectoires quantiques.
Partant d’un état ρ(0), celui ci devient

ρ̃(0)(i) =
1

Tr (ρi)
ρi ⊗ |i〉〈i| ,

si la particule a été mesurée dans la position i. Notons X0 la position de la particule ρ(0),
on a donc

P[X0 = i] = Tr(ρ
(0)
i ), i ∈ V.

On peut donc appliquer M sur l’état ρ̃(0) et on mesure à nouveau la position i. Cela
définira un état ρ̃(1) et ainsi de suite. On itére ce procédé et on note (Xn) la suite de
variables aléatoires qui donne la position de l’état lors des mesures successives. On définit
donc une châıne de Markov (ρ̃(n) = ρn ⊗ |Xn〉〈Xn|) qui est résumée dans la proposition
suivante.

Proposition 2.4 ([19]) En répétant l’application M et en mesurant les positions succes-
sives sur CV , on obtient une suite d’état aléatoire (ρ̃(k)) sur HS ⊗CV . Cette suite est une
châıne de Markov. Plus précisément si au temps k l’état est est ρ⊗ |j〉〈j|, alors au temps
k + 1 l’état peut prendre les valeurs

1

pi(ρ)
Bi
jρ(Bi

j)
∗ ⊗ |i〉〈i| , i ∈ V,

avec probabilité
pi(ρ) = Tr

(
Bi
jρ(Bi

j)
∗) .

Maintenant que l’on a rappelé le modèle des marches quantiques ouvertes, il est natu-
rel d’étudier leur limite continue. Pour cela on introduit un paramètre de temps h dans
les opérateurs Bj

i et des conditions asymptotiques sur ces opérateurs en fonction de h.
Naturellement les scalings sont inspirés de ceux décrits dans la section 2.1.4. L’opérateur
M(h) décrivant les marches quantiques ouvertes dépend donc du paramètre de temps h.
En particulier, on a le théorème suivant qui est exprimé pour un graphe V éventuellement
infini.



Proposition 2.5 Supposons qu’il existe des opérateurs Lii, i ∈ V et Ri
j, i 6= j, (i, j) ∈ V 2,

tel que ∑
i 6=j

‖Ri
j‖2 < +∞ (2.22)

et tel que

lim
h→0

∑
i∈V

∥∥∥∥1

h

(
Bi
i(h)− I

)
− Lii

∥∥∥∥ = 0 (2.23)

lim
h→0

∑
i 6=j∈V

∥∥∥∥ 1√
h
Bi
j(h)−Ri

j

∥∥∥∥2

= 0. (2.24)

Soit (ρ(k)) l’évolution décrivant la marche quantique ouverte définie par l’opérateur
M(h). Alors ρ([t/h]) converge en norme opérateur vers η̃(t) =

∑
i ηi(t) ⊗ |i〉〈i|, où ηi(t)

satisfait
d

dt
ηi(t) = Liiηi(t) + ηi(t)(L

i
i)
∗.+

∑
j 6=i

Ri
jηj(t)(R

i
j)
∗ (2.25)

Il existe des opérateurs auto-adjoints bornés Hk tel que les opérateurs Lkk peuvent s’écrire

Lkk = −iHk −
1

2

∑
j 6=i

Ri
jR

i
j

∗
.

On peut alors réécrire l’équation sous la forme

d

dt
ηi(t) = −i[H i, ηi(t)] +

∑
j 6=i

(
Ri
jηj(t)(R

i
j)
∗ − 1

2
{(Rj

i )
∗Rj

i , ηi(t)}
)
. (2.26)

En ce qui concerne les modèles physiques, ce type d’équation est un cas particulier
d’équations appelées équations maitresses de lindblad non-markovienne []. Dans ce cadre,
on s’intéresse souvent à l’évolution réduite décrite par la famille (%(t)) définie par

%(t) =
∑
j∈V

ηj(t), t ≥ 0.

Ce type d’équation est appelée non-markovienne car on ne peut pas les décrire sous la
forme %(t) = etL%(0) où L serait un opérateur type Lindblad. Cependant on peut décrire
un opérateur L sous forme lindbladienne sur l’espace HS ⊗ CV tel que

η̃(t) = etLη̃(0)

avec L définit par

L[η̃] = [H, η̃] +
∑
i 6=j∈V

(
Sij η̃(Sij)

∗ − 1

2

{
(Sij)

∗Sij, η̃
})

, (2.27)



où on a défini
H =

∑
i∈V

Hi ⊗ |i〉〈i|, Sij = Ri
j ⊗ |j〉〈i|, i 6= j ∈ V.

En ce qui concerne les trajectoires quantiques on a le résultat suivant. On considère un
espace de probabilité (Ω,F ,P) sur lequel sont définis des processus ponctuels de Poisson
sur R2 indépendants N ij, i 6= j, (i, j) ∈ V 2.

Théorème 2.6 Soit ρ(0) un état sur S et soit ρ̃(0) l’état aléatoire résultant de la mesure de
la position initiale. Soit (ρ̃(k)) la châıne de Markov décrivant la trajectoire quantique resul-
tant des mesures successives de la position et (ρ̃([t/h])) le processus correspondant. Alors le
processus (ρ̃([t/h])) converge en loi vers le processus (ρ̃(t)) solution de l’equation différentielle
stochastique suivante

ρ̃(t) = ρ̃(0) +

∫ t

0

K(ρ̃(s−))ds (2.28)

+
∑
i 6=j

∫ t

0

∫
R

(
Sij ρ̃(s−)(Sij)

∗

Tr[Sij ρ̃(s−)(Sij)
∗]
− ρ̃(s−)

)
10<x<Tr[Sij ρ̃(s−)(Sij)

∗]N
ij(dx, ds),

avec
K(ρ̃) = L(ρ̃)−

∑
i 6=j

(
Sij ρ̃(Sij)

∗ − ρ̃Tr[Sij ρ̃(Sij)
∗]
)
.

A ce stade, on peut renforcer l’analogue avec les châıne de Markov en temps continu. En
effet, l’opérateur K préserve la position dans le sens où K est de la forme K =

∑
iKi⊗|i〉〈i|

où les Ki sont des super-opérateurs ”non-linéaires” sur HS. La première mesure a pour effet
de localiser la particule sur une position i ainsi la particule reste sur cette position pendant
un certain temps avant de sauter sur un autre site j. Le saut est décrit par l’opérateur Sji
correspondant au saut réglé par le processus de Poisson N ij. Puis la particule reste ensuite
sur le site j et ainsi de suite. Les temps de sauts sont réglés par des processus de Poisson
donc obéissent à des lois exponentielles (qui dépendent ici du degré interne de la particule
en chaque site). C’est typiquement l’analogue des châınes de Markov à temps continu qui
elles sautent de site en site à des temps exponentiels. On a le résultat suivant qui appuie
cette analogie.

Proposition 2.7 Soit h > 0. Pour tout (i, j) ∈ V 2 on pose

Bi
j(h) =

√
pji(h) I.

avec les conditions asymptotiques suivantes

pii(h) = 1− hqii + ◦ (h)

pji(h) = hqji + ◦ (h) si i 6= j, (2.29)



où

qij ≥ 0, i 6= j (2.30)

qii =
∑
i 6=j

qji, ∀i ∈ V. (2.31)

Soit ρ(0) =
∑

i ρi(0) ⊗ |i〉〈i| et soit ρ̃(0) l’état aléatoire décrivant la mesure de la position
sur le graphe. Soit (ρ̃(k)) la châıne de Markov associée aux opérateurs Bi

j ci-dessus. Soit

(ρ̃([t/h])) le processus en temps continu et soit (ρ̃(t)) sa limite quand h tend vers zéro.
On définit le processus (Xt) par

Xt =
∑
i∈V

i1Tr[ρ̃(t)I⊗|i〉〈i|]=1,

pour tout t ≥ 0, i.e
Xt = i si Tr[ρ̃(t)I ⊗ |i〉〈i|] = 1.

Alors (Xt) est une châıne de Markov à temps continu de matrice de transition Q = (qji).
La mesure initiale est donnée par P [X0 = i] = Tr(ρi(0)), i ∈ V.

Une marche quantique ouverte à temps continu est donc décrite par un semi-groupe
(Tt) dont le générateur est L donné par (2.27). Il est donc naturel de se poser les questions
habituelles de la théorie classique : ergodicité, irréductibilité, récurrence, transience etc...
C’est le cadre du sujet de recherche de la thèse de Hugo Bringuier. Dans un premier temps
il a établit des propriétés statistiques asymptotiques telles que Théorème Central Limite,
Principe de Grande Déviation [67]. Dans un deuxième avec Yan Pautrat et Ivan Bardet
nous avons étudié les propriétés de récurrence, de transience et d’irréductibilité [96] puis
nous voulons aborder la théorie du potentiel dans ce cadre, [95]. Au sujet des questions de
récurrence et de transience, remarquons que dans la théorie classique des châınes de Markov
continues, si on note (Xt) une telle châıne et si on note (Tn) les temps de sauts, toutes les
propriétés de la châıne sont obtenues en regardant la châıne de Markov au temps de saut
(XTn) [113]. En particulier, cette châıne de Markov (XTn) est une châıne de Markov discrète
et toutes les propriétés de transience et de récurrence se transmettent à la châıne continue.
Ceci est essentiellement dû au fait que les temps entre les sauts sont i.i.d. Dans notre cadre
cette propriété n’est pas vérifiée car le degré interne introduit une non-homogénéité. En
particulier, la marche quantique ouverte continue au temps de saut n’est pas une marche
quantique ouverte (discrète). Une étude à part entière est nécessaire.

2.3 Stabilité des filtres quantiques

Ici on se fixe une forme de Kraus pour un canal quantique φ(·) =
∑p

i=0 Vi · V ∗i avec la
possibilité d’obtenir toutes les limites continues possibles selon le choix des Vi.

L’idée des mesures indirectes est directement liée aux questions de la théorie des châınes
de Markov cachées et de la théorie du filtrage. A partir des observations indirectes que



peut-on dire de l’évolution du système S. En particulier, cette question prend tout son
sens si on ne connâıt pas l’état initial de notre système. Imaginons que l’état de notre
système est ρ̃0 mais que celui-ci n’est pas connu, d’après le modèle probabiliste décrit
dans la section 2.1.2, on voit bien que la distribution des résultats de mesures (Xn) est
directement reliée à ρ̃0. Ainsi la connaissance de ρ̃0 et les résultats de mesures permettent
d’actualiser l’état (ρ̃n) au fur et à mesure. En revanche lorsque l’on ne connait pas ρ̃0, il
n’est pas possible de décrire la trajectoire quantique. Dans ce cas on utilise une estimation
de cette trajectoire. On actualise cette estimation suivant les résultats de mesures que l’on
obtient lors de l’expérience. Le but est de savoir si cette estimation se rapproche de la vraie
trajectoire quantique. En d’autres termes, l’objectif est de savoir sous quelles conditions
la vraie trajectoire s’affranchit de sa condition initiale. Dans le jargon de la théorie du
filtrage une trajectoire quantique s’appelle un filtre quantique et on parle alors de filtre
stable lorsque celui ci s’affranchit de sa condition initiale.

Comme précisé dans l’introduction, l’approche discrète peut permettre d’obtenir des
propriétés qualitatives sur le processus continu. Ces propriétés sont parfois délicates à mon-
trer directement voire il n’existe pas de preuve directe tout simplement. C’est en particulier,
le cas pour le problème de la stabilité des filtres. Plus précisément, on montre qu’une dis-
tance particulière entre la vraie trajectoire et son estimation est une sur-martingale. Cette
propriété est délicate à démontrer dans le cas continu alors qu’elle est vraie dans le cas
discret et que la preuve est certes pas immédiate mais accessible [124]. Rappelons le cadre
discret présenté dans [124]. On se place donc dans une situation où l’on ne connâıt pas
l’état initial du système ρ̃0. On choisit alors un état arbitraire ρ̂0 et on définit le processus
suivant

ρ̂n+1 =

p∑
i=1

Viρ̂nV
∗
i

Tr(Viρ̂nV ∗i )
1Xn=i (2.32)

où (1Xn=i) est une famille de variable aléatoire satisfaisant P(1Xn=i = 1) = Tr(Viρ̃nV
∗
i ), i =

0, . . . , p, n ∈ N. Ici le processus (ρ̃n) correspond à la vraie trajectoire quantique et c’est elle
qui règle les distributions des résultats de mesures. En effet, si on connait le vrai état ρ̃0,
la vraie trajectoire est décrite par

ρ̃n+1 =

p∑
i=1

Viρ̃nV
∗
i

Tr(Viρ̃nV ∗i )
1Xn=i. (2.33)

En particulier, si ρ̂0 = ρ̃0 alors ρ̂n = ρ̃n pour tout n ∈ N. Le processus (ρ̂n) est donc
une estimation de la vraie trajectoire quantique. La question naturelle est de savoir si les
processus se rapprochent en temps long et en particulier, si la distance entre le vrai procesus
et son estimé converge vers zéro lorsque n tend vers l’infini. Dans la littérature le problème
n’est pas traité dans sa généralité et divers résultats existent [124, 131] essentiellement
dans le cas discret. Un résultat assez général en temps discret établit le fait que la fidélité
entre la vraie trajectoire et son estimation est une sur-martingale [124]. Rappelons que la
fidélité entre deux états permet de définir une distance (voir ci-dessous). Pour tout état σ



et µ dans DS, on définit la fidélité entre σ et µ par la quantité

F (σ, µ) = Tr2(

√√
σµ
√
σ).

En particulier, on a que
√

1− F (·, ·) est une distance et donc que F (σ, µ) = 1 si et
seulement si σ = µ. Le résultat concernant la propriété de sur-martingale de la fidélité
entre (ρ̃n) et (ρ̂n) est énoncé dans le théorème suivant.

Théorème 2.8 Soit (ρ̃k, ρ̂k) la châıne de Markov décrite par :

(ρ̃k, ρ̂k) =

(
Viρ̃k−1V

∗
i

Tr(Viρ̃k−1V ∗i )
,

Viρ̂k−1V
∗
i

Tr(Viρ̂k−1V ∗i )

)
,

avec probabilité Tr(Viρ̃k−1V
∗
i ), i = 0, . . . , p.

On note Fk = σ(ρ̃p, ρ̂p, p ≤ k), alors on a

E[F (ρ̃k+1, ρ̂k+1)|Fk] ≥ F (ρ̃k, ρ̂k),

pour tout k ∈ N. En particulier, (F (ρ̃k, ρ̂k)) est une sur-martingale positive.

Ce résultat permet entre autre de conclure que pour n’importe quel modèle de trajectoire
quantique, le vrai processus et son estimation ont tendance à se rapprocher au moins en
espérance. La propriété de sur-martingale et de positivité permet également de conclure
que la fidélité entre les deux processus converge, le but ultime étant de savoir dans quel
cas a t-on convergence vers 1 ? Nous verrons dans le chapitre suivant des cas où l’on peut
conclure mais en général il n’y a pas convergence vers 1. La question est liée à des problèmes
d’observabilité, il faut que les résultats de mesures donnent suffisamment d’informations.
En particulier, dans la situation où deux états différents donnent les mêmes probabilités
pour les résultats de mesures, le filtre ne peut pas s’affranchir de sa condition initiale et
donc il n’y aura pas convergence vers 1.

Ce théorème se généralise en remplaçant les opérations Vi · V ∗i par des applications
complètement positives et la version générale du Théorème 2.8 est exprimée dans [124].
Comme évoqué ci-dessus, la fidélité permet de définir une distance sur les états

D(σ, µ) =
√

1− F (σ, µ).

Les canaux quantiques sont des contractions pour cette distance dans le sens où

D(φ(σ), φ(µ)) ≤ D(σ, µ),

pour tout canal quantique φ. On peut alors se demander si cette propriété est en réalité la
raison pour laquelle on obtient la propriété de sous-martingale pour (D(ρ̃k, ρ̂k)) (la propriéte
de sur-martingale pour F implique celle de sous-martingale pour D). Dans [124], l’auteur
exhibe une autre distance pour laquelle les canaux quantiques sont des contractions mais
pour laquelle la propriété de sous-martingale est en défaut. Jusqu’ici la seule distance pour



laquelle une propriété de sous-martingale a été obtenue est la distance D définie à partir
de la fidélité.

Notre intérêt dans cette section est d’établir le même type de résultat pour les tra-
jectoires quantiques continues. Dans ce cas l’équation satisfaite par l’estimation (ρ̂t) est
donnée par

ρ̂t = ρ̂0 +

∫ t

0

L(ρ̂s−)ds

+
l∑

i=1

∫ t

0

(Liρ̂s− + ρ̃s−L
∗
i − Tr[ρ̂s−(Li + L∗i )]ρ̂s−)

(
dyi(s)− Tr[ρ̂s−(Li + L∗i )]ds

)
+

p∑
i=l+1

∫ t

0

(
Liρ̂s−L

∗
i

Tr[Liρ̂s−L∗i ]
− ρ̂s−

)(
dÑi(s)− Tr[Liρ̂s−L

∗
i ]ds

)
. (2.34)

où les processus (Ñi(t)) et (yi(t)) sont les vrais signaux observés correspondant à la vraie
trajectoire quantique

ρ̃t = ρ̃0 +

∫ t

0

L(ρ̃s−)ds

+
l∑

i=1

∫ t

0

(Liρ̃s− + ρ̃s−L
∗
i − Tr[ρ̃s−(Li + L∗i )]ρ̃s−)

(
dyi(s)− Tr[ρ̃s−(Li + L∗i )]ds

)
+

p∑
i=l+1

(
Liρ̃s−L

∗
i

Tr[Liρ̃s−L∗i ]
− ρ̃s−

)(
dÑi(s)− Tr[Liρ̃s−L

∗
i ]ds

)
. (2.35)

Dans la littérature un résultat partiel existe dans le cadre continu mais il concerne une
situation où la vraie trajectoire quantique est à valeurs dans les états purs [80]. Dans ce
cas la fidélité est nettement plus facile à calculer. En effet, si σ = |ψ〉〈ψ| et µ une matrice
densité quelconque alors

F (σ, µ) = 〈ψ, µψ〉2.
Dans le cas général, il faut pouvoir calculer la dérivée (au sens d’Itô) de la fidélité F (ρ̃t, ρ̂t) =

Tr2(
√√

ρ̂tρ̃t
√
ρ̂t) mais l’analyse est très délicate et les calculs très fastidieux voire difficile

à mener hors du cas où la trajectoire est à valeurs dans les états purs. En revanche, en
utilisant la convergence du modèle discret vers le modèle continu, on montre que le couple
(ρ̃t, ρ̂t) peut être obtenu comme limite d’un modèle discret (ρ̃n, ρ̂n) et on établit le résultat
suivant [3].

Théorème 2.9 Soit (ρ̃t, ρ̂t) le processus de Markov solution de (2.35) et (2.34). On note

Ft = σ(ρ̃s, ρ̂s, s ≤ t),

pour tout t ≥ 0, alors on a
E[F (ρ̃t, ρ̂t)|Fs] ≥ F (ρ̃s, ρ̂s),

pour tout 0 < s < t. En particulier, (F (ρ̃t, ρ̂t)) est une sur-martingale positive.



Dans l’article [3], nous avons établi ce résultat en toute généralité en prenant également
en compte les imperfections de mesure.

2.4 Variables obtuses complexes et martingales nor-

males complexes

Nous finissons ce chapitre consacré au lien entre des modèles discrets et des modèles
continus par une section qui n’est pas directement reliée aux trajectoires quantiques. Cette
section fait référence aux travaux [8, 79, 9]

Le résultat exposé dans [8] concerne un résultat de convergence des variables aléatoires
obtuses complexes vers les martingales normales complexes. Le cas réel avait été déjà étudié
en détail dans [16, 10]. Le cas complexe présente de nombreuses subtilités et fait intervenir
une approche algébrique intéressante comme nous allons le voir dans cette section.

Avant de présenter les variables obtuses de manière abstraite, nous allons motiver leur
apparition dans le contexte des systèmes quantiques ouverts. L’idée directrice est de décrire
comment obtenir un certain type de canal quantique. Les canaux quantiques qui nous
intéressent dans ce cadre, sont de la forme

φ(·) =
N+1∑
i=1

piUi · U∗i (2.36)

où les opérateurs Ui, i = 1, . . . , N + 1 sont des opérateurs unitaires et les quantités (pi)
forment un vecteur de probabilité (le choix du paramètre N + 1 est utilisé ici pour harmo-
niser les notations avec les sections suivantes).

Jusqu’ici nous n’avions pas eu besoin de faire appel au théorème de Stinespring qui
permet de décrire un canal quantique comme l’évolution réduite d’une interaction entre
HS et un espace K auxiliaire. Pour les résultats présentés dans cette section, nous aurons
besoin de ce théorème. Pour exprimer le théorème de Stinespring nous avons besoin de
faire référence à l’outil de la trace partielle que nous rappelons ici. On considère un système
couplé HS ⊗ K où {ei, i = 1, . . . , dim(K)} désigne une base orthonormée de K. Soit A =∑
ij

Aij ⊗ |ei〉〈ej|, un opérateur sur HS ⊗K, alors on note TrK l’opérateur de trace partielle

défini par

TrK(A) =
∑
i

Aii.

On a donc le théorème de Stinespring suivant.

Théorème 2.10 Soit

φ(·) =
∑
i

Vi · V ∗i



un canal sur HS alors il existe un espace de Hilbert K, un état σ sur K et un opérateur
unitaire U sur HS ⊗K tels que

φ(ρ) =
∑
i

ViρV
∗
i = TrK(U(ρ⊗ σ)U∗),

pour tout état ρ sur HS.

Nous allons étudier un certain type d’opérateur unitaire sur un système couplé HS ⊗ K.
Pour cela on considère K = CN+1 muni d’une base orthonormée {|fi〉, i = 1, . . . , N + 1} et
on considère

U =
∑
i

Ui ⊗ |ei〉〈fi| (2.37)

Si γ est un état sur H un simple calcul montre

U(ρ⊗ γ)U∗ =
∑
i,j

Ui ρU
∗
j ⊗ |ei〉〈fi| γ |fj〉〈ej| (2.38)

=
∑
i,j

〈fi| γ |fj〉Ui ρU∗j ⊗ |ei〉〈ej| . (2.39)

On a donc en prenant la trace partielle

φ(ρ) =
∑
i

〈fi| γ |fi〉Ui ρU∗i , (2.40)

qui est de la forme (2.36). On généralise facilement cette approche en considérant des
unitaires de la forme

U =
∑
i

Ui ⊗Ri (2.41)

où les opérateurs Ri sont des isométries partielles et RiR
∗
j , i 6= j (cf Théorème 2.11 ci-

dessous). Si les rangs des opérateurs Ri sont supérieurs stricte à 1 cela impose de considérer
un espace auxiliaire K de dimension supérieure à N +1. Les opérateurs du type (2.37) sont
des cas particuliers de (2.41).

Dans les travaux [9] et [79] deux questions sont abordées. Le travail [79] est plutôt
orienté information quantique dans le sens où l’on s’intéresse à la structure des canaux du
type (2.36). On appellera ces canaux quantiques-classiques. Le travail [9] fait le lien entre
les canaux du type (2.36) et la notion de variables obtuses ainsi que des limites continues
qui feront intervenir des martingales normales complexes. Commençons par exposer les
résultats de [79].

2.4.1 Canaux quantiques classiques

Dans l’article [79], on s’intéresse au problème suivant : quels sont les unitaires surHS⊗K
tel que pour tout état γ sur K on ait

φγ(ρ) = TrK(U(ρ⊗ γ)U∗) =
N+1∑
i=1

pi(γ)Ui ρU
∗
i ? (2.42)



A travers les travaux [8, 9], il a été conjecturé que seuls des unitaires de la forme (2.41) sont
susceptibles de donner des canaux quantiques de la forme (2.42). La question peut même
prendre une forme plus générale en permettant aux opérateurs Ui de dépendre de l’état γ.
Essentiellement dans l’article [79], nous avons répondu à cette question sous l’hypothèse que
les probabilités (pi(·)) peuvent être étendues en des applications linéaires. En particulier,
elles peuvent s’écrire de la forme

pi(γ) = Tr(Mi γ), i = 1, . . . , N + 1,

pour tout état γ avec des opérateurs positifs Mi.
La première remarque que l’on peut faire est qu’on peut regrouper un certain nombre

d’unitaires Ui. En effet, tous les unitaires qui sont proportionnels. On considérera donc des
canaux de la forme (2.36) où les Ui ne sont pas reliés. On dit que deux unitaires sont reliés
si ils satisfont la définition suivante.

Définition 2.2 On dit que deux opérateurs unitaires U et V sont reliés, et on le note
U ∼ V , si il existe une constante λ dans C avec |λ| = 1, telle que

U = λ V .

En particulier, dans [79], on montre le résultat suivant qui répond partiellement à la
conjecture.

Théorème 2.11 Un opérateur unitaire U ∈ U donne des canaux quantiques du type (2.42)
avec des probabilités de la forme

pi(γ) = Tr(Miγ),

pour tout état γ si et seulement si il peut s’écrire

U =
N+1∑
i=1

Ui ⊗Ri, (2.43)

avec Ui des opérateurs unitaires sur HS et Ri des isométries partielles Ri : K → K telle
que

N+1∑
i=1

RiR
∗
i =

N+1∑
i=1

R∗iRi = Ik (2.44)

et Ui 6∼ Uj pour tout i 6= j.
De plus la décomposition (2.43) est unique à permutation et ∼ près.

L’hypothèse de linéarité est naturelle. En effet, l’expression (2.42) implique que pour
tout λ ∈ [0, 1] et pour tous états γ et σ on a

φλγ+(1−λ)σ(ρ) = TrK(U (ρ⊗ λγ + (1− λ)σ)U∗)

= λTrK(U (ρ⊗ γ)U∗) + (1− λ)TrK(U (ρ⊗ σ)U∗)

= λφγ(ρ) + (1− λ)φσ(ρ), (2.45)



pour tout état ρ ∈ DS. Ainsi, on a pour tout λ ∈ [0, 1] et pour tous états γ et σ∑
i

pi(λγ + (1− λ)σ)UiρU
∗
i +

∑
i

(
λpi(γ) + (1− λ)pi(σ)

)
UiρU

∗
i ,

pour tout état ρ ∈ DS. En particulier, si les applications ρ→ UiρU
∗
i , i = 1, . . . , N + 1 sont

linéairement indépendants on en déduit que

pi(λγ + (1− λ)σ) = λpi(γ) + (1− λ)pi(σ),

pour tout i = 1, . . . , N + 1 et pour tous états γ et σ. La linéarité en découle. En revanche
si il existe des constantes αi tel que pour tout état ρ

N+1∑
i=1

αiUiρU
∗
i = 0,

c’est à dire que les applications ρ→ UiρU
∗
i , i = 1, . . . , N+1 sont liées, on va pouvoir changer

arbitrairement les pi(·) et briser la linéarité. En effet, considérons un γ telle pi(γ) > 0, pour
tout i = 1, . . . , N + 1 alors on peut trouver ε suffisamment petit tel que pi(γ) + εαi > 0
pour tout i = 1, . . . , N + 1 et on alors

φγ(ρ) =
∑
i

pi(γ)UiρU
∗
i =

∑
i

(pi(γ) + εαi)UiρU
∗
i

et on peut faire cela arbitrairement sur tous les (pi(β))i=1,...,r du moment que pi(β) > 0
pour tout i = 1, . . . , N + 1. On rompt donc toute les linéarités. Ce type de phénomène
nous a empéché de traiter la conjecture en toute généralité. On voit clairement que le fait
de pouvoir changer arbitrairement les probabilités apporte une difficulté de taille. Même
en imposant de la continuité pour les probabilités en fonction de l’état de l’environnement
nous ne sommes pas arrivés à résoudre le problème. Notons que dans le cas où la dimension
de HS et K est 2 nous avons traité le problème en toute généralité.

2.4.2 Variables obtuses complexes

Dans l’article [8], nous étudions les variables aléatoires obtuses et leur lien avec les
martingales normales à travers une convergence en loi. Le problème original est d’essayer
de décrire quelles sont les évolutions quantiques qui en réalité sont classiques, ceci fait
l’objet du travail [9]. En particulier, on considère qu’un canal quantique φ(·) =

∑
i piUi ·Ui

a un comportement classique dans le sens où par exemple la trajectoire quantique associée
est de la forme

ρn+1 =
∑
i

UiρnU
∗
i 1Xn=i,

où les (Xn) sont ici des variables i.i.d satisfaisant P[X1 = i] = pi. Ici une opération
de la forme UiρU

∗
i est classique dans le sens où c’est une évolution unitaire c’est à dire



l’évolution d’un système fermé (sans interaction avec un environnement). On dit aussi
que l’environnement agit de manière classique dans le sens où l’effet de l’environnement
se traduit simplement par un choix aléatoire d’une évolution unitaire. Nous allons voir
comment un opérateur de la forme

U =
∑
i

Ui ⊗ |fi〉〈fi|

est associé à des variables obtuses.

Décrivons maintenant la notion de variable obtuse. Pour cela présentons tout d’abord
la notion de système obtus.

Définition 2.3 Un système obtus sur CN est une famille de N + 1 vecteurs v1, . . . , vN+1

tels que
〈vi, vj〉 = −1

pour tout i 6= j. Cette famille se prolonge en une famille orthogonale de N + 1 vecteurs sur
CN+1 définis par

v̂i =

(
1
vi

)
∈ CN+1 .

A chaque système obtus, on associe la distribution de probabilité suivante

pi =
1

‖v̂i‖2
=

1

1 + ‖vi‖2
, i = 1, . . . , N + 1.

On a les propriétés suivantes

N+1∑
i=1

pi = 1 ,
N+1∑
i=1

pi vi = 0 , and ,
N+1∑
i=1

pi |vi〉〈vi| = ICN . (2.46)

Nous pouvons maintenant définir les variables obtuses complexes.

Définition 2.4 Une variable aléatoire obtuse X sur CN est une variable aléatoire qui
prend ses valeurs dans un système obtus v1, . . . , vN+1 avec probabilités p1, . . . , pN+1. La
propriété (2.46), entraine que la variable aléatoire X est centrée réduite, c’est à dire pour
tout i

E[X i] = 0

et pour tout i, j
cov(X i, Xj) = E[X iXj]− E[X i]E[Xj] = δi,j ,

où X1, . . . , XN désignent les coordonnées du vecteur X dans CN .
On peut réaliser la variable aléatoire X sur son espace canonique (Ω,F ,P). On pose en

efet Ω = {1, . . . , N + 1}, avec la tribu F correspondant à toutes les parties de Ω, la mesure
de probabilité P est donnée par P ({i}) = pi et X est définie par X(i) = vi. En notant vki
les coordonnées de vi pour k = 1, . . . , N , on a Xk(i) = vki .



Nous aurons également besoin de la variable X0 sur (Ω,F ,P), qui prend presque sûre-
ment la valeur 1.

Dans la suite nous allons associer un objet algébrique à tout système obtus. Cet objet
algébrique s’appelle un 3−tenseur dont nous donnons la définition ci dessous.

Définition 2.5 Un 3-tenseur S sur CN+1 est une application linéaire de CN+1 dans CN+1⊗
CN+1, c’est à dire une collection de coefficients (Sijk )Ni,j,k=0 définissant l’action suivante sur
CN+1 :

(S(x))ij =
N∑
k=0

Sijk x
k .

Nous allons voir que les variables aléatoires obtuses sur CN peuvent être associées à
des trois tenseurs particuliers sur CN+1. Ces 3-tenseurs sont reliés à la notion de 3-tenseurs
complexes doublement symétriques dont la définition est la suivante.

Définition 2.6 Un 3-tenseur (Sijk )Ni,j,k=0 sur CN+1 est appelé 3-tenseur complexe double-
ment symétrique si il satisfait

Sijk est symétrique en (i, j) , (2.47)

N∑
m=0

Simj Sklm est symétrique en (i, k) , (2.48)

N∑
m=0

Simj Slmk est symétrique en (i, k) . (2.49)

Les variables obtuses sont naturellement associées à des 3-tenseurs complexes double-
ment symétriques. C’est ce qui est exprimé dans le résulat suivant.

Proposition 2.12 On considère une variable aléatoire obtuse X sur CN . Alors il existe
un unique 3-tenseur complexe doublement symétrique S sur CN+1 tel que

X iXj =
N∑
k=0

Sijk X
k , (2.50)

pour tous i, j = 0, . . . , N . Ce 3-tenseur S est décrit par

Sijk = E[X iXj Xk] , (2.51)

pour tous i, j, k = 0, . . . N .
Nous avons également la relation suivante pour tous i, j = 0, . . . , N

X iXj =
N∑
k=0

Sikj X
k . (2.52)



Une question naturelle est de s’intéresser à la réciproque de ce résultat. Si on se donne
un 3-tenseur complexe doublement symétrique peut-on lui associer une variable obtuse ?

La réponse est affirmative et elle est basée sur une propriété de diagonalisation. En effet,
les 3-tenseurs complexes doublement symétriques apparaissent exactement comme les 3-
tenseurs qui peuvent être diagonalisés dans une même base orthonormée. Ce résultat est
prouvé dans [8] en utilisant une factorisation dûe à Takagi. Donnons quelques détails des
idées développées dans [8]. Rappelons la définition d’être diagonalisable pour un 3-tenseur.

Définition 2.7 Un 3-tenseur S sur CN+1 est dit diagonalisable en base orthonormée
(am)m=0,...,N de CN+1 si il existe des nombres complexes (λm)m=0,...,N tels que

S =
N∑
m=0

λm a
∗
m ⊗ am ⊗ am . (2.53)

En d’autres termes

S(x) =
N∑
m=0

λm 〈am , x〉 am ⊗ am (2.54)

pour tout x ∈ CN+1.

A ce stade on peut commencer à percevoir comment un système obtus pourra être
naturellement associé à un 3-tenseur diagonalisable. En effet, si on considère un 3-tenseur
S diagonalisable comme ci-dessus, pour tout m tel que λm 6= 0 on pose vm = λm am . La
famille {vm ; m = 1, . . . , K} est alors une famille orthogonale de CN+1 et on a

S(vm) = vm ⊗ vm

pour tout m. On peut exprimer (2.54) en fonction des vecteurs vm, on a

S(x) =
K∑
m=1

1

‖vm‖2 〈vm , x〉 vm ⊗ vm . (2.55)

Ici on commence à voir comment le système obtus va apparâıtre, c’est à dire à partir
du système orthogonal apparaissant à travers la diagonalisation. Avant de préciser ce fait
dans le cas de nos 3-tenseurs complexes doublement symétriques, montrons que ceux ci
sont toujours diagonalisables. Pour cela on utilise le résultat de Takagi suivant.

Théorème 2.13 (Factorisation de Takagi simultanée) Soit F = {Ai ; i ∈ J } une
famille de matrices de Mn(C) symétriques. Soit G =

{
AiAj ; i, j ∈ J

}
. Alors les as-

sertions suivantes sont équivalentes

i) Il existe une matrice U unitaire telle que, pour tout i dans J , la matrice UAiU
t est

diagonale.

ii) La famille G est composée d’éléments qui commutent deux à deux.



Ainsi en remarquant que les conditions de symétries impliquent que la famille{
SiSj, i, j = 1, · · · , N

}
est composée d’éléments qui commutent deux à deux, ce résultat nous donne l’existence
d’un opérateur unitaire U tel que les matrices Sk satisfont

Sk = U Dk U
−1
, (2.56)

avec Dk = diag(λ1
k, . . . , λ

N
k ) des matrices diagonales. On montre alors que ce sont les

vecteurs colonnes de cet opérateur unitaire qui correspondent aux vecteurs am de la dia-
gonalisation. Ce résultat est détaillé dans [8]. Finalement dans le cas des variables obtuses
on a le résultat suivant qui précise le lien entre variables obtuses et les tenseurs complexes
doublement symétriques.

Théorème 2.14 Soit S un 3-tenseur doublement symétrique de CN+1 satisfaisant égale-
ment la relation

Si0k = δik

pour tous i, k = 0, . . . , N . Alors le système obtus V tel que

S(x) =
∑
v∈V

1

‖v‖2 〈v , x〉 v ⊗ v (2.57)

est composé exactement de N + 1 vecteurs v1, . . . , vN+1, qui satisfont tous v0
i = 1.

En particulier, la famille de N+1 vecteurs de CN , obtenus en considérant les N dernières
coordonnées de chaque vi forment un système obtus CN .

Pour pouvoir utiliser ces résultats dans le cadre des unitaires classiques, nous avons
besoin d’introduire un isomorphisme qui permet d’identifier une variable aléatoire comme
un opérateur de multiplication sur un espace de Hilbert. Notons que ce type de procédure
est à la base des probabilités quantiques. En effet, les marches aléatoires peuvent être
réalisées comme des opérateurs de multiplication sur des espaces de Hilbert particuliers,
appelés ”Bébé Fock” par Paul André Meyer [6, 115, 107]. Ceci fait référence aux espaces
de Fock qui eux sont les espaces de Hilbert où l’on peut réaliser les processus de Poisson
ou le mouvement brownien comme opérateur de multiplication [16, 107, 6, 115, 114].

On considère une variable obtuse X sur CN et son 3-tenseur S associé. On considère
également l’espace de probabilité canonique associé à cette variable aléatoire (Ω,F ,PX).
L’espace de Hilbert naturellement associé à cette variable aléatoire sera L2(Ω,F ,PX) qui
est un espace de Hilbert de dimension N+1. On remarque que la famille {X0, X1, . . . , XN}
forme une base orthonormée de cet espace. A la variable X, on associe alors l’opérateur
unitaire suivant :

WX : L2(Ω,F ,PX) −→ CN+1

X i 7−→ ei ,



où {e0, . . . , eN} est la base orthonormée canonique de CN+1. L’opérateur WX est appelé
isomorphisme canonique de X.

A travers les isomorphismes WX on transfère de manière canonique toutes variables
aléatoires obtuses sur CN dans un même espace. D’un point de vue probabiliste on perd
cependant un certain nombre d’informations par cette opération. En identifiant X i à ei on
perd toutes les données sur la loi, l’indépendance ..... Néanmoins on récupère ces informa-
tions en considérant l’opérateur de multiplication par X i, défini de la manière suivante.

Définition 2.8 Sur L2(Ω,F ,PX), pour chaque i = 0, . . . , N , on considère l’opérateur de
multiplication

MXi : L2(Ω,F ,PX) −→ L2(Ω,F ,PX)
Y 7−→ X i Y .

Sur l’espace CN+1 muni de sa base canonique {e0, . . . , eN} on considère la base des
matrices associées aij, for i, j = 0, . . . , N définies par

aij ek = δi,k ej .

Nous verrons plus loin que ces opérateurs peuvent être interprétés comme des bruits dis-
crets.

Maintenant à travers les isomorphismes WX , nous allons voir que les variables obtuses
sur CN admettent une représentation simple faisant intervenir leurs 3-tenseurs associés. En
particulier, on a le résultat suivant.

Théorème 2.15 Soit X une variable aléatoire obtuse sur CN , avec un 3-tenseur associé
S et l’isomorphisme canonique WX . Alors on a, pour tout i = 0, . . . , N

WXMXiW ∗
X =

N∑
j,k=0

Sijk a
j
k . (2.58)

L’opérateur de multiplication par X i est donné par

WXMXiW
∗
X =

N∑
j,k=0

Sikj a
j
k . (2.59)

Maintenant que nous avons fait le lien entre les variables obtuses et leurs opérateurs
de multiplication associés, nous allons décrire comment les variables obtuses apparaissent
de manière naturelle à travers les unitaires de la forme U =

∑
i Ui ⊗ |fi〉〈fi|. Pour cela on

considère la situation suivante : l’état de référence de K est e0 et l’opérateur unitaire

U =
N+1∑
i=1

Ui ⊗ |φi〉〈φi|

est tel que
〈φi , e0〉 6= 0

pour tout i. On démontre le théorème suivant dans [9].



Théorème 2.16 Sur l’espace K = CN+1, soit

U =
N+1∑
i=1

Ui ⊗ |φi〉〈φi|

un opérateur unitaire sur H⊗K agissant classiquement sur H. Supposons que 〈φi , e0〉 6= 0
pour tout i. Alors il existe une variable aléatoire X sur CN , avec un 3-tenseur associé S
et un isomorphisme canonique WX , tel que

U = A⊗ I +
N∑
j=1

Bj ⊗WXMXj W ∗
X (2.60)

où A,B1, . . . , BN sont des opérateurs sur H.
Plus précisément la variable obtuse X est associée aux probabilités

{|〈e0 , φi〉|2 , i = 1, . . . , N + 1}

et aux valeurs

vji =
〈φi , ej〉
〈φi , e0〉

, (2.61)

i = 1, . . . , N + 1, j = 1, . . . , N . Les opérateurs A and Bj sont donnés par

A =
N+1∑
i=1

pi Ui et Bj =
N+1∑
i=1

pi v
j
i Ui, j = 1, . . . , N. (2.62)

A ce stade nous avons obtenu une description utile de l’opérateur unitaire U qui va
nous permettre de pouvoir étudier la limite de modèles d’interactions répétées décrits par
de tels opérateurs. Le résultat final va mêler des conditions asymptotiques précises sur
les opérateurs A et Bj ainsi que sur les coefficients Sijk intervenant dans l’expression des
opérateurs de multiplication. En particulier, les conditions asymptotiques intervenant dans
ces coefficients sont dictés par la limite continue des marches aléatoires obtuses (dans le
même esprit que le célèbre Théorème de Donsker qui exprime qu’une marche aléatoire
symétrique converge vers un mouvement brownien lorsqu’elle est bien renormalisée).

Pour motiver la suite, il nous faut préciser de manière succincte le modèle des inter-
actions répétées et l’idée des imites continues établies dans [17]. On verra apparâıtre les
conditions asymptotiques adéquates permettant d’obtenir des limites continues. Rappe-
lons que le travail original [17] dans ce domaine est celui qui justifie toutes les conditions
asymptotiques que nous avons utilisées dans le cadre des trajectoires quantiques.

Comme nous l’avons déjà évoqué dans la section 2.1.2 le modèle de l’environnement
dans le cadre des interactions répétées est décrit par

HE =
⊗
n∈N∗
Kn,



avec Kn = K pour tout n ∈ N. C’est cet espace qui s’appelle ”Bébé Fock”.
On introduit un paramètre de temps h qui correspond au temps d’interaction entre HS

et chaque copie K de la châıne. Une interaction est décrite par un hamiltonien Htot sur le
système couplé HS ⊗K, ce qui permet de définir un opérateur unitaire

U = e−ihHtot .

Après chaque interaction, la copie deK qui vient d’interagir s’en va et la copie suivante vient
interagir et ainsi de suite. Chaque interaction est décrite par l’opérateur U . L’interaction
entre HS et la copie numéro k de K est noté Uk. Cette opérateur agit sur HS ⊗Kk comme
l’opérateur U et identité sur le reste du produit tensoriel.

On définit alors l’opérateur unitaire

Vn = Un Un−1 . . . U1 ,

pour tout n ∈ N∗ et on pose V0 = I. Cet opérateur Vn représente l’évolution après n
interactions. En reprenant les notations aij pour les éléments de base des matrices, on peut
exprimer tout opérateur unitaire U sous la forme

U =
∑
i,j

U i
j ⊗ aij

où les U i
j sont des opérateurs sur HS. En particulier, le caractère unitaire de U se traduit

par ∑
k

(Uk
i )∗ Uk

j =
∑
k

Uk
j (Uk

i )∗ = δi,j I .

En notant aij(n) l’opérateur agissant comme aij sur la énième copie et comme l’identité sur
le reste du produit tensoriel on a que

Un =
∑
i,j

U i
j ⊗ aij(n) .

Il est alors facile de voir que l’on a

Vn+1 = Un+1 Vn

=
∑
i,j

U i
j ⊗ aij(n+ 1)Vn .

Maintenant en observant que l’opérateur Vn commute avec aij(n + 1) et en supprimant le
symbol ⊗ on peut écrire

Vn+1 =
∑
i,j

U i
j Vn a

i
j(n+ 1) . (2.63)



Maintenant décrivons le modèle ci-dessus avec un unitaire classique. On peut naturel-
lement l’associer à une marche aléatoire obtuse. On reprend les notations U =

∑N+1
i=1 Ui ⊗

|φi〉〈φi| et X la variable aléatoire obtuse associée. On peut alors considérer une suite de
variables aléatoires i.i.d (Xn) avec X1 ∼ X. Alors l’opérateur Un s’écrit

Un = A⊗ I +
N∑
j=1

Bj ⊗ FMXj
n
F ∗, (2.64)

où l’opérateur FMXj
n
F ∗ agit sur la énième copie Kn. L’évolution globale est donc donnée

par

Vn+1 = A⊗ Vn +
N∑
j=1

Bj ⊗ Vn ⊗ FMXj
n
F ∗ , (2.65)

que l’on peut exprimer en termes de 3-tenseurs

Vn+1 = A⊗ Vn +
N∑
j=1

N∑
l,k=0

Sjlk Bj ⊗ Vn ⊗ ajk(n) . (2.66)

A ce stade on introduit donc le paramètre de temps h et on a donc les expressions
suivantes dépendant de h

V h
n+1 = A(h)⊗ V h

n +
N∑
j=1

Bj(h)⊗ V h
n ⊗ FM(Xh

n)j F
∗ (2.67)

ou

V h
n+1 = A(h)⊗ V h

n +
N∑
j=1

N∑
l,k=0

Sjlk (h)Bj(h)⊗ V h
n ⊗ a

j
k(n) . (2.68)

Ce type d’expression est un cas particulier d’expression du type

Ṽ h
n+1 =

∑
j,k

Ljk(h)⊗ Ṽ h
n ⊗ a

j
k(n) . (2.69)

Une expression de ce type définit des opérateurs sur
⊗

NK. Le tour de force de [17] est
d’injecter ces espaces dans

⊗
R+ K en prenant en compte le paramètre h. Le bon cadre

pour définir
⊗

R+ K est d’utiliser un espace de Fock symétrique. On peut alors considérer
la limite h tend vers zéro dans (2.69) qui s’exprimera comme un équation diférentielle
stochastique quantique. Pour cela il faut imposer des conditions asymptotiques précises.
La limite continue de ce type d’expression est résumée dans le théorème suivant. Nous
aurons besoin de la notation suivante

εij =
1

2
(δ0i + δ0j).



Théorème 2.17 Supposons qu’il existe des opérateurs Lij tel que

lim
h7→0

(
Lij(h)− I

hεij
− Lij

)
= 0

alors la suite d’opérateurs V h
[t/h] converge dans un espace de Fock approprié vers la solution

de l’équation

dVt =
∑
j,k

LjkVt da
j
k(t). (2.70)

Les opérateurs (ajk(t)) sont des opérateurs sur l’espace de Fock qui sont interprétés comme
des bruits quantiques. Rentrer dans les détails de ce théorème nécessiterait d’introduire un
formalisme assez lourd et donc nous référons aux article [17, 12] pour une compréhension
exhaustive de ce résultat. Un des aspects des probabilités quantiques est d’observer que
certaines combinaisons d’opérateurs (ajk(t)) peuvent être interprétées comme des bruits
classiques. Ceci fait référence aux faits que certains bruits classiques (en particulier, les
martingales normales) peuvent être réalisés (ont les mêmes statistiques) que certains opé-
rateurs de multiplication sur un espace de Fock adéquate [16, 107, 6, 115, 114]. Ces opé-
rateurs dans le cas des martingales normales sont des combinaisons linéaires d’opérateurs
(ajk(t)) faisant intervenir des 3-tenseurs complexes doublement symétriques. A ce stade,
retenons simplement qu’une évolution quantique de la forme

dVt =
∑
j,k

LjkVt da
j
k(t). (2.71)

peut parfois se recombiner et d’écrire sous la forme

dVt =
∑
j,k

Bj
kVt dZ

j
k(t), (2.72)

où les opérateurs Zjk(t) peuvent être interprétés comme des bruits classiques. Dans ce sens
nous dirons que ce type d’évolution est classique. L’idée derrière ce phénomène est que
l’opérateur Zjk(t) peut être remplacé par la variable aléatoire classique Zj

k(t) dont il est
l’opérateur de multiplication. L’équation (2.73) sous sa forme quantique devient alors

dVt =
∑
j,k

Bj
kVt dZ

j
k(t), (2.73)

qui est une équation différentielle stochastique classique. Dans ce type de situation, l’utili-
sation des bruits quantiques sur un espace de Fock est superflue car tout peut s’exprimer
en termes de variables aléatoires classiques.

Comme évoqué ci-dessus, une équation du type (2.70) est appelée équation différentielle
stochastique quantique. Ce type d’équation a été introduite pour dilater les semi-groupes
de Markov décrits par les opérateurs de Lindblad. En effet, une équation du type (2.70)



est définie sur un espace HS ⊗ Φ où Φ est un espace de Fock symétrique sur un espace de
Hilbert (espace de de Fock bosonique). Ainsi si XΩ représente l’état vide de Φ et si L est
un opérateur de Lindbald, le but est de décrire des équations du type (2.70) afin d’obtenir

ρt = TrΦ(Vt(ρ0 ⊗XΩ)V ∗t ) = exp(tL)(ρ0)

Notre motivation est de décrire quelles types d’équations sont obtenues comme limite de
variables obtuses. En particulier, cela se traduit par les limites des opérateurs de multipli-
cation introduits dans (2.67).

La suite est donc consacrée aux limites des variables obtuses. Pour cela nous avons
besoin de la notion de martingales normales.

2.4.3 Martingale normale

Les martingales normales réelles ont été largement étudiées dans la littérature [10, 16].
Le cas complexe peut dès lors apparâıtre comme une simple extension anecdotique. Cepen-
dant elles revêtent un caractère spécial et présentent des particularités qui les différencient
vraiment du cas réel. De plus elles apparaissent naturellement dans notre contexte. La
définition suivante fixe le cadre de notre étude.

Définition 2.9 On considère une martingale X définie sur son espace canonique (Ω,F ,P),
à valeurs dans CN , satisfaisant les conditions suivantes :

1. Le crochet oblique 〈X i , Xj〉t est égale à δij t,

2. la martingale X possède la propriété de représentation prévisible ; c’est à dire que
toute martingale locale centrée sur l’espace canonique de X peut être représentée
comme une intégrale par rapport à X.

Une telle martingale X sur CN sera donc appelée martingale normale sur CN satisfaisant
la PRP.

Soit X une telle martingale, définie sur son espace de probabilité canonique (Ω,F ,P),
à valeurs dans CN , alors on peut montrer qu’il existe des processus prévisibles (Λij

t )t∈R+,
(Sijk (t))t∈R+ et (T ijk (t))t∈R+ tels qu’on a les propriétés suivantes

[X i , Xj]t =

∫ t

0

Λij
s ds+

N∑
k=1

∫ t

0

Sijk (s) dXk
s , (2.74)

[X i , Xj]t = δij t+
N∑
k=1

∫ t

0

T ijk (s) dXk
s . (2.75)

On peut alors noter que Λt = (Λij
t )i,j=1,...,N définit un 2-tenseur, et les familles S(t) =

(Sijk (t))i,j,k=1,...,N et T (t) = (T ijk (t))i,j,k=1,...,N définissent des 3-tenseurs. De plus les proces-
sus (Λt)t∈R+ sont localement intégrables en temps et les processus (S(t))t∈R+ et (T (t))t∈R+

sont localement de carré intégrables.



Les équations (2.74) et (2.75) sont appelées équations de structures et sont caractéris-
tiques des martingales normales dans le sens où si un autre processus satisfait les mêmes
équations de structuresque X alors il a la même loi que X. C’est une extension du célèbre
Théorème de Levy qui dit que le mouvement brownien (réel) est caractérisé par la valeur
de son crochet droit.

A la lumière des résultats concernant les variables obtuses, il est naturel de s’intéresser à
la structure de ces 3-tenseurs. Celle ci est résumée dans le théorème suivant. En particulier,
nous allons voir apparâıtre à nouveau le caractère doublement symétrique qui sera essentiel
pour décrire quelles martingales complexes sont des martingales normales.

Théorème 2.18
1) Les processus (S(t))t∈R+ et (T (t))t∈R+ satisfont

T ijk (s) = Sikj (s) , (2.76)

presque sûrement, pour presque tout s ∈ R+ et pour tous i, j, k = 1, . . . , N .

2) Le processus (S(t))t∈R+ prend ses valeurs dans l’ensemble des 3-tenseurs doublement
symétriques CN .

3) Le processus (Λt)t∈R+ prend ses valeurs dans les matrices complexes symétriques.

4) Nous avons la relation

N∑
m=1

Sijm(s) Λmk
s =

N∑
m=1

Skjm (s) Λmi
s , (2.77)

presque sûrement, pour presque tout s ∈ R+ et pour tous i, j, k = 1, . . . , N .

5) Nous avons la relation
N∑
m=1

Skmj (s) Λim
s = Sijk (s) , (2.78)

presque sûrement, pour presque tout s ∈ R+ et pour tous i, j, k = 1, . . . , N .

6) Les processus (X i
t)t∈R+ ont la propriété de représentation prévisible

X i
t =

N∑
m=1

∫ t

0

Λim
s dXm

s .

7) Les matrices Λt sont unitaires pour presque tout t ∈ R+.

Les processus limites de marches obtuses que nous allons obtenir n’ont pas de dé-
pendance en temps dans leurs 3-tenseurs. En particulier, les processus limites seront des
martingales complexes dont les équations de structures seront de la forme



[X i , Xj]t = Λij t+
N∑
k=1

Sijk X
k
t , (2.79)

[X i , Xj]t = δij t+
N∑
k=1

Sikj X
k
t . (2.80)

A partir de l’étude des 3-tenseurs et de leur diagonalisation on peut déterminer quels
sont les processus qui satisfont ces conditions. En particulier, on note V = {v1, . . . , vp} le
système orthogonal associé au 3-tenseur S. On montre que les processus satisfaisant les
équations de structures (2.79) et (2.80) sont de la forme

Xt = Wt +
∑
v∈V

(
N v
t −

1

‖v‖2 t

)
v, (2.81)

où les processus N v, v ∈ V sont des processus de Poisson d’intensité ‖v‖−1 et (Wt) est
un mouvement brownien qui vit dans l’espace orthogonal de V . L’explication complète
de ce résultat est détaillée dans les sections [8] et fait référence aux articles [10, 16] où
les auteurs traitent le cas réel. En particulier, le fait que l’on travaille dans le corps des
complexes amène de nombreuses subtilités. Par exemple le mouvement brownien complexe
usuel (W1(t) + iW2(t)) n’est pas une martingale complexe normale.

Maintenant que nous avons dressé le portrait des martingales normales complexes nous
pouvons détailler les résultats de convergence. On considère une variable aléatoire obtuse
X et on introduit à nouveau le paramètre h qui a vocation à tendre vers zéro par la suite.
En particulier, la dépendance en h apparâıt naturellement dans les coefficients du 3-tenseur
associé à X (on notera X(h) la variable obtuse avec la dépendance en h). On a le résultat
de convergence suivant, qui comme nous l’avons déjà évoqué, est une extension de résultats
type Donsker de convergence en loi.

Théorème 2.19 Soit X(h) une variable obtuse sur CNet S(h) son 3-tenseur complexe
doublement symétrique associé. Soit (Xn(h))n∈N∗ une suite de variables aléatoires i.i.d. de
même loi que X(h). On considère la marche aléatoire obtuse suivante

Zh
nh =

n∑
i=1

√
hXn(h) .

Si les limites suivantes

M ij
0 = lim

h→0
Sij0 (h)

et

M ij
k = lim

h→0

√
hSijk (h)



existent pour tous i, j, k = 1, . . . , N , alors le processus (Zh
t ) défini pour tout t ≥ 0 par

Zh
t = Zh

[t/h]h converge en loi vers la martingale normale complexe Z sur CN dont les
équations de structures sont

[Zi , Zj]t = M ij
0 t+

N∑
k=1

M ij
k Z

k
t , (2.82)

[Zi , Zj]t = δij t+
N∑
k=1

M ik
j Zk

t . (2.83)

Dans la même veine et pour amorcer notre résultat appliqué en mécanique quantique
on introduit l’opérateur de multiplication.

MZht
=

[t/h]∑
k=1

√
hMXh

k
.

Le théorème suivant est la traduction du théorème précédent en termes de convergence
d’opérateurs.

Théorème 2.20 Supposons qu’il existe des opérateurs Mk
ij pour tous i, j = 1, . . . , N et

tout k = 0, . . . , N tels que :
M ij

0 = lim
h→0

Sij0 (h)

et
M ij

k = lim
h→0

√
hSijk (h).

Alors l’opérateur de multiplication M(Zht )i, converge fortement sur un certain domaine D
vers les opérateurs

Z it =
N∑

j,k=0

M ij
k a

j
k(t) . (2.84)

Ces opérateurs sont les opérateurs de multiplication par Z, la martingale normale complexe
satisfaisant

[Zi , Zj]t = M ij
0 t+

N∑
k=1

M ij
k Z

k
t (2.85)

et

[Zi , Zj]t = δij t+
N∑
k=1

M ik
l Zk

t . (2.86)

Maintenant nous avons tous les ingrédients pour pouvoir décrire le résultat concernant
la convergence de (2.67). En particulier, il faut pouvoir combiner le résultat du Théorème
2.17 et les conditions asymptotiques des 3-tenseurs. Il s’avère donc nécessaire d’imposer
des conditions asymptotiques sur les opérateurs A(h) and Bj(h), j = 1, . . . , N. On a donc
le résultat final suivant.



Théorème 2.21 Supposons qu’il existe une famille d’opérateurs {Ã, B̃j, j = 1 . . . , N} telle
que

lim
h→0

Bj(h)√
h

= B̃j

lim
h→0

A(h)− I
h

= Ã

Alors le processus (V h
[t/h]) converge vers la solution de l’équation différentielle stochastique

suivante

dVt = ÃVt dt+
N∑
j=1

B̃jVt dZjt .

L’équation sous la forme dVt = ÃVt dt+
∑N

j=1 B̃jVt dZjt est celle exprimée dans un espace
de Fock approprié. L’intérêt de cette formulation est de pouvoir détecter quelles équations
différentielles stochastiques quantiques sont en réalité simplement des équations décrivant
des situations classiques. Des travaux complémentaires à cette étude ont été entrepris dans
[30, 7] et en particulier, des critères permettant de déterminer si une EDS quantique est
en fait classique ont été développés.

Cette section conclut ce chapitre consacré aux résultats concernant le lien entre les
modèles discrets et continus à travers les passages à la limite. Le chapitre suivant s’intéresse
aux comportements en temps long des trajectoires quantiques.





Chapitre 3

Comportement en temps long de
certaines trajectoires quantiques

Dans ce chapitre nous nous intéressons à des propriétés asymptotiques de certaines
trajectoires quantiques. Les deux premières sections sont consacrées à des problèmes de
convergence presque sûre. Dans la première section nous nous intéressons à des modèles
dits ”non démolition”qui correspondent aux modèles des équations de l’expérience de Serge
Haroche au LKB. En particulier, on montre que les trajectoires quantiques attachées à
ces modèles convergent presque sûrement vers des états appelés états pointeurs et que
ce type de modèle reproduit en temps long le principe de réduction du paquet d’onde. La
seconde section traite de problème de stabilité exponentielle de sous espaces. En particulier,
on montre que sous certaines hypothèses certains sous-espaces sont asymptotiquement
stables et on précise à quelle vitesse. Enfin les deux dernières sections traitent du problème
important de la mesure invariante des trajectoires quantiques discrètes et continues.

3.1 Equations mâıtresses stochastiques non démoli-

tion

Comme on l’a vu jusqu’ici une mesure indirecte introduit une perturbation du système
HS. L’état du système HS est en particulier, sans cesse modifié au fur et à mesure que l’on
acquiert de l’information à travers les observations indirectes. On peut imaginer que dans
certaines situations, on ne veuille pas modifier l’état du système lors des observations indi-
rectes pour ne pas dégrader l’information contenue dans l’état. C’est le cas des expériences
dites ”non démolition”. Il s’agit d’expériences de mesures indirectes qui ne modifient pas
certains états propres du système HS.

Concrètement, on considère un système S décrit par un espace de Hilbert HS dont
on fixe une base orthonormée privilégiée EP = {|α〉, α ∈ A} où A est un ensemble fini.
Les vecteurs de cette base sont appelés états pointeurs. Le principe des mesures ”non
démolitions” décrit une expérience de mesure indirecte qui ne modifie pas l’état de HS si
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l’état de HS est l’un des vecteurs de EP . Un autre intérêt est que ce type d’expérience est
relié au principe de réduction du paquet d’onde lié à une mesure directe de l’état initial.
En effet, une mesure directe de l’état initial le long de la base Ep indique que l’état est
dans un des états pointeurs avec une certaine mesure de probabilité (cf Section 2.1.1). On
montre que la trajectoire quantique décrivant le principe de mesure indirecte non démolition
converge vers un état aléatoire à valeurs dans EP dont la distribution est la même que celle
de la mesure directe de l’état initial. Des détails plus complets et une formulation précise
sont donnés dans la remarque ci-dessous.

Dans le contexte des trajectoires quantiques discrètes ce type de modèle a été entiè-
rement décrit dans [32, 33]. Dans [32] des résultats fins de convergence et de vitesse de
convergence sont exposés. En particulier, de nombreuses situations sont abordées et trai-
tées en détail. Avec Tristan Benoist, nous avons étudié le modèle des trajectoires continues
”non démolition” dans [51]. Cette section concerne ces résultats. Dans le cadre continue
nous adopterons la définition suivante d’une expérience dite ”non démolition”.

Définition 3.1 Soit EP une base orthonormée H. On dit qu’un processus de mesure satis-
fait une condition de non démolition pour la base EP si tout vecteur de EP est stable pour
le processus de mesure : c’est à dire pour tout |α〉 ∈ EP , la trajectoire quantique décrivant
le processus de mesure satisfait : si il existe s, ρ̃s = |α〉〈α| alors pour tout t > s, on a
ρ̃t = ρ̃s, presque sûrement.

En particulier, si à l’instant initial l’état du système est dans un état pointeur cet état
n’est pas modifié au cours du processus de mesure.

Décrivons maintenant les modèles que nous avons étudiés dans [51]. On considère un es-
pace de probabilité (Ω,F ,Ft,P) comme celui de la section 2.1.2. Pour satisfaire la définition
précédente, on considère une équation maitresse stochastique de la forme

ρ̃t = ρ̃0 +

∫ t

0

L(ρ̃s−)ds

+
l∑

i=1

∫ t

0

(Liρ̃s− + ρ̃s−L
∗
i − Tr[ρ̃s−(Li + L∗i )]ρ̃s−) dW̃i(s)

+

p∑
i=l+1

∫ t

0

(
Liρ̃s−L

∗
i

Tr[Liρ̃s−L∗i ]
− ρ̃s−

)(
dÑi(s)− Tr[Liρ̃s−L

∗
i ]ds

)
, (3.1)

avec

H =
∑
|α〉∈EP

ε(α)|α〉〈α|

Li =
∑
|α〉∈EP

c(i|α)|α〉〈α| , i = 1, . . . , p. (3.2)

Ici on remarque que tous les opérateurs intervenant dans la définition de l’opérateur L
sont diagonaux dans la base EP . Il est donc clair qu’un processus de mesure décrit par



une équation du type (3.1) avec les conditions (3.2) satisfait la définition précédente. On
montre de plus que cette condition est nécessaire et suffisante pour avoir la condition de
non démolition. Nous aurons également besoin des quantités suivantes

r(i|α) = c(i|α) + c(i|α),

θ(i|α) = |c(i|α)|2, i = 1, . . . , p.

Dans [51], on montre que (ρ̃t) converge presque sûrement vers un projecteur |Υ〉〈Υ|
où Υ est un vecteur aléatoire à valeurs dans la base EP . La distribution de ce vecteur est
donnée par :

P[Υ = α] = q0(α) = Tr(ρ̃0|α〉α|), |α〉 ∈ EP .

Remarque : Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de cette section, notons
que cette probabilité q0 est liée à la mesure directe de l’état ρ̃0. En effet, rappelons (cf
section 2.1.1) qu’une mesure directe de l’état ρ̃0 suivant la base |α〉 est décrit par le modèle
probabiliste

P[observer |α〉] = Tr(ρ̃0|α〉〈α|).

Ainsi en temps long le modèle de mesure indirecte non démolition reproduit le phénomène
de réduction du paquet d’onde : l’état est projeté aléatoirement sur un état pointeur avec
les mêmes probabilités que celles décrites par la mesure directe. On dit souvent que l’on a
observé le système sans le détruire !.

Donnons quelques détails de la preuve de ce résultat. Pour cela on introduit les processus
(qα(t)), α ∈ EP où

qα(t) = Tr(ρ̃t|α〉〈α|), t ≥ 0.

Remarquons qu’à t fixé qα(t) est une distribution de probabilité décrivant la distribution
attachée à la mesure directe de l’état ρ̃t. Le résultat clé est que ces processus sont des
exponentielles de Doelans stochastiques. Plus précisément on a le résultat suivant.

Théorème 3.1 Sur l’espace de probabilité (Ω,F , (Ft),P), les processus stochastiques (qα(t)),
α ∈ EP satisfont le système d’équations différentielles stochastiques suivant :

dqα(t) = qα(t−)

[
l∑

i=0

(
r(i|α)− 〈ri(t−)〉

)
dWi(s)

+

p∑
i=l+1

(
θ(i|α)

〈θi(t−)〉
− 1

)(
dÑi(t)− 〈θi(t−)〉dt

)]
, α ∈ EP , (3.3)

avec 〈ri(t)〉 =
∑
γ

r(i|γ)qγ(t) et 〈θi(t)〉 =
∑
γ

θ(i|γ)qγ(t), pour tout t ≥ 0.



En particulier, ces processus (qα(t)), α ∈ EP sont des (Ft) martingales. Elles sont solu-
tions d’équation de Doléans et s’expriment donc de la manière suivante

qt(α) = q0(α)×exp

[
l∑

i=1

(∫ t

0

(
r(i|α)− 〈ri(s−)〉

)
dWi(s)−

1

2

∫ t

0

(
r(i|α)− 〈ri(s−)〉

)2
ds

)]

×
p∏

i=l+1

∏
s≤t

(
1 +

(
θ(i|α)

〈θj(s−)〉
− 1

)
∆Ñi(t)

)
× exp

[
−
∫ t

0

(θ(i|α)− 〈θj(s−)〉))ds

]

= q0(α)×exp

[
l∑

i=1

(∫ t

0

(
r(i|α)− 〈ri(s−)〉

)
dWi(s)−

1

2

∫ t

0

(
r(i|α)− 〈ri(s−)〉

)2
ds

)

+

p∑
i=l+1

(∫ t

0

ln

(
θ(i|α)

〈θj(s−)〉

)
dÑi(s)−

∫ t

0

(
θ(i|α)− 〈θj(s−)〉

)
ds

)]
. (3.4)

Cette formulation illustre à nouveau que si à l’instant initial l’état du système est dans
un état pointeur par exemple |α〉 alors pour tout t ≥ 0 on a qα(t) = 1 et qβ(t) = 0 pour
tout β 6= α. En particulier, cela signifie que pour tout t ≥ 0 on a ρ̃t = |α〉〈α|.

Abordons maintenant le resultat final de convergence. Celui-ci repose sur une hypothèse
d’observabilité décrite dans l’hypothèse suivante
Assumption (ND) : Pour tout (α, β) avec α 6= β il existe i ∈ {1, . . . , p} telle que

— soit r(i|α) 6= r(i|β) si i ≤ l
— ou θ(i|α) 6= θ(i|β) si i > l.

Sous cette hypothèse, on peut exprimer le résultat de convergence.

Théorème 3.2 Supposons l’hypothèse (ND) satisfaite, alors il existe des variables aléa-
toires qα(∞), α ∈ EP à valeurs dans {0, 1} telles que

lim
t→∞

qα(t) = qα(∞), ∀α ∈ EP , (3.5)

presque sûrement et en norme L1.
Les variables aléatoires qα(∞), α ∈ EP , satisfont

P[qα(∞) = 1] = q0(α),∀α ∈ EP , (3.6)

qα(∞)qβ(∞) = 0, ∀α 6= β, p.s. (3.7)

En conséquence il existe une variable aléatoire Υ à valeurs dans EP telle que

P(Υ = α) = qα(0), α ∈ EP

et telle que
lim
t→∞

ρt = |Υ〉〈Υ|, p.s.

On renforce ce théorème avec l’estimation suivante de la vitesse de convergence.



Théorème 3.3 Supposons que θ(i|α) > 0, pour tout α ∈ EP et pour tout i = l + 1, . . . , p.
Supposons que l’hypothèse (ND) soit satisfaite et supposons que q̃α(0) 6= 0, pour tout α ∈
EP . On a

lim
t→∞

1

t
ln

(
qα(t)

qΥ(t)

)
= −1

2

l∑
i=1

(r(i|α)−r(i|Υ))2+

p∑
l+1

θ(i|Υ)

[
1− θ(i|α)

θ(i|Υ)
+ ln

(
θ(i|α)

θ(i|Υ)

)]
,

(3.8)

pour tout α ∈ EP , presque sûrement.

On peut interpréter ce résultat de la manière suivante. La convergence ci dessus exprime
en particulier, que

qα(t) =

qΥ(t) exp

(
−1

2

l∑
i=1

(r(i|α)− r(i|Υ))2 +

p∑
l+1

θ(i|Υ)

[
1− θ(i|α)

θ(i|Υ)
+ ln

(
θ(i|α)

θ(i|Υ)

)]
+ ◦(1)

)
(3.9)

Ainsi, si pour une réalisation Υ = α pour un certain α alors les probabilités (qβ(t)) vont
s’éteindre exponentiellement vite et (qα(t)) convergera vers 1.

On obtient ce résultat en utilisant le fait que les (qα(t)) sont des martingales bornées.
En particulier, cela permet de considérer les changements de probabilités suivants

dQα(·) = q∞(α)dP(·), α ∈ EP .

On observe alors que
Qα(·) = P(·|Υ = α), α ∈ EP

et que

P(·) =
∑
α

q∞(α)Qα(·).

On établit alors le résultat de convergence sous chaque probabilité Qα et on utilise la formule
des probabilités totales pour conclure. En particulier, sous Qα(·) les processus observés
(yi(t)) et (Ñi(t)) prennent des formes simples (ils deviennent des browniens standards et
des processus de Poisson d’intensité non aléatoire).

On complète ce résultat en résolvant le problème de stabilité du filtre. Si on ne connait
pas l’état de départ ρ̃0 alors comme dans le cadre de la section 2.3, on définit une estimation
du processus (ρ̃t) avec un processus (ρ̂t). On renvoie à la section 2.3 pour la définition de
ce processus. On note (q̂α(t))α∈A les processus associés à (ρ̂t). On a la proposition suivante.

Proposition 3.4 Supposons que θ(i|α) > 0, pour tout α ∈ EP et pour tout i = l+1, . . . , p.
Supposons que l’hypothèse (ND) soit satisfaite et supposons que q̂α(0) 6= 0, pour tout α ∈



EP . Soit (q̂α(t)) le processus stochastique qui correspond à l’estimation de (qα(t)). Nous
avons le résultat de convergence suivant

lim
t→∞

q̂Υ(t) = 1,

lim
t→∞

q̂α(t)1Υ6=α = 0, (3.10)

presque sûrement. La convergence satisfait le même taux exponentielle

lim
t→∞

1

t
ln

(
q̂α(t)

q̂Υ(t)

)
= −1

2

l∑
i=1

(r(i|α)−r(i|Υ))2+

p∑
l+1

θ(i|Υ)

[
1− θ(i|α)

θ(i|Υ)
+ ln

(
θ(i|α)

θ(i|Υ)

)]
,

(3.11)

presque sûrement.
Finalement on a la stabilité du filtre

lim
t→∞

ρ̂(t) = |Υ〉〈Υ|,

presque sûrement.

Ce résultat est intéressant car on peut l’utiliser de la manière suivante. Imaginons que
notre système soit initialisé dans un état pointeur ρ0 = |α〉〈α| pour un certain |α〉 ∈
EP mais qu’on n’a pas cette information. D’après le Théorème 3.1, on sait que Υ = α
presque sûrement. Le théorème précédent nous dit que si on initialise une estimation ρ̂0

tel que q̂α(0) 6= 0 alors l’estimation converge vers l’état pointeur |α〉. Ainsi seulement avec
l’observation indirecte, on est capable d’inférer et de déterminer quelle était l’état initial
du système. On a réellement obervé le système sans l’observer directement !.

3.2 Sous-espace attractif

Dans cette partie sont présentés les résultats de l’article [52] écrit avec Tristan Benoist
et Francesco Ticozzi. L’objectif est d’étudier des sous espaces attractifs de HS. Pour di-
verses raisons, il est souvent intéressant dans les expériences de forcer l’état d’un système
quantique à se concentrer dans des sous espaces HA de HS ou alors d’empêcher un état de
s’échapper d’un tel sous espace. Ces sous espaces peuvent avoir certaines propriétés que l’on
veut par exemple pouvoir conserver pendant une expérience. On peut vouloir également
préparer un système quantique dans un certain état particulier. Le système HA est par
exemple de dimension 1 si l’on souhaite préparer un système quantique dans un état pur
particulier. Ces considérations rentrent dans le cadre de la théorie du contrôle. En particu-
lier, lorsque l’on introduit des mesures indirectes on peut utiliser des modèles type feedback
où l’on prend en compte la réponse de la mesure, i.e l’information du signal observé. On
peut alors chercher à agir sur les paramètres de l’expérience pour atteindre l’objectif sou-
haité. On peut également modéliser et contrôler des expériences pour que le système évolue



et atteigne son objectif sans action supplémentaire, on parle alors de contrôle en boucle
ouverte. Dans ce cadre, mesurer de manière continue un système, peut être utilisé pour ac-
célérer la convergence. Il est alors naturel de chercher à déterminer la forme des évolutions
stochastiques ou déterministes permettant d’amener un système quantique dans un sous
espace fixé à l’avance.

Dans [129, 130], les auteurs ont dégagé des conditions pour qu’un sous espace HA soit
stable sous l’action d’une évolution Lindbladienne. Plus précisément les notions d’invariance
et d’attractivité (autrement appelé stabilité asymptotique globale) sont abordées.

Ces notions dans le cas d’une évolution lindladienne déterministe ou dans le cas aléatoire
d’une équation maitresse stochastique sont précisées dans la définition ci-dessous. On notera
(ρt) la solution de l’équation de Lindblad donnée par un opérateur L(·) et (ρ̃t) la solution
d’une équation maitresse stochastique associée.

Définition 3.2 Un sous espace HA de HS est dit invariant
— en moyenne si

ρ0 ∈ IS(H)⇒ ρt ∈ IS(H), ∀t > 0.

— presque sûrement si

ρ̃0 ∈ IS(H)⇒ ρ̃t ∈ IS(H), ∀t > 0 p.s.

Un sous espace HA de HS est dit globalement asymptotiquement stable (GAS)
— en moyenne si ∀ρ0 ∈ DS,

lim
t→∞
‖ρt − PAρtPA‖ = 0.

— presque sûrement si ∀ρ̃0 ∈ DS,

lim
t→∞
‖ρ̃t − PAρ̃tPA‖ = 0 a.s.

Un des objectifs de l’article [51] était d’obtenir le résultat suivant

Théorème 3.5 Un sous espace HA est invariant en moyenne si et seulement si il est
invariant presque sûrement.

Un sous espace HA est GAS en moyenne si et seulement si il est GAS presque sûrement.

Ce type de résultat avait été déjà abordé dans le cadre diffusif uniquement avec des
résultats plus faibles. En effet, simplement des convergences en probabilité avaient été
obtenues [128].

Pour établir le Théorème 3.5 nous avons utilisé une caractérisation de l’invariance ou
du fait d’être GAS en termes de décomposition précise des opérateurs Li apparaissant
dans l’expression de l’opérateur de Lindblad. Cette décomposition était déjà connue dans
le cas déterministe [129, 130] et avait été utilisée dans le cas diffusif [128]. Pour introduire



cette décomposition nous avons besoin de décomposer l’espace HS = HA ⊕HR en somme
orthogonale. Suivant cette décomposition un opérateur X ∈ B(HS) prendra la forme

X =

(
XA XP

XQ XR

)
.

En ce qui concerne l’évolution lindbladienne et donc les propriétés en moyenne, dans
[129, 130] les auteurs ont obtenus les caractérisations précises suivantes.

Théorème 3.6 Le sous espace HA est invariant en moyenne si et seulement si

∀j, Lj,Q = 0 et iHP −
1

2

∑
j

L∗j,ALj,P = 0.

Théorème 3.7 Le sous espace HS est GAS en moyenne si et seulement si aucun sous
espace invariant est inclus dans

⋂
j ker(Lj,P ).

Donnons quelques détails de l’approche que nous avons adoptée dans [52] pour établir
le Théorème 3.5. Pour cela on introduit une fonction de Lyapounov V définie par

V (ρ) = Tr(PRρ),

où PR correspond au projecteur orthogonal sur HR. L’idée centrale dans ce travail est alors
d’exploiter une propriété de sous-martingale du processus (V (ρt)). Pour cela nous aurons
besoin de l’estimation suivante

V (L(ρ)) = tr[PRL(ρ)] = −
∑
j

tr[Cj,P
∗Cj,P ρR] ≤ 0, (3.12)

pour tout état ρ. Ici on a utilisé l’expression suivante

LR(ρR) = −i[HR, ρR] +
∑
j

Cj,RρRC
∗
j,R −

1

2
{C∗j,PCj,P + C∗j,RCj,R, ρR}.

Ainsi on a

E(V (ρ̃t)|Fs) = V (ρ̃s) +

∫ t

s

E(V (L(ρ̃u)|Fs)du

≤ V (ρ̃s),

ce qui prouve donc la propriété de sous-martingale.
Ensuite on exploite le fait que V est linéaire et que

V (ρt) = E(V (ρ̃t)).

En effet en remarquant que
V (ρ) = 0⇔ ρ ∈ HA



et V (ρ) ≥ 0 pour tout état ρ alors on a la première partie du théorème. Pour la seconde
partie on utilise le fait qu’une sous-martingale positive est presque sûrement convergente
et comme ici le processus (V (ρ̃t)) est borné on a également convergence en norme L1, il
suit

lim
t→∞

V (ρt) = lim
t→∞

E(V (ρ̃t)) = E
[

lim
t→∞

V (ρ̃t)
]

ce qui permet de montrer la seconde partie du Théorème 3.5 après avoir observé que

HA est GAS presque sûrement⇔ lim
t→∞

V (ρ̃t) = 0.

Un étude plus précise nous permet de complèter le Théorème 3.5 en précisant la stabilité
exponentielle de l’espace HA. Cette stabilité exponentielle est exprimée dans le théorème
suivant. Il s’agit de donner une estimation de la vitesse de convergence presque sûre.

Théorème 3.8 Supposons que le sous espace HA soit GAS et définissons V (ρ) = tr(PRρ),
où PR est le projecteur orthogonal sur HR. Alors il existe α0 > 0 tel que

lim sup
t→∞

1

t
ln(V (ρt)) ≤ −α0, (3.13)

lim sup
t→+∞

1

t
ln(V (ρ̃t) ≤ −α0 p.s. (3.14)

De plus, si la condition (SP ) : PRC
∗
jPRCjPR > 0 pour tout j = l + 1, . . . , p est satisfaite,

alors il existe β0 ≥ α0 telle que

lim sup
t→+∞

1

t
ln(V (ρ̃t) ≤ −β0 p.s. (3.15)

Avec l’expression (3.12) on voit que la constante α0 est relative à la valeur minimale
du spectre d’un opérateur. En effet, plus précisément on a

α0 := min{−Re(λ) |λ ∈ sp(LR)}. (3.16)

La constante β0 est moins évidente à introduire et on réfère à l’article [52] pour plus de
détails.

La convergence presque sûre (3.13) exprime le fait que la solution de l’équation de
lindblad converge exponentiellement vite vers HA (on s’échappe de HR exponentiellement
vite). La convergence presque sûre (3.14) affirme qu’on obtient le même type d’estimation
pour les trajectoires quantiques. La dernière estimation exprime le fait que si on suppose
de plus (SP) alors on peut obtenir une estimation meilleure et donc une convergence po-
tentiellement plus rapide. Le terme potentiel réfère au fait que l’on est simplement capable
d’obtenir des inégalités pour la stabilité exponentielle. Néanmoins lorsque HS est de di-
mension 2 et HA de dimension 1 on obtient des égalités dans le théorème précédent et
en particulier, on fournit des exemples où les modèles stochastiques sont meilleurs que les
modèles déterministes [51].



3.3 Mesure invariante des trajectoires quantiques dis-

crètes

3.3.1 Existence et unicité

Cette section aborde la question importante de la mesure invariante des trajectoires
quantiques dans le cadre discret [49]. Cette question inhérente à la théorie des châınes de
Markov est une question difficile dans ce contexte. En particulier, les techniques usuelles
de la théorie des processus de Markov ne s’appliquent pas pour les trajectoires quantiques.
Une des principales difficultés réside dans le fait que les transitions sont singulières par
rapport à la mesure de Lebesgue.

On se donne une famille d’opérateurs de Kraus {Vi, i = 0, . . . , p} et on rappelle que
dans le cas discret l’espace décrivant les résulats de mesure est Ω = {0, . . . , p}N, muni de
la tribu cylindrique. On considère la filtration naturelle (Cn) où pour n ∈ N, Cn désigne
la tribu engendrée par les cylindres de taille n. On considère donc la trajectoire quantique
associée aux opérateurs de Kraus Vi, i = 0, . . . , p :

ρ̃n+1 =

p∑
i=0

Viρ̃nV
∗
i

Tr(Viρ̃nV ∗i )
1Xn=i.

Ici nous souhaitons donc présenter les résultats de [49] qui traitent le problème de la
mesure invariante de cette châıne de de Markov.

On peut tout d’abord noter que l’ensemble des états DS est un ensemble compact donc
il y a toujours existence au moins d’une mesure invariante. La réelle question concerne
l’unicité.

Notre étude va se concentrer sur les trajectoires quantiques à valeurs dans les états purs.
Une première raison est dûe au fait que si l’état initial est un état pur alors la trajectoire
quantique reste à valeurs dans les états purs. En effet, rappelons si ρ0 = |x0〉〈x0| alors il
existe une suite (xn) telle que ρn = |xn〉〈xn| pour tout n ∈ N. On rappelle également les
transitions de la suite (xn) :

xn+1 =

p∑
i=0

Vixn
‖Vixn‖

1Xn=i (3.17)

avec P[1Xn=i = 1] = ‖Vixn‖2, i = 0, . . . , p dans ce cas. En particulier, l’ensemble des
projecteurs de rang 1 c’est à dire l’ensemble des états purs est stable et compact donc
il y existe au moins une mesure invariante supportée par cet ensemble. Ajouté à cela
si on rajoute une hypothèse dite de purification, une trajectoire quantique à tendance à
se rapprocher de l’ensemble des états purs. Ce phénomène de purification est basé sur
l’hypothèse suivante.

Pur Tout projecteur orthogonal P , tel que pour tout n ∈ N on a PV ∗1 . . . V
∗
n Vn . . . V1P ∝

P pour tout n-uplets (v1, . . . , vn), est de rang 1.

Ici le symbole ∝ signifie proportionnel. Cette hypothèse permet d’obtenir le résultat suivant
qui a été montré par Hans Maassen et Burkhard Kümmerer [106].



Théorème 3.9 Supposons que la condition (Pur) soit satisfaite, alors on a

lim
n→∞

Tr(ρ̃2
n) = 1.

Comme pour un état ρ on a Tr(ρ2) = 1 si et seulement si ρ est un état pur alors on voit
qu’une trajectoire quantique satisfaisant la condition (Pur) a tendance à se concentrer sur
l’ensemble des états purs. On peut montrer plus précisément qu’il existe une suite (φn) de
vecteurs de norme 1 telle que

lim
n→∞

dist(ρ̃n, |φn〉〈φn|) = 0,

où dist désigne n’importe quelle distance sur les matrices. L’hypothèse (Pur) n’est pas
évidente à vérifier en pratique. On peut néanmoins remarquer qu’en dimension 2, le seul
projecteur orthogonal de rang 2 est l’identité. Ainsi, soit les Vi sont tous proportionnels à
un opérateur unitaire soit il y a purification.

Dans la suite on suppose (Pur) satisfaite donc les mesures invariantes des trajectoires
quantiques sont supportées uniquement par l’ensemble des états purs.

On étudie donc la châıne de Markov (3.17). Pour cela on va l’étudier dans le plan
projectif

P (Ck) = {x ∈ Ck|‖x‖ = 1}
quotienté par la relation d’équivalence ∼ :

x ∼ y ⇔ ∃ |λ| = 1 tel que x = λy.

En particulier, l’ensemble des états purs (projecteur de rang 1) est en bijection avec cet en-
semble. On muni cet ensemble de sa tribu borélienne B. On notera x̂ la classe d’équivalence
d’une élément x ∈ P (Ck) et si V est un opérateur tel que V x 6= 0 on pose

V · x =
V̂ x

‖V x‖
.

On muni cet espace d’une distance

d(x̂, ŷ) =

√
1− |〈x, y〉|

2

‖x‖2‖y‖2

Cette distance est en particulier, invariante par transformation unitaire, cette propriété
sera utilisée dans la suite.

Maintenant nous introduisons un certain nombre de variables aléatoires

Vn(ω) = Vωn ,

pour tout ω ∈ Ω et pour tout n ∈ N et

Wn = Vn . . . V1,



pour tout n ∈ N. Ainsi sur P (Ck), notre châıne de Markov s’exprime sous la forme

x̂n = Wn · x̂0 = Vn . . . V1 · x̂0 .

Par conséquent décrire la châıne de Markov (x̂n) revient à décrire le produit de matrices

Vn . . . V1.

On notera Π le générateur de Markov associé à la châıne de Markov (x̂n). Ce type de
situation rentre dans le cadre de la théorie des produits de matrices aléatoires. Cette théorie
a été largement étudiée dans la littérature [89, 54, 88, 55, 82]. Les hypothèses habituelles
dans ce cadre, sont le choix i.i.d des matrices Vi et des matrices inversibles. Dans notre
cas le choix des matrices n’est clairement pas i.i.d et nous n’avons pas de restriction sur la
nature des matrices Vi (pas d’inversibilité requise). Une autre hypothèse importante dans
le cadre classique de la théorie des produits aléatoires de matrices est la forte irréductibilité
qui est : il n y existe pas d’union non triviale de sous espaces E1, . . . , El où les Ei sont
différents de {0} et de Ck telle que

Vi

(
l⋃

i=1

Ei

)
⊂

l⋃
i=1

Ei, i = 0, . . . , p.

Une des motivations initiales des produits de matrices aléatoire est la convergence de la
quantité

1

n
log ‖Wn · x̂‖,

qui généralise la loi des grands nombres dans un cadre non-commutatif. Obtenir des résul-
tats pour la convergence de cette quantité passe par l’étude de la châıne de Markov (Wn ·x̂).
Sous les hypothèse d’inversiblités des Vi et la forte irréductibilité, dans le cadre i.i.d cette
châıne de Markov converge exponentiellement vite vers son unique mesure invariante.

Nous allons donc exposer les résultats de l’article [49] qui traite de la même question
mais dans un cadre non i.i.d, non inversible et non fortement irréductible. En revanche,
nous aurons besoin de l’hypothèse suivante.

Irr Il existe un unique état invariant ρinv pour le canal quantique φ(·) =

p∑
i=0

Vi · V ∗i

Pour attaquer le problème de l’unicité de la mesure invariante nous allons considérer
l’espace Ω⊗ P (Ck) qui va combiner l’évolution de la châıne de Markov et les résultats de
mesures. Si ν désigne une mesure de probabilité initiale sur P (Ck), pour tout ensemble
borélien A et pour tout cylindre Ci1,...,in = {ω ∈ Ω|ω1 = i1, . . . ωn = in} ∈ Cn on définit la
mesure suivante

Pν(Ci1,...,in × A) =

∫
A

‖Vin . . . Vi1x‖2dν(x).

Pour un état ρ, nous aurons besoin également de définir la mesure de proba Pρ par

Pρ(Ci1,...,in) = Tr(Vin , . . . Vi1 ρ V
∗
i1
. . . V ∗in),



pour tout cylindre Ci1,...,in ∈ Cn.
Commençons par donner un certain nombre de propriétés satisfaites par la mesure Pν .

On peut tout d’abord remarquer que cette probabilité satisfait le critère d’extension de
Kolmogorov et donc que cette probabilité est bien définie. Il en est de même pour Pρ. Une
seconde remarque concerne l’espérance par rapport à ν. En particulier, on a

ρν = Eν [|x̂〉〈x̂|]

où ρν est une matrice densité. Ainsi on a la propriété suivante concernant la première
marginale

Pν(Ci1,...,in × P (Ck)) =

∫
P (Ck)

Tr(Vin , . . . Vi1|x̂〉〈x̂|V ∗i1 . . . V
∗
in)dν(x)

= Tr(Vin , . . . Vi1ρνV
∗
i1
. . . V ∗in)

= Pρν (Ci1,...,in),

pour tout cylindre Ci1,...,in ∈ Cn. En particulier, on voit que si νa et νb désigne deux mesures
invariantes on a

Pρνa = Pρνb = Pρinv .
En effet on a par invariance

ρνa = Eνa [|x̂0〉〈x̂0|] = Eνa [|x̂1〉〈x̂1|] = φ(ρνa),

ce qui implique ρνa = ρinv d’après l’hypothèse (Irr) et par conséquent l’égalité des proba-
bilités.

Dans la suite, une certaine classe de variables aléatoires va jouer un rôle central. On
notera O l’ensemble des variables aléatoires Z dont la définition ne dépend pas de P (Ck)
c’est à dire

Z(ω, x̂) = Z(ω, ŷ),

pour tout ω ∈ Ω et pour tout x̂ et ŷ dans P (Ck). Les variables aléatoires suivantes Wn,
Vn, 1Vn=Vi1

sont des variables aléatoires appartenant à cette classe. Attention ces variables

aléatoires ne sont pas indépendantes de ce qui se passe sur P (Ck), seule leur définition ne
fait pas apparâıtre de dépendance en P (Ck).

Etudions la loi de telles variables aléatoires lorsque l’on initialise notre châıne de Markov
avec une mesure invariante. En particulier, nous allons voir que la loi des variables aléatoires
ne dépend pas du choix de la mesure invariante initiale. En effet, l’égalité Pρνa = Pρνb pour
deux mesures invariantes νa et νb implique qu’une variable aléatoire Z appartenant à O a
la même loi sous νa ou sous νb. Cela vient du fait que Pρνa (C) = Pρνb (C) pour tout cylindre
de base C, on en déduit par un argument de classe monotone que Eνa(f(Z)) = Eνb(f(Z))
pour toute fonction continue f d’où le résultat sur la loi de Z.

Notre but maintenant est de montrer que la châıne de Markov (x̂n) se rapproche d’un
processus composé de variables aléatoires appartenant à l’ensemble O. En effet, supposons
qu’un processus (ôn) appartenant à O satisfait

lim
n→∞

d(x̂n, ôn) = 0,



alors on a pour toute fonction continue f

Eνa [f(x̂0)] = Eνa [f(x̂n)]

= lim
n→∞

Eνa [f(x̂n)]

= lim
n→∞

Eνa [f(ôn)]

= lim
n→∞

Eρνa [f(ôn)]

= lim
n→∞

Eρνb [f(ôn)]

= lim
n→∞

Eνb [f(x̂n)]

= Eνb [f(x̂0)] (3.18)

et l’unicité de la mesure invariante en découle.
Pour montrer l’existence d’un processus (ôn) satisfaisant la condition de convergence,

on introduit le O processus suivant

Mn =
W ∗
nWn

Tr(W ∗
nWn)

, n ∈ N.

A ce stade, remarquons que ce processus est bien défini. En effet, si ν désigne la mesure
initiale, d’une part nous avons que Pρν [Tr(W ∗

nWnρν) = 0] = 0. D’autre part pour tout état
ρ il existe c tel que ρ ≤ cI donc

Tr(W ∗
nWnρν) ≤ cTr(W ∗

nWn)

donc Tr(W ∗
nWn) > 0 presque sûrement ce qui implique que le processus est bien défini. On

a le résultat suivant concernant le comportement en temps long de ce processus

Proposition 3.10 On suppose que la condition (Pur) est satisfaite. Il existe une variable
aléatoire M∞ qui appartient à O, tel que le processus (Mn) converge presque sûrement et
dans L1 vers M∞.

En particulier, M∞ est un projecteur de rang 1 et donc il existe une O variable aléatoire
ẑ tel que M∞ = |ẑ〉〈ẑ|.

On montre en réalité que (Mn) est une martingale sous PI/k la convergence presque
sûre et L1 pour toute mesure vient du fait Pρ << PI/k pour tout état ρ (ceci est dû au fait
que pour tout état ρ il existe c tel que ρ ≤ cI/k).

On peut maintenant aborder la définition du processus ôn. Pour cela on considère la
décomposition polaire de Wn c’est à dire

Wn = UnDn,

avec Un une matrice unitaire et Dn une matrice positive. Les deux processus, (Un) et (Dn)
ainsi construits, appartiennent à O. Il est important de noter que pour tout n, la matrice
Dn est proportionnelle à

√
Mn. On définit alors

ôn = Un · ẑ, n ∈ N.



En utilisant l’invariance par transformation unitaire de la distance d et le fait que propor-
tionnel signifie égalité sur P (Ck), on a alors

d(x̂n, ôn) = d(Wn · x̂, Un · ẑ) = d(Dn · x̂, ẑ) = d(
√
Mn · x̂, ẑ) (3.19)

et en utilisant la convergence de (Mn) vers |ẑ〉〈ẑ| on a

d(x̂n, ôn)→ 0

presque sûrement. On a donc démontré le théorème suivant.

Théorème 3.11 Suposons (Pur) et (Irr) satisfaites, alors la châıne de Markov (x̂n) décri-
vant la trajectoire quantique associée à la famille (Vi) admet une unique mesure invariante.

3.3.2 Convergence exponentielle

On affine ce résultat en montrant la convergence exponentielle vers la mesure invariante.
Pour cela on introduit un nouveau processus composé d’éléments de O qui est relié au
maximum likelihood. On pose pour tout n ∈ N

ẑn(ω) = argmax
x̂∈P (Ck)

‖Wnx̂‖2 (3.20)

et on définit
ŷn = Wn · ẑn. (3.21)

Pour n fixé, on remarque que ẑn correspond à un vecteur propre associé à la plus grande
valeur singulière de Wn. En particulier, celui-ci n’est pas forcément unique mais on peut
toujours en choisir un de manière mesurable et surtout ce vecteur est une variable aléatoire
appartenant à O.

Introduisons à présent l’opérateur shift θ(v1, . . . , vn, . . .) = (v2, . . . , vn, . . .). Le but de
ce qui va suivre est d’expliquer le résultat suivant.

Proposition 3.12 Supposons que (Pur) soit satisfaite. Alors il existe deux constantes
C > 0 and 0 < λ < 1 telles que pour toute mesure de probabilité ν sur (P (Ck),B), on a

Eν
(
d(x̂n+l, ŷn ◦ θl)

)
≤ Cλn, (3.22)

pour tous entiers l et n.

On a déjà remarqué que la variable aléatoire ẑn était reliée à la plus grande valeur
singulière Wn, nous aurons également besoin de faire intervenir la seconde plus grande
valeur singulière. Pour cela on utilise la notion de produit extérieur. Rappelons la définition :
pour p ∈ N et p vecteurs x1, . . . , xp dans Ck on note x1∧ . . .∧xp la forme bilinéaire alternée

(y1, . . . , yp) 7→ det
(
〈xi, yj〉

)p
i,j=1

.



L’ensemble de tous les vecteurs de la forme x1 ∧ . . . ∧ xp forme une famille génératrice de
l’ensemble ∧pCk des formes bilinéaires alternées sur Ck. On a le produit scalaire suivant

〈x1 ∧ . . . ∧ xp, y1 ∧ . . . ∧ yp〉 = det
(
〈xi, yj〉

)p
i,j=1

,

et on note ‖x1 ∧ . . . ∧ xp‖ la norme associée. Il est immédiat de vérifier que d satisfait

d(x̂, ŷ) =
‖x ∧ y‖
‖x‖‖y‖

. (3.23)

Dans R3 par exemple, cela correspond au produit vectoriel et la distance correspond donc
à une mesure de l’angle entre deux vecteurs. Pour un opérateur A sur Ck, on écrit ∧pA for
pour l’opérateur sur ∧pCk defini par

∧pA (x1 ∧ . . . ∧ xp) = Ax1 ∧ . . . ∧ Axp. (3.24)

A ce stade on peut exposer le lien avec les valeurs singulières (on pourra se référer à [54]).
En particulier, on a 1 ≤ p ≤ k

‖ ∧p A‖ = a1(A) . . . ap(A), (3.25)

où a1(A) ≥ . . . ≥ ak(A) sont les valeurs singulières de A rangées en ordre décroissant.
Introduisons à présent la fonction suivante

f(n) =
∑
i1,...in

‖ ∧2 Vin . . . Vi1‖ = Ech
(
k
‖ ∧2 Wn‖

Tr (W ∗
nWn)

)
. (3.26)

On montre facilement que cette fonction est sous additive et qu’il existe C and λ < 1 telle
que

f(n) ≤ Cλn.

Ce résultat vient du fait que (f(n)) converge vers zéro. En effet, on peut remarquer que la
seconde valeur singulière de Wn converge vers zéro et que la quantité dans l’espérance ci
dessus est bornée, on peut donc appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue.

En utilisant la propriété de Markov on a que

Eν
(
d(x̂n+l, ŷn ◦ θl)

)
= EνΠl

(
d(x̂n, ŷn)

)
.

En utilisant le lien entre la distance et les produits exterieurs on montre que pour toute
mesure ν on a

Eν
(
d(x̂n, ŷn)

)
≤ f(n) (3.27)

et la Proprosition 3.12 en découle.
Ce résultat indique que notre châıne de Markov se rapproche exponentiellement vite

d’un processus composé de variables aléatoires appartenant à l’ensemble O. Pour conclure
nous allons emprunter des raisonnements issus de la théorie ergodique. En particulier, on
montre le résultat suivant.



Proposition 3.13 Supposons (Irr) satisfaite. Alors il existe deux constantes C and λ < 1
et il existe un entier m tels que pour toute fonction O bornée de norme infinie ‖f‖∞, pour
tout état ρ ∈ Dk et tout n ∈ N,∣∣∣∣∣Eρ

(
1

m

m−1∑
r=0

f ◦ θmn+r

)
− Eρinv(f)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖∞λn. (3.28)

Ce résultat est un résultat de convergence en variation totale de la loi Pρ vers Pρinv sous l’ac-
tion du shift θ(v1, . . . , vn, . . .) = (v2, . . . , vn, . . .). Cette propriété est basée sur le théorème
suivant. On précisera la signification de l’entier m après l’expression du résultat.

Théorème 3.14 Supposons (Irr) satisfaite. Alors il existe deux constantes c et λ < 1, il
existe un entier m tels que pour tout état ρ ∈ Dk et pour tout n ∈ N,∥∥∥∥∥ 1

m

m−1∑
r=0

φmn+r(ρ)− ρinv

∥∥∥∥∥
1

≤ cλn. (3.29)

Le résultat ci dessus exprime la convergence exponentielle de l’évolution déterministe
décrite par le canal quantique vers l’unique état invariant. En particulier, ce résultat est
lié à une notion de période pour l’application φ d’où l’entier m dans l’énoncé du théorème.
C’est ce même paramètre qui apparait dans l’expression de la proposition précédente. Pour
montrer un tel résultat on utilise la forme de Jordan de l’application φ et on montre
que l’ensemble des valeurs propres de module 1 forme un sous groupe du disque unité.
La littérature dans le domaine des propriétés ergodiques de l’évolution déterministe est
très fournie et le lecteur intéressé pourra consulter par exemple [134]. Le résultat de la
Proposition 3.13 se déduit assez facilement après avoir remarquer que

Eρ(f ◦ θ) = Eφ(ρ)(f).

Finalement on peut recoller tous les morceaux. Dans la suite on ne distinguera pas les
constantes intervenant au fil des calculs et C désignera génériquement une constante C > 0
et λ une constante 0 < λ < 1. On va étudier la convergence en mesure de Wasserstein.
Pour cela on va considérer la quantité

W1

(
1

m

m−1∑
r=0

νΠmn+r, νinv

)
, (3.30)

où W1 désigne la distance de Wasserstein entre deux mesures et où m est le même entier qui
intervient dans la Proposition 3.13. On va utiliser la formulation suivante pour la distance
de Wasserstein entre deux mesures :

W1(σ, τ) = sup
f∈Lip1(P (Ck))

∣∣∣∣∫
P (Ck)

f dσ −
∫
P (Ck)

f dτ

∣∣∣∣ ,



où Lip1(P (Ck)) correspond à l’ensemble des fonctions de Lipschitz de constante de Lipschitz
1. On considère donc une fonction f de constante de Lipschitz 1 et on a en écrivant n = p+q∣∣∣∣∣Eν

(
1

m

m−1∑
r=0

f(x̂mn+r)

)
− Eνinv

(
f(x̂0)

)∣∣∣∣∣ ≤ 1

m

m−1∑
r=0

∣∣Eν(f(x̂m(p+q)+r)
)
− Eν

(
f(ŷmp ◦ θmq+r)

)∣∣
+

1

m

m−1∑
r=0

∣∣Eνinv(f(ŷmp ◦ θmq+r)
)
− Eνinv

(
f(x̂m(p+q)+r)

)∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1

m

m−1∑
r=0

Eν
(
f(ŷmp ◦ θmq+r)

)
− Eνinv

(
f(ŷmp)

)∣∣∣∣∣ .
En combinant la propriété de Lipschitz et la Proposition 3.12 on a pour toute mesure ν∣∣Eν(f(x̂m(p+q)+r)

)
− Eν

(
f(ŷmp ◦ θmq+r)

)∣∣ ≤ Cλmp,

cette propriété étant également vraie pour νinv. Pour le dernier terme, on utilise la Propo-
sition 3.13, ∣∣∣∣∣ 1

m

m−1∑
r=0

Eν
(
f(ŷmp ◦ θmq+r)

)
− Eνinv

(
f(ŷmp)

)∣∣∣∣∣ ≤ Cλq.

On est alors en mesure d’écrire∣∣∣∣∣Eν
(

1

m

m−1∑
r=0

f(x̂mn+r)

)
− Eνinv

(
f(x̂0)

)∣∣∣∣∣ ≤ 3Cλb
n
2
c,

ce qui permet d’établir le résultat final (en utilisant
√
λ).

Théorème 3.15 Supposons que (Pur) et (Irr) soient satisfaites. Alors le noyau de Markov
Π a une unique mesure invariante νinv et il existe m ∈ {1, . . . , k}, C > 0 et 0 < λ < 1 tels
que pour toute mesure de probabilité ν sur

(
P (Ck),B

)
on a,

W1

(
1

m

m−1∑
r=0

νΠmn+r, νinv

)
≤ Cλn. (3.31)

On termine cette section avec des exemples. En particulier, ils permettront de justifier
pourquoi nous avons choisi la distance de Wasserstein et pas la variation totale par exemple.

3.3.3 Exemples

Châıne de Markov classique Considérons une châıne de Markov classique (Xn)
irréductible de matrice de transition P = (pij) à espace d’états finis E de cardinal N . On
considère CN = V ect{ei, i = 1, . . . , N}. On pose

Vij =
√
pij|ei〉〈ej|



On peut remarquer que quelque soit l’état départ x̂0 après une évolution Vij · x̂0 localise
l’état sur un des ej et ensuite la châıne de Markov (x̂n) évolue sur {ei, i = 1, . . . , eN}. On
voit également que si x̂0 = ei alors la probabilité de voir ij est pij et si on a vu ij alors
x̂1 devient ej. Ainsi la châıne de Markov (x̂n) reproduit exactement la châıne de Markov
(Xn). Si π désigne la mesure invariante de (Xn), l’unique état invariant de φ dans ce cas
est

ρinv =
N∑
i=1

π(i)|ei〉〈ei|

et on vérifie aisément que la propriété de purification est satisfaite. En particulier, la châıne
de Markov (x̂n) converge en loi vers une variable aléatoire x̂∞ à valeurs dans {ei, i =
1, . . . , en} de loi π.

Ce type d’évolution n’est pas capté par les modèles de produits de matrices aléatoires.
En particulier, les matrices ne sont pas inversibles et pas fortement irréductibles car ∪ei
est stable par les Vij

Encore des châınes de Markov ou presque Là on se restreint à C2 = V ect{e1 =
(1, 0)t, e2 = (0, 1)t} et on considère deux opérateurs de Kraus

V1 =

( 1√
3

0

0 1
2

)
et V2 =

(
0

√
3

2√
2√
3

0

)
Un simple calcul montre que si on part de e1 ou e2 on a les transitions

e1 7→
{
e1 avec probabilité 1

3

e2 avec probabilité 2
3

e2 7→
{
e1 avec probabilité 1

4

e2 avec probabilité 3
4

A nouveau il s’agit d’une châıne de Markov classique sur deux états. De plus, cette châıne
de Markov est irréductible et apériodique. Ces deux matrices vérifient (Pur) et (Irr) donc
la seule mesure invariante est celle de la châıne à deux états. Donc même si on part d’un
état x̂0 = (x, y) ∈ R2 avec x2 + y2 = 1 on convergera vers la mesure invariante de la châıne
à deux états. Dans le cas de x̂0 = (x, y) les transitions sont

(x, y) 7→


(

1√
3
x√

1
3
x2+ 1

4
y2
,

1
2
y√

1
3
x2+ 1

4
y2

)
avec probabilité 1

3
x2 + 1

4
y2( √

3
2
y√

2
3
x2+ 3

4
y2
,

√
2√
3
x√

2
3
x2+ 3

4
y2

)
avec probabilité 2

3
x2 + 3

4
y2

Cette châıne de Markov ne semble pas très compliquée mais traiter le problème de la mesure
invariante en dehors des outils que nous avons développés est très délicat.

On voit ici que la distance en variation totale n’est pas adaptée à notre cadre. En effet,
si on part d’une mesure absolument continue, elle sera toujours singulière par rapport à la



mesure invariante qui est singulière par rapport à la mesure de Lebesgue. Donc en variation
totale, la loi de la châıne de Markov partant d’une mesure absolument continue est toujours
à distance 1 de la mesure invariante. Il est important de noter que ce type de phénomène
empêche d’utiliser les théories usuelles des châınes de Markov comme celles développées
dans [108].

Donnons un exemple où il n’y a pas unicité de la mesure invariante. Pour cela on
considère

V1 =

(
1√
2

0

0 1√
2

)
et V2 =

(
0 1√

2
1√
2

0

)
.

Partant de e1 ou e2 on a les transitions

e1 7→
{
e1 avec probabilité 1

2

e2 avec probabilité 1
2

e2 7→
{
e1 avec probabilité 1

2

e2 avec probabilité 1
2

et à nouveau on a ici une châıne de Markov dont la mesure invariante est la mesure
uniforme sur {e1, e2}. Mais on peut remarquer que l’état 1√

2
(e1 + e2) est invariant par les

deux matrices donc

δ 1√
2

(e1+e2)

est également une mesure invariante. Ici la propriété de purification fait défaut car V ∗i Vi =
1
2
Id.

Un exemple moins trivial Pour des matrices quelconques, le tableau est moins
évident. Par exemple si on choisit

V1 =
1√
3

(
1 1
0 1

)
et V2 =

1√
3

(
1 0
−1 1

)
alors l’évolution de (x̂n) ne reproduit aucune châıne de Markov à espace d’états finis. Les
hypothèses (Pur) et (Irr) sont faciles à vérifier, il y a donc une unique mesure invariante.
Comme les matrices sont réelles, la mesure invariante est supportée par les vecteurs de
norme 1 à coordonnées réelles mais on ne sait rien sur la propriété d’absolue continuité par
rapport à la mesure de Lebesgue par exemple. Le problème du support de la mesure et de
ses propriétés est une question ouverte.

3.4 Mesure invariante des trajectoires quantiques conti-

nues

Ici nous allons nous intéresser au problème de la mesure invariante pour le cas des
processus de Markov décrivant les trajectoires quantiques continues. Comme pour les mo-
dèles discrets, ils n’entrent pas dans le cadre habituel des techniques utilisées pour étudier



le comportement en temps long des processus de Markov continus. Dans de nombreuses
situations même les modèles purement diffusifs ne sont pas elliptiques et les conditions
de Hörmander ne s’appliquent même pas. La difficulté est accrue lorsque l’on rajoute des
sauts. En dehors de cas particulier ou de situations avec des hypothèses ad-hoc [26] peu
de résultats existaient dans le cadre continu. Nous allons ici présenter les résultats de [48]
qui répondent à la question de la mesure invariante dans un cadre similaire au cadre dis-
cret c’est à dire avec une hypothèse d’unique état invariant pour l’évolution Lindbladienne
et une condition de purification. La version continue des produits de matrices aléatoires
s’exprime en termes d’équations différentielles stochastiques linéaires matricielles. En par-
ticulier, on utilise l’approche basée sur l’utilisation du calcul stochastique classique dans
notre propos [23].

Les équations maitresses stochastiques que nous allons étudier ici sont

dρ̃t = L(ρ̃t−)dt

+
∞∑
i=0

(Liρ̃t− + ρ̃t−L
∗
i − Tr[ρ̃t−(Li + L∗i )]ρ̃t−) dW̃i(t)

+
∞∑
j=0

(
Cj ρ̃t−C

∗
j

Tr[Cj ρ̃t−C∗j ]

)(
dÑi(t)− Tr[Cj ρ̃t−C

∗
j ]
)
. (3.32)

Comme pour le cas discret, pour des raisons de propriétés de purification on va s’in-
téresser au modèle décrivant les états purs. L’hypothèse de purification dans le contexte
continu s’exprime de la manière suivante

Pur Tout projecteur orthogonal P , tel que pour tout i ∈ N, P (Li+L∗i )P ∝ P et pour
tout k ∈ N, PC∗kCkP ∝ P , est de rang 1.

Il a été montré dans [26] le théorème suivant.

Théorème 3.16 On suppose que la condition (Pur) est satisfaite. Soit (ρ̃t) la solution de
(3.32) alors

lim
t→∞

Tr(ρ̃2
t ) = 1.

La condition d’unique état invariant est relative à l’opérateur de Lindblad

L(ρ) = −i[H, ρ] +
∞∑
i=0

(
ViρV

∗
i −

1

2
{V ∗i Vi, ρ}

)
,

où {Vi, i ∈ N} = {Li, i ∈ N} ∪ {Ci, i ∈ N}. On l’exprime de la manière suivante :

L-erg Il existe un unique état invariant ρinv tel que L(ρinv) = 0.

Décrivons précisément l’espace de probabilité dans ce cas. Tout d’abord, pour donner
un sens à l’équation (3.32), on considère des opérateurs (Li)i∈N, (Cj)j∈N agissant sur Ck

tels que les sommes suivantes ∑
i

L∗iLi and
∑
j

C∗i Ci



sont fortement convergentes. On considère un espace de probabilité (Ω,Ft,F ,Q) où vivent
des mouvements brownien indépendants Wj, j ∈ N, et des processus de Poisson indé-
pendants Nk, k ∈ N d’intensité λk, k ∈ N. Les processus de Poisson et les mouvements
browniens sont également indépendants entre eux. On supposera également

λ =
∑
i

λi <∞.

Comme annoncé, l’équivalent continu du produit de matrices aléatoires est décrit en termes
d’équations différentielles stochastiques. En particulier, on considère alors l’équation diffé-
rentielle stochastique suivante définie pour 0 ≤ t par

St = I +

∫ t

0

(
K +

λI

2

)
Ssu−du+

∫ t

0

∑
i

LiS
s
u− dWi(u)

+

∫ t

0

∑
j

(
Cj√
λj
− I

)
Ssu− dNj(t) (3.33)

où

K = −iH − 1

2

(∑
i

L∗iLi +
∑
j

C∗jCj

)
. (3.34)

Si ρ̃0 ou le vecteur x̂0 désigne l’état initial, nous allons voir dans la suite que les processus
(ρ̃t) ou (x̂t) définis par

ρ̃t =
Stρ̃0S

∗
t

TrStρ̃0S∗t
, ou x̂t = St · x̂0,

pour tout t ≥ 0 sont exactement les trajectoires quantiques dans le cas des matrices densités
ou des états purs. Dans le cas des états purs on travaille à nouveau dans l’espace P (Ck).
Pour montrer que les processus précédents sont les trajectoires quantiques qui ont été
décrites avant, on va utiliser un changement de mesure de probabilité à la Girsanov. En
particulier, pour cela nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemma 1 Soit ρ ∈ Dk. Pour tout t ≥ 0, on définit le processus

Zρ
t = Tr(S∗t Stρ).

Ce processus stochastique (Zρ
t ) est une martingale sous Q.

Ainsi pour ρ ∈ Dk, ce lemme permet de définir la mesure de probabilité suivante

Pρt (E) = EQ [1EZ
ρ
t ] ,

pour tout E ∈ Ft. Le fait que (Zρ
t ) est une martingale sous Q implique que (Pρt ) définit

une famille de probabilité consistente qui s’étend en une unique mesure de probabilité Pρ.
La proposition précise la loi des processus (Wi(t) et (Ni(t)) sous la nouvelle loi Pρ.



Proposition 3.17 Soit ρ ∈ Dk. Les processus stochastiques définis pour t ≥ 0 par

Wj(t)−
∫ t

0

Tr(Ss−(Lj + L∗j)Ss−ρ)

Tr(S∗s−Ss−ρ)
ds, j ∈ N (3.35)

sont des mouvements browniens sous Pρ.
Sous Pρ, les processus stochastiques (Nj(t)), j ∈ N sont des processus de Poisson d’in-

etnsité

t→
(

Tr(St−C
∗
jCjSt−ρ)

Tr(S∗t−St−ρ)

)
, j ∈ N

En particulier, les processus définis pour t ≥ 0 par

Nj(t)−
∫ t

0

(
Tr(Ss−C

∗
jCjSs−)

Tr(S∗s−Ss−)

)
ds, j ∈ N (3.36)

sont des martingales sous Pρ

Montrons comment on retrouve tout d’abord l’équation (3.32) pour les matrices den-
sités. Soit ρ ∈ Dk, on définit σt = StρS

∗
t pour tout t ≥ 0. En utilisant le calcul d’Itô, on

obtient pour tout t ≥ 0

dσt = L(σt−)dt+
∞∑
i=0

(Liσt− + σt−L
∗
i ) dWi(t)

+
∞∑
j=0

(
Cjσt−C

∗
j

λj
− σt−

)
(dNj(t)− λjdt). (3.37)

On utilise à nouveau le calcul d’Itô sur le processus (ρ̃t) défini pour tout t ≥ 0 par

ρ̃t =
σt

Tr(σt)

et on obtient

dρ̃t = L(ρ̃t−)dt

+
∞∑
i=0

(Liρ̃t− + ρ̃t−L
∗
i − Tr[ρ̃t−(Li + L∗i )]ρ̃t−) (dWi(t)− Tr((Lj + L∗j)St−ρ̃t−)dt)

+
∞∑
j=0

(
Cj ρ̃t−C

∗
j

Tr[Cj ρ̃t−C∗j ]

)(
dÑi(t)− Tr[Cj ρ̃t−C

∗
j ]
)
, (3.38)

C’est donc le lemme qui nous permet de faire le lien avec l’expression (3.32).

Décrivons maintenant ce qui se passe pour l’évolution en termes d’états purs sur P (Ck).
Comme dans le cas discret en vue de résoudre le problème de la mesure invariante, on



considère l’espace Ω×P (Ck). On considère la filtration (Ft⊗B(Ck)) et la tribu F⊗B(Ck).
On définit une mesure de probabilité sur cet espace. Pour toute mesure de probabilité ν
sur P (Ck), pour tout E ∈ Ft et pour tout A ∈ B(P (Ck)) on pose

Qν(E × A) =

∫
E×A
‖S∗t (ω)St(ω)x‖2dν(x)dQ(ω). (3.39)

En remarquant que
Qν(Stx0 = 0) = 0,

on peut alors définir
x̂t = St · x.

On montre alors que ce processus satisfait

dx̂t = V (x̂t) +
∞∑
i=0

(
Li −

1

2
vi(t−)I

)
x̂t− dW̃i(t)

+
∞∑
j=0

(
Cj√
Ij(t−)

− I

)
x̂t dÑj(t), (3.40)

avec

V (x̂t−) =

(
−iH +

1

2

∞∑
i=0

L∗iLi +
1

2

∞∑
j=0

C∗jCj

)
x̂t−

+
1

2

∞∑
i=0

vi(t−)

(
Li −

1

4
vi(t−)

)
x̂t− +

1

2

∞∑
j=0

Ij(t)x̂t−, (3.41)

vi(t−) = 〈x̂t−, (Li + L∗i )x̂t−〉, i ∈ N, (3.42)

Ij(t−) = 〈x̂t−, C∗jCjx̂t−〉 = ‖Cjx̂t−‖2, j ∈ N (3.43)

qui est l’équation de Schrödinger stochastique décrite dans la Section 2.1.3. On considère
P t le semi-groupe de Markov associé à (x̂t) :

Parmi les propriétés satisfaites par Qν on a comme dans le cas discret

ρν = Eν [|x̂〉〈x̂|]

définit un élément de Dk et en ce qui concerne la première marginale

Qν(E × P (Ck)) = Pρν(E),

pour tout E ∈ F .
On considère à nouveau les variables aléatoires Z dont la définition ne dépend pas de

P (Ck) i.e Z(ω, x̂) = Z(ω, ŷ), pour tout ω ∈ Ω et tout x̂, ŷ ∈ P (Ck). On note à nouveau O
l’ensemble de telles variables aléatoires. De même que dans le cas discret, sous l’hypothèse,
la loi des ces variables aléatoires est la même quelque soit la mesure invariante comme



mesure initiale. On adopte alors la même démarche que celle du cas discret et on montre
que le processus (x̂t) se rapproche d’un O processus cela grace à une martingale adéquate.
Ici le processus qui joue le rôle de (Mn) est (Mt) defini pour tout t ≥ 0 par

Mt =
S∗t St

Tr(S∗t St)
. (3.44)

Comme dans le cas discret on a que (Mt) converge vers un projecteur de rang 1 sous
l’hypothèse Pur. C’est à partir de ce processus que l’on construit le O processus comme
dans le cas discret. Ceci permet de montrer l’unicité de la mesure invariante. On obtient
ensuite la convergence exponentielle. Finalement le théorème suivant résume le problème
de la mesure invariante dans le cas continu.

Théorème 3.18 On suppose que les hypothèses (Pur) et (L-erg) sont satisfaites alors
le processus de Markov (x̂t) admet une unique mesure invariante νinv. De plus on a la
convergence exponentielle suivante : il existe C > 0 et λ > 0 tel

W1(νP t, νinv) ≤ Ce−λt,

pour tout t ≥ 0 et toute mesure ν sur P (Ck).

Remarquons qu’ici il n’y a pas de paramètre m qui rentre en compte car la notion de
période n’a pas de pertinence en temps continu.

De nombreux exemples sont présentés dans [48] et nous reportons à l’article pour les
détails.





Chapitre 4

Perspectives

Ce chapitre est l’occasion de présenter quelques pistes de recherche que je souhaite
aborder dans le futur.

Grandes déviations : Avant nos résultats sur la mesure invariante des trajectoires quan-
tiques, un des théorèmes les plus importants était le théorème ergodique de Hans Maasen
et Burkhard Kümmerer qui donnait des résultats sur la convergence de la moyenne de
Césaro des trajectoires quantiques. En particulier, sous l’hypothèse (Irr) de la section 3.3,
le Théorème ergodique de Hans Maassen et Burkhard Kümmerer donnait le résultat de
convergence suivant

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ρ̃n = ρinv

mais il n’y avait aucun résultat pour d’autres limites du type 1
n

∑n
i=1 f(ρn) avec des fonc-

tions différentes de l’identité. Il est important de noter que ce résultat permet quand même
d’établir des résulats de théorème centrale limite et de grandes déviations pour les résultats
de mesures [11, 73].

A l’aide du résultat sur la mesure invariante, on peut obtenir des résultats de loi forte
des grands nombres pour la trajectoire quantique c’est à dire

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f(ρ̃n) =

∫
f(|x̂〉〈x̂|)dνinv(x̂),

pour toute fonction continue. On est également en mesure de donner un théorème centrale
limite. En revanche la question des grandes déviations est plus complexe. Une des pistes
serait d’essayer d’appliquer des théorèmes types Gartner Ellis mais la propriété d’analycité
nécessaire pour appliquer ce théorème est loin d’être évidentes. Notons que déjà dans le cas
des produits de matrices aléatoires i.i.d seuls des principes de grandes déviations locales
ont été démontrés.

Estimation de paramètres La notion d’estimation de paramètres s’inscrit dans la pro-
blématique suivante. Imaginons que nos opérateurs de Kraus Vi dépendent d’un paramètre
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θ, est-il possible d’estimer ce paramètre juste en regardant les résultats de mesures ? La
réponse est loin d’être évidente. Avec Fabrice Gamboa et Tristan Benoist nous avons résolu
ce problème dans le cas des expériences de non démolition [50]. Les outils de base sont ceux
de la statistique asymptotique. En particulier, on étudie le maximum de vraissemblance lié
à la distribution des résultats de mesures et on montre les propriétés usuelles de normali-
tés asymptotiques. On montre alors que notre estimateur est consistent et qu’il sature la
borne de Cramer Rao. Dans le cas des mesures non démolition le fait que les opérateurs
soient diagonaux permet à l’aide de changement de mesure à se ramener à des cas où les
résultats de mesures sont i.i.d ce qui simplifie grandement l’étude. En effet, dans le cas non
démolition les résultats de mesures sont en réalité des mélanges de lois multinomiales et le
conditionnement permet de sélectionner une de ces lois.

Dans le cas général, le problème est nettement plus ambitieux et l’un de nos angles
d’attaque est d’utiliser la théorie des châınes de Markov cachées. En particulier, notre pre-
mier objectif est de traiter ce problème à la lueur de nos résultats sur la mesure invariante.
Ce projet est au stade exploratoire. Montrer que dans ce cadre, l’estimateur est consistent
est déjà un problème non trivial.

Epines quantiques Récemment un phénomène d’épines quantiques ou ”spike”en anglais a
été mis en évidence par Denis Bernard, Michel Bauer et Antoine Tilloy [37, 36, 38]. Il s’agit
de modèles de diffusion décrivant des trajectoires quantiques en présence de bruit fort. A
l’instar des modèles de diffusion à bruits faibles, la théorie des bruits forts est très peu
étudiée. Les travaux de Denis Bernard, Michel Bauer et Antoine Tilloy ont mis en évidence
des phénomènes assez particuliers lorsque un paramètre (devant la diffusion) devient très
grand. En effet, ils montrent que les diffusions se transforment en processus de saut et entre
les sauts des phénomènes de piques apparaissent. Zoomer sur ces piques (c’est à dire en
élargissant le temps à l’aide d’un changement de temps) permet de les expliquer à l’aide
de mouvement brownien réfléchi. Jusqu’ici seuls des cas particuliers ont été étudiés et cela
ouvre un champ de perspectives intéressantes d’un point de vue théorique : théorie du bruit
fort, convergence de processus continu vers des processus de saut... Les techniques usuelles
de convergence en loi ne semblent pas adaptées dans ce cadre, à cause de problèmes de
tension des processus stochastiques impliqués. Des pistes de recherche se dessinent autour
de topologie dite de Zheng Meyer ou encore reliées à des problèmes de métastabilité.
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A) Cas général des mesures quantiques répétées

Le modèle des interactions répétées est décrit mathématiquement de la manière sui-
vante. L’environnement (E1 + . . . + Ek + . . .) où chaque Ei est décrit par un espace de
Hilbert Hi ' H = Ck+1 est décrit par HE =

⊗∞
i=1Hi et le système couplé HS ⊗HE.

Chaque sous système est dans un même état de référence β. On note ρ0 l’état initial de
HS. Décrivons la première interaction entre HS et H1. Le système couplé est donc décrit
par HS ⊗H1. L’interaction est donnée par un unitaire

U = exp−iτHtot

où
Htot = HS ⊗ I + I ⊗HR +HI

où HS et HR sont les hamiltoniens décrivant l’évolution libre de HS et de H1 et HI est
l’hamiltonien d’interaction. Le parmètre τ représente la durée de l’interaction. Après in-
teraction, l’état décrivant HS ⊗H1 est donc

µ = U(ρ⊗ β)U∗

Comme β est auto-adjoint, il existe une base orthonormée {ei, i = 0, . . . , k} où

β =
∑
i

βi|ei〉〈ei|.

On écrit
U =

∑
ij

Uij ⊗ |ei〉〈ej|

et on considère une observable diagonale

A =
∑
i

λi|ei〉〈ei|.

La probabilité d’observer i est donnée par

Tr(I ⊗ |ei〉〈ei|µ)

et si on a mesuré i l’état devient

µ1(i) =
I ⊗ |ei〉〈ei|µ I ⊗ |ei〉〈ei|

Tr(I ⊗ |ei〉〈ei|µ I ⊗ |ei〉〈ei|)

Pour récupérer l’état sur HS on utilise la trace partielle TrH1 sur H1, rappelons que pour
un opérateur B =

∑
ij Bij ⊗ |ei〉〈ej|, la trace partielle est donnée par TrH1(B) =

∑
iBii

1.

1. L’opération trace partielle ne dépend du choix d’une base contrairement à ce que pourrait faire penser
les notations que l’on a choisi.



Après calcul, on a

TrH1(I ⊗ |ei〉〈ei|µ I ⊗ |ei〉〈ei|) =
∑
k

βkTrH1(I ⊗ |ei〉〈ei| (Uρ⊗ |ek〉〈ek|U∗) I ⊗ |ei〉〈ei|)

=
∑
k

βkUikρU
∗
ik (1)

et

ρ1(i) = TrH1(µ1(i)) =

∑
k βkUik ρU

∗
ik

Tr(
∑

k βkUik ρU
∗
ik)

Remarque Si un des βk = 1 alors les autres sont nuls et on retrouve le cas présenté dans
la section 2.1.2. En effet

ρ1(i) =
UikρU

∗
ik

Tr(UikρU∗ik)

Sinon on est dans la situation où on a une application complètement positive

φk(·) =
∑
k

λkUik · U∗ik.

Dans le cas où l’observable A =
∑

i λi|fj〉〈fj| pour fj une autre base orthonormé, on
considère l’unitaire V qui satisfait fj = V ej on a alors

TrHS(I ⊗ |fi〉〈fi|µI ⊗ |fi〉〈fi|) =
∑
k

λkTrHS(I ⊗ |ei〉〈ei|(V ⊗ IUρ⊗ |ek〉〈ek|U∗V ∗ ⊗ I)⊗ |ei〉〈ei|)(2)

=
∑
k

λkWikρW
∗
ik, (3)

où W = V ⊗ I U =
∑

ijWij ⊗ |ei〉〈ej|. En particulier, Wij =
∑

p vipUpj et on retrouve la
remarque sur la flexibilité d’écriture du canal.

Pour finir on décrit ce qu’il se passe lorsque l’observable a un spectre dégénéré. On
garde le cas d’une observable diagonale A =

∑k′

i=0 Pi. Considérons une sortie possible i
avec le projecteur associé Pi =

∑p
i=l |ei〉〈ei|. On a dans ce cas

TrHS(I ⊗ Pi|µI ⊗ Pi) =

p∑
i=l

∑
k

λkTrHS(I ⊗ |ei〉〈ei|Uρ⊗ |ek〉〈ek|U∗V ∗ ⊗ I ⊗ |ei〉〈ei|)

=

p∑
i=l

∑
k

λkWikρW
∗
ik, (4)

qui rentre dans le cadre des applications complètement positive. Pour une observable dia-
gonale dans une base différente on se réfère au cas précédent.

Finissons cet appendice par quelques remarques sur le cas des équations avec tempéra-
ture. Rappelons qu’un état de Gibbs à température T prend la forme

γ =
e−(α/T )H

Tr(e−(α/T )H)
,



avec H opérateur auto-ajoint et α > 0. Ainsi il existe une base où γ peut s’écrire sous
la forme

∑
i β
′
i|ei〉〈ei| où {ei} est la base qui diagonalise H. Ainsi dans la description de

la trajectoire quantique, dans le cas d’une observable diagonale dans la même base que
H, apparaissent les applications complétement positive φk(·) =

∑
k λkUik ·U∗ik. Intéressons

nous maintenant aux limites continues possibles. Pour cela on utilise ici les conditions
asymptotiques suivantes

Uii = I + hLii + ◦(h) et Uij =
√
hLij + ◦(h). (5)

Le choix de ces conditions asymptotiques a été justifié proprement dans [17]. On voit alors
que asymtotiquement les applications φk prennent la forme

φk(·) = I + hLk(·) + ◦(h)

On montre alors dans ce cas qu’il n’y a plus de bruits à la limite. On obtient comme limite
continue une équation de type Lindblad

dρt =
∑
k

Lk(ρt)dt.

Dans le cas d’une observable non diagonale on peut se rendre compte que dans l’expression∑
k λkWikρW

∗
ik avec Wij =

∑
p vipUpj il y a nécessairement un opérateur Wik qui fait

apparâıtre un opérateur Uii (à i fixé, les vij ne peuvent pas être tous nuls car V est
inversible). En conséquence, le premier terme dans le développement limité de chaque φk
est proportionnel à l’identité. Cela implique que le premier terme du développement limité
de chaque probabilité d’apparition est une constante. En particulier, cela implique qu’il
ne peut pas y avoir de comportement de type saut à la limite. On va voir que seuls des
comportements diffusifs persistent. Comme l’opérateur V n’est pas égale à l’identité il y a
également nécessairement un terme Wik qui mêle un opérateur Uii avec un opérateur Uij
pour i 6= j. Une étude asymptotique montre alors que le second terme dans le dévelopement
limité sera en

√
h ce qui est la signature d’un comportement diffusif à la limite.

En particulier, pour ce type de modèle de bain de chaleur il n’y a pas de comportements
de type saut et seulement des comportements diffusifs ou déterministes.

Un autre modèle de bain de chaleur consiste à considérer que l’état thermique γ n’est
pas une superposition des états |ei〉〈ei|, i = 1, . . . , k mais un mélange statistique c’est à
dire que γ est un état aléatoire qui prend les valeurs |ei〉〈ei| avec probabilité β2

i . C’est
exactement le modèle aléatoire décrit par une mesure directe sur l’état γ =

∑
βi|ei〉〈ei|.

On peut donc imaginer le processus de la manière suivante ; on effectue une mesure avant
et après interaction. Si on a mesuré i au début et j après interaction l’état résultant du
principe de mesure est

ρ1(i, j) =
UjiρU

∗
ji

Tr(UjiρU∗ji)

Ceci arrive avec probabilité β2
i Tr(UjiρU

∗
ji). On remplace Uij par Wij si l’observable mesurée

après interaction n’est pas diagonale. Si on effectue une étude asymptotique de ces quan-
tités avec les conditions (5), on peut voir alors que tous les types de comportement sont



possibles (le cas déterministe n’étant plus possible dans ces modèles) et donc on retrouve
des équations qui mélange (ou non) des processus de sauts et de diffusions. L’ensemble des
détails des calculs pour ce type de modèle a été présenté dans [111].


