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Introduction générale

Nombre d’applications ne permettent plus aujourd’hui de=fabstraction du caractére non-linéaire
et non-stationnaire des systémes dynamiques étudiés;comgagne généralement une pénurie d'in-
formation statistique priori. Ce contexte difficile nécessite le développement d'ostiiss cesse plus
sophistiqués, destinés a pallier les faiblesses des tpadmioriginelles propres a I'analyse des systémes
linéaires et stationnaires. Ainsi I'analyse classique derier échoue-t-elle souvent, bien qu’elle ait été
moteur dans le développement de nombreuses disciplingpeRas qu’elle permet de représenter un
signal temporel ou spatial dans le domaine fréquentiel efé®mmposant en une somme de signaux
tonals. Cette décomposition nécessite par essence quaéd soit stationnaire au sens ol ses propriétés
spectrales n’évoluent pas au cours du temps. Afin de remaédiette lacune, divers prolongements de
I'analyse de Fourier vers une configuration non-staticienant été développés. Leur principe est résumé
par le paradigme selon lequel il convient de décrire et deipoder les signaux non-stationnaires dans
un plan temps-fréquence. Une grande diversité d'espacespdésentation de ce type s'offre a présent
a l'utilisateur, par exemple grace aux décompositionsaimes telles que les transformées en ondelettes
et de Fourier a court-terme, ou aux distributions d'énetgjies que le spectrogramme et la distribution
de Wigner. Confrontée aux exigences d’un traitement erelige signaux et systémes non-stationnaires
évoluant dans un contexte statistique inconnu, la dis@diu traitement du signal a également connu de
multiples développements dans le cadre des méthodes diptatives. Rappelons que celles-ci ont pour
vocation de poursuivre les évolutions de systémes noivistetires, caractérisés par I'absence d’'une re-
lation analytique simple entre les entrées et sorties dysteme, ou entre les instants successifs d'un
signal. La popularité de ces algorithmes tient a une sint@lmonceptuelle et une implémentation ef-
ficace, principalement inhérente a I'usage de modélesitagaNotons cependant qu'il s’agit la d'une
limite importante de ces approches a laguelle il conviehdearemédier afin de pouvoir traiter une plus
large classe de problémes. |l est possible pour cela d'ywredre un probleme d’apprentissage en-ligne
classique, qui consiste en une approximation fonctioarglpartir d'un flux de réalisations, auquel la
littérature correspondante est susceptible de pouvoimene.

La théorie des noyaux reproduisants a permis le dévelopmeiigurant d’une classe d’algorithmes
d'apprentissage dont la formulation ne dépend pas de laendis données traitées, ni de I'espace de
représentation adopté pour résoudre les problémes. Aueldekte caractére universel, celles que I'on
range désormais sous le qualificatif de méthodes a noyaunetekSupport Vector Machine§SVM)
sont le fer de lance doivent également leur succés a I'essta théorie de I'apprentissage statistique,
au sein de laquelle la prédiction de leurs performances pérglsation fait aujourd’hui encore I'ob-
jet d’études approfondies. Ces techniques reposent surinoige fondamentalle coup du noyauqui
permet de conférer un caractére non-linéaire & nombre itlentients originellement linéaires sans qu'il
soit nécessaire de recourir a d'importants développenthatsiques. Celui-ci a été appliqué avec une
remarquable efficacité a de nombreux algorithmes de resame des formes sans que leur charge
calculatoire s’en ressente. Parmi eux, on trouve 'ACRyyan et I'AFD-a-noyau, des extensions non-
linéaires des algorithmes classiques d’analyse en comiassgrincipales (ACP) et d’analyse factorielle
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discriminante (AFD). La non-linéarité souvent considédé@as la littérature correspond implicitement

a une transformation de I'espace des données vers un espaeprdsentation de dimension plus éle-
vée, sans aucune exigence quant a l'interprétation de pessentations. Dans le cas de I'analyse et la
classification de signaux non-stationnaires, un choixrehtle représentation est incontestablement le
domaine temps-fréquence.

L'objectif de ce manuscrit est de proposer un nouveau caalielf@analyse et la décision en environ-
nement non-stationnaire et en situation de pénurie dinftion statistique, par une fertilisation croisée
des domaines de I'analyse temps-fréquence, du traiterdaptatif du signal et de la reconnaissance des
formes par méthodes a noyau.

Dans un premier temps, on propose une mise en ceuvre des extnadyau les plus performantes
dans le domaine temps-fréquence, grace a un choix apprpnéyau reproduisant. On profite a cette
occasion des plus récentes avancées en reconnaissanoentes ét en théorie de I'apprentissage statis-
tique, ainsi que de la diversité des classes de distribaitiemps-fréquence existantes. On aboutit alors a
de nouvelles techniques d'analyse et de décision propresigmaux non-stationnaires, avec de faibles
complexités calculatoires. On s'intéresse en particdlitBapprentissage non-supervisé par I'adaptation
de 'ACP-a-noyau a I'analyse des signaux dans le domainpddndéquence. Dans un cadre décisionnel
supervisé, on traite des algorithmes d’AFD-a-noyau et d&$Ue I'on met en ceuvre dans le domaine
temps-fréquence.

Le probléme du choix de la représentation temps-fréqueptimale pour une application donnée a
suscité d’amples études. Récemment, le domaine de la r@issance des formes lui a potentiellement
apporté des éléments de réponse intéressants dans le edaistection de noyau reproduisant optimal
pour une tache de classification donnée. Parmi les diffiéseechniques existantes, le critére d'aligne-
ment noyau-cible présente I'avantage de mener & un noyamawptsans recourir a des apprentissages
répétés suivis de procédures de validation croisée. Nat@us ce critére au contexte temps-fréquence
pour une sélection optimum des distributions. Dans ce gtane extension de I'algorithme classique
d’optimisation des noyaux temps-fréquence a symétrieataaient Gaussienne dRGK est présentée
pour la résolution de problemes de classification.

Confronté & un environnement non-stationnaire et dynamigu apprentissage en-ligne peut s’'avé-
rer incontournable. Les méthodes a noyau n'apportent pékde réponse directe et satisfaisante a cette
guestion, la taille des modéles qu’elles engendrent égaleé@u nombre de couples entrée/sortie utili-
sés. Nous abordons cette question par le biais de critéassigliement utilisés par la communauté ayant
trait aux représentations parcimonieuses, que I'on émdigur des méthodes a noyau. Notre attention
se porte en particulier sur le critere de cohérence d’unodiatire, qui nous permet un contréle de la
taille des modéles avec une complexité calculatoire Ineédlous établissons alors un lien avec I'entro-
pie quadratique de Rényi notamment, ou encore la procédatPdDes exemples de mise en ceuvre
sont présentés dans le cadre de problémes classiquestemét du signal, dans le développement de
nouveaux algorithmes de filtrage adaptatif non-linéairepasticulier.

Des applications a des signaux réels sont finalement caasgléNous nous intéressons en particu-
lier au débruitage de signhaux magnétoencéphalographapreaminés par I'activité cardiaque du sujet,
a partir d'un enregistrement électrocardiographique.rhéthodes que nous proposons, qui s'inscrivent
dans un cadre de filtrage adaptatif non-linéaire, condugsene amélioration notable des performances
comparée a des techniques antérieures. Nous portons @gélroire attention sur I'électroencéphalo-
gramme de sommeil, plus particulierement sur I'analyséutede ses événements transitoires qu’est le
complexe K. Les techniques proposées pour I'étude de ceopiéme non-stationnaire tirent parti des
méthodes a noyau tout en opérant dans le domaine temp®ffirégju



Plan de lecture du manuscrit

Le manuscrit s’articule en deux grandes parties. La preméir Chapitr€l2 au Chapifré 6, concerne
la mise en ceuvre des méthodes a noyau dans le domaine temperfce pour I'analyse et la clas-
sification de signaux non-stationnaires. La seconde pattieChapitrd ]/ au Chapitigd 9, présente des
méthodes d’apprentissage en-ligne pour des problemes délisaiion de systemes non-linéaires et
non-stationnaires. Le contenu de chaque chapitre estléapp&uelgues lignes ci-dessous.

Chapitre [II: Méthodes d’apprentissage statistique a noyauaproduisant

On y introduit brievement les méthodes a noyau pour I'apseage statistique. Aprés avoir décrit
le concept de noyaux reproduisants et les espaces de Hilksatiés, on présente les deux clés de volte
de ces méthodes que sont le coup du noyau et le Théoréme dissBafation. On conclut ce chapitre par
quelques exemples qui seront réétudiés par la suite.

Chapitre 2I: Distributions temps-fréquence pour I'analysede signaux non-stationnaires

Ce chapitre a pour but de présenter les représentationsfeéguence pour lI'analyse de signaux
non-stationnaires. On s'intéresse plus particulierenaemtdistributions temps-fréquences de la classe
de Cohen, ainsi qu'aux représentations linéaires telledajtransformée de Fourier a court-terme.

Chapitre Bl: Méthodes a noyau dans le domaine temps-fréquenc

On pose les fondements des méthodes a noyau pour I'analysgrdaix non-stationnaires, par un
choix approprié du noyau reproduisant. On décrit cetteaby pour la distribution de Wigner, avant de
I'étendre a d’autres distributions de la classe de Cohen.

Chapitre 4l: Analyse en composantes principales dans le plaemps-fréquence

Ce chapitre décrit I'analyse en composantes principaleyawn et sa mise en ceuvre dans le domaine
temps-fréquence grace a un choix approprié de noyau. Lalegitgpcalculatoire de cette approche est
alors étudiée, et comparée aux techniques conventiosnelle

Chapitre B: Discrimination des signaux dans le domaine temg-fréquence

Dans le cadre de problémes de discrimination de signaustationnaires, on s'intéresse a I'analyse
factorielle discriminante a noyau, que I'on adapte afin bgi'epére dans le plan temps-fréquence.

Chapitre Bl: Distributions temps-fréquence optimales, unepproche par alignement noyau-cible

On traite du probléme du choix de I'espace de représentatiom un probléme de classification.
Aprés un passage en revue des différentes techniquesnggssiaour sélectionner un noyau reprodui-
sant, on adopte le critére d’'alignement noyau-cible. Onifigdelui-ci afin de pouvoir procéder a la
sélection de représentations temps-fréquence optimurjustaat les parameétres, ou encore en combi-
nant plusieurs espaces de représentation.
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Chapitre [7]: Contr6le de complexité et critére de cohérence

Les méthodes a noyau conduisant a des modéles dont I'ordégasau nombre de données d’ap-
prentissage, on s'intéresse a un critére de parcimonie afiardédier a ce probléme : la cohérence. On
étudie ses propriétés et on établit des liens avec d'autitéses existants mais plus exigeants en temps
de calcul.

Chapitre [8: Apprentissage par filtrage adaptatif non-linéare

Ce chapitre est dédié aux algorithmes d'apprentissageea;lcombinés au critére de cohérence.
On décrit principalement deux algorithmes, de type moisdeerés récursif a noyau et projection affine
a noyau. Un cas particulier de ce dernier est I'algorithmeSLhbrmalisé & noyau, également présenté.

Chapitre @: Applications

On expérimente les algorithmes de filtrage adaptatif nofalres présentés précédemment. On s'in-
téresse a des applications biomédicales, le débruitagagierix magnétoencéphalographiques et I'ana-
lyse des complexes K dans I'électroencéphalogramme de sdmm

Annexe : Classification dans le domaine temps-fréquence g SVM

On aborde les récentes avancées de la théorie de I'appsagEsstatistique, en particulier le prin-
cipe de minimisation du risque structurel. On présentegbmithme des Support Vector Machines qui
accompagne cette théorie, et son adaptation pour la claasibin de signaux non-stationnaires.
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Chapitre 1

Methodes d’apprentissage statistique
a noyau reproduisant

Sommaire

[1.1 Théorie de l'apprentissage statistiqle . . . . . ... ... ........... 8
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1.4 Exemples de méthodesanoyau . . .. .. .................. 17

Ce chapitre a pour objectif de présenter un cadre théorigueeabléme d’apprentissage statistique,
qui consiste a déterminer une fonction a partir de donnégeupées dans un ensemble d’'apprentissage.
Ce probleme est mal-posé puisqu’il existe une infinité detfons continues qui vérifient les condi-
tions discrétes induites par les données d’apprentissagfg. est par exemple le cas des probléemes de
régression, ou I'on cherche une fonction passant en cenpaimts tandis gu'il en existe une infinité.

La théorie de la régularisation introduite par Tikhonov esékin dans[[TA77] propose une solu-
tion élégante a ce probléme. Une régularisation de typeohih permet de restreindre la recherche
a un espace de fonctions réguliéres. Un type d’espace éometi particulier est I'espace de Hilbert a
noyau reproduisant, un concept introduit par Aronszajnsdéamo50]. Ses propriétés sont exploitées
par le Théoreme de Représentation, initialement proposé Ips problemes de régression par Kimel-
dorf et Wahba dans [KWTIL, Wah90], et réecemment généraliséudrds problémes d'apprentissage par
Scholkopfet coll. dans [SHWOD]. La simplicité des méthodes dites & noyau @stipalement due au
coup du noyau, plus communément désignékeanel tricken anglais, qui permet de transformer des
algorithmes linéaires en des méthodes non-linéaires saos(s calculatoire considérable, sous réserve
que ceux-Ci puissent s’exprimer uniqguement par des prodailaires entre les données. Cette notion
de non-linéarité par usage de noyau a été proposée par Ainemncoll. dans [ABR64] dans le cadre
d’'un probléme de classification, et renforcé par Vapnik d&ap95] avec le théorie de I'apprentissage
statistique dans un contexte plus général de classificaticdgression.



Chapitre 1. : Méthodes d’'apprentissage statistique a nagguoduisant

Dans ce chapitre, on traite d'une maniére concise ces @lifférconcepts, que I'on illustre avec
certains exemples de méthodes a noyau que l'on détaillermans des chapitres suivants. Dans la
Section 1.1, on introduit les méthodes d’apprentissage eidularisation selon Tikhonov. Aprés avoir
présenté succinctement les concepts de noyau reprodeisdigspace de Hilbert associé dans la Sec-
tion[1.2, on introduit les deux clés de volte des méthodeyaundans la Sectidn 1.3 : le coup du noyau
et le Théoréme de Représentation. On conclut le chapitrdgmexemples de méthodes a noyau dans
des problémes d'analyse non-supervisée et supervisée.

1.1 Théorie de I'apprentissage statistique

En théorie de I'apprentissage statistique [Vdp95], on dfer déterminer un modéle qui traduit
le mieux possible une relation entre les observations ssaes recueillies sur un systéeme, ou encore
entre ses entrées et sorties, a partir d'un ensemble disgaage. On souhaite que le modéle ainsi
élaboré soit généralisable a de nouvelles observatiomglicecessite une certaine connaissanpeori
du comportement du systéeme. Une telle information peutigterporée grace a un choix approprié
d’espace d’hypothéses, ce dernier étant I'espace fomatlatans lequel la solution est recherchée.

1.1.1 Apprentissage statistique

Les méthodes d’'apprentissage statistique peuvent étreugées en deux classes principales : les
méthodes supervisées et les méthodes non-supervisées.

Dans le cadre de I'apprentissage supervisé, on cherchéationeentre un compact’ de €', dit
espace de données ou d’entrée, et un compalC, dit espace des réponses ou de sortie. Cette relation
est décrite par la distribution de probabilitgx,y) définie pour tout coupléz,y) € X x Y. Ainsi
recherche-t-on la fonctiop* de X’ dans) telle quey* (x) soit une estimation appropriée de la sottie
correspondant a la donnée L'optimalité de la fonctiony)* sur toutes les fonctions de X dansC est
donnée par la minimisation d’'une fonctionnelle de risquele&e la forme

| V@, dry),
XxY

ou dP(z,y) = P(z,y) dz dy, etV une fonction colt qui mesure I'erreur commise entre lasaldisirée
y et la sortie estimée () pour tout coupléx, y) € X x Y. Dans le cas particulier de la fonction de codt
quadratiquey (¢ (z),y) = (¥(x) —y)?, la fonction minimisant cette expression est donnée/pér) =
fy ydP(y|x). Puisque) est compact, on montre qu’un tel optimum existe. Toutefaisgljstribution de
probabilité P étant inconnue, I'optimum ne peut pas étre obtenu direatentelle-ci n'est en effet
connue gu'a partir d’'un ensemble fini de réalisations, appakemble d'apprentissage, que I'on note
Ap = {(z1,51),-- ., (Tn,yn) } aVEC(), yi) € X x V. Enposant, (z,y) = L S0 | s(z—=;) §(y—yi),
le probléme d’optimisation se traduit par la minimisatianrgsque d’apprentissage, appelé aussi risque
empirique, selon
n
v = argmin S V(). 1), (1.1)
=1
Pour un apprentissage non-supervisé, on se contente diypec¥’ deC’, dit espace de données ou
des observations. On cherche alors la relation entre leseélis de cet espace, que décrit la distribution

de probabilité P(x) pour toutz € X. La fonction recherché@* est alors obtenue en résolvant un
probléme d’optimisation de la forme

" = argmin / V((x)) dP(z),

X
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1.1. Théorie de I'apprentissage statistique

portant sur toutes les fonctionsde X dansC, avecV une fonction colt donnée. N'ayant a disposition
qgu’un ensemble d'apprentissage fihj, = {x1,...,z,} de réalisations échantillonnées selBncette
derniére est estimée p&,(v) = 1 > | §(z — x;). On recherche une fonction optimale en minimisant

n

le risque empirique défini par
* : 1 .
U = argmin =3 V(¥(w)). (1.2)
=1

Comme cette expression est un cas particulief.dé (1.1) periétiquetteg; supposées constantes, on
considére dans la suite le cas plus général de I'appregéisagpervisé.

Dans les deux cas, il existe une infinité de fonctigfisninimisant le risque empirique, donc vérifiant
soit (I.1) pour I'apprentissage supervisé, soitl(1.2) g@mpprentissage non-supervisé. Le probleme
est dit alors mal-posé, dans le sens ou I'ensemble d’apgsage ne permet pas une reconstruction
unigue de la fonction recherchée. Pour autant, toutes tediéms candidateg* n'admettent pas les
mémes capacités en généralisation étant donné de nousedies/ations ne figurant pas dans I'ensemble
d'apprentissage. On a alors recours a l'introduction ddtlgpses vis-a-vis de la fonctiafi* recherchée
afin de s’affranchir du caractére mal-posé du problémealnitine contrainte faible et naturelle, au
sens des phénomeénes physiques par exemple, consiste &eyugpe cette fonction est suffisamment
réguliére pour que de faibles variations des données wendude Iégéres fluctuations sur les sorties.
Cette contrainte de régularité syit permet alors d'interpréter le probléme d’apprentissagernse un
exercice d'approximation a partir de données bruités. fPésucontraintes, plus fortes, peuvent aussi
étre considérées préalablement a I'apprentissage, pampéxeue le modéle recherché est linéaire ou
quadratique.

1.1.2 Meéthodes régularisées

Depuis les années 1960, plusieurs techniques de régtitamisant été proposées pour rendre un
probléme d’optimisation bien-posé, dont les régulamsetid’lvanov [Ilva76], de Phillips [Phi62] et de
Tikhonov [Tik63ﬂ. Ces technigues offrent un cadre mathématique généralrésoudre les probléemes
d’optimisation [(1.1) et (1]2) en restreignant I'espaceead#erche des fonctions candidates aux fonctions
a faibles oscillations. On considere un espace de Hilgede fonctions det’ dansC, auquel appartient
la fonction recherchée*. Soit (-, -), le produit scalaire associé a cet espace), €t;; sa horme. La
pénalisation d'lvanov consiste a minimiser le risque emmp#, avec une contrainte sur la complexité
définie par||v||n < 7 qui vise & pénaliser les solutions oscillantes. Pour mieurprendre cette pé-
nalisation restreignant I'espa@é aux fonctions a normes réduites, il suffit de considérer gamgple
I'espace de Banachi [a, b] des fonctions intégrables en valeur absolue sur l'intéVal b]. La norme
est alors définie pafy ||, = fab |1(z)| dz. Un autre type de régularisation concerne I'esp@gle, b] des

fonctions d’énergie finie sur, b], avec la norme quadratique)||? = ff |4(z)|? dz. La régularisation
de Phillips [Phi62] consiste & minimiser la norme, sousreonte que le risque empirique reste inférieur
a un seuil donné. Ces modes de régularisation d’lvanov ehiflgP sont équivalents a la régularisation
de Tikhonov [MukO4].

Par l'usage de la technique des multiplicateurs de Lagtarigleonov propose dans [TA77] de trans-
former le probléme d’optimisation avec contrainte défirdlessus en un probleme d’optimisation sans
contrainte. La fonctionnelle de risque étant pénalisésolation est alors obtenue selon

1 n
= in—» V i) Yi 2
(0 arg min ;1 (), 9:) +n llYll5

ICette pénalisation est souvent connue sous le nom de TikkBhillips [MRI7].
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Chapitre 1. : Méthodes d’'apprentissage statistique a nagguoduisant

ou ) contr6le le compromis entre les deux termes. Le premierdesprésente le risque empirique qui
mesure I'adéquation entre les sorties estimées et legsaldisirées. Le second terme, de pénalisation,
permet d’'obtenir des solutions plus réguliéres. Sans-celle probléme serait mal-posé puisqu'il exis-
terait alors une infinité de fonctions qui minimisent le premterme. La théorie de la régularisatiana
Tikhonovdes méthodes d’apprentissage statistiques a connu divaraacées récentes depuis qu’elle a
été introduite dans ce contexte par Poggio et Gifosi [PG&Q)Jus récemment avec les techniques de
SVM proposées par Vapnik [Vap95]. Une généralisation die genalisation a également été considérée
en remplacant le termiy ||, par g(||¢|3,), olig(-) est une fonction monotone croissante Bur. La
fonctionnelle de risque régularisée s’écrit sous la forme

LS V@) + a9l (13)
=1

Le choix du parameétre de régularisatipnappelé souvent hyperparameétre en apprentissage qtagisti
est crucial pour contréler le compromis entre erreur d'appissage et degré de régularité. Il est donc
lié directement a I'erreur de généralisation et conditeimconvergence de I'algorithme. Dans ce ma-
nuscrit, nous n'aborderons pas son optimalité en précpamicelle-ci est étudiée par Vapnik [Vap95],
ainsi que par Wahba, Lin et Zharig [WLZ00] pour un cas paiitcude fonctions codt, celui des SVM.
Un exemple plus général a été considéré plus récemment peCet Smale dans [CS02b], ou encore
dans[CHO?2] et [Cap06].

Un nombre important de méthodes d’apprentissage a étéappéetians ce cadre. Celles-ci se diffé-
rencient principalement par deux caractéristiques clésnedpart la fonctionnelle de co(f(z;), v;)
a minimiser, et d'autre part I'espace fonctionriéldes fonctions candidates. Cette thése traite d’'une
catégorie d’espaces fonctionnels particuliers, les espde Hilbert & noyau reproduisant. Les méthodes
associées constituent ce qu'on appelle couramment leodestta noyau. Avant de continuer, il convient
a présent de préciser qu'il existe une interprétation Bapég aux méthodes d’apprentissage statistique
régularisées.

Sous un angle probabiliste

La communauté traitant de reconnaissance des formes peutiésée en 2 groupes : les fréquen-
tistes et les probabilistes (ou Bayésiens). Les premiaitemt les observations des phénoménes sans
considérer les lois de probabilité les ayant engendréesséeonds cherchent a remonter aux distribu-
tions de probabilité a partir des observations par des tgabs dites d'inférence. Bien que I'on adopte
la premiere philosophie tout au long de ce manuscrit, il@siefois intéressant de préciser gu'il existe
un lien entre les deux approches, ou plus précisément usiatation probabiliste des méthodes ré-
gularisées selon Tikhonov. On désigne @4t4,|:) la probabilité conditionnelle d’avoir I'ensemble
d’apprentissaged,, ayant la fonctiony, et parP(|.A,,) la probabilité conditionnelle de sachantA,,.

Par la regle de Bayes, la probabil@éosteriori P(1|.A,,) est alors donnée par

Pl An) = P(An[y) P(¢), (1.4)

ou P(v) désigne la probabilit& priori de la fonctiomy). On suppose dans la suite que les échantillons
suivent le modeéley; = v (z;) + e;, ou le bruite; est distribué selon une loi normale de varianéeOn
peut alors écrire la probabilit®(.A,,|1) selon

n

D (i — U)?).

=1

P(Ali) = exp ( ~

10



1.2. Noyau reproduisant

La probabilitéa posterioriest donnée pak (1.4), avec
1< )
P(6}An) = exp (= 5 > (1 = ¥(@))?) P(3).
=1

On arecours a la technigue du maximamosterioripour estimer)*, ce qui conduit a la minimisation
de I'expression

LS i () + 22 log(1/P(1). (15)
=1

On retrouve les deux caractéristiques clés de I'appremgfesstatistique : le premier terme de I'expres-
sion correspond au risque empirique de fonction colt qtiadeaV (v (z;),y;) = (v; — ¥(z;))?. Le
second terme est un terme de pénalisation. En supposantquebabilitéa priori puisse s'écrire
sous la formeP(y) = exp(—g(||¢|3,)), on retrouve la régularisation de Tikhonov dahs](1.3), avec
202 /n pour paramétre de régularisation. La fonctiph obtenue par la minimisation du critefe(1.5)
est optimale sous réserve que le bruit suive une loi norniRder une densité de probabilité Lapla-
cienne,P(e;) = (1/2) exp~I¢l, la fonction colt correspondante est le caiit & savoirV (y(z;), y;) =

ly; — ¥ (x;)|. Loptimalité de la régression logistique ave¢y (z;), y;) = log(1l + exp(—y;1(z;))) est
étudiée dang [Zha04], avec d'autres fonctions codts, oarerstans([SS01] avec la maximisation de la
vraisemblance. Plus généralement, I'approche par maximisde la probabilité posterioriest étudiée
par Mackay[MacQ3] dans le cadre des processus Gaussiens.

1.2 Noyau reproduisant

Dans le paragraphe précédent, nous avons proposé denestrbgspace de recherche ded un
espace de Hilbert a noyau reproduisant. Depuis les travedourseurs de Aronszajn dans [Aro50] sur
les noyaux reproduisants, on a de plus en plus recours a eedtgppaces, notamment depuis qu’ils
ont été retenus pour la résolution de probléemes d'intetipolgpar Parzen [Par70], Kailath [Kail71] et
Wahba [Wah90]. Plus récemment, on peut se référer aux kal@aito[SABO99]. On présente ici un
apercu succinct des noyaux reproduisants avant d'expdaege&tion suivante les éléments clés qui ont
contribué a leurs succés dans le cadre de problémes d'digpegje. Dans ce qui suit, on considére un
espace mesurabf® auquel on associe le produit scalajre-) et la norme correspondante ||2.

1.2.1 Espace de Hilbert a noyau reproduisant

Un noyau désigne une fonctiot(-, -) de X x X dansC, a symétrie Hermitienne, c’est-a-dire telle
ques(x;,xj) = R(x;, z;) pour toutz;, z; € X'. Onrappelle les deux définitions fondamentales suivantes
et les propriétés qui en découlent, en renvoyant le lecters fAro50, CS02c] pour plus de détails.

Définition 1 (Noyau défini positif) Un noyaux est dit défini positif suft’ s'il vérifie
Z Z a; aj k(x;,x5) >0 (1.6)
i=1 j=1

pour toutn € N, z1,...,z, € X etaqy,...,a, € C.

Les noyaux définis positifs sont considérés comme une gé&adian du produit scalaire. Ce dernier
constitue en effet un noyau défini positif particulier, doettaines des propriétés sont vérifiées par tout

11



Chapitre 1. : Méthodes d’'apprentissage statistique a nagguoduisant

X

FiG. 1.1 — Espace des donné&set espacé{ induit par le noyau reproduisant

noyau défini positif. C’est le cas par exemple de I'inégalgéCauchy-Schwartz : pour tout noya(, -)
deéfini positif surX’, et pour toutr;, z; € X', ona

k(@i m))|* < k(i m3) 5(3), ;).

Bien que la linéarité ne soit évidemment pas vérifiée par tgmux définis positifs en général, cette
généralisation s’avere trés intéressante comme on le enantx Section 1.3l1 au travers du coup du
noyau.

Définition 2 (Noyau reproduisant et RKHSBoit (H, (- ,-)7/) un espace de Hilbert constitué de fonc-
tions deX’ dansC. La fonctions(z;, z;) de X x X dansC est le noyau reproduisant d, sous réserve
gue celui-ci en admette un, si et seulement si

— lafonctionk,, : z; — kg, (x;) = K(z;, z;) appartient &+, quel que soit;; € X fixé;

— onay(z;) = (¥, ke; ) POUr toutz; € X ety € H.
On dit queH est un espace de Hilbert & noyau reproduisant, ou encore uiRkicronyme de Repro-
ducing Kernel Hilbert Space.

D’aprés le premier point de la Définitidd 2, on désigne par et x(z;,-) la méme fonction, qu’on
appelle fonction noyau. Le second point de la Définifibn 2cestnu sous le nom deropriété repro-
duisante Celle-ci, ainsi que I'existence du noyau reproduisant $ées directement au Théoréme de
Représentation de Riesz. En effet, soit une fonctionngllg € H et(z) son évaluation continue pour
toutx € X'. Selon ce théoréme, il existe une fonctios(-) € H telle quey(z) = (¢, hy ). On retrouve

la propriété reproduisante et, en posa(t;, ;) = h,,(x;) pour toutz;, z; € X, on retrouve le noyau
reproduisant. On représente a la Figuré 1.1 I'espace de®deA’ et I'espacel induit par le noyau
reproduisant.

Afin de fixer les idées, on présente une analogie noyau rejsartdiet RKHS d’une part, et fonction
indicatrice et espac&,[a,b] d’autre part ou toute fonction vérifie ||||3 = f;’ [(z)?dr < oo.
Pour toutz € [a,b], la fonction indicatricell, permet I'évaluation de toute fonction en z, selon
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1.2. Noyau reproduisant

1, : ¢ +— 1,9 =(z). On retrouve ainsi la propriété du noyau reproduisant darRKHS. L'espace
Ls[a, b] n'est toutefois pas un RKHS car que la fonction indicatrigen’appartient pas a cet espace,
contrairement a la fonction noyay. qui est dans son RKHS.

Corollaire 3 (Coup du noyau) Tout noyau reproduisant d’'un espace de Hilbert s’écrit comme un
produit scalaire dans cet espace, selon

Ii(xi,.fﬂj) - </{CE¢5 ’ixj>7'{
pour tOUt.’I]Z‘, Zj e X.

Ce corollaire constitue une propriété fondamentale desunoyeproduisants et des méthodes a
noyau. Il sera étudié plus en détails dans la Sedtion]1.Zldé®onstration découle directement de
la propriété reproduisante(z;) = (¥, rs;)» des noyaux. Il suffit pour cela de remplagedans cette
expression par la fonction noyauy,.

Théoreme 4(Moore-Aronszajn) A tout noyau défini positif, il correspond un RKHS unique éetpro-
guement.

Démonstration.On montre tout d’abord que tout noyau reproduisant est dedisitif. Pour cela, il suffit
de constater qué_; > ;a; @ K(zi,x5) = |22 a; Kz ||* ne peut étre négatif. Réciproquement, on
démontre que tout noyau défini positifest le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert de forstion
de X’ dansC. Pour cela, on considére I'espace vectcotiéengendré par 'ensemble des fonctidas, }
pourz; € X. Ceci permet d’exprimer tout élément # comme une combinaison linéaire finie € oo)

de ces fonctions selon

H = {w () = Zn:ai Ky, (+), v, € X, a; € (E}.
i=1

A cet espace, on associe le produit scalaire

(W, B :<Zamm7,2 by e, )

avecy = > | aj kg, €t = Zg‘:l bj K., appartenant a I'espadé’. En ré-arrangeant les sommations,
et par le coup du noyalk,,, k.;) = x(z;,r;), on peut simplifier 'expression du produit scalaire en

(W, ) :ZZazb k(xi, xj).

i=1 j=1

Muni de ce produit scalaire, I'espace ainsi construit esespace pré-Hilbertien. Pour obtenir un es-
pace de Hilbert, il suffit de le compléter conformémerit & BQpde sorte que toute suite de Cauchy y
converge. [

Le Théoreme de Moore-Aronszajn établit le lien entre noyéfindpositif et RKHS. Par abus de
langage, on remplace dans la suite la dénomination de na@fmi plositif par noyau reproduisant. Avant
de préciser leurs propriétés fondamentales dans le cadmettedes d'apprentissage régularisées, on
présente les noyaux reproduisants les plus connus ainsiegtegnes reégles permettant de les combiner
afin d’en obtenir de nouveaux.
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Chapitre 1. : Méthodes d’'apprentissage statistique a nagguoduisant

1.2.2 Noyaux reproduisants : construction et exemples

On présente ici des techniques pour construire des noyamd@sants, et quelgues exemples cou-
ramment utilisés. On renvoie le lecteur a [Vap95, HEr02, KT pour d’autres propriétés des noyaux
reproduisants, ainsi que diverses regles permettant @emabiner.

Théoreme 5. Soitk, et ko deux noyaux reproduisants dé x X dansC. La fonctionx : X x X — C
est un noyau reproduisant s’il est défini par une de ces esymes, pour touts;, z; € X,
combinaison linéaire &(x;, x;) = fir1(xi, ) + Baka (s, 2;), pour toutfy, B2 € Ry.
décalage x(x;,x;) = r1(x;, xj) + ¢, pour toutc € R
produit : k(x;, x;) = k1 (xs, ) ko (zi, ).
exposant k(x;, x;) = k1 (x4, z;)P, pour toutp € IN,.
exponentiel k(z;, z;) = exp(k1(zi, z;)/0?), pour touto € R.
_ K1(x4,25)

V(@) k1 (,25)
Eléments de démonstratiod partir du Théorémé&l4 de Moore-Aronszajn, il suffit de démempour
chaque cas que le noyauest defini positif, a savoib _; > © a; @; r(xi, z;) > 0 pour toutz;, z; € X
eta;, a; € €. On peut facilement montrer cela pour les quatre premierrgpdour le cinquieme point,
il suffit de décomposer I'exponentielle en un développentEnnoyaux; de puissances différentes.
Finalement, pour le noyau normalisé, il suffit de remarquer lg¢ dénominateur est toujours positif, et
gue le numérateur est défini positif. |

o gk wnhpE

normalisation x(x;, z;)

Les noyaux reproduisants classiques sont principalenegnbupés en deux catégories : les noyaux
radiaux et les noyaux projectifs. Ces derniers dépendemralduit scalaire, comme le noyau linéaire
k(xi,xj) = (z;,2;) ou encore les noyaux polynébmiawXz;, z;) = (x;,x;)? de degrép € IN*. La
régle du décalage (régle 2) conduit au noyau polynomial éetwgz;, ;) = ((x;, z;) + c¢)P. Le noyau
exponentiel, soiti(z;,z;) = exp({z;,z;)/0d) ol oo est un parameétre fixe correspondant a la largeur
du noyau, résulte de I'application de la régle 5 au noyawalneé Le plus connu des noyaux radiaux
est sans doute le noyau Gaussien, définigfat, z;) = exp(—|z; — z;||*/o3), que I'on obtient en
normalisant (régle 6) le noyau exponentiel. Le noyau de d@k(z;, z;) = exp(—|jz; — x;||/00),
fait aussi parti de cette catégorie. D’autres noyaux rapsagits sont obtenus en combinant des noyaux
classiques selon le Théorefde 5. On présente en Afdexe Bylaaxeproduisants les plus usités dans
le cadre des méthodes de reconnaissance des formes. igutefte liste n'est pas exhaustive puisqu’en
les combinant entre eux, on en obtient de nouveaux souveéderconserver le caractere défini positif.

Dans ce manuscrit de thése, on propose d'utiliser d’auyesstde noyaux, par exemple le noyau
quadratiques(z;, ;) = |(z;,z;)|>. On précise son intérét au Chapitie 2 en en proposant uneriéte
tation dans le cadre d’'une analyse temps-fréquence. Aueietet exemple, les régles de combinaison
présentées permettent de concevoir des noyaux spécifiquegpeobleme donné. Ce concept est ex-
ploité au Chapitrél6, ou I'on cherche les coefficients de peatibn(5;, 32) pour qu'une combinaison
linéaire de deux noyaux soit plus performante que les noy@tiaux dans la résolution d'un probléme
de classification.

1.3 Au-dela du modéle linéaire : méthodes a noyau

Les méthodes a noyau sont pour la plupart issues d’algcegHiméaires auxquels on a pu appliquer
les deux résultats clés que sont le coup du noyau [ABR64] Ehémréme de Représentation [Wah90,
SHWO00]. Dans ce qui suit, on not¢,, = {(z1,41), ..., (zn,ys)} Un ensemble d’apprentissage donné
avecx; € X les données d’entrée gt € R les sorties désirées.
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1.3. Au-dela du modéle linéaire : méthodes a noyau

1.3.1 Coup du noyau

On rappelle la propriété fondamentale introduite au Can@l[3. Tout noyau reproduisant s'écrit
Ii(xia x]) — </{CE¢5 ’ixj>7'{

quels que soient;,z; € X, avecH I'espace de Hilbert induit par ce noyau. Ainsi, le noyaw;, ;)
fournit le produit scalaire dar® des images:,, et de toute paire d’éléments; etz; de X, sans
gu'il soit nécessaire d'expliciter ces images. Ce princgmainu sous le nom deoup du noyawu kernel
trick en anglais, permet de transformer les méthodes linéairgaittement de données en des méthodes
non-linéaires, sous réserve qu'elles puissent s’expnmiguement en fonction de produits scalaires des
observations. Pour cela, il suffit de remplacer chacun dprogliits scalaireér;, x;), qui n’est autre que

le noyau linéaire, par un noyau non-linéairer;, ;). Ainsi la structure des algorithmes demeure-t-elle
inchangée, et le surco(t calculatoire di a I'évaluationmigsux négligeable.

On souligne I'importance du noyau pour le calcul impliciterdproduit scalaire dans I'espaéé Cet
espace est trés souvent de dimengigrsupérieure a celle de I'espace des observatign€En utilisant
par exemple un noyau Gaussiefw;, z;) = exp(—|lz; — z;||*/o8), 'espace induit est de dimension
infinie. Sans la mise en ceuvre du coup du noyau, la déterminditi produit scalaire dans de tels espaces
serait impossible.

Géométrie associée

L'intérét du coup du noyau va au-dela d’'une simple évaluatie produit scalaire, en incluant I'éva-
luation de distances et d’angles dans I'espace RKHS. Lartistdang{ entre2 fonctionsx,, et k.,
s'exprime pafi|ky, — kg, |7, = (K2, — K, Koy — Ko, )1 EN développant cette expression, on obtient

|hz; — IixjH%_[ = k(2 x;) — 2RE{K (4, 75)} + K(xj, z5), @.7)

ou R€-.) désigne la partie réelle. Ainsi peut-on calculer la distaratre les éléments de cet espace
sans qu'il soit nécessaire de les expliciter. On retroussplit du coup du noyau, qui permet selon cette
expression de transformer toute méthode linéaire qui nerdi¥pit uniguement que des distances entre
les différents éléments en une méthode non-linéaire basdessnoyaux. Ceci est le cas de la méthode
des k-plus-proches-voisins par exemple. Puisque pourt@utt’ on ax(z,z) = (kg fz)n = ||kz |3,

on peut aussi réécrire I'équatidn (IL.7) pour un noyau a valetelles selon

1
w(@i,zi) = o (sallFe + a5 = N2 = Ray l170) -

Cette équation montre que le noyalr;, z;) est une mesure de similitude entrget z;, celle-ci étant
I'opposé du carré de la distance entre leurs images dapatedonctionnel a deux termes additifs prés.
Pour le calcul de I'angle entre deux fonctions noyau et , il suffit de réecrire le cosinus de I'angle
en termes de noyau selon

o <Ii:ri) ij >H . /43(.7]@‘, xj)
6 lrllfa; e /(i zi)k(xs, x5)

cos(Kg;, K, )

Une fois de plus, le coup du noyau permet d’exprimer une neegansH sans qu'il soit nécessaire
d’exhiber les éléments de cet espace.
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Transformation unitaire

Bien que I'espace de HilbeH induit par un noyau reproduisant dorméoit unique, rien ne s'oppose
a I'élaboration d’'un tout autre espace muni du méme produstagre. En effet, pour tout opérateur
unitaireU de’H versHy, le produit scalaire dans ce dernier est

<U"£xi7 U’k‘;m]' >'HU = <"<‘3$i7 "ij >H7

qui n’est autre que le noyau reproduisat;, z;) = (k,, kz;)#. On dit alors que les espackset Hy
sont isomorphes, ou encore que le RKHS®st unique a un isomorphisme prés. Pour plus de détails sur
I'équivalence des espaces induits par le méme noyau, oaiegieMecteur intéressé vers [Steé02, MNY06].

1.3.2 Théoreme de Représentation

Le coup du noyau offre une interprétation du noyau repraghien tant que produit scalaire, et
permet d’'élaborer des méthodes non-linéaires a partigafshmes linéaires. Pour que ce principe soit
opérationnel, il nécessite souvent d'étre associé au €h#mide Représentation. Ce dernier, a usage
multidisciplinaire aujourd’hui, est issu des travaux prseurs de Kimeldorf et Wahba dans le domaine
de la théorie de I'approximation [KWY1, Wah90]. Plus récesnin il a été repris dans le cadre de la
résolution de problémes inverses [Kur04], ainsi qu’en tigéde 'apprentissagé [CS02c¢]. La formulation
suivante du Théoréme de Représentation et sa démonspatiodifférents types de fonctions colts sont
principalement dues a Scholkogff coll. [SHWOQ].

Théoréme 6. SoientX’ un compactA,, = {(z1,v1), .- ., (zn, yn)} Un ensemble d’apprentissage donné
avecr; € X I'ensemble des donnéesgtc € I'ensemble des sorties désiréds,une fonction co(t
arbitraire et g(-) une fonction monotone croissante dr-. SoitH un espace de Hilbert induit par le
noyaur défini positif surX’. Toute fonction)* € H minimisant la fonctionnelle de risque régularisée

1 n
~ > V) u) + g3, (1.8)
i=1
peut s'écrire sous la forme
W) = af w(ag,). (1.9)
j=1
Démonstration.Soit H,, le sous-espace dé engendré par les fonctioqs:(z1, ), ..., k(zn, )}, C'est-

a-dire .
H, = {¢ eH:Y(v) :Zaj K(zj,-), o1,...,ap E(E}.
j=1

Toute fonctior) de’H admet une et une seule décomposition en deux contributiane,appartenant a
'espaceH,, et I'autre qui lui est orthogonale. On peut en effet écrire

Y =9+,

avecy* € M, ety la composante orthogonale telles que-, ), = 0 pour touti = 1,...,n. La
propriété reproduisante permet d’évalyeenx; selon I'expression

w(wz) = <'¢7KVJJ7',>H
= Z Ocj‘<:‘€xj,ffzi>7-[ + <wJ_7 F'-’xi>’H'

j=1
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1.4. Exemples de méthodes a noyau

Puisque le second terme s’annule par orthogonalité, ormihitexpression
n
U(xi) =Y ajr(@i, z)),
j=1

Comme les évaluations dée en chaque point de I'ensemble d’apprentissage ne dépeqdentes co-
efficients{ay, ..., a,}, le risque empiriquel(118) ne dépend pas de la composaritegoraley-. En
minimisant ce risque, on obtient la classe des fonctionss/élgutes dang{ telle que deux fonctions
et ¢ appartiennent & la méme classe si et seulemeftssi) = ¢(x;) pour touti = 1,...,n. Il reste &
déterminer)* pour une classe de fonctions équivalentes donnée afin deisérile terme régularisant.
Par le théoréme de Pythagore danappliqué &), soit|[v|3, = [|[v*[3, + ¢+ 13, le terme régularisant

g(|[¥]I3,) dans [(IB) s'écrit

0130 = o1 3 o sy 2+ 1)

j=1

Commeyg(-) est monotone croissante, la fonction qui minimise I'exgpi@s ci-dessus, pour une classe
de fonctions équivalentes donnée, doit vérifier-||7, = 0. |

Limportance de ce théoreme réside dans I'existence d'ohgisn unique a une fonctionnelle de
co(t régularisée, celle-ci pouvant s’exprimer comme ureligpement en série fini de fonctions noyau.
La minimisation de cette fonction co(if (1.8) se raméne a vblpme d’optimisation & dimensions,
celui de la détermination des coefficients optimafx. . ., a;, € C.

1.4 Exemples de méthodes a noyau

Pour fixer les idées, nous introduisons ici quelques exesmidéeméthodes d’apprentissage statis-
tiques, d’autres faisant I'objet de I'Anneké C. Ces appesckeront étudiées plus en détails dans la suite
de ce manuscrit, ainsi que leurs mises en ceuvre temps-frégpeur résoudre des problemes d’'analyse
et de classification en environnement non-stationnairar Bes méthodes, la fonctionnelle de risque a
minimiser est pénalisée selon le principe de Tikhonov, soit

> V), ) + (1B,
i=1

ou H désigne un RKHS de noyau reproduisant donné. Comme évogeédmamment, cette régula-
risation pénalise les variations importantes de la fonctio Pour s’en convaincre, il suffit de borner
I'évaluation dey en tout pointz € X’ selon

(@) = (%, k) |? < [0IP 5o ? = (1)1 w(z, 2), (1.10)

a partir de la propriété reproduisante et de I'inégalité dadby-Schwartz. En majorant la norme dans
un RKHS parj|¢|| < 7, on obtient une borne supérieure pour les valeurs de cettéido en tout point

deX, avecly(x)| < M1 ouM = \/k(z,x).

Pour une analyse non-supervisée, on cherche a extrairautduse sous-jacente des observations,
I'ensemble d’apprentissage étant constitué de donnéegtigpretéesAd,, = {x1,...,x,}. Parmiles
méthodes existantes, I'analyse en composantes prinsipaléncontestablement la plus connue. Celle-ci
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détermine un jeu d'axes orthogonaux tel que la varianceethis&mble d’apprentissage projeté sur celui-
ci est maximum. La formulation classique du probleme coasisitténuer la contrainte de régularisation
dans I'expressior_(1l.3), en imposant une norme unité aux @aherchés, similaire a la régularisation
de type Ivanovlllva76]. Le premier axe principal s’obtiefdra par maximisation de la fonction colt
[v(z;)? oUp(z;) = (1, ke, )2 TEPrésente la projection de., sur I'axe principal défini par dansH.

Le risque empirigue a minimiser est alors donné par

1 — )
_E;W(%‘)‘ ,

sous la contrainte de normalisatiw;H%{ = 1. Les axes principaux suivants sont construits a partir de
la méme fonction codt tout en étant orthogonaux au premiemntee eux. Dans cette formulation, on a
supposé que les fonctions noyas, sont centrées dans I'espake Dans le cas contraire, la fonction
colt s'écrit selor(z;) — 2 S (z;)|?, comme on le montre au Chapilte 4.

n J
Dans le cas d'un probléme de discrimination, 'ensembl@@fantissage est formé des donngges
et de leurs étiquetteg. La fonctiony* recherchée vise a permettre l'identification de I'étigei€tipartir
d’une donnée. Ceci doit alors étre vrai ou presque pour touple (z;,y;) de I'ensemble d’apprentis-
sage, ce qui correspond a la contrairité ;) = y;. Pour un probléme de classification a 2 classes, les
étiquettes peuvent étre codées sejpr {£1}, ce qui se traduit alors par la contrainte)* (z;) = 1.
Ainsi cherche-t-on a minimiser la fonctionnelle risquevanie

> max,1 -y ().
i=1

On retrouve le colt de la marge diffuse, connue par colt @varmusoft marginen anglais, qui a
contribué au succés des Support Vector Machines (SVM).roegtele régularisation s’écrit sous la forme
n 9(||¥||3,) ol le paramétre de pénalisatigrcontrole le compromis entre la complexité de la solution et
I'erreur d’apprentissage. On aborde au Chagpitre 5 et a el les problémes de discrimination et de
classification de signaux non-stationnaires.

Plus généralement, on peut s'intéresser au probléeme dalmesinarrés correspondant a la minimi-
sation du risque empirique

L3 - b))

Par 'usage de la pénalisation quadratidjig|7,, on montre au Chapitig 7 que la solution de ce pro-
bléme est obtenue par la résolution d’'un systéme linéaiiféérBntes techniques a complexité linéaire

peuvent étre considérées pour le résoudre, comme [dan2[RiiCune technigue de gradient conjugué

est proposée. Contrairement au cas des SVM esquissé caisgessmontre que la solution dépend de

tous les éléments de I'ensemble d’apprentissage, lesa@eeafa; du développement en noyau issu du

Théoréme de Représentation n'ayant aucune raison d'@seAfin d’étre en mesure de répondre a des
problémes d’apprentissage en-ligne ou I'on est confronié 8ux de données, il est nécessaire de se
préoccuper de la parcimonie de la solution. Ce problemeaitd iux ChapitreS| 7] 8 et 9.
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Premiere partie

Methodes a noyau pour I'analyse et la
classification de signaux non-stationnaires
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Chapitre 2

Distributions temps-frequence pour
I'analyse de signaux non-stationnaires

Sommaire

Du domaine temporel au domaine fréquentiel, en passanegaah temps-fréquence, il existe une
multitude d’espaces de représentation a-méme d’offrir aoree mathématique général pour I'analyse
des signaux. Les signaux non-stationnaires nécessitemiséaen ceuvre d'outils spécifiques parmi les-
quels émergent les distributions temps-fréquence dedaelkde Cohen. Celles-ci constituent une alterna-
tive intéressante aux techniques d’analyse spectralsigigss en incluant explicitement une dimension
supplémentaire d’'évolution temporelle. Toutes déclingasfiltrage de la distribution de Wigner, les
distributions de la classe de Cohen offrent une variétépdess de représentation a la mesure de la di-
versité des objectifs visés par les utilisateurs. Par el@nigst possible de privilégier l'intelligibilité de
I'information délivrée par une représentation en y limitkes manifestations de bruits et autres termes
interférentiels nuisant a sa lisibilité. On peut encore étta recherche d’une représentation favorisant la
résolution d’un probleme de décision en maximisant le estérentre les hypothéses.

Ce chapitre est essentiellement dédié a cette classe dbutishs temps-fréquence, sans toutefois
négliger les transformations linéaires classiques. Idedsé en deux parties. Dans un premier temps,
on présente des rappels sur les transformations linéaineparticulier celles de Fourier, de Fourier a
court-terme et en ondelettes. Puis on aborde les diswitmitemps-fréquence covariantes en temps et en
fréquence. On commence par la distribution de Wigner avastidtéresser aux principales distributions
temps-fréquence de la classe de Cohen. Le probleme du ohdaxdistribution optimale est alors posé.
On referme ce chapitre avec un rappel sur le probléeme dedtlisation des représentations.
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Chapitre 2. : Distributions temps-fréquence pour I'an&yde signaux non-stationnaires

2.1 Analyse linéaire : Fourier, Fourier a court-terme et oncelettes

2.1.1 Transformée de Fourier
On débute ce chapitre par quelques rappels de définitions ptagriétés élémentaires relatives a
I'analyse de Fourier. La définition de la transformée de eoutun signalz € £2(IR) est donnée par

(f) = /x(t) e Pt

Réciproquement, sa transformée inverse s’exprime par

2(t) = / 3(f) 2Tt gf.

La transformée de Fourier et son inverse établissent uagarelunivoque entre le domaine temporel et
le domaine fréquentiel. La transformée de Fourier est umaésrie dels(IR) dans lui-méme vérifiant
les identités de Parseval et Plancherel :

[an@ng = [swmoe e [EOPE = [P
Celles-ci s’expriment sous forme de produits scalaires tlaspacel,(IR) selon
(@0, 7)) = (zi,z;) et |7)* = [l

En représentant un signal dans le domaine temporel ou inéglid'information liée a I'autre do-
maine n'est plus directement accessible. En particubenigprésentation fréquentielle ne permet pas une
localisation temporelle des composantes fréquentigRésiproquement, une représentation temporelle
n'autorise pas d'interprétation fréquentielle explicifaicune des deux représentations ne permet non
plus d’analyser la durée de composantes fréquentiellesédenou d’'accéder a leur loi de modulation.
Ces informations nécessitent la mise en ceuvre d’outilsfapées parmi lesquels émergent les représen-
tations conjointes temps-fréquence, dont il va étre qoestiprésent.

2.1.2 Transformée de Fourier a court-terme

La plus connue des représentations temps-fréquencertéséast certainement la transformée de
Fourier a court-terme. Celle-ci consiste en une succesi@dnansformées de Fourier du signal fenétré
a différents instants, produisant ainsi des spectresisgsalemporellement. Etant donaéette fenétre
d’'analyse, la transformée de Fourier a court-terme estidéfar

F.(t, f) = /x(T) w(r —t) eI dr. (2.2)
En posantu; ;(7) = w(t — t) e 72™/7 une version dev translatée au tempset modulée en fréquence

de f, l'expression[(Z11) devient, (¢, f) = [ x(r) Wy (1) dr, SOt F(t, f) = (x,wy ) = (T, W f).
Afin de reconstruire le signal a partir de cette représamtatin a recours a I'expression

z(1) = // Fu(t, f) w(t —t)et2™7 df dt.

Le choix et la taille de la fenétre d’analyse déterminenplepriétés de la représentation, en particu-
lier le compromis entre localisations temporelle et frédistie. Ce dernier répond au principe d'incer-
titude d’Heisenberg-Gabor qui impose une borne inféri€ul@ concentration d’'un atome; ; dans le
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2.1. Analyse linéaire : Fourier, Fourier a court-terme etdmtettes

plan temps-fréquence tellst A f > iﬂ OUAt et A f désignent les largeurs, mesurées par les variances,

de I'atome [FS97,Mal98]. Si la fonction Gaussienne défimieug(t) = C e’ +32mfot avecC, a et f, des
parameétres est la seule fenétre qui vérifie I'égalité, léxctie sa taille n'en reste pas moins crucial. Les
signaux concentrés temporellement nécessitent desdsrétmalyse courtes, tandis que les fenétres de
longue durée sont mieux adaptées aux sighaux a composanissidales.

Il existe des identités a la Parseval-Plancherel pour lastoamée de Fourier a court-terme. On
montre aisément que I'énergie d’un signat £o(IR) peut se mettre sous la forme

1
[P = [[1n.0. P

On peut également montrer I'identité de Parseval pour tesfeamée de Fourier a court-terme

[ e DT e = JulP [ a0 w0 (2.2)

En utilisant une fenétre analysante normalisée daniR), on obtient une transformation unitaire.

2.1.3 Transformée en ondelettes

La décomposition en ondelettes continue est une représengomique appréciée. Elle repose sur
une translation d'un tempset une dilatation/compression en échelle d’'un factediune ondelettev
telle quew; . (1) = ﬁ w(=t).

Le changement d’échelle s’éctit= f;/f, ou f, désigne la fréquence centrale de I'ondelette mére.
La transformée en ondelettes du signat L,(C) s’exprime selon

O,(t,a) = /x(T) \%m(it) dr. (2.3)

Pour qu’une telle quantité soit effectivement une repregiem, il est souhaitable qu’elle soit inversible.
Ceci se traduit par une condition d’admissibilité [Cal6M&f] peu restrictive sur I'ondelette mére

w( 2— 0. .

Des exemples classiques d’ondelette sont I'ondelette dtei définie par une fenétre Gaussienne mo-
duléew(t) = C e t/2+i2rfot et |e chapeau mexicain donné par la dérivée seconde de ksi@ane,

cest-a-direw(t) = C (1 — t2) e **/2 avecC une constante de normalisation. La condition d’admissi-
bilité sur I'ondelette mére permet de définir une identitéyge Parseval-Plancherel [SN96], a savoir

/ / Ou,(t,0) Oy (£, ) dﬁ;“ s / 2i(t) T(E) (2.5)

oll &t da/a? est la mesure naturelle associée au groupe affine des tianslat dilatations [Fla98]. Pour
démontrer I'équatiori(2]5), il suffit de remarquer que lasfarmée de Fourier erdeO,.(t, a) S’exprime

2|'ondelette de Morlet n'est pas admissildiricto sensuEn effet, la condition d’admissibilité implique que(0) =
j*‘” t)dt = 0, ce qui n'est pas vérifié pour 'ondelette de Morlet. Toutefaette intégrale est trés petitefsiest assez
grand.
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Seloné;(f’ a) = E(f)\/aﬁ(af), ce qui permet d’écri@
[[onwaoneas = [anmm) [/ m(aﬁ\?% df

_ / AT Cudf
= Cy / 2it) T3(2) o,

ou la derniére égalité résulte de l'identité de Parsevautifisant des ondelettes telles qag, = 1, on
obtient une transformation unitaire.

2.2 Distributions temps-fréquence quadratiques

Les résolutions temporelle et fréquentielle des décortipnsi atomiques présentées ci-dessus sont
déterminées par la localisation temps-fréquence des atdiaealyse considérés. Idéalement, on souhai-
terait aboutir a une densité d’énergie dans le plan tenfugsmce sans perte de résolution. Lorsqu’elles
sont de forme quadratique, les distributions temps-fragaisont susceptibles d’offrir une interprétation
en termes de densité d'énergie. On compte la distributiowideer parmi celles-ci qui, avec sa résolu-
tion temps-fréquence optimale, sera étudiée dans la sesttivante. On s’intéressera ensuite a la classe
de Cohen des distributions covariantes par translatios gplan temps-fréquence. On s’attardera enfin
sur un type particulier de distributions temps-fréquenes,distributions adaptées au signal étudié et
paramétrées selon un profil radialement Gaussien.

2.2.1 Distribution de Wigner

Etudiée par Wigner en 1932 dans le contexte de la mécanicargique [Wig32], et introduite dans
la communauté du traitement du signal par Ville [Vil48], iatdbution de Wigner est un puissant outil
pour I'analyse des signaux non-stationnaires. Elle eshiegbiar

We(t, f) = /x(t—l—T/Q) T(t — 7/2) €27 dr, (2.6)

et correspond donc a la transformée de Fourier da la fonction d’autocorrélation instantanée définie
parp(t,7) = z(t + 7/2) T(t — 7/2). Celle-ci étant & symétrie Hermitienne, spft, 7) = p(t, —7), la
distribution de Wigner est a valeurs réelles sur tout le dnede définition. Par I'identité de Parseval,
on peut réécrire I'expression (2.6) en fonction de la trams&e de Fourier du signalselon

Wt f) = / B +v)2) B(f — v/2) eH2 gy,

Il est clair queW,, € L5(IR?) pour toutz € Lo(IR). A titre d’exemple, la distribution de Wigner d’un
signal a modulation fréquentielle linéaire est présenta Bidgure[2.1L. Le signal de taille 64 comprend
une composante fréquentielle qui croit de 0.1 a 0.4, en érdrpinormalisée.

La distribution de Wigner vérifie un nombre important de piggs mathématiques dési-
rables [Fla98]. Outre le fait gu’elle est a valeurs réelldle préserve I'énergie, respecte les marginales
temporelles et fréquentielles, et est covariante parlatios en temps et en fréquence. De plus, elle per-
met une localisation parfaite des signaux a modulation égufence linéaire. Une propriété importante

30n définit la variable d’échelle dansRR..
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FIG. 2.1 — Représentation de Wigner d’'un signal complexe a natidul fréquentielle linéaire. On re-
trouve la composante fréquentielle qui varie de 0.1 a 0.4 Hz

de la distribution de Wigner est son unitarité, partic@ident intéressante dans le contexte de notre
étude comme on le verra par la suite. Cette conservationatiujprscalaire entre domaines temporel et
temps-fréquence, dite identité de Moyal, s’exprime par BOMMoy49]

' JECEACE! - [[wate.pwe e pa. 2.7)

Lidentité de Moyal [2.7) s’exprime également dans le damaddoppler-retard, celui-ci étant le dual au
sens de la transformée de Fourier du plan temps-fréquemcdéfiit pour cela la fonction d’ambiguité
a bande étroitel,, d’'un signalz dans le plan Doppler-retard par I'expression

Ay(v, 1) = /x(t +7/2)T(t —7/2) e 2™ dt (2.8)

et on réécrit la formule de Moyal par

‘ / il 70 di| = / / Ag(vi7) B (v7) dr d 2.9)

Par cette dualité, les propriétés de la distribution de \figlans le domaine temps-fréquence sont aussi
conservées par la fonction d’ambiguité dans le domaine [2opgtard.

Bien que la distribution de Wigner vérifie de nombreuses p¢tgs, sa lisibilité est généralement
compromise par la présence de nombreux termes d’'intedéréPeux-ci introduisent de plus des com-
posantes négatives qui ne permettent pas d'interpréterdistribution comme une densité d’énergie. On
illustre ce phénoméne dans la Figlirel 2.2 par la distribufieWigner et la fonction d’ambiguité d'un
signal comportant deux atomes Gaussiens. On distinguere®s$ d’interférence a mi-distance entre
les deux composantes du signal dans le plan temps-fréqueaos le domaine Doppler-retard, ils sont
diamétralement opposés et les deux composantes d'intimétaxalisées a I'origine du plan. Afin de
remédier a ce probléme de lisibilité, diverses distrimgifaisant intervenir un lissage ont été proposées.
Elles appartiennent & une vaste famille de distributiomptefréquence : la classe de Cohen.
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Composantes Composantes Composantes
du signal Composantes
interférentielles

interférentielles

du signal

—32-0.5

(b)

FIG. 2.2 — La distribution de Wigner efu) et (la partie réelle de) la fonction d’ambiguité €n d'un
signal comportant deux atomes Gaussiens. On retrouve hegasantes relatives aux atomes, ainsi que
les termes d’interférence dans les plans temps-fréquerizeppler-retard.

2.2.2 Distributions de la classe de Cohen

La classe de Cohen correspond a I'ensemble des distributisznps-fréquence quadratiques et co-
variantes vis-a-vis des translations temporelles et &atielles. Les distributions de cette classe sont
définies par

cll, f) = // My, (v, 7) Ap (v, 7) €727 07=%) dy dr, (2.10)

ou Iy, est une fonction de paramétrisation exprimée dans le plapBpretard, efly, (v, 7) A, (v, 7)
est appelée fonction caractéristique. Par transforméeudedF, il existe une définition équivalente qui,
dans le plan temps-fréquence, s’exprime par

Clle, f) = / / M(t— ¢, f — 1)) Walt, ') df' df", (2.11)

avecll;; la fonction de paramétrisation dans le plan temps-fréquie@elle-ci se déduit dHg, grace a
la transformée de Fourier par

Htf(t, f) = // Hdr(”, 7_) e7'27r(f7'+t1/) dv dr.

Lorsqu'il n’y aura pas d’ambiguité sur la fonction de pargiisétion, on noterd, (¢, ) = CI(¢, f).

Chaque distribution de la classe de Cohen est entieremeattéasée par sa fonction de paramé-
trisationTI. On retrouve dans le TableAu 2.1 les éléments les plus caleaostte classe ainsi que leur
fonction de paramétrisation. La fonctiéf(-) désigne I'échelon unité de Heaviside. On reconnait la dis-
tribution de Wigner, que I'on obtient & partir de I'expressigénérale[(2.10) en prendif, (v, 7) = 1.
Cecirevient a notell¢ (¢, f) = 6(¢) 6(f) dans I'expression (2.11), @idésigne I'impulsion de Dirac. On
retrouve certaines distributions temps-fréquence @lassi comme la pseudo-Wigner-lissée, construite
a partir de deux fenétres etv pour un double lissage en temps et en fréquence. On parkeddqrara-
métrisation a variables séparables. Le spectrogramme guainest obtenu pouily, (v, 7) = A, (v, 7).

Il correspond au module au carré de la transformée de Fauieurt-terme. Malgré sa positivité et sa

simplicité de mise en ceuvre, sa faible résolution due a sadis excessif demeure son plus grand défaut.
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2.2. Distributions temps-fréquence quadratiques

Nom g (v, 1) Clt, f)
3 % Wigner 1 [z(t+71/2)Z(t —7/2) e 72T dr
g g Pseudo-Wigner w(t)  [w(r)x(t+7/2) T(t —7/2) €72 dr
5% Pseudo-Wigner-lissée @w(v)v(r) [o(7) [[w(t' —t) z(t' + 7/2) T(t' — 7/2) dt'] e 9*"/7 dr
;fg Rihaczek & x(t) z(f) eIt
E% Margenau-Hill Ackroyd cos(mvr) R{z(t) Z(f) e 7271}
%’ § Page-Levin &Il L [a(r) U(E(t — 7)) e92/7 dr|2
:% Choi-Williams g2 (/o) [ ﬁ e 20°(W=0%/T p (¢ 4 7/2) T(t' — 7/2) €277 At/ dr
g% Butterworth T [ sme 1o2/17 3 (t + ¢/ + 7/2) T(t +t' — 7/2) €277 dt’ dr
§,§ Born-Jordan | [IT\ fﬁ':"/; (t'+7/2)T(t' —7/2) dt’} e 72T dr
£ Zhao-Atlas-Marks  w(r)|r|5EE [ 4y ftﬁ‘:"/; (' +7/2) Tt — 7/2) €727 dt' dr
Spectrogramme Ay(v, 1) |[a(r)w(r —t) e 3?7 dr\

TaB. 2.1 — Exemples de distributions temps-fréquence de Iselds Cohen, avec leur fonction de
paramétrisation.

La fonction de paramétrisation définit les propriétés qudieda distribution. On peut rechercher
par exemple des représentations qui soient réelles, gaecoent les distributions marginales, ou encore
qui vérifient I'égalité de Moyal. Cette derniére contraidtanitarité est vérifiee par certaines distribu-
tions, dont celles de Wigner, de Page-Levin et de Rihaczakn@ntre que cette propriété est vérifiée a
condition quellly, (v, 7)| = 1. Pour le démontrer, il suffit de remarquer que selon I'exgices(2.10) et
par l'identité de Parseval, on obtient

[[crencnesd = [[ Moo

La condition est obtenue en comparant cette expressiof)a(h renvoie le lecteur vers [HBB92,Fla98]
pour de plus amples informations sur la relation entre lepnités de la représentation et les contraintes
sur sa paramétrisation.

«; (v, T) dvdr.

De nombreuses propriétés peuvent ainsi étre envisagéés,tougpurs au détriment de quelques
autres. Ceci est le cas pour la réduction des termes démegrte, qui se pratique en renongant a une
bonne localisation des composantes dans le plan tempsefiég. Pour s’en convaincre, il suffit de
considérer une fonction de paramétrisatibeorrespondant a un filtrage passe-bas bidimensionnel dans
le plan des ambiguités et destiné a limiter la présence deetedistants de l'origine. Par I'expres-
sion [2.11), on note que ce filtrage correspond a un lissage ldalomaine temps-fréquentg;. Parmi
ces distributions a interférences réduites, on retroullescde paramétrisation de la formk, (v x 7),
comme les distributions de Choi-Williams, de Butterwortlie Born-Jordan. La plupart de ces distri-
butions admettent un ou plusieurs paramétres de réglagaetiant par exemple de définir le degré de
lissage. Ceci est le cas du spectrogramme, des distrisutienVigner lissée et pseudo-lissée avec le
choix de la taille et du type de fenétre de lissage.

Si I'on s’est contenté de présenter la classe de Cohen, Vieminde préciser qu'il existe moultes
autres variantes parmi les distributions temps-fréquePaeexemple, Davy et Doncalili [DD98, Dav04]
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Chapitre 2. : Distributions temps-fréquence pour I'an&yde signaux non-stationnaires

ont proposé l'usage de distributions normalisées telles qu

CaP(t, f) = C, (¢, /)] (2.12)

JTICKE, )] dedf”
ot C™ désigne une distribution quelconque de la classe de Colemditivation principale derriére
cette normalisation est de conférer un caractére probtbgiux distributions ainsi définies, permettant
par la-méme l'usage de divergences telles que celle de Kminw afin de répondre a des problémes
de classification de signaux. On montre toutefois au Chalfitgu’au sens du critére d’alignement,
celles-ci s’avérent moins bien adaptées a la résolutionralelémes décisionnels que les distributions
non-normalisées.

2.2.3 Distribution optimale : la paramétrisation a profil ra dialement Gaussien

Bien que la sélection de représentations vérifiant cedgnapriétés théoriques puisse étre systéma-
tisée par le choix d’une fonction de paramétrisation adi&quien ne garantit qu’elles soient pour autant
bien adaptées aux signaux étudiés. On peut recourir dargsGeune paramétrisation qui s'exprime en
fonction des signaux, et I'optimiser au sens d’un critégppe a un probléme de classification ou de sup-
pression d'interférences donné. On renvoie le lecteur [[&rs04] pour un bilan sur les représentations
construites a partir du signal. Le premier type de probléera fraité dans le Chapitié 6. On présente
ici le second probléme qui vise a trouver un compromis eatrésolution temps-fréquence d’'une part,
et la suppression des termes interférentiels d’'autre partpptimisation d’'une fonction de paramétrisa-
tion de profil donné. Afin de simplifier la présentation, la neénotation sera utilisée pour désigner la
fonction en coordonnées rectangulaires et polaires,-a'efite 14, (v, 7) etIly, (r, ) respectivement. La
fonction de paramétrisation optimale constitue un filtidiroensionnel dans le domaine Doppler-retard
qui laisse passer les composantes du signal tout en dégjtaddarmes d'interférence. Un choix judi-
cieux pour ce filtre passe-bas est la fonction a profil radial® Gaussien, dont I'expression s'avere plus
simple en coordonnées polaires. On considére pour celaiti@bles radiale? = v + 72 et angulaire
0 = arctan(7/v). La fonction de paramétrisation retenue s’exprime alous $& forme

r2

Mg, (r,0) = e 270,

La largeur de bande(-) est fonction de I'angle et détermine la forme de la fonctierpdramétrisation,
donc le lissage de la distribution temps-fréquence. Lexctoifiltre bidimensionnel se réduit alors a un
probléeme d’optimisation & une dimension qui est l'ajusteteo (-).

Etant donné un signal, les auteurs dé [BJ93] proposent de déterminer la largebadeées(-) qui
maximise le volume de la fonction de caractérisation sowsaamtrainte de volume silify,, pénalisant
ainsi les termes d'interférence distants de I'origine gdure. Le probléme d’optimisation s’exprime en
coordonnées polaires selon

2T o] 2
maX/ / |A.(r,0)> e @ drdf (2.13)
7 Jo 0

sous la contrainte qusﬁf’r o2(h) dd soit égale a une constante donnée. Pour traiter ce problémee,
discrétisation des coordonnées polaires dans le plan Pepgthrd est nécessaire. Celle-ci, proposée
dans[[Bar9?], permet de transformer le probléme d’optitiiagprécédent ainsi :

(r A’I‘)Q

max Y Y r|A.(r,0)] e 0 (2.14)
r 0
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2.2. Distributions temps-fréquence quadratiques

sous la contrainte

> d*0)=V. (2.15)
[%

Ici V' est le paramétre qui contr6le le compromis lissage/intenfées, e\, = 2,/x/l oul est la taille
du signal échantillonné&. Afin de résoudre ce probléme, un algorithmepdejection et descente de
gradientest proposé. Dans un premier temps, I'estimation de laisalétl'itérationk + 1, soitoy1(0),
est déterminée par I'évaluation de

9y

o41(0) = 0(0) + i Box(0)’ (2.16)

ou uy, est le pas, e la fonction objectif & maximiser dars (2114). Le gradienines ency (6) est défini

par le vecteuf 8;15{0) aak%"_l)], avec
ag 2A2 2 3 —(r A)2/02
= A (r &) /oy (0) 2.17
9o ) ~ of) & O @40

Dans un second temps, la contrainte est prise en compte evaligantoy.1(0) par|jox+1(0)||/V &
chaque itération, ce qui correspond a une projection dansé¢mble des fonctions admissibles vérifiant
la contrainte[(2.15).

2.2.4 Questions de discrétisation

Toute étude considérant des distributions temps-fréquestincompléte si I'on ne précise pas le
mode de discrétisation adopté. Avant de refermer ce cleapitius présentons succinctement celui que
nous avons utilisé pour les simulations tout au long de ceuswit.

En pratique, on dispose d'un espatale signaux échantillonnés de tailllProposée par Claasen et
Mecklenbrauker en 1980, la discrétisation classique destataition de Wigner est définie selon

-1

Wit )= alt + ]zt — eI T, (2.18)
7=0

Bien que cette discrétisation soit intuitive et facile atmeén ceuvre, on déplore la perte de la propriété

d’unitarité alors qu’elle est essentielle a la bonne régmiude nombreux problémes. Dans la littérature,

plusieurs définitions tentent de remédier a cet inconvéniRarmi celles-ci, on peut citer les distributions

discrétes de Peyriet coll. [PP86], Richmaret coll. [RPS98], O'Neill et coll. [OW99]. Récemment,

Chassande-Mottiet coll. [CMPOE] ont proposé une distribution de Wigner discréteniéfpar

Tt
Wilt, f1= 3 allt+7/2]1 7\t —7/2) e TFI", (2.19)
T=—Tt
ou 7, = min{2¢,2l — 1 — 2t}, et |¢] désigne le plus grand entier inférieur ou égal &ette derniére
définition vérifie la plupart des propriétés auxquelles lanfe continue[(Z2)6) satisfait, en particulier
I'unitarité. Elle produit de plus des représentationsles, sans artifices secondaires comme c’est le cas
d’autres définitions discrétes. Enfin, on peut aisémentéterette définition aux différentes distributions
de la classe de Cohen.

L'approche proposée tout au long de ce manuscrit de théseése facilement a une reformula-
tion avec les différentes variantes de distributions éiss, et plus particulierement la définitign (2.19)
pour son unitarité. Toutefois, afin de rendre I'approches gé@nérique, on se contente dans la suite de
développer nos travaux a partir du formalisme en varialbesinmues.
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Chapitre 3

Methodes a noyau
dans le domaine temps-fréquence

Sommaire

Au Chapitre[1, nous avons introduit diverses méthodes dmreissance des formes a noyau et le
formalisme qui leur est propre. Celles-ci offrent un cadtedgal pour la mise en ceuvre de différentes
méthodes d’apprentissage statistigues dans des espatkibelt a noyau reproduisant. Un choix na-
turel pour ces espaces dans un contexte d’analyse et déodéeisenvironnement non-stationnaire est
I'espace des distributions temps-fréquence. Introdaiteshapitre précédent, celles-ci ont été largement
considérées dans la littérature dans le cadre d’applitatie reconnaissance des formes.

L'approche que nous proposons dans ce chapitre exploisvdesées dans le domaine des méthodes
a noyau pour la mise en ceuvre de techniques de reconnaissemdermes dans un contexte temps-
fréquence. A chaque distribution temps-fréquence coorespen effet un noyau reproduisant et un RKHS
associé, ce qui permet de recourir aux deux clés de volteamqiidescoup du noyau et le Théoreme de
Représentation.

Ce chapitre débute par quelques rappels sur les méthodemdéelles opérant dans le plan temps-
fréquence qui ont pu étre décrites dans la littérature. Megdise ensuite ces méthodes de reconnais-
sance des formes en les inscrivant dans le formalisme peprénoyaux reproduisants. Par soucis de
clarté, nous nous intéressons tout d’abord a la distribud®mWigner avant de considérer d’autres distri-
butions temps-fréquence, linéaires et quadratiques.
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Chapitre 3. : Méthodes a noyau dans le domaine temps-fréguen

3.1 Motivations

Dans ce qui suit, nous passons en revue les travaux clés gifluencé notre approche et per-
mettent de mieux les comprendre. Nous commencgons par cemt ggit a I'exploitation d’espaces de
représentations temps-fréquence. Puis nous pointonsesuralaux dans lesquels la notion de noyaux
reproduisants et de RKHS est sous-jacente, a un stade emiaiy@ A titre pédagogique, nous nous
restreignons enfin a des problemes de détection dans le nior@mnps-fréquence, avant de considérer
des applications de reconnaissance des formes dans ce roéramed.

3.1.1 Espace de représentation temps-fréquence et noyalpreduisant
Espace de représentation

De nombreux chercheurs se sont intéressés aux espaceslesgear des familles de distributions
temps-fréquence quadratiques. Dans I'un des premierauxagn ce sens, Saleh et Subotic ont étudié
dans [[SS85] I'espace des distributions valides, et la ptioje sur cet espace d’'une signature temps-
fréquence. La synthése de signaux a partir de signaturgsstidguence quadratiques a été longuement
traité par HlawatscH [HK92], a partir d'un espace de repriegons temps-fréquence induit par un es-
pace linéaire de signaux. Ces différents travaux sonthaegée décrits dans son ouvrage [HIa98], dans le
cadre de problémes de filtrage, détection et estimationldatmnaine temps-fréquence. Pour construire
ces espaces de représentation, I'auteur a recours a ungtiesae I'espace de signaux a partir d'une
base orthonormale daus (IR). Son attention se porte sur les fonctions d’Hermites eti&héyes. Notre
approche se distingue de ces travaux par la constructiona$pace induit par un ensemble de signaux
d’apprentissage, sans nécessité de recourir & un espéaeagdime signaux au sens de Hlawatsch. Par
cette construction simple et efficace a I'aide de noyauxodyusants, les différentes méthodes de recon-
naissance des formes dans le domaine temps-fréquence ponéa de main. Plus récemment, l'usage
d’espaces de représentation pour un probléme de clagsifich signaux a été abordé dans [Dav00]. De
méme, Richard a proposé dafns [Ric01] de quantifier la recmedeformationnelle de la distribution
de Wigner discreéte vis-a-vis de celle initialement véhéeupar le signal. L'auteur développe d’'avantage
cette notion dans [Ric04] en exprimant cette redondance feome de dépendance linéaire de certaines
composantes de la distribution. |l aboutit alors a la dinmensde I'espace linéaire engendré par les dis-
tributions de Wigner d’'un ensemble de signaux donné.

Dans ce manuscrit, nous envisageons une construction sfgte de représentation similaire a ce
dernier, avec la notion de noyau reproduisant et de RKHStr@ioement al[Ric04], nous considérons
avantageusement la redondance des distributions teqpseince pour plusieurs raisons. D’'une part, le
théoréme de Balian-Lovy [Bal81] stipule que les représemtatde type Gabor ou Fourier a court-terme
ayant de bonnes propriétés de localisation conjointemetgraps et en fréquence sont des représenta-
tions redondantés La redondance permet d’avoir une représentation tendosifince plus robuste au
bruit. D’autre part, si le nombre de paramétres libres ardéter dans ce type d'espace est quadratique
par rapport a la taille des signaux considérés, ce qui penemg des problémes mal-posés, il reste
possible de recourir a des techniques de régularisation.

4Pour construire des représentations non-redondantessposé de nombreuses bases orthonormées temps-fréqimmce b
localisées des deux cotés de Fourier; par exemple, les MIBET et les bases de Wilson (lapped orthogonal transforms)
[Mal9g].

34



3.1. Motivations

Noyau reproduisant et temps-fréquence

Initiés par les travaux de Kailath sur la détection et Ifastiion de signaux dans un RKHS [Kai71],
Fowler et Sibul se sont intéressés déns [FS91] a la mise ee plan RKHS pour la détection par
représentations linéaires, temps-fréquence et templécBette approche reste toutefois limitée en rai-
son de la connaissaneepriori des propriétés statistiques des signaux étudiés qu’'etlessiée d'une
part, et d'autre part par la linéarité et I'unitarité reqsspour les distributions considérées. Plus récem-
ment, plusieurs travaux ont souligné l'intérét de combites méthodes a noyau et des représentations
temps-fréquence. En particulier, un usage direct des SVM fpadiscrimination de distributions temps-
fréquence est proposé par Daey coll. dans [DGDROR]. La résolution d’'un probléme de régression
non-parameétrique est étudiée par Rakotomamen@oll. dans[RMCO05] avec des noyaux reproduisants
d’'ondelette, ou encore dans un cadre plus général de seaatbliques pour I'apprentissage regularisé
selon Tikhonov[[RCO5].

3.1.2 De la détection dans le plan temps-fréquence ...

La détection de signaux en présence de bruit est un problaoieneauquel de nombreux auteurs ont
voulu apporter des réponses dans le domaine temps-fréguagicexemple pour la détection des ondes
gravitationnelles[[Ver93, CMF99, Mor02, CMO5]. Les difféats travaux publiés montrent l'intérét des
représentations linéaires [PFB6, Tut89] et quadratiqet88/ BO90, SJ95]. Par soucis de clarté, on se
limitera a ces derniéres selon le cadre adopté par Flandnis [dFla86, FlaS8]. Dans ce cas, le probléme
de détection consiste a déterminer, dans un environnemeité,bsi un signal est présent (hypothese
H,) ou absent (hypothési). Reformulé a I'aide des distributions de Wigner, le prafdede détection
s'écrit selon

{ Ho: Wi(t, f) = Wi(t, f)
Hl : Wﬂ?(t7 f) = WTer(t’ f)7

our est le signal & détecter, noyé dans un bruit addigt 17, la distribution de Wigner du signal observé
x. Le détecteur optimal au sens du rapport de vraisemblaocsguer est a phase initiale aléatoire
uniformément distribué sup, 27[ et b un bruit blanc gaussiﬂ\,est le filtre adapté temps-fréquence
défini par

Az) = // Wt f) Walt, ) dtdf = v,

Hy

Ainsi cette régle de décision correspond-t-elle & une tagioé entre la distribution de Wigner du signal
observér et celle du signal de référeneel identité de Moyal permet son évaluation directementrdipa
des signaux, aved(z) = | [ x(t) 7(t) dt|2, ce qui correspond alors & un filtre adapté classique suivi
d’'un détecteur d’enveloppe quadratique. Notons que cetteuilation n’est autre que la mise en ceuvre
ducoup du noyaulans le domaine temps-fréquence, puisque I'on y résoutabiggme de détection sans
expliciter les distributions temps-fréquence dont il agtstion. Bien que la distribution de Wigner revét
ici un caractere de représentation optimale, renforcégzandmbreuses propriétés intéressantes qu’elle
vérifie, la présence de termes interférentiels peut nuiie rdustesse des détecteurs qui lui seraient
associés. Dans ces conditions, il est parfois préférableratique de considérer une statistique de la
forme A(z) = [[ CH(t, f) CI(¢, f) dtdf. Sila distributionCZ! n'est pas unitaire, il est en revanche
impossible d’exprimer directement celle-ci a partir dgmaix.

SL'optimalité de différents détecteurs temps-fréquencdesesiiée dans [Lem95] au sens de plusieurs critéres.

35



Chapitre 3. : Méthodes a noyau dans le domaine temps-fréguen

3.1.3 ... alareconnaissance des formes dans le plan tempdgluence

Les regles de décision rapidement présentées ci-desissnitiine représentation temps-fréquence
du signal de référence. Dans une optique dépassant le aafiteeladapté temps-fréquence, il est pos-
sible de remplacer la représentation de référence par gnatsie temps-fréquence arbitraivayui n’est
pas nécessairement une distribution valide. Plus géméealg les classiques méthodes paramétriques de
reconnaissance des formes appliquées dans le plan teéopgifice reposent souvent sur la recherche
d’une signature temps-fréquen®eoptimale au le sens d’un critére de performance de la fdrg. (@n

dispose pour cela d’'un ensemble d’apprentissage forméstnauxz, ..., z, € X, et éventuellement
de leurs étiquetteg, ..., y, € ). La statistique associée s’écrit alors selon
M) = [[Wate. 1) it ) aray (3.0

la distribution de Wigner figurant dans cette expressiorvaouétre remplacée par n'importe quelle autre
distribution temps-fréquence. Au-dela de contextes d#uigls, ce type de statistique peut étre exploité
dans le cadre de problémes de représentation tels queykanah composantes principales. Dans ce cas,
on cherche la signature temps-fréquence correspondardxeyrincipal. Le critére a optimiser est alors
relatif a la maximisation de la variance des données pregesélon cette signature. La statistiquel(3.1)
correspond alors a la composante principale associée &eefarce est de constater qu’une difficulté
rencontrée lors de la résolution de tels problémes estlla this représentations manipulées. Pourvu
gue l'on soit en mesure de composer un espace de Hilbert ainmepsoduisant adéquate, le coup du
noyau et le Théoréme de Représentation pourraient foungiréponse intéressante et ouvrir une voie
vers I'ensemble des méthodes de reconnaissance des fonogala

3.2 Noyau et RKHS associés a la distribution de Wigner

3.2.1 RKHS associé a la distribution de Wigner

Soit® une application associant la distribution de Wighéy, a tout signak:; € X'. L'espace image
de ® est alors défini paf® : ®(x;) = Wy, , =; € X'}. Notons que celui-ci n’est pas un espace linéaire
puisqu’une combinaison linéaire de distributions de Wigriest pas forcément une distribution de Wi-
gner valide. On compléte en conséquence cet espace a lasdeothbinaisons linéaires de I'ensemble
des distributions, afin d'obtefir

H{/V:{‘I):@(:c):iaini,xieX, aiE(D}.
=1

A cet espace engendré par leslistributions temps-fréquend®’,, (¢, f), ..., Wy, (t, f), on associe le
produit scalaire canonique dafs(IR?), selon

W), =( Y aiWar, > b Wa,), (3:2)
i=1 j=1

pour tous les élements = > 1", a; W, et = 377, b;W,; de 'espacefy,,. Pour obtenir un espace
de Hilbert & partir de I'espace pré-Hilbertiét{,, il suffit de le compléter conformément|a [Ard50] de

5Bien que la distribution de Wigner soit & valeurs réellespoésente ici un espace de fonctions & valeurs complexes par
soucis de généralisation, comme on le verra plus loin awedifiérentes distributions de la classe de Cohen.
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3.2. Noyau et RKHS associés a la distribution de Wigner

(1,-1) (1,0) (1,1)

FIG. 3.1 — Certains éléments de I'espace engendré par lesdtgins{W,, (¢, f) et W,, (¢, f)} ol x;
comporte un atome Gaussienzet un chirp. Ces éléments, de la formeW,, (t, f) + a2 W, (¢, f),
correspondent aux coefficients, a; € {—1,0, 1}

sorte que toute suite de Cauchy y converge. L'espace aitemwb(y;, est I'espace de Hilbert engendré
par{W, (t, f),..., Wy, (¢, f)} muni du produit scalairéy, ¢)4,, défini dans[(312).

Considérons un exemple simple d’espace engendré par igiginacomportant un atome temps-
fréquence Gaussien a 0.2 Hz,agtune modulation fréquentielle linéaire variant de 0.2 a 04 kes
éléments de cet espace s’expriment sous la farhg, , (¢, f) + a2 W, (t, f) pouray, az € €. Certains
de ces éléments sont présentés a la Figute 3.1, pour lessamkoefficients;,a; € {—1,0,1}. On
retrouve des représentations comportant I'atome Gaussiarontribution positive (premiére ligne) et
négative (troisieme ligne), celles comportant la comptesammodulation fréquentielle en contribution
négative (premiére colonne) et positive (derniére colpniiiin de construire une base orthonormée dans
cet espace, on peut recourir a une orthonormalisation de@ypm-Schmidt, ou encore a une technique
d’ACP-a-noyau comme on verra au Chapiire 4.

3.2.2 Distribution de Wigner et méthodes a noyau
Dans I'expressior (312) du produit scalaire d&fison obtient en réarrangeant les sommations

<'¢7 ¢>HW = Z Zai E <Wx17 ij>7

i=1 j=1
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Chapitre 3. : Méthodes a noyau dans le domaine temps-fréguen

avec(Wy,, Wy,) = [[ Wy, (t, f) Wy, (t, f) dt df . Le produit scalaire entre les distributions de Wigner
se calcule directement a partir des signaux, selon la fearmelMoyal [2.17), ce qui permet d’écrire

n n
7 2
(W, O = D> i by (i, zy) .
i=1 j=1
On peut alors déterminer le produit scalaire entre deux émésnde I'espace des représentations, direc-
tement a partir des signaux sans qu'il soit nécessaire litibep leurs images dans cet espace. Il s’'agit
la du coup du noyau en notant

’%W(wiv wj) = <W$17 ij>, (33)
gue I'on reformule ainsi a partir de l'identité de Moyal
rw (T5,25) = |(:ci,:cj>|2. (3.4)

On peut vérifier facilement quey,, est un noyau défini positif, puisque la Définitioh 1 s'écrindae
cas||>_; a; W, ||* > 0, ce qui est vrai pour tout; € X eta; € €. LespaceH,y construit est donc
I'espace de Hilbert induit par le noyau reproduisant. Ainsi I'association du noyaul (3.3)-(3.4) et du
Théoréme de Représentation a tout algorithme a noyau diéerétla littérature permet-elle de mettre en
ceuvre les méthodes de reconnaissance des formes les [phesvians le domaine temps-fréquence. Les
statistiques considérées s’écrivent alors sous la forme

A(z) = Zaj (W, W) = Za; rw (T, 25),
j=1 j=1

Elles admettent une interprétation temps-fréquence peiqgn peut écrire\ (z) = (W,, Uy) avec

n
Uy = Z o W, (3.5)
j=1
D’un point de vue calculatoire, on souligne le fait queresoefficients optimauxyj, .. ., o, sont

évalués sans calculer aucune distribution de Wigner. listrde méme pour I'évaluation dg(x). Si
I'on souhaitait toutefois exhiber dans certains cas laaige temps-fréquencgyy, afin de procéder a
une analyse classique dans le plan temps-fréquence glpessible d’évaluef (3.5) par un calcul itératif
sans qu'il soit nécessaire de conserver en mémoire I'erisets distributions de Wigner associées a
'ensemble d’'apprentissage. On peut également remarageeian peut écrire

Uy (t, f) = / {Zaj xj(t+7/2) Tt —7/2) e 127/ dr, (3.6)
j=1

ce qui montre qu’une seule transformée de Fourier suffitéutalvyy (¢, f). Enfin, notons que certaines
méthodes a noyau telles que les SVM ont recours a des foad®rolt menant a des solutions parci-
monieuses. Dans ce caBy, ne dépend que d’'un nombre trés réduit de distributions de®vjge qui
rend son calcul d’autant plus rapide.

3.2.3 Interprétation en termes de filtre linéaire variant entemps

On propose a présent une interprétation des résultatsdendiséen termes de filtre linéaire variant
dans le temps. On note pour cél@ + 7/2,t — 7/2) I'expression entre crochets dahs (3.6), soit

Wt t) =" oy (1) T(E).
j=1

38



3.3. Noyaux et RKHS associés aux distributions temps-érémp.

Puisque la fonctior(¢,¢") est carré intégrable et Hermitienne, elle peut étre vue aetaméponse im-
pulsionnelle d’'un systeme non-stationnaire défini par ugrajgur linéaire auto-adjoirty. La relation
entrée-sortie d'un tel systéme est alors donnée par

2'(t) = (Lwa)(t)
= /h(t,t’):c(t’)dt’

= /h(t+7/2,t—7/2)x(t+7)d7
= [wwenzmd,

ou la derniére égalité est due a I'identité de Parseval. @ouree la signature temps-fréquenge; (¢, f)
donnée par(3]6). Désignée comme étant le symbole de Weydiésselle-ci permet de caractériser le
filtre linéaire variant en temps outre sa réponse impulgbarn(¢,¢'). Le lien entre les deux est donné
par 'expressiontyy (t, f) = [ h(t+71/2,t —7/2) €727/7 dr. Défini ainsi, I'opérateut.y vérifie alors
I'expression suivante

(Lyx,x)x :/ We(t, f) Uw(t, f)dtdf.

On retrouve alors la statistique associée a toute méthoaeyaurreproduisant pour la distribution de
Wigner, a savoit\ (z) = (W,, ¥y ). De plus, on peut décomposkg enn opérateurs, puisque

(Lyz,2)x = Z/ Walt, ) Wa, (¢, f) dt df

= Z(Lijx,@X,

j=1

oul operateurLWx est associé au symbole de Wy, (¢, f). Dans ce manuscrit, on se contentera de
cette analogie entre le symbole de Weyl et son operateuecbart et la signature temps-fréquence et
la statistique issus d’'une méthode a noyau d’'autre part.e@vore le lecteur intéressé par le symbole
de Weyl associé au plan temps-fréquence vers l'articleypsécir [RT94], ou plus récemment vers les
travaux de Hlawatsch sur les filtres linéaires variants empse[HIa98, HMO1].

3.3 Noyaux et RKHS associés aux distributions temps-fréquee

Evidemment, le concept de méthodes temps-fréquence a neysmurestreint pas a la distribution de
Wigner. Dans ce qui suit, on en propose des mises en ceuvrd'audes distributions temps-fréquence,
linéaires et quadratiques.

3.3.1 Transformations linéaires
On se limite ici aux transformations linéaires les plus aoument utilisées, a savoir la transformée
de Fourier a court-terme et la transformée en ondelette.

Pour une fenétre analysantedonnée, la transformation de Fourier a court-terme définitpérateur
linéaire F : = — F de Ly(IR) dansly(IR?). A I'espace image qui est inclus dadig(IR?), on associe
le produit scalaire

(P, FY) //Fwtf vt f) dtdf



Chapitre 3. : Méthodes a noyau dans le domaine temps-fréguen

On définit alors le noyau pw (2, ;) = (F,, F;”j>, qui s’exprime directement a partir des signaux grace
a l'identité de Parseval
K (i, 5) = ||w]|* (@i, ;). 3.7)

On peut vérifier quexrw est un noyau défini positif puisque la condition {1.6) s®@elon
w||?]] Y2, @i @i||* > 0, ce qui est toujours vérifié. On peut alors parler de RKHSitrghr le noyaul(317),

ce dernier pouvant étre associé a n'importe quelle méthausyau. Comme précédemment, I'expres-
sion (1.9) admet une interprétation temps-fréquefte) = (F, Vpw) avecVpw = Z?:1 of B

Par linéarité de la transformation considérée, cette dagrixpression n’est autre que la transformée de
Fourier a court-terme du S|gn§£ 1O T

Dans le cas d’'une transformation en ondelettes, I'opérditeéaire est défini selo®® : z — OY,
pour une ondelette mére donnée. A I'espace image inclus dafigIR?), on associe le produit scalaire

dt da
P

(0%, 0%) Q_/ 0% (t,0) OF (t,a)

Par l'dentité de Parseval, on aboutit@;, 07’ )o = Cu(z;, ;). Le noyau reproduisant associé a cet
opérateursow (zi, ;) = (O, O’ ), est un noyau défini positif puisque I'expression | >_; «; ;|2

est toujours non-négative. De plus, le produit scalairesdarRKHS induit par ce noyau s’exprime
directement a partir des signaux selon

kow(xi, 25) = Cuw(xi, Tj). (3.8)

L'expression[(1.0) admet une interprétation temps-éelilt) = (O, Vow) ouVou = 377 1 aF O .
Comme la transformation en ondelettes est linéaire, onrpéatire cette derniére expression comme une
transformée en ondelettes du sigha}_, o ;.

3.3.2 Distributions quadratiques

La classe de Cohen, a laquelle appartient la distributiofVamer, offre une grande diversité de
représentations. Ainsi est-il possible de considérer dslilitions lissées a la lisibilité améliorée, ou
encore des distributions favorisant la résolution de gnoigls décisionnels. Les propriétés inhérentes aux
espaces de représentation correspondants sont détesrparde noyau reproduisant considéré.

Dans le cas général des distributions de la classe de Cameoneidére la forme générale du noyau
reproduisants m (z;, ;) = (CE,CEJ,L ou IT désigne la fonction de paramétrisation de la représen-
tation considérée. Pour certaines de ces distributiors,simplification du calcul du noyau reprodui-
sant est possible, comme pour le spectrogrammesolz;, z;) = [[ [(@i, wy £){x;, we £)|* dt df, avec
wy, £(1) = w(r — t) €27, Plus généralement, on évalue le noyau dans le domaine &eppard se-
lon kem (24, %) ff T, (v, )2 Ay, (v, r) Ay, (v,7)dvdr. Pour la famille des distributions unitaires,
on retrouvery (z;, z;) ff Ay, (v,7) Ag,; (v, 7) dvdr car [IIg:(v,7)| = 1, que 'on simplifie grace
a l'identité de Moyal selotky (z;, z;) = ]<xi,xj>\2. Outre la distribution de Wigner, les distributions
unitaires comprennent celles de Page et de Rihaczek. Toegeadistributions admettent le méme noyau
reproduisant[(3]4) et partagent donc le méme espace régaotii une transformation unitaire pres.
Cette propriété a été abordée a la Sedtion 11.3.1. Dans leedasdistribution a paramétrisation radiale-
ment Gaussienne introduite au Paragraphel2.2.3, notorle gagau reproduisant s’écrit en coordonnées
polaires sous la forme, (z;,2;) = [[ r Ay, (r,0) A, (r,0) e/ ©) dr df .

La mise en ceuvre des différentes méthodes a noyau dans un R$dd8&8ié a une distribution arbi-
traire de la classe de Cohen est rendu possible par I'usageydw reproduisant-u correspondant.
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3.3. Noyaux et RKHS associés aux distributions temps-érémp.

On désigne pati{n I'espace induit par ce noyau. La statistique de décisioresppndante est alors de
la formeA(z) = (CL, Wn), ol ¥ -n désigne la signature temps-fréquence résultant de I'dgziion
d'un critere de performance donné a partir d'un ensemblepientissage formé designauxz ;. Cette
signature appartient au RKHS engendré panlelsisstributionscg, et s'écrit¥ on = Z?:1 B; C,Ej. La
statistique correspondante est alors donnée\paj = >, §; (C}},ng) = > -1 8] Ken(w,xj).

Les propriétés de la signature résultante sont inhérentégpa de distribution temps-fréquence choisi.
En considérant une distribution a interférences rédueepemple, 'espace RKHS comprend de telles
distributions et la signature résultante connait une ritmlude ses termes interférentiels en comparaison
de la distribution de Wigner. Pour s’en convaincre, il suffécrire

\IICH (t’ f)

Bf Mye(t —t', f — f) Wo, (', /) dt’ df’
> [

n
= [t =) [ mwa )
=1
On retrouve alors une version lissée par la fonction de pétrgsationII d'une combinaison linéaire de
distributions de Wigner.

3.3.3 Stratégie hybride

Dans le cas genéral des distributions non-unitaires deakselde Cohen, le calcul dgn(z;, z;)
pour tout couple(z;, ;) de I'ensemble d’apprentissage peut allonger le temps céapissage de la
méthode a noyau considérée. Pour les applications ou lestdengalcul est crucial, on propose d'utiliser
une meéthode hybride qui combine les avantages du noyau ajigpdr de Wigner et des distributions
lissées de la classe de Cohen. Une approche similaire atdéadafuée dans le cadre de détection dans
le plan temps-fréquence. On adapte a présent celle-ci athones a noyau.

Le principe de I'approche proposée repose sur une phasprdigfssage effectuée a partir du noyau
quadratiquesy (z;, ;) = |(x;, z;)|* associé a la distribution de Wigner. La signature tempguieéce
correspondante s’écrit alofgy, = 2}7‘:1 o Wy,. Afin de conférer a celle-ci des proprietés complé-
mentaires telles qu’un contenu interférentiels reduitgp@mple, on suggere de recourir dans un second
temps a un filtrage défini parou(t, f) = [[ (¢ —t', f — f') Yw (¢, f') dt’ df’. En développant cette
expression, on obtient

Fon(tof) = [[Tate— s = ) [ aiwa . ) ol e
i=1

Il 's’agit donc la d’'un élément appartenant au RKHS induit lganoyaux n. La statistique utilisee
est alors donnée pak(z) = [[ CI(t, f) Yen(t, f) dtdf. Notons toutefois que ce principe est sous-
optimum au sens du noyau reproduisapt: dans la mesure ou les coefficient ont été déterminés a
partir du noyau quadratiquey,. On remarque que I'évaluation dgx) nécessite deux filtrages, I'un
appliqué abryy, l'autre alv,.. De maniére équivalente, Il est possible de reformulerdissique afin de
faire porter un double filtrage sur la distribution de Wigderl'observation

A(z) = // e, f)
= //Zzn;aiwxi(t’,f’) [//Htf(t—t’,f—f’) (¢, f) dtdf] dt’ df’.
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Chapitre 3. : Méthodes a noyau dans le domaine temps-fréguen

Nom Noyau reproduisant associé
o | Fourier ke (zi,5) = (24, 25)
Lg Fourier & court-terme ke (i, 25) = ||[w||? (i, 24)
= | Ondelettes kow(zi, ;) = Cy (i, 1)
@ Wigner kw (@i, ;) = (@4, 7))
Z | Spectrogramme kse (T, 25) = [[ @i, we p)(@;,we ) > dt df
T
g Page-Levin, Rihaczek k(i) = (@4, 25) 2
S | Cohen ke (i, o) = [ Mar (v, 7)|? Ag, (v, 7) Ay, (v, 7) dvdr
7‘2
Profil radialement Gaussien r,(zi,z;) = [[ 1 Ay, (r,0) A, (r,0) e *® dr df

TaB. 3.1 — Distributions temps-fréquence, linéaires et quaglras, avec leur noyau reproduisant

On parle alors de filtraga posterioride I'observation. Par analogie, on peut aussi évaluer {estigae
de décision & partir d’'un double filtrage de la signatitge. Il suffit alors d’écrire

@ = ] [ /] Htf@—t',f—f’)Wm@',f’)dt'dfﬂ Wen(t, f) ot of

// W (t', ) [// Mie(t—t', f — f)Ven(t, f)dt df} dt’ df’.

On dit alors que I'on opére par filtragepriori de la signature issue de la distribution de Wigner. On note
gue le double filtrage peut étre effectué avec la méme famckoparamétrisation quand cette derniére
est paire par rapport a ses variables, Bpjt¢, f) = IIi¢(—t, —f), ce qui constitue une hypothése peu

restrictive.

3.4 Récapitulatif : méthodes a noyau dans le domaine tempséiguence

Les méthodes a noyau constituent une avancée considéeatided domaines de la reconnaissance
des formes et de la théorie de I'apprentissage statistlgjless reposent pour la plupart sur la recherche
d’une fonctionnelle)* qui minimise un risque régularisé selon Tikhonov, de la frm

= — V(v
W arggg{ln Z D(wi),yi) + 1 1[I,

ol V est une fonction colt donnée. Les espaces de Hilbert a nepsaduisant constituent un choix
judicieux pourH. L'une de leurs propriétés fondamentales estque) = (v, . ) pour toutr € X.

Il en résulte par le Theoreme de Représentatiomge) = >°7_; ajx(z;, ), les coefficientsy; étant
obtenus par la minimisation du risque régularisé évoquiessus.

Le choix d'un noyau reproduisant associé a une distribudioifa classe de Cohen a des effets régu-
larisants sur la solutio® . Ceci est montré a partir de I'expression suivante

| Wenl? = [(Tee, Wa) [ < [Tl [[Wol|* = | Thee | (|, (3.9)

ou I'inégalité est due au théoréme de Cauchy-Schwartz. Bentains cas, la statistique peut étre évaluée
directement a partir des signaux sans qu'’il soit nécesdairhiber les représentations temps-fréquence.
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3.4. Récapitulatif : méthodes a noyau dans le domaine tdréagsence

Hgw
X
Hw

\ —
z; ‘\ i Hen

FiG. 3.2 — lllustration des espaces de représentation terégadnce associés a la distribution de Wi-
gner, au spectrogramme et a une distribution arbitraire déasse de Cohen, avec les signatures temps-
fréquence optimales correspondant a chaque espace, @k signature sous-optimale obtenue par la
stratégie hybride.

Lorsque tel n'est pas le cas, on suggeéere de recourir a urtégtrahybride combinant les avantages
calculatoires liés a la distribution de Wigner et les prég@s d'autres distributions de la classe de Cohen.
Elle consiste a filtrer la signature obtenue a partir du naysadratique de Wigner a l'aide de la fonction
de paramétrisation de son choix. Cette technique estréesur la Figure3l4.

Dans la suite, on met en ceuvre ces principes dans le cadraé@e-b-noyau et de la discrimination
par AFD-a-noyau et SVM. Le choix d’une distribution tempé&efuence adaptée pouvant étre considéré
comme un probléme de sélection de noyau, on traitera cettiqn a I'aide d’un critére spécifique aux
méthodes a noyau.
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Chapitre 4

Analyse en composantes principales
dans le plan temps-fréequence
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L'outil le plus utilisé pour I'analyse et la représentatidlnn ensemble de données est incontestable-
ment I'analyse en composantes principales (ACP), étamdlens propriétés théoriques et sa simplicité
de mise en ceuvre. Le cadre général des méthodes a noyadagffrertunité d’en développer une ver-
sion non-linéaire. Dans ce chapitre, on adapte cette méthfid qu'elle puisse opérer dans le domaine

temps-fréquence pour l'analyse de signaux non-statioemai

Ce chapitre est organisé ainsi. On commence par un courag@ass revue de différents travaux
sur 'ACP et sur des tentatives d'implémentation dans le alam temps-fréquence. Puis on présente
cet algorithme dans sa version linéaire avant de s'intéresson extension non-linéaire. On propose
alors sa mise en ceuvre dans le domaine temps-fréquencelaalistribution de Wigner puis d’autres
distributions temps-fréquence. Pour montrer l'intéréhdie approche, on clot ce chapitre par une étude
de la complexité calculatoire de l'algorithme que I'on carp a celle de I'ACP classique appliquée

directement a des distributions temps-fréquence.
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Chapitre 4. : Analyse en composantes principales dans le tglamps-fréquence

4.1 Introduction

L'analyse en composantes principales (ACP) est une méthmusupervisée menant au sous-espace
optimal qui capte la plus grande part de variance des don@@&tte technique linéaire est couramment
utilisée a des fins de représentation de données initiakedeegrande dimension, ou pour en extraire
des paramétres destinés a nourrir une régle de décisiamali/s®e en composantes principales a noyau
(ACP-a-noyau), okernel principal component analysih anglais, constitue une extension non-linéaire
de 'ACP a des espaces de représentation induits par desxogproduisants. Mieux que I'ACP clas-
sigue, l'information extraite est liée non-linéairemenk@onnées d’entrée. Comparée a d'autres exten-
sions non-linéaires de 'ACP, par exemple les réseaux denes, elle bénéficie d’'une stabilité et d’'un
co(t calculatoire réduit. Pour une description de 'ACP etf’dCP-a-noyau, on renvoie le lecteur aux
ouvrages classiques [Jol86, DK96] et aux travaux de Schbkdocoll. [SSM98[ Mik98, SSM99].

De nombreux travaux de recherche ont été menés dans le domaitanalyse temps-fréquence
non-supervisée, conduisant assez naturellement leshehesca mettre en ceuvre I'ACP sur des don-
nées extraites des distributions temps-fréquence. Orpaitexemple I'article[[SBE8], ou Staplet@n
coll. propose d'utiliser 'ACP afin de déterminer une base orthard® pour une collection de segments
musicaux, en rappelant que celle-ci est plus naturelle gliliesdformées par des tonalités pures a la Fou-
rier, avec 'inconvénient de ne pas opérer dans le domampgadréquence. D’'autres travaux tentent de
réduire la dimensionnalité d’'une représentation en atiides premiéres composantes principales obte-
nues par ACP. Ceci est le cas ddns [BN91,NBD93] ou Nastabll. utilisent une composante principale
issue des coefficients de la transformé de Fourier a caumietePlus récemment, I'ACP a été mise en
ceuvre avec des vecteurs spectraux dans [DMCB00, MCDO0O§ Raradre de la distribution de Wigner,
la décomposition de celle-ci sur une base de représerdaomps-fréquence a fait I'objet de plusieurs
publications, dont [ME85, Mar97, Ami94], ou plus récemmemtore avec les ondelettes dans [MCA06].

De maniére certes réductrice, les distributions temppardce peuvent étre considérées comme des
images. On peut alors profiter de la vaste littérature ssatie de ’ACP dans le domaine du traitement
d'images. Par exemple, Sirovi@t coll. proposent dans [SK87] de contourner le probleme de la taille
I x | élevée des images traitées en les considérant sous forme de vectetadlelé’ et en y appliquant
une ACP. Dans [TP91], Tur&t coll. ont recours a cette approche pour la classification et latidhede
visages. Plus récemment, 'adaptation de cette approalrd’apnalyse des distributions temps-fréquence
a été proposée daris [EBGO05]. Ces démarches ne profitenfoisytas des avancées théoriques et des
co(ts calculatoires réduits gu’offre I'ACP-a-noyau.

On propose dans ce chapitre une mise en ceuvre temps-frégde@&CP, rendue possible par les
deux concepts clés des méthodes a noyau que sont le coup alu @i Théoréeme de Représentation.
Par un choix approprié du noyau, 'ACP opére alors impliogat dans le domaine temps-fréquence
sans qu'il soit nécessaire de calculer les distributions.

4.2 Analyses en composantes principales, classique et a aay

4.2.1 Algorithme classique de 'ACP

Considérons un ensemble deobservation§z1, ..., z,} dans un espace dondéde dimensiori.
On suppose que ces observations sont centréesWdCP vise a rechercher des espaces de projection
pertinents pour les données en maximisant leur variangetpeo Les composantes de faible variance
sont associées a du bruit, et écartées de fait.
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4.2. Analyses en composantes principales, classique gtauno

On recherche: maximisant la variance des données projetéesu), pouri = 1, ..., n. La fonction
colt a maximiser est définie par
1< )
= i, u),
n 4
=1

sous la contrainte de normalisatidn, ) = 1. Le probléme d’optimisation avec contrainte est alors
donné par le Lagrangien

L) = S [ ) = gl ) = 1),
=1

ou u est le multiplicateur de Lagrange. La solution a ce probléstebtenue par I'annulation des déri-
vées par rapport a et au, ce qui conduit au systeme suivant

Cu= M\u,

ouC =13  z;z] estlamatrice de covariance des données, ayeeprésentant un vecteur colonne
de taillel etz sa transposée. Léscouples(),u) ainsi obtenus forment les valeurs-vecteurs propres
deC. Puisquehu = Cu = %Z?:1<$z’au> x;, les vecteurs propres appartiennent a I'espace engendré
par lesn donnéeseq, . .., x,. On parle alors d’'une transformation de base, ou la noubelse formée
parui,...,u, est orthonormée. Les nouvelles coordonnées @'alonné, appelées composantes prin-
cipales, sont déterminées par projection sur cette hase, ), ..., (z, u,). Les valeurs propres de cette
matrice correspondent a la variance dans chacune desialiectéfinies par les vecteurs propres. Par
cette construction, le sous-espace engendré par feemiers vecteurs propres, ordonnés dans le sens
décroissant de leurs valeurs propres, minimise I'erreadoptique de reconstruction. Sbit la matrice
formée en colonnes par léspremiers vecteurs propres. La matriee, = U,CU,;r correspond alors a la
projection sur le sous-espace engendré par les colonn&g,dmit uq, . .., u;. Pour une dimensiok
donnée, 'ACP minimise alory_}, || Py, z; — z;i||*.

4.2.2 ACP dans un espace transforme

L'un des inconvénients de I'ACP réside dans sa linéarités Baeteurs principaux sont obtenus in-
dépendamment du fait que des lois non-linéaires puissginieécomportement du systéme étudié. Afin
de pallier cet inconvénient, on s’intéresse aux composantacipales dans un espace transformé lié par
une relation non-linéaire a I'espace des données.

On considére donc la transformation x; — ¢(z;) de X vers I'espace transfornt®. On suppose
que les images(z1),. .., #(x,) sont centrées a l'origine d&, c’est-a-dired """ | #(z;) = 0. LACP
pratiquée dans I'espadé consiste a diagonaliser la matrice de covariance

Co= 13" olar) olar) @)
=1

On cherche alors un vecteur propkeet la valeur propre\ non-nulle associée qui vérifient I'équation
AV =Cy V. 4.2)

En substituant I'expressioh (4.1) dahs {4.2), on obtient
An® =Y (p(x:), ) p(xs), (4.3)
=1
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Chapitre 4. : Analyse en composantes principales dans le tglamps-fréquence

ou (-, -) désigne le produit scalaire dans I'espateet (¢(x;) , V) est obtenue par la projection déz;)

sur le vecteur propr&. En examinant cette expression, on remarque que touteosoln;, appartient

a 'espace engendré pan(z,),...,¢(zy,)}, permettant ainsi de I'écrire sous forme de combinaison
linéaire

e =Y o dlas). (4.4)
=1
En placant cette expression dans I'expresdiod (4.3), aardbt

)\TL;O@‘,I@ () = 20@7;9 Zlgb(xj) (b(x;), b))

En calculant le produit scalaire de chacun des deux membeesp@z;/) pour touti’ = 1,...,n, on
obtient des expression ne faisant intervenir les donnéagmers des produits scalaires de leurs trans-
formées. On définit alors la matrice de Gréfmde dimensions x n, dont I'élément(s, j) est

(K)ij = ((xi), p(x5)),

ou sous forme vectorielleK); ; = ¢(x;) " ¢(x;). L'expression résultante est alors

nA\Kay, = Koy, (4.5)
oy, désignant un vecteur colonne formeé pary, . . ., «,, ;. Pour déterminer la solution a ce probleme,
on cherche les vecteuts solutions de
nda = Ka. (4.6)
Soientu, > ... > pp les valeurs propres &t,, ..., a7 les vecteurs propres correspondants. Afin

d’avoir des vecteurs proprds, normalisés dans(, selon(¥;, , U;) = 1 pour toutk = p,...,n avecy,
la premiére valeur propre non-nul, on écrit

(Tr, Tk) = > aipar(d(zi), o(x;))

1,j=1

n
= Zai,kaj,kKi,j
ij—1
= <Oék,KOtk>
= (o, o),

pour toutk = p,...,n. La condition de normalisation d&; se traduit alors en une normalisation des

vecteursoy, selon

1
low||? = —. (4.7)
223

La k°™ecomposante principale d’une donnée tesst obtenue par projection de son image) sur ¥,
selon I'expression

Ap() = (@(x), Ug) = > i (d(x) , d(x:)) (4.8)
=1

On remarque que ni I'équation a résoudrel(4.6), ni 'expoesde la projection[(4]8), ne nécessitent
d’expliciter les images(z;) puisqu’elles reposent uniquement sur leurs produits sealaOn peut alors
recourir a des fonctions qui permettent de déterminer ledyits scalaires dans I'espace transformé,
sans calculer les images. |l s’agit la de I'esprit des méthai noyau. L'algorithme de 'ACP-a-noyau
est introduit ci-dessous, aprés la présentation du casahesds non-centrées.
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4.2. Analyses en composantes principales, classique gtauno

4.2.3 Centrage des données dans I'espace transformé

Pour simplifier, nous avons supposé que les données sordéegdans I'espadé. Si cette opération
est aisée dand’, ceci est moins immédiat dans I'espace transfotmneéu il faut expliciter les images
afin de les centrer seloff (z;) = ¢(z;) — 2 >, ¢(xx). Sachant que I'algorithme final de 'ACP dans
I'espaceH ne nécessite que le calcul de la matrice de GFanon souhaite adopter celle-ci pour centrer
les données darfg sans expliciter leurs images.

Chaque élément de la matrice de Gram des données centréegg gant s’'écrire
(K%ij = (0%(xi),¢%(x;))
1 1
= {(0(@) = = D" dlan) dlay) — — > élow))
k K/
1
= (o(xi), d(z5)) - — > ($lar), b))

k

6 Gan) + i S(6(n) )
.

kK

Ceci permet d’écrire sous forme matricielle la matrice darsdes données centréEs a partir de la
matrice des données non-centréésselon

Ke=K-11,K - 1K1, + L 1,K1,, (4.9)

avec1l, désignant la matrice unité de dimensiams< n telle que(1,);; = 1. En factorisant cette
expression, on trouve I'expressidf = (1 —11,,) K (1 - 21,,), ol 1 est la matrice identité telle que
(1);; = di;. On peut alors déterminer la matrice centrée directemeatté pe celle non-centrée, sans
exhiber aucune des images, pour tout 'ensemble d’apgezamge.

Il nous faut évaluer la matrice de GraRi“ des données test ..., z! centrées. On détermine
cette matrice a partir de la matrice non-centféeformée par les élémentd?); ; = (¢(zf), ¢(z;)).
Pour cela, on utilise la méme démarche que précédemmemtobtient une expression similaire[a (4.9)
pour K¢, avec

K=K -1k, - 11, K+ 11,,K1,, (4.10)

ou 1, désigne la matrice unité de dimensiang n. On remarque que les deux premiers termes de
cette expression dépendent Hé, donc du produit scalairés(x?), -), alors que les deux derniers ne
contiennent que la matridé. On peut alors considérer quedd™coordonnée principale donnée En{4.8)
de toutz’, donné s'écrith, () = Y1 ok’ (2, i) + b, OUK/ (], ;) = (K" — £ K'1,);, etle biais

b est déterminé a partir de I’expressi@?:1 QK (n—lglmKln - % 1;,K);;. On peut alors évaluer les
composantes principales pour tout point test sans mémeavetourir au calcul de son image.

4.2.4 Algorithme de 'ACP-a-noyau

Comme on vient de voir, le calcul d'une ACP dans un espacsftitené? s’exprime sous forme
de produits scalaires des observations. D’aprés le réslitanu, tout vecteur proprg;, appartient a
I'espace engendré par les images des observations. Cafpde I'exprimer comme une combinaison
linéaire de ces derniéres conformément a I'expres§ial). (@< deux observations ne font que traduire
le coup du noyau et le Théoréme de Représentation, qui seribihelements des méthodes a noyau
présentés au Chapiire 1.

49



Chapitre 4. : Analyse en composantes principales dans le tglamps-fréquence

Données | A= {z1,...,z,} Base d’apprentissage
k(-,+), ot noyau reproduisant, donnée test
Algorithme | (K); ; = k(zi,2;5), i, =1,...,n Matrice de Gram des données non-centrées
K=K-11,K-1K1,+ 2%1,K1, | Matrice de Gram des données centrées
[V, A] = eig(K) Vecteurs et valeurs propres de
a.p = ﬁvk Vecteurs propres de la matrice de covaria6ce
Sorties U= 0, (x;) k€M€axe principal
(2" = >, ayrk(at, x;) k®Me composante principale dé

TAB. 4.1 — L'algorithme ACP-a-noyau

Un résumé de l'algorithme ACP-a-noyau est donné au Tablgale# utilisant un noyau défini po-
sitif (-, ) sur des observations daA§ cet algorithme correspond & une ACP dans un autre e§pace
Cette observation nous permet de profiter de la vaste litti€ralans le domaine puisque les différentes
propriétés de I'ACP se trouvent transférées a I'ACP-a-noyas axes principaux sont orthonormaux
dans I'espacé{. En supposant qu’ils sont ordonnés par valeurs décroessal® leurs valeurs propres,
lesk premiers axes principauXy, . .., ¥, expliquent plus de variance (de I'ensemble d’apprergssa
que n’'importe quelleg autres directions. En projetant les données sur ce soasalsp, on obtient les
k premieres composantes principales (non-linéaires),misaint ainsi I'erreur quadratique de recons-
truction. On posanfy, ¢(z) = Zle B;¥; la projection dep(x) sur ce sous-espace, 'ACP-a-noyau
minimise >-"_, || Py, ¢(z:) — ¢(x;)||* pour une dimensiok donnée du sous-espace. ComEézl)\i
correspond a la variance des données dans le sous-d$pdaalimensionk est souvent choisie de sorte
querzl)\i/ >, A correspond a la variance qu’on cherche a restituer.

Tout comme I'ACP classique, I'ACP-a-noyau peut étre miseaarvre dans différents problémes, en
réduction de dimensionnalité et sélection de variables @8]Bdétection de nouveauté [Hof06], com-
pression, débruitage et reconstruction [MS9/TK0Z]. Toutes ces références correspondent a I’ACP-a-
noyau pour différentes applications, et s’appliquentraesét au domaine temps-fréquence comme on le
montre au paragraphe suivant.

4.3 Mise en ceuvre de 'ACP dans le domaine temps-fréquence

Comme évoqué au Chapifré 3, on peut adapter le concept desdaéta noyau dans le domaine
temps-fréquence grace a l'usage d’'un noyau appropriéadiitsen particulier du cas de 'ACP-a-noyau
comme présenté ci-dessous dans le contexte de la digtribdei Wigner, que I'on étend ensuite aux re-
présentations linéaires et quadratiques. On conclut paanalyse de la complexité de notre algorithme,
gue I'on compare a un algorithme classique de 'ACP appligwé distributions temps-fréquence des
données.

4.3.1 Distribution de Wigner

On considére un ensemble designauxzy,...,z, € X, chacun de tailld. LACP-a-noyau peut
étre configurée de sorte a opérer directement sur leurgbdiidns de Wigner avec le noydu (B.8)-(3.4),
soit kw (24, 7;) = |(z;,z;)|*. Soit Hy 'espace de Hilbert induit par ce noyau. L'étape principdde
lalgorithme est la diagonalisation de la matrice forméef§g, — = 1, Ky — = Ky 1, + -5 1, Ky 1y,
ou(Kw);; = kw(z;, ;) etl, estlamatrice unité de tailkex n. Les vecteurs propres, , . . ., o, ainsi
obtenus, ordonnés par ordre décroissant de leurs valenypsegt sont normalisés selpn||a||? = 1

comme expliqué précédemment.
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4.3. Mise en ceuvre de I'’ACP dans le domaine temps-fréquence

FIG. 4.1 — La premiérda) et la secondéb) signatures principales obtenues par la mise en ceuvre de
I’ACP-a-noyau avec la distribution de Wigner, pour une fdanile signaux a modulation fréquentielle
parabolique.

Dans ce contexte, les axes principaux sont définis dans acesie représentation temps-fréquence,
plus particulierement dans I'espaktgfy engendré pafi,,, ..., W, }. On propose de parler de signa-
ture temps-fréquence principale pour désigner un axeipdahdien gu’elle ne soit pas forcément une
distribution temps-fréquence valide. k&M signature principale s'écrit alors

n
Up =Y oip W, (4.11)
=1

aveco; i, la i*™€ composante dey,. Les signatures principales sont orthonormales, vérifiexpression
(U;,¥;) = 6;; ou ¢ désigne le symbole de Kronecker. Cette propriété se traidums le plan temps-
fréquence par I'expression d’orthonormalif¢ W, (¢, f) (¢, f) dt df = &;;, pour touti, j = 1,...,n.

Pour un signak donné, la composante principale extraite de&°€ signature principale est obtenue par
la projection d&V,, surW,. Ceci se traduit par I'expression

Ap() = (Wa, Wg) = > i how (2, 23).
i=1

Cette expression correspond ak" coordonnée dite non-centrée deEn modifiantsyy (z, z;) se-
lon (4.10), on centre implicitemeft, dans I'espace engendré par fes. On considéere I'espace engen-
dré par lesk premiéres distributions proprelS;, = {Uy,...,¥x}. Il est possible de projeter les repré-
sentations dans cet espace, obtenant ainsi un ensemblecteposantes principales, (x), ..., Ax(x)
pour la distribution de Wigner d’un signal On peut alors représenter le signal par kesordonnées.
En considérank < n, on parle de réduction de dimensionnalité. On rappelle '‘ggpacel/;, obtenu par
’ACP minimise I'erreur quadratique moyenne de reconstonc) !, || Py, Wa, — Wa, ||

Pour illustrer la mise en ceuvre de I'ACP-a-noyau avec laridigion de Wigner, on considere
'exemple suivant. Soit un ensemble #1600 signaux de taill&54. Chaque signal contient une modu-
lation fréquentielle parabolique variant de 0.1 a 0.4 Hyéndans un bruit blanc Gaussien additif, avec
un rapport signal-sur-bruit de 0 dB. LACP-a-noyau de Wigest alors utilisée pour déterminer les si-
gnatures principaleg, et les composantes principalégs(-) de I'ensemble d’apprentissage. La premiére
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FIG. 4.2 — On illustre erja) les valeurs propres normaliségs par x et leurs cumuléegfﬂ)\i par+
associées aux 100 premiéres distributions principalesb Eifes signaux sont représentés dans I'espace
défini par les deux premiéres signatures principales.

FiG. 4.3 — Les 3 premiéres signatures principales obtenuegiagaspectrogramme pour la méme base
de données qu’'a la Figure #.1.

signature principalél; représentée a la Figure %) montre qu’elle est en mesure a elle seule d’ex-
traire I'information temps-fréquence des données brsit€ette caractéristique des signaux est absente
de la seconde signature principale, illustrée a la Figube(#). Cette observation peut étre quantifiée
a partir des valeurs propres. On considére la valeux;, qui correspond a la variance extraite par la
signature principal@ . Cette valeur est souvent normalisée par la variance tptdlg \; afin d’évaluer

le pourcentage de variance expliquée. A la Fiduré(4)2 on représente er ces valeurs normalisées
pour les 100 premiéres signatures principales. On retrigufiggt que la premiére signature principale est
beaucoup plus intéressante que les autres. D'autre padposente par sur la méme figure les valeurs
de Zfﬂ)\i, pourk = 1,...,100. Ces valeurs correspondent a la variance expliquée paslssespaces
optimaux de dimensions, normalisées par la variance totale dahg .

4.3.2 Autres distributions temps-fréquence

Dans le cas d'une distribution de la classe de Cohen, unitdga@ similaire au cas précédent est mis
en place, la seule différence majeure étant 'usage du n@moduisantn (z;, ;) = (C}., CEJ,), ou
IT désigne la fonction de paramétrisation de la distribution.
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4.3. Mise en ceuvre de I'’ACP dans le domaine temps-fréquence

FiG. 4.4 — Les 3 premieres signatures principales obtenuesapgtrdtégie hybride combinant noyau
quadratique et spectrogramme.

Pour le spectrogramme, on considére le noyau(x;,z;) = [[ [(zi,ws ) {zj, we r)|* dt df, ou
wy (1) = w(r — t) e¥™/7. On adopte une fenétre de lissage de Hamming de taille 16n@ola
montre la Figuré_413, les trois premiéres signatures grales ont hérité du caractere lissé du spectro-
gramme et de I'absence d'interférence. Cette propriétduyirales distributions quasi-dépourvues de
bruit. Le Figure[4.b5(a) présente la variance expliquée par chacune des distrilsupancipales. En
projetant les signaux d’apprentissage sur les deux premien obtient leurs coordonnées principales,
présentées & la Figure ¥(b). Pour comparer les résultats obtenus avec la distribuioWidner et le
spectrogramme, on propose de projeter les données surraigpe signature principale, comme pré-
senté a la Figurle 4.&). On retrouve I'effet de lissage du spectrogramme qui ptails représentations
a faible variance. On s'intéresse maintenant a la stratdgigde introduite a la Sectidn 3.8.3. En conju-
guant le noyau reproduisant associé a la distribution den@vigt I'espace de représentation associé au
spectrogramme, on obtient les trois premiéres signatunesifales illustrées a la Figuke 4.4. Cette ap-
proche s’étend facilement a d’autres distributions de das# de Cohen. On peut alors aborder I'étude
des premiéres signatures principales pour chaque typesttébdiions temps-fréquence, ou encore les
comparer entre elles, comme on l'a illustré & la Figuré& 4)%vec le spectrogramme et la distribution de
Wigner. On illustre en Figuiie 4.6 les 200 premiéres valetopnes normalisées associées aux différentes
distributions temps-fréquence de la classe de Cohen. Emfisijntéresse en Figure 4.7 a la transformée
de Fourier a court-terme. On y représente le module des demxigres signatures principales (@ et
(b), ainsi que les 100 premiéres valeurs propres normaliségs.en

4.3.3 Complexité calculatoire
Distribution de Wigner

L'utilisation de I’ACP classique directement sur les dimitions de Wigneriv,,, ..., W, , produit
le méme résultat que I'approche préconisée dans ce chapiaoir 'usage du noyau de Wigney
avec I'’ACP-a-noyau. Toutefois, I'approche classique esvent trés lourde en calcul. Ceci est principa-
lement da a la génération de la matrice de covariance, et mgardlisation. Puisque chaque distribu-
tion de Wigner est de taill&?, la matrice de covariance desdistributions,C' = 15" W, W, est
de taillel? x 12, nécessitant aingD(1*n) opérations. La détermination des vecteurs propres etngleu
propres d’une matrice de cette taille requi@i®) opérations.

L’ACP-a-noyau conduit a un algorithme beaucoup plus efécae Tableal 4]2 en présente les dif-
férentes étapes de I'algorithme dans le cas de la diswibute Wigner, ainsi que leur complexité cal-
culatoire. Pour comparer cet algorithme a I'ACP classiqueremplace dans celle-ci les deux étapes
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Instructions Expressions Complexité
Algorithme de base

1. Calculer la matrice de Gram (K)i; = nw(xl,xj) = |(xl,gcj>|2 O(n?l)

2. Centrer implicitement les données | K = K — % 1, K-> Kln + 2 1,K1, O(n?)

3. Décomposition dé& et normalisation| [V, A] = eig(K) O(n?)
Sortie :Signature principale

4. Calculern distributions de Wigner | W, O(nl?logl)
5. Lak®™M¢signature principale Up=>"0" ik Wa, O(nl?)
Sortie :Composante principale

6. Calculer la matrice de Gram test (K%, = mw(xz,x]) |(xt, x >|2 O(ntl)

7. Centrer implicitement les données tesk* = Kt — 11, ,K — iKt n+ 3 1y K1, O(nt)

8. Lesk®M®composantes principales | Ay (z}) = 37 ajr (K')ij O(tn?)

TAB. 4.2 — L'algorithme ACP-a-noyau pour la distribution de Wég et le colt calculatoire de chacune
de ses étapes étant la taille des signaux, etn! les tailles respectives de I'ensemble d’apprentissage
{x;} et de 'ensemble de te$t:}.

évoquées ci-dessus et de complexité*n) et O(15), par les étapes 1., 2. et 3. du tableau qui sont de
complexitésO(n?1), O(n?) et O(n?) respectivement compte tenu du fait que la matrice a diagpamal
est de taillen x n. Cette efficacité calculatoire s’étend aussi a la déteroimaes signatures principales

et des composantes principales. Pour les résultats, ¢a s&parément dans le tableau le cas de la si-
gnature principale et celui de la composante principal&sapremier cas, on suppose que le calcul de
la distribution de Wigner nécessite(/2 log I) opérations, sans tenir compte de la nature Hermitienne de
la fonction d’ambiguité, ni du type de discrétisation. Uicahitératif permet la mise a jour d&;, pour
chaque distribution de Wignév,,, selon¥;, «— ¥, 4 «a; , W,,, sans la nécessité de mettre en memoire
toutes les distributions temps-fréquence nécessairemiti®’ part, la détermination de la composante
principale ne nécessite aucun calcul de distribution.

e et

Me coordonnée principale

zé

kEMe composante principale (normalisée)

i
0005000000

16" coordonnée principale du spectrogramme

Variance récupérée parsignatures principales

8
8

S0 400 300 e 400 %6 -100 L, 0 . . 10 200
1 coordonnee prlnmpale 1*"® coordonnée principale de Wigner
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FIG. 4.5 — Résultats obtenus dans le cas du spectrogramméa) em présente les valeurs propres
normalisées et leur somme cumulée, et(gnon représente les signaux dans I'espace défini par les
deux premiéres signatures principales. On compare les agoroches, Wigner et spectrogramme, en
représentant les données dans leur espace)en
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FIG. 4.6 — Comparaison de la répartition des 200 premiéresngeapres pour différentes distributions
temps-fréquence de la classe de Cohen

Classe de Cohen

Pour les distributions de la classe de Cohen, on obtient goritime similaire dans le cas des
distributions unitaires, donc d'une complexité équivedea celle obtenue par Wigner. Ceci n’est pas
le cas de la plupart des distributions quadratiques, ouff@reince principale est alors la détermination
de la matrice de Gram qui nécessite en général le calcut distributions. On considére que toutes les
distributions de la classe de Cohen nécessitd(it log /) opérations. L'étape 1. dans le Tabléad 4.2 est
alors remplacée par deux étapes, le calculiddstributionsC,, avec une complexité d@(ni?logl),
et la détermination de la matrice de Gréi); ; = (C.,, Cs,), avecO(n??) opérations. Dans le cas de
I'approche hybride, on détermine les coefficients de pattBrsa. 5, par I'algorithme de Wigner, puis

composante priromipalg (norgnalisgfe)

e

kém

FIG. 4.7 — On présente €ia) et (b) le module des deux premiéres signatures principales oksgquar la
transformée de Fourier & court-terme, efenles 100 premiéres valeurs propres.
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600
ACP-a-noyau-avec-C
500r q

400 /

300" / e
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== 'WignewACP

100F -a-noyau-avec-yWigner

,74;// T . . . . . .
GO 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
n

FIiG. 4.8 — Temps de calcul pour 'ACP-a-noyau et I'ACP appligaé& distributions temps-fréquence,
en fonction du nombre: de signaux de taill&4. On présente les résultats obtenus a partir de deux
distributions, Wigner et Choi-Williams (CW).

les signatures principales sont déterminées en calcidardistributions temps-fréquence en question.
On obtient alors une complexité similaire a celle de la ttigtron de Wigner.

La Figure[4.8 présente un comparatif du temps de calcul, ectitm de la taillen de 'ensemble
d’apprentissage de signaux de taifi¢, de I'ACP-a-noyau et de I'ACP classique appliquée aux dis-
tributions temps-fréquence. On considére en particudiadistribution de Wigner et la distribution de
Choi-Williams. La premiere étant unitaire, alors que leosgle ne I'est pas. L'implémentation est faite
sur Matlab avec la Toolbox Temps-Fréquence [AFGLO05], etlg@rimentations reposent sur un ordina-
teur portable de processeur Pentium M0 GHz, et de mémoire vive deGB. Comme prévu, le temps
calculatoire est linéaire em pour 'ACP appliquée directement sur les différentes ffistrons temps-
fréquence. Ceci est di & la complexité de calcul de la matd@ovariance, qui est de 'ordre d&i4n),
donc linéaire em. D'autre part, celui-ci est polynémial pour I'ACP-a-noyaomme dans le cas de la
distribution de Wigner, di aux étapes 1., 2. et 3. qui sonbén?l), O(n?) et O(n3) respectivement.
On peut vérifier que I'algorithme de I'’ACP-a-noyau est plfficace que celui de 'ACP, tant queest
inférieur a2, vu que les deux approches reposent sur la diagonalisatiomatrices de dimensiomsx n
eti? x 2 respectivement. En pratique, cette condition est souesnplie.

Transformation linéaire

Dans le cas des transformations linéaires, le calcul estgitaple puisque le noyau utilisé est un
noyau linéaire, et I'axe principal est obtenu par une seaalesformation d'un signal formé par combi-
naison linéaire des signaux de I'ensemble d’apprentisdag@ableau[ 4]3 présente la complexité des
différentes étapes de I'algorithme de I'’ACP pour une tramsftion linéaire, en particulier le cas de la
transformée de Fourier a court-terme. Comme centrer iitgient les données revient a les centrer
dans I'espace d'entrée, on considére la seconde appraeing€cassitant aucun calcul matriciel.

Optimisation de la complexité calculatoire

Pour déterminer les vecteurs propres et les valeurs pralgrés matrice de Gram de taille x n,
on a besoin d&(n?) opérations. Un grand nombre d’'applications ne nécess#téepzalcul de tous les
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4.3. Mise en ceuvre de I'’ACP dans le domaine temps-fréquence

Instructions Expressions Complexité
Algorithme de base

1. Centrer les données T =i — 5 Y0 O(n)

2. Calculer la matrice de Gram (K)ij = ripw (2§, 25) = |wlf® (2§, 25) | O(n?l)

3. Décomposition dé& et normalisation| [V, A] = eig(K) O(n?)
Sortie :Signature principale

4. Le k®*M€signal principal Zh = Do Ak T O(n)

5. Lak®Mesignature principale U =FY O(1?)

Sortie :Composante principale
6. Centrer les données test - DR O(n')
8. Lesk®Mecomposantes principales | Ay (z}) = kpw (2, 2) = |lw||? (zh°, 21.) O(n'l)

7 )

TAB. 4.3 — L'algorithme ACP-a-noyau pour la transformée de Feour court-terme, ainsi que sa com-
plexité calculatoire] étant la taille des signaux, et »n! les tailles respectives de I'ensemble d’apprentis-
sage{z;} et de 'ensemble de te$t!}.

vecteurs propres. Dans ce cas, on peut avoir recours a deedesétitératives pour calculer les vecteurs
propres correspondants aux valeurs propres les plus getd;n Dans [KFS0B, KES05] par exemple,
les auteurs proposent une technique d’ACP-a-noyau iérhtisée sur I'algorithme Hebbien généralisé,
obtenant non seulement une implémentation efficace mass amis capacité de traitement en-ligne de
I'ACP. Les auteurs de [RA03] proposent une méthode itégtiour réduire la complexité calculatoire

de calcul d'une composante principale.

Au-dela de ces approches destinées a proposer des algesigéquentiels pour I'ACP-a-noyau, on
propose dans la Parfié Il de ce document une approche deginar déterminer un sous-espace optimal
au sens de I’ACP-a-noyau. Celle-ci est soutenue par dekatssinéoriques, dont la Propositibn]7.7 au
Chapitre[¥. Au Chapitrgl 8, on propose un algorithme séogletdtthCP-a-noyau, avec une complexité
calculatoire linéaire par rapport a I'ordre du modele rédonsidéré. Le dernier chapitre est dédié a
la mise en ceuvre de ces algorithmes sur des signaux biomgdidais avant, on poursuit I'étude de
méthodes de reconnaissance des formes dans le domaineftémpnce dans un cadre d’'apprentissage
supervisé.
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Chapitre 5

Discrimination de sighaux
dans le domaine temps-fréguence :
I'analyse factorielle discriminante

Sommaire

Ce chapitre est consacré au probléme d’apprentissagev@aégnius précisément a la discrimination
de signaux non-stationnaires. On s'intéresse a l'algoetitlassique de I'analyse factorielle discrimi-
nante qui permet de déterminer une direction maximisaréparabilité des classes tout en minimisant
la variance au sens de celles-ci, conformément au criteféisther. Par 'usage du coup du noyau et
du Théoréme de Représentation, il est possible de recoesitiite méthode dans un espace transformé
plus pertinent pour représenter les données. Pour lamlisaiion de signaux non-stationnaires, un choix
naturel est donné par les distributions temps-fréquence.

Ce chapitre est organisé ainsi. Tout d’abord, on rappelimid¢exte de la discrimination en recon-
naissance des formes. On décrit alors I'analyse facterdicriminante, ainsi que sa version non-linéaire
obtenue au moyen d’'un noyau reproduisant et du RKHS as<oniétudie alors cette approche dans le
domaine temps-fréquence. On conclut ce chapitre par ddisagns dans le cadre de la discrimination
a deux classes et plus.

5.1 Introduction

En reconnaissance des formes, I'analyse discriminantsisterprincipalement a déterminer un es-
pace de représentation qui maximise la séparabilité decdsrappartenant a différentes classes, permet-
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Chapitre 5. : Discrimination de signaux dans le domaine teffipquence

tant ainsi de définir une statistique de décision qui démerfi@ppartenance de nouvelles données a l'une
des classes en question. Dans le cas particulier de donpgagemant a deux classes, on cherche une
direction telle que leurs projections selon cette directipésentent le plus fort contraste. Cette idée a été
initialement développée par Fisher [Fis36] avec I'anafgstorielle discriminante (AFD), qui conduit a
une direction qui maximise I'écart des moyennes des dewssetadans cette direction, tout en minimi-
sant leurs variances respectives.

Sila portée de 'AFD sous sa forme standard se limite a laradtation de statistiques linéaires, il est
possible d'élaborer des régles de discrimination noralines par I'application préalable d'une transfor-
mation non-linéaire sur les données. Or, il S'avére que @el@me peut étre résolu en ne considérant que
les produits scalaires des données transformées de I'eiséempprentissage. Ce résultat, initialement
présenté par Mikat coll. dans [MRW"99], fait usage du coup du noyau sans qu'il y ait nécessité-d’e
hiber la transformation non-linéaire associée. L'aldgorie AFD-a-noyau [MRW 99/Mik02] profite de
ce concept pour résoudre un probléme de discriminationlinéaire a deux classes. Une généralisation
de cette méthode aux probléemes multi-classes est propaséBA0Q], connue sous le nom d’analyse
discriminante généralisée a noyau (ADG-a-noyau).

Pour la classification de signaux non-stationnaires, it @gre naturel d’adopter le plan temps-
fréquence comme espace de représentation préalable ada ghadiscrimination. Dans ce chapitre,
on considere la mise en ceuvre de 'AFD-a-noyau dans le dariamps-fréquence par un choix ap-
proprié du noyau reproduisant. L'usage de critéres de aBjhiéé inter-classes pour classer des si
gnaux a partir de leurs représentations temps-fréquenait l@bjet de plusieurs travaux. Parmi ceux-
ci, voir par exemple [Dav04] pour un résumé de ces approatresetrouve les travaux de Heitt
coll. [Hei95,HT97] sur la maximisation de la distance entre lestres des classes des distributions.
Outre la séparabilité des centres, I'importance de preadreonsidération la variance de chaque classe
est soulignée dans les travaux de Agagoll, et en particulier dans§ [GA01]. Dans la plupart de ces ar-
ticles, la question du choix de la distribution temps-frénee est posée. On laisse ici ce probléme ouvert
en attendant de le traiter au Chapifie 6 a I'aide du critéaéigtiement noyau-cible.

De I'ACP a I'AFD : le quotient de Rayleigh

Lors du Chapitré 4, nous avons introduit ’ACP et son exi@msi noyau par maximisation de la
variance projetée, qui en est certainement la formulatignids connue. Il est toutefois possible de traiter
ce probléme en considérant d’autres critéres, par exermpieriimisation de I'erreur de reconstruction
ou encore la maximisation d’un quotient de Rayleigh. Dargpuisuit, on adopte ce dernier point de vue
car il offre un cadre général pour I'extraction de carastigfues et s’applique a I'AFD.

Pour un probléme d’ACP, on recherche la directioqui maximise la variance de la projection des
donnéess(z;), pour touti = 1,...,n. En exprimant ces quantités sous forme vectorielle, on @eirte
le risque empirique selon

1 n
£ 3 ot = 13 aTola) o) T = [ > ote) ke ]u:mu,
i=1
ot C = 15" ¢(x;) ¢(x;) " est la matrice de covariance des données transforméesafuiuune

solution unique, on inclut une contrainte sur la norme:davecu ' u = 1. Ceci revient & maximiser

UT u
o= C o
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5.2. Analyses factorielles discriminantes, classique rebyau

une expression connue dans le littérature sous le nom deegqude Rayleigh. Le principe de Rayleigh
stipule que la plus grande valeur propre de la matrice deriemee coincide avec le maximum de ce
quotient. Pour montrer cela, il suffit d’en annuler la dégiyar rapport a, soit

0Q (u'u)Cu— (u'Cu)u

ou (uTu)? =0

Ceci implique(u"u)C v = (u' Cu)u, ou encore

c u'Cu

o (Y.

Le vecteuru est alors un vecteur propre de la matrice de covarighcerrespondant a la valeur propre
%—CJ‘. La direction optimale correspond a la plus grande valeup@e), c’est-a-dire a la plus grande
valeur propre. Si 'ACP est un puissant outil pour la repnéasion des données, rien ne garantit son
intérét pour la résolution de problémes de discriminatiorfait que cette technique non-supervisée ne

tient pas compte des classes d’appartenance des donnéésclheiques d’AFD permettent de traiter ce
probléme de discrimination, par maximisation d’un qudtiga Rayleigh spécifique.

5.2 Analyses factorielles discriminantes, classique et apau

L'idée principale de Fisher consiste a déterminer la dioectjui maximise la séparabilité inter-
classes, tout en minimisant les variances intra-classass Pe qui suit, on considére un ensemble d’ap-
prentissaged,, = {(z1,91),-.., (s, yn)} formé den signauxz; € X, et de leurs étiquetteg € ),
selon I'appartenance deg a I'une desJ classes. On désigne p@yl'ensemble des:; signauxz; appar-
tenant a lgi®Mclasse, et paf, = U}']=1 C; 'ensemble de tous les signaux de I'ensemble d’appreigéssa
sans tenir compte de leur appartenance aux différenteseslaavea, = n. Soitm; la moyenne (empi-
rique) des données appartenawd; asoit

1
m; = — x;.
j= D T
1

xiECj

La moyenne (empirique) totale est définie pay = % Yo .

5.2.1 Analyse factorielle discriminante linéaire

Le probléme traité peut étre décomposé en deux partieselliart, on souhaite déterminer la direc-
tion » qui maximise la séparabilité des données par le biais desmneg projetées de chaque classe en
considérant le critére suivant

— an (uT(mj - mo))2 =u'Su,

avecS_ =2 ZJl:l(m] - mo)(m] — mg) Ia_ma_trlce de dispersion des moyennes. Daytre part, on
souhaite minimiser conjointement la dispersion intrasstades données projetées par le critere suivant
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En combinant ces deux critéres, on aboutit au contrastesteiFjui consiste a maximiser le quotient

B u' Su
u'Du’

Q(u) (5.2)
Cette expression correspond a un quotient de Rayleigh. bloéan peut étre obtenue en annulant la
dérivée de) par rapport a, c'est-a-dire

0Q (u"Du) Su— (u'Su)Du _0
ou (uT Du)? -

La direction optimale correspond alors a I'un des vectetwpnes du probléme généralisé

Su=ADu, (5.3)
avec\ = ZI%Z la valeur propre correspondante. Le vecteuui maximise la séparabilité des classes
est alors donné par le vecteur propre de](5.3) associé a $agpande valeur propre, cette derniére
correspondant & la valeur du quotient de Rayleigh.

Une étude plus détaillée du problérme [DHS00] montre que hetme de valeurs propres non-nulles
de la matriceS est inférieur ou égal & — 1, avec.J le nombre de classes dans le probléme considéré.
Ceci est d0 au fait qué' est obtenue par la sommation dematrices,(m; — mg)(m; — mg) ' pour
j =1,...,J, chacune de rang égal au plus a 1, et que parmi celles-cisséulel sont linéairement
indépendantes. Comme chacune de ces valeurs proprespomded la variance des données dans la
direction correspondante, il est alors souhaitable de mmiagi le produit de ses valeurs propres non-
nulles, ce qui correspond au déterminant de la matrice estigne Le probléme est alors donné par la
maximisation d’un quotient de Rayleigh de la forme

UTSU|
U)= ——r, 5.4
ou| - | désigne le déterminant d'une matriceeta matrice formée en colonnes par |és- 1 vecteurs
propresuq,...,u;_1. En récapitulant, 'approche consiste a résoudre le pnoblgénéralisé€_(5.3) et a
déterminer lesg/ — 1 vecteurs propres correspondant aux valeurs propres Ilesnphortantes.

5.2.2 Analyse factorielle discriminante a noyau

On considere une transformation non-linéairde X’ vers un autre espadé, et~ le noyau reprodui-
sant associé a cette transformation. Pour utiliser I'agmdA\FD linéaire dans le cadre d’un probleme de
discrimination non-linéaire, on considére la mise en ceder€AFD dans I'espacé, sur les données
transforméesy(z;). Recourir au coup du noyau nécessite la reformulation dbl@nee sous forme de
produits scalaires des différents données transformées.

On désigne pamg, m‘f, . ,m? les moyennes des données dans I'espace transformé, soit
® 1
mi = o)
J z;€C;

On cherche la direction, représentée par le vecieuqui maximise le quotient de Rayleigh

TS,

=% 55
D (5.5

Qy(¥)
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ou S, et Dy désignent respectivement la matrice de dispersion desmegeles classes et la matrice de
covariance des données transformées. On écrit alors

1 J
Sp =~ Y _(m] —mg)(m] —mg)T
j=1
Z > (¢ ) (@) —m9) "
] 1x;€Cy

Comme présenté précédemment avec I'équalion (5.3) dams linéaire, le vecteud est alors donné
par un vecteur propre de

Se W =ADyV
qui correspond a la plus grande valeur propre. |l est conmucgs vecteurs propres appartiennent a
I'espace engendré par lesvecteurs transformés(z,), . . ., ¢(x,), Soit
n
U= ardlar), (5.6)
k=1

Ce résultat n'est autre que le Théoréeme de Représentatinrs’applique dans ce cadre particulier
comme on sera amené a le revoir dans la Se€fion]5.2.4. Lacpovjesur ce vecteu® d’'une desJ

moyennesm‘f, . ,mf‘}, est donnée par I'expression
+
o) = L 3 S el LY Y anntenr) =aT,
x2;,€C; k=1 a:ZEC k=1

ol « est un vecteur colonne dont €™M terme estyy, et x; un vecteur colonne dont 1B°M terme
est 17 > <, k(zk,x;). On dispose alors d’'une expression, en termes de noyaudiégant, de la
projection de chacune des moyennes sur la direction opin@h peut utiliser cette expression pour
écrire le quotient de Rayleigh (5.5) sous une forme ne faisé@rvenir que des noyaux appliqués aux
données d'apprentissage. Pour cela, on considére d’'uheqranumérateur, et on I'écrit

1 T
U=a [E Z(mj — Ko)(Kj — Ko) ]a.

D’autre part, on développe son dénominateur suivant lesgion

[zz . n<xz>—nj>T]a,

j=1z;€C;

J

.
Z = m)(m] —mf)

=1

UTS, v =u"

VD0 =0T | (¢(x:) —m)(d(x;) —m]) | @

ouk(z) = [k(z,z1) - -~ x(z,z,)] . En replacant ces deux expressions dans (5.5), on retregumtient
de Rayleigh, que I'on écrit

a'S,.a
a'D.ao’
00 S, = £ 37_1(kj — ko)(kj — ko) €Dy = L3003, o (k@) — Kj)(m(z;) — k). La
resolutlon de ce probléme est alors similaire au cas liagairec une solution vérifiant un probléme de
vecteur propre généralisé de la forrhe [5.3). Contraireraaruotient de Rayleigh défini dafts par

Qx(ar) = (5.7)
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(5.8), dont la solution appartient a un espace de dimens$awée, voire infinie pour certains noyaux, le
vecteura a déterminer dan§ (8.7) est de taille finie égale au cardmbédsemble d’apprentissage.

Une fois les coefficients optimaux de pondération obterausijrection optimale de discrimination
dans I'espace transfornié est donnée pab = > /', a;¢(zy). Lareprésentation(x) de tout élément
x de X admet comme projection selon cette direction

n

V() = (Y anolmn) oe) = 3 an(6(e) () = 3 ann(azy) = o k().
k=1 k=1

k=1

On peut alors évaluer cette quantité sans qu'il soit nézesdaxhiber I'applicationg(-). Dans le cas
plus général d'une discrimination.Aclasses, on d& — 1 directions optimales, don¢ — 1 projections
de ¢(z) selon ces directions. La résolution du probléme de dispation multi-classes est étudié plus
en détails dans [BA0O]. On se contente dans la suite d'étlelieas particulier d’'un probléme de discri-
mination a deux classes.

5.2.3 Cas particulier : discrimination entre deux classes

Pour un probléme de discrimination a deux classes, on agmesith ensemble d’apprentissadg,
formé den signauxz; munis de leurs étiquettag = +1. On désigne pan; et ny le nombre d’ob-
servations disponibles dans la classe représentée patiqasttes—1 et +1, respectivement. Soient
my = =3 (i), my = =30 ) d(xi), etm = Y ¢(x;) les moyennes des données sans
tenir compte de leurs étiquettes.

Dans le cas d’'une AFD a noyau, on cherche & maximiser le quafie Rayleigh[(5]2), a savoir
Qs(V) = ¥ S,V /WD, ¥. La matrice de séparation des moyennes est donnée par

1 ni ny
Sp= 15 2 mi(m —m*)(mf —m?)T = = (mf = m)(m? —m)
§=1,2

Ceci permet d’écrire
ny ng

Sp¥ = (m§ —m3)|(m§ —m3) ¥,

n
ou le terme entre crochets est un scalaire. On trouve al@sSgWr est colinéaire é(m‘f —m$). En
utilisant I'expressionS, ¥ = A Dy W, on peut alors écrire

Dd)\IJ:m‘f—mg,

ou les différents termes multiplicatifs (scalaires) sordréés puisqu’ils n'influent pas sur la direction
recherchée. Par I'usage du Théoréme de Représentationor-& ;_, ax¢(x)) et, en remplagant
dans[(5.R), on obtient le quotient de Rayleigh

Qule) = 252 58)
avec
S = (k1 — Kg)(K1 — K2) | (5.9)
et
D, = Z KjKjT —njmjm;r. (5.10)

j=1,2
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7 - Ve . 1 T -
Sous une forme équivalente, on a égalenignt= ijl,z K;(In,— n—jlnj) K . Dans ces expressions,
K et K, désignent les matrices de Gram associeées a chacune deslagsescla matricé,,; est la
matrice identité de taille; x n;, et1, désigne la matrice unité de taillg x n;.

La résolution passe par celle d’'un probléme aux valeursrpsoge la formes,, ¥ = A\ D,; ¥. Or, par
analogie avec les résultats ci-dessus, on &gt = (k1 — K2) [(nl — ng)Ta] pour finalement obtenir

D.a =K1 — Ko.

Lesn coefficientsay, qui déterminent I'axe principal de discriminatiof,= >, ax¢(zy), sont alors
obtenus par la résolution de ce systéme linéaire. En suppgse I'inverse deD,, existe, la solution
est alors donnée par = D_ !(k; — k2). Toutefois, cette supposition n’est pas toujours valideque
cette matrice est généralement mal-conditionnée, vaiguiére. Pour pallier ceci, on a recours a une
régularisation du probléme comme on le montre a la sectinarse.

Pour procéder a une discrimination non-linéaire, on camsidinalement la statistique de décision
suivante

n

n
Aa) =0To(@) =) ar(d(zr) d(@) =D apk(z,zx) = a' k(z),
k=1 k=1
ce qui correspond a la projection g¢x) sur ¥. On détermine I'appartenance dea I'une des deux
classes en comparant cette statistique a un seuil. On kxst a

yr==+1

n
M) =) aps(z,zp) 2w
k=1 yr=—1

La maximisation du critére de contraste de Fisher ne perastle déterminer le seuil optimaJ. Cette
guantité est perdue par du fait que I'on ne considére questartdie entre les moyennes. On écrit alors

¢ ¢
VO:\PT<n1m1 +n2m2> _

1
— OtT(an,l + nakKa), (5.11)
n n

avec k1 et ko des vecteurs colonnes formés respectivement par les teﬁ&i:_l k(zg, x;) et

n% Zyi:+1 k(zk, x;), pourk = 1,...,n. La solution obtenue avec ce seuil est optimale au sens de la
minimisation de I'erreur quadratique [DHS00]. Une reglasgptlassique pour le choix du seuil consiste

a le mettre a mi-distance des moyennes des deux classes)eprprojection sur la direction de discri-
mination optimale. On a alorg, = U7 (m{ +m$)/2 = 1 a' (k1 + k2). On présente au TableRU’S.1 un
résumé des différentes étapes de 'algorithme AFD-a-najams le cas particulier de la discrimination

a deux classes.

5.2.4 Paramétre de régularisation : interprétation selon Tkhonov

Les méthodes régularisées selon Tikhonov forment un calrérgl pour traiter des probléemes de
reconnaissance des formes. La discrimination n'échappé pette régle, comme on le montre dans la
suite pour le cas particulier d’'une discrimination a deasses.

Le lien entre 'AFD classique et la minimisation de I'errguradratique est connu depuis un certains
temps, [DHSO0D]. Sa généralisation a I'AFD-a-noyau a fabjét de plusieurs travaux, dont la thése
de Mika [Mik02], [XZL01]] pour une équivalence avec la régies ridge a noyau, ou plus récemment
dans [ZRO05] ou les auteurs décrivent I'équivalence enk&D-a-noyau avec terme régularisant et la
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Données | A, = {(z1,y1), -, (@n,yn)}, yi = £1 Base d’apprentissage
k(-,+), ot noyau reproduisant, donnée test

Algorithme | (k1) = nll > yi——1 KTk, i), k=1,...,n | Moyennes des noyaux

(K2)k = n5 Yy—t1 K@k, i) , k=1,...,n | dechaque classe

(K1) = li(acz,:ck) y,=—1,1=1,...,n | Matrices de Gram

(K2)ik = k(xi o), yp =+1,i=1,...,n | associées achaque classe

D, = Zj 12 K K njnjan Matrice des variances

D.o =K1 — Ko Résolution du systéme linéaire
Sorties U =>" app(xy) Axe principal de discrimination

> ohey apk(at, z) Projection dep(x?) sur¥

A2ty =370 agk(at, xy) 25, 110 Statistique de décision

avecyy = ' (n1k1 + naka)/n et seuil

TAB. 5.1 — L'algorithme AFD-a-noyau pour une discriminationeus classes

minimisation de I'erreur quadratique avec régularisatiertype Tikhonov. On rappelle que ce probléme
consiste a résoudre
* : 1 - 2 2
Y = arg min izl(yz —(zi))” +nll¥ll%,
ou 7 est le paramétre de régularisation. Ce parametre permedrdedler le compromis entre erreur
d’apprentissage et degré de régularité de la solution uetefffin d’aboutir au méme résultat que celui
donné par I'algorithme AFD-a-noyau, il faut adopter lesordges désirées suivantes

~_f 4n/ny ,si ;€ Cy;
Yi = —n/ng , Si x; € Cy,

ouC; etC, désignent chacune des deux classes; et ns leur cardinalité. De plus, et par analogie avec
'AFD-a-noyau, il convient d’ajouter a cette fonction caine contrainte sur la norme du vecteur des
coefficientsa, soit ||a|| = 1.

L'importance de la régularisation est souvent mise en éxieealans la littérature, depuis l'article
de référence [MRW99]. Plus récemment, différentes approches ont été adopfirede déterminer le
parameétre de régularisation optimal, voir par exemriple [$&]. Cette régularisation est nécessaire pour
la mise en ceuvre de ces algorithmes dans le domaine tenopgifrée, ol I'on passe de signaux de taille
[ a des représentations de tailles [. Différents travaux ont montré l'inefficacité d’'une appnecAFD
brute, sans régularisation, dans ce domaine. Dans [BD&Jaliteurs considérent une technique dite
neo-classiqueour remédier a ce probléme, alors que dans [Hei95], et glecsmmment dans [GAO1],
une réduction du nombre de degrés de liberté de la fonctigmadeEmétrisation est adoptée. Toutefois,
ces approches ne sont pas soutenues par des résultatqubsair la généralisation, comme c’est le cas
de I'AFD et de 'AFD-a-noyau avec la régularisation de typkhbnov considérée dans ce document.

5.3 Analyse discriminante dans le domaine temps-frégquence

Au Chapitre[8, on a introduit le concept de méthodes a noyas adomaine temps-fréquence,
par 'usage d’'un noyau associé a une distribution tempgifrace. On étudie a présent ce concept pour
la discrimination de signaux a partir de leur distributiemps-fréquence. Pour cela, on considére un

ensemble d'apprentissage formé pagignauxz; € X de taillel et de leurs étiquetteg.
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5.3. Analyse discriminante dans le domaine temps-fréquenc

Pour une distribution temps-fréquence quelconque, désigrars(-), on considére le noyau re-
produisants qui correspond au produit scalaite, -);; entre les distributions, et on désigne fiare
RKHS induit par ce noyau. Le Théoreme de Représentation giegfaxhiber I'axe de discrimination
comme une combinaison linéaire des distributions temgxgaEnce de I'ensemble d'apprentissage. La
signature obtenue, exprimée sous la forifle) = >, _, axr(zy, ) peut étre qualifiée dsignature
(temps-fréquence) discriminantk faut toutefois souligner que celle-ci n'est pas néciesagent une
distribution temps-fréquence valide. La statistique ddsién est alors donnée par

Aw) = (@), (@) = (D awk(wr, ), d(x))y, = > akiz, ax) = o K(x).
k=1

k=1

Dans ce qui suit, on étudie ce probléme de fagcon plus détailéconsidérant la distribution de Wigner
dans un premier temps, puis d’autres distributions de kselde Cohen.

5.3.1 Discrimination par la distribution de Wigner

On se contente dés a présent d’étudier le cas d'une disatimma deux classes, le contexte multi-
classes s’'en déduisant directement. Pour la distributeoiViyner, on considéere la transformation du
signal suivante) : = — W,. Le noyau reproduisant associé a cette distributiongst= (W,,, W),
et I'espace RKHS induit par ce noyau est désigné%par. Dans le cadre de discrimination par AFD,
on cherche la signature discriminante qui maximise la sdjpar des données dans I'espddg . La
projection selon cette direction doit maximiser la distaeatre les moyennes des distributions temps-
fréquence de chaque classe, tout en minimisant les vasanita-classes.

Le coup du noyau autorise la mise en ceuvre de I'AFD-a-noyas sacessité d'évaluer les re-
présentations temps-fréquence de I'ensemble d’appsegis le noyau reproduisant étant donné par
kw = |(z;,z;)|>. Lexpression[[5)6) permet une interprétation tempstfedge de la caractéristique
retenue, celle-ci correspondant a une signature de la farme """ | a; W,,. Pour un signak € X
donné, on considere la projection de sa distribution de Wigr la signature discriminante, soit la
statistiqueA (z) = >";_, axkw (, z), OU encore en tenant compte de coup du noyau on a

A@) = onl(w, z) (5.12)
k=1

Ceci n’est autre que la coordonnéeldfe dans cette direction. En considérant un seuil sur cettetig@an
on définit une statistique de décision sur I'appartenance &léune des deux classes, selon
y=+1

Alx) =2 w.
y=-—1

D’un point de vue complexité algorithmique, l'usage d'ugaithme d’AFD classique sur les dis-
tributions de Wigner de I'ensemble d’'apprentissage e& pkigeant que la mise en ceuvre de 'AFD-a-
noyau dans le domaine de la distribution de Wigner, commpga® dans ce chapitre. La plus impor-
tante contribution est due au coup du noyau qui permet ungtiéd du codt calculatoire de la matrice
de Gram associée a tout I'ensemble d’apprentissagé)(déi? log () pour 'AFD classique & (n?l)
pour 'AFD-a-noyau. Sil'on s’intéresse a la signature tesagquence, le Théoréme de Représentation
permet son évaluation d’'une maniére itérative, sans quitilrecessaire de stocker les distributions de
Wigner de tout 'ensemble d’apprentissage. Le Tabledués@me les différentes étapes de I'algorithme
résultant de la mise en ceuvre de 'AFD-a-noyau dans le dawhgra distribution de Wigner, ainsi que
la complexité calculatoire de chaque étape.
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Chapitre 5. : Discrimination de signaux dans le domaine teffipquence

Instructions Expressions Complexité

Algorithme de base

1. Calculer des matrices de Gram | (K1), = k(zi, %) = (s, 2)|* , vy = =1 | O(ninl)
(Ka2)ik = K(wi, x) = [(zi, 20)]*, yp = +1 | O(ngnl)

2. Moyennes des matrices de Gram (k1); = 7= >, _ 1 £(wi, 2x) = 7= > (K1)ig O(nan)
(k2)i = 7112 Syt B(@i xr) = 7= 30 (K2)i k| O(nan)

3. Calcul de la matrice des variancesD, = >°,_, , K; K| —njk;k] O(n?)

4. Résolution du systéme linéaire | Do = k1 — ko O(n?)

Sortie :Signature discriminante

5. Calculern distributions de Wignerr W, O(ni?logl)

6. La signature discriminante U=5" 0, Wy, O(nl?)

Sortie :Régle de discrimination

8. Vecteur d’evaluation en (k(2)); = K(x,2;) = [{z,2;)]? O(nl)

7. Seuil de discrimination vo = a' (nik1 + naka)/n O(n)

8. Statistique de décision A@) =ak(z) 2/= 1w O(n)

TAB. 5.2 — Les différentes étapes de I'algorithme AFD-a-noyaurpa distribution de Wigner, et leur
co(t calculatoire, dans le cas d'une discrimination a déasses/ étant la taille des signaux, et, no
etn = ni1 + ny désignent les tailles respectives de chacune des deueslassi que la taille totale de
I'ensemble d’'apprentissage.

5.3.2 Au-dela de la distribution de Wigner, la classe de Colme

La mise en ceuvre de 'AFD-a-noyau pour une distribution cpredue de la classe de Cohen est
donnée par un choix approprié du noyau reproduisant. Erguiiisi parC' une distribution temps-
fréquence d'un signat, le noyau reproduisant est donné par

rem = (C)1,CLL).

Une fois cette quantité évaluée pour tout couple de signauledsemble d'apprentissage, I'algorithme
détermine les coefficients de pondératigyrdéfinissant la signature temps-fréquence discriminants so
laforme¥eomn =", 6; Cg La régle de décision est donnée par

+
Zﬂklicn (x xk) 2 1/0.

Toutefois, le noyau reproduisant défini ci-dessus admefesdwne complexité calculatoire élevée, com-
paré au noyau quadratique de la distribution de Wigner. Bantourner cet inconvénient, on peut recou-
rir a la stratégie hybride proposé dans le Paragraphd 88.8appelle que cette approche, sous-optimale,
consiste a calculer les coefficientsa partir du noyau quadratiquey = |(z;, z;)|?, la signature résul-
tante étant donnée paron = 37, a; C1L.

5.3.3 Applications
Discrimination a deux classes

La premiere application concerne un probléme de discritioin&ntre deux familles de000 signaux
de taille 64 noyés dans un bruit blanc Gaussien de moyenteegtule varianceé.25. La premiére famille
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RTs A ~ ‘d,"ﬁ 'W: N

A ‘ 1o

63

FiGc. 5.1 — Probléme de discrimination concernant deux famdke$ 000 signaux de taille 64, I'une a
modulation de fréquence parabolique et I'autre a atomesggusnoyés dans un bruit blanc Gaussien. Si-
gnatures discriminantes issus d’'une AFD-a-noyau avecyawnquadratique et la distribution de Wigner,
sans régularisation €ia) et avec régularisation €n).

est formée de 500 signaux a modulation parabolique de frégueariant de 0.1 & 0.4 en fréquence
normalisée, la seconde contient 500 signaux a atome Gaulsieéquence normalisée 0.1 et a I'instant
central.

On commence par I'AFD-a-noyau, sur la base de la distributie Wigner et de son noyau qua-
dratique. La Figuré 5l1a) présente la signaturé, obtenue par I'application directe de la méthode
d’AFD-a-noyau. Cette représentation ne met pas en évidencenfiguration temps-fréquence des si-
gnaux étudiés, en raison de problémes d'instabilité nuquéridentifiés dans [MRWO9]. On peut conte-
nir ces effets a I'aide d’'une technique de régularisatiotyge Tikhonov comme le montre la signature
obtenueV, illustrée a la Figuré 511b). On retrouve les deux composantes clés pour la discriomati
gue sont la modulation parabolique représentée avec ugtation positive (couleur rouge) et I'atome
Gaussien représenté avec une orientation négative (ccullmue). La régularisation de type Tikhonov
offre un compromis entre le sur-apprentissage et la réiggilde la solution obtenue. Pour comprendre ce
mécanisme, on considére la projection des données danmkmmtemps-fréquence sur les signatures
¥, et ¥, obtenues respectivement sans et avec régularisationigbal ¢ est alors représenté par ses
coordonnées dang, et ¥V selon(W,, ¥) et (W,, ¥) respectivement. On compare les résultats obtenus
a partir de deux ensembles de données, en les représemareqdan? . D'une part, on considere
I'ensemble d’apprentissage que I'on représente dans neqdenme illustré a la Figute 5(2). Bien que
les deux familles semblent étre mieux séparées avec latsignB,, obtenue sans terme régularisant,
elle admet un pouvoir de généralisation faible. Pour mormeda, on considere un nouvel ensemble de
1000 signaux, appartenant aux deux familles en question majantgpas servi a I'apprentissage. En
représentant ces signaux dans le play¥ comme illustré a la Figurle 5.@), on trouve que le résultat
donné avec régularisation a un meilleur pouvoir de gérsatidin.

Pour le méme probleme, on considere d’autres distributiens classe de Cohen, et en particulier
la distribution de Choi-Williams et le spectrogramme. Ligaatures temps-fréquence obtenues avec ces
distributions sont illustrées aux Figuiies1%a3 et[5.3(b). On retrouve les deux composantes clés pour
la discrimination, que sont la modulation de fréquence lpaligue et I'atome Gaussien, chacune ayant
une orientation opposée. Contrairement a celle obtenuéapdistribution de Wigner, ces signatures
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FiG. 5.2 — L'effet de régularisation sur la séparabilité desd@s, en les représentants dans le plgir

des signature¥ et ¥ obtenues sans et avec régularisation, respectivemerstt&ame de régularisation,
on est dans un schéma de sur-apprentissage, avec une bparetisé sur 'ensemble d’apprentissage
(a) et une mauvaise généralisation sur de nouvelles donié¢eka régularisation de type Tikhonov
permet de pallier cet inconvénient, comme on l'observe daexéparabilité des deux ensembles de
données considérés selon I'ake

sont & interférences réduites, une propriété inhérentdigebutions considérées. Le prix & payer étant
une complexité algorithmique pour le calcul du noyau repismht en question, le stratégie hybride
permet de la réduire en proposant une solution sous-omtirhab Figures 518) et[5.3(d) illustrent les
signatures hybrides ainsi obtenues avec le noyau quagatigur la distribution de Choi-Williams et le
spectrogramme, respectivement.

Discrimination multi-classe

Ayant un probléme de discrimination entfefamilles de signaux, I'ADG-a-noyau détermide— 1
statistiques de décision de la fornle (8.12) dans le cas distlébdtion de Wigner. Pour illustrer cette
approche, on considére un exemple de 3 familles de 1500wsigolacun de taille 64. Chaqgue signal est
formé soit d'un atome Gaussien a la fréquence normalisée €o& d’'une fréquence sinusoidale pure de
0.1, soit d'une modulation fréquentielle parabolique amarientre0.15 et 0.45. Ces signaux sont noyés

FiG. 5.3 — Signatures temps-fréquence discriminantes obgéeaueartir de la distribution de Choi-
Williams (a) et du spectrogramméb). L'usage d’une stratégie hybride produit des résultats-sou
optimaux, comme illustré dar{s) pour la premiére distribution, et daf$) pour la seconde.
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i
} Atome Gaussien

(0,0)

Modulation parabolique Fréquence pure
\Fa . . .
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FIG. 5.4 — Les signature temps-fréquendeset U, illustrées danga) et (b) respectivement, obtenues
par 'usage d’'un algorithme de ADG-a-noyau avec la distiilude Wigner dans le cas d'une discrimi-
nation a 3 classes. Les signaux appartenant a chaque olsgdersnés d’'une composante noyée dans
un bruit blanc Gaussien : une modulation fréquentielle lpalraue, une fréquence sinusoidale pure, et
un atome Gaussien. Dal), les signaux de I'ensemble d’apprentissage sont repéselains le plan
U,0, .

dans un bruit Gaussien additif de moyenne nulle et de vagilnt Les Figures 5.4:) et[5.4(b) repré-
sentent les signatures temps-fréquence obtenues par F&D@au basée sur la distribution de Wigner.
Ces signatures discriminantes, désignéesipaet ¥, recouvrent toute I'information nécessaire pour
discerner les distributions des différentes familles. Briipulier, la signaturé, permet de différencier

la modulation parabolique de la fréquence pure, qui sopeayement orientées négativement et posi-
tivement, tandis que I'atome Gaussien est absent. La signét, permet de discerner ce dernier, orienté
positivement, des deux autres composantes orientéesvadgant. Cette analyse est validée par la pro-
jection des signaux; de I'ensemble d'apprentissage sur ses deux signaturesnedlfostré a la Figure

(c) ou on représente les données par leurs coordonfi€es ¥,,) et (IW,,, ¥;,) dans le plan¥, U,
Selon l'axeV¥,, les signaux a modulation parabolique, & atome Gaussiefré@j@dence pure admettent
respectivement des coordonnées négatives, presque aujpesitives. Avec des coordonnées presque
nulles, les signaux a atome Gaussien ne pourront pas étirgdiss de signaux formés simplement de
bruit blanc. Ceci est résolu par I'usage de I'akg produisant des coordonnées positives pour ceux-ci,
alors que les deux autres composantes ont des coordongives

Pour terminer, on considére le méme probléme de discrimmanulti-classes pour d’autres dis-
tributions de la classe de Cohen. Pour cela, on utilise leanpetres de lissage considérés par défaut

Nom Rang du probléme € valeur propre  #M€valeur propre
Spectrogramme 41 0.979275 0.978300
Pseudo-Wigner-Ville lissée 77 0.980557 0.979304
Choi-Williams 103 0.980757 0.979481
Born-Jordan 111 0.980899 0.979615
Margeneau-Hill 183 0.982456 0.980965
Wigner 183 0.982526 0.981071

TAB. 5.3 — Comparaison des résultats obtenus avec différeistiedbations temps-fréquence. Les distri-

butions temps-fréquence sont affichées par ordre croigsargng du probléme. La variance expliquée
par les deux premiers axes discriminants est donnée paemaigre et la seconde valeurs propres du
probléme, respectivement.
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FiG. 5.5 — Les signatures temps-fréqueniceet ¥, et la représentation des données d'apprentissage sur
le planW, ¥, illustrées dansga), (b) et(c) respectivement, comme présenté a la Figure 5.4 mais avec la
distribution Pseudo-Wigner-Ville lissée.

dans la Toolbox Temps-Fréquence JAFGLO05]. Le Tableal GyBorgpe des résultats obtenus a partir de
différentes distributions temps-fréquence. Les distiilms temps-fréquence a faibles termes interféren-
tiels produisent de faible rang, la cause principale émtis$age qui engendre un espace de dimension
plus petite. De plus, dans le cas du spectrogramme, on adéoédialgorithme proposé dans la Toolbox
Temps-Fréquencé [AFGLD5], et qui produit des représamtstde taille64 x 32, d’'ou un rang encore
moindre. Dans le méme tableau, on représente les deux ppgstantes valeurs propres du probléme
généralisé. Celles-ci correspondent a la variance desédsnexpliquée par les deux signatures obte-
nues pour chaque distribution temps-fréquence. On trouedaydistribution de Wigner maximise ces
guantités, alors qu’elles sont de plus en plus faibles ler$application du lissage. Du point de vue
signature temps-fréquence et a titre indicatif, on illeistria Figuré 515 les signatures obtenues a partir
de la distribution Pseudo-Wigner-Ville lissée, pour le ne§onobléme traité a la Figure 5.4.

FiG. 5.6 — Probleme de classification concernant deux famikes@0 signaux de taille 64, 'une a
modulation de fréquence parabolique et I'autre a atomesiEsnoyés dans un bruit blanc Gaussien.
Signatures obtenues de la distribution de Wigner avec spaunquadratiquea) par ’AFD-a-noyau et
(b) par les SVM.
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FIG. 5.7 — Signatures discriminantes obtenues— (c) par 'AFD-a-noyau e(d) — (f) par les SVM,
pour les distributionga), (d) de Choi-Williams,(b), (¢) de pseudo-Wigner-lissée ét), (f) pour le
spectrogramme.

Classification de signaux dans le domaine temps-fréquence

On propose d'étudier les performances en classificatiorr pliftérentes distributions temps-
fréquence, d'une part avec 'AFD-a-noyau et d'autre pagcdes SVM. Ces derniéres déterminent I'hy-
perplan séparateur a marge maximale entre les échantillongensemble d’apprentissage. LAnnéxe A
est consacrée a I'étude des SVM et de la théorie qui les aammep On présente sa mise en ceuvre dans
le domaine temps-fréquence par un choix approprié de n@@mwoduisant, ce qui revient a déterminer
la signature temps-fréquence qui maximise la distance efie et les représentations temps-fréquence
des signaux d’'apprentissage.

On reprend la méme configuration que dans le cadre de lardisation a deux classes vue pré-
cédemment, avec une famille de signaux a modulation pagaieokt une a atome Gaussien. Afin de
comparer les erreurs estimées, on considere des signatixiavapport signal-sur-bruit d’environ -10
dB. On illustre a la Figuré5l6a) la signature discriminante obtenue par I'’AFD-a-noyau, dipdu
noyau quadratique et de la distribution de Wigner, ef_eh(&)8a signature séparatrice résultant des
SVM. On trouve que la signature obtenue par les SVM offre uillene contraste pour les deux com-
posantes clés que sont la modulation parabolique et I'a@mgssien. On illustre a la Figure .7 les
signatures discriminantes obtenues avec I'AFD-a-noydeseBVM a partir de différentes distributions
temps-fréquence de la classe de Cohen. On rappelle quéubéiem du noyau reproduisant associé a
chacune de ces distributions occasionne un co(t caladasoipplémentaire, comparé au noyau qua-
dratique de Wigner. Pour remédier a cela, on propose detilia technique hybride présentée dans la
Sectior 3.3.8. Les signatures ainsi obtenues avec les SyiMikstrées a la Figurie 5.8.

Afin de comparer les performances des différentes distoibsitemps-fréquence utilisées, on consi-
dére un ensemble test d@000 signaux appartenant aux deux classes afin d’estimer lieteegénérali-
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FiG. 5.8 — Signatures séparatrices obtenues par les SVM, atexthiaique hybride, en combinant noyau
quadratique eta) distribution de Choi-Williams(b) pseudo-Wigner-lissée ét) spectrogramme.

sation par une technique de validation croisée. On présentableali 514 les erreurs estimées obtenues,
tout en rappelant qu’on n’a pas cherché a déterminer le gararde régularisation optimal pour chacun
des deux algorithmes. La distribution de Wigner est doncdéleure pour ce probléme de classification.
Les distributions les plus lissées, dont le spectrogransmet moins adaptées a ce type de probléme.
Ce résultat ouvre la voie a plusieurs questions. Y a-t-iltechnique pour déterminer I'optimalité d’'une
représentation temps-fréquence pour un probléme defatasisin donné ? Comme le lissage arbitraire
nuit a la représentation, quelle approche permet d’ajlatezprésentation au probléme considéré ? Le
chapitre suivant traite de ces problémes, et propose un@aobriginale avec le critére d’alignement
noyau-cible. Celui-ci ne nécessite aucun apprentissadge slatistique de décision, ou de techniques de
validation croisée pour estimer I'erreur de généralisatio

Distribution SVM AFD-a-noyau SVM AFD-a-noyau
temps-fréquence (%) (%) hybride (%)  hybride (%)
Spectrogramme 19.86 28.04 19.5 23.57
Pseudo-Wigner-Ville lissé¢ 16.36 26.55 17.07 19.72
Choi-Williams 16.83 26.47 16.08 19.07
Wigner 13.45 19.35

TAB. 5.4 — Comparaison des erreurs estimées pour différerggthdtions de la classe de Cohen avec
I'AFD-a-noyau et les SVM, ainsi que pour la technigue hyerid
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Chapitre 6

Distributions temps-fréquence optimales
par alignement noyau-cible

Sommaire

Tout au long des chapitres précédents, nous avons montiégmethodes a noyau les plus perfor-
mantes et les plus diverses peuvent étre mises en ceuvreedalas temps-fréquence grace a un choix
approprié de noyau reproduisant. La sélection d’'une reptéason temps-fréquence adaptée a la réso-
lution d'un probléme de classification de signaux demeurtefois une question récurrente. Nous nous
proposons donc de montrer que le domaine de la reconnagssi@scformes lui a récemment apporté
des éléments de réponse intéressants dans le cadre decliosétke noyau reproduisant en général.
Parmi ces approches, I'alignement noyau-cible présenfgaditulier 'avantage de pouvoir sélection-
nera priori une représentation temps-fréquence sans recourir a de=nsippages répétés de régles de
décision suivis de validation croisée. Cette notion diaigent pour mesurer une similitude entre deux
noyaux, permet de quantifier la qualité d’'un noyau reprahiisis-a-vis d’'une tache de discrimination.

Ce chapitre est organisé ainsi. Dans un premier temps, oit déévement les méthodes existantes
pour I'optimisation de la distribution temps-fréquencer® part, et pour la sélection de noyaux repro-
duisants d’'autre part. La suite du chapitre est alors coésa& un critere de sélection particulier, le
critere d’'alignement noyau-cible. On adapte ce critére pesélection et I'élaboration de distributions
temps-fréquence optimales pour un probléme de classificdtinné.
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Chapitre 6. : Distributions temps-fréquence optimales @llgnement noyau-cible

6.1 Introduction

Le choix de la distribution temps-fréquence optimale pag application donnée a suscité d’'amples
études. Par le lien que I'on a établi entre distribution teffipquence et noyau reproduisant, on traduit
ce probléme par la recherche d’'un noyau reproduisant opéimsens d’un critére a définir.

6.1.1 Distribution temps-fréquence optimale : un apercu

Toutes déclinées de la distribution de Wigner, les distidims de la classe de Cohen offrent une
variété d'espaces de représentation a la mesure des tbjasts par les utilisateurs. Toutefois, ceci
passe nécessairement par un choix soigneux de la fonctipardenétrisation en fonction du type de
signal analysé, des propriétés voulues et de I'applicatisée.

Il est possible de privilégier l'intelligibilité de I'infanation délivrée par une représentation en y
limitant les manifestations de bruits et autres termegfignentiels qui pourraient nuire a sa lisibilité.
Ceci est le cas par exemple de la paramétrisation a profaleadent Gaussien [BJ93, JB95, RB93], de
la modélisation par mélange de fonctions Gaussiennes [[CE8% réallocation [AF9%, CMAF05], ou
encore de la diffusion adaptative [GRG05]. On peut encaseééia recherche d’'un espace de représenta-
tion favorisant la résolution d’'un probléme de décisionn®aMcL 97/ MDA97], la distance Euclidienne
entre les (représentations) moyennes de chacune dessotiesdestributions est maximisée. Ne prenant
pas en compte la variance intra-classe des représentétiops-fréquence, ce critére est souvent rem-
placé par un critére du second ordre, le contraste de Fi€leer. est le cas de [GAD1], avec l'usage
de la distance Euclidienne, et I'optimisation du critére pa ensemble réduit de coordonnées du plan
des ambiguités afin de régulariser la solution. Ce crit&rawessi considéré dans [Hei95, HT97], mais
avec deux modifications majeures. D’une part, le critéreetwoisd ordre considéré est construit avec
une mesure de dissimilarité entre deux représentatiomnobta partir de leur produit scaldlr®autre
part, la régularisation est pratiquée grace a un choix ddaus-classe de distributions telles que celle de
pseudo Wigner-Ville lissées, voir Chapifre 2, et normalisélon[(2.12). Cette normalisation permet de
considérer les distributions temps-fréquence comme desitds de probabilité, ouvrant ainsi la voie a
d’'autres types de distances, ou plus précisément de divegeentre les lois de probabilités [MBF94].
Ceci est utilisé dans [DD98], ou les auteurs considérentpanamétrisation a profil radialement Gaus-
sien qu'ils optimisent grace a une distance Euclidienneegeprésentations normalisées. Dans [DD99],
les auteurs étendent cette approche a d'autres types deddistet de classes de distributions temps-
fréquence. Dans cette perspective, diverses techniquesoptimiser les distributions temps-fréquence
ont été élaborées, comme par exemple dans [DDBBO01], ou @mtos récemment dans [Dav04]. Mis
a part [Dav00], peu de travaux ont abordé I'aspect théoripiees méthodes de détermination de re-
présentations temps-fréquence optimales, et plus préeisleur capacité en généralisation. Par une
reformulation du probléme en un probléme de méthode a nayaa, accés aux différentes avancées
dans ce domaine.

6.1.2 Un point de vue noyau reproduisant

Les méthodes a noyau sont des algorithmes linéaires apphldgmplicitement dans un espace de Hil-
bert transformé, par le coup du noyau. Confronté a un prabléécisionnel, on choisit généralement en
premier lieu I'algorithme de classification a utiliser, avde se focaliser sur le choix du noyau reprodui-
sant et I'estimation de ses parameétres. Les aspects liédelztion du noyau sont fondamentaux car ils
définissent I'espace de représentation dans lequel ladeglécision va opérer. Afin de s’en convaincre,

"On retrouve le principe des méthodes & noyau et en partidal@sup du noyau, puisque I'algorithme résultant ne dépend
que des produits scalaires des représentations tempgefrég,
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\_ .0 _c.;::; \/
(a) ) |

FiIG. 6.1 — Probléme de classification d’un jeu de données en dioreR (a). Séparatrice obtenue par
un algorithme de SVM, a partir d’'un noyau linéaitg et polynémial de degré @).

il suffit de considérer un algorithme SVM appliqué a un proiséde classification tel que celui pré-
senté a la Figure 8.(a). Les deux classes ne sont évidemment pas linéairemenabémrcomme le
montre le séparateur illustré a la Figlre] 61 Pour remédier a cela, on peut ici recourir par exemple
a un noyau polynémial de degré 3 comme le montre la Figuié®. Différentes approches pour sys-
tématiser la recherche du meilleur noyau reproduisant @npr®posées. Aprés une bréve présentation
de ces approches, on considére le critére d’'alignementunciipde qui, par ses propriétés statistiques et
géomeétriques, offre une complexité algorithmique rédpiéterapport a des méthodes plus classiques.

6.1.3 Critéres de sélection de modéle : un apercu

Plusieurs résultats de la théorie d’'apprentissage madritiemportance des connaissances a priori
pour un probleme étudié. Ceci se traduit par les théorddyg Duckling [Wat85] etno free lunch
[WM97,Wol01], qui affirment qu'il n'existe aucun algoritrenoptimal ou représentation optimale des
données valable quel que soit le probleme. Pour les méthindes/au, le théoremao free kernel
[CKESTO6] stipule qu’aucun noyau n’est optimal pour todessapplications, et qu’une connaissance a
priori se manifestant par un choix approprié du noyau estssaire. On peut alors recourir a des algo-
rithmes spécifiques mettant en évidence une relation esgrédnnées d’entrée et leurs cibles, appelées
aussi étiquettes en classification. Dans ce chapitre, atégdisse au critére d'alignement noyau-cible,
aprés cette bréve présentation de différentes approcisardrs pour la sélection de noyau.

Outre les techniques de transformation conforme [AW99]compte les approches de validation
croisée et autreleave-one-outPour chaque noyau étudié, I'erreur de généralisationstishée a partir
de plusieurs classifieurs élaborés pour différents sossrebles de la base d’'apprentissage et validés
sur les données restantes [MLHO3]. Le noyau optimal, calucqrrespond a la plus faible erreur, est
souvent obtenu par une recherche sur une grille de valeetse @pproche s’'avére trés colteuse puis-
gu’'on a recours a plusieurs phases d'apprentissage et idati@i. On parle alors d'une complexité
calculatoire enO(n*) ou, dans le meilleur des cas éXn?) pour une implémentation efficace avec
certains algorithmes [CT03]. Afin d’accélérer cette recher des méthodes d’estimation d’une borne
de I'erreur de généralisation ont été récemment proposgegssitant une seule construction de clas-
sifieur, pour chaque noyau étudié. Parmi celles-ci, on ataebde la VC dimension_[Bur98], celle de
rayon-marge [CKS03], ou encorggeneralized approximate cross validatid@WLZ00]. D’autres possi-
bilités sont également mentionnées dans [CYBMO02, DKP08]nBuvelles méthodes permettent de dé-
terminer une combinaison optimal d’'un ensemble de noyaawx-ci pouvant étre différents par nature,
ou de méme nature mais a paramétrisation distincte. L'idébasge, empruntée doosting[CSS02],
consiste & combiner plusieurs classifieurs aux perfornsaneedestes afin d’aboutir a un classifieur
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plus compétitif. Ce principe, reformulé dans le contextd'idgénierie des noyaux, vise a combiner
des noyaux génériques afin d’améliorer les performances, Eserve que le noyau résultant soit lui
méme un noyau défini positif, donc reproduisant. Parmi cethadés on retrouve le critere de sé-
paration des classes [KMBO06] a partir du quotient de Fisié€02], le critére d’'alignement noyau-
cible [CSTEKO1, CKESTU6], la programmation semi-défini€R04], ainsi que le principe d’appren-
tissage du noyau proposé dans [Orig05]. L'apprentissageyhurconsiste ici a partir d’'un ensemble de
plusieurs noyaux disponibles, le noyau optimal étant abfgar combinaison linéaire de ces derniers.
Bien que le cadre défini par cette méthode soit intéressampraplexité calculatoire peut s'avérer étre
un facteur bloquant.

Il est important de noter que les différentes approchesptéss ci-dessus se transposent facilement
au domaine temps-fréquence. Il en est de méme pour leursig¢iéspstatistiques et théoriques. On se
contente dans ce chapitre de considérer le critére d’atigneé noyau-cible, et de montrer sa mise en
ceuvre dans le plan temps-fréquence. On présente aussi &vée les différentes approches, en montrant
par exemple que le noyau optimal ainsi obtenu maximise larapité des classes.

6.2 Critere d’alignement noyau-cible

6.2.1 Notions d’alignement noyau-cible

Les performances des méthodes de reconnaissance des onmgesu sont principalement détermi-
nées par le noyau reproduisant considéré. Pour un algaritlamné, par exemple les SVM, deux noyaux
produiront des résultats d’autant plus proches gu'ils sontlaires. L'alignement, introduit par Cristia-
nini et coll. [CSTEKOQ1], est une mesure de similarité entre deux noygopodeiisants, ou entre un noyau
reproduisant et une fonction cible. Etant donné une baspctatissaged,, = {(z1,y1), .., (Zn, yn)},
l'alignement (empirique) des deux noyaux et ko est défini par

(K1, Ko)p
VK1, K1) p(Ka, Ko)F

A(k1, k23 Ap) =

ou (-,-)r est le produit scalaire de Frobénius,/€t et K, les matrices de Gram de termes respectifs
r1(xq, xj) et ka(x;, ;). Puisque les matrices de Gram contiennent toutes les iaf@ns nécessaires
a 'apprentissage, nous noterons l'alignement @K, K2). Ainsi cette mesure correspond-t-elle plus
concrétement au cosinus de I'angle emife et K. Par cette analogie, on-al < A(Kp,K3) < 1len
général etA(K1, K3) > 0 pour les matrices définies positives [STCO04b]. On peut @t@atignement
sous forme de distance entre les deux matrices de Gram rigéemlselon

K,

A(K1, Ko)
(. Ko HHKlHF Tale |

(6.1)

ou||K||r = /(K, K)F estlanorme de Frobénius de la matrice

Le concept d’alignement peut aussi quantifier la similaitée un noyau et une fonction cible. Dans
le cadre d'un probléme de classification, on cherche a agprda statistique de décisiahqui vise a
respecten)(z;) = y;, oUy; est I'étiquette de I'observatiom;. Pour un probléme de classification bi-
classes, on cherche alors a acquérir la fonction eibler — {—1,+1} selon la classe d’appartenance
de z. Le noyau reproduisant correspondant a la transformatéale ¢* telle que¢*(z;) = y; est
k*(z;, ;) = y; y;. La fonction cibley*(-) = >, yix*(z4,-) ainsi obtenue permet de retrouver les
étiquettes des données de I'ensemble d'apprentissageatteende Gram idéale associég*aest alors
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K* =y y', olly est un vecteur colonne cible dontji&"¢élément esy;, ce qui correspond a la matrice

de Gram
. 1 siy, =y,
K*(i,9) = c 7t J
(0-9) { -1 siyi #y;.
Dans ce qui suit, on se contente d’étudier un probléme dsifitagion bi-classes avec la matri¢&*
définie ci-dessus comme matrice cible. On rappelle que l&art généraliser facilement les développe-
ments a venir au cas multi-classes. Pour le cas casses, il suffit de considérer comme ciblesdes
vecteurs de norme unité et équiangulaire [Bur98], c'edir- «*(x;,xz;) = —1/(c — 1) si les classes
dex; etx; sont différentes, sinor*(z;, x;) = 1.

6.2.2 Critére d’alignement

Dans [CSTEKOI, CKESTO06], Cristianiei coll. suggérent d'utiliser cette matrice ciblé* = y y "
et le critére d'alignement afin de rechercher le noyau rapsaat le mieux adapté a la résolution d’'un
probléme de classification bi-classes donné. L'expressgoialignement noyau-cible, entre un noyau
donné et le noyau optimaf*, s’exprime alors selon

(K.yy')r _y'Ky
VIEK)ryyT,yy)r 2lKlr

ou K est la matrice de Gram de terme:;, ;). Le noyau optimal correspond donc a celui maximisant
(K,yy")F sous la contrainte de normalisatipf’||» = 1.

AK,K*) =

Afin de mieux comprendre le critére d’alignement noyaussiloin établit un lien direct avec la sé-
parabilité des classes. L'alignement noyau-cible d'unatogormalisé selofi|| = 1 s’exprime selon
A(K,K*) = (K,yy')r/n ol encore, en développant

A(K,K*) = Zyzy] K(z;, x5) ——HZyZ k(T - H :—H Z k(xi, ) — Z Ii(xi,')‘
yi—t

1,7=1 yi=—1

2

)

Ceci correspond donc a une mesure de distance interclassepposant qu’on ait le méme nombre de
données dans les deux classes, on peut écrire I'expressiessus selon

oo
AK K7) = Zllps — p-|?,

ou i et u_ désignent les centres d'inertie des deux classes. Le n@moduisant qui maximise le

critere d'alignement noyau-cible correspond alors, a woenétrie prés, a celui qui induit un RKHS
ou les classes des données engendrées sont le mieux sépakzbll une similitude entre le critéere

d’alignement et le critére de contraste de Fisher étudiérmpire[5. D’autres interprétations du critéere
d’'alignement peuvent étre établies dans la méme esprityeopar exemple un lien avec la maximisation
de l'aire sous la courbe ROC [Rak04].

Un biais nul et une variance a décroissance exponentiefienetion de la taille de 'ensemble d’ap-
prentissage garantissent la qualité et la constance derla&mn. Il s’agit du principe de concentration
au sens de McDiarmid. La pertinence du critére d’alignenesihtassurée par un lien direct avec I'er-
reur de généralisation, en démontrant qu'un estimateuradeeR de la formé(-) = £ > | yir(x;, -)
admet de bonnes performances en généralisation quamghéatient est élevé. La concentration de I'ali-
gnement et son lien avec l'erreur en généralisation sobtiésadans[[CSTEKQ1]. Depuis les premiers
travaux de Cristianinet coll, le principe de maximisation de I'alignement noyau-ciblété étendu a
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d’autres problémes, par exemple celui de la régression GOZ#]. Il a également suscité plusieurs tra-
vaux sur I'apprentissage de métriqgues [WCPO05, ['OP], la décomposition en valeurs propres de la
matrice de Grani [KSTC02a, CKESTO06], ou encore la combimainoyaux/ [KSTC02Zb, PR0O5, PR06]
en vue d’'une amélioration des performances de I'ensemble.

Cette démarche présente l'intérét de ne nécessiter aupuendissage de la statistique de décision,
la sélection du noyau étant pratiqueéeriori. Trois applications potentielles sont alors proposées dan
ce cadre. Dans une premiére application, on s'intéresseséléation d’'un noyau optimal parmi un
ensemble de noyaux candidats, ou I'optimalité est déterenrar le plus grand alignement avec la cible.
Une seconde application consiste a ajuster les paramétnesidyau donné de sorte a maximiser son
alignement. Un exemple est la paramétrisation du noyausBaysu on cherche a déterminer la largeur
de bande optimale. Une troisiéme application consiste domnlinéairement des noyaux, souvent de
natures différentes, afin d’obtenir un noyau mieux aligrecda cible et donc plus performant.

6.2.3 Ajustement optimal des parametres

La plus simple stratégie pour déterminer les paramétras miyau consiste a évaluer l'alignement
sur une grille de valeurs possibles. Bien que cette apprpaisse étre envisagée pour un paramétre
unigue, elle s’avére colteuse lorsqu'il s'agit de congidén vecteur de paramétrisation. Pour remédier a
cela, on considére une approche de montée de gradient pouisep le paramétre du noyau en question.
Cette approche ne peut évidemment étre envisagée que sengerue I'alignement soit differentiable
par rapport au paramétre. Il en est ainsi pour les noyauxsgaust de Laplace par rapport a leur largeur
de bande. Ceci n’est en revanche pas le cas du noyau polyinéptis;, z;) = (1+(x;, ;))? par rapport
a son parametre, tandis ques,(z;, z;) = (p + (zi, x;))? est differentiable par rapportza

Soit k, un noyau reproduisant de paramettd_e paramétre optimal est alors donné par la maximi-
sation de I'alignement noyau-cible, selon

K, K*
o* = argmax A(K,, K*) = arg max < JE (6.2)

o nf|Kllp

ou K, désigne la matrice de Gram associée au noydi*da matrice cible. Pour mettre en ceuvre une
approche d’optimisation par montée de gradient, on reblearne expression du gradient de I'alignement
par rapport au paraméteea partir du gradient du noyau étudié. L'expression du gradie numérateur
dans[(6.R) par rapport@as’écrit

n
VO'<KO'7K*>F = Z yiijaﬁa(xivxj)-
ij=1

Le gradient dd| K, || » par rapport a s’exprime selon

N

Vool = V(Y #win))
1,j=1

= < Z ni(wi,x]’)) Z Iia(%',xj) vo“ﬂ(xi’xj)

ij=1 ij=1
n
_ 1 2
= E Ko (xi, 2j) Voke(xi, xj).

1%l 2,

NI
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En combinant les deux expressions, on peut alors écrirealdiegit de 'alignementd(K,, K*) par
rapport & ainsi

* 1 g
VO'A(KO‘)K ) = Z yiija’io(xi’xj) -

<KO'7K*>F -
|| Ks|lr

1)V L xs).
KT Z Ko (xi, x) Voko(xi, )

i,j=1 h,j=1

La méthode de montée de gradient pour la maximisation dgri@nent est constituée principalement
de l'itération
o «— o+ p Vo A(Ky, K¥).

D’autres étapes peuvent étre aussi considérée a chacat®iéafin d'imposer certaines contraintes au
noyau. On parle alors d’optimisation alternée. Cette déheest étudiée en détails dans la suite pour
I'optimisation de la distribution temps-fréquence a pagameation radialement Gaussienne, ou le noyau
reproduisant associé est differentiable par rapport adeela de bande.

6.2.4 Combinaison linéaire

Grace aux propriétés algébriques des fonctions définiesvass on peut construire un noyau repro-
duisant a partir d'une combinaison linéaire de noyaux,gmsdans la Sectidn 1.2.2, a condition que
leurs coefficients de pondération soient non-négatifs.dtarchination de la pondération optimale, dans
le cadre du critére d’alignement, fait I'objet de ce parpge Des solutions plus ou moins colteuses
en temps de calcul ont été proposées dans le contexte géeéraiéthodes a noyau pour résoudre ce
probléme d’'optimisation. Dans [KSTCQ2b], on recherchectefficientsy, tels que le noyau composite
suivant maximise I'alignement noyau-cible :

K(xg,xj) = Zakkck(xi,xj), (6.3)
k=1

oum désigne le nombre de noyaux candidats. On impose la ptsitdiesn coefficientsy;, afin d'assurer
le caractére défini-positif du noyau résultantPlus précisément, on a le probleme d’optimisation avec
contrainte suivant :

max A(Q L, apKy, K¥)
(a7

sous contrainte  «aq,...,a, >0,

ou K, est la matrice de Gram du noyai. L'optimisation de l'alignement relativement au modéle
linéaire [6.8) se raméne seldn [KSTC02b] au probleme ditipéition convexe suivant :

max Zai (K;, K*)p — Zaiaj<Ki,Kj>F — nZa?
1 ,] ¢

sous lesm contraintesay, . .., a,, > 0. Dans cette expression, le terme de régularisafidn, o? est
nécessaire pour éviter un phénoméne de sur-apprentisaagapport au critére d’alignement. Ce pro-
bléme d’optimisation est similaire a celui obtenu dans [C©OB] en maximisant la marge par 'usage de
la programmation semi-définie. Pour résoudre se problémgidiisation, les auteurs ont recours a des
algorithmes classiques de programmation quadratiquenésses outils utilisés dans le cadre des SVM
et nécessitant un co(t calculatoire équivalent. Afin d&rvitn tel surco(t, on a recours a une stratégie
de division du probleme en sous-problemes. Selon [PROBkidte une solution analytique simple a
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ce probléme pour le cas d'une combinaison de deux noyauxrdi#gme d'optimisation se réduit a la
recherche des coefficients non-négatifset .y qui maximisent

o1 (K1, K*)p 4 ag (Ko, K*)p — of (|| K ||F + 1) — o3 (|| Ko ||F + 1) — 201 00(K7, Ka) p.

On rappelle que la contrainte de non-négativité des coefiisiest une condition suffisante pour avoir
un noyau défini positif. L'optimalité est obtenue par I'atation du gradient par rapport@, etas. La
solution a ce probléme est donnée par

(041,042) Si a1, (g >0
(af,a3) =< (1,0)  si az <0 (6.4)
(0, 1) Si o <0,
ou
o = 1 (K1, K*)F — 2(K3, Ko)Fas
2 K ]1% +n
L(| K13 +n)(Ka, K*)p — (K1, Ko) p (K1, K*)p

Qg = — )
2 (IEKE +mIE:)E +n) — (K1, o)

avecn > 0 le terme de régularisation fixé par l'utilisateur. Le noygtimal s’exprime alors selon

w(xi, xj) = ajki(xq, x5) + agka(zs, ;). (6.5)

Pour traiter le cas d’'une combinaison linéaire a plus de deyaux, une stratégie de typeanch and
Boundpeut étre adoptée. Elle consiste a retenir le meilleur n@ydigposition au sens de I'alignement,
puis a sélectionner parmi les noyaux restants celui qui miagi I'alignement par combinaison linéaire.
Ce principe est réitéré tant que lI'accroissement de I'aligent est jugé suffisant.

6.3 Distributions temps-fréquence optimales par le critée d’alignement

Dans un cadre décisionnel, les méthodes de sélection disegpations temps-fréquence existantes
consistent essentiellement en une recherche de celle isantia une erreur de classification minimum
par validation croisée. Nous avons essayé de montrer, tolang de ce manuscrit, que les méthodes
a noyau reproduisant constitueront sans nul doute une hewmirce de progrés en analyse temps-
fréquence par la diversité des traitements envisagealeles performances et leur colt calculatoire
généralement réduit. La mise en ceuvre de différentes mehiel choix de noyau, et plus précisément
du critére d’alignement noyau-cible, pour la sélectionafgésentations temps-fréquence s'inscrit dans
cette démarche. On considére dans la suite un ensemblereldippaged,, formé den signauxz;
d’énergie finie et de leurs étiquettgs On désigne pax* le noyau cible et pafk* = y 'y la matrice
cible correspondante.

6.3.1 Sélection de distribution optimale

On propose dans cette application de sélectionner uneibdistn temps-fréquence opti-
male au sein d'un ensemble de distributions candidates delasse de Cohen. On rappelle
pour cela qu'une distribution appartenant a cette class&psime sous la formeC!ll(t, f) =
[ Tae(v,7) Ap(v,7) €927U7=) dy dr, ouTly, est la fonction de paramétrisation exprimée dans le
plan Doppler-retard e, la fonction d’ambiguité du signat. Le noyau reproduisant associé a cette
distribution s'écrit sous formecn (x5, 2;) = [ |Ha(v, 7)|* Az, (v, 7) Az, (v, 7) dv dr. On désigne par
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FiG. 6.2 — Boites a moustaches représentant les variationsatignBment et du taux d’erreur pour
différentes distributions temps-fréquence

Kn lamatrice de Gram de termegm (x;, ;) pours, j € {1,...,n}. Lalignement entre le noyati-n
et le noyau cibles* est donné par

Ken, K*)p

A(Kpn, K*) = & (6.6)

n||Kenlr
Disposant d'un ensemble de distributions temps-fréqueandidates, I'approche consiste a les compa-
rer a partir de leur alignement avec la cible et a sélectionaklle qui présente le meilleur. On propose
d'illustrer cela a partir de I'application suivante.

Le probléme traité concerne la détection du sigsaP/™*(1)+¢0] noyé dans un bruit blanc gaussien
de variance.25, ou¢(t) définit une loi de fréquence instantanée paraboliqué, est une phase initiale
aléatoire uniformément distribuée $0r27[. On dispose pour cela de 200 réalisations de 64 échantillons
pour chacune des hypothéses, et on notefags cet ensemble d'apprentissage. On souhaite comparer
les distribution@ de Wigner gwy) et pseudo-Wigner lisséedpw), de Margenau-Hill £mp), de Choi-
Williams (kcw), de Born-Jordans;), a interférences réduites par fenétrage de Hamming,), ainsi
que le spectrogrammed).

On a choisi dans un premier temps de mettre en avant la coatientde I'alignement avec la cible
pour les différentes distributions temps-fréquence a@dies. Pour chaque distribution, on estime la
distribution de I'alignement sur une base de 100 ensembdppEntissagedsg, déterminés comme ci-
dessus. On représente a la Fiduré(@.2les réalisations de I'alignement pour chacune des digioilst.

On compare l'alignement avec le taux d’erreur dans un setemgs. Le taux d’erreur est obtenu en
considérant un classifieur SVM reposant sur le méme noyahboéd a partir des mémes données d'ap-
prentissage et testé sur un ensemble de 500 nouvellestimgspour chacune des classes. On représente
ala Figurd 6.1 b) le taux d’erreur pour chacune des distributions tempsaeage. Comme illustré aux
Figures 6.P, les distributions de Choi-Williams, Borndhon, pseudo-Wigner lissée, et a fenétrage de
Hamming, présentent approximativement les mémes valéaligriement, ainsi que des taux d’erreur

8Les configurations retenues pour ces distributions sotescploposées par défaut par la boite a outils temps-fréguen
sous Matlab.
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FIG. 6.4 — Comparaison des distributions normalisées par rapda distribution de Wigner. Boites a
moustaches représentant les variations de I'aligneffagntlu taux d’erreukb) et la corrélation entre les
deux(c).

trés proches. Du fait de leur lissage, ces distributions Smvent considérées comme des distributions a
interférences réduites. Le spectrogramme se manifestenpalignement plus faible et un taux d’erreur
plus élevé. On distingue d'autre part les distributions dgnat et de Margeneau-Hill, qui sont toutes
deux des distributions non-lissée. En combinant les desdteéts, la FigurE 613 fournit I'alignement et le
taux d’erreur moyens sur les 100 ensembles d’apprentispage chaque distribution temps-fréquence.
La corrélation entre taux d'erreur et alignement confirm@dainence des informations fournies par
ce dernier, ici exploité pour le choix d’'un noyau parmi diagt Le noyau associé a la distribution de
Wigner se détache nettement. Ce résultat est conforme igf@etni par la théorie statistique de la dé-
cision, le filtre adapté avec détecteur d’enveloppe désigiaadistribution de Wigner comme mode de
représentation optimum pour le probleéme traité en raiscsodeunitarité[[Fla98].

Nous proposons d'étudier la normalisation d’une reprédiemt temps-fréquence et ses effets sur
l'alignement et le taux d’erreur. Pour cela, on se contefétudier la distribution de Wigner, avec deux
normalisations particulieres. La premiere, définie patdiession[(2.12), a été proposée par Davalet
dans le cadre de classification de signaux non-statiomdhaur la distribution de Wigner, elle s’exprime
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ainsi Wt )
t
W ) = S We(t, f)ldtdf
La seconde consiste a considérer la normalisation selon
(T,

\/ff 2(t, ) 2dtdf

Cette normalisation est naturelle dans le domaine des me&$hi noyau. Elle peut étre évaluée a partir
du noyau reproduisamnty, associé a la distribution de Wigner, sans la nécessité dalliér. Pour cela,
il suffit de considérer le noyau reproduisant normalisé

S Wa, (¢, )W, (¢, f) dt df ko (2, 27)
o (t, f) 2dtdf\/ff 2 (t, £))2 dt df ~ Vrw @ m) mw (@, 25)

nwn(wi,xj) <Wn W >
VITow

La Figure[6.4 illustre le taux d'erreur et I'alignement afiie pour chacune des distributions, avec les
mémes signaux et la méme configuration que ci-dessus. Lagresnormalisation étudiée, avec son trés
faible alignement, ne conduit pas a de bonnes performamcelassification. La seconde normalisation
produit des performances trés proches de la distributioW/idmer, comme le critére d'alignement le
laissait le prévoir.

6.3.2 Estimation des parametres du spectrogramme

Cette section concerne le choix optimum des paramétre® dieprésentation temps-fréquence, au
sens du critére d’alignement noyau-cible. Dans le cas gédé&mne distribution de la classe de Cohen, la
maximisation du critére d’alignement consiste a déternlméonction de paramétrisatidi* telle que

K K*
I = arg max BemK0r

, 6.7
nerx! n||Kenl|lr (6.7)

avecK  n la matrice de Gram associé a la distribution temps-frégeieoasidérée. La résolution de ce
probléme nécessite la détermination d’'une fonction biegtisionnelle de tailléx . On peut diminuer la
dimensionnalité du probléme en se restreignant a une diesdistribution donnée. Sans que cela nuise
au caractere général de la démarche, on considere dans saitdidjustement de la fenétre de lissage
du spectrogramme. Dans la section suivante, nous tragdeqrobléme d’'optimisation de la paramétri-
sation temps-fréquence a profil radialement Gaussien avatgorithme de descente de gradient.

On considére I'ajustement de la largeur de fenétrdu spectrogramm@?’ dans le but final de mi-
nimiser les erreurs de classification. Pour cela, on a re@ucritére d’'alignement, évalué sur une grille
de valeurs possibles. Le noyau reproduisant du spectrogeaest defini pakse (v, v;) = (Sz;, Sz;)-

La largeur de fenétre optimale* est alors donnée par

w* = arg max LS KIE
weR nHKSwHF ’

avecKgw la matrice de Gram associée au noyau reproduisgnt Le probléme traité concerne la dé-
tection du signal ¥7[#()+%l noyé dans un bruit blanc gaussien de variance 2.2%(60définit une

loi de fréquence instantanée paraboliquepgest une phase initiale aléatoire uniformément distribuée
sur[0, 27r[. On dispose pour cela de 100 réalisations de 64 échantflomschacune des hypothéses. La
Figurel6.h présente les valeurs d’alignement du neygen fonction de la largeur de la fenétre de Ham-
ming utilisée pour le spectrogramme. On note que I'align@meaximum est obtenu pour une fenétre
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Fic. 6.5 — Ajustement de la largeur de la fenétre de lissage mospéctrogramme, avec le critére
d’alignement noyau-cible. Comparaison avec le taux digrobtenu par un classifieur SVM.

de largeur 23. Ces résultats sont confrontés aux perforesate classifieurs SVM reposant sur le méme
noyau, élaborés a partir des mémes données d’'apprentistagstés sur 500 nouvelles réalisations pour
chacune des classes. Il apparait que le taux d’erreur lgghle coincide avec I'alignement maximum.
Notons toutefois que ce dernier ne nécessite aucunemeniséaen ceuvre d'un codteux algorithme
d’apprentissage.

6.3.3 Elaboration d’'une paramétrisation optimale a profil radialement Gaussien

En considérant la classe des distributions temps-frégu&paramétrisation radialement Gaussienne,
on cherche la largeur de bande optimafemaximisant I'alignement noyau-cible selon I'expression

* <KO'7 K*>F

o —argmax —————.
o n|Ks|F

Ce probleme d’optimisation est équivalent a un problémetiitisation avec contrainte, correspondant

a la maximisation du numérateur de I'expression de 'aligert, sous contrainte que son dénominateur

soit constant. On peut alors résoudre le probléme d’opditiois sous contrainte suivant :

n
Il'loE_LX E YiYj /{J(‘Tiaxj)a
3,7=1

sous la contrainte

n

> (ko (@i 7)) =V, (6.8)

1,j=1
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FIG. 6.6 — Résultats obtenus pour1¥€ application(a) et la 26™® application(b). En haut : fonction
de paramétrisation optimale résultante. En bas : son cortowouge, et le contour initial en bleu, en
coordonnées polaires.

ouV; est un paramétre de normalisation. En développant la famotbjectif a maximiser, on aboutit a

n n 7‘2
Z YiYj ko (Ti, x5) = Z YiYj //r Ay (r,0) Ay (r,0) € =@ dr df

i,j=1 B,j=1

n 2
= //r[ Z Yiyyj Az, (r,0) Az, (r,0)| € <>® dr df

ij=1

On retrouve la fonction objectif a maximiser_(2.13) promosd@ans [[BJ93], a savoir
[[r|A.(r,0)]> e*/7°® dr dg, ou la partie dépendante du signaH.(r,6)%, est remplacée
par la représentation équivalenEi’j Yiyj Az (r,0) A—xj(r,e) gui ne dépend que de l'ensemble
d'apprentissage, signaux et étiquettes. Il est & noter gtie derniére peut étre évaluée préalablement
a toute optimisation. On peut alors avoir recours a l'altpone d’optimisation de descente de gradient
proposé dans_[BJ93], avec la méme complexité calculataie fois la représentation équivalente
évaluée. Pour cela, on relache la contraihte] (6.8) coltengemps de calcul en la remplacant par la
contrainte sur le volume de la fonction de paramétrisati@ion [ o2(0)dd = V] comme préconisé

dans[[BJ9B]. Dans ce qui suit, on présente la mise en ceuvigglarithme proposé.

L'algorithme nécessite une discrétisation du plan Doppdeard, que I'on opére comme proposé
dans[[BJ9B]. Le noyau reproduisant est alors donné par

Ko(xi, xj) = Z r Ay, (r,0) A, (r,0) o (rA)?/0%(6)
r,0

pour la distribution temps-fréquence a noyau radialementsSien, aved, = 2,/7/l, [ étant la largeur
des signaux échantillonnés. En reprenant la fonction tbjgans [2.14), le probléme d’optimisation
s'écrit en coordonnées polaires selon

max 3| Dy Av, (r,0) Ay, (r,0)] € A0, (6.9)
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1€r¢ application 2¢Me gpplication
Taux d’erreur (%) Nombre d8V | Taux d’erreur (%) Nombre d8V

Distribution de Wigner|  19.10 £+ 1.23 161.9 £4.97 19.41 £1.34 164.3 £ 5.62

Distribution optimale 16.89 £ 2.01 65.2 +4.46 17.81 £1.72 83.85 £ 5.65

TAB. 6.1 — Comparaison du taux d’erreur (%) et du nombre de vectpport $V) pour un classifieur
SVM associé d'une part a la distribution de Wigner, et daytart a la distribution optimale, pour
chacune des deux applications.

sous la contrainte
Z a2(0) = V.
0

Pour résoudre ce probléme d'optimisation avec contramrieconsidére l'algorithme de descente de
gradient alternée suivant. A l'itératioh + 1, on opére dans un premier temps une mise a jour de la
solution selon

of
0) = o0 _—
o41(0) = 0 (0) + i o (0)
ou uy est un parameétre contrdlant la vitesse de convergengelagfonction objectif & maximiser dans
(6.9), et dont le gradient évalué ep(9) est défini par le vectet{raaifzo) 80’5({—1) , avec

af 2A2 3 (r A2 /o2
_ 2N v (r A)2/5%(6)
50, 0) ~ ) 2" L0e

Dans cette expression, la représentation équivalenteéequar I'expression

U(r,0) = > yiy;As,(r,0) A, (r,0), (6.10)
(2]

est évaluée préalablement a la phase d'optimisation. Daaseconde étape, on prend en compte la
contrainte en projetant la solution sur I'ensemble destfons admissibles, ce qui revient a normaliser
ok+1(0) & chaque itération seldfvy1(6)||/V} .

On insiste sur le fait que la représentatid(r-, §) peut étre calculée dans une étape d'initialisation.
De plus, I'expressior (6.10) se préte a un calcul itératii@eessitant pas de conserver en mémoire I'en-
semble des fonctions d’ambiguité des signaux de I'ensedifrentissage. Une fois la représentation
U(r,6) obtenue, la technique d’optimisation devient indéperelaet la taille de 'ensemble d’appren-
tissage. Ceci n'est pas le cas pour les approches classigliesjue celle proposée dans [DD98], qui
nécessitent I'évaluation des représentations tempsidréze de chaque signal de I'ensemble d'appren-
tissage, a chaque itération de I'algorithme d’optimisatidour cette raison certainement, les auteurs de
cet article se restreignent a un ensemble d’apprentissatie signaux pour chaque classe.

On consideére successivement deux probléemes de classifiaii deux familles de00 signaux de
taille 64, & modulation fréquentielle linéaire, noyés dans un braibhd Gaussien de variande Ceci
correspond a un rapport signal-sur-bruit de I'ordre-ee dB. La premiére application concerne des
signaux a modulation fréquentielle croissante, de 0.1 & pdrr la premiére classe, et de 0.25 a4 0.4
pour la seconde, en échelle fréquentielle normalisée. bar€i6.6(a) en haut présente la fonction
de paramétrisation a profil radialement Gaussien ainsinaletece qui montre la pertinence de cette
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FIG. 6.7 — Evolution de I'alignement, moyenné sur 20 réalisatiqpour 1a1®™ (en haut) et 1&2°™¢ (en
bas) application.

région dans le plan Doppler-retard pour la classificatianFlgurd 6.5 a) en bas illustre son contour en
rougec(6), ainsi que le contour initiak(6) en bleu avant optimisation. Ce dernier est déterminé par la
contrainte de volume, que I'on a fixélg = 2. Dans une seconde application, on propose d’étudier le
cas ou les régions des signaux des deux classes sont distitaris le plan Doppler-retard. On considére
pour cela des sighaux comportant une modulation fréquknliieéairement croissante pour la premiére
classe, de 0.1 a 0.4, alors qu'elle décroit de 0.4 & 0.1 posedande classe. Dans la Figlre] 6

on représente la fonction de paramétrisation ainsi obteglleecorrespond a un filtrage de lI'information
pertinente des deux régions d'intérét pour la classifinaftur illustrer la maximisation de I'alignement,
on représente sur la Figure 6.7 I'évolution moyenne Xuréalisations de ce paramétre au cours des
itérations, pour chacune des deux applications. Ceci mévience la convergence de I'algorithme
vers une valeur maximale de I'alignement, malgré le rengutent de la contrainteX, || = V; par
[a%(0) d§ = V.

Afin d'illustrer la pertinence de cette stratégie, on prapdestimer I'erreur de classification obtenue
a partir d'un classifieur de type Support Vector MachinesNBVassociée a chacune des distributions
temps-fréquence : la distribution de Wigner et la distitiutoptimale. Le Tablealu 8.1 présente, en les
moyennant sur 20 réalisations, le taux d’erreur obtenu suensemble de test d€)00 signaux, et le
nombre de vecteurs support correspondant. Non seulemdistidution optimale minimise I'erreur de
classification, mais elle conduit aussi a une division parxdenviron du nombre de vecteurs support.
Ceci est principalement d(, d’'une part au caractére optiteda distribution ainsi obtenue, et d'autre
part au caractére régularisant de ce traitement.

6.3.4 Combinaison de représentations

Le formalisme a noyau reproduisant adopté jusqu’ici posidistributions temps-fréquence autorise
la mise en ceuvre des différents algorithmes de combinaisomoglau reproduisant, et en particulier
I'optimisation de la combinaison linéaire de ceux-ci conéghelié au Paragraphe 6.2.4. On suggere ici de
combiner les espaces de représentations temps-fréquance moyen. Lillustration proposée concerne
un probléme de détection. L'hypothése (dignal + bruit) concerne le signaP’/@l(®)+#ol noyé dans un
bruit blanc gaussien de variance 4,0(t) définit une loi de fréquence instantanée paraboliqug, est
une phase initiale aléatoire uniformément distribuéd&wr|. L'hypothése H (bruit seul) concerne un
bruit blanc gaussien de variance 9.
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Dans un premier temps, nous avons repris I'ensemble detbdigins candidates considérées dans
la Sectior 6.3]1 dédiée a la sélection de distributiondgbtithme proposé a conduit a la sélection du
noyauxspwy, d’alignement.1039, puis du noyau, pour un alignement du noyau compositedde)76.

La combinaison linéaire optimale de ces deux noyaux est dlamnée par les coefficients de pondération
selon les expressiors (6.4), ce qui défini le noyau compoptieal selon

K/C()mp - K/spw\/ + 0208K/WV

Pour illustrer les qualités de ce noyau, on considére la eniseuvre de I'algorithme des SVM avec les
différents noyauxespw, kwv, €t le noyau compositecomp. En estimant le taux d’errewa posteriorj on
remarque qu'il est passé der% avec les noyaux simples32% avec le noyau composite. La Figure
[6.8 présente la distribution temps-fréquence compositesgondante obtenue, appliquée ici au signal
a détecter.

Une seconde expérimentation a été menée en ajoutant le hiogaure [3.7) de la transformée de
Fourier a court-terme au groupe de noyaux quadratiquesdgoés jusqu’ici. L'algorithme a mené a la
combinaison de celui-ci avec le noyashwy, pour un alignement final d&1698 et un taux d’erreur de
2.7%. On obtient donc un taux d’erreur plus faible qu’a la premiéxpérimentation. La combinaison
des ces deux noyaux, est conforme a la théorie puisqueiktigia¢ optimale au sens du rapport de vrai-
semblance pour le probléme traité, ou la variance du brudi#érente sous les 2 hypotheses, combine
composantes linéaires et quadratiques.

FiG. 6.8 — Distribution pseudo-Wigner lissée (gauche), Widoentre) et composite selon la pondération
(kspwv + 0.208ky,y) déterminée par les expressions (6.4). Ces distributionsisi mises en ceuvre sur le
signal a détecter.
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Deuxieme partie

Apprentissage en-ligne et
filtrage adaptatif non-linéaire
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Chapitre 7

Controle de complexite
et critere de cohérence

Sommaire

Les méthodes a noyau permettent la résolution de problémesannaissance des formes dans
des espaces de dimension élevée, voire infinie. La dimemaitd du probléme, qui correspondant au
nombre de paramétres a estimer, est alors réduite au nomblendées d’apprentissage disponibles. Si
cette propriété est particulierement appréciable tantajtalle de la base d’apprentissage reste dans les
limites de la capacité du calculateur utilisé, elle s'arédhibitoire dans le cadre d’applications en-ligne.
Il en est ainsi par exemple lorsqu’il s’agit d’identifier st&me dynamique non-stationnaire a l'aide de
méthodes adaptatives. Afin de combler cette lacune, il eabwle contréler I'ordre du modele a noyau
a chaque nouvelle arrivée de donnée, et adopter des méttledésolution itératives. Comme nous le
verrons dans ce chapitre, I'usage de méthodes de reprégemarcimonieuse est indiqué pour traiter
le premier point ayant trait a I'élaboration d'un modéle &anole plus creux possible. On compléte le
dispositif a I'aide de méthodes d’'apprentissage en-ligeant a mettre les paramétres du modéle a jour.

Dans ce chapitre, on s'intéresse essentiellement a umecd&parcimonie, originale dans le cadre
des méthodes a noyau : le critere de cohérence. Issu détatlitte sur I'approximation parcimonieuse de
fonctions, ce critére nous offre un moyen de contréle emelide I'ordre du modéle avec une complexité
calculatoire linéaire. Ceci nous permettra de dévelopgsrrdéthodes a noyau en-ligne a faible co(t
calculatoire dans le chapitre suivant, que I'on appliguetfa problématique du filtrage adaptatif non-
linéaire.
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7.1 Introduction

Les méthodes a noyau offrent des algorithme ne dépendaniedasature des données traitées, ni
de I'espace de représentation adopté pour résoudre leleped Au cours des chapitres précédents,
nous avons profité de cette propriété pour proposer de noxa&ils pour le traitement des signaux
non-stationnaires dans un espace de représentationufiarticle plan temps-fréquence. Nous avons
cependant noté que ces techniques, en vertu du Théoremepdés®atation, engendrent des modéles
dont l'ordre correspond au nombre de données disponibletge Caractéristique réduit a néant toute
perspective de traitement de vastes ensembles de doneéagpd batch ou en-ligne.

Sur la parcimonie dans le cadre des méthodes a noyau

De nombreux travaux se sont intéressés a la mise en ceuvreVliesi8 des bases d’apprentis-
sage de grande taille. Plusieurs méthodes séquentielléséonéveloppées en décomposant le probléme
d’optimisation en sous-problemes, comme par exemple agEchniquechunking[Vap82], la décom-
position [OFG9¥T, OG99], I'approchehrinkingou sélection de sous-ensembles optimaux [Joa99]. L'ac-
tualisation d’'un ou de deux coefficients du modéle a chadaratibn est proposée respectivement par
I'adatron a noyau basé sur un algorithme de descente deegtalochastiqgue [FCCB8], et I'approche
SMO ou optimisation par minimisation séquentielle [Plagd®jutes ces méthodes ont été présentées dans
le cadre des SVM, dont la fonction co(t favorise la parciraae la solution.

Dans le cadre plus général des méthodes a noyau, on peutanipgarcimonie en introduisant un
terme de pénalisation supplémentaire sur la fonctionmigllesque régularisée. Afin d’aboutir & un mo-
dele d’ordre réduit, il conviendrait d’inclure une pénatisn de type/, sur le vecteuk, ce qui revient
a minimiser le nombre de coefficienis non-nuls. Toutefois, la résolution d’'un tel probléeme diopt
sation s’avére difficile, voire impossible, puisque la solu nécessite la résolution d&” problemes,
oum désigne le nombre d'éléments non-nulscdePour remédier a cet inconvénient, on lui substitue la
norme/y, soit|la|; = > |o;|. Cette pénalisation est proposée dans [CDS98] avec laitpeBasis
Pursuit De-Noising et dont le lien avec les SVM est présenté dans [Gir98]. DMIBNIO0], les au-
teurs proposent de l'utiliser pour I’AFD-a-noyau afin d'ebir un modéle d’ordre réduit. Des techniques
d’élagage ont été également proposées, consistant ama@ppes fonctions noyau a faibles contributions
dans le modele. Dans le méme esprit, Burges introduit dan9f3 une technique plus avancée pour
construire un modele de faible ordre, ou plus précisémemtégle de décision simplifiée pour les SVM.
Ces diverses approches nécessitent toutefois la résoldiim probleme d’optimisation impliquant la
manipulation et l'inversion de matrices de la taille de |lada’apprentissage. Pour pallier ce défaut,
différentes techniques de type glouton ont été suggéréed’approximation de la matrice de Gram par
une matrice de rang inférieur, en considérant aléatoiremmesous-ensemble de la base d’apprentissage
a partir duguel on estime cette matrice. Cette approcheisstan avant par les travaux de Smelaoll.
dans[[SS00] dans le cadre général des méthodes a noyau &ppocessus Gaussiens dans [SB0O],
ainsi que dans [MSS01] pour son adaptation a I’AFD-a-noffaautres travaux considérent la méthode
de Nystrém [[WSO01], ou encore la factorisation incompléteCtelesky [FS02]. Ces schémas ne per-
mettent pas un apprentissage en-ligne ou il s’agit de traitdlux de données.

Différentes techniques d’apprentissage itératives antdéveloppées pour les méthodes a noyau les
plus courantes, voir [SY06] et les références citées. DERS03| KFES05, GSVQ7] par exemple, les
auteurs proposent un algorithme itératif pour 'ACP-aaunyen se basant sur I'apprentissage Hebbien
dans un espace RKHS. Toutefois, I'algorithme résultanstrpas un algorithme en-ligne puisqu’il re-
pose sur la connaissance de la totalité de I'ensemble dappsage, qui doit étre de taille finie. Cette
faiblesse a été abordée par les auteurs, avec une appreelsedi-en-ligne destinée a y remédier. Dif-
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férents algorithmes itératifs ont également été proposeés |p classification. En particulier, un schéma
itératif pour I’AFD-a-noyau a été développé dans [FDBR®@#ns [MMO01] les auteurs présentent dif-
férents schémas itératifs sous le nonlLdgrangian Support Vector Machines modifiant I'algorithme
usuel des SVM. D'autres algorithmes d’'apprentissage sdigli@our les SVM ont été aussi proposés
dans [KSW04,VSS06], ou les auteurs s’appuie sur la pardgnioduite par la fonction codt. Ce type
d'approche est toutefois spécifique aux SVM et ne peut prdii® méthodes a noyau ne reposant pas
sur ce méme critere.

Problemes des moindres carrés dans un RKHS

On s'intéresse a la fonctionnelle de colt quadratique tellelle est utilisée pour I'ACP-a-noyau,
I’AFD-a-noyau, certains schémas de classification voides SVM, ou encore en régression. Il s'agit 1a
de rechercher une fonctiap*(-) minimisant I'erreur quadratique entre la sortie du modgle;) et la
réponse désiréé; assortie d’'un terme de régularisation

S~ @) + B (7.1)
=1

Pour une analyse non-supervisée, on considérerait la m&poege désirée pour tous lesde I'en-
semble d’apprentissage, sdit = 0. Le premier terme de I'expression (I7.1) correspondraitsaéola
variance de)(x;), dont la maximisation ménerait au premier axe principaietiie. Ceci constitue un
résultat équivalent, a une normalisation pres, a celunfibpar une ACP-a-noyau telle gu’elle a été pré-
sentée au Chapitfé 4. Dans le cadre d’un apprentissagevaépam a montré a la Section 5.J2.4 le lien
entre 'AFD-a-noyau et la minimisation de(¥.1) lorsquen&sonses désirées sont définies ainsi :

- An/ny sixp e Xy
di = { —n/n_ ,Six; € X_, (7.2)

ou X, et X_ désignent respectivement I'ensemble des données d'ags@ye de chacune des deux
classes, et etn_ leur taille. Ce lien est également traité deins [Mik02], oaaer dans [XZLO1] ou les
auteurs s'intéressent de plus a la régression ridge a nbgalLS-SVM pouleast squares support vector
machinegSV99, SGB"02], les réseaux régularisés [EPP99,RY/P03] ou encomrdeamal SVMEMO1]
reposent également sur la minimisation de la fonctionraglesquel(7]1), avec

d'— +1 ,Si (EZGX+,
v -1 ,sixz; € X_.

pour la résolution de problémes de classification. Pour teblemes d’estimation fonctionnelle, on
considere une sortie désirde € R et 'on cherche le modéle* apte a reproduire celle-ci a partir
de ;. Ce cas de figure englobe les cas précédents, puisqu'ilupgres cas particulierd, = 0 pour
I’ACP-a-noyaud; = +n/ny oud; = —n/n_ pour 'AFD-a-noyau, etl; = +1 pour les LS-SVM.

Afin de simplifier la présentation, on adopte dans le resteedmanuscrit le schéma de la régres-
sion avecd; € RR. Aussi la fonctionnelle de colt quadratique constituesiet pour nous un terrain
commun d’investigation pour I'analyse et la classificatd® données. Le prix a payer réside dans la
non-parcimonie de la solution, avec une représentatiomefiudpendant de tout 'ensemble d’appren-
tissage contrairement aux SVM. Dans la section suivantes’iotéresse a la résolution du probleme
d'apprentissage. Puis on propose de nouvelles techniquesrdrole de I'ordre du modéle, permettant
son utilisation dans le cadre d’applications en-ligne.
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Contréle de complexité de modéle dans un RKHS

SoientX un compact ddR?, x: X x X — R un noyau reproduisant associé a I'espace de Hillert
de produit scalairé-,-);,). Par la propriété reproduisante, toute fonction) de H peut étre évaluée en
toutx; € X selomy)(x;) = (Y(-), k(x4 -))x, lafonction noyau:(x;, -) étant telle que pour tout, € X
on ak(xy, ;).

On s'intéresse a la recherche d’une fonction) minimisant I'erreur quadratique, entre la sortie du
modeéley(x;) et la réponse désireg, soit

S (@) +n [l (73)
=1

ou n désigne le paramétre de régularisation. Comme le ThéorerReprésentation le précise, la fonc-
tion optimaley* recherchée appartient a I'espace engendré par les foaaimyau des données d’ap-
prentissage, soit

V() = k().
j=1

En injectant ce développement dans](7.3), on obtient ladatuale du probléeme d’optimisation, avec la
recherche du vecteur colonne des coefficienits= [ - - - a,] T tel que

of =argmin||d — Ka|?+na'Ka, (7.4)
(o4

ol K désigne la matrice de Gram dont(lej)°™ élément esk(z;, x;), etd = [d; - -~ d,] " le vecteur
colonne des réponses désirées. La solution est alors dgamda résolution du systéme linéairena
équations et inconnues suivant :

(K + nIn) a = d)

ou I,, est la matrice identité de taille x n. Les coefficients du modéle sont alors déterminés par Finve
sion de la matricéK + n1,, de taillen x n.

Le modéle optimal)*(-) = Z?Zl aj k(xj,-) N'est pas adapté au contexte des applications en-ligne
pour plusieurs raisons. D’'une part, la matrice de Gram rsitea® (n?) espace mémoire, et la résolu-
tion du systéme linéaire admet une complexité calculatir®(n3). D’autre part, 'ordre du modéle
correspond au nombre de couples de données disponiblées pré@dliction a partir de ce modele nécessi-
tantO(n) opérations. Pour remédier a ce probléme, on considére ualenaatuit d’ordren consistant
en une combinaison linéaire d’'un nombre plus restreint detfons noyau que celles disponibles. Le
modeéle réduit est de la forme

m
Yn() =D aj (e, ), (7.5)
7j=1
ou les indicesvy, . .., w,, appartiennent & I'ensembld, ..., n} et sont ordonnés par ordre croissant.
L'ensemble de ces: fonctions noyau est désigné [y, = {k(xw,, "), .., k(xw,,, )}, que 'on nomme

dictionnaire. La stratégie de contréle de I'ordre du modelasiste a sélectionner lesfonctions noyau
les plus pertinentes parmi les disponibles. La solution obtenue est alors sous-optimalsgp’elle
appartient au sous-espace engendré parnlémctions noyau.

Dans le cadre d’'un apprentissage en-ligne, I'arrivée dhmevelle observatior,, a I'instantn pose
la question de I'ajout ou non de la fonction noyau candiddte,, -) au dictionnaire. Pour cela, on a
recours a un critere dit de parcimonie pour déterminer stilvient de mettre a jour le dictionnaire ou
non. On est alors confronté a I'une des deux options suigante
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e Sik(x,,-) ne satisfait pas la régle de parcimonie, le dictionnairstrpas modifiée.

e Sik(xz,,-) vérifie la régle de parcimonie, on modifie le dictionnaire 'grajoutant.
Pour la modification du dictionnaire, deux approches somisageables. Certaines techniques ont re-
cours a une approche de substitution afin que la taille dipditdire reste constante, fixée préalable-
ment a I'étape d’apprentissage. Pour cela, I'ajout d'uméldt au dictionnaire s’accompagne du retrait
d’'un autre. D'autres techniques ne procédent a aucuneesgipn. Il en résulte un dictionnaire de taille
indéterminée a I'avance. La suite de la procédure d’apissage en-ligne vise a mettre les coefficients
du modeéle a jour, en prenant en compte I'éventuel ajout dwaiailément dans le dictionnaire qui se
traduirait par I'accroissement de I'ordre du modéle. Ldesde ce chapitre est consacrée a la premiére
étape, avec la définition d’un critére de parcimonie et tiétde ses propriétés.

Critére de dépendance linéaire

Différentes approches ont été proposées pour sélectitemémnctions noyau les plus significatives
en vue de constituer un dictionnaire. Parmi celles-ci, tnouee la technique de sélection de sous-espace
par 'ACP-a-noyau, le critere de maximisation d’entro@@)si que le critére de dépendance linéaire,
voir [Hoe05]. Nous allons a présent nous concentrer sur geate

A l'instant n, la nouvelle fonction noyau(x,,, -) est ajoutée dan®,, si la régle d’approximation
linéaire est satisfaite

m 2
m‘yin H/ﬁ(&%, )+ Z’yj k(T , )HH > g, (7.6)
j=1

ou g est un seuil donné déterminant le niveau de parcimonie d@lmofans cette expression, le noyau
reproduisant est supposé de norme unité, is@it;, ;) = 1 pour toutz;, € X'; dans le cas contraire,
on remplaces:(xy, -) parx(xg, -)/\/ k(xk, ;) dans 'expression ci-dessus. Ce critére a été initialement
proposé dans [BAO1] pour les schémas classiques de clatisifiet régression par méthodes a noyau,
avant d'étre adapté a I'approximation en-ligne. Depuia,fdit I'objet de plusieurs travaux sur I'appren-
tissage en-ligne avec Csattcoll.[CO01] dans le cadre des processus Gaussiens, €antdl. [DKHO3]|

avec un schéma séquentiel de projection, ou encore Engell. [EMMO04].

Ce critere admet une interprétation géométrique simpleeftem, la régle[(7J6) consiste a évaluer la
distance de la fonction noyau candidate a I'espace enggradries éléments dP,,, et a la comparer
a un seuil donné. On peut écrire alors cette régle s@lén- Pp,,)x(xx, -)||3, > n¢, ol Pp,, désigne
I'opérateur de projection sur I'espace engendré par lestifoms noyau d&,,,. En exprimant cette régle
sous forme de produit scalaire, comme on I'a montré a la@ddii3.1, on obtient

"f(wnawn) - R(«’Bn)T’Y > 7787

ol K(x,,) est le vecteur colonne de termege,,, z.,;), pourj = 1,...,m, et le vecteur colonne des
coefficients optimauxy est donné par
-1
Y= Kn K;(.’Bn)’

avec K,, la matrice de Gram du dictionnaire a linstant dont le (i, /)™ élément correspond a
r(zw,;, x.,; ). L'évaluation de la condition d'indépendance linéairedj st alors donnée par

K(xp, Tyn) — K’(wn)TKgl'{'(wn) > 778- (7.7)

Bien qu’une telle approche produit un modéle réduit avecfaitde erreur d’approximation, I'évalua-
tion du critére nécessite l'inversion de la matrice de Gramdidtionnaire. La complexité calculatoire
est d’ordreO(m?), que I'on peut réduire & (m?) si l'inversion est effectuée récursivement lorsqu’un
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élément est ajouté au dictionnaire. Dans ce chapitre, oodnit un nouveau critére de parcimonie avec
une complexité linéaire par rapport a la taille du dictiarmal repose sur un parameétre proposé pour la
caractérisation de dictionnaires dans le cadre de I'afpmation parcimonieuse de fonctions : la cohé-
rence.

7.2 Cohérence d'un dictionnaire de fonctions noyau

La cohérence est une quantité fondamentale considérédapoanactérisation de dictionnaires dans
le cadre de techniques d’approximation parcimonieuse. ddbigne la plus grande corrélation entre les
éléments d’un dictionnaire, ou mutuellement entre les élémde deux dictionnaires. Ce concept a été
initialement proposé au début des années 1990 par MalldizatgZzdans le contexte aoatching pursuit
[MZ93]. Il a pris son essor au début des ann2e80 avec les premieres études formelles par Doretho
coll. dans[[DHO1] pour I'union de deux bases orthonormées, paigéie a des dictionnaires arbitraires
pour la techniquévasis pursuitdans [DEO3]. La qualité de la représentation d'un signabalé d'un
dictionnaire de cohérence donnée a été étudiée dans [CMEBASTO3]. Plus récemment, Gribonval
et coll. ont proposé dans [GV06] I'usage du parametre de cohérenoel@draitement de signal en
transmissions multi-canaux et pour les problémes de s@made source. On adapte ce paramétre a un
dictionnaire de fonctions noyau [HRBO7b, RBHO7].

Soit D,,, 'ensemble den fonctions noyau de norme unité(x,,,, ), K(Tuy, ). - -, K(Tw,,, ). LA
cohérence du dictionnaire est définie par

H= rggx ‘(H(wwﬂ ) '%(wu{ﬂ Nrl = rggx ’K(wwﬂ ij)"
pour touti,j = 1,...,m, ce qui correspond au plus grand terme, en valeur absolmegdingonal de

la matrice de Gram du dictionnaire. La cohérence corresplomt a la plus grande corrélation entre
deux éléments du dictionnaire et, par conséquent, est polletoute base orthonormale. En revanche,
elle vaut 1 quand le dictionnaire contient au moins deux élémidentiques. On dit que le dictionnaire
est incohérent quand est faible. Le paramétre de cohérence admet comme int&iprégéométrique
d’étre le plus faible angle entre les fonctions noyau dendoutefois, ceci conduit a une contrainte,
puisque 'on peut pas avoir d'angles arbitrairement gramtee lesm fonctions noyau dans un espace
de dimensioni,, comme le montre l'inégalitg? > dg?ﬂ;iol) connue dans la littérature sous le nom de
borne inférieure de Welch.

Ne dépendant que des deux éléments les plus corrélés dondaiie, le paramétre de cohérence
souffre d’'un manque de description plus approfondie. Pettecaison, Tropp introduit daris [TGMS03]
la fonction de Babel d'un dictionnaire, aussi connue sousoi® de cohérence cumulée [Tro04]. La
fonction de Babel correspond a la maximum corrélation cémeitre un élément et un sous-ensemble
des autres éléments du dictionnaire. Pour le dictionajseelle est définie pouk = 1,...,m — 1 par

(k) = max rr}]%x Z |K(Tw;> Twj )5
JEJk
ol J;, est un ensemble deindices, excluant [6*™€terme. On peut facilement vérifier que(l) = u,
la cohérence du dictionnaire.

L'indice 1 dansu, (+) renvoie vers la norme matriciellg. Cette derniére correspond a la plus grande
somme, en valeur absolue, des éléments de chaque colonmdaPmatrice de Grank’, elle s’exprime
sous la forme| K'[|1 = max |, =1 [|[Kz|1 = maxy ), |5(zw;, Tw,)|. Par cette analogie, le parametre
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de cohérence correspond alors a la norme matricielle infde&e analogie ouvre la voie a d'autres me-

e . 12 , .. . L0 . .
sures de corrélation entre les éléments d'un dictionn@redéfinifl alors la fonctiory,(-) par analogie
avec la normé, avec

1/p
) = s (3 ol )?)

7 J,
FoNjed

pourk = 1,...,m — 1 et.J;, un ensemble d& indices, excluant €M terme. Une telle généralisation
n'est pas soutenue par une interprétation géométriquemeoa®est le cas avec le paramétre de cohé-
rence. Cependant, un résultat intéressant est obtenu édadtion 7.4 en considérant(-), définie par
I'expression

) Ji

JjEJk

w2 (k) = max max \/Z | (T s T )2

Le paramétre de cohérence et ses extensions, en partieuf@rction de Babel, vérifient certaines
relations d'inégalités. Les relations suivantes sonisé#ls tout au long de ce chapitre. SBji, un dic-
tionnaire de cohérenge et soitu, (-) sa fonction de Babel. Les propriétés suivantes sont sé&isfaour
toutk=1,...,m—1:

Propriété 1: (k) < kp
Cette propriété résulte des définitions de la cohérence latfdaction de Babel.
Propriété 2 : 11 (-) est monotone croissante
On peut facilement vérifier que, (k) > p1(k — 1) pour toutk = 2,...,m — 1. C’est pour cette
propriété que la fonction de Babel est souvent appelée &reobe cumulée.
Propriété 3 : u3(k) < k u?
Cette proprieté résulte de I'expressi®y, . ;. |k (@, z,,)? < Yicd, w2 = ku?.
Propriété 4 : s (k) < pi(k)
Pour montrer cela, on écrit

2
D @ @) = D e @) P + Y (@, @)l |6(zi, m50)] > > k(@ ;)]
JE€EJk JE€EJk J#3’ JE€Jk
et en les combinant & leur définition, on obtient 'inégal@éherchée.
Propriété 5 : s (k) < pi(k) < kp
Cette propriété découle directement des deux Propriétésiiciedessus. Toutefois, on précise

que linégalitéus (k) < k u est faible, comparée a la borne plus restriciigék) < k 2, ce qui
produit iz (k) < Vk pu.

7.2.1 Methodes a noyau avec un dictionnaire de cohérenge

On considére un probléme d’apprentissage avec un ensefaplarehtissaged,,, induisant un dic-
tionnaireD,,, de cohérence et de fonction de Babel, (-), soit

-Am — {(',L.wladwl)) (:cwga dwg)) ey (:cwna dwn)}

Dy = {k(Twys )y E(Twyy )y ooy (@, s )

En désignant paK une matrice de Gram associée a ce dictionnaire, on élabereatlres supérieures
et inférieures sur les valeurs propres de cette matriceritia g la fonction de Babel du dictionnaire. La

°Récemment, Gribonvat coll.ont proposé dans [GRSV07] une approche similairegiteresholding
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proposition suivante ainsi que sa démonstration sont doeipalement a Tropp [Tro04], et établies ici
dans un cadre plus large de fonctions noyau. Ce résultatifale nouvelles perspectives dans le cadre
général des méthodes a noyau.

Proposition 7.1. La plus petite et la plus grande valeurs propres de la maiie&ram d’'un dictionnaire
dem fonctions noyau de fonction de Bahel(-), désignées respectivement pagi, et A\nax, Vérifient
les bornes suivantes

A
)\max <1 +H1(m - 1)

De plus, puisquew; (m — 1) < (m — 1) u, ses inégalités fournissent d’autres bornes en fonction du
parameétre de cohérence du dictionnaire, 5eit(m — 1) 4 < Apin <1 < Apax < 1+ (m —1) p.

Démonstration.La démonstration se déroule en deux temps. D’abord, on maue )i, < 1 <
Amax- POUr cela, soifq, ..., \,, les valeurs propres de la matrice de Grafin ce qui permet d’écrire
rey A = Trace(K), ou Trace(-) désigne la trace de la matrice. D’une part, ofirace(K) =

Y peq (2w, Tw,) = m pour les fonctions noyau de norme unité. D’autre part, onradgéinition
Amin < At < Amax, €t par conséquent les inégalit@s\min < > - M < mAmax. EN combinant les
deux expressions, on obtient le résuliaf, < 1 < A\y.x. Ensuite, selon le théoréme des disques de
Gersgorin[[HJ86], les valeurs propres de la mathicappartiennent a I'union des disques, centrés sur
les éléments diagonaux d€ et de rayons donnés par la somme de la valeur absolue:deg autres
éléments de l&®me colonne,> 1", |k(@w,, Tw, )|, POUrk = 1,...,m. En d'autres termes, chacune
desm valeurs propres vérifie 'expressiony, — #(Tw,, Tw,)| < D00 [K(Tw,, 2w, )| En considérant
des fonctions noyau de norme unité, et de fonction de Babe), on obtient I'expressiop\ — 1| <
u1(m — 1). Pour conclure, les résultats sont obtenus directemersigye i, < 1 et . > 1, par
conséquent — \pin < p1(m — 1) etdpax — 1 < pg(m —1). [ ]

Les bornes proposées par cette proposition permettenttude aépprofondie sur la stabilité de la
solution en fonction de I'ensemble d'apprentissage, arpdetsa cohérence pour un noyau donné. En
particulier, pour la fonction coQt quadratique, le probédioptimisation dual s’exprime sous la forme
o* = argming ||[d— Kal||?>4+na' Ka, etla solution est donnée par la résolution du systémeédpia-
tions an inconnueg K +nI,) a* = d. Bien que I'existence et I'unicité de la solutierf sont garanties
par le terme de régularisation, on ne dispose d’aucuneatdit quant a sa stabilité par rapport a de
faibles perturbations des données. Le conditionnemenigtaine telle quantification. Dans ce qui suit,
on rappelle le principe fondamental de ce concept, avanté&iepter le résultat liant conditionnement et
paramétre de cohérence.

Le conditionnement d’'une matrice carréé relatif & une norme matriciellé - || est défini par la
grandeur réelle corid<) = || K || | K ||, et par convention corfd) = oo pour les matrices singuliéres.
En considérant la norme 2, on peut montrer que cette gramséaionnée par

b
)\min

cond K) = ‘@

ol Amin €t Amax désignent la plus petite et la plus grande valeur propre deatsice K. Le condition-
nement quantifie la sensibilité du problédex = d, pour des variations de la matrid€ ou du second
membre, le vecteud. La solutiona est robuste vis-a-vis de perturbations quand le condigiorant de la
matrice K est faible, proche de 1. Dans le cas contraire, les matrigesnal conditionnement produisent
des problémes dits mal-conditionnés, voire mal-posésoheeapt de conditionnement d’une matrice est
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trés puissant et permet I'étude des performances desthiges de résolution de problémes linéaires. A
titre indicatif, on considére une procédure de descentgaltient pour résoudr& o« = d. Luenberger

a présenté dans [Lue89] une borne supérieure sur la rédutditerreur a chaque itération. Cette borne
dépend uniguement du conditionnement de la maiiGest lui est proportionnelle. En d’autres termes,
plus le conditionnement est élevé, et moins la convergestamgide. De retour aux méthodes a noyau, le
concept de conditionnement du probléme est étudié plustaitsddans[[KS05]. La proposition suivante
présente une borne supérieure sur le conditionnement datfecende Gram, en fonction de la cohérence
du dictionnaire.

Proposition 7.2. Le conditionnement d’'une matrice de Gram d’un dictionnaieecohérence: ne peut
étre supérieure 3 f%jgﬁ
Démonstration.Pour démontrer cette proposition, il suffit de reprendredfinition du conditionne-

ment, et d’appliquer les bornes sur les valeurs propres detace de Gram, comme explicitées a la
Propositior 7.11. [

En réécrivant cette borne selon cohd) < % — 1, on obtient de nouveau coll) = 1
pour un dictionnaire orthonormal, soit encdre — 1) u = 0, alors qu’elle augmente avéo: — 1) u. De
plus, on montre que la borne supérieure explicitée a la Bitipo[7.2 est aussi valide pour un probléme
régularisé selon Tikhonov, avéé& + nI,,) o = d. En désignant pak une valeur propre d&, A + 7

est la valeur propre de la matrid&€ + nI,,. La définition du conditionnement permet alors d’écrire

)‘max+77< 1+(m_1)ﬂ+77< 1+ (m—-1p

cond K I,) = .
C( o n) )\min+n_1_(m_1):u+77_1_(m_1):u

7.2.2 Deépendance linéaire et cohérence

Il est intéressant d’avoir un dictionnaire d'éléments dinément indépendants, afin que toute fonc-
tion de I'espace engendré par ces éléments puisse étragaf@é de maniére unique par une combinai-
son linéaire de ceux-ci. Pour avoir un dictionnaire d’élatadinéairement indépendants, on présente une
condition suffisante sur sa cohérence. Cette condition gerdfance linéaire est principalement due a
Gilbertat al. [GMS03], et son extension aux dictionnaires de fonctionganceest proposée par Richad
coll. dans[[RBHOY7]. Sa démonstration repose sur la dualité emépendence linéaire et non-singularité
de la matrice de Gram.

Proposition 7.3. SoitD,,, un dictionnaire den fonctions noyau avec une cohérencet une fonction
de Babelu, (-). Cet ensemble est linéairement indépendant si pp(ax — 1) < 1.

Démonstration.Les m fonctions noyau sont linéairement indépendantes si tagbmaison linéaire
de celles-ci, soid_;" | o k(x.,, ), €st nulle si et seulement si ses coefficientsont nuls. Or on a

m m
1D i k@, i3 = o' Ka > Aminfled]® > (1= pa(m — 1) Y af,
i=1 i=1

ou la derniére inégalité est due a la Propositioh 7.1. Aipdetcelle-ci, on obtient une condition suffisante
pour avoir un ensemble linéairement indépendant avecu;(m — 1) > 0, soit encore a partir de la
Propriété 1 ala Sectidn 7.2 siorfa — 1) u < 1. [ |

Cette proposition montre la puissance du parametre de eteipour I'analyse de dictionnaires
arbitraires. De maniére plus approfondie, on élabore unecbimférieure sur I'erreur d’approximation
d’'un élément du dictionnaire par les autres éléments enitonde ce paramétre. On retrouve la condition
suffisante ci-dessus en considérant cette borne inférrauies ce qui correspond a des fonctions noyau
linéairement indépendantes.
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7.2.3 Relation entre les éléments d’un dictionnaire

Dans cette section, on étudie le probléme d’approximation élément du dictionnaire par les autres
éléments. En élaborant une borne inférieure pour le résichedelle approximation, on peut conclure
gue tout élément ne peut pas étre représenté avec une ebinairement faible par les autres éléments
du dictionnaire. La proposition suivante fournit une té@ne.

Proposition 7.4. SoitD,,, un dictionnaire den fonctions noyau de cohérengeavec(m — 1) u < 1.
L'erreur quadratique d’approximation d'un élément queicpoe de ce dictionnaire par les autres
éléments est supérieurela- /(m — 1) u2/(1 — (m — 2) p).

Démonstration.On désigne paPp,, , 'opérateur de projection sur I'espace engendré par leseés
deDy—1 = {k(Tw,, ), K(Twy, ) - - - s K(Xw,, ,,-)}. La projection des(x,,,, ) Sur cet espace est alors
donnée paPp  , k(x,,,, ). La norme au carré de cette derniére correspond au maximypnoduit
scalaire(k(x,,,, , ), ¥ (:))n sur l'ensemble de toutes les fonctioné ) de norme unité de cet espace. En
écrivanty(-) = 2;1—11% K(xw,, )/ 200 Y k(. -)|| . le probléme s’exprime formellement par

1Pp,, k(@ )7 = max <2?11a1/€($w“')7“(wwmv')>H
m—1 Wm -
° 13275 @i (@, ) I
m—1
—  max (i Oém(ww“wwm))’ 7.9
o I i k()

ou la seconde égalité est due a la propriété reproduisameydw considéré. Pour expliciter une borne
supérieure dé_(71.8), on procede en deux temps. D’'une panhérateur est borné supérieurement par

m—1 2 m—1 2
< Z ai/{(xwi,xwm)) < < |a’i/{(xwi’$wm)|>
i=1 =1
m— m—1
S CY "K‘; wwﬂwwm ‘2
=1 =1
m—1

< H%(m - 1) O[ZZ,

i=1
ou la seconde inégalité est obtenue a partir de l'inégatit€auchy-Schwartz, alors que la derniere dé-
coule de la définition dgs(-). Cette borne supérieure peut s’exprimer a partir de la fomcte Babel du
dictionnaire, aveg?(m — 1) Z;”:_ll o2, en ayant recours a la Propriété 4 a la Sedfioh 7.2. En I'mrt
en fonction de la cohérence du dictionnaire, on obtient

m—1
2
( Z O‘i’i(a"ww xwm)) < (m - 1) HQ Z 0%2
i=1 i
D’autre part, une borne inférieure sur le dénominateur lefgtruie a partir de

120 ain(@a,, llf, o Ke
i lex]|?

ou la derniéere inégalité découle de la Proposition 7.1 gppk a la plus faible valeur propre &€, la
matrice de Gram des — 1 éléments d&,,,_;. En considérant la cohérence du dictionnaire, on écrit

alors || 371" aik(@, )5/ i af > 1= (m —2)p

> )\min > 1- Ml(m - 2)7
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.
o,

1072 _

LM

Borne sur I'erreur quadratique

o2

N

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 7/5)% 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 100
FiG. 7.1 — Borne inférieure sur I'erreur quadratique d’appmoadion, en pointillés (bleu) pour les précé-
dents travaux [GMS03, RBHO7] et en ligne continue (rougelrpelle dérivée dans ce manuscrit.

Finalement, en combinant les deux bornes présentées stisjemn obtient la borne supérieure sui-
vante sur I'expression_(1.8), avec

(m — 1) 2

T e (7.9)

HPDm—lli(a’.wm’ )H%—{ <

On peut expliciter une borne supérieure plus précise enitondey; avecu?(m —1)/(1— p(m—2)),

ou encore en introduisapt, avecu3(m — 1)/(1 — ui(m — 2)). Toutefois, on se contente dans ce qui
suit de considérer la borne (¥.9), dépendant de la cohétendietionnaire et de sa taille. Pour terminer,
la norme au carré du résidu admet une borne inférieure tadle g

I(I = Pp,, ) 6@y M3 = 15(@us M = 1Py 5@ )3
— 1) 2
> 1-— M (7.10)
I1—(m—=2)p

Cette borne est valide puisque— (m — 2)p > 0 est veérifieée pourlm — 1) p < 1, la condition
d’'indépendance linéaire. |

Comme prévu, plus. et i sont faibles, plus I'erreur d’approximation est élevée.bioane [(7.1D)
est intéressante au sens ou elle couvre tout l'interjallé], la limite supérieure étant atteinte pour
w = 0, et la borne inférieure poyr = 1/(m — 1). Une fois de plus, on retrouve la condition suffisante
(m — 1) < 1 de l'indépendance linéaire. Elle correspond au cas ou Riste aucun élément qui
puisse étre représenté, sans erreur d’approximation, mEcembinaison linéaire des autres éléments.
Cette borne est plus précise que la boine /(m — 1) u2/(1 — (m — 1) u), introduite implicitement
dans [GMSO0B] et proposé dans [RBHO07] dans le cadre de di@iom de fonctions noyau. De plus, la
condition de validité de la borne proposée igih — 1) u < 1, est moins restrictive que la condition
initiale, (m — 1) u < 1/2 proposée dans [RBHO7, Proposition 2]. On trace a la Figulles&s deux
bornes, en fonction de la taille du dictionnaire pour plusieurs valeurs du parameétre dereolkéy..
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7.3 Ciritere de cohérence pour le contréle de la complexité donodéle

7.3.1 Critére de cohérence

Le résultat précédent stipule gqu’un dictionnaire de caldge est forcément formé par des fonctions
noyau vérifiant le critére d’approximation linéaife (7.8yecns > 1 — /(m — 1) u2/(1 — (m — 2) p).
Plutdt que de résoudre le probléme quadrati@ué (7.6), gropeoun critére de parcimonie en-ligne basé
sur la cohérence en construisant un dictionnaire de cobé&iaférieure a un seuil donné. Ainsi introduit-
onx(x,,-) dans le dictionnaire sila cohérence de ce dernier aprésraalépasse pas un sewildonné,

a savoir

_max |/€($Cn,ﬂ3wj)| < Mo, (711)

7j=1,....m
ou up € [0, 1] détermine la cohérence du dictionnaire et le niveau de mparde du modéle résultant.
Cette régle nécessite a chaque itératitimn) opérations.

On peut aussi proposer d'autres critéres de parcimonieigssaux guantités cousines de la cohé-
rence. Dans le cas particulier de la fonction de Babel, orregke d’insertion

H}J%X Z |Ii($n’$wj)| < [0,

J€Jk
ou Jy est un ensemble deindices de{1,...,m}. On a alors une classe decritéres possibles basés sur
la fonction de Babel, le premier correspond au critere déite[(7.11). Néanmoins, il faut préciser
que la fonction de Babel est monotong k) > u1(k — 1) pour toutk = 2,...,m — 1. Il suffit donc

d’imposer une borne supérieureug(m — 1) pour avoir borné les autres instances;dé). Le critére
résultant correspond alors a l'insertion «lex,,, -) dans le dictionnaire si

> k@, )| < po. (7.12)
7=1

On appelle ce critére le critére de Babel. Bien que I'on mawéevers ce critére a la Sectipbn 814.1, son
étude sort du contexte de cette thése.

On s'intéresse désormais a la taille du dictionnaire résutiu critére de cohérence en montrant que,
sous un faible condition sut’, sa taille est finie quand tend vers l'infini. La proposition suivante est
équivalente a un résultat proposé dans [EMMO04] pour lereriiéapproximation linéaird _(71.6).

Proposition 7.5. SoientX un sous-espace compact d’'un espace de Banach, etX x X — R un
noyau reproduisant. Pour toute séquerag }°, et0 < 1 < 1, le dictionnaire résultant de la regle de
cohérencel(7.11) est de taille finie.

Démonstration.Le sous-espacet étant compact, la continuité de(x,-) produit un ensemble
{k(z, ) }zcx cOompact. Il existe alors un ensemble de boules de rayonsuignééfinies selon la norme
£5, pouvant couvrir ces fonctions noyau. Or pour toute pairvdetions noyau du dictionnaire de cohé-
rence inférieure @, on al|x(x,,, ) — k(xw,, )|} = 2 — 2k(2w,, Tw;) > 2 — 2u0. Cette borne impose
alors un nombre fini de ces boules. |

Cette proposition stipule que tout algorithme basé surtaésiie [7.111) admet une complexité cal-
culatoire fixe a chaque itération, indépendante du tempssamme phase transitoire. Cette complexité
ne dépend que de la taille du dictionnaire, celle-ci étant déterminée par le choix eluilg.y. A partir
de ce résultat, on propose d'exploiter la cohérence afin dstedre un dictionnaire de fonctions noyau
linéairement indépendantes. Pour cela, il suffit d'impaser borne sur sa cohérence ne dépassant pas le
seuilyy < 1/(m —1). Dans ce qui suit, on montre que le critére de cohérence admeetlation directe
avec d'autres régles de parcimonie, en particulier lereritbapproximation linéaire et I'entropie.
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7.3.2 Critére de cohérence comme critere d’approximationihéaire

Dans un premier temps, la Propositionl 7.4 montre que totibditaire résultant du critére de cohé-
rence avec un seyily vérifie la critére d’approximation linéaire (7.6) avec

2 _ 1 _ (m—l)u3
Mo = T oy,
1= (m —2) po

Ce résultat n'offre toutefois aucune information sur legéa@é de rejet par la régle de cohérence, et en
particulier I'erreur d’approximation des fonctions noyaxclues du dictionnaire. Cette derniére étant
bornée supérieurement pay avec la régle d’approximation linéaire, la propositionvaaie fournit un
résultat similaire pour la régle de cohérence.

Proposition 7.6. SoientD,,, un dictionnaire obtenu par la reglé (7.111), etx,,, -) une fonction noyau
ne vérifiant pas cette régle. L'erreur quadratique d’approation dex(x,, ) par les éléments d®,,
est inférieure a — pq.

Démonstration.On consideére la projection dgx,,, -) sur I'espace engendré par les élémentdge
La norme au carré du résidu est alors donnée par I'expregsi@)) soit

6@, )3 = [P, i(@n, ) |5
— 11— max Z%l ai"i(wwﬂ .’Bn)
o H Zz‘:l O‘i’i(a"ww )HH
| (@ Tn)|
ke{lom} [|6(@uwy, )l H

I(7 = Pp,, )(@n, )17

1—

L'inégalité dans cette expression correspond a un caspbeti des coefficients;, avecas, . .., a,, =0
sauf poura, = +1 selon le signe de(x., ,x,). De plus, puisque:(x,,-) ne vérifie pas la condi-
tion (Z.11), on a alorsnax;e(i,...m} [5(Tn, Tw;)| > po. EN combinant les deux inégalités, on obtient
I'expression finale

I(7 = Pp,, )ri(@n, )17 < 1= po,

pour les fonctions noyau de norme unité. |

En combinant cette borne avec celle obtenue en Proposi#omi@ conclut par la remarque suivante
sur I'approximation d'une fonction noyau par un dictiomeailern éléments de cohérence inférieure a
wo- Si la régle de cohérence (7111) est vérifiéer,,, -) est alors ajoutée au dictionnaire. L'erreur qua-
dratique de son approximation dépasse /m u/(1 — (m — 1) ), dans le dictionnaire dex + 1
éléments. Si la régle n'est pas satisfaite, elle est écduégictionnaire. Son erreur quadratique d'ap-
proximation est inférieure & — ;9. On précise que la premiére borne est inférieure a la secpode
tout 110 et m. Tandis que ces bornes sont confondues en une sgueur le critére d’approximation
linéaire, elles sont distinctes pour le critere de cohéeoomme illustré a la Figute T.2.

7.3.3 Lien avec I'entropie quadratique de Rényi

On s'intéresse au lien entre le critére de cohérence etdpiet quadratique de Rényi. Cette mesure
de la quantité de désordre dans un systéme est définié pas — log [ p(x)? dx pour une densité de
probabilitép. N'étant pas connue, on estime souvent cette derniéregstiniateur de Parzen de la forme
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0 rejetée 1 — po 1

. acceptée
1—,/—"Ho
1—(m—1) po

FIG. 7.2 —Bornes sur I'erreur quadratique d’approximatiomé’fonction noyau avec un dictionnaire de
m fonctions noyau de cohérence inférieurgpaLa région bleue (au dessous) correspond a la fonction
noyau vérifiant[(Z. 1), alors que celle rouge (au dessus@soond a Son Oppose.

p(z) = =S w(zx,x;) pour une fonction fenétre donnée que I'on centre sur chagegedisponible.

~m

En considérant la fenétre Gaussienne dans un premier téagtisnateur de Parzen est défini par

(z) = — Zm: I P )
P & (o)
En vertu du théoréme de convolution appliqué aux distrdinstiGaussiennes, on obtient
Hor~ —1 S22 da — —1 1 . k(g x))
R~ — og/(p(w)) €T = — 108 Wz';:%W )

ol k(x;, ;) = exp(—|@; — x;|?/263) est le noyau Gaussien. Cette expression montre que la somme
des termes de la matrice de Gram caractérise la diversitéléegents du dictionnaire _[GirD2]. Dans
[SGBT02], les auteurs ont recours a cette propriété afin de propmsetechnique d’élagage baptisée
fixed-size least-squares support vector machiResir un dictionnaire construit a partir du critére (7.11),
donc ayant une cohérence inférieurggaon obtient une borne inférieure a I'entropie, selon

1+(m—1),u0>.

Hp > log(2m33)"? - log( ~

Comme prévu, la borne inférieure sur I'entropie augmengndun augmente (plus d’éléments donc
plus de désordre), ou quapg décroit (moins de cohérence implique plus de désordre)s [Ratas plus
général d'un estimateur de Parzen dans un RKHS, l'intégfgier)? dz est aussi donnée par la norme
quadratique|p||3, dep(-) = = 3=, k(z;, ). On peut alors montrer que

m

1
12
Hp ~ —log ||p[|7; = —log g Z k(@i )
ij=1
Dans le cas ou le noyaud n'est pas de norme unité, la régle de cohérence est alorsedéfipartir
des fonctions noyau(xy, -)/+/k(xk, zx). On obtient alors la borne inférieure suivante sur I'engop
guadratique de Rényi

1 & [
Hpr > —log <W Z k(i x;) + 2 Z \/Ii(.’.l}i,.’.l}i) k(xj,x;) |-
i=1 i,j=1
i#]
Comme la borne précédente, celle-ci augmente quandiecroit et quandn augmente. Ces résultats
soulignent l'intérét de la cohérence pour caractériseivarsité des fonctions noyau dans un diction-

naire.
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7.3.4 Connection avec 'ACP-a-noyau

En sélectionnant les: fonctions noyau, déterminant ainsi un sous-espace repetgeles données
disponibles, notre approche peut étre percue comme uneidqeehde réduction de dimensionnalité. Il
est alors naturel d'étudier son lien avec I'’ACP-a-noyauntdialgorithme est présenté au Chapliie 4. Par
soucis de clarté, on suppose que les données sont centriele RKHS.

On rappelle que I'ACP consiste a déterminer les axes paneigui absorbent la plus grande va-
riance des données;, ce qui correspond a l'information utile comparée au bilugls axes principaux
sont les vecteurs proprds, associés aux plus grandes valeurs propyede la matrice de covariance
C des données, a savdlr ¥, = A\, ¥,. LACP-a-noyau est la mise en ceuvre de I’ACP dans un espace
induit par un noyau reproduisant Les données étudiées sont alors les fonctions nayay, -) et le

A . . P n AY A
kM€ axe prlnC|paI_ est donné pa?’r,<z = ijl_ﬂj,km(wj, -), ou _Ies_ﬂj,k sont les t(_ermes dkjeme_v_ecteur
propre de la matrice de Gram. Afin d’aboutir a des axes prawigle norme unité, les coefficients,,
. ’ mn 2 -y . ’ . .
sont normalisés de sorte qgéjzl ﬁj,k = 1/n)\;. La proposition suivante met en évidence le lien entre
I’ACP-a-noyau et notre approche.

Proposition 7.7. Soit D,, un dictionnaire construit par la régle de cohéren¢e (T.1ppliguée an
fonctions noyau. On désigne pé, le k*™€axe principal de ces fonctions noyau, de valeur propsg..
L’erreur quadratique d’approximation d&;. par lesm éléments d®,,, est inférieure &1 — o) \g.

Démonstration.Pour le montrer, on explicite une borne supérieure du régfdu— Pp, ) Ui |l%. On

désigne par(zx,,,-), pourj = 1,...,m, les éléments d&®,,, et parJ, I'ensemble des indices
{wy,wa,...,wn}. En développant; selonV, = Z}Ll Bj.kk(x;, ), on peut écrire
n
I(T = Pp,) Ul = D BinI = Pp,)k(x;, )|
j=1
n
< D 1Bkl 1T = Pp,,) k@, ) [1n
j=1
n
= > 18l I = Pp,,) s, ).
j=1
wjgjn

L'inégalité est obtenue en vertu de I'inégalité triangudagénéralisée, alors que la derniere égalité dé-
coule de fait queg|(! — Pp,,) k(xw,,-)|[| = 0 pour touts(z.,, ) du dictionnaireD,,. Les fonctions
noyau du dernier membre de I'expression ci-dessus étargstexclues du dictionnair®,,, par la régle

de cohérencd (7.11), on sait alors en vertu de la Propoiiaue||(I — Pp,,) x(x;,-)||3, < 1 — po-

Par conséquent, on peut écrire

12— Po,) el < (0= o) (D 183l (7.1
j=1
wjgjn

La sommation dans cette expression peut étre bornée sugénient par

< > |ﬁj,k|> < (Z |ﬁj,k|) <n) B = R
j=1 j=1 j=1

Wj%jn
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ou la seconde inégalité est due a l'inégalité de Cauchy-8xthyet I'égalité a la normalisation des axes
principaux de I’ACP-a-noyau. Pour terminer, on injecteé@suttat dans I'expression_(7]13), ce qui permet
d’écrire

1 — o

(T = Pp,) il < =
k

De ce résultat, on conclut que les axes principaux assacigsdas grandes valeurs propres admettent
de faibles erreurs d'approximation. On peut alors direlgj@dppartiennent, a une faible erreur pres, a
I'espace engendré par les éléments du dictionnaire. Orvpiué critére de cohérence comme un moyen
d’approximer des composantes principales sans le sur@fiilatoire occasionné par une inversion
matricielle comme pour les algorithmes de I'ACP et de I'A@#oyau. Un résultat semblable est obtenu
pour le critere d’approximation linéaire dans [EMMO04]. @@ que ce dernier admet une complexité
calculatoire quadratique avec la taille du dictionnaies;ritére de cohérence est a complexité linéaire.
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Chapitre 8

Methodes d’identification adaptatives
non-linéaires

Sommaire

18.4.3 _Algorithmes séquentiels de méthodesadoyau . . . . .. ...... 122

Au chapitre précédent, nous avons défini la cohérence datimdnaire de fonctions noyau, et utilisé
celle-ci pour le contrble en-ligne de I'ordre des modeleiseBses propriétés ont alors été étudiées. En
particulier, on a établi le lien entre ce critére et différetritéres de parcimonie, dont I'erreur d’approxi-
mation linéaire et I'entropie quadratique. On propose damshapitre d’adopter la cohérence pour la
résolution en-ligne de problémes d’'estimation fonctidlenpar méthodes a noyau. On profite alors de
la vaste littérature sur le filtrage adaptatif linéaire pproposer de nouveaux algorithmes non-linéaires.
On conclut en décrivant des algorithmes séquentiels pa@H-a-noyau et I'’AFD-a-noyau, permettant
ainsi de résoudre des problémes d’'apprentissage a grarfat@ai@ données.

8.1 Introduction

Une caractéristigue fondamentale des méthodes a noyae it fjue le modéle résultant est une
combinaison linéaire de fonctions noyau, dont l'ordre egilé@u nombre d’éléments de I'ensemble
d'apprentissage. On peut cependant choisir, avec le eritércohérence exposé au chapitre précédent,
de travailler avec des modeéles réduits d’ordre plus faibleste a présent a traiter le probléme de la
mise-a-jour des coefficients.
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Entrée du N Sortie du
systéme Systeme systéme

A

A

Modeéle ——(

Ln

€n

Schéma bloc d'un filtre adaptatif

FiG. 8.1 — Identification de systéme variant dans le temps ad'didne technique de filtrage adaptatif.

Dans le cadre de probléemes d’apprentissage en-ligne, albteses sont présentées de fagon sé-
guentielle a l'algorithme, il convient de proposer une méhd’optimisation apte a mettre a jour les co-
efficients du modéle et susceptible de s’adapter aux fluohstiu systéme non-stationnaire considéré.
A chaque itération, la méthode d’'apprentissage componie deapes élémentaires. Dans un premier
temps, le critére de cohérence permet éventuellement mienigr I'ordre du modéle en complétant le
dictionnaire avec la donnée courante. Dans un second temppgére une mise-a-jour des coefficients du
modéle de sorte a minimiser I'erreur quadratique de prédicCertains algorithmes procédent par adap-
tation des coefficients du modele, sans qu’il soit nécessiairésoudre le probleme d’optimisation initial.
Ceux-ci s'inscrivent dans le cadre général des algoritioheddtrage adaptatif. Ces derniers ont été large-
ment étudiés sous une forme linéaire dans la littératuratasgit au traitement du signal [Say03, Hay02].
On compte en revanche peu de travaux encore sur l'usage ddea@dnoyau pour conférer un caractéere
non-linéaire a ces techniques. Ce chapitre vise a reméden@angue.

Eléments de filtrage adaptatif linéaire

Le concept de filtrage linéaire a conduit au développemamedarmada de techniques pour le trai-
tement des signaux, stationnaires et non-stationnaires t€chniques visent essentiellement a extraire
des informations pertinentes d’'une séquence d’obsenstioyées dans un bruit. Un critére particulie-
rement utilisé pour la synthése de filtres est I'erreur qaidglie entre la sortie obtenue et la réponse
désirée. Dans le cas de données stationnaires, la solytionate est donnée par le filtre de Wiener. En
environnement non-stationnaire, on a recours aux techaida filtrage adaptatif car elles permettent de
suivre les variations du systeme étudié pourvu qu’ellesradentes. La Figuré (8.1) illustre ce principe
par un systeme bouclé permettant 'identification du syst&tudié a partir des entrées et des sorties
correspondantes. Une grande variété d'algorithmes degfdtadaptatif a été proposée dans la littérature,
gue I'on peut regrouper principalement en deux catégories :

Les algorithmes des moindres carrés récursifs On cherche a minimiser une somme pondérée des
carrés des erreurs, ou une pondération permet éventuelielmeégliger les erreurs correspondant
aux données les plus anciennes. Ces algorithmes ont saacents a des lemmes d'inversion ma-
tricielle pour la mise a jour des paramétres du filtre, sam&taessité de résoudre a chaque instant
le probléeme d’optimisation initial. Le plus connu de cescaifpimes est sans doute I'algorithme
RLS, pourrecursive-least-squares algorithm
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Les algorithmes du gradient stochastique :On s’appuie sur une technique de descente du gradient
pour minimiser un critére de performance, aprées avoir ésiom gradient. Parmi ces algorithmes,
on recense l'algorithme LMS, polrast-mean-squares algorithrea version normalisée NLMS,
ou encore l'algorithme de projection affine, APA pa@&ffine projection algorithm

Les algorithmes de moindres carrés récursifs convergestrppidement que ceux basés sur le gradient
stochastique, au prix toutefois d’'une complexité calaitatplus élevée. La linéarité du filtrage adapta-
tif stipule que la réponse du systéme est une fonction lieéhs observations appliquées a son entrée.
Les algorithmes répondant a une telle propriété profitaimel'simplicité conceptuelle et d’'une facilité
d'implémentation remarquables. Cependant, un grand r@adibpplications exigent un traitement non-
linéaire des données, un fait couvrant plusieurs dis@plicomme décrit dans I'article [GS01] dédié a la
théorie des systémes non-linéaires. Contrairement awgrsgs linéaires qui se définissent uniquement
par leur réponse impulsionnelle, il existe une grande téudé représentations décrivant les systéemes
non-linéaires, dont les filtres polynémiaux [M$00] et lese@ux de neurones [Hay99]. Les filtres poly-
némiaux basés sur les séries de Volterra [MS00] permeteentatiéliser une grande famille de systemes
non-linéaires. S'ils peuvent bénéficier des classiquesritfignes de moindres carrés récursifs et du gra-
dient stochastique, ils nécessitent en revanche I'esomatun nombre important de coefficients. Les
réseaux de neurone ont fait quant a eux l'objet de vasteg€tidsont considérés a juste titre comme
des approximateurs universels [Kal57]. Toutefois, le®adijmes d’apprentissage associés souffrent de
plusieurs maux, tels que la présence de nombreux minimaxatans la fonction codt, une complexité
calculatoire trés élevée ainsi qu’une lente convergenease contexte, les méthodes a noyau ouvrent
de nouvelles perspectives.

8.2 Algorithme de moindres carrés récursif a noyau (KRLS)

On rappelle que le probléme d’optimisation traité @s$h,cs > iy |di — ¢ (x;)|* + n||¥||3,. Pour
une résolution récursive de ce probléme, on réécrit le problsous la forme

min > 0" di = (@) l* + 6" vl (8.1)
i=1

ou # €]0,1] est un facteur d’oubli qui permet de négliger les donnéegeanes au profit des plus
récentes, fournissant ainsi un mécanisme de suivi de Uiéeol des observations quand le filtre opére en
environnement non-stationnaire. Le choix d’'une pondénajif™ dans le second terme de I'expression
(B.1) permet un amoindrissement des effets de la réguiarsavec le temps. En vertu du Théoreme de
Représentation, la solution optimale s’écrit sous la forrie = >~ «; r(z;, ). Eninjectant celle-ci
dans[(8.11), on obtient le probleme dual

min (d — Ka)' ©(d - Ka) + 160" Ka, (8.2)
[0 2
ol © est une matrice diagonale dontif&¢terme es” .

8.2.1 Ciritére de cohérence et algorithme KRLS

La résolution du probléeme d’optimisation (B.2) n’est pampatible avec un filtrage en-ligne puis-
gu’'elle nécessite I'inversion d’une matrice dont la taillex n augmente indéfiniment avec le nombre
d’'observations. Pour remédier a ce probléme, on proposeofieep du paramétre de cohérence qui four-
nit une information sur I'indépendance linéaire des élémediun dictionnaire de fonctions noyau. On
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désigne pat),,(-) le modéle a I'instant. d’'ordrem < n, avec
¢TL() = Z Qn,j Ii(mw]'a ')a (83)
j=1

ou les fonctions noyau(x,,,, -) constituent un dictionnaire obtenu par la regle (I7.11) pouseuilg
donné. En injectant cette expression ddns| (8.1), on raedrcomformément g (8.2) le vectear, des
coefficients optimaux a l'instant. Il est donné par la résolution du probleme

o, = argmin (d, — Hna)TG)n(dn —H,a)+ n@"aTKna. (8.4)

Dans cette expressiol,, désigne la matrice de Gram du dictionnaire de taillec 1 dont le (3, j)°™®
terme correspond &(z.,,x.,), ©, est la matrice diagonale de taille x n avecH" pour le i¢me
élément diagonal, €tf,, la matrice de taille: x m dont le(i, j)°™¢élément esk(x;, z.,, ). En supposant
que

P,=(H'©,H,+10"K,)!

existe, la solution du problémie_(8.4) s’exprime par
o, = P,H) ©,d,. (8.5)

A l'arrivée d’'une nouvelle donnée a l'instant+ 1, deux cas peuvent se présenter selon la regle de
cohérence (Z.11maxj—1. m |£(Tn, x,,;)| < po- Sik(zny1, ) Ne satisfait par cette regle, le dictionnaire
reste inchangé, et on met a jour les matri¢és et ®,,. En revanche, si la fonction noyatx,, 1, -)
vérifie cette régle, elle est insérée dans le dictionnair&’ edoit aussi étre mise-a-jour. En considérant
cette stratégie, on développe un algorithme récursif qunped’estimer a I'instant + 1, a partir d'une
solution de moindres carres, a I'instantn, la solutiona,, ;1. L'algorithme, baptisé KRLS pouernel-
based recursive least-squarest exposé ci-dessous.

Premier cas :max;1,...m |K(Tni1, Tw;)| > Ho

Ce test indique que la nouvelle fonction noyaix,, 11, ) peut étre représentée avec une faible er-
reur d’approximation par les fonctions noyau déja dansdéafinaire. |l n’est donc pas nécessaire de
l'inclure dans le dictionnaire. Une ligne supplémentaseagoutée & ,,, et un élément supplémentaire
est ajouté al,,, menant aux expressions

HTL d’I’L
manff] e[t

avech, .| = [K(Tni1,Tuy) - K(Tni1, T, ). COmme le dictionnaire reste inchangé, o&ka 1 =
K ,. Soit®,,, | la matrice diagonale de taille+ 1 x n + 1 dont lei®™terme esp”+'~%. En supposant
que la matriceHLl@nHHnH + 76"t K, .1 n'est pas singuliére, la solution a l'instamt+ 1 est
donnée par

Qpt1 = Pn+1H7—zr+1®n+1dn+1a (8.6)

U P,1 = (H) . ©,1Hyp1 + 00" K, 1) = (0P,' + h,11h,).,)~'. Cette expression est
similaire a la formulation classique des moindres carréarsifs, et ne nécessite aucune inversion ma-
tricielle pour étre évaluée. Pour cela, on propose d'applididentité de Woodbury connue aussi sous
le nom de lemme d’'inversion matricielle,

(A+BCD)'=A"'-A"'B(C'+DA'B)DA™,
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a I'expression deP,, 1. On aboutit & I'expression récursive suivante

07" Pyhayihg P
1+0-1h, ., Pyh,

P, =60"1\P, (8.7)
avec pour condition initiale K ,,. En remplacant{(817) dars (8.6), on obtient la mise-a-jeutgl, ; en
fonction dec,,, selon

Qni1 = 0y + Priihpir (dygt — by o). (8.8)

Dans cette expression, on retrow;éﬂan, ce qui correspond &, (x,,+1) selon [8.8) et qui n'est autre
que l'estimation de la réponse désirée a l'instant 1. L'expression entre parenthéses dans (8.8) s'écrit
alors selore,, 11 = dy,+1 — ¥n(xn11), €€ qui correspond a I'errearpriori a I'instantn + 1.

Second cas max;—i,...,m |K'(wn+1’ wwj)| S Ho

Dans ce cas, la fonction noyau candidate,, 1, -) a I'instantn + 1 ne peut étre représentée d'une
maniére satisfaisante par les éléments du dictionnaing. ¢&te raison, il faut I'inclure dans le diction-
naire. On désigne désormais cette fonction noyaupay, . Le nombre de termes dans le modéle
(B.3) croit del. On note alors

H, 0, K, hnﬂ [ d, ]
H,. = K,.1= dni1 = ;
i [hlﬂ hO] i [hlﬂ ho ! dnt1

m+1) )

avechIH = [k(@nt1, Twy) - K(Tnt1, Tw,, )]s ho = K(Ept1, Tnt1), €10, Un vecteur colonne de
zéros. Le vecteur des coefficients optimaux, ; est toujours donné par I'équatidn (B.6), avec

0P,  + hyhl L (ho + n9”+1)hn+1] !
(ho +n0" YR (ho +16" g

Afin de calculerP,,. 1, on utilise I'identité suivante pour I'inversion d’une miae bloc :

Pn+1:|:

[A B} o [A_l o, [_A_IB} (D-CA'B) [-CA™! 1],

C D 0 O I
En appliquant cette équationf3, , 1, on obtient
[P, O l1—gq T
ou
Poy = (0P +hoihg,) ™

g = (hog+1n0""YPpi1h,
¢ = (ho+n0"™(ho — h) 1)

. ~ - ~ - T
Notre approche repose sur la présencele ; dans la solutionx,, 1 = P, 1 H,,  10,1d,1 au
problémeming (dpi1 — Hyp1a) 0,0 1(dny1 — Hyp1a) + 06" la’ K, 1, dans lequel on a
= T . - - .
noteH, 1 = [H;[ hnﬂ] . On peut alors calculer efficacemeRt, .| et &, 1 avec les equations de

mise-a-jour[(8.17) e{(818), soit

0 1P,h, 1h' P
Pn+1 = 971 Pn nntlPntls n

107 h Pohas

@ni1 = Gn+ Poyihyir (dogt — by q6y). (8.11)

(8.10)
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En d'autres termes, la procédure décrite dans la sectiaggeate, dite "Premier cas", peut étre appli-
quée ici & h,11,d,+1) comme une étape de pré-traitement pour déternfihar; eté, . La relation
liant Pnﬂ a P, ., permet alors de déterminer le vecteur de soluégn ; a partir dec,, 1. En multi-
pliant a droite les deux termes de I’équati8.9)bb;f+1®n+1dn+1, on obtient

a _ Pn+1 0, -H; thrl 0®n 0, dn
T lor oflo) ke |0 1] [dugs
0‘53411
17qq" —q| [H] h,1)[00, 0,]] d,
+ T T T :
C q 1 On ho On 1 dn+1
o

n+1
On désigne paaff}rl etagi)L1 le premier et le second termesag ; dans I'équation ci-dessus. On peut
développer ceux-ci selon

a(lJ)rl — |:13n+1(9H;1r®ndn + dn+1hn+1):| — [Pn+1ﬂ:+1®n+ldn+1] _ |:C~Xn+1:|
n 0 0 0

a(Q) _ 1 [qu(eHIQndn +dnt1hni) — hOdnJrl‘I] _ l [_Q(hodnJrl — (ho + 779n+1)hr—|;+1dn+1)]
" ¢ —qT(0H , Ondy, + dpi1hnst) + hodng C | hodni1 — (ho + 00" YR} 6t
1 . _
= 7 (hodnt1 — (ho + 0™ )R} 6nir) [ 1q]

Finalement, on obtient 'équation de mise-a-jour liant, ; a c,, par I'intermédiaire dex,, 1, les équa-

tions (8.10),[(8.11) et

dn“] hodni1 — (ho + 10" R 6 [—q] _ (8.12)

Ant1 = |:
0 (ho + 10" 1) (ho — hy1q) 1

Dans la section suivante, on résume l'algorithme final dangession non-régularisée afin de sim-
plifier la présentation, et I'on étudie sa complexité.

8.2.2 Algorithme KRLS et complexité

Dans ce qui suit, on présente I'algorithme d'optimisationne prétant pas attention au terme de
régularisation afin de simplifier 'exposé. Ceci revient asidérern = 0 dans la fonction codt initiale
(d, — H,a)'9©,(d, — H,a). Achaque instant + 1, & l'arrivée de nouvelles données  ; etd,, 1,
les expression$ (8.7) €1(8.8) sont évaluées. On vérifigtersu (x,,+1, -) satisfait la régle de cohérence
(7.11), afin de I'inclure éventuellement dans le dictionaa8i tel est le cas, I'ordre du modele croit et
ses parametres sont a nouveau rafraichis. On procede pawetan les expression§ (B.9)[ef (8.12), qui
se réduisent dans le cas non-régularisé a

PnJrl On:| 1 |:_1~Dn+1hn+1:| ~ T
= —(Pnyihni1)” 1/ho]  (8.13)
0, 0] 1-h)\ Puiihop 1/ho | }

Pn+1:|:

dn+1:| dn+1 - h’T—LI—+1dTL+1 |:_pn+1hn+1:| (8 14)

(8% 1= =
" [ 0 1—h) 1 Ppiihnia 1/ho
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Instructions Expressions
Parametres
0.Seuil de cohérence 1o
0.Facteur d’oubli 0
0.Paramétre de régularisation n=20
Initialisation
1. Définition du dictionnaire m=1, w1 =1, D1 ={k(zw,,")}
2. Initialisation Py =1/k(x1,21)
3. Coefficient initial ay = Pydy
A chaque instant n+1>2
4. Acquisition de nouvelles données (Tnt1,dni)
5. Calcul de h,, (hn+1)(i,1) = l{(anrl,:Bwi)
6. Calcul de  P,.q, selon (8.7 P, ,=0"" [P - Gflp"h”“h;“P”}
. n+1s . n+ n 1+971h7:+1pnhn+1
8. Calcul de .1, selon (8.8 ] Qi1 =0y + Puypihogr (gt — by o)
9. Si régle de cohérence vérifiée : max;—1,...m [F(Tni1, Tw;)| < po
a. Incrémentation de l'ordre m=m+1, app=][a),; 07
b. Mise-a-jour du dictionnaire Wm =n+1, Dy =Dy U{k(xy,,, )}
c. Calcul de P,.., selon (8.131 1 Pri1 = [—(Pryihng1)"  1/ho)T
Pn+1 On 1 T
P, = OI 0 +m1)n+1pn+1
dnt1—h) 100m
d. Calcul de  a,41, selon (8.14) ] Ont1 :awWW Pt

TAaB. 8.1 — Pseudocode de l'algorithme de moindres carrés iiféun®yau (sans régularisation) avec
critere de cohérence.

L'algorithme est illustré en pseudo-code au Tableau 8.tdie calculatoire dé,, dépend du noyau
reproduisant choisi, et est proportionnel a la tailledu dictionnaire. Chaque itération de I'algorithme
RLS nécessit& (m?) opérations. Le critére de cohérence est beaucoup plusesimplettre en ceuvre
que le critere d’'approximation linéaire puisqu'’il consist comparer le plus grand élément/ldg en
valeur absolue a un seuily. Cette régle détermine I'incrémentation de I'ordre quiessiteO(m?)
multiplications et additions par itération. On rappelleeda taille finale du dictionnaire obtenu par le
critere de cohérence est fini, une propriété démontrée 2lzoBition[7.5. Ceci implique gu’aprés une
période transitoire d’incrémentation de I'ordre du mogdBégape9. dans le Tableau 8.1 devient obsoléte
et la complexité calculatoire de I'algorithme se trouveuiézla celle de I'algorithme RLS classique. En
pratique, le nombre de fonctions noyau retenues restedig@nable, une dizaine, comme illustré par
les expérimentations de la section suivante.

L'algorithme exposé ici est original. Il faut toutefois prger qu'il existe un autre algorithme récur-
sif d’approximation fonctionnelle développé dans [EMMOdh considérant la résolution du probléme
d’approximation linéaire[(716). Au dela de la différences deiteres de parcimonie adoptés, les deux
algorithmes sont distincts en plusieurs points. En pditigien comparant [EMMQ4, Eq. (IV.11)] avec
(B.3), on remarque que les deux équations ont recours a desesalifférentes. Alors que la premiére
fait intervenir deux inversions matricielles, notre apgre n’en nécessite qu’une seule. De plus, le fac-
teur d’oubli, présent dank (8.2) et absent dans [EMMO04, E4B)], permet d’opérer en environnement
non-stationnaire.
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8.3 Methode du gradient stochastique : I'algorithme KAPA

On reprend le probleme de minimisation de I'erreur quaguati{Z.1) en abandonnant pour le mo-
ment le terme de régularisation, soit

min — 3 (di — ()% (8.15)

veEH N

1=

Afin de résoudre ce probléeme d'optimisation en-ligne, orppse a nouveau d'utiliser le critére de
cohérencel (7.11) comme stratégie de contrdle de I'ordrea@hiéta. En désignant par,(-) le modéle a
I'instantn, on a

Un() = g K@, ), (8.16)
j=1

ou lesk(x.,;,-) forment un dictionnaire de cohérengg obtenu par la réglé (7Z.11). En injectant cette
forme réduite dang (8.15), le vecteur de coefficients optima, = [a,1 an2 -+ amm]T est alors
donné par la résolution du probléme dual

o, = argmin ||d, — H,al?, (8.17)

oud, = [dy dy --- d,]" désigne le vecteur des réponses désiréed,, gia matrice de taillex x m dont
le (i, 7)™ élément correspond’&(x;, x.,;). En supposant que la matriéé,| H,, est non-singuliére, la
solution optimale est donnée par

o, =(H H,) 'H d,.

A la section précédente, on a développé un algorithme riéqasr déterminer le vecteur des co-
efficientsa,, 1 & partir decx,, dés l'arrivée d’'une nouvelle données, ;. On propose a présent une
méthode plus simple pour résoudre (8.17) a partir d'uneduhoe de gradient stochastique.

8.3.1 Algorithme de projection affine a noyau (KAPA)

Pour résoudre le probléme d’optimisation (8.17), on caside principe de fluctuation minimale
pour déterminer a l'instant + 1 le vecteur des paramétres,; a partir dec,,, soit en minimisant
lani1 — a|?. A cette fonction objectif s’ajoute une contrainte surrérr a posteriorinulle, desq
dernieres données. Pour cela, a l'instantl, seules leg plus récentes entré¢s,, 1, T, ..., Tn_q2}
et observationgd,, 1, dy, ..., d,—q+2} SONt considérées. On désigne par.; le vecteur colonne des
sorties désirées degéléments dont 1¢°M€ élément estl,, ;. -, et parH 1 la matrice de taille; x m
suivante

K(Tni1, oy) K(Tn, oy) - “(wn—q-k% T )
K(Xpai1, x k(X T e B(p—ga9, T

Hn+1: ( n+:’ wz) ( TL’ wz) y ( n CI?r’ wz) ' (818)
K(Tni1s o) K(Tn, Tw,,) -0 K(Tn—gr2, Ty, )

On réécrit alors le probléme d’optimisation avec contesuivant

min lotni1 — anl? (8.19)
Qnt1
sous contrainte d,,+1 = H 110,41 (8.20)
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Ceci correspond au probleme de projection affine [Say03} daspace des parameétres,, ;| étant
obtenu par la projection de,, sur I'intersection deg sous-espaces affin&s définis par

Si={a€R™: h)_; o0—dy iy2 =0}, i=1,...,q,
avech, ;.o = [K(Tp—it2, Tuy)  K(Tn_it2,Tw,,)]. ON désigne cet algorithme par KAPA, pour
kernel-based affine projection algorithmt ¢ par ordre de projection affib® Dans ce gui suit, on déve-

loppe I'algorithme KAPA. A l'instantn + 1, a I'arrivée d’une nouvelle donnée, on est confronté a l'une
des deux possibilités suivantes, selon gue,, 1, -) vérifie ou non la régle de cohérenge (7.11).

Premier cas :max;j—1,....m |K(€nt1, Tw; )| > 1o

La fonction noyaux(x,1,-) N'est pas ajoutée au dictionnaire puisqu’elle peut étreoraiable-
ment représentée par les éléments de ce dernier. Le dialfemeste inchangé. La solution au probleme
d’optimisation sous contrainte (8]19)—(8.20) est alonsnd® par la minimisation du Lagrangien

Han-‘rl - anH2 + AT(dn—i—l - Hn-l—lan—l—l)

ou X\ est le vecteur de multiplicateurs de Lagrange. En annuntérivées de cette expression par
rapport a1 €t, on obtient

2(@ni1 —an) = Hj A (8.21)
H, 100041 = dpy1.
En supposant quEi[nJrlHI+1 est non-singuliére, ces équations produisent I'exprassio
A=2 (HnJrlHIJrl)il(dnJrl —Hyjio).
En plagant ce résultat daris (8.21), on obtient I'équatiomide-a-jour dex,, ;; :
a1 =0y +oH) (0l + Hyp H,) ) (doyt — Hogio,), (8.22)

Comme préconisé dars [Say03], on a introduit dans cetteiégua paramétre de contrdle du pas de
convergence, et le termenl, relatif & la régularisation. L'évaluation de (8/22) nédesinversion de
la matrice(nI, + H,+1H, ), dune tailleq x ¢ habituellement faible.

Second cas max;—i,...m |k (Tni1, Tw;)| < Ho

Dans ce cas, la nouvelle fonction noya(r,.1,-) ne peut étre efficacement représentée par les
éléments du dictionnaire. Elle est alors ajouté a ce dereiiem la désigne pat(x,,,, ,,-). Lordre m
du modele rédui(8.16) est incrémenté £}, ; devient une matrice de taillex (m + 1), en incluant
dans I'ancienne matrice une nouvelle colofRex, 1, Zw,,.,) - K(Tn—g+2, Tw,,, )] | - POUr prendre
en considération le nouvel élémentalg. 1, on transforme le probleme_(8119)—(8.20) ainsi
g};nl HanJrl,l---m - O‘TLHQ + a%erl,erl

sSous contrainte dyy1=Hp 1041,

N L. . L1z eme
ou o, 41,1...m désigne lesn premiers €léments du vectenty, ;. La (m + 1) composante dex,, 1,
notéea,1m,+1, fait fonction de terme de regularisation dans la fonctidectif. En reprenant les
développements effectués dans le premier cas, on obtintdtion de mise-a-jour suivante :

o, _ a,
Oyl = [ 0 ] +oH, (I + Hy Hy )™ (dn+1 —Hy [ 0 ]) - (8.23)

On retrouve alors une forme similaire a I'équatibn (8.22).

10Ne pas confondre cet ordre de projection affjrevec I'ordre du modéle qui n’est autre que la tailledu dictionnaire
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Instructions Expressions
Parametres
0.Seuil de cohérence 1o
0.Parameétre de régularisation 7
0.Ordre de projection affine q
0.Pas de convergence 0
Initialisation
1. Définition du dictionnaire m=1, wy=1, D, ={k(xw,,, )}
2. Coefficient initial oy =di/k(x1, 1)
A chaque instant n+1>2
3. Acquisition de nouvelles données (Tnt1,dnt1)
4. Si regle de cohérence vérifiée : max;—1,...m [K(Tni1, Tw;)| < po
a. Incrémentation de I'ordre m=m+1, a,=][a] 0]T
b. Mise-a-jour du dictionnaire wm =n+1, Dp =Dy U{k(zy,,,")}
5. Matrice H, .1, selon (8.18 1 (Hyi1),5) = K(®n—it2, Tw;)
6. Erreur a priori €ant+l =dnt1 — Hppro,
7. Mise-a-jour des coefficients a1 =an+oH) Iy +Hyp HY ) Yeqni

TAB. 8.2 — Pseudocode de I'algorithme de projection affine amayac critére de cohérence.

8.3.2 Algorithme KAPA et complexité

L'algorithme KAPA est illustré en pseudo-code au Tabledl B.est principalement composé de la
regle de cohérencé(7]11), et des expressions de mise-£Bj@@) et [8.2B). Le colt calculatoire de la
matriceH ,, .1, de tailleq x m, dépend du noyau reproduisantonsidéré. Il est proportionnel a la taille
du dictionnairem ainsi qu'a I'ordre de projectiog. En pratique, ce dernier est souvent choisi de sorte
a étre inférieur & 10. Chaque itération de I'algorithme séite 'inversion denI, + H, 1 H, . ), ce
qui représent@(¢?) opérations. Le codt calculatoire du critére de cohérentcsiradaire a celui étudié
ala Sectiol 8.2]2.

L'algorithme KAPA admet donc un codt calculatoire linéaiedativement a la taille du dictionnaire,
alors qu'il est quadratique pour I'algorithme KRLS prégeatla Sectiof 8]2. Cependant, le prix a payer
est une convergence moins rapide. Une configuration pbétieude I'algorithme KAPA est le choix
q = 1, que I'on présente dans la section suivant.

8.3.3 Approximation instantanée : I'algorithme KNLMS

On considére dans ce qui suit la configuration particuliergoa= 1. Le probléeme d'optimi-
sation reste inchangé, avec le principe de fluctuation natenf8.19). La contraintd_(8.20) corres-
pondant a I'annulation de I'erreua posteriori instantanée est de la formg,; = hLlanH ou
hLl = [K(Tpt1, Tw,) - - K(Tnt1, Tw,, )|. Les relations[(8.22) ef (8.23) se réduisent &

o Simaxj—1 . m|K(Tni1, Tw;)| > o,

4 T
Qi1 = G+ ——2(dpi1 — B ) Rpsr. 8.24
+1 n + ||hn+1||2 ( +1 +1 ) +1 ( )
L4 Siman:L...,m "‘f(wn—f—laww‘j)‘ S Mo
(879 0 T (879
Q1 = b+—2  (dyy—h) Bt 8.25
o M n+uhn+luz< o “M) o (825
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Ces expressions correspondent a une approximation iaatsntlu gradient. Les deux équations de mise-
a-jour dea,, (8.23) et[[(8.2b), ne sont autre qu’une forme d’algorithiS normalisé a noyau. L'erreur

a priori correspond au terme entre parentheses,esgit1 = d,+1 — hLlan- On désigne cet algo-
rithme particulier par KNLMS, poukernel-based least-mean-squar&ans ce qui suit, on développe
des variantes de cet algorithme.

8.4 Variantes

On développe dans cette section d’autres variantes defitdghe KAPA. En particulier, on propose
de remplacer le critere de cohérence par le critere de Badelernier étant défini selon (7112). Puis on
étudie l'usage d'un modele d’ordre fixe, en définissant aal@e la taille du dictionnaire. On termine
par la mise en ceuvre d'algorithmes séquentiels d’ACP-auney d’AFD-a-noyau.

8.4.1 Contréle de complexité par le critere de Babel

Tout au long de ce chapitre, on a développé des algorithmddtrdge adaptatifs en contrdlant
I'ordre du modeéle a I'aide du critére de cohérence. Les fonstnoyau ainsi sélectionnées et formant un
dictionnaire de faible cohérence vérifient plusieurs péigs, exposées au chapitre précédent. Ce critére
est facile a évaluer, avec un faible codt calculatoire compax criteres classiques. Néanmoins, il ne
dépend que de la corrélation entre la fonction noyau catelietd’élément du dictionnaire qui lui est le
plus corrélé. La fonction de Babel permet une descriptioi fihe de la structure du dictionnaire.

Le critére de Babel est défini ainsi. A l'instamt- 1, on ajoute la nouvelle fonction noyaux,, 1, -)
au dictionnaireD,,, si la somme des corrélations en valeur absolue entre elds &éments du diction-
naire ne dépasse pas un seuil doppéa savoir

D k@t ;)| < po- (8.26)
j=1

Le niveau de parcimonie du modéle est déterminé par le ggulComme tous les éléments du dic-
tionnaire vérifient cette régle, le seuil) détermine une borne supérieure de la fonction de Babel du
dictionnaire. D’'un point de vue algorithmique et calcuiapla régle de Babel nécessite additions
supplémentaires a chaque itération comparée a la reglendeerme[(7.11). Cependant, il faut préciser
gue les termes de cette opération d’addition correspondent signe prés, aux éléments du vecteur co-
lonneh,,, 1 déja utilisés par les algorithmes KRLS, KAPA et KNLMS. Poardernier a titre d’exemple,
on calcule & chaque itératidn, | = [k(Tni1,Tuy) - K(Tni1, To,, )] €L ON évalue la somme de ses
éléments en valeur absolue. Si cette derniére est supgaeaur seuil,o donné, on ajuste les coefficients
du modéle seloav,, 1 = o, + m (dp+1— h;;rlan) h,1. Dans le cas contraire, on incrémente
I'ordre du modéle en augmentant la tailledg par I'ajout d’'une composante nulle, avant d’appliquer la
regle ci-dessus pour calcule, ;.

8.4.2 Modeéle d’ordre fixe

Nous avons montré que le critére de cohérence assure lgararfiai du dictionnaire. Cependant,
il peut étre toutefois intéressant de fixer I'ordre du modgigréalable. A cet effet, on inclut une étape
supplémentaire dans l'algorithme consistant a retirerlémént du dictionnaire a chaque fois que I'on
en ajoute un. Il semble naturel d'utiliser le méme critérarpajouter et retirer une fonction noyau, la
cohérence en I'occurrence. Dans ce contexte, plusiewt®gies sont envisageables pour conserver un
ordre de modéle fixé au préalablerg.
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La premiére est définie ainsi. On commence par appliqueddesithmes présentés précédemment,
jusgu’a ce que le dictionnaire atteigne une tailleOn incorpore alors une étape supplémentaire d'éla-

gage a chaque instant. On propose pour cela de retirer Bltaaméme de faire décroitre la cohérence
du dictionnaire , soit la fonction noyat(x., , -) telle que

Wg = argmax ”%(wwiv ww‘j)"
i#]

On note que cette expression implique simultanément dé&umeatits du dictionnaire susceptibles d'étre

supprimés, les entrées,, etx,,;) der(z.,, x.,;). Il est toutefois judicieux de retirer I'élément le plus

ancien afin de prendre en compte la non-stationnarité daragsétudié. Cette stratégie ne garantit pas

une décroissance monotone de la cohérence du dictionned@uas des itérations.

Afin d’aboutir a une décroissance monotone de la cohéremcprapose une stratégie consistant a
combiner les deux étapes, I'ajout et la suppression deiforechoyau, en une seule étape dite de substi-
tution. On commence l'apprentissage avec un dictionnaireaille m, en y incluant lesng premiéres
observations. La stratégie consiste alors a diminuer |&resice du dictionnaire a chaque instant. Le
critere de substitution est le suivant. En désignant,darn la cohérence du dictionnaire & l'instamt
(celle-ci étant arbitraire au début de I'apprentissaga)ajoutex(x,,, ) dans le dictionnaire et on en
retire un élémenk(x,, , -) si

max |k(x,, ;)| < p(n).

.7':1'7---77710
J#k

Par ce critére, on obtient une diminution monotone de la reoto&. Toutefois, nous avons noté que
cette stratégie ne garantit pas de bonnes performanceaglarithme. En effet, pour un systéme variant
dans le temps, les éléments du dictionnaire obtenus dansearigr temps peuvent bloquer I'ajout de
nouvelles fonctions noyau pertinentes par la suite.

Afin de profiter des avantages des deux stratégies précédent@ropose une stratégie combinant
les deux. L'algorithme nécessite deux parametres, latdill dictionnairen et le seuil de cohérence
1o. On commence avec un dictionnaire constitué agspremiéres fonctions noyau, et de cohérence
arbitraire. A l'instantn + 1, on ajoute la nouvelle fonction noyawx,, 1, -) au dictionnaire si le critére
de cohérencé (7.11) est veérifi€, soitx;—1,....m, |5(Tnt1, Tw,)| < po. Afin d'avoir un modele d'ordre
fixe, on propose ensuite de retirer la plus ancienne fonayau du dictionnaire. L'algorithme KNLMS
a ordre de modéle fixe estillustré au TablEal .3

8.4.3 Algorithmes séquentiels de méthodes a noyau

Nous avons présenté en Secfiod 7.1 comment la minimisatiorcd(t quadratique pouvait étre mise
au service de diverses méthodes a noyau classiques. Orsprofintenant des versions séquentielles
de celles-ci, a partir de I'algorithme KNLMS et du critérea#hérence développé dans ce chapitre.

Dans le cadre de la discrimination entre deux classes, mid&ne la modélisation d'un systéme dont
la sortie correspond a I'étiquette désirée. En particutierposel; € {+n/n,,—n/n_} avecn, etn_
désignant le nombre d'observations de chacune des delseslas: le nombre total. Ceci correspond
au schémal (712), et la minimisation de I'erreur quadratiffudl) produit un résultat similaire a celui
obtenu par AFD-a-noyau. On peut alors exploiter les allgorés développés tout au long de ce chapitre
pour proposer une version séquentielle de I'algorithme Aoyau. On considére en particulier la
mise en ceuvre d'un algorithme de descente de gradient stama a cet effet, 'algorithme KNLMS

"yUne initialisation plus correcte des coefficients du modelesisterait & remplacer 'étape 2. d'initialisation &bé@ par
Amgy = d/(K + 7717”0)1 avec(K)(i,]-) = H(www wwj)-
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Instructions Expressions
Paramétres
0.Ordre du modeéle mo
0.Seuil de cohérence Lo
0.Parameétre de régularisation n
0.Pas de convergence 0
Initialisation
1. Définition du dictionnaire wj=7 pour j=1,...,mg
D = {K(®wy, ), - - ’i(wwmov )}
2. Coefficients du modéle aj=rand pour j=1,...,mg
A chaque instant n+1>mg+1
3. Acquisition de nouvelles données (Tnt1, dnt1)
4. Si regle de cohérence vérifiée : max;—1,....mo |K(Tnt1, Tw;)| < po
a. Substitution dans le dictionnaire wp=n+1 avec wy =argminj—i . m,w;
b. Modification du keme coefficient (cn)r =0
5. Vecteur de noyau Ry = [K(@pi1, Twy) - K (Zpg1, T, )]
6. Erreur a priori ant1 = dnt1— by 0,
7. Mise-a-jour des coefficients Qi1 = + W"HHQ €an+1 Pnt1

TAB. 8.3 — Pseudocode de I'algorithme KNLMS a ordre fixe ave@@itle cohérence.

avec le critére de cohérence. Cet algorithme n'impose pa®ugainte de norme sur les coefficients
du modéle, comme le nécessite I'algorithme classique d'4AFmyau dont le vecteur de coefficients
est de norme unité. Pour introduire cette contrainte dafgdfithme KNLMS, on propose une approche
d’optimisation alternée. A chaque instant 1, on applique dans un premier temps 'algorithme KNLMS
comme exposé a la Section 813.3, avec les express$ion$ €8.@8125), pour déterminer le vectediy, | ;.

Dans un second temps, on opére une projection de ce derniterssemble des vecteurs admissibles,
||| = 1, avec une normalisation sela, ;1 /| e, 1|*. Lalgorithme final est présenté au Tabléau 8.4.

Dans un cadre non-supervisé, on rappelle que le critére liérence permet de sélectionner les
fonctions noyau les plus pertinentes parmi un ensemblerdrifms noyau disponibles. Cette pertinence
admet une signification au sens de I’ACP, comme exposé auit@@mpar la Propositiofl 7.7. On rap-
pelle que I'on y montre que le sous-espace engendré parretdns noyau retenues permet une bonne
approximation des composantes principales les plus petés. Dans le cadre de 'ACP-a-noyau, on
cherche a déterminer la fonction qui maximise la varianceddmnées projetées, parmi les fonctions de
norme unité. On est alors amené a la résolution du probléomidiisation sous contrainte suivant :

* N2
W —arggleagzi:lwwz)l :

sous la contraint@y* ||, = 1. Pour résoudre ce probleme, on propose d’adapter I'algnatKNLMS

en particulier. Pour cela, on reprend le probleme de mimitiie du risque quadratiquie_(¥V.1) ou la sortie
désirée est fixée a zero pour chaque élément de I'ensemiplerdiaissage. On aboultit a la minimisation
ded S | (¥(=;))? sans le terme de régularisation. La maximisation de cettetitmnelle correspond

a une ACP. On peut alors proposer a cet effet un algorithmeesdigl par montée de gradient stochas-
tique, en modifiant les équations de mise-a-jgur (8.24858.Une normalisation de I'axe principal est
également nécessaire. Pour cela, on a recours a 'optiotisgiternée, comme présentée au paragraphe
précédent. On illustre le pseudo-code de cet algorithmeadle@U 8.5. Il faut noter que l'algorithme
fournit un axe principal. Pour les autres, il convient decgder par déflation. Ceci sort du contexte du
présent travail.
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Instructions Expressions
Paramétres
0.Seuil de cohérence 140
0.Paramétre de régularisation 7
0.Pas de convergence 0
Initialisation
1. Définition du dictionnaire m=1, wn=1, D, ={k(r,,, )}
2. Coefficient initial a1 = dy/k(x1, x1)
A chaque instant n+1>2
3. Acquisition de nouvelles données (Tnt1,dnt1)
4. Si regle de cohérence vérifiée : max;—1,....m |F(Tni1, w; )| < o
a. Incrémentation de l'ordre m=m+1, a,=[a, 0T
b. Mise-a-jour du dictionnaire wm=n+1, Dp =Dp_1U{k(xy,,, )}
5. Vecteur de noyau By = [F(Tni1, @uy) - K(Tng1, T,
6. Erreur a priori ant1 = dns1 — by,
7. Mise-a-jour des coefficients Qpi1 = oy + m €an+1 Pnt1
8. Normalisation des coefficients Ani1 = ani1/||ansl?

TAB. 8.4 — Pseudocode de I'algorithme séquentiel d’AFD-a-na@ypartir de I'algorithme KNLMS avec
critere de cohérence, aveg € {+n/ny,—n/n_} selon 'appartenance duf™€élément & I'une des
deux classes.

Instructions Expressions
Paramétres
0.Seuil de cohérence 140
0.Parameétre de régularisation n
0.Pas de convergence 0
Initialisation
1. Définition du dictionnaire m=1, wn=1, D, ={k(z,,, )}
2. Coefficient initial oy =rand /k(x1,x1)
A chaque instant n+1>2
3. Acquisition d'une nouvelle donnée Tyl
4. Si regle de cohérence vérifiée : max;—1,...m [F(Tni1, Tw;)| < o
a. Incrémentation de l'ordre m=m+1, a,=[a 0T
b. Mise-a-jour du dictionnaire Wm=n+1, Dy =Dy-1 U{k(xy,,, )}
5. Vecteur de noyau Ry 1 = [F(Tns1, Toy)  K(Tng1, Tor, )]
6. Mise-a-jour des coefficients Qpt1 = Oy — m h,TLHa,,L h,t1
7. Normalisation des coefficients A1 = i1/ Gt

TAB. 8.5 — Pseudocode de I'algorithme séquentiel d’ACP-a-n@ypartir de I'algorithme KNLMS avec
critere de cohérence.
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Chapitre 9

Applications

Sommaire

L'objet de ce chapitre est d'illustrer les algorithmes déppés tout au long de ce manuscrit par le
traitement de signaux synthétiques et réels. On s'intéremg d’'abord a la question de l'identification
de systémes non-linéaires et non-stationnaires avanvdrireers des considérations temps-fréquence.

9.1 Filtrage adaptatif non-linéaire

9.1.1 Lalgorithme KRLS — Premiére application

En guise de premiére application, on considére le systémandigue non-linéaire défini par les
entréese,, et les sorties désiréefs telles

(9.1)

{ v, = 1.1 exp(_‘vn—ll) + Tn
dy = v2

et la condition initialevy = 0.5. Les entrées:,, suivent une distribution Gaussienne de moyenne nulle
et d’écart type).25. Les sorties du systéme sont noyées dans un bruit blanc i@auksmoyenne nulle

et de variancd, correspondant a un rapport signal-sur-bruit de I'ordre-de) dB. On se propose ici
d’identifier un modéle non-linéaire de la formg = (x,,) a I'aide de I'algorithme KRLS & mémoire
infinie, soitd = 1. Dans une étape dite hors-ligne, nous avons déterminé leuarei configuration de
I'algorithme a partir del0 séquences indépendantes X#0 échantillons. Les performances ont été
estimées par I'erreur quadratique moyenne de prédictionestb00 derniers échantillons de chaque
séquence, et moyennées sur toutes les séquences. Le ndyaplatee nous est apparu le mieux adapte,
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pour une largeus, = 0.35 et un seuil de cohérengg = 0.3. Ces parameétres ont été obtenus par une
recherche sur la grille définie péb.1 < o9 < 1) x (0.05 < py < 0.5), avec les padgy = 0.05 et
Apo = 0.05. Nous avons déterminé dans le méme temps le paramétre darigafion = 10~ par
une exploration de l'intervallél0-¢,10~!] avec un pas logarithmique.

Nous avons déterminé les caractéristiques du modéle aas@itir50 séquences indépendantes de
10000 échantillons. Ceci nous a conduit & un ordiedu modéle a noyau égal en moyenné.4 et
a une valeur moyenne de la fonction de BabeDd&. En vertu de la Propositidn 7.3, il apparait que
les fonctions noyau du dictionnaire étaient trés souveanteoujours, linéairement indépendantes. Pour
étudier les performances en régime statique, nous avongélasreur quadratique moyenne normalisée
de prédiction sur les dernies®00 échantillons de chague séquence, soit

2;0:()50801(dn - wn—l(wn))z
> 5001 &3
L'erreur moyenne que nous avons obtenue suisleséquences indépendantes esOdg11. La Fi-
gure[9.1 illustre la convergence de l'algorithme KRLS poiffécentes valeurs de largeuf du noyau

de Laplace. Les courbes de I'erreur quadratique ont étéelisen les moyennant sur 20 échantillons
consécutifs.

On se propose de comparer notre méthode KRLS a celle de Engell. [EMMO4] qui repose sur
le critere d’approximation linéairé (7.6). Pour détermites meilleurs paramétres, nous avons opéré
comme précédemment par une recherche sur la géille < oy < 1) x (0.6 < 73 < 0.95), par pas
Aoy = 0.05 et An? = 0.05 pour I'ajustement de la largeur, du noyau et du seuil d’approximation
linéairen?. Nous avons abouti@ = 0.35 etn? = 0.9. L'erreur quadratique moyenne normalisée de pré-
diction que nous avons obtenue estd#’33, Iégérement supérieure a celle obtenue ci-dessus. Comme
illustrée a la Figur€ 912, la vitesse de convergence estasimipour les deux méthodes. Toutefois, le
modéle de Engetdt coll. est Iégérement plus parcimonieux, avec un ordré.d& en moyenne. Avec la
méme largeur de noyau dans les deux cas, on précisé2jtieles fonctions noyau ont été communes
en moyenne aux deux approches pour chaque séquence desidbadésultat est a rapprocher du lien
établi entre les deux criteres de parcimonie, préciséeapardposition 74 et étudiée a la Secfion 7.3.2,
en remarquant que les seuils utilisés ont été déterminéséépnt. On rappelle finalement que la regle
d’approximation linéaire[(716) nécessite un calcul plubété pour un colt calculatoire plus important
par rapport a la regle de cohérence (¥.11).

Dans une seconde série d’expérimentations, on se propasargEarer les performances des deux
approches dans le cas ou les entrégsont échantillonnées selon un processus Gaussien cotmré. P
cela, nous avons repris les mémes configurations d’expétatien que ci-dessus, a I'exception gg
que nous avons filtré a l'aide d'un systeme linéaire de répamgpulsionnell€0.9045 1 0.9045 0]. Ce
filtrage conduit a un rapport signal-sur-bruit €8.78 dB. Avec la méthode KRLS, I'ordre des modéles
auxquels on a abouti est 864 en moyenne, et I'erreur quadratique moyenne normaliséeédiction
de 0.044. Avec l'approche de Engadt coll, I'ordre du modéle et I'erreur quadratique moyenne nor-
malisée de prédiction ont été respectivement égalx4et 0.048. La Figure 9.2 montre que les deux
méthodes admettent une vitesse de convergence trés smilai

9.1.2 VLalgorithme KRLS — Seconde application
Dans une second application, on considére le systéeme méaitke décrit par I'équation

dy, = (0.8 = 0.5 exp(—d2_4)) dn—1 — (0.3 +0.9 exp(—d2_,)) dn—s + 0.1 sin(d,—17)  (9.2)
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Fic. 9.1 — Convergence de l'algorithme KRLS pour différentaegdars du noyau de Laplace. L'ordre
de chaque modeéle est donné par sa valeur moyenne entrehgmesnt
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FiG. 9.2 — Comparaison des vitesses de convergence de I'aligariKRLS et de celui proposé par Engel
et coll. pour des entrées Gaussiennes blanches ou colorées.

ou d,, désigne la sortie désirée. Cette série temporelle a fdijdtade plusieurs travaux dont [CB86,
DHOZ,/DKHO03]. Afin d’identifier le systéme, nous avons u8li;s méme configuration que celle propo-
sée dand [DKHO3]. Les données ont été générées par I'équ&d) a partir de I'état initia(0.1,0.1).
Les sorties désirées ont été noyées dans un bruit de meshamti#onné selon une distribution Gaus-
sienne de moyenne nulle et de variance égdl®a Il en a résulté un rapport signal-bruit d&.2 dB.
A partir de ces données, nous avons estimé un modeéle nairénde la formel,, = ¢ (d,—1,d,—2).
Nous avons choisi le noyau Gaussien comme dans [DKHO03]. B@gérienentations hors-ligne ont été
conduites sur des séquencesld®0 échantillons afin de déterminer les meilleurs seuit ny pour
chaque algorithme. Nous avons observé qu’un bon comprantrie Bordre du modéle et son erreur de
prédiction était obtenu pour un seuil de cohérenge= 0.25. Le paramétre de régularisatign= 10~*
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a été conjointement déterminé par une recherche sur Vimiter10-%, 10~!] avec un pas logarithmique.
Dans un premier temps, nous avons considéré |é casl, correspondant & une mémoire infinie. Pour
étudier le modéle résultant, nous avons généré un ensemmbl@ squences de 000 échantillons cha-
cune. Lerreur quadratique moyenne normalisée de prédicfue I'on a obtenue sur I8900 derniers
échantillons de chaque séquence est égal@1®3. L'ordre des modéles correspondant étaitldess

en moyenne, et la fonction de Babel inférieure @& qui constitue une condition suffisante pour que les
fonctions noyau du dictionnaire soient linéairement ireéfantes. On illustre a la Figure 9.3 le com-
portement de 'algorithme en terme de convergence pougrdiftes valeurs de seui). Ces courbes ont
été lissées en les moyennant 8Qrobservations consécutives. L'algorithme de Eregedoll. [EMMO4]

a été configuré et testé dans les méme conditions, le mesieiil, étant égal &.9. Nous avons obtenu
une erreur quadratique moyenne normalisée de prédictiorodgs, et un ordre de modéle de.32. La
valeur moyenne de la fonction de Babel a laquelle on a abtaitiégale #.98 et, en moyenndi5% des
fonctions noyau retenues étaient communes aux deux aggzada fin de chaque séquence d’apprentis-
sage. En comparant le comportement des deux méthodes aite[Bigd, on constate que leurs vitesses
de convergence sont trés proches.

On se propose d'étudier le comportement de I'algorithme BRour un suivi de systeme variant
dans le temps, passant d'un modéle a un autre. Pour cela,amons considéré un signal dé 000
échantillonsi,, répartis en trois séquences, la premiéré 6é0 échantillons donnés par I'équatidn (9.2),
suivie d’'une séquence d&00 observations générées selon I'équation

dy = 1.5 (0.8 — exp(—d>_;)) dp—1—1.2 (0.3 + 0.9exp(—2d>_;)) dy—2+0.2 sin(d,_17+7). (9.3)

La derniere séquence était forméeid#0 échantillons donnés par le premier modele. Chacune de ces
trois séquences a été générée a partir de I'état initial 0.1), causant ainsi un changement brusque du
signald,, a chague modification d’'état. Les sortiés ont été noyées dans un bruit de mesure échan-
tillonné selon une distribution Gaussienne de moyennesreilide variance égale(g1. Nous avons
utilisé les mémes noyaux Gaussiens, seuils de cohéraneé parameétres de régularisatigrgue ci-
dessus pour estimer un modéle non-linéaire de la fatime (d,—1,d,,—2). Les résultats obtenus ont
été moyennés sui0 évaluations. La Figurie 9.5 illustre la vitesse de convesgete I'algorithme KRLS
lorsquef = 0.99. On représente sur la méme figure le résultat obtenu pouystanses[(9)2) ef (9.3)
séparément. L'algorithme proposé offre manifestemenpdgsriétés de poursuite, et par conséquent est
adapté aux environnements non-stationnaires. A la fin destaipre séquence de la sédig I'ordre du
modéle était dé2.13, en moyenne. Seul&s70 fonctions noyau ont été ajoutées au dictionnaire durant la
seconde séquence, produisant ainsi un modéle d’ordre d§a&83en moyenne. La troisieme séquence
n'a pas contribué a une augmentation significative de leodir modéle, celui-ci valarit.95 a la fin de
I'apprentissage. A titre comparatif, nous avons reprigtésnes configurations que ci-dessus, avec 50
séquences d&5 000 observations bruitées obtenues par le second systénel(8r8lye du modele que
nous avons obtenu est égal en moyennd.&0. Ce résultat montre que la technique proposée pour la
sélection de fonctions noyau est capable de détecter disgutinformation pertinente de I'état cou-
rant et des états précédents. Le prix a payer est un acer@asele I'ordre du modeéle, et par suite une
augmentation de la complexité calculatoire de I'algorghfin de combler ce défaut, on peut recourir
a des techniques a ordre fixe, comme celles développéesalSestiori 8.4]2, avec I'inconvénient du
choix préalable de I'ordre du modéle.

9.1.3 Lalgorithme KAPA

Pour étudier I'algorithme KAPA, nous avons repris le systeméfini par I'équation[(9]1) afin de
le comparer a I'algorithme KRLS. Nous avons utilisé la méroefiguration du systéme, le noyau de
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9.1. Filtrage adaptatif non-linéaire
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FiG. 9.3 — Convergence de I'algorithme KRLS pour différentelewes du seuiluo. L'ordre de chaque
modéle est donné par sa valeur moyenne entre parenthéses.
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FiG. 9.4 — Comparaison des vitesses de convergence entrerithige KRLS et celui de Engt coll..

Laplace aveery = 0.35 et le seuil de cohérencgey = 0.3. Le modéle a estimet,, est de la forme

d, = ¥(x,). Une expérimentation hors-ligne sur des séquenceside échantillons a été conduite
afin de déterminer les parameétres de I'algorithme KAPA, etiqudier I'ordre de projection affine,

le pas de convergengeet le paramétre de régularisatignLa mesure de performance retenue est I'er-
reur quadratique moyenne sur &0 derniers échantillons de chaque séquence, moyennée &0 les
séquences. L'ordre de projection a été fixe & 5 car les valeurs inférieures produisaient des modéles
moins performants. Les meilleurs parameétpest 1 correspondent aux valeugisx 10~% et 7 x 1073,

Ces valeurs ont été obtenues par une recherche(@ans$ < o < 10~!) x (1073 <7 < 1072) avec un
pas logarithmique@ x 10~* dans chaque intervall@0—*, 10=++1].

Nous avons étudié I'algorithme KAPA sur une série de 50 sécpedeb 000 observations. L'ordre
des modéles que nous avons obtenus est égal, &n moyenne, comme dans le cas de I'algorithme
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FiG. 9.5 — Convergence de I'algorithme KRLS pour un suivi de@ys.
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FIG. 9.6 — Convergence des algorithmes KAPA, KNLMS et KRLS pas dntréesa) blanches etb)
colorées.
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KRLS puisque nous avons utilisé le méme critére de parciedrés performances en régime statique
ont été évaluées grace a l'erreur quadratigue moyenne defiwé, en considérant 16800 derniéres
observations, soitl; S0 (d,, — ¥,—1(2))?. Avec I'algorithme KAPA, nous avons obtenu une va-
leur moyenne d@.0839 sur les 50 séquences. Cette erreur est supérieure a celdgdeithme KRLS,
estimée &.0711. La complexité algorithmique de I'algorithme KAPA est ewareche moindre. Pour
l'algorithme KNLMS, correspondant & = 1, nous avons abouti aux meilleures performances avec
0=>5x10"3etn =9 x 1073, Lordre du modéle n’a pas varié,4 en moyenne. Avec la méme mesure
de performance, nous avons obt@B896 pour I'algorithme KNLMS. Comme prévu, la complexité cal-
culatoire réduite de ce dernier pése sur ses propriétésgergence par rapport aux algorithmes KAPA
et KRLS. Pour comparer le comportement transitoire de KAPRNLMS, nous avons reconfiguré les
parameétres du premier afin qu'il ait les mémes performancesat statique que le second. Nous avons
abouti alors ® = 3, o = 3 x 1072 ety = 5 x 1072. La Figure[9.6(a) illustre I'évolution de I'erreur
guadratique moyenne pour les trois algorithmes, aprésvis lissées sur 20 échantillons consécuitifs.
La vitesse de convergence de KAPA est intermédiaire entiesate KRLS et de KNLMS. Nous avons
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FiIG. 9.7 — Evolution de I'erreur quadratigye) entre la sortie désirég, et celle estimée (d,,—1,d,,—2),
pourpuy = 0.1. Les deux séries sont comparéegigrdans le plan de phase. Les éléments du dictionnaire
sont indiqués par des étoiles.

repris I'expérience our,, est donnée par un processus Gaussien coloré, obtenueaant filtrbruit blanc
Gaussien a l'aide d'un filtre de réponse impulsionn@l€045 1 0.9045 0]. L'ordre des modéles aux-
quels on a abouti était en moyenne&iet pour KAPA et KNLMS, comme c’est le cas avec KRLS. La
Figurel9.6(b) illustre I'évolution de I'erreur quadratigue moyenne ptas trois algorithmes.

9.2 Applications diverses

9.2.1 Modélisation de systemes chaotiques — la carte de Héno

La modélisation de systémes non-linéaires a fait I'objeplisieurs travaux, et en particulier les
systemes dits a comportement chaotique. L'un des pluséstuadit le systéme non-linéaire de Hénon,
décrit par I'équation

dp,=1—a; difl + a9 dj—o.

On s'intéresse en particulier & la configuration= 1.4 etay, = 0.3, et a I'état initial donné paty, =
—0.3 etd; = 0, pour laquelle la série temporelle présente un comportectaotique. On souhaite
modéliser cette série par une expression non-linéaire foertee d,, = v(d,,—1, d,,—2) avec l'algorithme
KRLS, a partir de2 000 échantillons. Aprés avoir testé plusieurs noyaux, dont ajusté les parameétres
par validation croisée, on a observé que le noyau Gausservgv= 0.35 menait a des performances
satisfaisantes en terme d'erreur de prédiction. Dans umipreéemps, on a fixé le seuil de cohérence
aup = 0.1, ce qui a conduit a un dictionnaire de = 9 éléments vérifian{ (7.11). On note que le
dictionnaire obtenu satisfait a la condition suffisantendépendance linéaire, sqity < 1/(m — 1).
L'évolution de I'erreur quadratique de prédiction est fsamtée a la Figufe 9(¢), ou I'on indique par
des étoiles les éléments retenus pour le dictionnaire. €septe a la Figufe 9.b) la carte de Hénon,
c’est-a-dire les données dans le pl@n, d,,—1), les prédictions ainsi que les éléments du dictionnaire.
Si ces derniers semblent choisis de maniére pertinentespalaboles marquant les lieux de Hénon, on
remarque que les prédictions s’écartent sensiblement giei est attendu. Afin d’améliorer les résultats,
nous avons choisi d'augmenter la taille du dictionnaire edmussant le seuil de cohérenggea 0.6.
Bien que la condition suffisante d’'indépendance linéairsaitplus vérifiée, on note une amélioration
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FiG. 9.8 — Résultats obtenus pour un seuil de cohérgpce 0.6
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FiG. 9.9 — Evolution de la variance expliquée par la signatuircipale obtenue pour différentes distri-
butions temps-fréquence de la classe de Cohen. Le seuillid&r&@we étant fixé @y = 0.46, le nombre
d’éléments dans le dictionnaire est donné dans la Iégendgenmé sur 100 réalisation. L'algorithme
utilisé est le KNLMS

des performances grace aux 52 éléments retenus pour lendigiie. En Figure 98, on représefie
I'évolution de I'erreur quadratique résultante, () les cartes de Hénon des observations et de leur
prédiction. On aboutit a une erreur de prédiction plus éilblu prix d’'un ordre de modeéle plus élevé,
donc d’'une complexité plus importante.
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Fic. 9.10 — Signatures temps-fréquences obtenues par 'usagealdjorithme d’ACP en-ligne avec
critere de cohérence dans la méme configuration que celle Brylire[9.D aveca) la distribution de
Wigner, (b) la distribution de Choi-Williams, €f) la pseudo-Wigner lissée.

9.2.2 ACP en-ligne pour I'analyse de systémes non-statioaines

Tout au long de ces 3 derniers chapitres, nous avons prdsgtgbléeme d’estimation fonctionnelle
dans le cadre général de la régression, ou I'on cherche wmatido qui produit la réponse désirée as-
sociée a une entrée donnée. Nous nous sommes égalemezgsageaux liens de cette problématiques
avec celles d'autres méthodes de reconnaissance des famearticulier I'AFD et 'ACP a noyau.
Dans cette section, on se contente d’'étudier la secondd’apnalyse de signaux non-stationnaires dans
le domaine temps-fréquence.

On considére un systeme produisant des signaux non-staifes, a modulation fréquentielle pa-
rabolique noyée dans un bruit blanc Gaussien avec un ragigodl-sur-bruit de I'ordre de-9 dB. On
cherche alors a déterminer cette signature principale ti piar 300 signaux de taille 64 échantillons,
par la mise en ceuvre de I'algorithme séquentiel d’ACP-aangyour différentes distributions temps-
fréquenc@. Dans un premier temps, nous avons fixé le seuil de cohérepge=a0.46, produisant un
dictionnaire d’environ 100 éléments dans le cas de la psligaer-lissée. On illustre a la Figure 9.9
I’évolution de la variance expliquée, moyennée sur 100gd@@bns, dans le cas des distributions de Wi-
gner (WV), de Margeneau-Hill (MH), de Choi-Williams (CW) gseudo-Wigner-lissée (SPWV), et du
spectrogramme (S). Le caractére non-monotone observéiaines de ces tracés est principalement da
a la technique d'optimisation alternée considérée dalgofahme d’ACP en-ligne. En effet, on opére a
chaque itération une maximisation de la variance puis un@agsation par projection dans I'ensemble
des fonctions admissibles. On représente a la Figuré 9rifirees des signatures temps-fréquence ré-
sultantes, en précisant la valeur moyenne de I'ordre du kaqu®ir chacune des distributions temps-
fréquence. Ces résultats concordent avec ceux obtenuaudong de ce manuscrit sur la comparaison
entre différentes distributions temps-fréquence, voirgx@mple la FigurE6l3. Il faut toutefois préciser
que le seuil de cohérence choisi n'a pas conduit a une solpticcimonieuse dans le cas de la distri-
bution de Wigner, ave@ = 299.99, alors que le spectrogramme a permis une sélection asgde str
des données d’apprentissage, avec seulement4.63 signaux sélectionnés parmi les 300 disponibles.
Pour remédier a cela, il convient de diminuer le seuil de cafee dans le premier cas, et de le relever
dans le second cas. Ceci est illustré a la Figure] 9.11, otalfixé le seuilug a0.15 pour le premier, et
a0.65 pour le second.

12| es paramétres de lissage sont considérés par défaut dessiiex Temps-Fréquende [AEGLI05]
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FiG. 9.11 — Signatures temps-fréquence obtenues dans lecde la distribution de Wigner €b) du
spectrogramme, pour un seuil de cohérence.tieet 0.65 respectivement.

9.3 Applications a des signaux réels

Cette section est destinée a mettre I'approche proposéeauare @u travers d’'applications biomé-
dicaleBd. On s'intéresse d’une part au débruitage d’un signal magnégphalographique (MEG) cor-
rompu par une activité cardiague importante, ainsi qu'a ¢adlisation de cette derniére a partir d’'un
enregistrement électrocardiographigue (ECG). On analig#re part les signausomplexe Kde I'élec-
troencéphalogramme (EEG) de sommeil, dans le domaine tégeence.

9.3.1 Débruitage d’'un signal MEG

L'électrencéphalographie (EEG) et la magnétoencéphabtige (MEG) sont des techniques non-
invasives permettant d’enregistrer, avec une grandeutsoltemporelle, les champs électriques et les
champs magnétiques résultant d’une activité neuronale ldarerveau. Puisque les champs magnétiques
ne sont pas déformeés a travers le crane et le scalp (cuirlaheuse résolution spatiale élevée est sou-
vent obtenue par le MEG. Ceci rend cette technique pamiartient attractive pour la localisation de
source. Toutefois, les mesures EEG et MEG sont souventroprres par des artéfacts, comme le mou-
vement des yeux, les activités musculaires et le rythmeagud. Car son amplitude est assez élevée
pour pouvoir masquer les signaux porteur d’'information,sonhaite extraire I'activité cardiaque par
des techniques dites de filtrage de signal MEG, Voir [CRIL.$06]r une revue des stratégies existantes.
Dans cette derniére communication, plusieurs algorithdesfltrage a noyau reproduisant ont été pro-
posés afin de résoudre le probléme d’optimisation (8.1) katesme d'oubli,§ = 1, et sans terme de
régularisation;) = 0. La solution est donnée par* = (K ' K) 'K 'd = K~ 'd, ou K est la matrice
de Gram des données d'apprentissage. Afin d’éviter desepras numériques liés a I'inversion de cette
matrice, souvent mal-conditionnée, les auteurs ont recautes techniques de régularisation a noyau,
dont 'ACP-a-noyau (KPCA), I'algorithméernel partial least square@KPLS) [RT02], et I'algorithme
kernel ridge regressiofKRR) [SGV98a]. Les résultats montrent que les filtres olsepermettent de
réduire efficacement les artéfacts cardiaques du signal Nlie@e approche n’étant toutefois pas adap-
tative par essence, elle ne permet pas un suivi dans un Bneiment non-stationnaire contrairement aux

13Les signaux abordés dans cette section ont été enregistnésles laboratoires de FORENAP (FOndation pour la RE-
cherche en Neuro-sciences Appliquées a la Psychiatrie)
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FIG. 9.12 — Résultats avec le noyau Gaussigr) signal MEG corrompu(b) signal ECG de référence,
(c) signal MEG débruité, €id) contribution estimée de 'ECG dans le signal MEG.

algorithmes adaptatifs proposés dans ce manuscrit.

Des données MEG fortement corrompues par I'activité cgraisont été enregistrées simultanément
avec le signal électrocardiographique (ECG). Ces donngegté échantillonnées a la fréquence de
254.31 Hz, avant un passage par un filtre passe bafde50] Hz. On considére la méme base de don-
nées que celle étudiée dans [CRLS06], soit deux signagXde échantillons, I'un pour I'apprentissage
et I'autre pour le test. Voir I'article en question pour plies détails. Les signaux ECG et MEG ont été
utilisés, respectivement, comme entrée et sortie désudidtré afin que I'erreur résiduelle corresponde
au signal MEG débruité. On désigne dans la suiteapaet =; les séquences ECG de longuguiOn
se contente d'utiliser les configurations optimales desauryprécisées dans [CRLS06], soit le noyau
Gaussiens(z;, z;) = exp(—|lz; — x;]|*/20%) aveco; = 0.05 et p = 12, et le noyau polynémial
K(xi, zj) = (1+x; T x;)? de degrég = 9 et de longueur d’entrég = 6. On a eu recours a l'erreur
guadratique moyenne normalisée de prédiction sur les @ésnd@pprentissage afin de déterminer le
seuil optimal de cohérence, s@iy = 0.26 pour le noyau Gaussien, gt = 0.75 pour le noyau poly-
némial. Dans chaque cas, le paramétre de régularisatoété obtenu par une recherche sur l'intervalle
[10~°, 1], avec un pas logarithmique. On a obteiia! et 10~2 pour les noyaux Gaussien et polynomiall,
respectivement. Le choi = 1 correspondant & une mémoire de taille infinie a été considénéeur
guadratique moyenne normalisée de prédiction sur les ésrnest a été de 884 pour le noyau Gaus-
sien, et de).879 pour le noyau polynémial. L'ordre du modeéle étaitxibe= 12 pour le premier, avec
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Noyau Gaussien Noyau polynémial
KPCA KPLS KRR KRLS | KPCA KPLS KRR KRLS
| Erreur quadratigue moyenne0.866 0.867 0.884 0.884 0.887 0.885 0.890 0.879

TAB. 9.1 — Comparaison des résultats obtenus sur les données pdEGACP-a-noyau, KPLS, KRR et
I'algorithme adaptatif KRLS proposé dans la présente étude
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FiG. 9.13 — On représente le signal ECG a identifier, et le sigimlltant du modéle retenu, de la forme
Y(dp—1,dn—2) €nhaut et)(d,—1,d,—2,d,—3) en bas. Les éléments du dictionnaire sont représentés par
les étoiles.

une fonction de Babel de; (m) = 0.73. Pour le second noyau, nous avons obtenu un ordre ge6 et
une fonction de Babel de;(m) = 2.73. On illustre a la Figur€9.12 les résultats obtenus pour y@ano
Gaussien. Les deux premieres courlies,et (b), montrent le signal MEG contaminé et le signal ECG
de référence. Les courbés) et (d) montrent le signal MEG débruité et le signal correspondartea-
téfacts. Ces résultats confirment ceux obtenus dans [CRId&@6 un cadre d’apprentissage hors-ligne.
Comme illustré au Tabledu 9.1, notre approche offre de euedls performances que la stratégie basée
sur KPLS pour le noyau polynémial, et est légérement infiéeié celle basée sur ’ACP-a-noyau pour le
noyau Gaussien. Cependant, une caractéristigue commsmeédirodes décrites dans [CRLE06] est que
I'ordre du modéle résultant correspond a la taille de I'enidle d’apprentissage, s@t000 termes, les
rendant inappropriées pour une application en-ligne. Aeecitére de cohérence pour mode de controle
de I'ordre du modéle, ce dernier ne dépasselpas
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9.3. Applications a des signaux réels

Modélisation de 'ECG

Dans le cadre d’'une autre application, on reprend le sigleatrécardiographique (ECG) afin de
le modéliser a partir de3000 échantillons disponibles correspondant & envitorcycles cardiaques.
Dans cette expérimentation, on propose d'utiliser le nal@uaplace avee, = 0.35, en fixant le seuil
de cohérence gy = 0.9. On considére l'algorithme KRLS, les différents paramettant obtenus par
validation croisée.

Dans un premier temps, notre approche a consisté a identifierodéle autorégressif de ce signal
de la formed,, = ¥ (d,—1,d,—2). Ceci a produit un dictionnaire de = 9 éléments. On représente
a la Figurd 9.13 en haut, le signal ECG et le signal obtenundelonodéle. Au-dela d’'une erreur de
convergence élevée pour les premigi8 échantillons, un décrochage pour les ondes négatives GSI'E
est visible. Dans un second temps, on s’est intéressé a valendella formel,, = ¢ (d,—1,dp—2,dn—3).
Ceci a conduit a une augmentation de la taille du dictioenaiortée an = 12. En étudiant les résultats
obtenus dans la Figute 9113 en bas, on remarque que I'on is@dgieux le signal ECG que dans le
premier cas. On illustre a la Figure 9.14 le signal ECG, leseplations obtenues a partir du modéle
U(dp—1,dn—2,d,—3) et les éléments du dictionnaire dans I'espace de phasep &y, d,,—1,d,—2).
Dans les deux cas, il faut noter que la condition suffisaritelépendance linéaire n'est pas satisfaite.

9.3.2 Analyse des complexes K dans I'EEG de sommeill

Dans une deuxiéme application, on étudie un événemenito@megarticulier observé dans I'élec-
troencéphalogramme (EEG) de sommeilctenplexe KLe complexe K est souvent caractérisé par un
aspect biphasique, avec une onde positive rapide suivieainde négative de grande amplitude. Il dure
environ 1 seconde, avec un spectre limité au support frégleompris entre 1 et 4 Hz. Il se distingue
naturellement de I'électroencéphalogramme de fond ere<2ade sommeil par son amplitude, tandis

¥ éléments du dictionnaire ®® n
+ échantillons estimés PO N

0.1 o électrocardiogramme *T 0e® ool 1

dp_ 1 =005 _ o, 002

FiGc. 9.14 — On représente dans I'espace de phase les donnéesra@igléser, et les observations obte-
nues a partir du modéle de la formi¢d,,_1, d,,—2, d,,—3). Les éléments du dictionnaire sont représentés
par les étoiles.
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FiG. 9.15 — Représentations de 3 signaux de complexes K dansrtesnks temporel et temps-fréquence
(distribution de Wigner).

gu'il demeure difficile a isoler en stades 3 et 4, principatetnen raison de la présence d'autres phé-
nomenes non-stationnaires présents dans I'EEG. On prapésglier la structure temps-fréquence de
ces signaux transitoires. Pour cela, on dispose d'un erseiel292 signaux de complexe K, de durée
2 secondes avec une fréguence d’'échantillonnage de 32 hiz cdmpatible avec le support fréquentiel
du complexe K. Ces signaux sont synchronisés au passagérpatezl’onde transitoire. On représente
a la Figurd 9.7 trois signaux de complexe K choisis (aléatoént) parmi 'ensemble de données dis-

ponibles. Les représentations dans le domaine temporeimgstfréquence montrent la diversité de sa
signature.

On propose dans un premier temps de déterminer la signatapstfréquence principale associée au
complexe K, au sens de I'analyse en composantes princigzdes cela, on considere la mise en ceuvre
de 'ACP-a-noyau dans le domaine de la distribution de Wigaeec le noyau reproduisant quadratique
donné par I'expression (3.4), soity (z;, z;) = |(x;,x;)|*. La (premiére) signature temps-fréquence
principale est donnée par I'expressign (4.11), Sbit= > ; oy W, ou lesn coefficientse; sont
donnés par le vecteur propre associé a la plus grande valsprepde la matrice Gram (centrée) de I'en-

FiG. 9.16 — Les 3 premiéres signatures temps-fréquence paiesipbtenues par 'ACP-a-noyau et la
distribution de Wigner, pour 'ensemble des 292 signauxatepiexe K.
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variance projetée

L L L L L
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FiG. 9.17 — Résultats obtenus par I'algorithme séquentiel AGCnoyau avec le seuil de cohérence fixé
a0.2. Dans(a) on représente la signature temps-fréquence principateigssau complexe K, et €n)

on illustre I'évolution de la variance expliquée, moyensée 100 évaluations, et lissée selon I'axe des
abscisses par une fenétre de taille 19.

semble d’apprentissage. La Figlre 9.16 illustre les 3 pramisignatures principales, ou I'on apercoit
les signatures temps-fréquence les plus pertinentes. @rypstinguer une composante tonale (a fré-
guence constante) dafs), et dang(b) et (c) deux composantes contribuant a une forme hyperbolique
dans le plan temps-fréquence. Ces signatures ne sont gam@aieuses, au sens ou elles nécessitent
I'évaluation de la distribution de Wigner pour 1282 sighaux de I'ensemble d’apprentissage. Toutefois,
il faut préciser que certains signaux ne contribuent pasngisiement a la signature principale, alors
gu'il est toujours nécessaire de les considérer dans I'’A@®yau classique.

Dans un second temps, on propose d’aborder le probléme decianonie de la signature principale.
L'usage du critere de cohérence permet de sélectionnerugsestsemble pertinent des distributions de
Wigner. Le modeéle résultant est de la formie= 37", a; Wa, ou I'ordrem du modele dépend du
seuil de cohérencg, fixé et lesw; forment un sous-ensemble §i& - - - ,n}. Lesm distributions de Wi-
gner ainsi retenues sont optimales au sens de '’ACP-a-nogaume préconisé par la Proposition] 7.7.
Les coefficientsy; du modéle sont alors donnés par I'algorithme séquentiskpté au Tabledu 8.5, per-
mettant ainsi de prendre en compte tous les éléments detirdate d’apprentissage, retenus et écartés du
modeéle réduit. Les résultats obtenus sont moyennés suasaede 100 évaluations a partir de séquences
aléatoires de I'ensemble des signaux disponibles. On figeué de cohérence @& = 0.2, sans terme
de régularisatiom = 0. Le pas de convergence est obtenu par recherche sur umedgrilaleurs, et est
fixé 20.0075. La Figurd 9.1V illustre efw) la signature temps-fréquence principale, ou I'on retrdave
signature hyperbolique dans le plan temps-fréquence avwecoemposante a fréquence constante plus
prononcée, ainsi que des termes hyperboliques que I'onqualifier d’interférences. On trace €b)
I'évolution, en fonction du nombre de données disponildeda variance des distributions projetées sur
celle-ci, lissée sur 19 échantillons selon I'axe des abssisL'ordre du modéle résultant est en moyen
de15.92. Au-dela de la distribution classique de Wigner, on peusiaeensidérer d’autres distributions
temps-fréquence de la classe de Cohen, en particulier lalps&figner-lissée et le spectrogramme, sous
contrainte d’augmenter le seuil de cohérence afin d’obtisrmodéles d’ordre similaire. On fixe alors
le seuil de cohérence(®55 pour la premiére .7 pour la seconde, conduisant a des modeles d’ordres
respectifsl6.54 et 13.25. Les signatures principales résultantes et I'évolutiotadeariance expliquée
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sont illustrées a la Figute 9J18. La signature hyperboliegt@pparente dans le cas de la pseudo-Wigner-
lissée, avec une composante tonale plus prononcée et ymessipn des termes interférentiels. Dans le
cas du spectrogramme, le lissage élevé cache cette straetynrofit de la composante tonale, similaire
a celle obtenue avec la premiére signature principale @aresl de '’ACP-a-noyau, voir Figure 91 1©).

variance projetée

L L L L L
0 50 100 150 200 250

variance projetée

L L L L L
0 50 100 150 200 250
0 0 n

FIG. 9.18 — Résultats obtenus comme pour la Figure]9.17, poustidbdition pseudo-Wigner-lissée (en
haut) et pour le spectrogramme (en bas), en fixant les saudstierence &.55 et0.7 respectivement.
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Dans ce mémoire de thése, nous avons proposé des outilddteribpuissants pour I'analyse de
sighaux non-stationnaires. Deux approches complémestaint été présentées : d'une part la mise en
ceuvre des méthodes a noyau dans le domaine temps-fréqaed@jtre part le développement d’algo-
rithmes d’apprentissage en-ligne reposant sur des tasdmicjassiques de filtrage adaptatif.

Nous avons introduit dans un premier temps un cadre généuallgenéficier des plus récents dé-
veloppements des méthodes a noyau dans le domaine de $artalyps-fréquence grace a un choix
approprié de noyau reproduisant. Nous avons commencé paiséaen ceuvre de I'analyse en com-
posantes principales a noyau dans cet espace. L'efficaditélatoire d’'une telle approche face a une
technique d’ACP conventionnelle a été étudiée, et validggalps expérimentations. Sa pertinence a été
démontrée au travers d'applications sur des signaux syudies et réels issus d’'un environnement bio-
médical. Puis nous avons étendu ce spectre de méthodeschniqgtees d’'apprentissage supervisé, pour
la discrimination et la classification de signaux non-etataires. L'analyse factorielle discriminante et
les Support Vector Machines ont été successivement caasgléNous avons montré comment ces diffé-
rentes techniques peuvent profiter de la diversité des esplEcreprésentation de signaux que procurent
les distributions temps-fréquence de la classe de Coheséleation d’'une représentation adaptée a la
résolution d’un probléme de classification demeurait foigeine question récurrente. Nous avons donc
proposé une solution reposant sur un critére généralertiksg pour la sélection de noyau reproduisant :
I'alignement noyau-cible.

Si la complexité des méthodes a noyau ne dépend pas de Bedpaeprésentation adopté, I'ordre
des modeles résultants correspond néanmoins au hombrendéesod’ apprentissage disponibles. Ceci
réduit a néant toute perspective de traitement en-lignelolesées sans dispositif complémentaire. Nous
avons donc proposé dans un second temps de travailler sardampnie des solutions a l'aide d'un
critere directement inspiré de la littérature relativeagpproximation parcimonieuse de fonctions : la co-
hérence d’un dictionnaire. Nous en avons étudié les norsbsgpropriétés et établi un lien avec d'autres
criteres tels que I'erreur d'approximation linéaire entmpie de Rényi. Nous avons enfin fait un rap-
prochement avec I'’ACP. Dans un dernier temps, hous avonsmusuvre ces principes dans le cadre de
problémes d'identification de systémes non-linéaires ptstationnaires. Des algorithmes originaux de
filtrage adaptatif non-linéaire ont ainsi été développéss estés sur des signaux synthétiques et réels.

Discussion et perspectives

Nous avons essentiellement proposé de nouveaux outilalg&@mpour les signaux non-stationnaires
dans le domaine temps-fréquence. Nous nous sommes cantgtédier les distributions temps-
fréquence de la classe de Cohen, en évoquant simplemenssiblps extensions vers d'autres classes
de représentations. Les méthodes temps-échelle se péate¥galement a ce type de développements,
en particulier I'analyse en ondelettes. On pourrait alokgsager celle-ci et ses liens avec les méthodes
a noyau dans le cadre d’autres applications telles queilertrent d'images. Des critéres tels que I'ali-
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gnement noyau-cible pourraient également étre utilisés [gochoix de I'ondelette optimale pour un
probléme donné.

Tout au long de ce manuscrit, nous avons cherché a divetssieréthodes a noyau présentées afin de
couvrir une vaste famille d’applications potentiellemysarétendre a I'exhaustivité. Toutefois, certaines
techniques n’ont pas été abordées. En particulier, la aéparde sources a fait I'objet de travaux dans
le domaine temps-fréquence dans [BA98, AD05]. Des teclasiglianalyse en composantes indépen-
dantes et séparation aveugle de sources ont égalemenopts@es dans le cadre général des méthodes
a noyau([BJOB]. On pourrait a présent envisager de croisefraeaux a la lumiere des développements
présentés dans ce manuscrit. D’autres applications saterégnt envisageables, telles que le détec-
tion de changement et le mise en ceuvre de techniques degiégrdans le domaine temps-fréquence.
Enfin, les méthodes proposent différentes techniques danagllre générique derdeconstruction de pré-
images Elles visent a déterminer un échantillorde X’ qui produit a travers I'applicatiop associée au
noyau reproduisant considéré, une image) proche d’'un élément d& donné [MSS 99/KT03]. Ces
principes pourraient étre utilisés pour identifier un sign@artir d’'une distribution temps-fréquence don-
née, non nécessairement valide car obtenue au terme d'uf@ABGyau temps-fréquence par exemple. |l
conviendrait alors de comparer ces stratégies avec céledappées dans un contexte purement temps-
fréquence[[HK9Z, Hlag8].

Autour du théme de l'optimalité d’'un espace de représemtail serait intéressant d’étudier celle
d’'une distribution temps-fréquence dans le cadre de pnuddéd’analyse non-supervisée tels que I'ACP.
Le critere adopté dans ce manuscrit, I'alignement noyblecne répond en effet pas a cette question
et la littérature ayant trait aux méthodes a noyau offre pesalutions. Une piste possible pourrait
étre celle suivie dans de récents travaux relatifs a la stargie de la matrice de Gram pour un tel
problémel[[ZBB04, STWCKA(5].

Nos perspectives dans le cadre de lI'apprentissage endigmeaujourd’hui de plusieurs ordres. La
premiére concerne une étude théorique et pratique plusfapgiie des différentes variantes d’algo-
rithmes proposées et de leurs performances. Le domainaitknient adaptatif offre déja de nombreux
outils dont il faudrait s’inspirer. Enfin, il serait égalemesouhaitable de lancer des investigations plus
poussées vers d'autres critéres de parcimonie, en s’appsayal’abondante littérature ayant trait aux
méthodes de représentation creuse.
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Annexe A

Classification dans le domaine
temps-fréquence par I'algorithme des
support vector machines
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Le domaine de la reconnaissance des formes connait unetiémaliepuis le milieu des années 90
avec la théorie de I'apprentissage statistique et I'av&amérdesSupport Vector Machine(§SVM) pour
la résolution de problemes de détection, de classificatiate e@égression. Clairement, les techniques
conventionnelles de décision en environnement non-gtadioe n'ont pas encore profité de ces avancées
récentes, ni de la théorie qui les accompagne. On proposecdéte annexe la mise en ceuvre des SVM
dans le domaine temps-fréguence.

Cette annexe est organisée ainsi. On commence par un rapdesgondements de la théorie de
I'apprentissage statistique, plus particulierement ladi@ension et les principes de minimisation des
risques empirique et structurel. Puis on présente I'algor classique des SVM dans les cas de données
linéairement et non-linéairement séparables. On adatieeaggproche au domaine temps-fréquence pour
la classification de signaux non-stationnaires, avant delace par des expérimentations.
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Annexe A. : Classification dans le domaine temps-fréqueacke SVM

A.1 Introduction

Pour un probléeme d'apprentissage donné, les meilleurderpg@nces en généralisation peuvent
étre atteintes lorsqu’on trouve un compromis satisfaigaite les performances atteintes sur I'en-
semble d'apprentissage et la capacité d’apprentissagefdmille de statistiques considérée. Ce concept
s'est concrétisé par la théorie de I'apprentissage statest élaborée au milieu des années 90 par Vap-
nik [Vap95] mais dont les premiers éléments remontent anges 70 [VC71]. Les deux piliers de cette
théorie sont les principes inductifs de la minimisation idgue empirique et du risque structurel. Cette
théorie a mis en évidence une nouvelle classe de méthodagrefdissage pour la reconnaissance des
formes, lesSupport Vector MachindBGV92]. Ces structures, couramment appelées SVM, comestit
des solutions a marge maximale entre I'hyperplan séparqtéelles définissent et les échantillons d’'un
ensemble d’'apprentissage. Des considérations fondaleestar les espaces de Hilbert a noyau repro-
duisant, regroupées sous le principe du coup du noyau, $sur@une extension non-linéaire.

Différentes approches ont été récemment proposées damérktlire, combinant le domaine temps-
fréquence pour le traitement non-linéaire du signal et M S$our la synthése de classifieurs. On
peut les regrouper principalement en deux catégories.edpant, on trouve les techniques classiques de
construction d’'un vecteur de descripteurs (ou de carattuies), ceux-ci étant extraits du plan temps-
fréquence, comme par exemple la variance de la fréquenmiaaée. Dans [GGRO4], les auteurs re-
courent aux SVM classigues associés au noyau Gaussies gpfiliquent a des vecteurs de descripteurs
globaux, tandis que I'évolution de vecteurs de descriptéagaux est prise en compte [RDB7] et un
algorithme de SVM a une classe [Tak01] est considéré. Chritptes nécessitent toutefois une sélection
appropriée de I'ensemble de descripteurs a utiliser. Déguert, des techniques plus globales consistent
a considérer le plan temps-fréquence tout entier. Ceilesicété introduites par les travaux de Davy
et coll. [GDDRO01,DGDRO02], amenant & combiner distributions terfnpguence et SVM. L'approche
proposée consiste a utiliser comme espace d'entrée, ndagpsignaux mais leurs distributions temps-
fréquence, et appliquer les SVM associées au noyau Gau€ste approche exige cependant le calcul
explicite des différentes distributions temps-fréqueteensemble des signaux d'apprentissage afin de
déterminer la matrice de Gram correspondante.

On présente dans cette annexe I'algorithme classique de, $¥ivime initialement proposé dans
[BGV92] pour un probléme de classification a deux classestefois, il existe une grande variété d'al-
gorithmes selon les applications envisagées. Parmi deax-¢rouve I'apprentissage a une classe, avec
one class SViet lesv-SVM. Différents algorithmes de SVM pour les problémes intlisses ont été
proposés tout au long de la derniére décennie, dont desigeelsnde types un-contre-tous [Vap95] (et
amélioré dans [Vap98]) et un-contre-uin [Kre99] ; Voir [ABR@our une comparaison des récentes tech-
nigues proposées. On peut aussi citer les travaux de Cragtroell. qui proposent un cadre général de
codage permettant d’adapter les algorithmes classiqu&y/beau cas multi-classes [CS00, CS02a]. A
I'exception de[[EPMOO], peu de travaux ont considéré lesqipes inductifs de minimisation des risque
empirique et structurel afin d'élaborer un algorithme de SMfti-classes approprié.

A.2 Eléments de théorie de I'apprentissage statistique

On reprend la théorie de I'apprentissage statistique, cepnmposée au Chapifré 1, en introduisant
des résultats clés sur les capacités et les performance&nénafjsation des méthodes d’apprentissage.
Les éléments de cette section sont principalement exttaif¥ap9%, Vap98].
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A.2. Eléments de théorie de I'apprentissage statistique

A.2.1 Position du probléme

On rappelle le schéma de I'apprentissage statistique, @mtroduit au Chapitrel1, dans le cadre
d’'un probléme supervisé. On cherche a déterminer la relafio lie un espace d’'entrég a un espace
de sortie). Cette relation, définie par un modébe minimise le risque réel

mw=4ywwmmwmw (A1)

avec d°(z,y) = P(z,y)dz dy, etV la fonctionnelle colt qui vise a pénaliser I'erreur entredetie es-
timéey (z) et celle désirég. On désigne pay™* la fonction minimisant le risque réel (A.1). La résolution
de ce probleme nécessite la connaissance de la distribdgigmobabilité conjointe?(z, y), supposée
inaccessible. On dispose au lieu de cela d’'un ensembileadeiples échantillonnés aléatoirement selon
cette distribution, que I'on désigne pdr, = {(z1,41),-- -, (@n,yn)}, OO (25, 9;) € X x V. A partir de
ces données, on cherche a minimiser le risque empirique

Ralt) = = 3" V0 (), ). (a2
=1

La minimisation du risque empirique est un probléme maBppaisqu’il existe une infinité de fonc-
tions faisant état d’un apprentissage exacte. Toutefaip]upart de ces fonctions ne déterminent pas
les bonnes étiquettes sur de nouvelles données, pourttrtugls a partir de la méme distribution de
probabilité P. Pour remédier a cet inconvénient, on a recours a une testrgtlu domaine des fonctions
candidates. On considére par exemple des fonctions régmilieflétant la régularité du probléme traité.
Parmi un ensemblg de fonctions, on détermine alors la fonctigfj minimisant le risque empirique
(A2), selon

Y, = arg fpnel;l__ R (v).

Rien ne garantit que la solution ainsi obtenue, au traverocessus d'apprentissage, ne soit optimale
au sens de la minimisation du risque réel {A.1) dans la farsildes fonctions candidates. L'optimalité
dans ce dernier cas peut s’exprimer selon I'expression

s = in R(¢)).
VU arg min ()

Les fonctionsy;:, 1% et«* correspondent respectivement a la fonction obtenue parasegsus
d'apprentissage au sein de la familie a celle minimisant le risque réel das et a la fonction op-
timale au sens de Bayes. Ces fonctions sont comparées desr@ @artir des risques en question. En
considérant les deux premiéres, on désigne par erreumdain, notéeFqsiinm, la différence des risques
réel et empirique au sein dg, selon

FEestim.= Ry (¢y,) — 1;1615: R(1).

Cette erreur dépend de I'ensemble d’apprentissage et diegsoes d’'apprentissage, ainsi queiie
Drautre part, en considérant les deux dernieres, on oldteneur d’approximation Eapprox, définie par

Eapprox.: 1[11I€1£:R(w) - R(W)

Ne dépendant que du choix d€ elle détermine la difficulté d’approximer le modele optima a
partir de cet ensemble de fonctions. En combinant les dewurs: I'erreur d’estimation et I'erreur
d’approximation, on obtient I'erreur dite de modélisatitéfinie selon I'expression

Emodél. = Eestim. + Eapprox.= Rn(1;,) — R(¥").
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(infyer R(¥))

Ry (¢y,)e

(infyexr Rn (¥))

FIG. A.1 — Représentation schématique des différentes erde@s a la minimisation du risque empi-
rique sur un ensembl& de fonctions.

On illustre a la Figuré_All les différentes sources d’errieduites par une procédure d'apprentissage
visant & minimiser le risque empirique sur un ensemble d&yssage, en considérant une famille
de fonctions candidates. La minimisation de I'erreur de éliedtion fait intervenir deux termes anta-
gonistes,Eestim. €t Eapprox. Afin de diminuer la premiere, on a recours a une faniliglus riche en
augmentant le nombre de fonctions candidates, au détrideefd seconde. Réciproguement, l'usage
d’une famille 7 plus réduite entraine une diminution #gsiim, tandis quelapprox. Croit. Ce phénomene
n'est autre que le fameux compromis biais-variance.

Etablie par les travaux précurseurs de Vapnik et ChervasdWic71], la théorie de I'apprentissage
statistique visent a traiter ce compromis en considéramt geoblémes. Dans un premier temps, la fa-
mille de modéles étant fixée, I'étude concerne la converganidorme du risque empirigue vers le risque
le plus proche du risque réel pour ces fonctions candidkigagit du principe inductif de minimisation
du risque empirique. Dans un second temps, la question dxdbda famille de modéles est alors posée.
La sélection de la famille optimale est alors considéréeseharchant le meilleur compromis possible.
Il s’agit du principe inductif de minimisation du risquestturel.

A.2.2 Dimension de Vapnik-Chervonenkis

La dimension de Vapnik-Chervonenkis, ou encore VC-dimemad’'une famille de fonctions est une
mesure de sa capacité d’apprentissage. Baihe famille de fonctions définies saf.

Définition 7 (VC-dimension) La dimension: de Vapnik-Chervonenkis d’une familfé donnée est le
plus grand nombre d’éléments de I'ensemble des réalisafitbdont les fonctions d& peuvent réaliser
toutes le2" dichotomies.

Le sens d’'une dichotomie est naturel pour une famille detions a valeur binaire, soft0, 1} dans
le cas d’une famille de détecteurs, ou encprd, +1} pour une classification. Cette dichotomie s’étend
aisément aux familles de fonctions a valeurs réelles, asis@mant : pour toute partition de I'espace des
réalisations X, UX_ = X, il existe au moins une fonctiopn de F telle que I'hypothése(x) zﬁj 0 est
vérifiée pour tout: € X'. Il faut toutefois noter que cette expression est souvergidérée en remplagant
le seuil 0 par un seuil arbitraire.
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FiG. A.2 — Détermination de la VC-dimension des discriminaitédires, déR (premiére ligne) eR>
(deuxiéme ligne).

Bien avant les développements proposés par Vapnik et Olemies [VC71], I'intérét d'une caracté-
risation de la capacité d’apprentissage d'une famille degifieurs a été souligné par Cover dans le cadre
des discriminants linéairels [Cov65]. Afin d'illustrer latiom de VC-dimension, on s'intéresse précisé-
ment & présent a celle des discriminants linéaires darsaledR’, en commencant pdr= 1 et = 2.
DansIR, toute fonction appartenant/a est de la forme)(z) = wz 4+ wy. Comme illustré a la Figure
A2 (a), deux points{z;, z2} peuvent étre discriminés par des fonctionsAjen réalisant toutes les di-
chotomies que I'on représente sous forme de coyglésey, za}, {x1}/{z2}, {xa}/{z1}, {z1, 22} /{}.
Cependant, pour trois poin{sry, z2, 23} on ne peut pas obtenir I&$ dichotomies comme le montre
la Figure[A.2(b) avec le coupl€{z1,z3}/{z2}. On dit alors que les discriminants linéairesldead-
mettent une VC-dimension égale & 2. En considéRahton peut avoir que toutes les dichotomies de
3 points peuvent étre réalisées comme cela est présent@emr[A.2 (c). Il n’en est en revanche pas
de méme pour 4 points, la dichotomfe, z4}/{x2,x3} étant impossible & obtenir comme le montre
la Figure[A2(d). La VC-dimension des discriminants linéaires Hé est donc égale a 3. On peut
étendre aisément ce résultalR4, ou 'ensemble des discriminants linéairggr) = (w, x)x + wo ad-
met une VC-dimension égald & 1. Bien que la VC-dimension des discriminants linéairesesponde
au nombre de parametres libres, cette analogie n'est pa&sdaas le cas général comme illustré par
plusieurs contre-exemples dans [Vap95].
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A.2.3 Principe de minimisation du risque empirique

La pertinence de la substitution du risque réel par le risgqpirique est donné par le principe de
minimisation du risque empirique. Le théoréme suivant esésultat clé de la théorie de I'apprentissage.

Théoreme 8. Soit F une famille de fonctiong. Le principe de minimisation du risque empirique est
consistant si et seulement si le risque empirique converg®mément vers le risque réel au sens
probabiliste suivant :

P(sup{R(Y) = Bn(¢)} > €) — 0
YeF n—00

pour toute > 0.

En pratique, on ne peut pas invoquer ce théoréme puisqit’épel a la distribution de probabilité
inconnue P(z,y) dans le calcul du risque réét. La théorie de I'apprentissage statistique offre non
seulement un résultat qualitatif sur la convergence umiodu risque empirique vers le risque réel pour
tout un ensemble des fonctions candidates, mais aussi dessbexplicites sur la vitesse de convergence
de I'expression du Théoréré 8. De plus, on montre qu'il existe borne dite universelle ne dépendant
pas de la distribution de probabilité des données. Plusrenit@st possible de démontrer que la borne
suivante est satisfaite pour toute famiftede fonctions a VC-dimensioh :

P(sup{R(¥) = Rn(¥)} > ) <42 en/h)" e <18, (A.3)

pour toute > 0. Ce résultat permet de préciser le principe de minimisadiomisque empirique pré-
senté au Théorenié 8. Avec une VC-dimension finie, la conmesganiforme est alors satisfaite, et le
principe de minimisation du risque empirique est conststhg’avére que cette condition est également
nécessaire. Ce résultat, valable pour toute famille detifams; constitue une généralisation des bornes
proposées séparément par Kolmogorov et Smirnov, largemdpandues en statistique classique. Ces
bornes classiques sont de plus valables asymptotiquenmnparées a I'expressidn (A.3) qui est satis-
faite pour un nombre fini d’'observations. Vapnik énonce daag95] d’autres inégalités, comme par
exemple une borne supérieure sur I'écart entre les risquegigue et réel. Depuis sa formulation ori-
ginelle, plusieurs travaux ont revisité I'expression (Aéh proposant des bornes de plus en plus fines.
On pourra se référer A [Vay00] pour un apercu sur ces difféseaméliorations, dont

2

P(sup{R() = Fu(¥)} > ) <4(2 en/h)" e <. (A.4)

A partir de I'expression[(Al4), il est possible de déduireintervalle de confiance liant les risques
empirique et réel pour un fonction appartenant a fandilléonnée. Le résultat est donné dans le théoreme
suivant.

Théoréme 9. Pour toute fonction) appartenant a une famill&, I'inégalité suivante est satisfaite avec
une probabilité au moins égalela— ¢

R($) < Ra(t) + Clh,n,e), (A5)

ouC désigne la largeur de I'intervalle de confiance qui dépenthdaille de 'ensemble d’apprentissage
n, de la VC-dimension de F, et du niveau de confiance accorgé/érifiant I'expression

C(h,n,e) = \/% (1 ~log 2%) ~ %log i. (A.6)
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Borne surR(y)

R (¥)

h1 h* hy, VC-dimension
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Fic. A.3 — Représentation schématique du principe de minimisalu risque structurel.

Pour les faibles valeurs du quotidnytn, la largeurC' de l'intervalle de confiance est proche de zero,
signifiant que le risque empiriqui,,(¢) tend vers le risque rédk(y). Il s’agit 1a de 'essence méme
de ce principe d’induction. En revanche, pour les valeurs te élevées (proche de 1), la largeur de
I'intervalle de confiance est considérable,[&1(v)) ne permet plus une bonne estimationRig)). Le
compromis entre ces deux quantités est étudié par le peimigpninimisation du risque structurel.

A.2.4 Principe de minimisation du risque structurel

Le principe de minimisation du risque empirique incite & laimisation de celui-ci a tout prix. Tou-
tefois, rien ne garantit que les performances atteintesmsproches du risque optimal, au sens de Bayes.
Un contrble de la capacité en généralisation est souvensnaite. Ceci est en particulier indispensable
pour les ensembles d’'apprentissage de faible taille ayaqtiatienth /n supérieur &%, ou ce quotient
correspond a la VC-dimension rapportée par donnée d’afigsage. Dans ce paragraphe, on présente le
principe inductif pour contréler la capacité en générétiga en contrélant la VC-dimension du modéle.
C’est le principe de minimisation du risque structurel.

Le Théoremé]9 détermine une borne supérieure sur le risglieaér toute fonction d’'une famille
donnéeF, avec une probabilité au moins égalé & e. La borne supérieure fait intervenir deux termes
antagonistes, le risque empirigidg et la largeur de I'intervalle de confiance Etant donné un ensemble
d'apprentissage, la VC-dimension du modéle permet de @entce compromis comme préconisé par
Vapnik avec le principe de minimisation du risque strudtuP®ur cela, au lieu d’envisager une seule
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famille de fonctions, on considere une séquence de plissfamillesF;, imbriquées, selon
f1Cf2C...C.7:kC...,

en tenant compte de certaines contraintes techniques émiaans [Vap95]. Un exemple particulier
d’'une telle structure correspond aux famill€g de fonctions polynémiales de dedgtéEn notanth, la
VC-dimension supposée finie associégaon peut alors déduire que

i <hy<...<hp<....

Cette séquence croissante des VC-dimensions a deux cemségundissociables. On a d’'une part une
séquence décroissante de risques empiriques correspariddonction optimale de chaque famille, soit

inf R,(¢y) > inf R,(1)) >...> inf R,(¢)>....
Jnf (¥) > Jof (V) Jnf (¥)

D’autre part, on a une séquence croissante du terme relatifeivalle de confiance dank (A.5) tel que
C(hi,n,e) < C(hg,n,e) <...C(hg,n,e) <....

En représentant ces résultats sur la Figuré A.3, on résupnmtgpe de minimisation du risque structurel
par les deux étapes suivantes :

1. Pour chaque famillg,, déterminer la fonction optimale minimisant I'erreur enguie
* - = arg min R .

2. Parmi toutes les fonctions optimales obtenues, opter pelle garantissant la borne supérieure
R(4y, 7,) + C(hi,n, €) la plus favorable,

W = argmin{ R (Y, 7, ) + Clhx, n, €)}-

La viabilité théorigue de ce principe se heurte a quelquiisuliés lors de sa mise en ceuvre. Parmi
celles-ci, notons la nécessité de connaitre la VC-dimandas familles?. De plus, en élaborant un
résultat indépendamment de la distribution de probatiti§ointe P(x, y), le Théorémel9 propose une
borne supérieure souvent surestimée. Afin de pallier cemugnients, des techniques de validation
croisée ou de ré-échantillonnage sont souvent considézéssne étudié par exemple dahs [SBSS99]
pour les SVM.

A.3 Support vector machines

Au paragraphe précédent, on a posé les fondations de lagli&ofapprentissage statistique a partir
du concept de VC-dimension. Ce paragraphe est dédié a leemigzuvre de ce cadre théorique a l'aide
des SVM. Le critére considéré correspond a la maximisat@tadnarge entre I'hyperplan séparateur
recherché et les éléments de chaque classe de I'ensemplaatitissage, comme illustré a la Figure
A4
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FIG. A.4 —Schéma d'un séparateur avec les différentes quaasociées aux SVM. Les support vectors
sont identifiés par des cercles

A.3.1 VC-dimension et discrimination linéaire

Depuis leur introduction au début des années 90 dans [BGW22FEVM ont permis des avancées
considérables en reconnaissance des formes, d’'une part@seropriétés de généralisation soutenues
par la théorie de I'apprentissage statistique, et d’audre gvec des algorithmes sans cesse plus perfor-
mants grace a l'usage du coup du noyau et I'évolution desitgels d'optimisation.

Soit A,, un ensemble d’apprentissagerddonnéese; € X, avec leurs étiquetteg = +1. En sup-
posant que ces données sont linéairement séparablestd aldrs une infinité d’hyperplans séparateurs
définis par des expressions de la forgher) = (w, z) x + wy telles quey;i(z;) > 1. On désigne par
Fs 'ensemble des hyperplans séparateurs distants d’au mioies éléments des deux classes, soit

Fs ={() = {w,-)x +wo : [P(x)] 2 1, lw]| < 1/5}.
Le théoréme suivant est da a Vapriik [Vap82].

Théoréme 10.La VC-dimensiorh £, de la familleF; est bornée selon la relation

. [R?
hr; < min {?’l} +1,
ou les données d’'apprentissage sont contenues dans ureedmtédyonk centrée sur l'origine.

Ce théoréme permet la construction d'une séquence de éannitbriquées selafts, C ... C Fs,,
obtenue en considérant différentes valeurs de largeursatgemegroupées par ordre décroissant. On
peut alors obtenir de bonnes propriétés de généralisatiammsidérant la marge optimale, a partir du
principe de la minimisation du risque structurel évoqué seletion précédente.
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A.3.2 Cas de données linéairement séparables

Soit A, = {(x1,91),...,(zn,yn)} Un ensemble d’'apprentissage de données linéairement sépa-
rables, représentées pgre X, avec leurs étiquetteag = +1. Un hyperplan est défini dans cet espace
parw etwy selon I'expressiofw, =) x + wo = 0. La distance d’un élément; a cet hyperplan est alors
donnée par

5 — |(w, z;) x + wo

(A.7)
[[w]
Afin de construire un hyperplan séparateur, on contrainllatisn recherchée en imposant
‘min [(w,z;)x +wo| = 1.
i=1,...,n
Celle-ci se traduit par les inégalités suivantes
(w,xi>x + wo > —|—1, Si Y; = +1
<’w,$i>x +wp < —1, si y; = —1.
En arrangeant ces relations, on obtient pour tcttl, . .., n la contrainte
yi({w, ) x +wo) > 1. (A.8)

En combinant cette derniére avec I'express(on (A.9), oreabune contrainte sur la distance des élé-
ments de I'ensemble d’apprentissage de I'hyperplan stqparaelon

1
Jw]|
pour tout: = 1,...,n. Par conséquent, I'hyperplan optimal au sens de la margémabxest donné

par la minimisation dé ||w||? sous la contraintd (Al8). Par I'usage de ce critére convexemis a des
contraintes linéaires, la solution optimale est obtenudeppoint selle du Lagrangien donné par

n

%Hsz - Z o (yi((w, zi) & + wo) — 1), (A.10)
i=1

ol aq,...,qa, > 0 désignent les multiplicateurs de Lagrange. Ce point-salleespond a I'annula-
tion des dérivées partielles par rapport aux différentembkes recherchées et aux multiplicateurs de
Lagrange. L'optimalité de ceux-ci étant désignée par w; eta;, on aboutit alors aux conditions sui-
vantes :

n
w* = Zafyixi (A.11)
i=1
n
> ajyi=0 (A.12)
i=1

En injectant ces deux résultats dans I'expression du LaggarfA.10), le probleme d’optimisation se
traduit alors par la maximisation de la forme duale du Lagiem

n n
1
E 1 @G =3 E 1Oéz‘Oéjyz‘yj (Ti, ) x, (A.13)
= ©J]=
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sous la contraint® """ ; o,y; = 0, ainsi que la positivité des multiplicateurs de LagrangeOn sait que
les coefficients ainsi obtenus vérifient la condition de Kdker

o (yz(('w,amx + wp) — 1) =0, (A.14)

pouri = 1,...,n. En conséquence, seules les donnéesatisfaisant I'égalité dans la contrainfe (A.8),
yi({(w, z;) » +wp) = 1, admettent des multiplicateurs de Lagramgenon-nuls. Ces données vérifient
0; = 1, ce qui signifie qu'il n'existe pas de donnée plus proche Hgperplan optimal que:;. De
tels échantillons sont appelé&sipport vectorspuisqu’ils définissent a eux seuls I'hyperplan optimal,
caractérisé paw* etwg. Le premier est donné par I'expression (A.11), les écHanslcorrespondant a
a; non-nul N’y contribuant pas. Le second parameifepermet de situer I'hyperplan a mi-distance des
deux classes. On exprime alors le seuil selon

1
wé = 5((w*,xj>x + ('w*,xk>x),

ou x; et x; désignent deux support vectors appartenant a deux clasgsrdes. Plus généralement,
les support vectors regroupent I'information discrimitgade I'ensemble d’apprentissage. Les autres
échantillons pourraient étre retirés de ce dernier et |étitgn de l'algorithme & partir des support
vectors uniquement produirait le méme hyperplan optimal.

Quelques avantages de I'approche SVM

Les support vectors contribuent a l'attrait pour les SVM aison du caractére parcimonieux des
solutions obtenues. Ceci est di au critere de maximisagda tharge, qui a par ailleurs d’autres effets
positifs pour I'approche SVM. On a d’'une part un problémeptitmisation quadratique, n'admettant
donc pas de minima local mais une solution unique si la meafdomee par les quantitégy; (z;, z;) x
est de rang plein. D’autre part, le résultat obtenu estivelaent robuste aux faibles variations des
paramétres en question. Ces avantages constituent alaeahcEes considérables pour les méthodes
de reconnaissance des formes classiques. L'approche skmuréde neurones par exemple nécessite
la résolution d’'un probléme d’optimisation admettant dpsnoum locaux. De plus, la parcimonie de
la solution nécessite une étape supplémentaire d'élagageela de ces propriétés intéressantes, on
rappelle que la maximisation de la marge est motivée pairieipe de minimisation du risque structurel.
Celui-ci correspond a la recherche d’'un compromis entregier empirique et la richesse de I'ensemble
des fonctions candidates, comme illustré a la Figuré A.8.derix classes étant linéairement séparables,
on se restreint a I'ensemble des hyperplans séparatewduigant donc une erreur empirique nulle.
Parmi ceux-ci, on cherche celui avec les meilleurs profsiée généralisation, mesurée par une faible
VC-dimension conformément au Théorémé 10.

Plus généralement, le principe de minimisation du risquectirel s’applique dans le cas de classes
non-linéairement séparables. La mise en ceuvre des SVM potype de problémes est traité dans la
section suivante.

A.3.3 Cas de classes non-linéairement séparables

Précédemment, on s’est restreint aux problémes ou les dpritiépprentissage sont linéairement
séparables. Ceci n'est pas le cas en général. On peut tisutefesidérer un hyperplan séparant les
deux classes en question, en tolérant des erreurs de claissifi sur certains échantillons. L'erreur de
classification de I'échantillon; est quantifiée par les variables positives de pénalisatioditesslack
variablesou variables de relaxation, ce qui permet de généralis@olesaintes dan§ (Al.8) ainsi

yi(<w,wz~>x + wo) >1-—- fi, (A.15)
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pour touti = 1,...,n, avecéy,...,&, > 0. La minimisation de I'erreur total®"’" , &;, combinée avec
le critére de la la marge, correspond a la minimisation dereri

1 n
Shwl? +6> &,
1=1

sous les contrainte§ (All5) avétun parametre permettant une pondération relative des @emes$
antagonistes : une solution trés réguliére est obtenue@etid tandis qu’on aboutit & une classification
parfaite pourC = oo. En d’autres termes, il s'agit d’'un paramétre de réguléideapermettant un
contréle supplémentaire de la capacité du classifieur te#gulOn retrouve la méme formulation que
celle de la théorie de la régularisation selon Tikhonovemése dans la Section 1.11.2, avee 1/C.

La solution de ce probléme d’optimisation avec contraitgsdonnée par le point selle du Lagran-
gien

n

luwl? 036 — 3 ol e + ) 14 6) — >t

i=1 i=1

a; et 3; désignant les multiplicateurs de Lagrange. La minimisatio Lagrangien par rapportaa, wq
et les¢; produit les conditions suivantes :

n
* *
w :E O, YT
i=1

n
Yoo
i=1

a; + 67 =C

Le probléme dual est alors obtenu en injectant ces expresdans la forme primaire, et la solution est
donnée par

) 1 n n
o = argmin g 421 oGy (T, i) — Z; oy, (A.16)
)= 1=

sous les contraintes
OZO&Z‘ZC i=1,...,n

Z a;y; = 0.

=1
La résolution de ce probléme est similaire a celle obtenus tacas de classes linéairement séparables,
avec une contrainte supplémentaire surlgs
A.4 Mise en ceuvre des SVM dans le domaine temps-fréquence

A.4.1 SVM dans un RKHS

Les différentes expressions montrent que la méthode pé&seans les Sectiohs A.B.2[ef A]3.3 se
préte aisément a une généralisation dans un espace tragsfonoyau reproduisant. On consideére le
noyau reproduisant et I'espace de Hilbert assoc#, I'échantillon x; est alors représenté dans cet
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FiG. A.5 — Résultat obtenu par les SVM pour la résolution du gnotd de classification de deux classes
sous forme de spirales enroulées I'une autour de I'autre.

espace pak,,, et le produit scalaire est désigné par;, =;), pour toutz;, z; € X. La forme duale du
Lagrangien dan$ (A.13) o (A.l16), s’écrit alors

n 1 n
Z._Zlai ~5 Z oYy (2, x5), (A.17)

ij=1

sous des contraintes inchangées. La résolution de ce preld@ptimisation avec contrainte détermine
les multiplicateurs de Lagrange, et par conséquent I''ptperoptimal dans I'espace fonctionr#,
défini par les parameétres

w' = Z Q5 Yiky, (A.18)
=1
et le seuil par
* 1 = *
wy = 5;%%(/1(%%) + K(zi, k), (A.19)

oux; etx; désignent deux support vectors appartenant a deux clagigesrdes. On retrouve les effets
du Théoréme de Représentation dans I'expressiomwtieet ceux de la propriété reproduisante dans
I'expression du seuil. La regle de décision consiste a coenga statistiquew*, k) au seuikwj, soit

Az) = Za?yi"v(%xi) 5 3 Zaf’yi(ﬂ(fﬂiafﬂj) + k(i T1)).
i=1 07 =1

L'évaluation de la régle de décision ne nécessite a aucunemodiexhiber I'espace de représentation
‘H, ni les fonctions noyau de I'ensemble de données dispaibiee fois que leur produit scalaire est
connu. Afin d'illustrer I'efficacité des SVM avec un noyau meguisant non-linéaire, on considére le
probléme classique de classification de deux classes prienfanme de spirales enroulées I'une autour
de l'autre, voir Figure AKa). Un classifieur linéaire ne peut évidemment pas mener a sogrdination
satisfaisante. On considére alors le noyau Gaussien, @éfiri(z;, z;) = exp(—|lz; — z;]|*/203) ou

o est le paramétre de largeur de bande. Comme illustré a lagtfg8 (b) — (c), ce noyau permet une
discrimination entre les deux classes.

A.4.2 SVM dans le domaine temps-fréquence

Dans le cadre d’'un probléme de classification de signauwstatiennaires, on propose de profiter des
avanceées théoriques et des résultats algorithmiquesnpéésians cette annexe. Pour cela, on considéere
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la mise en ceuvre de I'approche des SVM dans le domaine temrdqpseince, par un choix approprié du
noyau reproduisant. Dans ce cas, les données représentées a la Eigure A.4ereritdes distributions
temps-fréquence des signaux d’apprentissage xsoiteprésentant; pour: = 1,...,n. L'hyperplan
recherché est défini pas* selon I'expressior (A.18), ce qui correspond a une combdamalinéaire des
distributions temps-fréquence disponibles. Au lieu ddepat’hyperplan, on désigne cette combinaison
par la signature séparatric&(¢, f), tout en rappelant qu'il ne s’agisse pas forcément d’uniilligion
temps-fréquence valide. La maximisation de la marge admetinterprétation temps-fréquence. En
effet, maximiser la distance de cette signature aux reptésens des signaux d’'apprentissage, selon
I'expression [(A.D), correspond a minimiser la norme«dg, ce qui revient dans le domaine temps-
fréquence a minimiser la norme définie dans le RKHS/dg f). La minimisation de ce terme impose
alors une certaine régularité a la signature résultante; doe certaine robustesse. Le produit scalaire
de cette signature avec la distribution temps-fréquenaa dignal arbitraire permet, en le comparant
au seuil donné par I'expression (Al19), de déterminer sgra@@nance a I'une des deux classes. On
présente au paragraphe 513.3 des applications sur la missuere des SVM dans le domaine temps-
fréquence pour plusieurs distributions de la classe de a@iasi que I'approche hybride. On compare
les performances résultantes avec celles obtenues pdp{aRoyau.
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Noyaux (reproduisants) classiques

Annexe B

Nom du noyatr*

Expression mathématique

« | monomial ((wg, z4))P

S | polynomial (c+ (@i, x;))P

g_ polynomial de Vovk %

> | polynomial inifini (1 — (w4, 25))77

2 exponentiel exp((z;,1,)/20?%)

o iy Ly

Z | sigmoide (perceptron) tanh((z;, z;)/0 + c)
Gaussien exp(—||zi — x4]|?/20?)
Laplacien exp(—||lz; — x| /20%)
multiquadrique (||z; — 5] 4 )12
multiquadrique inverse (lz; — ]| + ¢2)~1/2
splines thin plate |z; — a;||*
splines log thin plate lzi — ;)" log(||lz; — x|
B-splines suiR Bopyi1(zi — xj)
trigonométrique sin(d+1/2)(z; —z;)

polynomial surR sin(z;—x;)/2

S | de Fourier suiR ]

© | (régularisation faible 2y sinhw/y

3 | de Fourier suiR 12

3 | (régularisation forte) 2(1—2ycos(wi—a;)+77)

< | Anova 1 (7 exp (@i (k) =25 (1))%0))°
quadratique rationnel 1— %
circulaire surR? 2 arccos 122l _ 2 iz 24 \/1— ”‘”7‘;;‘7’”2
sphérique suR® 1-g il g (el
ondeRR? msin\\wi —xzj||/0

HCertains noyaux ne sont pas définis positifs que pour desreaparticuliéres de leurs paramétres, comme c'est le cas de

la fonction sigmoide.
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Annexe C

Methodes a noyau les plus connues

Régression logistique (& noyau)
Import Vector Machine [ZHO02]
v-SVM [KSW04]

Algorithme Fonction colt/ (¢ (x;), ;)
5(,)3 Estimation de densité [VapP5] —log(¢(z;))
> | Analyse en composantes principales [VTS04] — () /113,
“g’_ Projection pursuiffSun98] skewneséy(z;) }, kurtosis{(x;)},
o entropig ¢ (z;)}, ...
S | Variétés principales régulariséés [SWMS99]
< | Detection de nouveauté{SVM) [KSW04,SWS 00] | max{p — ¥ (z;),0} —vp
~?§' Régression ridge [SGV98b, HTHO1] (yi — (x;))?
§ Least square support vector machiig/99,SGB 02] | (y; — ¥ (x;))?
2 Regularized least square classificatifftB04/Rif02] | (y; — v (x;))?
-’g Réseaux de régularisation [EPP99] (yi — (x;))?
'S5 | Proximal support vector machine [FM01] (yi — (x;))?
2 | Moindres carrés modifiés [Zha04] max{y; — 1(z;),0}>

Support Vector Regression [Vap95]

e-insensitive max{|y; — ¥(x;)| —€,0}

5 e-insensitive quadratique max{|y; — V()] —€,0}2
9 | Régression en quantile [TLSS06] T(y; — V¥(x;)) Siy; > (x;)
4 (7 = D)(yi — (z;)) sinon
z AdaBoost[Vap95, HTFO1] exp(—y¥(x;))

Régression robuste de Huber [Hulbi81, Vep95] Elyi — (i) ® sily; — ()| < 2e

ly; — ¥ (x;)| — € sinon

Support Vector Classification|: [Vap95]
S Marge dure (indicateur) (e
= Mal-classification (indicateur) 0y
e Marge diffuse (hinge) max{1 — y;1(x;),0}
ﬁ Marge diffuse (mal-classification) max{—y;¥(z;),0}
O Marge diffuse (hinge) quadratique max{1 — y;(z;),0}?

log(1 + exp(—yi(x:)))
yih(x;) — log(1 4 exp(¥(z;)))
max{p — yi9(xi),0} —vp
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