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Chapter 1

Introduction générale

1.1 Thématique de la these

La thématique principale de cette thése est la théorie des trajectoires rugueuses. Elle a été
introduite par T. Lyons [Lyo98| pour étudier des équations différentielles stochastiques
dirigées par des bruits tres généraux sortant du cadre habituel de la théorie d’It6. L’objet
fondamental de cette théorie est ce que 'on appelle la signature d’une trajectoire. Cela
correspond a la famille des intégrales itérées du signal contre lui-méme. Son étude débute
dans les années cinquante avec les travaux de K. T. Chen [Cheb4l [Che57, [(Che58| mais se
limite a des trajectoires régulieres. L’article [Lyo98] montre qu’une connaissance a priori
des premiers termes de la signature du bruit est suffisante pour résoudre une équation
différentielle controlée par ce bruit. La puissance de cette théorie repose alors sur une
séparation nette entre la construction probabiliste des premiers termes de la signature
puis trajectorielle des solutions. De plus la topologie employée dans ce cadre implique
la continuité de la solution par rapport au bruit. Cette propriété est particulierement
utile lorsque ’on souhaite étudier des schémas numériques ou des théoremes de type
Wong-Zakai.

Depuis la fin des années quatre-vingt-dix, les domaines de recherche initiés par les idées
de T. Lyons sont importants. On peut citer, de maniere non exhaustive, les travaux
portant sur

e les équations différentielles rugueuses (EDR) [Lyo98| [Gub04l, Dav07, [EV10, [CL14,
Bailbal et en particulier celles dirigées par le mouvement brownien fractionnaire
[BCO7, [CQO2J;

e les équations différentielles aux dérivées partielles stochastiques (théories des struc-
tures de régularité [Hail4], des distributions paracontrolées [GIP15], équation du
transport [BG17, [Catl6] et lois de conservation [DGHT16]);

e la caractérisation d’une trajectoire par sa signature [HL10, BGLY16];



CHAPTER 1. INTRODUCTION GENERALE

e lapprentissage de signaux temporels [CK16| (Gral3];

e la compression de données [LS05].

Ce manuscrit se limite principalement a des travaux en rapport avec les EDR. On trouvera
cependant dans le chapitre 3| des éléments de la théorie des structures de régularité
appliqués a I'étude des EDR.

1.2 Organisation de la these

Cette these est composée de trois parties indépendantes contenant des articles acceptés,
soumis ou en cours de finalisation. Le lecteur trouvera au début de chacune d’elles, un
chapitre introductif en francais qui donne les thémes et les apports de la partie. Chaque
partie peut étre lues indépendemment. Cependant, nous conseillons a des lecteurs peu
familiers avec la théorie des trajectoires rugueuses de commencer par la partie [[] o nous
introduisons des notions nécessaires a la compréhension du reste du manuscrit.

1.2.1 Partie [I : Equations différentielles rugueuses et structures de
régularité

Cette partie est composée de deux chapitres.

Le chapitre [2| est une breve introduction aux équations différentielles rugueuses. Nous
expliquons les principales idées qui sous-tendent cette théorie et de donner un apercu des
différentes approches développées pour résoudre une EDR. Cela nous permettra ensuite
de relier certaines idées de la théorie des structures de régularité a celles de la théorie des
trajectoires rugueuses. Enfin, nous faisons part des apports de la partie qui se trouvent
dans le chapitre suivant.

Le chapitre [3| correspond a l'article [Bral7] accepté au Séminaire de Probabilités. On
cherche dans celui-ci a redémontrer les théorémes classiques de la théorie des trajectoires
rugueuses (construction de l'aire de Lévy, existence et unicité d’une solution & une équation
différentielle rugueuse . ..) via les outils de la théorie des structures de régularité. Il ne
contient pas de résultat fondamentalement nouveau mais a une visée pédagogique qui
aidera, nous ’espérons, le lecteur a comprendre les liens entre ces deux théories.

1.2.2 Partie [[1) : Flots rugueux

Cette partie, consacrée a 1’étude des flots d’EDR, est composée de trois chapitres.

Dans le chapitre [ nous introduisons la notion de flot que 'on définit comme une famille
d’applications 9 := (¢ s)o<s<t<T d'un espace métrique dans lui-méme vérifiant pour

10



1.2. ORGANISATION DE LA THESE

tout 0 <r<s<t<T,

Qbiﬁ,t = Idv
d)t,s o ws,r = wt,r- (11)

On cherche a comparer, dans ’état de I’art, les conditions d’existence et de régularité des
flots associés a des équations différentielles ordinaires, stochastiques et rugueuses. Puis
on introduit les schémas numériques d’Euler pour les EDO et d’Euler-Maruyama pour les
EDS. IIs permettent de construire un flot de solutions & partir d’approximations en temps
petit de celui-ci. De telles approximations sont ce que ’on appelle des presque flots. Plus
précisément, on dira qu’une famille d’applications (¢; s)o<s<t<T €st un presque flot si
elle vérifie “presque” 1’équation . Cette définition sera au cceur des deux chapitres
suivants.

Le chapitre |5| est composé d’un article [BL17a] soumis pour publication et écrit en
collaboration avec Antoine Lejay. Il s’inspire des approches par schéma d’Euler [Dav(7]
et par flot [Bailba] des EDR. Nous étendons le lemme de la couturiére linéaire [FALP™06]
sur lequel repose la construction de 'intégrale rugueuse, a la construction de flots de
solutions d’EDR a partir de leurs approximations en temps petit (presque flots). Nous
définissions ainsi une axiomatique des presque flots, notés couramment ¢, que nous
employons pour montrer ’existence en dimension finie d’un flot mesurable associé a ¢.
Ce résultat est ensuite appliqué a des EDR lorsque la régularité du champ de vecteurs
n’est pas suffisante pour assurer I'unicité des solutions. Dans le cas ou ’on peut majorer
uniformément la norme Lipschitz de I'itération du presque flot sur une subdivision T,
noté ¢™, on prouve lorsque le pas de 7w devient nulle que ¢™ converge vers un flot lipschitz.
De plus, g’il existe un flot lipschitz, c’est I'unique flot associé a ¢. Dans le cas ou ¢ est
perturbé par un terme additif assez régulier, on montre qu’il conserve ses propriétés.
Enfin, on retrouve avec ce formalisme les lemmes de la couturiere additif [FALP*06] et
multiplicatif [FdLPMOS| [CL14].

Le chapitre [0 est la suite du travail sur les presque flots du chapitre [5} Il est constitué
d’un second article [BL17Db] écrit en collaboration avec Antoine Lejay et soumis pour
publication. On y étend la définition de presque flot a celle de presque flot stable. Si ¢
est stable alors la norme lipschitz de ¢™ peut étre bornée uniformément en 7. D’apres
les résultats du chapitre [5], cela implique la convergence de ¢™ vers un flot Lipschitz. On
montre par ailleurs que ¢ est stable par inversion. Enfin, on utilise notre cadre pour
montrer que les presque flots définis par P. Friz, N. Victoir [FVI0] et par I. Bailleul
[Bail5a] peuvent étre vus comme des perturbations du presque flot dit & A. M. Davie
[Dav01].

1.2.3 Partie [[TI] : Inclusions différentielles perturbées

Cette partie est composée de deux chapitres.

11
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Le chapitre[7]introduit un probléme trés étudié dans les années soixante-dix et quatre-vingt
qui est celui de l'existence d’une trajectoire y : [0, 7] — R™ & une inclusion différentielle

dy:

L e F(t -
dt € (7yt)7 Yo fa

ou
e T > 0 est un horizon de temps,
e F est une fonction multivaluée de [0,7] x R™ dans les compacts non vides de R";

o £ € R" est la condition initiale.

La premiére stratégie pour résoudre consiste a se ramener a une équation différentielle
ordinaire en cherchant une fonction f continue telle que f(¢t,z) € F(t,x) pour tout
(t,z) € [0, T] x R™. Malheureusement, une telle sélection n’existe pas en général, & moins
que F' soit assez réguliere et a images convexes. Une autre stratégie consiste a chercher
un point fixe de la fonction multivaluée suivante :

yeBﬁipH{zeBE

S | 70 € F(ty(®), vee 0,71}, (1.2)

o Bfy, = {z € CO(0,TLR") | |=(t) — 2(s)] < Mt — s|, Vst € [0, ], (0) = £} pour
un certain M > 0 fixé. Dans certains cas, cela permet alors de se passer de I’hypothése
de convexité sur les images de F'. Nous exposons plus précisément dans ce chapitre ces
méthodes que nous allons adapter dans le chapitre [8| au cas d’une inclusion perturbée.
Enfin un état de l'art sur les résultats d’existence des solutions d’inclusions différentielles

stochastiques est fait.

Le chapitre [§] est 'objet d’un travail en cours et en collaboration avec Laure Coutin.
On s’intéresse a la résolution d’une inclusion différentielle perturbée par une trajectoire
rugueuse. Plus précisément, pour un horizon de temps 7T > 0, on cherche une trajectoire
y: [0, T] — R™ telle que

dy, € F(t,y)dt + o(y(t))dXy, o =&, (1.3)

ou

F est une fonction multivaluée de [0, 7] x R™ dans les compacts non vides de R";
e 0 :R" — R™*? est une fonction “assez” réguliére;
e X est une trajectoire rugueuse d-dimensionnelle;

e £ € R" est la condition initiale.

On définit la notion de solution avant de prouver avec la méthode du point fixe décrite
dans le chapitre |7}, I’existence de solutions pour deux degrés de régularité de FE| et sans
hypothese de convexité sur ses images.

Lcontinue et semi-continue inférieurement

12
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Chapter 2

Introduction aux équations
différentielles rugueuses

Contents
2.1 Les équations différentielles rugueuses|. . . . . ... ... ... 15
2.2  Approche de Doss-Sussmann| . .................. 16
2.3 Intégralede Young| ... ... ... ... ... .. 000, 17
2.4  Trajectoires de processus stochastiques| . . ... ... ... .. 18
2.5 Théorie des trajectoires rugueuses| . . . . . . . ... ... ... 19
[2.6 Petit mot sur la signature| . . . .. ... 000000000 20
2.7 Reésolution d’une EDR par point fixel ... ... ........ 21
2.8 Produit et développement de Taylor| . . . .. ... ... .... 22

2.9 Des développements de Taylor aux structures de régularité| . 23

[2.10 Les objectifs de cette partie| . . . . . ... ... .. ... .... 25

2.1 Les équations différentielles rugueuses

Supposons que l'on cherche & étudier un systéme décrit par une fonction y : [0,7] — R"
dont la dynamique est formellement donnée par

t d
yr = € + L D Fi(ys)dWE, Ve [0,T] (2.1)
=1

ot £ e R, W := (W' ... ,W%) :[0,T] — R est un signal continu, et F := (Fy,..., Fy)
est un champ de vecteurs régulier. Nous dirons que y est controlée par W.

15



CHAPTER 2. INTRODUCTION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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Dans le cas ou W est régulier, on peut donner un sens a la dynamique de y en écrivant

(2.1) comme

¢
w=+ [ Pds, veeo.7),
0
o W désigne la dérivée de W. La mécanique de la théorie des équations différentielles
ordinaires (EDO) s’applique alors directement et permet d’obtenir 'existence (si F' est
continu) et l'unicité (si F' est lipschitzienne) d’une solution.

La théorie des équations différentielles rugueuses (EDR) commence dés que W n’a plus
la régularité escomptée pour faire appel a celle des EDO.

2.2 Approche de Doss-Sussmann

Une premiére approche qui semble raisonnable consiste a remplacer dans le signal
W par une fonction réguliere W (e) telle que W(e) - W quand € — 0. On prouve alors
'existence et 1'unicité d’une solution y(e). Il ne reste plus qu’a montrer que y(e) converge
vers une fonction y que l'on appellera solution de 'EDR. Cela revient & montrer que
I'application d’It6 qui associe a chaque signal d’entrée W (e) la solution y(e) est continue
pour une certaine topologie.

C’est le programme qui a été entrepris parallelement par Halim Doss (1977) dans [Dos77]
et Héctor J. Sussmann (1978) dans [Sus78| et que nous nommons familierement procédé
de Doss-Sussmann. Ils montrent la continuité de 'application d’It6 pour la topologie
uniforme dans le cas ot le crochet de Lie [Fj, F}] := D(F;)F; — D(Fj)F; = 0 pour tout
i,j €{1l,...,d}, avec D l'opérateur de dérivation classique. On remarque que si d = 1,
cette condition est toujours remplie.

Donnons une explication heuristique de ce résultat. On suppose F' assez régulier pour
que les calculs fassent sens. Appliquons la formule de Taylor,

d t _ d ot )
w =+ 3RO fg LECEDY fo [Fi(ys) — F(E)]AW(6)

d d d t rs
— 6+ DIREOWO + X X DIENE [ [ Funawi@awie + ks
i=1 i=1j=1 070
d . d d t s . .
— €+ D ROWLE+ Y D DENOBK(O | | aW Wi +Ry+ R, (22)
ol i=1j=1 0 J0 )
GW (),

ou Ry, Ro sont des restes dépendant de y mais que nous considérons négligeables pour

16



2.3. INTEGRALE DE YOUNG

notre proposﬂ Dans ce cas simplifié, montrer la continuité de I’application d’Itd revient
a montrer celle de G. Or lorsque [F;, Fj] = 0, G(W); se récrit

GOW() =€+ i FOWi(0) + i DIENOF©) | t | awicaawio
* 3 DIEORE | t | awiawio + awioawial @3
¢+ i F(OWE (0 + i D) F(e i
+ K;;dmm)(sm OWL (W0 (2.4

On a fait disparaitre dans ([2.4]) les intégrales itérées du signal contre lui-méme, susceptibles
de diverger lors du passage a la limite ¢ — 0. La continuité de G pour la topologie
uniforme est alors immédiate.

Malheureusement si la condition [Fj, Fj] = 0 n’est plus remplieﬂ on doit directement
montrer une convergence des termes

[ [ awicaamico, (25)

ce qui implique d’avoir un contrdle sur les incréments de W. Donc un passage de la
topologie uniforme & celle des espaces Holder.

2.3 Intégrale de Young

Nous avons vu dans la section précédente que pour traiter ([2.1)) avec un champ de vecteurs
F' ne remplissant pas la condition de nullité du crochet de Lie, une piste envisageable
était d’exiger une régularité plus forte que la continuité sur W.

Pour « € (0,1], notons C® I'espace des fonctions a-Holder continues de [0,7] dans R? (d
un entier), c’est-a-dire ’'ensemble des fonctions f : [0, 7] — R telles que
| £ () = f(s)

|
flor:= sup ————F"—<+w0
H ‘Ol’T 5,te[0,T], s#t |t - S|a ’

ol |-|| désigne la norme euclidienne de RY. Supposons maintenant que W est a-Hélder
continue avec « € (0, 1].

'Etant donné le gain de régularité & chaque itération, négliger ces termes parait raisonnable en
choisissant I’horizon de temps T' assez petit. Typiquement, si W est a-Holder continu, alors le reste
R1 + R sera de l'ordre de ¢3¢,

2En fait, la condition optimale est que Palgebre de Lie générée par les champs de vecteurs soit nilpotent
[Yam79]. Mais cela demeure une hypotheése restrictive sur les champs de vecteurs.
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En 1936, Young a construit une intégrale [You36|] de la forme de (2.5)) ayant la propriété
de continuité pour la topologie Holder, justement recherchée ici.

Theoréme 2.3.1 (Intégrale de Young). Soient a, § € (0, 1] tels que o + 8 > 1. Soient
(f,g) € C* x CB. Alors, on peut définir l'intégrale de f contre g indépendamment de
toute subdivision P de [0,t] de pas |P|, comme

t
sdgs := lim wlu.v-
fof 9s = Hm > Jugu,

u,v points successifs de P

De plus, Uapplication (f,g) € C* x CP — So fsdgs € CFP est continue pour la topologie
des espaces considérés.

Ainsi, pour a € (1/2,1], on peut donner un sens a (2.5 lorsque € tend vers 0 et 1'on
résout ([2.1)). C’est cette construction de l'intégrale qui est utilisée dans [Lyo94] pour
résoudre ([2.1)) avec un théoréme de point fixe.

Voyons maintenant & quel type de signal W peut s’appliquer ce résultat.

2.4 Trajectoires de processus stochastiques

Supposons maintenant que W soit la trajectoire d’'un processus stochastique.

Dans le cas ou W est une semi-martingale, on peut interpréter avec la théorie de
I'intégrale d’It6 et résoudre le systeme en supposant le champ de vecteurs lipschitzien.
Malheureusement, en pratique bon nombre de processus n’ont pas cette propriété de
semi-martingale.

Une des familles de processus la plus célebre ne répondant pas a ce critere est celle
du mouvement brownien fractionnaire. Elle est indexée par un réel H € (0,1) appelé
exposant de Hurst.

Définition 2.4.1. Le mouvement brownien fractionnaire (mbf) d’indice de Hurst H
est I'unique processus gaussien (Bf!);>o centré, continu, normalisé tel que Var(BH) =1
ayant pour fonction de covariance

1
Var (BtHBf) b (t2H + &2t — s|2H) , Vs, te Ry,
Proposition 2.4.1 ([RY13]). Soient H € (0,1) et BH un mouvement brownien frac-
tionnaire. Alors les trajectoires de BY sont presque toutes de réqularité (H — €)-Holder
pour tout € > 0. De plus B est une semi-martingale si et seulement si H = 1/2, si et
seulement si B est le mouvement brownien standard.

Remarque 2.4.2. Ce processus trouve de nombreuses applications en finance, voir par
exemple [Che03].
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D’apres la proposition le mbf échappe a la théorie d'It6 des que H # 1/2. Par
contre, si H > 1/2, la construction de solutions via 'intégrale de Young que nous avons
décrit section s’applique. Cette approche est trajectorielle et donc fondamentalement
différente de celle probabiliste d’It6. En particulier le calcul de 'espérance d’une solution

de (2.1) n’est pas simple.

La question de l'extension de cette approche trajectorielle aux cas ou la régularité
Holder est inférieur a 1/2 est naturelle. Elle permettrait alors d’une part de donner une
alternative a I’approche d’It6 pour le mouvement brownien et de maniere plus générale de
traiter d’équations différentielles contrélées par le mbf d’exposant de Hurst quelconque.

2.5 Théorie des trajectoires rugueuses
Dans [Sus78], H. J. Sussman écrit

It seems to us that the search for an appropriate extension of our results to
d > 1 will require the use of substantially new methods and that, if such an
extension is found, it will lead to a significant progress in our understanding
of the above mentioned anomlies.

Dans [Lyo98], Terry J. Lyons propose de surmonter ces difficultés en intégrant le probléeme
dans la solution. Il stipule qu’il existe W : [0,7]> — R¢ x RY que nous appellerons
tenseur d’ordre 2 ayant des propriétés analogues a 'intégrale itérées de W contre lui
méme. C'est-a-dire pour tout 0 < r<s<t<Tetije{l,...,d},

1) J Wid — ;Jt = W,ZSWgt( Chen’s relation),

iv
Ty

W,
2) HWHZQ,T "= SUDs¢,5,t(0,T] \Ug_sﬁl < 4.

Lorsque « € (1/2,1], on construit via le théoréme [2.3.1
t

Ws,t = f Ws,u Q@ dW,,
S

qui vérifie la propriété algébrique 1)E| et analytique 2). Ici ® est le produit tensoriel dans
R

Sia € (0,1/2], on suppose que W est construit. T.J. Lyonsﬁa alors montré que si o > 1/3,
il est possible de construire des solutions trajectorielles & (2.1)). Comment procede-t-il ?

311 suffit d’utiliser la relation de Chasles.
“Nous nous limitons dans ce chapitre au cas « € (1/3,1]. Cependant dans [Lyo98] et [FVI0] les cas
d’une régularité arbitraire (a € (0, 1]) sont traités.
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Lorsque qu’on itere N fois I’équation (2.1), comme nous l’avons fait deux fois en ({2.2),
des termes de la forme

f AWy, ® - ® dWy,, (2.6)
s<ty<--<ti<t

apparaissent. Pour N fixé, on appelle ce terme, l'intégrale itérée a I’ordre N de W.

Si W est régulier, il suffit de connaitre les incréments de W pour construire sous
la forme d’une somme de Riemann. Par contre, les hypothéses du theoreme [2.3.1] ne
nous permettent pas d’étendre cela dés que W e C?, avec « € (0,1/2]. L’idée importante
dans [Lyo98|] est que I'on peut construire I’ensemble des intégrales itérées dans le cas
a € (1/3,1/2) a condition de connaitre les incréments de W mais aussi W.

Introduisons la définition centrale de cette théorie avant donner des précisions.

Définition 2.5.1. Soit W : [0, T] — R? une fonction de régularité a-Holderienne pour
a € (1/3,1/2]. On dit que W := (W, W) est une trajectoire rugueuse a-Holder continue
lorsque W vérifie 1) et 2). On note €* I'espace des trajectoires rugueuses. On munit
cet espace de la semi-norme |W|, ;= [W|_, 7+ |W|y, 7, ot |||, 7 est la semi-norme
Hoélder et -], 1 est définie en 1). 7 ’ 7 ’

Le théoréme d’extension de Lyons [Lyo98, Theoréme 2.2.1] stipule qu’il existe une
application bijective qui associe a chaque (W, W) un élément de I’algébre tensorielle de
R? qui correspond & l'intégrale itérée (2.6) pour un ordre N quelconque.

2.6 Petit mot sur la signature

L’ensemble des intégrales itérées pour N parcourant ’ensemble des entiers naturels est
ce que 'on appelle la signature de W entre s et t.

Cet objet a été étudié en premier lieu par K. T. Chen dans [Che57]. La signature
est & valeurs dans algeébre tensorielle de R?. Chen a montré que le logarithme de la
signature était un élément de Lie, c’est-a-dire qu’il s’exprime comme une combinaison
linéaire de crochets de Lie imbriqués d’éléments de R%. C’est une généralisation de la
formule de Baker-Campbell-Haussdorff-Dynkin qui donne I’expression du logarithme d’un
produit d’exponentielles de matrices sous forme de combinaison linéaire de crochet de Lie
imbriqués. Cette approche a été utilisée par F. Baudoin pour donner une représentation
explicite des flots stochastiques [Bau04]. Cela permet de précisément en étudier les
structures locales.

Pour W Lipschitz, il a été montré dans [HL10] que la signature entre 0 et T caractérise a
une paramétrisation pres le signal tout entier. Récemment ce résultat a été étendu dans
[BGLY16] pour les trajectoires rugueusesﬂ

SPrécisément pour les trajectoires rugueuses faiblement géométriques, c’est-a-dire telles que W27 +
gyt _ i J
Wr:t - r,tWr,t'
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Ces considérations indiquent que la signature est un objet fondamental dont les propriétés
dépassent I’étude de . En effet, elle est utilisée pour faire de la compression [LS05| et
trouve des applications en apprentissage automatique pour extraire des caractéristiques
de signaux temporels multidimensionnels [CK16]. Elle a été appliquée avec succes dans
la reconnaissance d’idéogrammes [Gral3].

2.7 Résolution d’une EDR par point fixe

Les sections précédentes nous ont permis de comprendre I'importance des intégrales
itérées du signal W contre lui-méme pour la résolution de ([2.1)).

Dans l'optique de résoudre 'EDR ([2.1)) de maniére rigoureuse dans le cas rugueux, nous
souhaiterions utiliser des théorémes de point fixe qui ont montré leur puissance pour la
résolution des équations différentielles ordinaires.

Malheureusement, ’espace des trajectoires rugueuses ¢* n’a pas la structure d’espace
vectoriel requise pour I'application des théoremes de points fixes classiques, a commencer
par celui de Schauder.

En 2004, M. Gubinelli a introduit dans [Gub04] la notion d’espaces des chemins contrdlés
par W qui sont des espaces de Banach pour une topologie que nous allons définir.

Définition 2.7.1. Etant donné un signal W e C'% et un entier naturel n, on dit que
la trajectoire y € C est controlée par W s'il existe y' € C([0,T], 2 (R, R™)), un reste
RY :[0,T]?> — R™ tels que pour tout s,t € [0,T]

Yst = y;Ws,t + Rg,t; (2.7)

avec la condition supplémentaire HRsza’T < +00. On appelle ¥’ la dérivée de Gubinelli.
L’ensemble des couples (y,1’) forment 1’espace vectoriel des chemins controlés par W
noté Zg*. Muni de la semi-norme [y, 4o 7 := [/ |01 + 1RV o0, » Z* est un espace
de Banach pour la norme [yo| + [yol + [ (¥, ¥')lga.7-

Remarque 2.7.1. Comme les espaces Holder, I’espace .@a?‘ n’est pas séparable pour sa
norme associée (voir [FH14]).

On définit ensuite I'intégrale d’un chemin contrélé par W contre W.
Theoréme 2.7.2. Soient o € (1/3,1/2], une trajectoire rugueuse W e €%, un chemin

controlé (y,y') € Z2¢. On définit lintégrale de (y,y') contre W comme

t
f ysd Ws = lim Z quu,v + yq/JWu,m (28)

P|—0
0 |Pl— u,v points successifs de P

ot P est une subdivision quelconque de [0,t] de pas |P|.
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De plus lapplication :

I:(y,y) € 75 — (L ydes,y> € I

est continue pour la topologie de @%}‘.

La structure d’espace vectoriel de @%?‘ et la continuité de 'application I permettent de
montrer que sous de bonnes conditions de régularité de F', 'application

D(y,y') = (5 + L F(ys)dWs, F(?J-))

a un point fixe. Plus précisément, si F' € C'*7 avec v > 1/a, on peut appliquer le
théoreme de point fixe de Schauder sur le compac

Byt = A{y.y) e 7+ y(0) =& ¢/ (0) = FE). 9.5y <1}

avec un temps 7" suffisamment petit. Il existe alors au moins une solution a (2.1)). Si
F e C?*7, alors on peut montrer que ® est une contraction sur B‘Q,{/)‘ € pour 1" assez petit
et en déduire I'unicité du point fixe et donc de la solution.

2.8 Produit et développement de Taylor

Revenons & la définition des chemins controlés par W. Si (y,y') € 23, alors
I'incrément y, ; est la somme d’un premier terme ysWs;, a-Holder et d'un second plus
régulier Rg,t, 2a-Hoélder. L’expansion peut étre vu comme un développement de
Taylor pour une fonction y non dérivable mais ou le temps a été remplacé par un signal
irrégulier multidimensionnel.

A partir de ce développement, écrivons formellement Pintégrale d’un chemin controlé y
contre le signal W. Avec la relation ({2.7), pour s,t e [0,T],

t t t t
f YudWy = f ysdWy + J ngs,uqu + f Rg,udwu

S

= ysWs,t + ngs,t + Rggita (29)

olt RYs,t:= Si Ry, dW,. Il est treés important de remarquer que la multiplication de y
par un incrément infinitésimal dW a amélioré la regularité de chaque terme dans
de a. Or en général, la régularité d’un produit de deux fonctions est donnée par celle de
la fonction la moins réguliére. On remarque donc que si 'on écrit des fonctions sous la
forme d’'un développement de Taylor classique ou de type , les régularités de chaque
terme du produit vont s’additionner. Ici, on retrouve a partir de la définition de
I'intégrale rugueuse. En effet, comme ]:Zg,t = O(|t — s|>*) avec 3a > 1, alors la somme

DY
Zu,v points successifs de P Rs,t —0 quand |P| — 0.

SEn fait B‘Z,{,)"g n’est pas compacte pour sa norme associée mais l’est pour la norme |yoll + Hy{)H T
H(yay/)HgﬁyT avec 0 < 6 < «@.
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2.9. DES DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR AUX STRUCTURES DE
REGULARITE

2.9 Des développements de Taylor aux structures de régu-
larité

La théorie des structures de régularité a été développée par M. Hairer [Hail4] pour
donner un cadre a la résolution d’équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS)
comme celle de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)

Ah(t, z) — 2h(t,z) + %(@Eh(t,x))Q + et ), (2.10)
h(0,z) = ho(x)

oute[0,T], ze T (ou T est le tore de dimension 1), h(t,x), ho(z) € R et £ est un bruit
blanc spatio-temporel. Formellement, £ est un processus gaussien centré de covariance
E(&(t,z)é(s,z)) = 0(t — s)d(z —y) ou 0 est le dirac en 0. Si l'on fixe l'aléa w, {(w) est
alors une distribution. On s’attend donc a ce que h soit une distribution aléatoire. Le
terme quadratique dans n’est a priori pas défini.

Pour définir ce terme, nous devons étudier la régularité de h et donc celle de £&. On
note Ay, ,, espace de Besov classique muni de sa topologie [-|ga . Nous donnerons
Definition [3.3.7 une définition rigoureuse de cet espace et de sa topéfogie associée. Pour
I'instant, il suffit de comprendre que 9B, ,, est une extension des espaces Holder qui

coincide avec C'* pour des « positifs et contient des distributions quand a < 0. On peut
1

—5—1—-k ~
alors montrer que pour tout K > 0, £ € By presque slirement.

L’idée de la théorie des structures de régularité est d’exploiter la forme de 1’équation
(2.10]), pour exprimer la solution h sous la forme d’une expansion similaire a celle de
Taylor ou le temps est remplacé par des fonctions du bruit &.

Pour cela, rappelons le principe de Duhamel ou de variation de la constante. Il permet de
résoudre ’équation de la chaleur avec un second membre. On suppose que 1'on cherche a
résoudre

oru(t, ) = Au(t,z) + f(t,x),
u(0,z) = up(z)

out >0, xeT, A désigne le laplacien, f est une fonction fixée et ug la condition initiale.
Sous des hypotheses de régularité assez générale de f, la solution prend la forme

£
u(t,x) = L JT K(t—s,x—y)f(s,y)dyds + JT K(t,z — y)uo(y)dy,

ou K est le noyau de la chaleur donné pour ¢t > 0 et z € T par
1
K(t,z):= Y —— > exp(—(z — k)*/t).

172
rezaz (47t) /
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Afin d’alléger les écritures, on suppose dans ce qui suit que hg = 0,

= (1/2) J f K(t— s, —y)(0,h(s,y))*dyds + L JT K(t— s,z —y)&(s,y)dyds,
= (1/2)K # (6,h) + K # €, (2.11)

ou #* est le produit de convolution spatio-temporel.

A partir de (2.11)), on souhaite appliquer un théoréme de point fixe. Pour cela, il faut
que les termes soient définis. Les deux théorémes suivants nous permettent de répondre
a cette question.

Le premier résultat quantifie la régularisation du noyau de la chaleur.

Theoréme 2.9.1 (Estimée de Schauder[CW15]). Pour tout a € R\Z et f € BY, , alors

| K fH%goﬁ <C Hf”%gooo )

ot C = 0 est une constante.

Le second résultat est analogue du théoréme [2.3.1] pour les distributions.

Theoréme 2.9.2 ([Haild]). Soient o, 3 € R, tels que o+ § > 0, alors il existe une
application bilinéaire B : 9300 w X %Oﬁom — 930%?0@ telle que

e B(f,qg) correspond au produit classique entre deuz fonctions quand f,g sont régu-
lieres, i.e. a, 8 =0

e Pour tout f € BY, ,, [ € 8730’80700, il existe une constante C' = 0 telle que
1B Dlgarg < Clflms,, ol

Par contre, si a + 5 < 0, alors il n’existe pas une telle application B.

D’apres le théorémem comme pour tout K > 0, £ € 93003/2 "alors K% e 931/2 ®. On

s’attend donc avec acequehe %oo/oo , malis alors d,h € %001/2 " Alors d’aprés
le théoreme le terme non linéaire (0,h)? n’est pas défini. On ne peut donc pas
appliquer directement un théoreme de point fixe.

Il est cependant intéressant de remarquer que le terme K # (0,h)? est a priori plus régulier
que K = ¢&.

Tentons alors de régulariser £ en 'approximation par & := p * £, puis d’itérer (2.10f). Ici
pe est une fonction régularisante. C’est le méme procédé que 'on a utilisé pour résoudre
(2.1]) section On obtient alors

he = K % &+ (1/2)K # [04(K * & + (1/2)(0:h)%)]?
= K&+ (1/2)K # [0(K &) + R,
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ol R’ est un reste qui dépend de h et £. En continuant une telle itération, on obtient un
développement qui dépend des termes en & qui ne sont certes pas définis quand € — 0
mais dont la régularité augmente. Ainsi en poursuivant ce procédé jusqu’a obtenir des
termes de régularité positive, on peut négliger les restes dépendant de h.. On note

he =K &+ (1/2)K # [0(K # £))* + ...,

ou l'on poursuit le développement jusqu’a obtenir des termes de régularité positive et ou
on néglige les restes dépendant de he.

Il faut maintenant caractériser ces termes construits a partir de &, du produit de
convolution avec le noyau de la chaleur K, de la dérivée en espace et enfin du produit.
Pour cela, on étudie la vitesse de divergence des termes quand € tend vers 0. On les
soustrait ensuite habilement par des constantes C¢ pour obtenir des limites finies. C’est ce
que I'on appelle la renormalisation de ’équation . C’est la qu’intervient le théoréme
de reconstruction (théoréme . Il montre que si on a un développement assez précis
h d’une distribution alors ce développement caractérise completement cette distribution
h que 'on peut reconstruire.

On peut déja noter ici la forte analogie entre le théoréme de reconstruction et le
théoreme [2.7.2)

2.10 Les objectifs de cette partie

Les objectifs de cette partie sont de donner un sens & une équation différentielle rugueuse
et de la résoudre avec la théorie des structures de régularité. Pour cela, nous allons définir
un chemin controlé & valeurs dans une structure de régularité et utiliser le théoréeme de
reconstruction pour définir 'intégrale rugueuse. Cela nous permettra de préciser ’analogie
que nous avons faite section [2.9 entre la théorie de T. Lyons et celle de M. Hairer. Nous
utiliserons le théoreme de reconstruction dans le cas de non-unicité pour construire le
tenseur d’ordre 2 d’une trajectoire irréguliere a-Holder avec o € (1/3,1/2]. Enfin, nous
procéderons a la résolution d’une EDR par point fixe.

Ces résultats figurent dans le chapitre [3]
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Chapter 3

Solving rough differential
equations with the theory of
regularity structures

This chapter consists of the article [Bral7| accepted to Séminaire de Probabilités.

Abstract

The purpose of this article is to solve rough differential equations with the
theory of regularity structures. These new tools recently developed by Martin
Hairer for solving semi-linear partial differential stochastic equations were
inspired by the rough path theory. We take a pedagogical approach to
facilitate the understanding of this new theory. We recover results of the
rough path theory with the regularity structure framework. Hence, we show
how to formulate a fixed point problem in the abstract space of modelled
distributions to solve the rough differential equations. We also give a proof of
the existence of a rough path lift with the theory of regularity structure.
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CHAPTER 3. SOLVING ROUGH DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH THE
THEORY OF REGULARITY STRUCTURES

3.1 Introduction

Let T > 0 be a finite time horizon. Suppose that we want to solve the following ordinary
differential equation

Vte[0,T], dys = F(y)dWy,  yo =&, (3.1)

where W : [0,T] — R" and F : R? — 2(R",RY) are regular functions. The equation
(3.1) can be reformulated as

Vee[0,T], v =€+ ﬂ F(ya)dW,. (3.2)

When W is smooth, the equation (3.1]) is well-defined as

t .
yr =& +f F(yu)Wudu7
0

where W represents the derivative of W. Therefore, it becomes an ordinary differential
equation that can be solved by a fixed-point argument.

Unfortunately, there are many natural situations in which we would like to consider the
equation of type for an irregular path W. This is notably the case when dealing with
stochastic processes. For example the paths of the Brownian motion are almost surely
nowhere differentiable [KS12|. Tt is then impossible to interpret in a classical sense.
Indeed, even if W is understood as a distribution, it is not possible in general to define a
natural product between distributions, as y is itself to be thought as a distribution.

On the one hand, to overcome this issue, I1t6’s theory [KS12] was built to define properly
an integral against a martingale M (for example the Brownian motion) : SS Zuyd My,
where Z must have some good properties. The definition is not pathwise as it involves a
limit in probability. Moreover, this theory is successful to develop a stochastic calculus
with martingales but fails when this property vanishes. This is the case for the fractional
Brownian motion, a natural process in modelling. Another bad property is that the map
W +— y is not continuous in general with the associated uniform topology [Lyo91].

On the other hand, L.C. Young proved in [You36] that we can define the integral of f
against g if f is a-Holder, g is f-Holder with o + 8 > 1 as

L fdg = lim 5 F()(g(w) — g(w),

|P|—0 ; . .
w,v successive points in P

where P is a subdivision of [0,¢] and |P| denotes its mesh. This result is sharp, so that
it is not possible to extend it to the case a + 5 < 1 [You36]. If W is a-Holder it seems
natural to think that y is a-Hoélder, too. So assuming a < 1/2 then 2« < 1, and Young’s
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integral fails to give a meaning to (3.1)). The fractional Brownian motion which depends
on a parameter H giving its Holder regularity cannot be dealt with Young’s integral as
soon as H < 1/2.

T. Lyons introduced in [Lyo98| the rough path theory which overcomes Young’s limitation.
The main idea is to construct for 0 < s < t < T an object W,; which “looks like”
Si(Wu — Ws)dW,, and then define an integral against (W, W). This is done with the
sewing lemma (Theorem . This theory enabled to solve in most of the cases
and to define a topology such that the It6 map (W, W) — y is continuous. Here, the
rough path (W, W) “encodes” the path W with algebraic operations. It is an extension of
the Chen series developed in [Che57] and [Lyo94] to solve controlled differential equations.
Since the original article of T. Lyons, other approaches of the rough paths theory were
developed in [Dav07], [Gub04] and [Bail5a]. The article [CL14] deals with the linear
rough equations with a bounded operators. For monographs about the rough path theory,
the reader can refer to [LQO02| or [EVI10].

Recently, M. Hairer developed in [Hail4] the theory of regularity structures which can
be viewed as a generalisation of the rough path theory. It allows to give a good meaning
and to solve singular stochastic partial differential equations (SPDE). One of the main
ideas is to build solutions from approximations at different scales. This is done with the
reconstruction theorem (Theorem [3.6.5). Another fruitful theory was introduced to solve
SPDE in [GIP15] and also studied in [BBF15].

The main goal of this article is to make this new theory understandable to people who
are familiar with rough differential equations or ordinary differential equations.

Thus, we propose to solve (3.1)) with the theory of regularity structures, when the Holder
regularity of W is in (1/3,1/2]. In particular, we build the rough integral (Theorem
3.4.15)) and the tensor of order 2: W (Theorem [3.4.6) with the reconstruction theorem.

Our approach is very related to [FHI14, Chapter 13] where is established the link between
rough differential equations and the theory of regularity structures. However, we give
here the detailed proofs of Theorem [3.4.15] and Theorem [3.4.15] with the reconstruction
theorem. It seems important to make the link between the two theories but is skipped in
[FH14].

This article can be read without knowing about rough path or regularity structure
theories.

After introducing notation in Section [3.2] we introduce in Section [3.3] the Holder spaces
which allow us to “measure” the regularity of a function. Then, we present the rough path
theory in Section [3.4] In the Sections [3.5 and [3.6] we give the framework of the theory
of regularity structures and the modelled distributions for solving . We prove in
Sections [3.7] and [3.§] the existence of the controlled rough path integral and the existence
of a rough path lift. Finally, after having defined the composition of a function with
a modelled distribution in Section we solve the rough differential equation in
Section B.10L
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3.2 Notations

We denote by £(A, B), the set of linear continuous maps between two vector spaces A
and B. Throughout the article, C' denotes a positive constant whose value may change.
For two functions f and g, we write f < g if there is a constant C' such that f < Cg. The
symbol := means that the right hand side of the equality defines the left hand side. For
a function Z from [0,T"] to a vector space, its increment is denoted by Z; := Z; — Zs.
If Xy,...,X) are k vectors of a linear space, we denote by Vect(Xy, ..., X} the subspace
generated by the linear combinations of these vectors. Let T be a non-negative real, we
denote by [0,T] a compact interval of R. For a continuous function f : [0,7] — E, where
(E,]-]) is a Banach space, we denote by | f|,, 7 the supremum of |f(¢)| for ¢ € [0,T].
The tensor product is denoted by ®. We denote |-| the floor function.

3.3 Holder spaces

3.3.1 Classical Holder spaces with a positive exponent

We introduce Holder spaces which allow us to characterize the regularity of a non-
differentiable function.

Definition 3.3.1. For 0 < a < 1 and T > 0, the function f : [0,T] — E is a-Holder if
|f(@) = f(s)]

sup  ——————— < 0.
s#te[0,T) |t - S|

We denote by C*(E) the space of a-Hélder functions equipped with the semi-norm

flog = sup OS]

seefo,r] |t —s|®
If @« > 1 such that @ = ¢ + 8 where ¢ € N and g € [0,1), we set f € C*(FE) if f has g
derivatives and f(9 is g-Hoélder, where f(9) denotes the derivative of order k (f 0 .= 7 ).

We denote by C* = C*(R"). For g € N, we denote by C{ the set of all functions f € C
such that

[ £l = qu Hf(’“)HOO < +o0. (3.3)
k=0

Finally, for ¢ € N, we define C{ the set of functions in C} with a compact support.

Remark 3.3.2. The linear space of a-Hélder functions C*(E) is a non separable Banach
space endowed with one of the two equivalent norms [ f(0)[ + [ [,z or [fle 7 + [ flar-

Remark 3.3.3. If f is a-Holder on [0,T7], then f is g-Holder for 5 < «, i.e. C*(E) c
CA(E).
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3.3.2 Localised test functions and Ho6lder spaces with a negative expo-
nent

In equation , typically W is in C* with « € (0,1). We need to deal with the
derivative of W is the sense of distribution which should be of negative Holder regularity
a—1 < 0. We give in this section the definition of the space C'* with o < 0. We show in
Lemma, that an Holder function is a-Holder if and only if the derivative in the
sense of distribution is o — 1-Hélder with « € (0, 1).

For r > 0, we denote by B, the space of all functions in n € Cj compactly supported on
[—1,1], such that HnHCbr < 1.

Definition 3.3.4. For A > 0, s € R and a test function n € B,, we define the test

function localised at s by
1 t—s
A
t) i= —

for all t e R.

Remark 3.3.5. The lower is ), the more 77 is localised at s, as can be seen in Figure

Figure 3.1: Representation of n} for s = 1, A € {0.5,0.2,0.1,0.05} and with n(s) =
exp(—1/(1 - 52))]1(—1,1)(5)-

Remark 3.3.6. We work here with ¢, s € R, because we want to solve stochastic ordinary
differential equations. But in the case of stochastic partial differential equations, the
parameters t and s belong to R® where e is an integer, see [Hail4].
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Definition 3.3.7. For a < 0, we define the Hélder space C'* as elements in the dual
of Cj where r is an integer strictly greater than —« and such that for any £ € C* the
following estimate holds

€3] < C(T)IN°, (34)
where C(T') = 0 is a constant uniform over all s € [0,7], A € (0,1] and 7 € B,.

We define the semi-norm on C* as the lowest constant C(T) for a fixed compact [0, 77,
ie

A
§a, 7 '= SUp sup sup é()?o‘j)

s€[0,T] neBr Ae(0,1]

Remark 3.3.8. The space C* does not depend on the choice of r, see for example [FHI14]
Exercise 13.31, p. 209.

Remark 3.3.9. With Definition we can give a meaning of an a-Hdélder function for
a € R. Moreover it is possible to show that if f is a function in C* with a =g+ >0
where ¢ is an integer and 3 € (0,1), then for every z € [0,7] and localised functions 7,

I(f = Po)(n)| < CN°,

where C' is uniform over z € [0,T], A € (0,1] and n € B, (r a positive integer), Py is the
Taylor expansion of f of the order ¢ in z, and f — P, is view as the canonical function
associated.

Now, when we say that f € C* we should distinguish two cases :

o if « > 0, f is an a-Holder function in the sense of Definition [3.3.1

e if <0, f is an a-Holder distribution in the sense of Definition

We give here a characterization of the space C* for o € (—1,0) which is useful to make a
link between the rough path and the regularity structures theories.

Lemma 3.3.10. For any 3 € (0,1), the distribution ¢ € C°~1 if and only if there exist a
function z € CP such that z(0) = 0 and

¥ e Gy, €(n) = —z,1). (3.5)

Which means that 2’ = £ in the sense of distribution. Moreover, for all t € [0,1],

- V¢, ¢k>f o+ 3 S, wf v,

kel j=lkel;

where ¢, are defined z'n Theorem |3.3.11| with a compact support in [—c,c] (c=0), 1 is
an integer such that 27'c < 1 and I; := [—|c|, 27 + [c|]] N Z.
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The proof of Lemma [3.3.10]| requires to introduce elements of the wavelet theory. The
proof of the following theorem can be found in [Mey95].

Theorem 3.3.11. There exist ¢, € CL(R) such that for alln € N
{¢h = 220(2" - —k), ke Z} U (o] := 22p(2 - —k), ke Z, j=i}  (3.6)
is an orthonormal basis of L?(R). This means that for all f € L*(R), i € N we can write
+o0 o o
1) = 25 20w ®) + 3 6ei), (3.7)
j>i kel ke

where the convergence is in L?(R). Moreover, we have the very useful property,

f Pttt — 0, (3.8)
for ke {0,1}.

Remark 3.3.12. The notation in Definition for 72 and in Theorem [3.3.11 for ¢, wi
are similar but the meaning are slightly different.

We now proceed to the proof of Lemma [3.3.10

Proof of Lemma |3.3.10} The first implication is trivial and does not require the wavelet

analysis. If there exists z € C® such that for any n € C¢, £(n) = —(z,7), then for
A€ (0,1) and s € R,

€)= 53 | i (“;) du

s [ = =r i (52 au

where the last equality holds because 7 is compactly supported.

With the condition n € By, u +— n((u — s)/\) is supported on
[-A + s, A + s], which yields to the bound

€MD < 2 nlen 2], A7 (3.9)

and proves that £ e C~ L.

Now, we prove the converse. Let ¢, € C be defined in Theorem [3.3.11} Let ¢ > 0 be a
constant such that supports of ¢ and ¢ are in [—c,c]. We denote [ an integer such that
2-l¢ < 1. Thus, the support of gbf) is in [—1,1] and the support of 1/1,]c is smaller than 2
for j = 1.

33



CHAPTER 3. SOLVING ROUGH DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH THE
THEORY OF REGULARITY STRUCTURES

For £ € 0%~ for a € (0,1) we define for t € [0, 1],
t ot
a(t) = Y6 ob | b+ 3 Seud [ v (3.10)
kez 0 =l keZ 0

Noting that for j > [ and k € Z, ¢, and ¢, are compactly supported in [277(k —
¢),279(k + ¢)], the terms S(l) ¢y, and Sé ¢, vanish when 277 (k +¢) <0 and 1 < 277(k —¢).
Thus, we can rewrite (3.10) as

A1) = Y, ¢2>f o+ Sl f ¥, (3.11)
kel, 0 j=l kel; 0

where I; := [—|c|,27 + |¢]]()Z. The series on the right hand side of (3.10]) converges in
the sense of distributions. We need to justify that the limit z is in C*.

We denote for any integer N € N,
Sk = >.8;, (3.12)

where S;(t) := 3.1 <6, ¥ §y ¥h. According to (34), for all j > 1 and k € I;
K& wiyl < c2ilFie,

For |t — s| < 1, let jo < N be an integer such that 2770 < |t — s| < 270" This is always
possible for N large enough. On the one hand, if | < jo, for I < j < jo,

195(t) = 85 (s)] < [}, It = sl
<[t—s| sup D 1E ] i (w)]
€[0.1]°7;

u€el0
< 0P|t — |, (3.13)

where we use the fact that Zkelj |9(27t — k)| < C for a constant C' = 0, because 1 is
compactly supported. On the other hand, for j > max (jo, 1),

155(t) — Sj(s)] < 2[5l (3.14)
27 -1 A o
<2 sup > &Y 2799 (u)], (3.15)
uel0,1 k=0
<20279% sup > [(2u— k), (3.16)
U,E[O,l] k=0

where 1[1 = Sg 1. Because SR ¥ = 0, there is a constant C’ > 0 independent of j such that
2 (27U — k) — (—k)| < C". So finally, for j > max (jo, 1),

1S;(t) — S;(s)| < C279%, (3.17)
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Thus, combining (3.13] - for N
Z|S s)| < C|t—s|22ﬂ1 )4+ C Z 9o

j=l j=jo+1
< 't —s|?,

where C’ is a new constant (Z;O:z 21(0=2) — 0 if j, < I). It follows that 1S% |, 1 is
uniformly bounded in N and thus that z € C“.
Now, we want to check that ¢ = Z in the distribution framework. For any 7 € C?,

(evid = 360 [ iy + 5 6w [ v

keZ j=lkeZ

= = D& o) = ) D& whWh.

keZ j=lkeZ

= —(& D Bl + DD L )

keZ =l keZ
= _<§7 77>7

where the commuting of the serie and ¢ is justified by the continuity of ¢ in C} and the
convergence of the following serie in C{,

N
Sk o= D03 ol ). (3.18)

J=l keZ

Indeed, we have

[yl < 27772

N (279 (2 + k))dar

<279/ f (@) |In(27 (z + k) = 0(277k) — 0/ (277k) ()| dz
<[l '], 2727,

where we use the fact that {1 (¢)t* = 0 for an integer & < 1. This implies that
Py

N
Z 2
— j=llkeZ
. N .
- (2 _—r> 2—3) Wl 11,
j=0 Jj=0

which proves that S, is absolutely convergent in .

N

<2

> W<¢j,n>

keZ

N i, n

keZ

0

Now by density of C3 in C§ and the continuity of £ on C§ we conclude that (z,7) = —(&,n)
holds for n € C}. n
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3.4 Elements of rough path theory

We introduce here the elements of the rough path theory for solving Equation . The
notions discussed are reformulated in the regularity structure framework in the following
sections. For an extensive introduction the reader can refer to [FH14], and for complete
monographs to [LQO02, [FV10Q].

3.4.1 The space of rough paths

Let W be a continuous function from [0,77] to R™.

We set a € (1/3,1/2]. Then, has not meaning, because the integral term is not
defined. The main idea of the rough path theory is to define an object W, ; which has the
same algebraic and analytical properties as Sz W ® dW,, the integral of the increment
of the path against itself.

The importance of the iterated integrals can be understood with the classical linear
differential equations where the solutions are provided with the exponential function.
Indeed, if W : [0,T] — R is smooth, the solutions of

dy, = ydWy (3.19)

are

¢ bty
Ysit = eXP(Ws,t) =1+ f thhS + J J thg,detl,s + - (320)

s

Definition 3.4.1. An a-Hélder rough path with a € (1/3,1/2] is an ordered pair W :=
(W, W) of functions, where W : [0,T] — R™ and W : [0, T]?> — R® ® R" such that

1. For s,u,t € [0,T], Wgy — Wy, — Wy, = Wy, ® Wy, (Chen’s relation), i.e., for
every 1 <i,j <n, Wgi — Wi — W, = Wi W) .

2. The function W is a-Holder and W is 2a-Holder in the sense

H sit
W], o= sup st 4o
2T stefom) It — s

One calls W the second order process. We denote by € the space of a-Hélder rough
paths endowed with the semi-norm

Wl =W

a1 T W1
Remark 3.4.2. The second order process Wy ; can be thought of as Sz W @ dW,,.
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Remark 3.4.3. The first condition which is called Chen’s relation represents the algebraic
property of Si W @ dW,,. Indeed, if W is smooth,

t . . . u . . . t . . . . .
f Wi Wido — f Wi Wid — f Wi Wido = Wi W3,

forall1<i,j<nand 0<s<u<t

Remark 3.4.4. The second condition is also an extension of the analytic property of the
smooth case.

Remark 3.4.5. If W is a second order process of W, for any 2a-Hélder function F' taking
values in R" @ R", (s,t) — Wy, + F; — F satisfies also the two properties of Definition
So if W exists, it is not unique at all.

Building W from W is non-trivial as soon as n > 2.

Theorem 3.4.6. For any W € C* with a € (1/3,1/2] there exists a rough path lift W,
ie. W= (W,W)e % in a way that the map W — W is continuous for the topology

defined in Definition[3.4.1]

Proof. This result was proved in [LV07]. We prove of this result in the case a € (1/3,1/2]
in Section as an application of the reconstruction theorem (Theorem [3.6.5)). |

3.4.2 Controlled rough paths

The aim of this section is to define an integrand against W, called a controlled rough
path by W. This approach was developed by M. Gubinelli in [Gub04]. We introduce a
function with the same regularity as W which is not differentiable with respect to time
but with respect to W itself. This is the concept of the Gubinelli’s derivative.

Definition 3.4.7. Let W be in C%, we call a controlled rough path by W the pair
(y,9) € C*(RY) x C*(R¥*™) such that

Ysit = ngs,t + Rg,ta (321)

with | RY|,, r < +00. The function y' is the Gubinelli’s derivative of y with respect to
w.

We denote @%?‘ the space of the controlled rough paths (y,y') driven by W endowed with
the semi-norm

[ ) = 18+ 1R - (3.22)
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Remark 3.4.8. The identity (3.21)) looks like a Taylor expansion of first order
fo=fs+ folt—s) + O(|t — s%),

but (W;—Wj) substitutes the usual polynomial expression (t—s), . the normal derivative
and the remainder term is of order 2ae whereas order 2. The theory of regularity structures
is a deep generalization of this analogy.

Remark 3.4.9. The Gubinelli’s derivative 3 is matrix-valued which depends on y and W.

Remark 3.4.10. Unlike the rough path space €% (see Definition [3.4.1)) which is not a
linear space, Zg3* is a Banach space with the norm [yo| + [lyg|l + [ (4, %') |5q.7 or the norm

Yoo + 19 0o 1 + 11 (¥, y’)HgZ’T. These two norms are equivalent.

Remark 3.4.11. The uniqueness of ¢’ depends on the regularity of W. If W is too smooth,
for example in C2%, then y is in C?, and every continuous function ¢’ matches with the
definition of the Gubinelli’s derivative, particularly 3/ = 0. But we can prove that 7/
is uniquely determined by y when W is irregular enough. The reader can refer to the
Chapter 4 of [FH14] for detailed explanations.

3.4.3 Integration against rough paths

If F' is a linear operator A, the differential equation (3.1]) can be restated on an integral
form as

t
ye =&+ Af YudWy,. (3.23)
0

To give a meaning to (3.23)) we must define an integral term Sé YudWy,.

When W e C%, y e C? with a + 8 > 1, we are able to define (3.23) with Young’s integral.
Unfortunately, the solution y of (3.23)) inherits of the regularity of W. Hence, Young’s
theory allows us to solve (3.23)) only when o > 1/2.

When a € (1/3,1/2], we need to “improve” the path W in taking into account of W in
the definition of the integral.

3.4.4 Young’s integration

Young’s integral was developed by Young in [You36] and then used by T. Lyons in [Lyo94]
to deal with differential equations driven by a stochastic process.

The integral is defined with a Riemann sum. Let % be a subdivision of [s,¢], we denote
by |2| the mesh of . We want to define the integral as follows:

t
J yudW, = lim Z quu,va
§ |95‘H0uv697°

where u,v € 9 denotes successive points of the subdivision.
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Theorem 3.4.12. If W e C® andy € CP witha+ > 1, Zu,ve@ YuWu,w converges when
|P| — 0. The limit is independent of the choice of P, and it is denoted as Si YudW,,.
Moreover the bilinear map (W,y) — Sz yudW,, is continuous from C* x CP to C.

Proof. For the original proof cf. [You36]. [ |

Some important properties of the classical Riemann integration holds.
Proposition 3.4.13. 1. Chasles’ relation holds.

2. When t — s we have the following approximation

t
J yuqu = ysWs,t + O(|t - 5|a+ﬂ)' (324)

s

3. The map t — Sz yudWy, is a-Holder continuous.

4. If F is C1, F(y) is CP-Hélder and the Young integral Si F(y,)dW,, is well-defined
as above.

Remark 3.4.14. Unfortunately with Young’s construction, when a < 1/2, we can find
two sequences of smooth functions W™ and W?2" converging to W in C® but such that
{E P AW and ¢ F(W2™),,dW?" converge to two different limits for a smooth
function F' . See for an example the Lejay’s area bubbles in [Lej12].

3.4.5 Controlled rough path integration

The rough integral relies on the controlled rough paths introduced previously. Remark
shows that if y, W € C“, we cannot define a continuous integral such as Si YudWoy,
looks like ysWs; when t — s. We must use the structure of controlled rough paths
to define a “good” integral of y against W. Then, given a rough path W € ¢“ and
considering a controlled rough path (y,y’) € 2% we would like to build an integral
Sz yudW,, as a good approximation of ysWs; + v, W, when t — s.

Theorem 3.4.15. For a € (1/3,1/2], let W = (W, W) € €% be an a-Holder rough
path. Given a controlled rough path driven by W : (y,y') € 9%‘}‘ we consider the sum
Yuwed YuWup + YWy, where P is a subdivision of [s,t] (s <t € [0,T]). This sum
converges when the mesh of P goes to 0. We define the integral of y against W as

t
f yud W, :=|Iim D W + YWy

0
s - u,vEP

The limit exists and does not depend on the choice of the subdivision. Moreover, the map
(y,y) — (t€[0,T] — Sé yud Wy, y) from 222 into itself is continuous.
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Proof. The classical proof uses the sewing lemma [FHI14, Lemma 4.2]. We give a proof
with the reconstruction theorem (Theorem |3.6.5)) in Section [

To solve (3.1)), we need to show that if F' is a smooth function, then F(y;) remains a
controlled rough path. The following proposition shows that (F(y), (F(y))’) defined by :

F(y): = F(yt), F(y); = F'(ye)yr, (3.25)
is a controlled rough path.

Proposition 3.4.16. Let F : RY — £(R",R?) be a function twice continuously differen-
tiable such that F and its derivative are bounded. Given (y,y') € D3 let (F(y),F(y)) €
.@5{}“ defined as above (3.25). Then, there is a constant Co 1 depending only on o and T
such as

[F@), FW) g0 7 < Cat IFllcz (14 W12 (] + 9,9/ | )7,

oo + 1" o5 -

where |Fllcz = |Fll + [ F

Proof. We can find the proof in [FH14]. This proposition is equivalent to Theorem m
which is formulated in the regularity structure framework. |

3.5 Regularity structures

3.5.1 Definition of a regularity structure

The theory of regularity structures was introduced by Martin Hairer in [Hail4]. The
tools developed in this theory allow us to solve a very wide range of semi-linear partial
differential equations driven by an irregular noise.

This theory can be viewed as a generalisation of the Taylor expansion theory to irregular
functions. The main idea is to describe the regularity of a function at small scales and
then to reconstruct this function with the reconstruction operator of Theorem [3.6.5

First we give the definition of a regularity structure.

Definition 3.5.1. A regularity structure is a 3-tuple . = (d,J,€) where

e The index set d < R is bounded from below, locally finite and such that 0 € .

e The model space T is a graded linear space indexed by o : I = @y To, Where
each 7, is a non empty Banach space. The elements of J,, are said of homogeneity
a. For 7 € J, we denote |7], the norm of the component of 7 in J,. Furthermore,
9o = Vect(1) is isomorphic to R.
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e The set € is a set of continuous linear operators acting on J such as for I" € €,
'l)=landT€9,, I't—7€ @6<a 3. The set € is called structure group.

Remark 3.5.2. We underline the elements of the model space for the sake of clarity.

Remark 3.5.3. We set m := min, I't = 7 for every 7 € F,,.

Let us explain the motivations of this definition. The classic polynomial Taylor expansion
of order m € N is given, between 0 and ¢ € R, where ¢ converges to 0 by

m o (k)
f(t) = P(t) + o(t™), where P(t) = Z / kl(o)tk.
k=0

In this case the approximation P of f is indexed by integers and the space I is the
polynomial space. For all h € R, the operator I'y, associates a Taylor expansion at point ¢
with a Taylor expansion at a point ¢t + h. The polynomial I'y(P(t)) — P(t) is of order
less than m — 1 :

Th(P(t)) — P(t) := P(t + h) i ((t + h)k — tF).

Moreover we have the structure of group on (I'y, h € R) :

Fh’ OFhP ( ) = Z Fh’ t+h)k)
k=0
d— 1
_ /)k
_ rth( )

Hence, we can define the polynomial regularity structure as following.

Definition 3.5.4. We define 7! = (d',T!,€1) the canonical polynomial reqularity
structure as

e oi' = N is the index set.

e Tor k € dd! we define J;! = Vect(X*). The subspace 9],3 contains the monomial of
order k. The polynomial model space is T = = Prea T Jk

e For he R, I'} € €' is given by

I}(XF) = (X + A1)~

For P € ‘Jkl, there is aj € R such that P, = a, X*. We define the norm on 97,3 by
| Pelly, = la]-

41



CHAPTER 3. SOLVING ROUGH DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH THE
THEORY OF REGULARITY STRUCTURES

With the same arguments we define the polynomial regularity structure and its model
associated in R™.

Definition 3.5.5. We define 7P = (AP, TP, €P) the canonical polynomial regularity
structure on R™ as

e 9 = N is the index set.

e For § € ofP, and k a multi-index of N such that |k| := k1 +--- + k, = 0, we
define T? = Vect(X* := [, Xf", |k| = &). This space T} is a linear space of
homogeneous polynomial with n variables and of order §. For Ps € T}, there are
real coefficients (ay)k=s such that Ps = >, _s arX*. We chose the norm on 7%
such that |[Ps[s := >34 _s laxl.

We define 97 = P4 T5 as the polynomial model space.
e For h e R", I'} € GP is given by
n
rh(xh) = [ [(X: + hi)k
i=1

Remark 3.5.6. The polynomial regularity structure is a trivial example of regularity
structure which we introduce for a better understanding. But the strength of this theory
is to deal with negative degree of homogeneity.

3.5.2 Definition of a model

Definition 3.5.7. Given a regularity structure .7 = (4,9 ,6), a model M = (I, T) is
two sets of functions such that for any s,t,u € R

e The operator Il is continuous and linear from J to &'(R, R"™).

e I'; s belongs to G, so it is a linear operator acting on I

e The following algebraic relations hold: IL,I'y; = II; and I's ;I'; o, = I's 4.

e The following analytic relations hold : for every v > 0, 8 < a < vy with o, B e

and 7 € J,, there is a constant C(7, ) uniform over s,t € [0,T], A € (0,1], ¢ € B,
such that

(1) (63)]
and s (1)

< C(T, A |7,
5 < CTAE— s |7, - (3.26)
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We denote respectively by [II|, - and ||, ;- the smallest constants such that the
bounds ([3.26) hold. Namely,

II A
||H||WT = Sup sup sup sup sup 7| S(g)(%”a
T se[0,1) ¢eBr re(01] a<r T AY T,
Us(T
and |[|, p:= sup sup sup ITs(T)lp

s#t€[0,T] f<a<y T€Ty |t - 5|a7/3 HTHoc '

The two operators ||, 7 define semi-norms.

The easiest regularity structure which we can describe is the polynomial one (see Definition
3.5.5). We can now define the model associated to this regularity structure.

Definition 3.5.8. Given that P = (AP, TP €EP) the canonical polynomial regularity
structure on R" defined in the Definition we define the model of the polynomial
reqularity structure MP = (IIP, T'?) such that for all x,y € R™ and k a multi-index of order
n7

HZ;(X’f)(y) = ((yl - xl)k17 ) (yn - xn)kn)a
D, (X¥) i= Ty (XP),

Proof. Tt is straightforward to check that this definition is in accordance with the one of
a model (Definition below). [

Remark 3.5.9. The operator II; which associates to an element of the abstract space a
distribution which approximates this element in s. Typically for polynomial regularity
structure on R,

I2(X*) = (t = (t = 5)").

Remark 3.5.10. In the model space, the operator I'y; gives an expansion in a point s,
given an expansion in a point ¢. For example

th(ﬁ) =T, (XF) = (X + (s =)D (3.27)

Remark 3.5.11. The first algebraic relation means that if a distribution looks like 7 near
t, the same distribution looks like I'; ¢(7) near s. In practice, we use this relation to find
the suitable operator I'; ;. The second algebraic relation is natural. It says that moving
an expansion from u to s is the same as moving an expansion from u to ¢ and then from
t to s.

Remark 3.5.12. The first analytic relation has to be understood as II; approximating
T € T, in s with the precision A*. The relation (3.27) shows that the second analytic
relation is natural. Indeed,

k
k o
- 9nf= 3 () -0
A
=0
so for £ <k, Hrgt()ﬁ)uf = (f)\t — s|*=*, where (’:) = Z,(,f%l), are the binomial coefficients.
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3.5.3 The rough path regularity structure

We now reformulate the results of Subsections [3.4.1] and [3.4.2] to build up a regularity
structure.

In order to find the regularity structure of rough paths, we make some computations for
n = 1. Then, we give the proof in the general case after Definition [3.5.13

We fix o € (1/3,1/2] and a rough path W = (W, W) € €. We show how to build the
regularity structure of rough paths.

Let (y,y) € 222 be a controlled rough path. According to Definition Y =
ys + YiWst + O(|t — 5|?¥). To describe the expansion of y with the regularity structure
framework, we set the symbol 1 constant of homogeneity 0 and the symbol W of
homogeneity «. This leads us to define the elements of the regularity structure of the
controlled rough path (y,v’) evaluated at time ¢ by

Y(t) =yl +yW.

Moreover, we would like to build the rough path integral § ydW in the regularity structure
context. So we introduce abstract elements W and W which “represent” dW = d(W, W).
The function W is a-Hélder, so we define the homogeneity of W as o — 1. The second
order process W is 2a-Holder, which leads us to define the homogeneity of W as 20 — 1.

Finally, with the notation of Definition [3.5.1] the index set A = {a — 1,2 — 1,0, a} and
the model space T = Vect(W, W, 1, W). Besides, we order the elements in Vect<> by
homogeneity.

It remains to define € and an associated model. We start by building the model (II,T").
For s € [0,T1], II; should transform the elements of F to distributions (or functions when
it is possible) which approximate this elements at the point s. On the one hand we define

I, (W) (6) = j SOAW,, LW () = j H(1)AW, .

where ¢ is a test function. Both integrals are well-defined because ¢ is smooth. The
homogeneities of W and W are negative, so they are mapped with distributions. On the
other hand, 1 and W have positive homogeneities, so we can approximate them in s with
functions as

I,(1)(t) =1, I (W)(t) := Wy

Now, we define I'y;(7) for every § € A and s,t € [0,7] and 7 € T3 . According to
Definition [3.5.7 : II,I's4(1)(¢) = IL(7)(¢). Moreover, following Definition st

should be a linear combination of elements of homogeneity lower than 7 and with the
coefficient 1 in front of 7. First, it seems obvious to set I's+(1) = 1, because 1 represents
a constant. Then we look for I's (W) = W + as41 as a function where as; has to be

44



3.5. REGULARITY STRUCTURES

determined. If it is not enough, we would look for I'g (W) with more elements of our
structure 1. By linearity

(W + as¢1)(u) = Weu + asy,

so we want that W, + as; = II(W)(u) = Wi,,. Finally, we have to choose as; = Wi 5.
Given that K/ has the lowest homogeneity of our structure, we set Fs,t(ﬂ/) = W in order
to respect the last item of Definition With the same reason as for W and using
the Chen’s relation of Defintion we find that I‘s,t(\i\‘/) =W+ WMW (see the proof

of Definition |3.5.13)).

All we did here is in one dimension. With the same arguments we can find the regularity
structure of a rough path in R”.

Definition 3.5.13. For a € (1/3,1/2], given a rough path W = (W, W) € ¥* which
take value in R” @ (R” ® R™). We define the regularity structure of rough paths I =
(A",97",€") and the model associated M"™ = (II",T") as

i) Index set A" := {a — 1,200 — 1,0, a}.

ii) Model space T" :=9)_ | P T3, P Iy P T, with

Oé
To_| = Vect(W',i=1,---,n), Ty 1= Vect(W™ i, j =1,--- ,n),
Io = Vect(1), I 1= VectW' i=1,--- ,n).

iii) For i, integers between 1 and n, h € R™ and I'} in the structure group €", the
following relations hold

I7(1):=1, and Th(W?) := W'+ Al

iv) For i,j two integers between 1 and n, for s,t € [0,T],
W) = |Gdw]. I f BHAW',

(L)) =1,  IWO)(E) = Wy,
where ¢ is a test function.

v) For s,t e R, Pg,t F\Th:Wt,s‘

Proof. Checking that this definition respects the definitions of a regularity structure
(Definition [3.5.1)) and of a model (Definition [3.5.7)) is straightforward.

Here we only show where Chen’s relation of Definition [3.4.1] is fundamental to show that
the algebraic condition of Definition W D TG W = I;W holds.
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According to the definition above ngtwm = M + h’VLJ So we have
(0 W)(6) = [ (i, + W, [ o, (3.28)

In differentiating Chen’s relation Wls]u = W;Jt + Wii + I/VS’tWtJ . With respect to u we
get dW%I = AWy + Wi, dW/, . Tt follows that

(0 0)(0) = [[(awyy + Wh, [ @awi, + Wi [oawg,.  (329)

Finally II7, (Fg}twi’j ) (@) = qu(u)dWifL — II'W, which is the algebraic condition required.
|

3.6 Modelled distributions

3.6.1 Definition and the reconstruction operator

We have defined a regularity structure. We now introduce the space of functions from
[0,T] to T, the model space of a regularity structure. These abstract functions should
represent at each point of [0,7], a “Taylor expansion” of a real function.

We showed in Section how to build an abstract function Y (t) = y;1 + y;W which
represents the expansion of a real controlled rough path (y,y’) at a point ¢. The most
important result of the theory of regularity structures is to show how to build a real
function or distribution from an abstract function. Namely, given an approximation of a
function at each time, how to reconstruct “continuously” the function. This is given by
the reconstruction map theorem.

Definition 3.6.1. Given a regularity structure (of,J,%) and a model M = (IL,I"), for
v € R we define the space D), of modelled distributions as functions [:0,T] - Iy =
@5<7 I3 such that for all s,t € [0,T] and for all § < 7,

£(5) = Toal £ (0] 5 < CDNE = 5P,

where C(T') is a constant which depends only on T'.

Recalling that ||| ; is the norm of the component in I3, we define by

[£(8) = Tes(£())] 5
|t — s|7=F

‘= sup sup
s#te[0,T] B<~y

|1

v, T

a semi-norm on the space D},. It is also possible to consider the norm

|1

* Lyp—
= e sup [+ 1], -
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Moreover ||H:T is equivalent to
0)|[, + ,

so from now we use these two norms without distinction.

Remark 3.6.2. For a fixed model M, the modelled distributions space D}, is a Banach
space with the norm | || ;.

Remark 3.6.3. We choose the same notation for the semi-norm on D}, as on Zj}, (the
space of modelled distributions and on C* (the space of Holder functions or distributions).

So when f € D], we have to understand ||f||7 - with Definition but when f e C¢,
| fll 7 is the Hélder norm of Definition (for functions a > 0) or (for distributions
a < 0).

Remark 3.6.4. The modelled distribution space D}, can be thought of as abstract -
Holder functions. Indeed, for an integer p and 6 € [0,1) such that v =p+ 4, if fisa
smooth function

P r(k)
py = 3 Ty

k=0

<Ot —s°,

according to the Taylor’s inequality. Hence, Definition [3.6.1] of modelled distributions
has to be seen as an extension of the Taylor inequality in a no classical way.

Now we are able to outline the main theorem of the theory of regularity structures which
given a modelled distribution allows us to build a “real” distribution approximated at
each point by the modelled distribution.

Theorem 3.6.5 (Reconstruction map). Given a reqularity structure = (d,9,6) and
a model M = (IL,T"), for a real v > o, = mind and an integer r > |ax| there is a linear
continuous map R : D}, — C such that for all f € D},

[[R() =T (f(N] (D] < C T ]2 1A, (3.30)
where C' depends uniformly over ¢ € By, A€ (0,1], s € [0,T].
Moreover if v > 0, the bound (3.30)) defined R(f) uniquely.

If (f[,) is an other model for T and R the reconstruction map associated to the model,
we have the bound

R (f) = R(f) = Ts(f(s)) + Ts(F(5))] (1))
< C (it p 1 = FI5 7+ =11 2] 1) (3:31)

where C' depends uniformly over ¢ € B,, A€ (0,1], s € [0,T], as above.
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Proof. The proof uses the wavelet analysis in decomposing the function f in a smooth
wavelet basis. The proof requires many computation. A complete one can be found in
[Hail4] and a less exhaustive one is in [FH14]. The construction of R (f) is the following.
We define a sequence (R7( f )) jen such that

= ) Mys (£ (k/27)(64) 4. (3.32)
keZ

where gb{; is defined in Definition |3.3.11| with a regularity at almost . Then, we show that
RI(f) converges weakly to a distribution % (f) which means that R7(f)(n) converges to
R(f)(n) for all n € Cf. And we show that the bound (3.30) holds. [ |

Remark 3.6.6. It can be proved that if for all s € [0,7] and 7 € T, II,7 is a continuous
function then R (f) is also a continuous function such that

R(f)(s) = Hs(£(s))(s)- (3.33)

Corollary 3.6.7. With the same notation as in Theorem[3.6.5, for every v > 0, there
is a constant C such as

B, < C I | £17

Proof. According to Theorem for ¢ € B,,

R (@) _ ITs(£(5)(@)]
P = A&
and according to the Definition [3.5.7]

ML D@ _

+ O, £ X7

A\ == H v, T HfH'y,T :
So finally
[2 Dz < Wz £l + L2 £ 2 27
< O, /17,
which, by letting A going to 0 proves the inequality. |

3.6.2 Modelled distribution of controlled rough paths

We reformulate the definition of a controlled rough path in the regularity structures
framework.

Definition 3.6.8. Given (W, W) € €, (y,y') € Z3%, the rough path regularity structure
(A", 97,€6") and M" = (II", F””) the model associated (cf. Definition [3.5.13)), we define a
modelled distribution Y € D3¢, such that

X(t) =yl + y;gw’ Vt e [OvT]

The space D3% 17 is the space of the modelled distributions of the controlled rough paths.
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Remark 3.6.9. This definition is a particular case of modelled distributions of Defini-

tion B.6.11

Proof. Let check that Y is in D3%,.. For every s,t € [0, T],

Y(t) T}, (Y(s) = Y(t)—T}(ysl + y. W)
= Y(t) — (ys1 + ys W + y Wi 1),

using the Definition Then, we have
Y (1) = T3, (Y ()], = [y(®) = y(s) =y (s)Wse| < Clt — s,
according to the definition of controlled rough paths. Besides,
[Y () = T (Y ()], = Jy/(8) — /()] < Clt — ],
which proves that Y € D%/‘}‘T. |

Proposition 3.6.10. With the notations of Definition the application (y,y') €
Z3* — Y € D39, is an isomorphism and the norms |yl , 7 + |V] 0.7 + H(y,y’)Hg; r and
||¥H;a7T are equivalent.

Proof. We prove the only equivalence between the two norms.
With the notation of Definition [3.4.7], we recall that
Yst = y;Ws,t + Rij,t, (334)

w
and that [ (y,y)] 507 = ¥’

Definition [3.6.1]

lar + [ Y] 34,7 Then according to the previous proof and

Y e = 509 {19/ |+ 1B |z } - (3.35)

w w .
So we have [V oo 7 < | 9)|¥. and (5, 1)|%. < 2|V lpo 7 Tn adding the terms
1Yl + %'l 7 to each semi-norms, we obtain the result. [ |

3.7 Rough path integral with the reconstruction map

The power of the theory of regularity structures is to give a sense in some cases of a
product of distributions. Indeed, it is not possible in general to extend the natural
product between functions to the space of distributions.

To build the controlled rough path integral of Theorem [3.4.15] with the theory of regularity
structures we need to give a meaning to the product between y and W, where W is a
distribution. We start by giving a meaning to the abstract product between Y and w.
When the product has good properties, we use the reconstruction map (Theorem |3.6.5))
to define a “real” multiplication.
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Definition 3.7.1 (Multiplication in the model space). Given a regularity structure
(4,7 ,%), we say that the continuous bilinear map  : T2 — J defines a multiplication
(product) on the model space I if

e Forall7eJ,onhas1x7 =1,

e For every T €T, and g € Tg, on has Txg € Tyyp, if a+ B e d and 7 xog = 0 if
a+ ¢ d.

e Forevery reT,,ceTgand 'e G, I'(tx0) =TI'(1) x (o).
We denote by |7| the homogeneity « of the symbol 7. The last item of the definition can
be rephrased as |7 * g| = |T| + |o|.

Remark 3.7.2. For example in the following Theorem [3.7.3] we define within the regularity
structure of rough paths the multiplication described in the table below:

WIiw]|1

==

W

=

= || IS *

==
<= ==

We are now able to build the rough integral with the reconstruction theorem (Theo-
rem |3.6.5). The operator I corresponding to the integral of a controlled rough path
against a rough path.

Theorem 3.7.3. We set a€ (1/3,1/2]. There is a linear map I : D33, — C* such that
for allY € D3%.. I(Y)(0) = 0 and such that the map L defined by

W e [0,7], LY)(t) = I(Y)(0)1 + (Y (1), DW
is linear and continuous from D39, into itself. The symbol {-,1) denotes the coordinate
along 1.

Remark 3.7.4. Recalling that if Y € D3%., according to the Definition W there is
(y,y') € Z3% such that
Y(t) =yl + y W, (3.36)

we show in the proof of the Theorem [3.7.3] that

I(Y)(t) = L ysdW, (3.37)

where Sé ysdWy is defined in Theorem [3.4.15] Thus L is the equivalent in the modeled
distribution space of the map

(v,y) € D — (J ydes,y-> € I (3.38)
0
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Remark 3.7.5. The proof of the existence of I is the same as in Theorem [3.4.15| (classical
sewing lemma). But we show how Theorem W (reconstruction map) can be adapted
to recover the result.

Proof. For Y in DMT, we define the point-wise product between Y and W as in Re-
mark [3 e Y(t)xW := th + thW where WW := W « W := W. We denote this
product XW( )s to sunphfy the notation. Using the fact that |[W| + [W| = 2o — 1 = |W)|
it is straightforward to check that the product is consistent with the Definition

We check now that Xﬂf is in D?ﬁ,«_ L According to Definition [3.5.13|item [v| we compute
I (YW(S)) = (g + g We) W + W,

since Y € D%‘/}‘T with Definition m

YW - T7, (YW ()| = [y — W [, (3.39)

ﬁWm—mxnmmu = o] < 1t — sl (3.40)

2a—1
Thus, by Definition we get that YW € D3°‘ L

Thus, given that 3a — 1 > 0, we can apply the reconstruction theorem in the positive
case.

So there is a unique distribution %(XKV) in C*~! such that for every s € [0,T], A > 0
and every localized test function 7} of Definition m,

< Clnllen A7, (3.41)

\awwmm—%f@man—mf@wﬂmﬂ

where we use relations of the item iyl of Definition B.5.13}

We define with Lemma [3.3.10| the operator [ : D3%. — C® such that I(Y) € C¢
associated to R(YW). It means that I (Y)(0) := 0 and (I (Y),n') := —(R(YW), 77>.
More precisely, we have for |t — s| < 1,

w= Y@ [ d+ X Tawind [ )

kGIZ ]>l kEIl

Moreover, according to Theorem [3.3.11] we can choose the integer [ such that 27 <
[t —s| <271+,
We have

I(X)s ysWst ys st = Z<9{ XW (YW(S))7¢§C>J ¢§€ (343)
kel $

+ 20 D URYW) —TL(YW (), 90> | vf.  (3.44)

j=1 kel s
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We have
(RYW) — (YW (s)), ) = (R(YW) — Ty 05 (YW (k/27)), 001
+ My oi (YW (K/27)) = T (YW (5)), 141,)- (3.45)

The first term of the right side of (3.45)) is bounded by (3.30)),
KRYW) — Ty (YW (k/27)), 9] < C279/22701780), (3.46)

For bounding the second term of the right side of (3.45)) we use the algebraic relations
between IT and T" as well as the relations (3.26]),

(Mo (YW (k/27)) — TL(Y W (5)), )
= <Hk/2ﬂ' (XW(]C/QJ) - Fk/Qj,SXW(S)> ) i>

Yet YW € D;’\?f 1 so with (3.39) and (3.40)), we have

YW (k/2) = Ty Y (s)] | < Ol =77,

for 5 € {2a — 1, — 1}. Finally, we obtain with the bounds (3.26)),

Mo (YW (8/27)) = T (YW (5)), )] (3.47)
< ) 2te ;—smw (3.48)

Be{2a—1,a—1}

Moreover, we have k/2/ € [—c/27 — s,¢/27 + t] for all terms that are non-vanishing in
(3-43) and (3.44). Since j > [ in the sums and that we assume 277 < 27! < |t —s| < 271+1,
we have

k
— — 5
2J

<Ot —s|, (3.49)

for all non-vanishing terms in the sums (3.43) and (3.44).

Firstly we bound (3.43). On the one hand, using (3.46)), (3.48), (3.49) and the fact that
|t —s| < 271+, we obtain

KRV = T (YW (s)), )| < 27227100, (3.50)

f: 8

On another hand, we have

< 2|t — s|sup |4(1)]
teR

<272, (3.51)
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Thus, because there is only a finite number of terms independent on [ that contribute to
the sum ([3.43)), we obtain with (3.50) and (3.51)) the following bound on ([3.43):

SR - I )0 [ | < 2 <o @

ke[l

where C' does not depends on [.

Now, we bound ({3.44]). On the one hand, using (3.46)), (3.48)), (3.49), we have for j > [,

(R(YW) — TL(Y W (s)), ¥
<2792 [2]'(1—3@) + |t — )P g — s\az—ﬂ?a—l)] : (3.53)

On an other hand, we observe that

> J Pl < C2792, (3.54)

kel;

because a primitive of ¢ has a compact support and the fact that {1 = 0. Then,

combining ([3.53)) and - we obtain,
S SRy w) 7 f ol

j=l kel
<Y 27|t — 50270 4 [t — s[*277%0
J=l
< C273 4 [t — P27 4 |t — s[*27 R0
< C|t — s> (3.55)

With (3.52) and (3.55)) we obtain the bound of the left hand side of (3.43)),

(LY )st = ys W — ysWas| < CJt — s>, (3.56)

To show that L(Y) is in D3%., we compute L (L(Y)(s)) = (L(Y)(s) + ysWs i)l + ysW
and we use the estimation (3.56)). Thus, we have

L)) = TL (L)) = (X)) = I(Y)(s) — ys W,
< Hy/Hoo,T W07 [t — s[> + Ot — s>, (3.57)
and [L(Y)(t) = e s (LY) ()l = lysell < yllo [t — ] (3.58)

which proves that L(Y) is in D3¢,.
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It remains to prove the continuity of L. According to (3.30)), the constant C' in (3.56) is
proportional to HXH:T So we have,

(Y )sr = ysWaal <[] [Wllaar [t = 51** + CIY 5, 01t — s,

which allows with the previous computation (3.57)) and (3.58)) to bound

1LY 300 < ClY 20,7 - (3.59)

This concludes the proof. |

3.8 Existence of a rough path lift

As an application of the reconstruction operator in the case v < 0, we prove Theorem [3.4.6
which states that for any W e C* (a € (1/3,1/2]) with values in R", it exists a rough
path lift W and that the map W +— W is continuous from C¢ to €“.

Proof (Theorem[3.4.6) . We consider the regularity structure (¢, 7€, 6¢) such that 9¢ =
{a — 1,0}, T°¢ = Vect<W i = 1,...,n)@ Vect(1) and for I'{ € €, (W) = W,
I't (1) = 1. We associate the model Me = (I1¢,T¢) such that for every s,t € [O7 T, ne By

(W) (1) = f n(OdW, TS = 1,

and I'g, == I, .

For 0 < s <t < 1, and integers 0 < 7,7 < n, the modelled distribution W glven by
Wi (5) := Wil is in D21, Tndeed Wii(t) — T¢, (w( )) wiw’ — wiw’
WltW then

W) - T, (W (s) | <t s)

Ha 1
So, v — (¢ — 1) = e, we have v = 2ac — 1. We conclude using the Definition

Given that o € (1/3,1/2], we have 2a — 1 < 0. Thus, the uniqueness of the reconstruction
map does not hold. But, according to Theorem there exists %(W) e C*! such
that

[ (W) — IIS(W)] ()] < OA** (3.60)

where 77 € By. With Lemma [3.3.10, we define z € C* as the primitive of & (W) such that
2(0) = 0. Moreover, we have for all s,t € [0, 1],

roe = SHR(W ¢>k>f ot Y St | ol (3.61)

kel; j=l kel
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3.8. EXISTENCE OF A ROUGH PATH LIFT

and

Weo = S ob [+ X Saanp [ @o

kel j=l kel

which yields to

.t
We@ Wy = Y (IE(W(5)), 6 f oht Y DAL ) [ vl (o3

kel Jj=lkel;
If there is a constant C' > 0 such that,
250 — W5 @ Wi y| < C|t — 5], (3.64)
then setting Wy s := 25+ — Wy ® W, the pair (W, W) belongs to € according to the
Definition Let us prove . We have

Zst — Ws® Ws,t = Z<9{(W) - HE(W(S))7 ¢§c> qsiﬂ

k’EIl S
. . . t .
+ 0 Y (R(W) —TIS(W(s)), vh) | ¥1. (3.65)
j=1 kel s
From (3.30)), we have the bounds
(R (W) — IE(W(s)), gp)| < C277/27IaD), (3.66)
and .
KR(W) — TIE(W(s)), )| < C279/277 D), (3.67)

Then, combining (3.65| and , we proceed as in the proof of
Lemma, [3.3.10f m to show
It remains to show the continuity. If there is another path W e C%, we define as for W,

a model (f[, f), a modelled distribution W, a reconstruction map % and then W. By
denoting

AT, gy := [TI(W(k/27)) — TI(W(s)) — TI(W(k/20)) + TH(W(s))] (), (3.68)
we have
’AHs,k/Qj‘
< W =W, g (Wl + W], ) 15 — k27 27/20 097312, (3.69)

According to the bounds (3.31)), (3.69)) and in writing

(W) ~ IL(W(s)) ~ R(W) + ILF )
= R(W) = Ty (W(k/27)) = R(W) + Ty s (W(k/27)) + ATL o,
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we get
~ ~ « Tk ~ .
Wi = ool < C[ [y [ -] =Ty, |
W W (IW g+ W ) [l = s
. Tk ~ ~
Yet we have, |W — W —_— = HW — WHOO’T + HW — WHa’T, and
“H B ﬁH2a—1,T <C HW o W”a,T' (3.70)
So finally,
HW_WHQ,T < CHW_ WHa,T’ (371)
which proves the continuity. |

Remark 3.8.1. Given that 2ac — 1 is negative, the uniqueness of W does not hold, which
is in accordance with Remark B.4.5

3.9 Composition with a smooth function

Before solving the general rough differential equation (3.1)) with the theory of regularity
structures, we should give a sense of the composition of a modelled distribution with a
function. Then we will be able to consider (3.1)) in the space of the modelled distributions.

The composition of a modelled distribution f € D}, with a smooth function F is developed
in [Hail4]. The author gives a general theorem which allows the composition with an
arbitrary smooth function F' when f takes its values in a model space I such that the
smallest index of homogeneity is equal to 0, i.e. YVt € R, f(t) € Vect(1,...). Thus, it is
possible to define the composition as a Taylor expansion )

R (%) _
Fof(t) =) — (&) = JO, (3.72)

k

where f is the coordinate of f onto 1. The definition above makes no sense if the product
between elements of the regularity structure is not defined. We can also find the general
definition in [Hail4]. This is not useful here. The idea of the decomposition is to
compute a Taylor expansion of F' in f the part of f which is the first approximation of
Rf.

Here we just prove (what is needed for solving ({3.1))) that Fo [ lives in the same space

as f and that Fis Lipschitz in the particular case of modelled distribution of controlled
rough paths.
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3.9. COMPOSITION WITH A SMOOTH FUNCTION

Theorem 3.9.1. Let F € C2(RY, 2(R",RY)). For a € (1/3,1/2], given a rough path
W = (W,W) € €, the controlled rough path (y,y') € 222, for all Y € D33, defined by
Y(t) =yl + y,W, the map F such that

FoY(t) = Fly)L + F (y)yW, (3.73)
is in D3%.. Moreover if F € C} the function associated F is Lipschitz, i.e. for all

Y,Y € D3,

*

: (3.74)

where C' is a constant.

Remark 3.9.2. This theorem shows that the space DJQ\?T is stable by a non linear compo-
sition F', provided that F'is regular enough. So with Theorem we can build the
integral

I(E(Y)) = LF<ys>dws.

Proof. Firstly, let us show that F' is a map from D32 to D3%.. A straightforward
computation leads us to the two following expressions

)

FO® =Ty, (FOE)| = [ v = F )y,

@)@ =7, (FOE)| = [P0 = Flu) = F )yWe]

Let us denote the left-hand of the first equality Ag’t and of the second one AY;. We
obtain

ALy < |F o) e — vl + el | F (we) — F' ()|
< NF o 9 1 1= 1% + 9| | F" o 1Y T 18— 51
and
A%, = |F(y) — Flys) — F'(ys)(ys — R,
< |F(y) — Fys) — F'(ys)yse| + | F'(ys)RY,|
1
< 1 bt P 4 L LB e 52
1
< 3 HF”HOO,T lyl2 1 [t — s> + HF'HwT | RY|yg 1 [t — s/

This proves that F(Y) € D3%,.
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We now prove the inequality - A more general proof can be found in [Hail4]. We
define Z =Y — Y which is in D3%. by linearity. We denote by Q2. the projection onto
F<24- Using the integration by parts formula, one can check that

E(Y(s)) — E(Y(s) Z f FO (Fs + uzs) Q2 [[(ys + uz )W]k Z(s)] du.

Then, we compute the expansion between s and t of A(s) := E(Y(s)) — F(Y(s)). We
denote A,(s) := Y (s) + uZ(s). When u is fixed, 4, is in D3%.. We have

Lral(s) = Z f (NrsQ2a ([A(HWIZ(s) ) du

1
- Zf ([T (AL W)L Z(s)du + R, 1),

where R is a remainder such that |R(s,t)|5 < |t — 5|28 for B € {0,}. From now, we
denote by R all the remainder terms which satisfy this property.

We now shift the last expression from s to ¢t. On the one hand
I} (AL ()W) =T (Au(s) — Au(s)1 = Au(t) — Au(s)l + R(s,1).

On the other hand N R
I3 Z(s) = Z(t) + R(s,1).
This yields

1 1 ~
As) =Y L F® (A, () [AL(OW + (Au(t) — Au(s))1]FZ(s)du + R(s. 1),
k=0

It remains to shift F*) from s to t. With the classical Taylor expansion formula,

F(k)(Au(s)) = Z F(kH)(Au(t))(Au(s) _ Au(t))l +O(Jt — 8‘2047]@0()’
0<l+k<1

because |A,(t) — Ay(s)| < |t — s|* The bound
[[ALOW + (Au(0) ~ Au(s)1*] 5 Je— sl

holds. Finally, with the two previous expressions,

FLAGs) = ) FEDA0))(Auls) - Au(t))
0<i+k<1

< TALOW + ()~ AdDIZ@) + | 2] ot = s

= FOMMALOWIZE +[Z], ot s )

0<k<1

- 50l 0
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which proves the inequality. |

3.10 Solving the rough differential equations

Theorem [3.7.3] combined with Theorem allow us to solve the rough differential
equations in the modelled distribution space D%/ofr.

Theorem 3.10.1. Given & € RY, F e C} (R4, £(R",R%)), a rough path W = (W, W) e
€8 with B e (1/3,1/2), there is a unique modelled distribution Y € D%ﬁr such that for all
te[0,T],

Y(t) = £1+ L(E(Y))(1), (3.75)

where L is defined in Theorem|3.7.53,

Proof. We prove that the operator N(Y) := £1+ L(F(Y)) where L is defined in Theorem
has a unique fixed point. For this we show that the unit ball of D3%. is invariant
under the action of IV, and then that IV is a strict contraction.

These two properties can be obtained by choosing a wise time interval [0,7"]. We take a
rough path W = (W, W) € €% ¢ ¢* with 1/3 <a <3 <1/2 and Y € D3%,. This trick
allows us to have a 79~ in our estimates. Thus, with a T small enough we prove the
fixed point property. We start by choosing 7" < 1.

According to Theorem F(Y) € D3%,, thus Theorem m shows that N(Y) € D3%..
If Y is a fixed point of N then Y € DJZV’?T, thanks to the fact that W € €#. Indeed,

1Y () = TesY (8)llg = lysel < 9] IWlagr 1t = % + | RV |01 It = s,
/B 7

and
1Y (1) = TesY (5)llg = [yst — vsWet| <[4/ o7 [Wsel + Ot = s*).

As a result of the fixed point property ' = F(y). This proves that Y € D?\fr.

We recall that | Y5, 1 = Supe(o,ay 1Y (0)] + Y | 7, where

|Y () — e sY(s)|
HXHQ(X,T = Sup se <.
t,s€[0,T,ee{0,a} |t - S|

It is more convenient to work with the semi-norm |||y, 7, so we define the affine ball unit
on [0,T]
Br ={Y € D3, Y(0) = &1+ f(OW, |Y |y r < 1}
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Invariance: For Y € Bp, on has HF(X)HQQT < Y4 7 and

)

N(y) = ||
204T

On the on hand, according to the reconstruction map,

(IF ()0 = Flgo) Wi

|F'(y)y'

R *
Y ooz Whoop 1t = s + C | B o= sf

R * . #
(PO, Wl = 5P +C P, Je— s
a, T
< P (IO iz [W g, TP 700 = 522 + C 1Y [ 1 It = 52T
because || 5 < ||, T7~*. Using the fact that T < 77~ and that ¥ € Br we obtain
IN(Y)], < CT?72,
where C' is independent of Y. On the other hand,

Hy/H T it —s|* + HRy”za,T It — s>
1Y 500 W50 TPt = 8|% + | RY | g 0 T[t — 5
< MY P3ar Wl TPt = s|* + Y 50,7 Tt — 5|*.

N

Using the last inequality

IFWar < [F]l19lar
< Y Bz IWlap TP = 1 + Y 500 TNt — %,

which leads to | N(Y)], < CT?~. Finally, we obtain the following estimate
[N g, < CTP,

where C' does not depend on Y. By choosing T' = Tj small enough, we show that
N(BTO) [ BTo'

Contraction: For Y,Y € D22,

vy -N@), < Vo) —N(?)H vy - N
< c|bo) - B@)|] T+ IFw) - F@),
< CHX—i/H* 1= 4 P, by 3,

20, T
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according to (3.74). Then it is easy to show that

g, <ortly—¥],
ly =7, Y-Y|, -

N(Y) - N(Y)

Finally,

< OTP—« HX — }}H where C' does not depend on neither
20, T 20,T

Y nor Y. So with T small enough, N(Br) c By and N is a strict contraction. So, there
is a unique solution Y € D3¢, to (3.75)) on [0,T]. As mentioned at the beginning of the
proof, Y is inDJZ\/?T. |
Corollary 3.10.2. Given ¢ € RY, F e C3(RY, 2(R",R?)), a rough path W = (W, W) e
€P with B e (1/3,1/2), there is a unique controlled rough path (y,y') € 935 such that for
all t € [0,T]

y(t) =&+ fo F(yu)d Wy, (3.76)

where the integral has to be understood as the controlled rough path integral (Theorem

EZHE)

Remark 3.10.3. Actually, we can extend this result to T = 400, because T is chosen
uniformly with respect to parameters of the problem.

Proof. 1t suffices to project Equation (3.75)) onto 1 and onto W. |
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Notations

c* a-Holder continuous functions
23¢  The controlled rough path space

= Symbol to define an object

< Estimation
6 Structure group of a regularity structure
oA Index set of a regularity structure

(,1) The projection onto 1

< (A, B) Linear continuous maps between two vector spaces A and B.

D}, Modelled distributions of regularity ~

vl Model space of a regularity structure

J~y  Elements of J of homogeneity strictly less than ~y
* Abstract product

|| f H*T Norm of the modelled distribution space

7], Norm of the component of 7 in J,

HH%T Semi-norm of the controlled rough path space
| flloo,z Supremum of | f(¢)] for t € [0, T

® Tensor product

Q<20 The projection onto T2,

R The reconstruction operator

)% Rough path associated to W
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T A regularity structure

TP Model associated to the regularity structure of the rough paths
TP Polynomial regularity structure

T Regularity structure of the rough paths

Vect(-) Subspace generated by the linear combinations of -.

B, The space of all functions in ¢ € Cj compactly supported on [—1,1], such that
Iy <1.

Cy Bounded functions with all derivative up to order ¢ bounded.
D32, Modelled distributions of the controlled rough paths

M Model associated to a regularity structure

MP  Model of the polynomial regularity structure

Zsy  Means Zy — Zg

9 A subdivision
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Chapter 4

Introduction aux flots

Contents
[4.1  Flots des équations différentielles ordinaires| . . ... ... .. 67
[4.2 Flots des équations difféerentielles stochastiques| . . . . . . .. 70
[4.3 Flots des équations différentielles rugueuses| . ... ... ... 73
4.4 omparati R ,EDR) . . oo o000 oo oo 74
[4.5 Approximationsdeflots] . ... ... ... ... 00000 74
46 SchémadEuler. ..................... ... ... 75
[4.7  Schéma d’Euler-Maruyamal. . . . .. ... ............ 76
[4.8 Les objectifs de cette partie| . . . . ... ... .......... 77

4.1 Flots des équations différentielles ordinaires

On fixe un horizon de temps 7' > 0 et un réel » > 0. Supposons qu’il existe une unique
solution y. »(a) : [0,T] — R™ & I'équation différentielle ordinaire (EDO)

yrr(a) =a+ J f(ysr(a))ds, Vte[r,T], (4.1)

ou f:R"™ — R" est un champ de vecteurs, a € R” la condition initiale au temps r.

On définit le flot associé a TEDO comme la famille d’applications
(Pt a > yer(a))osr<t<r-

Etant donné 0 < s <t < T et un sous-ensemble non vide A = R”, 'ensemble br,s(A) est
une déformation de A sous l'effet du systeme (4.1)) entre le temps r et ¢ (Figure [4.1)).
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Figure 4.1: On observe ici la déformation des ensembles A, B et C' sous l'action du flot
¢. L’image provient du livre [HNW9]]

Pour toute condition initiale a € R", t € [s,T] — ¢¢r(a) et t € [s,T] — ¢1 50 ¢sr(a) sont
solutions de la méme EDO (4.1]) avec s = r. Donc par unicité de la solution, ¢ possede ce
que l'on appelle la propriété de flot ¢r, = ¢ s © Pps, pour tout r < s <t avec ¢, r(a) = a.

Cette propriété étant reliée a I'unicité de la solution, rappelons des conditions suffisantes
sur la régularité du champ de vecteurs f pour obtenir I'existence et 1'unicité des solutions

s (@)

Définition 4.1.1. Soient & € N et v € [0,1), on dit que la fonction f : R" — R”
. N k+v .
appartient a la classe C "' si

e lapplication f est k fois continument dérivable,

e pour 7 > 0 la dérivée d’ordre k de f notée f*) est v-Holder continue, c’est-a-dire
qu’il existe une constante H > 0 telle que pour tout z,y € R™,

F0 @) = D )| < H o -yl
e pour vy =0, f (k) est seulement, continue,
e toutes les dérivées de f jusqu’a l'ordre k sont bornées.
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Theoréme 4.1.1 (Cauchy-Lipschitz). Si f est lipschitzienne alors pour tout r > 0,
a € R", il existe une unique solution y.,(a) : [r,T] - R™ de (4.1).

La régularité Lipschitzienne de f assure 'existence d’un flot ¢. On peut alors déterminer
la régularité de ce flot par rapport a la condition initiale a. Le théoréme suivant montre
qu’elle est similaire a celle du champ de vecteurs.

Theoréme 4.1.2 ([Mar73|). Soientk >1etye[0,1). Sife CF’Y alors il existe un flot
¢ associé a (4.1)). De plus pour tout 0 < r <t <T, ¢¢, est un Ck+_difféomorphisme.

Ces résultats sur Punicité des solutions [[ et la régularité du flot P| sont optimaux.

En effet, considérons 'EDO suivante
) ¢
zp = al-a + J |20 | “du, (4.2)
0

avec 0 < a < 1, a € R,. Alors ’ensemble des fonctions (ZT(“)) . telles que

T(a)eR
@ _ [ (1= a)lt—T(a) - a|T= sit>T(a)
! aTa site[0,T(a)],

sont solutions de (4.2]). L’unicité de la solution ne tient plus. La construction d’un flot
n’est plus directe.

Afin de rétablir 'unicité, on peut imposer des conditions supplémentaires sur z7(@. Dans
notre cas, le fait que des solutions restent constantes sur un intervalle de temps non
trivial (si T'(a) > 0) n’est pas “physique”.

Par exemple, si o = 1/2 alors —z7(® la solution de modélise I’évolution de la
hauteur d’un fluide incompressible et de viscosité nulle dans une cuve percée d’un trou
a sa base. Comme la hauteur commence a diminuer des l'instant initial, la solution
“physique” est —2z9.

Soit A la mesure de Lebesgue. On peut montrer que sélectionner la solution avec T'(a) = 0
est équivalent & supposer que la mesure image de A par le flot a — (1—«)|t—T(a) —al| ﬁ]
est absolument continue par rapport a A pour tout temps. Cette observation a conduit
a la recherche de conditions de régularité sur le champ de vecteurs f, pour obtenir un
flot qui conserve la mesure de Lebesgue. Cette théorie sort du cadre de cette these. Le

lecteur intéressé peut se rapporter a ’article fondateur de R. J. DiPerna et P.L. Lions
[DL89] ou & un introdution plus abordable de L. Ambrosio et D. Trevisan [AT15].

Plus récemment, J. E. Cardona et L. Kapitanski ont montré I'existence d’un flot mesurable
dans un cas de non-unicité de la solution ou le champ de vecteurs f est seulement continu
[CK17Dbl ICK17al.

Ythéoreme [4.1.1
2théoréme [4.1.2
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Theoréme 4.1.3 (J[CK17b]). Si f est continue alors il existe un flot (¢r,s)o<s<t<T telle
que pour tout 0 < s <t < T, a— ¢ s(a) est mesurable.

Un des résultats principaux de ce chapitre est une extension de ce résultat dans le cadre
des équations différentielles rugueuses (Corollaires [5.6.5 et [5.6.8))

4.2 Flots des équations différentielles stochastiques

Comparons maintenant les résultats sur les flots d’EDO de la section précédente a ceux
sur les flots associés aux équations différentielles stochastiques (EDS) dirigées par un
mouvement brownien.

Soit (B; := (B}, ... 7B§l))te[o,T] un mouvement brownien standard d-dimensionnel sur
un espace de probabilité (©2,%,P). On note %, la tribu engendrée par 'incrément du
brownien entre r et t, c’est-a-dire par (Bs, = B, — Bs)r<s<u<t- Commencgons par
rappeler la définition de la solution de ’'EDS

t
Y, =a+ f F(Y,)dB, (4.3)
—a+ Z f Y,)dB!, (4.4)
ot F = (Fy,...,Fy): R* - R" 9 est un champ de vecteurs. L’intégrale contre B est &

comprendre au sens d’Ito.

Définition 4.2.1 (Solution EDS). Pour r € [0,T], a € R", un processus stochastique
continu (Y3)se[,, ] & valeurs dans R™ est solution de (4.3 avec la condition initiale Y, = a
si

e le processus Y est F,; adapté pour tout ¢ >

e le processus Y satisfait ((4.3)).
La régularité requise pour obtenir 'existence et 1'unicité d’une solution a (4.3)) est la
méme que dans le cas des EDO.
Theoréme 4.2.1 ([Kun06][Theorem 1.2]). Si F' est lipschitzienne alors il existe une

unique solution a (4.3]) pour une condition initiale donnée. On la note (Y.,(a))r=t=r-

L’unique solution Y. ,(a) définie au theoréme précédent a des propriétés analogues a
celles des EDO (cf. section [4.1)). Définissons le flot associé a comme la famille
d’applications (®¢, : a — Y ,(a))o<r<t<r. Nous allons voir que pour tout 0 <r <t < T,
I'application a — ®;,(a) hérite de la régularité du champ de vecteurs F' avec une petite
perte.
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Theoréme 4.2.2 ([Kun06]). Soient un entier k > 1 et v € (0,1]. Si pour tout i €
{1,...,d}, F; € C§+V(R”,R”) alors il existe une modification ®y,(a) notée d nouveau

D (a) telle que

1. Pour tout 0 <r <t <T etaecR", & ,(a) est F.;-mesurable.
2. Pour presque tout w € Q, (r,t,a) — @ ,(a,w) est continu et limy|, ®;,(a) = a.
3. Pour presque tout we Q, et 0 <r <s<t<T,

Qs (D5 (a,w),w) = Pt r(a,w).

4. qug presque tout w € Q et § < 7, Uapplication @, (-, w) : R” — R" est un
Crro_difféomorphisme.

Remarque 4.2.3. Contrairement au cas des EDO, on observe ici une légere perte de
régularité entre le champ de vecteurs et le flot. Cela est dii a I'utilisation du théoreme
d’extension continue de Kolmogorov. On ne sait pas si ce résultat est optimal mais nous
n’avons pas trouvé de résultat plus précis dans la littérature.

Ici nous avons interprété (4.3) au sens d’Itd. Intéressons-nous maintenant au cas ou
Iintégrale contre B est a comprendre au sens de Stratonovich :

Zy=a+ Jt F(Z,) 0 dB,. (4.5)

r

On rappelle le lien entre I'intégrale d’'It6 et celle de Stratonovich. Si (Xi)se[, 1] est
solution de PEDS (4.3)) au sens d’Itd et que F € C} alors pour tout 0 <r <t <7,

fF(XS) odB, — 1fF(XS)F'(XS)ds + ftF(Xs)st.

r T

Donc si X est solution de ’'EDS au sens d’Itd suivante

1 t t
X, =a+ 2J F(X,)F'(X,)ds +f F(X,)dB,,

T

alors X est solution de 'EDS (4.5)) au sens de Stratonovich.

On déduit du théoreme [£.2.2]le résultat suivant sur la régularité du flot associé & une EDS
du type (4.5). Dans le cas ou il existe une unique solution a (4.5)), on note ¥, : a — Z;
et on dit que W est le flot associé a (4.5)).

Theoréme 4.2.4. Soient un entier k > 1 et v € (0,1]. Si pour tout i € {1,...,d},
F; e C’f+1+7(R",R") alors il existe une modification du flot associé a (4.5)) que [’on note
a nouwveau U qui vérifie les points 1,2,3,4 du theoréme[{.2.3
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Remarque 4.2.5. Pour obtenir un flot de régularité k, on a besoin dans le cas d’une
EDS au sens de Stratonovich d’un champ de vecteurs ayant une régularité k + 1 + v et
seulement d’ordre k + v dans le cas Ito.

Les EDS au sens de Stratonovich sont fortement reliées aux EDO par 'intermédiaire du
théoreme de Wong-Zakai. L’idée de E. Wong et M. Zakai développée dans [WZ65| est
d’approximer le mouvement, brownien (By)e[o,r] par un processus dérivable (B (€))se[o,7]-
On peut alors résoudre, sans utiliser la construction d’une intégrale stochastique, 'EDO

Zi(e) — a+ f F(Z(¢)) By(€)ds, (4.6)

T

oll By(e) est la dérivée temporelle de B (e). Il est alors montré, en dimension d = 1 dans
[WZ65], puis en dimension d > 1 quelconque dans [SV72], que Z(e) converge vers la
solution au sens de Stratonovich Z. Cependant, comme énoncé dans la remarque
ci-dessous, on ne peut pas choisir n’importe quelle approximation B(e).

Enongons précisément ce résultat.

Theoréme 4.2.6 (Wong-Zakai [TW14]). Soient € > 0 et (By(€))se[o,1] une approzimation
du brownien (Bi)elo,r) linéaire par morceaur, i.e. pour tout k € {0,..., le7t] — 1} et
t € [Tke, T(k + 1)¢), Bi(e) = Brie + (t — Tke)Bryert1)e- On suppose que pour tout
ie{l,...,d}, F, € C}. Alors quand € — 0

o E[sup,c(o ) [ Bi(e) — By[*] — 0,

o Elsupo.r) [Z1(€) — Zi|*] — 0 ot Z(e) est solution de (&.6) et Z est solution de
I’EDS au sens de Stratonovich E|

Remarque 4.2.7. Ici on a choisi une approximation particuliere du mouvement brownien
B. Le résultat est indépendant de la régularisation si le crochet de Lie [Fj, F}] :=
DF;F;—DF;jF; est nul. Dans le cas contraire, suite aux travaux de E. J. McShane [McS72],
N. Ikeda et S. Watanabe ont montré dans [IW14] qu’il faut étudier la convergence de
laire de Levy de B(e) renormalisée de la facon suivante

6_1 €

- O[Bi,u(G)Bi(é)—Bi(E)Bi,u(f)]du, (i,5) € {1,....d}%

Pour de nombreuses approximations “naturelles”(linéaire par morceaux, régularisation
par convolution, ...), cette quantité tend en moyenne vers 0 et le théoreme reste
valide.

Dans le cas contraire, il est nécessaire d’ajouter un terme correctif a 'EDS (4.5)) pour
obtenir la méme convergence qu’au théoréme

3Elles existent d’apres le théoréme et les hypotheses sur la régularité de F'.
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4.3. FLOTS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES RUGUEUSES

On retrouve I'importance de l'aire de Lévy dans la théorie des trajectoires rugueuses. On
trouvera dans [Bau04] une étude fine des propriétés des flots stochastiques basée sur la
formule Chen-Strichartz qui permet de représenter un flot stochastique en fonction des
termes de la signature du mouvement brownien.

Dans la section suivante nous introduisons des résultats similaires sur la régularité des
flots pour les équations différentielles rugueuses.

4.3 Flots des équations différentielles rugueuses

La théorie des trajectoires rugueuses permet de traiter des équations différentielles dirigées
par un signal déterministe irrégulier x : [0, T] — R%, comme par exemple la trajectoire
d’un processus stochastique. Nous avons introduit cette théorie dans le Chapitre [3]

On appelle une famille w := (ws ¢)o<s<t<r un controle si pour tout 0 < r < s <t < 7T,

o wyi € Ry,
® Wy s+ wst < wry (super-additivité),

o limy ,sws; = ws,s = 0 (continuité sur la diagonale).

Pour p € 2, 3), on note TP I'ensemble des p-trajectoires rugueuses controlées par w. La
définition de cet ensemble est précisée dans la section Lorsque wg¢ = [t — s|, TP
est ’ensemble des trajectoires rugueuses Holder continues qui a été introduit au chapitre
précédent.

Le théoreme suivant, dt a L. Coutin et A. Lejay, donne la régularité du flot en fonction
de celle du champ de vecteurs.

Theoréme 4.3.1 (|[CL18, Theorem 3]). Soient deux réels p € [2,3), v € (0,1] et une
p-trajectoire rugueuse X 1= (x(l),x(Q)) e TP(RY). On suppose que pour tout i € {1,...,d},
F; e C’éHH'Y avec k + 1+~ > p alors pour tout (a,r) € R™ x [0,T] il existe un unique
chemin contrélé par xV) noté y.r(a) qui est solution de 'EDR

yr(a) =a+ J F(ys,r(a))dxs, Vt € [0,T7]. (4.7)

La famille (15 : a — y. r(a))ocs<t<r définit alors un flot. De plus pour tout 0 < s <
t<T, ke (0,1) avec 2 + ky > p, Uapplication 1 s(a) : a — Py s(a) est un Ck+=r)y_
difféeomorphisme de R™ dans R™.

Remarque 4.3.2. Ce résultat est en fait un cas particulier de [CL18, théoréeme 3].

Remarque 4.3.3. Comme dans le cas stochastique (théoréme , il y a une petite perte
de régularité. Elle s’explique ici par le fait que 1'on travaille en norme Hélder et non en
norme uniforme. En effet, la boule unité d’'un espace a-Hélder n’est pas compacte pour
sa norme associée. Cependant, elle le devient pour une norme S-Hélder avec 8 < a.
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Dans le théoréeme la régularité requise sur le champ de vecteurs F' pour obtenir
I'existence et 'unicité de la solution est presque optimale. A. M. Davie a montré dans
[Dav07] un résultat optimal pour obtenir I'unicité de la solution. Malheureusement, la
régularité du flot n’est pas étudiée pour le cas limite.

Theoréme 4.3.4 ([Dav07][Theorem 3.6]). Soient deux réels p € [2,3), v € (0,1] et une
p-trajectoire rugueuse X 1= (x(l),x@)) e TP(RY). On suppose que pour tout i€ {1,...,d},
F; e CE+7 avec 2 + v = p alors pour tout (a,r) € R™ x [0,T] il existe une unique solution
a V'EDR . Si 24 v < p, alors il existe des contre-exemples da l'unicité.

Appliquons ces résultats au cas du mouvement b