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Introduction

Ce chapitre présente le contexte général dans lequel s’inscrit le sujet de cette thése : la
récupération d’énergie vibratoire. La premiere partie de cette introduction tente de répondre aux
questions globales suivantes : pourquoi faire de la récupération d’énergie ¢ quelle source choisir ¢
Une fois l’attention portée sur la vibration comme source potentielle d’énergie, ce chapitre dresse
un panorama des différentes maniéres de la convertir en énergie électrique a l’aide d’une étude
bibliographique compléte. La solution la plus prometteuse en termes de bande passante a été
choisie comme sujet de cette thése : les générateurs non linéaires bistables. Cette introduction
se terminera par une présentation des principauz acteurs concernant l’étude de ces générateurs
ainsi que par la présentation du plan de cette these.



Chapitre 1. Introduction

1.1 Pourquoi faire de la récupération d’énergie ?

L’engouement de ces vingt dernieres années concernant la récupération d’énergie ambiante
est tres probablement lié a la prolifération de capteurs isolés autonomes sans fil utilisés pour
prélever des informations en temps réel dans des environnements variés. En effet, I'une des clefs
principales de la réussite d’un projet quelconque réside dans sa capacité a pouvoir prédire ce qui
va arriver. De cette connaissance, des moyens d’actions pourront étre mis en place afin de réduire
I'impact des futurs évenements perturbateurs et de mieux tirer profit des futurs événements
bénéfiques. Ainsi, un agriculteur a tout intérét a pouvoir prédire la météo afin d’adapter sa
facon de cultiver en temps réel ou, de la méme maniere, une compagnie aérienne a tout intérét
a pouvoir prédire I'état de santé de ses avions afin de programmer des révisions en cas de
besoin. Ces prédictions sont élaborées en prélevant certaines informations pertinentes sur ’objet
d’étude qui, une fois traitées (analyses de tendance, d’occurrence, de cause a effet, élaboration
de modeles mathématiques, etc.), permettent de formuler des scénarios possibles pour 'avenir
ainsi qu’une probabilité qu’ils se réalisent. Plus la quantité de données (pertinentes) prélevées est
importante, plus la prédiction sera précise et aura de chance de se réaliser. C’est en partie pour
cette raison, couplée aux différentes avancées en électronique et en communication (notamment
en terme de consommation), que les capteurs isolés sans fil, de moins en moins chers et de plus
en plus compacts, suscitent autant d’intérét et se déploient en réseaux entiers.

Une étude menée en 2016 par Rashid et Rehmani liste tous les domaines d’activité princi-
paux utilisant ces réseaux de capteurs sans fil [1]. Ils mettent notamment en avant leur utilisation
dans le domaine du transport (régulation de trafic, communication entre véhicules, logistique
des transports en commun, signalement des places libres en parking, etc.), dans le domaine
météorologique (surveillance de volcan, prédictions météo, etc.), dans le domaine de la santé
(capteurs implantés, télésurveillance, aide & domicile, etc.) ou encore dans le domaine de la
maintenance prédictive (suivi de 'état de santé des structures dans le génie civil, des machines
en milieu industriel ou plus largement des composants sous contraintes tous milieux confondus
afin de planifier leur maintenance future). La grande variété des domaines concernés laisse pré-
sager une augmentation du nombre de ces réseaux de capteurs sans fil dans les années a venir.
La Figure 1.1 présente, a titre d’exemple, un accélérometre piézoélectrique autonome sans fil
utilisé pour mesurer le niveau de vibrations d’un moteur électrique afin de suivre son état de
santé et ajuster ses interventions de maintenance dans le temps (entreprise ACOEM [2]).

La solution la plus répandue pour rendre ces capteurs sans fil autonomes en énergie consiste
a embarquer avec le capteur une batterie lithium primaire (c’est-a-dire, non rechargeable)
[3]. Cette solution, appliquée a un réseau contenant un grand nombre de capteurs, pose trois
contraintes majeures ici résumées en trois mots clefs : autonomie, compacité et température
(plus généralement sévérité de l'environnement). Afin de mieux comprendre l'origine de ces
trois contraintes, analysons les performances des batteries principalement utilisées pour ce type
d’application : les batteries primaires lithium/ion. Penella et al. ont évalué les caractéristiques
moyennes d'une de ces batteries a partir d'une étude menée sur sept batteries différentes du
commerce [3]. Ils trouvent une densité d’énergie moyenne de 2,88 kJ.cm™2, une densité de puis-
sance moyenne de 18 yW.cm 3. Pour calculer 'autonomie de ces batteries, prenons le cas d'un
capteur sans fil transmettant un paquet de données toutes les 30 min. Le prélevement de ces
données et leur envoi cofite typiquement 450 mJ (22 mA sous 3,3 V pendant 6,2 ms [4]). Ainsi,
ce capteur consomme en moyenne 250 pW. Une batterie primaire lithium /ion du commerce de
type AA (exemple : Energizer L91 [5]), ayant un volume de 8 cm?, pourra alors alimenter ce
capteur pendant 2,92 ans.
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Figure 1.1 — Ezemple de capteur de vibrations utilisé pour de la maintenance préventive de machines tournantes

/2],

La premiere et principale problématique engendrée par 1'utilisation de batteries apparait
ici. L’autonomie calculée d’environ trois ans pour une batterie de 8 cm?® reste relativement
faible par rapport a la durée de vie des capteurs sans fil. Ces capteurs nécessiteront donc
plusieurs interventions pour changer leur batterie vide. Il est possible d’augmenter I’autonomie
de ces batteries en augmentant leur volume (dans I'exemple précédent la relation est linéaire)
mais cette solution fait apparaitre une nouvelle contrainte liée a la compacité des capteur sans
fil. De plus, la problématique d’autonomie des batteries est aggravée par deux autres aspects
liés a leur utilisation : le phénomene d’auto-décharge dans le temps, d’autant plus élevée que
la température est haute, ainsi que la problématique de mesure de leur état de charge a un
instant donné (leur remplacement doit donc étre effectué de maniere préventive avant décharge
complete si les informations mesurées sont importantes). Pour revenir sur ’exemple présenté
en Figure 1.1, il est facile d’imaginer que la gestion d’un parc contenant plusieurs centaines de
machines tournantes chacune équipée de plusieurs capteurs sans fil pour lesquels un changement
de batterie est nécessaire au mieux tous les trois ans représente une charge de travail et un cott
important.

La deuxieme problématique des batteries comme source d’énergie concerne leur compacité.
L’exemple présenté en Figure 1.1 est sans équivoque : la batterie occupe dans ce cas particulier
plus de la moitié du volume total du capteur sans fil. Une étude menée par Paradiso et Starner
[6] laisse présager que cet encombrement tend a s’aggraver dans les années a venir. Cette étude,
reprise en Figure 1.2, compare en effet 1’évolution des performances des différents composants
informatiques de 1990 jusqu’a 2003. Le constat est le suivant : 1’électronique se densifie plus
rapidement que les unités de stockage d’énergie dont la densité de puissance est la seule a suivre
une tendance logarithmique. Dans les années a venir, les capteurs seront donc probablement
de plus en plus compacts la ou les batteries risquent de garder la méme densité de puissance.
La proportion du volume global des capteurs sans fil occupé par la batterie est problématique
a I’heure actuelle et aura donc a priori tendance a s’aggraver dans les années a venir.

Enfin, la troisieme problématique est liée aux contraintes d’utilisation des batteries qui se
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Figure 1.2 — Evolution des principauz composants informatiques de 1990 ¢ 2003 [6].

dégradent dans des environnements a forte température. Outre le phénomene d’auto-décharge
aggravé par la température, la limite haute d’utilisation des batteries lithium primaires varie
de 60 °C pour les batteries Li-MnO; (80 % du marché des batteries lithium primaires) a 85 °C
pour les batteries Li-(CF), (notamment utilisées dans le secteur militaire et aérospatial) [7].

Pour répondre a ces trois problématiques que sont I'autonomie (liée & la fréquence des
opérations de maintenance), la compacité et les contraintes de température d’utilisation des
capteurs isolés sans fil, toutes les trois engendrées par le recours aux batteries embarquées,
la recherche se concentre actuellement sur la récupération d’énergie ambiante. En récupérant
directement 1’énergie dans I’environnement immédiat des capteurs de maniere continue, il n’est
plus nécessaire d’embarquer une grande quantité d’énergie et dispense donc de 1'utilisation de
batteries. Les capteurs gagnent ainsi en indépendance et peuvent étre oubliés pour toute leur
durée de vie. Il y a également de bonnes raisons de penser que l'utilisation de récupérateurs
d’énergie permette d’améliorer la compacité des capteurs sans fil et de soulager leur contrainte
en température comme le montre la section qui suit.

1.2 Quelle source d’énergie choisir ?

La question est d’abord de savoir quelles sont les énergies présentes dans I’environnement de
ces capteurs afin de pouvoir mettre en lumiere celles susceptibles de les alimenter tout au long
de leur vie. D'un point de vue tres général, examinons d’abord les principales sources d’énergie
disponibles sur terre. La Figure 1.3 présente un bilan des grandes concentrations énergétiques
présentes a la surface du globe (lui-méme représenté sur le schéma par le rectangle en pointillés
gris). L'unique apport d’énergie vient du soleil sous formes de radiations électromagnétiques
essentiellement situées dans la partie visible du spectre. L'unique restitution d’énergie vient
de I’émission des sources chaudes présentes sur terre sous formes de radiations électromagné-
tiques situées essentiellement dans la partie infrarouge du spectre. Entre les deux, 1'énergie
transite sur terre sous différentes formes dont les principales sont illustrées en Figure 1.3. A
I’heure actuelle, la consommation énergétique mondiale tire profit de plusieurs de ces sources :
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la source la plus utilisée est de loin 1’énergie potentielle chimique des liaisons carbones avec
91 % de la consommation totale d’énergie primaire (charbon, pétrole, gaz naturel, biomasse,
déchets). Puis vient I'exploitation de 1'énergie mécanique avec 4 % de la consommation to-
tale d’énergie primaire (hydroélectricité, éolien) suivie par 1’énergie de masse avec 2 % de la
consommation totale d’énergie primaire (nucléaire). Enfin I’énergie thermique (géothermie) et
I'énergie électromagnétique (solaire photovoltaique) comptabilisent a eux deux moins de 1 % de
la consommation totale d’énergie primaire. Ces chiffres sont tirés des données brutes fournies
par 'agence internationale de ’énergie pour la consommation de 2015 [8], données mises en
forme dans l'article Wikipédia concernant ce sujet [9].

Les sources présentées Figure 1.3 ne sont pas toutes exploitables pour ’alimentation de cap-
teurs autonomes sans fil. Nous avons principalement retenu quatre sources susceptibles d’étre
récupérées dans l'environnement direct d’un capteur isolé : I’énergie solaire, 1’énergie éolienne,
I'énergie vibratoire (présente a chaque fois qu’il y a du mouvement) et ’énergie thermique.
Les principes physiques les plus utilisés pour convertir ces énergies en énergie électrique sont
illustrés en Figure 1.4. Ces quatre sources ont toutes recu beaucoup d’attention ces quinze-
vingt derniéres années pour les dispositifs de taille réduite (de quelques milimetres a quelques
centimetres). Dans un article tres complet intitulé Wireless Sensor Networks With Energy Har-
vesting publié par Basagni et al. dans Mobile Ad Hoc Networking, les auteurs proposent une
étude comparative de ces différentes sources pour 'alimentation de réseaux de capteurs sans fil
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Energie vibratoire : oscillateurs Energie solaire : photovoltaique
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Figure 1.4 — Principes permettant de convertir les différentes énergies considérées en énergie électrique. Source
des dessins du moteur Stirling : [10].

autonomes [11]. Le Tableau 1.1 résume cette étude. Premier constat : la densité de puissance
récupérable pour toutes ces sources atteint un maximum supérieur a la densité de puissance
d’une batterie lithium primaire. Un oscillateur linéaire piézoélectrique (masse de 10 g, amortis-
sement mécanique de 0,10 N.m~1.s™!, fréquence de résonance de 160 Hz) placé sur une source
de vibrations (accélération de 10 m.s~2 et fréquence de 160 Hz) propose par exemple une densité
de puissance maximale sept fois supérieure a celle d’une batterie (respectivement 125 yW.cm ™3
et 18 uW.cm™3). Cet aspect laisse présager que la récupération d’énergie permettra d’améliorer
la compacité des capteurs sans fil. Deuxieme constat : la température maximale d’utilisation
des générateurs associés a toutes ces sources est moins contraignante que celle d'une batterie
lithium primaire.

L’abondance et la prévisibilité de ces différentes sources les prédisposent cependant a des
domaines d’application particuliers. Il est donc nécessaire de se fixer un domaine cible afin de
choisir parmi ces sources d’énergie. Voici I’angle choisi pour cette these : le but est de pouvoir
alimenter des capteurs déployés en milieu industriel ou dans le transport pour surveiller I’état de
santé des machines ou des pieces en mouvement. Ces dernieres, soumises a des contraintes méca-
niques répétitives, présentent des risques de rupture en fatigue et doivent souvent étre controlées
au cours de leur durée de vie. Ces capteurs suivent généralement I’évolution de certains indi-
cateurs révélateurs de cet état de santé (niveaux de vibration, température, consommation
électrique) et permettent de planifier des interventions de maintenance au cas par cas [2]. Les
éléments suivis sont majoritairement : les moteurs et génératrices électriques, les roulements a
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Table 1.1 — Comparaison des différentes sources d’énergie susceptibles d’alimenter des capteurs isolés sans fil

[11].
Source Condition Densité de Efficacité des Puissance Température
puissance générateurs récupérable maximale
Batterie Lithium 18 yW.cm ™3 [3] - - 85°C [3]
Solaire Soleil 1,5 mW.cm ™2 5-30% 0,8-4,5 mW.cm 2 Efficacité réduite
Nuages 150 #W.cm ™2 5-30% 8-45 pW.cm 2 de 4,5% chaque
Intérieur 100 pW.cm 2 5-30% 5-30 pW.cm ™2 +10°C [12)¢
Thermique ? 5,0 mW.cm 2 0,1-3% 5-150 pW.cm ™2 600°C [13]
Vibrations P 200 W.cm ™3 10-50% [14] 20-100 W.cm =3 Piézo 150°C [15]°
Electromag 230°C [16]"
Eolien ¢ 380 pW.cm™3 ~5% ~20 pW.cm™3 230°C [16]*
AAT =5°C

PRécupérateur linéaire : A = 10 m.s~2 M = 10 g fiméca = 0,10 Nm—1.s~1 fo = 160 Hz P

récup max=A2M?2 /8 6ca [14]
1

“Vitesse du vent de 5 m.s~
dAu dessus de la température normale d’utilisation de 25°C
®Perte irréversible de la polarisation

fperte irréversible de la magnétisation

billes, les pompes, les compresseurs, les pieces mécaniques sous forte contrainte mécanique ou
thermique (méats de réacteurs d’avion, barrages, conduites forcées, etc.) [2]. La majeure partie
de ces équipements se trouve dans un environnement coupé de I'extérieur donc privé de soleil,
de lumiere artificielle et de vent. Ces deux sources ne sont donc pas retenues pour ’alimentation
des capteurs ciblés. Reste I’énergie thermique et 1’énergie vibratoire qui présentent chacune un
potentiel similaire dans ce cas particulier (méme si 'obtention d’une différence de température
nécessaire pour l'exploitation de I'énergie thermique peut poser probleme dans certains envi-
ronnements trop confinés). Ces deux sources sont donc envisageables. Cette these se concentre
sur 'une d’entre elles : I’énergie vibratoire.

1.3 Comment récupérer ’énergie vibratoire ?

Le Tableau 1.2 présente 'ordre de grandeur des amplitudes et des fréquences d’accélérations
disponibles sur différentes sources de vibrations courantes [17].

Table 1.2 — Amplitude et fréquence fondamentale de l'accélération pour différentes sources de vibrations [17].

Source de vibrations Accélération (m.s~2) Fréquence (Hz)
Moteur de voiture 12 200
Support d’une machine outil 3 axes 10 70
Support d’un mixer 6,4 121
Seche linge 3,5 121
Personne tapant nerveusement des talons 3 1
Tableau de bord d’une voiture 3 13
Support d’une porte apres sa fermeture 3 125
Petit four micro-ondes 2,5 121
Tuyaux de ventilation d’un bureau 1,5 60
Fenétre proche d’une rue passante 0,7 100
Ordinateur avec un CD 0,6 75
Deuxieme étage d’un immeuble occupé 0,2 100
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Cette section fait le point sur les stratégies et prototypes différents développés par la commu-
nauté scientifique liée a la récupération d’énergie vibratoire. Cet état de I’art est également bien
résumé dans les trois articles suivant (allant du cas le plus général des récupérateurs d’éner-
gie vibratoire au cas particulier des récupérateurs non linéaires bistables étudiés dans cette
these) : Review of vibration-based energy harvesting technology : mechanism and architectural
approach écrit par Siang et al. qui proposent une vue d’ensemble de la récupération d’énergie
vibratoire [18]; On the role of nonlinearities in vibratory energy harvesting : a critical review
and discussion écrit par Daqaq et al. qui se concentrent quant a eux sur des générateurs parti-
culiers : les générateurs inertiels non linéaires [19]; A review of the recent research on vibration
energy harvesting via bistable systems écrit par Harne et al. qui se focalisent finalement sur
les générateurs inertiels non linéaires bistables, objets de cette these [20]. Les générateurs pour
la récupération d’énergie vibratoire peuvent étre séparés en deux grandes catégories distinctes

illustrées en Figure 1.5.
Oscillateur +
Convertisseur
_électromécanique

Convertlsseu r
électromécanique

7/ IS

Générateur a déformation directe Générateur inertiel

Figure 1.5 — Les deux grands principes de récupération d’énergie vibratoire. Ici, [’exemple pris pour la source
de vibrations est une machine tournante soumise da des sollicitations intérieures ou extérieures.

Générateurs a déformation directe

La premiere catégorie est constituée par les générateurs a déformation directe. Ces derniers,
uniquement composés d’un convertisseur électromécanique (généralement piézoélectrique), sont
directement placés sur le chemin de contrainte mécanique engendrée par les vibrations. Ils voient
ainsi les déformations réelles de I’élément sur lequel ils sont placés qu’ils convertissent en poten-
tiel électrique. La Figure 1.6 présente trois exemples de prototypes de générateurs a déformation
directe. Ces générateurs offrent I’avantage de ne pas dépendre du point de fonctionnement de
la source (amplitude et fréquence) contrairement aux générateurs inertiels. Leur efficacité n’est
donc pas affectée par une source dont le point de fonctionnement varie au cours du temps (ce
qui est toujours plus ou moins le cas en conditions réelles). La mise en place et la maintenance

continuos centre PVDF striped electrodes,
flow electrode| [ f front- and backside
disturbance,

Stave
Metal

A von Kirmin
-/ Vortex street
Backplate

Kymissis et al. (1998) Granstrom et al. (2007) Pobering et al. (2009)

mean flow direction

Figure 1.6 — Exemples de générateurs d déformation directe. De gauche & droite : [21], [22], [23].
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de ce type de dispositifs posent cependant probleme. Le couplage mécanique de ces générateurs
avec la source est délicat : plusieurs points d’ancrages sont nécessaires pour transmettre les
déformations. Le solution la plus répandue est de coller I'élément piézoélectrique sur le chemin
de contrainte. Cette solution pose un probleme majeur : le systéme ne peut pas étre déplacé
facilement. Il ne pourra donc pas suivre le capteur si ce dernier vient a étre changé de place.
De plus, en cas d’endommagement, il ne pourra pas étre changé aisément (décollage-recollage).

Un autre type de générateur a déformation directe a également été développé : le générateur
frequency-up. Sa particularité réside dans le fait que le convertisseur électromécanique n’est plus
directement couplé a la déformation. Le couplage se fait par le biais d’une piece intermédiaire
qui vient ponctuellement exciter le convertisseur. Quelques exemples sont illustrés en Figure 1.7.

bimo\mh p'sf/'mm

PZT bimorphs

stator

Priya (2005) Pozzi et al. (2011) Pozzi et al. (2011)

Figure 1.7 — Ezemples de générateurs & déformation directe de type frequency-up. De gauche a droite : [24],

[25], [25].

La partie mobile du générateur, couplée a la source en mouvement, vient tendre puis relacher
subitement une poutre qui vibre alors a sa fréquence de résonance (plus haute que la fréquence
de la source). Un convertisseur électromécanique s’assure ensuite de convertir cette vibration
non entretenue. L’énergie est donc extraite de la source de maniere discréte a chaque interaction
entre la partie mobile et la partie fixe du générateur. Elle est convertie en énergie vibratoire de
plus haute fréquence pour étre ensuite récupérée par le convertisseur électromécanique. Pour
ce type de générateur, seul deux points d’ancrages suffisent : un sur la source en mouvement
(pour la partie mobile) et un sur son support (pour le convertisseur). Il est donc plus facile a
mettre en place et a déplacer que le générateur a déformation directe précédent. Il nécessite
cependant d’étre placé sur une partie de la source située proche du support et dont 'amplitude
de vibration est suffisante pour pour que la partie mobile actionne le convertisseur.

Générateurs inertiels

Afin d’améliorer 'implémentation, la maintenance, et la mobilité des générateurs pour la
récupération d’énergie vibratoire, il est souhaitable de pouvoir les encapsuler dans une coque.
Celle-ci pourra alors étre simplement vissée en un seul point d’ancrage sur n’importe qu’elle
source de vibrations. Le convertisseur électromécanique placé a I'intérieur de la coque doit ce-
pendant toujours disposer de deux références ayant un mouvement relatif I'une par rapport a
I’autre pour pouvoir convertir de I’énergie mécanique en énergie électrique. L’ajout d’une masse
inertielle est la solution classique : le déplacement de cette masse par rapport a le coque joue
ainsi le role de deuxieéme référence. Cette masse est suspendue a la coque a ’aide d’un ressort
afin qu’elle n’aille pas percuter les parois (synonyme de perte d’énergie). Le systeme oscillant
ainsi formé implique, une fois excité, un mouvement relatif de la masse par rapport a la source



Chapitre 1. Introduction

a l'intérieur méme de la coque. Ce mouvement est alors imposé a un convertisseur électroméca-
nique placé en parallele du ressort qui génere ainsi une différence de potentiel électrique (voir
Figure 1.4). Les convertisseurs les plus utilisés dans la littérature sont le convertisseur électro-
magnétique (un aimant en déplacement relatif par rapport a une bobine) et le convertisseur
piézoélectrique (qui subit la déformation du ressort). Une étude menée par Arroyo et al. montre
que 'utilisation de I'un ou 'autre de ces convertisseurs meéne a une puissance récupérée compa-
rable pour un méme oscillateur mécanique (le convertisseur piézoélectrique est cependant plus
intéressant en terme de miniaturisation) [26]. Les générateurs électromagnétiques présentent
en effet des coefficients de couplage électromécanique élevés mais des pertes électriques élevées
tandis que les générateurs piézoélectriques présentent des coefficients de couplage électroméca-
nique faibles mais des pertes électriques également faibles.

Générateurs Linéaires

Les générateurs inertiels linéaires sont réalisés a 'aide d’un oscillateur mécanique masse-
ressort linéaire (la force de rappel F' imposée par le ressort sur la masse est proportionnelle a
la déformation x du ressort : F' = —kx). Le principe le plus répandu pour réaliser ce type de
générateur est la poutre encastrée-libre. La Figure 1.8 présente ce principe, deux exemples de
prototype ainsi que la réponse fréquentielle attendue. Les convertisseurs électromécaniques les
plus utilisés pour ce type de générateurs sont tous les deux illustrés sur le schéma de principe
de la Figure 1.8 (convertisseur électromagnétique et convertisseur piézoélectrique). En général,
les générateurs ne sont équipés que de I'un d’entre eux. Pour une source de vibrations générant
une accélération sinusoidale d’amplitude A, la puissance moyenne récupérable maximale par un
générateur inertiel linéaire est atteinte a la fréquence de résonance et ne dépend que de A, de sa
masse M et du coefficient d’amortissement mécanique p (relation entre la vitesse de la masse
et la force générée par les différents frottements mécaniques) : Proymar. = A2M?/8u? [14].
Cette puissance moyenne maximale est atteinte lorsque le coefficient d’amortissement généré
par la conversion d’énergie (mécanique vers électrique) est égale au coefficient d’amortissement
mécanique. Optimiser un générateur inertiel linéaire revient donc a embarquer la masse la plus
grande possible (en respectant les contraintes de volume imposées), a ajuster sa fréquence de
résonance a la source de vibrations puis a régler 'amortissement lié a la conversion d’énergie
jusqu’a égaler 'amortissement mécanique.

Ce dernier point pose probleme. D’une part la source de vibrations n’est jamais purement
sinusoidale et sa fréquence prépondérante jamais durablement fixe. Pour illustrer ceci la Fi-
gure 1.9 présente sous forme de FFT fenétrée I'évolution au cours du temps des vibrations
d'un moteur de voiture et des vibrations du fuselage d’un avion en vol [29]. A chaque instant
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Roundy et al. (2004) Badel et al. (2014)

Figure 1.8 — Principe et exemples de générateurs inertiels linéaires. Le convertisseur électromécanique est
généralement piézoélectrique ou électromagnétique. De gauche a droite : [27], [28].
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FFT fenétrée du fuselage d’un avion

FFT fenétrée d’un moteur de voiture
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Figure 1.9 — Exemples de I’évolution des vibrations au cours du temps d’un moteur de voiture et du fuselage
d’un avion en vol [29]. L’amplitude des différentes composantes fréquentielles de ces vibrations est graduée sur
une échelle de couleurs allant du bleu (faibles amplitudes) au jaune (fortes amplitudes).

la vibration est décomposée dans le domaine fréquentiel. L’amplitude de chacune des compo-
santes fréquentielles est représentée en niveau d’intensité de couleur (du bleu pour les faibles
amplitudes au jaune pour les fortes amplitudes). Sur la FFT fenétrée de gauche, la vibration
comporte un grand nombre d’harmoniques ainsi qu'une composante de forte amplitude et de
large bande spectrale a 200 Hz. Sur la FFT fenétrée de droite, la vibration possede une compo-
sante dominante qui varie fortement au cours du temps (entre 50 Hz et 150 Hz). Le générateur
linéaire propose quant a lui une bande passante relativement faible de quelques Hertz autour
de sa fréquence de résonance [18]. En dehors de cette bande passante, la puissance récupérée
chute drastiquement. Il devient donc compliquer d’ajuster un générateur linéaire a une source
de vibrations comme celles illustrées en Figure 1.9 (source a large bande spectrale ou source a
fréquence variable).

Pour répondre a cette problématique de bande passante, une partie de la recherche s’est
focalisée sur une approche présentée en Figure 1.10. Celle-ci consiste a placer plusieurs généra-
teurs linéaires en parallele. Chacun de ces générateurs est réalisé de sorte que sa fréquence de
résonance soit légerement différente de celle des autres. Le générateur multimodal ainsi formé
possede alors une réponse fréquentielle large bande composée de la somme des réponses fré-
quentielles des différents générateurs linéaires. Cet agrandissement global de la bande passante
se fait cependant au détriment de la densité de puissance de ce type de générateur. Pour une
fréquence d’excitation donnée, un seul des générateurs linéaires entre en résonance. De fait, un
seul d’entre eux propose une puissance récupérée maximale. Les autres générateurs linéaires ne
sont pas utilisés et occupent un volume qui ne récupére pas ou peu d’énergie. Les générateurs
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Figure 1.10 — Ezemples de générateurs inertiels multimodauz. De gauche d droite : [30], [31].
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multimodaux sont donc réservés aux applications qui nécessitent une grand bande passante
sans contraintes de volume ou de poids.

Une autre approche consiste a jouer sur le circuit d’interface entre le générateur linéaire et la
charge. Ce circuit affecte directement le comportement du convertisseur électromécanique qui
lui-méme joue un roéle sur les propriétés mécaniques de 'oscillateur linéaire. Il est alors possible,
par exemple, de modifier en temps réel la fréquence de résonance du générateur avec des circuits
d’interfaces semi-actifs en utilisant une partie de 1’énergie électrique récupérée pour augmenter
ou réduire la raideur mécanique vue par la masse. Pour ce faire, il convient de connecter au
générateur un circuit électrique qui génere, par le biais du convertisseur électromécanique, une
force sur la masse proportionnelle & son déplacement [32-35]. Certains de ces circuits sont
présentés en Figure 1.11.
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Figure 1.11 — Ezemples de générateurs inertiels linéaires dont le circuit d’interface permet d’agrandir la bande
passante. De haut en bas : [32], [35].

Cette approche, en émergence, nécessite cependant un générateur fortement couplé : une
grande partie de la puissance mécanique disponible doit étre convertie en puissance électrique
afin que le circuit électrique ai suffisamment d’influence sur les propriétés mécaniques du géné-
rateur. Ce dernier point requiert des matériaux piézoélectriques coiiteux et fragiles (PMN-PT
ou PZN-PT [36]). Il est également a noter que cette approche est sensiblement différente de
celle étudiée pour le générateur multimodal. La premiere consiste a ajuster la fréquence de
résonance en temps réel alors que la deuxiéme cherche a réaliser un générateur large bande.

Générateurs non linéaires

Toujours dans 'objectif d’agrandir la bande passante proposée par les générateurs inertiels,
une partie de la communauté s’est penchée sur les oscillateurs non linéaires qui proposent des
réponses fréquentielles particulieres. Un état de 'art de la récupération d’énergie vibratoire via
générateurs non linéaires a été réalisé par Daqaq et al. dans une étude intitulée On the role of
nonlinearities in vibratory energy harvesting : a critical review and discussion [19].

Un premier type de générateur non linéaire est présenté en Figure 1.12 : le générateur mo-
nostable. Les trois manieres les plus courantes de le réaliser sont illustrées sur cette figure.
L’idée générale est d’obtenir un oscillateur dont la force de rappel F' exercée par le ressort sur

12
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Figure 1.12 — Ezemples de générateurs non linéaires monostables. De gauche a droite : [37], [38], [39] [19].
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la masse dépend du déplacement x de maniere non linéaire. La force de rappel obtenue est
souvent approximée par F' = —k x — kyx® avec ky > 0 dans le cas d’'un générateur monostable
raidissant et ks < 0 dans le cas d’'un générateur monostable assouplissant (ko = 0 représente
le cas linéaire). Les principes illustrés sont les suivants : (i) une poutre encastrée-libre (os-
cillateur linéaire) complétée par un aimant sur la masse et par deux aimants le repoussant
de part et d’autre de la position centrale (x = 0); (ii) une poutre encastrée-libre complétée
par un aimant sur la masse et par un aimant 'attirant en position centrale; (iii) une poutre
encastrée-encastrée. Contrairement a d’autres générateurs non linéaires, le générateur mono-
stable ne possede qu’une position statique stable (la position centrale). Pour tous ces différents
principes, la force de rappel exercée sur la masse en direction de sa position d’équilibre stable
est liée de maniere non linéaire au déplacement de cette derniére a cause de l'influence des ai-
mants ou de la double liaison encastrée. Cette force de rappel est globalement plus grande (en
valeur absolue) que dans le cas d'un générateur linéaire. Ce type de générateur est généralement
équipé soit d'un convertisseur piézoélectrique soit d'un convertisseur électromagnétique (non
représentés sur les schémas de la Figure 1.12). Comme le montre la réponse fréquentielle, la
puissance moyenne récupérable maximale théorique d’un générateur monostable est identique
a celle d'un générateur linéaire équivalent (obtenu pour ko = 0) mais sa bande passante est plus
grande. Seul inconvénient, sur la plage de fréquences délimitée en Figure 1.12 par les points A
et B, deux comportements différents peuvent étre stabilisés en régime permanent : un compor-
tement offrant une grande puissance moyenne récupérée (orbite haute) ou un comportement
offrant une faible puissance moyenne récupérée (orbite basse). Cette particularité (plusieurs
comportements stables possibles sur une méme plage de fréquences) est propre aux générateurs
non linéaires. Il est possible de passer de I'un a 'autre de ces comportements en imposant une
perturbation extérieure comme illustré en Figure 1.13. Cette particularité des générateurs non
linéaires constitue ici une faiblesse puisque l'orbite intéressante pour la récupération d’énergie
(orbite haute) n’est pas automatiquement atteinte.

Puissance moyenne 5 x10°
2 - ; f=133HZ Displ it
récupérée Orbite i Diplscomen
haute T
] s
()
2 o
5 a . >
orbite & Orbite
passe basse .
Lan et al. (2017) R /r Orbite haute

-6 -40
[ S g — Comportements stables  Fréquence 0 100 200 300 400 500
S === Comportements instables Pertrubation Timels]

Figure 1.13 — Ezemple de saut d’orbite pour un générateur non linéaire (ici monostable) [40].
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Chapitre 1. Introduction

Un deuxieme type de générateur non linéaire, objet de cette these, est présenté en Fi-
gure 1.14 : le générateur bistable. Un état de I'art de ce type de générateur a été réalisé par
Harne et al. dans leur étude intitulée A review of the recent research on vibration enerqy har-
vesting via bistable systems [20]. Les trois manieres les plus courantes de réaliser un générateur
bistable sont illustrées en Figure 1.14 : (i) une poutre encastrée-libre complétée par un ai-
mant sur la masse et par deux aimants 'attirant de part et d’autre de la position centrale;
(ii) une poutre encastrée-libre complétée par un aimant sur la masse et par un aimant le re-
poussant de la position centrale; (iii) une poutre encastrée-encastrée précontrainte jusqu’au
flambement. La force de rappel F' exercée par le ressort sur la masse est cette fois-ci de la
forme F' = kjx — kea®. Contrairement au générateur monostable, le générateur bistable pos-
sede deux positions statiques stables distinctes. La puissance théorique moyenne récupérable
maximale par ce type de générateur est identique a celle d'un générateur linéaire équivalent
(cette propriété fait 'objet d’une étude au Chapitre 3, Section 3.5 de cette these). Sa bande
passante est quant a elle plus grande que celle du générateur linéaire et plus grande que celle
du générateur monostable. C’est la raison pour laquelle ce type de générateur a été étudié lors
de cette these. L'inconvénient des générateurs bistables est le méme que celui des générateurs
monostables : plusieurs comportements coexistent sur certaines plages de fréquences. Les com-
portements intéressants pour la récupération d’énergie (les orbites hautes) ne sont donc pas
automatiquement atteints.

Le générateur monostable et le générateur bistable sont les deux générateurs inertiels non
linéaires qui ont recu le plus d’attention ces dix dernieres années pour leur potentiel en terme
de bande passante (et donc d’adaptabilité a des sources vibratoires dont la fréquence évolue au
cours du temps). Il existe cependant d’autres types de générateurs inertiels non linéaires. La
Figure 1.15 présente certains d’entre eux. Les générateurs a deux degrés de libertés (réalisées a
partir de deux oscillateurs linéaires ou deux oscillateurs non linéaires ou une combinaison des
deux) autorisent plusieurs fréquences de résonance en proposant des résonances couplées entre
les deux systeémes oscillants. Cette particularité entraine dans certains cas un agrandissement
de la bande passante totale. Le générateur tristable (trois positions stables), dans la continuité
des générateurs monostables et bistables, offre des comportements intéressants sur une grande
plage de fréquences (orbites hautes). Il possede également des comportements moins intéressants
(orbites basses) coexistant sur cette plage de fréquences. Il en va de méme pour le générateur
linéaire avec butoirs qui possede une raideur non linéaire par morceaux (lors de chaque rebond
sur les butoirs). Enfin le générateur frequency-up représenté sur la Figure 1.15 et le générateur
3D permettent de récupérer de 1’énergie vibratoire dans toutes les directions a I'aide d’un design
conférant a la masse un maximum de degrés de liberté. Dans le cas du générateur frequency-up
représenté sur la Figure 1.15, la masse est d’ailleurs totalement libre (absence d’un quelconque
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Figure 1.14 — Ezemples de générateurs non linéaires bistables. De gauche d droite : [{1], [42], [43].
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Figure 1.15 — Ezemples d’autres générateurs inertiels non liénaires. De gauche a droite puis de haut en bas :

[44], [45], [46], [47], [48], [49].

systéme raidissant) et vient régulierement percuter les convertisseurs piézoélectriques placés sur
les parois.

En conclusion, il existe de multiples fagons de convertir I’énergie vibratoire d’'une source
en énergie électrique. En étant directement placés sur le chemin de contraintes de la source,
les générateurs a déformation directe offrent une solution qui ne dépend pas du point de fonc-
tionnement de cette derniére (amplitude et fréquence). Cependant, leur implémentation, leur
maintenance, et leur mobilité posent probleme. Ils nécessitent plusieurs points d’ancrage sur la
source afin d’assurer le couplage mécanique. Pour répondre a cette problématique, la commu-
nauté s’est intéressée aux générateurs inertiels qui ne demandent qu’un seul point d’ancrage
facilitant ainsi leur implémentation. Parmi eux, les générateurs linéaires proposent une den-
sité de puissance intéressante mais ne sont efficaces qu’a leur fréquence de résonance. Pour des
sources de vibrations fluctuantes (quelques Hertz suffisent), la puissance moyenne récupérée par
ces générateurs s’effondre rapidement. La communauté a par conséquent mis en avant des géné-
rateurs capables de récupérer de I'énergie sur une plus grande bande passante : les générateurs
inertiels non linéaires. Ces derniers ont cependant un inconvénient : plusieurs comportements
périodiques différents peuvent étre stabilisés sur la plage de fréquences utile (le passage de 1'un
a l'autre peut s’obtenir en imposant une perturbation extérieure). Certains comportements
sont intéressants pour la récupération d’énergie (les orbites hautes) et d’autres non (les orbites
basses). Le challenge proposé par ces générateurs non linéaires est donc de pouvoir atteindre
les orbites hautes a chaque fois que cela est possible.

Le générateur choisi dans cette étude est le générateur inertiel non linéaire bistable. Il a été
choisi pour sa facilité d’implémentation (un seul point d’ancrage sur la source) et pour la plage
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Chapitre 1. Introduction

de fréquences utile qu'il propose (la plus prometteuse a I’heure actuelle). Il a notamment été
préféré aux générateurs "exotiques' présentés en Figure 1.15 pour avoir déja fait ses preuves en
terme de performances. L’attention sera ici plus précisément portée sur le générateur bistable

réalisé a 1’aide d’une poutre flambée (sans aimants) pour des raisons d’intégrabilité (probléma-
tique du support en matériau paramagnétique avec les aimants)

1.4 Acteurs principaux dans I’étude des générateurs bistables

La Figure 1.16 présente, a I’heure actuelle, les acteurs principaux dans I’étude des généra-
teurs bistables pour la récupération d’énergie vibratoire. Cette figure est basée sur le nombre
de publications lues durant cette these. Elle n’est donc pas exhaustive mais donne une idée des
équipes et universités travaillant sur le sujet. Chaque université est représentée par un point sur
la carte dont la taille dépend du nombre de publications lues provenant de cette université. Au
dela de deux publications, le nom de 'université en question est affiché sur la carte ainsi que
le nom des auteurs apparaissant le plus sur ces publications. Chaque université s’est distinguée
par I’étude d’une thématique particuliere des générateurs bistables (bien qu’en réalité, elles

, L ers
)
étudient toutes plusieurs thématiques en paralléle). Chaque université est donc associée a sa

thématique préférentielle a 1'aide du code couleur des points sur la carte

Bade
INSTITUT

Lallart ormosa | 22 | UNIVERSITE sH: VESTFOLD RNGEN
H Q et INSA R SAVOIE e UN IT
on ! (o]

Premiéres études (1970 - 2005)
L MONT BLANC “H> ”,ERGSE X ;',91"'9-1 Etudes comportementales (2005-2017)
e / ' Plaques bistables
Harne T Excitation paramétrique
vabln UNIVERSITY OF e ) _ Bruit blanc
Thota MICHIGAN i . Saut d'orbite
eta - . 4
s . -9 ()
e s
“"“-Hq_‘ . _ _.o=:_' a .
PURDUE - % > ) s
. .
et al. NIVERSITY o ,/”',.’ \ g Y
s /"_ \ | )
Inman ".‘ e 7 *’ rgéax ﬁ)t ? .
| e XI'AN JIAOTONG UNIVERSITY :‘ .
y \ ‘I"- .
Masana \ \
Daqaq ( [ 1\‘- \\ ) I'w,l
adrﬂur!\UEHSIIY- '.‘\ ",
et al. \ \
a ) \ p
Sta \
@ > 5papiers Moo '

® 2-5papiers FIOIMES

Figure 1.16 — Acteurs principaux dans I’étude des générateurs bistables pour la récupération d’énergie vibratoire
(basé sur le nombre de publications étudiées durant cetle thése)
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Cette these s’inscrit dans la continuité des travaux menés d’'une part a I'INSA de Lyon par le

laboratoire LGEF avec une composante principale axée sur les circuits d’interface AC-DC non
linéaire pour la récupération d’énergie vibratoire [50-52] et d’autre part a I'Université Savoie-
Mont-Blanc par le laboratoire SYMME avec une composante principale axée sur les générateurs
inertiels non linéaires [53-55]. Ces laboratoires ont cependant tous les deux des activités liées a
ces deux aspects de la récupération d’énergie vibratoire (électronique d’interface et mécanique
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non linéaire) : [56, 57] (LGEF), [35, 58] (SYMME).

1.5 Présentation du plan de cette these

Les travaux présentés dans ce manuscrit concernent l'utilisation des générateurs bistables
et sont articulés en quatre chapitres. Le premier présente une étude analytique des différents
comportements en régime permanent du générateur bistable soumis a une excitation sinusoi-
dale d’amplitude constante (résolution par la méthode de la balance harmonique et étude de
la stabilité aux petites perturbations). Ce chapitre met en évidence des comportements non
étudiés précédemment pour la récupération d’énergie : les comportements sous-harmoniques
pour lesquels la masse oscille & une fréquence plus basse que la fréquence d’excitation (n fois
plus basse pour l'orbite sous-harmonique n). L’étude théorique de ces comportements est com-
plétée par un nouveau critére présenté au chapitre suivant : la robustesse de stabilité. Ce critere
définit la stabilité des comportements du générateur bistable lorsque ces derniers sont soumis
a des perturbations plus grandes que celles prises en compte dans 1’étude de la stabilité aux
petites perturbations. Ces perturbations peuvent, en conditions réelles, provenir de la source
non parfaite ou peuvent représenter la non-perfection du générateur dans sa conception réelle.
La robustesse de stabilité est définie par I'impulsion minimale nécessaire pour déstabiliser le
comportement considéré. Plus la robustesse de stabilité d’'un comportement est grand, plus il
est difficile de le déstabiliser. Ce critére permet une analyse théorique plus pertinente de la
réponse fréquentielle proposée par le générateur bistable. Ces travaux s’attardent ensuite sur
une des problématiques principales de ces générateurs : les comportements intéressants pour la
récupération d’énergie ne sont pas les seuls a pouvoir étre stabilisés sur la plage de fréquences
utile. Le chapitre suivant étudie donc différentes stratégies permettant de passer efficacement
d’un comportement offrant une faible puissance récupérée (orbite basse) a& un comportement
offrant une forte puissance récupérée (orbite haute). Ces stratégies de saut d’orbite consistent
a jouer directement sur les parametres principaux du générateur bistable (raideur, flambement,
etc.) a des instants bien particuliers. Enfin le dernier chapitre se concentre sur le circuit d’inter-
face AC-DC entre le générateur et la charge permettant d’alimenter cette derniere a une tension
continue (contrainte posée par une grande partie des applications visées). Ce chapitre détaille
notamment 'influence de ce type de circuits sur les différents comportements du générateur en
incluant le critere de robustesse de stabilité développé pendant cette these.
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comportements sous-harmoniques

Ce chapitre détaille l’étude théorique et expérimentale des différents comportements d’un
générateur bistable soumis a une excitation sinusoidale d’amplitude constante. Un modéle ma-
thématique non linéaire est présenté puis résolu analytiquement a [’aide de la méthode de la
balance harmonique. Chaque solution de ce modéle représente un comportement possible du
générateur bistable en régime permanent dont la stabilité sera caractérisée par une étude aux
petites perturbations. Contrairement au générateur linéaire, une des particularités du générateur
bistable réside dans le fait que plusieurs comportements peuvent coexister sur une méme plage
de fréquences. Lorsque que l’excitation se trouve sur une de ces plages, le générateur bistable
pourra se stabiliser sur l'un ou ['autre de ces comportements en régime permanent. Il pourra
également changer de comportement s’il est soumis a une perturbation extérieure. L’étude pré-
sentée dans ce chapitre révele de nouveaur comportements intéressants pour la récupération
d’énergie : les comportements sous-harmoniques pour lesquels la masse oscille a une fréquence
inférieure a celle de [’excitation. Ces comportements n’ont jusqu’a maintenant pas recu beau-
coup d’attention pour la récupération d’énergie car la technique commune de caractérisation
des générateurs bistables (balayage fréquentiel) ne permet pas de les atteindre. N’ayant encore
jamais €té exploités, ils pourraient cependant permettre au générateur bistable d’agrandir sa
bande passante en proposant de nouvelles plages de fréquences sur lesquelles une récupération
efficace est envisageable.
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Chapitre 2. Agrandir la bande passante avec les comportements sous-harmoniques

2.1 Prototype 1 : mise en équation du générateur bistable électro-
magnétique

Le systeme étudié dans ce chapitre est un générateur bistable composé de deux éléments
distincts : un oscillateur bistable présenté en Figure 2.1 et un élément permettant la conversion
d’énergie mécanique en énergie électrique. Ce dernier est constitué d’'un aimant lié a la masse,
couplé a une bobine liée au support. Cette solution permet ainsi de convertir I’énergie mécanique
disponible dans le systeme en énergie électrique.

NN\
S

Support Supp Support

Figure 2.1 — Schéma du principe et de la modélisation mathématique de oscillateur bistable (ici représenté
dans une de ses deux positions d’équilibre).

Dans cette étude, 'oscillateur bistable est réalisé a partir d’'une poutre et d’'une masse M
située en son centre. La poutre est encastrée au support par ses deux extrémités. La position de
la masse par rapport au support est noté x. Une précontrainte de compression est appliquée a
cette poutre (selon I’axe horizontal) jusqu’a obtenir son flambement. Le systéme masse/poutre
devient alors bistable : la masse peut occuper deux positions stables distinctes, notées £z,
de part et d’autre de ’axe horizontal. La précontrainte menant au flambement est maintenue
constante tout le long de l'expérience afin d’assurer la bistablité de 'oscillateur. Le modele
mathématique a constantes localisées associé a ce systeme est détaillé en Figure 2.1. Dans
ce modele, la masse est liée au support par deux ressorts de raideur k£ et des liaisons pivots
supposées parfaites. L’amortissement p que subit la masse est considéré comme proportionnel
a sa vitesse (donc majoritairement 1ié aux frottements de I'air a vitesse modérée). La longueur
L définit la distance entre le centre de la masse et le support lorsque x = 0. L'effet de la
gravité est négligée (le systéeme pouvant étre disposé a ’horizontale). Le support est soumis a
une accélération sinusoidale de pulsation w et d’amplitude constante A représentant la source
de vibration a convertir en énergie électrique. L’équation mécanique suivante régit alors le
comportement de cet oscillateur bistable :

M (i + Acos(wt)) = —2k <\/ x4+ L2 — ol + LQ) m — ux (2.1)

= —2k (1 — \/7%) T — Ut (2.2)

Le coefficient de flambement de I'oscillateur bistable est défini par le rapport entre la position
d’équilibre de la masse z( et la longueur L. Plus le coefficient de flambement est faible, plus
la force nécessaire pour que la masse passe d’une position d’équilibre a I'autre est faible. Dans
la suite de cette étude le coefficient de flambement est choisi faible devant 1 afin de faciliter
I’apparition de comportements pour lesquels la masse oscille d’une position d’équilibre a 'autre
pour des accélérations représentatives d’applications réelles (quelques m.s™? pour un moteur
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électrique typique). Avec cette hypothése, il est possible d’approcher 'Equation (2.2) par :

e s teoom (1 (14 28) (1= 22) o (£)) et 29
(o (2)) e 2

L’équation mécanique régissant le comportement de 'oscillateur bistable pour un faible coeffi-
cient de flambement est donc une équation de Duffing [59] :

2 2
i+ % (ig - 1) x+ ga; = —Acos(wt) (2.5)
Avec :

_ T |2k

AT (2.6)
ToV 2k M
Q = f
i

Il s’agit de la loi la plus utilisée dans la littérature pour décrire le comportement théorique de
l'oscillateur bistable dans le cadre de la récupération d’énergie vibratoire (voir les reviews de
Pellegrini et al. [60], de Harne et al. [20] ou de Dagaq et al. [19]).

Pour de petites oscillations de la masse autour d'une des positions d’équilibre (x = z¢+ Az
avec Azr << xy), 'Equation (2.5) devient linéarisable selon :

. 2 [(Ax? 4 2A 2 ~
Az + 0 ( vt 23::1:0 T _ 1) (xo + Az) + NNe=—A cos(wt) (2.7)
2 x§ Q
= Az + wiAz + OgAx + o0 (Az) = —Acos(wt) (2.8)

Ainsi wy et @ représentent la pulsation naturelle et le facteur de qualité mécanique de 1'os-
cillateur linéaire équivalent obtenu pour de petites oscillations de 1'oscillateur bistable autour
d’une de ses positions d’équilibre [54]. Afin de mieux visualiser la particularité de l'oscillateur
bistable, la Figure 2.2 présente l'allure de I’énergie potentielle de la masse en fonction de sa
position et la compare a celle d'un oscillateur linéaire. L’influence des parametres wy et zg y
est également illustrée. La masse du systeme oscillant peut ici étre vue comme une bille se dé-
placant sur les courbes d’énergie potentielle. La vitesse et la position de la bille correspondent
a la vitesse et a la position de la masse. L’excitation est, elle, prise en compte en bougeant ces
courbes de droite a gauche avec la méme amplitude (en déplacement) et la méme fréquence.
Les deux positions d’équilibre de I'oscillateur bistable correspondent aux deux puits formés par
les courbes d’énergie potentielle. Plus la barriere d’énergie potentielle centrale est faible, plus il
sera facile de faire passer la bille d’une position stable a I'autre. Pour une excitation donnée, la
bille peut soit rester confinée dans un des deux puits (comportement intra-puits ou orbite basse)
soit passer alternativement d’un puits a 'autre (comportement inter-puits ou orbite haute).

Afin de réaliser un générateur capable d’alimenter en énergie électrique un systeéme isolé,
il convient d’ajouter a l'oscillateur bistable un convertisseur électromécanique afin de pouvoir
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! T 1II
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Energie potentielle de la masse
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Figure 2.2 — Influence de la pulsation naturelle wy et de la position stable xq sur l’énergie potentielle de la
masse pour un oscillateur linéaire et pour un oscillateur bistable.

convertir une partie de I’énergie mécanique de la masse en énergie électrique. Pour le premier
prototype expérimental de cette these, nous avons choisi d’utiliser un convertisseur électroma-
gnétique composé d'un couple aimant-bobine. L’aimant est placé sur la masse tandis que la
bobine est fixée au support. Lors de l'oscillation de la masse, le mouvement de l'aimant dans
la bobine assure ainsi la conversion d’énergie mécanique en énergie électrique. Dans un premier
temps, afin de pouvoir valider le modéle mathématique en cours de construction, toute ’énergie
électrique convertie est simplement dissipée par effet Joule dans une résistance connectée a la
bobine. L’équation générale régissant le comportement du générateur bistable est donc mainte-
nant composée de deux parties : la partie mécanique, régie par 'Equation (2.5) a laquelle vient
s’ajouter 'influence du convertisseur électromagnétique, et la partie électrique régie par la loi

de Kirchhoff :

2 /.2
. owp (T wo. [
T (N P oIy
&+ <x% > x T+ cos(wt) 2.9)

RI = Bi —ry I — Lol

Avec R la résistance connectée a la bobine et I le courant la traversant. Le terme 3 représente le
facteur de force électromagnétique équivalent du couple aimant-bobine comme défini par Arroyo

et al. [26]. Le module de I'impédance de la bobine est donnée par I'expression /1% + (wLg)?
ou Ly correspond a son inductance et r; a sa résistance interne. Pour la bande de fréquence
considérée dans cette étude (20-200 Hz), le terme inductif (wLg)? est négligeable devant le terme
résistif 72 (& titre d’exemple, la bobine utilisée pour réaliser le prototype expérimental a une
inductance de 5 mH et une résistance interne de 18 €2 donnant un terme inductif maximal de
39 Q2 4 200 Hz et un terme résistif de 324 Q?). Ainsi, dans la suite de cette étude, I'impédance
de la bobine est considérée comme purement résistive. L’équation régissant le comportement
du générateur bistable devient donc :

. wp 2P wo B -
T+ > (35(2) - 1) x + (Q + NM) & = —Acos(wt) (2.10)

L’effet du convertisseur électromagnétique est donc équivalent a un amortissement venant

s’ajouter a I'amortissement mécanique (lui-méme causé principalement par les frottements de
lair sur la masse - assertion vérifiée plus tard en Section 2.8) [61]. L’énergie mécanique convertie
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en énergie électrique par le générateur bistable est alors équivalente a 1’énergie dissipée dans
cet amortissement électromagnétique :

t 52
o R+rp

Energie convertie = @2 dt (2.11)

Les parametres du modeéle mathématique caractérisant le générateur bistable sont récapitulés
dans le Tableau 2.1. Les valeurs correspondent a celles du premier prototype de cette these.
L’identification de ces valeurs est détaillée lors de la présentation des résultats expérimentaux de
ce chapitre. La valeur de la résistance R connectée a la bobine a été choisie égale a la valeur de
la résistance interne r;, de la bobine afin d’optimiser ’énergie maximale convertie (adaptation
d’impédance).

La section suivante aura pour but de résoudre ’'Equation (2.10) régissant le comportement
du générateur bistable afin d’étudier son comportement en régime permanent, et ce en fonction
de la fréquence d’excitation.

2.2 Reésolution numérique

L’Equation (2.10) régissant le comportement du générateur bistable est une équation non
linéaire. Cette équation admet une ou plusieurs solutions en régime permanent pour une méme
excitation. Dans le cas ou plusieurs solutions existent, elles se distinguent par leurs conditions
initiales (position et vitesse de la masse a instant ¢ = 0). Ceci signifie que, pour une exci-
tation donnée, plusieurs comportements différents sont possibles en régime permanent pour
le générateur bistable. Chacun d’entre eux est atteignable aprés une phase transitoire pour
des conditions initiales de la masse particulieres. Les Figures 2.3(a) et 2.3(b) illustrent cette
particularité & P’aide d’une résolution numérique de I'Equation (2.10) (méthode Runge Kutta
4) pour deux conditions initiales différentes. Les deux comportements en régime permanent
atteints sont effectivement différents. Il est également possible de passer de I'un a 'autre de
ces comportements en appliquant une perturbation a la masse comme le montre I’exemple pré-
senté en Figure 2.3(c). Cette perturbation est en effet synonyme de changement des conditions
initiales. Pour tous les exemples présentés en Figure 2.3, les valeurs utilisées pour les diffé-
rents parametres sont celles détaillées dans le Tableau 2.1. L’excitation est une accélération
sinusoidale d’amplitude 5 m.s~2 et de fréquence 70 Hz.

Table 2.1 — Paramétres du générateur bistable : prototype 1.

Parameétre Symbole Valeur Unité
Positions stables +xq 40,29 mm
Masse inertielle M 30 g
Pulsation naturelle wo 229 rad.s™!
Facteur de qualité mécanique Q 113 -
Amplitude de 'excitation A 5 m.s?
Fréquence de l'excitation w 20 — 200 Hz
Facteur de force électromagnétique 0,5 N.A™!
Résistance interne de la bobine L 18 Q
Résistance de charge R 18 Q
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Figure 2.3 — Signauz temporels numériques montrant différents comportements possibles du générateur bistable
en régime permanent pour une méme excitation (5 m.s~2 a 70 Hz).

Une étude numérique résolvant 'Equation (2.10) pour différentes conditions initiales a per-
mis d’isoler quelques comportements possibles a titre d’exemple (sélectionnés sur une plage
de fréquences d’excitation allant de 20 a 200 Hz). Dans cette étude, les valeurs utilisées pour
les différents parametres sont également celles du Tableau 2.1. Certains de ces comportements
coexistent sur des plages de fréquences données, d’autres non. Pour chacun des comportements
atteints, la Figure 2.4 présente un signal temporel et plusieurs portraits de phase (vitesse de
la masse en fonction de sa position) a différentes fréquences d’excitation. Chaque portrait de
phase est complété avec sa section de Poincaré (points noirs représentant les instants ou la
position du support atteint un maximum).

En Figure 2.4(a), la masse oscille autour d’une position d’équilibre et ne franchit pas la po-
sition & = 0 ce qui correspond a une orbite basse (comportement intra-puits). En Figure 2.4(b),
la masse oscille d'une position d’équilibre a 'autre (en passant régulierement par la position
x = 0) ce qui correspond a une orbite haute (comportement inter-puits). En particulier, 'orbite
harmonique 1 est atteinte lorsque la masse oscille a la méme fréquence que 'excitation comme
c’est le cas pour les comportements détaillés en Figure 2.4(a) (orbite basse harmonique 1) et
Figure 2.4(b) (orbite haute harmonique 1).

Ces deux comportements sont bien connus dans le milieu de la récupération d’énergie pour la
raison suivante : pour chacun d’eux, il est possible de trouver une plage de fréquences sur laquelle
ils sont seuls a exister. Par conséquent, ils sont donc rapidement visibles car automatiquement
atteints lorsque 'excitation passe par une de ces plages de fréquences. Les deux comportements
harmonique 1 sont les seuls a présenter ce type de particularité.

En faisant varier les conditions initiales, il est cependant possible d’atteindre d’autres or-
bites. En particulier les orbites sous-harmoniques pour lesquels la masse oscille a une fréquence
plus faible que I'excitation (pour I'orbite sous-harmonique n, la masse oscille a une fréquence n
fois plus faible que la fréquence d’excitation). Les orbites hautes sous-harmoniques 2 a 5 sont
présentées en Figure 2.4(c) a (d). Bien que les orbites basses sous-harmoniques existent, elles ne

24



Chapitre 2. Agrandir la bande passante avec les comportements sous-harmoniques

Orbite basse harmonique 1 Orbite haute harmonique 1
; :
coaff o I
(=}
Q L -] £ -To V
g o & g o VUVVVVVY
=2 0,05 Masse > 0,05] —— Masse
_wi’gﬂ L Temps (s) Excitation —Zowo Temps (s) | ___ Excitation
;
0 Position D Position
nw, OTbite haute sous-harmonique 2 Orbite haute sous-harmonique 3
2 [() Y WY WY W = 2 A—A—A
2 .jg 0 Q }é OZLWXY%
7] _z n -~
g o SV V VY £ AV ARV ARV
= 0 0,05 —— Masse > 0,03 | —— Masse
Zowp Temps (s) —— Excitation Temps (s) | Excitation
-2 S ! ]
2 2 0 %o Position Position
Orbite haute sous-harmonique 4 Orbite haute sous-harmonique 5
ToWo (e) o a0 —A\ N o 20 A N
4 2 £
g £ 0 [ 7 0
3 ch -Zo % 00-1 )
2 0F \Y \Y/ 8 A4 T
= 0,03 Masse S 0,03 | —— Masse
Zowo Temps (s) | — Excitation Temps (s) Excitation
774 L ‘ i ) — N e
% 0 T Position Position

Figure 2.4 — Portraits de phase, sections de Poincaré (points noirs) et signauz temporels numériques de
différents comportements en régime permanent du générateur bistable.

sont pas illustrées car elles sont peu intéressantes pour la récupération d’énergie a cause de leur
faible amplitude d’oscillation. De méme, les orbites hautes sous-harmoniques d’ordre supérieur
a b existent mais présentent des amplitudes plus faibles que les orbites présentées (I’amplitude
des orbites sous-harmoniques diminue avec leur ordre).

2.3 Les comportements sous-harmoniques dans la littérature

Ces comportements sous-harmoniques ont déja été présentés dans des travaux purement
mécaniques portant sur I'étude systématique des systémes oscillants non linéaires [62-65]. Ils
ne proposent cependant pas d’application réelle pour ces comportements et se contentent de les
mettre en lumiere. Des travaux portant sur la récupération d’énergie vibratoire ont également
noté leur présence lors de 1’étude de générateurs non linéaires notamment ceux de Arrieta et
al. [66] ainsi que ceux de Syta et al. [67]. Ces études ne se focalisent cependant pas sur ces
comportements et les considerent comme de simples curiosités.

Les comportements sous-harmoniques n’ont donc jusqu’a présent pas regu beaucoup d’at-
tention dans la communauté liée a la récupération d’énergie. La raison pourrait étre liée a
la méthode communément utilisée pour obtenir la réponse fréquentielle des générateurs bis-
tables et plus largement des générateurs non linéaires : la méthode du balayage fréquentiel.
Pour obtenir tous les comportements en régime permanent du générateur en fonction de la
fréquence d’excitation, cette méthode consiste a imposer une excitation sinusoidale d’ampli-
tude constante et a faire varier sa fréquence de maniere lente et continue sur toute la plage
de fréquences étudiée, d’abord en montant puis en descendant. Si la plage de fréquences d’un
comportement est entierement incluse dans celle d'un autre, alors il n’apparaitra pas avec la
méthode du balayage fréquentiel. Pour avoir une chance de 'atteindre, il faut se placer sur
sa plage de fréquences et appliquer une perturbation au générateur (c’est-a-dire, changer ses
conditions initiales contrairement & ce que propose la méthode du balayage fréquentiel). Toutes
les orbites sous-harmoniques présentent ce type de singularité : leur plage de fréquences est
toujours entierement incluse dans celle de I'orbite haute harmonique 1 ou dans celle de I'orbite
basse harmonique 1. Ainsi, ces comportements ne sont pas visibles avec un balayage fréquentiel
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qui ne révele que les comportements atteignables automatiquement (donc existant seuls sur
une partie de leur plage de fréquences) a savoir les deux orbites harmonique 1. Ceci explique
sans doute le peu de considération qu’ont recu les comportements sous-harmoniques pour la
récupération d’énergie.

Comme les orbites sous-harmoniques apparaissent a des fréquences particulieres, ils pour-
raient cependant avoir un impact positif sur la bande passante globale des générateurs bistables
en proposant de nouvelles plages de fréquences sur lesquelles une orbite haute existe pour la
récupération d’énergie. L’étude analytique et I’étude expérimentale qui suivent ont pour but
d’évaluer la pertinence de ces comportements pour la récupération d’énergie vibratoire. Ces
études constituent la premiere originalité de cette these.

2.4 Reésolution analytique

Ces orbites s’avéreraient énergétiquement intéressantes sous deux conditions : premierement,
I’énergie récupérée lorsque le générateur bistable se trouve sur une des ces orbites doit étre de
méme ordre de grandeur que celle récupérée sur l'orbite haute harmonique 1. Deuxiémement,
leurs plages de fréquences doivent permettre d’agrandir la bande passante globale du générateur
sur laquelle une orbite haute existe. Une étude analytique des comportements du générateur
bistable en régime permanent est menée dans cette section afin d’évaluer ces deux conditions.

Cas général

La suite présente donc la méthodologie utilisée pour résoudre analytiquement 1’Equation (2.10)
régissant le comportement des générateurs bistables dans le but d’isoler leurs comportements
sous-harmoniques en régime permanent et d’évaluer leur pertinence pour la récupération d’éner-
gie. Trois hypotheses ont été faites : (i) le générateur bistable est en régime permanent pério-
dique; (ii) la réponse est approchable par une série de Fourier tronquée a 'ordre N ; (iii) le
comportement étudié est supposé étre l'orbite sous-harmonique n. La réponse recherchée est
donc composée d'un terme périodique prépondérant w/n (avec w, la pulsation de l'excitation)
suivie de ses harmoniques kw/n avec k variant de 2 & N ainsi que d’un terme constant corres-
pondant au déplacement moyen de 'orbite. La réponse recherchée, solution de 'Equation (2.10),
est donc de la forme :

x(t) = ap + i {ak cos (k::t) + by sin (k:j;t)} (2.12)

k=1

Ou ag représente la moyenne temporelle du déplacement de 'orbite considérée. Si ag est nul,
alors la solution est une orbite haute. Si ag est proche de xg ou —xg, alors la solution est une
orbite basse. Comme la réponse recherchée est en régime permanent, les 2N + 1 inconnues
(ag, ay, b) , k € [1,N] sont indépendantes du temps. L'Equation (2.12) est introduite dans
I’Equation (2.10) régissant le comportement du générateur bistable pour donner I’expression
présentée en Equation (2.13).
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Le terme au cube est développé a l'aide de la formule du multinome de Newton. Tous les
produits de sinus et cosinus ainsi que tous les termes sinus ou cosinus élevés a un certain
exposant sont ensuite développés pour aboutir & la formule détaillée par I'Equation (2.14). A
noter que la constante by est une constante artificielle qui a été ajoutée dans 'Equation (2.14)
afin d’en simplifier la notation. Cette constante est nulle (by = 0). A noter également que la
deuxieme somme apparaissant dans cette formule se fait sur toutes les combinaisons possibles
des trois variables (i, k, s), chacune prise dans I’ensemble des entiers naturels allant de 0 a N.
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Les termes qui composent I'Equation (2.14) représentent les différentes forces périodiques qui
agissent sur la masse. L’équation décrit quant & elle la fagon dont elles s’équilibrent. La forme de
la réponse recherchée en régime permanent décrite par I’Equation (2.12) est une série de Fourier
tronquée dont les termes harmoniques supérieurs & Nw/n sont considérés comme négligeables
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devant les autres termes. De la méme facon, les termes de force présents dans ’Equation (2.14)
dont la pulsation excede Nw/n sont aussi considérés comme négligeables devant les autres
termes. Seuls 2N + 1 termes de force restent finalement dans I'Equation (2.14) : un terme
constant, N termes sinus dont la pulsation varie de w/n & Nw/n et N termes cosinus dont la
pulsation varie de w/n & Nw/n. La méthode de la balance harmonique est alors utilisée : les
2N + 1 termes restant ont tous des pulsations et/ou des phases différentes et leur somme est
nulle, ainsi chacun d’eux est considéré comme nul. Cette méthode aboutit a un systeme non
linéaire soluble de 2N + 1 équations et 2N + 1 inconnues.

Pour un générateur donné défini par les parametres (M, xq,wq, @, 3,71, R) et pour une
excitation donnée A cos(wt), ce systeme d’équations admet une ou plusieurs solutions réelles
du fait de sa non linéarité. Chaque solution représente un comportement sous-harmonique n
possible pour le générateur bistable en régime permanent. Ces derniers sont donc définis par
un jeu unique de 2N + 1 constantes (as, ask, bsi) avec k € [1, N| vérifiant :

zs(t) = ag + iv: {ask cos (k:t) + by, sin <k:t>} (2.15)

k=1

Ou x, représente la position de la masse au cours du temps pour le comportement sous-
harmonique n considéré et ou le jeu de constante (ay, ask, bsi) avec k € [1, N] est une solution
approchée de I'Equation (2.14) par la méthode de la balance harmonique.

Pour obtenir la réponse fréquentielle du générateur bistable détaillant tous les comporte-
ments sous-harmoniques possibles en régime permanent, 'Equation (2.10) est résolue de cette
maniere pour plusieurs fréquences d’excitation et pour plusieurs valeurs de n. Du fait de ces
résolutions successives et de la non linéarité du systeme d’équations a résoudre, plusieurs com-
portements pourront ainsi étre trouvés (et donc pourront coexister) sur la méme plage de
fréquences. Il s’agit ici d'une propriété caractéristique des générateurs régis par une loi de com-
portement non linéaire. Le générateur adoptera alors I'un ou 'autre de ces comportements en
régime permanent en fonction des conditions initiales (position et vitesse de la masse). A noter
qu’il sera également possible de passer d’un comportement a ’autre en régime permanent en
appliquant une perturbation au générateur (ce qui revient a changer ses conditions initiales).

Validation avec I’étude classique du comportement harmonique 1

Afin de valider le cas général, prenons ’exemple bien connu de I’étude du comportement
harmonique 1 (n = 1) du générateur bistable. Pour cette étude la réponse recherchée en régime
permanent peut étre modélisée pour une série de Fourier du premier ordre (N = 1) :

Tharmonique_1(t) = @ + a1 cos (wt) + by sin (wt) (2.16)

Des exemples de signaux temporels du comportement harmonique 1 et de leur décomposition
en série de Fourier, tous issus de I’étude numérique, sont présentés en Figure 2.5 afin de justifier
cette hypothese.

La réponse recherchée est introduite dans I’équation régissant le comportement du géné-
rateur bistable pour donner I'expression détaillée en Equation (2.14) avec (n, N) = (1,1). La
deuxieme somme de cette formule se fait sur toutes les combinaisons possibles des trois variables
(i, k, s), chacune prise dans I'ensemble {0, 1}, soit 2* = 8 combinaisons possibles. En regroupant
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les termes de méme pulsation, il vient :
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La série de Fourier représentant la réponse recherchée est tronquée a la premiere harmonique.
Ainsi, toutes les pulsations supérieures a w sont considérées comme négligeables. De la méme
maniére, tous les termes de force de I'Equation (2.17) dont la pulsation est supérieure a w
sont négligés ne laissant que trois termes : un terme constant et deux termes de pulsation
w. La méthode de la balance harmonique est alors appliquée : chacun de ces trois termes
est considéré comme nul. Cette méthode donne donc un systéme non linéaire soluble de trois
inconnues (ag, ay,b1) et trois équations détaillées en Equation (2.18).
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Figure 2.5 — Ezxemples de signauz temporels du comportement harmonique 1 et de leur décomposition en série
de Fourier (étude numérique)
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Ce systeme étant non linéaire, il peut admettre plusieurs solutions réelles. Chacune d’entre elles
correspond a un comportement harmonique 1 possible de générateur bistable en régime per-
manent & la pulsation d’excitation w. A noter que tous ces comportements possibles peuvent
étre séparés en deux grandes catégories : les orbites hautes (pour lesquelles ag = 0) et les
orbites basses (pour lesquelles ay # 0). Ce systéme est résolu pour différentes pulsations
d’excitation afin d’obtenir la réponse fréquentielle du générateur bistable décrivant tous les
comportements harmonique 1 possibles en régime permanent en fonction de la fréquence d’ex-
citation. La réponse fréquentielle complete du générateur bistable incluant les comportements
sous-harmoniques est obtenue en procédant de la méme maniere pour différentes valeurs de n.

2.5 Stabilité aux petites perturbations

La section précédente a permis de résoudre analytiquement 1'Equation (2.10) régissant le
comportement du générateur bistable afin d’isoler tous les comportements sous-harmoniques
possibles en régime permanent en fonction de la fréquence d’excitation (certains d’entre eux
pouvant coexister sur la méme plage de fréquences). Chaque comportement solution de 'Equa-
tion (2.10) est noté x, dont I'expression est décrite par 'Equation (2.15). Une étude de stabilité
aux petites perturbations est alors menée pour chacun de ces comportements. La méthode
détaillée dans cette section est une méthode communément utilisée dans toute étude portant
sur les équations différentielles [68]. Dans la suite, les vecteurs seront soulignés une fois et les
matrices deux fois.

L’idée générale de cette analyse consiste a ajouter une petite impulsion aux différents com-
portements du générateur bistable et d’étudier I’évolution de la réponse au cours du temps.
La réponse a cette impulsion notée x est décomposée en deux termes : la solution en régime
permanent étudiée z, et une composante z, appelée perturbation, engendrée par I'impulsion.
A tout instant, la perturbation est considérée comme négligeable devant la solution en régime
permanent xy :

{:U(t) = z,(t) + 2(t) (2.19)

2] << [lzs()]]

Si z tend vers 0, la solution x, est stable aux petites perturbations. Si z tend vers l'infini,
la solution est instable aux petites perturbations (donc non atteignable en conditions réelles).
L’impulsion initiale (introduite a l'instant ¢ = ¢y) est modélisée par des conditions initiales non

nulles de la perturbation z :
. . o Z(to) 0
impulsion = (Z(t0)> # (0) (2.20)
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L'Equation (2.19) est introduite dans I'Equation (2.10) régissant le comportement du générateur
bistable puis linéarisée par rapport a z (petit devant zy) pour donner 1’équation différentielle
suivante, régissant le comportement de la perturbation :

@2) = |« _ ?"(‘)’33:3(25)2 W 152) (jgg) (2.21)

= (3) =0 (57) (222)

Avec M(t) une matrice carrée 2 x 2, a coefficients dans R, connue a chaque instant ¢. Cette
matrice est périodique de période T' = 27n/w (x5 est un comportement sous-harmonique n). La
matrice résolvante R(t,t,) de I'Equation (2.22) est alors introduite. Par définition, elle donne
la relation entre la perturbation a l'instant ¢ et la perturbation initiale a I'instant % :

OR
Z(t) = R(t,to) Z.(to) avec ot Bt (bto) = MDE( o) (2.23)
<Z(t>> - <Z ) R(t+T.to +T) = R(t, o)

La matrice résolvante est une matrice carrée 2 x 2, a coefficients dans R, qui peut étre numé-
riquement calculée & chaque instant ¢. En effet, en intégrant numériquement 'Equation (2.22)
de tp a t & deux reprises, il est possible de remonter a R(t,ty). Pour ce faire, les deux intégra-
tions numériques doivent partir de deux conditions initiales de la perturbation égales aux deux
vecteurs de la base orthonormée de R? :

<z1 (t0)> _ (1) intégration numérique de <21( ))

Z1(to) 0) viquation (2.22) de ot \21(t) B zl(t)> (zg(t)ﬂ

(260) - (0] et (00} - mew = |(30) (260)] e
Z5(to) 1) Viquation (2.22) de to at \22(t)

Ainsi, la matrice résolvante est calculable en chaque instant. Il est & noter que cette matrice
détermine entierement la convergence ou la divergence de la perturbation quel que soit 1'im-
pulsion initiale. L’étude de stabilité de la solution en régime permanent x, est donc ramenée a
I’étude de convergence de la matrice résolvante R(t, o).

t
t

La matrice M(t) est une matrice périodique de période 7" donc la théorie de Floquet s’ap-
plique [69]. Ainsi, il existe deux matrices carrées 2 x 2 a coefficients dans R, I'une indépendante
du temps B et l'autre 27" périodique Q(t,to) telles que :

R(t,to) = Q(t, to)e” (mto)B (2.25)

La matrice B est a coefficients dans R, elle admet donc exactement deux valeurs propres
complexes (A1, A2). Ces valeurs propres sont elles aussi indépendantes du temps. Il existe donc
une matrice de passage P inversible et indépendante du temps telle que :

1 €_>\1(t_t0) 0
ﬁ(tvtO) Q(t tO) 0 €_>\2(t_t0) £ (226)
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Comme la matrice Q(t, o) est périodique dans le temps et comme la matrice P est indépendante

du temps, alors la convergence de la matrice résolvante (donc la stabilité de la solution en régime
permanent) est entierement définie par les valeurs propres de B :

Re()\l) >0

Re(As) > 0 (2.27)

T, stable & {

I1 ne reste plus qu’a déterminer la matrice B afin de pouvoir calculer ses valeurs propres. Pour ce
faire, il est important de constater que la matrice B est directement liée a la matrice résolvante
évaluéeent = 2T et to =0 :

R(2T,0) = Q2T 0)e "2 (2.28)
= Q(0,0)e'2 (2.29)
= ME (2.30)

Or la matrice R(2T,0) est, elle, numériquement calculable en suivant I'Equation (2.24). Cette
matrice R(27,0) a coefficients dans R admet deux valeurs propres complexes (1, 52) qui sont
par conséquent directement liées aux valeurs propres (A1, A2) de la matrice B :

_ 2\
{Bl - (2.31)
L —

Ainsi, la stabilité de la solution en régime permanent se trouve déterminée par le module des
valeurs propres de la matrice R(27,0) :

1Bl <1

Gl < 1 (2.32)

s stable & {

En conclusion, la stabilité aux petites perturbations de la solution en régime permanent x,
est déterminée par le module des valeurs propres (01, 52) de la matrice résolvante (définie par
IEquation (2.23)) évaluée en (t = 2Tty = 0). Cette matrice R(2T,0) est calculée grace a
deux intégrations numériques de ’'Equation (2.22) dont les valeurs initiales correspondent aux
vecteurs de la base orthonormée de R? (voir Equation (2.24)). La solution x, est alors stable
aux petites perturbations si et seulement si |51] et |s| sont tous les deux inférieurs a 1.

2.6 Reésultats théoriques

L’étude théorique présentée jusqu’ici consiste donc a trouver une solution approchée de
I’équation régissant le comportement des générateurs bistables a 1’aide de la balance harmo-
nique pour isoler tous les comportements sous-harmoniques possibles en régime permanent et ce
en fonction de la fréquence d’excitation. La stabilité de ces comportements aux petites pertur-
bations est ensuite définie en leur injectant une petite perturbation et en analysant 1’évolution
du terme lié a cette perturbation au cours du temps (convergent ou divergent). Dans le cas
ou cette perturbation diverge, le comportement en régime permanent sera qualifié donc non
atteignable physiquement.
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La suite présente les résultats théoriques obtenus en appliquant cette méthode. Les valeurs
utilisées pour les différents parametres sont celles détaillées dans le Tableau 2.1. Elles corres-
pondent au premier prototype réalisé pendant cette these qui sera présenté dans la section
expérimentale qui suit. Les différents systémes d’équations non linéaires ont été résolus a 'aide
du logiciel Matlab et plus particulierement a ’aide de la fonction Isqnonlin. La série de Fourier
utilisée pour décrire la réponse en régime permanent des différents comportements recherchés
a été tronquée a l'ordre N = 6. Pour justifier cette hypothese, la Figure 2.6 présente des
exemples de décomposition en série de Fourier des différents comportements recherchés (étude
numérique). Il est intéressant de noter sur cette figure que les orbites hautes sous-harmoniques
d’ordre impair (1, 3 et 5) sont composées uniquement d’harmoniques impaires de la fonda-
mentale et d’'une composante continue faible. Les orbites hautes sous-harmoniques d’ordre pair
(2 et 4) sont quant a elles composées de toutes les harmoniques de la fondamentale et d’une
composante continue non négligeable.

La Figure 2.7 présente trois réponses fréquentielles différentes afin de décrire les compor-
tements possibles en régime permanent du générateur. La premiere réponse fréquentielle, Fi-
gure 2.7(a), montre 'amplitude d’oscillation de chaque comportement (différence entre la po-
sition maximale et la position minimale de la masse divisée par deux). La seconde montre la
phase du déplacement de 'excitation quand la position de la masse atteint un maximum. La
troisieme détaille la puissance moyenne convertie dans la résistance R connectée au convertis-
seur d’énergie électromagnétique. La valeur de cette résistance a été choisie égale a la résistance
interne de la bobine afin de maximiser le transfert d’énergie par adaptation d’impédance. Sur
cette derniere figure, seuls les comportements stables (physiquement atteignables) ont été re-
présentés.

Afin de simplifier le raisonnement, la phase du déplacement de I’excitation quand la position
de la masse atteint un maximum est calculée dans la suite en considérant que l'expression du
déplacement de la masse peut étre approchée par sa composante harmonique fondamentale.
Pour étre plus précis, I’hypothése consiste a dire que I'instant ou la position de la masse atteint
un maximum est le méme que l'instant ou la composante fondamentale du déplacement de la
masse atteint un maximum. Cette hypothese est illustrée en Figure 2.8 sur quelques exemples.

Orbite basse harmonique 1 Orbite haute harmonique 1
= 10*-?; T p—y i = 10*;@ ; O p—y 14
= 10~ — i = 10 _ ]
_q‘; 105 Support 3 § 10-5 Support ]
£ 10 1 £ 10° 1
2 1077 2 1077 ’\ |
E 10 5 10 :
0 =60 h2 h3 h4 b5 6 K7  Freq (Hz) 0 f=60 h2 h3 h4 k5 K6 K7 Freq (Hz)
Orbite haute sous-harmonique 2 Orbite haute sous-harmonique 3
/é\ 10 jf i FL] R p— ' /é\ 10 3? i xq e \ |
< 18’55 — Support| - 2 sE — Support]
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2 10771 1 = ]
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Figure 2.6 — Exemple de décompositions en série de Fourier des différents comportements recherchés (étude
numérique). En abscisse, "f" désigne la composante fondamentale et "h" désigne les différentes harmoniques.
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Cette phase est calculée de la maniere suivante. La composante fondamentale du déplacement
de la masse s’écrit :

w . w
xfondamentale(t) = aj COos <t> + bl Sin <t>
n n

—b
=/a? + b} cos <Zt + w> avec 1) =tan”! <1> +m (sia; <0) (2.33)

a1

Soit t; I'instant ou la masse atteint un maximum :

[Phase du déplacement de la masse en ¢;] = gt1 +1¢ =0 mod[27] (2.34)
n
=t = —¢ﬁ mod [27?”] (2.35)
w w
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Figure 2.7 — Spectres analytiques du générateur bistable pour une excitation d’amplitude 5 m.s=2 : (a) amplitude

des différents comportements (b) phase du déplacement de l’excitation quand la position de la masse atteint un
maximum (c) puissance moyenne récupérée sur les comportements stables.
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L’excitation est une accélération monochromatique d’amplitude constante A cos(wt). Le dépla-
cement de lexcitation est donc de la forme A/w?cos(wt + 7). La phase du déplacement de
I'excitation quand la position de la masse atteint un maximum (en t;) s’écrit donc :

[Phase du déplacement de I'excitation en ¢;] = wt; +7 mod[27]
=-—nY+71 mod[27] (2.36)

La Figure 2.7(b) détaille la valeur de cette phase pour chaque comportement. Si cette phase
vaut zéro, alors le déplacement de 'excitation atteint un maximum quand la position de la
masse atteint un maximum. Si cette phase vaut 7, alors le déplacement de 'excitation atteint
un minimum quand la position de la masse atteint un maximum. Il est important d’appuyer ici
sur le fait que la phase calculée est celle du déplacement de I'excitation lorsque la position de la
masse atteint un maximum. Cette phase est généralement positive : le déplacement du support
est en avance par rapport au déplacement de la masse. Cette maniére de caractériser la relation
entre le mouvement de la masse et celui de I’excitation est peu commune puisque habituellement
la phase calculée est celle du déplacement de la masse quand le déplacement de l'excitation
atteint un maximum. Elle aura néanmoins un avantage pour I’étude des comportements sous-
harmoniques comme discuté ci-apres.

Les réponses fréquentielles présentées ici sont bien plus riches en comportements que celles
habituellement présentées dans la littérature. Sept comportements différents sont visibles sur la
Figure 2.7(a) : cinq orbites hautes pour lesquelles 'amplitude est supérieure a z et deux orbites
basses pour lesquelles I'amplitude est inférieure a xy. La valeurs moyenne dans le temps des
orbites hautes vaut zéro (ou bien est proche de zéro pour les orbites hautes sous-harmonique
d’ordre pair). La valeur moyenne dans le temps des orbites basses est proche de xy ou de
—x¢. Elles ne sont pas représentées sur ces réponses fréquentielles car elles n’apportent pas
d’information supplémentaire (les orbites hautes et basses sont déja différentiables par leur
amplitude).

Les cinq orbites hautes de la Figure 2.7(a) vont de 'harmonique 1 & la sous-harmonique 5.
Bien que les orbites hautes sous-harmoniques existent au dela de 'ordre 5, elles n’ont pas été
représentées ici car la puissance récupérée qui leur est associée est trop faible (’amplitude
d’oscillation de la masse des orbites hautes sous-harmoniques diminue avec leur ordre).

Les deux orbites basses représentées sont I'harmonique 1 et la sous-harmonique 2. Ces
orbites sont évidemment peu intéressantes pour la récupération d’énergie. Elles sont cependant
présentées afin de connaitre les plages de fréquences sur lesquelles les orbites hautes ne sont pas
automatiquement atteintes. Sur ces plages de fréquences, le générateur bistable pourra donc se

Orbite basse harmonique 1 Orbite haute harmonique 1 Orbite haute sous-harmonique 3
A
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Figure 2.8 — Différence entre le signal du déplacement de la masse (polychromatique) et le signal de sa
composante harmonique fondamentale (étude analytique). L’orbite basse et orbite haute harmonique 1 sont
excitées a 60 Hz. L’orbite haute sous-harmonique 3 est excitée a 100 Hz.
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stabiliser en régime permanent soit sur une orbite haute soit sur une orbite basse en fonction
des conditions initiales. Les orbites basses sous-harmoniques d’ordre supérieur a 2 existent
mais ont toutes une plage de fréquences incluse dans celle de I'orbite basse harmonique 1. Elles
n’apportent donc pas d’information supplémentaire et ne sont pas présentées en Figure 2.7(a).
Pour rappel, la Figure 2.4 présentée plus tot détaille un signal temporel et plusieurs portraits
de phase obtenus numériquement pour chacun des comportements présentés ici.

Il est a noter que seulement deux comportements existent seuls sur une certaine plage
de fréquences : I'orbite haute harmonique 1 et I'orbite basse harmonique 1. Ce sont donc les
seuls comportements qui apparaissent automatiquement sur la plage de fréquences étudiée.
Pour atteindre les autres comportements sur leur plage de fréquences respective, il faudra alors
forcer le générateur bistable a changer d’orbite en changeant ses conditions initiales (en lui
appliquant une perturbation extérieure par exemple).

La Figure 2.7(b) révele quant a elle une caractéristique intéressante des orbites hautes
stables du générateur bistable. La phase du déplacement de ’excitation quand la position de la
masse atteint un maximum croit de maniere monotone sur toute leur plage de fréquences. De
plus, cette phase commence systématiquement a 0 et finit systématiquement a 7/2 pour les or-
bites hautes sous-harmoniques d’ordre impair et 7/4 pour les orbites hautes sous-harmoniques
d’ordre pair. Il est donc possible de se servir de ce critere pour définir les limites de la plage de
fréquences théorique de chaque orbite haute : la limite inférieure sera dorénavant définie comme
la fréquence pour laquelle la phase vaut 0 tandis que la limite supérieure (communément ap-
pelée la fréquence de coupure) sera dorénavant définie comme la fréquence pour laquelle la
phase vaut 7/2 pour les sous-harmoniques impairs et 7/4 pour les sous-harmoniques pairs. En
conditions expérimentales, lorsque le générateur bistable se stabilise en régime permanent sur
un certain comportement, ce critére permet de déterminer si le générateur se trouve proche du
début ou de la fin de la plage de fréquences théorique de ce comportement. Cette particularité
a déja été rapportée dans les travaux de Harne et al. pour les comportements harmonique 1
[70]. Elle est ici étendue aux comportements sous-harmoniques du générateur bistable. Si la
phase avait été définie de maniére plus classique (en calculant la phase du déplacement de la
masse quand la position de I'excitation atteint un maximum plutét que l'inverse comme ici),
chaque comportement sous-harmonique d’ordre impair aurait eu une fréquence de coupure dé-
finie par une phase de 7/2n et chaque comportement sous-harmonique d’ordre pair aurait eu
une fréquence de coupure définie par une phase de 7/4n (n étant 'ordre du comportement sous-
harmonique considéré). Le fait de définir la phase différemment dans cette étude permet d’avoir
un critere unique pour la fréquence de coupure de tous les comportements sous-harmoniques
d’ordre impair (7/2) et un critére unique pour la fréquence de coupure de tous les compor-
tements sous-harmoniques d’ordre pair (7/4). Il est a noter que, pour les sous-harmoniques
d’ordre pair, le déplacement de la masse comporte une composante continue (voir Figure 2.6).
La phase du déplacement de I'excitation donne ainsi des résultats différents que I’on prenne un
maximum ou un minimum du déplacement de la masse. Pour nos représentations, nous avons
systématiquement choisi la solution qui est comprise entre 0 et 7/2.

La Figure 2.7(c) présente la puissance moyenne récupérée sur chacun des comportements
du générateur bistable. Il est a noter qu'une partie de 'orbite haute sous-harmonique 3 n’est
pas incluse dans la plage de fréquences de 'orbite haute harmonique 1 (de 160 Hz a 170 Hz).
L’utilisation de cette orbite sous-harmonique 3 permettrait donc d’agrandir légerement la bande
passante du générateur bistable. Cependant, la puissance moyenne récupérée sur cette derniere
(avec un maximum de 416 W) est relativement faible comparée a celle récupérable sur Iorbite
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harmonique 1 (avec un maximum de 17 mW) diminuant, a priori, la pertinence de ce compor-
tement sous-harmonique 3 pour la récupération d’énergie d'un point de vue théorique en ne
considérant que le critere de stabilité aux petites perturbations.

2.7 Validation expérimentale

Banc d’essai et identification

La Figure 2.9 montre le premier prototype expérimental de cette these ainsi que le banc de
mesure utilisé. L’oscillateur bistable a été réalisé de la maniere suivante : une masse composée
de trois cubes en laiton vient pincer deux lamelles paralléles en acier ressort. Ces lamelles sont
ensuite fixées a deux modules en aluminium eux-méme liés au support. L’'un de ces deux mo-
dules peut se translater par rapport au support alors que 'autre est fixe. Une vis micrométrique
permet de pousser ce module mobile dans la direction du module fixe afin de faire flamber les
deux lamelles d’acier pour obtenir un oscillateur bistable. Lors de cette expérience, les deux mo-
dules en aluminium ont été rapprochés de 1,5 pm menant a des positions stables de £0, 29 mm.
Ainsi, le coefficient de flambement de l'oscillateur bistable, défini par le rapport entre la po-
sition stable x et la longueur des lamelles d’acier, est maintenu petit devant 1 (environ 1 %)
afin de pouvoir accéder aux orbites hautes pour des niveaux d’accélération accessibles pendant
'expérience (ici 5 m.s™2) et représentatifs des niveaux d’accélération présents en conditions
réelles. De plus, ce faible niveau de flambement confirme la validité de ’équation mécanique
de Duffing utilisée en Equation (2.5) pour modéliser I'oscillateur bistable. L utilisation de deux
lamelles d’acier plutot qu'une a, quant a elle, permis d’enlever un degré de liberté non désirable
a la masse (rotation selon I’axe passant par les deux modules en aluminium). Deux aimants ont
ensuite été placés de part et d’autre de la masse afin de conserver la symétrie du systéeme. L'un
d’eux est couplé a une bobine elle-méme connectée a une résistance pour former le convertisseur

électromagnétique. Les dimensions et caractéristiques de tous ces éléments sont détaillées dans
le Tableau 2.2.

24| Y

Vibrometre @88
| laser différentiel | [AREAY - |
. R Vis micrométrique
- I J

Figure 2.9 — Prototype 1 : générateur bistable électromagnétique réalisé d partir de deux poutres flambées (d
laide d’une vis micrométrique) et placé sur un pot vibrant assurant une accélération sinusoidale d’amplitude
constante.
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Table 2.2 — Dimensions du prototype 1.

Elément Valeur Unité
Masse inertielle (trois cubes en laiton et deux aimants) 30 g
Cube en laiton (1) 10 x 10 x 10 mm?
Lamelle d’acier (1) 28 x 10 x 0,1 mm?
Rapprochement des deux modules (pour le flambement) 1,5 pm
Positions stables 40,29 mm

Le prototype a été monté sur un pot vibrant commandé par une boucle d’asservissement
afin de lui imposer une accélération sinusoidale d’amplitude constante de 5 m.s~2. La position
de la masse et la position du support ont été mesurées a l'aide de deux vibrometres laser.
L’étude expérimentale a été conduite de fagon a explorer la totalité des plages de fréquences
de chaque comportement du générateur bistable visible sur le spectre théorique présenté en
Figure 2.7. La méthodologie suivante a été employée : (i) la fréquence d’excitation est fixée de
manieére & étre dans la plage de fréquences théorique du comportement souhaité, puis (ii) des
impulsions de tension carrées de 5 ms et d’amplitude allant de 10 V a 50 V sont envoyées sur
la bobine afin de générer des impulsions de force sur la masse. Ces perturbations extérieures
reviennent a changer les conditions initiales de la masse et sont donc susceptibles de créer des
changements de comportement du générateur bistable en régime permanent. Ces impulsions
sont ponctuellement envoyées sur la bobine jusqu’a obtenir le comportement souhaité. (iii)
Une fois celui-ci atteint, la fréquence d’excitation est lentement augmentée ou diminuée sans
changement brusque afin de ne pas déstabiliser ce comportement et permettre ainsi d’explorer
toute sa plage de fréquences. Pour ce faire, le changement de fréquence est effectué en assurant
la continuité de 'accélération et de ses dérivées dans le temps. Les limites expérimentales de
la plage de fréquences du comportement étudié sont atteintes lorsque le changement lent et
sans a coup de la fréquence d’excitation induit malgré tout un changement de comportement
du générateur bistable en régime permanent. (iv) A chaque nouveau régime permanent atteint,
les données suivantes sont prélevées pendant 5 secondes : position relative de la masse par
rapport au support (a l'aide du vibrometre laser), phase du déplacement de l'excitation quand
la position de la masse atteint un maximum (& 'aide du vibrometre laser) et puissance moyenne
récupérée (a l'aide de la mesure de la tension efficace aux bornes de la résistance connectée a la
bobine). Le schéma Simulink utilisé lors de cette étude expérimentale est détaillé en Annexe,
Figure A.1.

L’identification des parameétres du modele théorique présenté en Equation (2.10) a ensuite
été réalisée pour ce premier prototype. Le résultat de cette identification correpond aux valeurs
présentées lors de ’étude théorique de ce chapitre et sont rappelées dans le Tableau 2.3. La
masse dynamique M a été considérée comme étant égale a la masse des trois cubes en laiton
et des deux aimants (la masse des lamelles d’acier est négligée). La valeur des positions stables
+x0 a été mesurée a l’aide du vibrometre laser. La pulsation naturelle wy a été mesurée en sou-
mettant le générateur bistable a une excitation sinusoidale d’amplitude constante la plus faible
possible (environ 0.1 m.s~2). Dans ces conditions le générateur bistable se comporte comme un
oscillateur linéaire dont la pulsation naturelle est égale & wy comme le montre 'Equation (2.8)
[54]. Le facteur de qualité ) influe, quant & lui, principalement sur la phase du déplacement de
I’excitation quand la position de la masse atteint un maximum. Ainsi, ce parametre a été ajusté
afin que la mesure expérimentale de cette phase corresponde avec le modele théorique pour un
point du spectre particulier : le point limite supérieur expérimental de la plage fréquentielle de
l'orbite haute sous-harmonique 3 (7/4 a 163 Hz).
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Table 2.3 — Paramétres du générateur bistable : prototype 1.

Parameétre Symbole Valeur Unité
Positions stables +x0 +0, 29 mm
Masse inertielle M 30 g
Pulsation naturelle wo 229 rad.s™!
Facteur de qualité mécanique Q 113 -
Amplitude de 'excitation A 5 m.s?2
Fréquence de l'excitation w 20 — 200 Hz
Facteur de force électromagnétique B8 0,5 N.A-!
Résistance interne de la bobine L 18 Q
Résistance de charge R 18 Q

Résultats et discussion

La Figure 2.11 présente toutes les orbites hautes atteintes et stabilisées expérimentalement
et les compare aux résultats analytiques tirés du modele mathématique développé précédem-
ment. Seules trois orbites hautes ont été atteintes et ont pu étre maintenues dans le temps
expérimentalement (au moins 30 secondes) : I'orbite haute harmonique 1, I'orbite haute sous-
harmonique 3 et I'orbite haute sous-harmonique 5. Les orbites hautes sous-harmoniques d’ordre
pair n’ont pas pu étre maintenues dans le temps. La Figure 2.10 présente quant a elle, pour
chaque comportement expérimental atteint, une mesure du signal temporel et des mesures de
portraits de phase a différentes fréquences ainsi que leur section de Poincaré respective (points
noirs représentant les instants ou la position du support atteint un maximum). Ces mesures
sont comparées aux résultats numériques dérivés du modele théorique.

Le modele théorique et les résultats expérimentaux concordent pour tous les points qui ont
pu étre atteints expérimentalement. Les amplitudes des différents comportements expérimen-
taux correspondent au modele. Il en va de méme pour la phase du déplacement de ’excitation
quand la position de la masse atteint un maximum et pour la puissance moyenne récupérée. Par
contre, certains points théoriques n’ont pas pu étre atteints lors de cette expérience. Les plages
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Figure 2.10 — Portraits de phase, sections de Poincaré (points noirs) et signaux temporels des comporte-
ments expérimentaux (colonne de gauche) observés en régime permanent avec le prototype 1 et comparés auz
comportements obtenus numériquement (colonne de droite) d l'aide du modéle théorique.
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de fréquences expérimentales des différents comportements sont systématiquement plus courtes
que celles prédites par le modele. La mesure de phase confirme que les différents comportements
expérimentaux n’atteignent pas leur fréquence de coupure théorique. Les phases mesurées sont
systématiquement inférieures a la limite théorique de 7 /2. Bien que cette différence de plage de
fréquences soit acceptable pour l'orbite haute sous-harmonique 5 (écart relatif de 22 % entre le
modele et 'expérience qui affichent des plages de fréquences respectives de 50 Hz et 39 Hz), et
pour lorbite haute sous-harmonique 3 (écart relatif de 22 % entre le modele et 'expérience qui
affichent des plages de fréquences respectives de 128 Hz et 100 Hz), cette différence atteint des
valeurs rédhibitoires pour I'orbite haute harmonique 1 (écart relatif de 72 % entre le modele et
I'expérience qui affichent des plages de fréquences respectives de 143 Hz et 40 Hz).

Il y a donc deux points qui s’opposent ici au sujet de la pertinence du modele théorique :
(i) les orbites atteintes durant l’expérience ont toutes les caractéristiques prédites par le mo-
dele théorique (amplitude, phase et puissance récupérée) mais (ii) leur plage de fréquences ne
correspond qu’en partie avec ce dernier. Cette différence entre modele et expérience semble
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Figure 2.11 — Spectres analytiques et expérimentaux des orbites hautes et stables du générateur bistable pour
une excitation d’amplitude 5 m.s=2 : (a) amplitude (b) phase du déplacement de ’excitation quand la position
de la masse atteint un mazimum (c) puissance moyenne récupérée.

40
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s’accroitre pour les comportements de forte amplitude. Elle remet en question 1’élaboration du
modele mathématique utilisé pour obtenir ces résultats théoriques. La section suivante a pour
but d’évaluer la pertinence de ce modele en analysant ses hypotheses les plus fortes.

2.8 Validité du modeéle mathématique

Les différences observées entre les plages de fréquences théoriques et expérimentales pour-
raient potentiellement étre imputables & un modele mathématique trop simpliste. Cette section
explore l'influence de trois hypothéses fortes faites pour construire ce modele mathématique.
(i) Le facteur de qualité (ou 'amortissement linéaire) du générateur bistable est ajusté afin que
la mesure expérimentale de la phase corresponde avec le modele théorique pour un point du
spectre particulier (fréquence de coupure expérimentale du comportement sous-harmonique 3 :
7/4 a 163 Hz). (ii) La force d’amortissement est considérée comme proportionnelle a la vitesse
de la masse (amortissement linéaire) donc principalement causée par les frottements de la masse
dans lair. Les autres formes d’amortissement non linéaires sont négligées. (iii) Les oscillations
de la masse restent faibles devant la grandeur L. La raideur du générateur bistable s’écrit donc
sous la forme d’un polynéme impair de degré trois (équation de Duffing [59]).

Méthodes d’identification de ’amortissement linéaire

Dans la littérature relative a la récupération d’énergie, les études théoriques et expérimen-
tales des générateurs bistables n’aboutissent pas aux écarts observés en Figure 2.11. Ces études,
qui se concentrent sur le comportement harmonique 1, affichent une bonne correspondance entre
modele théorique (identique a celui développé ici) et résultats expérimentaux. Il est a noter que
ces différentes études ne présentent pas la phase du déplacement de I'excitation quand la po-
sition de la masse atteint un maximum. Nous pensons que la différence entre nos résultats et
ceux présents dans la littérature pourrait étre liée a la méthode d’identification du facteur de
qualité du générateur bistable qui varie d’une étude a l'autre (et qui n’est d’ailleurs pas tou-
jours explicite). Plus précisément, nous pensons que cette différence pourrait s’expliquer par la
méthode employée pour l'identification de ’amortissement mécanique p du systeme oscillant
bistable.

Dans cette these, I'amortissement mécanique du générateur bistable est supposé linéaire
donc directement proportionnel a la vitesse de la masse. Cette modélisation, la plus répandue
dans la littérature [19, 20, 60], revient a dire que ce dernier est principalement causé par les
frottements de la masse dans ’air a faible vitesse.

Trois méthodes différentes d’identification de cet amortissement sont utilisées dans la litté-
rature. Méthode 1 : 'amortissement est directement mesuré sur le prototype expérimental. Pour
ce faire, ce dernier est soumis a une excitation faible afin qu’il se comporte comme un oscillateur
linéaire (voir Equation (2.8)). L’amortissement est alors mesuré a travers le facteur de qualité
de cet oscillateur linéaire équivalent, défini comme étant le rapport de sa fréquence propre par
la largeur de bande a —3 dB de son pic de résonance. Cette méthode est celle qui est le plus
utlisée dans la littérature [43, 71-74]. Méthode 2 : L’amortissement est ajusté de maniere a ce
que la fréquence de coupure théorique de ’orbite haute harmonique 1 corresponde a celle obser-
vée expérimentalement. En effet augmenter 'amortissement revient a diminuer la fréquence de
coupure théorique de chaque comportement (et vice versa) [75]. Méthode 3 : L’amortissement
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est ajusté de maniere a ce que la phase du déplacement de I'excitation théorique quand la posi-
tion de la masse atteint un maximum corresponde a celle observée expérimentalement. En effet
cette derniere est directement affectée par 'amortissement mécanique : plus 'amortissement
est grand, plus la fréquence de coupure théorique des différents comportements est faible, plus
leur phase croit rapidement jusqu’a sa valeur limite atteinte a la fréquence de coupure théo-
rique (7/2 pour les comportements sous-harmoniques impairs et /4 pour les comportements
sous-harmoniques pairs). Cette méthode a été mise en place et utilisée dans nos publications
[76, 77] ainsi que dans cette these. Plus particulierement, le facteur de qualité du générateur
(directement lié a 'amortissement mécanique) a ici été ajusté afin que la mesure expérimentale
de la phase corresponde avec le modele théorique pour un point du spectre particulier : le point
limite supérieur expérimental de la plage fréquentielle de I'orbite haute sous-harmonique 3 (7 /4
& 163 Hz). Cette méthode aboutit & un amortissement mécanique de 0,06 N.m~'.s (facteur de
qualité de @ = 113).

La Figure 2.12 rappelle les résultats obtenus avec la Méthode 3 (courbes grises) et les com-
pare avec ceux obtenus avec la Méthode 1 (courbes en couleurs). Cette derniere aboutit a un
amortissement mécanique de 0,11 N.m~1.s (facteur de qualité de Q = 60). La Figure 2.13 rap-
pelle également les résultats obtenus avec la Méthode 3 (courbes grises) et les compare avec
ceux obtenus avec la Méthode 2 (courbes en couleurs). Cette derniére aboutit & un amortis-
sement mécanique de 0,45 N.m~'s (facteur de qualité de Q = 15). Pour ces deux figures, la
réponse fréquentielle du générateur bistable est tracée précisant, pour chaque comportement,
I’amplitude et la phase du déplacement de I'excitation quand la position de la masse atteint un
maximum. La puissance récupérée n’a pas été tracée sur ces figures car cette donnée n’apporte
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Figure 2.12 — Comparaison des spectres analytiques et expérimentauzr pour des méthodes d’identification dif-
férentes de l'amortissement mécanique. Les courbes en gris correspondent d la Méthode 3 employée dans cette
these (identification de I’amortissement grace d la phase donnant p = 0,06 N.m~1.s et Q = 113). Les courbes
en couleurs correspondent d la Méthode 1 (mesure directe de ’amortissement donnant p = 0,11 N.m™'.s et

Q=60).
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pas plus d’information que celle donnée par le couple amplitude/phase a propos de la perti-
nence du modele théorique. Les valeurs utilisées pour les différents parametres sont celles du
prototype 1 de cette these, récapitulées dans le Tableau 2.3.

La Méthode 1 d’identification (mesure directe de 'amortissement sur le systéme linéaire
équivalent) présentée en Figure 2.12 ne change pas significativement I"amplitude théorique d’os-
cillation des différents comportements comparée a la Méthode 3 d’identification (ajustement
de 'amortissement a la phase). Seule leur plage de fréquences respective est modifiée. Ainsi, la
fréquence de coupure théorique apparait plus tot pour chacun d’entre eux puisque le facteur de
qualité mesuré est plus bas que celui identifié par la Méthode 3. Ce constat amene le suivant : la
phase du déplacement de 'excitation théorique quand la position de la masse atteint un maxi-
mum est fortement modifiée par le changement de facteur de qualité. Ce changement entraine
une forte décorrélation avec les phases mesurées lors de ’étude expérimentale. Par exemple,
la phase mesurée pour le comportement harmonique 1 a 50 Hz est de 0,027. La Méthode 3
prédisait une phase théorique de 0, 037 1a ou la Méthode 1 prédit une phase théorique de 0, 067.
Contrairement aux résultats théoriques obtenus avec la Méthode 3, ceux obtenus avec la Mé-
thode 1 ne permettent donc pas de prédire de maniere satisfaisante ’allure des comportements
du prototype qui ont pu étre stabilisés lors de I’étude expérimentale. La raison vient peut étre
du fait que 'amortissement est mesuré sur le systéme linéaire équivalent pour une excitation
tres faible devant celle utilisée pour I’étude expérimentale. Pour ce faible niveau d’excitation,
I’amortissement linéaire dii aux frottements de I’air sur la masse n’est peut-étre plus prépondé-
rant devant les autres formes d’amortissement (frottements internes des différents matériaux,
frottements secs, frictions des piéces en mouvement les unes par rapport aux autres, etc...).
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Figure 2.13 — Comparaison des spectres analytiques et expérimentauz pour des méthodes d’identification dif-
férentes de l'amortissement mécanique. Les courbes en gris correspondent a la Méthode 3 employée dans cette
thése (identification de l’amortissement grace d la phase donnant u = 0,06 N.m~'.s et Q = 113). Les courbes
en couleurs correspondent a la Méthode 2 (identification de l’amortissement grice d la fréquence de coupure
expérimentale de ’harmonique 1 donnant = 0,45 N.om~1.s et Q = 15).
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Ceci expliquerait le fait que amortissement mesuré avec la Méthode 1 (1 = 0,11 N.m™1.s)
soit plus grand que celui identifié avec la Méthode 3 (u = 0,06 N.m~'.s) puisqu’il prendrait
en compte des formes d’amortissement négligeables devant les frottements de l'air a plus fort
niveau d’excitation.

Le méme constat peut étre fait pour la Méthode 2 d’identification (ajustement de 'amortis-
sement a la fréquence de coupure expérimentale de ’harmonique 1) présentée en Figure 2.13 :
pour les différents comportements du générateur bistable obtenus expérimentalement, I’am-
plitude d’oscillation prédite par la théorie est proche de celle mesurée mais la phase prédite
différe significativement de la mesure. Pour revenir sur I’exemple pris précédemment, la phase
mesurée pour le comportement harmonique 1 a 50 Hz est de 0,027. La Méthode 3 prédisait
une phase théorique de 0,037 contre 0,267 pour la Méthode 2. Ainsi, contrairement aux ré-
sultats théoriques obtenus avec la Méthode 3, ceux obtenus avec la Méthode 2 ne permettent
pas non plus de prédire de maniere satisfaisante 1’allure des comportements du prototype qui
ont pu étre stabilisés lors de 'étude expérimentale. Cette fois-ci, la raison est sans doute liée
au fait que la Méthode 2 considere que la fréquence de coupure atteinte expérimentalement
correspond a la fréquence de coupure théorique. Cette hypotheése n’est soutenable que si les
différents comportements ne sont définis que par leur amplitude d’oscillation. Avec la phase du
déplacement de 'excitation quand la position de la masse atteint un maximum, la fréquence
de coupure théorique est définie de maniere plus précise pour chaque comportement. Cette
derniére est atteinte pour une phase de 7/2 pour les sous-harmoniques impaires et 7/4 pour les
sous-harmoniques paires. La mesure expérimentale des différentes phases des comportements
du prototype apporte donc une information importante contredisant I’hypothese faite pour la
Méthode 2 : les fréquences de coupure théoriques n’ont pas pu étre atteintes expérimentalement.

En conclusion, seule la Méthode 3 (ajustement de ’amortissement a la phase) permet de pré-
dire de maniere compléte les caractéristiques (amplitude et phase) des différents comportements
atteints expérimentalement. C’est la raison pour laquelle cette méthode a été employée pour les
études expérimentales de cette these. Malgré cette bonne prédiction des comportements atteints
expérimentalement, il persiste encore une différence entre les plages de fréquences théoriques
et expérimentales observées pour chaque comportement.

Prise en compte de ’amortissement non linéaire

Une autre idée pour expliquer les différences observées entre les plages de fréquences théo-
riques et expérimentales consiste a dire que 'amortissement du générateur bistable n’est pas
réductible a un amortissement linéaire. L’amortissement mécanique est en réalité engendré par
deux facteurs : d’une part les frottements de l'air sur la masse et d’autre part les frottements
internes des matériaux en mouvement. Le modele mathématique prenant en compte ces deux
composantes est représenté en Figure 2.14.

Le coefficient p,;, représente 'amortissement proportionnel a la vitesse de la masse causé
par les frottements de l'air (considéré comme prépondérant dans cette these). Le coefficient
a2 Teprésente I'amortissement proportionnel au carré de la vitesse de la masse causé par les
frottements de l'air a plus forte vitesse. Enfin, le coefficient pipaterian représente 'amortissement
causé par les frottements internes des matériaux en mouvement.
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Figure 2.14 — Schéma du principe et de la modélisation mathématique de l’oscillateur bistable prenant en
compte les différents types d’amortissement. L’oscillateur est ici représenté dans une de ses positions d’équilibre.

Les forces d’amortissement s’exercant sur la masse s’écrivent donc :

T
Famortissement = Hair© + Hair2 :t2 + Q,Umatériau - (2 : 37)
—— L

amortissement linéaire N .
amortissement non linéaire

Des études numériques ont été menées afin de reconstituer les réponses fréquentielles théo-
riques du générateur bistable pour chacun de ces amortissements. La méthode utilisée est simi-
laire a la méthode expérimentale développée dans ce chapitre : le comportement du générateur
bistable est perturbé a 'aide d’impulsions de force sur la masse (impulsions carrées de 5 ms de
différentes amplitudes) jusqu’a obtenir le comportement voulu en régime permanent. Sa plage
de fréquences théorique est ensuite explorée en modifiant lentement et de maniere continue la
fréquence d’excitation. Les limites de la plage de fréquences du comportement considéré sont
atteintes lorsque la phase du déplacement de I'excitation vaut 0 quand la position de la masse
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Figure 2.15 — Comparaison des spectres numériques et expérimentaur pour des formes d’amortissement dif-
férentes. Les courbes en gris correspondent a un amortissement linéaire fiq, = 0,06 N.m~t.s* (modéle utilisé
dans cette thése). Les courbes en couleurs correspondent d un amortissement lié d la vitesse de la masse au
carré figye = 0,25 N.m~2.5%.
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atteint un maximum (début de la plage de fréquences théorique) et vaut 7/2 pour les sous-
harmoniques impaires ou 7/4 pour les sous-harmoniques paires (fin de la plage de fréquences
théorique). Comme pour les études précédentes, les valeurs utilisées pour les différents para-
metres sont celles détaillées dans le Tableau 2.3 (parametres du premier prototype de cette
these).

La Figure 2.15 rappelle les résultats obtenus pour un amortissement linéaire ji,;, (courbes
grises) et les compare avec ceux obtenus pour un amortissement non linéaire pi,;2 (amortis-
sement proportionnel au carré de la vitesse de la masse). La Figure 2.16 rappelle également
les résultats obtenus pour un amortissement linéaire pi,;, (courbes grises) et les compare avec
ceux obtenus pour un amortissement non linéaire fiyaérian (amortissement lié aux frottements
internes des matériaux).

Pour ces deux figures, la réponse fréquentielle du générateur bistable est tracée précisant,
pour chaque comportement, 'amplitude et la phase du déplacement de l’excitation quand
la position de la masse atteint un maximum. La puissance récupérée n’a pas été tracée sur
ces figures car cette donnée n’apporte pas plus d’information que celle donnée par le couple
amplitude/phase a propos de la pertinence du modele théorique. Pour chacune de ces études,
le coefficient d’amortissement est ajusté de maniére a ce que la mesure expérimentale de la
phase corresponde avec le modele théorique pour la fréquence de coupure expérimentale du
comportement sous-harmonique 3 (7/4 a 163 Hz). Cette méthode a en effet été jugée comme la
plus pertinente dans la sous-section précédente. Elle donne les coefficients suivants : i, = 0,06
N.m~1s (correspondant au facteur de qualité de Q = 113), pra2 = 0,25 N.m™2.5% et fimatérian =
140 Nm~Ls.
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Figure 2.16 — Comparaison des spectres numériques et expérimentaux pour des formes d’amortissement diffé-
rentes. Les courbes en gris correspondent d un amortissement linéaire piq; = 0,06 N.m~1.s (modéle utilisé dans
cetle thése). Les courbes en couleurs correspondent a un amortissement lié aux frictions internes des matériauz
Hmatérian = 140 N.m™*.s.

46



Chapitre 2. Agrandir la bande passante avec les comportements sous-harmoniques

Le constat est le méme que pour les différentes méthodes d’identification de I'amortissement
linéaire présentées dans la sous-section précédente : les amplitudes des comportements atteints
expérimentalement sont correctement prédites par les trois modélisations de 'amortissement
mais ce n’est pas le cas des phases du déplacement de ’excitation quand la masse atteint un
maximum. L’allure des comportements expérimentaux est donc bien prédite par ces trois mo-
délisations mais leur position par rapport a ’excitation n’est pas toujours bonne. Par exemple,
la phase mesurée pour le comportement harmonique 5 a 130 Hz est de 0, 257. L’amortissem