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Résumeé

Les propriétés mécaniques d’un tricot different drastiquement de celles du fil dont il
est constitué. Par exemple, une étoffe tricotée d’un fil inextensible présente une étonnante
propension a la déformabilité. A Dinstar des systémes mécaniques ot la géométrie joue un
role prépondérant, tels les origamis, la réponse mécanique d’un tricot va étre déterminée
par le chemin imposé au fil. Lors du tricotage, le fil est contraint de se courber et de
former des points de croisement suivant un motif répétitif, figeant de cette maniere sa
topologie. Les trois ingrédients sur lesquels repose la réponse mécanique d’un tricot sont
Iélasticité du fil, sa topologie et le frottement aux contacts. Une sélection des nombreux
phénomenes qui émergent du couplage entre ces ingrédients fait I’'objet de cette these. Pre-
mierement, 'intérét a été porté sur 1’élasticité du tricot. En se basant sur une expérience
de traction d’un tricot-modele, une théorie, qui vise & décrire cette réponse mécanique,
a été construite en tenant compte de la conservation de la topologie, I’énergie de flexion
et 'inextensibilité du fil. Dans un second temps, 'accent est mis sur les fluctuations de
la réponse mécanique. Ces fluctuations ont pour origine la friction du fil qui empéche sa
répartition dans la maille jusqu’a ce qu’un contact glisse brusquement, déclenchant alors
une succession de glissements. La mesure de la réponse en force et du champ de déforma-
tions montrent que ces événements suivent une dynamique d’avalanches. Enfin, I’action
de la topologie et de la métrique du tricot sur sa forme tridimensionnelle, ainsi que la
transition de configuration spontanée de la structure d’un tricot, ont été examinés.

Mots-clés : tricot, élasticité, avalanche, forme, topologie, physique statistique
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Abstract

Knits mechanical properties are fundamentally different from those of its constitutive
yarn. For instance, a fabric knitted with an inextensible yarn demonstrates a surprising
inclination for deformability. Like mechanical systems where geometry plays a prepon-
derant role, such as origami, the mechanical response of knitted fabrics is governed by
the pattern imposed on the yarn. In the process of knitting, the yarn is constrained to
bend and to cross itself following a periodic pattern, anchoring its topology. The three
factors which determine the mechanical response of a knit are the elasticity of the yarn, its
topology, and friction between crossing strands. This thesis explores several phenomena
that arise from the interplay of these factors. First, we focused on the elasticity of a knit.
Working from experimental data, we developed a theory to decipher the mechanical res-
ponse of model knits under traction, taking into account the unaltered topology, bending
energy, and inextensibility of the yarn. Next, we explored fluctuations in the mechani-
cal response of a knit. Those fluctuations originate from yarn-yarn friction, preventing
free yarn redistribution in the stitch until a contact slides and triggers propagative slips.
Measures of the force response and deformation fields reveal that those events follow an
avalanching dynamic, including a power law distribution of their size. Finally, the impact
of topology and metric on knit three-dimensional shapes, along with spontaneous confi-
guration transitions in a knit structure, are studied.

Keywords : Knit, elasticity, avalanche, shape, topology, statistical physics
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Préambule

A T'époque ol j’étais confronté & la question délicate de choisir le laboratoire et le
domaine d’étude de ma future these, le sujet que proposait Frédéric s’est sensiblement
démarqué des autres. En a peine un quart d’heure, il a réussi a me convaincre que le
tricot est bien plus passionnant que ce que j’aurais alors pu imaginer et que ’étude de
sa mécanique constituait un des sujets les plus captivants qu’il m’ait été proposé. Méme
si son argumentaire reposait plus sur une intuition qu'une série de questions bien formu-
lées et précises, le défi et la liberté intellectuelle que cela sous-entendait ont fini par me
convaincre. Avec a la base une formation orientée vers la physique expérimentale et fon-
damentale, j’ai donc commencé ma theése sur le tricot sans avoir la moindre connaissance
pratique ni théorique dans ce domaine.

Je me suis rapidement rendu compte que ma situation était assez épineuse, car si
I’étude du tricot, ou méme des tissus en général, constitue un terrain quasiment vierge
pour la physique fondamentale, c’est surtout un sujet déja intensivement étudié par
d’autres communautés. D’une part, le tricot est un art quasiment millénaire qui a eu
le temps de se raffiner et se diversifier en accumulant une quantité prodigieuse de savoirs
empiriques basés sur la pratique et I’expérimentation. D’autre part, son utilisation indus-
trielle, allant du simple T-shirt au renfort de turbine d’avion, a motivé de nombreuses et
diverses recherches en mécanique et ingénierie. Récemment, le développement de ’anima-
tion 3D a aussi suscité d’important travaux sur la modélisation fine de tricots. Réussir a
soulever des questions originales était donc loin d’étre évident. Dans un premier temps
on s’est donc plus focalisé sur l'originalité de la méthodologie que des questions posées.

Partant de zéro, j’ai simplement commencé par apprendre a tricoter. D’abord aux
aiguilles grace a des tutoriels sur internet et ma grand-mere, puis rapidement sur les ma-
chines manuelles avec Clément Assoun a ’atelier de TENSAD. La démarche classique en
physique fondamentale consiste a simplifier le systéme pour diminuer les ingrédients a
prendre en compte, mais pas de maniere excessive pour que le probleme garde de I'inté-
rét. Dans la veine des études sur les métamatériaux mécaniques, on a donc tricoté jusqu’a
trouver le systéme qui permettait de réduire le probleme aux parameétres qui nous intéres-
saient : élasticité du fil, géométrie de la maille et topologie du point. Fort heureusement
je n’ai pas réussi a me débarrasser du frottement comme j’en avais 'intention au début,
car sinon je serais passé a coté des tremblements de tricot, qui constituent au final une
des parties les plus importantes de ma these. Une fois le bon systéme entre les mains et
les premieres mesures mécaniques effectuées, les premieres questions, avec leurs premiers
éléments de réponse, ont rapidement été identifiés : pourquoi est-ce si facile de défor-
mer un tricot constitué d’un fil inextensible ? Quels sont les mécanismes qui conduisent
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a cette déformation caractéristique? Les éléments de réponse sont contenus dans trois
arguments : le fil se déforme principalement par flexion, il est inextensible et la topo-
logie des mailles est conservée. Ainsi, moins de 6 mois apres le début de ma thése, les
ingrédients principaux ont été identifiés et la méthode mathématique pour résoudre le
probléeme implémentée. Il m’a fallu ensuite prés de 2 ans de travail laborieux pour arriver
a la version publiée. Passer d’un modele qui capture grossierement les effets recherchés a
une théorie qui ne présente plus de coin d’ombres majeurs a été beaucoup plus fastidieux
que je ne m’y attendais. La théorie, en constant dialogue avec les expériences, est passée
par une myriade de versions avant d’aboutir sur celle qui soit mathématiquement rigou-
reuse, qui introduise un nombre minimal de parametres dont on comprend la signification
et surtout, qui fonctionne bien. J’ai heureusement pu compter sur le soutien sans faille
de mes directeurs de theése dans cette démarche.

En parallele, un peu par hasard, j’ai remarqué que le frottement du fil provoquait
un bruit ayant une forme assez particuliere dans la réponse mécanique du tricot. J’ai
aussi eu la chance de travailler entouré de chercheurs en physique statistique, tout en
ayant 'occasion d’assister a des conférences et cours sur ce domaine. En me montrant
I'intérét d’étudier le bruit pour poser de nouvelles questions, j’ai découvert une physique
passionnante et encore en construction. Rentrer dans ce sujet en évitant les écueils est
une tache délicate, mais j’ai aussi eu la chance de recevoir soutiens et conseils précieux
lors de discussions avec des chercheurs de ce domaine. L’étude de ces tremblements de
tricot s’est, en définitive, révélée tres fructueuse et ouvre de nombreuses perspectives.

Enfin, j’ai eu 'occasion de travailler sur des projets annexes avec I'aide de stagiaires,
ayant comme théme commun la forme tridimensionnelle des tricots. Les stages étant courts
et n’ayant pas eu le temps de m’y pencher davantage, les résultats restent assez qualitatifs.
L’interaction entre topologie, géométrie et forme du tricot, avec en plus la volonté de se
rapprocher d’applications potentielles en ajoutant une élasticité activable, m’a finalement
beaucoup servi de support pédagogique pour des présentations expérimentales. Concer-
nant le changement de configuration du Jersey, comme pour le frottement, j’ai d’abord
essayé de m’en débarrasser avant de me rendre compte de la richesse des questions que
ce phénomene apportait. Cette fois-ci, je n’ai malheureusement pas eu le temps de m’y
pencher plus en détail.

Le chemin a été long entre mon premier échantillon, désastreux, tricoté a la main
et Décriture de cette these, mais il s’est révélé incroyablement enrichissant. J’espére que
cette these va vous convaincre que le tricot recele une physique fascinante et que j’y ai au
moins apporté un regard original.
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Introduction

I.L1 Pourquoi le tricot?

Cette premiere partie de lintroduction vise a retracer le cheminement qui fait du
tricot un objet passionnant & étudier du point de vue de la physique fondamentale et a
le replacer dans le cadre d’étude qui a été choisi pour réaliser cette these.

1.1.1 Un métamatériau tricoté

Métamatériau, du grec peTa signifiant "au-dela de", est un terme générique utilisé
pour décrire un matériau qui possede des propriétés qui sortent de 'ordinaire ou qui ne
se retrouvent pas a 1’état naturel. Ces matériaux tirent leurs spécificités, non pas d’une
chimie élaborée, mais plutét d’une structuration de leurs constituants. Cette structura-
tion permet de donner des propriétés inhabituelles ou une fonctionnalité bien spécifique
en partant d’un matériau tout a fait ordinaire. Les métamatériaux sont de ce fait un do-
maine de recherche tres actif car ils présentent des intéréts autant pour des applications
que pour des questions plus fondamentales. D’un point de vue industriel, pour obtenir les
propriétés requises, il est souvent plus économique de structurer un matériau abondant et
bon marché que de faire appel a une chimie complexe et a des éléments rares et précieux.
Cette démarche possede aussi un avantage environnemental en limitant éventuellement
I'usage de composés et procédés polluants. D’un point de vue plus fondamental, 1’étude
des métamatériaux permet de questionner la relation entre les propriétés intrinseques d’un
matériau et sa structure. Un important champ d’investigations des métamatériaux est la
manipulation d’ondes, qu’elles soient électromagnétiques, sonores, hydrodynamiques ou
méme sismiques [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Toutefois, depuis peu, un nouveau domaine d’applica-
tion des métamatériaux connait un essor important : la mécanique. La structuration de
matériaux est utilisée pour leur donner des propriétés mécaniques qui vont a ’encontre
de notre intuition. L’exemple historique est la fabrication de matériaux dits auxetiques
possédant un coefficient de Poisson négatif, c’est-a-dire qui va s’élargir dans une direc-
tion perpendiculaire a laquelle on vient tirer dessus ou inversement, s’affiner lorsqu’on
le compresse [7, 8] (fig. I.1.a). Grace a la répétition de motifs plus ou moins complexes,
les métamatériaux mécaniques parviennent aujourd’hui a obtenir des propriétés de plus
en plus étonnantes, telle qu'une compressibilité négative [9, 10] ou encore la capacité de
transformer un mouvement de compression en rotation [11] (fig. I.1.b). Ces nouveaux ob-
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jets se trouvent a la frontiere entre la science des matériaux et la fabrication de machines
qui permettent de réaliser des fonctions précises [12, 13]. Une autre branche d’étude des
métamatériaux mécaniques vise a comprendre comment un changement de structure seul
peut profondément modifier les propriétés d’un matériau, sans pour autant que ses pro-
priétés soient hors du commun. Un exemple, utilisé depuis longtemps en architecture entre
autres, consiste a fournir une courbure a une surface pour augmenter drastiquement sa
résistance a la déformation. Cette branche a connu un véritable élan avec l'introduction
de concepts venant notamment des origamis, ’art japonais de pliage du papier. En par-
tant d’objets essentiellement bidimensionnels tels qu’une feuille de papier ou de plastique,
I’ajout de singularités tel que les plis permet de modifier considérablement leurs propriétés
mécaniques [14, 15] (fig. I.1.c), mais aussi de confinement, inspirant I'industrie aérospa-
tiale pour le design de panneaux ou voiles solaires [16, 17]. Cette idée s’est rapidement
étendue a d’autres maniéres de structurer une surface par des singularités, telles que par
les coupures [18, 19], inspiré de lart du kirigami japonais, ou de "trous" pour tirer parti
de l'instabilité de flambement par exemple [20, 21] (fig. I.1.d).

C’est a partir de cet état des lieux qu’a germé I’idée sur laquelle s’appuiera ma these :
fabriquer un métamatériau a partir d’'un objet unidimensionnel. Toutefois le choix de
structuration & apporter a ’objet unidimensionnel, que ’on appellera dorénavant fil, est
plus restreint que pour des objets de dimension supérieure. En effet pour une feuille, on
peut apporter des modifications 2D (trous) ou 1D (plis, coupures) sans porter atteinte a
Iintégrité de I'objet. Avec un fil, la moindre coupure ou trou détruit ’objet. Il faut donc
apporter un élément structurant ponctuel. Le pli restant une solution envisageable, on
s’est plutot focalisé sur une structuration qui ne vient pas altérer les propriétés du fil :
I’entrelacs. Faire croiser un fil avec un autre ou lui-méme introduit un élément ponctuel
et purement structurel. Cette démarche particuliere a encore été peu exploitée par la
communauté des métamatériaux, mais la technique en elle-méme est connue et exploitée
depuis tres longtemps et entre en jeu pour fabriquer des textiles, ou méme le nid de
certains oiseaux. Ce travail de these consiste donc a apporter une approche originale a un
matériau connu de tous, le tricot.

1.L1.2 Tricoter n’est pas tisser

Tricoter est loin d’étre la seule maniere de structurer un fil par des entrelacs, cette
section a pour but de justifier pourquoi on a focalisé nos efforts sur le tricot et a fournir
un inventaire non exhaustif des possibilités offertes par cette structuration.

On peut commencer par une technique utilisée par certaines especes du regne animal
pour fabriquer des structures a partir du croisement de fils. Cette technique repose sur
I'entassement d’un nombre important de fils (ou brindilles) dans un désordre local ap-
parent. On retrouve ce genre de structure notamment dans les nids d’oiseaux(fig. 1.2.a),
les fourmilieres, ou encore dans des matériaux artificiels sous 'appellation non-tissés ou
feutres. Ils peuvent méme étre le fruit de processus entierement passifs comme on peut le
voir sur certaines plages avec les aegagropilaes [24]. Ces matériaux sont activement étudiés
aujourd’hui car ils présentent des propriétés remarquables [25], mais le désordre inhérent
et le tres grand nombre de constituants rendent tres difficile la compréhension fine des
mécanismes régissant leur mécanique. L’utilisation la plus courante de cette technique
est sa variante ou la structure finale est aussi un fil. En effet, une grande majorité des
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FIGURE 1.1 — Exemples de métamatériaux mécaniques. a) Représentation schématique
d’une structure auxétique, image extraite de [22]. b) Métamatériau ayant une structure
qui transforme un mouvement de compression en rotation [11]. ¢) Utilisation de motifs
d’origami pour fabriquer des "soufflets” qui peuvent fortement se déformer tout en restant
étanche et permettant le passage d’un liquide a 'intérieur. Ces objets possedent aussi des
propriétés étonnantes de multi-stabilité [23]. d) Programmation d’une réponse mécanique
en jouant sur une structure trouée et l'instabilité de flambement [20].

fils ou cordes que 'on utilise sont constitués de nombreux fils, ou fibres, bien plus petits
(poils d’animaux, fibres végétales, fibres synthétiques...) qui sont structurés pour garder
une tenue mécanique globale.

Une étape de simplification est de rajouter une structure bien ordonnée dans ’arran-
gement des entrelacs. Certains nids d’oiseau présentent cette caractéristique (fig. 1.2.b) et
sont tres similaires a la vannerie, technique de mise en forme d’objets bi ou tridimension-
nels simplement & partir de tiges, c’est-a-dire des fils plutot gros et rigides (fig. 1.2.c). On
appelle cette technique tissage lorsqu’on utilise un fil, ¢’est dire plus mou et fin (fig. 1.2.d).
Ces techniques ont été les premieres a étre mises au point par nos ancétres il y a environ
40000 ans, mais a cause de la nature périssable de leurs constituants, les plus vieilles
pieces de textiles ou vanneries retrouvées sont datées a environ 10000 ans avant notre
ére. La variante la plus basique de tissage est composée de fils paralléles le long d’une
direction appelée trame et d’une deuxieéme série de fils paralleles le long d’une direction
distincte, la chaine. Les tissus présentent une grande résistance mécanique et sont tres
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peu déformables dans les directions de la trame et de la chaine. En faisant varier ’ordre
d’enchevétrement entre la chaine et la trame on obtient différents motifs ou "armures" (la
toile, le satin ou la serge) qui ont des propriétés mécaniques, une apparence visuelle et des
sensations au toucher différentes. On peut encore augmenter la complexité en ajoutant
des fils dans des directions supplémentaires ou en empilant puis reliant différentes couches
de tissu.

Dans les exemples donnés jusqu’a maintenant, les fils restaient essentiellement droits.
Une autre technique d’enchevétrement consiste a faire des nocuds, c’est-a-dire de profiter
de la faible résistance a la flexion des fils pour combiner boucles et croisements d’un ou
plusieurs fils. Les noeuds empéchent en général le glissement du fil, maintenant ainsi la
longueur de fil entre deux croisements (fig. 1.2.e). L utilisation de noeuds pour lier un fil &
quelque chose d’autre a connu un énorme essor grace a la marine, produisant un catalogue
de plusieurs milliers de nceuds possédant tous leurs caractéristiques et usages propres.
Toutefois, une approche physique de la mécanique de ces nceuds n’est que toute récente [206,

, 28, 29]. Pour revenir au textile, l'utilisation de nceuds n’a fait qu'une apparition
relativement tardive (environ 1200 apres Jésus-Christ) avec le développement du macramé
qui consiste & créer des motifs en nouant une série de fils paralleles. La variante avec un
seul fil structuré en une surface ou une forme par des noeuds interconnectés est encore
plus tardive (apparition au XIXeéme siecle) en sa version textile, le crochet, mais est bien
plus ancienne en sa version filet de péche qui suit le méme principe (utilisé depuis plus de
9000 ans). De par la rigidité des nceuds, ces textiles sont trés peu déformables et ont plus
vocation a la création de motifs. De plus, dans ces systemes, les fils sont constamment
en contact les uns avec les autres et forment des structures tridimensionnelles complexes,
rendant la définition d’un croisement ponctuel ambigué.

La derniere catégorie que I'on va évoquer, dont fait partie le tricot, est aussi constituée
de boucles et de croisements comme les noeuds, mais ceux-ci ne sont pas serrés, de sorte que
le fil n’est pas bloqué et les croisements sont clairement définis. Cette spécificité apporte
une plus grande capacité de déformation et par conséquent de plus riches interactions
entre la structure et les propriétés mécaniques [30]. Le tricot dit en trame est constitué
d’un seul fil (fig. 1.2.f) alors que le tricot en chaine est constitué d’autant de fils que de
colonnes. Une variante plus ancienne appelée nalebinding ou "maille Viking" suit aussi les
mémes principes que le tricot. Toutefois le motif est légerement différent et la maniere
de fabriquer le textile met en ceuvre une technique radicalement différente avec un outil
similaire a une aiguille a coudre.

Pour notre approche d’un point de vue de la physique des métamatériaux, on cherche
donc un systéme qui allie une structure facilement identifiable a une déformabilité im-
portante. Pour simplifier davantage le systeme et mettre d’autant plus en avant le réle
de la structure il est préférable de n’avoir qu'un seul constituant (un fil). Enfin, pour la
mise en place d’expériences et la fabrication d’échantillons, il faut que les techniques de
fabrication soient accessibles et la structure aisément modifiable. Toutes ces conditions
sont vérifiées par le tricot en trame, ce qui en fait donc notre objet d’étude pour cette
these.
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FI1GURE 1.2 — Fabriquer un objet & partir d'un ou plusieurs "fils". Les nids d’oiseaux sont
une structure 3D construite a partir d’éléments quasi 1D que sont les brindilles/branches.
Ils peuvent étre assemblés de fagon désordonnée comme chez les cigognes a) (photo par
Sophie Meriotte), ou élaborés suivant un schéma complexe chez ’oiseau jardinier b) (photo
par Graeme Churchard). En fonction de la rigidité et de la structure donnée & un ensemble
de fils, on peut par exemple fabriquer des formes 3D complexes comme en vannerie d)
(image extraite d’une annonce d’initiation a la vannerie) ou une surface comme le tissu
¢) (Photo et fabrication par Amy Gunderson). Imposer un enchainement de croisements
complexes a un fil revient a fabriquer un nceud. e) (Photo et noeud par Nico sur son blog).
Le tricot est un exemple de nceud lache possédant un motif qui vient se répéter f).

1.2 Le tricot au fil de I'Histoire

Cette section présente une courte histoire du tricot, I’évolution de ses usages et en
quoi il est pertinent aujourd’hui de s’y intéresser.

1.2.1 Des débuts tardifs

La spécificité du tricot venant de son motif et non du fil utilisé, son invention ne
peut étre prouvée qu’au moyen de la découverte d’une étoffe suffisamment grande et bien
préservée pour reconnaitre le motif. De plus, les fils étant fait de matériaux facilement
périssables tels que la laine ou le coton, les vestiges archéologiques de tricots restent rares.
Ainsi, le tricot le plus ancien daté & ce jour est une chaussette égyptienne du XIeme siecle
qui présente toutefois des motifs complexes avec des fils de différentes couleurs (fig. 1.3.b).
Cette complexité suggere que le tricot ait été inventé encore plus tot et que les techniques
ailent eu le temps de se perfectionner. Le tricot est donc apparu au Moyen-Orient aux
alentours du Xeéme siécle et vraisemblablement inspiré par le nalebinding, apparu aussi
au Moyen-Orient mais le précédent de plus d’un millénaire (fig. I1.3.a). Nalebinding et


http://www.balades-naturalistes.fr
https://www.flickr.com/photos/graeme/10709024893/in/photostream/
http://mediatheque.borderesetlamensans.over-blog.com/article-atelier-vannerie-38462261.html
http://blog.universalyarn.com/2017/01/11/weaving-fabric-for-moto-jackets/
http://www.nico-matelotage.com/
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tricot partagent une apparence et des propriétés mécaniques tres similaires, mais different
largement dans leur processus de fabrication et donc dans leur structure de base. Le
tricot étant beaucoup plus commode & confectionner, il s’imposera d’abord en Europe
puis dans le reste du monde, alors que le nalebinding ne restera populaire que dans les
pays scandinaves, d’ou son appellation actuelle de "maille Viking".

Le tricot fait son apparition en Europe notamment par I’Espagne ou des rois Chrétiens
embauchent des maitres tricoteurs arabes des le XIIleme siecle. Le tricot va alors se
développer dans toute I’Europe mais restera dans un premier temps un produit de luxe
réservé aux membres de familles royales et au Haut Clergé, avec un usage tirant parti de sa
drapabilité et principalement dédié aux chaussettes et aux gants. L’apparition de Guildes
d’artisans tricoteurs au XVeme siecle (fig. 1.3.c) contribue a propager les techniques de
tricotage et a diversifier son usage, mais aussi a le populariser au moins parmi la noblesse
et la bourgeoisie.

1.2.2 Démocratisation et essors industriel

La premiére machine & tricoter a été inventée deés 1589 en Angleterre par William
Lee, mais ne supplantera pas le travail aux aiguilles des Guildes pendant plus de deux
siecles. Avec la révolution industrielle et ’apparition de machines & vapeur au milieu du
XIXeme siecle, les usines de machines a tricoter finissent par avoir raison des Guildes.
Le tricotage manuel ne disparait pas pour autant et opere sa mutation d’un artisanat de
luxe exclusivement masculin, a un loisir qui s’invite dans le foyer et devient essentielle-
ment féminin. Le matériel nécessaire pour tricoter étant réduit a deux simples aiguilles,
il se démocratise rapidement parmi les classes populaires car permettant la fabrication
de vétements a moindres colits. Tricoter a aussi joué le réle d’acte patriotique lors des
deux guerres mondiales ou il a été demandé aux foyers de participer a 'effort de guerre
en tricotant chaussettes, gants ou bonnets pour les soldats au front (fig. 1.3.d). Ainsi,
au début des années 1950, tricoter est tres populaire dans une grande partie des foyers
d’Europe et est méme enseigné a ’école (aux jeunes filles). Cette période voit apparaitre
une abondance de magazines spécialisés (fig. 1.3.e), posséder une machine a tricoter chez
soi devient chose courante et le tricot s’invite méme sur les podiums de hautes coutures.
C’est aussi a ce moment-la qu’apparaissent les premieres études scientifiques sur le sujet
et un certain engouement pour la mécanique des tricots. Toutefois, cet dge d’or du tricot
prend progressivement fin vers les années 1980 quand les progrés de I'industrie et le pas-
sage a une société de consommation font qu’acheter un vétement revient bien moins cher
que de le fabriquer.

1.2.3 Le renouveau

A partir des années 1980, méme si une grande partie de notre garde-robe reste tricotée,
le tricot n’est plus qu’un loisir presque anecdotique. Pendant ce temps, I'industrie du tricot
se développe et trouve de nouvelles applications notamment en tant que renforts dans des
matériaux composites. En effet, une résine coulée dans un textile permet d’obtenir, une
fois séchée, un matériau a la fois solide mécaniquement et résistant a la casse. Ce genre
de composites vise a remplacer les structures en acier des voitures, trains ou avions car
elles apportent un énorme avantage en termes de coiit de production et de poids sans
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FIGURE 1.3 — Le tricot au fil de 'Histoire. a) Chaussettes en nalebinding, retrouvées en
Egypte et datées de 300-500 avant J-C. Leur forme particuliére vient du fait qu’elles
étaient faites pour étre portées avec des sandales (conservées au Victoria & Albert Mu-
seum, Londres, photo par David Jackson). b) Plus anciennes piéces de tricot découvertes
a ce jour. Trouvées aussi en Egypte et datée de 1000-1200 apres J-C. La complexité des
motifs et la finesse du tricotage suggerent que I'invention du tricot est plus ancienne que
cette datation (conservées au Victoria & Albert Museum, Londres, blog Roving Crafters).
c¢) Piece tricotée faisant partie d’'un "Chef-d’ceuvre" que les apprentis tricoteurs devaient
produire a la fin de leurs études pour mériter leur place dans une guilde de tricoteur (ré-
servée aux hommes). Décoration murale fabriquée en 1781 dans la Guilde de Strasbourg,
représentant notamment Adam et Eve (conservé au Victoria & Albert Museum, Londres,
site du museum). d) Affiches incitant les femmes américaines a participer a l'effort de
guerre en tricotant des chaussettes, écharpes ou autres pour les soldats au front lors des
deux guerres mondiales. Gauche, "Nos gars ont besoin de chaussettes, tricotez votre part”,
affiche de la Croix-Rouge américaine de la Premiére Guerre mondiale (1914-1918, Wiki-
pedia). Droite,"Souvenez vous de Pearl Harbor, tricotez plus fort", affiche de la seconde
guerre mondiale (1942) jouant sur ’homophonie entre "pearl" et "purl" signifiant tricoter
a l'envers (Fiber Wild). e) Couverture d’un livret de patrons pour machine a tricoter
("Toyota knitting machine pattern book 1") datant des années 1970, au sommet de la
popularité de la mode du tricot. f) Matériau composite de forme complexe composé d’un
renfort tricoté imprégné de résine durcissante (produit par entreprise STOLL)

avoir a sacrifier les propriétés mécaniques. Ce nouveau débouché a alors provoqué un
regain d’intérét de la communauté scientifique pour I’étude de la mécanique des textiles
et en particulier du tricot. La déformabilité du tricot permet en effet de couvrir des
surfaces aux formes complexes et ainsi de produire des pieces en une seule étape de presse
thermique [31, 32] (fig. 1.3.f). En paralléle, émerge aussi une nouvelle classe de textiles


https://en.wikipedia.org/wiki/Nalebinding
http://rovingcrafters.com/2015/06/17/knitting-for-a-living-the-medieval-knitting-guilds/
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https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_knitting
https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_knitting
https://www.fiberwild.com/ideas/history-of-knitting-part-x-wwii-knitting/
https://www.stoll.com/technical-textiles/composite_and_industrial/4_7
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dit "intelligent", porté aussi bien par le milieu scientifique [33, 34, 35, 36] que le milieu
artistique (Susan Clowes , Jenny Sabin), qui ne considére plus le textile comme inerte
mais comme un objet qui va se transformer et s’adapter au gré de stimuli extérieurs.
L’immense nombre de motifs possibles et ses propriétés mécaniques remarquables font du
tricot un textile de choix pour ces avancées technologiques et un terrain propice pour les
artistes (Sarah-Marie Belcastro, Orly Genger, Pat Ashforth & Steve Plummer, Madame
Tricot, Ernesto Neto et beaucoup d’autres).

Néanmoins, le tricot domestique n’a pas dit son dernier mot, depuis le début des années
2000, il redevient fortement a la mode. Ce phénomene est largement aidé par I’apparition
d’internet qui voit la création de nombreux sites spécialisés, tenus par des passionnés
et qui intéressent une frange plus jeune de la population. Ce mouvement s’inscrit aussi
dans une tendance plus générale d’alternatives a la surconsommation par la fabrication de
produit "faits main". C’est donc dans ce contexte de renouveau d’intéréts pour le tricot,
aussi bien du c6té industriel, technologique et méme domestique que vient s’inscrire ce
travail.

1.3 Une description formelle

Dans cette partie on va s’attacher a donner une description détaillée de ce qu’est un
tricot, d’abord en décrivant sa structure a toutes ses échelles, puis en introduisant les
notions de mécanique et physique qui entrent en jeu.

1.3.1 Structure : de la fibre a I'étoffe

La structure d’un tricot est hiérarchisée en 4 étapes, sur des échelles de longueur
s’étalant du micrometre a plus du metre, chaque étape apportant son lot de diversification.

a) Tout commence par un fil...

Le choix du fil est la premieére étape de la confection d’un tricot. Dans I’habillement, le
fil est traditionnellement issu de fibres végétales (coton, lin, chanvre ...) ou animales (poils
de mouton, cheévre, chameaux...). Ces fibres, d’environ quelques micrometre de diametre,
vont subir un processus appelé filature qui va transformer cet amas de fibres désordonné en
un fil possédant une bonne tenue mécanique (fig. I.4.a). Ce processus agit principalement
en parallélisant les fibres puis en les entortillant les unes aux autres par torsion, produisant
un fil ayant déja une structure tres complexe et des propriétés mécaniques étonnantes, il
est treés résistant a 1’élongation mais reste tres flexible.

Les matieres plastiques tel que le nylon permettent une plus grande variabilité de
catégories de fils. En fonction du processus de fabrication, les matériaux plastiques peuvent
étre mis en forme de fibres de diametres et longueurs contrélables mais aussi directement
sous la forme d’un fil, dit monofilament, qui présente des propriétés homogenes sur toute
sa longueur et sa section (fig. I.4.b). Ils permettent donc d’obtenir toute une variété de
fils avec différentes structures et propriétés mécaniques. Pour les applications industrielles
telles que le renfort de composites, il est nécessaire d’avoir des fils avec une trés bonne
tenue & haute température. Des matériaux tels que la fibre de verre ou des filaments de


http://news.bbc.co.uk/2/hi/europe/1458231.stm
http://www.jennysabin.com/1mythread-pavilion
http://www.toroidalsnark.net/mathknit.html
http://orlygenger.com/
http://www.woollythoughts.com/index.html
http://madametricot.ch/artist/
http://madametricot.ch/artist/
http://www.artnet.fr/artistes/ernesto-neto/
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basalte sont alors utilisés (fig. I.4.c), les filaments étant généralement suffisamment longs,
le filage n’est pas nécessaire et les paquets de filaments sont directement tricotés.

Des fils de métal sont aussi utilisés pour des applications assez spécifiques comme les
protections anti-éboulement (fig. 1.4.d), l'intégration d’électronique dans le tricot ou la
joaillerie. Dans ces cas, les fils métalliques sont déformés au-dela de leur seuil de plas-
ticité et donc ne présentent quasiment plus d’élasticité, seule la structure du tricot va
étre exploitée. Une exception reste les alliages métalliques & mémoire de forme, qui vont
retrouver leur élasticité au-dela d’une certaine température, et qui sont exploités pour
fabriquer des tricots qui vont changer de forme avec la température [37, 38, 35].

En plus de toutes ces variétés de fils, il est possible de tricoter plusieurs fils en méme
temps ou encore d’alterner le tricotage entre différents fils. Les différentes possibilités de
fabrication qu’offre le tricot sont déja nombreuses deés cette premiere étape.

FIGURE 1.4 — La premiére étape, le fil. a) Fil de coton composé de nombreuses fibres
torsadées. Inset a droite : image au microscope de fibres cotons, photo extraite de [39].
b) Monofilament de nylon. ¢) Fil composé de nombreuses fibres non torsadées pour les
renforts tricotés. Filaments de basalte (gauche) et de verre (droite), photo extraite de [10].
d) Tricot fabriqué en fil d’acier torsadé constituant un filet pour retenir les chutes de
pierres. Photo prise par Meng Zhou dans les Alpes Bavaroises.
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b) ... contraint a former des mailles...

Une fois que le fil est choisi, la deuxiéme étape consiste a le structurer en lui imposant
des entrelacs de maniere ordonnée. Ces croisements peuvent étre vus comme une propriété
topologique du fil, c’est-a-dire une propriété qui n’est pas attachée au fil lui-méme mais
a son agencement seul. Un croisement peut étre défini par un signe, + ou — , selon que
le fil passe respectivement au-dessus ou en-dessous du fil qu’il croise. Dans le tricot dit
en trame, sujet de cette étude, un seul fil va parcourir rang par rang le tricot et va venir
croiser alternativement les rangs précédents et suivants. Dans le motif de base, le fil va
croiser quatre fois le rang supérieur (+ — —+) et quatre fois celui inférieur en suivant le
méme schéma (fig. I.5.a). Cette structure, qui va pouvoir étre répétée ou variée, est ce
que 'on appelle une maille et prend généralement la forme de boucles qui sont retenues
par les boucles du rang supérieur, qui elles mémes soutiennent celles du rang inférieur et
ainsi de suite. Avec cette étape, on passe d’un élément essentiellement & une dimension &
un objet avec une certaine épaisseur et qui va s’étendre dans deux dimensions, les rangs
et les colonnes. Ce schéma de croisement peut étre modifié mais pas de n’importe quelle
fagon, pour que le tricot garde son intégrité et ne se détricote pas, certaines combinaisons
de croisements sont interdits. La variation la plus simple consiste a inverser le signe de
tous les croisements, on passe ainsi d’une maille dites endroit a une maille dites envers
(fig. I.5.b). On peut aussi ajouter des croisements au sein d’'un méme rang en torsadant
la boucle, cela donne une maille appelée torse (fig. I.5.c). D’autres alternatives résident
sur le fait de croiser les fils non pas sur les rangs directement voisins mais sur ceux plus
éloignés. Le fil du rang sauté peut alors étre tout de méme tricoté et donc suivre le méme
chemin qu’un autre rang, soit laissé non tricoté. On parle alors respectivement de mailles
glissées (fig. 1.5.d) ou jetées (fig. 1.5.e). Ces variations peuvent se faire le long d’'une méme
colonne mais aussi avec des colonnes plus ou moins adjacentes.

On peut encore diversifier les variétés de mailles en les combinant (maille torse jetée...),
ou encore en les répétant (maille double torse...). Avec cette deuxiéme étape, on ouvre
encore un vaste de champs de degrés de liberté dans la fabrication d’un tricot.

a, B [9 d),.) 3 o,
: \p, %) ,Z
(

i
\

FIGURE L.5 — La seconde étape, la maille. Schémas de la topologie du fil pour différentes
mailles sans tenir compte de ’élasticité du fil. a) Maille endroit. Le signe des croisements,
pour le fil indiqué par une fleche, est indiqué en rouge. b) Maille envers. Les signes des
croisements sont inversés par rapport a la maille endroit. ¢) Maille simple torse endroit.
d) Maille glissée. e) Maille jetée.
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c) ... qui vont s’organiser en motifs...

La troisiéme étape consiste en I’agencement de ces mailles selon les rangs et colonnes
du tricot pour former un motif que ’on appelle communément un point. Habituellement,
les tricots sont faits de zones comportant un motif qui se répete de maniere périodique
dans une ou deux directions. Le point constitue alors le plus petit motif qui peut étre
répété. Avec seulement les mailles endroit et envers, on peut déja créer une infinité de
points. Par exemple, un motif composé seulement de maille endroit (ou envers) est appelé
un point Jersey (fig. I1.6.a), alterner suivant les rangs envers et endroit donne un point
mousse (fig. 1.6.b), les alterner suivant les colonnes forme un point cote (fig. 1.6.c) et
alterner en damier créé un point de riz (fig. 1.6.d). En alternant non plus tous les rangs
mais tous les deux rangs, on forme un nouveau point, les cotes 2 x 2 et ainsi de suite. Ces
points ne font intervenir que les mailles endroit et envers, mais il existe une multitude
de points classiques faisant intervenir d’autres types de mailles (fig. 1.6.e). Il n’existe pas
un nombre fini de points puisque tout ensemble de mailles qui n’est pas constitué d’un
sous-ensemble périodisé peut étre défini comme un point. La taille d’un point varie donc
d’une simple maille & un nombre arbitraire de mailles.

D080 PR A A [

= b B a
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. \ 1

LY « \ '
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)

FIGURE 1.6 — La troisieme étape, le point. Schémas de différents points répétés. Le point a
proprement parler est encadré en rouge. a) Le point Jersey, constitué d’une maille endroit.
b) Le point mousse, qui alterne les rangs endroits et envers. ¢) Le point cote 1 x 1 qui
alterne endroit et envers a chaque colonne. d) Le point de riz, endroits et envers forment
un damier. e) Le point dit Lacoste, constitué seulement de mailles jetées.
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d) ... pour finir par engendrer un tricot.

La quatrieme et derniére étape réside dans la fabrication du tricot en lui méme a
partir d’un ou plusieurs points. En effet, un tricot peut étre constitué d’un seul point
répété sur tout son ensemble (fig. I.7.a), mais la variété de point peut aussi évoluer au gré
de sa position. On peut ainsi localement modifier les propriétés du tricot, qu’elles soient
mécaniques ou esthétiques (fig. 1.7.b), en adaptant le type de points, ou le fil, & ce qui
est souhaité. C’est par exemple en passant d’un motif Jersey a cotes que 'extrémité des
manches est rendu plus déformable (fig. 1.7.c). Les chaussettes de randonnées sont aussi
un bon exemple de variations de motif pour s’adapter spatialement & la morphologie et
aux contraintes (fig. 1.7.d). Pour fabriquer un tricot de taille finie, il existe donc un nombre
faramineux de degrés de libertés structurels, qui engendreront une diversité extraordinaire
de réponses mécaniques ou de formes.

1.3.2 Elasticité et friction

Apreés avoir vu en détail comment se structure un tricot, cette section a pour but
d’introduire les principes physiques qui entrent en jeu dans sa description. On s’intéresse
ici au tricot comme métamatériau mécanique, cela va donc faire intervenir les notions
d’élasticité et de déformation des matériaux. De plus, la structuration se faisant via des
croisements de fils, cela rend nécessaire la prise en compte des frottements solides.

FIGURE 1.7 — La derniére étape, le tricot. a) Tricot uniquement Jersey, face endroit a
gauche et envers & droite (Tricotin). b) Echarpe présentant différents motifs de torsades
(blog de Celeena). ¢) Manche de pull en Jersey dont I'extrémité est en cote 2 x 2 (Mamy
Factory). d) Chaussette pour marche nordique présentant une variété de points et de fils
utilisés pour s’adapter aux différentes parties du pied (Decathlon).


http://www.tricotin.com/fiche7.htm
http://celenaa.canalblog.com/archives/2013/04/07/26670702.html
http://www.mamyfactory.com/fr/pulls-enfant-en-coton-laine-alpaga-cachemire-tricotes-par-mamie/425-pull-tres-doux-avec-fermeture-boutonnee-manches-raglan-tricote-au-point-jersey-gris-anthracite.html
http://www.mamyfactory.com/fr/pulls-enfant-en-coton-laine-alpaga-cachemire-tricotes-par-mamie/425-pull-tres-doux-avec-fermeture-boutonnee-manches-raglan-tricote-au-point-jersey-gris-anthracite.html
https://www.decathlon.fr/mid-900-noir-id_8352509.html
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a) Meécanique et tricot

En fonction de 1’échelle a laquelle on observe un tricot, on peut étre tenté de décrire
sa mécanique de différentes manieres. En le regardant de pres, on va s’intéresser a la
mécanique de son fil constitutif, c’est-a-dire a la mécanique d’'un objet essentiellement
unidimensionnel (que I'on appellera une tige pour emprunter un vocabulaire plus proche
de celui de la mécanique). Par contre, si on prend du recul et regarde le tricot dans son
ensemble, il apparailt comme un objet bidimensionnel (une plaque) qui peut se déformer
dans son plan mais aussi prendre une forme tridimensionnelle. L’objectif ici n’est pas de
passer en revue et redémontrer les équations de la mécanique des tiges et des plaques, il
existe déja de tres bons livres pour cela [11, 12], mais de présenter les concepts qui seront
utiles par la suite.

Elasticité d’une tige. Quand on parle de mécanique d’une tige, on se place dans
la situation ou I’état de la tige est entierement déterminé par une description externe
sans avoir a s’occuper de sa structure interne. Sa forme est alors décrite par la trajectoire
du centre de masse de chaque section, appelé ligne neutre, et donc réductible & un objet
strictement 1D. Trois vecteurs formant un repere orthonormé et suivant le repere de la
tige, (dy(s), da(s), ds(s)), permettent la description de cette trajectoire, avec ici s désignant
I’abscisse curviligne de la ligne neutre. L’évolution de ces vecteurs lorsqu’ils parcourent
la tige va étre directement reliée a la déformation de cette derniere et peut étre décrite
de la facon suivante :

di |d1(s)] = G(s) A di(s) (L.1)
di [da(s)] = () A da(s) (L.2)
(fs [* }:ﬁ ) A ds(s) (1.3)
avec  $3(s) = r(s)di(s) + ra(s)da(s) + 7(s)da(s) (1.4)

Le vecteur Q(s) est appelé vecteur de Darboux et fait intervenir les fonctions scalaires
k1(8),ka(s) et 7(s) qui quantifient la rotation du repére attaché a la ligne neutre de la
tige dans les trois directions. La rotation autour du vecteur tangent a la ligne neutre a%
est donnée par 7(s) et représente la torsion de la tige. Alors que les rotations autour des
deux vecteurs orthogonaux a cette ligne dy et dy décrivent la fagcon dont elle se courbe et
sont quantifiés par x1(s) et ka(s) appelés courbures (fig. 1.8). On définit alors les rayons
de courbure locale du fil par Ry = :71 et Ry = %2 Cette description reste purement
cinématique et ne fait pas intervenir 1’élasticité du fil, elle peut donc servir a décrire la
forme de n’importe quel genre de fil.

Ces courbures et torsion sont directement liées a I’énergie élastique du fil. Il faut donc
introduire un modele élastique du fil en lui-méme qui va permettre de faire le lien entre
sa déformation et les forces auquel il est soumis. On se place dans le cadre ou le fil est un
milieu élastique homogene isotrope et qui suit la loi de Hooke :

E v
Oij = 71 iy <Eij + 71 — 2V€kk5ij) (1.5)
Les indices i,j,k qui peuvent prendre les valeurs de [1,2,3] indiquent les directions
21, 2,23 d'un repere orthonormé attaché aux points matériels a I'intérieur du fil. o;;
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- -

FIGURE 1.8 — Cinématique d’une tige. a) Schéma représentant (d(s),da(s),ds(s)). b)
Représentation des courbures k1(s) et ka(s)

est la contrainte portée par la surface dont la normale est dirigée selon x; et orienté
ou

dans la direction x;. g;; est la déformation définie par ¢;; = % (%l + T:) avec U le
champ de déplacement des points matériels du fil. La notation € sous-entend la somme
€11 + €92 + e33. L’élasticité de Hooke est caractérisée par deux modules élastiques : le
module d’Young E et le coefficient de Poisson v. Ces formules sont valables seulement
dans le cas de faibles déformations, c’est-a-dire €;; < 1, la réponse restant alors linéaire.

Avec ce modele élastique et cette description cinématique du fil, on peut alors montrer
que l'énergie élastique d’une tige peut s’écrire sous la forme suivante dans le cadre de

petites déformations (voir par exemple [11], chapitre 3) :

uige = [ ds (Bi(1()° + Balra(s))? + To(r(5))?) (1.6)

Avec A la longueur totale de la ligne neutre du fil, les coefficients By et Bs sont appelés
modules de flexion du fil et le coefficient T module de torsion. Les deux premiers termes
correspondent a I’énergie de flexion du fil et le dernier a I’énergie de torsion. Les modules
de flexion sont définis par B; = % et By = % avec I1,I> les moments d’inertie du
fil qui dépendent de sa géométrie : Iy = [[daidwa(z1)? et o = [[dzidas(xs)?. Les
D(s) D(s)
moments d’inertie dépendent de la géométrie locale de la section D(s) suivant les deux
directions données par cfl et cfg, la position (z1,z2) = (0,0) étant donnée par la position
de la ligne neutre du fil. Par exemple, pour un fil cylindrique de diametre constant d, on
alh =1, = %14 et B = Elg‘gl. Au final avec ce formalisme, 1’énergie de flexion du fil peut
s’exprimer simplement en fonction des courbures locales du fil k1 et k3 et de coefficients
faisant intervenir sa géométrie et de son élasticité, sans avoir a faire intervenir les variables

et la déformation interne du fil. Il en est de méme pour la torsion, T, = % avec J la
wd*

rigidité de torsion qui ne dépend aussi que de la géométrie de la section et égale a %55~ pour
un fil cylindrique de diametre d. Malgré les déformations du fil par courbure et torsion,
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sa ligne neutre, définie par le centre de masse de chaque section D(s), n’a pas a subir
d’extension. L’extension du fil est une déformation indépendante de la flexion ou torsion.
Elle est caractérisée la variation de la longueur de la ligne neutre A, et une variation de
0A porte une énergie donnée par gy = ﬂsﬁAE (%)2.

Pour résumer, ce formalisme dit de tige "mince" permet de s’affranchir d’une descrip-
tion interne de la déformation du fil pour réduire le probléeme mécanique a la trajectoire
du fil décrit par ses courbures k1, k2 et sa torsion 7 et donc a un objet uni-dimensionnel.
Combiné avec Iélasticité du fil et des parametres géométriques, I’énergie du fil s’écrit
simplement en fonction de cette trajectoire et de I'allongement. Les formes d’équilibre de
ce fil sont données par les équations de Kirchhoff qui ne seront pas détaillées dans ce ma-
nuscrit [13, 44, 15]. Cette approche reste valable pour de faibles déformations et tant que
la taille transverse caractéristique du fil (son diameétre) reste petit devant les courbures
de la trajectoire (R; et Rg). Dans le cas d’un fil qui ne suit pas I’élasticité de Hooke,
comme les fils de laine par exemple, la formule donnant I’énergie du fil reste valable mais
les modules de flexion et de torsion ne peuvent plus étre simplement calculés & partir du
module élastique et de la géométrie du fil.

Elasticité d’une plaque. Lorsque I'on pense & un tricot, image qui vient naturelle-
ment a 'esprit est celle d'une surface, d’un objet de faible épaisseur qui s’étend dans deux
dimensions. Il est donc intéressant d’emprunter des outils de la mécanique des plaques
pour décrire un tricot dans son ensemble et pour comparer leur élasticité. La théorie
de I’élasticité des plaques dites "mince" repose, de la méme maniere que celle des tiges,
sur la réduction d’un probleme tridimensionnel & un probléme bidimensionnel. Ainsi il
n’est plus nécessaire de décrire les déformations internes de la plaque, la forme de sa
surface neutre suffit. Cette approche n’est valable que pour de faibles déformations et
lorsque la dimension transverse de la plaque, son épaisseur h, est trés petite devant ses
dimensions longitudinales. Dans ces conditions, la plaque va alors suivre la théorie de
Kirchhoff-Love [12].

En partant d’une plaque non déformée a 1’équilibre, on définit un repere ortho-
normé (€1,€s,e3) tel que € et € appartiennent au plan a mi-hauteur de la plaque,
c’est-a-dire & sa surface neutre, et €3 en est perpendiculaire. Le déplacement de cette
surface #(Z) est décomposé en deux parties, une qui reste dans le plan de la plaque
(21, 22) = ul(z1,20)€1 + ud(1,22)E et une autre qui sort du plan w(z1,x2)é3. Les
variations spatiales de @ traduisent des déformations dans le plan de la surface, que
I’on appelle des changements de métriques, alors que les variations de w traduisent une
courbure de la plaque. Les déformations liées a la métrique de la plaque sont définies par :

o 0

e11(z1,22) = 8721 (L.7)
) 0

e22(71,72) = a%z (1.8)

1 (0w  oud
e12(z1, x2) = 3 ((%; + 83:?) =¢e91 (L.9)
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Les courbures de cette surface sont alors définies par :

0w

1111(1‘1,1‘2) == W (110)
0*w

K22($1,$2) = @ (I.ll)
82

/€12<$1,$2) = Wg}m = K21 (1.12)

Dans le cadre de la théorie de Kirchhoff-Love et pour un matériau vérifiant la loi de
Hooke, on obtient 'expression suivante de ’énergie d’une plaque [11, 40] :

gplaque =&+ & (I.13)
Dy
53 = 7 /d.%'ld.%'Q |:(511 + 622)2 — 2(1 — U) (611622 — 6%2)} (114)
D
gb = 7b /dwldI'Q {(Iill + KZQQ)Q — 2(1 — V) (KZH/{QQ — (K12)2)} (115)
Avec les modules d’extension Dy = 153 Zz et de flexion Dy, = #}iﬂ)? FE et v respectivement

le module d’Young et de Poisson du matériau de la plaque et h son épaisseur. Comme dans
le cas de I’énergie d’une tige, I’énergie d’une plaque mince peut s’exprimer uniquement par
la déformation de sa surface neutre, sans avoir a considérer les déformations a l'intérieur
de la plaque. Dans le cas particulier ou les directions €] et €s correspondent aux vecteurs
propres de la matrice de courbure Cj; = k5, I'énergie de flexion de la plaque peut alors

s’écrire : )
& = Db/ dzidas [2 (m_;lm> —(1- I/)IQ[H[[] (1.16)

Avec k1 et ky1 les courbures principales définies comme les valeurs propres de C*. Cela
permet de mettre en évidence la relation entre I’énergie de flexion et la courbure moyenne
H = % et la courbure de Gauss Ke = kykyr de la plaque. La courbure de Gauss est
fortement liée a la métrique de la plaque, en effet, une variation de cette courbure entraine
forcément une variation de métrique (théoréeme Egregium de Gauss). Ainsi, une plaque
bien plus résistante aux changements de métrique qu’a la flexion, gardera une métrique
constante (isométrie) et donc une courbure de Gauss constante. On appelle ce genre de
surface des surfaces développables.

On peut par ailleurs déterminer les conditions d’équilibre d’une plaque en termes
d’équations différentielles sur les contraintes ou les déformations. Par un équilibre des
forces et moments sur un morceau de plaque de taille infinitésimale, on obtient les équa-
tions suivantes pour de faibles déformations et sans force selon €3, :

~ ONn L+ ON2y

= I.1
0 81'1 6902 ( 7)
ON12  ONoo
= I.1
0 81‘1 + 61‘2 ( 8)
M M 2 M.
0 _0"My 49 0° M n 0 My (1.19)

(9.%'12 8:618352 81’22
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—vl=

Avec Nj; = [ o;dxs les forces linéiques s’appliquant sur les parois du morceau de plaque

[Ny

h
2
et M;; = [ x30;;dxs les moments linéiques correspondants. Si on considére que la plaque
h
-3

a une élasticité linéaire, cela se traduit par les relations suivantes :

o11 Ci1 Ci2 Ci3f |en
02| = [C12 Coy Cag| |22 (I.20)
o12 C13 Caz Cs3| |e12

Ces relations permettent donc d’écrire les équations d’équilibres précédentes en terme de
déformations et de courbures.

b) Frottements aux points de contact

Dans un tricot, la trajectoire du fil n’est pas libre mais fortement contrainte par la
topologie du point tricoté. Les phénomeénes de friction solide vont alors entrer en jeu
aux points de croisement du fil. La friction va introduire deux effets majeurs : 'ajout de
nouvelles forces aux contacts et I’ajout d’une non-linéarité.

Le frottement sec entre deux solides est un probleme délicat car il fait intervenir de
nombreux phénomenes physiques sur une grande gamme d’échelles de longueurs. Un so-
lide posé sur un autre peut étre regardé a différentes échelles, au niveau des interactions

électrostatiques ou au niveau des atomes en contacts [17, 18], mais aussi a travers la
statistique de la rugosité a 1’échelle micrométrique [19, 50, 51], ou enfin par des observa-
tions macroscopiques de 'objet dans son ensemble [52, 53, 54, 55]. Dans le cas un peu
particulier qui nous concerne, a savoir le contact entre deux fils, les études se focalisent
en majorité sur les comportements macroscopiques [56, 57] pour décrire des situations
ou le fil a une topologie non triviale [26, 27, 58, 28] ou encore lorsque de nombreux fils

interagissent dans les textiles ou les cheveux par exemple [59, 60, 61, 62, 63].

Dans cette étude, on va se restreindre a une vision macroscopique de la friction solide,
qui suit I'approche historique [52, 53]. Le premier effet d’'un contact est d’introduire une
force normale, perpendiculaire & la surface de contact entre les objets en contact, en
accord avec la troisieme loi de Newton. Si le frottement entre les deux fils n’est pas nul,
une force perpendiculaire & la premiére vient s’ajouter et s’opposer au mouvement. La
norme de cette derniére force possede un maximum proportionnel a la force normale. Le
coefficient de proportionnalité ps est appelé coefficient de frottement statique. La force
de frottement maximale est proportionnelle a la surface réelle de contact entre les deux
solides, qui, de part la rugosité des surfaces, est bien plus faible que la surface de contact
apparente et varie en premiére approximation linéairement avec la force normale [64].
La force de frottement apparait donc insensible a un changement de surface apparent.
Pour deux surfaces solides séches en contact, si I’on vient tirer sur 'une avec une force
T parallele a la surface de contact, apparait alors la force de frottement f qui vérifie les
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relations suivantes :

f=-T  tant que IT|| < psllP|| = fs (I.21)
" T _ -
F=-wlPlz s Iz (122)

Avec P la force normale aux surfaces en contacts, s et pg les coefficients de frottement
statique et dynamique respectivement (fig. 1.9.a). Tant que T reste inférieur a la valeur
critique fs le frottement compense exactement la force de traction et les surfaces restent
alors immobiles. Si T est supérieur a f; la force de frottement prend alors la valeur
uaP < fs, la surface n’étant plus a I’équilibre, elle va donc commencer & bouger dans la
direction de T'. Le coefficient de friction 1 prend alors une valeur différente que les surfaces
soient immobiles ou en mouvement. La variation de p avec la vitesse de glissement V' est
complexe [55] mais peut en premiére approche étre décrite par p = ps quand V = 0 et
1 = lq sinon, avec us et pg deux constantes telles que pg < pg.

Par conséquent, la friction vient ajouter une composante non linéaire a la mécanique
des fils en introduisant une indétermination dans ’estimation des forces dans une structure
a équilibre. En effet, toute la gamme de force ou T' < fs; possede la méme position
d’équilibre, on perd donc l'unicité de la combinaison de forces qui permet d’atteindre
I’équilibre. De plus, le fait que pus < pg entraine apparition d’un phénomene dynamique
appelé "stick-slip" ou "collé-glissé". Dans le cas ol une des surfaces est tirée a vitesse
constante V' par un objet de type ressort, la surface reste immobile et la traction 1" va
augmenter progressivement jusqu’a atteindre f.. La force f qui résiste au mouvement
va alors chuter brusquement a la valeur ﬁ fs < fs et la surface va se déplacer dans la

direction de T ("slip"), avec pour conséquence de diminuer 7'. Lorsque 7" redescend a la
valeur Z—‘: fs, la surface est de nouveau a ’équilibre et s’immobilise ("stick"). T va donc
recommencer a augmenter jusqu’a atteindre f; et le cycle va recommencer, induisant une
réponse périodique dans le temps. Si le temps caractéristique du chargement (f = T) est
bien plus long que le temps de glissement (f = % fs), la réponse périodique de T est
asymétrique et adopte une forme caractéristique d’ascension lente suivie d’une brusque
chute.

Ce signal intermittent en dent de scie est caractéristique du phénomene appelé "stick-
slip". Pour que ce signal soit bien visible, il faut que les parametres du systéme soient
correctement choisis. Augmenter la norme de la force normale P, permet de bien mettre
en évidence les phases "stick" et "slip" (fig. 1.9.b) car le saut de force lors du glissement
étant de (s — pg)P, plus P est grand, plus ce saut sera visible. En diminuant la raideur
du ressort (a vitesse constante), ou de maniére équivalente, en diminuant la vitesse de
chargement, la durée des phases de "stick" sera plus longue. Cet effet contribue a mieux
séparer 1’échelle de durée entre les deux phases et donc permet de mieux les distinguer.

1.4 Etat de I'art de la mécanique du tricot

Cette section a pour but de passer en revue les principaux travaux académiques por-
tant sur le tricot, avec leurs différentes approches et résultats obtenus.
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FIGURE 1.9 — a) Représentation schématique d’ un contact entre deux solides tiré de [55]
puis adapte a nos notations. La force normale P la force de frottement f et la force de
traction T sont représentées. Le solide est tiré a une vitesse V par un ressort de raideur
K, T est ainsi linéaire avec ’allongement x du ressort : T'= Kxz. T et x augmentent donc
linéairement avec le temps dans une situation "stick". b) Mesure expérimentale de = en
fonction du temps lorsqu’une surface de papier est tirée sur une autre par un ressort a
vitesse constante V = 1 um/s, graphique tiré de [55]. La fleche indique une augmentation
du rapport force normale sur raideur du ressort % entre les différentes courbes. Au fur
et & mesure que ce rapport augmente, le systéme évolue d’'un mouvement continu a un
mouvement saccadé typique du "stick-slip" et qui augmente en amplitude. Les phases de
"stick" se caractérisent par ’évolution linéaire de 1’élongation, alors que les chutes brusques
témoignent du "slip". ¢) Expérience similaire avec un radeau poussé par une lame fléchie
élastique sur un lit granulaire & vitesse constante, graphique tiré de [05]. La fleche indique
une augmentation de la vitesse de poussée de la lame entre les différents graphiques. Avec
cette expérience aussi un phénomene de stick-slip est observé aux faibles vitesses. Lorsque
la vitesse augmente, si la durée entre deux événements est du méme ordre que celle de la
chute de force, le systéme entre dans un régime inertiel et un signal quasi-harmonique est
observé. A encore plus forte vitesse, le "stick-slip" disparait quasiment et le signal devient
beaucoup plus lisse.
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1.4.1 Description géométrique

Les travaux précurseurs se basaient principalement sur une description de la géométrie
et de la topologie des mailles sans faire intervenir 1’élasticité du fil. L’objectif, directement
lié aux problématiques de I'industrie du tricot, est de pouvoir prédire la taille définitive
d’un tricot en fonction des parameétres de la machine et du fil. La premiére contribution
vient de F.T. Peirce en 1947 [60], qui décrit la trajectoire tridimensionnelle d'un fil du
tricot comme une succession d’arcs de cercle et de lignes droites (fig. I.10.a). Le tricot étant
entiérement compact, l’espacement des mailles dans les directions des lignes ("courses" en
anglais) ou colonnes ("wale" en anglais) étant entierement déterminé par le diametre du fil.
Cette description permet d’exprimer la densité de mailles dans la direction des colonnes ou
des lignes, I’épaisseur et la masse surfacique du tricot en fonction notamment du diametre
du fil. L’effet de ces parameétres géométriques sur la réponse mécanique de tricots a aussi
été étudié expérimentalement [(67]. Toutefois, cette description induit des discontinuités
dans la torsion du fil lorsqu’il parcourt une maille, comme pointé par G.A.V. Leaf et A.
Glaskin en 1955 [68], ce qui signifie que le fil ne peut étre & ’équilibre mécanique sans y
introduire de précontraintes. Ces auteurs proposent alors une correction qui n’induit plus
de discontinuité et qu’ils généralisent a des tricots moins compacts. D.L. Munden [(9]
développe alors cette idée d’équilibre mécanique en affirmant que si équilibre il y a, la
forme d’une maille ne doit pas varier avec les propriétés ou la longueur du fil la composant,
tant que le fil présente un comportement élastique. Il ajoute alors une correction aux
descriptions précédentes pour prendre en compte cet équilibre. Il entreprend aussi de
mesurer expérimentalement les coefficients qui relient les dimensions d’un tricot et la
longueur de fil dans une maille, et qui sont définis par les équations suivantes :

K,

1 Ky
— = — [.24
w 14 (124)
1 K

o= (1.25)

Avec / la longueur de fil dans une maille, dy la densité surfacique de mailles du tricot, W
et C la distance entre, respectivement, deux colonnes ("wale") et deux lignes ("course")
successives. Les coefficients K7, Ko, K3 sont mesurés a partir de tricots plus ou moins fins
et constitués de fils de différentes natures. L’auteur souligne cependant que les grandeurs
C et W sont difficiles & mesurer car lors de sa fabrication, le tricot est soumis & de
fortes contraintes et sa relaxation dans un état d’équilibre n’est pas bien maitrisé [70, 71,

]. Les deux techniques utilisées pour relaxer un tricot sont, une agitation mécanique
"a sec", ou bien laisser reposer le tricot dans un liquide mouillant (en général de 1'eau
pour le coton, la laine...) pendant plusieurs heures puis de le sécher sans appliquer de
contraintes mécaniques supplémentaires. Les deux procédés donnent des coefficients K7,
K>, K3 proches mais tout de méme différents.

La géométrie d’un tricot a aussi été étudié par P. Popper [73] dans un autre cas-
limite ou la courbure se concentre aux points de croisement des fils (fig. 1.10.b). Ce cas
correspond a un tricot soumis a des contraintes bi-axiales fortes. Le fil étant considéré
comme inextensible et inélastique, il reste droit entre les croisements, ce qui permet d’avoir
simplement un lien géométrique entre les contraintes s’appliquant a la maille et la tension
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FIGURE 1.10 — Description géométrique d’un tricot. a) Modele de F.T. Peirce, le tricot
suit une succession d’arc de cercles et de lignes droites. Les mailles étant a leur densité
maximale, c’est le diametre du fil qui va déterminer leur dimension (images extraites de
[66]). b) Modele de P. Popper du tricot sous fortes contraintes biaxiales. En bas, cas-
limites d’extension dans la direction "course", & droite, cas-limite dans la direction "wale"
(images extraites de [73]).

dans le fil. Ainsi ’auteur a pu exprimer le rapport entre les contraintes dans les directions
course et wale en fonction des dimensions de la maille. Dans cet article, il discute aussi de
leffet du frottement entre fils et de son rdle dans 'hystérésis qui est observée entre ’aller et
le retour dans les expériences de tractions du tricot. La force de frottement étant toujours
opposée au mouvement, lorsqu’un objet frottant est tiré puis compressé par une force f,
le frottement va venir s’opposer a T lors de la traction, mais changera de signe lors de
la compression. Ainsi il en déduit qu’avec de la friction la réponse mécanique d’un tricot
est sur-estimée lors de la traction et sous-estimée lors de la compression, la réponse idéale
sans frottement si situant entre les deux. Cette approche du tricot sous fortes contraintes
a été reprises par la suite en y ajoutant une structure tri-dimensionnelle [74] ou plus
récemment 1’élasticité du fil [75]. Cette approche géométrique a depuis aussi été utilisée
pour décrire des mailles plus compliquées que la simple maille endroit [76, 77, 78, 79, 80].

Une approche complétement différente a été proposée dans le tout récent travail de
C. Knittel et al [31] ou la trajectoire du fil est élégamment décrite par des surface bi-
continues.

1.4.2 Elasticité sous contrainte

Dans l'optique de trouver quelle est la forme réelle a I’équilibre mécanique d’une
maille, la géométrie ne suffit pas, il faut faire intervenir 1’élasticité du fil. Le probléeme est
loin d’étre simple car I’élasticité du fil est contrainte par les contacts avec le fil des rangs
adjacents. La difficulté revient alors a trouver la, ou plutét les, descriptions appropriées
de ces contacts en termes mécaniques.

Une grande partie des travaux réalisés décrivent la forme au repos de la maille par
I’équilibre des forces et couples qui s’appliquent au fil. En premieére approximation, le
fil est considéré purement unidimensionnel et inextensible. La forme projetée dans un
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plan de ce type de fil soumis & un ensemble de forces et couples est décrit par la théorie
dites d’Euler-Bernouilli ou FElastica. Cette approche a commencé avec G.A.V. Leaf en
1960 [32] avec les contacts induisant des forces et couples ponctuels, mais avec encore
une partie de la trajectoire décrite par une géométrie arbitraire. Ces travaux précurseurs
ont engendré une pléthore de modeéles pour décrire cette forme a partir de ’équilibre des
forces. Une premiere série d’études [33, 84, 85] visait a étendre I’analyse a trois dimensions
et & ne plus avoir a reposer sur une description géométrique préalable. Une fois 1’état
d’équilibre de la maille obtenu, il est assez aisé de calculer sa réponse mécanique a des
forces modérées en utilisant le méme modele [36, 87, 88]. S’ensuit alors de vifs échanges
entre une équipe australienne [35] et une équipe anglaise [29, 90] portant principalement
sur la modélisation des contacts par une force ponctuelle ou non et les conséquences que
cela a sur la forme finale. Cette question devenant critique lorsque la déformation est
suffissamment importante pour venir mettre en contacts les boucles de mailles voisines,
phénomene appelé "jaming" ou saturation des mailles. Le débat est en partie clos par
I’équipe australienne en présentant une approche non pas basée sur un équilibre des forces
mais sur une minimisation de I’énergie élastique et mécanique du fil [91, 92]. Les contacts
sont alors modélisés par un potentiel d’énergie variable tout le long du fil.

Au final, ces études sur la forme d’une maille a ’équilibre montrent notamment que
I’équilibre des forces, ou de maniere équivalente le minimum d’énergie, n’est pas fortement
contraint. Ce qui se traduit par des pentes tres faibles autour du minimum d’énergie.
Donc méme si cet état existe théoriquement, il est quasiment impossible a atteindre
expérimentalement car les forces qui le pousseraient vers 1’équilibre seraient trop faibles
pour vaincre notamment le frottement et assurer cet état d’équilibre pour toutes les
mailles d’un tricot. Il a donc été entrepris ultérieurement de construire une base de donnée
expérimentale sur les dimensions de tricots a I’équilibre [93, 9], nommé "Starfish project".

L’étude théorique de la mécanique du tricot a connu un regain d’intérét dans les années
1990-2000 avec I'apparition de nouvelles applications dans les renforts de composites. Les
travaux précédents ont alors été revisités de maniere plus intelligible. Pour le point de vue
équilibre des forces et moments, des travaux plus récents [95] modélisent le croisement
par une force et un moment ponctuel qui peut se déplacer (fig. I.11.a). Le résultat de la
forme et de la réponse mécanique du systéme est alors donné analytiquement (sous forme
d’intégrales elliptiques) avec comme entrées du modele C, 'espacement entre lignes, W
I’espacement entre colonnes, ¢ la longueur de fil par maille, d le diameétre du fil et B son
module de flexion. L’approche énergétique a aussi été reconsidéré [96, 97] en y incluant
tous les modes de déformation (extension, flexion et torsion) ainsi que le travail des
tensions extérieures. La forme est paramétrée par des fonctions arbitraires qui donne au
fil 'aspect d’une maille mais avec tout de méme des degrés de liberté pour permettre une
relaxation vers un minimum énergétique. Une alternative a cette méthode modélise le fil
par la méthode des éléments finis [93]. En revanche, toutes ces études se limitent a la
description d’une maille unique et non d’un tricot dans son ensemble. Les comparaisons
avec les expériences supposent toujours une déformation identique de toutes les mailles
du tricot.

Finalement, le développement des capacités de calcul des ordinateurs et 'intérét crois-
sant pour 'animation numérique ont permis de modéliser des tricots entiers en partant
de 'élasticité dun fil [100, , , 99] (fig. I.11.b). Le fil, considéré inextensible, est
découpé en segments dont la trajectoire tridimensionnelle est décrite par des polyndémes
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FIGURE L.11 — Exemples de modeles élastiques du tricot a) Modele de H. Hong et al, la
trajectoire du fil dans une maille est décrite par ’équilibre d’un fil élastique inextensible
soumis a un ensemble de forces et moments. Haut, définition de l'unité élémentaire de
la maille qui va se répéter et des parametres géométriques. Bas, définition des forces et
moments qui s’appliquent sur le fil (images extraites de [95]). b) Modéle numérique de
tricot de J.M. Kaldor et al basé sur la mécanique du fil sans passer par une étape de
périodisation. Haut, représentation de la cinétique et des contributions énergétiques dans
une maille. Bas, résultat pour un tricot en point Jersey (Stockinette en anglais) au repos
(images extraites de [99]).

(ou "splines") avec suffisamment de degrés de liberté. Ce fil possede une énergie élastique
de flexion quadratique avec sa courbure, d’une force de répulsion avec lui-méme pour
empécher 'interpénétration, d’une force de dissipation pour assurer la convergence de la
solution et du travail de forces extérieures. La trajectoire initiale du fil possede la topo-
logie du point modélisé, puis une approche Lagrangienne est utilisée pour minimiser son
énergie jusqu’a atteindre son état d’équilibre. L’équilibre fournit la trajectoire de la ligne
neutre du fil qui est alors habillée de 'aspect réaliste d’un fil de coton ou de laine par
exemple. Le résultat donne des tricots avec une apparence trés convaincante mais aussi
une mécanique et une dynamique tres similaire aux tricots réels, méme s’il n’y a pas de
comparaisons quantitatives. Cependant, la qualité de ces résultats repose sur un certain
nombre de parameétres ajustables arbitraires qui n’ont pas d’origine physique claire, I'ob-
jectif des travaux étant d’abord de produire des visuels convaincants. Quelques années
auparavant, Chen et al [103] ont aussi considéré cette approche de fil unique pour décrire
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le tricot en entier. Toutefois le fil n’est pas décrit de fagon continue mais plutét comme
une succession de masses correspondant a ’emplacement des croisements et reliés par
une tige élastique, tandis que la non-interpénétration du fil est modélisée par une force
répulsive entre les masses. Ces travaux font le lien entre une description qui part du fil
pour décrire une maille ou le tricot et d’autres descriptions qui s’appuient plus sur des
éléments structurels.

1.4.3 Tricot et réseaux

Les démarches précédentes s’appuyaient sur la mécanique du fil en lui-méme, limitant
de ce fait la description & une maille, ou au tricot en entier mais au prix d’un important
effort numérique. Pour modéliser un tricot dans son ensemble, une approche différente a
alors été proposé par W.L. Wu, H. Hamada et Z. Maekawa en 1994 [104]. Cette approche
prend du recul par rapport au fil (modele "coarse-grained") et s’appuie plutdét sur la
topologie du tricot en le décrivant par un réseau de"particules" reliées par des tiges, chaque
particule correspondant a un croisement du fil. La connectivité des particules correspond
au parcours du fil dans le tricot, créant ainsi un réseau avec un motif périodique. Chaque
tige peut seulement s’allonger ou se compresser suivant une loi élastique ajustable F' =
FEe" avec F' la force, € l'allongement de la tige et F, u des coefficients qui seront ajustés
a partir d’expériences. Le tricot peut alors étre soumis a des contraintes extérieures et la
position finale de toutes les particules est atteinte lorsque la somme des forces s’appliquant
sur chaque particule s’équilibre. Les auteurs ajoutent aussi un parameétre qui autorise le
glissement du fil au point de contact, cela se traduit par un transfert de longueur entre
les différentes tiges attachées a chaque particule. Le fil étant inextensible, la longueur de
fil transféré & chaque particule doit se conserver. Pour diminuer le temps de calcul, les
auteurs poussent 1’aspect "coarse-grained" du modele plus loin en considérant un nombre
de motifs non pas égaux au nombre de mailles mais simplement proportionnels dans
les directions course et wale. Leur modele, notamment en autorisant le glissement du fil,
parvient a bien reproduire la réponse mécanique dans la direction course et wale, ainsi que
qualitativement la forme d’un tricot soumis a une élongation. Une description similaire a
récemment été développée permettant davantage de topologies, tout en ajoutant d’autres
modes de déformations [105].

Partant du constat que les modeles basés sur le fil sont trop limitatifs et ne permettent
pas de rendre compte de tous les phénomeénes qui entrent en jeu dans la mécanique des
tricots, A.U. Loginov, S.A. Grishanov et R.J. Hardwood ont entrepris de construire un mo-
dele s’inspirant de la méthode des éléments finis pour le tricot [106, 107, 108] (fig. I.12.a).
Une maille est considérée comme la cellule élémentaire d’un réseau, chaque segment et
croisement ayant son propre comportement élastique et méme plastique (friction et re-
laxation aux temps longs). La cellule prend aussi en compte la compression du fil ainsi
que sa redistribution entre cellules. La aussi, pour diminuer le temps de calcul et aider
la convergence du modele, une cellule représente une zone du tricot plutét qu'une maille.
Finalement, méme si ce modele parvient a bien reproduire la forme et la réponse méca-
nique du jersey, sa complexité rend son utilisation extrémement laborieuse et ne semble
pas avoir eu un succes retentissant dans la communauté.

La derniere approche que je voudrais présenter est hybride entre un modele sur réseau
et un modele mécanique du fil. C. Yuksel et al [109] ont construit une méthode pour
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FIGURE 1.12 — Approches structurelles de la mécanique du tricot. a) Modele de cellule
élémentaire du tricot de A.U. Loginov et al. Haut, chaque partie de la maille est modélisée
par un composant mécanique. Bas, résumé des parametres de chaque noeud de la cellule
(images extraites de [107]). b) Réseau introduit par Yuksel et al pour intégrer différentes
mailles a des représentations réalistes de tricots. Haut, topologie de la cellule élémentaire
représentant une maille endroit, avec un exemple de point Jersey en accolant plusieurs
de ces cellules. Milieu, exemple d’autres cellules pour la fabrication de différents types de
mailles. Bas, résultat de leur modele avec de gauche a droite : le réseau apres relaxation,
le code couleur correspondant aux différentes cellules; le tricot numérique apres 1’étape
de relaxation du fil; une photo d’un tricot réel avec le méme motif (images extraites
de [109]).

modéliser la forme et la réponse mécanique d’un tricot de forme et de topologie arbitraire
(fig. 1.12.b). Cette méthode se décompose en deux étapes principales. Dans la premiere,
les auteurs identifient chaque type de maille a un type de cellule élémentaire, ce qui per-
met alors de tapisser la surface correspondant & notre tricot d’un réseau de cellules qui
contient toute l'information topologique. Ils définissent ensuite un cotit de déformation
(élongation, cisaillement...) a ces cellules, et une premiere phase de relaxation de 1’énergie
du réseau va venir minimiser son énergie. La deuxiéme étape consiste a remplacer les
cellules par les mailles correspondantes avec le fil ayant la bonne topologie dans tout le
tricot. Une deuxiéme phase de relaxation va alors venir minimiser 1’énergie du fil avec
la méthode présentée auparavant [99]. Une fois la trajectoire du fil obtenue, le fil est ha-
billé d’une texture lui donnant un aspect réaliste. Les exemples fournis dans cet article
concernent surtout la modélisation de vétements aux motifs complexes soumis a des solli-
citations diverses, cette étude s’adressant principalement a la communauté d’informatique
graphique.
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1.5 Notre approche

Le tricot est donc un objet reposant sur une somme colossale de savoirs empiriques ac-
cumulés par les tricoteuses/tricoteurs au fil des siécles, mais aussi un systéme mécanique
qui fait I’objet de nombreuses études, notamment liées a son utilisation industrielle. Notre
approche est intermédiaire entre la mécanique standard qui cherche & prédire analytique-
ment la trajectoire du fil, et une approche entiérement numérique qui prend en compte
le systéme dans toute sa complexité. Dans le méme esprit que les travaux récents sur les
métamatériaux mécaniques, on cherche a comprendre les relations entre structure et élas-
ticité au sein d’un tricot. La démarche se base d’abord sur un travail expérimental, avec
des tricots suffisamment simplifiés pour ne garder que ’essence du probléme : élasticité,
géométrie, topologie et contacts frictionnels. On va ensuite chercher a extraire les argu-
ments minimaux pour construire une théorie permettant de décrire la réponse mécanique
mesurée. Cette théorie, bien qu’ayant une portée plus limitée que les modeles numériques
et ne décrivant pas directement les déformations précises du fil, permet d’identifier des
parameétres généraux facilement interprétables et mélant élasticité et géométrie. Epurer
le systéme expérimental permet aussi de mettre en évidence des phénomenes statistiques
insoupgonnés et de faire des paralleles avec d’autres systémes physiques inattendus. Le
chapitre suivant, ainsi que le dernier chapitre sont consacrés a ces relations entre élasticité
et structure, alors que le chapitre intermédiaire se focalise sur les aspects statistiques de
la réponse mécanique.



Chapitre Il

Géomeétrie et élasticité d’un tricot

Ce chapitre présente notre approche expérimentale et théorique pour étudier la ré-
ponse élastique bidimensionnelle d’un tricot soumis & des forces extérieures. Apres avoir
défini un tricot-modele, celui-ci est caractérisé mécaniquement par sa réponse a une élon-
gation en mesurant la force et la déformation associées. En s’appuyant sur ces mesures, le
tricot est simplement représenté par un réseau avec chaque maille uniquement décrite par
les vecteurs la reliant a ses voisines. Ensuite, trois ingrédients cruciaux ont été identifiés :
la flexion du fil, son inextensibilité et la conservation de la topologie. Ces ingrédients,
qui s’interprétent comme une énergie et des contraintes, sont implémentés dans une ap-
proche Lagrangienne en les exprimant en fonction des parameétres du réseau. Résoudre
ce Lagrangien permet de retrouver de maniére assez fidele la forme et la force mesurée
expérimentalement. Cette approche autorise aussi la caractérisation d’un tricot et de sa
mécanique par un nombre réduit de parametres qui s’interprétent aisément.
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I.L1 Le choix du systéme expérimental

Ces travaux s’appuient avant tout sur une étude expérimentale pour déterminer les
ingrédients cruciaux qui entrent en jeu dans la mécanique d’un tricot. De plus, le but étant
une compréhension fondamentale du systéme, ces travaux ne visent pas une application
particuliére du tricot. Le systeme expérimental a donc été choisi de telle sorte a faciliter
les mesures et leurs interprétations. Cela passe notamment par une séparation des échelles
de longueur entre les différentes structures du tricot : le fil, la maille, le point et le tricot.

11.L1.1 Le fil de péche, un fil idéal

La premiére étape de simplification est de tricoter un fil dont les propriétés mécaniques
sont clairement connues et aisément décrites. Cela va donc exclure tous les fils habituel-
lement utilisés dans ’habillement ou les renforts textiles pour composites. La mécanique
des matériaux pouvant étre décrite par une élasticité de Hooke présente 'avantage d’une
relation directe entre la géométrie du fil et son énergie. Il faut pour cela un fil mono-
filament présentant une plage élastique assez importante. Les métaux atteignant trop
rapidement leur seuil de déformation plastique, on a finalement choisi d’utiliser des fils
polymeére monofilament. Pour pouvoir fabriquer un tricot de facon bien contrdlée, il faut
que ces fils gardent le méme diametre et état de surface sur plusieurs dizaines de metres.
Au gré de recherches du fournisseur idéal de ce type de fil, il a été trouvé que toutes nos
exigences sont satisfaites par les fabricants de fils de péche. En effet, les pécheurs a la
ligne ont des exigences tout a fait similaires aux notres : le fil doit au moins faire plusieurs
dizaines de meétres avec un rayon strictement constant pour éviter sa casse et sa surface
doit étre bien contrélée pour éviter tout blocage dans les anneaux ou le moulinet. De plus,
la diversité des techniques et d’environnement de péches, ainsi que la variété de taille de
poissons font qu’un large choix de fils a été développé.

La plupart des fils utilisés ici viennent de la marque STROFT® car ils proposent
une large gamme de fils monofilament et donnent quelques précisions sur la maniere dont
sont fabriqués ses fils. Les fils monofilament sont a base de polyamides (nylon) auquel des
additifs sont ajoutés. Apres une premiere phase d’extrusion, le fil est considérablement
étiré pour aligner les polymeres dans la direction longitudinale du fil. Aprés une étape de
recuit pour diminuer les contraintes internes, le fil subit un traitement surfacique qui le
rend plus hydrophobe. Le détail des additifs et traitements de surface n’est évidemment
pas divulgué par l'entreprise. Toutefois, le faible cotit de ces fils les rend tres attractifs,
comparés par exemple a des commandes sur-mesure a des entreprises spécialisées. La
gamme de fils nylon monofilament STROFT® GTM qui sera utilisé dans la suite de ce
chapitre présente ’avantage d’étre disponible pour des diametres allant de 30 um & 600 pym
avec un pas de 10 pm.

Le choix du diametre du fil est contraint par plusieurs parametres. Avec ['objectif de
séparer les échelles de longueur, on peut étre tenté de prendre le fil le plus fin possible.
Toutefois, un fil de diameétre trop petit va étre difficile a tricoter (casse plus facile) et a
visualiser. De plus, sa résistance a la déformation et son poids sont si faibles que de simples
courant d’air peuvent venir le déformer. Ces conditions imposent un diametre supérieur a
environ 60 pm. A Topposé, un fil trop gros a de fortes chances d’invalider I'hypothése de
séparation d’échelles mais aussi de sortir le fil de sa région de faible déformation avec pour


http://www.stroft.de/index_en.html

II.1 LE CHOIX DU SYSTEME EXPERIMENTAL 29

120

100

80

60

40

Contrainte (Mpa)

20

0 L L
0 1 2 3

Déformation (%)

FiGURE II.1 — Traction d’un fil unique, la pente de la réponse linéaire permet de mesurer
son module d"Young E. Cercles rouge, fil STROFTg GTM de 80 um de diametre, on
mesure un module d’Young de 3.9 GPa. Carrés rouge, fil STROFTg GTM Schwarz de
150 pm de diametre, on mesure un module d’Young de 2.1 GPa. Ce fil sera notamment
utilisé dans le second chapitre.

conséquences de possibles déformations plastiques irréversibles. Ainsi, dans nos conditions
de tricotage qui seront explicitées plus loin, le diametre du fil doit préférentiellement rester
en dessous de 200 pm.

Dans ce chapitre, notre attention va notamment se porter sur une expérience pour
laquelle le fil choisi est un STROFTg GTM de 80 um de diametre. Le fil est caractérisé
par son module d’Young mesuré expérimentalement, F = 3.9 GPa (fig. II.1). Son module

de flexion est alors simplement déduit de la formule B = El’;g‘l =0.8 x 1078 J.m.

11.L1.2 La maille et le point

Une fois le fil choisi, il faut ensuite choisir quel type de mailles puis quels points utiliser.
Mais avant cela il faut se poser la question de la technique a utiliser pour tricoter ce fil.
L’échelle de longueur du fil fixée, les dimensions minimales du tricot que ’on doit obtenir
si les échelles sont bien séparées peuvent alors étre estimées. En considérant au minimum
un facteur 10 entre les différentes échelles, on obtient une maille d’environ 1 mm et un
tricot d’au moins 10 x 10 mailles.

a) Fabriquer un beau tricot

Tricoter est un savoir-faire qui demande une certaine pratique et habilité avant d’étre
maitrisée. Dans notre cas, il faut pouvoir tricoter plus de 100 mailles de maniere tres
contrélée avec un fil qui n’a pas initialement été prévu pour. Ayant appris a tricoter
seulement au début de ma these, on est vite arrivé a la conclusion que le tricoter a la
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main avec des aiguilles n’était pas la bonne solution. Il a fallu donc apprendre a utiliser
une machine a tricoter qui permet d’obtenir une trés bonne répétabilité et homogénéité
des mailles sans avoir des années d’expérience de tricot. Par chance, il se trouve que le
département de Physique de I'ENS est voisin de 'Ecole Nationale Supérieure des Arts
Décoratifs (ENSAD), une école qui propose entre autres les formations "Design textile
et matiere" et "Design Vétement" et qui accueille aussi un groupe de recherche "Soft
Matter" qui travaille étroitement avec le textile. Une collaboration a alors été mise en place
entre notre équipe et atelier textile de 'ENSAD géré par Clément Assoun (fig. I1.2.a).
J’ai ainsi pu venir dans cet atelier une dizaine d’aprés-midi pour me familiariser avec le
fonctionnement des machines a tricoter sous les conseils de Clément Assoun pour, par la
suite, devenir autonome dans la confection de tricots.

Il n’y a aucune différence structurelle entre un tricot fait & la main et un tricot fait a la
machine, mais le processus de fabrication est tout a fait différent. Le détail du tricot a main
ne sera pas abordé dans cette these, il existe une myriade de livres qui traitent du sujet
(par exemple [110]). Il existe aussi de nombreux ouvrages traitant des machines a tricoter
[111] mais ses principes de base seront rappelés ici pour pouvoir décrire quelles sont les
mailles accessibles et quels parametres peuvent étre ajustés. Une machine a tricoter est
essentiellement composée d’une ou deux rangées de crochets et d’'un chariot qui vient
imposer un mouvement de va-et-vient aux crochets. Pour tricoter, chaque crochet vient
tenir une maille et le passage du chariot va former une nouvelle boucle dans la précédente
grace a un systéme de clapet (fig. I1.2.b), produisant ainsi une nouvelle rangée de mailles.
Le tricot est donc fabriqué rang par rang dans la direction des colonnes ("wale"), un rang
correspondant a un passage du chariot. Ainsi, avec une seule rangée de crochets (machine
a tricoter simple fonture), le fil va étre tricoté toujours du méme coté et de la méme
maniére. Une machine a tricoter produit donc un point Jersey si aucune modification
n’est apportée. Le rang peut étre refermé sur lui-méme pour fabriquer des tricots de
forme tubulaire. Ajouter une deuxiéme rangée de crochets en vis-a-vis de la premiere
permet d’alterner mailles envers et endroit et offre donc un plus grand choix de motifs
(fig. 1.6).

La taille et le prix de ces machines varient énormément, allant de la machine indus-
trielle & la machine mécanique adapté a un usage domestique, populaire dans les années
1960-1980. Nous nous sommes procuré une machine simple fonture d’occasion KS858
de la marque Toyota pour pouvoir fabriquer nos échantillons directement au laboratoire
(fig. I1.2.c). Cette machine produit des mailles endroits, mais aussi torses, glissées ou jetées
sans trop de difficultés mais avec une intervention manuelle. Le fil peut étre facilement
changer a chaque nouveau rang. Par contre, a cause de la simple fonture, alterner les
mailles endroit et envers est tres difficile. La fonture de ce modele possede 200 crochets
séparés d’une distance de 4.5mm. La longueur de fil par maille est le seul parameétre
réglable directement sur cette machine. Entre ’étape 4 et 5 de la fabrication d’une maille
(fig. I1.2.b), tourner la molette rose du chariot (fig. I1.2.c) permet d’ajuster la distance sur
laquelle la nouvelle maille est tirée dans la précédente, permettant ainsi de controler la
longueur de fil injectée et par conséquent la taille du nouveau rang de mailles. Par ailleurs,
le premier et dernier rang d’un tricot doivent étre différents des autres car le motif ne
peut plus étre périodisé. Avec du nylon et une machine a tricoter, ces rangs sont difficiles
a faire, mes tricots commencent et finissent donc par une partie en coton (fil bleu dans
fig. I1.2.c) plus adaptées a ces rangs.


http://www.softmatters.ensadlab.fr/
http://www.softmatters.ensadlab.fr/
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FIGURE II.2 - a) Photos de Iatelier maille de 'TENSAD avec Clément Assoun tricotant
sur une machine double fonture (site de 'ENSAD). b) Schéma de fonctionnement du
tricotage d’'une maille dans une machine a tricoter. Les étapes 1 a 5 correspondent au
passage du chariot sur les crochets de la fonture. Grace au systeme de clapet, un simple
mouvement de va-et-vient du crochet permet de construire un nouveau rang de mailles.
Schéma tiré de [111]. ¢) Photo de notre machine a tricoter Toyota K.S858 pendant une
séance tricot. On peut voir une rangée de crochets tenant un rang du tricot, le chariot
étant positionné a droite.


https://www.ensad.fr/ateliers/atelier-maille
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b) Jersey et taille du tricot

Grace a la maitrise du tricotage a la machine, je peux confectionner des tricots de nylon
de grande taille avec une tres bonne régularité des mailles. Dans 'optique de simplification
du probleme, il semble naturel de commencer par la maille et le point le plus simple, le
Jersey. Le point Jersey n’est constitué que d’une seule maille endroit qui sera répétée dans
tout le tricot, toutes les mailles ont donc la méme topologie. Toutefois, et on le verra plus
en détail par la suite, un tricot Jersey au repos prend une forme 3D complexe (fig. I.11.b)
qui émerge car le point n’est pas symétrique entre son endroit et son envers (fig. I.5.a-
b). Cette asymétrie se manifeste notamment par ce que I'on appelle le roulottement des
bords, phénomeéne bien connu chez les tricoteurs. En effet les bords d’'un Jersey viennent
spontanément s’enrouler sur eux méme, et, que le bord soit suivant un rang ou une colonne,
I’enroulement se fait d’un c6té ou de I'autre du tricot. Ce probléme pourra étre en partie
résolu par les conditions aux bords et la description théorique du probleme. De plus, le
point Jersey étant de loin le plus aisé a faire avec notre machine a tricoter, il a été choisi
pour cette étude.

Il reste maintenant & décider de la taille de la maille et du tricot. Pour séparer au mieux
les échelles de longueurs, il est tentant de choisir la taille maximum de maille permise par
la machine. Toutefois, on s’est apercu que lorsque la maille devient trop grande, elle
change de configuration au repos pour adopter une forme 3D locale qui n’a plus I'aspect
habituel d’une maille. Ce changement de configuration, qui sera décrit un peu plus tard
dans cette thése, impose une borne supérieure a la taille d’'une maille pour un fil donné.
Pour le cas d'un fil STROFT® GTM de 80 um de diamétre, la longueur maximale de
fil par maille est d’environ 10 mm (réglage 3 sur 10 sur la molette de la machine) soit
une taille caractéristique de maille d’environ 4 mm, ce qui reste grand devant 80 ym. Le
nombre de mailles dans les rangs et colonnes du tricot doivent étre grand devant 1, la
limite supérieure étant fixée par les dimensions de ’espace de travail. Dans la suite de
ce chapitre, les expériences présentées ont été effectuées, sauf mention contraire, sur un
tricot en STROFT® GTM de 80 um de diametre de 51 colonnes et 51 rangs, avec 10 mm
(réglage 3) de fil par maille. Un nombre impair de colonnes et rangs permet de définir
une maille centrale.

11.1.3 Les conditions aux bords

Une fois notre tricot en main, il reste a décider comment 'attacher pour pouvoir tester
sa réponse mécanique. Suivant la maniere dont le tricot est attaché, ou autrement dit
quelles conditions sont imposées a ses bords, les déformations et donc la réponse mécanique
associée varient grandement. Dans ce travail, deux variantes ont été considérées. Dans les
deux cas, les colonnes extérieures ont été laissées libres c’est-a-dire qu’aucunes conditions
particulieres n’y est imposée. Les tests mécaniques sont alors appelés uniaxiaux car une
direction est laissée sans contrainte. Les conditions vont alors s’appliquer sur les rangs
inférieur et supérieur du tricot.

Dans un cas, la distance latérale entre les mailles de ces rangs sera imposée, en pra-
tique, par un mors composé de vis espacées régulierement (fig. I11.3.a). Chaque maille du
premier et dernier rang est tenue individuellement par une vis, par conséquent ’espace-
ment latéral entre les mailles de ces rangs sera bloqué et régulier. Ces rangs sont alors
déplacés dans leur ensemble pour déformer le tricot. Les mailles prises par les vis n’ayant
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FIGURE I1.3 — a) Mors qui permet de fixer la distance latérale entre chaque maille sur les
rangs inférieur ou supérieur. Ces mors sont en plaques de plexiglas de 2 mm d’épaisseur,
découpée a la découpeuse laser. L’espacement entre deux vis est de 5mm et la largeur
totale des mors de 25 cm. Haut : vue de dessus d’un mors avec un tricot attaché. Bas : vue
de c6té du mors, mettant en évidence les mailles bloquées par les vis. b) Mors simplement
constitué d’'une barre d’acier qui laisse les mailles du premier ou dernier rang libres de se
déplacer parallelement a la barre. La barre fait 3 mm de diametre et est lubrifiée par de
I'huile de silicone (Rhodorsil 47171000).

plus aucune liberté de mouvement, le reste du tricot a 'extérieur de ces conditions (no-
tamment les début et fin en coton) n’a plus aucune influence sur la mécanique du tricot
entre les rangs attachés. De plus, les mors de cette configuration décrivent un plan dans
lequel le tricot va étre forcé de se conformer et va donc permettre d’étudier la réponse
mécanique 2D. Pour un tricot Jersey, les bords libres vont tout de méme roulotter mais
sur une distance qui reste petite par rapport a la taille totale du tricot.

Dans le second cas, les mailles du premier et dernier rang sont tenues par une barre
métallique (fig. I1.3.b). De cette maniére, le déplacement des mailles est laissé libre le long
de la barre mais contraint perpendiculairement a celle-ci. Pour que ces mailles puissent
vraiment étre libres de leur mouvement latéral, il faut d’une part minimiser au mieux
le frottement fil/barre en lubrifiant la barre avec de 'huile de silicone, et d’autre part
détricoter les entames en coton qui imposeraient une contrainte supplémentaire.
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11.2 Mesurer la réponse mécanique

Maintenant que 'on a bien défini le systéme expérimental, on va se pencher sur sa
caractérisation mécanique. Mesurer la réponse mécanique d’un matériau revient, en gé-
néral, a mesurer des déformations conjointement avec les forces qui les engendrent. Ces
mesures peuvent soit étre locales permettant ainsi de connaitre la répartition spatiale des
déformations ou contraintes par exemple, soit globale, c’est-a-dire rendre compte de la
réponse du systéeme dans son ensemble. Ce chapitre va se focaliser sur la mécanique du
tricot dans son plan.

11.2.1 La réponse en force

L’appareil de mesure de force disponible au laboratoire est une machine de traction
linéaire de la marque Instron® modele 5965. Cet appareil consiste essentiellement en un
moteur qui permet un déplacement bien contrélé le long d’un axe et d’une cellule piézo-
électrique qui permet de mesurer une force, en traction et compression, le long de ce méme
axe. La mesure de force est donc globale et unidirectionnelle.

Pour illustrer la réponse mécanique d’un tricot je vais me focaliser sur une expérience
en particulier. D’autres configurations seront aussi évoquées au fil de ce chapitre. Le tricot
étudié est composé d’un fil STROFT® GTM de 80 um de diametre avec 51 colonnes et
51 rangs de mailles Jersey, et 10 mm (réglage 3) de fil par maille, avec comme conditions
aux bords un espacement latéral fixé (fig. I1.3.a). Ce tricot est ensuite placé dans I'Instron
avec ses colonnes dirigées dans ’axe de déplacement y de la machine. Les mors inférieurs
et supérieurs sont alignés de sorte que I’axe passant par la colonne centrale soit un axe
de symétrie du systeme. De concert avec la mesure de force, un appareil photo (Nikon
D800 muni d’un objectif 60mm 1:2:8: G AFS MicroNikkor) placé face au tricot vient
prendre des photos pour visualiser sa déformation. La section suivante viendra détailler
les mesures de déformations locales. La déformation globale du tricot est caractérisée
par ses dimensions L,, et L., qui sont respectivement la distance entre le premier et
dernier rang du tricot et la largeur de ces rangs (fig. 11.4.a). Les indices w et ¢ font
référence au terme anglais pour colonne ("wale") et rang ("course"), L,, mesurant une
distance le long des colonnes et L. le long des rangs. L’Instron permet donc de faire varier
L., tout en mesurant la force nécessaire a cette variation, alors que les conditions aux
bords s’assurent que L. reste constante. Le controle de I'Instron est assuré par un logiciel
dédié BlueHill® qui permet, entre autres, de programmer le déplacement imposé et les
fréquences d’acquisition des données. Via une carte d’acquisition, I’Instron peut aussi
communiquer avec d’autres instruments, comme ’appareil photo, grace a une interface
Labview®. Les vitesses de chargement peuvent étre variées entre 1um/s et 10 mm/s
environ, la précision sur le déplacement étant de 0.3 pm. La précision sur la force dépend
de la cellule utilisée, avec typiquement une précision de 1/10000 de sa valeur maximale
supportée. Les mesures présentées ont été faites avec une cellule 50 N, ce qui correspond
a une incertitude d’environ 5 mN.

Le test mécanique effectué consiste a varier cycliquement L., entre deux valeurs a
vitesse constante. Les valeurs minimales et maximales de L,, sont limitées par différents
effets. Aux grandes valeurs de L,,, le tricot prend une forme similaire a (fig. 1.10.b) ou
I’élasticité en traction du fil est directement sollicitée. Aux fortes déformations le fil de


http://www.instron.fr/fr-fr/products/testing-systems/universal-testing-systems/electromechanical/5900/5960-dual-column
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FIGURE I1.4 — a) Photo du tricot-modéle, les dimensions globales L. et L,, sont indiquées,
ainsi que la direction de la force F' mesurée. La barre d’échelle fait 2cm de long. Zoom
sur une partie du tricot montrant le motif des mailles, ici la barre d’échelle fait 5 mm.
b) Réponse force/élongation du tricot-modele pour 6 cycles de traction/compression a
la vitesse constante de 0.1 mm/s. Chaque cycle a une couleur différente, le premier étant
coloré en noir (légende : numéro du cycle). La valeur absolue de F est définie arbitrairement
a 0 au début de 'expérience. Encart : zoom sur la partie initiale de la réponse en traction.

nylon commence donc a se déformer plastiquement jusqu’a la rupture. On s’intéresse ici a
la réponse élastique du tricot, c¢’est-a-dire a une déformation réversible, on va donc rester
en dega de cette zone de déformation irréversible du fil. Aux trop faibles valeurs de L,,, le
tricot commence & flamber, c’est-a-dire que le tricot en tant que surface va adopter une
courbure non nulle et sortir du plan imposé par les mors, et ce jusqu’a ce que les mors
se touchent. Comme on s’intéresse a la réponse mécanique 2D du tricot, on va considérer
des valeurs de L,, suffisamment élevées pour éviter cette déformation hors du plan. Avec
notre tricot-modele, L, est varié entre 117 mm et 147 mm dans une série de 6 cycles avec
une vitesse de 0.1 mm/s (fig. I1.4.b). Le premier cycle n’est pas considéré car il est sensible
a la configuration que j'impose manuellement lors de la préparation de I’expérience, il sert
donc a obtenir un état reproductible par la suite.

La réponse force/élongation du tricot présente d’abord une forte hystéresis, la courbe
de traction et celle de compression ne sont pas identiques. Par contre,il n’y a pas de
déformation irréversible car aprés un cycle complet, la force revient a son point de départ
et la réponse est reproductible sur tous les cycles. La courbe de traction peut étre décrite
en trois portions, si on ne prend pas en compte le premier cycle. Dans la premiére portion,
pour L, entre 117 et 125 mm, le tricot commence par ne quasiment pas résister a la
déformation car F reste proche de 0. Puis, la force croit rapidement pour une élongation
qui dépend du cycle et finit par adopter une pente commune a tous les cycles. Cette
premiere portion est la seule qui n’est pas reproductible en fonction des cycles. Dans la
seconde portion, entre 125 et 135 mm environ, les cing cycles sont confondus et croissent
linéairement avec ’élongation. Dans la troisieéme et derniére portion, la force ne dépend
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toujours pas du cycle mais croit tres rapidement. Pour la courbe de compression, on a
aussi une phase de décroissance rapide puis linéaire, mais on ne mesure pas de portion
similaire a la premiere, les courbes restent confondues tout du long. La force que mesure
I'Instron est définie & une constante pres, dans cette expérience la force est fixée a 0 au
début du premier cycle.

11.2.2 Mesurer des déformations

a) Déformer par rapport a quoi?

Pour pouvoir proprement définir une déformation il faut pouvoir définir une référence
par rapport a laquelle le tricot est déformé. Habituellement, cet état de référence est
I’état au repos du systeme défini de manieére univoque, c¢’est-a-dire au minimum d’énergie
mécanique du systéme ou a ’équilibre de I’ensemble des forces intérieures et extérieures.
Toutefois, comme évoqué dans l'introduction, dans un tricot ou méme seulement une
maille, sa configuration d’équilibre est difficilement atteignable expérimentalement. En
effet, les frottements aux points de croisement viennent ajouter des forces, avec pour
conséquence que, pour une configuration donnée, le systeme n’a pas une unique énergie
mécanique ou ensemble de forces possibles. Ainsi, & moins de supprimer totalement la
friction ou de permettre au systéme d’explorer toutes les configurations possibles, 1’état
de référence n’est pas accessible expérimentalement.

Pour contourner ce probleme, nous supposons qu’il existe bien un état de référence
univoque, mais que celui-ci ne peut étre mesuré expérimentalement et constitue donc une
inconnue du probléme. Notre parametre de déformation globale € va donc étre défini par
rapport a un état qui n’est pas celui de référence mais intermédiaire. Il faut par consé-
quent déterminer a partir de quelle déformation L,, 'indétermination due aux frottements
devient secondaire devant la réponse élastique du fil. La mécanique du fil ne contient au-
cune indétermination et ne doit donc pas varier entre deux cycles de déformation. Au
contraire, si la mécanique est gouvernée par les frottements, elle va dépendre de I’histoire
de la déformation et donc varier suivant les cycles. Cette transition est observée entre la
premiere et deuxieme portion de la réponse en force décrite précédemment, ot I'on passe
d’une réponse qui varie en fonction du cycle a une réponse cohérente entre les différents
cycles. On peut donc définir I’élongation L2 = 125 mm qui marque le début de la réponse
a dominante élastique du tricot. Le parametre de déformation ¢ est deés lors défini par

Ly—L0 - Lo s 4. . s s
e = =#g—. Pour vérifier la robustesse de cette définition, 'expérience de traction précé-
w

dente a été répétée sur un plus grand nombre de cycles (fig. I1.5.a). On retrouve alors la
méme transition entre frottement et élasticité dominante toujours vers L9 = 125 mm. On
remarque toutefois au fur et mesure que le nombre de cycles augmente, toute la courbe de
traction s’abaisse lentement mais progressivement. Méme dans les portions ou 1’élasticité
est dominante la friction semble donc toujours jouer un role. La friction va aussi jouer
un role dans ’hystérésis de la réponse et les fluctuations autour de la réponse élastique,
auquel le chapitre III sera consacré. On peut, par ailleurs, répéter 'expérience en fai-
sant varier le L,, minimum (L7") entre les cycles (fig. I1.5.b). La premiére portion ot la
friction domine la réponse n’est pas attachée a une valeur de L,, particuliére car on la re-
trouve pour tous les L™ considérés. La présence de cette portion semble étre provoquée
par le changement de sens de déformation, la friction dépendant fortement de I’histoire
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FIGURE IL.5 — a) Expérience identique & Figll.4.b mais avec une vitesse de 5mm/s. La
barre verticale marque la transition friction/élasticité & L = 125mm. Le code couleur
indique le numéro du cycle. b) Toujours avec le méme tricot, L, est varié entre L™" qui
augmente de 5 mm tous les deux cycles et L"** = 150 mm. Ici la vitesse est de 0.002 mm/s.
On peut remarquer qu’entre les deux expériences de cette figure, la forme globale de la
réponse ne change pas malgré un facteur 2500 dans la vitesse de chargement.

de la déformation. La largeur de cette portion diminue toutefois quand L™" augmente.
La valeur de L dépend donc de la plage de déformation considérée, cependant, pour des
L™ trop bas (ici < 117mm), le tricot commence & sortir significativement du plan par
flambement. Cela permet, de fait, de définir un L9 minimum, qui vaut 125 mm pour notre
tricot-modele.

b) Détecter les mailles

Les déformations du tricot vont étre mesurées localement grace aux photos prises
pendant l'expérience (fig. I1.6.a). La mesure va donc étre 2D et se limiter aux zones du
tricot qui restent dans le plan. Grace a Uinterface Labview entre 'Instron et l'appareil
photo, la déformation pour laquelle une photo est prise est connue. Il reste maintenant a
définir quelle méthode utiliser pour extraire les déformations du tricot a partir d’images.
Notre description du tricot se base au niveau de la maille, 'analyse de 'image se fera par
conséquent aussi a partir des mailles et non du fil. Les objets que 'on va détecter sont
déterminés par la structure du fil, c’est-a-dire son réseau de croisements, la position d’une
portion de fil n’a alors plus d’importance. La description du systéme est alors uniquement
basée sur le motif élémentaire qui va venir se répéter, la maille, et qui constitue donc un
élément plus "topologique" que matériel.

Pour notre tricot-modele, une maille observée de face et en deux dimensions est repérée
par les espaces "vides" que délimite le fil en la parcourant. Le motif d’une maille est défini
par les entrelacs de la trajectoire du fil, en se basant sur une description via les espaces
entre le fil, son motif est alors caractérisé par deux espaces cote a cote (fig. I1.6.b). Ces
deux espaces sont détectés de maniere distincte, le réseau de mailles se présente alors
comme un double réseau imbriqué de ces espaces. Ainsi, au lieu d’avoir un seul réseau
de mailles, notre analyse d’image nous en produit 2 mais qui portent une information
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redondante. Les mailles de ces 2 réseaux ont des formes trés similaires a une rotation
de 180° pres. Du fait du processus de fabrication du tricot, ces deux réseaux présentent
généralement une légeére asymétrie de taille. Ces deux réseaux sont imbriqués de telle
sorte que lorsque 'on parcourt une colonne, toutes les mailles appartiennent au méme
réseau, alors qu’en parcourant un rang, on alterne a chaque maille entre les 2 réseaux.
Pour les distinguer, on peut notamment s’appuyer sur la différence de position verticale
qui apparait entre les deux réseaux le long d’un rang. Le réseau affichant une position
verticale plus haute dans le rang sera qualifié de "haut", 'autre de "bas".

Pour détecter une maille, il suffit donc d’obtenir un bon contraste entre le fil et le fond
de 'image. Un simple éclairage uniforme et blanc d’'un c6té du tricot et 'appareil photo
de I'autre coté permettent d’obtenir ce contraste, méme avec des fils de nylon transparents
car leur courbure dévie suffisamment la lumiére. L’analyse des images, ainsi que toutes
les analyses ultérieures, se font avec le logiciel Matlab®. La photo est binarisée par un
seuillage de la luminosité, les zones sombres étant les fils délimitant les mailles et les zones
claires ce que l’on considére comme étant les mailles. Le seuillage est local, sur une aire
de la taille de quelques mailles, pour pallier les inhomogénéités de 1’éclairage. De cette
maniere, le tricot apparalt comme un ensemble de tiches blanches séparées par de fines
courbes noires. La position d’une maille va alors étre définie comme le centre géométrique
de la tache la représentant. La précision sur cette position est supérieure a la résolution
en pixel de la photo car une maille contient en général un grand nombre de pixels.

Au fur et & mesure de I’élongation du tricot, sa déformation va des lors se répercuter
sur la position de ses mailles. Il faut donc réussir a suivre le déplacement des mailles du
tricot au gré de son I’élongation. Les mailles vont donc étre réduites a un ensemble de
"particules" repérées par la position de leur centre géométrique qui vont se mouvoir et
dont on va suivre les trajectoires. On utilise pour cela les mémes outils que les chercheurs
qui étudient les suspensions ou émulsions par exemple, avec des fonctions telles que celle
de D. Blair et E. Dufresne inspirées d’un logiciel mis au point par J.C. Crocker, D.G. Grier
and E. Weeks [112]. Toutefois, suivre une trajectoire bien définie pour chaque particule
est possible seulement si la distance qu’elle parcourt entre deux images consécutives reste
inférieure a la distance interparticules. Dans un tricot, les mailles sont trés proches les unes
des autres, ce qui correspondrait par exemple a une émulsion avec une densité proche de
1, cette distance critique est donc rapidement atteinte. En revanche, les mailles du tricot
sont organisées sous la forme d’un réseau, ce qui va permettre de tracer leurs trajectoires
individuelles méme si leurs déplacements entre images consécutives est bien supérieure a
la distance intermailles.

c) Reconstruire le réseau de mailles

Notre tricot-modele est construit par répétition de mailles le long des rangs et des
colonnes, une maille appartient donc a un réseau régulier. De plus, ce réseau est bloqué,
c’est-a-dire qu’une maille gardera toujours les mémes voisines quelle que soit la déforma-
tion imposée au tricot. Ce point sera détaillé un petit peu plus loin dans ce chapitre. Si
on arrive a reconstruire ce réseau, c’est-a-dire que pour chaque maille, la position de ses
4 voisines des rangs et colonnes adjacentes sont identifiées, la reconstruction des trajec-
toires en est grandement facilité. Pour chaque image, on passe d’un nuage de position sans
structure & ’ensemble des positions d’un réseau bien structuré. Il suffit alors de trouver
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FIGURE I1.6 — a) Schéma du dispositif expérimental de prise d’images, le vecteur g indique
la direction du champ de gravité. b) Illustration du processus de binarisation d’une image
de tricot, le motif périodique défini par les interstices entre les fils est surligné. Dans le
motif surligné, ’espace a gauche est orienté vers le "haut", celui a droite vers le "bas". Haut,
image brute d’une portion de tricot. Bas, méme portion apres le processus de binarisation,
la position du centre géométrique de chaque maille est indiqué par un point rouge.

une maille en particulier, dont la trajectoire est facilement identifiable par les moyens
standards, pour reconstruire I’ensemble des trajectoires du réseau. En effet, pour chaque
image la place de cette maille dans le réseau et sa position sont connues, on peut donc
aussi connaitre la position de ses voisines de réseau, ainsi, de proche en proche, on est
capable de retrouver toutes les trajectoires de chacune des mailles du réseau.

En pratique, chaque "particule" de I'image binarisée et sa position correspondante
sont d’abord identifiées par un numéro arbitraire. Ce numéro est associé a une maille
pour une photographie donnée, mais il va changer d’une image a l'autre. Connaitre la
trajectoire d’une maille revient donc a identifier son numéro qui lui est associé sur toutes
les photographies. Pour ce faire, il faut tout d’abord pouvoir repérer chaque maille au
sein du réseau pour une image donnée. On construit pour cela une matrice de la taille
du réseau de mailles, avec chaque élément de la matrice correspondant au numéro d’une
maille, et chaque colonne ou rang de la matrice correspondant a une colonne ou rang du
réseau de mailles. Pour chaque maille il faut des lors déterminer quel est le numéro de
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ses voisines du méme rang et de la méme colonne. Cependant, a cause de notre approche
d’analyse d’image, notre image contient deux réseaux "haut" et "bas" imbriqués. Cela
conféere une configuration assez particuliere au voisinage des mailles, elles possedent 6
et non 4 proches voisines (fig. I1.7.a). Parmi ces 6 voisines, 2 appartiennent a la méme
colonne et donc au méme réseau, et 4 appartiennent a ’autre réseau, 2 sur le méme rang et
les 2 autres sur le rang supérieur ou inférieur. Si la maille appartient au réseau "haut’, les
2 mailles supplémentaires de son voisinage font partie du rang supérieur, si elle appartient
au réseau "bas', ces 2 mailles supplémentaires font partie du rang inférieur (fig. 11.7.a).
L’arrangement des voisins autour d’une maille étant figé, connaissant au préalable si une
maille appartient au réseau "haut" ou "bas", on peut réussir a déterminer qui de ses plus
proches voisines appartiennent au méme rang ou a la méme colonne.

Dans ce réseau, les plus proches voisines d’une maille sont celles qui ne sont séparés que
par le fil, ¢a ne correspond pas forcément aux mailles possédant les plus petites distances
entre centres géométriques. Par exemple, dans des configurations de tricots tres allongés,
les mailles ont leurs voisins latéraux proches et longitudinaux éloignés en terme de distance
entre centres géométriques (fig. I1.7.b). Le programme pour trouver les bons voisins d’une
maille procede par une premiere étape ou la maille considérée va étre artificiellement
élargie de maniére isotrope d’environ 2 fois la largeur en pixel du fil. Cette maille élargie
va alors chevaucher des mailles voisines qui ne sont séparées d’elle que d’une distance de
Pordre du diameétre du fil (fig. I1.7.a). On considére alors que les mailles chevauchées sont
ses plus proches voisines, idéalement au nombre de 6. Ensuite, pour déterminer qui sont
ses voisines appartenant au méme rang et a la méme colonne, on s’appuie sur la position
relative de leurs centres géométriques par rapport a la maille considérée. Les mailles de la
méme colonne sont celles qui ont un centre géométrique le plus éloignés verticalement de
la maille centrale. Pour une maille appartenant au réseau "haut", ses voisines de la méme
rangée sont, parmi les 4 mailles latérales, celle ayant une position verticale inférieure a
la maille centrale. Pour le réseau bas, ce sont les mailles avec une position supérieure.
Cette méthode simple fonctionne pour les situations ou le tricot n’est pas trop déformé.
En cas de forte déformation, I'ordre des positions relatives peut étre chamboulé et rendre
caduque la méthode précédente. Ces agencements différents restent toutefois redondants,
ce qui permet de les détecter et d’adapter le programme en conséquence (fig. I1.7.b).

Le principe du programme de reconstruction du réseau fonctionne par propagation
de proche en proche le long des rangs et des colonnes. Il faut tout d’abord fournir ma-
nuellement une maille "source" pour initier la propagation, son appartenance au réseau
"haut" ou "bas" étant connu. Cette maille est choisie de sorte & ce que sa trajectoire soit
facilement mesurable en toutes circonstances et par une méthode classique. Pour cela, on
choisit une maille appartenant par exemple a la colonne centrale puisque, par symétrie, le
mouvement des mailles de cette colonne est uniquement vertical et va largement suivre le
mouvement des mors. Grace a la méthode de détection des voisins, on peut se déplacer, de
proche en proche, le long d’une rangée ou d’une colonne sans connaitre a priori le réseau.
La propagation a partir de la maille "source" va suivre un schéma en deux étapes qui vont
se répéter. La premiere étape consiste a propager la détection le long de la colonne ou
se situe la maille "source" jusqu’aux mors supérieur et inférieur (fig. I1.8.a). La deuxiéme
étape consiste a propager le long du rang de la maille "source" mais seulement d’une
seule maille (fig. I11.8.b). La premiére étape de propagation le long de toute la colonne
est ensuite répétée, a partir de la maille latérale nouvellement identifiée (fig. I1.8.c). C’est
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FIGURE ILI.7 — a) Illustration de la méthode permettant de trouver les voisins d’une maille
sur la méme rangée et colonne. Les mailles considérées sont marquées par un cercle, une
appartenant au réseau "haut' (gauche) et une au réseau "bas" (droite). La coloration
violet foncé marque la taille de la maille élargie, on peut voir qu’elle recoupe les mailles
voisines. Les voisines appartenant a la méme colonne ou rangée sont colorées en violet
clair et la position de leur centre géométrique indiqué par un rond. Les plus proches
voisines appartenant a la rangée inférieure ou supérieure sont marquées par une Croix.
b) Méthode modifiée pour traiter le cas d'un tricot fortement allongé ou les mailles de
la méme colonne se retrouve loin de la maille considérée. Un élargissement isotrope ne
suffisant pas a se superposer aux mailles sur la méme colonne, 1’élargissement est rendu
anisotrope et plus important dans la direction de cette colonne.

ensuite au tour de la seconde étape le long du rang d’étre répété en propageant d’une
maille latéralement. Pour résumé, la propagation se fait d’une maille par une maille le
long du rang de la maille source mais directement sur toute la colonne a chaque nouvelle
maille du rang (fig. 11.8.d). Une alternative consiste & propager maille par maille le long
de la colonne de la source et le long du rang entier a chaque étape. Le résultat final est
donc une matrice dont les lignes et colonnes correspondent aux numéros des mailles dans
le réseau. Une colonne sur deux appartient au réseau "haut", le reste au réseau "bas".

Si la détection d’un voisin échoue pour une certaine raison au milieu d’un rang ou
d’une colonne, la propagation s’arréte et le reste du rang ou de la colonne reste inconnu.
Heureusement, pour chaque maille ses voisins sont identifiés dans les 4 directions, pas
seulement dans la direction de propagation. Cela produit beaucoup d’informations redon-
dantes mais permet aussi d’identifier a posteriori une colonne ou rang ayant subi une fin
de propagation précoce. Dans certaines configurations, il est tres difficile de retrouver tous
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les bons voisins car le tricot est fortement déformé. Cela va alors stopper la propagation
sur de nombreuses lignes ou colonnes. Toutefois, la plupart du temps, la détection des
voisins uniquement du méme rang ou de la méme colonne reste faisable. On peut alors
combiner deux méthodes de propagation. Une méthode ou la propagation selon le rang
se fait seulement sur le rang de la maille source, que ’on peut choisir sur un rang facile a
identifier, le reste de I'identification se faisant par propagation suivant les colonnes. Cette
méthode fonctionne bien si les voisins au sein d’'une méme colonne sont facilement iden-
tifiables (fig. I1.8.e). Dans 'autre méthode la propagation sur colonnes se fait seulement
sur celle de la source et selon les rangs pour toutes les autres mailles. Cette version la est
donc favorisée si les voisins latéraux sont facilement identifiables (fig. I1.8.f). En recoupant
les informations de ces deux méthodes, on peut alors reconstruire une bonne partie du
réseau méme si tous les voisins ne sont pas forcément facilement identifiables.

Finalement, certaines colonnes ou mailles ont pu se propager plus loin que d’autres,
notamment a cause du roulottement des bords. Le réseau considéré par la suite est alors
le plus grand possible en nombre de mailles, sans trous (mailles non identifiées) et ayant
des colonnes toutes de la méme taille, idem pour les rangs. Le réseau forme alors une
matrice rectangulaire sans "trous". Ce réseau est déterminé pour toutes les photographies
prises pendant 'expérience. Ces réseaux présentent une information redondante car ils
regroupent les réseaux "hauts" et "bas". Dans la suite, pour simplifier la description et
éviter la redondance, seul le réseau "haut" sera considéré.

d) La trajectoire du réseau de mailles

Pour chaque photographie on peut reconstruire la matrice du réseau pour laquelle
chaque numéro correspond & une maille et donc a une position dans I'image. La trajectoire
de la maille source est connue, c’est-a-dire que pour chaque photographie, on connait quel
est son numéro correspondant et donc sa position. Grace a ce fil conducteur on peut
maintenant associer toutes les mailles & sa série de numéros au fil des photographies du
tricot et donc a une trajectoire.

On définit (j,14,¢) le vecteur position du réseau pour chaque déformation e (défor-
mation relative longitudinale), chaque couple (j,i) correspondant & une maille avec j
notifiant de sa position le long des rangs et ¢ le long des colonnes. La description de la
trajectoire est uniquement 2D, @ est décomposée sur la base orthonormée (€, €,) définie
simplement par ’horizontale et la verticale de I'image (fig. I11.9.a).

La trajectoire d’une maille lors de la traction peut étre séparée en deux phases. Au
cours de la premiere phase, la maille a une trajectoire assez erratique qui n’est pas re-
productible entre les différents cycles (fig. 11.9.b-c). Pendant la deuxiéme phase, la maille
présente une trajectoire proche d’une droite qui est reproductible entre les cycles. Le pas-
sage d’une phase a 'autre est simultané pour toutes les mailles du tricot et correspond
aussi a la déformation ¢ = 0 mesurée avec le signal de force. La premiére phase marque
donc une déformation dominée par la friction entre les fils, alors que la seconde marque la
prédominance de déformations élastiques. Cette transition entre friction et élasticité do-
minante mesurée globalement par la réponse en force se retrouve aussi au méme moment
dans les trajectoires des mailles.

Pour la compression, la trajectoire des mailles exhibe deux phases similaires a celles
observées lors de la traction, avec en plus une troisieme phase a I’amorce de la compression.
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FIGURE I1.8 — a-d) Méthode de propagation qui utilise la reconnaissance de voisins du
méme rang seulement sur le rang de la maille source et celles de voisins le long des colonnes
pour le reste. a) La maille source est en rouge, sa colonne correspondante a été détectée
et peinte en orange. b) Etape de propagation latérale, de seulement une maille a gauche
et a droite. ¢) Propagation suivant les colonnes des deux nouvelles mailles. d) La méme
étape que b) & un stade plus avancé. e) Détail d’une maille pour qui les voisins latéraux
sont difficilement identifiables, son rang est coloré en rouge, sa colonne en orange. La
propagation par colonne est donc a favoriser. f) Détail d’une maille pour qui les voisins
longitudinaux sont difficilement identifiables (mailles trés penchées), son rang est coloré
en rouge, sa colonne en orange. La propagation par rang est donc a favoriser.

On retrouve donc les phases a friction dominante pour € < 0 et & élasticité dominante pour
€ > 0 comme pour la traction. La trajectoire linéaire de la phase élastique est paralléle
a celle de la traction mais pas confondue a cause de 'apparition de la troisiéme phase.
Juste apres le passage entre traction et compression, la force chute drastiquement, et les
trajectoires des mailles sortent de la droite qu’elles étaient alors en train de suivre. La chute
de force peut étre imputée a ’action de la friction. En effet, lors de la traction, le frottement
vient s’opposer au mouvement imposé par les mors, ce qui ajoute une composante positive
supplémentaire a la force nécessaire a la déformation élastique, la résultante totale étant
la force mesurée F'. Au moment du passage traction-compression, le mouvement du mors
change de signe, il en va ainsi de méme de la force de frottement. Sa contribution passe
alors soudainement de positive a négative et provoque la chute rapide de F'. Pendant cette
transition, la réponse mécanique devient dominée par le frottement, ce qui se traduit par
cette troisieme phase dans la trajectoire des mailles lors de la compression ou les mailles
sortent de leurs trajectoires linéaires.

Notre description dans ce chapitre va se limiter a la réponse élastique du tricot, on va
donc se concentrer sur la partie e > 0 de la traction ou les trajectoires des mailles restent
rectilignes. Dans cette partie, la trajectoire des mailles est donc une fonction linéaire de
la déformation e, le vecteur position du réseau peut s’écrire sous la forme suivante pour
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FIGURE I1.9 — Trajectoires des mailles pendant 5 cycles de traction/compression du tricot-
modele. Pour tous les panneaux, la position des mailles pendant la traction est représentée
par des ronds et par des carrés pendant la compression. La couleur des points correspond
aux phases ou la friction est dominante (bleu, e < 0) ou I’élasticité est dominante (rouge,
e > 0). a) Trajectoires de 16 mailles de la partie supérieure droite du tricot pendant
les 5 cycles de traction/compression. La trajectoire entourée correspond & celle détaillée
dans les deux graphes a droite. b-c) Changement de position en x b) et en y c) de la
maille entourée pendant les 5 cycles de traction/compression. Les droites correspondent
a la régression linéaire des trajectoires de traction pour € = 0. Les pentes de ces droites
permettent de mesurer 4 et leurs ordonnées a ’origine .

expliciter cette relation :
Q_/:(],’L,E) :ﬁo(j,l)+€ﬁ1(j,l) (II]')

La position d’une maille peut donc étre décomposée en une position initiale @y et une
composante linéaire avec la déformation ;. Ainsi, les trajectoires des mailles pour toute
la plage de déformation étudiée peuvent étre décrites expérimentalement par seulement
deux champs de vecteurs.



I1.3 CINEMATIQUE ET APPROCHE THEORIQUE 45

11.3 Cinématique et approche théorique

Maintenant que 'on a caractérisé expérimentalement la réponse mécanique de notre
tricot-modele, on peut introduire les outils qui vont permettre d’aborder ce systéme théo-
riquement et de construire notre modéle.

11.3.1 Définition d’une cinématique : ¢ et W

Fournir une cinématique revient a définir un ensemble de variables qui permettent
de décrire le tricot. Notre description se base sur la maille comme cellule élémentaire,
nos variables doivent donc s’appuyer sur les propriétés des mailles. Avec notre approche
expérimentale, une maille est notamment caractérisée par sa position, mais aussi par les
positions relatives de ses voisines au sein du méme rang et de la méme colonne. Pour
rappel, le réseau considéré ici est le réseau "haut', toutes les mailles appartiennent a
ce méme réseau. Il en découle une description naturelle d’'une maille par les 4 vecteurs
partant de sa position et rejoignant ses plus proches voisins. Cette description est toutefois
redondante car 2 voisins partagent le méme vecteur. Pour palier cette redondance on ne
considere simplement que le vecteur dans une seule direction selon le rang ou la colonne, la
direction étant choisie de maniére arbitraire mais identique pour chaque maille. De cette
fagon, on définit les vecteur ¢(j,1i,¢) et w(j,4,e) pour caractériser une maille. ¢(j,1,¢) est
le vecteur reliant la maille (j,7) a sa voisine sur le méme rang, a droite (j + 1,4). La
direction de ¢ donne donc localement la direction du rang ("course" en anglais, d’ou le ¢).
Quant & w(j,i,¢) c’est le vecteur reliant la maille (j,4) & sa voisine sur la méme colonne,
au-dessus (j,i + 1). La direction de @ donne donc localement la direction de la colonne
("wale" en anglais, d’ou le w). On a donc I’expression suivante pour ¢(j,,¢) et wW(j,1i,¢)
en fonction du champ de déplacement :

gyiye) =u(j+1,1,e) — u(j4,14,¢)
=lo(j + 1,4) — to(j,1) + & (U1 (j + 1,4) — u1(4,1)) (I1.2)

ﬁ(j7ia€) = ﬁ(]72 + 1)‘5) - ’l_l:(j,i,E)

Ces vecteurs sont des variables suffisantes pour reconstruire la forme des rangs et colonnes
et donc la déformation locale du tricot. L’état du tricot a e = 0 correspond a un état initial
déja déformé par rapport a un état de référence qui n’est pas atteint expérimentalement.
Nous supposons que cet état de référence est uniforme, c’est-a-dire que toutes les mailles
sont décrites par des vecteurs ¢ et o identiques. De plus, on suppose que dans cet état de
référence les rangs sont paralleles a 'horizontale, a savoir suivant €, et que les colonnes
sont perpendiculaires aux rangs, donc suivant €,. Les vecteurs a 1'état de référence, notés
c* et W* peuvent alors étre écrits sous la forme :

& =cd, V(i) (IL4)
T =w'E V(i) (IL5)

Les dimensions globales du tricot de référence sont alors L} = N.c* et L = N,w* dans
respectivement la direction des rangs et des colonnes. N, indique le nombre de mailles dans
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FIGURE I1.10 — Représentation schématique des variables ¢ et w. a) Tricot a I’état de
référence. Toutes les mailles sont identiques et séparées par les mémes vecteurs ¢ = c*ée,
et W* = w*éy. b) Tricot dans un état déformé, les normes et directions de ¢ et @ varient
en fonction de la maille dans le tricot.

un rang, N,, dans une colonne. Les dimensions de ’état de référence L} et L sont donc
a priori différentes des dimensions de I’état initial expérimental L? et L0 et constituent
des inconnues du probleme. De la méme maniére on définit les dimensions moyennes des
mailles & I’état initial ¢© = % et w¥ = %

Il est & noter que ces notations peuvent sembler contradictoires avec les notations
usuelles dans la bibliographie. En effet, habituellement, la grandeur C désigne la distance
entre deux "courses' mais correspond a ||| avec notre notation. De méme, W désigne
habituellement la distance entre deux "wales" mais correspond a ||c]| ici. Malgré la confu-
sion que peuvent apporter nos notations, nous préférons les garder car nos grandeurs sont
des vecteurs et il est plus naturel de les nommer en accord avec leur direction plutot que
la valeur de leur norme.

Par ailleurs, un des objectifs de ces travaux est de modéliser le tricot comme un objet
continu sans avoir a prendre en compte la discrétisation des lignes et colonnes. Il faut
par conséquent opérer un passage a la limite continue sur nos variables discrétes ¢ et
w. On passe donc d’'un systéme de variables sur réseau (j,7) a un systéme de variables
continues du plan (z,y). Les notions de colonne et de rang du tricot sont alors remplacées
par un systeme de coordonnées de référence. Le tricot de référence est décrit comme une
portion du plan défini par la base orthonormée (€, €,), pour |z| < %ﬁ et y| < % Se
déplacer sur un rang revient donc a se déplacer a y constant, et sur une colonne a x
constant. Les variables ¢(x,y) et @(z,y) ont donc maintenant une signification un peu
plus abstraite puisqu’elles ne peuvent plus étre vues comme les vecteurs reliant une maille
a ses voisines, la notion de maille étant réservée au point de vue discret. Ce changement de
variable permet d’obtenir des résultats qui seront propres au systeme tricot, sans dépendre
du nombre de mailles ou de la notion de rangs ou colonnes.

Le champ de position @ peut lui aussi étre exprimé en termes de variable continue. En
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conséquence, iU(z,y, ) ne désigne plus la position d’une maille, mais celle de la portion de
Péquivalent continu du tricot en &, qui est a la position (z,y) dans le tricot de référence. Il
devient donc intéressant d’exprimer la position en terme de déplacement par a rapport a
cette position de référence. On définit de ce fait les fonctions a(z,y, ) et b(z,y,e) comme
les déplacements respectivement latéraux et verticaux, qui se décomposent aussi en une
composante initiale ag(z,y), bo(x,y) et une composante linéaire en ¢, a1 (z,y) et by (z,y) :

x+a(zx,y,e)
i, y.c) = (IL6)
y+b(z,y,¢€)

T+ aO(:E? y) + ECLl(IE, y)
— (IL7)
Y+ bo(x,y) + ebi(z,y)

Il reste alors & établir la relation entre le champ de déplacement continue u(z,y, ) et
les variables de notre probleme ¢(x,y, ¢) et W(x,y,c). La notion de différence de position
entre deux mailles n’étant plus adaptée a la description continue, c’est la notion de dérivée
spatiale qui vient se substituer. La différence discrete é(j,i,e) = 4(j + 1,i,¢) — u(j, 1, ),
correspond & une dérivée spatiale dans la direction x, mais a condition d’introduire une
grandeur dz telle que u(z + dz,y) — u(z,y) = dz 8“ De méme pour et la direction y :

U(z,y+dy) —td(z,y) = dy 8" On obtient donc les expressions suivantes : é(z,y, &) = dx%

et W(x,y,e) = dy 8" Il faut toutefois que ces expressions soient compatibles avec les
dimensions du trlcot de référence, c’est a dire quand les champs de déplacement a et b
sont nuls. Cette condition donne les relations suivantes : dx = ¢* et dy = w™*. Finalement
la relation entre le champ de position et nos variables cinématiques est la suivante :

L O0u

dx,y,e) =c" E (I1.8)

1+ 8(10 +€8a1

=c (I1.9)
8b0 +€6b1
a—#
Wz, y,€) = w*aiyL (IL.10)
8a0 +€8a1
— w (IL.11)

1+ 80 490

Comparer les valeurs expérimentales, forcément discrétes par construction, aux va-
riables continues a I’échelle du tricot n’a de sens que si on a suffisamment séparé les
échelles de longueur entre la taille d’'une maille et la taille du tricot. On peut notamment
s’appuyer sur le fait que la notion de dérivées spatiales est cohérente seulement si les
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incréments dx et dy sont petits devant la taille du tricot de référence. Comme dx = c* et
dy = w*, la condition devient L} > c* et L} > w*, ou encore N, > 1 et N, > 1, c’est-
a~dire que le nombre de mailles par colonne et rang doit étre grand devant 1. Dans notre
tricot-modele, N, = N,, = 51, on peut donc considérer que cette condition est vérifiée.

11.3.2 Relation avec les notations standards de la mécanique

Les variables que I'on vient d’introduire sont basées sur la structure particuliére du
tricot. Toutefois, ’approche continue permet de faire le rapprochement entre ces variables
et celles standards de la mécanique 2D, présentées notamment dans 'introduction. Les
directions x1 et xo correspondent aux directions x et y, et la déformation locale dans le
plan de la surface possede trois composantes €;, €, et €, qui s’expriment de la facon
suivante en fonction de notre vecteur position  :

Ep = a(“a_“).gx (IL.12)
X
ey = W.éy (I1.13)
1 f0(i—a) L 0(id— i) |
€xy = 5 (ayex + &L‘.ey) (1114)

Avec @* = wé, + yé, le vecteur position du tricot de référence. Ces relations s’écrivent
plus simplement en fonction des champs de déplacements a et b :

- % (IL.15)
€y = (O;Z (IL.16)
1 /0a Ob

On peut aussi remarquer que ces déformations locales sont reliées linéairement & nos
variables du tricot ¢ et 0 :

ep = C%.éx —1 (IL.18)
(A
ey =y =1 (IL.19)
1/ . @ .
Exy = 5 (C*.Ey + fu)*ex> (1120)

Nous verrons dans la suite du chapitre que ce sont bien les vecteurs ¢ et w qui permettent
de décrire naturellement les propriétés spécifiques au tricot. C’est pour cette raison que
nous resterons avec ces variables non-standards dans la suite de 1’étude.

11.3.3 Une approche Lagrangienne

Maintenant que I’on a défini une cinématique, a savoir ’ensemble des variables qui per-
mettent de décrire notre tricot a I’échelle voulue, il faut déterminer quelles équations lient
ces variables dont les solutions sont censées décrire ce qui est mesuré expérimentalement.
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Nous avons choisi d’utiliser une approche dite Lagrangienne du probleme. Cela passe
par la construction d’une grandeur associée a notre systeme par ses variables, ici € et 0,
appelé Lagrangien et noté L [¢, w]. De maniére symbolique, ce Lagrangien peut s’écrire
sous la forme :

L [¢ @] = Energie ¢, 0] + Z Ai Contraintes [¢, W] (I1.21)

(2

Le Lagrangien est donc composé de deux parties, la premiere étant ’énergie du systeme,
I'autre les contraintes qui s’y appliquent. L’objectif étant de trouver les champs de vecteurs
¢ et W qui minimisent ’énergie du systéme tout en satisfaisant les contraintes imposées.
Pour trouver ces variables, le Lagrangien est différencié par rapport a toutes ses variables,
fournissant ainsi les équations différentielles sur les variables dont les solutions minimisent
I’énergie. Pour permettre au systéeme de satisfaire ses contraintes, on introduit les mul-
tiplicateurs de Lagrange A; qui jouent le role de degrés de liberté supplémentaires. Ces
multiplicateurs apparaissent dans la solution des équations différentielles, on peut alors
les ajuster jusqu’a ce que les contraintes soient vérifiées.

L’objectif maintenant est d’exprimer I’énergie et les contraintes du tricot en fonction
des variables € et .

1.4 Energie et contraintes

11.4.1 Energie du tricot

L’énergie du tricot est portée par ’énergie élastique du fil. On suppose que la déforma-
tion du fil est purement élastique et que le fil est considéré comme mince, c¢’est-a-dire que
sa mécanique peut étre représentée par sa ligne neutre. Pour intégrer cette énergie dans
notre approche Lagrangienne, il faut pouvoir 'exprimer en fonction de ¢ et @ seulement.

a) Quels modes de déformation du fil ?

Lorsqu’un fil mince élastique est soumis a des contraintes extérieures il peut se défor-
mer de trois maniéres différentes, 'extension, la flexion et la torsion. Le fil étant considéré
comme mince, on peut ne prendre en compte que la déformation de sa ligne neutre (la
ligne suivie par le centre de masse des sections du fil). Le fil peut augmenter (ou diminuer)
de maniére homogene la longueur de sa ligne neutre, on parle alors d’extension. Lorsque
le fil peut adopte une certaine courbure dans I’espace, il s’agit de flexion. La torsion du fil
apparalt quant & elle lorsque la ligne neutre subit une rotation le long de son axe. Toute-
fois, dans le cas particulier d’un fil parcourant un tricot, ces trois modes de déformation
ne contribuent pas de maniére équivalente.

Premiérement, notre fil de péche ne contient pas de torsion interne comme c’est le
cas des fils composé de nombreuses fibres tel le coton ou la laine. Ensuite, le processus
de tricotage du jersey par machine n’introduit pas explicitement de torsion au fil, entre
I’entrée et la sortie d’une maille, I'orientation de la ligne neutre du fil doit revenir a sa
configuration initiale pour que le motif puisse se répéter. En revanche, au sein d’une
maille, le fil peut se torsader légerement du fait des contraintes qu’il subit. Il doit donc
étre nécessaire de prendre en compte la torsion pour obtenir la forme exacte d’une maille.
Cependant, dans le régime étudié ici ol le tricot est contraint de rester dans un plan et ou
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la déformation est imposée dans ce méme plan, la torsion du fil est tres peu sollicitée ni
variée. On va donc supposer par la suite que la torsion du fil ne contribue pas a I’énergie
du fil qui va pouvoir varier pendant 1’élongation.

Deuxiemement, il est évident en regardant la forme d’une maille que le fil est fléchi
lorsqu’il parcourt une maille. Par contre, il est tres difficile d’évaluer si le fil est étiré ou
compressé. L’énergie du tricot contient donc a priori une contribution de la flexion et une
contribution de ’extension. On peut alors chercher a déterminer si un des deux modes
de déformation va étre favorisé par le systeme. Pour cela on peut par exemple comparer
en ordre de grandeur 1’énergie de flexion et d’extension du fil parcourant une maille. En
premiere approximation, on peut considérer qu'une maille, composée d’une longueur ¢ de
fil, est purement 2D et que le fil adopte un rayon de courbure constant R. L’énergie de
flexion d’une maille est donc donnée par &, = %EB % avec B = E”T’A le module de flexion
du fil, £ son module d’Young et r son rayon. Pour un allongement §¢ du fil, son énergie

2
d’extension s’écrit Eqpr = %7‘("/“2€E (%) . Dans notre expérience, on déforme le tricot, et

donc les mailles de grossierement e ~ 10 %. Pour la flexion, cette déformation induit un
changement de rayon de courbure de R a R(1+¢), donc le changement d’énergie de flexion
d’une maille pour encaisser cette déformation vaut A&, = |E(R(1 +¢)) — E(R)| ~ %.
Pour I'extension, cette déformation modifie directement la longueur de fil, d’ou % e, et
Ayt = %71’7‘2£E€2. On peut alors comparer ces deux variations d’énergie :

Agb 1 T 2 4
=—|=—=) ~21 11.22
Agext € <2R> 0 ( )

Avec la grossiére approximation que R est de I'ordre de la distance entre mailles, soit
environ 4mm et avec notre fil, » = 40 pum. L’énergie nécessaire pour varier le rayon de
courbure de la maille est alors plusieurs ordres de grandeur plus petite que ’énergie
nécessaire a varier la longueur de fil. Le systeme va donc largement plus favoriser la
flexion que ’extension. On peut par conséquent considérer le fil comme étant inextensible.
Calculer ces ordres de grandeur permet aussi d’apprécier la simplification qu’apporte la
séparation d’échelle entre la taille du fil (r) et la taille d’'une maille (R). La seule énergie
que 'on va considérer est donc 1’énergie de flexion du fil. Evaluer 1’énergie du tricot revient
donc a mesurer des courbures.

b) Courbures d’une maille

Mesurer des courbures revient a évaluer le taux de variations des vecteurs attachés a
la trajectoire de la ligne neutre du fil (dy, da, d3) comme introduit précédemment (fig. 1.8).
Comme on a supposé ’absence de torsion du fil, on peut choisir que d_i reste coplanaire au
plan du tricot défini par (€5, €,). L’épaisseur du tricot est de I'ordre du diametre du fil, on
a donc aussi une séparation d’échelle entre la taille de la maille et son épaisseur. De cette
manieére, on peut supposer que le vecteur d?,, colinéaire au fil, reste lui aussi principalement
coplanaire au tricot. De ce fait, le dernier vecteur dy se retrouve donc perpendiculaire au
plan du tricot et donc colinéaire a €, = €, x €. Cette approche nous permet de considérer
indépendamment la courbure du fil dans le plan du tricot & et celle hors du plan «’. 1l
faut maintenant relier ces courbures aux vecteurs caractérisant la maille, ¢ et w. Pour
cela, une possibilité serait de s’inspirer des travaux effectués sur la forme a I’équilibre
du fil dans une maille, notamment ceux de H. Hong et al [95] qui permettent de relier
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les dimensions d’une maille a la trajectoire du fil qui la parcourt, et donc son énergie.
Cependant, ces relations sont complexes et non explicites ce qui rendra tres difficile la
dérivation ultérieure du Lagrangien dans lequel cette énergie sera implémentée. On va
donc plutot essayer d’extraire des relations approchées mais simples en s’appuyant sur la
géométrie particuliere de la maille.

Pour commencer, on peut tout d’abord différencier la partie du fil qui parcourt princi-
palement le rang de celle qui parcourt la colonne. On suppose ensuite que ces deux parties
possédent une courbure propre et constante nommée k. et k., le long du rang et x,, et
k., le long des colonnes, pour respectivement la courbure dans le plan et hors du plan

du tricot. On définit les rayons de courbures associés : R% = Ke, R% = K., % = Ky et

1
R,

= kl,. L’énergie de la maille s’écrit alors sous la forme :

Smaille =B (Ec ((50)2 + (52)2) + gw ((/’iw)2 + (H;U)2)) (1123)

Avec flc et ¢, la longueur de fil le long de, respectivement, le rang et la colonne. En notant
I’énergie comme cela, il en ressort qu’un critére exact pour définir ou commencent et ou
s’arrétent les parties du fil associées aux rangs ou colonnes n’est pas nécessaire. Par contre
cela reportera la difficulté sur ’évaluation de £, et £,,.

Figure II.11.d et fig. II.11.e mettent en évidence schématiquement comment R, et
R,, sont contraints géométriquement par la taille de la maille exprimée par ¢ = ||]| et
w = ||u||. En effet, si par exemple, la taille latérale de la maille ¢ diminue, le rayon de
courbure R, est aussi contraint & diminuer. On peut donc faire ’hypothese, qu’en premiere
approximation, une relation de proportionnalité lie les rayons de courbures dans le plan du
tricot aux dimensions de la maille, de sorte que R, x c et R,, o w. De la méme maniere,
on a une relation géométrique entre ’extension de la maille et les rayons de courbure
transverse du fil, sauf que cette fois-ci, comme 1’épaisseur du tricot reste constante et de
lordre de d, on peut en déduire les relations suivantes : R, % et R, “’72. Reste
maintenant a évaluer 4. et £,,, aussi en fonction de ¢ et . Augmenter de maniere isotrope
une maille s’accompagne nécessairement d’une augmentation de la longueur de fil dans
cette maille. Donc varier ¢ ou w va aussi faire varier £, et £,. Au gré des déformations
de la maille, les parties du fil associées a £, ou £, vont évoluer. Une diminution de ¢ par
exemple va s’accompagner d’une réduction de ¢, aussi. On va donc aussi faire I’hypothese
que ces grandeurs sont liées par proportionnalité, £, « ¢ et £, o w. La relation entre
la longueur de fil par maille et nos variables est approfondie dans la section suivante.
L’énergie d’une maille peut en conséquent s’écrire sous la forme :

c

Emaitie = B (66 - ’%’” +d? (ff; + fg)) (I1.24)

Avec B., Puw, B, et B., des coefficients de proportionnalité qui ne sont pas connus. On
2 2
peut remarquer qu’un facteur (%) ou (%) séparent les contributions dans et hors plan.

Or comme dans notre cas la taille d’'une maille est grande devant le diametre du fil, on

C
sont du méme ordre de grandeur, les contributions venant des courbures hors plan sont

négligeables comparées a celles dans le plan. Par conséquent, les termes hors plan ont une
répercussion négligeable dans la mécanique 2D du tricot. Toutefois, étant les seuls termes

2 2
a (4) ~ (%) < 1. De plus, si on suppose que tous les coefficients de proportionnalité
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FIGURE II.11 — a-c) Coupe suivant trois plans mettant en évidence les rayons de courbures
dans le plan et hors plan associés a chaque partie du tricot. a) Projection dans le plan
du tricot (€y,€,) mettant en évidence les rayons de courbure R. et R,. b) Projection
dans le plan orthogonal au tricot et colinéaire aux colonnes (€y, €,), mettant en évidence
R!, et I’épaisseur du tricot estimée & deux fois le diametre du fil d. ¢) Projection dans
le plan orthogonal au tricot et colinéaire aux rangs (€, €,, mettant en évidence R.. d-e)
Schémas mettant en évidence la relation géométrique entre les dimensions d’une maille
et la courbure de son fil. d) Cas d’une maille plus large que longue. e¢) Cas d’une maille
allongée.
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qui interviennent perpendiculairement au plan du tricot, ce sont eux qui vont prévaloir si
on s’intéresse non plus aux déformations dans le plan du tricot mais hors du plan. Ce sont
notamment ces termes qui sont en grande partie responsable de la forme 3D d’un tricot
au repos et du roulottement des bords, effets qui seront étudiés un peu plus en détail dans
le chapitre IV. Au final, on obtient une expression tres simple pour ’énergie d’une maille
en fonction des variables de notre probléme.

Emaitie = B (1 - ﬂ) (I1.25)

c w
On réorganise aussi les coefficients de proportionnalité pour faire apparaitre B, un module
de flexion effectif et 8 un coefficient exprimant ’asymétrie entre la contribution énergé-
tique de ¢ et w. Maintenant que I'on a ’énergie d’une maille, on peut en déduire celui
du tricot en entier en sommant sur toutes les mailles. Avec le modele discret, il suffit de
sommer sur toutes les mailles et donc les indices (j,7). Avec le modele continu, il faut

L L* L* Lx L . - . .
intégrer sur x € [—76, TC} et y € [—7”, Tw} Normaliser par c*w* est nécessaire pour
obtenir ’équivalent de la somme discrete, 'intégrale s’écrit alors :
L Ly
N. N, 2 2
S = dx dy
Yy = — [ = (11.26)
— < c* w*
j=11i=1 L Ly
2 2

11.4.2 Conserver la longueur de fil

Maintenant que I’énergie du systéme est estimée, on se tourne vers les contraintes qui
s’appliquent sur les variables ¢ et w. La premiere résulte directement de 'estimation de
I’énergie. Puisque nous supposons que le fil ne se déforme pas par extension, sa longueur
totale A dans le tricot doit rester constante, peu importe la déformation imposée au tricot
dans son ensemble. Or on a vu que la longueur de fil était fortement liée & C et w, cette
contrainte aura donc une répercussion directe sur nos variables.

a) Exprimer la contrainte

Avec /¢ la longueur de fil dans une maille, la somme de ¢ sur tout le tricot doit étre une
constante du probléeme qui ne dépend pas de . Localement, ¢ peut varier d'une maille
a une autre ou avec la déformation, c’est donc une fonction de (x,y,e), par contre sa
somme sur toutes les mailles est une constante du probléme et ne dépend donc plus de la
déformation €. C’est par conséquent une contrainte globale. L’enjeu est par conséquent
d’exprimer ¢ en fonction de ¢ et . Ici aussi on va privilégier des relations géométriques
approchées et non une approche analytique [95]. Comme pour I’évaluation de ’énergie
de flexion, on peut distinguer les parties du fil le long de la colonne £, et du rang £., de
sorte que £ = ¢+ {,,. La méme hypothéese de proportionnalité est faite entre la dimension
de la maille et la longueur de fil dans la direction correspondante, . x ¢ et £, x w. On
obtient donc Pexpression suivante £ = ¢ 4 dw, avec £ une grandeur proportionnelle & £ et
0 traduisant le rapport des coefficients de proportionnalité. La contrainte revient donc a
sassurer que la somme de £ = ¢+ dw sur toutes les mailles, ou de maniére équivalente sa

valeur moyenne (¢) (() indiquant la moyenne sur toutes les mailles du tricot) soit invariant
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FIGURE I1.12 — a) Taille moyenne des mailles mesurées expérimentalement pour les 5
cycles de traction. Pour € > 0, c’est a dire la gamme de déformation ou 1’élasticité est
prépondérante, (c) et (w) varient tous les deux linéairement, le premier étant décroissant,
le second croissant. Cela permet de définir un coefficient § = 0.86 tel que (¢) + d(w) soit
constant pour € > 0. b) Ce méme procédé est effectué localement sur chaque maille pour
mesurer localement d(7,4). Chaque pixel de I'image correspond a une maille et sa couleur
a sa valeur de §. Une grande majorité de mailles garde une valeur de § proche de la valeur
moyenne, mais il y a toutefois des différences significatives pres des mors et des bords.

lors de la déformation du tricot. Dans un premier temps, comme c et w sont accessibles
expérimentalement, on s’apercoit qu’il existe un § moyen (fig. I1.12.a) qui permet de
conserver (£) tout au long de I’élongation. On mesure en effet que pour € > 0, (¢) décroit
linéairement et (w) croit linéairement. Il existe donc un coefficient § tel que (c) + d{w)
soit effectivement constant, on mesure ici § = 0.86. La contrainte globale va alors s’écrire

(en notation variables continues) :

= / ggzg (¢ + dw) (I1.27)
T,y

Avec 0* = (c) + 6(w) mesuré expérimentalement, * = 5.86 mm. Il est toutefois possible de
mesurer expérimentalement un § pour chaque maille en comparant localement le taux de
variations de ses dimensions, qui croissent aussi linéairement (fig. 11.12.b). On remarque
alors que ¢ n’est pas uniforme et varie d’une valeur proche de 0 prés des mors (ou ¢
est maintenu constant) a environ 1.5 dans les zones les plus déformées. Toutefois, la plus
grande partie du tricot garde une valeur proche de la valeur moyenne 0.86. La conservation
du fil étant globale, notre approche de considérer un 6 moyen est justifiée et vérifiée
expérimentalement. Il serait en revanche faux d’imposer le 6 moyen localement a chaque
maille car redistribue son fil différemment (fig. I1.12.b).

Par ailleurs, on peut faire le lien entre ce coefficient de répartition du fil § et les
travaux précédents portant sur les dimensions des mailles a I’équilibre [09]. En effet, ces
travaux aussi visaient a relier les dimensions d’une maille a la longueur de fil dans celle-ci.
Ils étaient arrivés a cette formule (réécrite avec mes notations) : £ = £ (cK3 + wKs3), qui
permet d’identifier mon parametre § en fonction des constantes Ko et Kj3. On trouve
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finalement 6 = % ~ 1.3 avec leurs valeurs numériques, ce qui est significativement
différent de notre valeur. Cependant les procédures de mesure sont aussi tres différentes,
notre évaluation de ¢ si fait dans le régime ou I’élasticité du fil est dominante alors que les
valeurs de Ky et K3 reportées proviennent de tricots aussi proches que possible de leur
état de minimum d’énergie, loin du régime étudié dans cette these.

b) Déduction de la taille du tricot de référence

Cette contrainte permet aussi de donner une estimation expérimentale de la taille du
tricot de référence, c¢* et w*, et de vérifier 'approximation de la description continue.
En effet, la contrainte doit étre valable pour n’importe quelle déformation, notamment
entre le tricot de référence et notre expérience, ce qui se traduit par la relation suivante :
0* = c¢* + dw*. On a vu précédemment lors de la définition de la cinématique que € et W
peuvent étre évalués de deux facons différentes. Soit a partir directement des champs de
positions, comme fait précédemment pour déterminer §, soit & partir des dérivées spatiales
des champs de déplacements a et b, mais cela nécessite de connaitre c* et w*. La premiere
fagon a permis de mesurer ¢ = 5.86 mm, la deuxieme va permettre de mesurer c* et
w* et donc ¢* + dw* . Pour cela on exprime la contrainte en fonction des champs de
déplacements dans leurs versions linéarisées avec €, a = ag + €a1 et b = by + €b;. Pour
rappel, on a ¢ = ¢*((1+az)@ +b4€,) et W = w*(ay€y+(1+by)ey), les notations , z et , y
expriment les dérivées spatiales suivant la direction correspondante. On va faire en outre
I’hypothese que ces champs varient lentement dans I'espace : az,a, < 1 et b,,b, < 1.
Cette hypothese est équivalente a rester dans un régime de faibles déformations et se
traduit par (aoz,a0,y,b0z,b0,y) < 1 et € < 1. L'expression de la contrainte est donc
développée au premier ordre en ces termes.

"+ ow* = (c) + o(w) (I1.28)

dxd
z// YV (1t ap,) + 6wt (1+boy)
L, 7 7

x?y
+ e (c*ay , + 0w by y + b1 ybo , + dw¥ay yao,))  (11.29)

=/{y+ el (11.30)

La contrainte peut alors se résumer aux deux équations suivantes : £y = cx+dw* et £1 = 0.
Les deux inconnues de ces deux équations sont c¢* et w*, le reste des termes pouvant
étre mesurés expérimentalement. Une expression approchée est utilisée pour calculer les
ug (U1 —ug(G) _ 4

dérivées spatiales a partir du champs de position, par exemple ag , = " ,
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avec Uy = ufe, + ujey, et Uy = uje, + uye,. Les équations deviennent donc :

1

by =c* +ow" NCNw;[usuuz‘)—ué(j,i)+6<u%<j,z'+1>—u%(j,z'm
=c" + ow* (I1.31)
=0 > [uf(j+1,9) —uf(,4) + 08 (uf(G,i +1) = uf(j,))]
,J

, , Cwud(i+1,0) —ud (g,
=3 (@l 1,0 — iy U R 2
i’j

(UG i+ 1) = uf (G, )

(IL32)

La solution a ce systéme de deux équations a deux inconnues est ¢* = 3.93 mm et w* =
2.08 mm. Ainsi, la contrainte de conservation de la longueur de fil permet de connaitre
la taille de notre tricot de référence, soit L, = 200.4mm et L; = 106.1 mm. On peut
comparer cette taille & la taille initiale du tricot, L2 = 227 mm imposé par les mors et
LY = 125 mm qui marque le passage & I’élasticité dominante. La déformation effective qui
permet de passer au tricot de référence a 1’état initial est donc une extension de 27 mm des
rangs et de 19 mm des colonnes. En comparant £* = 5.86 mm et ¢* 4+ dw* = 5.70 mm, on
remarque que la différence entre les deux estimations est inférieure a 3%. Les hypotheses
de milieu continus et de petites déformations sont donc a posteriori justifiées. La mesure
expérimentale (donc discrete) de a et b nécessite la connaissance du réseau de référence.
Maintenant que ce dernier est connu, on peut produire une mesure expérimentale de ay,

bo (fig. I1.13.a), a; et by (fig. I1.13.b).

11.4.3 Conserver la topologie

La seconde contrainte concerne la topologie imposée au fil, c’est-a-dire son motif d’en-
chevétrement. En effet, le fil ne pouvant passer a travers lui-méme, les croisements du fil
ne peuvent pas s’inverser ou disparaitre, la topologie du fil est donc conservée pendant la
déformation.

a) Topologie et tricot

La topologie d’un tricot, ou méme d’un textile en regle générale, est a approcher de la
théorie des nceuds en mathématiques [114]. Cette branche des mathématiques s’intéresse
aux propriétés d’'un objet uni-dimensionnel fermé qui ne dépendent pas de sa métrique.
Cela revient a étudier un fil dont les extrémités sont jointes, qui n’a aucune résistance
a la déformation mais qui ne peut pas passer a travers lui-méme. Ainsi, ce fil va étre
entierement caractérisé par les entrelacs qu’il présente avec lui-méme ou d’autres fils,
d’ou la dénomination de nceuds. Une des questions fondamentales est de déterminer si
deux noeuds présentant un ensemble de croisements différents sont au final équivalents ou
non (fig. I1.14.a). En effet, des croisements peuvent étre supprimés sans avoir a passer le
fil a travers lui-méme et donc sans modifier la nature du nceud. Deux nceuds équivalents
sont appelés isotopies (fig. I1.14.b), conserver la topologie d’un nceud revient donc a rester
dans la méme classe d’isotopie. Déterminer si deux noeuds sont équivalents peut se révéler
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FIGURE I1.13 — a) Mesure expérimentale de ag(x,y) et by(x,y), chaque maille est repré-
sentée par un point et sa position en (x,y) est celle dans le tricot de référence. b) Mesure
expérimentale de ai(x,y) et bi(z,y), chaque maille est représentée par un point et sa
position en (z,y) est celle dans le tricot de référence. L'unité de a; et by est exprimée
en mm/e car ils correspondent aux coefficients de la droite a(e) et b(e) avec € en unité
standard (pas %).
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FIGURE I1.14 — a) Classification des noeuds & 3, 4, 5 et 6 croisements. Chacun des exemples
appartient a une classe d’isotopie propre, on ne peut passer d’un nceud a 'autre sans
couper le fil. b) Illustration de mouvements du fil qui permettent de diminuer le nombre
de croisements sans le couper, ainsi chaque noeud a chaque étape appartiennent a la méme
classe d’isotopie 4;. Schémas extraits de [113].
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étre tres ardu, pour faciliter et automatiser cette tache, une famille de fonctions, dites
invariants topologiques, a été développée. Ces fonctions associent a un nceud un certain
polynéme par exemple, de telle sorte que deux nceuds appartenant a la méme classe
d’isotopie engendrent le méme polyndéme. Toutefois, méme si ces méthodes fonctionnent
dans une majorité des cas, aucune des fonctions introduites pour 'instant n’est sans failles,
elles échouent toujours au moins sur quelques cas particuliers.

Avec 'objet qui nous intéresse, le tricot, la structure du nceud que ’on obtient en
joignant les deux extrémités du fil est trés complexe. Par exemple, pour le tricot de notre
expérience, on peut compter plus de 5000 croisements, rendant 1’utilisation d’invariants
topologiques tres délicats. Néanmoins, le motif de croisements du tricot possede une pé-
riodicité suivant les rangs et les colonnes. Ce cas particulier de nceuds qui se répete dans
deux directions, décrivant une grande partie des textiles, a été étudié par Sergei Grishanov
et ses collegues dans une série d’articles [115, |. Une autre série d’articles & destina-
tion de la communauté de recherche en textile constitue une excellente introduction a la
théorie des nceuds et son application aux motifs textiles [113, |. Cependant, traduire
les invariants topologiques potentiels pour imposer une conservation de la topologie avec
nos variables € et W s’est avéré difficile, notamment parce que nos variables représentent
essentiellement la métrique du fil.

b) La topologie du réseau

Pour prendre en compte cette contrainte, la topologie du fil ne va pas étre considérée
directement. Ce sont plutot les conséquences de sa conservation qui vont étre mises a
profit. Le fait que le motif de croisements soit préservé tout au long de la déformation
entraine qu'une maille garde en toutes circonstances les mémes voisines, ni ne pourra
disparaitre ou apparaitre. La conservation de la topologie du fil se transfere alors a la
conservation de la topologie du réseau, c’est-a-dire a ’agencement des voisinages des
nceuds du réseau. Or, € et w étant des variables directement liées au réseau, exprimer la
conservation de la topologie devient beaucoup plus commode. Une maniere d’écrire cette
contraindre est de remarquer que, si une maille garde toujours les mémes voisines, il existe
plusieurs chemins équivalents pour en atteindre une en particulier. Par exemple, pour une
maille en position (j,17), atteindre sa voisine (j + 1,7 + 1) par ses plus proches voisines
peut se faire via deux chemins, un passant par (j,¢ + 1), autre par (i, + 1) (fig. I1.15).
On obtient ainsi ’égalité suivante pour les vecteurs reliant ces mailles :

cg,i) + (5 + 1,i) = d(g,7) + €(g,i + 1) (I1.33)

Si cette contrainte reste vraie pour toutes les mailles (V(j,1)), alors la topologie du réseau
de mailles est conservée. Il s’agit donc d’une contrainte qui doit s’appliquer localement
sur toutes les mailles.

En notation continue, cette équation peut étre réécrite avec les dérivées spatiales de ¢
et 0.

1 ow 1 0¢
_ 2= 11.34
w* 0 c* Oy 0 ¥(z,y) (IL.34)

*0X 90X

La forme de cette équation suggere que ’on peut introduire une nouvelle variable, X ,
de telle sorte que ¢ = ¢* % et W = w* By En utilisant cette variable au lieu de ¢ et W

I
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FIGURE II.15 — Schéma du réseau de mailles avec les deux trajectoires permettant a la
maille (j,4) d’atteindre sa voisine (j+ 1,7+ 1) uniquement en passant par ses plus proches
voisines.

I’équation est automatiquement vérifiée. Par intégration, on trouve I’expression suivante
pour X avec X(0,0) = 0.

R x 2 A Y o7 /
X(z,y) :/0 C(i*’ O)dx’—i—/o w(z’*y)dy’ (I1.35)
Y o7 / x = A/
- / BOY) gy 4 / A= 9) 4 (IT.36)
0 w 0 C

On s’apercoit alors que cette variable X est exactement identique au champ de position .
En effet, les formules précédentes montrent que le vecteur X (z,y) correspond a la somme
des ¢ suivant le rang central jusqu’a ce que la bonne colonne soit atteinte, puis a la somme
des W de cette colonne pour atteindre le bon rang. La deuxiéme formule est équivalente,
en sommant d’abord selon la colonne centrale puis sur le bon rang. Ce vecteur correspond
donc simplement a la position de la maille (z, y). Cela signifie que la contrainte topologique
est automatiquement vérifiée en utilisant comme variable le champ de position @, ou de
maniére équivalente les champs de déplacements a et b, et non les dimensions des mailles
¢ et w. Cependant, on gardera toutefois I'expression du Lagrangien avec ¢ et w car le
multiplicateur de Lagrange qui sera associé a cette contrainte permettra d’apporter plus
d’informations sur le systeme et les équations sont plus commodes & dériver.

Maintenant que I’on a réussi a exprimer ’énergie et les contraintes du systeme en fonc-
tion de nos variables cinématiques € et W, on peut s’atteler a la résolution du Lagrangien
et de la mécanique.
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1.5 Un cas particulier : la déformation uniforme

Avant de nous intéresser a un cas général de déformation arbitraire, il est intéressant
de se pencher sur un cas plus simple, celui d’une déformation uniforme d’un tricot. Dans
ce cas, toutes les mailles se déforment de la méme maniére, ¢ et @ ne sont plus des
champs de vecteurs qui dépendent de 'emplacement de la maille (z,y) mais simplement
des vecteurs qui ne dépendent plus que de la déformation. La contrainte sur la conservation
de la longueur de fil devient simplement une relation entre les normes de ces vecteurs,
¢+ dw = ¢* 4+ dw* qui doit étre vérifiée par chaque maille. La contrainte topologique ne
faisant intervenir que les dérivées spatiales de ¢ et ), elle n’a plus lieu d’étre puisque
systématiquement vérifiée. Une approche Lagrangienne n’est alors plus nécessaire pour
résoudre le probleme.

Pour illustrer ce cas particulier, on considére une déformation par cycle de traction-
compression selon l'axe y, en imposant la hauteur de premier et dernier rang, en laissant
sa largeur varier librement. Expérimentalement, on peut tendre vers cette déformation en
faisant passer les mailles des rangs extrémaux autour d’'un axe rigide sur lequel elles vont
pouvoir glisser aussi librement que possible. Cette condition aux bords a été expliquée
plus en détail au début de ce chapitre (fig. 11.3.b). Dans l'expérience présentée ici, le
tricot est composé de N, x N, = 20 x 30 mailles en fil de nylon STROFT® GTM
"Schwarz" de diamétre 200um, leur taille étant réglée a 5 sur la machine a tricoter, a
I’exception des 2 premiers et dernier rangs qui ont une taille réglée a 8 pour faciliter leur
glissement sur l’axe rigide. On impose alors un déplacement dans la direction y a l'axe
rigide supérieur, entre L,, = 53 mm et L,, = 143 mm a une vitesse constante de 1 mm/s.
On mesure la force nécessaire a cette déformation, ainsi que la forme du tricot en prenant
des photos tous les 10mm de déformation (fig. 11.16.a)). Malheureusement, avec cette
configuration, le roulottement des bords latéraux libres est suffisamment important pour
empécher la mesure du champ de déplacement d’un grand nombre de mailles, la mesure des
déformations est alors faite manuellement avec le logiciel ImajeJ, sur un nombre restreint
de mailles sur le rang central du tricot. Méme si le roulottement et donc les déformations
3D sont importantes, cela n’aura qu’une incidence mineure sur la réponse mécanique que
I’on mesure, car on a vu lors de ’évaluation de I’énergie du tricot que les courbures hors
plan n’apportaient qu’une contribution négligeable au cotit de la déformation 2D.

Le probleme mathématique a résoudre pour décrire la mécanique de cette expérience
est aisé, la norme de ¢ et w suffit car leur direction reste constante ¢ = cé€; et W = we,. La
déformation que ’on impose ¢, = % va se répercuter sur chaque maille de la méme
maniére, ’expression de la taille longlitudinale des mailles est alors simplement : W =
w*(1+¢€p)€y. La contrainte de conservation du fil permet d’obtenir directement 1’expression

dec=—c* (1 — 51(‘:’—:5;1) é;. L’état de référence du tricot est donc atteint simultanément

pour ¢ et w lorsque g, = 0. Ces expressions, qui relient la déformation longitudinale et
latérale permet aussi de définir un module de Poisson pour notre tricot :

p=_ et _ c7C W _ 50 (I1.37)

Elong ct w—w* c*

Ce module dépend donc directement du coefficient de répartition du fil dans une maille §
et du rapport d’aspect de la maille a I’état de référence. La quantité & f—: sera désormais



I1.5 UN CAS PARTICULIER : LA DEFORMATION UNIFORME 61

6 T T T
—F,--F'--F
exp
5
4t 4
o
Z 3
\—/
Gé 2
1/ e (w) (mm)
g | g
0 50 100
Déformation, &, (%)
y 0 = 1 1 1 .|
— 0 50 100 150

i

i3

Déformation, g, (%) b)

£

saiss

s2gis!

FIGURE II.16 — a) Série de trois photographies prisent pendant la traction du tricot
avec des conditions aux bords "glissantes" qui permettent de tendre vers une déformation
uniforme dans le plan. b) Réponse en force du tricot, moyennée sur 5 cycles. Les force Ft
et F'¥ sont calculées & partir du modele avec YT et Y+ comme seuls parameétres ajustables.

notée simplement v. Avec les expressions de ¢ et @ 1’énergie totale du tricot est alors
facilement calculable :

B 1 g
&, = BN.N,, (c*(l ey By €h>> (I1.38)

L’énergie n’est pas une fonction monotone de ey, elle va notamment diverger lorsque
ep, — 1/v. De plus, I'état de référence est défini comme ’état d’équilibre du tricot en
l’absence de contraintes extérieures, il doit donc correspondre a un minimum d’énergie.
Imposer cette condition supplémentaire a notre expression de 1’énergie permet de donner
la relation entre le coefficient d’asymétrie de contribution énergétique du tricot [, avec

w*
c*

2
les autres parametres du tricot : 5= ¢ ( ) . On peut ensuite déterminer 1’expression de
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la force qu’exerce le tricot sur le mors lorsque celui-ci se déplace le long de 'axe y :

. 1 1
F(en) = ~ar, = YN T ar T vap (11.39)

On définit Y = -2 le module de traction effectif du tricot, il dépend a la fois de I'élasticité
du fil, mais aussi de propriétés géométriques comme la taille du tricot de référence. Y a
la dimension d’une tension de fil (J m~! ou Newton) ce qui souligne que la réponse
mécanique du tricot vient directement des contraintes imposées au fil le constituant. La
réponse expérimentale de ce tricot présente aussi une hystérésis, causé comme discuté
auparavant par la contribution globale positive ou négative des forces de friction. On
définit alors deux modules de traction effectifs, un pour la traction YT et un pour la
compression Y+. Ces deux modules étant simplement proportionnels & la force, lorsque le
tricot est a I'état de référence, la force de traction et la force de compression doivent se
croiser, F'(gj, = 0) = F¥(g, = 0) = 0.

Pour comparer cette formule avec notre expérience, il faut maintenant déterminer
les inconnues du probléme, v (et donc 4§, ¢*, w*) et Y. Pour ¢, il suffit de faire comme
présenté précédemment, c’est-a-dire mesurer les variations linéaires de w(ey) et c(ep), d
est alors le rapport entre ces deux pentes. On trouve ici § = 0.71 (fig. I1.16.b, insert).
Pour ¢* et w* on ne peut pas procéder comme dans le cas d’'une déformation uniforme
puisque la méthode s’appuie sur les variations spatiales des champs de déplacement. On
va plutot utiliser ici la propriété FT(e, = 0) = F¥(e, = 0) = 0. Dans la courbe de
réponse expérimentale, il faut trouver ’élongation L,, pour laquelle les forces de traction
et compression se croisent. Cependant, a faible élongation on sort du régime d’élasticité
dominante, la mesure sort, de fait, du cadre de notre analyse. Pour contourner ce probleme,
on suppose que 1’évolution des forces de traction et compression restent linéaires entre
I’état de référence et le passage a ’élasticité dominante. Pour trouver 1’état de référence
il suffit alors de prolonger linéairement les réponses en force lorsque le régime élastique
est établi. Ces prolongements se croisent en L,, = 58 mm, donnant w* = 2.1 mm, ensuite
le taux de variations de ¢ étant connu, on peut en déduire ¢* = 2.7mm. Le coefficient
de Poisson du systéme est alors de v = 0.55. Finalement, les valeurs de YT et Y+ sont
ajustées pour que les courbes théoriques correspondent aux portions linéaires de la réponse
expérimentale. On trouve YT =3.8 x 1072Jm et Y+ =0.8 x 1072 J.m~".

Au final, notre modele arrive a trés bien capturer la réponse en force en traction et
compression du tricot jusqu’a environ e, = 100%, ce qui correspond principalement a sa
réponse linéaire avant que la force ne commence a diverger. Le modele prédit lui aussi
une divergence mais qui arrive pour des g5 plus élevés que mesurés expérimentalement.
En effet, notre modele repose sur I’hypothese que la taille des mailles reste grande devant
le diametre du fil, ce qui équivaut a dire que le diametre du fil tend vers 0. Ainsi la
divergence que I'on prédit arrive lorsque la courbure k. — 0, or expérimentalement, cette
courbure est limitée par le diametre du fil. La divergence de la force arrive donc pour de
plus faible déformation que ce qui est prédit. Cela justifie a priori une approche linéaire
du probleme, puisque aller plus loin entre en contradiction avec nos hypotheses initiales.
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1.6 Le cas général : le Lagrangien du tricot

Intéressons-nous maintenant au cas général ou ¢ et @ varient en fonction de leur
position dans le tricot. Le Lagrangien du tricot s’écrit :

-y ffun(1)
Yy

+a/ dzdy (¢ + dw)

x7y
- 10 1 oW
_ T B
//da:dy (z,9) (c* dy w* Gx)
x7y
—/ dady T (z)é,.w (I1.40)
z.y

Le premier terme correspond a I’énergie élastique du tricot, avec son module de trac-
tion effectif Y et le coefficient d’asymétrie en contribution & I'énergie, 8. Le second terme
se rapporte a la contrainte de conservation du fil, avec ¢ le coefficient d’asymétrie en
contribution & la longueur de fil par maille et « le multiplicateur de Lagrange associé.
La contrainte étant globale, ce multiplicateur est simplement une constante que ’on peut
sortir de 'intégrale. Le troisieme terme traduit la contrainte topologique qui s’applique
sur chaque maille. Cette contrainte étant locale, le multiplicateur de Lagrange associé,
f(x,y) est local, c’est donc un champ de vecteurs. Pour rappel, ¢* et w* correspondent
aux dimensions d’une maille dans 1’état de référence. Le quatrieme terme correspond
au travail des forces extérieures imposées au tricot. L’expression présentée ici est le cas
particulier d’une force 7 imposée sur les rangs initiaux et finaux.

Une fois le Lagrangien défini, on le dérive suivant nos deux variables pour obtenir les
équations qu’elles doivent vérifier pour minimiser I’énergie du systéme. Par rapport a la
variable €, on obtient par dérivation puis intégration par parties :

L[+ ¢, — Lled] =0 — (IL41)

L[C, W + dwl] — L]¢, W] = — (11.42)
[T.m} =0
=t

Chaque dérivation apporte une équation différentielle et une condition aux bords, sur les

rangs et les colonnes extérieures. On a donc une équation différentielle pour ¢ et une autre

pour W, les deux équations ne sont pas indépendantes car le multiplicateur de Lagrange

T vient coupler les deux équations. On peut recombiner les deux équations différentielles
en éliminant T :

o2 {—?5 + aé] +uwd {—Yﬁw +5a%] =0 (I1.43)

Ox c3 c oy w3 w '
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Maintenant que l’'on a écrit le systeme d’équations général, on peut 'appliquer au cas
particulier que 'on a étudié expérimentalement.

11.7 Cas de notre expérience modele

Appliquons maintenant ces équations au cas de notre tricot-modele subissant une
traction uniaxiale suivant €, tout en maintenant ’espacement entre les mailles de ses
rangs inférieurs et supérieurs constants. Avec cette expérience, on a déja mesuré un certain
nombre de parameétres. La vérification expérimentale de la contrainte de conservation de
la longueur de fil nous a donné § = 0.86, ¢* = 3.93mm et w* = 2.08mm, d’ou un
coeflicient de Poisson v = 5%’* = 0.46. On va ensuite faire I’hypothese que le parametre
[ est un parametre intrinseque du tricot et ne va donc pas dépendre de la position de la
maille ni du mode de sollicitation du tricot. On peut donc ré-exploiter le résultat obtenu

pour la déformation uniforme qui impose que 5 = ¢ (10”—*)2 pour que l'état de référence
soit le minimum d’énergie. 8 n’est donc plus un parametre inconnu et vaut 5 = 0.24. Le
seul parametre inconnu qui reste, mis a part les multiplicateurs de Lagrange qui seront
déterminés a posteriori, est donc Y qui donne une échelle d’énergie globale au systéme.

Les conditions aux bords imposées expérimentalement par les mors se traduisent fa-
. o Lx Lo . .
cilement par c(z,y = £75) = 3£€; pour la distance constante entre les mailles des
(&

. . dy — o . . ,
premiers et derniers rangs, et [ =% = L€, pour la distance imposée entre ces deux

rangs qui correspond a la déformation globale. La condition [féé] L = 0 n’impose
y=t—=3*
donc pas de conditions supplémentaires car 'espacement constant donne directement

6¢ = 0 pour ces rangs. Comme les bords latéraux peuvent se déformer librement, la
condition [f.&ﬁ} rx = 0 devient donc T'(x = i%ﬂ;) = 0. On peut réécrire cette

r==% S

condition grice a I’équation différentielle sur ¢: —Y 5 + af L= =0.

=% 5

11.L7.1 Equations sur les champs de déplacement

Pour satisfaire automatiquement la contrainte topologique, les équations dérivées pré-
cédemment sont désormais écrites en fonction des champs de déplacements a et b des
mailles. On se place dans le cadre d’une approche linéaire de la déformation, les équa-
tions sont linéarisées au premier ordre en . Les champs de déplacement sont exprimés en
terme de déplacement initiaux et linéaires en la déformation : a = ag+caq et b = by +¢cby.
Cela implique aussi d’écrire les multiplicateurs de Lagrange de cette fagon, notamment
a = ag + eaq. De plus, on suppose que ’état initial en ¢ = 0 est peu déformé par rap-
port a I'état de référence, cela implique que les dérivées spatiales de ag et by restent
petites devant 1 : (agg, a0y, boz,boy) < 1. Par contre, on remarque qu’expérimentale-
ment, ag, by et a1, by se différencient sensiblement, il faut donc que la déformation initiale
intervienne dans les équations pour aj, b;. Dans le développement on garde donc les termes
en € X (aoyx, ag,y, b07x, bo7y).

Pour alléger les équations, on définit le multiplicateur de Lagrange adimensionné & =

*2 . . . . . . * v —
CY,O‘, ainsi que les coefficients suivants, le coefficient de Poisson v = §°+ et x = aoTl Les
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termes intervenant dans 1’équation globale sur ¢ et w ont alors pour expression :

¢ ¢ Y [ é?* ¢
v ag— 1+ 2@0,3; +e [2a1,;,; + a1 + —6a1,$ao,x + (3 — do)bo,xbl,x]
= %2
] bow(@o — 1) +e[(@o — 1)br + (3 — do)b1waos + (3 — do)armbos + G1boa]
(I1.45)
) R
_ yﬁﬂg + 5ol = - <_w“’3 + d“’) (11.46)
w w o C w w
5Y (a0 — Dagy +e[(@ — L)aiy + (3 — @o)b1yaoy + (3 — &o)aiyboy + G1aoy]
= *2
c

o — 14 2boy + & [2b1y + &1 + —6b1yboy + (3 — G0)ayaoy]
(I1.47)

L’équation globale s’écrit donc comme une constante plus un terme proportionnel a €. Les
deux doivent s’annuler pour que I’équation soit vérifiée. Annuler le terme constant revient
donc a trouver les solutions pour le déplacement initial, et annuler celui proportionnel a
€ revient a trouver les solutions pour la déformation a; et b;.

a) Déplacement initial

On dérive maintenant les équations que doivent vérifier ag et bg pour annuler la partie
constante de 1’équation globale (eq. (I11.43)). Elles s’écrivent simplement :

ao gz + VX0 4y =0 (I1.48)
v
bO,;Bz + *bo7yy =0 (11.49)
X
Avec v = ¢ 1(’:’—: et x = dOQ*l. Ces équations sont complétées par les conditions aux bords

aussi exprimées en fonction des champs de déplacements :

_ L2-L

ap = “ew a0, = —X
v % v &
L C L (I1.50)
— + 2w . r = +=c
PTER  py = £t 2 | by, =0

On remarque que les équations pour ag et by sont completement décorrélées, et vérifient
toutes deux des équations différentielles elliptiques avec des conditions aux bords mixtes,
de type Dirichlet sur les rangs extérieurs et Newmann sur les colonnes extérieures.

La solution pour by est immédiate puisque la seule solution possible est :

Ly, — Ly,
L*

w

bo(z,y) = y (IL.51)

Le déplacement initial longitudinal est donc indépendant de x et évolue linéairement avec
y. Cela signifie que les rangs restent paralleles entre eux et aux mors qui tiennent les
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premiers et derniers rangs. Toutes les mailles s’allongent de la méme quantité by, =
Ly—Ly,

*

T.a solution pour ag est plus difficile a obtenir. On peut toutefois en trouver une solution
analytique de deux manieres différentes. La premiere repose sur une décomposition en
base de Fourier et est explicitée dans ’annexe A, la seconde repose sur une transformée de
Schwartz-Christofel, détaillée dans I’annexe B. Toutefois les deux solutions sont forcément
approchées numériquement car la premiere approche fait intervenir une série infinie et la
deuxiéme offre une solution implicite. Aux erreurs numériques pres, ces deux solutions
apparaissent identiques. Le seul parameétre inconnu dans ces solutions est le multiplicateur

de Lagrange &y qui se cache dans le parameétre y = &OT_I (fig. 11.17). Ce parametre x

est directement relié a la déformation des bords libres puisque ¢(z = i%, y,e = 0) =
c*(1 = x)éx, ce qui donne une interprétation naturelle au parametre &y qui donne 'ordre
de grandeur de la déformation latérale.

b) Déformation de la forme initiale

En annulant la partie de ’équation globale proportionnelle & €, on obtient les équations
différentielles pour a1 et by :

a1 zx + VXa1 yy + P, =0 (1152)
blﬂ:w + %bl,yy + Pb =0 (1153)

Les termes P, et P, ayant les expressions suivantes :

0 0 Qa
P,(x, y) =— 3% [aanoﬂ;] +v <(1 — X)aiy [bl7ya()7y + al,yb(),y] + 21a07yy) (11.54)

1 o0 [, 1 3
Pb(:(:,y) :(; - 1) [blxaoﬂj] +v ( |:(X - 1)a17ya07y — Xb17yb()7y:|> (1155)

Tl

.ao=1.1

!aa=1 5

a)

40

=2
= 20 _ 20 W25
g g
g " g "
s -20 S -20
-40 -40
-100 -100
0 100 50 ° N 0 50 >0
x (mm) y (mm) x (mm) 100 y (mm)

FIGURE I1.17 — a) Illustration de la solution ag pour quatre valeurs de g, les autres
parametres prenant les valeurs mesurées : ¢* = 3.93 mm, w* = 2.08 mm et § = 0.86, ainsi
que la taille de I’état initial cg = 4.45mm et wy = 2.45mm. b) Idem pour by, mais les
quatre solutions se superposent car by est indépendant de &g.
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Ces équations sont agrémentées des conditions aux bords ci dessous :

— _ &

vz =0 vy U = 3@
L*

y — :l: w

(I1.56)
0
2 | b=k

2 | by, =0

)

Les équations pour a; et by sont donc des équations aux dérivées partielles linéaires
mais cette fois-ci, elles sont couplées et les coeflicients ne sont pas constants. En effet, la
forme initiale donnée par ag, by vient ajouter des termes couplant le déplacement latéral
au déplacement longitudinal, compliquant significativement la résolution des équations.
La connaissance des fonctions ag et by est donc nécessaire pour calculer a; et b;. On peut
tout de méme remarquer que sans forme initiale complexe, c’est a dire ap = by = 0 (ou
une constante), ces équations se réduisent a celles vérifiées par ag et by.

Les tentatives infructueuses de résolution de ces équations par développement en séries
de Fourier nous ont amené a résoudre ces équations numériquement. Le schéma numérique
utilisée repose sur la méthode de Gauss-Seidel [1 18] qui fonctionne par propagation des
conditions aux bords en partant d’'une condition initiale puis en réitérant la résolution.
L’annexe C présente plus en détail cette méthode appliquée & notre probleme. Cette
fois-ci, les deux parametres dont dépendent a; et by sont &g et a; (fig. 11.18).

c) Comparaison avec les équations de 1’élasticité linéaire

On a maintenant acces aux équations de la mécanique du mouvement de notre tri-
cot, que 'on compare avec celles de la mécanique standard d’un objet 2D. On limite la
comparaison aux réponses linéaires, ce qui correspond aux équations pour ag et by dans
notre cas. Dans l'introduction, les notations de la mécanique standard de 1’équilibre d’une
plaque ont été introduites et peuvent se résumer a ces deux équations, si on ne s’intéresse
qu’a I’équilibre dans le plan de la plaque (ici (€3, €y)) et que les contraintes dans la plaque
sont supposées homogenes selon €, :

_Ooyy | 0oy

0="00 + (I1.57)
0——?;;y é;zy (IL58)

Avec 05 la contrainte orientée vers €; et appliquée sur une surface dont la normale est por-
tée par €;. Dans le cadre de 'élasticité linéaire, une relation linéaire relie les trois compo-
santes de la contrainte aux déformations associées, €., €, et ;. Avec les notations utilisées

pour notre tricot, c¢’est-a-dire les champs de déplacement aq et by, ces déformations ont
ian - e — dan — Obg _ —1(08ag 4 Obg) _ 1
pour expression : £, = 5! = Aoz, €y = G, = bo,y et ezy = 5 ( dy + ax) =3 (ao,y + bo,x)-

La relation contrainte-déformation, caractérisée par la matrice symétrique C, prend donc
la forme générale suivante :

o |G Ciz Chg ao,z
Oyy | = C|Cia Cy Cos ) bo7y (11.59)
Oy Ci1z3 Coz Cs3| |5 (aoy + boe)

Avec C' un coefficient constant positif de la méme dimension que C. On peut donc écrire
les équations d’équilibre en fonction de a et b et vérifier si il existe une matrice C qui
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FIGURE I1.18 — a) Illustration de la solution a; pour quatre valeurs de a; avec &g gardée
a 1.5, les autres parametres prenant les valeurs mesurées : ¢* = 3.93 mm, w* = 2.08 mm et
d = 0.86, ainsi que la taille de I’état initial ¢g = 4.45 mm et wy = 2.45mm. b) Idem pour
by. ¢) llustration de la solution a; pour quatre valeurs de &g avec &; gardée a 9, les autres
parametres prenant les valeurs mesurées : ¢* = 3.93 mm, w* = 2.08 mm et § = 0.86, ainsi
que la taille de I’état initial ¢ = 4.45 mm et wg = 2.45 mm. Notez le changement d’échelle
pour l'axe de a;. d) Idem pour b;.



I1.7 CAS DE NOTRE EXPERIENCE MODELE 69

permet de décrire nos équations trouvées précédemment pour ag et by :

C33 3C C C
0 =Chr1a0,z: + = gy + 213 ag,zy + 3 bo zz + C23bo yy + (012 + 233) bo,zy (11.60)

2
Coas C C
0 Clgao T + 9 CLo Yy + <C12 + 233) aQ,zy + 33 bO XL + CQQb() Y + Cngo Ty (11.61)

En comparant ces équations a celles de ag et by : %a(],m +X00,yy = 0 et xbo,zz +1boyy =0
on peut en déduire les relations suivantes : C13 = C3 =0, C11 = %, Cy = v, C33 = 2x
et C12 = —x. On peut donc en déduire la matrice élasticité du tricot correspondante, a
une constante multiplicative pres :

e X0
Cri=Cl—x v O (I1.62)
0 2y

Les parameétres x et v sont forcément positifs. Si on calcule la réponse du tricot a une
contrainte dans la direction y comme imposé dans 'expérience, c’est-a-dire avec o5, = 0,
oyy = 0 et 04y = 0, et des déformations globales, on obtient les équations suivantes :

ag.e = vxboy (11.63)
o = (vbo,y — xa0,z) (I1.64)
4y = ao,y + bo’x (11.65)

On peut notamment remarquer que si by, > 0, ce qui correspond a un allongement dans
la direction y, alors on a aussi ag, > 0, ce qui correspond a un allongement aussi positif
mais dans la direction x (coefficient de Poisson négatif). Or dans notre expérience on a
clairement by, > 0 et ag, < 0 (coefficient de Poisson positif). De par cette incohérence, on
peut donc en conclure que la mécanique standard d’élasticité des plaques et ses équations
d’équilibre ne permettent pas de retrouver les équations de déformation du tricot prédites
par notre modele.

11.7.2 Satisfaire les contraintes

On peut désormais calculer la solution de nos équations avec deux parametres ajus-
tables @g et &;. On va maintenant utiliser ces parameétres pour faire en sorte que les
solutions satisfassent les contraintes du systéme.

a) Le multiplicateur de Lagrange «

La contrainte d’inextensibilité du fil est directement associée aux parametres restants,
puisqu’ils en constituent ses multiplicateurs de Lagrange. Cette contrainte est globale,
c’est-a-dire qu’elle s’applique sur le tricot dans son ensemble et non localement au niveau
de la maille. Il faut que les solutions de a et b que I'on sait calculer satisfassent la contrainte
qui s’exprime sous la forme suivante :

&+ dw* = / / drdy 4 sw) (I1.66)

Ly L,

=¥l + el (11.67)
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FIGURE I1.19 — a) Pour assurer l'inextensibilité du fil entre ’état de référence et 'état
initial, ’équation £y = c*+ dw* doit étre vérifiée, ce qui impose la valeur du multiplicateur
de Lagrange &y = 1.32. b) De la méme maniére, pour que la longueur de fil reste constante
avec g, I’équation ¢1 = 0 doit étre vérifiée, ce qui impose la valeur de &; = 9.04.

On peut la réécrire en fonction des champs de déplacement initiaux ag et by et durant
I’élongation, a; et b1, tout en développant au premier ordre en ¢ et en les dérivées spatiales
de ag, by pour rester cohérent avec le développement des équations du mouvement. La
contrainte se traduit alors sous la forme suivante :

by=c"+ow* = 0= //dxdy (ao,z + vbo ) (I1.68)
z,y

=0 <<= 0= / dxdy (CLLx + vbyy + b1 zbo 5 + I/alyyaojy> (I1.69)
a;7y

La premiére équation ne fait intervenir que ag et by, et en conséquence seulement le
parametre &g. Il suffit alors de résoudre cette équation en &g pour que la contrainte
soit satisfaite. En revanche, 'expression de ag en fonction de &g est trop complexe pour
permettre une résolution analytique de 1’équation, on se tourne donc vers une solution

numérique. La valeur de [[dzdy (ag , + vbo ) est évalué en fonction de ag et on trouve
x’y
que cette valeur s’annule pour &y ~ 1.32 (fig. I11.19.a). Deés lors, la seconde équation ne

contient plus que &; comme inconnue. En procédant de la méme maniere, et en résolvant
Iéquation numériquement, on obtient &y ~ 9.04 (fig. 11.19.b).

Les valeurs numériques de ce multiplicateur de Lagrange nous informent sur I’état de
tension global dans le tricot. En effet, on avait vu que les conditions sur les bords libres
en x = i%z, qui imposent la déformation latérale (a ;) des mailles correspondantes, sont
directement liées a o avec ag, = —6‘02_1 et a1, = —3(%71_1. On peut aussi remarquer dans
les équations générales, avant tout développement, qu’en re-normalisant nos variables ¢ et
W par \/a, ainsi que T' et T par «, on arrive a sortir la dépendance en o des équations. Ce
re-dimensionnement montre que « peut bien étre interprété comme une tension globale.
Choisir la longueur de fil pour un nombre de mailles donné revient par conséquent a
prescrire un état de tension dans le tricot et une énergie élastique stockée.
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L’unique paramétre restant est Y, le module de traction effectif du tricot, mais celui-ci
n’intervient pas dans les équations décrivant la forme du tricot. Maintenant que ag et aq
sont connus, on peut prédire la forme théorique de notre tricot sans aucun parameétre
ajustable.

b) Le multiplicateur de Lagrange T

La seconde contrainte est automatiquement satisfaite si le probléme est exprimé en
fonction de a et b au lieu de € et w. On peut tout de méme calculer le multiplicateur de
Lagrange associé T pour nous permettre de récupérer, par exemple, la force nécessaire a
I’allongement du tricot.

Pour éclaircir un peu la signification de ce multiplicateur de Lagrange, on peut s’ins-
pirer de la mécanique standard en cherchant les relations entre T et les déformations
du systémes que 'on note €, = a, €y = by et 5y = %(Qy +b.). En développant les
équations générales (de eq. (I1.45) a eq. (I1.47)) au premier ordre en ces déformations et
avec T = T*€, + TYé€,, on trouve les relations suivantes :

2Y
T:'; = (X +ex) = Oua (I1.70)
2VY
T4 + w*T = (X +ey) = oyy (IL.71)
1 ZV}N/X
(o) = 2, <o, o

On arrive donc a relier les dérivées premieres de 1" aux déformations du systéme par une
simple relation linéaire qui fait intervenir le module effectif Y. Trois tensions effectives,

qui s’expriment directement en fonction de 7' peuvent alors étre définies, 0., = T7,
K

oyy =TY et oyy = % (ch — VZ%), leur dimension de force lindique N.m ™! est bien celle
d’une tension. On peut aussi remarquer que la relation entre 0., et £;., ainsi que o, et
€yy N’est pas une relation de proportionnalité, méme sans déformation le systeme est sous
contrainte, et cette contrainte est fixée par «

Calculer T permet donc d’avoir une idée des tensions qui s’appliquent dans le systeme.
Si la forme du tricot, donnée par € et 0, est connue alors T peut étre calculé. Les équations
qui relient la forme aux contraintes et donc a T sont :

Y [ é? ¢ 10T
? <_(:3 + (Xc> + — o 8y =0 (1173)
Y6 ww*? @ 1 0T .

Avec les conditions aux bords T(z = +%¢ C ,y) = 0. La variable inconnue 7 (z) est définie
de telle sorte que la force totale qui s apphque sur le tricot s’écrit : Fp = w* [ T (x)dz,
deﬁm a une référence pres. Ce systeme d’équations ne permet pas de resoudre séparément
T et T, on mtrodmt donc une quantité qui combine les deux inconnues Ttot =TF.€ex +

T €y = T +w* Of T (z)dz €y, les conditions aux bords deviennent par conséquent Tiot (2 =
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L S ) . .
+3,y) = :l:%ey. Les équations s’écrivent donc :

fe (IL.75)
d
i Tio(,y)

c* c3 c *

o Tt%t(xa y) Y/ < E‘C*Q 5) Y/ fg(ﬂ’;7 y) Y/

I dt ==
C
fY(z,y)

ox

(11.76)

i - ~ z ~
o Ttot(xay) Y ( u—)'w*2 ~ZU> B Y fw(:v,y) B Y -

th’(’)t (z,y)

o c e
f(x,y)

Le calcul de ﬁot va se faire au méme ordre que les calculs précédents, les fonctions

TofY fE, Y sont donc développées au premier ordre en € et en les dérivées spatiales
de ag et bg. On integre tout d’abord suivant z, ce qui implique I'introduction des fonc-
tions d’intégration ¢g*(y) et ¢g¥(y). Les bornes d’intégration sont choisies de telle sorte a
respecter la parité des fonctions.

Tiy(2,y) =Y | ¢"(y) +V/f{5(X7 y)ii( (IL.77)
Tii(zy) =Y | ¢¥(y) +V/f5{,(X7 y)if (IL78)

En injectant ces intégrations dans la premiére équation on obtient finalement 1’expression
des fonctions d’intégration :

(0 — fe(@,Y) Of dx
9" (y) = y/dY . Vx 9y (X V)= (I1.79)
J(x,Y ory dX
¢’ (y) = /dY fc(ici’) —v ;;’(X, Y) - (I1.80)
Yy x

Le champ de vecteurs Tiot peut donc étre évalué sur toute 'intégralité du tricot. Il ne peut
pas étre calculé pour l'instant car le parameétre Y est encore inconnu. En r(ivanche, T;ot
étant simplement proportionnel a }7, on peut calculer sa version normalisée Tior = T;Ot / Y
et donc les composantes normalisées des tensions : 6,4, Gyy €t G4y (fig. 11.20). Ces tensions
correspondent bien & ce a quoi on pourrait s’attendre pour ce genre de déformation.
Gzz, la tension latérale est négative, s’annule sur les bords libres et s’accumulent tout
particulierement sur les mailles prises dans les mors. Gy, la tension longitudinale est a
peu preés homogene, avec un maximum concentré sur les mailles des bords libres. Enfin,
Ozy, la tension de cisaillement est particulierement élevée autour des coins avec un signe
qui alterne en fonction de ’orientation des mailles.

11.7.3 Comparaison avec les expériences

Dorénavant, on est capable de calculer toutes les quantités prédites par notre modele,
il faut a présent comparer les résultats aux mesures expérimentales.
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FIGURE I1.20 — a) Tension latérale normalisée ;.. b) Tension longitudinale normalisée
Gyy- ¢) Tension de cisaillement normalisée 6,,. Toutes ces tensions ont été évaluées pour
e = 10%, varier € change seulement leurs valeurs numérique et non leur répartition spa-
tiale.

a) La forme

La prédiction de la forme du tricot est donnée par € et w, qui sont prédits sans para-
metres ajustables car ils ont tous été mesurés. Le tableau suivant récapitule les différents
parametres, leur valeur pour notre tricot modele, et leurs relations entre eux.

Figure I1.21 montre la comparaison entre les champs de déplacement mesurés expéri-
mentalement et ceux prédits par la théorie, représentés comme des surfaces paramétrées
par (x,y). Les déplacements mesurés ne couvrent pas entierement le tricot car un certain
nombre de mailles restent cachées par le roulottement sur les bords latéraux et par les
mors sur les bords longitudinaux. La correspondance entre les champs mesurés et prédits
est tres satisfaisante, les surfaces prédites épousent en grande partie les points expéri-
mentaux. Le modele rend trés bien compte des courbures des surfaces représentant le
déplacement, méme si ’amplitude prédite a tendance a étre sous-estimée.

On peut représenter ce résultat de différentes facon, notamment en superposant a
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Parametre Signification Expression Valeur
o taille latérale 'des mai%le’s dans la / 3.93 mm
configuration de référence
w* taille longltudlna‘ule des n,laﬁllles dans la / 9 08 mm
configuration de référence
distance latérale imposée entre chaque
co mailles par les mors aux rangs supérieurs et / 4.45 mm
inférieurs
taille longitudinale moyenne des mailles
ey s 24
wo dans I’état initial € = 0 / 5 i
5 coefficient d’asymeétrie de la répartition du / 0.86
fil entre rangs et colonnes '
3 coefficient d’asymétrie de I’énergie de flexion 5 ( %: )2 0.94

du fil entre rangs et colonnes

multiplicateur de Lagrange associé a la
o conservation de la longueur de fil entre / 1.32
I’état de référence et 1’état initial

multiplicateur de Lagrange associé a la
an conservation de la longueur de fil pendant la / 9.04
déformation du tricot

y coefficient de Poisson apparent de w* 0.46
I’ensemble du tricot c* ’
X déformation latérale a ’état initial des &02_1 0.16

mailles des colonnes extérieures

TABLE II.1 — Récapitulation des différents parametres intervenant dans notre modele
mécanique du tricot, avec leur signification, éventuelles expression en fonction des autres
parametres et valeur numérique.

Iimage du tricot la forme prédite reconstruite a partir de a(z,y) et b(x,y) pour une
élongation donnée (fig. 11.22.a). On peut aussi comparer ligne par ligne ou colonne par
colonne la prédiction et les mesures a élongation donnée (fig. I11.22.b-f).

Au final, notre modele, malgré toutes les hypotheéses et approximations effectuées,
parvient a donner une prédiction convaincante du champ de déformation/déplacement &
I’échelle locale d’un tricot.

b) La force

Apres la forme, on compare la réponse mécanique prédite et celle mesurée. Avec le
modele, la réponse mécanique peut étre retrouvée par deux méthodes différentes.
La premiere méthode repose sur I’évaluation de ’énergie du tricot a partir de sa
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FiGurE 11.21 — Comparaison entre les champs de déplacement mesurés et prédits. Un
point représente la valeur du champ mesuré pour une maille, les prédiction sont repré-
sentées par des surfaces continues. a) Déplacement latéral initial ag. b) Déplacement
longitudinal initial by. ¢) Déplacement latéral pendant la déformation a;. d) Déplacement
longitudinal pendant la déformation b .

forme. En calculant les variations de cette énergie avec € on peut alors remonter a la force
nécessaire pour effectuer cette déformation, que 'on va noter F. Cette méthode permet
de donner une estimation absolue de la force puisque le minimum d’énergie est connu et
atteint lorsque le tricot est dans son état de référence. Cette force peut présenter des non
linéarités car I’expression de I’énergie n’est pas linéaire avec e.

La deuxiéme méthode revient a calculer directement 7, ou au moins son intégrale
Fr =w* [, T(x)dx. Cette méthode permet d’obtenir directement la force recherchée Fr,
mais celle-ci est définie & une constante pres. Les calculs qui permettent de retrouver Frp
sont linéarisés, donc cette force est linéaire avec . Pour calculer Fp, on s’appuie sur le
caleul de Thot présenté précédemment car on a ﬁot(a? = i%:, y) = i%éy.

Dans les deux cas il reste un parameétre inconnu, Y, qui vient fixer une échelle d’énergie
au systeme. Les deux méthodes doivent produire le méme résultat, au moins proche de
e=0.

La force mesurée, que I’on note F,y)p, est aussi mesurée a une référence pres car elle est
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a(x,y), colonnes (mm)
b(x,y), colonnes (mm)

b(x,y), rangs (mm)
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FIGURE I1.22 — a) Série de photographies du tricot pour trois élongations différentes. Une
sélection de rangs (rouge) et de colonnes (bleu) sont colorés et la prédiction de leur forme
est indiquées par une ligne noire. La prédiction pour les rangs et colonnes extrémaux, non
mesurables, est aussi indiquée. b) Image d’un tricot & ¢ = 11%. Les lignes et colonnes
indiquées sont celles dont la projection est explicitée & droite. c-f) Projection suivant les
lignes et colonnes des champs de déplacement expérimentaux a(x,y) () et b(z,y) (o) et
de leurs prédictions (lignes), chaque point représentant une maille. c) et d) : variations de
a et b selon y pour z fixé a différentes valeurs. e) et f) : variations de a et b selon x pour
y fixé a différentes valeurs. Dans un souci de visibilité, les courbes sont artificiellement
décalées de 10 mm pour d) et de 25 mm pour e).
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FIGURE I1.23 — Comparaison entre la réponse force-déformation mesurée (rouge) et pré-
dite. La réponse mesurée est moyennée sur les 5 cycles et la zone grisée autour représente
2 fois Iécart type des valeurs moyennées. La prédiction est représentée pour la traction '
et la compression ¥, et pour les deux méthodes, & partir de 1’énergie (-- et -—) et a partir
du multiplicateur de Lagrange associé au travail de la force ((-- et (- -)).

arbitrairement définie égale a 0 en début d’expérience. Pour effectuer la comparaison entre
Fewp, Fr et Fg, il faut donc déterminer une force de référence pour Fi,, et Fr, ainsi que
le paramétre Y pour Fr et Fg. On proceéde alors dans 'ordre suivant : on commence par
ajuster la référence associée a Fey;, de telle sorte qu’elle coincide avec Fp en € = 0. Ensuite,
Y est ajusté pour faire coincider les pentes de F,yp et Fg autour de € = 0. Finalement, la
référence de Frr est modifiée pour que Fr coincide avec F (et Fegp) en € = 0 (fig. 11.23).
Cette procédure est effectuée pour la courbe de traction et de compression, ce qui nous
permet de mesurer YT ~ 1.5 x 1072J.m ™! et Y+ ~ 1.5 x 1073J.m ™! respectivement.

Notre prédiction arrive a bien rendre compte de la mesure expérimentale de force
jusqu’a un peu plus de 5% de déformation. Au-dela, la force devient fortement non-linéaire
et croit rapidement. La prédiction linéaire de Fp ne parvient évidemment pas a capturer
cette non linéarité, alors que celle de Fp parvient a suivre un peu plus I'expérience mais
sa croissance est bien en dega et finit par s’écarter fortement vers e = 8%.

11.7.4 Variations autour du cas modéle

Une fois que le tricot a été caractérisé et que tous les parametres ont été mesurés, ces
résultats sont utilisés pour prédire la déformation du tricot dans d’autres configurations.
On présente ici deux autres configurations qui sont des variantes du cas modele de traction
uni-axiale selon y.

La premiére configuration consiste a non plus tirer dans la direction y uniquement,
mais selon un vecteur ayant une composante selon = et y. Expérimentalement, cette
configuration peut étre mise en place simplement en imposant une rotation d’un certain
angle 6 par rapport a I’horizontale. La direction de chargement du tricot se fait alors dans
la direction donnée par sin(6)e, + cos(f)ey. Dans le modele, ’état initial reste inchanggé,
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le seul changement intervient dans les conditions aux limites de a; et by, qui maintenant
s’écrivent :

a1

ay = +Lo sin(0)

a1 e = —
v 2 v : 2(B3x+1)
iL* Z:L* (I1.81)
= —w r = =<
Y 2 b = i—L;” cos(6) 2 b1, =0

La détection expérimentale du champ de déformation, qui repose notamment sur la posi-
tion relative des mailles par rapport a ses voisines, peut étre simplement corrigé en tenant
compte de I’angle de rotation. On peut alors déterminer le champ prédit par la théorie en
adaptant simplement les conditions aux bords dans la résolution numérique des équations
et en utilisant les mémes valeurs de parameétres que précédemment (fig. 11.24.a).

La seconde configuration consiste a modifier 1’état initial en ajoutant une compo-
sante de cisaillement initial. Expérimentalement, les mors sont décalés latéralement d’une
certaine distance de sorte qu'un angle v par rapport a la verticale se forme entre les extré-
mités des mors inférieur et supérieur. Dans le modeéle, cela ne modifie que les conditions
aux bords du déplacement initial qui s’écrivent alors :

0__ 7% 0
ap = LCL*LC:U + tan('y)LQ“’ ag ., = —X
ve ‘ vy ’ (I1.82)
— 4Ly . o= L :
Yy 2 by = :I:L?U;Lw 2 bowfc =0

La aussi, I'analyse expérimentale peut étre en grande partie copiée sur celle de la trac-
tion uni-axiale et les mémes parametres sont utilisés pour prédire la forme du tricot en
s’adaptant simplement aux nouvelles conditions aux bords (fig. I1.24.b). Dans ces deux
nouvelles configurations, le modele parvient encore a capturer I'essentiel de la forme ob-
servée, méme si les différences sont un peu plus marquées que dans le cas de la traction
uni-axiale.

Une partie de ces travaux ont fait 'objet d’une publication [119] (annexe E). Cet
article a recu une certaine attention médiatique, stirement parce qu’il est rare de voir des
articles sur le tricot dans une revue de physique fondamentale (APS Physics, Le Monde,
Pour la Science, Nature, Nature Physics, New Scientist, Cosmos, CNRS, HandCraft News,
SINC, Physics World...).

11.8 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, on va se pencher sur les limites de la théorie introduite,
ainsi que sur les conditions dans lesquelles elle peut étre généralisée.

La premieére limitation vient du caractére purement 2D de la théorie qui ne permet pas
de rendre compte de la richesse de formes atteignables en variant la topologie des mailles.
Ainsi le modele ne pourra pas rendre compte des déformations de tricots constitués de
cotes 1 x 1 par exemple car ’essentiel de la déformation apparente est dii au déploiement
d’une structure 3D. Toutefois, si on reste dans une situation ou les déformations hors
plan et dans le plan du tricot sont décorrélées, notre modele pourra toujours décrire les
phénomenes dans le plan du tricot, méme si ce plan a une forme 3D complexe. Dans le
dernier chapitre, des travaux préliminaires tachent d’étendre cette théorie a la forme hors
plan du tricot.


https://physics.aps.org/articles/v11/66
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https://www.nature.com/articles/d41586-018-05542-x
https://www.nature.com/articles/s41567-018-0222-9
https://www.newscientist.com/article/2172432-physics-of-knitting-shows-why-your-sweater-is-so-nice-and-comfy/
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https://physicsworld.com/c/materials/characterization-modelling/
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FIGURE I1.24 — a) Traction du tricot-modele dans une direction mixte sin(6)e; + cos(9)é,
avec § = 25°. b) Traction du tricot-modele avec un cisaillement initial de v = 10°. Dans
les deux cas, une sélection de rangs (rouge) et colonnes (bleu) ont été mises en valeur
avec leurs prédictions (lignes continues noires) correspondantes. La prédiction est faite
en utilisant les mémes parametres que pour la traction uni-axiale suivant y. Le tricot est
déformé de £ = 11% dans les deux cas. Les barres d’échelles font 2 cm chacune.

La deuxieme limitation principale vient de I'hypothese de séparation d’échelles. La
séparation d’échelle entre le diametre du fil et le rayon de courbure de la maille devient
de plus en plus difficile & tenir au fur et a mesure de la déformation. En particulier dans
le cas d’une déformation inhomogene, car méme si cette séparation d’échelle reste véri-
fiée pour une grande majorité de mailles, les conséquences induites par quelques mailles
qui ne la vérifient plus peuvent étre importantes. Lorsque cette séparation d’échelle n’est
plus vérifiée, le fil va étre compressé et allongé, ce qui n’a que peu de répercussion sur la
forme générale du tricot, mais qui devient dramatique pour la réponse en force. En effet,
les échelles d’énergie nécessaires a 1’élongation ou la compression du fil sont largement
supérieures a celles de la flexion. Donc la moindre compression/élongation rendra la pré-
diction de la force du modele caduque, mais pas la prédiction de la forme. Dans le cas de
la traction uniaxiale inhomogene, ce sont les coins qui sont rapidement soumis & une dé-
formation importante comparée aux autres mailles, d’ou une prédiction de la force valable
jusqu’a seulement 5% environ alors que la forme est correctement prédite jusqu’a plus de
15%. Méme dans le cas de déformation uniforme, au-deld d’une certaine élongation, les
mailles ne peuvent plus se déformer latéralement sans compresser le fil, ce phénomene
d’encombrement appelé "jamming" fait diverger la force avant la limite prédite par notre
théorie.

On peut alors se poser la question de la validité du modele avec des fils plus couram-
ment utilisés comme le coton ou la laine. Dans le cas de tricots constitués de fils épais,
facilement compressibles et avec des mailles pas trop serrées, comme c’est le cas des pulls
ou des écharpes, le modele devrait continuer de pouvoir décrire leur déformation. Par
contre, avec les tricots trés serrés et des fils fins, comme les T-shirts, le modéle ne sera
d’aucune utilité car la limite d’encombrement sera tres rapidement atteinte.

Pour finir, l'effet du frottement solide aux contacts n’est pas pris en compte dans
le modele qui est purement élastique. Il ne permet donc pas de prédire la présence de
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I’hystérésis de la réponse en force, qui est un effet global du frottement en tant que force
suiveuse. Le signe de la force de frottement s’inversant avec la vitesse de chargement, cet
effet peut étre vu dans notre modeéle comme une différence de rigidité effective, YT et v,
entre le chargement et la compression. Pour examiner plus en profondeur le frottement,
on s’est alors intéressé a un effet plus local qui s’exprime par des fluctuations autour
de la réponse moyenne de la réponse mécanique. Ces fluctuations cachent une tres riche
phénoménologie et font ’objet du second chapitre.



Chapitre Il

Les tremblements de tricot

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux fluctuations de la réponse mécanique du tricot.
Lorsque les bonnes conditions sont réunies, avec des contacts frottant ponctuels, un fil
suffisamment rigide et une vitesse de chargement modérée, les fluctuations de la réponse
acquierent des propriétés tres particulieres. Frottement et élasticité se combinent pour que
les contacts glissent de maniére intermittente et collective. Autour de la réponse mécanique
moyenne, le signal de force voit apparaitre des chutes brusques de tailles diverses et le
champ de déplacement des mailles se bariole de variations brusques prenant la forme de
lignes de glissements. Ces évenements, qui échappent a I’élasticité du tricot, suivent une
dynamique d’avalanches, avec une invariance d’échelle dans leurs tailles et un glissement
associé qui se propage de proche en proche dans les directions dictées par la répartition
des déformations. Un parallele, dressant différences et similitudes, est alors opéré entre
ces tremblements de tricot et la mécanique des milieux amorphes ou méme les failles
sismiques.

81
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I11.1 Des tremblements de tricot ? Approche phénoménologique

Dans cette section, on va mettre en évidence ce que ’on entend par "tremblements de
tricot", donner une interprétation qualitative de ce phénomeéne, et préciser quelles sont
les conditions nécessaires pour les observer.

111.1.1 Evidences expérimentales des fluctuations

En prenant un de nos tricots dans la main, on se rend tres vite compte que, méme en
se plagant dans une situation ou 1’élasticité est dominante, la friction du fil sur lui-méme
se voit, se ressent et méme s’entend quand on le déforme. En effet, en tirant doucement
sur un tricot-modele & la main, les mailles ne se déplacent pas toutes simultanément
mais plutdt par a-coups. De plus, on ressent que le tricot semble trembler, avec une
force nécessaire pour le déformer qui varie trés vite sur de petites amplitudes. Enfin, en
approchant l'oreille du fil pendant la déformation, on entend des "grincements" brefs. Ces
tremblements dans des tricots de nylon ont déja été évoqués il y a presque 50 ans [37]
mais n’ont apparemment pas été étudiés plus en détails.

Cette phénoménologie suggere qu’autour de la réponse élastique moyenne d’un tricot-
modele, étudiée dans le chapitre précédent, la friction ajoute une riche phénoménologie a
la réponse mécanique. Pour aller un petit peu plus loin que les observations "a la main"
et mettre en évidence cet effet du frottement, on peut simplement reprendre ’expérience
précédente et se focaliser sur les variations autour de la moyenne de la réponse en force
ou en déplacement.

En observant de pres la réponse force-élongation du tricot-modele entre € = 1.3% et
3% (fig. II1.1.a, insert & gauche), on apercoit un bruit autour de la réponse moyenne.
L’amplitude de ce bruit, de 'ordre de 0.01 N est cependant environ 10 fois supérieure au
bruit du détecteur. A plus forte élongation, entre ¢ = 12.5% et 14.2% (fig. II1.1.a, insert
a droite), le nombre de fluctuations est bien moindre, mais leurs amplitudes ont I’air plus
élevées.

Force et déformation étant généralement liées, ces fluctuations de force peuvent aussi
avoir leur pendant dans la déformation. Regarder plus en détail le déplacement des mailles
peut donc permettre de mieux comprendre l'origine de ce bruit. On a vu dans le chapitre
précédent que les mailles se déplacent en moyenne selon une trajectoire rectiligne, un
bruit dans la trajectoire se manifestera donc par un écart a cette droite. Dans cette
optique, la premiére étape consiste a examiner le déplacement des mailles entre deux
images consécutives, c’est-a-dire la quantité Aw(e) = (e + Ae) — @(e). Si 'on reprend les
mémes intervalles que pour le signal de force, on constate que ||A@(1.3%)|| ne présente
pas une structure symétrique et affiche des variations spatiales abruptes, qui semblent
s’agencer sous forme de lignes (fig. III.1.b, gauche). En revanche, a plus forte élongation
|Au(12.5%)]], ces lignes ne sont plus visibles et le déplacement est symétrique (fig. I11.1.b,
droite).

Ces résultats préliminaires suggerent que le bruit observé dans la force aurait comme
origine des déplacements brusques de certains groupes de mailles. Sachant que le frotte-
ment du fil est 'ingrédient qui vient perturber le comportement purement élastique, ces
observations rappellent beaucoup le phénomeéne de collé-glissé ou "stick-slip".
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b) Déplacement entre deux images
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FIGure III.1 — a). Réponse force/élongation du tricot-modele lors d’un cycle de traction-
compression. Insert, gauche : agrandissement entre ¢ = 1.3% et 3%, montrant les fluc-
tuations autour de la réponse moyenne. Insert, droit : agrandissement entre e = 12.5% et
14.2%, les fluctuations se font beaucoup plus rares. b) Amplitude du déplacement entre
deux images ||Au||, chaque pixel représentant une maille. Le bord supérieur est tiré vers
le haut, alors que celui inférieur est resté fixe. Gauche, ||Ad|| pour l'intervalle 1.3% — 3%,
affichant une asymétrie et de brusques variations spatiales le long de lignes. Droite, ||Ad]|
pour l'intervalle 12.5% — 14.2%, affichant pour sa part une structure symétrique et des
variations spatiales lisses.

111.1.2 Interprétation qualitative

Le phénomene de "stick-slip", présenté en introduction, apparait lors du couplage entre
élasticité et frottement. Avec le systeme le plus élémentaire, a savoir un objet tiré par un
ressort le long d’une surface frottante, la friction vient opposer une force s’opposant au
mouvement. Cette force de friction posséde un maximum proportionnel a la force normale
entre 'objet et la surface. Ainsi, quand la force tirant I'objet est en dec¢a de ce maximum,
I’objet reste bloqué et ne bouge pas. Quand elle est au-dela, ’objet glisse. Les équations
et le schéma du systeme correspondant sont rappelés ci-dessous :

F=-T tantque |7 < us|l Pl = £, (IIL1)
) D
FemPloze s T2 (I1L.2)

Avec f la force de friction parallele a la surface, P la force normale entre la surface et
I'objet, et T la force avec laquelle est tiré ’objet. En général, 'objet est attaché a un
ressort de raideur K qui est lui-méme tiré avec une vitesse V' (fig. I11.2.a, gauche). Les
coefficients s et g sont les coefficients de friction statique et dynamique, tel que ps > pq.
La force de frottement maximal a pour expression fs = psP. En fonction de la valeur
de ces parametres, l'objet peut se déplacer quasiment au méme rythme que la vitesse
imposée (K ou V tres élevé, P proche de zéro), ou alors se déplacer de fagon intermittente,
alternant entre phases immobiles ("stick") et phases de déplacements rapides ("slip").
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FI1GURE II1.2 — Schéma montrant I’analogie possible entre une expérience de "stick-slip"
classique et une expérience de traction d’un tricot. Gauche, schéma d’un objet tiré sur
une surface rugueuse par un ressort, tiré de [55] et adapté. Droite, photographie en gros
plan d’un tricot, montrant un contact, indicé par k et les forces qui lui sont associés. Ce
systeme de forces peut étre défini pour tous les contacts du tricot.

Cette description est valable pour un contact, or dans un tricot, chaque croisement du
fil constitue un contact ot ce phénomeéne de "stick-slip" peut éventuellement avoir lieu.
En effet, tous les ingrédients nécessaires a ce genre d’événements sont réunis (fig. I11.2.a,
droite) :

— le comportement mécanique observé (hystérésis, phases de déformations non repro-
ductibles) montre que le fil sur lui-méme a un coefficient de frottement non nul, une
force de frottement f peut donc exister a chaque contact.

— le fil étant contraint a sortir de sa forme de minimum d’énergie par la topologie,
une force normale P apparalt aux croisements.

— chaque contact est lié & des portions de fils courbés, jouant un role équivalent au
ressort et imposant une force élastique T.

— le mors supérieur se déplace a vitesse constante V', ce qui impose aussi un forcage
régulier sur les contacts.

Cependant, un contact dans un tricot a aussi un certain nombre de spécificités qui le
différencient d’un contact dans une expérience de "stick-slip" classique :

— chaque contact n’est pas isolé, il est corrélé avec quatre autres contacts par des
portions de fils courbés.

— ici, T et P sont aussi fortement corrélés car ils résultent tous les deux des contraintes
élastiques du fil sur le contact. Dans une expérience de stick-slip les deux forces sont
en général décorrélées, par exemple avec Ple poids de l'objet et T la force exercée
par le ressort.

— tous les contacts ne sont pas soumis aux méme contraintes car le champ de défor-
mation est inhomogene et le déplacement imposé n’est pas identique pour tous car
seul le mors supérieur se déplace, le mors inférieur restant immobile.

Cette interprétation permet d’expliquer qualitativement les "tremblements" observés ex-
périmentalement. Le bruit dans la réponse en force serait causé par une multitude d’éve-
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nements stick-slip avec des phases de croissance linéaires interrompues par de brusques
chutes. Les fluctuations n’apparaissent pas périodiques et de méme amplitude car d’une
part, le systeme n’est pas homogeéne et donc les parametres V, P et T ne sont pas les
mémes pour tous les contacts, et d’autre part, les contacts étant corrélés, les glissements
peuvent en faire intervenir plusieurs simultanément. Quant aux brusques inhomogénéités
du champ de déplacement, elles peuvent étre interprétées comme les frontiéres entre une
partie du tricot qui "glisse" et une autre qui reste "collé". Ces frontiéres s’étendant sur de
grandes parties du tricot, ces observations corroborent ’hypothese que les glissements de
contacts peuvent étre fortement corrélés, induisant une grande diversité dans ’amplitude
des fluctuations de force associées.

Maintenant que ’on a identifié ’origine des tremblements observés, on va se pencher
sur les parametres pertinents de l’expérience qui permettront de les mettre en exergue
pour les étudier plus en détails.

111.1.3 Quelles conditions pour les voir?

Grace a 'analogie avec le "stick-slip", on a identifié les différents parametres a prendre
en compte et dans quelle direction les varier pour augmenter ces effets. Les parametres
en question ici sont les forces extérieures appliquées aux contacts P et f, qui sont ici
corrélés, la vitesse de chargement V' du systeme et les coefficients de frottement entre les
deux surfaces ps et pq.

a) Contraintes internes du tricot

Dans le chapitre précédent, on a déterminé que I’échelle d’énergie stockée dans le
tricot était donnée par le coefficient de traction effectif Y = c*i - qui est proportionnel
au module de flexion du fil et inversement proportionnel aux dimensions des mailles. Plus
I’énergie élastique du tricot est importante, plus le systéme est sous contraintes, avec pour
conséquence 'amplification de la valeur des forces entre fils aux points de contact, P. De
plus, augmenter la rigidité en flexion du fil ou diminuer les courbures moyennes du fil dans
une maille fera accroitre la raideur K du ressort effectif associé a la force 7. Or il a été vu
dans I'introduction que le phénomeéne de "stick-slip" est exacerbé lorsque la force normale
P est élevée et que la raideur K est faible. De ce fait, accroitre I’énergie stockée dans le
tricot produit deux effets antagonistes pour 'observation du "stick-slip". Toutefois, une
valeur de K élevée peut étre en partie compensée par une vitesse de chargement plus
lente, alors qu’augmenter P et donc 'amplitude des chutes de force, est primordial pour
pouvoir les observer correctement expérimentalement. Il est donc préférable d’amplifier
les contraintes internes dans nos expériences.

Les parametres sur lesquels on peut jouer expérimentalement sont, notamment, le
module de flexion du fil en changeant son diametre par exemple, et la taille moyenne des
mailles, a travers la longueur de fil par maille prescrite pendant le tricotage. Il faut donc
choisir un fil épais tricoté dans les mailles les plus petites possible, tout en s’assurant néan-
moins de rester dans la limite ou le diametre est petit devant le rayon de courbure moyen
et en évitant une déformation trop forte du fil qui pourrait le déformer plastiquement.
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FiGgure II1.3 — Expérience de traction d’un tricot de 81 x 81 mailles fabriqué avec le
fil STROFT® GTM "Schwarz" de diamétre d = 150 um. Agrandissement de la réponse
force/élongation en traction pour L, € [221 — 222] mm et pour trois vitesses différentes,
V =0.5mm/s, V = 0.05mm/s et V = 0.005 mm/s. La valeur initiale de chaque courbe
est artificiellement décalée pour mieux les distinguer. Au fur et & mesure que la vitesse
diminue, les fluctuations de force se rapprochent de la forme caractéristique du stick-slip.

b) Vitesse de chargement

La vitesse de déplacement du mors supérieur constitue un deuxieme point sur lequel
on peut jouer. En diminuant cette vitesse de chargement on sépare d’autant mieux les
échelles de durées entre les phases collées et les phases de glissement, ce qui permet de
les discerner d’autant mieux. On retrouve dans la réponse mécanique du tricot les trois
régimes observés dans les expériences de "stick-slip" (fig. I11.3). A forte vitesse, le régime se
rapproche d’un glissement continu avec de faibles fluctuations de force. A vitesse moyenne,
on observe un régime inertiel ou les durées de chutes et de chargement sont comparables,
les fluctuations sont de plus fortes amplitudes mais ont un profil plutot symétrique. A
vitesse faible, la force augmente progressivement puis chute brusquement, donnant des
fluctuations trés asymétriques, c’est le régime de "stick-slip". On cherche a observer ce
dernier régime, on va donc se placer dans des conditions de faibles vitesses, typiquement
en dessous de 10 ym/s.

c) Coefficient de friction

Le dernier parametre que ’on peut modifier est le coefficient de friction du fil sur
lui-méme. Augmenter le coefficient de frottement permet d’obtenir des évenements de
"stick-slip" de plus grandes amplitudes. Pour modifier ce parametre expérimentalement,
le tricot a été enduit de divers liquides aux propriétés mouillantes, ou non, avec le fil
(fig. 111.4). On s’est apercu que de I’huile minérale, telle que le lubrifiant pour métaux
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F1Gure II1.4 — a) Réponses force/élongation d’un tricot composé de 51 x 51 mailles
fait en STROFT® GTM '"Schwarz" de diameétre d = 150 pm qui a été badigeonné de
différents liquides pour modifier le coefficient de friction fil-fil. Le tricot "au naturel"
est celui sans aucun traitement, celui "huile minérale’ a été enduit de WD40®, et celui
"huile silicone" a été enduit de d’huile silicone 47 V1000 de la marque Rhodosil®. Insert,
photographie d’une fraction du tricot enduit d’huile de silicone. L’huile de silicone est
visible et se place préférentiellement aux intersections du fil. b) Agrandissement sur la
zone L,, € [138—140] mm pour mieux observer les fluctuations. La référence en force entre
les trois courbes a été ajustée manuellement pour permettre une meilleure comparaison.

WD40®, accroit drastiquement le frottement entre fil-fil avec des monofilaments de nylon
du type STROFT® GTM et mouille trés peu le fil. Au contraire, une huile de silicone a
tendance & bien mouiller ce fil. L’huile va alors préférentiellement se placer aux intersec-
tions (fig. II1.4.a, insert) et donc lubrifier les contacts, diminuant de ce fait le frottement.

Sur une réponse force-élongation, une augmentation de coefficient de frottement se
traduit par une plus forte hystérésis ainsi qu’une force nécessaire a la traction plus élevée
(fig. III.4.a). Une amplification de la friction se manifeste aussi sur les fluctuations en
augmentant leurs amplitudes et leur nombre (fig. 111.4.b).

Pour notre étude approfondie de ces fluctuations, le tricot enduit de WD40® semble la
meilleure option. Toutefois, ’ajout d’un liquide apporte une complexité supplémentaire
au systéme en introduisant des effets visqueux et capillaires au probléme élastique. Le
phénomene désiré restant correctement visible sans ajout de liquide, on a décidé de se
passer d’huile minérale pour notre étude et de garder le tricot tel quel.

d) Expérience de référence pour ’étude des fluctuations

Une expérience de référence permettant une observation commode de ces fluctuations
a donc été congue aux vu des résultats obtenus en faisant varier les différents parametres
pertinents. L’idée générale pour une observation optimale étant de garder chaque contact
dans un état stable la majorité du temps mais toujours proche de I'instabilité (le glissement
dans notre cas). Les résultats présentés tout au long de ce chapitre seront, sauf mention
contraire, issus de cette expérience.

Le tricot utilisé est composé de 83 x 83 mailles tricotées avec le fil STROFT® GTM
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"Schwarz" de diametre d = 150 pm et la jauge 4 de la machine a tricoter. La cellule de force
utilisée est celle de 50N, ce qui correspond a un bruit d’environ 5mN, I’échantillonnage
de la mesure de force étant effectué toutes les 40 ms.

L’objectif étant d’accumuler des statistiques sur les tremblements, un grand nombre
de cycles de chargement doit étre effectué. De plus, pour que les ensembles statistiques
alent un sens, il faut que le systeme soit dans un régime quasi-stationnaire et chaque
cycle indépendant du précédent. Les mesures doivent donc se faire sur une portion ré-
duite d’élongation et dans une phase ou la pente de la réponse moyenne en force reste
modérée. Pour éviter un effet de mémoire du frottement trop marqué et pour étre sir
d’étre dans le régime a élasticité dominante, 1’élongation doit étre variée sur une grande
amplitude. Ces contraintes combinées avec les faibles vitesses nécessaires font qu'une ex-
périence durerait au moins plusieurs jours. Or, si I'expérience dure trop longtemps, les
variations de température, de luminosité ou d’humidité ambiante viennent progressive-
ment modifier certaines caractéristiques des tremblements. On suppose notamment que
I’humidité ambiante vient se condenser aux interstices des contacts quand une expérience
dépasse environ 12h, car au fil des cycles, les événements se font de plus en plus rares
méme si leurs propriétés semblent inchangées. Pour pallier ce probleme, on ne garde une
vitesse lente que dans la fenétre d’élongation d’intérét, le reste de la déformation se faisant
a une vitesse plus élevée, permettant ainsi de diminuer grandement la durée de 'expé-
rience. En pratique, I’élongation L,, est variée entre Ly, = 215mm et L, = 234 mm en
traction et compression sur 52 cycles. Les deux premiers cycles sont intégralement faits a
une vitesse V' = 0.5 mm/s pour que I’état initial ne dépende pas de I’état imposé lors de la
mise du tricot sur la machine de traction. Ensuite, sur 50 cycles, le tricot est d’abord tiré
de Ly, = 215mm a L, = 230mm a la vitesse V = 0.5 mm/s, puis & 5 ym/s entre L,,,
et Ly, . Pour finir, la compression de L, a L., est effectuée rapidement a V' = 0.5 mm/s
(fig. IIL.5.a). Les photographies du tricot ne sont effectuées qu'entre Ly, et L., pendant
la phase de traction a faible vitesse. Cette procédure permet de diminuer drastiquement la
durée de I'expérience, mais un changement soudain de vitesse avec I'instron s’accompagne
systématiquement d’une légere compression, ce qui a comme conséquence un abrupt chute
de force (fig. II1.5.b). En effet, en changeant, méme sur un court instant et une courte
distance, le signe du chargement, de nombreux contacts sont réinitialisés et leur force
de frottement associée devient proche de 0. Ce petit rebroussement joue donc le role de
réinitialisation des contacts avant ’analyse, les tremblements reprennent apreés environ
1mm d’élongation une fois que les contacts sont de nouveaux chargés.

Un autre critére important pour 'analyse d’image cette fois, est la distance parcourue
par le mors entre deux photographies. En effet, il faut que le nombre d’évenements de
"stick-slip" soit suffisamment modeste pour pouvoir les identifier individuellement, mais
pas trop peu non plus pour éviter d’avoir a traiter un nombre conséquent d’images sans
informations. De plus, les expériences étant longues et le nombre de photos de trés haute
résolution conséquent, les images ne peuvent étre stockée sur l'appareil photo et sont
directement transférées sur un disque dur. Cette contrainte prend un certain temps et im-
pose typiquement un délai de 20 s entre chaque photo, ce qui limite fortement la fréquence
de prise de vue. Au final, il est ressorti que prendre une photo apres un déplacement de
I’ordre de grandeur du diametre du fil est un bon compromis. Dans cette expérience de ré-
férence, le délai entre chaque photographie est de 40's, ce qui correspond a un déplacement
de 200 pm. Les photographies sont effectué avec un Nikon® D800 avec un objectif 60 mm
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Figure IIL5 — a) Elongation L,, du tricot en fonction du temps pour un cycle. La vitesse
de chargement en traction est de V' = 0.5 mm/s entre L, et L, puis de 5um/s entre
Ly, et Ly, en compression elle est de V' = 0.5 mm/s entre Ly, ; Jusque Ly, Insert, agran-
dissement autour du changement de vitesse, mettant en évidence la légeére compression
due a l'inertie du moteur. b) Réponse force élongation du tricot lors d’un cycle complet.
AL, = Ly, la force chute brusquement a cause de la légére compression du moteur com-
biné avec un certain fluage du tricot. Toutefois, cette chute ne va pas avoir d’influence
sur la statistique globale des tremblements que I’on mesurera par la suite.

1:2:8: G AFS MicroNikkor, la résolution des photos est de 7360 x 4912 pixels. Cette
résolution permet d’avoir en moyenne 50 x 50 = 2500 pixels par maille, le déplacement
de leur centre de masse est donc mesuré avec une précision d’environ /50 = 0.15 pixels.
Avec 20pixel/mm, on obtient une position mesurée avec une précision de 10 pym.

111.2 Description quantitative des tremblements

Cette section a pour but de caractériser précisément ces tremblements pour mieux
comprendre les mécanismes a leur origine. Une meilleure caractérisation et compréhension
vont permettre de comparer ce systéme a d’autres phénomenes physiques similaires. Notre
systeme expérimental nous donne acces a deux types de mesure différentes. Le signal de
force constitue une mesure externe, ou globale, du tricot et intégrée sur tout le systeme.
La détermination du champ de déplacement des mailles constitue quant a elle une mesure
interne, ou locale, du tricot. Les deux aspects, la force totale externes et les déformations
internes, sont essentiels pour vérifier qu’il s’agit bien du méme phénomeéne qui est observé
et pour les caractériser sous deux aspects bien distincts.

111.2.1 Une mesure externe, la réponse en force

On s’intéresse dans un premier temps a la mesure externe que procure la réponse
force/élongation du tricot.
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FIGURE II1.6 — a) Réponse typique de la force entre L, = 230 mm et Ly, = 234 mm pour
'expérience de référence. La ligne continue noire indique la force moyennée F avec une
moyenne glissante effectuée sur 1500 points. b) Fluctuations en force 0 f correspondant a
la réponse en a).

a) Fluctuations de force

La caractérisation phénoménologique précédente nous a permis d’identifier les trem-
blements comme les fluctuations de la force autour de la réponse élastique moyenne. Une
méthode pour les caractériser consiste a considérer ces fluctuations comme un "bruit"
autour d’'une moyenne. On décompose alors la réponse en force de la maniere suivante :

F(Lw) = F(Lw) + 5f(Lw) (IH'3)

F constitue donc la réponse moyenne élastique et ¢ f les fluctuations. Expérimentalement,
F est évalué en procédant & une moyenne glissante sur le signal de force brut, le nombre
de points sur lesquels la moyenne est effectuée dépend de la fréquence d’acquisition mais
doit inclure au moins plusieurs dizaines d’événements (fig. I11.6.a). § f est alors simplement
pris comme la différence F' — F' (fig. I11.6.b).

Une premiere maniere de caractériser un bruit est de mesurer son spectre en fréquence.
0 f étant une fonction de I’élongation L., le parametre pertinent n’est pas une fréquence
temporelle, mais plutét une fréquence spatiale. On considere donc le spectre comme une
fonction d’une longueur d’onde A. La densité de puissance du spectre est évaluée par
la norme au carré de la transformée de Fourier de df. Cette fonction est calculée pour
I’expérience de référence, ainsi que pour des variantes de celle-ci ou le seul parametre
varié est la vitesse de chargement entre L,,, et L, e L’amplitude de variation de la
vitesse reste limitée entre 1 um/s et 10 um/s de sorte a ce que le systéme reste dans un
régime ou la durée du glissement est bien plus courte que celle des phases collées. On
remarque alors que pour toutes les vitesses, le spectre suit une loi de puissance pour
A entre environ 1pm et 100 um (fig. I111.7.a). Le coefficient de cette loi de puissance,
mesuré sur la courbe de V' =5 pum/s est de —2.727 &+ 0.006, 'erreur sur le coefficient est
mesuré par l'erreur standard sur un intervalle de confiance de 95%. Ce résultat montre
que les fluctuations n’ont pas de longueurs d’ondes privilégiées et ne sont, par conséquent,
pas issues d’un phénomene périodique. De plus, la pente étant la méme pour toutes les
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vitesses considérées, ce résultat est robuste et constitue une propriété intrinseéque au tricot
considéré.

Une deuxiéme maniére de caractériser ces fluctuations est de mesurer la distribution
de probabilité de ¢ f. La distribution est calculée pour tous les cycles entre Ly, et Ly,
(fig. II1.7.b) et reste globalement similaire pour toutes les vitesses considérées. Une pre-
miere observation est que la distribution est fortement asymétrique entre les fluctuations
positives et négatives. Les fluctuations négatives sont plus nombreuses et leurs ampli-
tudes maximales plus élevées que les positives. Cette asymétrie vient probablement de la
maniére dont les fluctuations sont définies car, la force étant globalement une fonction
croissante, sur 'intervalle de la moyenne glissante la valeur moyenne de la force augmente
significativement. Cet effet a pour conséquence de surestimer la moyenne, induisant une
sous-estimation des fluctuations positives. La deuxiéme observation porte sur la forme de
la décroissance de la distribution. En tracant la densité de probabilité en fonction de 6 f2
(fig. II1.7.b, insert) on remarque que les branches décroissent de manieres plutot linéaires.
Les distributions semblent donc se rapprocher d’une gaussienne centrée en 0 mais dont la
variance est différente suivant que §f soit positif on négatif. La valeur de cette variance
semble dépendre de fagon non monotone de la vitesse.

b) Détection d’événements

Considérer ces tremblements seulement comme un bruit est néanmoins tres réducteur
car on ne prend pas en compte leur forme caractéristique et la différence entre les phases
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FIGure II1.7 — a) Densité de puissance du spectre de df évaluée comme la norme au
carré de sa transformée de Fourrier. Le résultat est montré pour ’expérience de référence
avec b vitesses de chargements différentes. Dans tous les cas, le spectre montre une loi de
puissance pour A entre environ 1 um et 100 pm, avec un exposant égal a —2.727 £+ 0.006
(mesuré sur la courbe de V' = 5pum/s). b) Distribution de probabilité de df pour les
mémes expériences. La distribution est similaire pour les 5 vitesses et est notamment
asymétrique, avec une prépondérance des J f négatifs. Insert, distribution de probabilité en
fonction de § f2, ce qui permet de mettre en évidence que les distributions se rapprochent
d’une gaussienne.
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FIGURE II1.8 — a) Portion de la réponse force/élongation de l’expérience de référence.
Les points détectés comme appartenant a un évenement sont surlignés en rouge. Chaque
groupe de points rouges continu forme un événement. b) Dérivée premiere de F'(Ly,)
pour la détection des évenements, le signal brut est représenté par les points bleus. Les
points noirs sont obtenus en moyennant le signal brut a 'aide d’une convolution avec
une gaussienne d’écart type égale a la distance entre deux points. Tous les points pour
lesquels ce signal moyenné est négatif sont supposés appartenir a la réponse plastique.
Un événement est défini par tous les points entre un passage positif/négatif jusqu’a ce
que le signal redevienne positif. Deux propriétés du signal peuvent alors étre mesurées,
I’amplitude de la chute de force Af et la durée de I’évéenement, qui est mesuré de maniere
équivalente en temps AT ou en distance Al.

de "stick" et celles de "slip". Les phases de "stick" se caractérisent par une augmentation
linéaire et tres lente de la force alors que les "slip" font chuter brusquement la force.
Chaque glissement peut alors étre regardé comme un événement plastique, dans le sens
ou la réponse sort d’une réponse I'élasticité classique. On se focalisera donc dorénavant
sur les propriétés de ces évenements, mais pour cela il faut dans un premier temps réussir
a les détecter.

L’apparition d’un événement se caractérise par un changement soudain de pente dans
la réponse force/élongation, passant de faiblement positif a fortement négatif (fig. I11.8.a).
Une maniere simple de les détecter passe donc par le signe de la dérivée premiere du signal.
Apres une premiere étape de moyennage de la dérivée pour éliminer les fluctuations dues
au bruit de mesure du détecteur, on considére que tout point qui présente une pente
négative doit appartenir & un événement (fig. I11.8.b). Le début et la fin d'un événement
sont définis par I'ensemble des points consécutifs situés entre le passage a une dérivée
négative, et ce, jusqu’a ce qu’elle redevienne positive.

Les propriétés que 'on peut immédiatement extraire de cette détection sont : I’am-
plitude de la chute de force Af, définie comme la différence entre la valeur de F' pour
le premier et le dernier point de I’évenement, et la durée de I’évenement mesurée de ma-
niére équivalente en temps AT ou en distance Al puisque la vitesse de chargement est
constante.

Les densités de probabilités de ces deux propriétés, Af et AT, sont calculées & partir
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de tous les événements détectés d’une expérience. En ce qui concerne Af, cette proba-
bilité prend la forme d’une loi de puissance sur environ deux décades d’amplitude, entre
1073 (N) et 1071 (IV), pour les 5 vitesses considérées. La pente de cette loi de puissance est
de —1.50 + 0.02, obtenu par régression linéaire sur la courbe de I'expérience V =5 um/s
(fig. I11.9.a). Ce résultat montre que nos tremblements de tricot possédent une propriété
d’invariance d’échelle dans leur amplitude. ’amplitude minimale mesurée est limitée par
la précision de notre appareil de force pour les faibles amplitudes, puis par la taille finie du
tricot et la valeur maximale des contraintes aux contacts pour les fortes amplitudes. Pour
ce qui est de AT, le résultat est plus difficile a interpréter car la résolution temporelle
de nos expériences ne permet pas d’obtenir beaucoup de points par événements, limi-
tant de fait la plage de durées mesurées, et de surcroit, les résultats sont assez variables
en fonction des vitesses (fig. I11.9.b). On ne peut donc pas justifier I'existence d’une loi
de puissance pour la durée des évenements. On peut tout de méme remarquer que pour
toutes les vitesses, densité de probabilité et durée d’évenements en échelles logarithmiques
semblent suivre un régime linéaire, sur un peu moins d’une décade, mais avec une pente
similaire. Mesurée sur la courbe pour V =5 um/s, la pente est de —1.77 £ 0.20.

c) Dynamique des événements

La résolution temporelle est tout de méme suffisante pour extraire des informations
sur la dynamique des tremblements, a savoir I’évolution de F' ou de sa dérivée premiere
en fonction du temps (ou de I’élongation) au sein d’un événement. Le profil de —(&—Fw est
souvent caractérisé par la présence de plusieurs maxima (fig. II1.10.a). Si on fait le parallele

avec le "stick-slip", ces maxima correspondraient aux chutes brutales dues aux glissements
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FIGURE II1.9 — a) Densité de probabilité de 'amplitude des événements Af pour l'ex-
périence de référence et pour 5 vitesses de chargements différentes entre 1pm/s et
10 pm/s. Ces amplitudes suivent une loi de puissance sur deux décades avec une pente de
—1.50 + 0.02 (mesuré pour la vitesse V =5 um/s). b) Densité de probabilité de la durée
des évéenements AT pour les mémes expériences. La zone de décroissance linéaire est trop
restreinte pour en conclure a une loi de puissance, mais on peut tout de méme en mesurer
la pente qui vaut —1.77 £ 0.20 (mesuré pour la vitesse V = 5 um/s).
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FIGURE II1.10 — a) Exemples de dynamique pour quatre événements de durées différentes.
L’opposée de la dérivée premiere de la force en fonction de I’élongation —% est repré-

sentée en fonction du temps a partir du début de I’évenement jusqu’a sa fin. Les pics
correspondent a des chutes brutales de la force, et donc aux glissements des contacts. b)
Forme moyenne d’un éveénement. Pour différents intervalles de durée d’évenement AT, la

moyenne de —ddTF sur tous les évenements de chaque intervalle est calculée en fonction
w

du temps normalisé par AT <—ddTF> est normalisé par son maximum. La courbe en noire
w

correspond a la moyenne sur tous les événements, quelle que soit leur durée. Les évene-
ments plus court que 0.3s ne se prétent pas bien a cette analyse car ils ne contiennent
pas assez de points de données (moins de 7, avec un point toutes les 40 ms).

des contacts, un évenement peut donc étre composé d’ une succession de plusieurs épisodes
de glissement. Si on regarde maintenant la moyenne de ces profils, on s’apergoit qu’apres
normalisation par la durée de I’évenement et la valeur maximale de —%, qu’importe
la durée de I’événement le profil reste tres similaire. Le profil moyen de (—ddL—PD adopte
une forme presque symétrique par rapport & son maximum atteint en ﬁ = 0.5, avec
une rapide croissance initiale et une décroissance finale tout aussi rapide. On retrouve
la propriété d’invariance d’échelle des évenements dans la similitude des profils malgré
leurs durées différentes. On observe toutefois que le profil a l'air de s’écarter d’une forme
symétrique lorsque la durée des évenements augmente. Le maximum de glissement semble
se décaler de plus en plus vers la fin de I’événement (fig. 111.10.a, courbe violette). Une
interprétation possible de ce décalage est que les glissements importants ont tendance
a étre précédés, ou méme déclenchés, par des glissements de plus faibles amplitudes, le
maximum d’intensité étant par conséquent situé vers la fin de I’évenement.

111.2.2 Une mesure interne, le champ de déplacement

On va maintenant s’attaquer aux signes laissés par les tremblements dans la position
des mailles. Une maille est détectée par ’espace délimité par le fil, dont la forme est
imposée par ses croisements avec le fil des rangs supérieur et inférieur, le glissement d’un
contact va donc venir déformer cet espace et modifier la position de la maille.
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a) Fluctuations de positions

Dans le méme état d’esprit que pour le signal de force, on peut commencer par étudier
les fluctuations de positions des mailles autour d’une trajectoire moyenne. En effet, on a vu
dans le second chapitre que, dans le régime a élasticité dominante, les mailles suivent une
trajectoire rectiligne reproductible entre les cycles. Cette trajectoire rectiligne constitue
donc la trajectoire moyenne autour de laquelle la position fluctue, on note alors la position
d’une maille sous la forme : 4(j,1) = Uy, (4,7) + dU(J, 7). Avec Uy, la trajectoire moyenne
et 0 la fluctuation autour de cette moyenne, les indices (j,4) correspondant a la position
de la maille dans le réseau (fig. I11.11.a). En observant la répartition spatiale de d@ dans
le tricot, on se rend compte immédiatement que le bruit de position n’est pas simplement
un variables purement aléatoire (fig. III1.11.b). En effet, les fluctuations présentent de
fortes corrélations spatiales, ce qui suggere que les mailles glissent avec des voisines bien
déterminées lors d’un évenement.

Quantifier ces corrélations spatiales peut donc beaucoup nous apprendre sur ces éve-
nements. Pour cela on introduit la fonction suivante :

Cy(07,01) = (oulj+ 5j’<gi_2;$i)'5ﬁ(j’ ) (ITL.4)
U

Cette fonction permet de quantifier si la fluctuation d’une maille est similaire en termes
de norme et direction a la fluctuation d’une de ses voisines & une distance 5 et dz, compté
en nombre de mailles selon respectivement les rangs et colonnes. Pour cela, on calcule le
produit scalaire entre ces deux fluctuations (j+ 97,4+ 0).0u(j, 7) normalisé par §i(7, i)2
pour que C,,(6j = 0,0i = 0) = 1. La moyenne () est faite sur toutes les mailles dans toutes
les images. La mesure expérimentale de C,, donne bien un maximum de 1 en §j = di =0
et va décroitre dans toutes les directions, le déplacement des mailles est donc de moins
en moins corrélé au fur et & mesure qu’elles sont éloignées dans le réseau (fig. 111.12.a).
Cependant, cette décroissance est loin d’étre isotrope, la corrélation est bien plus forte
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FIGURE III.11 — a) Déplacement d’une maille de 'expérience de référence entre L., et
Ly,;. Chaque point correspond a sa position dans une des images parmi les 50 cycles.
Les droites noires sont les régressions linéaires de ces trajectoires, @,. b) Exemple de la
norme des fluctuations d@ sur tout le tricot pour une image donnée. De fortes corrélations
spatiales sont bien visibles.
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FiGUure IIL.12 — a) Amplitude de la fonction de corrélation C,. La corrélation des
fluctuations de position est particulierement forte dans quatre directions données par
57°[180] et —57°[180]. La corrélation reste élevée dans le réseau sur des distances de plu-
sieurs dizaines de mailles. b) Distribution des composantes des fluctuations de position
0 = du*e, +ou?e,. Ces résultats sont obtenus pour toutes les mailles de toutes les images
de 'expérience de référence.

dans quatre directions privilégiées, marquée par les angles 57°[180] et —57°[180]. Cette
mesure confirme bien que les fluctuations de positions présentent de fortes corrélations
dans le réseau de mailles. Les mailles s’éloignent donc de la réponse élastique par groupes
qui peuvent s’étendre sur plusieurs dizaines de rangs et colonnes et surtout suivant des
directions bien précises. On peut aussi noter que ces directions ne correspondent pas a la
direction moyenne suivie par le fil dans le tricot, c¢’est-a-dire celle des rangées.

Les fluctuations de positions sont aussi caractérisées au moyen de la distribution de
probabilité des deux composantes de 64 = du”e, + duYe, (fig. I11.12.b). La projection
selon x, du” montre une distribution symétrique avec une décroissance exponentielle vers
les valeurs positives et négatives avec un taux d’environ 25mm~'. Pour la projection
ouY, la distribution est quasiment identique a du” pour les valeurs négatives et pour les
valeurs positives jusqu’a seulement 200 um environ. En effet, la distribution de du¥ n’est
pas symétrique, il y a un large exces de valeurs positives entre 200 et presque 600 pm par
rapport aux valeurs négatives. La distribution décroit exponentiellement avec un taux
de 25 mm~" jusqu’a 200 yum mais ce taux de décroissance chute brusquement & 15 mm™!
pour de plus fortes fluctuations. En premier lieu, on peut remarquer que 'amplitude
des fluctuations est plus de 10 fois plus importantes que ce a quoi on s’attendrait avec
seulement un bruit de mesure. En second lieu, le fait de tirer le tricot vers le ""haut" (y
positif) entraine des fluctuations de fortes amplitudes dans cette méme direction. Cette
observation rejoint 'idée de mailles bloquées par le frottement a une position plus basse
que la moyenne, et qui glissent brusquement sur une grande distance dans la direction du
chargement pour ensuite lentement relaxer vers la position moyenne.
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b) Détection et amplitude d’un événement

Les mesures de fluctuations ont, comme pour la force, le défaut de ne pas pouvoir
détecter d’événements & proprement parler, mais seulement de quantifier & quel point
les mailles sont loin de leurs positions moyennes. On procede alors de maniere similaire
qu’avec la mesure externe de force, les événements sont détectés en identifiant les va-
riations abruptes de la position avec ’élongation. Pour la mesure interne du champ de
déformation, cela correspond a quantifier le déplacement des mailles entre deux images
successives. On définit U, ce déplacement que 1'on peut aussi décomposer en deux com-
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FIGure II1.13 — a) Réponse force/élongation du tricot avec les deux traits verticaux qui
indiquent les élongations ou ont été prises deux photographies successives. b) Champ de
déplacement ¥, entre les deux instants mis en évidence en a). L’opération pour retrouver
le champ de déplacement non-affine v, est explicité avec les champs correspondants.
Chaque fleche des champs correspond au déplacement d’une maille, chacune placée a la
position de la maille dans le réseau. ¢) Agrandissement sur une zone ou ¥, présente de
fortes variations spatiales, trahissant la présence d’un déplacement qui sort du régime
élastique. La taille des fleches est arbitraire et ne correspond pas au déplacement réel des
mailles, celui-ci étant beaucoup plus petit que la taille d’une maille.
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posantes, une élastique et une plastique.
17tot(j) i7 Lw) = /L_[(j7 i) Lw) - /L_[(j7 i) Lw - 6Lw) - Elin(jv Z) + ﬁna(j7 i) Lu}) (1115)

0L, = 200 um est I’élongation entre deux photos successives. Les trajectoires moyennes
des mailles correspondant & la réponse élastique étant des droites, la composante élas-
tique du déplacement, ¥, ne dépend pas de I’élongation L,,. On a simplement wj;, =
0Ly (a1€; + b1€y) avec a1 et by les champs de déplacement définis dans le chapitre précé-
dent et correspondant a la pente des droites illustrées fig. I1I.11.a. La différence entre le
champ de déplacement total et le champs linéaire donne @, le champs de déplacement
non-affine qui porte l'information sur les tremblements du tricot (fig. II1.13). Dans la suite
Una Sera noté simplement ¢ de sorte a simplifier les notations.

Le champ 9,, = ¥ présente de trés fortes inhomogénéités d’amplitude et de direction
qui marquent la présence de déplacements qui sortent fortement du déplacement moyen
et sont donc la signature de l'effet de la friction. Ce champ contient notamment des zones
qui s’étendent le long de lignes ou, de part et d’autre, la direction du déplacement varie
brusquement, allant jusqu’a s’inverser. Ce genre de singularités pointe vers le fait que ces
lignes constituent la frontiére entre deux zones du tricot qui glissent 1'une sur Iautre, ce
qui corrobore bien avec I'idée que les tremblements ont pour origine un phénomene de
"collé-glissé" ou "stick-slip".

Pour quantifier les inhomogénéités spatiales du champ v, on calcule ses dérivées spa-
tiales [120]. Le déplacement étant limité au plan 7 = v*e, + vY€,, les dérivées donnent
quatre quantités que 'on peut recombiner pour définir différents modes de déformation,
permettant ainsi une meilleure interprétation :

— la vorticité w = % — %Lyz qui exprime une rotation pure,

le taux de cisaillement 7 = % + %L; qui traduit le cisaillement du milieu,

— la divergence div(?) = %L; —|—%—”y‘y qui rend compte d’une variation d’aire de la surface,

xT 2 . ’ .
— et le déviateur ¢4 = \/ (%)x — %—Zy) + 72 qui témoigne par exemple d'un allon-

ez 7 s . x Yy , .
gement selon y combiné avec un rétrécissement selon x (cas %Lx — %Ly négatif et

T =0).
Pour calculer ces dérivées spatiales a partir des mesures expérimentales de positions, on
utilise les formules suivantes :

00(j,i, Lw) U +1,i, L) — U(j,4, Lw) (1L6)
O 1(@(j + 1,4, L) — (3,3, Lu))-Ex ||

00(j, i, L) _ T(4,i 41, Ly) — 9(4, 1, L) )
dy (@5, + 1, L) — @(Jy 3, L)) &y

Lorsque l'on représente ces quantités pour le champ ¢ donné en exemple précédem-
ment, on s’apercoit que la vorticité et le déviateur sont les deux seules a adopter des
valeurs significativement différentes de zéro et localisés spécifiquement sur les lignes de
glissement identifiées (fig. I11.14). Cela signifie que les lignes de glissement imposent une
rotation aux mailles correspondantes conjuguée a une élongation suivant y et rétrécisse-
ment selon z (la quantité %L: — %L; reste négative). La rotation des mailles se fait selon
deux sens, le sens trigonométrique w > 0 ou horaire w < 0. On peut alors définir deux
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Vorticité||b) Cisaillement

F1GURE II1.14 — Amplitudes des déformations de 9,4 illustré a la figure précédente. Chaque
pixel représente une maille (j,4) du réseau et sa couleur rend compte de I'intensité de sa
déformation associée. La vorticité a), le cisaillement b), la divergence c), et le déviateur
d) ont été calculés pour chaque maille. L’échelle est identique pour les quatre modes de
déformation.

types d’évenements, ceux positifs qui se caractérisent par w > 0 et ceux négatifs avec
w < 0. Avec cette définition standard, le déviateur est défini positif mais sa composante
majoritaire, a savoir %L; — %—Zy puisque 7 reste proche de 0, est une quantité négative que
I’événement soit positif ou négatif.

La réponse moyenne élastique du tricot se caractérise aussi par un allongement des
mailles selon y associé a un rétrécissement selon x (coefficient de Poisson positif), avec en
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plus une rotation des mailles pour celles éloignées des axes de symétrie. Les évenements
plastiques se caractérisent donc par les mémes modes de déformation que la déformation
moyenne élastique, ce qui conforte I'idée que ces événements sont produits au moyen d’un
blocage de la déformation par le frottement suivi d’une libération brusque qui rattrape
le retard en provoquant ces tremblements. Toutefois, on remarque aussi que certaines
zones du tricot se déforment a l'inverse de leur tendance moyenne. Par exemple, les
lignes de glissement traversent les axes de symétrie, entrainant une rotation des mailles
appartenant a ces axes, alors qu’en moyenne ces axes ne subissent aucune rotation. Plus
surprenants encore, des événements négatifs peuvent apparaitre dans des zones ou w est
en moyenne positive, imposant donc une rotation aux mailles associées a cet évenement
dans le sens opposé a sa moyenne. Ces constatations suggerent que les évenements ne font
pas seulement que rattraper un certain retard dans la déformation, mais possedent une
dynamique complexe pouvant mettre en jeu des effets de propagation ou d’interaction
entre événements.

Afin de donner une délimitation spatiale de ces évéenements et en mesurer certaines
propriétés, il faut pouvoir les identifier proprement en les délimitant spatialement. Pour
cela il faut se donner un critére pour déterminer si une maille appartient a un évene-
ment ou pas. Pour nous aider on peut regarder la distribution des différents modes de
déformation de ¥ (fig. IT11.15.a). On retrouve bien que la vorticité et le déviateur puissent
prendre des valeurs bien plus élevées que la divergence et le cisaillement, confirmant ainsi
la prépondérance de ces deux modes de déformation. On remarque aussi que les distribu-
tions pour la vorticité et le déviateur possedent deux régimes. Un premier de décroissance
rapide entre environ —0.005 et 0.005 et commun aux quatre modes, puis une décrois-
sance plus lente, proche d’une exponentielle, avec la méme pente pour les deux modes.
On peut donc supposer que le premier régime aux faibles valeurs rend compte du bruit de
mesure, alors que le second correspond aux tremblements du tricot. Le fait que la diver-
gence et le cisaillement ne montrent qu'un seul régime est un indice supplémentaire pour
dire que ces modes ne participent pas aux événements. On déduit de la présence de ces
deux régimes un critére d’appartenance a un évenement : toutes mailles dont la vorticité
ou le déviateur est supérieur a 0.005 (fig. II1.15.b). Un événement est alors défini par
le groupement connexe de mailles de vorticité ou de déviateur d’amplitudes supérieures
au seuil. Les événements négatifs ou positifs sont identifiés séparément, méme s’ils sont
connexes. Une fois 'identification effectuée, on peut mesurer certaines propriétés de ces
évenements. En particulier, 'amplitude d’un évenement est une caractéristique cruciale
a estimer. On présume que plus un évenement est intense, plus il s’étendra sur un grand
nombre de mailles et plus la déformation des mailles impliquées sera élevée. Une simple
mesure consiste alors a sommer w ou 4 sur toutes les mailles de I’évenement, pour four-
nir un nombre, respectivement S, = > lw| et Sq = > leql, qui sera

(j,3)€événement (j,i)Eévénement
représentatif de amplitude de cet événement (fig. II1.15.c). La détection des mailles par-
ticipant aux éveénements et 'amplitude qui correspond est faite indépendamment avec la
vorticité et le déviateur, ce qui donne deux estimations distinctes S, et S; de 'amplitude
de chaque éveénement. D’autre part, on s’est aussi apercu que méme si ces deux estima-
tions sont distinctes, elles semblent donner des valeurs tout & fait similaires. Le nombre
d’événements détecté n’est pas exactement le méme avec la vorticité ou le déviateur car
les petits événements se rapprochent de la limite du bruit. On peut par contre comparer
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F1GURE II1.15 — a) Distribution des quatre modes de déformation de ¥ pour l'expérience
de référence a V =5 um/s. Les deux lignes verticales noires a —0.005 et 0.005 marque le
passage entre le régime de bruit et le régime des éveénements pour les deux modes domi-
nants. b) Vorticité du méme champ de déplacement que pour la figure précédente, mais
avec une ’échelle de couleur ayant pour maximum et minimum le seuil d’appartenance a
un évenement. Toutes les mailles en dessous de ce seuil sont considérées comme ne parti-
cipant & aucun événement. c¢) Evénements détectés pour le méme champ de déplacement,
chacun est coloré par son amplitude S,,. d) Corrélation entre les sommes des amplitudes
des événements d’une image estimée avec la vorticité X5, et le déviateur %.5,.

la somme de S, et S; pour chaque image, que I’on note respectivement >.5, et %5;. En
comparant image par image ces valeurs, on découvre que les points s’alignent sur une
droite de pente égale a 1 quelle que soit la vitesse de chargement dans ’expérience de ré-
férence (fig. I11.15.d). Ce résultat montre que vorticité et déviateur sont quasiment égaux
au sein d’un évenement.

Puisque 'on a désormais un moyen de mesurer la taille des évenements, on va s’inté-
resser a la distribution de ces tailles. Autant S, que S; montrent une distribution en loi
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de puissance sur plus de deux décades d’amplitudes avec les mémes pentes pour toutes les
vitesses testées (fig. I11.16.a-b). La pente, mesurée pour V = 5 pum/s, vaut —1.51 + 0.04
pour S, et —1.61 £ 0.02 pour Sy. Cette différence significative entre les deux fagons de
mesurer 'amplitude provient plus de la méthode de détection que d’une différence ayant
une vraie signification physique. En effet, si 'amplitude d’'un événement est mesuré avec
le déviateur mais sur les événements détectés par la vorticité, on obtient une pente de
—1.53+0.03, et la différence ne devient plus significative. La mesure d’amplitude des éve-
nements est limitée aux grandes valeurs par notamment la taille finie du tricot, puisque
I’on remarque que 'extension d’un évenement va forcément étre limitée par les bords du
tricot, ceux de trés fortes amplitudes le traversant de part en part. Aux faibles ampli-
tudes, la limitation vient du seuil de détection, qui est lui-méme imposé par le bruit de
mesure sur la position. Les pics de probabilité observés aux faibles amplitudes corres-
pondent aux premiers multiples du seuil de détection. En outre, on teste la robustesse
de cette loi de puissance avec le seuil de détection des évenements (fig. I11.16.c-d). Pour
un seuil supérieur a 0.005 utilisé jusqu’a maintenant, la distribution est inchangée, sauf
aux faibles amplitudes puisque les plus petits éveénements ne sont pas détectés et les pics
correspondant aux premiers multiples du seuil sont de plus fortes amplitudes. Pour des
seuils plus bas, la loi de puissance commence a se dégrader, avec un exces d’évenements
aux faibles et fortes amplitudes. Aux faibles amplitudes, ’exces résulte du bruit de me-
sure qui commence a se faire passer pour des évenements, alors qu’aux fortes amplitudes,
I’abaissement du seuil vient connecter des événements qui étaient auparavant disjoints.

c) Morphologie d’un événement

Une mesure interne offre ’avantage, par rapport a une mesure globale externe, d’offrir
des informations spatiales et pas seulement temporelles. On va donc s’intéresser a la
morphologie de ces évenements au-dela de leur amplitude globale.

Pour extraire des propriétés moyennes sur cette morphologie, on calcule les corrélations
spatiales des marqueurs d’évenements que sont la vorticité et le déviateur du champ
de déplacement non-affine entre deux images. On se concentre sur la vorticité car elle
permet de distinguer deux types d’évenements, les "positifs" avec w > 0 et les "négatifs"
avec w < 0. Les événements se caractérisant par des valeurs de vorticité et déviateur
quasi identiques, le résultat serait identique avec le déviateur. On définit la fonction de
corrélation suivante :

(Wi + 05,0+ 01) —w(j, i)+
(w(i, i)+

CE(64,60) =1+ (I11.8)
Avec 07 et di le nombre de mailles selon respectivement les rangs et colonnes, et la moyenne
()1 se faisant sur toutes les mailles détectées comme appartenant & un événement positif
(+) ou négatif (—). La corrélation est hautement anisotrope et se concentre dans une
direction particuliere autour de —51° pour les événements positifs et +51° pour les négatifs
(fig. II1.17.a-b). Ces directions sont calculées dans le réseau de mailles et ne correspondent
pas aux directions dans l’espace réel car ’espacement moyen entre deux rangs et deux
colonnes n’est pas identiques. La distance moyenne entre deux mailles d’un méme rang est
de ¢;, = 3.8 mm alors qu’entre deux mailles d’une méme colonne elle vaut w,, = 2.9 mm.
On en déduit alors que la direction moyenne des évenements est de £43° dans ’espace réel.
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FI1GURE II1.16 — Densité de probabilité de 'amplitude des événements mesurés avec la
vorticité S, a) et le déviateur S; b) pour 5 vitesses de chargements différentes de 1'ex-
périence de référence. La distribution suit une loi de puissance sur environ 2 décades
d’amplitude avec une pente de —1.51 + 0.04 pour S,, et —1.61 £ 0.02 pour Sy. Evolution
de ces distributions en fonction du seuil de détection qui définit 'appartenance ou non
d’une maille & un événement, pour la vorticité c) et le déviateur d).

Cette mesure permet de mettre en évidence que les évenements forment bien des lignes
qui s’étendent en moyenne dans la méme direction. De plus, I’absence de corrélations
observables entre les événements positifs et négatifs indique que les croisements entre
deux lignes de glissements sont des circonstances rares.

La morphologie moyenne d’'un événement est aussi sondée par son champ de dépla-
cement moyen. On définit le champ de déplacement moyen d’un événement, positif ou
négatif , par :

(04, 0i) = (0(j + 65,0+ 0:;) — U(j, 1))+ (I11.9)

Ces champs de déplacements moyens ont I’aspect d’une interface entre deux zones
qui glissent 'une sur l'autre le long d’une ligne (fig. II1.17). Pour les événements positifs
par exemple, le quadrant inférieur droit montre un déplacement quasi homogeéne dans
la direction —51° alors que le quadrant supérieur droit se déplace aussi de facon quasi
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FiGure II1.17 — Corrélation de la vorticité des mailles appartenant a un éveénement,
superposé avec le déplacement moyen autour de ces mailles. a) Fonctions C et ©'; cor-
respondant aux événements positifs. b) Fonctions C; et _ correspondant aux événements
négatifs.

homogene mais dans la direction opposée. L’interface entre ces deux déplacements opposés
forme une ligne de glissement qui s’aligne parfaitement avec la direction de corrélation
maximale de la vorticité.

A parti de ces résultats, on peut proposer une expression simplifiée du champ de
déplacement caractérisant un événement. On commence par opérer un changement de
variables par rotation du repeére pour que les axes du nouveau repére coincident avec la
direction des lignes de glissements. On définit (€x, €y) le repére obtenu par rotation d’un
angle 0 de (€, €y). Les relations entre les anciennes variables (z,y) et les nouvelles (X,Y)
sont donc :

x = Xcosf —Ysinf (
y = Xsinf +Y cosf (IIT.11
X =xcosf+ysinfb (
Y = —xsinf + ycosf (

Les dérivées spatiales s’écrivent alors :

0 0 ., 0
% = COS 987 — Sin 987 (11114)
0 . 0 0
aiy = Sin 987 + cos 967 (11115)

Le champ de déplacement est décomposé dans ce nouveau repere, v = v¥e, + vVey, =
vX€yxy + v¥éy. On réécrit ensuite les différents modes de déformation en fonction des
nouvelles variables. Pour simplifier I'interprétation des résultats, a la place de la définition
standard du déviateur, on se limite a sa composante sans le taux de cisaillement, %L: — 86—”;

qui peut donc prendre des valeurs positives ou négatives.
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_ 20 win2 _ 27 ) _oq i
= (cos ) — sin 9) <8X 8Y> 2sinf cos 6 < Y + X (II1.17)
o o
"= o y
Y X X oY
_ 20 _ «in? e ; _ -
= (cos ) — sin 9) <8X Y% > + 2sinf cosd < X oy (ITI.18)
o O oY
div(?) = 9 + oy
X oY

L’orientation des lignes de glissement est, dans l’espace réel, de —43° pour les éve-
nements positifs et 43° pour les négatifs. L’angle entre les deux événements n’étant pas
exactement de 90° exactement, une simple rotation ne permet pas d’aligner €x avec une
orientation et ey 'autre. Toutefois, ces deux angles sont tres proches de +45° et prendre
0 = 45° simplifie grandement ’expression des déformations. En premieére approximation,
on va donc choisir # = 45° et supposer que €x s’alignent donc le long des lignes de
glissement négatives et €y les positives. Les expressions des déformations en sont consi-
dérablement simplifiées :

W= %”; - a;;f (I11.20)
eq = —g”; - %”; (I11.21)
__ %U;; _ %"g (II1.22)
div(7) = %”;; + ‘3;? (IIL.23)

En outre, le champ de déplacement moyen autour des évenements a une structure tres
caractéristique qui peut étre résumée par :

vy = oY (X)ey

7 =vX(Y)ey

(I11.24)
(I11.25)

En effet, autour d’un évenement positif, le déplacement est essentiellement dirigé le
long de la ligne de glissement €y et varie tout particulierement orthogonalement a cette
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ligne et donc avec X. Pour un négatif, le champ est suivant €x et varie avec Y. Cette
description simplifiée de la morphologie d’un événement, permet de retrouver les ca-
ractéristiques mesurées expérimentalement. Par exemple, pour un évenement positif, on
retrouve bien que 7 = div(?) = 0 et w = —¢gg4, avec £4 < 0 on a bien w > 0. Idem pour un
évenement négatif, 7 = div(?) = 0 et w = g4, avec 4 < 0 on retrouve w < 0.

Apres avoir considéré la morphologie moyenne des événements, on approfondit la ca-
ractérisation en regardant les profils individuels. Pour cela, on mesure comment la défor-
mation se répartit le long d’un événement, c’est-a-dire selon les axes X et Y. On constate
alors que w par exemple est loin d’étre uniforme le long d’'un événement, mais présente
un ou plusieurs maxima & partir desquels la déformation décroit de maniere monotone
(fig. I11.18), et ce pour les évenements de toutes tailles. Cette observation suggere qu’une
ligne de glissement suit un mécanisme de propagation a partir d’un centre de “nucléa-
tion" [121]. La position du maximum correspondrait a celle de la maille ou le premier
glissement a lieu, ce qui libérera alors les contraintes accumulées. Cette perturbation va
alors & son tour modifier 'environnement des autres contacts de son entourage, provo-
quant de nouveaux glissements. Ce processus continue et cette "avalanche' se propage
jusqu’a ce que les contraintes ne soient plus assez élevées pour provoquer un nouveau
glissement ou qu’un bord soit atteint. On observe aussi tres souvent des évenements avec
de multiples maxima (fig. II1.18.c-d). Cela peut s’interpréter par le cas ou la propagation
croise le chemin d’un contact qui avait aussi beaucoup de contraintes a libérer. Cette image
de lignes avec plusieurs points de libération de contraintes rejoint les observations faites
sur la dynamique de la force lors d’un évenement qui pouvait aussi présenter plusieurs
maxima.

Pour donner plus de force a cette hypothese de propagation, on va s’intéresser a la
dynamique spatiale des évenements.

d) Dynamique d’un événement

Observer la dynamique d’un événement requiert une fréquence d’acquisition d’image
bien plus élevée que celle de I'expérience de référence, qui avait plutét été congue dans
I'idée d’accumuler des statistiques. L’expérience est alors répétée mais avec cette fois-ci
une caméra rapide (Photron APX RS 3000) qui a pour résolution maximale 1000 x 1000
pixels. Pour garder une précision suffisante pour repérer correctement les événements,
on ne peut donc plus filmer l'intégralité du tricot mais seulement une zone plus réduite
(environ 1/4 de la surface). Ensuite, on ne peut enregistrer en continu les images pendant
la dizaine d’heures que dure ’expérience de référence, la durée maximale n’est que d’une
dizaine de secondes pour les fréquences qui nous intéressent. Les conditions nécessaires
pour repérer un éveénement qui permette une observation claire de sa dynamique, c’est-a-
dire qui émerge au centre de la prise de vue, qui ne vienne pas étre coupé par une autre
ligne de glissement et qui soit d’amplitude suffisamment élevée, sont difficiles & réunir
toutes en méme temps. Il est donc tres fastidieux de compter sur la chance pour que cet
évenement surgisse pendant que la caméra est en train de filmer. C’est pourquoi, pour des
expériences préliminaires, on a décidé d’augmenter drastiquement la vitesse de traction
de fagon a ce qu’'un chargement puisse étre capturé par la caméra dans son intégralité.
La vitesse est donc montée a 0.75mm/s pour un chargement entre L,, = 220mm et
235 mm avec une fréquence d’acquisition de 500 Hz. En pouvant observer tout un cycle
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FI1GURE II1.18 — Profils de deux lignes de glissements de I'expérience de référence corres-
pondant a des événements de fortes intensités. a) Champ de vorticité représenté dans le
réseau de mailles (un pixel correspond & une maille) contenant un événement positif de
large amplitude (S, = 2.0). b) Profil [w(Y)| de I’événement positif indiqué par la droite
et le repére (€y,€y). Chaque point noir correspond & la valeur de |w| d’une maille dé-
tectée comme appartenant a cet éveénement, puis projetée sur 'axe €y. La ligne pourpre
est une moyenne glissante des maxima locaux et permet de faire ressortir la morphologie
de I’évenement avec son maximum global et la décroissance monotone de la déformation.
¢) Champ de vorticité présentant cette fois-ci un évenement négatif de large amplitude
(Sw = —2.2). d) Profil |w(X)| de cet événement, montrant au moins 2 maxima. La dé-
croissance d’w se fait brusquement car pour les X > 0 la propagation est arrété par le
bord supérieur et pour les X < 0, la ligne est coupée par un évenement positif.
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F1GURE II1.19 — a) Champ de vorticité sur une portion de tricot mesuré a partir d’images
prises a la caméra rapide. La vorticité est, comme dans l'expérience de référence, me-
surée a partir du champ de déplacement non-affine entre deux photos séparées par
une élongation de 0.2mm. La caméra rapide permet toutefois d’avoir une résolution en
élongation bien supérieure a 0.2 mm. Les quatre images correspondent respectivement a
L., = [230.32,230.38, 230.50,230.59) mm. b) Evolution du profil en intensité de la vorti-
cité, calculé de la méme maniére que pour (fig. I11.18) en fonction de 1’élongation. Chaque
profil est séparé de 7.5 um ou de maniére équivalente, 10 us

de chargement, la probabilité qu’un évenement combine toutes les conditions requises est
bien plus fortes.

L’analyse de cette expérience a en effet permis de détecter 'apparition d’une ligne
de glissement qui semble confirmer ’hypothése d’un centre de nucléation. Dans la série
d’images que nous fournit la caméra rapide, on observe un glissement, repéré par la
vorticité du champ de déplacement, qui s’initie sur quelques mailles puis qui augmente
en intensité et en taille avec I’élongation globale (fig. I11.19.a). Lors de sa propagation,
I’événement semble déclencher d’autres points de nucléation, produisant un profil avec
plusieurs maxima qui apparaissent puis disparaissent au fur et & mesure de I’élongation.
Ces expériences préliminaires montrent que la dynamique des événements est tres riche
et constitue une intéressante direction de développement de ce travail de these.
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111.2.3 Confronter mesure interne et externe

Les tremblements de tricots ont été caractérisés par deux mesures, externe avec la
force et interne avec les champs de déplacement, qui sont indépendantes 'une de I'autre.
Sauf preuves du contraire les chutes de forces et les lignes de glissements sont donc aussi a
priori indépendantes les unes des autres. Dans les événements de "stick-slip", glissement et
chute de force sont directement corrélés, il est donc raisonnable de supposer qu’il en est de
méme dans le tricot. Toutefois, les mesures de 'expérience de référence ne permettent pas
de comparer directement une ligne de glissement & une chute car la résolution temporelle
de la mesure interne est bien moindre que celle de la mesure externe. Avec la caméra
rapide, la vitesse de chargement est trop élevée pour que chaque événement puisse étre
isolé, le signal de force présente de fortes fluctuations mais sans chutes brusques et sur
Iimage, plusieurs lignes de glissement semblent se propager simultanément. Avec notre
expérience de référence, la corrélation entre mesure externe et interne ne peut se faire que
de manieére statistique et non individuellement. Si la taille des événements a été mesurée
correctement et que la relation force/déformation reste linéaire au sein d’un événement,
la distribution de probabilité de leurs amplitudes ne devrait pas dépendre de la mesure.
C’est en effet ce qui est mesuré, les distributions de Af, S,, et Sy suivent toutes les trois
des lois de puissance avec un exposant trés proches (fig. II1.20.a). On peut aller un petit
plus loin dans la corrélation entre les évenements en se plagant a I’échelle de l'intervalle
entre chaque photographie.

Les champs de déplacement non-affine sont mesurés entre chaque intervalle de AL,, =

P 1 w
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FIGURE II1.20 — a) Distributions de la taille des événements, estimées avec une mesure
interne (Sy et S,) et externe (A f) dans I'expérience de référence. Af et S,,,S4 n’ont pas les
mémes unités, A f est donc normalisé par un coefficient constant tel que P(Af =0.1) =1
pour mieux se comparer aux deux autres distributions. Cette renormalisation ne modifie
pas les propriétés de la loi de puissance. b) Comparaison entre la somme des chutes de
forces (XAy) et de 'intensité des lignes de glissement (£S,,) pour chaque intervalle AL,
de lexpérience de référence et plusieurs vitesses de chargement. Chaque point se rapporte
a un intervalle. La droite noire correspond a la régression linéaire passant par ’origine de
la fonction XA f(XS,,) pour V =5 pum/s, la pente est de E, = 0.12N.
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0.2mm, l'intensité totale des évenements sur cet intervalle peut étre évaluée a partir
du signal de force et du champ de déplacement. Pour cela il suffit de sommer tous les
évenements mesurés sur cet intervalle, que I'on note XA f pour le signal de force, et 3.5,
et X5y pour respectivement la vorticité et le déviateur des éveénements. On a donc une
valeur de XA f, X5, et XS, pour chaque intervalle, que ’on peut comparer une a une.
Les valeurs de XS, et XS étant quasiment identiques (fig. II1.15.d), il est suffisant de
ne représenter que LAy en fonction de 35, par exemple (fig. II1.20.b). Pour V entre
1 et 10 um/s, XAy est bien une fonction croissante de XS, ce qui signifie qu’en plus
d’avoir une distribution tres similaire, les deux différentes estimations d’amplitudes des
évenements sont fortement corrélés. Les fortes chutes de force correspondent en moyenne
aussi a des lignes de glissement trés étendues et intenses. La vitesse de chargement semble
ici avoir une certaine influence car la corrélation passe de quasiment linéaire aux plus
faibles vitesses (V' < 5 pum/s) a une forme plus infléchie pour les vitesses plus élevées. La
pente de la corrélation £, permet de relier déformation et contrainte au sein d'un des
évenements. Ce parametre ne semble pas étre un parameétre intrinseque au matériau car
sa valeur décroit avec la vitesse de chargement. Cette tendance peut illustrer soit que
I'intensité des chutes de force est sous-estimée quand la vitesse de chargement augmente,
ou encore que la relation contrainte/déformation des évenements sort d’'un régime quasi
linéaire.

111.3 Comparaison avec d’autres tremblements

Apreés avoir extrait un certain nombre de propriétés de nos tremblements de tricot,
on peut commencer a dresser certains paralleles avec d’autres systémes bien plus étudiés
qui présentent aussi cette dynamique intermittente caractéristique.

111.3.1 Avalanches et crépitements

Lorsqu’un systeme, soumis a un changement progressif de ses conditions extérieures,
répond par des évenements brusques sans tailles caractéristique, on dit que ce systéme
présente un "crépitement" (crakling noise) [122] qui suit une dynamique d’avalanche.
Un tres grand nombre de systemes peuvent, dans certaines conditions, montrer ce type
de réponse caractéristique. Les différents changements de conditions extérieures et la
réponse associée possibles sont formidablement variés autant dans les propriétés physiques
impliquées que dans la taille des systemes. Parmi les exemples particulierement étudiés on
peut citer la magnétisation de matériaux ferro-magnétiques (bruit de Barkhausen) [123,

, 125], la fracture seche [126, , ] ou hydraulique [I129] de milieux inhomogenes,
la dynamique de vortex magnétiques dans les supraconducteurs [130), |, les défauts
de transmission de puissance [132] ou encore la propagation d’un front dans un milieu
poreux [133, 134]. Le but ici n’est pas de faire une revue compléte des systémes exhibant
ce genre de réponse ni de rentrer dans le débat de savoir si notre systéme appartient a
une classe d’universalité. On va se limiter a s’inspirer des modeles et mesures faites dans
d’autres systémes pour mieux caractériser et interpréter le notre. Les résultats présentés
par la suite constituent plus des directions possibles d’approfondissement du sujet que
des analyses achevées.
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111.3.2 Solides amorphes mous et modeles élasto-plastiques

La réponse mécanique de matériaux amorphes "mous" & une sollicitation mécanique
peut prendre la forme d’une déformation élastique interrompue par des éveénements dit
plastiques, ou irréversibles. C’est I’analogie avec ces systémes qui a été la plus poussée car
c’est en assistant a des cours et présentations sur ce sujet que j’ai commencé a fortement
me pencher sur les tremblements du tricot.

a) Une phénoménologie proche

On peut mettre dans la catégorie des solides amorphes les systémes constitués de
sous- ensembles discrets agencés de maniére aléatoire sans périodicité (ou amorphe). Les
exemples physiques classiques sont les empilements granulaires [135, , , ], les
verres [139, 110, 111] ou encore les émulsions [112]. Dans les bonnes conditions de densité et
de taux de déformation, ces matériaux montrent des phénomeénes d’avalanches dans leurs
réponses mécaniques. La réponse globale du matériau possede en générale une composante
élastique qui va étre perturbée par des réarrangements structurels. Dans le cas des maté-
riaux granulaires par exemple, ces réarrangements se traduisent par un changement local
dans le réseau de connectivité des grains. Ces réarrangements locaux sont irréversibles et
constituent donc une déformation plastique du matériau [113, , ) ) ) ].
De plus, ces éveénements prenant place dans un milieu élastique, 'exces de déformation
accumulé est alors redistribué dans le milieu, ce qui peut a son tour déclencher d’autres
réarrangements. En conséquence, la composante plastique de la déformation prend la
forme d’éveénements qui vont suivre une statistique d’avalanches sans tailles caractéris-
tiques [119, , , , ]. Pour décrire la mécanique de ces matériaux, des modeles
appelés élasto-plastique ont été développés. Les ingrédients de base de ces modeles sont :

— Une réponse mécanique élastique globale du systéme

— L’existence d’une déformation/contrainte critique locale au-dela de laquelle un ré-

arrangement va étre déclenché.

— Un critere de répartition des contraintes/déformations aprés un réarrangement

— Une composante aléatoire qui rend compte de la structure amorphe du milieu. Cela

peut étre traduit par un seuil critique ou un taux de redistribution local attribué
aléatoirement selon une distribution donnée.
Ces ingrédients peuvent étre implémentés numériquement sur un réseau dont chaque
cellule élémentaire va représenter une portion du matériau [154]. La taille caractéristique
de ces cellules est choisie plus grande que celle des éléments discrets pour permettre une
homogénéisation des propriétés locales. Il existe aussi des modeles analytiques continus
qui décrivent la dynamique de réponse par une équation du type [155] :

(1, t)
T

0e(T, 1)
ot

7 .

LN [ Gt
=

=
r! 7

iy — GO (1) L (II1.26)

Cette équation décrit la dynamique d’'un mode de déformation ¢ du matériau, qui est
une fonction de la position 7 dans le solide et du temps t. ¢ est le taux de déformation
imposé par l'extérieur et est en général constant et homogene dans tout le solide. Les
termes restants décrivent la redistribution de la déformation par les évenements plastiques.
Le premier terme, toujours négatif, traduit la relaxation de la déformation a ’endroit
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considéré s’il subit un événement plastique, le terme 7 est le temps caractéristique de
relaxation [156]. Le second retranscrit la répercussion des événements plastique ayant lieu
autre part dans le matériau. La fonction n(7, t) décrit I'activité plastique du matériau, avec
n(7,t) = 1 si la portion de matériau en 7 & 'instant ¢ est en train de subir un événement
plastique, lorsque & dépasse une certaine valeur critique ., et n = 0 sinon. La fonction
G est la fonction de redistribution de la déformation d’un événement plastique, en 7= 0
elle quantifie de combien la déformation diminue & chaque événement. C’est généralement
une fonction qui décroit avec la distance (plus un événement est loin moins il a d’impact),
qui peut étre isotrope ou anisotrope. En cas d’anisotropie, les avalanches vont se propager
préférentiellement le long des maxima de cette fonction. Si le taux d’évenements plastique
est suffisamment élevé, le terme intégrant les répercussions d’évéenements autre part dans
le matériau peut étre approché par une variable aléatoire, ’équation prend alors la forme
d’une équation de Langevin [157].

Le paralléle entre notre tricot et ce genre de matériaux et modeles peut étre fait car

on y retrouve la méme phénoménologie :

— Le tricot possede une réponse moyenne élastique, étudiée dans le chapitre précédent.

— La friction et le phénomene de "stick-slip" associé apporte une contrainte ou défor-
mation critique au-dela de laquelle le systeme répond de maniere fortement non-
linéaire.

— Les avalanches semblent s’initier & partir d’un centre de nucléation puis se propa-
ger dans des directions bien déterminées. Cela peut étre le signe d’une répartition
anisotrope des contraintes apres un éveénement.

— Les mailles du tricot sont périodiquement agencées et ne peuvent pas subir de réar-
rangements topologiques, on ne peut donc pas parler d’'un matériau amorphe. Tou-
tefois, le frottement apporte une indétermination dans la relation force/déformation
qui dépend fortement de 'historique de la déformation. Cette indétermination peut
alors étre vue comme ajoutant une composante aléatoire dans le systeme, car a
chaque cycle, tous les contacts acquierent un état initial différent.

On peut par conséquent chercher a calculer I’équivalent de la fonction G pour notre
systéme et comparer la statistique de nos avalanches avec les prédictions de certains
modeles.

b) Propagation des événements

La fonction G de redistribution des contraintes/déformation apres un événement dé-
termine leur morphologie. La redistribution se faisant par I'intermédiaire de 1’élasticité du
milieu, on peut mettre a profit les équations d’élasticité introduites dans le second cha-
pitre pour calculer cette fonction et comparer le résultat a la morphologie des évenements
mesurée expérimentalement.

Les évenements plastiques dans le tricot se traduisent par des lignes de glissements
qui introduisent sur tout leur long une déformation caractéristique du réseau de mailles.
Pour calculer la fonction de redistribution G, il faut modéliser un centre de nucléation,
c’est & dire une zone qui se déforme soudainement de maniere irréversible, et calculer
de quelle maniere son entourage se déforme en réponse. Les équations différentielles du
champ de déplacement étudiées au chapitre précédent et qui résultent d’une minimisation
de I’énergie sous contraintes, sont valables pour notre étude tant que I'on reste a faibles
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déformations comme c’est le cas pour les événements plastiques (w,eq < 1). Le déplace-
ment induit autour du centre de nucléation v = v*e, + v¥e, doit alors étre solution des
équations suivantes :

H2* 5%

0 =" +vx 8:2 (IT1.27)
P v o

0= 052 +§ 052 (I11.28)

Avec, pour rappel, v = 55}—1 le coefficient de poisson effectif du tricot faisant intervenir

la taille latérale ¢* et longitudinal w* des mailles lorsque le tricot est dans son état de

minimum d’énergie et le coefficient 0 de répartition du fil dans une maille. Le coefficient
a—1 ac*

~ 2 . .7 N /. . . . . . .
X = %5 avec & = 45— est directement lié a I’état de contrainte initial du tricot qui est

imposé par Y, le module de traction effectif, et a, le multiplicateur de Lagrange associé
a l'inextensibilité du fil.

Pour modéliser la déformation induite par le glissement d’un contact, on considere
une zone de taille r,, du tricot, de la taille typique d’un centre de nucléation (environ
les dimensions d’une maille), et on impose dans cette zone la déformation caractéristique
d’un évenement plastique. Cela revient a imposer une vorticité et un déviateur de ¥ non
nul dans cette zone, tout en s’assurant que le cisaillement et la divergence restent nuls. De
plus, sans terme de cisaillement, le déviateur prend ’expression suivante g4 = %L; — %L;],
or le signe de cette quantité, négative sur nos lignes de glissement, est importante pour
décrire nos évenements. Dans la suite, le terme déviateur va faire référence a la quantité
%7? — %Lyy qui peut donc étre positive ou négative. La zone de nucléation va alors étre
sujette a une vorticité wy qui peut étre négative ou positive, et & un déviateur €49 négatif.
La déformation du centre de nucléation va se traduire par des conditions aux bords sur o/

de long de la bordure de cette zone et qui prennent la forme suivante :

v¥(x = tr,,y =0) = £eqomn (I11.29)
v¥(x =0,y = £r,) = Fwory (II1.30)
v (r = £rp,y =0) = wery (IIL.31)

(@ ) (1.32)

I11.32

Le reste du tricot est supposé initialement homogene et dans son état de référence, ¢ = c*é;,
et W = w*e,. De plus, I'évenement doit rester local, il faut donc que I'amplitude du
déplacement tende vers 0 quand on s’éloigne de la zone de nucléation. Les équations sont
donc maintenant completes, et on donne une solution analytique :

2 LEJOVX — YWo

V() = R (IIL.33)
TWoL — Yedo
Wz, y) = rp? X ~ 0 (I11.34)

Le détail du calcul pour obtenir ces solutions est donné dans I'annexe D. Avec cette
solution, il faut maintenant déterminer le multiplicateur de Lagrange o qui permet de
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vérifier la condition d’inextensibilité du fil et qui s’exprime sous la forme :

+0o0
/ dzdy (8% + y8uy> =0 (IT1.35)

Ox oy

Toutefois, cette condition est vérifiée quelle que soit la valeur de «. Par essence, une ligne
de glissement ne modifie donc pas la longueur de fil et aura la méme forme, peu importe
I’état de contrainte du tricot fixé par a.

La fonction G est alors définie par le champ de déformations ou contraintes engendré
par ce champ de déplacement ¥. En particulier, nos événements étant caractérisés par la
vorticité et le déviateur du champ de déplacement, on définit la fonction de répartition en
vorticité G, = %Lzy — %L; et en déviateur G4 = %L; — %15. Dans le cas général, ces fonctions
ont des expressions analytiques compliquées mais qui se simplifient considérablement pour
certaines valeurs de nos parametres. Les deux parameétres qui complexifient les expressions
sont x et v en venant ajouter une asymétrie entre les directions = et y. Si on les prend
égaux a 1 tous les deux, cette asymétrie disparait. x = 1 (ou & = 2) revient a se placer dans
un état de contrainte particulier, alors que v = 1 correspond & une géométrie particuliere
pour laquelle le coefficient de répartition du fil est égal au rapport d’aspect de la maille.
Dans ce cas-1a, les expressions de G, et G4 deviennent simplement :

Go(x,y) = rleg ——F 111.36

( y) do (a:2 + y2)2 ( )
Ty

Galz,y) = rwy——"— I11.37

(z,y) @ 1 57 ( )

En coordonnées cylindrique r = /2% + 32 et § = arctan (£), Pexpression devient encore
plus aisé a interpréter :

2
'n™ .
Gu(r,0) = €do 3 sin(26) (II1.38)
2
Tn™ .
Gq(r,0) = w5, 3 sin(20) (I11.39)

Ces solutions sont valables hors du centre de nucléation, c’est a dire pour r > r,. La
premiere propriété que 'on peut remarquer est 'anisotropie de la réponse, avec la dépen-
dance en sin(26) des deux fonctions. G, et G4 possedent donc deux directions, dirigée
selon § = +7, pour lesquels la valeur absolue de la redistribution est maximale (fig. IT1.21).
Ces directions sont tres proches de la direction de propagation des lignes de glissements
mesurées expérimentalement a £43°. De plus, on remarque que G, est proportionnel au
déviateur du centre de nucléation, alors que G4 est proportionnel a sa vorticité. Ce ré-
sultat montre que vorticité et déviateur sont intimement liés lors de la propagation d’un
évenement, comme mesurés expérimentalement. Enfin, la décroissance en %2 montre que
la redistribution est d’assez courte portée, suggérant une propagation du glissement de
proche en proche.

G, garde toujours la méme forme pour un événement positif (wy > 0 et 49 < 0) ou
négatif (wp < 0 et g49 < 0) avec son maximum positif selon —45° et négatif selon +45°.
Cela suggere que quel que soit le signe de ’événement la redistribution de vorticité G,
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F1Gurek II1.21 — Réponse élastique du tricot a un centre de nucléation subissant un éve-
nement plastique. Le centre de nucléation est représenté par la zone grisée de rayon
rn, = 3mm (taille typique de la largeur d’une ligne de glissement) et les fleches rouges
indiquent le champ de déplacement induit dans le tricot. Les courbes tracées par-dessus
correspondent & I'amplitude angulaire de G4 ( a) et b)) et G, ( ¢) et d)) a r fixé. Les
figures a) et c) représentent un évenement négatif (¢490 = —0.01 et wy = —0.01) , et les
figures b) et d) un négatif (49 = —0.01 et wy = +0.01). Il s’agit ici des résultats pour le
cas symétrique ou v = x = 1. Le modéle élastique donnant une représentation continue
du tricot, une fleche ici ne représente pas le déplacement d’une maille, mais celui d’une
portion homogénéisée du tricot.
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va favoriser la propagation dans les deux directions. Quant a G4, son maximum négatif
est dans la direction +45° pour les événements négatifs et —45° pour les positifs. Or la
redistribution du déviateur G4 ne favorise la propagation que par son maximum négatif
et la défavorise dans la direction de son maximum positif car un événement est toujours
caractérisé par g4 < 0. G4 va donc promouvoir la propagation des évenements négatifs
seulement dans leur direction et idem pour les positifs, ce qui réduit fortement la probabi-
lité qu'un événement positif donne naissance a un événement négatif ou inversement. C’est
bien ce qui est observé expérimentalement ou les lignes de glissement sont tres allongées
et les points possibles de bifurcation plus rares, mais pas inexistants. Dans les matériaux
amorphes plus classiques, cette fonction de redistribution prend le plus souvent la forme
d’une fonction de type Eshelby [158, ], qui initialement traduit la déformation d’un
milieu dans le lequel une inclusion solide circulaire change soudainement de forme pour
devenir elliptique. Cette fonction est quadripolaire, elle possede quatre maxima suivant
des directions autour de § = £7 et quatre minima selon les directions § = 0 et 0 = 7.
Cette fonction a été mesuré numériquement avec des dynamiques moléculaire mais aussi
expérimentalement dans les mousses [160] ou les granulaires [161, 162].

En considérant maintenant la solution complete, on peut regarder comment les solu-
tions dévient du cas symétrique. Si on prend I'expérience du chapitre précédent, le para-
metre v est d’environ 0.5 alors que x varie entre 0.2 et 0.8. Faire varier ces parametres
autour de ces valeurs a un effet tres similaire sur G4 que sur G, (fig. 111.22). En faisant
varier x en fixant ¥ = 1, les maxima positifs (xy < 1) ou négatifs (x > 1) s’élargissent et
vont méme jusqu’a produire des sous pics distincts. Cela induit donc une asymétrie entre
la propagation des évenements négatifs et positifs et peut méme créer des sous-directions
autour de la direction moyenne. Diminuer v en gardant y = 1 décale les maxima vers des
angles plus petits et créé aussi une asymétrie positifs/négatifs en redistribuant d’avantage
vers les maxima négatifs. Toutefois, expérimentalement, on n’observe pas cette asymétrie
ou ce dédoublement de branches. Si ces effets existent, ils restent cachés dans le bruit de
mesure ou sont trop peu probables pour que cela s’observe dans les moyennes. La ver-
sion simplifiée symétrique suffit donc a ce niveau pour rendre compte de la plupart des
observations et vient corroborer I’hypothese que les lignes de glissements émergent d’un
centre de nucléation et va se propager dans les directions de redistribution maximales de
déformations.

c¢) Comparaison avec les prédictions d’un modéle champ moyen

Une des approches courantes de la physique consiste a déterminer quel ensemble mi-
nimal de lois permet de rendre compte des propriétés d’'un maximum de systemes. Cette
approche a notamment été formalisée mathématiquement par la théorie des groupes de
renormalisation qui permet de scruter quelles propriétés physiques restent invariantes par
changement d’échelles. Ces propriétés forment alors ce que ’on appelle une "classe d’uni-
versalité". En adoptant cette démarche, les détails microscopiques du systeme sont perdus,
mais ses propriétés qui sont conservées par le modele réduit deviennent plus facilement
interprétables car reposant sur des ingrédients plus simples. Les phénomenes d’avalanches
ont en particulier attiré I'attention des théoriciens car les propriétés statistiques de ces
systémes peuvent étre capturées simplement par les exposants de ces lois de puissance. De
nombreux modeles numériques ou analytiques avec des ingrédients minimaux ont alors
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FIGURE II1.22 — Amplitude de G4 ( c) et d)) et G, (a) et b)) en fonction de 6 pour
r = 2r, pour différente valeurs de x et v et pour un évenement positif. Pour les graphes
a) et ¢), v est maintenu constant a 1 et x est varié, alors que pour b) et d), c’est x qui
est fixé a 1 et v qui est modifié. Pour tous les graphes, les valeurs des autres parametres

ont été fixé a : rp, = 3mm, r = 6 mm, £49 = —0.01 et wy = 40.01.

été proposés pour prédire la valeur de ces coefficients [163, 164, 165, 166, 122, 167, 168].
Toutefois, le caractere trop général de ces approches ne parvient pas toujours & décrire le
systéme, notamment proche d’un point critique tel le seuil plasticité [169, 170]. Toutefois,

notre but dans cette section n’est pas de prouver I'appartenance des tremblements de
tricots a une certaine classe d’universalité plutét qu’a une autre, mais plutét d’utiliser
les prédictions comme base de comparaison pour examiner les propriétés spécifiques de
notre systeme. Les prédictions sur lesquels va se baser notre analyse sont obtenues par un
modele champ moyen [171, 172], c’est & dire que la phénoménologie est réduite aux fluc-
tuations temporelles, en moyennant sur toute 1’étendue spatiale du systéme. Ce modele
a été développé dans un premier temps pour décrire les statistiques d’avalanches dans
les matériaux granulaires mais a été comparé a de nombreux autres systémes montrant
des avalanches [141, 173, 137]. Il repose sur un réseau 2D ou 3D de densité inférieure ou
égale a la compacité maximale, et qui se déforme élastiquement par cisaillement jusqu’a
une valeur critique locale définie initialement aléatoirement. Dés qu’un nceud du réseau
atteint sa valeur critique, son cisaillement chute d’'une quantité choisie aléatoirement et
il va redistribuer cette contrainte a ses voisins de maniére isotrope, poussant ainsi po-
tentiellement d’autres sites au-dela de leur valeur critique. Une nouvelle valeur critique,
inférieure a la précédente, va alors étre donnée aux sites ayant "glissé". Un parametre dit
d’endommagement quantifie a quel point les nouveaux seuils sont inférieurs aux précé-
dents. Les prédictions sur les exposants des lois de puissances des statistiques d’avalanches
sont obtenues en moyennant sur le systéme entier (champ moyen) et lorsque le systéme
a atteint un état stationnaire indépendant des conditions initiales. Ce modele contient
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donc en essence la méme phénoménologie que notre systeme expérimental et les systemes
auxquels il a été appliqué possedent des réponses mécaniques tres similaires.

Pour commencer, on se penche sur un des exposants le plus caractéristique des ava-
lanches, celui contrélant la densité de probabilité de leur ’amplitude que ’on notera . Le
modele prédit un coefficient x = % qui est en trés bon accord avec ce qui a été mesuré ex-
périmentalement dans notre tricot avec des exposants de 1.50+0.02 pour A f, 1.51+0.04
pour S, mais un peu moins pour 1.61 £ 0.02 pour Sgz. On avait toutefois remarqué que
la procédure de détection des événements pouvait significativement modifier cet expo-
sant, car si Sy est mesuré sur les évenements détectés grace a la vorticité du champs de
déplacement, on retrouve un exposant plus proche des autres 1.53 4 0.03. Pour aller un
petit peu plus loin, on s’intéresse aussi a la limite haute de la taille des avalanches. Il
a en effet été remarqué que lorsque le systeme s’approche d’un point critique, la taille
maximale des avalanches diverge, méme si en pratique elle reste toujours limitée par la
taille finie du systeme. Ce point critique peut consister en la compaction critique pour
les granulaire [172], la force seuil avant plasticité [137] ou encore une vitesse de traction
seuil pour le dépiégeage d’une ligne élastique [168, ]. Cette divergence a ’approche du
point critique est capturée par la relation Sy,q, < (F.—F )_% avec Syq. la taille maximale
d’avalanche, F' la force ou tout autre variable amenant au point critique et F, la valeur
critique correspondante. La théorie champ moyen prédit o = %

Toutefois, notre tricot ne présente a priori pas de tel point critique dans sa déformation,
ce qui constitue sa principale différence avec les solides amorphes. Aux fortes élongations,
la taille latérale des mailles devient trop confinée et les forces aux contacts trop élevées
pour permettre le glissement, et comme la topologie est fixée, le systéme ne peut se
réarranger comme pour les granulaires par exemple. Aux faibles élongations, la friction
devient dominante et le tricot perd son élasticité, ce qui ne permet plus la propagation des
avalanches. Néanmoins, lorsque 'expérience de référence est répétée mais en effectuant
cette fois 'analyse tout le long du chargement, entre L,,, = 215mm et L,,, = 234mm,
on mesure que la taille maximale des avalanches augmente avec ’élongation (fig. I11.23.a-
c). En effet, avec ’élongation du tricot, les mailles sont de plus en plus contraintes,
augmentant ainsi les forces aux contacts entre fils et donc 'amplitude des éveénements
de "stick-slip". On peut interpréter cette augmentation par ’existence d’une élongation
critique effective de laquelle on se rapproche, sans toutefois pouvoir 'atteindre de par
la topologie fixée et qui n’a donc pas de signification physique évidente. En revanche,
cela permet d’utiliser la méme mise a 1’échelle que pour les solides amorphes et de tester
I’exposant o avec nos mesures. L’expérience est divisée en cinq intervalle d’élongation de
3 ou 4 mm sur lesquelles les densité de probabilité de Af, S, et Sy, respectivement notées
Py (s), P.(s) et Py(s), sont mesurés (s la notation générique de la taille d’'une avalanche).
Pour tester la pertinence des exposants champ moyen x = % et o = %, les densités de
probabilité sont normalisées par s~" et la taille des avalanches par (1— <LL—’”>)7%, avec (Ly,)
la valeur moyenne de L,, dans chaque intervalle et L, la valeur d’élon%%tion "critique".
Pour déterminer L, , sa valeur est ajustée jusqu’a obtenir un regroupement satisfaisant
des courbes de probabilité de P;. On obtient L,,, ~ 259 mm, et cette valeur est réutilisée
pour les distributions P, et P;. Le regroupement n’est toutefois pas tres sensible a la valeur
de Ly, qui peut varier de plusieurs millimetres sans effets notables sur les distributions.

, 3 . . . 9 _ 3
Le plateau observé pour une grande plage d’amplitude indique que I'exposant xk = 3
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Fi1Ggure II1.23 — Comparaison entre les mesures de densité de probabilité de taille d’ava-
lanches mesurées et celle prédite par la théorie champ moyen. Gauche (a-c), distributions
Pr(Af), Pg(Sq) et P,(S,) pour 5 intervalles d’élongations. On remarque la tendance
générale que les élongations élevées favorisent ’apparition d’avalanches de plus fortes am-
plitudes. Droite (d-f), distributions normalisées par les prédictions de champ moyen avec
les exposant k = % et o = % et I’élongation "critique" L,,, = 259 mm.
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de la loi de puissance est en accord avec les mesures (fig. I11.23.d-f). De plus, le regrou-
pement entre les distributions a différentes élongations pour les 3 mesures différentes et
avec 'exposant o = % est assez satisfaisant. Notre systéme expérimental se présente donc
comme un bon systeme modeéle pour une étude fondamentale des propriétés des avalanches
dans un milieu bidimensionnel, d’autant plus que les mesures externes et internes sont
cohérentes entre elles. Dans la distribution de Py notamment, on observe un exces d’ava-
lanches de fortes amplitudes, par rapport au plateau et juste avant la coupure nette. Il
a été montré qu’une surabondance d’avalanches aux fortes amplitudes pouvait étre liée a
des effets inertiels dans les avalanches [175], qui tendent & propager un plus grand nombre
d’avalanches jusqu’a la limite imposée par la taille finie du systéme.

Un autre exposant prédit par la théorie champ moyen est celui controlant la décrois-

-
sance de la puissance du spectre du signal de force, P,\(%) = (%) avec ¢ = 2. Cepen-

dant, la mesure de ce spectre, présenté précédemment fig. I11.7.a, montre bien une loi de
puissance mais avec un exposant mesuré de 2.727 £ 0.006 significativement différent de la
prédiction. Cet écart n’a pas trouvé d’interprétation flagrante. La théorie prédit aussi I'ex-
posant de la loi de puissance de la distribution de durée d’avalanches Pr(AT) = AT~¢
, avec a = 2. En revanche, la plage de durée accessible expérimentalement est un peu
trop courte pour mesurer correctement une loi de puissance, méme si la valeur 1.77+0.20
quand méme estimée n’est pas complétement incompatible avec la prédiction.

Une prédiction supplémentaire que I’on peut vérifier porte sur la dynamique et la mor-
phologie temporelle des avalanches. La encore une nouvelle loi de puissance est prédite
entre ’amplitude et la durée des avalanches avec A f o« AT” et v = 2. Ici, les comparaisons
ne peuvent se faire que sur le signal de force car c’est le seul qui contient la dynamique.
Pour chaque avalanche détectée, sa durée AT est tracée en fonction de son amplitude
Af et le nuage de points qui en ressort semble bien suivre une loi de puissance cohérente
avec la valeur v = 2 (fig. I11.24.a). Ce résultat est toutefois discutable car la fourchette de
AT mesurée s’étend sur a peine plus d’une décade. Les variations de la dynamique d’une
avalanche avec son amplitude est aussi une maniere de tester la validité de cet exposant
et de la théorie champ moyen [141, |. En effet, plus Pamplitude de I’événement est
élevée, plus le taux de variations de la force durant cette avalanche, —ddL—i, prend une
valeur maximale élevée en plus d’avoir une durée plus longue. Le modele prédit qu’en

1 1
renormalisant ce taux par Af 15 et le temps t par Af7, les profils d’avalanches —ddL—i(t)

doivent converger vers une courbe maitresse donnée par I’équation f(z) = Az €_BI2, avec
A et B deux constantes propres au systéme. Pour vérifier cela avec nos mesure, on a choisi
quatre valeurs représentatives de Af, puis calculé les profils moyens <—ddL—11)(t) des ava-
lanches ayant une amplitude proche de celles sélectionnées (fig. 111.24.c, insert). Ensuite,
ces profils moyens sont renormalisés et comparés avec la forme prédite. La renormalisation
fonctionne raisonnablement bien, les quatre profils se superposent en grande parties, mais
la forme prédite ajustée avec A = 0.028 et B = 0.45, n’arrive pas a capturer la décrois-
sance apres le maximum, qui est beaucoup plus lente expérimentalement (fig. I111.24.c).
Finalement, le modele champ moyen prédit aussi la forme moyenne des profils (}Eand le

., ) . —ar.)
temps est renormalisé par sa durée AT et le taux de la force par son maximum <‘1Ld“57

_m>max
qui est sensée prendre une forme parabolique f(z) = 4x(1 — x). Les profils moyens me-

surés pour différentes durées, déja présentés fig. I11.10.b, se comparent assez bien a la
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FIGURE I11.24 — a) Durée d’une avalanche en fonction de son amplitude, chaque point
correspond & une avalanche détectée dans ’expérience de référence et I’ensemble semble
suivre une loi de puissance. La ligne noire correspond a la loi de puissance prédite par
le modeéle champ moyen v = 2. b) Profil moyen d’une avalanche représenté par le taux
de variations de la force, normalisée par son maximum, en fonction du temps, normalisé
par sa durée. Les profils moyens pour quatre plages de durées sont représentés et avec en
trait continu noir la prédiction du modele f(z) = 4x(1 — x). Insert, différence entre les
profils mesurés et la prédiction, mettant en évidence ’asymétrie des profils expérimentaux
lorsque la durée moyenne des avalanches augmente. c¢) Insert, profils moyens (—%Xt)
calculés pour les éveénements ayant une amplitude proche des quatre valeurs de A f sé-
lectionnées. Normalisation de ces profils par leur taille selon la prédiction champ moyen,
avec en ligne continue noire la forme théorique f(z) = Ax e~ B=* dont les deux coefficients
ont été ajustés A = 0.028 et B = 0.45 a 'expérience.
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prédiction (fig. 111.24.b). Toutefois, plus la durée des avalanches est élevée, plus le profil
devient asymétrique, ce qui est particulierement visible en soustrayant la forme prédite a
celle mesurée (fig. I11.24.b, insert). Cette asymétrie peut avoir la méme origine que la lente
décroissance des profils observée lors de la normalisation par 'amplitude des événements.

La maniére dont ces profils d’avalanches s’éloignent du profil parabolique prédit a
suscité beaucoup d’intérét car cela permet d’en apprendre plus sur les phénomenes phy-
siques sous-jacent de ces avalanches [177, , , ]. En particulier, I'asymétrie du
profil a été associé a des effets inertiels dans la propagation des avalanches avec la pré-
sence de masse qui peuvent étre effectives ou méme négatives [180, ]. Ce résultat peut
étre mis en parallele avec I'exces d’avalanches de fortes amplitude mesuré précédemment
(fig. 111.23.d) qui peut aussi étre interprété comme un effet inertiel. Ces effets semblent
suggérer que la dynamique des tremblements de tricot posséde une composante inertielle
provenant soit de la masse du fil, soit de la masse effective de I’élément topologique qu’est
la maille.

Pour finir, la déformation d’un tricot évoque aussi les phénomenes de dépiégeages
élastiques [181, , , |, que l'on retrouve dans de nombreux systémes ot un objet
possédant une certaine élasticité est tiré dans un milieux hétérogene qui vient localement
"piéger" l'objet. Quelques exemples représentatifs de ce genre de phénomeénes sont la
ligne de contact d’un fluide qui se déplace sur un substrat désordonné [185, ], la
propagation d’'un front de fracture dans un milieu désordonné [187, , , ] ou
encore le mouvement des lignes de flux traversant un supraconducteur de type IT [191, ].
Un tricot est bien un objet élastique 2D et les points de contacts qui ne glissent pas,
en empéchant le libre déplacement du fil, jouent le réle de "pieges'. Ces phénomenes
possedent de fortes similarités avec la mécanique des milieux amorphes et 1’équivalence
des deux points de vue est un sujet débattu [168, , ]. Dans cette section on a
montré que la mécanique du tricot partagent certaines similarités avec celle des milieux
amorphes, étudier les tremblements de tricot du point de vue dépiégeage constituerait
donc une intéressante continuation de ce travail.

111.3.3 Failles et tremblements de terre

Les tremblements de terre entrent aussi dans la catégorie des systémes manifestant une
dynamique d’avalanches. C’est méme treés probablement le systeme le plus étudié parmi
ces phénomenes car les séismes ont un impact humain et économique considérable. Par
exemple, la loi d’échelle qui donne la probabilité de la taille porte un nom connu, la loi
de Gutenberg-Richter [195]. De maniére assez surprenante, en plus d’avoir en commun la
phénoménologie générale des avalanches, les lignes de glissements qui apparaissent dans le
tricot présentent de fortes similitudes avec les failles pilotant I'irruption des tremblements
de terre.

a) Lignes de glissements et failles sismiques

Les tremblements de terre sont causés, pour une majorité, par la dynamique de la
tectonique des plaques. Les mouvements de convection au sein du manteau terrestre im-
posent un déplacement aux couches supérieures de la croiite terrestre qui est fragmentée
en plusieurs plaques. Ces plaques ont des mouvements relatifs différents ce qui occasionne
éloignements, collisions ou glissement les unes sur les autres. C’est principalement aux
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FIGURE II1.25 — a) Champ de déplacement relatif autour d’un ligne de glissement isolée,
mesurée dans notre expérience de référence dans le tricot. Chaque maille porte son vecteur
déplacement associé et est coloriée par Pamplitude de ce vecteur. b) Champ de déplace-
ment horizontal du sol autour d’une faille de décrochement en Californie, consécutif a
un séisme. Figure tirée de article [196]. Les mesures de déplacement du sol combinent
mesures GPS et satellites et permettent d’en reconstruire la structure tridimensionnelle.

frontieres de ces plaques, le long de failles, qu’ont lieu les séismes [197]. Un séisme est
le résultat d’une fracture et glissement de roches le long d’une faille [193], ce qui induit
un brusque déplacement de la croiite de part et d’autre de la faille et libére de grandes
quantités d’énergie. Cette énergie est notamment dissipée sous forme d’ondes sismiques.
Ce sont ces ondes qui ont concentré une large partie des travaux sur les tremblements de
terre car elles sont plus aisées a mesurer mais aussi car elles sont a 'origine de la majorité
des dégats. Cependant, I’aspect qui va nous intéresser ici concerne la morphologie de ces
failles d’ou émergent les séismes. La caractérisation des failles se fait notamment par la
mesure du champ de déplacement relatif des plaques de part et d’autre, et du profil de
Pamplitude du glissement qui en résulte. Ces mesures peuvent étre faites sur des roches
portant les marques de séismes ayant eu lieu lors d’autres temps géologiques [199, 200],
mais aussi par des mesures satellites et GPS aprés un séisme récent [196, 201]. En me-
surant le champ de déplacement autour de nos lignes de glissements dans le tricot, on
observe une morphologie treés similaire (fig. I11.25) en dépit du facteur 1000 dans ’échelle
de taille. On peut donc s’inspirer des travaux effectués sur les failles sismiques pour ap-
pliquer des analyses similaires sur nos lignes de glissement. Une différence majeure réside
toutefois dans la structure tridimensionnelle des failles sismiques, alors que nos glisse-
ments restent uniquement dans un plan. La comparaison doit donc se faire dans un plan
orthogonal au plan de faille. Pour les failles dites de décrochement, le plan de faille est
perpendiculaire au sol, le déplacement observé au sol se compare donc bien aux lignes de
glissements (fig. I11.25.b).
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Le profil de la longueur de glissement le long de la faille est une mesure cruciale pour
mieux comprendre sa dynamique de fracture [202]. On peut nous aussi mesurer ce profil
le long des lignes de glissements en se plagant dans le repére (€x, €y ) et en quantifiant le
glissement de part et d’autre. Pour cela on introduit les fonctions de glissement Av¥ et
AvY définies par :

A (i) =oX (G- Lit+1) =¥ (j+1,i-1) (I11.40)
AVY (i) =0V G+ 1,0 +1) =0V (i —1,i—1) (IIL.41)

Ces fonctions quantifient la différence de déplacement entre voisins diagonaux, dans la
direction orthogonale & ce déplacement. Ainsi, AvX constitue un marqueur des lignes de
glissements négatives et AvY des positives (fig. I11.26.a). Elles sont spécifiées de telle sorte
a prendre des valeurs positives compte tenu de la direction de chargement. Ces fonctions
de glissement sont directement liées aux dérivées spatiales de v dans le repere (€x, éy),
Av¥ x %”—;( et AvY %”—; et donc a la vorticité et déviateur du champ de déplacement.
De la méme maniére que pour nos analyses précédentes, AvX et AvY permettent de
détecter les mailles appartenant aux évenements. Pour une ligne de glissement donnée,
son profil est défini par les maxima successifs de AvX (AvY) le long de I'axe X (Y') pour
un événement respectivement négatif (positif) (fig. I11.26.b). On retrouve alors des profils
similaires & ce que 'on avait mesuré auparavant avec la vorticité (fig. II1.18) mais surtout
avec ceux mesurés le long de failles sismiques (fig. I11.26.c). En effet, les profils de failles
sismiques présentent aussi un ou plusieurs maxima a partir desquels le glissement décroit
de maniére monotone.

A partir de ces profils, les failles sont habituellement caractérisées par leurs glisse-
ments maximum et leurs extensions. La loi d’échelle entre ces deux grandeurs, qui est un
témoin du mécanisme de formation de ces failles, suscite un débat de longue date dans
la communauté [203, |. Cette question est d’autant plus difficile que la définition de
ce maximum et de la longueur d’une faille n’est pas évidente. En présence de plusieurs
maxima locaux, il faut pouvoir séparer les différentes failles pour mesurer correctement
ses propriétés. De plus, déterminer exactement les bords d’une faille est souvent illusoire
de par la précision des instruments de mesure et la présence de zones d’endommagements.
Observer la dynamique de formation de ces failles permettrait de mieux comprendre leurs
mécanismes, malheureusement, elle reste inaccessible expérimentalement aux sismologues.
Dans nos tricots par contre, les observations a la caméra rapide permettent de mesurer
cette dynamique, que 'on peut par exemple représenter par 1’évolution du profil du glis-
sement cumulé avec le temps (fig. I11.26.d). Cette mesure semble indiquer que la ligne
de glissement émerge avec une longueur déja définie et que le glissement s’accumule pro-
gressivement par la suite en conservant une largeur presque constante. L’augmentation de
longueur parait croitre par a-coups dés qu’un nouveau centre de nucléation (et donc un
nouveau maximum local de glissement) est déclenché (comme & gauche sur fig. 111.26.d).

La mesure d’un profil de glissement permet aussi de calculer ce qui est appelé le
moment My d’un séisme [200] et qui est défini par I'intégrale sur toute la surface de la
faille du produit entre le déplacement et le module de cisaillement p :

/‘MAﬁdg (I11.42)
faille
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F1Gure II1.26 — a) Photographie du tricot de référence avec chacune des mailles portant
son déplacement ¥, leurs couleurs sont données par la norme du glissement total local

(AvX )2 + (Avy)2. Ce champ de déplacement est le méme que présenté précédemment
(fig. I11.14). Les 4 lignes de glissements de plus grandes amplitudes sont numérotées de
Da®d@ (D et @ sont des évenements positifs, @) et @ négatifs). b) Profils de glissement
de ces quatre lignes, AvY (V) (pour @D et @), AvX(X) (pour @ et @). Chaque point
représente la valeur de AvX (X) ou AvY (Y') pour une maille détectée comme appartenant
a ’évenement, la ligne continue marque le profil de I’événement défini comme le maximum
de glissement local. ¢) Profils d’un groupement de failles sismiques, montrant le glissement
faille par faille et le glissement total. Figure tirée de [205]. d) Profils du glissement cumulé
lors de I’émergence d’une ligne de glissement observé a la caméra rapide (fig. I11.19).
L’intervalle de temps entre chaque profil est de 30 ym, pour un temps total d’une seconde.
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FIGURE II1.27 — a) Densité de probabilité du moment des lignes de glissement du tricot,
défini par My = [ Av?(Z)dZ, avec Z = X pour un événement négatif et Z = Y
ligne

pour un positif. sz distribution suit une loi de puissance, la régression linéaire donne
un exposant de —1.44 + 0.03, représentée en ligne continue noire. b) Profil de glissement
moyen. Pour 4 quatre plages de moments, le profil moyen Av?(Z) est évalué. Ils sont
ensuite renormalisés par leurs maximums et tracés en fonction de I’abscisse renormalisée
par la longueur L de la ligne de glissement. Les quatre profils prennent alors tous la méme
forme.

Ce moment est directement 1ié & ’amplitude du séisme M,, par la relation empirique M,, =
2logyo(Mo) — 6.07 [207]. Ce moment est donc une mesure de la taille de 'événement.
On adapte cette définition a nos lignes de tricot en prenant simplement l'intégrale du
profil AvX(X) ou AvY (Y) tout le long de la ligne de glissement. En regardant la densité
de probabilité de ce moment My, on retrouve bien une loi de puissance dont I’exposant,
—1.44 4+ 0.03, est raisonnablement proche de celui mesuré avec d’autres estimations de la
taille de ces avalanches (fig. 111.27.a). Cette mesure de My se rapproche de 'estimation
S, et Sy, mais suit un schéma tres différent. De maniére similaire aux profils temporels
des avalanches, on peut regarder ici comment I’amplitude du moment de I’événement va
modifier la forme moyenne du profil spatial. Pour cela, le profil moyen est calculé sur
4 plages de moments puis normalisé¢ par le maximum de (Av?(Z)) (Z = X pour un
évenement négatif et Z = Y pour un positif) et la coordonnée le long de la ligne est
normalisée par sa longueur L (fig. I11.27.b). Le centre de la ligne étant pris comme son
centre géométrique, de sorte que Z/L € [—0.5,0.5]. On remarque alors que quelque soit le
moment de ’avalanche, le profil reste treés similaire, ce qui témoigne encore de l'invariance
par changement d’échelle.

b) Réseaux de failles et défauts topologiques

Jusqu’a maintenant on s’est intéressé aux propriétés d’une ligne de glissement indé-
pendamment de ses alentours. Cependant, le cas d’une ligne isolée est plus ’exception que
la norme, les lignes forment généralement une sorte de réseau inter-connecté (fig. I11.28.a).
Cet aspect suggere que la dynamique des lignes de glissement doit aussi étre regardée du
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FIGURE I11.28 — a) Exemple de réseau de lignes de glissement, mis en évidence en coloriant
chaque maille par sa valeur de AvY —ApX (grandeur positive pour les événements positifs
et négative pour les négatifs). Les traits continus pourpres surlignent la position des lignes
de glissement. b) Carte de la Californie avec son réseau de failles sismiques. Le code couleur
des failles indique son activité en terme de fréquence de tremblements de terre de fortes
amplitudes. Figure extraite de [218]. ¢) Réseau de failles dans la fracture d’une roche
mettant en évidence des zones d’endommagement entre les failles principales. Figure tirée
de [219].

point de vue de leurs interactions mutuelles. Les déformations du milieu induites par des
glissements peuvent faciliter ou au contraire inhiber 'apparition d’autres lignes dans cer-
taines régions du tricot. Les failles sismiques aussi sont rarement isolées et forment généra-
lement des réseaux aux structures complexes, aussi bien a 1’échelle des plaques tectoniques
(fig. II1.28.b, [208, 209, 210, 211]) qu’a I’échelle des roches (fig. I11.28.c, [212, 213, 214]).
Une caractéristique assez générique des réseaux de failles obtenues se retrouve aussi dans
notre tricot. Lorsque plusieurs lignes paralleles de fortes intensités mais légerement dé-
calées se forment, un réseau secondaire de lignes plus petites vient les connecter entre
elles [215, 216, 217], comme on peut le voir sur I'exemple présenté (fig. I111.28.a, réseau
principal composé de lignes de glissement positives, réseau secondaire de négatives).

Ces observations préliminaires montrent 'importance des interactions entre évene-
ments pour expliquer leurs dynamiques. Pour entrer un petit peu plus dans les détails, on
peut envisager de s’appuyer sur les défauts de structure du champ de déplacement induit
par les glissements. De part et d’autre d’une ligne de glissement, la direction principale
du champ de déplacement subit un brusque changement qui doit étre régularisé au voisi-
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nage de ses extrémités (fig. 111.29). Cette régularisation de la direction se fait au moyen
de ce que l'on appelle des défauts topologiques du directeur du champ de vecteur [220].
Ces défauts se retrouvent notamment dans les milieux fortement anisotropes tels les cris-
taux liquides nématiques [221, , | ou encore dans des milieux biologiques actifs
montrant aussi une anisotropie [224, , , ]. Ces défauts marquent les incompa-
tibilités des lignes directrices qui suivent l'orientation des molécules ou autres cellules
anisotropes et sont caractérisées par leurs charges, qui correspondent a 'indice (c’est-a-
dire le "nombre de tours") de l'orientation du champ le long d’un contour entourant le
défaut (fig. 111.29.c). Dans notre tricot, I’anisotropie vient du caractére unidimensionnel
des lignes de glissement qui imposent des discontinuités dans le champ de déplacement,
on remarque notamment qu’une ligne possede en général un défaut —I—% a une extrémité
et —1 & l'autre (fig. I1L.29.b).

L’analyse de ces défauts est particulierement intéressante lorsque le systéme est dyna-
mique et qu’il en géneére régulierement de nouveaux [225, , |. En effet, ces défauts
vont alors s’attirer ou se repousser selon leurs charges et conduire a des défauts de charges
supérieures ou au contraire a leurs annihilations. Le systeme est donc maintenu dans un
état dynamique donc les propriétés découlent directement de I'interaction de ces défauts.
Suivant le systéme, ces défauts peuvent étre le signe d’accumulation de contraintes [229]
ou de sources/puits a cellules [230, 231]. En déformant continument le tricot, le champ
de déplacement est constamment nourri de défauts topologiques par la formation de nou-
velles lignes de glissement. On se trouve alors dans un contexte similaire avec un état
gardé hors équilibre et des défauts qui marqueraient des accumulations de déformations
(positives ou négatives). La formation de nouvelles lignes résulterait alors de l'interac-
tion entre les défauts topologiques du champ de déplacement. Ce point de vue semble
par conséquent assez prometteur pour mieux comprendre la morphologie des réseaux de
lignes de glissement et donc la dynamique d’avalanche globale des tremblements de tricot.

111.4 Conclusion

L’approche statistique du frottement développée dans cette partie differe significative-
ment des maniéres dont il a déja été considéré dans les tricots [232, , ) ) , 40],
toutefois, I'utilisation de cette approche pour des applications industrielles semble tres li-
mitée.

En revanche, le tricot se distingue en tant que nouvelle catégorie parmi les systémes
présentant une dynamique d’avalanches. Si le signal de force, avec ses brusques chutes,
est semblable aux réponses d’autres systemes, la morphologie spatiale de la déformation
plastique est tout & fait singuliére. A Pinstar des dislocations dans les cristaux [237] ou des
failles sismiques, les lignes de glissement sont trés localisées, par contre, elles conservent la
topologie du réseau et n’induisent aucune rupture. De plus, tout en présentant une struc-
ture parfaitement ordonnée, la propagation de ces lignes suit les maxima de redistribution
de la déformation a 'image des milieux amorphes. La mise a jour d’un tel objet, en quelque
sorte hybride entre certains systémes déja bien documentés, a le potentiel d’éclaircir des
problématiques fondamentales liées aux phénomenes d’avalanches.La mise en évidence de
ces tremblements dans le tricot a fait ’objet d’une publication [235] (annexe E).



I11.4 CONCLUSION 129

-50 0 50 0 50 100 150

\\\\-; +1/2

FIGURE II1.29 — a) Autre exemple de champs de déplacement du tricot, un pixel et une
fleche représentent une maille et sa couleur rend compte du glissement local AvY — Av¥X.
Les traits continus pourpres indiquent 'emplacement des lignes de glissement. b) Méme
champs de déplacement, mais chaque vecteur est normalisé par sa propre norme permet-
tant de mettre en évidence leurs variations d’orientation. La couleur des mailles quantifie
©, la valeur absolue de I'angle que chaque vecteur fait avec ’horizontale. Les lignes de
glissement sont indiquées par les mémes lignes pourpres et les défauts topologiques ob-
servés, de charge —1—%, —% et +1, sont encerclés avec un code couleur donné par c). c)
Schématisation des trois défauts observés dans le champ de déplacement, les lignes conti-
nues représentent les "lignes de courant" données par 'orientation du champ autour d’un
défaut.
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Chapitre IV
Au-dela du plan

Ce dernier chapitre est consacré a différentes fagons par lesquelles le tricot s’extrait
de l'aspect bidimensionnel des deux chapitres précédents. Un tricot, per¢gu comme une
surface, a la possibilité d’adopter spontanément une forme tridimensionnelle en épousant
des courbures dans différentes directions. Alors que la topologie des mailles prescrit une
courbure naturelle au tricot, varier la longueur de fil par maille engendre des instabilités
qui le forcent & sortir du plan, le tout étant piloté par 1’élasticité du fil. La forme d’un
tricot trouve donc son origine dans l'effet combiné de 1’élasticité avec la géométrie et la
topologie a I’échelle du fil. D’autre part, la sortie du plan s’opére aussi au niveau de la
maille lorsque le fil s’extirpe de sa géométrie conventionnelle. La représentation habituelle
d’une maille n’est pas la seule configuration possible, quand le fil est suffisamment rigide et
sa redistribution aisée, il va préférer chambouler sa trajectoire en désorganisant le réseau
et dessinant de larges boucles qui se déploient au-dela du plan initial.

131
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IV.1 Programmer la forme d’un tricot

Les chapitres précédents ont mis en évidence la richesse de la réponse mécanique
2D d’un tricot, seulement, le principal intérét des matériaux tricotés pour l'industrie
composite ou la conception de vétements réside plutot dans sa forme 3D [239, , ,

]. On va donc tenter de mettre en évidence comment topologie et élasticité se couplent
pour faire émerger une courbure naturelle (et donc une forme 3D), a 'objet essentiellement
2D que constitue un tricot. Ces travaux ont notamment été initiés par Robin Quessard a
I’occasion de son stage d’été dans notre laboratoire.

IV.1.1 Topologie et courbure naturelle

Lors de I’évaluation de ’énergie de courbure d’une maille (fig. I1.11), il a été mis en
évidence que le fil était aussi courbé dans la direction perpendiculaire au plan du tricot.
Les rayons de courbure associés étant beaucoup plus grand que ceux dans le plan, leurs
contributions énergétiques sont bien moindres et ils jouent donc un réle négligeable dans
la mécanique 2D du tricot. En revanche, lorsque l'on s’intéresse a la forme 3D d’un tricot
étant en premiere approximation a 1’équilibre dans son plan, les courbures hors plan jouent
par conséquent le role principal.

Comme pour la mécanique 2D, on projette la forme du tricot dans la direction des
rangs (x) et des colonnes (y), mais cette fois on regarde la courbure hors plan du fil
(fig. IV.1). Quand une maille est forcée a rester dans le plan du tricot, les croisements
imposés au fil le contraignent a se courber. Pour diminuer ces courbures et donc minimiser
I’énergie de flexion de la maille, le tricot doit sortir du plan et adopter une forme 3D.
Pour cela, la surface définie par le plan du tricot va adopter une courbure 7. dans la
direction des rangs et -, dans la direction des colonnes. Il est important de souligner que
ces courbures v, et v, ne sont pas celles du fil mais bien celles de la surface représentant
le tricot. On va limiter notre analyse a deux topologies, le point endroit et le point envers,
indicés respectivement par + et —. Ces deux points se différencient seulement par le signe
des croisements du fil, donc un point endroit apparait comme un point envers lorsqu’on
le regarde de 'autre c6té du tricot, et inversement pour un point envers. Pour diminuer
I’énergie de courbure d’une maille endroit, il faut que le tricot adopte une courbure positive
(convexe par rapport & €,) le long des colonnes, 7, > 0 et négative (concave par rapport
a €,) le long des rangs, v < 0 (fig. IV.1.a,c). Une maille envers a une topologie opposée
a ’endroit, les courbures du tricot envers minimisant son énergie sont donc aussi I’'opposé
de lendroit, v, = =, <0et v, = —F > 0 (fig. IV.1.b,d).

Ces observations qualitatives permettent par exemple d’expliquer pourquoi notre Jer-
sey, tricoté uniquement avec des mailles endroit (ou envers selon le c6té duquel on le
regarde), roulotte sur ses bords libres. En effet, le tricot gagnera toujours a se courber
perpendiculairement & ces bords (c’est-a-dire adopter ici un v < 0) tant que cela n’in-
terfére pas avec la déformation dans le plan. Modifier la topologie en tricotant un point
de riz par exemple, qui alterne endroit et envers en damier, permet de modifier la cour-
bure naturelle que prendra le tricot. En effet, avec le point de riz, comme 7, = —7, et
v = —vI et qu’il y a autant de maille endroit et envers selon les rangs et les colonnes, le
tricot ne gagne rien a se courber, il va donc rester plat. Changer de points pour annuler
en moyenne une courbure naturelle est une technique couramment utilisée en habillement
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FIGURE IV.1 — Géométrie du fil perpendiculairement au plan du tricot (z,y), selon la
direction des rangs (a,b) et des colonnes (c,d) pour deux mailles de topologie différentes,
la maille endroit (a,c) et envers (b,d). Les courbures fyj;w et les doubles fleches associées
schématisent la courbure que doit adopter le tricot pour diminuer ’énergie de flexion du
fil dans la maille.



134 CHAPITRE IV. AU-DELA DU PLAN

b)

FIGURE IV.2 — Bi-stabilité d’un tricot Jersey. a) Configuration favorisant la courbure selon
les colonnes 7, en gardant la courbure selon les rangs . quasiment nulle pour garder une
courbure de Gauss proche de zéro, évitant ainsi les déformations dans le plan du tricot,
plus coiiteuses en énergie. b) Configuration favorisant la courbure selon les rangs 7. en
gardant la courbure selon les colonnes 7, quasiment nulle, 14 aussi pour maintenir une
courbure de Gauss proche de zéro sur tout le tricot.

pour tricoter les extrémités des manches et des cols et éviter qu’ils roulottent.

D’autre part, on remarque que pour diminuer au maximum l’énergie d’une maille
endroit ou envers, il faut que le tricot adopte une courbure de signe opposée dans deux
directions perpendiculaires. La courbure de Gauss de la surface, 7y, X 7. doit donc étre
différentes de 0. Or, comme mentionné dans l'introduction, la courbure de Gauss d’une
surface est directement liée a une déformation dans le plan de cette surface. Dans le
tricot, la différence d’échelle entre les rayons de courbures du fil au sein de sa surface
et perpendiculairement a celle-ci, implique que la déformation dans le plan est bien plus
cofiteuse en énergie que d’en modifier sa courbure. Il n’est donc pas énergétiquement
favorable pour une maille de satisfaire simultanément les deux courbures hors plan, elle va
donc en favoriser une ou ’autre. En conséquence, un tricot Jersey avec tous ses bords libres
et sans forces extérieures appliquées, affiche deux formes d’équilibre. Cette bi-stabilité se
manifeste par une configuration favorisant la courbure selon les colonnes v, (fig. IV.2.a)
et un autre la courbure selon les rangs 7. (fig. IV.2.b). Les deux configurations sont stables
et une certaine force doit étre appliquée pour passer de I'une a I'autre.

La courbure naturelle locale d’un tricot est commandée par la topologie du point. Pour
concevoir des tricots qui adoptent une forme voulue, on peut donc s’amuser a prescrire
la topologie adaptée. De plus, parvenir a activer ou supprimer a souhait ’élasticité du
fil permet d’ajouter un parametre de controle a cette forme. Dans ce but, I'étoffe est
tricotée avec un fil en alliage nickel-titane (nitinol) qui a la propriété d’étre un métal dit
a "mémoire de forme" [243]. Cette classe de matériaux montre de surprenantes propriétés
mécaniques :

— En dessous d’une température critique (70°C pour notre nitinol) le fil se comporte

comme un fil métallique standard, c’est-a-dire ductile et avec une tres faible plage
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de déformation élastique (¢ < 2%). Il va donc prendre la forme qu’on lui impose et
rester dans cet état.

— En revanche, chauffé au-dela de cette température critique, il va spontanément
retourner dans une forme prescrite au préalable, d’ou 'effet mémoire, et considéra-
blement augmenter sa plage de déformation élastique (e < 10%).

Ces propriétés prennent origine dans un changement de phase solide-solide ayant lieu dans
le métal & cette température critique. Pour prescrire la forme que prendra le fil au-dessus
de sa température critique, il faut le chauffer dans cette forme a une autre température
beaucoup plus élevée (~ 600°C pour le nitinol). Pour notre expérience, la forme que 1’on
prescrit au fil est simplement rectiligne et il est ensuite tricoté a température ambiante.
En le chauffant au-dela de sa température critique, le fil veut reprendre sa configuration
rectiligne, ce qui revient a lui insuffler de ’élasticité. Ainsi, a température ambiante le
tricot est ductile et n’a pas de forme propre, mais dés qu’il est chauffé au-dela de 70°C, il
retourne spontanément dans sa forme qui va minimiser son énergie élastique en adoptant
ses courbures naturelles.

Pour illustrer cette mise en forme, on a tricoté un fil de nitinol (Flexinol®, de la
marque Dynalloy, Inc et ayant une température critique de 70°C) de 150 um de diametre
en alternant points envers et endroits le long des colonnes, la taille des mailles étant
fixée en ajustant a 0 la molette de réglage. Les deux échantillons présentés sont composés
de 10 mailles par rangée et le point est inversé toutes les 10 mailles pour le premier
échantillon, toutes les 20 mailles pour le second. Cette inversion est réalisée trois fois, le
premier et second échantillon ont des lors respectivement 40 et 80 mailles le long de leurs
colonnes. Leurs rangées supérieures et inférieures sont maintenues par des pinces, de sorte
a promouvoir ’état qui favorise la courbure =, et non v.. Un poids est attaché a la pince
inférieure (~ 25 g pour le premier, ~ 15 g pour le second) pour qu’a température ambiante,
quand le fil est ductile, le tricot soit completement allongé. On vient alors chauffer ces
tricots avec un pistolet thermique qui souffle un air chaud (7" > 100°C) et vient donc
restaurer 1’élasticité du nitinol. Pour le premier échantillon, les parties du tricot envers et
endroit vont alors adopter des courbures de signe opposé, les colonnes du tricot s’ondulent,
diminuant de moitié son extension apparente (fig. IV.3.a). Pour le second échantillon, les
parties du tricot envers et endroit adoptent aussi la courbure voulue, mais ici, I’ondulation
se transforme en enroulement car la longueur des zones de topologie constante est plus
grande mais leurs courbures sont la méme. Le tricot va alors diviser par 4 son extension
apparente.

En jouant avec la structure 3D du tricot, on arrive a obtenir des formes et des proprié-
tés mécaniques remarquables. Avec ces exemples tout simples, on obtient déja une certaine
richesse dans les comportements obtenus avec des étoffes qui s’enroulent spontanément
sur elles-mémes, mais bien d’autres propriétés peuvent étre imaginées [38, , 35].

IV.1.2 Changer la métrique du tricot

En plus de la topologie des points, on peut jouer avec les propriétés géométriques
des surfaces pour introduire de la courbure et induire des formes 3D. Dans le tricot, les
augmentations ou diminutions qui viennent directement modifier le réseau de mailles en
remaniant le nombre de rangs ou de colonnes, permettent de créer des formes trés variées,
notamment avec des courbures de Gauss non nulle [215, , ]. En effet, en diminuant
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T<70°C T>70°C T<70°C T>70°C

FIGURE IV.3 — a) Premier échantillon, 10 x 40 (rangxcolonne) mailles de nitinol, le point
est inversé toutes les 10 mailles dans la direction des colonnes. Gauche, a température
ambiante le fil est ductile, le tricot est allongé par la masse accrochée. Droite, apres
chauffage au-dessus de la température critique du fil, celui-ci en voulant redevenir droit,
retrouve son élasticité. Le tricot adopte par conséquent la forme qui minimise I’énergie
élastique du fil en se courbant dans la direction imposée par la topologie du point, générant
ce motif ondulant. b) Second échantillon, 10 x 80 mailles de nitinol, le point est inversé
toutes les 20 mailles dans la direction des colonnes. Méme phénomene que pour a), sauf
que 'ajout de longueur permet au tricot de s’enrouler au lieu de s’onduler. Les zones de
tricot endroit sont coloriées en violet, celle envers en orange. La barre d’échelle vaut 2 mm
dans chacune des photos. Les échantillons sont présentés de face (haut) et de profil (bas).
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par exemple progressivement le nombre de colonnes a l'intérieure d’un tricot, rester en
2D demande alors de fortes déformations dans son plan, il va alors spontanément adopter
une forme 3D (sans que la topologie du point n’entre en jeu). Cet effet rejoint 'idée de
changement de métrique d’une surface qui consiste a altérer les distances d’équilibres dans
le matériau pour faire émerger des formes 3D [248, |. La mise en forme par changement
de métrique se retrouve par exemple dans les ondulations obtenues apres déchirement
d’un sac plastique [250, , ] ou dans la croissance inhomogene des feuilles d’arbres
et des pétales de fleurs [253, |. Dans le tricot, qui n’est pas un matériau continu, ce
changement de métrique peut s’opérer par modification du réseau de mailles, mais aussi en
changeant localement la longueur de fil par maille et par conséquent leurs dimensions. Pour
opérer ces variations locales de longueur de fil, il ne faut pas qu’il puisse se redistribuer
facilement car, les petites mailles portant plus d’énergie élastique que les grosses, une
longueur de fil identique pour toutes les mailles est plus favorable énergétiquement. Dans
I’exemple que l'on va présenter pour illustrer cet effet, la longueur de fil par maille est
identique pour toute une rangée mais va varier d’une rangée a l'autre. Le transfert de
fil est plus difficile entre rangs puisque le fil parcourt le tricot le long d’une rangée, ce
changement de métrique va donc étre moins sujet aux redistributions de fil. De plus, on
ne peut pas trop faire autrement car notre machine a tricoter ne permet pas de varier la
longueur de fil par maille au sein d’une méme rangée.

On a donc tricoté une étoffe de 40 x 24 (rangxcolonne) mailles, avec des "petites"
mailles (réglage 1 de la molette) sur les 7 premiers et derniers rangs et des "grandes" (ré-
glage 10 de la molette) pour les 10 rangs du milieu. Les premiéres et derniéres rangées sont
maintenues de sorte a empécher la courbure due a la topologie 7. et le rapport d’aspect
du tricot permet aussi de minimiser la courbure 7, I'effet observé sera par conséquent
imputable au changement de métrique. Le fil utilisé est encore du nitinol (Flexinol®7 tem-
pérature critique 70°C) de 150 pm de diameétre pour donner un effet activable a la forme
émergente. A température ambiante, le tricot est étiré dans le sens des colonnes jusqu’a
ce que la largeur de chaque rang soit identique, les petites mailles restent dés lors dans
une configuration peu déformée alors que les grandes sont tres allongées. Quand le tricot
est chauffé au-dela de sa température critique et que le nitinol retrouve son élasticité,
les petites mailles gardent la méme forme alors que les grandes veulent retrouver leurs
dimensions qui minimisent leurs énergies de flexion en se raccourcissant et élargissant.
Cependant, elles sont entourées par les petites mailles qui gardent une largeur fixe et vont
s’opposer a cet élargissement. La bande centrale de grandes mailles va donc subir une
instabilité de flambement, c¢’est-a-dire qu’elle va sortir du plan en ondulant pour obtenir
sa largeur désirée (fig. IV.4). On remarque en prime que l'ondulation n’est pas symé-
trique par rapport au plan du tricot avec notamment les parties 7. < 0 beaucoup plus
courbées que celles 7. > 0. Le point présenté dans l’exemple étant endroit, la courbure
~e < 0 contribue de surcroit a diminuer ’énergie du fil alors que v, > 0 la fait augmenter,
justifiant de fait cette asymétrie. L’effet de la topologie se retrouve aussi dans la cour-
bure 7, > 0 qui apparait seulement dans les zones ol 7. < 0 mais aussi bien pour les
grandes que les petites mailles. 7, > 0 est favorable pour le point endroit mais a cause
des contraintes géométriques supplémentaires dues a la métrique, cette courbure ne se dé-
veloppe pas partout, engendrant pour les rangs des grandes mailles une alternance entre
courbures de Gauss positive et nulle.

Meéme dans un matériau non continu comme le tricot, il est possible de jouer sur des
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T<70°C T>70°C

FIGURE IV.4 — Tricot de nitinol de 40x 24 (rangx colonne), avec une courte longueur de fil
pour les 7 premiers et derniers rangs, et une plus longue pour 10 rangs centraux. Gauche,
a température ambiante le tricot est déformé plastiquement pour que sa largeur soit
uniforme. Droite, une fois 1’élasticité du nitinol restaurée a haute température, les mailles
centrales veulent se raccourcir et s’élargir pour diminuer leur énergie, alors que celles des
bords gardent les mémes dimensions. Pour tout de méme s’élargir malgré les contraintes
géométriques, les rangs centraux flambent et forment des ondulations en s’échappant du
plan du tricot.
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effets de métrique pour faire émerger des formes. En outre, dans le tricot, la forme finale
résulte de l'effet combiné de la topologie et de la métrique, permettant une surprenante
richesse de formes.

IV.1.3 Vers une approche formelle

Le modele mécanique mis en place dans le second chapitre ne se limitait qu’a une
description 2D. Au vue de la richesse que recelent les formes 3D du tricot, il est tentant
d’essayer de généraliser ce modele en ’étendant la troisieme dimension et en y incorporant
les effets de topologie et de métrique. Cette section vise donc & donner des pistes pour la
généralisation du modele pour la description de formes 3D.

Le tricot restant une surface, il est encore paramétré par ses coordonnées dans son
état de référence 2D (z,y), mais cette fois le champ de position a trois composantes :

x+a(z,y)
i(r,y) =| y+b(z,y) (Iv.1)

((z,y)

Avec a, b et ( les champs de déplacement latéraux, longitudinaux et verticaux. La ciné-

matique du modele est toujours définie par les vecteurs dimensions du réseau de mailles,

¢ et . Cette définition étant basée sur le réseau de référence qui reste 2D, ils gardent

la méme relation vis-a-vis du champ de déplacement et la contrainte topologique est
1 ow 1 0¢

inchangée - 5" — oy = 0, on obtient donc :

1+az(z,y) ay(z,y)
Aay) =2l = | ba(ay) Ba,y) =l — | 14 by(ey)  (IV.2)
CiU,y = C 8$—C T l’,y ’U)I‘,y =w 8y_w Y .fC,y .
C,m (33', y) C,y (CC, y)

Le terme d’énergie dans le plan est inchangé, car la contribution d’un changement de
courbures hors plan du fil est toujours négligeable comparée aux courbures du plan.
Cependant, pour rendre compte de la diminution d’énergie du fil lorsque le tricot suit les
courbures naturelles dictées par la topologie, il convient de rajouter un terme d’énergie qui
fait intervenir la courbure du tricot en tant que surface. Les courbures du tricot s’écrivent
en fonction du déplacement vertical ¢ : v, = % = 8% [g.é’z] et v = giyg = 3% [wﬂ*';]
L’énergie apportée par cette courbure doit étre minimum lorsqu’elle est égale a la courbure
naturelle 7} et 7, prescrite par la topologie de la maille. On écrit alors simplement cette

énergie sous la forme :
&y = Kee (Ye — 7:)2 + Kpw (Y — 7;;)2
= K (e(ve =320 + kyw (w = 0)°) (IV.3)

Les coeflicients K. et K, rendent comptent de la résistance a la flexion du tricot selon
les rangs et les colonnes, le parametre k. quantifie 'asymétrie entre les deux coefficients.
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Les courbures naturelles dépendent directement de la courbure hors plan du fil, propor-
tionnelle a g% le long d’un rang et % pour les colonnes. On peut alors les écrire de la
maniere suivante :

L ) =t (v 4)
—_— x,y) =t(x — .
C<$,y)2 Yw 'Y 'Y ’wa(x7y)2

Ve (@,y) = —t(x, )y,
Les coefficients de proportionnalité sont notés 3, et 3, , et le champ t(z,y), que 'on
peut qualifier de champ topologique, traduit le motif de points du tricot. Il prend la valeur
de +1 si le point est endroit et —1 s’il est envers.

Dans notre modele décrivant la mécanique 2D, la longueur du fil est imposée constante
pour ’ensemble du tricot. Le fil peut donc librement se répartir entre les mailles. Si on veut
maintenant imposer une métrique locale, il faut renforcer cette contrainte en imposant
une longueur de fil constante par maille, le fil ne peut alors se redistribuer qu’entre rang
et colonne au sein d’'une méme maille. La contrainte locale donne donc directement une
relation entre c et w :

Uz, y) = c(z,y) + dw(z,y) (IV.5)

La métrique imposée lors du tricotage est donc traduite par le champ ¢(x,y) et s’exprime
par une forte contrainte locale.

Le Lagrangien du tricot, sans force extérieure additionnelle, a par conséquent ’expres-
sion suivante :

e, @) =7 / / dady C + f}) (IV.6)
x7y
d[¢éE d\? o [ad d\?
+K. //dxdy [C <ax [C*Ez} +t5%02) + kyw ((f)y |:u}*~ez:| — tﬁwwz) ]
z,y

o 10 1 0w
+//da:dya [0 — (c+ ow)] — //dxdyT(w,y). (c*@y - w*f)x)
T,y T,y

Avec t(z,y) et £(x,y) les champs scalaires décrivant respectivement la topologie et la
métrique du réseau de mailles. Le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de
longueur de fil devient alors un champ scalaire local a(z,y). Le probléeme devient donc
significativement plus complexe que I'approche 2D, mais contient peut-étre une base pour
prédire la forme 3D d’un tricot, pour une topologie et une métrique données. Il peut aussi
servir de point de départ pour le probléeme inverse, c’est-a-dire trouver quelle topologie
et/ou métrique sont nécessaires pour obtenir une forme voulue.

IV.2 La métamorphose du Jersey

Au gré du tricotage d’échantillons, on s’est apercu que le tricot pouvait sortir du plan
d’une autre maniére qu’en adoptant une courbure. Au niveau de la maille méme, le fil peut
spontanément changer de géométrie en adoptant une forme tri-dimensionnelle sans sépa-
ration d’échelle entre son épaisseur et ses dimensions dans le plan. Cette "métamorphose"
a notamment été étudiée plus en détail par Léo Régnier lors de son stage au laboratoire
et cette section reprend une partie de ses observations et expériences.
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IV.2.1 Deux configurations : le point Jersey et le point "clos"

En cherchant a concevoir un tricot-modeéle, la taille des mailles a été augmentée le
plus possible pour séparer au mieux les échelles. Toutefois, lorsque la longueur de fil par
maille devient trop grande, ’aspect du Jersey au sortir de la machine ne ressemble plus
au réseau bien défini de boucles comme il est représenté habituellement. La trajectoire du
fil semble échapper & une structure bien définie méme si la topologie reste conservée car
lorsque le tricot est mis sous tension, le motif usuel est restauré. Cette observation a, dans
un premier temps, été simplement vue comme une limite haute a la taille des mailles. Ce
changement de configuration a de nouveau attiré notre intérét lorsque ’on s’est apercu
que des tricots présentant le motif standard apres tricotage et pendant plusieurs semaines
d’expériences, commencaient a manifester spontanément ce changement de configuration
sur certaines zones apres des mois sans y avoir touché. Ce phénomene étant spontané,
il doit procéder d’une minimisation de 1’énergie élastique du fil, mais pouvant mettre un
certain temps a apparaitre, le frottement doit aussi jouer un role.

Pour étudier ce phénoméne un peu plus en détail, j’ai tricoté une série de tricots en
augmentant progressivement la taille des mailles. Pour observer au mieux le changement
de configuration, il faut que le fil porte beaucoup d’énergie élastique et présente peu de
frottement fil-fil. Le fil choisi est en nylon de 190 pm de diameétre et enrobé d’une couche
de téflon qui décroit fortement le frottement (marque Sufix Ultraknot®) et est tricoté
sur 51 x 51 mailles. Pour un réglage de longueur de fil par maille de 3, tout le tricot
reste dans sa configuration standard, pour 4, le changement de configuration apparalt sur
quelques zones du tricot mais pas dans son ensemble. Avec une taille de 5, I’ensemble du
tricot change de configuration. Dans tous les cas lorsque le tricot est mis sous tension, il
reprend progressivement la configuration habituelle (fig. IV.5.a).

Quand on se place a la marge de ce changement d’aspect du fil, on s’apercoit que la
nouvelle configuration possede bien une structure identifiable qui se répéte. Une maille
vient quasiment disparaitre en rapprochant les deux mailles au-dessus et en dessous d’elle,
fournissant un exces de fil qui se redistribue & ses voisines du méme rang (fig. IV.5.b). Ces
voisines sortent alors du plan pour former chacune une grande boucle. Cette structure
subie toutefois de nombreuses variations. D’abord il semble qu’elle évolue continiiment de
la structure habituelle car on peut observer des structures intermédiaires entre les deux.
Ensuite, ce changement de configuration modifie considérablement son voisinage en terme
de longueur de fil et de contraintes imposées par les croisements. Les transformations de
configuration ont donc tendance & se regrouper en zones. A lintérieur de ces zones, cette
structure s’adapte a celle de ses voisines pour donner un ensemble cohérent. Cette configu-
ration particuliere ne semble pas, & ma connaissance, avoir été décrite dans la littérature,
peut étre car les conditions pour I'obtenir sont rarement celles de I'utilisation habituelle
des tricots. Pour donner un nom a cette structure, Frédéric a suggéré de 'appeler le point
"cloux" en référence au nom de 'auteur de cette theése. Je suggére un nom légérement
différent, le point "clos" ("closed stitch" en anglais) qui, dans le méme esprit s’inspire de
Porigine étymologique du nom Poincloux, mais qui rend aussi compte du fait que cette
structure semble se refermer sur elle-méme par rapport au Jersey.

Lorsque tout le tricot est dans la configuration point "clos', la taille apparente du
tricot dans la direction des colonnes est quasiment divisée de moitié, alors que la largeur
apparente reste sensiblement la méme. Tout ’exces de fil passe dans la structure 3D de la
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FIGURE IV.5 — a) Tricot de 51 x 51 mailles, monofilament nylon Sufix Ultraknot® de
diametre 190 um, réglage 5 de la machine a tricoter. Il est 1égérement étiré de sorte a
montrer une mosaique de zones en configuration standard Jersey et en zone de point
"clos". Les trajectoires du fil le long de deux rangs sont accentuées. On remarque alors les
zones ou la trajectoire suit bien la structure du Jersey et les endroits ou elle commence
a s’en éloigner et a prendre une structure 3D. Les zones dont la configuration a été
le plus fortement modifiée se situent entre les deux lignes accentuées, mais il n’est plus
possible d’y suivre la trajectoire sur une simple projection dans le plan (z,y), la trajectoire
du fil sortant considérablement du plan. La barre d’échelle vaut 2cm. b) Elargissement
sur une zone marquant la frontiere entre le point Jersey (bas) et le point "clos" (haut).
La trajectoire du fil dans le point "clos" est mise en évidence et on voit clairement la
disparition quasiment complete d’une maille, ses deux voisines I’entourant forment alors
deux grandes boucles qui sortent du plan. La barre d’échelle fait 5mm de long. Le fil
alterne de couleur, entre jaune et orange, tous les 1 m, d’ou les changements de couleur
que l'on observe. Photographies de Léo Régnier.

trajectoire, ce qui se traduit par une épaisseur apparente beaucoup plus élevée (~ 5mm,
comparé a ~ 0.5mm pour le Jersey) mais homogene, sans effet de flambement de la
surface. Dans un sens, la surface du tricot peut s’emmagasiner dans son épaisseur a la
maniere de certaines étoffes non-tissées [25].

IV.2.2 Mécanismes et quantification

On va maintenant se pencher sur la compréhension des mécanismes a l’ceuvre dans
ce changement de configuration. Les seuls ingrédients apparemment présents sont encore
I’élasticité et le frottement du fil. Le changement de configuration s’effectue spontanément,
il doit donc faire diminuer I’énergie élastique du systeme, cependant il n’apparait pas
partout et pas immédiatement, le frottement joue donc probablement le réle de frein a ce
changement.

Si 'on compare la courbure que prend le fil entre le point Jersey et le point clos
(fig. IV.5.b), il est clair que la courbure du fil est bien plus faible dans ce dernier. En
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disparaissant, la maille perd quasiment toute courbure et en redistribuant le fil, les boucles
voisines peuvent s’affranchir de certains contacts et donc s’élargir en envahissant la 3D,
diminuant aussi I’énergie de flexion. Toutefois, ce changement d’orientation du fil doit
s’accompagner systématiquement d’une légere torsion. Qualitativement, en passant dans
la configuration point clos, le fil semble perdre beaucoup d’énergie de flexion mais acquérir
un peu d’énergie de torsion. Le bilan apparait donc largement favorable pour cette nouvelle
configuration et joue le role de moteur au changement.

En revanche, le passage entre les deux configurations nécessite un transfert tres consé-
quent de fils entre les mailles qui doit vaincre les forces de frottement aux croisements
pour y parvenir. Un des éléments limitants semble donc étre la friction du fil qui empéche
le fil de circuler librement entre les mailles pour permettre le changement de forme. Cette
interprétation permet d’expliquer pourquoi ce phénomene n’est observable qu’avec les
mailles de grandes dimensions, alors que la perte d’énergie associée est effective quelque
soient leurs tailles. Plus une maille est petite, plus I’énergie qu’elle stocke est importante
et plus la valeur des forces entre fils est élevée. Or, le seuil de glissement d’un contact frot-
tant est directement proportionnel a ces forces. Par conséquent, plus la maille est petite,
plus le transfert de fil entre mailles est difficile et rend le changement de configuration plus
ardu. En revanche, le frottement seul ne permet pas d’expliquer pourquoi les points clos
ont tendance a se regrouper entre eux sur des zones plus ou moins étendues, au lieu d’ap-
paraitre de maniere homogene. Une piste de réflexion pour expliquer ces inhomogénéités
consiste a remarquer que le point clos vient briser la symétrie du réseau en sélectionnant
certaines mailles qui disparaissent et d’autres qui forment de larges boucles. On peut
imaginer que cette asymétrie prend racine dans celles déja présentes a cause de petits
défauts du réseau. Une asymétrie peut alors former un point de "nucléation" a partir de
laquelle elle va grossir, portée par le gain en énergie, et venir perturber son voisinage. Le
changement de configuration se propage alors de proche en proche poussé par 1’élasticité
du fil et déclenché par brisure de symétrie. Cette propagation peut étre stoppée par un
point particulierement frottant ou contraint, ou encore en rencontrant une autre zone de
point clos ayant choisi un chemin d’asymétrie différent.

De plus, la configuration peut étre changée de maniere réversible et continue en mo-
difiant 1’élongation globale du tricot. En effet, le point clos se refermant sur lui-méme
en faisant disparaitre des rangs, il diminue fortement la taille du tricot dans la direction
des colonnes. En prenant un tricot entiérement en point clos au repos et en le tirant
dans cette direction, on peut inverser le changement de configuration pour ne retrouver
que du Jersey (fig. IV.6). En diminuant de nouveau 1’élongation, le tricot retourne pro-
gressivement dans le point clos. Un pas pour comprendre un peu mieux ce changement
passe par quantifier la proportion de tricots en point Jersey ou clos au gré de 1’élongation
du tricot. L’aspect des deux phases étant tres différent, I'une trés ordonnée 'autre plus
brouillonne, une piste pour les quantifier peut passer par la transformée Fourier spatiale
de la photographie du tricot, un peu a la maniere des figures de diffraction qui permettent
de détecter des changements de structure dans un réseau cristallin (fig. IV.6, inserts).

Pour finir, l'effet de raccourcissement engendré par le changement de configuration
peut faire échos au phénomeéne bien connu de rétrécissement des habits tricotés apres
passages répétés a la machine a laver [70, 93]. Méme si les parameétres des tricots pour
I'habillement les portent peu au changement de configuration (mailles serrées et fils de
laine ou coton peu élastique et treés frottant), ’action de la machine a laver, avec I’eau qui



144 CHAPITRE IV. AU-DELA DU PLAN

LU AN O IO OSSO I8
S\ \,r\,\f\/\r\/'\/\/\/\/\/\/\,\(\(“/\,Y\A*
'’ { 0\
SANCSOSAN V\/\.V\/\,“,Y\(\NY\ \

O AN AL ‘A/\(V\A/Y\M/Y\/\/ 8/ p

g Te

{RAAARIY A A
OO Y WK
A IYSNN \/\/\/\,\’\/\ \

7

\
YOO AL
OYOMYY
872 7ae a¥aV, \""V\r\/v\ YO
ARSI AR QOO
19870 % 0,:%0:0:050:10s¢ YOOMACOR X

HHAXOIK e

S AN AL Pt

FIGURE IV.6 — Méme tricot que dans la figure précédente (fig. IV.5), au repos dans la
figure a) qui présente en grande partie des points clos, et allongé d’environ 100% dans
la figure b) ou le point Jersey est dominant. Inserts, transformée de Fourier spatiale de
ces images, k, et k; sont les fréquences spatiales dans les directions z et y. Les maxima
traduisant la structure ordonnée sont bien présents pour le point Jersey, mais quasiment
absent pour le point clos. Barre d’échelle de 2 cm pour les deux photos. Photographies et
analyses d’images par Léo Régnier.

permet aux contacts de se décrocher et I'action mécanique qui fait explorer aux mailles
de nombreuses configurations, peut déclencher I’apparition (au moins partielle) du point
clos, participant ainsi au rétrécissement de notre pull préféré.

IV.3 Conclusion

Cette courte partie prend un peu de recul par rapport aux deux précédentes en mettant
en évidence, de maniere qualitative, la relation entre structure et forme tridimensionnelle
d’un tricot. La structure est donnée par la topologie et la géométrie du fil qui viennent en
quelque sorte coder dans le tricot 'information sur la forme qu’il doit adopter. Ce code est
alors interprété par ’élasticité du fil qui permet de le transcrire dans la forme du tricot par
la minimisation de son énergie, comme montré avec le nitinol. Tricoter s’apparente donc
a de la programmation, avec un langage qui s’exprime en points et tailles de mailles et la
minimisation de I’énergie élastique jouant le réle de compilateur, pour au final obtenir la
forme voulue.

En outre, un phénomene qui apparaissait comme une déplaisante limitation a la confec-
tion de mes tricots, s’est révélé étre un sujet d’une grande richesse. Ce changement de
configuration entre point Jersey et point clos fait intervenir I’élasticité 3D du fil, des re-
distributions de longueurs, une brisure de symétrie, un aspect collectif de propagation et
le tout assujetti par le frottement aux contacts. Le travail présenté ne fait qu’effleurer le
probléme. Sa compréhension approfondie et sa relation avec le rétrécissement des tricots,
initiées par Léo Régnier, constituent une perspective prometteuse de cette these.



Chapitre V

Conclusion et perspectives

Ce dernier chapitre a moins vocation a rappeler les principaux résultats qu’a pointer
les compléments et perspectives envisageables a ce travail.

Le premier aboutissement de cette theése consiste en la définition d’un tricot-modele et
la construction d’une théorie minimale permettant d’en expliquer la réponse mécanique
sans parametre ajustable. Toutefois, cette théorie manque d’une comparaison plus appro-
fondie avec la mécanique standard des plaques qui permettrait de pointer en détail les
propriétés véritablement intrinséques au tricot. La construction de cette théorie s’étant
révélée plus fastidieuse qu’escompté, pour ne pas limiter ma these a ce probleme, j’ai
préféré me tourner vers ’aspect statistique. Par conséquent, la priorité n’a pas été mise
sur la consolidation de la théorie en étudiant plus systématiquement le comportement de
chaque parametre avec par exemple, la taille du tricot, le diameétre ou type de fil, ou encore
la vitesse de chargement mais aussi la sensibilité des formes finales a ces différents para-
metres. Pour ce qui est de I'utilisation de cette théorie pour des problématiques en lien
direct avec des applications, elle risque d’étre assez limitée du fait du nombre d’hypotheses
simplificatrices sous-jacentes. En revanche, les parametres introduits et leur signification
physique bénéficient d’une certaine robustesse. Ils peuvent alors servir de guides pour la
conception de tricots techniques en pointant au moins 'influence de tel ou tel parametre
de fabrication sur la mécanique finale. En tout cas, ces travaux auront au moins le mérite,
comme l’attestent les publications dans des revues de physique fondamentale et les nom-
breux retours que j’ai pu avoir au cours de conférences, d’avoir attiré 'attention d’une
certaine partie de la communauté des physiciens sur la richesse souvent insoupgonnée que
recele le tricot en particulier, mais aussi les textiles de maniére générale.

Ensuite, la deuxieéme partie de nos travaux a permise de mettre en évidence que, de
Ieffet combiné de I’élasticité et de la friction, pouvait émerger une phénoménologie d’ava-
lanches dans les fluctuations de la réponse mécanique d’un tricot. De plus, le tricot montre
des propriétés hybrides entre différents systémes avec son réseau ordonné, ses lignes de
glissement et la propagation de proche en proche dans les directions de redistribution de
la déformation. Il peut donc apporter une contribution originale & la compréhension des
mécanismes gouvernant les propriétés des avalanches. Dans nos travaux, la comparaison
s’est limitée aux matériaux amorphes et aux tremblements de terre. Les tremblements
de tricots partagent ’aspect statistique et le mécanisme de propagation avec les milieux
amorphes, mais la morphologie des lignes de glissement se rapproche fortement des failles
sismiques, justifiant, pour moi, la dénomination de tremblements de tricot ou knitquakes
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en anglais. En revanche, méme si le parallele avec les séismes ouvre beaucoup de pistes
d’analyses, la réciproque, c’est-a-dire de savoir si les résultats obtenus sur nos tricots sont
transférables aux failles sismiques est beaucoup moins probable. L’avancée des recherches
sur les séismes est telle que le tricot apparalt comme un systeme trop simplifié pour
modéliser la tectonique des plaques par exemple. Toutefois, il serait tres intéressant de
pousser la comparaison avec d’autres systemes, comme le dépiégeage d’un milieu élas-
tique ou la dynamique des dislocations dans les cristaux. Les perspectives qu’offrent les
tremblements de tricot passent aussi par I’étude de caractéristiques qui leur sont propres.
Le glissement a été seulement observé a 1’échelle de la maille, il serait aussi fondamental
de le regarder a 1’échelle du contact et en passant par exemple par la reconstruction de la
propagation contact apres contact. Cela passe aussi par une analyse beaucoup plus pous-
sée de la dynamique, les résultats présentés ici étant issus d’expériences d’abord concues
pour accumuler des statistiques, donc avec une échelle de temps limitée. Cette dynamique
semble étre aussi riche du point de vue externe avec le signal de force, qu’interne avec
la propagation des lignes de glissement. Une étape supplémentaire envisageable serait
d’obtenir simultanément la dynamique précise de la force et de la déformation. Les résul-
tats présentés se limitent presque exclusivement a des résultats expérimentaux, il reste
donc un large champ d’ouvert pour des analyses théoriques et numériques. Ces approches
peuvent passer par l’écriture et la résolution d’une équation similaire & celles utilisées
pour les milieux amorphes (eq. (I11.26)) mais adaptées a 1’élasticité particuliere du tricot,
ou encore dans sa version numérique sur réseau.

Le tricot est, en outre, trés bien adapté a I’étude de I'impact des défauts dans sa
réponse statistique. Ces défauts peuvent étre d’ordre structurel, en modifiant par exemple
le réseau de mailles avec des diminutions ou augmentations, la topologie des contacts, ou
encore la courbure locale du tricot. Ils peuvent aussi simplement consister & modifier les
propriétés d’'un ou plusieurs contacts en le rendant plus ou moins frottant avec un liquide
plus ou moins mouillant, ou méme carrément en le soudant. Pour finir, un point qui n’a
pas non plus été abordé en détail dans cette these est la transition entre la réponse a
frottement dominant et celle a élasticité dominante, qui nous a permis de définir un état
initial de déformation. Au passage de cette élongation particuliére, les contacts passent
d’un glissement quasiment ininterrompu a un glissement fortement intermittent, alors que
la réponse mécanique globale passe d’une absence d’élasticité (presque "liquide") a une
réponse élastique bien définie. Ce passage peut faire penser a un phénomene de percolation,
ou tous les contacts se mettent a ne plus glisser en un court laps d’élongation.

La partie sur ’envahissement de la troisieme dimension par le tricot est particuliere-
ment succincte car elle relate les résultats obtenus lors de projets a durées limitées dans
le temps. Le développement plus quantitatif de ces résultats présentés constituent néan-
moins des perspectives trés intéressantes. La mise en évidence de 'effet de la topologie
des mailles sur la courbure naturelle n’est pas du tout un résultat nouveau, mais la ver-
sion simplifiée présentée laisse penser qu'une quantification, au moins avec des arguments
d’ordre de grandeur, est envisageable. A ma connaissance, 'interaction entre métrique et
topologie pour faire émerger spontanément des formes complexes reste assez peu considé-
rée. Le véritable défi réside surtout dans la généralisation de la théorie 2D a la forme 3D.
Si les équations qui en résultent ne sont pas trop obscures, et surtout que leurs solutions
se comparent bien avec ’expérience, cet outil pourrait s’avérer tres utile pour la concep-
tion de tricots techniques qui ont besoin de formes précises. En effet, il serait alors aussi
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possible de résoudre le probléeme inverse qui, pour une forme arbitraire voulue, fournit la
topologie et la métrique du tricot qui permet de s’en approcher au mieux. Cependant, le
modele étant continu, il faut que les variations de propriétés se fassent plus lentement que
la taille caractéristique des mailles, il se posera alors des questions de validité pour les
motifs qui varient rapidement comme les cotes. Il serait aussi instructif de comparer les
équations obtenues a celle gouvernant la mécanique standard des plaques. La aussi, poin-
ter les différences fondamentales permettrait de spécifier les caractéristiques intrinseques
au tricot. Concernant le changement de configuration du fil a I’échelle de la maille, passant
du Jersey habituel au point "clos", méme si un important effort de compréhension a été
effectué par Léo Régnier, de trés nombreuses questions restent ouvertes. Une premiere
série de questions concerne le changement d’une maille isolée et la description précise des
deux configurations, les variations d’énergie associées, le chemin emprunté pour passer
de I'une a P’autre ou encore les parametres qui déclenchent ou empéchent le changement.
Une deuxiéme série de questions se rapportent plus a l'aspect collectif de ce phénomeéne
avec 'apparition d’un centre de nucléation d’une phase point clos et sa propagation, la
brisure de symétrie associée ou encore l'interaction entre différentes phases. De maniére
encore plus fondamentale, on peut se poser la question de savoir si ce changement de
configuration peut s’apparenter a une transition de phase, avec ’élongation du tricot
comme parametre controlant la transition. Ce phénomeéne ayant aussi pour conséquence
directe le rétrécissement du tricot, comprendre a quelle hauteur il joue un réle dans le
rétrécissement bien connu des habits tricotés apres plusieurs passages a la machine a laver
est aussi une perspective de recherche avec des applications directes treés intéressantes.
En guise de conclusion, j’espere que cette these, avec les questions qu’elle souléve et les
éléments de réponse qu’elle apporte, saura trouver 'intérét de la communauté de recherche
textile, mais aussi celui des physiciennes et physiciens travaillant sur la mécanique des
métamatériaux, ou encore, celles et ceux étudiant les systemes a avalanches.
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Annexe A

Solution analytique de a;) par décom-
position en série de Fourier

L’équation a résoudre est :
ag gz + VX0 4y =0 (A.1)

avec les conditions aux bords suivante :

L Lo —r*
=42 =< ¢ A2
e (A2)
L
Yy, x ==+ 5 0z =X (A.3)

De plus, la symétrie des conditions de chargement et du tricot impose que ag soit impair
en x, ap(—x,y) = —ap(z,y) et pair en y, ap(x, —y) = ap(z,y). L’équation étant elliptique,
on peut proposer une solution sous la forme d’une série de fonction trigonométrique et
hyperboliques avec les bonnes symétries :

+oo
ao(z,y) = —xx + Z an sin ((2n + 1)7T£i> cosh <(2n + 1)7“/VX]ZJ/>*<> (A.4)
n=0 c c

Cette expression vérifie directement 1'équation différentielle ag ,, + vxag 4, = 0 ainsi que
la condition sur les bords latéraux, ag ,(x = :l:%, y) = —x. Il reste maintenant & trouver
les coefficients a,, qui vont permettre de vérifier la condition sur les bords haut et bas.
Pour cela, il suffit d’exprimer ag sur ces bords la :

L*w) L0— L}
9 = ——I <

ag (x7y::l: L*
c

> sin ((2n + 1)775*>

C

= an Ly
xr = Z W COSh (2n + 1)7T\/VX2L*
n=0 Lx X c

An
(A.5)
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Cette équation prend donc la forme d’un développement en série de Fourier de la fonction
x sur la base de sin ((Qn + 1)77%). Les coefficients \,, de cette base sont alors facilement

calculables :
Le
2 z
An :L—Z / x sin ((Zn + 1)7TLZ) dx
_Le
2
. Le
c 2
2 L z\17F L: z
7 { @nt cos (( n+ )WL;*)}LQZ +(2n+ n cos (( n + )WLZ) x
L*
=0 _Tc
2L T
= 9xi 2 1)—
w22+ 120" <( nt )2>
AL
- e (1) A6
w2 (2n + 1)2( ) (4.6)

Or )\, peut aussi étre exprimé en fonction de a,, : A, = 52— cosh ((Qn + ) yx%),
c_—c —x c

(&

d’ou ’expression de a,, :

AL (1) (5 )

7m2(2n + 1)2 cosh ((Qn + )7, /VX%)

ap =

Pour finalement obtenir la solution analytique pour ag.

= —1)" x
aop(z,y) = 4L} ,;%((272‘")1)@2 sin <(2n + 1)7TLZ>

LO—Lx cosh ((2n + )m VX%)
c cosh ((Qn + )7, /I/XW>



Annexe B

Solution analytique de gy par trans-
formée de Schwartz-Christofel

L’équation a résoudre est :

ag gz + VX0 4y = 0 (B.1)
Avec les conditions aux bords :
L* LO — L*
ap(z,y =+ 2“’) = CL’; Cx (B.2)
Lg
a(),x(x = i?vy) ==X (B3)

Pour alléger les expression dans la suite et adimensionner le probléme, on opére au
changement de variables suivant :

L*

xr = 76 (B.4)

L*

y = YL;‘C (B.5)

W= X L: L: '
L*

[ =_—v B.7
e (B.7)

L’équation devient donc :
Axx +Ayy =0 AA=0 (B.S)

Avec A le Laplacien 2D. Les conditions aux bords :
AX,) Y =4L)=0 et Ax(X =41,Y)=-1 (B.9)
La solution générale d’un Laplacien s’écrit :
AX,)Y)=ImF(Z) (B.10)
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ou Z = X + 1Y et F(Z) est une fonction analytique du domaine [—1,1] x [-L, L] et qui
satisfait les les bords :
0
ImF(Z) =0pour Z = X +iL et 8—ReF(Z) =1lpour Z =1 +1y (B.11)
Y
On procede maintenant a la transformation conforme des coordonnées Z = X + 1Y
associé au domaine [—1,1] x [—L, L], dans la moitié supérieure du plan complexe décrit
par ¢ = £ + in. En utilisant la transformée de Schwarz-Chritoffel :

ey~ 2 _ 0
ke e

: ¢ dt
2(¢) = —iL - ¢>/0 TE D E— (B.13)

ou w > 1 et ¢ sont des nombres réels. Les points ( = £ = +1 correspondent aux points
Z = +1 —iL et les points ( = £ = H+w correspondent aux points Z = +1 4 iL. Dans le
but de déterminer w et ¢, les équations suivante doivent étre satisfaites :

| ! de L
—ZL+¢/0 N e L (B.14)

| ! de o de o
~iL+o [ e 10 | o It B9

que 'on peut réécrire :

(B.12)

1 d£ B
¢/ T = (B.16)
d§
=2L B.17
o) TET—e (247
Par conséquent, les solutions pour w et ¢ sont données par

¢! = / 1 de (B.18)

o V=€) w? &) '

3

VE-DW-8) / V- 52 w? €%) (549

Les conditions aux bords sur F'(Z) deviennent des conditions aux bords sur F({) sur
I’axe des réels de (. Elles sont données par :

ImF(f)zO for [{] >w or [£] <1 (B.20)
Re F'(§) = 85 for 1 <|{| <w (B.21)
Qui peuvent étre reformulées sous la forme :
F'(¢+ie)—F (¢ —ie)=0 for ¢]>w or [¢| <1 (B.22)
F'(§+ie) F(§—ie) .
Z(E+ie) Z’(f i) =2 forl<é<w (B.23)
F'(§+ie) F(E—ie) .
Z(E+ie) 7o) =-2i for —w< &< -1 (B.24)



La solution générale est donc donnée par :

7o s e L

ou les k, sont des constantes réelles. En conséquence de quoi,

po dF1dZ | & " 2 —w?
F(C)—CTC—;CTC LEZ:OI%C + log C2—11

ou encore,

dFF 1 | & ¢? —w?
/ o _ - n
F'(Z)= 7= LE_OknC + log 21 ]
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(B.25)

(B.26)

(B.27)

Sachant que Z ~ 1/¢ pour { — oo, on doit obtenir k, = 0 pour n # 0 pour éviter mes
poles de F'(Z) a Z = iL. Grace aux symétries, la constante kg peut étre fixée en imposant

F’(0) = 0. On obtient donc finalement :

_dF 1 (% —w?)

A

D’ou la solution a notre équation adimensionnée :

| . ¢ dt
X+iY =2Z(¢) = —ZL_¢/0 V(=D —w?)

Clog [((t/w)? —1)/(t* —1)] dt

AX,Y) =ImF(Z) = —$Tm V
0

NGEFIGER

(B.28)

(B.29)

(B.30)

Cette solution est implicite mais peut étre estimée numériquement grace a la Toolbox

Matlab pour les transformation de Schwarz-Christoffel [255].
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Annexe C

Résolution numérique des équations
de a; et by

Les équations de a; et by peuvent s’exprimer de la maniére suivante :

1
(1 = 3apy)a1.0 + VX (1 + (X — 1) b0y> atyy + (1 = x)aoy b1y,

a

= —VaQyy (3xalz + (1 — X)bly + 21> (Cl)
1 v v
1+(—1>bo>b1$x+ 1 —3bg,) b1yy + —(1 — x)ag,01
(1 (5 = 1) toy ) bae + 2 (1= 30 by, + 200 = gy
v
= ;(1 — X)aoyy (Xb1z — aiy) (C.2)
avec les conditions aux bords :
Va a1 =0 Vy Uw = 9@y o
2 b = :ET“) 2 bl,fE =0

Pour résoudre numériquement ce systeme d’équations, il faut commencer par discré-
tiser ces l'espace dans lequel il doit étre résolu. Le maillage choisit est simplement carré
avec un nombre de cases qui peut étre choisi arbitrairement sans lien avec le nombre de
mailles du tricot. L’indice n, € [1, N,] va s’étendre dans la direction des x et n, € [1, N,]

dans la direction y. Les dérivées spatiales sont discrétisées en fonction de ces indices tel
. af(nmvny) — f(nac+17ny)_f(”x—1vny) et 82f(”w,”y) — f(na:+17ny)+f(nx_217ny)_2f(noc7ny)

que : ox 2dx Ox? dx , avec
dz = % et on obtient des formules équivalentes pour les dérivation suivant y, dy = f\,—w
7 ki . ’ 7’ . YU 7’ . Y
Les équations précédentes discrétisées peuvent alors prendre la forme suivante :
ai(ng, ny)A +bi(ng,ny)B =C (C4)

a'l(ném ny);l =+ bl(nm ny)B = é

Avec les coefficients A, B, C, A, BC' qui ne dépendent plus des valeurs de a; ni de b; &
la position (ns,n,), mais dans leur voisinage. Par contre, ces coefficients dépendent des
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valeurs de ag et by et de leur dérivées a la position (n,,n,) qui sont supposées étre des
fonctions connues de ce probléme. Les coefficients ont les expressions suivantes :

Ay 1— 3a0,x(nx,ny) N vy (1 + (i - 1) b(],y(n.’z;ny)) (C 6)
= dz? dy2 ’
v(1 —x)ag y(nz,ny)
B—_ o v C.7
o (C.7)
- I/(l—X)GO (n:mn )
A _ 27 Y Yy C8
. 2 (C.8)
P 1+ (i - 1) ag 2 (N, ny) LY 1 — 3bo (12, ny) (C.9)
- dx? X dy? .
a nx—l—l,n —a nx_]-an
C = —vag yy(ne, ny) (3X 1( y)de 1( y)
b1(nz,ny +1) = b1(ng,ny — 1 a
1 —3ag z(ng,n .
_ ((’ix(Q ) (a1(ng 4+ 1,4) + a1 (ngy — 1,ny))
vx (14 (£ = 1) boy(ng,mny)
. ( (X dy)Q i >(a1(nx,ny+1)+al(n:cany_1))
v(l— a Mg, N
_u X>d§’5’( ) (by (g, 1y + 1) + br (20, 7y — 1)) (C.10)
- bi(ng +1,ny) —ai(ng — 1,ny)
= (1— B
C X( X)@0 gy (Ns T1y) (X oda (N2, ny)
ai(ng,ny + 1) — ay(ng,ny — 1)
T : (nx,ny)>
1+ (L-1 aO,x(nﬂmny)
_ <X d>$2 (bl(nx—i—l,ny)—l-bl(nx—1a”y))
vl-— :.))b()7 (nl‘)n )
- LIS 1,y 1)+ By — 1)
14 (]. — X)Clo, (nwan ) .
-2 T @i+ 1) o gy — 1)) (C.11)

Le systeme d’équations précédent n’est qu'un systeme classique a deux équation et deux
inconnues dont les solutions sont Vng x n, € [2, Ny — 1] x [2, N, — 1] :

CB-CB
a1 (ng, ny) =25 _i5 (C.12)
CA-CA
bl(nx,ny) == — m (013)

Toutefois, notre modele étant a la base linéarisé en ao,, bo,, ao,, bo,, il faut prendre des
précautions avec les dénominateurs des expressions de a1 (ng, ny) et bi(ng, ny) qui peuvent
s’annuler car elles sont intervenir ces dérivées. Pour éviter ce probléme et rester cohérent
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avec les développements précédents les expressions de aq(ng,ny) et ai(ng,n,) sont aussi
linéarisé au premier ordre. Les conditions aux bords associés sont les suivantes :

ai(ng, 1) = ai(ng, Ny) =0 (C.14)
aq
al(l,ny) = 0,1(2,77@) + md% (015)
a
Ny,ny) = ay(Ny — 1,n,) — ——1 1
a1(Ne, ny) = ax( ny) 3a0—1d$ (C.16)
LO
bi(ng, 1)) = == (C.17)
LO
bi(nz, Ny)) = 2 (C.18)
bl(l,ny) = b1(2,ny) (0.19)
bl(Nx,ny) = bl(Nx — 1,1’Ly) (0.20)

La solution finale est obtenue par itération, le nombre d’itération est nommée ¢. En

commengant par ai(z,y) = 0 et by(z,y) = yég’ comme état initial pour 'itération ¢ =
0, les conditions aux bords sont dans un prefijlier temps imposées, puis les valeurs de
ai(ng,ny) et bl(nx,ny) sont actualisée pour tous les points en prenant la valeur des
coefficients A, B,C, A, BC' de Ditération ¢ — 1. L’itération est répétée jusqu’a ce que la
solution pour a; et by convergent, ce qui en pratique on considere atteint lorsque ’erreur
relative maximale entre deux itération pour a; et b; devient inférieure & 1076.
Cependant, cette méthode numérique est sensible aux oscillations qui seront amplifiées
si elles commencent a apparaitre. Ce genre de probleme arrive notamment dans les coins
du tricot ou par exemple les conditions aux bords pour a; sont incompatibles pour la case
en position (n, = 1,ny = 1) par exemple. Cela ne pose pas de probleme analytiquement
car les solutions sont exprimées sous forme de limites, mais numériquement cela a tendance
a faire diverger les solutions. Pour remédier & ce probleme, la solution retenue consiste a
"adoucir" les conditions aux bords de a; pour éviter les changements abruptes. Ainsi la

L o Liyy & ; _ o Liyy _ _ aiSW)
conditions a; , (v = £-5%) ey est transformée en ay ,(v = £75%) = 3Gx+1)

avec S(y) une fonction telle que S (:I:%) ~ 0 pour étre compatible avec les conditions en

L . ~ . . —
+¢, et ailleurs S(y) ~ &1 avec une variations pas trop rapide vers les extrémités. On a
choisi une fonction du type sigmoide qui permet de bien respecter ces conditions :

1

(1 N e<y+L:§/2+5y)a> (1 N e(yf L%/QzSy)o)

Avec dy qui contrdle la position de S(y) = 0.5 et o qui gere la pente maximale de la
courbe. Ces parametre ont des valeurs typiques de dy = 7Tmm et ¢ = 0.3, ce qui place la
transition entre 0 et &; a environ 3 mailles du bords et une transition qui prend quelques
mailles a se faire. Faire varier ces parametres autour de ces valeurs a un impact négligeable
sur le résultat final.

S(y) =

(C.21)
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Annexe D

Champ de déplacement autour d’un

centre de nucléation d’avalanche

Les équations a résoudre sont :

82,090 82 x
O J—
0z2 X Oy?
0 _82vy n 3821}?/
Coyr x Oy

Avec les conditions aux bords suivantes :

vi(x = tr,,y =0) = £eqorn

vi(x =0,y = £r,) = Fworn

v(x =+try,y =0) = wor,

v(x =0,y ==+r,) = Feqorn
)

(D.1)

(D.2)

CICECICES
Jeo o s

Les équations pour v* et v¥ sont indépendantes I'une de I’autre. Pour résoudre ces équa-
tions on va se placer dans un systéme de coordonnées polaires qui est toutefois différent
légerement différent pour les deux équations a cause de 'asymétrie entre les équations.

Pour v*, on introduit le changement de variables suivant :

Y,
r=v/X,2+Y,? 9:arctan<X
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(D.9)
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L’équation et ses conditions aux bords s’écrivent alors de la forme suivante :

10 [ ow” 1 0%v®

For (15 )+ G = (B-10)

v (r =1rp, 0 =0) =¢eqomp (D.11)

vi(r =rp,0 =m) = —e4omn (D.12)
x _ T'n _ I —

v¥(r = VX,G = :t2) Fworn (D.13)

v (r = 00,0) =0 (D.14)

On cherche alors une solution de la forme v*(r,0) = 7‘,/—,1 cos(k0) + 7‘,/—,% sin(k6@) qui est vérifie
directement 1’équation différentielle, il reste alors trois parametres a ajuster, Vi, Vs et
k, pour satisfaire les conditions aux bords. Les conditions v*(r = r,,0 = 0) = g4ory, €t
v (r =ry, 0 =) = —g4or, ameénent a 'équation cos(km) = —1. Le déplacement s’annule
a l'infini, ce qui impose a > 0 et on choisit la solution dominante qui soit a plus longue
portée possible, c’est a dire k = 1. On peut alors en déduire Vi = 7,%c40. Les conditions

vW(x = 0,y = +r,) = Feqorn implique directement Vo = —%. L’expression finale
s’écrit alors :
(r,0) = " (ca cos(0) — 2 sing (.15
v (r,0) = —— | 49 cos(0) — sin .
r 7% VX
_,, 28E00VX ~ Y (D.16)

z?vx + y?

Pour v¥, on proceéde au changement de variables suivant :
_ _ X
X, == Y, =y /= (D.17)
v

Y,
r=1X2+Y,? f = arctan <Xr) (D.18)

r

Ce qui donne I'équation différentielle et conditions aux bords suivante :

10 [ o 1 0%vY

v (7o) e = (D49
v (r=rn,0=0)=wry, (D.20)
v(r=rn,0=m)=—wry (D.21)
v (r = rn\/f, = :I:g) = Feq0Tn (D.22)
v (r = 00,0) = (D.23)

En utilisant la méme procédure que pour v”*, on trouve la solution analytique suivante :

v/ (r,0) = E <w0 cos(#) — Edo\/fsin 9) (D.24)

T
21/7

(D.25)
2% 4 g2

- ''n
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Geometry and Elasticity of a Knitted Fabric
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Knitting is not only a mere art and craft hobby but also a thousand-year-old technology. Unlike weaving,
it can produce loose yet extremely stretchable fabrics with almost vanishing rigidity, a desirable property
exhibited by hardly any bulk material. It also enables the engineering of arbitrarily shaped two- and three-
dimensional objects with tunable mechanical response. In contrast with the extensive body of related
empirical knowledge and despite a growing industrial interest, the physical ingredients underlying these
intriguing mechanical properties remain poorly understood. To make some progress in this direction, we
study a model tricot made of a single elastic thread knitted into a common pattern called stockinette. On the
one hand, we experimentally investigate its tensile response and measure local displacements of the stitches
during deformation. On the other hand, we derive a first-principle mechanical model for the displacement
field based on the yarn-bending energy, the conservation of its total length, and the topological constraints
on the constitutive stitches. Our model solves both the shape and mechanical response of the knit and
agrees quantitatively with our measurements. This study thus provides a fundamental framework for the

understanding of knitted fabrics, paving the way to thread-based smart materials.

DOI: 10.1103/PhysRevX.8.021075

I. INTRODUCTION

Because of the wide range of applications, the advance-
ment in knitting technology, and the availability of high-
performance fibers, knitted materials are commonly
employed in various innovative areas. For instance, they
are intensively utilized in the textile industry [1], advanced
engineering [2], and biomedical and biomimetic applications
[3,4]. A basic knit consists in a single yarn that is
topologically constrained to form intertwined loops, or
stitches, from which its effective dimensionality originates.
While the topological properties of a knitted fabric are
usually unaltered, the stitches can undergo large deforma-
tions due to their curved nature and the fact that the yarn
can slide from one stitch into the neighboring ones. Those
properties also manifest in the outstanding drapability of the
resultant knitted fabrics, allowing for the shaping of complex
curved composite components. Moreover, while the con-
stituent yarn shows significant resistance to elongation, a
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knitted fabric can endure large strains in response to small
applied tractions. Pulling on a typical scarf can easily
produce deformations of the order of 100%, while the same
force applied on the yarn itself would only deform it by a few
percent. A stretched knit also exhibits a characteristic
catenary shape, similarly to incompressible bulk materials.

Although most of the efforts have focused on woven
fabrics, the peculiar properties of knitted materials have
induced increasing interest in modeling their mechanical
behavior. Several early studies have addressed the fact that
a knit is comprised of a discrete network of repetitive
stitches characterized by a given topology. On the one
hand, geometrical models have focused on the geometry of
the loops formed by a stitch and the resulting dimensional
properties of the fabric [5-9]. They consist in deriving a set
of parameters and equations for modeling the crossing of
yarns in a stitch as a set of inextensible curves. On the
other hand, mechanical models that take into account both
the elasticity of the yarn and the topology of the stitch
have been proposed. To assess the equilibrium shape of a
stitch and its mechanical properties, many variations of
Euler-Bernoulli beam theory or beam and truss models
have been proposed over the past years [10-17]. Although
those studies allow for modeling local equilibrium con-
figurations and mechanical properties of a single stitch,
they do not describe the mechanics of a whole fabric unless
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homogeneous deformations are assumed. Recently, new
approaches emerged that describe the fabric as a grid where
stitches are base units [18-20]. Each stitch is subdivided
into constituent elements; each element represents a
mechanical equivalent of yarn when it undergoes deforma-
tions and length redistribution during the fabric extension.
The deformation of the whole fabric is determined by
imposing boundary conditions and kinematic relationships
between adjacent cells. Finally, robust and efficient cloth
simulation has long been a research focus in the computer
graphics community. Progress in numerical modeling
allowed for the development of yarn-based simulation
techniques for realistic and efficient dynamic simulation
of knitted clothing and their mechanical modeling [21,22].
However, producing the required yarn-level models
remains a challenge for this type of approach.

Despite a long history of domestic use and intensive
industrial applications, few approaches have focused on
deriving the mechanical properties of knits and their
morphology from fundamental principles. To this purpose,
we crafted a fabric using a model elastic yarn knitted into
a stockinette stitch pattern [23]. Then, we implemented
tensile test experiments under different loading configura-
tions to measure the mechanical response of the fabric,
while monitoring its shape using high-precision imaging.
Furthermore, we developed a two-dimensional model
relying on a description of the stitch field from which
we derived the mechanical properties of the whole fabric.
Our approach is based on the regular structure of the
stitches that imposes topological constraints during the
deformation of the fabric. The model invokes scale sepa-
ration between the yarn diameter and the stitch extension
and neglects the stretching and twisting of the yarn. These
assumptions allow us to focus on the bending energy of the
yarn, which, combined with conservation of its total length
and kinematic conditions on neighboring stitches, yields
general equations for the mechanics of the fabric. The
equations of the model are solved for the corresponding
experimental situations, and the predicted deformation
field is found to be in agreement with experimental data.
Although our model is specifically applied to the stocki-
nette stitch pattern, it provides a general framework for the
study of a large class of knits.

II. EXPERIMENTAL STUDY

As a model experiment, we use a thin nylon thread and a
mechanical knitting machine to manufacture a 51 x 51
stitch fabric in the topologically simplest knit pattern
known as stockinette, or “point Jersey” [see Fig. 1(a)].
In the plane of the fabric, stitches are organized along rows
and columns, and the corresponding directions are usually
called “course” and “wale,” respectively. During mechani-
cal tests, the fabric is stretched along the wale direction
while clamped along the course direction using two parallel
rows of 51 equidistant nails with the same spacing as the

one between the needles of the knitting machine. In this
configuration, the upper and lower rows have a fixed length
LY =227 mm, and the size L,, in the wale direction is
varied during the experiment (see Sec. VI). A sample is
cyclically stretched uniaxially up to a maximum extension
and then released back to its initial state. As shown in
Fig. 1(b), the mechanical response of the fabric can be
separated into two regions: the first with large variability
over the cycles and almost vanishing stiffness, and a second
one, starting at L,, = L% = 125 mm, showing a stiffening
behavior, together with a large hysteresis between loading
and unloading phases.

T,
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FIG. 1. A knitted fabric is stretched along the wale direction.
Clamps hold the upper and lower rows, preventing any displace-
ment of the corresponding stitches. The mechanical response is
probed using a traction bench equipped with a dynamometer, and
the stitch pattern is imaged through a digital camera (see Sec. VI
and Movie S1 in Supplemental Material Ref. [24]). (a) Picture of
the deformed stockinette-knit fabric showing the topology of the
stitches and their layout in the typical catenary shape. The global
dimensions of the fabric L. and L,, as well as the direction of the
pulling force are shown. (b) Mechanical response of the fabric
over 5 loading-unloading cycles, each cycle labeled by a different
color. The strain is defined by & = (L,, — LY)/LY such that the
origin ¢ = 0 corresponds to the extension above which the force
signal is reproducible over the cycles. The inset zooms in on the
force curves close to € = 0 and for different cycles during the
loading phase.
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Figure 1(b) also shows that the work performed to return
to the initial state is nearly half that needed to stretch the
fabric, yet the response is consistently elastic and repeat-
able over the cycles, as the fabric always retrieves its initial
shape. This dissipative behavior results from self-friction of
the yarn, which contributes oppositely in the loading and
unloading phases [25]: When one stretches the fabric, the
frictional part of the force points down, thus adding to the
elastic load, but when one unloads the sample, this force
points upwards, thus subtracting from the elastic part of the
load. This effect yields different stiffening behavior upon
loading and unloading of the fabric. Finally, as far as plastic
deformation goes, we have checked that during deforma-
tion of the knit, the thread does not undergo irreversible
deformation; it remains straight upon unknitting the fabric
after the deformation cycles.

Together with force measurements, the morphology of
the fabric is recorded with a high-resolution camera. After
image segmentation, the geometric center of each stitch is
tracked individually during the stretching and unloading
phases of the cycles. As shown in Fig. 2(a), a striking
feature during the deformation of the fabric is that all the
stitch centroids follow quite straight trajectories as long as
€ >0, where e = (L,, — L%)/LY is the global stretching of
the fabric. This allows us to write the individual positions of
the stitches as u(j, i) = uig(j, i) + €ii;(j, i), where the
indices (j, i) designate the stitch position along the course
and wale directions, respectively, and the vector field # is
defined with respect to a common reference point in the
(x,y) plane of the fabric. For & > 0 and within the whole
range of applied stretching, the displacement field of the
stitches is described by a strain-independent vector field i,
whose components (a;, b;) can be retrieved experimentally
[see Fig. 2(b)]. The same affine behavior of the displace-
ment field is observed during the unloading phase (see
Movie S2 in Supplemental Material Ref. [24]). This
confirms that the hysteretic behavior in the elastic response
of the fabric originates from interyarn friction and could
therefore be included in a global stiffness constant while
maintaining the same local displacement field of the
stitches in loading and unloading phases.

The vector field i, describes a reference state of the
system for which L,, = LY. In this configuration, the fabric
is already deformed, deviating from a homogeneous state,
thus indicating the presence of nonuniform internal
stresses. In fact, the observation that the free edges of
the fabric spontaneously depart out of the (x,y) plane by
winding is a signature of an in-built prestress. Moreover,
for L,, < LY the interyarn contacts are not established
everywhere; thus, stitches can slide without further defor-
mation, providing the fabric with very low stiffness. Thanks
to the affine behavior, the prestressed state associated with
the vector field #, can be interpreted as the result of an
elongation of the fabric from an absolute, homogeneous,
reference configuration for which L, =L} < L% and
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FIG. 2. The trajectories of the stitches are tracked while the
fabric is stretched. (a) Picture of the upper-right part of the fabric
for e = 18%, referred to as the actual configuration. Red dots
represent the paths of a selection of stitch centroids when the
strain ¢ is varied from O to 18% during the stretching phase of
the 5 cycles (Movie S2 in Supplemental Material Ref. [24]
shows the corresponding trajectories). Black circles show the
corresponding positions in the actual configuration. (b) Plot of
the projections of the change in position of the stitch’s centroid
next to the black arrow along the x (wale) and y (course)
directions as a function of the applied strain during the
stretching phases. Black solid lines represent the best linear
fit, whose slopes are measures of a; and b;.

L,= L} < LY, where all the stitches have the same size.
This allows us to describe the position field of the stitches
as lateral and longitudinal displacements from this homo-
geneous state. Assuming that the size of a stitch is very
small compared to the size of the fabric, the displacement
field can be written as a function of continuous space
variables (x,y):

o xtag(ny) +ea(x.y)
U(x,y) = V4 bo(x, y) + &by (x, ), (1)

where (ag,by) is an inhomogeneous displacement field
that quantifies the deviation from the absolute reference
configuration |x| < (L:/2) and |y| < (L},/2). The affine
trajectories of the stitches for £ > 0 motivate the decom-
position of the displacement field as an embedded
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deformation induced by the knitting process on top of a
linear response to the applied strain. Moreover, the exper-
imental results show that all the fields involved in Eq. (1)
are slowly varying functions in space, so the components of
their spatial gradients are small compared to 1.

III. STITCH-BASED MODEL

A. Kinematics

A knit is made of a single yarn that follows a complex
constrained path. As the yarn runs along a given row, it
alternatively intertwines with the top and bottom adjacent
rows. To derive the morphological and mechanical proper-
ties of the whole fabric, we do not base our model on the
yarn itself but rather on the periodic geometry of the knit.
The fabric can be seen as a network of repetitive unit cells
characterized by the yarn self-crossing topology. The
stockinette pattern shows the advantage of having a single
topology such that each stitch can be associated to a unit
cell (see Fig. 3). We describe each cell by two vectors, ¢
and w, whose orientations prescribe the course and wale
directions, while their norms ¢ = ||c|| and w = ||w|| impose
the local dimensions of the cell. Notice that the yarn is not
attached to these topological units and is allowed to slide
from one stitch to another.

We can now write the constraints on the fabric that
account for the permanence of the stitch topology.
Indeed, whatever deformation we impose on the fabric,
the crossing points cannot interchange. Therefore, the
stitch grid cannot lose or exchange cells, and every stitch
always keeps the same neighbors. This property imposes
the following kinematic condition: w(j, i) + ¢(j,i + 1) =
w(j+ 1,i) + ¢(j,i). It simply states that, to go from one
stitch to another, traveling along the rows and then the
columns is equivalent to traveling along the columns and
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FIG. 3. Schematic representation of the absolute reference
configuration and a deformed state of the fabric. A geometrical
representation of the stockinette stitch network consists in joining
the geometric centers of neighboring stitches along the wale and
course directions. This defines a four-degree planar graph (light
gray lines) that is uniquely determined by the edge vectors along
the course and wale directions. (a) Absolute reference state of the
fabric: The vectors ¢* and w* are orthogonal and identical for all
cells. (b) Deformed state of the fabric: Directions and norms of
the vector fields ¢ and w vary across the fabric.

then the rows. Within a continuous representation, this
constraint can be stated as

1 o¢
c* Oy

1 ow
w* Ox

(x,y) = (x, ), (2)

where c* and w* are the norms of the corresponding vectors
in the absolute reference state of the fabric in which all the
stitches have the same size [see Fig. 3(a)]. Interestingly,
Eq. (2) can be seen as a component-wise vanishing diver-
gence, which ensures the existence of a vector potential
defined by

L ou ., 0u
=5 and w=w 3 (3)

¢
For a given x (column) and y (row), ii(x, y) simply gives the
position of the corresponding stitch, so this potential is
identical to the position field introduced experimentally in
Eq. (1). We can thus directly relate the vector fields ¢ and w
to the displacement fields (ag, by) and (ay, by).

B. Energy

Our mechanical model proceeds from first-principle
energy minimization under the constraint of fixed yarn
length and a steady topology. Within the framework of our
grid-based model, we should express both elastic energy
and the constraints as functions of ¢ and w. In the general
case, the yarn would undergo stretching, bending and
twisting. However, these deformation modes do not con-
tribute equally to the energy of the fabric. First, the
assumption of a scale separation between the size of a
stitch and the diameter of the yarn, which corresponds to a
rather loose knit, allows us to invoke a slender-body
approximation in which the energy cost of stretching is
very large compared to that of bending. Moreover, the twist
in the yarn does not change upon deformation of the stitch
in the (x,y) plane and thus will not produce any work.
Therefore, the main contribution to elastic energy is
provided by bending of the yarn and can be estimated
using simple geometric arguments.

In the (x,y) plane of a given stitch, we can distinguish
two characteristic radii of curvature R. and R,, along the
wale and course directions [see Fig. 4(a)]. Those curvatures
are geometrically correlated to the dimensions ¢ and w of
the stitch. If we assume simple proportionality relations
R.~c and R, ~ w, the bending energies associated with
deformations along the course (resp. wale) direction scale
as &, ~B/c (resp. £, ~ B/w), where B is the bending
modulus of the yarn. Orthogonally to the (x,y) plane, the
yarn is also bent with two characteristic radii of curvature
R!. and R), (see Fig. 4). The thickness of the fabric scales
with the diameter of the yarn d; thus, one has R, ~ R%/d
and R}, ~ R2,/d. We consider here a slender yarn in a loose
fabric, so R, < R. and R,, < R),, with the result that
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FIG. 4. The main characteristic curvatures of the yarn that can
be extracted from the geometry of a stockinette stitch. Panels
(a) to (c) show the three different orthogonal planes.

bending energy carried in the orthogonal planes is negli-
gible compared to that within the fabric plane.
Nevertheless, R. and R, are responsible for the three-
dimensional shape that naturally occurs in an unloaded
knitted fabric, in particular, for the curling of the free
edges of a stockinette sample. These out-of-plane effects do
not directly impact the mechanical response of a clamped
fabric but play a significant role in building up internal
stresses. In our two-dimensional setting, the elastic energy
of the stitch can thus be approximated by

E‘gzé'c—f—é'»v:B(%—i-é), (4)

w

where B is an effective bending modulus and $ is a
dimensionless factor that quantifies the asymmetry between
bending energies carried along the course and wale
directions.

C. Conservation of yarn length

Unlike a weaved fabric which can modeled by a
Chebyshev net for which all the edges retain fixed lengths
[26], the deformation of a knitted fabric allows for sliding of
the yarn from one stitch into the adjacent ones. Nevertheless,
the assumption that the yarn experiences only bending
deformations imposes that its total length in the fabric is
conserved. The length of the yarn is correlated with the
cumulated lengths of the edges of the associated network
defined by the vectors (¢, w). In each cell, the yarn length
should be proportional to £ = ¢ + ow, with § a constant that
embodies the complex geometry of the yarn in the stitch.

We assume beforehand that ¢ is a spatially uniform
material parameter that is solely imposed by the machining
process of the fabric. Therefore, the constraint on yarn
length amounts to requiring that the average effective
length over all stitches (¢) = (c¢) + §(w) remains constant
upon deformation. Using Eq. (3), the average sizes (c) and
(w) can be determined from the experimentally measured
deformation fields i(i, j). Figure 5 shows that both (c¢) and
(w) are affine functions of & for all € > 0. Therefore, one
can tune the parameter § to prescribe a constant effective
length (£) = ¢*. For our fabric, one finds 5§ = 0.86, which
yields 7* = 5.86 mm. This result justifies a posteriori our
assumption that 6 is a material parameter that characterizes
the fabric geometry independently of the applied strain.

In the absolute reference state, the homogeneous rec-
tangular configuration as defined by ¢* and w* should also
satisfy the yarn-length constraint, that is, ¢* + dw* = £*. A
second equation relating ¢* to w* can be deduced by using
the affine behavior of the vector field i as a function of &
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FIG.5. The average stitch size as a function of the applied strain
& > 0 of the fabric used in Fig. 1. It is shown that (c) (resp. (w))
follows a negative (resp. positive) linear trend; thus, we can
define a parameter § = 0.86 such that (c¢) + 5(w) is constant for
all £ > 0. Each data point is the average over 5 images at a given
strain, and the error bars are twice their standard deviation.
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(see Fig. 2) and by assuming slowly varying deformation
fields (see Appendix A). We find that the absolute reference
state of the fabric used in Fig. 1 is given by ¢* = 3.93 mm
and w* = 2.08 mm. It is noteworthy that the conservation
of yarn length, combined with the experimental charac-
terization of the local deformation field of the stitches,
allows us to determine both the geometric parameter &
and the absolute reference state. Moreover, using these
quantities, we can estimate the coupling of deformations
in orthogonal directions by defining a geometric Poisson
ratio v=[(c* —{(c))/c*][w*/ ((w) —w*)| =8(w*/c*) = 0.46.
Quite unexpectedly, even though the knitted fabric is very
hollow, it behaves like an incompressible elastic bulk
material with a conserved effective area.

IV. ELASTIC RESPONSE OF THE FABRIC

A. Homogeneous deformations

Let us first investigate the case of a knit that is uniformly
deformed from its absolute reference configuration.
Stretching the fabric in the wale direction by an amount
g, results in a deformation of each stitch given by
w=w*(1+¢,). Using the conservation of yarn length,
the deformation in the course direction should read
¢ = c*[1 = 8(w*/c*)e,]. Therefore, the bending energy
of the fabric is simply given by

1 p
~imsEe i) O

where N, and N,, are the number of stitches in the course
and wale directions. Notice that the asymmetry of bending
energies between the course and wale directions results
both from the fact that the reference state is rectangular
(c* # w*) and that the two directions of the stitch contribute
to the yarn length in different proportions of its size.
Equation (5) shows that the stiffening behavior observed
in the experiment is directly recovered: The -elastic
energy diverges as ¢, — (c¢*/éw*). More importantly, this
energy should reach equilibrium at the absolute reference
state &, = 0. This condition allows us to prescribe
p=06Ww*/c*)>~0.24. Similarly to &, the asymmetry
parameter § should be spatially homogeneous and margin-
ally dependent on the applied deformation. Thus, f can also
be considered as a characteristic of the stitch.

To test the relevance of Eq. (5), we have performed
tensile tests using a loading configuration in which the
knitted fabric is submitted to a quasihomogeneous defor-
mation. To this purpose, a knit made of N, xN,, =
20 x 30 stitches is held by almost frictionless bars at its
lower and upper rows such that the stitches can slide
laterally. Movie S3 in Supplemental Material Ref. [24] and
the inset of Fig. 6 show that the resulting catenary shape
of the fabric is much less pronounced than in the case
of clamped boundary conditions, confirming that the fabric

E,=BN.NN,, (

deforms almost homogeneously for a large range of applied
strains. For this case, one can define the deformation of the
fabric with respect to the absolute reference configuration.
Moreover, using Eq. (5), one can explicitly derive the
elastic response of the fabric,

Bé'h ~ w* 1 1
=YN.0o— -
oL, Tt (T 4e)? (1-

Fey) = —

where the identities #=8(w*/c*)? and L,,= N,,w*(1+¢,)
have been used. The parameter ¥ = B/(c*w*) is an
effective stretching modulus that should be determined
experimentally from the mechanical response of the fabric.
Notice that ¥ is a line tension (of dimension J.m~!), which
emphasizes that the mechanical response of the fabric
originates from the tensions exerted on the entangled yarn.
The parameters 8, w*, and ¢* should be determined from the
conservation of total yarn length. Using the procedure
described in Sec. III C, we find 6 = 0.71, w* = 2.1 mm,
and ¢* =2.7 mm. Figure 6 shows the experimental
mechanical response compared to the one given by
Eq. (6). Fits to the linear regimes (¢, < 1) in the loading
(1) and unloading (| ) phases yield ¥* = 3.8 x 1072 J.m™!
and ¥+ = 0.8 x 1072 J.m~!,

Finally, Fig. 6 also shows that in this favorable loading
configuration, the model allows us to keep track of the
mechanical response up to more than 100% deformations.
However, the sharp rise of the predicted force occurs at

Force (N)

FIG. 6. A 20 x 30 stitch fabric is attached by its lower and
upper rows to almost frictionless bars such that the stitches can
slide laterally. The experimental pulling force F.,, is averaged
over 5 cycles. The absolute reference state Fey,(e, =0) = 0 is
determined by the position where loading and unloading curves
coincide. The mechanical response F(g;,) is computed using
Eq. (5), with ¥ as the only fitting parameter to the experimental
results. Because of friction within the knitted fabric, loading and
unloading phases have different effective stretching moduli:
Y1 =38x102Jm™! and ¥¥ = 0.8 x 1072 J.m™".
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deformations ¢, ~ ¢*/(éw*), which is larger than the
experimental ones. Obviously, at this range of deforma-
tions, one cannot invoke scale separation between the size
of a stitch and the diameter of the yarn, a necessary
condition to approximate the elastic energy of the stitch

by Eq. (4).

B. Inhomogeneous deformations

Before moving on to the inhomogeneous spatial defor-
mation problem, let us summarize the parameters intro-
duced in the model. There are mainly four internal
geometrical parameters—w*, ¢*, f#, and 6—and one param-
eter related to the mechanics, the effective stretching
modulus ¥. As far as geometry is concerned, w* and c*
are the extensions of the stitch at rest and thus specify the
length scales of the microstructure and can be viewed as
inputs. Here, , which represents the curvature asymmetry
of the loops in the stitch, is determined from the mechanical
equilibrium of the stitch at rest; 8, which accounts for the
asymmetry of thread length contributions to the stitch
extensions in the course and wale directions, is recovered
from thread length conservation. So at this point, there
are no adjustable parameters other than a global stiffness
scale Y.

Now, we have all the ingredients to study the mechanical
response of the knit for any loading conditions. Within the
experimental configuration of Fig. 1 and using a continuous
representation, the Lagrangian £{¢, w} of the fabric reads

L= Y//dxdy(%—i—é) +a//dxdy(c + 6w)
X,y X,y
- 10 10w
- // dxdyT (x)2, 7. (7)

The first term in Eq. (7) is the elastic energy of the
whole fabric, the second one ensures yarn-length con-
servation, the third one enforces the local topological
constraint, and the last one is the work of the tractions
exerted by external loads at the boundaries y = £L3,/2,
with a, T(x,y), and 7T (x) being the corresponding
Lagrange multipliers. One can interpret a as a global
scaling for the tension in the fabric (see Appendix B),

while T(x, y) is a local tension and 7 (x) is the applied
traction along the clamped edges.

In Appendix B, we show that the minimization of the
Lagrangian with respect to the two vector fields ¢ and w,
combined with the local topological constraint, yields two
Euler-Lagrange equations, which can be expressed in terms
of the displacement fields ag, by, a;, and b;. Since these
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FIG. 7. Predicted and experimental deformations of a

stretched fabric in the y-direction and its mechanical response.
(a) The measured displacement field ii(x, y) is displayed along
7 course (red line) and 7 wale (blue line) directions, while the
black curves (black line) are their corresponding predictions
without adjustable parameters. The applied strain in the picture
is € = 11% and the scale bar in the panels indicates 2 cm.
(b) Red curves reproduce the experimental results of Fig. 1(b).
The grey area represents 2 times the standard deviation of the
force signals over the 5 cycles. The forces F (dashed line) and
F; (dot and dashed line) are calculated respectively from the
variation of bending energy and the Lagrange multiplier 7 (x)
(see Appendix C).

fields are slowly varying functions in space, only terms that
are linear in their first spatial derivatives are retained.
Then, the problem is solved in the limit of small strains, and
the corresponding displacement fields are computed.
Figure 7(a) shows the resulting shape of the fabric
compared to the experimental one. It is worth underlining
that the prediction of the morphology of the fabric is
parameter-free once the geometrical material parameters &,
p, c*, w* and the Lagrange multiplier @ are determined.
Moreover, although we assume a small strain approxima-
tion, a fairly good quantitative agreement is found between
the results of our model and experiments for stretching up
to € = 15%.

Once the morphology of the fabric is computed, the force
applied at y = £L},/2 can be determined up to a scaling

constant, using either the Lagrange multipliers T(x, y) and
7T (x), or the elastic energy of the fabric (Appendix C).
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FIG. 8. Predicted and experimental deformations of a stretched
fabric under two different loading configurations. In panel (a), the
fabric is initially tilted by 25° and in panel (b), the fabric is
initially sheared along the x direction by an angle of 10°. The
parameters c*, w*, 9, and thus £ are the same as for the fabric used
in Fig. 7(a). The boundary conditions of these configurations are
shown in Appendix D. The applied strain is ¢ = 11% for both
fabrics, and scale bars in the panels are 2 cm.

The former (F7) yields the affine behavior of the force at
small strains, and the latter () includes nonlinearities in
the strain as the elastic energy is a nonlinear function of ¢
and w. The comparison with the measured force at small
strains allows for the estimation of the effective stretching
modulus Y. For the fabric used in Fig. 1, we find
¥' 2 1.5%x1072 J.m™' =~ 1072B/d? for loading and ¥ ~
1.5x 1073 I.m™! % 1073B/d? for unloading phases (B is
the bending modulus of the yarn and d its diameter),
showing that the fabric is very stretchable compared to its
constituent yarn. Figure 7(b) shows that, though linearized,
our model allows for a reasonable prediction of the
mechanical response, up to 5% deformation. Notice that
for a clamped fabric, the applied strain ¢ is defined with
respect to an intermediate prestressed state described by the
deformation field i, in contrast to the homogeneous case
where the absolute configuration is accessible. This
explains the strain scale difference between Figs. 6
and 7(b). As in the homogeneous case, the rise of the
predicted force at deformations much larger than that
observed experimentally confirms that a jamming phe-
nomenon occurs before the nonlinear behavior of our
model, which confirms the relevance of our linearized
approach for more complex loading configurations.

Finally, the framework we developed can be used for any
in-plane deformation of the fabric. In order to further assess
the predictive power of our model, we have investigated
two other different loading configurations: The first one
consists in tilting the initial knit with respect to the axis of
applied loading by an angle & = 25°, and the second one
ascribes an initial shear to the knit before uniaxial loading.
Snapshots of representative deformed configurations for
the two tests are shown in Figs. 8(a) and 8(b), and the
corresponding equations for the model are featured in
Appendix D. Despite the symmetry breaking, our model
performs with an accuracy comparable to that obtained in
the symmetrical loading case.

V. DISCUSSION

The experimental study of the mechanical response of a
stretched fabric knitted into a stockinette stitch pattern
allows us to build a reliable elastic model that accurately
recovers its deformation field. The model assesses the
elastic energy of the fabric from the bending energy of its
constituent yarn. Furthermore, the yarn self-crossing top-
ology is represented as a four-degree planar graph that fully
describes the state of the fabric. The topology imposes
kinematic conditions, and yarn-length conservation pre-
scribes geometric properties of the resulting network. The
displacement field of the stitches is then determined by
constrained energy minimization. The model correctly
accounts for the spatial deformation of the fabric over a
reasonable range of applied stretching and consistently
captures the mechanical response upon setting a single
material modulus Y that differs depending on whether
the fabric is stretched or relaxed. The results show that a
knit behaves similarly to a rubberlike material: It is very
stretchable and exhibits a geometric Poisson ratio close to
0.5. Importantly, this analogy holds even though the
material points of the underlying network are purely
topological entities that do not correspond to bulk material
points.

The equilibrium state for a stockinette pattern is not a
flat surface but rather a three-dimensional configuration in
which the fabric wraps around its edges due to out-of-plane
bending of the yarn. The forced flattening and clamping of
the fabric induce residual stresses and thus impose an
inhomogeneous two-dimensional displacement field that
deviates from an absolute homogeneous state. Such pre-
stress would probably disappear from a fabric made of a
seed pattern, characterized by fully alternated knit and purl
stitches [23], for which the equilibrium state is a flat
surface. Nevertheless, our model is able to capture the
equivalent two-dimensional residual deformation field of
any fabric made of a periodic stitch pattern. This is in
contrast with prestressed bulk elastic material for which the
residual strain should be a prescribed field [27].

Let us recall the role of friction in the morphology and
mechanical response of the fabric. Friction is responsible
for the large hysteresis observed in the dynamometry: In
contrast to the elastic part of the response, friction opposes
the deformation. This effect yields different stiffening
behavior upon loading and unloading the fabric while
keeping its morphology globally unaltered. Consequently,
our measurements do not access the “frictionless” elastic
modulus of the fabric, but they allow for the definition of
two effective stretching moduli, ¥ for the loading and ¥+
for the unloading phase. It turns out that friction in a knitted
fabric proceeds through stick-slip events and that the strong
elastic-recall forces bring the system back to its minimum
energy configuration in high-frequency, collective relaxa-
tion events of small amplitude. A rich phenomenology

021075-8



GEOMETRY AND ELASTICITY OF A KNITTED FABRIC

PHYS. REV. X 8, 021075 (2018)

emerges from this frictional dynamics and the spatially
extended avalanche-like relaxation events [28].

Our model assumes scale separation between the yarn
diameter and the stitch extension and thus applies as long as
the yarn diameter is very small compared to stitch dimen-
sions ¢ and w. Very often in commercial knits, the fluffiness
of the thread gives the impression of tight stitches, but the
fabric remains very stretchable. In these cases, such as for a
scarf or a wool sweater, we expect the model to hold. Of
course, there are occurrences of tightly knitted fabric that
do not feel any different from woven textile from a
mechanical aspect; in such a case, our model would not
be appropriate since deformation might involve significant
thread elongation. In addition, the so-called jamming of the
stitches [12] could occur when this scale separation no
longer holds because of large local deformations. In those
stitches, the yarn is maximally bent and starts to undergo
stretching, which alters the elasticity of the whole fabric.
Even though jamming is localized in a few stitches, the
mechanical response of the knit becomes dominated by
stretching of the yarn. Since the deformation field is
inhomogeneous in the fabric, this phenomenon could occur
locally even for small strains starting mainly from the
corners. This mechanism is responsible for the nonlinear
behavior of the force-strain curve [see Fig. 7(b)] that is not
captured by our model. However, it does not seem to affect
the overall catenary shape of the fabric as drastically, which
is still quantitatively predicted by the model. Indeed,
we observe that the prediction of the model for the shape
holds for larger deformation than that for the mechanical
response.

VI. MATERIALS AND METHODS

The fabrics were crafted using a Toyota KS858 single-
bed knitting machine. All samples used for inhomogeneous
deformation experiments were composed of 51 x 51
stockinette stitches made of a nylon-based monofilament
(Stroft® GTM) of diameter d = 80 ym and length of
approximately 25 m. The yarn Young’s modulus E =
5.1 GPa was measured using a tensile test, yielding a
bending modulus B &~ 1078 J.m. The fabrics were clamped
at both extremities along the course direction by means
of screws holding each stitch individually, imposing along
the corresponding rows a constant spacing between the
stitches. For homogeneous deformation experiments, a
fabric of 20 x 30 stockinette stitches made of the same
nylon-based yarn but of diameter d = 200 ym was attached
by its lower and upper rows to cylindrical steel bars such
that the stitches can slide laterally. The steel bars were
lubricated with silicon oil to reduce friction with the knit
as much as possible. In all experiments, fabrics were
stretched in the wale direction [except for the configuration
of Fig. 8(b)] at a constant speed of 0.1 mm/s using an
Instron® (model 5965) mounted with a 50 N load cell.
Starting from an initial configuration with given L and L,,,

the fabrics were pulled over a distance of 30 mm. The
visualization was made using a Nikon® D800 camera with
a 60-mm 1:2:8:G AFS MicroNikkor lens. Both image and
further data analyses were made using MATLAB R2014b.
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APPENDIX A: DETERMINATION OF THE
GEOMETRICAL PARAMETERS 4, ¢*, AND w*

The geometrical parameters of the knit can be directly
measured from the position field of the stitches u(j, i). We
can estimate the average value of the stitch sizes (c¢) and
(w), with () the average over all the stitches of the fabric for
a given elongation (see Fig. 5). From the measurements, we
find that for € > 0, both (c¢) and (w) vary linearly with &.
Thus, we can define a simple scalar 6 = 0.86, which
generates £* = (c) + &(w) = 5.86 mm, that is invariant
with elongation. We then assume that £* is proportional to
the physical yarn length in the fabric.

The linear trajectories of the stitches allow us to approxi-
mate the position field by u(j,i,&) = uo(j, i) + €t (j, i).
Moreover, we assume the existence of a reference configu-
ration of the fabric where all the stitches have the same
size, ¢ = c*¢, and w = w*é,. The reference configuration
must also comply with the yarn-length condition such
that (c) + &(w) = ¢* + éw*. This equation, in the limit of
small deformation and slowly varying fields, reads
Co+ el = c* + ow*, with

//dxdy
fo= NN,

+a0x)+6W (1 +b0v>)

= c* + 6w, (A1)
dxd
1 N N ﬂ y C al'x =+ 5W*b1,y + C*bl,xb(),x
+ ow* alﬁyao,y) =0, (A2)

where N. and N,, are the number of stitches in the course
and wale directions, respectively, and f, = [(9f)/(0x)].
The size of the reference fabric is unknown, and for this
reason, the experimental displacement fields a, and b, are
functions of ¢* and w*. The two previous equations can then
be written as a function of the experimental position fields
uo(i, j), ui(i,j), and c*,w*:
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Co=c"+ow' <

c w lj

1
Lﬂ1:0©
N.N

w5

> i+ 1) = () + 8(up (i + 1) = wg(j.0)] = " +

(A3)

S+ 1) = wl(iad) + 88 G i+ 1) = (. 1))]

wp(J, 1+ 1) = ug(J, 1)

C*

= —Z [(M}l(] +1, i) - “)1(], l)) ug(J +1, i) _ ué(ﬂ i)

with iy = ugé, + upé, and i, = uié, + ujé,. Those
equations can be solved to compute ¢* and w*. For
the fabric used in Fig. 1, we find w* =2.08 mm and
¢* =3.93 mm. The quantity ¢* 4+ éw* can then be com-
pared to £* to verify the validity of our approximations. We
measure ¢* + éw* = 5.70 mm, which generates less than
3% discrepancy, confirming the hypothesis of a reference
knit sharing the same properties as the experimental knit
and validating the approximation of small deformation and
slowly varying displacement fields.

APPENDIX B: DERIVATION OF THE
EQUILIBRIUM EQUATIONS AND SOLUTIONS
FOR THE DISPLACEMENT FIELDS

When the deformation in the fabric is heterogeneous,
solving the Lagrangian of the system Eq. (7) provides us
with differential equations whose solutions ensure the
energy minimization and the compliance with the con-
straints. Derivation of the Lagrangian with respect to ¢:
L{Z+ 8¢, w} — L{Z, W} = 0 gives the following equation
and its corresponding boundary condition:

- C ¢ 10T =
-Y—+4+a-+——=0, Bl
c? * e Jdy (B1)
[T.(Sc]}:i% =0, (B2)

W w 10T R
—Yﬂ—3+5av—v Fa_ (x)e), (B3)
[T.ow] =0 (B4)

Notice that the dependence of a in Eqgs. (B1) and (B3)
can be suppressed by normalizing (¢, ) by v/a and (T, T)
by a. This scaling allows us to interpret the Lagrange
parameter « as a global scaling for the tension in the fabric.
Moreover, Egs. (B1) and (B3) can be combined to eliminate
the Lagrange multiplier T:

o 1) = i) S =D gy

* 9 - C ¢ * 9 oW w —
c a[—Y;—i—a;] +w G_y{_yﬂﬁ—i_éa;} =0. (B5)

Using Egs. (B2) and (B4), the boundary conditions
corresponding to the experimental setup of Fig. 1 are
E[X»yzi(Lii/z)] :(Lg/Nc)gx and f[(dy)/wﬂw_;:l'we_;“
The conditions on the free edges at x = +(L%/2) are

—

T[x = £(L%/2),y] = 0, which we can rewrite as a function
of ¢ thanks to Eq. (B1), —(¢/¢?) + a(¢/¢)|—s(r:/2) = 0.
To guarantee the topological constraint, we write this
equation and the boundary conditions as a function of
the displacement fields aq, by, a;, and b; thanks to the
relations

l4+ay,+ea
d=cr| O (B6)
bO.x+€bl,x’
ag ., +€ay
B YT (B7)
1 + b().y + 8b1,y,

with the underscript , x or, y designating a partial derivative
in the corresponding direction. Experimental observations
suggest that those displacement fields are linear in &, so
we also express the Lagrange multiplier @ = ay + €a; as
varying linearly with ¢. Equation (B5) will be solved in the
limit of small deformation and consequently developed at
the first order of ¢. We also consider that inner stress
induces only a small deformation of the stitches, meaning
that ag ., by, agy, by, < 1; thus, the equation will also
develop up to the first order in ag,, bg,, ag,, bo,. By
projecting Eq. (B5) along x and y, we end up with two sets
of equations, each one with one part independent of &
and another one proportional to the strain. Equilibrium of
the homogeneous fabric for ¢ = ¢* and w = w* imposes
B =8(w*/c*)?. We define the dimensionless Lagrange
multiplier & = [(¢*?a)/¥] and introduce the following
two coefficients to lighten the mathematical expressions,
v=235w"/c*) and y = [(& — 1)/2]. For the independent
part of the strain, one gets

a(),xx + Dxao,yy - 0’ (Bg)
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v
bO,xx + _bO,yy = 0 (B9)
X
Canceling the part proportional to ¢ leads to
aj o tvyayy +P, =0, (B10)
v
bl,xx +)_{b1,yy+Ph:07 (Bll)

with P, and P, terms that arise from the nonuniform initial
state for € = 0, whose expressions are

19}
Pa(x’y) = _3a[al,xa0.x]

0 a
+v <(1 -x) ay by yag,, + ay ybo ] +21a07yy> ,

(B12)

Putro) = (5=1) g b1

g (/1
+v a—y —-—1 awao’y——

The boundary conditions written with the displacement
fields are

LO—L*

Vx Jay="px Vy Ao x ==X

L oo L _ (B14)
y—:tT b():Zl:LW;LW X—:lZT bO,x_O

and
V_x a1:0 Vy a :_L
{ { Lx 2(37+1) (BIS)

_ 4 Ly LY _ yL:
y=+3 by =+73 x=£F (b, =0.

First, the solutions for a, and b, the displacement from
the absolute reference configuration, should be determined.
The solution for b, is straightforward; it is simply a linear
solution in y:

L?v - L:‘v
-7y,

bo(x.y) =1 (B16)

The solution for ag(x, y) is more advanced; let us make the
following change of variables:

L*
=X=<, B17
x=x5 (B17)
VuyLi
y=vy ”;( < (B18)
L: LY- L LY- L
= ‘ <A ‘ X B1
=5 (A e
L*
L=—"—. (B20)
VuyLi
The equations for a, become
Axx +Ayy =0, (B21)

with the boundary conditions
AX,Y=+4L)=0 and Ayx(X=+£l1,Y)=-1. (B22)

Therefore, A(x, y) is a harmonic function inside a rectangle
that satisfies Eq. (B22) at the boundaries. Semianalytical
resolution can be performed using conformal mapping
techniques. In the present case, we numerically solve this
problem using the Schwarz-Christoffel transform Matlab
Toolbox [29].

Combining Egs. (B10)—(B13), one gets the following
equations for the affine displacement field (ay, b,):

1 a
(1 - 3a0.x)a1,xx + U)(<1 + <)_(_ 1>b0,y>al.yy + l/(l _)()aO,ybLyy = _l/ao,yy <3)(al,x + (1 _)(>bl.y + _l> ’ (B23)

1 v
<1 + ();— 1>b0,y> b xx +;{(1 - 3b0-y)b1’-"y +)(

14 12
_(1 _)()ao,yal.yy :}(1 _)()a().yy()(bl,x - al,_v)'

These equations combined with the boundary conditions
(B15) are solved numerically on a discrete lattice.

Recall that the geometrical parameters of the knit, ¢*, w*,
and ¢, are computed from the measured position field of the
stitches. However, the calculated displacement field is still
parametrized by the Lagrange multipliers &, and &;, which

2

(B24)

|
are the only parameters left to compute the shape of the
fabric. With & = &, + e@; being the Lagrange multiplier
associated with the yarn-length conservation, we find its
value using the corresponding equations £, = ¢* + éw*
and ¢ = 0 but this time estimated from our model and not
from experimental measurements; i.e., one should satisfy

021075-11



POINCLOUX, ADDA-BEDIA, and LECHENAULT

PHYS. REV. X 8, 021075 (2018)

(a) 0.02

— 0.015

*

S

w

F 001

)

o

— 0.005
0
1.25 1.3 1.35

(b) 0.03

0.02

Il

0.01

FIG. 9. Determination of the Lagrange parameter @ = @&, + €@,. (a) For each value of &, ay and b, are calculated and 7 is estimated;
we find that £, — (¢* + éw*) = 0 for &, = 1.32. (b) For &, = 1.32, while &, is varied, a; and b, are calculated to estimate #;; we find

£, =0 for & = 9.04.

Egs. (A3) and (A4) using the computed deformation
vector field i(x,y). Notice that £, is independent of @;;
thus, we can compute &, such that £y(&;) = ¢* + éw* [see
Fig. 9(a)]. Then, with the selected &, we apply the same
treatment to ¢ and thus determine the &; that satisfies
¢1(@;) = 0 [see Fig. 9(b)]. For the fabric used in Fig. 1, we
find @y = 1.32 and a; = 9.04.

APPENDIX C: COMPUTATION OF THE
LAGRANGE MULTIPLIER T'(x,y) AND
THE APPLIED FORCE

We have introduced the vector 7 as the Lagrange
multiplier associated with the topological constraint.
Since we express the variables ¢ and w directly in
terms of displacement fields, the topological constraint is

automatically fulfilled; thus, T does not appear explicitly
in the solutions. However, once ay, a;, by, b, are
determined, one can evaluate this vector field using
Egs. (B1) and (B3), and the boundary condition
Tlx = +(L3/2).y] — 0. Recall that T (x) is a traction
distribution such that the total force applied on the fabric
is written

Le

Fr=w* LT*T(x)dx.

2

(C1)

Let us define a new vector T(x,y) = ¥7,(x.y) and
T (x) = YT ,(x)/w*2. Equations (B1) and (B3) become

?eTy g—p;= *2fc(X,J’)’ (C2)
1 0T, wN\2[w  aw 1 -
v = () o) T 08
1 - 1 .
= W*Q fw(x’ y) ) l(x)e\ (C?’)

The determination of the vector field 7, (x, y) allows us to
compute the applied force. Integrating Eq. (C3) and using

the boundary condition Tx = —(L¥/2), y] = 0 yields

- 1 [x - I [x -
P = [1Fuonad = [T wza
2 2
(c4)

Using Eq. (BS), one can show that this solution for Tl
satisfies Eq. (C2). Moreover, using the boundary condition

Tlx = (L:/2).y] = 0, one finds

*
L

B _ dx
Fr=Y _Li‘fw(x’y)'eyW'

2

(C5)

This shows that the integral of the tension over the course
direction should be a conserved quantity independent of the
coordinate in the wale direction.

To remain consistent with the solutions obtained for a,

by, a,, and b, the vector field fw(x, ) is developed to first
order in € and in ag ., by x, ag y, by . To compute the tension

field 7 and the force F 7, one needs to know the stretching
modulus ¥. However, the force needed to pull the fabric can
also be obtained from the variation of bending energy with
respect to L,,. This provides an alternative estimation of the
force that we name F'y. Both F; and F are proportional to
the unknown effective stretching modulus ¥. This coef-
ficient is adjusted such that the slopes of F',, and Fy near
e =0 coincide; we find ¥" ~1.5x 1072 J.m~!. The
resulting three curves are shown in Fig. 7(b). The con-
sistency of the model and the correctness of the compu-
tations appear here, as the slope of Fy matches those of
Fexp and Fr in the vicinity of e = 0. While F,,(e) is well
described by Fp at small strains (up to &=~ 4%), the
nonlinear behavior of Fp manages to capture F,, until
e~ 8%. We apply the same process for the unloading
phase, and we find ¥+ ~ 1.5 x 1073 J.m~".
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[Tl

FIG. 10. Amplitude of the vector Lagrange multiplier watH
evaluated for € = 11% and displayed over the corresponding
picture of the fabric, where the color of each stich is set by the
numerical value of |||

The tension T"(x, y) over the fabric cannot be retrieved
independently of 7 (x). However, one can compute an
equivalent total stress Ty =T + w* J3 T (x)dxé,; see
Fig. 10 for the amplitude of this vector field over the fabric.
Notice that 7 is the Lagrange multiplier associated with the
topological constraint, so one interpretation of ||, || would
be how hard it is to fulfill this constraint. In other words, it

can be interpreted as an interstitch tension, and its behavior
reflects a stress distribution within the fabric.

APPENDIX D: EQUATIONS FOR THE
ALTERNATIVE LOADING CONDITIONS

Figures 8(a) and 8(b) show the deformation fields for
different loading configurations applied to the fabric. In the
model, those changes will not affect the equilibrium
equations of the displacement fields but only the associated
boundary conditions. In Fig. 8(a), the fabric is tilted by an
angle 6 = 25° and loaded in the y direction. The initial
configuration is identical as the symmetrically loaded one;
hence, aq and b, satisfy the same equations with the same
boundary conditions. For the affine displacement fields a;
and b, the boundary conditions become

LY o a
v x {al—i751n(9> vy {al,x__z(,;(l-s-l)

L, Le
y==+% blzj:%?”‘cos(e) x==x5 b ,=0.

(D1)

For the second configuration displayed in Fig. 8(b), the
fabric is initially sheared by an angle of y = 10° thus
inducing an additional lateral displacement. The boundary
conditions associated with the prestressed state are then

07+ 0
Y x ag = Lchch + tan(y)% vy o=~y
y:ﬂ:% bOI:l:LS';L; x:j:% by, =0.

(D2)

The equations and boundary conditions for a; and b,
are functions of ay and b, so their solutions are different
from the symmetric case, even if their expressions are
identical.
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Crackling noise, which occurs in a wide range of situations, is characterized by discrete events of various
sizes, often correlated in the form of avalanches. We report experimental evidence that the mechanical
response of a knitted fabric displays such broadly distributed events both in the force signal and in the
deformation field, with statistics analogous to that of earthquakes or soft amorphous materials. A knit
consists of a regular network of frictional contacts, linked by the elasticity of the yarn. When deformed, the
fabric displays spatially extended avalanchelike yielding events resulting from collective interyarn contact
slips. We measure the size distribution of these avalanches, at the stitch level from the analysis of nonelastic
displacement fields and externally from force fluctuations. The two measurements yield consistent power
law distributions reminiscent of those found in other avalanching systems. Our study shows that a knitted
fabric is not only a thread-based metamaterial with highly sought after mechanical properties, but also an
original, model system, with topologically protected structural order, where an intermittent, scale-invariant
response emerges from minimal ingredients, and thus a significant landmark in the study of out-of-

equilibrium universality.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.121.058002

Crackling dynamics in a material mechanical response is
currently intensively studied owing to its fundamental and
industrial relevance and to the vast range of systems it
encompasses. Indeed, examples of such a response is
usually found in disordered physical systems like granular
materials [1-3], foams [4], metallic glasses [5,6], seismic
regions [7], or front propagation in heterogeneous media
[8,9] but is also documented in structurally ordered
situations [10—12]. In the case of soft amorphous materials,
though the origin of elasticity and plasticity and their
typical length scales [13] largely differ from one system to
another, a common framework has been established to
investigate and predict the avalanche features [14-16].

This work aims at demonstrating that, despite their
fundamentally ordered nature, knitted fabrics can also be
studied within this framework. A knit is made of an elastic
yarn, morphed into a 2D surface by imposing a topological,
periodic pattern of self-crossing points, resulting in a
network of so-called stitches [Fig. 1(a)]. Stitches deform
elastically through bending of the yarn, but friction at the
crossing points adds an uncertainty to the contact forces,
inducing irreversible stick-slip activity. Those events propa-
gate in the stitch network, generating avalanches and
producing plastic events in the mechanical response. In
this study, we use tools borrowed from the study of soft
amorphous materials to characterize, externally and inter-
nally, the avalanches in this system and illustrate why it
provides a handy tool to make progress in this field.

0031-9007/18/121(5)/058002(5)
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Experiments.—We perform a tensile test on a model
fabric, knitted out of a nylon monofilament of diameter
150 pm (Stroft® GTM), and record its stitch displacement
fields and global mechanical response. The sample is crafted
using a single-bed knitting machine and is composed of
83 x 83 stitches with an average lateral and longitudinal size
of, respectively, 3.9 and 2.8 mm. It is then clamped on its
upper and lower rows, preventing lateral displacement of the
corresponding stitches. The tensile test consists on varying
cyclically L, the elongation of the fabric along the so-called
wale direction, between L; = 215 mm and L F= 234 mm.
The mechanical response is analyzed during the stretching
phase on a shorter elongation range, between L, =
230 mm and L r-In this interval, the force needed to deform
the fabric is recorded at a high acquisition frequency with an
Instron® mounted with a 50 N load cell, and high-resolution
pictures (7360 x 4912 pixels) of the sample are taken every
AL = 0.2 mm increase in elongation. To approach the
quasistatic deformation limit in the interval [L,,, L], we
impose a constant pulling speed v of the dynamometer and
set it at a small value ranging from 1 to 10 gm/s. To reduce
the duration of the experiment, we fix v = 0.5 mm/s
outside this measurement window. The imposed elongation
L as a function of time is shown in Supplemental Fig. S1
[17], and Supplemental Table S1 [17] summarizes the
parameters of all conducted tensile tests. Finally, a typical
image of the fabric and the recorded force during one
measurement window are shown in Fig. 1.

© 2018 American Physical Society
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FIG. 1. Experimental system and typical force response. (a) A
knitted fabric is stretched uniaxially while its mechanical re-
sponse is recorded and the position of the stitches is tracked
through digital image processing, with a precision of approx-
imately 10 pm. Typical picture of the knit; the stretching direction
is materialized by the arrow associated to the force F, while L
denotes its elongation. The scale bar is 25 mm long. Inset:
Enlargement over a few stitches tagged by a red dot indicating
their position defined as their geometric center. Here the scale bar
is 4 mm long. (b) Typical mechanical response of the fabric while
stretched between L,, = 230 mm and L; = 234 mm at a con-
stant speed of v = 5 um/s. Stick-slip events at the contact points
generate an intermittent signal, typical of crackling dynamics.
Inset: Enlargement over a small interval, the definition of Af is
emphasized, and the two vertical lines distant by AL = 0.2 mm
point to elongations at which two successive pictures of the fabric
are taken.

Estimation of avalanche size.—Upon stretching, the
force signal displays, around an average elastic response,
typical force fluctuations indicative of avalanches. The
fluctuations consist in linear regions, stiffer than the
average response, interrupted by plastic events provoking
abrupt drops. The height of the drops Af can be measured
and is expected to be correlated to the avalanche size.
Furthermore, evidence of those avalanches is identified in
the deformation field of the stitch network. Performing an
external measurement associated with an internal one is

crucial to characterize the events and to rule out other
possible phenomena.

Digital image processing allows us to recover the
position field of the stitch network, and its displacement
field between two successive pictures i, is computed. To
emphasize its nonelastic component, the affine part iy, is
removed. We name i the resulting nonaffine displacement
field: # = i, — Uy, = u,€, + u,€,; Supplemental Fig. S2
[17] illustrates such an operation. Figure 2(a) shows that the
nonaffine displacement field appears highly heterogeneous,
with abrupt spatial changes in the direction and size of u
seemingly organized along diagonal lines. Those changes
indicate that regions of the fabric are sliding against one
another and are reminiscent of dislocation lines in crystals
[18]. However, unlike the crystalline case, the connectivity
of the network is locked, and sliding events remain small
compared to the size of a unit cell. On that account, in order
to characterize the features in i, we use two invariants of
the deformation tensor [19]: the vorticity @ = {[(Ju,)/
(0x)] — [(Ouy)/(dy)]} and the deviatoric strain e, =

\/{[(3ux)/(0X)} = [(0uy)/ (@)} + {[(Ouy)/ (9)] + [(Duex)/ (D)1}

The values of w and ¢, associated to the displacement
field depicted in Fig. 2(a) are displayed in, respectively,
Figs. 2(b) and 2(c) [see Movie S1 in Supplemental Material
[17] showing these fields for different AL along the curve
F(L) in Fig. 1(b)]. The boundaries between sliding regions
of the knit are well captured by the two invariants @ and ¢,
which hence are good candidates to evaluate the size of the
sliding events from the local measurements. In contrast, it

is worth noticing that V.ii and the shear strain
[(Ouy)/(0x)] + [(Ouy)/(Oy)] are always vanishingly small
and show no significant variation in the vicinity of a sliding
line (see Supplemental Fig. S3 [17]). The sign of w allows
us to discern two main event orientations: We define
positive events as those featuring @ > 0 and negative ones
as those with @ < 0. To retrieve an event size S,, from the
scalar fields w, we detect the connected stitches with |w|
higher than a threshold value and then integrate |w| over
those stitches. A demonstration of this process is shown in
Supplemental Fig. S4 [17]. The same operation is applied
to measure the event size S, from g,.

Finally, we have verified that the location and size of
sliding events are robust against the use of the total vector
field i, instead of i, for the definition of @ and ¢,. This is
mainly due to the fact that, even though a heterogeneous
underlying loading is applied to the fabric, the spatial
variations of iy, are small compared to those due to plastic
events.

Distribution of avalanche size.—We now have a tool to
measure the size of “quakelike” events, from an external
perspective with the force drops Af but also internally
using two different means: high vorticity regions S, and
high deviatoric strain regions S,;. The protocol, and
especially AL, is chosen such that the interval between
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(b) Vorticity w

(c) Deviatoric g4

0.015
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0.005

FIG. 2. Local detection of slip events. (a) Displacement field corresponding to the inset in Fig. 1(b). Each stitch is tagged by its
nonaffine displacement i, portrayed by red arrows magnified by a factor of 35. Black scale bar (position), 25 mm; red scale bar
(displacement), 0.6 mm. (b) Vorticity @ and (c) deviatoric strain &, of the displacement field in the stitch network. Each arrow of the

displacement field is associated to a single stitch.

pictures is much longer than the duration of an event;
hence, each image is not correlated to the previous one, and
each cycle can be seen as another, statistically independent
trial. In that way, we can build up statistics to characterize
the probability distribution of event size. Figure 3(a) shows
this distribution for Af, while Fig. 3(b) shows the ones for
S, and S,;. The three distributions exhibit a power law
decay with exponents of —1.50 +0.03 for Af, —1.61 &+
0.03 for S;, and —1.51 = 0.05 for S,. Those power law
distributions are characteristic of avalanching phenomena
[5,6,8], and the exponents we find are consistent with the
prediction —3/2 of mean-field models [15] for soft amor-
phous solids. However, the universality of this exponent is
still debated [3,16,20]. These scaling laws are robust upon
varying the threshold value of |w| and e, for the event
detection (Supplemental Fig. S5), the loading speed
(Supplemental Fig. S6 for Af and Fig. S7 for S, and
S,), or the stretching range (Supplemental Fig. S8) [17].
Internal and external measurements of event size have
noticeably similar distribution, so one should probe if they
are indeed two aspects of the same avalanches [21,22].
Thus, for each interval between two images, we sum S, and
S, over all the events detected within, giving, respectively,
xS, and XS, and compare them to the sum of Af, named
2XAf, measured during the same interval. The resulting
scatter plot [Fig. 3(a), inset] shows a clear linear tendency,
which establishes a statistical correspondence between
internal and external events. The slope E,, = 0.12 N allows
us to extract an avalanche parameter relating plastic
deformation and force drops. Besides, comparing XS,
and XS, [Fig. 3(b), inset] reveals proportionality with a
coefficient close to 1. This suggests that, in this system, the
sliding events are also characterized by a strong correlation
between the deviatoric strain and the vorticity of the
displacement field, as retrieved theoretically below.
Avalanche propagation.—Though it does not flow, the
system at hand is reminiscent of soft amorphous solids
which are commonly described using elastoplastic models
[23]. These approaches assume the material as an elastic
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FIG. 3. Event size distribution measured from external and

internal quantities. (a) Probability distribution of global event size
measurement A f. The dotted line is the best linear fit with a slope
of —1.50 £ 0.03. Inset: For each interval between two images, the
sum of event sizes measured externally is compared to the sum of
events measured internally. (b) Probability distribution of local
event size measurements from vorticity S, and deviatoric strain
S, of the displacement field. Dotted lines are the best linear fit
with a slope of —1.51 £ 0.05 and —1.61 =+ 0.03 for, respectively,
S, and S,;. Inset: Comparison between the sum of S, and the sum
of S, for each interval. The loading speed for the data shown in
this figure is v = 5 um/s. The uncertainty in the exponents is
evaluated from the standard error and a 95% confidence interval.
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matrix with a plastic (or yield) limit and a distance to this
limit distributed inhomogeneously in space [24,25]. While
the stress is globally increased in the material, areas close to
the plastic limit will yield first and induce a stress
redistribution that may trigger other plastic events
[26,27], resulting in propagating avalanches [14,28-30].
To test if a knitted fabric fits in this framework, we first
analyze the nucleation and morphology of plastic events.
The viewing of different images shows that the slip lines
can actually intersect, although a V-shaped morphology
seems to be the generic feature. To further assess this
specific feature, we performed high-speed imagery of an
avalanche (see Fig. S9 in Ref. [17]). It turns out that
avalanches often start from a single, bulk stitch and then
propagate from this particular site in all possible favored
directions.

Now, let us study how plastic events are correlated in
space [31]. Since high values of the vorticity in the
nonaffine displacement field @ are a good signature of
plastic events in our fabric, event spatial correlation can be
evaluated with the following quantity:

((x 4 6x,y +8y) —o(x,y))
(o(x,y))

CE(6x,0y) =1+ , (1)

where the average (), runs over all the stitches detected
in a positive (+) or negative (—) event. C;f, displayed in
Fig. 4(a), presents a strong correlation in the direction
—(/4), indicating that positive events propagate along the
diagonal of the stitch network. For a negative event, the
result is the same but with the direction (z/4). To uncover
the relation between the avalanche propagation and how the
elastic matrix reacts to a local plastic event, we use a
framework [32] which provides us with a continuous model
of knit elasticity. Considering a homogeneous fabric, we
locally impose a nonzero vorticity w, and a deformation
field ,, = {[(Ou,)/(0x)] — [(Ou,)/(Dy)]} that is related to
the deviatoric strain and allows us to account for the sign of
this quantity. Those deformations are applied over a region
of size d, with @, > 0 for a positive event and @, < 0 for a
negative event, while £; < 0 for both types of event. We
then compute the resulting displacement field with a
vanishing displacement far from the perturbation. In the
stitch network, the vorticity and deviatoric strain have the
following expressions in polar coordinates (7, ): w(r, 0) =
[(e4,d%)/(2r*)] sin 20 and e4(r, 0) = [(wod®)/(2r*)] sin 26,
valid for r > d. More details on the elastic model and
calculations can be found in Supplemental Material [17].
The resulting displacement field around a positive event is
shown in Fig. 4(b), together with the angular variation of
@(r, 0). The elastic response of the knit allows us to retrieve
two properties of the measured events. First, the maxima of
the vorticity and deviatoric fields are located along the same
directions as those measured experimentally, irrespective of
the event sign. Second, the elastic model gives w(r, )
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FIG. 4. Experimental spatial correlation and theoretical elastic
deformation of positive events. (a) Amplitude of the correlation
function C; of the vorticity, showing the events propagating along
diagonal stitches, together with the relative displacement field
during positive events i, (8x,8y) = (i@(x + 6x,y +8y) —il(x,y)) .
Data shown for v = 5 um/s. (b) Analytical response of the elastic
network to a local perturbation shown through the displacement
field around the perturbation, along with the angular dependence of
the vorticity field r>w(r, #). The direction of maximum vorticity
redistribution matches the orientation of the slip lines, suggesting
that the events are formed by triggered successive slips.

directly proportional to €, , along with &,(r, #) proportional
to m,, suggesting that, during event propagation, the
vorticity and deviatoric are strongly correlated as evidenced
experimentally [see the inset in Fig. 3(b)].
Conclusion.—In this study, we show that the mechanical
response of a knitted fabric displays crackling dynamics in
its mechanical response through stick-slip events, despite
its topologically protected structural order; thus, it is not
prone to either structural rearrangement or yielding or
failure. Global and local avalanche size display power law
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distributions as those predicted by mean-field models of
soft amorphous materials. This approach differs from
previous studies on friction in textiles [33,34] and may
trigger new perspectives for the study of textile mechanics.
Moreover, the quality of the experimental measurements of
the avalanche statistics in this original system ends up
rivaling the latest similar experimental analysis on more
commonly studied systems [3,6,22]. Knitted fabrics can
thus be used as a tool to investigate the universal crackling
response, allowing us to distinguish between the effects of
plastic threshold distributions present here and the missing
structural disorder. This approach also proves advantageous
for several reasons such as a straightforward experimental
implementation and analysis or the presence of numerous
easily tunable parameters.
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framework of the METAMAT Project No. ANR-14-CEQ7-
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