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Contributions à l'étude de schémas numériques de type Volumes Finis
et de leurs applications pratique.

Résumé :
Le contexte de ces travaux est la mise au point de schémas numériques pour
l'hydrodynamique compressible multi-matériaux et pour les phases disper-
sées. En particulier, les sujets d'étude proviennent de di�cultés étant appa-
rues dans l'utilisation pratique de ces schémas via des codes de calcul in-
dustriels du CEA exploitants des supercalculateurs. En e�et, ceux-ci visent
à simuler des écoulements réels, i.e. des équations d'état raides, des con�-
gurations complexes de matériaux et des écoulements compressibles violents,
conditions di�ciles qui peuvent faire sortir les méthodes numériques du cadre
théorique pour lequel elles ont été conçues. Il est particulièrement visé d'ob-
tenir des schémas robustes, mais précis et convergents pour exploiter à bon
escient le ra�nement des maillages que va permettre la puissance des futurs
supercalcultateurs de classe exascale.

Mots Clefs :
Hydrodynamique, �uides compressibles, schéma numérique, reconstruction
d'interfaces, phase dispersée.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique professionnel

Un projet en tant que Stagiaire (Service) Militaire en 1999-2000 avec B.
Dubroca au CEA CESTA a été l'opportunité d'une première expérience dans
la recherche, en contribuant à un code d'aérothermique [27]. Après avoir été
Ingénieur Calcul en bureau d'étude dans une PME dans le domaine de la
pyrotechnie (PyroAlliance), j'ai ensuite intégré le CEA DAM Ile de France
en �n 2001. J'y ai d'abord travaillé sur des codes de calcul massivement
parallèles en hydrodynamique et en turbulence. En 2007, j'ai soutenu une
Thèse de Doctorat [22], dirigée par B. Desjardins et J.-M. Ghidaglia. L'objet
de celle-ci était de proposer un schéma numérique eulérien pour l'hydro-
dynamique compressible multi-matériaux, alternatif aux méthodes de type
Lagrange-Projection classiquement utilisées dans ce contexte.
Dans la période 2008-2011, en détachement au Centre INRIA Nancy-Grand
Est dans l'équipe-projet CALVI dirigée par E. Sonnendrücker, j'ai participé
aux études pour la simulation de la Fusion par Con�nement Magnétique
dans le contexte du projet ITER (International Thermonuclear Experimen-
tal Reactor). L'occasion m'a été donnée de travailler sur des méthodes numé-
riques pour des modèles gyrocinétiques de type Vlasov représentatifs de la
turbulence à c÷ur dans les tokamaks. Il s'agit de modèles cinétiques décrivant
le mouvement de particules chargées dans un champ magnétique intense, em-
ployés dans le code GYSELA 5D, développé à ce moment-là principalement
par V. Grandgirard avec l'équipe de X. Garbet au CEA Cadarache avec qui
nous collaborions.

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

De retour au CEA DAM Ile de France en 2011, une ré�exion collective était
menée sur les méthodes numériques existantes en regard des futurs super-
calculateurs Exascale et des choix pertinents possibles. Dans ce cadre, j'ai
participé à des groupes de ré�exion impliquant des ingénieurs CEA et des
collaborateurs extérieurs, proposé des contrats de recherche avec des par-
tenaires académiques et encadré des étudiants. Plusieurs publications ont
découlé de ces travaux, principalement sur les schémas Lagrange-Projection
colocalisés et sont présentées dans ce manuscrit.
En octobre 2016, j'ai été nommé responsable d'un Laboratoire au sein du
Département Analyse Surveillance Environnement du CEA DAM DIF, où
l'on traite de problématiques de génération et de propagation d'ondes acous-
tiques dans l'atmosphère ou d'ondes sismiques dans la Terre, ainsi que de
problèmes d'hydrodynamique compressible et d'élastodynamique. Dans ce
cadre, je m'implique dans le fonctionnement du LRC LETMA (Université
Pierre et Marie Curie, Ecole Centrale de Lyon, CEA DAM) traitant princi-
palement de la propagation d'ondes acoustiques dans l'atmosphère, du LRC
MESO (CEA DAM, CMLA, ENS Paris Saclay) pour l'hydrodynamique et
la quanti�cation d'incertitudes, et dans des collaborations en cours avec no-
tamment l'Institut de Physique du Globe de Paris et l'Ecole Nationale des
Ponts et Chaussées. Je poursuis une activité de recherche sur la thématique
de l'hydrodynamique compressible et participe à l'encadrement scienti�que
d'étudiants.

1.2 Thématiques abordées

Les thèmes dans lesquels je me suis particulièrement investi après ma
thèse sont les suivants :

Extension et exploitation de VFFC-NIP

Le schéma VFFC-NIP (Natural Interface Positionning) issu de la thèse
[22] a fait l'objet d'extensions complémentaires avec plusieurs collègues, co-
laborateurs universitaires et étudiants, Loubère et al [93], [33], Champmartin
et al [15], Blais et al [16], d'extensions à d'autres physiques via la Thèse de
D. Chauveheid [41] dont la di�usion radiative, la tension de surface [42] et
les bas nombres de Mach [26]), et Peybernes et al [108] pour la parallélisation
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informatique HPC.
Des travaux de simulation ont été mené sur le phénomène de �sloshing� (im-
pact de vagues dans une cuve) avec la société GTT [32, 34]. Il s'agissait en
particulier de valider par la simulation des lois de similitudes entre un im-
pact de vague de méthane liquide sur la paroi d'une cuve de méthanier et
des impacts de vagues d'un autre liquide à l'échelle d'un laboratoire.

L'hydrodynamique compressible

Dans le cadre de la résolution numérique des équations d'Euler pour
l'hydrodynamique compressible multi-matériaux, les questions posées par
l'arrivée de supercalculateurs toujours plus puissants sont principalement
la convergence en maillage, la robustesse et la capacité de ces méthodes à
être parallélisées e�cacement pour tirer au mieux parti de la puissance de
calcul des machines. Un choix possible est d'utiliser des schémas lagran-
giens colocalisés, qui sont robustes et écrits sous forme conservative, par
exemple les schémas GLACE par Després et al [56, 44] ou EUCCLHYD par
Maire et al [97]. En particulier, ces schémas dissipent intrinsèquement de
l'entropie par l'utilisation de problèmes de Riemann acoustiques. Associés
à une phase de Projection conservative, nous obtenons des schémas eulé-
rien de type Lagrange-Projection qui entrent dans le cadre plus général de
l'ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian), qui fait l'objet de nombreux travaux
[43, 40, 3, 94, 17, 9, 81, 86, 101]. Par ailleurs, la colocalisation des variables du
modèle et l'utilisation de schémas de projection adaptés comme décrit dans
[24] doit pouvoir procurer des codes e�caces en termes de simplicité algo-
rithmique et de parallélisation informatique, comme le montrent De Vuyst et
al dans [60, 61]. Cependant, il apparaît deux di�cultés lors de l'expérimen-
tation de ces schémas colocalisés. La première est la dissipation d'entropie
excessive en particulier dans les détentes ou celle-ci devrait être nulle. Outre
le ralentissement de la convergence de la solution dans certains cas raides,
cette erreur peut conduire localement à un chau�age excessif, ce qui peut
être problématique dans le cadre de modèles de matériaux réels (changement
de phase, élasto-plasticité) ou de �uides réactifs (taux de réaction dépendant
de la température). Une amélioration tendant à réduire cette production ex-
cessive d'entropie est proposée dans [23]. Une seconde di�culté se situe dans
la phase de projection, par une méthode d'ordre élevé en espace, dès l'ordre
deux. Lorsqu'on projette de manière conservative l'énergie totale, l'énergie
interne (et donc la température) peut subir une erreur importante du fait de
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sa projection conjointe avec l'énergie cinétique, et éventuellement mener à la
ruine des simulations. Ce problème et une proposition d'amélioration ont été
décrits dans [24]. Par ailleurs cette di�culté apparaît sous une autre forme
dans les schéma non-colocalisés, que Debar évoque dans [55].

Les phases dispersées

Dans le cadre de la simulation de plasmas magnétisés dans les tokamaks,
une di�culté réside dans les temps caractéristiques longs pendant lesquels
les particules se déplacent sur de grandes distances dans le vide, comme cela
est décrit par exemple dans Brizzard et Hahm [36]. Des schémas numériques
d'ordre élevé sont nécessaires pour capturer les petites structures de l'écou-
lement et éviter leur dissipation prématurée, mais au prix de di�cultés de
robustesse, voir Sonnendrücker et al [52], Braeunig et al [28] et les rapports
[29, 30, 77]. D'autre part, ces simulations de type DNS (Direct Numerical
Simulation) sont une gageure en termes de calcul haute performance, car
il faut paralléliser un code de calcul gyrocinétique 5D de manière extrême-
ment performante pour atteindre une résolution su�sante a�n de traiter les
échelles pertinentes de l'écoulement.
Cette précédente thématique et celle des phases dispersées de type sprays,
�ns ou épais, de particules de �uide évoluant dans un gaz, laisse le choix
entre deux grandes familles de méthodes numériques. Une première est la-
grangienne pour les particules, dans les méthodes de type Monte Carlo PIC
(Particle-In-Cell), où le trajet d'un ensemble de particules numériques est
calculé avec collisions entre elles, donnant une représentation numérique du
spray réel. Une seconde est déterministe par un calcul statistique de fonctions
de probabilité de présence des particules (pdf) et de leur évolution par une
équation de transport. Cette dernière et plus coûteuse mais converge mieux
que les méthodes de type Monte Carlo. Elle pourrait également être mieux
conditionnée vis-à-vis du couplage entre les phases gaz et particules, comme
cela est abordé dans Bernard-Champmartin et al [14].

1.3 Contenu du mémoire

Ce mémoire d'HDR est structuré en troix chapitres. Les deux premiers
traitent de l'hydrodynamique compressible multi-matériaux, où sont décrits
les travaux d'amélioration et d'extension de la méthode directe VFFC-NIP,
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puis les travaux sur la mise au point d'un schéma eulérien de type Lagrange-
Projection. Le troisième chapitre traite de la simulation d'écoulements ra-
ré�és ou de sprays nécessitant une description cinétique des particules de
�uide. Dans les deux thématiques évoquées dans ce mémoire, on s'emploie à
étudier les problèmes numériques émergeant dans des simulations réalistes et
à adapter la méthode numérique choisie. Ceci conduit à la question suivante :
s'il y a des problèmes à régler avec une méthode numérique, pourquoi ne pas
en choisir une autre ? Je réponds humblement que je n'ai pas connaissance
de méthode qui n'ait pas pu être mise en défaut sur des cas pratiques.
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Chapitre 2

La méthode VFFC-NIP pour

l'hydrodynamique

La méthode VFFC-NIP a été introduite dans la thèse de Braeunig [22]
[31] pour simuler les écoulements compressibles multi-matériaux. Il s'agit
d'un schéma Volumes Finis direct, au sens où l'on n'utilise pas de splitting
d'opérateurs entre les termes acoustique et convectif des équations d'Euler. Il
a été développé pour des applications présentant des chocs forts et de grandes
distorsions des interfaces entre des matériaux ayant des caractéristiques très
di�érentes, entre de l'eau et de l'air par exemple. Dans ce cadre, une modéli-
sation des interfaces non-di�usive 1 dans des volumes dits �partiels� est sou-
haitable et a été développée, avec une condition de glissement parfait entre les
matériaux. Le choix est de positionner des segments de droite dans les mailles
mixtes à la manière de Youngs [130] et de les faire évoluer par le schéma.
La représentation de l'interface est donc discontinue par morceaux sur le
maillage. De plus, ce modèle de sous-maille suppose que chaque matériau ne
peut apparaitre qu'une seule fois dans une maille mixte, donc par exemple
les volumes des gouttelettes d'un spray dans une maille sont rassemblés en
un seul volume partiel. Les maillages employés sont cartésiens orthogonaux
et le schéma mono�uide employé pour les mailles pures, i.e. un seul matériau
présent, est VFFC (Volumes Finis à Flux Caractéristiques) de Ghidaglia et
al [68, 69]. Pour les mailles dites mixtes, i.e. plusieurs matériaux présents,
une stratégie de splitting directionnel est employée pour faire évoluer les

1. c'est-à-dire une reconstruction explicite de l'interface séparant hermétiquement les

matériaux
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interfaces reconstruites par un schéma en une dimension d'espace, mais pre-
nant en compte des informations géométriques multi-dimensionnelles. Sous
cette forme, le schéma ne peut pas être étendu à des maillages quelconques.
L'intérêt principal de cette méthode est de dé�nir un �ux aux interfaces,
considérées lagrangiennes par le biais d'une étape utilisant un objet appelé
�condensat�, où l'on agglomère des éléments de volumes partiels des mailles
mixtes, voir �gure 2.1. Ceci permet d'imposer la condition de contact entre
les matériaux qui dans le cadre strict des équations d'Euler, modèle ne conte-
nant ni di�usion ni frottement, doit être du type glissement parfait. Cette
propriété aux interfaces a été la raison pour laquelle la société GTT, qui
s'intéresse aux impacts de vagues de gaz liqué�és dans les réservoirs des mé-
thaniers qu'elle conçoit, a souhaité utiliser le code développé dans ce cadre
[32] [34]. Dans des développements ultérieurs réalisés par D. Chauveheid [41],
ce formalisme a permis d'introduire très naturellement une force de tension
de surface qui respecte au repos l'équilibre avec le gradient de pression [42].
Cette propriété est importante pour éviter un artefact numérique dénommé
�courants parasites� dans la littérature [21, 109] et qui peut déstabiliser la
solution.
D'autre part, cette méthode a été étendue à la géométrie axi-symétrique, au
sens où les maillages sont toujours cartésiens orthogonaux, mais de révolu-
tion autour d'un axe z. Ceci a été réalisé de manière générique et a été validé
sur des cas académiques [15].

2.1 Robustesse du modèle de mailles mixtes

NIP

Les études applicatives autour du sloshing (impact de vagues) avec la
société GTT [32] qui ont montré des lacunes de robustesse du modèle de
mailles mixtes NIP et ont permis de mettre au point des modi�cations ayant
amélioré ce point, sont présentées dans l'article [33]. Cependant, la méthode
numérique �nalement adoptée pour faire évoluer les interfaces, en particulier
pour les développements postérieurs décrits dans les articles [93] et [15] [16],
va ici être décrite, car elle n'a pas jusqu'ici été publiée.
On rappelle que la méthode NIP utilise un splitting directionnel, donc le
schéma est monodimensionnel par direction sur un maillage cartésien ortho-
gonal. Pour chaque direction, les groupes de les mailles mixtes successives
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Figure 2.1 � Description des étapes permettant le calcul de l'évolution des
interfaces et des grandeurs dans les mailles mixtes, via une étape dite de
�condensat�.
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sont identi�és, voir étape (A) �gure 2.1. On ordonne les fragments (volumes
partiels ou mailles pures) de matériau dans chaque groupe en fonction des
normales aux interfaces, étape (B), et on considère ces fragments comme des
�couches� de matériau. Deux couches successives du même matériau sont ag-
glomérées en une seule, étape (C). Cet ensemble résultant est appelé �conden-
sat� dont l'évolution va être calculée en écrivant les lois de conservation sur
chaque couche, étape (D). L'interface entre deux couches est mobile avec
une vitesse associée et un �ux lagrangien y est dé�ni. Les faces extrêmes
du condensat sont immobiles et correspondent aux faces des mailles pures
agglomérées, et un �ux eulérien y est calculé à l'aide du schéma VFFC [68],
identique à celui employé entre deux mailles pures. Les nouveaux états et po-
sitions des couches calculés sont alors projetés sur le maillage eulérien initial,
et les normales aux interfaces dans chaque maille mixte sont recalculées en
fonction du taux de présence des matériaux dans les mailles voisines.
La di�culté est de dé�nir un schéma robuste, résolvant au mieux les lois de
conservation du système d'Euler sur les couches de volumes V olk dans un
condensat, qui peuvent être arbitrairement petites si par exemple deux inter-
faces se rapprochent. Dans le cas des équations d'Euler, un schéma explicite
impose classiquement une condition de type CFL pouvant alors rendre le pas
de temps arbitrairement petit :

∆t < CFL
V olk
|λk|A

. (2.1)

avec V olk le volume de la couche, A l'aire transverse à la direction de calcul
du condensat, λk la plus grande valeur propre du système d'Euler dans k.
Dans l'article [33], nous avions pris le parti de calculer l'évolution des gran-
deurs dans le condensat en contrôlant l'évolution de la pression. Cependant,
c'est bien cette contrainte incontournable (2.1) qui est l'origine des problèmes
de robustesse. Nous avons �nalement eu l'idée de modi�er le schéma pour
être robuste sous une autre condition CFL, acceptable celle-ci, lorsque (2.1)
n'est pas véri�ée. Nous suggérons donc un schéma stable sous une contrainte
liée au volume total de la maille mixte i dont est issu le volume partiel k
plutôt qu'à son volume V olk, de manière identique à la condition CFL sur
une maille pure équivalente :

∆t < CFL
V oli
|λk|A

. (2.2)

Bien évidemment, nous commettons ici une erreur de consistance. L'hypo-
thèse admise ici est que les volumes partiels impliqués et subissant cette
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modi�cation de schéma sont su�samment petits pour n'impacter que très
marginalement et très localement l'écoulement. D'autre part, nous allons as-
surer la conservation des invariants que sont la masse, la quantité de mouve-
ment et l'énergie totale. Sans pouvoir le prouver autrement que via des tests
de validation numérique, il semble alors que cette inconsistance locale le reste
au cours des itérations, comme une erreur de localisation de l'information qui
en moyenne reste proche de la solution. Cependant, seuls les tests numériques
de validation et la comparaison à des solutions de référence à convergence
nous ont permis de véri�er qu'en e�et, cette approche est valide.
Pour cette nouvelle méthode, nous allons donc procéder en deux étapes :

� écrire un schéma stable sous la condition CFL (2.2) même pour des
couches dont le volume V olk tend vers zéro, quitte à commettre une
erreur ;

� utiliser l'algorithme dé�ni dans [33], pour retrouver une solution conser-
vative à l'échelle du condensat, la plus proche possible de la solution
stable de l'étape précédente.

L'hypothèse concernant la robustesse faite ici est qu'étant donné un pas de
temps satisfaisant la contrainte (2.2) pour une couche k, la maille pure i
de volume V oli ayant les mêmes caractéristiques (vitesse du son, vitesse,
densité,...) a une évolution robuste, au sens de la non divergence de la valeur
calculée, puisque sa contrainte CFL (2.2) est satisfaite. Un schéma volumes
�nis approchant les équations d'Euler dans une couche k s'écrit :

mn+1
k V n+1

k = mn
kV

n
k −∆t A(φk+1/2 − φk−1/2) (2.3)

avec V = (1, u, E)t le vecteur des variables, E l'énergie totale, φk+1/2 le �ux
entre les couches k et k + 1, avec nd le vecteur unitaire dans la direction de
calcul :

� Si k+ 1/2 est une interface interne du condensat, donc mobile, le �ux
lagrangien s'écrit :

φk+1/2 = (0, p nd, p(u · nd))tk+1/2

avec uk+1/2 la vitesse et pk+1/2 la pression dé�nies comme solution du
problème de Riemann acoustique [73], voir l'article de présentation de
la méthode [31, 93] pour les détails.

� Si k + 1/2 est la première ou la dernière face du condensat, donc
confondue avec une face du maillage et immobile, un �ux eulérien y
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est calculé via le schéma VFFC [68] :

φk+1/2 = (ρ(u · nd), ρu(u · nd) + pnd, (ρE + p)(u · nd))tk+1/2

En introduisant θk = mn
k/m

n+1
k indépendante de V olnk puisque la masse des

couches n'évolue que par des �ux de masse, le schéma (2.3) s'écrit :

V n+1
k

θk
= V n

k −
∆t A

ρnkV ol
n
k

(φk+1/2 − φk−1/2) (2.4)

Il est proposé de modi�er ce schéma dans la première étape menant à l'état
V NC
k , en remplaçant dans le schéma le volume V olk de la couche k par celui

de la maille entière V oli :

V NC
k

θk
= V n

k −
∆t A

ρnkV ol
n
i

(φk+1/2 − φk−1/2) (2.5)

Ce schéma d'évolution est stable au sens où la CFL (2.2) est satisfaite. Ce-
pendant, la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
l'énergie totale est perdue à ce stade dans le condensat.

Remarque 1. Etudions l'e�et de cette modi�cation non conservative V NC
k

(2.5) par rapport à (2.4) dans le cas d'une couche entre deux interfaces en
1D où V olk = ∆xk. On considère en particulier la composante vitesse u
du vecteur des variables V = (1, u, E)t, dont la composante de �ux associée
φ = (0, p, pu)t est p. La pression dé�nie à l'interface est donnée par le solveur
de Godunov acoustique :

p∗k+1/2 =
αkpk+1 + αk+1pk

αk + αk+1

− αkαk+1

αk + αk+1

(uk+1−uk) = pk+1/2−
α̃k+1/2

2
(uk+1−uk)

avec α = ρ c et pk+1/2, α̃k+1/2 les moyennes implicitement dé�nies, alors
(2.5) devient :

un+1
k

θk
= unk −

∆t

ρnk∆xni
(p∗k+1/2 − p∗k−1/2)

= unk −
1

ρnk

∆t ∆xnk
∆xni

(
pk+1/2 − pk−1/2)

∆xnk

)
−∆t

ρnk

(
α̃k+1/2∆x

n
i (unk+1 − unk)− α̃k−1/2∆x

n
i (unk − unk−1)

2 (∆xni )2

)
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La substitution de (2.4) par (2.5) dans l'algorithme a pour e�et évident d'em-
pêcher l'explosion des termes de gradient et de di�usion lorsque ∆xk → 0.
L'hypothèse, véri�ée en pratique, est que cette manipulation (2.5) rend la dif-
fusion numérique prépondérante dans l'évolution de la vitesse, et de la même
façon pour la pression, du fait des termes visqueux du solveur de Godunov
acoustique lorsque le volume partiel ∆xk → 0. En e�et, cette manipulation
utilisant (2.5) peut également être vue comme un remplacement du pas de
temps ∆t par ∆t ∆xk/∆xi pouvant tendre vers zero avec ∆xk. Cela revient
à diminuer d'autant le coe�cient CFL localement à la couche k, menant à
favoriser la di�usion numérique. Ce comportement excessivement di�usif de
la vitesse et de la pression est souhaitable lors la dégénéréscense d'une couche
vers un volume nul, car le schéma tend à la rendre similaire à une interface
de type discontinuité de contact au travers de laquelle la pression et la vitesse
doit être continue. Il est évident par ailleurs que lorsque ce volume devient
vraiment trop petit, il est supprimé de la simulation et le seuil adopté est
V olk < 10−5 V oli.

Pour l'évolution du volume des couches du condensat, les valeurs des
vitesses d'interface proviennent du solveur de Riemann acoustique :

u∗k+1/2 =
αkuk + αk+1uk+1

αk + αk+1

− pk+1 − pk
αk + αk+1

et les volumes sont calculés de façon à limiter l'évolution relative de la den-
sité ρk dans le volume partiel k, lorsque le pas de temps ne satisfait pas la
condition (2.4) :

V olNCk = V olnk + ∆tA(u∗k+1/2 − u∗k−1/2)

si |τρ| =
∣∣∣∣ρNCk − ρnk

ρnk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣θkV olNCk − V olnk
V olnk

∣∣∣∣ ≤ ερ

sinon θkV ol
NC
k = V olnk (1 + ε sign (τρ))

(2.6)

Remarque 2. Considérons une équation d'état pour la pression de la forme
p(ρ, e) et cherchons à borner l'évolution relative de la pression entre les temps
tn et tn+1 par une valeur ε : ∣∣∣∣pn+1

k − pnk
pnk

∣∣∣∣ < ε.
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Si l'on ne considère que la dépendance de la pression à l'évolution relative
de la densité ρ, à énergie interne e constante, il est évalué dans l'article [33]
que celle-ci doit être bornée par :∣∣∣∣ρn+1

k − ρnk
ρnk

∣∣∣∣ < ερ =
ε

ρnk(cnk)2

pnk
+ Γnkε

avec c la vitesse du son et Γ le coe�cient de Grüneisen, et typiquement
ε ≈ 0.1 pour maintenir une évolution contrôlée de la pression dans couches
de très petits volumes, au sens où le schéma peut réagir à une évolution
brusque de la pression dans cette couche en quelques itérations, de l'ordre de
10 avec ε ≈ 0.1.

Il s'agit maintenant de revenir à une solution conservative dans le conden-
sat, i.e. l'ensemble des mailles mixtes et pures agglomérées, à partir de l'état
des couches V NC

k calculé par l'évolution (2.5) et V olNCk par (2.6). La stratégie
est de trouver des �ux φNC entre les couches du condensat amenant à des
états thermodynamiques V n+1

k conservatifs et les plus proches possibles des
états V olNCk et V NC

k . La solution V n+1
k est calculée à partir de ces �ux φNCk ,

conservative construction, du fait de ce schéma Volumes Finis :

mn+1
k V n+1

k = mn
kV

n
k −∆t A(φNCk+1/2 − φNCk−1/2).

Pour déterminer la vitesse uNCk+1/2 et la pression p
NC
k+1/2 à l'interface k+1/2, on

utilise les relations de conservation du volume et de la quantité de mouvement
dans le condensat C :

Nk∑
k=1

V oln+1
k =

Nk∑
k=1

V olnk 6=
Nk∑
k=1

V olNCk

Nk∑
k=1

mn+1
k un+1

k =

Nk∑
k=1

mn
ku

n
k −∆t A(φmuCg + φmuCd ) 6=

Nk∑
k=1

mNC
k uNCk

(2.7)

On montre dans l'article [33] que les équations de conservation (2.7) pour
la vitesse en particulier peuvent se réécrire :

Nk∑
k=1

(
V oln+1

k − V olnk
)

= 0

Nk∑
k=1

mn+1
k

(
un+1
k − unk +

ϕ

mn+1
C

)
= 0

(2.8)
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avec mn+1
C =

Nk∑
k=1

mn+1
k et ϕ = ∆tA(φmCg + φmCd − un1φmuCg − unNk

φmuCd ), φCg et

φCd étant les �ux eulériens gauche et droit aux extrémités du condensat,
les exposants m et mu désignant respectivement leurs composantes masse et
quantité de mouvement. L'article [33] détaille cette démarche.

On se propose de trouver des suites de coe�cients CV ol
k et Cmu

k telles que

V oln+1
k − V olnk = CV ol

k

(
V olNCk − V olnk

)
mn+1
k

(
un+1
k − unk +

ϕ

mn+1
C

)
= Cmu

k mn+1
k

(
uNCk − unk +

ϕ

mn+1
C

)
de sorte que les relations (2.8) soient satisfaites avec V oln+1

k et un+1
k ainsi

calculés.

Remarque 3. Les coe�cients CV ol
k et Cmu

k doivent être proches de 1 pour
limiter l'écart entre V oln+1

k et V olNCk , et un+1
k et uNCk , pour rester proche de

la solution stable mais non-conservative NC.

Dé�nissant de plus qV olk = V olNCk −V olnk et qmuk = mn+1
k

(
uNCk − unk +

ϕ

mC

)
,

on obtient alors deux relations de la forme générique suivante pour qk =
(qV olk , qmuk ) :

Nk∑
k=1

Ckqk = 0 (2.9)

Après analyse, un choix simple et expérimentalement su�samment robuste
pour déterminer Ck est donné par l'algorithme suivant, identique à celui dans
l'article [33] :

Nk∑
k=1

Ckqk =

Nk∑
k=1,qk>0

C+qk +

Nk∑
k=1,qk<0

C−qk

= C+S+ − C−S− = 0

avec les sommes des termes qk positifs S+ > 0 et négatifs S− > 0 dé�nis
naturellement et
Ck = C+ si qk > 0,
Ck = C− si qk < 0.
Les valeurs de C+ et C− doivent être les plus proches de 1 possible, voir
remarque 3, et le meilleur choix dans ce contexte est alors :
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� Si
S+

S− < 1 alors C+ = 1 et C− =
S+

S− ,

� Si
S−

S+
< 1 alors C− = 1 et C+ =

S−

S+
,

� Si S± = 0 alors C± = 1 et C∓ = 0.

On obtient donc les valeurs respectant les lois de conservation (2.7) sui-
vantes, solutions de la méthode au temps n+ 1 :

V oln+1
k = CV ol

k V olNCk + (1− CV ol
k )V olnk

un+1
k = Cmu

k uNCk + (1− Cmu
k )unk + (1− Cmu

k )
ϕ

mn+1
C

L'énergie totale En+1 est calculée à partir des vitesses uk+1/2 et pressions
pk+1/2 aux interfaces menant aux valeurs V oln+1

k (ne dépend que de uk+1/2)
et un+1

k (ne dépend que de pk+1/2). La conservation de l'énergie totale est
assurée par le schéma sous forme conservative employé, dont les �ux aux in-
terfaces du condensat sont pk+1/2uk+1/2, voir l'article [33] pour plus de détails.

S'il a été possible d'obtenir des coe�cients Ck proches de 1, la solution
à n + 1 est proche de la solution stable NC, qui elle-même est proche de la
solution des équations d'Euler si le volume de la couche permet de respecter
la condition CFL sur le pas de temps. Sinon, la solution est une moyenne
de l'état au temps n et de la solution stable NC, ce qui dans les volumes
partiels petits doit empêcher une explosion de la solution. En pratique, cet
algorithme a permis de stabiliser la méthode NIP dans une large gamme de
problèmes très raides, voir les articles [93] et [16].

2.2 Amélioration du suivi d'interfaces

2.2.1 Amélioration de la précision du suivi d'interfaces

A l'issue de la thèse [22], la méthode VFFC-NIP sou�rait d'une mauvaise
qualité du suivi géométrique des interfaces, car le splitting directionnel ne
prenant pas en compte la normale à l'interface y introduisait des instabilités.
L'article présentant la méthode ENIP[93] (Enhanced Natural Interface Po-
sitioning) décrit une manière de supprimer ces instabilités en améliorant la
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précision du suivi des interfaces. Le splitting directionnel pour l'évolution de
l'interface est conservé, mais l'étape de �condensation� des volumes partiels
est améliorée, car prenant en compte explicitement la normale à l'interface.
L'amélioration réalisée entre NIP et ENIP est tout à fait semblable à la
di�érence entre SLIC [104] (Simple Line Interface Capturing) et PLIC (Pie-
cewise Linear Interface Capturing) [130, 88], puisque il s'agit dans les deux
cas d'employer une information multidimensionnelle dans une méthode qui
initialement n'était que purement 1D. La méthode ENIP résultante permet
d'exploiter pleinement la condition de contact de glissement entre les maté-
riaux, ce qui a amélioré fortement la pertinence de la méthode par exemple
pour une interface entre de l'eau et de l'air, ce qui est illustré dans la publi-
cation [93].

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
[93] R. Loubère, J.-P. Braeunig, J.-M. Ghidaglia, A totally Eulerian �nite
volume solver for multi-material �uid �ows : Enhanced Natural Interface Po-
sitioning ENIP, European Journal of Mechanics B/Fluids, Vol 31, p. 1-11
(2010).

2.2.2 Traitement d'un nombre arbitraire de matériaux

Une autre restriction de la méthode NIP était de ne pouvoir traiter que
deux matériaux. Dans ce cas, il ne peut exister qu'une seule interface dans
une maille mixte, et la connaissance de sa normale et de la fraction volu-
mique des matériaux est su�sante pour positionner une interface rectiligne
de manière unique. L'extension à des mailles mixtes à plus de deux matériaux
pose la question du positionnement des interfaces, car même si chaque maté-
riau n'apparaît qu'une seule fois dans la maille, les interfaces linéaires entre
eux peuvent se croiser. Une hypothèse supplémentaire est posée : l'écoule-
ment simulé dispose d'un maillage su�samment �n pour capturer les plus
petites structures d'intérêt. Cela suppose que l'on ne souhaite pas capturer
des structures de taille caractéristique plus petite qu'une maille, telles que des
�laments, des gouttelettes, des structures strati�ées, etc... Il n'est cependant
pas exclu de simuler des fragments de matériaux plus petits que la maille,
qu'ils aient une origine physique ou numérique. D'autre part, cette hypothèse
suggère que le nombre de mailles à plus de deux matériaux est faible par rap-
port au nombre total, puisque le nombre de points triple, quadruple, etc dans
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la géométrie est restreint si celle-ci est su�samment bien discrétisée.
Après avoir étudié des modèles existants dans la littérature, très élaborés
[66, 47, 117] ou simples [104, 102] de reconstruction à N matériaux, nous
avons choisi l'approche simple et très répandue, de type dit �pelure d'oi-
gnon�, où toutes les interfaces sont parallèles dans une maille et leur normale
commune est calculée selon un ordre des matériaux présents dé�ni par l'utili-
sateur. Cette méthode comporte une part d'arbitraire, mais puisqu'elle n'im-
pacte que très peu de mailles, elle a �nalement peu d'in�uence en pratique
dans les cas réalistes que nous avons étudiés. Le principal défaut de ce choix,
et qui n'est résolu qu'en mettant en ÷uvre des méthodes complexes recons-
truisant explicitement les points triples, est la possible génération d'origine
numérique de fragments de matériaux, voir par exemple le cas �vortex� à
quatre matériaux dans l'article Blais et al [16].

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
[16] B. Blais, J.-P. Braeunig, D. Chauveheid, J.-M. Ghidaglia, R. Loubere,
Dealing with more than two materials in the FVCF�ENIP method, European
Journal Mechanics B/Fluids, Vol 42, 1�9 (2013).

2.3 Parallélisation de la méthode VFFC-NIP

Etant donné que la méthode VFFC-NIP emploie une méthode de splitting
directionnel, il est bien évident que cette propriété importante de l'algorithme
doit être prise en compte dans la parallélisation. C'est le cas également dans
le contexte de simulations gyrocinétiques de plasmas magnétisés, où la pa-
rallélisation proposée par E. Sonnendrücker et al [79] a inspiré ce travail. En
e�et, chaque étape directionnelle fait évoluer les colonnes ou les lignes de
mailles (en 2D) de manière indépendante les unes des autres. Ceci permet
donc de découper un domaine carré en tranches rectangulaires de lignes ou
colonnes selon la direction de calcul. Chaque tranche est traitée par un proces-
seur ayant sa mémoire propre, de manière indépendante des autres tranches.
Il s'agit d'une parallélisation à mémoire distribuée où les communications
sont assurées par la librairie MPI (Message Passing Interface). L'avantage du
splitting directionnel est qu'il n'y a donc pas de communications nécessaires
entre les processeurs pendant une étape calcul dans une direction. Cepen-
dant, l'alternance des étapes directionnelles du splitting (tranches selon x
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ou y) nécessite d'importantes communications pour transposer les données,
pour mettre à jour les tranches entre deux étapes.
De plus, les processeurs actuels sont constitués de plusieurs coeurs de calcul
ayant tous accès à une mémoire commune, donnant la possibilité d'un ni-
veau de parallélisation supplémentaire dit à mémoire partagée. Les lignes de
mailles sont traitées de manière indépendante au sein d'une tranche du do-
maine. Comme l'ensemble des données de la tranche est contenu en mémoire
du processeur, chaque coeur de calcul peut être chargé d'un sous-groupe de
lignes de maillage. Ce mode de calcul par sous-découpage de tâches au sein
d'un même processeur constitue une parallélisation à mémoire partagée uti-
lisant par exemple la librairie OpenMP.
Un troisième niveau de parallélisation existe, la vectorisation, qui utilise la
capacité des coeurs de calcul à e�ectuer des opérations sur des vecteurs à
la même vitesse que sur des scalaires. Ce niveau de parallélisation peut de-
mander une analyse �ne des algorithmes et des structures de données pour
favoriser ces opérations vectorielles, en particulier les opérations simples qui
sont réalisées en un cycle de calcul, mais nous n'avons pas particulièrement
étudié cet aspect.
Ce schéma de parallélisation n'est sans doute pas optimal, mais il donne des
résultats de scalabilité tout à fait corrects jusqu'à quelques milliers de coeurs
de calcul, comme cela est illustré dans l'article [108]. Il permet surtout un
découplage total des phases de calcul et de communications parallèles, ce qui
est très confortable à gérer dans un code de calcul.

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
[108] M. Peybernes, J.-P. Braeunig, J.M. Ghidaglia, Hybrid Parallelization of
a Pure Eulerian Finite Volume Solver for Multi-Material Fluid Flows, Com-
puter Engineering and Applied Computing, Proceeding of the 2012 World
Congress in Computer Science, Las Vegas, Page 3 (2012).
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Chapitre 3

Schémas Lagrange-Projection

pour l'hydrodynamique

Le type de schéma eulérien étudié dans ce paragraphe est dénommé
Lagrange-Projection, car deux phases y sont distinguées : une première phase
lagrangienne résolvant l'acoustique avec mouvement explicite du maillage,
puis une seconde phase de projection de la solution du maillage déformé
sur le maillage initial. Cette méthode numérique, qui appartient naturel-
lement au formalisme plus général ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian,
[13, 94, 86, 44, 101, 81, 17, 18]) est très populaire en dynamique rapide,
car elle béné�cie de tout l'héritage scienti�que des méthodes lagrangiennes
développées depuis les tous débuts du calcul numérique [126, 127, 112] et en
particulier des extensions de ces méthodes à des physiques couplées entre hy-
drodynamique et élasto-plasticité [127, 99] ou physique des plasmas [35, 101]
par exemple. Il existe un débat sur l'opportunité ou non de ce que l'on peut
appeller splitting d'opérateur, entre acoustique et convection [49, 130, 62, 53],
ou de manière similaire en hydrodynamique incompressible [88]. D'une part,
on pourrait considérer en e�et que ces deux phases sont distinctes et succes-
sives, et que cela doit être dommageable à la qualité de la solution. D'autre
part, on pourrait se dire qu'il s'agit d'un solveur lagrangien, qui intègre bien
le mouvement de convection par le mouvement du maillage en même temps
que la résolution des ondes acoustiques, tout comme un schéma direct (Go-
dunov [73], Roe [114], VFFC [68]), mais que cette solution est représentée
sur le maillage initial via une interception de maillages, sans évolution tem-
porelle. Deux avantages existent à cette dernière démarche. Le premier est
la résolution lagrangienne 2D/3D directe, au sens où les points du maillage

27
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peuvent bouger dans toutes les directions dans cette phase. Sur un maillage
régulier orthogonal par exemple, la méthode de projection a des directions
privilégiées en terme de di�usion numérique, mais l'empreinte du maillage
est moins marquée pour ces schémas que pour des schémas directs. D'autre
part, des défauts de type carbuncle ou �odd even decoupling� [110, 74] se
développent moins pour les schémas Lagrange-Projection, du fait de l'as-
pect multidimensionnel du calcul lagrangien et de la di�usion transverse au
maillage associée. Le second avantage est l'extension relativement aisée à
d'autres phénomènes physiques. En e�et, beaucoup de modèles couplés à
l'hydrodynamique ont une discrétisation lagrangienne assez naturelle [58] et
les couplages sont souvent plus aisés à écrire dans le référentiel lagrangien
où en particulier la masse évolue spatialement mais est conservée dans une
maille. Les algorithmes peuvent être programmés de façon relativement mo-
dulaire dans ce cadre, alors que dans un schéma direct de type volumes �nis,
il faut considérer le système couplé dans son ensemble, où la discrétisation des
modèles physiques est très imbriquée. Cette question est d'ailleurs à l'origine
du développement du schéma VFFC qui peut s'écrire de manière générique
pour di�érents modèles tels que l'hydrodynamique radiative [41], la tension
de surface [42], la magnétohydrodynamique [70] ou l'hydrodynamique bifuide
[69] [116].
Lorsqu'on ré�échit aux méthodes numériques en vue de concevoir des codes
de calcul d'hydrodynamique adaptés aux supercalculateurs, dont la puis-
sance permet de ra�ner les maillages et donc d'améliorer la précision des
simulations, un certain nombre de contraintes relevant de la maîtrise des in-
certitudes se posent pour réellement améliorer la pertinence des simulations.
En premier lieu, la robustesse des méthodes numériques doit être évaluée,
car les méthodes d'ordre de précision N > 1 ne satisfont pas de critères de
positivité ou de principes du maximum, qui peuvent mener à des di�cultés
lorsque des gradients forts apparaissent dans l'écoulement, par exemple en
utilisant des équations d'état �raides�, au sens d'une faible compressibilité
ou en présence de changements de phase. Ceci est particulièrement impor-
tant à véri�er pour les méthodes d'ordre N élevé, car les termes d'erreur de
discrétisation à l'ordre N + 1, obtenus par le développement de Taylor en
espace et en temps du schéma, donnant les équations équivalentes [20] réelle-
ment résolues par schéma, peuvent introduire des fragilités de type dispersion
ou over/undershoots. Il est probablement souhaitable pour la robustesse de
s'assurer que la di�usion numérique domine ces termes parasites durant la
convergence, mais cette analyse peut s'avérer très complexe pour des ordres
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de précision N > 2.
L'incertitude de modèle peut également devenir importante du fait du chan-
gement d'échelle de précision spatiale : les gradients plus forts dans l'écou-
lement, les fermetures des modèles statistiques et le caractère bien posé ou
non du modèle numérique peuvent empêcher la convergence vers une solu-
tion plus réaliste que sur un maillage plus grossier. Un exemple simple est la
convergence d'une simulation d'une instabilité hydrodynamique considérant
le modèle des équations d'Euler, qui n'est pas assurée puisque des perturba-
tions de l'écoulement peuvent apparaître et se développer jusqu'à des échelles
spatiales in�niment petites. Le modèle de Navier-Stokes doit dans ce cas être
envisagé, introduisant une di�usion physique (moléculaire, turbulente, etc...)
agissant comme une coupure des échelles les plus �nes et rendant possible la
convergence.
En�n, l'incertitude liée au schéma numérique, qui au-delà de la taille �nie
des mailles est liée à la consistance du schéma. Ceci est également un point
important, puisqu'il serait bien dommage en utilisant des maillages très �ns
rendant les simulations très coûteuses que la solution à convergence ne soit
pas la bonne. Si l'évaluation de la consistance et de l'ordre de précision d'un
schéma sur des solutions continues est bien claire, ce point est plus sujet à
controverse pour la capture de solutions discontinues, en présence de chocs
forts en particulier. Certains chercheurs s'appuieront sur la précision d'ordre
très élevé de leur schéma [50, 51, 7, 17], qui devrait faire diminuer l'erreur
de consistance, l'e�et des limiteurs, ainsi que les inévitables artefacts numé-
riques avec la diminution de la taille des mailles. Le danger est ici que des
termes d'erreur d'ordre élevé se révèlent non négligeables à convergence en
présence de gradients forts ou d'évolutions rapides de l'écoulement. D'autres
considèreront la conservation d'invariants du système résolu comme priori-
taire. Par exemple, pour les équations d'Euler et la capture correcte à conver-
gence de la position des chocs, les conditions de Rankine-Hugoniot doivent
être satisfaites au niveau discret, avec la condition nécessaire de conservation
en masse, quantité de mouvement et énergie totale. La notion elle-même de
conservation du schéma doit alors être précisée, car en e�et, certains schémas
sont sous forme conservative [73, 114], d'autres sont conservatifs localement
à un noeud du maillage [44] [97] (un équivalent de la forme conservative sur
maillage dual), d'autres encore sont globalement conservatifs sur l'ensemble
du domaine. Et pour �nir, la dé�nition même de la quantité de mouvement
(m u) ou de l'énergie totale (m E) = m (e+ u2)/2 à conserver peut être dis-
cutée si la masse m, la vitesse u et l'énergie interne e ne sont pas colocalisées.
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En e�et, si m et e sont localisées au centre des mailles et u aux noeuds ou
aux faces, une moyenne de la vitesse au centre de la maille est à dé�nir pour
parler de conservation de m u ou m E sur un domaine.
Le principal Théorème sur le sujet est celui de Lax-Wendro� [89], qui in-
dique que si un schéma sous forme conservative converge, alors c'est vers
une solution faible du système de lois de conservation résolu. Il est clairement
admis qu'un schéma non-conservatif ne converge pas vers la bonne solution
[83, 118, 90]. Cependant, il faut noter également qu'une �forme conservati-
ve� du schéma doit exister pour appliquer ce Théorème, i.e. les grandeurs
sont conservées localement aux mailles et évoluent par échanges de �ux aux
faces. Bien qu'il ne soit pas prouvé que l'absence d'une forme conservative
d'un schéma empêche sa convergence vers une solution faible du système,
beaucoup d'auteurs se contraignent à ce cadre strict ou démontrent la pro-
priété de convergence vers une solution faible pour les schémas numériques
qu'ils proposent [118] [87] [1]. Quoi qu'il en soit, la convergence des schémas
numériques doit être véri�ée expérimentalement et au delà des tests sur des
solutions continues, qui servent à valider et mesurer l'ordre de convergence
théorique de la méthode. Des solutions discontinues doivent également être
intégrées à ces tests et dans le régime physique visé pour l'application, pour
s'assurer du bon comportement de la méthode en pratique.
Le choix d'une méthode numérique ou d'une autre est donc très lié aux
contraintes de l'application visée et aux outils informatiques que l'on sou-
haite utiliser. Ainsi, la voie que nous avons explorée ces dernières années est
guidée par quelques considérations simples. Dans le contexte de la simulation
d'écoulements compressibles, multimatériaux, avec de grandes déformations,
nous considérons des équations d'état réalistes (air, eau, solide, etc...). La
méthode numérique doit être robuste et doit pouvoir être parallélisée de ma-
nière massive pour exploiter des supercalculateurs. La précision du schéma
doit être au moins d'ordre 2 en espace, car l'ordre 1 nécessiterait un nombre de
mailles trop important pour accéder à une solution précise et se heurterait à
la taille mémoire limitée des noeuds de calculateurs. Un ordre N > 2 est sou-
haitable car le surcroit d'e�cacité, en terme de ratio précision sur temps de
calcul, des schémas d'ordre très élevé est prouvé [65, 18, 17] [65] [51] [53, 54],
mais la robustesse de ceux-ci doit encore être démontrée pour les applications
complexes visées, comme par exemple un choc fort dans l'eau interagissant
avec une bulle d'air ou un choc dans l'air avec une goutte [80, 103, 93, 85],
ou encore un front de détonation dans un tube de métal [125].
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Nous allons présenter quatre publications récentes qui traitent chacune
de problématiques intervenant dans les schémas Lagrange-Projection colo-
calisés, au sens où toutes les grandeurs physiques sont localisées au centre
des mailles. Tout en ayant le souci de pouvoir étendre les résultats en 3D et
sur des maillages généraux, nous nous sommes restreints à des maillages 2D
cartésiens orthogonaux, ce qui a permis aux di�érents étudiants de prendre
en main rapidement le code de recherche SHY dans lequel ces méthodes ont
été développées, et de se concentrer sur les aspects numériques.

3.1 Schéma colocalisé

Dans cette publication, nous avons décrit un schéma colocalisé eulérien de
type Lagrange-Projection, basé sur le schéma lagrangien EUCCLHYD [97].
Ce schéma est robuste et construit de manière à être conservatif localement
aux noeuds et entropique ; il a donc des propriétés de convergence satisfai-
santes. La phase de projection est particulièrement étudiée, sur les aspects
suivi d'interfaces matérielles de type PLIC (Piecewise Linear Interface Cap-
turing [130] [88]) et splitting directionnel de la projection. En e�et, un schéma
de projection direct est proposé, i.e. sans splitting directionnel, car algorith-
miquement il nécessite moins de communications parallèles, donc devrait être
plus e�cace sur un grand nombre de coeurs de calcul [60, 61]. Ce schéma di-
rect est de type volumes �nis, dont l'hypothèse de base est une intégration
sur la maille faisant apparaître des �ux normaux aux faces de celle-ci. Or
ceci constitue une approximation particulièrement grossière d'une projection
d'un maillage sur un autre, puisque sur un maillage 2D constitué de mailles
carrées, aucune information n'est transmise en diagonale du maillage, sur une
itération en temps. De manière caricaturale, on pourrait dire qu'un noeud du
maillage commun à quatre mailles, ne �voit� l'information que de trois de ces
mailles (pas celle voisine en diagonale de la maille projetée). L'information
manquante est dénommée �ux de coin, que l'on s'attache à dé�nir dans cette
étude. La montée à l'ordre deux en espace de la projection est aussi présentée,
en étudiant la question de la projection en énergie totale qui peut induire
au niveau discret une violation du Second Principe de la Thermodynamique,
sous la forme d'un terme source négatif d'énergie interne [55, 24].

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
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[24] J.-P. Braeunig, B. Chaudet, Study of a collocated Lagrange-Remap
scheme for multimaterial �ows adapted to HPC, Proceedings of the confe-
rence MULTIMAT 2015, Int. J. Numer. Meth. Fluids, Vol 83, 8, p. 664-678
(2016).

3.2 Réduction de la production d'entropie

3.2.1 Réduction par un formalisme de type pseudo-viscosité

Cette publication se concentre sur la phase Lagrangienne du schéma, où
nous présentons d'abord une montée à l'ordre deux en espace du schéma
EUCCLHYD, via une classique méthode MUSCL mais basée sur une recons-
truction multidimensionnelle [124, 37]. Ensuite, nous proposons de limiter la
production d'entropie des schémas utilisant le célèbre solveur de Riemann
acoustique introduit par Godunov [73], dont EUCCLHYD. En e�et, si ces
schémas produisent de l'entropie dans les chocs de manière satisfaisante, cette
production existe malheureusement aussi dans les écoulements isentropiques
dont les détentes. En e�et, dès que la vitesse ou la pression sont inhomogènes,
l'entropie augmente numériquement alors que physiquement elle devrait res-
ter constante. Outre l'erreur numérique par rapport au modèle physique, il
en résulte un amortissement de l'écoulement par perte d'énergie cinétique au
pro�t de l'énergie interne, favorisant la robustesse mais nuisant à la précision
de la simulation. La stratégie employée est basée sur le concept de pseudo-
viscosité, qui sert habituellement à ajouter une dissipation d'entropie à un
schéma isentropique [127, 126]. Dans cette étude, nous proposons d'évaluer
la production d'entropie du schéma EUCCLHYD par les �ux aux faces des
mailles et d'introduire un �ux correctif à ces faces pour diminuer cette pro-
duction.

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
[23] J.-P. Braeunig, Reducing the entropy production in a collocated Lagrange-
Remap scheme, J. Comp. Phys., Vol 314, p127-144 (2016).
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3.2.2 Réduction par substitution d'un �ux isentropique

Dans ce travail, nous avons pris le parti de combiner le schéma Lagran-
gien EUCCLHYD pour traiter les compressions, avec un schéma de type
volumes �nis pour les détentes et dont les �ux assurent une production d'en-
tropie nulle. Ce schéma que l'on nomme �schéma isentropique� provient d'une
étude de Tadmor [122] reprise par Maire [106]. Nous avons repris ces résul-
tats à notre compte et remarqué que l'on pouvait le retrouver et l'interpréter
à partir d'outils développés dans l'article précédent [23] et le rapprocher du
solveur EUCCLHYD selon des critères de robustesse que nous nous donnons.

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
[105] C. Paulin, J.-P. Braeunig, R. Motte, Isentropic correction for collocated
Lagrange-Remap scheme, Computer and Mathematics with Applications, in
press July 2018.

3.3 Projection utilisant MOOD

En�n, cet article propose d'employer pour la phase projection la méthode
de montée en ordre a posteriori MOOD [65]. En particulier, il s'agit de com-
parer et d'évaluer l'intérêt de cette méthode par rapport aux techniques de
montée en ordre traditionnelles par des reconstructions et des limitations de
pente a priori, et ce à l'ordre deux en espace pour les deux approches. Il
s'avère que MOOD procure à la fois un gain de robustesse et de précision,
ce qui par ailleurs encourage à l'employer également pour la montée en ordre
de la phase lagrangienne, dans des travaux à l'avenir.

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Hydrodynamique
5.1 de ce manuscrit :
[25] J.-P. Braeunig, R. Loubère, R. Motte, M. Peybernes, R. Poncet, a pos-
teriori limiting for 2D Lagrange plus Remap schemes solving the hydrodyna-
mics system of equations, Computer & Fluids, Vol 169, p249�262 (2018).
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Chapitre 4

Simulation de phases dispersées

Un �uide ne peut plus être considéré comme un milieu continu, lorsque
les interactions entre ses particules sont trop peu nombreuses. On parle alors
de milieu raré�é ou de spray, où la trajectoire des particules doit être prise
en compte explicitement, mais du fait du nombre très important de degrés de
libertés que cela implique, on utilise en général des descriptions statistiques
par probabilité de présence (méthodes déterministes) ou par des particules
numériques (méthodes stochastiques, Monte Carlo, Particles In Cell). La li-
mite entre milieu continu et raré�é est déterminée par le nombre de Knudsen,
rapport entre le libre parcours moyen l, distance moyenne parcourue en vol
libre par une particule sans interaction avec une autre, et une échelle ca-
ractéristique L de l'écoulement macroscopique considéré, telle que la taille
du système contenant les particules ou d'une capsule spatiale entrant dans
une atmosphère raré�ée par exemple. Il est admis que au delà d'un Knud-
sen Kn = l/L > 10−3, l'écoulement est considéré comme raré�é. On parle
aussi de sprays denses, épais ou dilués, suivant les caractéristiques moyennes
de l'écoulement de particules. Notons bien qu'employer un modèle macro-
scopique tel que les équations de Navier-Stokes pour un écoulement raré�é
conduit à une erreur de modélisation et donc de simulation importante, en
aérothermique [27] ou dans les tokamaks [64] par exemple. Il existe donc
di�érents régimes qui conduisent à utiliser di�érents modèles physiques dits
cinétiques, où la position et la vitesse des particules sont décrites ainsi que les
interactions entre particules. Le modèle de référence est l'équation de Boltz-
mann pour décrire le mouvement des particules, en fonction d'une force F
leur étant appliquée et d'un terme de collision Q qui décrit les changements
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de vitesses lors de leurs interactions :

∂tf + v · ∇xf + F · ∇vf = Q(f)

avec f(x, v, t) la fonction de distribution de particules au point x de vitesse
v et au temps t. Des intégrales de f donnent accès aux moments, à savoir
les quantités physiques macroscopiques de l'écoulement (densité, quantité de
mouvement, énergie,...), dont le nombre et la nature dépend en particulier du
modèle de collision, qui peut être relativement complexe [8, 107] ou simpli�é
suivant le besoin pour l'application, par exemple en aérothermique raré�ée
[27] [82].
Un autre modèle, employé en particulier pour décrire les plasmas et en cos-
mologie est dénommé Vlasov, où les collisions entre particules peuvent être
négligées :

∂tf + v · ∇xf + F · ∇vf = 0.

Bien qu'étant une simple équation d'advection, sa résolution est complexe du
fait de ses six dimensions d'espace (trois en position et trois en vitesse) et des
non-linéarités pouvant apparaître dans les couplages avec d'autres équations
nécessaires au calcul des forces F . De plus, un principe du maximum sur
f peut exister dans le cas d'un modèle conservatif au sens de la condition
∇(x,v)t · (v,F)t = 0, qui peut se révéler di�cile à assurer lorsqu'on souhaite
utiliser une discrétisation d'ordre élevé [29].
Les variantes Vlasov-Maxwell [19, 84] (couplage de particules chargées du
champ electro-magnétique) ou Vlasov-Poisson [45, 52] (couplage avec un
champ électrique ou gravitationnel), modèle gyrocinétique [36, 78, 79] (par-
ticules chargées dans un champ magnétique intense) par exemple, ne se dis-
tinguent formellement concernant le mouvement des particules que par le
calcul de la force F via des modèles couplés di�érents (Maxwell, Poisson sur
le potentiel électrique ou gravitationnel). On peut citer également le couplage
avec les équations d'Euler pour le cas d'un spray de particules dans un gaz
[115], par exemple dans le cas d'un nuage dans l'atmosphère ou de particules
de carburant dans un moteur de voiture ou de fusée. La force F est dans ce
cas liée à une force de trainée, action à la fois du gaz sur le mouvement de
la particule et de la particule sur la dynamique locale du gaz [8, 59].
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4.1 Plasmas dans les tokamaks

Le contexte est la simulation de la turbulence à coeur dans les tokamaks,
étudiée en particulier par l'IRFM au CEA Cadarache avec le code de cal-
cul gyrocinétique 5D GYSELA par Grandgirard et al [78] et en collaboration
avec l'ancienne équipe INRIA Calvi, dont j'ai fait partie en détachement dans
la période 2008-2011. A�n de limiter la di�usion numérique dans les simu-
lations, il s'agit ici [28] d'une étude de faisabilité pour adapter le maillage
aux lignes de champ, qui sont les directions privilégiées de déplacement des
particules chargées dans un champ magnétique intense. Remarquons que les
tokamaks ont des géométries de type toroïdal à section non circulaire et
même singulière pour le cas d'ITER, ce qui rend complexe leur maillage et a
fortiori leur adaptation aux lignes de champ.
Dans le même cadre, les rapports [30, 77] décrivent des études menées sur le
schéma semi-lagrangien conservatif PSM de Sonnendrücker et al [52], et en
particulier concernant sa précision et sa stabilité vis-à-vis de la condition de
conservation existante ∇(x,v)t · (v,F)t = 0 pour les modèles gyrocinétiques et
des limiteurs de pente nécessaires pour une reconstruction des grandeurs sur
une base de splines cubiques.

Les publications concernées peuvent être trouvée dans l'annexe Phases Dis-
persées 5.2 de ce manuscrit :
[28] J.-P. Braeunig, N. Crouseilles, M. Mehrenberger, E. Sonnendrücker,
Guiding-Center simulations on curvilinear meshes, Discrete and Continuous
Dynamical Systems - Series S, Vol. 5, 2, p.271-282 (2012).
[29] J.-P. Braeunig, N. Crouseilles, M. Mehrenberger, V. Grandgirard, G.
Latu, E. Sonnendrücker, Some numerical aspects of the conservative PSM
scheme in a 4D drift kinetic code, INRIA Report RR-7109 (2009) et preprint
arxiv soumis mais non publié.

4.2 Sprays de gouttelettes dans un gaz

Dans le cadre de la simulation d'un spray de particules évoluant dans un
gaz, cette étude visait à tester l'emploi de méthodes numériques déterministes
de type semi-lagrangiennes pour le mouvement des particules, plutôt que l'ap-
proche stochastique classiquement utilisée dans cette situation : la méthode
Particle-In-Cell (PIC). L'enjeu est d'imposer numériquement la conservation



38 CHAPITRE 4. SIMULATION DE PHASES DISPERSÉES

de la masse de chaque phase et de la quantité de mouvement globalement
pour les deux phases. Pour cela, les schémas numériques employés pour les
deux phases sont de formes conservatives et leur couplage préserve la conser-
vation globale. Di�érentes bases de fonctions sont utilisées pour discrétiser
l'équation de Vlasov et les résultats des schémas sont comparés entre eux et
à des solutions de référence.

La publication concernée peut être trouvée dans l'annexe Phases Disper-
sées 5.2 de ce manuscrit :
[14] A. Bernard-Champmartin, J.-P. Braeunig, C. Fochesato, T. Goudon, A
semi-Lagrangian approach for dilute non-collisional �uid-particle �ows, Com-
munication in Computational Physics, Vol 19, 3, p.801-844 (2016).



Conclusion

Dans ce mémoire, les thématiques de la simulation de l'hydrodynamique
compressible multimatériaux et des phases dispersées ont été abordées, uti-
lisant principalement des techniques de type Volumes Finis. Le choix de ce
cadre formel provient du souci d'obtenir des méthodes numériques localement
conservatives, ce qui s'avère indispensable pour la précision et la convergence
correcte des simulations, que ce soit pour des ondes de choc dans un �uide,
pour un nuage de particules évoluant dans un gaz ou en temps longs dans
un tokamak. Cependant, d'autres méthodes sont conservatives et cette pro-
priété ne su�t évidement pas à résoudre toutes les di�cultés. En e�et, les
schémas colocalisés en hydrodynamique sou�rent souvent d'une production
d'entropie excessive. De même, les méthodes conservatives pour les méthodes
cinétiques peuvent se révéler plus di�usives que d'autres schémas. Nous avons
montré que des améliorations peuvent être trouvées pour contrôler ces dé-
fauts, sans perdre leur conservativité et leur robustesse. Dans le cadre de
la simulation parallèle haute performance HPC, permettant le ra�nement
des maillages ou l'augmentation du nombre de particules, il est important
de conserver des bases théoriques solides au sens de la convergence et de la
stabilité numérique des méthodes. Sinon, le risque est que l'augmentation
future des ressources de calcul ne permette pas d'en tirer le béné�ce attendu,
à savoir une meilleure précision ou prédictibilité des résultats de simulation.
A titre d'illustration, cela reviendrait à avoir un écran (la simulation) dont
les pixels sont plus �ns, sans que l'image devienne plus proche de la réalité,
car la source (le schéma) serait erronée aux petites échelles. Les méthodes
doivent donc être maitrisées théoriquement, comprises très �nement, en por-
tant une grande attention à la montée en ordre des schémas, pour éviter que
des termes numériques négligeables sur des maillages grossiers ne viennent
biaiser les résultats sur maillage �n. En e�et, l'erreur et l'ordre de précision
des schémas numériques sont bien maitrisés pour des solutions continues. Ce-
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pendant, quand des gradients forts apparaissent dans l'écoulement, ils sont
assimilables numériquement à des discontinuités. Ceci a lieu dans des simu-
lations où l'on ra�ne les maillages et pour des écoulements complexes, dont
la précision e�ective des résultats peut fortement varier entre di�érents sché-
mas d'ordre identique formellement. Dans ce mémoire, ceci a été présenté
lorsqu'on cherche à limiter l'erreur de production d'entropie en hydrodyna-
mique [23], lorsqu'on compare de classiques limiteurs de pente a priori à la
limitation a posteriori MOOD [25], ou lorsqu'on compare des limiteurs pour
des écoulement complexes [29]. Ceci illustre qu'il est bien di�cile de prévoir
la qualité des résultats d'un schéma numérique sans son expérimentation sur
des cas réalistes et que des modi�cations pouvant relever de �l'art de l'ingé-
nieur�, de �Numerical Recepies� (recettes numériques), ou dans le pire des
cas du pragmatique �quick and dirty� (rapide et sale), se révèlent souvent
nécessaires pour adapter la théorie à la pratique.
Les travaux présentés dans ce mémoire vont donc dans le sens de propo-
ser des améliorations de schémas ayant des bases théoriques solides, dans
des contextes simpli�és tels que pour des maillages cartésiens orthogonaux,
des grilles régulières et des équations d'état stylisées (gaz parfait et sti�ened
gas). Il est clair qu'il reste à tester ces propositions par exemple dans le cadre
plus général de l'ALE, en géométrie tridimensionnelle et avec couplage aux
physiques nécessaires pour les applications visées. Ce programme de travail
est tout à fait réaliste, puisque ces propositions ont été pensées autant que
possible sans restriction quant à ces évolutions.



Chapitre 5

Annexes

5.1 Articles en Hydrodynamique

Dans cette annexe sont fournis les articles suivant, dans l'ordre :
[93] R. Loubère, J.-P. Braeunig, J.-M. Ghidaglia, A totally Eulerian �nite
volume solver for multi-material �uid �ows : Enhanced Natural Interface Po-
sitioning ENIP, European Journal of Mechanics B/Fluids, Vol 31, p. 1-11
(2010).
[16] B. Blais, J.-P. Braeunig, D. Chauveheid, J.-M. Ghidaglia, R. Loubere,
Dealing with more than two materials in the FVCF�ENIP method, European
Journal Mechanics B/Fluids, Vol 42, 1�9 (2013).
[108] M. Peybernes, J.-P. Braeunig, J.M. Ghidaglia, Hybrid Parallelization of
a Pure Eulerian Finite Volume Solver for Multi-Material Fluid Flows, Com-
puter Engineering and Applied Computing, Proceeding of the 2012 World
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a b s t r a c t

This work concerns the simulation of compressible multi-material fluid flows and follows the method
FVCF-NIP described in the former paper (Braeunig et al., 2009 [7]). This cell-centered finite volumemethod
is totally Eulerian since the mesh is not moving and a sharp interface, separating two materials, evolves
through the grid. A sliding boundary condition is enforced at the interface, and mass, momentum and
total energy are conserved. Although this former method performs well on 1D test cases, the interface
reconstruction suffers of poor accuracy in conserving shapes for instance in linear advection. This situation
leads to spurious instabilities of the interface. The Enhanced-NIP method presented in the present paper
provides a solution to an inconsistency in the former NIP method. This solution strikingly improves the
numerical results. It takes advantage of a more consistent description of the interface in the numerical
scheme. Results for linear advection and compressible Euler equations for inviscid fluids are presented to
assess the benefits of this new method.

© 2011 Published by Elsevier Masson SAS.

1. Introduction

The two-material compressible hydrodynamics equations (Eu-
ler equations) are considered in this work. The flow regime is such
that molecular viscosity within materials is neglected: materials
are supposed to be immiscible and separated by sharp interfaces,
with perfect sliding betweenmaterials. Eachmaterial is character-
ized by its own equation of state (EOS).

The formalism of finite volume methods is close to the
mechanical viewpoint, and generic for different types of physical
models. Thus, it is easier to add other physical phenomena
like surface tension or turbulent diffusion for instance. The
discretization order is limited, but this method is accurate to
simulate hydrodynamic shock waves, because of the consistency
between numerical treatment and mechanics.

The extension of Eulerian schemes tomulti-material fluid flows
can be obtained by various techniques. One is to introduce the
cell mass fraction cα of material α and let it evolve according to
material velocity. The cell is called pure if a material α satisfies
cα = 1 and is called mixed if cα ∈]0, 1[. Pure cells filled by
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braeunig@math.u-strasbg.fr (J.-P. Braeunig), jmg@cmla.ens-cachan.fr,
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material α are calculated in the same manner as for the single
material method. Mixed cell evolution is computed using a mixing
equation of state that takes into account material mass fractions;
see e.g. [1]. One drawback of this approach is the numerical
diffusion of the interface. It turns out that for some applications,
this drawback is not acceptable since the diffusion of one material
into another one will correspond to a different physics. For
example, the two materials could react when a molecular mixture
is formed. Moreover, the mixing equation of state itself may lead
to difficulties concerning physics and robustness.

In the case of sharp interface capturing methods, the interface
is approximated in a mixed cell by a segment by most authors.
However, more complex curves than straight line ormore complex
theory (see [2] for instance) might be used. A famous method
using sharp interface reconstruction is the Eulerian as Lagrange
plus Remap finite volume scheme, initiated in [3] and further
improved in [4]. It belongs to the family of the so called Volume of
Fluid (VOF) methods. The first step of this method is a Lagrangian
scheme, resulting in a mesh displacement with material velocity.
The second step is a multi-material remapping of Lagrangianmesh
onto the original Eulerian mesh, by exchanging volume fluxes
between cells related to the Lagrangian motion of cell edges. The
new interface position in mixed cells is determined using the
partial volumes of the materials and the interface normal vector.
The latter is calculated using volume fractions from neighboring
cells. Thus the ratio of each material in volume fluxes is deduced
from the multi-material remapping. Some methods with the same

0997-7546/$ – see front matter© 2011 Published by Elsevier Masson SAS.
doi:10.1016/j.euromechflu.2011.07.005
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a b s t r a c t

This work concerns the simulation of compressible multimaterial fluid flows and follows up the
method Finite Volume with Characteristics Flux for two materials described in paper [R. Loubère,
J.P. Braeunig, J.-M Ghidaglia, A totally Eulerian finite volume solver for multimaterial fluid flows:
enhanced Natural Interface Positioning (ENIP), Eur. J. of Mech. B Fluids, 31 (4) (2012) 1–11,
http://doi:10.1016/j.euromechflu.2011.07.005]. The interface reconstruction method was designed to
deal with only two materials. In this paper we present the generalisation of the method to more than
two materials. The design principles remain the same as for the two material method. Nevertheless
some specific treatments have been added, like an automatic order of treatment of materials using
material centres of mass in the so-called condensate. Interestingly the method can accept any interface
reconstruction method. For simplicity, the crude onion skin approach with unique material normal has
been chosen. The entire scheme has been tested on the four material disc embedded into a reversible
incompressible velocity field test case for which numerical error can be computed. Then several more
demanding hydrodynamics impacts of droplets on thin film have been simulated to show the ability of
the method to qualitatively capture three material complex behaviours (sliding, impact).

© 2013 Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Dealing with multiple materials in computational fluid dynam-
ics (CFD) is nowadays a pressing necessity. As a matter of fact,
the increase of complexity in physics modelling associated to even
bigger computer resources has led to a tremendous need for
multimaterial friendly numerical methods. Almost any modern
Initial Fusion Confinement (ICF) computation, astrophysical sim-
ulation or biology or material models involve two or more in-
teracting materials, with possibly different physics modelling or
mechanical behaviour. However the extension of a single material
numerical method into a multimaterial one is usually not a trivial
task, but, unavoidably, each will have to endure this evolution to
deal with realistic simulations in these fields.

∗ Corresponding author. Tel.: +33 561557652.
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In [1] the authors have developed a Finite Volume with Char-
acteristics Flux (FVCF) scheme for single material flows simula-
tion. A two material extension has been proposed and validated in
[2–4]. Since 2008 two materials flow simulations have been run,
but for physics related applications this restriction on the number
of materials had to be removed.

Consequently we develop in this paper an extension of FVCF
that deals efficiently with an arbitrary number of materials to
simulate genuine physical situations.

In Section 2 we briefly present the former FVCF numerical
scheme in its two material version. Then in Section 3 we revamp
the scheme to deal with more than two materials. The original
scheme treats mixed cells (where two materials coexist) using
the so-called ‘‘condensate’’ data structure. This notion is therefore
extended to accept the occurrence of an arbitrary number of
materials. The original interface reconstruction method was based
on Youngs’ algorithm [5,6] which has not been initially designed
for more than two materials. Consequently we adopt the simplest
multimaterial interface reconstruction method, called by Youngs
the ‘‘onion skin’’ approach [5], which is a good compromise
between ease of implementation and quality of results. More

0997-7546/$ – see front matter© 2013 Elsevier Masson SAS. All rights reserved.
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Abstract

The FVCF-NIP method has been developed (Braeunig et al. [1]) for com-
pressible multi-material fluid flows simulation. The main properties of this
pure Eulerian method are the conservation of mass, momentum, total energy
and the sliding condition at the interface between materials, which is an im-
provement in the consistency of the discretization with respect to the Euler
equations model. In this paper, we propose a parallelization of this method
using a spatial domain decomposition in slices associated with a transposi-
tion using MPI communications, and not in blocks as in usual techniques.
This is a convenient choice for this totally directionally split method. Then a
hybrid parallel algorithm is introduced using multithreading (with OpenMP)
into each slice (MPI process) for an efficient use of recent hybrid architec-
tures. We show the advantage of this hybrid parallelization compared to
the pure MPI one especially for complex applications and a large number of
computational cores (up to 5 000 cores).
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Study of a collocated Lagrange-remap scheme for multi-material
flows adapted to HPC

Jean-Philippe Braeunig*,† and Bastien Chaudet

CEA/DAM/DIF F-91297 Arpajon, France

SUMMARY

This paper describes a collocated numerical scheme for multi-material compressible Euler equations, which
attempts to suit to parallel computing constraints. Its main features are conservativity of mass, momen-
tum, total energy and entropy production, and second order in time and space. In the context of a Eulerian
Lagrange-remap scheme on planar geometry and for rectangular meshes, we propose and compare remap-
ping schemes using a finite volume framework. We consider directional splitting or fully multi-dimensional
remaps, and we focus on a definition of the so-called corner fluxes. We also address the issue of the internal
energy behavior when using a conservative total energy remap. It can be perturbed by the duality between
kinetic energy obtained through the conservative momentum remap or implicitly through the total energy
remap. Therefore, we propose a kinetic energy flux that improves the internal energy remap results in this
context. Copyright © 2016 John Wiley & Sons, Ltd.

Received 23 February 2016; Accepted 18 July 2016

KEY WORDS: Eulerian; finite volume; Lagrangian; collocation; compressible flow; free surface; paral-
lelization; thermodynamics

1. INTRODUCTION

The goal of this study is to propose a multi-material Eulerian scheme solving the compressible
Eulerian equations suitable for multi-physics HPC (High Performance Computing) hydrocodes. The
methods presented in this paper are developed in the SHY (Scalable HYdrodynamics) code platform
dedicated to research in HPC (High Performance Computing) and numerics at CEA DIF (French
Atomic Energy Commission). As conduct lines for the design of this scheme, we obviously antic-
ipate that meshes will be refined thanks to the increase of computational power, thus, the scheme
should be robust and at least second order in time and space. Moreover, the scheme should be conser-
vative of mass, momentum, total energy and entropy to converge to the right solution. For the sake of
making easy multi-physics extension of the scheme, we have chosen to investigate Lagrange-remap
schemes. They consist during a one-time step in a Lagrangian phase in which quantities evolve on
a moving grid, then, they are remapped on the initial mesh, like in the Arbitrary Lagrangian Eule-
rian (ALE) framework. Another constraint is to allow a proper scalability of the code when using
supercomputers with many cores, thus, the number of MPI (Message Passing Interface) parallel
synchronizations in the algorithm should be limited, and remap should be generic to allow Open
Multi-Processing parallel loops and vectorization.

We choose a collocated Lagrangian scheme [1–4] because it provides conservativity, robustness,
and simple data structures because all quantities are located at cell centers. They are thoroughly
investigated these days, and we choose the EUCCLHYD Lagrangian scheme [2, 17, 18] as the basis
for this Eulerian scheme, because it has good properties and has existing extensions to multi-physics
like elasto-plastic flows [5], cylindrical geometries [6], coupling with a diffusion scheme [7], and

*Correspondence to: Jean-Philippe Braeunig, CEA/DAM/DIF F-91297 Arpajon, France.
†E-mail: jpbraeunig@yahoo.fr

Copyright © 2016 John Wiley & Sons, Ltd.
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The Eulerian scheme described in this article aims to perform efficient and accurate 
compressible multimaterial fluid flows simulations. We use a second order Collocated 
Lagrange–Remap scheme based on the EUCCLHYD Lagrangian scheme (Maire et al., 2007, 
[26]) which is conservative and uses acoustic Riemann solvers. The entropy production is 
studied and a correction is proposed to improve accuracy in isentropic flows by adding 
correction fluxes. The scheme is thus kept conservative in mass, momentum and total 
energy. A VOF PLIC interface reconstruction is added to the scheme. Results are presented 
that assess the dissipation reduction.

© 2016 Elsevier Inc. All rights reserved.

Introduction

With the computational power provided by current and future computers, academics and industrial researchers tend to 
refine the grids to obtain more resolved simulations and to access to more details. For instance, Direct Numerical Simulation 
of turbulence to feed turbulence models, ICF (Inertial Confinement Fusion) to obtain fusion reactions by capsules compres-
sion with high energy lasers or highly compressed flows induced by fast traveling explosive detonation waves. All these 
applications are strongly challenging for numerical schemes, that should be conservative, consistent, convergent, entropy 
dissipative to obtain the right solution when refining the meshes.

Classical staggered schemes, i.e. velocity is not cell centered as thermodynamical quantities, like VNR [31], Wilkins [32], 
Youngs [33] are extremely efficient considering their very light computational cost, the accurate solutions with low dissi-
pation obtained by writing isentropic equations added with a so called artificial viscosity in case of shocks. The drawback 
that is arising these days by refining grids is that the non-conservative form of these schemes for momentum and total 
energy can make the convergence to the solution difficult, since the Lax–Wendroff Theorem does not apply. However, more 
recent studies and schemes have improved symmetry preservation and conservations, and give correct solutions. Without 
being exhaustive, we can cite the work of Burton et al. [11], Caramana et al. [12], Barlow [2], Love and Scovazzi [23], Ke-
namond et al. [19]. The results obtained by schemes using artificial viscosity are naturally depending on its nature, scalar, 
tensorial, edge, on the chosen coefficients, and then the entropy production is modeled and added to the underlying isen-
tropic scheme. Moreover, in the context of ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) or Lagrange–Remap schemes, the momentum 
remap for staggered schemes needs a specific scheme on the dual mesh, what increases the algorithm complexity.
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a b s t r a c t 

In this article we show the gain in accuracy and robustness brought by the use of a a posteriori MOOD 

limiting in replacement of the classical slope limiter employed in the remap phase of a legacy second- 

order Lagrange+Remap scheme solving the Euler system of equations. This simple substitution ensures 

extended robustness property, better accuracy and ability to capture physical phenomena. Numerical tests 

in 2D assess those improvements and the relative low cost of this a posteriori approach by reporting the 

number of troubled cells which demand re-computation. Situations like the occurrence of Not-a-Number, 

negative density and spurious numerical oscillations can therefore be cured. 

© 2017 Elsevier Ltd. All rights reserved. 

1. Introduction 

The history of Lagrange-Remap schemes solving the hydrody- 

namics system of conservation laws dates back to the observation 

of the limits of Lagrangian schemes à la von Neumann [18,21,22] in 

the sixties [27] . The large deformation of the mesh flowing with 

the gas and the somewhat clumsy derivation of the operators 

made the original staggered Lagrangian schemes fragile. Conse- 

quently, to render the scheme more robust, engineers soon after 

started to manipulate the positions of the mesh points after the 

Lagrangian step to avoid mesh tangling. This mesh rezoning stage 

must be coupled with a remap stage which transfers the data 

from the Lagrangian mesh onto this rezoned one. This was the 

birth of so-called indirect Arbitrary-Lagrangian-Eulerian schemes 

(ALE) [13] . Because the rezoned mesh may be geometrically diffi- 

cult, computationally expensive and mathematically unclear to de- 

termine, some researchers have proposed to consider the initial 

mesh as the rezoned one for each time step. This procedure thus 
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remaps the rezoned mesh on the initial mesh after each Lagrangian 

stage, leading, de facto , to an equivalent Eulerian as Lagrange-plus- 

Remap scheme. Several such schemes were developed in the sev- 

enties [1,7,20,26,31,32,34] and are still in use today, for instance for 

turbulence modeling [33] . 

Classical 2D Lagrange+Remap schemes solving the hydrodynam- 

ics system of conservation laws are therefore based on 

• a Lagrangian scheme solving velocity and internal energy evo- 

lution on a staggered moving grid: velocity is located at mesh 

points, whereas density and specific internal energy are located 

at cell centers. Artificial viscosity is employed to make the La- 

grangian stage robust to the presence of steep gradients. No 

mass flux is allowed between neighbor cells, but the cell shapes 

and volumes evolve with time, leading to a time evolving den- 

sity computed as mass divided by volume. 
• a Remap — or Advection, or Projection — scheme, which trans- 

fers the mass, momentum and energy back onto the initial 

mesh after piecewise linear reconstructions of the variables of 

choice. Slope limiting is employed to make the remap stage ro- 

bust and essentially non-oscillatory. 

The time discretization is classically made with a second-order 

accurate Runge–Kutta scheme, also referred to as a predictor- 

corrector scheme. As such, the nominal accuracy of the method is 

http://dx.doi.org/10.1016/j.compfluid.2017.08.020 

0045-7930/© 2017 Elsevier Ltd. All rights reserved. 
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5.2 Articles sur les phases dispersées

Dans cette annexe sont fournis les articles suivant, dans l'ordre :
[28] J.-P. Braeunig, N. Crouseilles, M. Mehrenberger, E. Sonnendrücker,
Guiding-Center simulations on curvilinear meshes, Discrete and Continuous
Dynamical Systems - Series S, Vol. 5, 2, p.271-282 (2012).
[29] J.-P. Braeunig, N. Crouseilles, M. Mehrenberger, V. Grandgirard, G.
Latu, E. Sonnendrücker, Some numerical aspects of the conservative PSM
scheme in a 4D drift kinetic code, INRIA Report RR-7109 (2009) et preprint
soumis mais non publié.
[14] A. Bernard-Champmartin, J.-P. Braeunig, C. Fochesato, T. Goudon, A
semi-Lagrangian approach for dilute non-collisional �uid-particle �ows, Com-
munication in Computational Physics, Vol 19, 3, p.801-844 (2016).



Guiding-Center simulations on curvilinear meshes.

J.-P. Braeunig 1 2 3 , Nicolas Crouseilles1 2,
Michel Mehrenberger2 1, Eric Sonnendrücker2 1.

Abstract
The purpose of this work is to design simulation tools for magnetised plas-
mas in the ITER project framework. The specific issue we consider is the
simulation of turbulent transport in the core of a Tokamak plasma, for which
a 5D gyrokinetic model is generally used, where the fast gyromotion of the
particles in the strong magnetic field is averaged in order to remove the
associated fast time-scale and to reduce the dimension of 6D phase space in-
volved in the full Vlasov model. Very accurate schemes and efficient parallel
algorithms are required to cope with these still very costly simulations. The
presence of a strong magnetic field constrains the time scales of the particle
motion along and accross the magnetic field line, the latter being at least an
order of magnitude slower. This also has an impact on the spatial variations
of the observables. Therefore, the efficiency of the algorithm can be im-
proved considerably by aligning the mesh with the magnetic field lines. For
this reason, we study the behavior of semi-Lagrangian solvers in curvilinear
coordinates. Before tackling the full gyrokinetic model in a future work,
we consider here the reduced 2D Guiding-Center model. We introduce our
numerical algorithm and provide some numerical results showing its good
properties.

1 Introduction

In a Tokamak the plasma is kept out of the vessel walls by a magnetic
field whose lines have a specific helicoidal geometry. Turbulence develops in
the plasma and leads to thermal transport which decreases the confinement
efficiency. The characteristic mean free path is large, even compared with
the vessel size, therefore a kinetic description of particles is required, see
Dimits [4]. Therefore, one should use a 6D Vlasov-Poisson model for both
ions and electrons to properly describe the plasma evolution. However, the
plasma flow in the presence of a strong magnetic field has features that
allow some physical assumptions to reduce the model, in particular it is
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Abstract

The purpose of this work is simulation of magnetised plasmas in the ITER

project framework. In this context, kinetic Vlasov-Poisson like models are

used to simulate core turbulence in the tokamak in a toroidal geometry.

This leads to heavy simulations because a 6D dimensional problem has to

be solved, even if reduced to a 5D in so called gyrokinetic models. Accurate

schemes, parallel algorithms need to be designed to bear these simulations.

This paper describes the numerical studies to improve robustness of the

conservative PSM scheme in the context of its development in the GYSELA

code. In this paper, we only consider the 4D drift-kinetic model which is

the backbone of the 5D gyrokinetic models and relevant to build a robust

and accurate numerical method.
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principle, plasma turbulence
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Abstract. We develop numerical methods for the simulation of laden-flows where par-
ticles interact with the carrier fluid through drag forces. Semi-Lagrangian techniques
are presented to handle the Vlasov-type equation which governs the evolution of the
particles. We discuss several options to treat the coupling with the hydrodynamic
system describing the fluid phase, paying attention to strategies based on staggered
discretizations of the fluid velocity.
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1 Introduction

This paper is concerned with the numerical simulation of dilute suspensions. This study
is motivated by many applications ranging from industrial processes to natural flows.
For instance, such flows are involved in internal combustion engines and the improve-
ment of their performance need both modeling and computational efforts [50, 56, 71].
The problem is also relevant to fluidized beds [6] where particles are suspended in the
fluid stream, in order to promote contacts and exchanges between the particles and the
fluid. Similar questions arise from nuclear energy security, and weapons physics pur-
poses [3,54]. Other applications cover the dynamics of biomedical sprays [3,4,30,55], en-
vironmental studies on pollutant transport [27,57,58,61,69], the formation of sandstorms,
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