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Introduction 9

Les matériaux ferromagnétiques ont la particularité de présenter une aimantation rémanente : méme sans
excitation magnétique extérieure, I’aimantation totale d’un échantillon est non nulle. Cette propriété leur
donne des applications dans de nombreux secteurs d’activité industrielle comme la protection radar, le sto-
ckage des informations, la gestion de I’énergie et le matériel de télécommunication. Son étude et la compré-
hension de son comportement (formation de domaines magnétiques, retournement de 1’aimantation, évolution
temporelle,...) se retrouvent ainsi au coeur de nombreux problemes industriels.

1 Modélisation

L’aimantation est décrite par le moment magnétique M, un champ de vecteurs défini sur le domaine €2
dans lequel est confiné le matériau ferromagnétique, et de norme constante M :

M(t,z) = Myu(t,z) ohu : Q — S* C R3.
Le moment magnétique relie I’induction magnétique au champ magnétique par la relation
B = iy (H +T0),

oll yg est la perméabilité magnétique du vide, et M est 1’extension par 0 de M hors de €2, le champ et
I’induction magnétiques étant définis dans 1’espace tout entier.

L’évolution du moment magnétique est décrite par un modele introduit par L. Landau et E. Lifschitz en 1935 :

oM ~
W:Oﬁ M/\Heff_ﬁM/\(M/\Heff) 5
S
ou 7y et o sont deux constantes strictement positives, le premier terme correspondant a un mouvement de type
précession de Larmor, le second €tant le terme correctif dissipatif qu’ils ont introduit, et ou H sy est le champ

magnétique effectif a I’intérieur du matériau. Ce champ effectif se décompose en plusieurs termes :

Heff = Hanis(M) + Hech(M) + H7

— Hanis est le champ engendré par I’anisotropie du matériau ; il provient de 1’existence d’axes préféren-
tiels de magnétisation diis a la structure cristalline du matériau ferromagnétique et dérive d’une énergie
interne d’anisotropie par la relation :

_ 1 aEanis
IU,QMS oM '

Hanis =

Cette énergie s’écrit dans certains modeles sous la forme d’un terme quadratique en le moment magné-
tique :

Banis(M) = pokK, /Q (M2 = (M -u)?) da,

ot K, est la constante d’anisotropie et u est un champ de vecteur de R? de module 1 donnant la
direction de I’anisotropie en chaque point du matériau.

— Heen est le champ magnétique d’échange, il provient du modele d’interaction entre deux spins d’Hei-
senberg : Heen (M) = K AM avec des conditions aux limites de type Neumann homogene, et est
associé a I’énergie interne d’échange

Eoup = MOKQ/ VM ? d.
Q
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— H est le champ magnétique total. Selon la taille de 1’échantillon et les conditions de 1’expérience, plu-
sieurs modeles sont en concurrence :
Dans un échantillon suffisamment grand pour que 1’on doive tenir compte de la propagation du champ
électromagnétique, nous nous placons dans le cadre d’un modéele instationnaire ot le champ magné-
tique est détermine par les équations de Maxwell ol I’on a remplacé I’induction magnétique B par

o (H + 1) -
0 _
Ty (H+ M) +rot E=0 dansR?
OF
80@ —rot H=0 dans R3.

Si au contraire I’échantillon est suffisamment petit pour que les phénomenes propagatifs soient né-
gligeables, nous nous placons dans le cadre d’un modéle quasistationnaire o le champ et 1’induc-
tion magnétiques satisfont les équations de la magnétostatique. Dans ce cas, nous procédons usuel-
lement a un découplage formel du champ magnétique au moyen de la décomposition de Hodge :
H = Hept + Ha(M), olt Heyy est appelé le champ magnétique extérieur ou appliqué et vérifie :

div Hezr = 0 dans R3,
1ot Hezt = jear dans R3,

et Hy est appelé le champ démagnétisant ; il correspond a une contribution globale du matériau (contrai-
rement aux contributions d’anisotropie, d’échange et extérieure) et vérifie :

div (Hg(M)+ M) =0 dans R?,
rot Hg(M) =0 dans R3.

L’énergie associée, aussi appelée énergie démagnétisante, peut alors s’écrire
By(M) = B30 2
a(M) = T Ha(M)llizs)-

Remarque 1
Contrairement aux notations introduites par Gilbert, nous avons noté ici -y I’amortissement et v la précession
dans I’équation de Landau-Lifschitz.

Avant de poursuivre, nous fixons les constantes physiques M, et o 2 1 et nous notons €2 le coefficient
d’échange K., ce petit coefficient étant destiné a tendre vers zéro dans notre étude.

Remarque 2
Cela revient a adimensionner les équations en effectuant les changements de variables

x
E,

ot R est la taille caractéristisque de I’échantillon de matériau ferromagnétique, et en prenant comme nouvelles
inconnues -

t' = |a|Mst, ' =

M’:% E = 8_0£ H/:£

Ms ’ Ko Ms ’ Ms ’
(voir [16, 31, 34, 53]). Dans la suite, nous noterons toujours E et H les champs électriques et magnétiques
adimensionnés. Dans les équations adimensionnées, les seuls coeffi cients dont on tient compte sont les coef-

. . . 1 o N
fi cients d’échange € et la vitesse —; dans les équations de Maxwell, o
n

K,
ef = 25, 0= Ry/EofioM;lal.
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Nous négligerons dans toute la suite les termes diis a ’anisotropie :
Hepr = e2AM + H

Les équations adimensionnées s’écrivent alors :
- oM
Landau-Lifschitz : e MAHepp—yMN(MANHesy),

P _
na (H+M) +rot E =0 dans R3,
ok

N —Tot H=0 dans R3,

Maxwell :

Ces modeles reposent sur 1’équation aux dérivées partielles proposée par L. Landau et E. Lifschitz en 1935
et sur la théorie du micromagnétisme élaborée dans les années 40 par W.F. Brown [11, 12] pour expliquer
le comportement de matériaux ferromagnétiques non-linéaires comme les ferromagnétiques. Ces modeles, de
part leur nature non-linéaire, avaient été peu étudiés a I’époque, mais leurs nombreux domaines d’application
et ’émergence de moyens de calculs adaptés ont motivé de nombreuses études récemment comme celles A.
Thiaville [57] avec D. Tomaés et J. Miltat [60] qui s’intéressent a I’influence de la géométrie et de la structure
du domaine, ainsi qu’aux problémes dynamiques qui y sont liés (A. Thiaville, J.M. Garcia, J.Miltat [58],
A. Thiaville, J. Miltat, J. Ben Youssef [59]) ou celles de H. Leblond et M. Manna [38] s’intéressant aux
perturbations d’états stables.

Les propriétés mathématiques de ce systeme ont déja été traitées sous différents angles, en considérant tout ou
partie du champ magnétique effectif H.rs. A. Visintin [64] s’est intéressé a I’existence de solutions régulieres
dans un domaine borné en tenant compte des termes d’échange et d’anisotropie. G. Carbou et P. Fabrie [18]
ont traité dans le méme cadre le cas de 1’existence de solutions faibles. D’un autre c6té, P. Joly et O. Vacus
ont montré I’existence et I'unicité de solutions fortes, sans termes d’échange, en dimension 1 [33, 63], et J.L.
Joly, G. Métivier et J. Rauch s’y sont intéressés dans le cas d’'un domaine infini pour un champ composé
uniquement de la partie sans terme d’échange [32]. Dans le méme cadre, T. Colin, C. Galusinski et H. Kaper
ont étudié le comportement de petites perturbations 1d d’états d’équilibres stables [23].

Pour les équations avec terme d’échange, G. Carbou, P. Fabrie et F. Jochmann [21] s’intéresse a 1’ensemble
w-limite, et G. Carbou, P. Fabrie et O. Gues montrent dans le méme cas le phénomene de formation d’une
couche limite quand le coefficient d’échange tend vers zéro [20]. Des études portent aussi sur les effets de la
géométrie, et plus particuliecrement des couches minces : H. Haddar s’est intéressé a la réponse numérique a
une excitation extérieure, d’une couche mince de matériau ferromagnétique [31]; M. Tilioua s’est intéressé
a la détermination des modeles limites et au passage a la limite dans des domaines minces de matériaux
ferromagnétiques [61].

Le couplage entre I’équation de Landau-Lifschitz et les équations de Maxwell permet de prendre en compte les
phénomenes de propagation d’ondes. Lorsque ceux-ci sont négligeables (7 — 0), nous pouvons nous ramener
au modele quasistationnaire dans lequel les équations de Landau-Lifschitz sont couplées aux équations de la
magnétostatique (G. Carbou et P. Fabrie [18], J. Starynkevitch [53]).

De nombreuses études portent sur ce modele : dans le cas d’'un champ uniquement composé de la partie
d’échange, F. Alouges et A. Soyeur ont montré I’existence et la non-unicité de solutions faibles en temps et
en espace [6] ; G. Carbou et P. Fabrie prouvent dans le méme cadre 1’existence locale, I'unicité et I’existence
globale pour des données initiales petites de solutions régulieres [17].

Dans sa theése, S. Labbé [34] étend les résultats de F. Alouges et A. Soyeur au cas d’un champ effectif prenant
en compte toutes les contributions et s’intéresse a la détermination numérique des configurations d’équilibre.
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Pour un champ composé de la partie d’échange et du champ démagnétisant, G. Carbou, P. Fabrie et O. Gues
ont étudié le comportement asymptotique des équations de Landau-Lifschitz lorsque le coefficient d’échange
€2 tend vers zéro, mettant en évidence la formation d’une couche limite au bord du matériau [19]. Suivant
cette étude, le méme phénomene a été démontré pour un champ composé du terme d’échange et du terme
d’anisotropie (D.S. [47]).

De nombreuses études portent plus particulierement sur I’influence du domaine sur la configuration et les états
d’équilibre : T. Riviere et S. Serfaty [45] avec F. Alouges [5] s’intéressent par exemple a la description des
murs de Néel, G. Carbou [14] montre par des méthodes de minimisation d’énergie que le champ magnétique
se localise et devient orthogonal a la surface dans des couches minces, A. Desimone, R.V. Kohn, S. Miiller et
F. Otto [25] et F. Alouges et S. Labbé [4] proposent des modeles de configuration pour des plaques minces et
des schémas numériques pour les obtenir.

2 Dérivation des modeles quasistationnaires 2D et 1D

Dans la premiere partie de cette theése, nous nous plagons dans le cadre du modele quasistationnaire avec
coefficient d’échange :

a £

(;; =u° A (<€2Au8 + H)) —u® A (u® A (EQAu8 + H*)) dans w,
a £

81;/ =0 surduw,,

u®(t =0,x) = up(z) dans we,

\

ol u¢ est le moment magnétique, w, est un domaine variable et v est la normale unitaire sortante a dw. et H¢

est le champ démagnétisant :
div (H® +%°) =0 dans R?,

rot H5 =0 dans R?,

H* € L2(R3).

Comme I’ont prouvé G. Carbou, P. Fabrie et O. Gués [19], le terme d’échange £2Auf engendre quand ¢ tend
vers z€ro un terme de couche limite au bord du domaine, d’épaisseur caractéristique . Dans cette étude, nous
nous intéressons au comportement de 1’équation de Landau-Lifschitz dans des domaines de petite taille, c’est-
a-dire dans des couches minces dont I’épaisseur est d’ordre € ou des fils de diametre d’ordre . En prenant en
compte I’interaction entre le phénomene de couche limite et le phénomene de couche mince, nous effectuons
un développement asymptotique de la solution ainsi qu’un changement d’échelle pour obtenir le modele limite
vers lequel tendent les équations de Landau-Lifschitz couplées aux équations de la magnétostatique quand le
petit paramétre € tend vers zéro.
Nous considérons trois types de domaines :

— un domaine plan périodique d’épaisseur 2¢, w. =)0, 1[>x] — ¢, ],

— une couche mince d’épaisseur ¢ 2 la surface d’un ouvert 2 de R? de bord T,

we = {z € Q, dist(z,T") < e},

— un fil ferromagnétique rectiligne w. = X x R, 1-périodique, ou X, la section du fil, est un ouvert borné,
régulier de R? et étoilé en zéro.

Pour obtenir le modele limite vérifié par les équations de Landau-Lifschitz, nous procédons en trois étapes
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(méthode BKW) :

Etape 1 : nous effectuons un changement d’échelle a I’intérieur du domaine ferromagnétique pour nous rame-
ner a un domaine indépendant de € et nous recherchons la solution du probléme sous forme de développement
asymptotique.
Par exemple, dans le cas d’un revétement ferromagnétique w. d’un conducteur parfait, nous posons :
— dans w. = {z € Q, dist(z,I') < €}, en posant ¢ = Pr(x) le projeté orthogonal de z sur I" et z =
dist(z,T),
uf(t,z) = U° (t,a, g) + eU? <t,0, g) +...

He(t,z) = H° (t,a, E) +eH! <t,a,i) +...
5 5

— hors de wq,
He(t,x) = HO(t,x) + eH' (t,x) + ...

En reportant le développement asymptotique de H ¢ dans les équations de la magnétostatique, nous obtenons
les équations formelles satisfaites par le champ démagnétisant a I’intérieur et a I’extérieur de w., équations que
nous couplons grice a des conditions de transmission déduites elles aussi des équations de la magnétostatique.
De méme, nous utilisons 1’équation de Landau-Lifschitz pour obtenir formellement les équations vérifiées par
les profils du moment magnétique.

Etape 2 : En supposant la donnée initiale suffisamment réguliere, nous démontrons I’existence et la régularité
des diftérents profils.

Etape 3 : Pour justifier I’existence du développement asymptotique, nous estimons indépendamment de ¢
les termes de reste de u® et H® sur I’espace w,. Pour cela, nous introduisons des espaces de Lebesgue et de
Sobolev anisotropes .2 et H? qui prennent en compte la petite taille du domaine, et nous procédons a des
estimations d’énergie sur I’approximation de Galerkin du reste €.

En appliquant ce procédé aux trois types de domaines qui nous intéresse, nous obtenons les modeles suivants :

2.1 Film ferromagnétique plan dans le vide

Au chapitre 2, nous étudions le cas des couches minces planes périodiques w. =0, 1[2x] — ¢, €[ placées
dans le vide. Apres une étude des équations de la magnétostatique dans le demi-espace, nous montrons que
le champ magnétique, a I’ordre O, est un opérateur local, orthogonal a la surface et que, si la donnée initiale
du profil principal U° du moment magnétique ne varie pas dans 1’épaisseur de la couche mince, celui-ci
vérifie 1’équation différentielle ordinaire formellement obtenue en prenant € = 0 dans 1’équation de Landau-
Lifschitz :

ou° 0 0 0 0 0 2

W:U NH’ —U°A (U ANHY) dans ]0,1[%,

HO = — (UO . 63) €3,

Ut =0,0,2) =Ud(c) dans]0,1[>x] —1,1].
Nous prouvons ensuite que les autres profils vérifient des équations du type équation de la chaleur et nous
obtenons leur existence et régularité par des méthodes classiques. Apres avoir défini les espaces de Sobolev
anisotropes adaptés au probleme, nous effectuons les estimations des reste des champ et moment magnétiques

et établissons ainsi I’existence du développement asymptotique.

2.2 Revétement ferromagnétique d’un conducteur parfait

Au chapitre 3, nous étudions un cas géométriquement plus compliqué de couches minces : la couche
mince w. = {x € Q, dist(z,') < £} de matériau ferromagnétique est placé a la surface d’un domaine parfai-
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tement conducteur, lui-méme placé dans le vide. Nous détaillons alors un paramétrage de la couche mince et
un formalisme géométrique permettant de simplifier les opérateurs différentiels, et ainsi 1’étude du dévelop-
pement asymptotique. Au travers des différentes étapes, nous retrouvons en particulier les résultats marquants
du chapitre 2, a savoir le caractere local et orthogonal a la surface du champ magnétique a 1’ordre O d’une part,
d’autre part, le fait que le profil principal vérifie I’équation limite formellement obtenue en prenant £ = 0.

2.3 Fils ferromagnétiques

Suite a une suggestion d’A. Thiaville et J. Miltat dont les travaux et expériences portent sur les plaques
minces et les nanofils [57, 58], nous nous intéressons dans le chapitre 4 au cas de fils ferromagnétiques rec-
tilignes et 1-périodiques w. = X X R placés dans le vide. La géométrie du domaine nous amene alors a
effectuer un changement d’échelle dans 1’espace tout entier au lieu de nous limiter au domaine ferromagné-
tique. L’étude du champ magnétique se fait alors globalement dans R? et nous introduisons divers espaces de
Sobolev a poids pour gérer le probleme extérieur et les problemes de régularité qui se posent. On note au cours
de I’étude de grandes différences vis-a-vis des couches minces : le profil principal du champ magnétique est
un opérateur non-local, et le moment magnétique varie nécessairement dans la section du fil.

3 Ondes longues en ferromagnétisme

La seconde partie de cette these est consacrée a I’étude de phénomenes se produisant dans le cas instation-
naire, ou I’équation de Landau-Lifschitz est couplée avec les équations de Maxwell uniquement (H .7 = H)
et ol le domaine ferromagnétique est supposé étre R? :

WM =—-MANH—~MA(MAH) dans R?,
Oy (H+ M) —rot E=0 dansR?,
OE +rot H=0 dansR®.

Ces équations admettent des solutions stationnaires stables ou le moment magnétique est uniforme et parallele
en tout point au champ magnétique effectif :

(M,H,E)o = (Mo, " Mp,0), a>0.

Nous nous intéressons a de petites perturbations de tels états d’équilibre dont Ia taille est mesurée par un petit
parametre €. H. Leblond et M. Manna [38] en ont donné une dérivation formelle. T. Colin, C. Galusinski et H.
Kaper ont étudié le cas de perturbations 1D [23] et prouvé que I’évolution des profils d’ondes monodimen-
sionnelles est régie en temps long par une équation de la chaleur semi-linéaire.

Nous étudions ici le cas de perturbations 2D : nous ajoutons une dépendance faible dans la direction d’es-
pace transverse ¥ et recherchons leur comportement. La perturbation est choisie de telle sorte que les effets
dispersifs, non-linéaires et diffractifs se produisent a des échelles de temps comparables, et en temps long :

M(t,z,y) = My + esQM(iv, T,2,7),
H(t,z,y) = o "My +2H(t,1,7,7),
E(t,z,y) =’ EB(t,7,7,9),
ol t, 7, T, ¥ sont les nouvelles variables obtenues en faisant apparaitre les échelles liées au probleme :

2

t=c%, T=¢* T=c%x, =2y

Nous introduisons alors le vecteur

U (t.r.7.5) = (oM, 0, B) (i.r.7.3).
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et la perturbation satisfait une équation de la forme (en “oubliant™ les ~ sur les variables ¢, x, y) :

U + %0, U + A10,U + eA20,U + ¢ *LU = B(U,U) + 2T (U, U, U),
_ 170 (1
U(07 0) - U(]v

ou Ay, Ao, L sont des applications linéaires, B est une application bilinéaire et I" une application trilinéraire.
En effectuant un développement asymptotique de U, nous obtenons que le terme principal U se décompose

en cing ondes stationnaires et progressives, Uy = Z?Zl u;, qui vérifient :

(O +vj0;) uj =0,
Oy (Oruj — DjOFu; + Bj(uj, Opuy) + Fj(uj,uj, uy)) = Cj0;uj,

ou la derniere équation est I’équation dite de Khokhlov-Zabolotskaya, une équation apparue pour la premiere
fois en théorie des gaz [67] qui décrit le comportement d’ondes diffractives non-linéaires [22, 27, 38], et ou

1/2 . 9 1/2
Uj€{07i< 1 ) 7i<1+(1 Ik - M| )a) }
1+« 1+«

est la vitesse de 1’onde dans la direction £ (I’axe des x).

Nous montrons ensuite que la solution générale de I’équation (1) reste proche du terme principal Uy du dé-
veloppement asymptotique pour une échelle de temps lente aussi longtemps que 1’on a existence pour U,
c’est-a-dire que la fonction /¢, solution de

1
QU + A10 U + A0, U + 6—2Lu€ = B(U®,U) + 2T (U, U, U°),
avec la condition initiale (0, z,y) = U{(x, y), vérifie
U — UslILes (j0,10 /2 xr2) = 0(1) lorsque € — 0,
ou U (t, x,y) = Up(t, 2t z,ey), et ol Ty est le temps d’existence de U (en 7).

Nous complétons ensuite cette étude par une étude numérique des équations afin de vérifier les résultats
théoriques obtenus. Apres avoir mis en évidence une égalité d’énergie satisfaite par le systeme :

2
= 0,
L2

1d

1 1
2 2 —1 2
55 (IFIEs + LEIEs ™ IMIES) 4 | 200 A 1 b A = oo n M

nous développons des schémas numériques qui la vérifient : un schéma semi-implicite, appelé SIS, corres-
pondant a la transcription des équations de Landau-Lifschitz-Maxwell perturbées (1), et un schéma basé sur
le splitting de Strang. Les schémas précédents étant coliteux en temps de calcul, nous en développons un
troisiéme, noté SpS, dans lequel nous sacrifions la conservation de I’égalité d’énergie pour plus d’efficacité :
ce schéma, basé lui aussi sur du splitting, effectue tout d’abord une résolution des équations de Maxwell au
moyen du schéma de Yee, puis une résolution implicite de I’équation de Landau-Lifschitz.

Nous comparons enfin numériquement ces trois schémas, ce qui nous permet de valider le schéma SpS dans
le cadre de résultats qualitatifs. Nous mettons en évidence quelques propriétés du systéme.
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Premiere partie

Dérivation des modeles quasistationnaires
2D et 1D
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Chapitre 1

Introduction

Dans cette partie, nous considérons le modele quasistationnaire et nous nous intéressons au comporte-
ment du moment magnétique dans des domaines ferromagnétiques w. particuliers. L’évolution du moment
magnétique est décrite par I’équation de Landau-Lifschitz (c¢f [36]) :

( 5
a(;; = uf A (2Auf + H(u)) — uf A (uf A (E2Au + H(u®)))  dans we,
ou®
5 0 sur Jw,
u(t =0,2) = up(x) dans we,

ot H(u®) est le champ magnétique, £2 est appelé le coefficient d’échange et v est la normale unitaire sortante
a4 Ow; . Puisque le moment magnétique v lie le champ magnétique H(u®) et I’induction magnétique B par la
relation B = H(u®)+u°, ot u° est le prolongement de u® par 0 hors de w,, les équations de la magnétostatique
nous permetten de déterminer H (u®) :

div (H(u®) +7°) =0 dans R?,
rot H(u®) =0 dans R,

H(us) € L2(R3).

Le comportement du moment magnétique a déja été étudié dans plusieurs travaux : quand le coefficient
d’échange est fixé et le domaine w. = €2 ne dépend pas de ¢, G. Carbou et P. Fabrie prouvent dans [17]
I’existence locale de solutions régulieres (H?(£2)) de I’équation de Landau-Lifschitz. Pour prouver ce résultat,
ils remarquent que pour des solutions suffisamment réguliéres, et vérifiant |u| = 1, nous avons :

Aluf? =0 =2 (uf - Auf) + 2|Vl |?,

et ils obtiennent, en développant le double produit vectoriel u® A (u® A Au®), une forme équivalente de 1’équa-
tion de Landau-Lifschitz qui isole le terme dissipatif de 1’équation :

ouf

ot

— 2 Auf = 2|Vus |Puf + e2uf A At 4 uf AH(uF) — u A (uf AH(u)) .

Quand le coefficient d’échange 2 tend vers zéro, et w, = , le temps d’existence donné par le théoréme
précédent tend lui aussi vers zéro. Dans [19], G. Carbou, P. Fabrie et O. Gues prouvent qu’en fait le temps
d’existence tend vers I’infini quand ¢ tend vers zéro pour une donnée initiale H®(Q2) (au lieu de H?(2)) en
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montrant qu'une couche limite d’épaisseur caractéristique ¢ apparait au bord du domaine. De plus, ils ob-
tiennent que la solution u® tend vers la solution du systeme hyperbolique formellement obtenue en prenant
€ = 0 dans I’équation de Landau-Lifschitz. Le théoréme, par contre, ne donne pas de développement asymp-
totique du premier ordre de la solution.

Ces résultats ont été établis dans le cas ou le domaine w. ne dépend pas de €. Des phénomenes intéressants se
produisent quand le matériau ferromagnétique est confiné dans de petits domaines tels que les couches minces
ou les nanofils [57, 58]. Dans ces cas, nous nous attendons a observer un comportement plus simple des so-
lutions, et nous cherchons a justifier les modeles utilisés. En ce qui concerne les couches minces, G. Carbou
étudie dans [14] au moyen d’estimations d’énergie la limite du champ magnétique H(u®) quand 1’épaisseur
€ du domaine tend vers O et le coefficient d’échange est fixé. Dans sa these [31], H. Haddar s’intéresse a
des couches minces de matériau ferromagnétique d’un point de vue numérique, et plus particulierement a la
réponse du matériau ferromagnétique a une excitation extérieure.

Nous nous plagons, dans cette étude, dans le cas d’un coefficient d’échange en 2, qui engendre la formation
de couches limites sur une épaisseur d’ordre € au bord [19], et dans le cas d’une couche mince d’épaisseur
ou d’un fil de diametre €. Nous devons alors prendre en compte les interactions entre les deux phénomenes,
les deux distances étant du méme ordre de grandeur. Plus particulierement, nous cherchons le mode¢le limite
vers lequel tendent les équations de Landau-Lifschitz couplées aux équations de la magnétostatique quand le
petit paramétre € tend vers zéro.

Nous considérons trois types de domaines :
— un domaine plan périodique d’épaisseur 2¢, w. =)0, 1[>x] — ¢, €],
— une couche mince d’épaisseur ¢ a la suface d’un ouvert 2 de R3 de bord I',w. = {x € Q, dist(z,T") < €},
— un fil ferromagnétique rectiligne et 1-périodique w. = €3 x R ou X, la section du fil, est un ouvert
borné, régulier de R? et étoilé en zéro.

Pour obtenir le mode¢le limite vérifié par les équations de Landau-Lifschitz, nous utilisons la méthode BKW
décrite dans I’introduction. Nous en rappelons et précisons le déroulement :

Etape 1 : nous effectuons un changement d’échelle a I'intérieur du domaine ferromagnétique pour nous
ramener a un domaine indépendant de ¢ et nous recherchons la solution du probleme sous la forme d’un
développement asymptotique.
Par exemple, dans le cas d’un revétement ferromagnétique w. d’un conducteur parfait, nous posons :
— dans w, = {z €, dist(z,I') < €}, en posant 0 = Pr(x) le projeté orthogonal de = sur I" et z =
dist(z,T"),

uf (t,z) = UY (t,a, g) +eU!t (t,a,é) + ...

He(t,x) = H° (t,a, E) +eH! <t,a,z> +...
€ €

— hors de w,,
He(t,x) = HO(t,x) + eH' (t,x) + ...

En reportant le développement asymptotique de H* dans les équations de la magnétostatique, nous obtenons
formellement les équations satisfaites par le champ démagnétisant a I’intérieur et a I’extérieur de w., équations
que nous couplons grace a des conditions de transmission déduites elles aussi des équations de la magnétosta-
tique. De méme, nous utilisons la forme équivalente de I’équation de Landau-Lifschitz donnée dans [17] pour
obtenir formellement les équations des profils du moment magnétique.

Etape 2 : A I’exception des profils principaux obtenus au chapitres 2 et 3 qui vérifient des équations différen-
tielles ordinaires, les autres vérifient des équations du type équation de la chaleur. Pour résoudre ces équations
aux dérivées partielles, nous utilisons la méthode de Galerkin : nous utilisons une base de vecteurs propres
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de I’opérateur —A avec conditions au bord de Neumann homogenes et nous projetons les équations sur les
espaces vectoriels engendrés par les N premiers vecteurs propres. Nous procédons ensuite a des estimations
d’énergie, indépendantes de IV, de ces approximations. Nous pouvons alors passer a la limite et obtenir 1’exis-
tence des profils.

Pour obtenir plus de régularité, nous jouons sur le caracteére régularisant de 1’équation de la chaleur : nous
dérivons en temps les équations, obtenons de la méme facon des résultats d’existence, et, en exprimant le
laplacien en fonction de la dérivée en temps et des autres termes de 1’équation, nous gagnons de la régularité
en espace.

Etape 3 : Pour obtenir I’existence du développement asymptotique, nous devons prouver 1’existence des
termes de reste de u® et H/°. Nous utilisons ici aussi la méthode de Galerkin et nous estimons les termes de
reste indépendamment de € sur I’espace w, au moyen des théorémes d’injection de Sobolev, dont les constantes
dépendent du domaine, et donc ici de €. Pour préciser cette dépendance, nous introduisons des espaces de Le-
besgue et de Sobolev anistropes L2 et HZ qui prennent en compte la petite taille du domaine :

Par exemple, dans le cas d’une couche mince plane périodique w. =]0,1[?>x] — &, e[, nous posons pour
U we — R

v(o,z) = u(o,ez) pour (0,2) €]0,1[>x] —1,1].
En supposant que la fonction v appartient aux espaces de Lebesgue ou de Sobolev usuels, et en transcrivant

cette appartenance en conditions sur u, nous sommes amenés a renormaliser les espaces de Lebesgue en les
divisant par la taille du domaine : pour 1 < p < 400, nous posons :
P / 1 P
LE=<SueD(w:), — [ |u(z)]Pde < +ooy,

‘wS, We

1 1/p
], = (W [ dx) |

LY = {u € D'(we), sup |u(x)| < —i—oo} )

et pour p = +00,

TEWe

|ul¢ oo = sup [u(z)|.
TEWe

Nous décomposons les opérateurs différentiels en une partie de dérivation “tangentielle” au domaine V 1 et
une partie “orthogonale” V| = e3(0,) correspondant a la dérivation dans la faible épaisseur, et nous obtenons
des espaces de Sobolev anisotropes :

En posant W2P = L2, nous définissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes W."?, m € N, de la

fagon suivante :
WP = [y € LE, Vru € WP et (V) )u € W;”’p; :
1/p
ullyrne = (Jul2 + 17Uy + 1V Lullyn)
Dans le cas p = 2, nous posons H™ = W2 et llull. ,,, = l|w|lyym.2. Dans le cas p = +00, nous définissons
b €
les espaces et les normes de Sobolev anisotropes W¢ ">, m € N, de la fagon suivante :

Wmtheo — £ € L, Vru € W et (eV 1 )u € W)

ullygrnoe = (ulzoo + IVl + 1V Ll )

En transposant de la méme facon les injections de Sobolev, nous en obtenons des versions anisotropes oll nous
connaissons explicitement la dépendance en ¢, ce qui nous permet de mener a bien les estimations d’énergie
sur le terme de reste du moment magnétique.

En appliquant ce procédé aux trois types de domaines qui nous intéresse, nous obtenons les modeles suivants :
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1.1 Film ferromagnétique plan dans le vide

Au chapitre 2, nous étudions le cas des couches minces planes périodiques placées dans le vide. Apres
une étude des équations de la magnétostatique dans le demi-espace, nous montrons que le champ magnétique,
a I’ordre 0, est un opérateur local, orthogonal 2 la surface et que, si la donnée initiale du profil principal U du
moment magnétique ne varie pas dans I’épaisseur de la couche mince, celui-ci vérifie I’équation différentielle
ordinaire formellement obtenue en prenant € = 0 dans I’équation de Landau-Lifschitz :

0
8@% =UANH?—U"A (U°AH") dans]0,1[?,
HO = — (UO . 63) €3,

Ut =0,0,2) =UJ(c) dans]0,1[*x] —1,1].
Nous bouclons 1’étude en suivant les étapes décrites précédemment et nous prouvons que :

= 0(ZH),

u(t,z) — <U0(t70) +eU <t’ % g))‘

sup

te[0,7) LP(we)

ouUl,le profil d’ordre 1, est régulier, 0 < T < T¢,0u1T¢ — +ooquande — Oet2 < p < +00.

1.2 Revétement ferromagnétique d’un conducteur parfait

Au chapitre 3, nous étudions un cas géométriquement plus compliqué de couches minces : la couche
mince de matériau ferromagnétique est placé a la surface d’un domaine parfaitement conducteur, lui-méme
placé dans le vide.

Afin de retrouver le découplage naturel entre les opérateurs de dérivation tangentielle et orthogonale du cha-
pitre 2, nous paramétrons la couche mince w. par o = Pr(z), le projeté orthogonal de x sur le bord extérieur
I" du domaine, et z = dist(z, I'), la distance de = au bord du domaine. Ce faisant, nous obtenons formellement
le méme découplage des opérateurs différentiels, a savoir une partie de dérivation tangentielle a la surface et
une partie de dérivation dans I’épaisseur. Nous pouvons ensuite effectuer un changement d’échelle et nous
affranchir de la dépendance en ¢ du domaine. Nous retrouvons alors les résultats marquants du chapitre 2, a
savoir le caractere local et orthogonal a la surface du champ magnétique a 1’ordre O d’une part, d’autre part, le
fait que le profil principal vérifie I’équation limite formellement obtenue en prenant € = 0. Cette paramétri-
sation et le découplage des opérateurs des opérateurs différentiels nous permettent de plus de définir, selon le
méme procédé, des espaces de Sobolev anisotropes et ainsi d’effectuer les estimations de reste et de prouver
que :
sup
t€[0,7]

= O(#H/P),

(b, ) — (Uo(t, Pp(x)) +eU? <t’ Fr(@), @> >

€

LP(we)

ouUl,le profil d’ordre 1, est régulier, 0 < T < T¢,0u01T* — +ooquande — Oet2 < p < +c0..

1.3 Fils ferromagnétiques

Nous nous intéressons dans le chapitre 4 au cas de fils ferromagnétiques rectilignes et périodiques placés
dans le vide. Afin d’éviter d’avoir a travailler dans des domaines non simplement connexes, nous effectuons un
changement d’échelle dans I’espace tout entier au lieu de nous limiter comme nous 1’avions fait aux chapitres
précédents au domaine ferromagnétique. L’étude du champ magnétique se fait alors globalement dans R? et
nous nous ramenons a 1’étude du laplacien en dimension 2. Pour gérer correctement le probleme extérieur, les
problémes de régularité et les termes sources (définis dans R? eux aussi), nous sommes amenés 2 utiliser des
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espaces de Sobolev a poids (voir [9, 40]) :

W1(R?) = {u e D'(R?), Pk € L*(R?), Vu € LQ(RQ)} ,

W3(R?) = du € D'(R?), u € L?(R?) Vu € L*(R?), D*u € LZ(RZ)} ,

" p(1+1np)
Pu e LA(R?), |8] < z} ,

p*(1 +1np)
1

W (R?) = { u € D'(R?
oz( ) u ( )7 pO‘_W\(l—l—lnp)

ot p=(1+|z/)Y2,leNeta > 1.

On note au cours de 1’étude de grandes différences vis-a-vis des couches minces : le profil principal du champ
magnétique n’est plus un opérateur local et nous devons donc prendre en compte des variations dans la section
du fil dés le profil principal. Nous obtenons toutefois le méme type d’estimations :

W (t,x) — <U0 (t, gz) 1 Ut <t, 5z)>

-0 24+1/p
’ (),

sup

tE[O,TO} ]Lp(ws)

ot U1, le profil d’ordre 1, est régulier, et 2 < p < +o0.
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Chapitre 2

Film ferromagnétique plan dans le vide

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas d’une plaque mince périodique w. =]0,1[>x] — ¢,¢[ de
matériau ferromagnétique. Nous rappelons les équations vérifiées par le moment magnétique u® et le champ
magnétique H(u®) :

— Equation de Landau-Lifschitz :

a €
ali = uf A (2Auf + H(u)) — u® A (uf A (€°Auf + H(u))) dans we,
out
= 0 sur Qw, =]0, 12 x{+
5, = Osur dwe =]0, 1["x {*e}, 20.1)
u®(0,.) = uy dans we,
uf est périodique sur |0, 1[2,
oll v est la normale unitaire sortante a Ow,.
— Equations de la magnétostatique :
H(u®) € LIQ)(R?’),
rot H(u) = 0 dans D'(R?), (20.2)

div (H(uf) + uf) = 0 dans D' (R?),
ou u désigne le prolongement de u par O hors de w..

Remarque 2.0.1

La périodicité du domaine permet d’éviter les interactions entre la couche mince (dans la direction verticale)
et la couche limite qui apparaitrait dans la direction horizontale a la frontiére OI'x| — €, €[, dans le cas ol
w: = I'x] — ¢,¢[ et T est un ouvert borné de R2. De plus, cette périodicité simplifi e 1’étude de 1’opérateur
H(w) aussi bien a I'intérieur qu’a I’extérieur du domaine w. (séries de Fourier).

Nous notons :

— T =)0, 1[? le domaine périodique,
Hﬁ, (T) est le sous-espace de H' (') dont les fonctions sont périodiques sur R? et L2(T") est I’adhérence
de H}?(F) dans IL?(T"). L’indice p indique a chaque fois la périodicité sur I" dans les espaces considérés,
- L. =|—¢cel, =] -1,1],
— lanormale v au bord dw. = ' x {+e} s’écrit ez ot e3 = (0,0, 1),
pourtout x € I' x R, x = (0, 2) avec 0 = (z1,22) € et z € R.
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Dans la suite, nous travaillerons avec la forme équivalente de 1’équation de Landau-Lifschitz (2.0.1) don-
née par G. Carbou et P. Fabrie [17] pour des solutions suffisamment régulicres, cette forme isolant la partie
dissipative de 1’équation :

ouf

e e2Auf = 2| Vuf|Puf + e?uf A Auf 4+ uf AH(u) — uf A (u AH(u)). (2.0.3)

Lors de I’étude des comportements de u® et H(u®), nous distinguons le comportement a I’intérieur et a 1’ex-
térieur de la couche mince. Comme nous avons besoin de déterminer le champ magnétique dans 1’espace tout
entier, nous avons besoin de conditions de transmissions pour lier ce qui se passe dans la couche mince a ce
qui se passe a I’extérieur, et donc décrire les phénomenes se produisant a I’interface du domaine. Elles se
déduisent de (2.0.2) :

[H(u) Aeg] =0surw x {£e},

(2.04)
[(H(u) +@)-e3] =0surw x {£e},

o [v] =v (2%) — v (27) estle saut de v lors de la traversée de I'interface w x {+e¢}.

A I’intérieur de la couche mince, nous effectuons un changement d’échelle afin de nous ramener au domaine
I' x I; = I'x] — 1, 1]. Ce faisant, nous introduisons de 1’anisotropie dans les équations, qui va nous permettre
de préciser le comportement de u® et H(u®) grace a un développement asymptotique. Pour la gérer, nous
décomposons les opérateurs différentiels de la facon suivante :

- Vu = Vu+ (0,u)ez ou Vy = (9y,, 0s,,0)t,

—divV =div, V +9,Vzoudiv, = (Vg,-)etV = (Vq, Vs, V3)t,

- Au= Azu+ d2uon A, = div, Vg,

—rotV =rot, V+e3A (9. V),ourot, = (V,A-),
et nous utilisons les espaces de Sobolev anisotropes de la définition 2.2.1. Nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 2.0.1
Soit une donnée initiale ug satisfaisant

uj(x) = Ug(0), Yz =(0,2) € we,

oit U est indépendant de ¢, |UY| = 1 et UJ € W;’OO (T"). Si on note T° le temps d’existence maximal de la
solution réguliére u® de I’équation (2.0.1) alors lin% T¢ = 400 et pour tout 0 < T' < T¥¢, il existe des profi Is
£—
UY et U vérifi ant
— U% € C™® (Rff; W™ (I)) est solution de I'équation (2.0.1) avec e = 0, i.e.
ou°

W:UOAHO—UOA(UOAHO) dans T,

U%0,.) = ug dans T,
ot H® = —UJe? est un opérateur local,
— pourtout) <T < TF,

2
1 k,00 .6 5—2k k .6 6—2k
Ul e ;Qo [w <0,T,]1—]Ip ) @ H (11)) NH (O,T,Hp ) ® H (h))],

tels que la solution u® s’écrive :

u(t,z) = Ut o) + eU? <t,a, g) + &%rf(t, x),
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our® € L>®(0,T;LP(we)), pour tout 2 < p < +oo et 0 < T < T*¢, satisfait :

sup 1|l () = OEP).
t€[0,T]

Remarque 2.0.2

Pour obtenir ce théoréme, nous devons pousser le développement asymptotique formel jusqu’a I’ordre 3, ce
qui nous permet d’énoncer, de la méme facon, le théoréme avec un développement limité poussé a I’ordre 2
(Nous ne I’avons pas fait par souci de clarté).

Il est possible d’imposer des données initiales aux proaﬁ 1€s suivants, ce qui est fait au cours de la démonstration,
Uo

14
satisfaite pour une donnée initiale ne variant pas dans I’épaisseur de la couche mince.

a la condition que la donnée initiale uf satisfasse = 0 sur Ow,, condition qui est automatiquement

Dans la suite, nous construisons tout d’abord formellement le développement asymptotique de u° et nous
prouvons des résultats d’existence et de régularité pour tous temps de ses termes jusqu’a I’ordre 3 (Partie 2.1).
Nous donnons les outils nécessaires pour effectuer les estimations de Sobolev sur des domaines minces a la
partie 2.2. Les équations satisfaites par les termes de reste de u® et H(u®), ainsi que les résultats d’existence
et les estimations d’énergie qui concluent la preuve du théoréme 2.0.1 sont donnés dans la partie 2.3.

2.1 Développement asymptotique

Nous cherchons les développements asymptotiques de u® et H¢ = H(u®) sous la forme :
— dans w., x = (0,2) € we,

uf(t,z) =U° (t,a, g) + eU? <t,0,§> +...

2.1.1)
€ _ g0 4 1 z
Hf(t,x) =H (t,a,g) +eH <t,a,g) + ...
— dans (' x R) \ we,x = (0,2) €]0,1[2x (R\] — ¢,¢[),
He(t,x,2) = HO(t,0,2) + eH (t,0,2) + ... (2.1.2)

2.1.1 [Equations des profils

Nous substituons a u° et H® leurs développements asymptotiques dans les équations (2.0.3)-(2.0.2) afin
d’obtenir les expressions satisfaites par les termes du développement pour (0,z) € I' x I ou (0,z) €
(' xR) \ we.

Comme les équations (2.0.2) sont linéaires, chaque H i satisfait (2.0.2) hors de w,. Afin de déterminer H°®,
nous avons besoin de coupler le comportement du champ magnétique de part et d’autre du bord dw.. Le
développement asymptotique, injecté formellement dans les conditions de transmission, donne pour tout ¢ €
N: ,
[HZ A 63] =0sur" x {*c},
S (2.1.3)
KHZ + Ui) . 63] =0sur ' x {£e}.

Pour pouvoir déterminer H* a I’intérieur de la couche mince, nous devons résoudre les équations (2.0.2) hors
de w,, donc dans deux demi-espaces, et obtenir plus particulierement une relation entre les composantes tan-
gentielle et normale au bord extérieur de Ow:.

En injectant formellement, le développement asymptotique dans la condition de Neumann sur <, nous obte-
nons formellement (9.U") 2=ty = O pour tous i € N.
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Calculs préliminaires :
Dans w,, en utilisant la décomposition formelle des opérateurs différentiels et le changement d’échelle, nous
en obtenons des expressions anisotropes :

VV(t,z) = 638V+Z (Va Ve (e30,) V),

>0

div V(t,z) = —8 V9 + Z (div, Vit BZV;H) ,

>0

rot V(t,z) = éaz (es AVO) +> € (roty Vi+ 0. (es AVIT)),
i>0

1 1 ) ) )
AV (t,x) = g—gagvo + gagvl +Y e (AV+ 02V
i>0

ou V = (V1,Va, V3). Nous reprenons les équations (2.0.3)-(2.0.2) en y injectant les développements asymp-
totiques précédents. En annulant les termes de ces équations aux différents ordres en €, nous obtenons :

Termes a ’ordre ¢! : dans T x I3,
9. (HY + U3) =
0, (63 /\HO) =0.

La quantité H°+UY e3 ne dépend donc pas de 2. L’étude du comportement du champ magnétique a I’extérieur
de la couche mince, nous montrera que ce la implique :

H® = —UY e3. (2.14)

Remarque 2.1.1
Bien que le champ magnétique H® = 'H(u®) satisfasse une équation globale dans R3 \ Q, il devient un
opérateur local a I’ordre 0 (voir aussi G. Carbou [14] et H. Haddar [31]).

Termes a ’ordre c° : dans " x I3,

ou°

0 — 02U = 10, U LU+ U NO2U + U A HO —U° A (U A H), (2.15)

Comme nous supposons que Ug ne dépend pas de z, nous pouvons prouver (voir 1’annexe 11.1) que U° ne
dépend pas de z et est solution de

ou° 0 0 0 0 0
wr =U"ANH U/\(U /\H) sur I,
U(t=0)=U) surl,
ot HY est ’opérateur local défini précédemment. La seconde équation nous donne :
9. (H3 + U3) +div, (H*+U°) =0
(2.1.6)
0, (63 /\Hl) +rot, HY = 0.
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Termes d’ordre ¢ : dans I' x Iy,

1
aﬁlt - 2U = [0.U°PU +2(0.U0° - 9.UNU? + U° AOZU + U A O2U°
—|—U1 /\HO + UO /\Hl _ UO A (UO /\Hl) (217)
~UA(U'AH®) —U'A (U A HY).
9, (H3 +U3) +div, (H' +U") =0,
(2.1.8)

0. (63 /\H2) +roty H' = 0.
Termes d’ordre 2 : dans T x I,

2
oU~ _ O*U? = |0,U°2U? + 2(0,U° - 0. U U + U° A 0?°U? + U? A 02U°

ot
+U* NH + U NH? —U° A (U° A H?)
—U°A (U* NH®) —U? A (U° A HY) 2.19)
AU 4+ [0,UPU° 420,00 - 0,UMU + |V,U°| 2 U°
+UAAUY + U NOPU + U AHY — U A (U AHY)
—U'AUANHY —U' A (U AHY),

9. (H3 +U3) +div, (H*+U?) =0,
(2.1.10)
0, (63 /\Hg) +rot, H? = 0.

Termes d’ordre <3 : dans I x I,

3
o™ _ O2UP = |9, U°2U3 +2(8.U° - 0,UU° + U° A D2U3 + U3 A 0*U°

ot
+UP ANH + U ANH? = U A (U° A HP)
—UA (UP NH®) —UP A (U° A HY)
+ALUY + |0,U U 4 2(0.U0° - 0.UNU? 4 2(0.U° - 0. U*)U!
+2(0,U" - 0,UHU° + |V, U U 4+ 2(V,U° - v, U U°
FUMAAUY + U A AU+ U AO2U? +U? AO2U?
+U'ANH2+ U NHY — U A (U AH?) —U A (U? AHY)
—U'ANUANH?) —U'ANU? ANH®) —U? A (U° A HY)
~U*ANU'ANH®) —U' A (U A HY).

2.1.11)
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2.1.2 Etude des profils
2.1.2.1 Comportement de H a I’extérieur de la couche mince

Nous notons H ™ (resp. H ™) la restriction du champ magnétique H au domaine T" X |, +-o0] (resp. I" x
]—o00, —¢) et par J (resp. J) le domaine |e, 00| (resp. |—oc, —&[). H satisfait les équations :

H*= e L2 (T x JF),

rot H¥ = 0 dans T x JE,
(2.1.12)
div HY = 0 dans T x JZ,

H* . e3=ffou Hf Neg = gF sur T x {£e},
1 1
ol f* ¢ Hi;” (T x {#e};R), g% € Hf;r? (T x {£e};R?), g* est orthogonal a e3 et I € N.

Nous cherchons une expression de H* A es (resp. H* - e3) en fonction de H* - e3 (resp. H A e3) sur
I x {£e}.

Lemme 2.1.1 |
Pour tout f € H2 (T'; R), nous considérons H € ILIQ, (F x RT; ]R3) , solution de

rot H =0dansT x RT,
div H =0dansT x RT, (2.1.13)

H-e3 = fsurT x {0},

1 1
et nous défi nissons I’opérateur ¢ : Hz (I';R) — H (T; R?) qui associe (H N €3)|2=0 4 (H - 3)|;—0. ¢ est
continue et est donnée par ses coeffi cients de Fourier :

— ko

0
ki | VkeZP\{0}, cole(f))= [0
0 0

i

cr (p(f)) = Ck(f)w

1
De la méme maniére, pour tout g € HZ (T'; R3), g étant orthogonale a e3, nous considérons H solution de

rot H=0dansT x R,
div H =0dansT x RT, (2.1.14)

H ANes=gsurT x {0},

1 1
et nous défi nissons I’opérateur ¥ : H3 (I'; R?) — H3 (I';R) qui envoie (H A e3),—q sur (H - e3)|,—. ¥ est
continue et est obtenue grice a ses coeffi cients de Fourier :

g9 : g1
(3
Ck g g2 = m (kQCk(gl) — klck(gg)) Vk € ZQ \ {0}, Co g g2 =0.
0 0
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Preuve. Comme le probléme, ainsi que les conditions aux limites sont périodiques, nous considérons les séries
de Fourierde H, fetg:
V= g cpe?™F2) dans LIQ, (w),
kez?

oun ¢ = 3 / V(x)e 2 *) gy Wk e 72,
r

Nous avons alors pour tous k € Z2 1’équation différentielle linéaire suivante :

ick(H) + Acp(H) = 0 dans R,

dz
0 0 —k
ouA=2ir [ 0 0 —ko | esthermitienne et diagonalisable pour tout k£ # (0,0), et
ki ko 0O
27kl 0 0
A=| 0o —2nlk 0

0 0 0

dans la base de vecteurs propres

k1 ko k1 ko —ko k1
D= —ie, =i, 1), eh= (im0 ir= 1) etey = | —=,—,0]).
“a < T > <Zrk\”rk\’ )”3 (\M’!M’)

Comme nous cherchons des solutions dans ]LIQ, (T' x R™), seule la composante de ¢} ne s’annule pas. Nous
obtenons finalement :
— si (H - e3),—0 = [, alors pour tous k € Z>\ {0}

—i%
en(H) = e (f)e 2=kl —z’% , co(H)=0,
1
= si (H Aes)jmo = 9 = (91, 92,0), alors pour tous k € Z*\ {0} (comme kicy(Ha) = kocy(Hy), of
(2.1.13))
—ck(g2)
cr(H) = e~ 22l cr(g1) , co(H)=0.

i1 (kaci(g1) — kick(g2))

Nous en déduisons le lemme suivant :

Lemme 2.1.2
11 existe des applications
1 1
- gt HLJFQ (I;R) — Hi,+2 (F;R3) qui associe a (H - e3)|,—+. /o le vecteur (H A €3)|.—+c/2,

1 1
- Ut Hﬁf? (T;R3) — Hﬁ,“ (T;R) qui associe & (H A e3)|,—1/2 le réel (H - €3)|,— 1 /2.

ot H est solution de (2.1.12). De plus, pour tous k € Z2\ {0},

. —kQ [ .
e (=(f)) = ick(f)|%| ki |, e | U | g = i|%| (kack(g1) — kick(g2)) -
0 0

g1
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2.1.2.2 Existence de U°

Théoréme 2.1.1
Soit U telle que |US| = 1 et U§ € W1>° (I"), il existe alors une unique solution a I’équation (2.1.15) :
( oU°

W:UOAHO—UOA(UOAHO) dans T,

U%0) =UY dansT 2.1.15)

H® = —(U"-e3)es dansT,
telle que |U°| = 1 et U° € C*° (R+;W;’°° IT)).

Remarque 2.1.2
Si nous prenons une donnée initiale Ug dépendant de z et si nous souhaitons obtenir ’existence sur R;", nous
avons besoin que la partie dépendant de z dans U} i.e.

— _ 1 _

Ug = Ug -U) = Ug — / Ug(m, z) dz soit beaucoup plus petite que U{). Ce choix ne change rien aux
-1

estimations de reste décrites dans ce chapitre, mais modifi e les équations satisfaites par les profi Is suivants.

Preuve. Le profil principal du champ magnétique, H, vérifie :

9. (H3 + U3) =0,
0. (63 AN HO) =0.

La quantité H° + UY e3 ne dépend donc pas de z. En appliquant le lemme 2.1.2, nous obtenons

. [ —ko
cr(HO A e3) = +¢y, (H§+U??)|%| ki | pourk #0 et co(H® Aes) =0,
0
soitHO/\e3:06tH§+U§:O,
H® = —UYJ es. (2.1.16)

Comme W, > (I'; R3) est une algebre, nous avons ’existence et I"unicité de U°, solution de ’équation diffé-
rentielle ordinaire précédente, dans 1’espace C>° <O, T; W)™ (P)> . Nous obtenons immédiatement que |U (¢)|

ne varie pas sur (0, 7). Aumoyen du lemme de Gronwall et d’estimations sur V,U°, V2U?,... nous prouvons
que la solution est globale en temps. [ |

2.1.2.3 Existence de U

Théoréme 2.1.2
Sous les hypothéses du théoréme 2.1.1 et avec les hypothéses supplémentaires Us € HS(T) @ HP(I;) et
0,Us = 0 surT" x {£1}, il existe une unique solution a

U
W—&ZUl = U'ANQZU'+U'ANH +UANH' = U A (U AHY)
~UA(U'ANH®) ~U'A (U° AH®) dansT x I,
(2.1.17)
O,U' = 0sur" x {1},

UY0,.) = U (.) dans T x Iy,
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et
9. (H3 + U3) +div, (H°+U") =0,
(2.1.18)
0, (63 /\Hl) +rot, HO = 0.

telle que pour tout T > 0,
2
vleN [Wk’oo <O,T;Hg )@ H5*2’“(11)) nHF (O,T;Hg D) ® Hb’*%(h))] .
k=0
Preuve. Les équations (2.1.18) donnent :
(Hj +U3) + (2 + 1) (div, U%) (') = a(o),
es ANH' + (24 1) (rot, HO) (2') = b(o),

ot a et b sont deux fonctions périodiques que nous déterminons grace au lemme 2.1.2. Pour tous k € Z?2\ {0},

crla) = 2im [k - cr(U°) = i|k|cp (H?) - es] .

L —k1
cr(b) = 2im k/\ck(HO)—im-ck(UO) 2 ||,
0

Le profil H! s’écrit donc H! = p(U') + q(o, 2), ot p(V) = —V3 ez et
g€ C™(RT; HIG) (I")). Nous avons alors :

1
ou” _ 22Ut = U'NQZU' + U ANHY+ U Ap(UY) = U° A (U° Ap(UT))

ot (2.1.19)
—UAN(U'ANH®) —=U'"A (U° ANH®) + f(t,0,2) dans T x I,

ol f(t,0,2) =U" A q(t,0,2) —U° A (U° Ag(t,0,2)) € C™ (R+;Hg ) ®C®(-1,1)).

La variable o € I" est uniquement considérée comme un parameétre pour I’instant. Nous utilisons une approxi-
mation de Galerkin sur I; : soit (w;); une bases de fonctions propres de ’opérateur A = I — 92 de domaine
D(A) = H? (I)) avec des conditions de Neumann au bord. Soit Wy = Vect(wy, ... w,). Nous avons alors
I’existence de solutions v dans C* (0,T; HS (I') ® W) pour tout 7' > 0.

Procédons a des estimations a priori de la solution approchée :

Estimations 1.2 : nous obtenons

__HUNHIQLP(FXIl) + HazUNH?m(th) < CHUNH?W(FXh) + HfHL2(Fx11)HUNHIL2(Fx11)7
puis
d
%HUNHHQP(FXIQ + ||azUN‘|u%2(rx11) <C (1 + ||UN||i2(rxh)) ‘

En appliquant le lemme de Gronwall, nous avons :

oV e L (0, T;L2(T x 1)), 90N € L2 (0, T;L3(T x 1)) .
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Estimations H' : effectuons le produit par 92v",
1d
2 dt

De la méme facon, il suit

10:07 13 + 1020™]]3 < Cllv™ [2[1020™ [l2 + 920N 12 f 2.

9.0 € L (0,T;L2(C x 1)), 920N € L (0, T;L2(T x Ih)) .
et finalement " € L (0, ;L2 (T) ® H' (1)) NL? (0,7 L2 (T) @ H? (1)) -

La variable o n’était considérée que comme un parametre jusqu’a présent. Nous allons maintenant obtenir de
la régularité en o € I'. En dérivant ’équation (2.1.19) en o et en effectuant les mémes estimations a priori
pour z (puisque 1’équation est linéaire en la dérivée en o de plus haut degré), nous obtenons :

o™ e L> (0,T; HS (T') @ H' (I;)) N L2 (0, T; HE (T') @ H? (I1)) .

En dérivant maintenant en temps 1’équation (2.1.19), nous obtenons dans I" x I :

2, N 2,,N 29N N N Y
T Bt () -0 (00 ()
oV o of
110 o\ Yv 0 0 N L
ol
o0 OHO  9U° ouY
AWY) = T AT e A T T Ap() = T A (U AR()
ot p(v ot v v ot
0 0
N A aL/\HO — oV A UO/\ai .
ot ot
N

En utilisant les estimations précédentes sur v’V et la méme méthode, nous déduisons des estimations sur wra :

o e Whee (0, T3 HS (I @ H' (1)) nH' (0,75 HS () @ H? (1)) -
De la méme maniere, pour 0 < k < 2 (nous sommes limités par la régularité de U, (}), nous avons :
o™ e Whee (0, T;HS (T') @ H' (1)) N HY (0, T; HS (1) @ H? (1)),

En utilisant la compacité faible-x dans . et la compacité faible dans 1.2, nous passons 2 la limite en .
D’ou,pour 0 < k <2:

Ut e Whe (0, T;HS () @ H' (1)) nHF (0,75 HS (') @ H? (1)) -
Sinous réécrivons I’équation (2.1.19), nous avons

out
PU+ U ANOPUT = = U'ANHY U Ap(UY) + U A (U° Ap(UY))
+U A (U AH) + U A (U AH) = f(t,0,2) dans w x I.
1 1
Comme (I + U°A) est inversible d’inverse I — §(UO AL+ §UO A (U A ), pour k = 0,1,

Q2U € Whe (0,T;HS (') @ H' (I1)) N H* (0, T3 HE (') @ H? (11)) -
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D’ot, pour tout 7" > 0,

2
1 k,00 .6 5—2k k .6 6—2k
Ul € kﬂo [W (O,T,Hp(r)®H (11)>mﬂl (o,T,Hp(r)®H (11))}.

2.1.2.4 Existence de U2

Théoréme 2.1.3
Sous les hypothéses des théorémes 2.1.1 et 2.1.2 et sous les hypothése supplémentaires U3 € H°(T') @ HP (1)
et 0,UZ = 0 surI' x {+£1}, il existe une unique solution a

oU”?
W—&iUZ = U'NOQIUP+UP NHY + U ANH? —U° A (U° A H?)
—UA(U*NH®) —U* A (U ANH) + F dans T x I,
(2.1.20)
0,U? =0surl x {£1},

U?(0,.) = UZ(.) dans T x Iy,

\

ou
9. (Hi + U3) +div, (H'+U") =0,

0, (63 /\HQ) +rot, H' = 0,
et
F =AU+ |0,U PU° + [VUO P U+ UO A AU + U A O2U + U A H
—UANUANHY —U' AU ANHY) —U' A (U AH?),
telle que pour tout T' > 0,

2
2 k,00 . To 5—2k k . To 6—2k
U2 ¢ kﬂo [W (O,T,Hp(r)®H (11)>mﬂl (o,T,Hp(r)®H (11))}.

Preuve. En procédant de méme qu’au théoreme 2.1.2, nous avons

H? = —Ugeg +q,

2
oig € [W’“’OO <0, T; HG (T) @ HO~2 (11)) NHF (0, T H () @ H7*2k(11)>} .
Les théorgmes 2.1.1,2.1.2 nous donnent que
F el (0,T;Hy (I') @ L*(11)) -

En suivant la preuve du théoréme 2.1.2, nous obtenons que pour tout 7" > 0,

2
2 k,00 LT 5—2k k LT 6—2k
U2 ¢ QO [W (O,T,Hp(r)®H ([1)>mH (o,T,Hp(r)®H ([1))}.
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2.1.2.5 Existence de U3

Théoréme 2.1.4
Sous les hypothéses des théoremes 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.3 et sous les hypothése supplémentaires
U € HYT') @ H?(I1) et 0,U$ = 0 sur T’ x {£1}, il existe une unique solution a

( oU3
e —2U% = UAQZUP+UP NHY+ U ANH? —U° A (U° A HP)
—UA (U NH) —U? A (U° AH®) + F dans T x I,
(2.121)
0,U% = 0sur x {1},
U3(0,.) = U3(.) dans T x Iy,
ou
9. (H3 + U3) +div, (H'+U'") =0,
9. (e3 A H?) +rot, H* =0,
et )

F= AU+ |0.U U +2(0.U" - 0.U)U° + |V,U°|" U + 2(V,U° - V.U U
+ULANALUC +UOANA U+ U ANOPU2 + U2 ANQPUL+ U ANH? +U? ANHY
~UAN(UYANH?) —UANU?NHY —U'A(U°ANH?) —~U AN (U? AH?)
U ANUANHY —U? AU ANHY) — U A (U A HY).

telle que pour toutT' > 0,
2
ve N [WW (O,T;Hf, (I) ®H5*2k(11)> nH* <0,T;H§ () @HG*%(A))} .
k=0
Preuve. De méme qu’au théoréme 2.1.2, nous avons
H? = —U§€3 +q”",
2
oug € [w’“vw (o,T;Hj; ) ® HG—%(A)> NHF (O,T;Hf, () ®H7_2k(11)>} .
k=
Les théoremes 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 nous donnent que
FeH? (0,T;H, () @ L*(11)) -
En suivant la preuve du théoréme 2.1.2, nous obtenons que pour tout 7" > 0,
2
e [W’“’O (O,T;Hf, (I) ®H5—2k([1)> NHF <0,T;Hj; () ®H6_2k(1’1))} .
k=0
|

2.2 Injections de Sobolev et estimations d’énergie en couche mince

Nous devons maintenant effectuer des estimations sur les restes des champ et moment magnétiques, ces
restes étant définis sur le domaine w.. Au cours de ces estimations, nous utiliserons entre autres des injections
de Sobolev. Les résultats classiques font apparaitre des constantes dépendant du domaine, ici w., et dépendant
donc de €. Comme nous nous intéressons dans cette étude au comportement du champ et du moment magné-
tique pour de petites valeurs du parametre €, nous avons besoin pour boucler les estimations de connaitre cette
dépendance.
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2.2.1 Injections de Sobolev anisotropes

Dans un premier temps, nous rappelons quelques résultats classiques concernant les injections de Sobolev
(voir [2, 24] par exemple) :

Théoreme 2.2.1
Soient 1 < p < +00, et 2 un ouvert régulier de R™.
— Deés que mp > n, W™P(Q) s’injecte continiiment dans C°(€2). Si, de plus, 2 est borné, I’injection est
compacte.
— Dés que mp < n, W™P(Q) s’injecte continiment dans L4(§2) pourp < q¢ < np/(n —mp). Si, de plus,
) est borné, I’injection est compacte si ¢ < np/(n — mp).
— Simp = n, I'injection précédente reste vraie avec p < q < +00.

Afin de préciser la dépendance de ces injections en le domaine, nous donnons des versions anisotropes des
résultats précédents. Dans [55], R. Temam et M. Ziane prouvent les résultats suivants :

Théoréeme 2.2.2 (Inégalité d’Agmon anisotrope)
Soit o =]0, 1[3. Il existe une constante absolue C telle que

i
ax?

ou
Bmi

1 4
il o) < Cllull 2oy 11 (‘ + HuHLQ(QO)> : (2:2.1)

i=1 L2(€0) ‘ L?(Q0)

pour tout u € H2(Qyp).

Théoreme 2.2.3 (Inégalité de Ladyzhenskaya anisotrope)
Soit Qo = [12_,]0, A avec A; > 0 pouri = 1,2, 3. Il existe une constante absolue C' telle que

3 3
ou 1
<C | | — — , 222
HUH]LG(Q) -7l (Haxz L2@) + X\, ||U||L2(Qo)> ( )

pour tout u € H(Qp).

Lors de nos estimations nous auront besoin également d’une version anisotrope de I’injection de H%/4 dans L2
plus précise que celle que 1’on pourrait construire a partir de I’injection dans I.°°. On I’obtient en considérant
H5/4 comme une interpolation de H* et H? (voir [42]). Nous montrons le résultat plus général suivant :

Théoreme 2.2.4 d
SoitQy =]0,1[%ets =k +6 < 3 k e N,0 <6 < 1.1l existe alors une constante absolue C' telle que

1-6
a [k ‘ T4 (k41| o)
du du . 2d
lullaeny < CTT| 2|25 > |5 Colg=—- (223
i=1 \ =0 I 9 llL2(q) =0 1| 9% {lL2(0)

Preuve. La preuve de ce résultat suit le schéma donné dans [55] pour I’inégalité d’ Agmon anisotrope.
Nous avons I’injection de Sobolev classique : si 2p < d, HP(£2g) s’injecte continiment dans L.(€2) pour

2d
1=7">" Soits = k+ 60 avec k € Net 0 < 6 < 1. Nous prouvons le résultat en trois étapes.
p

Etape 1. Nous remplacons € par R? et nous supposons que u € C§+1(Rd). L’injection de Sobolev nous
donne :

1
2
lllaqgay < collulle: ey = co </Rd(1 + [¢*) df) , (224)
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ou 4 est la transformée de Fourier de u. Soit A = (A1,...,\g) € R4, \; > 0. Nous posons, pour tous ¢ = 1 a
d, y; = A\;x; et nous définissons la fonction vy € C§+1(Rd) comme suit :

! Yd
. = = ...,=. 2.2.5
U)\(yla 7yd) U <)\1 ) ) )\d> ( )

Nous avons immédiatement :

1
lorlloay = (TTm A) e,

(2.2.6)
o€, &) = (T M) AL, Maa):
Soit & = (M1&1, ..., A\g&q)- Nous avons :
d 1
2
DYF (H a) [ LR as+ [ etiae)r dg
) 2.2.7)
d g, ) 2
[T [+ Z/ (&) fereae|
i=1
Le lemme de Cauchy-Schwarz donne :
(1-6) 20
[emaera < ([ emara)” ([ emu )
'Bku 20-0) || gr+1y, 2
0 Iy gay || 025 || L oy
En appliquant I’inégalité (2.2.4) a vy, nous obtenons :
11
277% d k, 1120-0) || gkt1,, |2
1 ||0%u 0"
!Mde_< A) Julfogay +C Y == |l=— — , (22.8)
( 1l " ; A 10 N2 ey || 02 || o gy
et puisque (2.2.8) est valide pour tout choix de A1, ..., Ay, nous pouvons prendre
1
‘aku (1-0) ok+1y, :
8$? L2 Rd) 8:131 B
i = C's ( LP®9) pourtouti =1,...,d,
Hu||L2(Rd)
D’ou,
d
8k o1y d
v/l e ey < c H Pyt
=1 L2(R4) Ty L2(R%)

Etape 2. Nous montrons maintenant qu’il existe une constante absolue co > 0, telle que, si u € Cg“(Q_o), il
d
— 14
existe alors @ € CA (), o1l Q = } ~3'3 [ tel que :

ma
Bac

2

. =0, k+1;i=1,...,d
Bacg

<

L2(Q1) L2(Q0)
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Nous utilisons les opérateurs de prolongement de Babitch (voir [2, 44]) ; nous étendons tout d’abord u au

14
domaine ] ~3'3 [ x]0,1[% en utilisant

u(z) pour z; € [0,1],
k42 -
1 Z(_J)la] U(—jl‘l,l‘z,...,{l}d) pour z; € _550|:,
Epu(z) = { j=1 .
k+2 14
Z(—j)laj u(l—j(z1 —1),29,...,24) pourzy € 1,§} ,
j=1 .
ou (aq,...,ak 1) est 'unique solution du systeme :
k+1
S (=ilej=1, 1=0,...,k+1. (2.2.9)
j=1

Nous obtenons immédiatement :

O'Elu 10 .
o~ Eig 1=0. okt lii=1...d,
7

(2

et (2.2.9) implique que Eju € C* ([-1/3,4/3] x [0,1]?) si u € C*(Qp).
De plus,

2
dr =

akEl 2
0Y dx

oxk

(2

Ok
) o p—
k@mf

/(—1/3,4/3)><(0,1)2
3

2
0Fu
dl‘-f—/ —j)ka‘— —JX1,T9, ..., %4 dx

(~1/3.0)x(0.1)? ;( af )

/(—1/3,4/3)><(0,1)2

B / oAl
Qo
3 Ok

0af
+/ —jkoc‘—l—jx —1),z9,...,x dng/
(1,4/3)x(0,1)2 ]2( ) j@mf( (1 ); 22 d) 1 o

2
2

dz.

oAl

k
o}

Nous avons fini le prolongement dans la direction x;. En appliquant successivement le méme argument aux

directions x3, . . ., 4, nous étendons le domaine a €21 et le prolongement satisfait :
2 2
o olu ,
H_l <t 1=0,...,k+1;i=1,....d
di; L2(0) Ou; L2(Q0)

Etape 3. Nous montrons que nous pouvons localiser la fonction sans mélanger les dérivées partielles. Soit
d

v € C°(R) telle que supp ¢ C] —1/3,4/3[,0 < ¢ < lety = 1sur[0,1]. Soit (x1,...,24) = ng(xl)
i=1

Nous obtenons immédiatement que ®u € C§+1(Rd) et [lullLry) < 19Ul ray < esllullLr(oy) pour tout
1 <r < 400,00 u est défini a I’étape 2 et c3 est une constante absolue. De plus,

o' dTu L ono—id
—_— = Cl e
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En posant K; = supg <Z§:0 Clp® ]) ,TIOUS avons :

o' du Lo Lo
(e I D of =i VD ol <= [N B
di; L2(R3) i=0 19T llL2 () i=0 I 9Ti1lL2(0)
ce qui conclut la preuve. [ |

Nous nous plagons maintenant dans le domaine w. =]0, 1[2x] — ¢, ¢], et nous introduisons des espaces de
Sobolev anisotropes déduits des espaces de Sobolev usuels par changement d’échelle et renormalisation :

Défi nition 2.2.1
Pour 1 < p < +00, nous défi nissons les espaces de Lebesgue de la fagon suivante :

1

LE = {u €D (w:), — |u(z)|P dx < —i—oo} ,
|w€| We

1 1/p
ey = (o [ o ac)

|w€| We

En posant WP — 1.2, nous défi nissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes WP, m € N, de la
facon suivante :
Wt — Ly € P, Vou € WP et (€0, )u € WP}

1/p
lullgpno = (Il + Vol + lledzulfyn ) ™ -

Dans le cas p = 2, nous posons HI" = W2 et [|ul|,, = [ ygym.2
K 1>
Dans le cas p = 400, nous posons :

L = {u € D'(we), sup |u(z)| < —|—oo} ,
TEWe
= sup fulz)].
TEWe

[l 0

En posant WS’O‘) = IL2°, nous défi nissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes W; " m e N,
de la fagon suivante :
Wmthoo — £ € L, V,u € W™ et (20, )u € W},

[ellyymtr00 = (\UIE,OO + [ Vaullwroe + [[edzullwr

Corollaire 2.2.1
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :
— pour tout u € Hé,etpourl <p<6,

3_1 3_3
2 2
ulep, S C JulZy " lulls, ” - (22.10)
— pour tout u, € Hg,etpourQ <p< H4oo,
T
ulep, SO Julig ™ fulliy ™ 22.11)

— pour toutu € H?,
3 1
’u’e,12 <C HUHél HUH542 (2.2.12)
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Preuve. Nous obtenons la premiére estimation immédiatement dans le cas p = 6, grace au théor¢me 2.2.3. En
interpolant L2 et LY, nous obtenons le résultat.

1
En utilisant le changement d’échelle (2.2.5) avec A; = Ao = 1 et A\3 = —, nous nous ramenons au domaine
€

(0, 1)3. Grace aux équations (2.2.6) et (2.2.7), nous obtenons la deuxieme inégalité, en reportant dans (2.2.1)
avec p = +o0. Une interpolation entre L2 et L2° conclut.

En effectuant le méme changement d’échelle, et en reportant dans (2.2.3) avec p = 12, nous obtenons la
derniere inégalité. [ |

2.2.2 Trace et reléevement

Rappelons tout d’abord une définition des espaces H*(Q2),s = k46 > 0,0 < s < 1 (voir [44, 43]) :

HS () = {u € H*(Q), /Q/Q ‘Daﬁ(“") - Druly)” dy < +00, ¥]a| = k} ,

T — y|n+25

1/2

D% y 2
ey = (Il + 3 [ [ | |x_y,n+25< I g ay

|a|=F

En procédant a des changements d’échelle, nous définissons de méme que pour les espaces HP, des espaces
anisotropes sur le bord dw. = I' x {£e} (T =0, 1[2, périodique, n’a pas de bord) :

D%u(o, +¢) — D%u(o’, +¢)|?
Hg(awe)Z{uGHk @), [ [1PEUEZ = DI s o < Vlazk},
]a _ U/’ )n/2+s

1/2

D%u(o, 26) — D%u(o’, ze)|?
o = [ Tl + 3 3 [ [ e )n/;ﬂ W oioao| .

ze{x1} |a|=k

ou D, = (V;,eﬁz)t et v € NF,

Lemme 2.2.1
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout & > 0 suffi samment petit et u € H,

[l <Cull,-

1
HZ (Owe)

1
II existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout 0 < e suffi samment petit et f € HZ (Ow;), il
existe un relévement 1) € ]HI; de f tel que :

[9llea <INy
Preuve.

Théoréme de trace anisotrope : pour tout (o, z) € I' X I, nous posons v(o, z) = u(o, ex). Nous appliquons
maintenant le théoréme de trace classique a v et nous obtenons :

H HH2 FX{il}) — CHUHHl(FX] 1 1[7

ou ¢ ne dépend pas de . Nous effectuons quelques estimations sur v : nous obtenons de méme qu’au lemme
2.2.1 que:

HUHHl(Fx}—l,l[) = HUHe,l-
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1
Comme nous avons défini les espaces HZ (Jw.) tels qu’ils prennent immédiatement en compte 1’anisotropie
L . 1
(comme pour les espaces de Sobolev), nous avons les estimations suivantes sur la norme H?2 :

Clluf <ol <l y
H

1 1 >~ 1
2 (Qwe) H2 (T'x99) HZ (dwe)

ce qui donne le résultat.

Théoréme de relevement anisotrope : De méme, nous appliquons le théoreme de relévement classique a
g(x,s) = f(o,ex), (o,2) € T x {£1} et nous obtenons un relévement v € H!(I'x] — 1, 1[). L’application u

1
définie par u(c, ex) = v(o, x) est alors un relevement de f € H?2 (0w, ) et les estimations précédentes donnent
le résultat. .

2.2.3 Quelques inégalités

Dans la suite, nous aurons recours aux résultats suivants :

Lemme 2.2.2
Soit €2 un ouvert borné régulier de R™. Il existe une constante C' telle que pour tout u € H?(§2) vérifi ant

@ =0surdQQ,ona:
ov

1/2
lullggey < € (lullZg) + 1AulZaq) - (22.13)

II existe une constante C' telle que pour tout v € H™(Q2), m € N*,ona:

HuHHm(Q) S C <HUHL2(Q) + HdiV UHHm—l(Q) + HI‘Ot UHHm—l(Q) + Hu . V”Hm_l/Q(aQ)) . (2.2.14)

Preuve. La premiere inégalité découle de la régularité de 1’opérateur I — A de domaine

D(I—A) = {u € H*(Q), ? = 0 sur 89}

14
(voir [24] par exemple). La seconde inégalité est prouvée dans [26]. [ ]

Remarque 2.2.1
Le second résultat reste valide lorsqu’on remplace v - v par u A v et lorsqu’on travaille dans un domaine 2 de
complémentaire borné.

Nous utiliserons aussi des versions anisotropes et en couche mince de ces résultats :
Lemme 2.2.3

ou o .
Pour tout u € H? tel que — = 0 sur dw, il existe une constante C indépendante de ¢ telle que

on
9 \1/2
lullop < € (s + 1Aguly + [e2020]2,) (2:2.15)
Pour tout uw € H*, m € N*, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :

HuH&m S C (’u‘e,Q + Hle que,mfl + Hgazungs,mfl + Hvx ANu + g(VaZ) A u“s,mfl

(2.2.16)
vy, )-
H, (Owe)

Preuve. En posant v(o, ) = u(o, ex), nous nous ramenons au domaine I'x| — 1, 1[. Nous appliquons alors
le lemme 2.2.2 a v, et nous en déduisons le résultat grace au lemme 2.2.1. [ |
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Corollaire 2.2.2

0
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout u € H? vérifi anta—u = 0 sur Ow,, nous avons :
v
(Ve + evd.)ull., < C <\qu]€72 +|edzul. o + [Agul o + \5253145,2) . 22.17)
De plus, siu € H2, il existe une constante C indépendante de ¢ telle que :
(Ve + evd.)ull, < C (mu\&2 +ledoul o + [ Al + Hg?aguum) . (22.18)

2.3 Equations du reste - Estimations d’énergie

Pour justifier le développement asymptotique formel que nous venons d’effectuer, nous devons maintenant
prouver I’existence du reste de (u®, H®).
— Dans w,, nous posons :

W (t,x) = U'(t, o) + eU? <t o, —) + 22 <t o, —) +3U3 <t o, g> + 3 (L, @),

He(t,z) = HO(t,0) + cH! (t o, ) + e H? <t o, —) + e H3 (t o, ) + Q5 (t, ),
— Dans (I' x R) \ we
He(t,x) = H(t,0) + eH'(t,0,2) + 2H?(t,0,2) + 3H3(t, 0, 2) + 3Q°(t, z),

ou 7° et Q¢ sont les termes de reste de u® et H®.

Dans la suite, nous posons V (t,2) = V <t o, > dans w. et V(t,2) = V (t,0, z) en dehors. En injectant ces
€

développements dans les équations (2.0.2) a (2.0.4), et en les simplifiant en utilisant les équations des profils,

nous obtenons les équations satisfaites par les termes de reste.
2.3.1 Le champ magnétique, existence et régularité

Nous revenons aux équations (2.0.2)-(2.0.4) et nous les simplifions en utilisant les équations des profils. De
méme qu’au cours de I’étude des profils, nous obtenons un couplage entre le champ et le moment magnétique :

Q@ €L xR),
rot QF + rot, H3 = 0 dans T x R, (23.1)

div (Q° +7%) + divy (H3 +U3) =0 dansT x R,
avec les conditions de transmission

[Q° Nes] =0 sur ' x {#+e},
232)
(QF+7%)-e3] =0 surl x {£e}.

En considérant (Q° comme une fonction de ¢, nous obtenons :

Lemme 2.3.1
Sous les hypothéses des théorémes 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4, si r¢ € HZ alors il existe une unique fonction
Q¢ , reste de H®, qui satisfait les équations (2.3.1) et (2.3.2).
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De plus Q)¢ se décompose sous la forme R® + S¢ ot R® est linéaire en r¢ et S¢ ne dépend pas de r¢. Il existe
aussi une constante cq indépendante de ¢ telle que pour tout © € N*,
il

1B, < collr

&p — &p’

5,4> '

Preuve. A I’extérieur de w,, les équations (2.3.2) se résolvent grace au lemme 2.1.2. Dans w., nous considé-

rons les coefficients de Fourier de 1’équation (2.3.2) et nous obtenons :

e (T

(V) + Acy(V) = = (Biex(r) + Acx(H?) + Bae(U%) ), (2.3.3)
ou

0 0 0 —k 0 0 Kk
V=Q*+|0|,A=2ir |0 0 —ko|,B1=2ir|0 0 ko
Tg kl k2 0 k?l k‘Q 0

0O 0 O

etBo=2ir | 0 0 O

ki ko O

D’apres le théoréme 2.1.2, le second membre de 1’équation (2.3.3) a la méme régularité que r° en z. Supposons
que ¢ € H? et considérons la base de vecteurs propres de A que nous avons déterminé au lemme 2.1.1.

L’indice ¢ indique ici la composante selon e}. Nous avons :

— 1 —~ —~
LV (Vi) en(r5) — e () + 5 (e (U3) - ex(U))
— - = — e N 73 234
2\ V2 ) R melVR) =2l o) 4l + G eU3) - ey |- G
3
0

Le lemme 2.1.2 nous indique que ¢ (V') est colinéaire & e}, en — e et a €] en . D’ol ¢o(V) = 0. Soit
2r|k|L = (27|k|L1, 27|k| L2, 0) le second membre de (2.3.4). Pour tout k € Z2 \ {0},

6727r\k|(zfz/)L1(Z/)

6727r\k:|za1 .
(V) = | e2klzqy | + 27K eQﬂkKZ’Z/)LQ(z') d?,
as ¢ 0
€
d’otiay = az = 0,ay = —2n|k| [ e 2™HZ" Ly(2") dz’ (puisque ¢, (V) est colinéaire 2 ¢/ en ¢) et

—&

z , e 1 3 773
e 2 MGE= () () — e (HP) + §(Clc(U23) — o, (U}))) d2'

&
— € / — —
V)= 2R [T mHC ey 59) 4+ en(HD) + 5 (en(0F) — e TD)) a2
’ 0
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Intéressons-nous maintenant a la régularité en z des coefficients de Fourier :

£ 5 z 2
/ len (V) (2))? dz = 47r2\/<:]2/ </ e~ 2mkIE=2 ) (2 dz') dz
e —¢ —¢

€ z z
< 47'['2|]C|2/ </ 6727r|k‘(z7z’) dZ/> </ 6727r‘k|(2—;;/)|L1(ZI)|2 dZI> dz
765 175 2 —&
< 47’(2‘]{?’2/ - </ 6727r‘k|(27Z/)’L1(21)’2 dz') dz
Loam\Le
< 47T|k’/ |L1(Z/)|2 </ 6—271"]6|(Z—z/) dZ) d'
—€ 2/
<

3
4/ |L1(2)|? d7.

£

Nous obtenons le méme résultat pour cj(V2). Cela nous donne donc I’existence de Q¢ dans L?(I" x R) et dans
IL2 avec I’estimation :
)
5,2)

ou C'est une constante indépendante de . En appliquant les lemmes 2.2.3 et 2.2.1, ainsi que le théoréme 2.1.4

|Q€|€,2 <C <|r€|€72 + ‘U?’LQ + ‘H?)

pour la régularité de U3 et H3, nous obtenons 1’existence d’une constante C' indépendante de ¢ telle que :

5,4) '

1B, < C Il

(s

2.3.2 Le moment magnétique, équation du reste

En utilisant la décomposition obtenue au lemme 2.3.1, nous écrivons maintenant les équations satisfaites
par le terme de reste de u®. Pour cela, nous posons :

as(t, ) = UO(t,0) + U’ (t,a, g) + 22 (t,a, g) + 3y (t,a, g) dans w,,

b (t,z) = Ul <t,0', g) + eU? <t,a, g) + U3 <t,a, g) dans w,,

E(t,x) = U? <t,a, g) +eU? (t,a, g) dans w,,

Q° = R° + S° ou R° est linéaire en r°,

Ké(t,z) = H(t,0) + eH' <t,a, g) + 2 H? (t,a, g) + 3H3 <t,a, g) + &358%(t, z) dans w,.

En reportant dans I’équation (2.0.3) et en simplifiant grace aux équations des profils, il vient :

( Orf 2 5 3
it Ar® =T + -+ Tg + F* dans wy,
8 1
a—ry = 0sur Qw, =T x {xe}, (2.3.3)
r¢(0,z) = r§(.) dans wy,
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(T = S|Vre |2,
Ty =¢b (|V7“'3|2a8 +2(Vr® - Va)re) ,
Ty = &2 (]Va€]27°€ +2(Vr® - Va)a®),
Ty = &2 (r* A Aa® 4 a® A ArF + e3rf A Arf),
Ts = a® A R° +1° AN K° + &% A RE,
Te=—[a"AN(a*AR)+a" AN(1*ANK®)+71° A (a® ANKT)],

Tr = =3 [r° A (r° A K¥) + 15 A (a° A R®) +a° A (r° A R9)],

Tz = —%° A (r° A RE),

F = e [Ape + |02 + 210.¢° P — 2|0, |Pb° + |Vub°[Pa® — 2e|V,b° |°b° — 2¢[0,b°|*U°
+]0.¢f2af + |Vaf|?cf + 2|V b° 2 + 2(0,U3 - 0,a°)b° + 2(V,a® - V,b°)b°
12(8,U3 - 9.b°)af + 2(8,a° - ,b°)U3 — 42(0,b° - .U — 26(V1b° - VycF)al
—26(0,¢° - 0,U)af + 262(V b5 - V)b — 2¢(0,a° - 0,U3)c + 2(Vyza® - Vcf)a®
—26(Vzaf -V b¥)ef — 26(Vpa® - Ve )b — 26(0,a° - 0,¢°)U3 + 22(9,b° - 0.¢5) U
+2(0,a% - 0,¢°)c® + 262(0,¢° - O,U)b° + 262(0,b° - 0,U3)E — 4e(0,b° - 0,¢°)c*
+2(0,6° - 0, + & AN Agat + & NG — ec® N ALY+ af A Ayct + 7N AL
+b5 AN O2UB + U3 NG — U3 N D> —ec® NOPUP — eb® A Ay + U A HY +b° N H?
+EANH2 U3 A (aF ANHY) —af A (UBANHY) — el A(UBANH?) +ec® A (UPAKE)
+&30° A (UP AH?) = b5 A (a° AH?) — b5 A (UP AK®) —e*UP A (& A H?)
+eU3 A (EF NKE) +3UP A (5 ANH?) — U3 A (b AKS) —a® A (b AH?) + e3¢ A (¢F AH?)
—EN(ENKE) +eb A (05 ANH?) — 2 A (UP ANHY) — ¢ A (UP A H?)
— A (a® ANH?) +2eb° A (UP AHY) 265 A (U AH?) —2UP A (€ ANHY)
—3UP A (& NH?) +a° (8 ANH?) +2eUP A (05 A HY) 42U A (65 A H?)
+e2E A (E ANH?) = b A (EANHY) + 26 A (EANHY) — & A (B AHY) =5 A (VA H?)
+eb® A (€ AH?) +ec® A (W AH?)] 4 a° A ST —a® A(a® ASF)

ol les ~ ont été omis par souci de lisibilité et les expressions du type 0,a° signifient 9,U° 4+ 9, U + .. ..
Les résultats de régularité obtenus sur les profils nous donnent la proposition suivante :

Proposition 2.3.1

Soit UV € W™ ().

Pour tout p, 1 < p < +o0 et pour tout T' > 0, il existe des constantes positives C'), indépendantes de ¢ telles
que, pour toute > 0,t € [0,T],eti =0,1,2,

la® (¢, ) lygir < Cp-

Pour tout p, 2 < p < +o0 et pour tout T' > 0, il existe des constantes positives C), indépendantes de ¢ telles
que pour toute > 0 ett € [0,77,

la®(t, )llyze < Cp,
Pour tout p, 1 < p < +o0 et pour tout T' > 0, il existe des constantes positives C'), indépendantes de ¢ telles
que pour toute > 0 ett € [0,77,

IE=(E My < Cp,

IE=(t, )]l < Co
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Preuve. Comme nous avons U € W' (T'), les résultats de régularité sur les profils (Théorémes 2.1.1,2.1.2,
2.1.3,2.1.4) et les injections de Sobolev classiques donnent que pour ¢ = 0, 1,2, 3,

U w2 rxryy < C,

\|Ui||w3,p(rx11) <C, 2<p<+o0.

En effectuant un changement d’échelle pour revenir a des fonctions définies sur w., nous obtenons le résultat.
De méme, nous obtenons des estimations dans W°°(T" x I1) de H® et le lemme 2.3.1 utilisé conjointement
avec le lemme 2.2.1 nous donne les estimations sur S°.

Les estimations sur F'* se déduisent aisément des résultats précédents. [ |

Remarque 2.3.1
Nous pourrions obtenir des résultats un peu plus précis en remarquant que U° ne dépend pas de z :

Va®|, , < Cp,
‘DZCﬂgp < Cpa_l,
|D3a€|€p < Cpefz,
VK|, <G,

Nous n’aurons pas besoin de telles estimations dans les estimations qui vont suivre.

2.3.3 Le moment magnétique, estimation du reste

Nous allons maintenant donner une estimation du reste r°. Ce faisant, nous obtiendrons une autre preuve
de I’existence du moment magnétique u° pour une donnée initiale de régularité W7 (I") au lieu de H3. Cette
perte de régularité est typique des méthodes de développement asymptotique (cf [30], [13], [19], [47]). Ces
estimations sont effectuées sur une approximation de Galerkin, ce qui nous permettra de justifier toutes les
intégrations par parties, 1’espace d’approximation considéré pour le moment magnétique étant construit sur
une base de fonctions propres de I’opérateur de Laplace anisotrope de domaine

ou
2
{UGH€7%ZOOHFX{iE} .
Pour le champ magnétique, nous introduisons seulement R,, la projection de R(r,,) sur I’espace d’approxima-
tion. Toutefois, nous ne détaillons pas cette étape et nous nous concentrons uniquement sur les estimations.
Dans la suite, nous posons

Qt) = [rilt, )25+ [Vari(t, )12, + |edri(t, )12
22 (1805 (1 )20 + 120:Vari ()2 + [202r5 ()] ,)

et nous supposons que Q(0) < ||7"S||§ L+ Hr‘sz’Q est borné.
Comme nous considérons une approximation de Galerkin de ¢, nous avons I’existence de Q sur un intervalle
maximal [0, T;;a[ ou 0 < T; . < +o0. Nous voulons prouver ici qu’il existe e suffisamment petit tel que
Q existe sur I'intervalle [0, 7] indépendamment de n si ¢ < 7. Nous démontrerons aussi les estimations
données dans le théoreme 2.0.1. Nous procédons de la fagon suivante :
Nous choisissons 1" > 0 et nous effectuons des estimations d’énergie indépendantes de n. Pour cela, nous
effectuons le produit scalaire dans L2 de 1’équation (2.3.5) avec r¢, A€ + £20%1° et
g2 (Ai + 528§A$ + 84(3?) r°. En procédant a des intégrations par parties et en absorbant les termes génants
au moyen du terme dissipatif —s2Ar® dans (2.3.5), nous prouvons que Q satisfait sur [0, 7] N [0, 75 .|
I’inégalité différentielle :

Q'(t) < Cr(1+Q(t)) +*Pr(Q(t)), te[0,T]N[0,T; ], (2.3.6)
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ol C est une constante et Py un polyndme, tous deux indépendants de n et £ (mais pas de T').
Posons maintenant

1
o2

T¢ = sup {T, P(Q(t) < =, Vte [O,T]} .

Pourtoutt < 7°,Q' < C(1+Q),etdonc Q(t) < (1+ Q(0)) exp(Ct) — 1, par le lemme de Gronwall. Nous
en déduisons alors que P(Q(t)) § — pour tout ¢ < aln + b. Finalement, nous avons que hm T, = +oo,

ce qui implique que T}, . > T' des que ¢ €]0,er] ol e est une constante suffisamment petite. De plus, 7€ est
borné indépendamment de & dans L™ (0, T; H}) et er® est borné indépendamment de & dans L>° (0, T'; H2)
pour tout 0 < T < T¢.

En utilisant les injections de Sobolev anisotropes, et en prenant en compte la renormalisation dans les espaces
de Lebesgue, nous obtenons le théoréme 2.0.1

Remarque 2.3.2
Dans les inégalités suivantes, les opérateur V et A sont les opérateurs usuels. Lorsque nous aurons a les
estimer dans les espaces de Sobolev anisotropes, nous perdons donc des puissances de € :

€ |VU|€p < <|V u| + |5azu|5,p> )
62 |AUJ|€’p >~ <|A:Bu|5,p + |6283U{€7p> )

Estimations IL? : nous multiplions (2.3.5) par r® et nous intégrons sur w, (pour faire apparaitre la norme

|wel
| |.5)- Les intégrations par parties sont licites car nous travaillons sur une approximation de Galerkin. Nous
obtenons :
1 d 13 & €
(FEa) + 21V < g | (Tt + Tt )7
2dt | E|

1
Nous estimons chaque —— o] / T; r® dx grice a I’inégalité de Holder puis par des injections de Sobolev ani-
We

sotropes :
] / Tirfdx| < 58|r€|2 |V’I“€|32
€ We
1/2 3/2
< O o a2y < CPQ?
(grace aux inégalités (2.2.11) et a la remarque 2.3.2)
1
S| s € Sl lr g 190 25 [V [V
We
< Ce |rf|”2 IFIZE Nlerllep +C €2 ¥l o P2 llerl 2
(en appliquant Prop. 2.3.1, Inég. (2.2.10), puis (2.2.17) et Rem. 2.3.2)
S 0(52 +€5/2)Q3/2
1 2 2 2
S| [ Trtds] < @ IV 4 262 e 1 [V D
We
2
< Ol + Ol <0 Q

(grace a Prop. 2.3.1 et a Rem. 2.3.2)
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1
/ Tyr° dx <
|w€| We
<
1 g
Ts5rcdx <
‘wS, We
<
1 g
— Teredr <
|w€| We
<
1 (>
T7 r¢ dx <
‘wS, We
<
1 g
— Tgredx| = 0
|w€| We
1
Ferédx <
|w€| We
<

62 |T6|5,2 |va’6|5,oo |vr€|5,2

C |T6|5,2 ||TE||5,1 < c Q
(grace a Prop. 2.3.1 et Rem. 2.3.2)

‘ae‘e,oo ‘r€’5,2 ’R€’5,2

C ’7"6‘?,2 <CQ
(grace a Prop. 2.3.1 et au lemme 2.3.1)

2 2
|a€|5,oo |T€|5,2 |RE|5,2 + |a’6|5,oo |K€|5,oo |’r6|5,2

C ’7"6‘3,2 <CQ
(en appliquant Prop. 2.3.1 puis le lemme 2.3.1)

2
C€3 ’aele,oo ‘re‘s,él ‘R€’€,2

O |25 |27 < C<° Q2
(en appliquant Prop. 2.3.1 et I'inégalité (2.2.10) puis le lemme 2.3.1)

L Y (A

C(1+ ‘7'6‘5,2)
(grace a Prop. 2.3.1 et a I’inégalité de Young)

En sommant les inégalités précédentes, nous obtenons 1’existence d’une constante C' et d’un polynéme P,
tous deux indépendants de € tels que :

d
2y + 2 [Vrf2, <C(1+ Q) +°P(Q),

Estimations H' : En multipliant I’approximation de Galerkin de 1’équation (2.3.5) par

et en intégrant par parties, il suit :

N | —
&.|Q‘

t

(Agr® + 528§r5)

[l

2
(|er5|§72 + |5az7"6|§,2) + ¢ |A$T6|§,2 + |528§7"6{e,2 +é? |V;,;8Zr€|§72 +et |V:vaz7”€|z,2

1

’wt?’ We

(Ty+ -+ Ty + F°) - (Apr® 4+ £°02r°%) da

(2.3.7)
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et nous estimons chaque terme du second membre de la fagon suivante :

1 2
’wa‘ / Ty (Axyf + 52827"5) de| < &S ‘TE‘E,G ‘vr€’5,6 (’Axrf-?‘eg + |€23§r€|5,2>
We
< CE el llert|2, < C® Q2
(grace aux inégalités (2.2.10), (2.2.17) et a la remarque 2.3.2)
1 2
o /w Ty (Ar® +6202%) do| < [af, o [Vre2, (180r°] o + 20207 )
+2¢° ‘706‘576 ‘V?‘EL:B ’vaele,oo <’A$r€‘€,2 + |€28§T€‘5,2)
1/2 5/2 3/2 3/2
< CEV2|r |7 Nler |25 + C¥2 11272 flere 125
(grace a Prop. 2.3.1, Inég. (2.2.10), (2.2.17) et Rem. 2.3.2)
< O (M2 4 3/2) Q32
1 242 2 2 2
] /w T (Axre—i—&? 8z7"€) de| < ¢ \Vae\&oo H?"EH&1

1222 || oo (IV2 V0. o + 120V, o0 ) 1oLz 7).
+222 1907 o, (IVa0 ], oo + 020 o0 ) 197 1.
1222 o] o (IVa Vel oo + 120V o ) 11l 1.
+227 0] o IV o (1807, 2 + |20:Var®l. 5
+10:Var% | + 20277 ,) Il

2
< (I + 1l Il )
Ol (218070 + (14 €) [e0.7|p + 2020, )
(grace a Prop. 2.3.1 et Rem. 2.3.2)
1
< CQ+ T (52 ‘A$T€’§’2 +(1+¢€?) ]a@ZVralg,Q + ‘52(9;7“5‘:72)

Pour I’estimation de 77, nous regardons plus précisément le comportement des termes en Ar€ au moyen
d’intégrations par parties, les multiples intégrations par parties étant licites grace au découplage entre les deux
directions :

1
Ay = o] / e2a° N Ar€ - (AmrE + 52637'5) dx
€ We
1
= o g2 (a® N Apr® - e20%r° + a® N O?r - Apr®) da
we| S,

1— 2
® T (/ —2V,a° A 827‘5 -Vrtdz + / e20,a° N O,V 41 - Vot dw)
3 We w,

£
’vl’ae‘e,oo H’rﬁHs,l |€28§T6‘5’2 + ‘gazae‘e,oo H’rﬁHs,l ‘gazvl'r‘g’eﬂ

IN

2
g 2
C HT&H?J + 1_8 (‘528§r‘5‘8’2 + \g@sze’gz)

IN
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Ay = / 21 N Are (Axre + 52337“5) dz

= e’ (7"E A Agr - 20%1° + ¢ A O?rf Awrs) dx

/ 9V, A 0,1 - D,V o1 da:
|w€| We

ce? ]Vﬂe\aA \5827“8\8’4 \aazvxr‘f]ﬂ .

IN

En injectant ces calculs dans les estimations de 7, nous obtenons :

1 2 42 2 2
] /WE T, (Axre +e (927“5) dr| < e”|Ad], HTEHE’1
22 (IValaf| g + [20:80%] ) 1] g 7.
1/2 3/2
< O oI2y+ O el er 2 (e 10 Var. o)
1 2
+E <|62(92T6‘€72 + |58ZV17“5|§’2)
(grace a Prop. 2.3.1 et Inég. (2.2.10) et Rem. 2.3.2)
1 2
< CQ+CeV?Q¥? + = <‘€2({“)§7“€|672 + yeazvggrf\?g)
1
o / Ts (Apr® +02r%) dx| < (la[lygroe [BE| o 175011 + 10| oo 1Ry (1<
€ We
FE oo 1752 1751l 0
22 1 Ry (1907 g + 120275
5/2 1/2
< Oz + 2 127 el
(grace a Prop. 2.3.1, au lemme 2.3.1 et Inég. 2.2.10)
< CQ + 065/2 Q3/2
i T (ArE 2825d < gt € RE € €2 RE €
’w ‘ 6( ot +EeTor ) €z HCL ng’w ‘a ‘e,oo’ ’5,2 H'I” He,l + ’CL ’5,00 H ”5,1 HT ”5,1
£ We
+2l[a%lyyree K| oo [75]2 2 75l 1
2/ K |yyroe 07| o 7] 2 1751 1
2
+ o, oo K| oo 171124
< Ol + ¥l ¥l <€ Q
(grace a Prop. 2.3.1 et au lemme 2.3.1)
1
S| T@et o) el < (K o+ 20 7 L)
€ We

X (]Aﬂe\ez + !52837“5‘672)

1/2 3/2
Ce2 1| Yy 1= 127 Nler®)., < C €2 Q2
(grace a Prop. 2.3.1, au lemme 2.3.1 et a Inég. (2.2.10))

IN
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1
S| B2 da < S R (1807 + [0
We
< O |2 llert., < C 5 Q?
(grace au lemme 2.3.1 et a I'inégalité (2.2.10))
1
Todl / FE(Ar® + S202%) dx| < ||F|y 7).
< C(1+Q)

(grace a Prop. 2.3.1 et a I'inégalité de Young)

En sommant les inégalités précédentes, et en absorbant les termes apparus lors de 1’estimation de Ty, il vient :

d 1
= (19272 + 120072, ) + 5 (21807725 + [202° 2, + (1 + %) [e0.Var" 2,

DO =

(2.3.8)
<C(1+Q)+£*P(Q),

ou C' est une constante, et P un polyndme, tous deux indépendants de €.

L : . 2 .
Estimations H? : Nous allons maintenant estimer 2 <]A$r5\§ o +1€0:Varf| 5 + ‘528§r5‘8 2) en multi-
2 2
_ £ £ p :
pliant (2.3.5) par — (A2 4 £20?A, 4 £*0%)r®* = —— B. Pour chaque terme, nous intégrons par partie,
w, w,

[ 3
puis nous utilisons I’inégalité de Holder, les injections de Sobolev anisotropes et finalement I’inégalité de
Young afin d’isoler le terme

2 2
etA? = ¢t |V1Amr€|z’2 + €2 |58ZA17"5|§72 + &2 |V E|L, |,

Nous avons finalement :

< SOV (21Varl + 20 6) A

11, 1g (2192 V1%L +[€0.V7%, ) V79, 1 A

3/4 3/2 1/4 1/2
< O I N2 (Il + AV ) (1)1 + AM2) A
FOA [ore
(grace aInég. (2.2.10), (2.2.12),(2.2.17) et (2.2.18), et Rem. 2.3.2)
< i€4A2 + 086 Q3 + C€28/3 Q11/3 + C€13Q5 + C€24Q9

18
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|we

/ 2T, Bdx
We

< (209,07 o + 0007 o ) VP A
1227 ] IV7° |6 (2IVa V7| + 0.9, ) A
1257 V| (V7% g (21907 g + 2077 ) A
+2¢7 <2 \V$Va5\€7oo + yaazaa\m> ‘70615,6 ]Vre\eﬁ A
1257 V|, o 1| (219097 | g + 20:V77)5) A

< O Jere P A e o2 (157 + A7) A
+OT |27 Nler 125 A + Ce¥2 12 fler®lLly A
FO Il 12 (112 + A7) &
(grace a Inég. (2.2.10), (2.2.17) et (2.2.11), Prop. 2.3.1 et Rem. 2.3.2)
< —et*A? 4 C2Q% 4+ C2Q?

18

Pour obtenir les estimations sur 73, nous intégrons par parties plusieurs fois le terme :

B |we|

2e4

(0,a°

20, Ver®) (aF - VeApr®) de < 2e4 ‘(%cﬂem |a5|6700 |V;,37"5|€’2 |vam’l“6|€’2

+2¢* ’azasﬁ,oo ’va‘rs‘sz ‘VﬂcAwﬁ’e,Q

+2¢4 %], 00 102 V2@, o [V, 5 [0:8,7°] 5
+2¢4 yazaeym ]Vwae\evoo ‘er‘g’eg ]@Aﬂe\&z
+2¢4 0207, |a5|6700 VA o PP |8ZA:,37“5|672
CQ1/2(€2A)

IN

En reportant dans I’estimation de T3,

|we

/ 2Ty Bdx
We

< V0 (IVarln [Valar| .y + [V o [2029,0°)

IN

IN

+ledr®]_ ‘538?7"6{5,2) +2¢4 Vo, 7. (|V1Va5|6700 NETAV
+|V.Va©|_ {526§er5‘672 + |€0.Va“| 3837"6{572)

2 (V0] o [97 L (190 V0207

+ ngae!mo |€ 38276‘5,2)

1254 [0 oo [V 5 (IVa V0| oo Vel o + Vo Vel [2029,0°)
160V oo [2091°). ) + 251107, oo [V o (1807 [VeBhar L.
FIVar, 202V |, + 0.7, R0 ,) + A

Cllrelly + ller®ll. o) (e*A)
(en appliquant Inég. (2.2.10) et (2.2.17), Prop. 2.3.1 et Rem. 2.3.2)

0 |

28§er5‘8’2 + |e0,a%|

o0 |

454
—e*A
185 +CQ

53
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Pour obtenir les estimations sur 7, nous intégrons par parties plusieurs fois chacun des termes :

4
A = |€ | / ° N Aa® - (Airs + 6262Am’l“6 + 548;17“5) dx
we| Jo.
< JAd®, o (’Vﬂe‘&g Ve Bar| g+ [Var®| o |€28§Vx7“5‘8’2 + 0.7, 4 !53827“5‘8’2)
4
B = ﬁ 0% A (Dgr® +821%) - (A% 4+ 2020,0° + £40.0°) da
we| Jo.

= Bi1+ By + B3+ By + Bs + B,

4
€
By = ol / af A Are - A2rfdr < gt ]an":]e,oo \Awre\&z \VxAxre\&Q
el Jwe
L 4,2 2 2
< 200¢ A” + e lert|
e 2 2 e 2
By = / a® N ogre - Arfdx = Vaea® AN Osre -V Aprtde
|we| Jo. \w5\4 we
+ ¢ / a® A 8§Vx7°5 -V ALr® dx
4’(415’ We
< €M0:Vaa®|, 0.7 o [V D7, o
et [Apa |, o0 1027, 5 10:007°)
+e! Ve, oo [0:Var®| 5 108,75
+e 0:0%] o 10:Vor®| 5 [V e
+e! Ve, oo [0:Var®| 10807 5
L 4,2
< —e"AT+ C
- 200 +0Q
6
B3 = m/ af A ArE - PArfde < €S \Bzae\evoo \Aﬂ“e]ez ]@Aﬂe\&z
€ We
L g2 4
< —"A* 4 Ce
6 - 200 * Q
€
B, = X a® N O*rf - P Ayrfdr < [Vaa®|, ‘8§T6‘5,2 |8§er€‘€’2
el Jwe
L 4,0
< —fAT+C
5 - 200 +eQ
5
Bs = N / af A A Ot de < €8 020°|, oo [Aa7]. 5 ‘(95’7“5‘672
We
+£8 ’vfaele,oo \@Vﬂalaz |8§’r5‘€’2
+€8 |aza€|a,oo |a’3vm’r6|€,2 {Vmagra‘EQ
L g2 4
< —e"A*+ Ce
— 200 Q
g8 2 4 8 2 3
Bg = m/ a® NOZre - Orfdr < £°10,a%|, ‘8%6‘572 !627’5‘672
el Jwe

1 2 2
ﬁA +Ce HaraHa’Q :

IN
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De méme,

C

En reportant dans I’estimation de 77,

|we

|we |

3

IN

Jee|
27 (V7| g + 12027 ) 1A g A+ 7017 Va0 [Vt

7

/ 75N (Agr® 4 02r%) - (A%r€ 4 *02r%) da

T |[Var®|. 6 [Va0ar®| g [0:807°|p + " [Var| 6 [Va0or® | g 0207,

+ett ]827“5\676 \V$32r5\€73 |V$8§r5

‘5,2

< CSQA + CST2QIAA32 < ﬁe‘lAQ 4 02Q2 + 02Q°

/6
/6

2Ty Bdx

Ty Bdz

<

<

IN

IN A

IN

IN

IN

IN

A+B+C

1
1—8€4A2 +CQ + C2Q? + C2Q?
2 [l 1K®| oo A €7 [1¥] o | K [|yrc A
+e?(|af oo [R7| o A+ € |a®|, o |1 R7|l. ; A
25 (IVarelg + 6027 ) 1RF] g A
231 (Ve + 12017 ) A
1/2 1/2
C22 ||y A+ C= ¥l 1125 (105 + AV2) A
(grace a Inég. (2.2.10), Prop. 2.3.1, Lem. 2.3.1 et Rem. 2.3.2)
CQ!2 (?A) + C2Q (2A) + C32QP/ (22A)*?
1
1—854A2 +0Q + Ce* Q%+ cefQ?
21| ,€ € € 2 ,.e|2 €
26 Ha’ HW%’OO ‘G/ ‘5,00 ‘7" ’5,2A +€ ‘a’ ‘5,00 H'l" Hs,lA

+26% [l |yyroo [KF|, o ¥ o A
2
27 K [0 |a®]. o0 [7]c 2 A
2
+2¢ ‘ag‘e,oo ‘K€’€ 00 HTEHE,l A
Ce?|Irfl., A < ge'A* + CQ
(en appliquant Prop. 2.3.1 et lemme 2.3.1)

2¢° |a€|€,oo |T6|6,6 <|V‘TRE|€,3 + |582R6|6,3) A

1255 |0, [ (V0] + |02 ) A
+26%]|% oo 75, 4 | R 4 A

1255 K| oo 7] g (IVar]g + 1207°] ) A

S Koo 1724 A

Ce2 r 1202 ||ere |1y (e2A) + C&3 r| 5 [1r]12F (£2A)
(en appliquant Inég. (2.2.10), Prop. 2.3.1 et lemme 2.3.1)

1
1—8€2A4 + C(&° +£% Q?
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Chapitre 2. Film ferromagnétique plan dans le vide

/ 2Ty Bdz| <
|w€| We

<

<

/ngEBda: <
|w€| We

<

268 1] (197 g + 120276 ) 1ELL g A
28 |12 (V2R + e0.F2 ) A

2
Ce |IrfllZy ller®lle 2 (2 A)

(en appliquant Inég. (2.2.10) et lemme 2.3.1)
L 442 10 3

—c"A

186 + Ce™ Q

172, (c*A)

L 442
—c A
o +C
(en appliquant Prop. 2.3.1)

En sommant les inégalités précédentes, nous obtenons :

d
dt

ou P est un polyndme indépendant de .

— (52 \Axrslzg + €2 \a@zvxvﬁ\iz + &2 ‘52837“5@ 2) + A2 < C(1+Q)+£%P(Q),

En sommant les inégalités (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.9), nous avons finalement :

£Q<C1+Q) +2P(Q),

ce qui implique I’inégalité (2.3.6) et donc le théoréme principal.

(2.3.9)
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Chapitre 3

Revétement ferromagnétique d’un
conducteur parfait

Nous nous intéressons dans ce chapitre au cas d’une couche mince de matériau ferromagnétique recou-
vrant un corps parfaitement conducteur ¢/¢ placé dans le vide :

Soit 2 un domaine régulier borné de R®. Nous notons I' = 9. Pour = € 2, nous introduisons ¢(z) =
dist(x,T") et P(x) la projection orthogonale de z sur I'. Comme I' est une surface réguli¢re de R3, o et P sont
réguliers dans un voisinage de I'.

Nous posons

we={x €, 0<p(xr)<e}.

W,

Vide r

o

Conducteur parfait

Nous notons U = Q \ we, et v désigne la normale unitaire a I" entrante.
Dans la suite, nous notons /; =]0, 1[.

Nous rappelons aussi les équations satisfaites par le moment magnétique u° et le champ magnétique H (u®) :
— Equation de Landau-Lifschitz :

&€
881; = u® A (2Auf + H(u)) — u° A (uf A (E°Auf +H(uf))) dans we,
€
O b (3.0.1)
Oov
u®(0,.) = uj dans w,,
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— Equations de la magnétostatique :
([ H(uf) =0 dans U°,
H(u®) € L? (R3\ U7),
rot H(uf) = 0 dans R\ U¢,
3.0.2)
div (H(u®) +uf) = 0 dans R3\ U°,

[H(u) An]=0surdQ =T,

[(H(u) + @) -n]=0sur dw. =T UT,,

ol w désigne le prolongement de w par 0 hors de w. et [v] le saut de v & I’interface dw.. Les deux
derniéres équations sont des conditions de transmission qui régissent les phénomenes aux interfaces
considérées. Elle se déduisent des équations de la magnétostatique.

Remarque 3.0.3

Au chapitre 2, nous considérions une couche mince plane de matériau ferromagnétique placée dans le vide.
Nous pouvions alors déterminer le champ magnétique et le moment magnétique de part et d’autre du domaine
en utilisant ses propriétés géométriques. Nous considérons ici le cas, plus physique, d’une couche mince de
matériau ferromagnétique a la surface d’un conducteur parfait, ce qui correspond a une premiére modélisation
d’un avion dont la peinture est a base de matériau ferromagnétique par exemple. Dans ce cas-1a, I’étude du
champ magnétique a I’extérieur se restreind au probléme extérieur pour 1’étude des équations de la magnéto-
statique.

Comme nous considérons un systéeme a I’équilibre électromagnétique, nous supposons en fait que le matériau
est magnétiquement parfait (H(u®) = 0 dans U°®).

Dans la suite, nous travaillerons avec la forme équivalente de 1’équation de Landau-Lifschitz (3.0.1) don-
née par G. Carbou et P. Fabrie [17] pour des solutions suffisamment réguli¢res, cette forme isolant la partie
dissipative de 1’équation :

ouf
ot

Pour obtenir le comportement des champ et moment magnétiques dans la couche mince, nous effectuons un
changement d’échelle afin de nous ramener a un domaine indépendant de € d’une part, et un développement
asymptotique des solutions d’autre part, pour mettre en évidence les ordres ou se produisent les phénomenes.
Le changement d’échelle engendre de I’anisotropie dans les équations (3.0.3) et (3.0.2), ce qui va nous per-
mettre de mettre en évidence les propriétés des solutions. Pour gérer ces comportements anisotropes, nous
utiliserons des espaces de Sobolev anisotropes (voir section 3.3).

Nous obtenons le résultat suivant :

— 2 Auf = VUl |Puf + 2 A Auf + uf A H(uF) —u A (u€ AH(uE)) . (3.0.3)

Théoreme 3.0.1
Soit une donnée initiale ug satisfaisant

uj(z) = Ug(P(x)) Yz € we,

ot U est indépendant de ¢, |UY| = 1 et Uy € W' (T'). Si T¢ est le temps d’existence maximal de Ia
solution réguliére u® de I’équation (3.0.1) alors lin%) T¢ = +oo et pour tout T < T*¢, il existe des profiIs U°
E—>

et U1 vérifi ant
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- U% e C™ (R} ; W™ (I)) est solution de I’équation (3.0.1) avec € = 0, c’est-a-dire,

ou° 0 0 0 0 0
W:U NH’ —U° A (U ANHP) dansT,

U%0,.) = ug dans T,
ott H* = —(UY - v)v est un opérateur local,
— pourtout 0 <T < TF,

2
1 k,00 .6 5—2k k g 6—2k
U ekﬂo [w (o,T,H (M) @ H ([1)) NH <0,T,]HI M) @ H (11))]

tels que la solution u® s’écrive :
uf(t,z) = U%t, P(x)) + Ut <t,P(m), @) + % (t, z),

ours € L>®(0,T;LP(w)), pour tout 2 < p < +ooet0 < T < T¢, satisfait :

sup [|r||po,.y = O(E/P).
te[0,7

Remarque 3.0.4
Par souci de simplicité, nous avons choisi une donnée initiale relativement simple. 1l est possible, sans restric-
tion, d’imposer une donnée initiale réguliére aux profi Is suivants dans le développement tant que la condition

£
oug

de Neumann homogeéne = 0 sur Ow, est vérifi ée.

v
Le développement asymptotique formel doit étre poussé jusqu’a I’ordre 3 pour que I’on puisse démontrer le
théoréme. 1l est possible sans restriction de donner un développement asymptotique de la solution a I’ordre 2
au lieu de I’ordre 1 annoncé dans le théoréme.

Dans la suite, nous développons le formalisme géométrique que nous utiliserons au long de ce chapitre (section
3.1). Nous construisons ensuite formellement le développement asymptotique de u° et nous prouvons des
résultats d’existence et de régularité pour tous temps de ses termes (Partie 3.2). Aprés avoir introduit les
espaces et injections de Sobolev anisotropes dont nous aurons besoin, nous donnons dans la partie 3.4 les
équations satisfaites par les termes de reste de u® et H(u®), ainsi que les résultats d’existence et les estimations
d’énergie qui concluent la preuve du théoreme 3.0.1.

3.1 Formalisme géométrique

Dans le cas de domaines plans, les opérateurs différentiels tels que le gradient, la divergence ou le laplacien
se découplent naturellement selon les symétries du probléme, a savoir une partie tangente a la symétrie et une
partie orthogonale : dans le cas d’une plaque horizontale, par exemple,

Au = (92 + 9;)u+ 92u. Ce découplage des opérateurs différentiels permet de mettre en évidence au chapitre
2 les propriétés du systeme étudié et de le résoudre.

Ici, nous considérons une couche mince étalée a la surface d’'un domaine borné régulier. La géométrie de
la couche mince est alors caractérisée par la surface du domaine. Nous souhaitons retrouver un découplage
des opérateurs différentiel du méme type dans ce cadre plus général. Le formalisme que nous introduisons
a été développé par G. Carbou dans [15] ou il donne les formulations des opérateur gradient, divergence et
laplacien. Reprenant cette approche, nous exprimons dans le méme formalisme 1’opérateur rotationnel. Nous
utiliserons les notations suivantes :
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— (p- q) est le produit scalaire de R3.

- I =09Q,

pour o € I', v(0) est la normale unitaire a I" au point o, entrant dans 2,
pour o € I', T, I" est ’espace tangent a I' au point o :

T,T = (v(0))*

— (z) = dist(x,T") pour z € €,
P(z) est la projection orthogonale de x sur I', pour = € €2,
g est la matrice du produit scalaire dans les coordonnées (o, 2).

—wgz{xEQ, 0<<p(a:)<€},

pours > 0,T's = {x €N, o(x) :s}.
- U =Q\ we.

Pour 7y > 0 suffisamment petit, nous définissons le paramétrage de w, par :

U I'x]0,m0] — wy

0,2 — o+ z2v(o)

Comme I' = 9N est une surface réguliere, compacte et sans bord de R3, il existe 79 > 0 tel que ¥ est un
difféomorphisme C> de I'x]0,7[ dans wy,,. Nous remarquons que, pour 0 < € < 7, la restriction de ¥ a
I'x]0, €[ est un paramétrage C* de w..

En outre, ¢ et P sont régulieres sur w,,, et

Vo € wyy, Vo(z)=v(P(x)).
Nous travaillons donc avec les nouvelles coordonnées (o, z) et nous précisons les expressions des opérateurs

différentiels usuels dans celles-ci.

Sur la sous-variété I', nous définissons de facon classique I’intégrale et les opérateurs différentiels V, div
et Ar. De plus, v est une application définie sur I" & valeurs dans la sphére unité S?. Donc, pour o € T, la
différentielle dv (o) est une application linéaire de T,I" dans T,,(U)S2 ,etcomme T}, S? = T,I", nous pouvons
considérer que dv (o) est un endomorphisme de 7, I".

Intégration : Pour s € [0, 79[ et o € T, nous posons :
vs(o) = det(Id + sdv(o)).
Remarquons que si v : w,, — R, en notant % = « o ¥, nous avons :

/ u:/no/ﬂ(a,s)’ys(o—)dads. (3.1.1)
w 0 r

70

Gradient : Pour v : I' — R, nous définissons :
Vr.v(o) = (Id+s du(a))fl(va(J))
etsiu:wy, — R, ennotant % = « o ¥, nous avons :

ou

Vu(z) = 5%

(P(x), (@) v(P()) + (Vi 7) (P(), (). (3.12)
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Divergence : Soit Y : ' — TT un champ de vecteur tangent défini sur I'. Nous posons :

divp Y (o) = div r [vs(Id + sdv)"'Y] (o)

1
¥s (o)
etsi Z :wpy, — R?, en notant Z =270 W, nous avons :

07N
0z

div Z(2) = SN (P(2), 9(2) + Gy (P() Zn (P(), () + (div r, Zr) (P@), p(2))  (B13)

Zn(0,2) = Z(0,2) -v(0), Zr(o,2) = Z(0,2) — Zn(0,2) v(0),

L O
mg(a).

Laplacien : Pour v : I' — R, nous posons

Gs(o) =

Ar,v =div p,Vpv
etsiu: wy, — R, ennotant & = v o ¥, nous avons :

d%u ot
Au(@) = 55 (P(@),9(@) + Gy (P@) 52 (P(2), (@) + (A, ) (P@),pl@). G14)

Rotationnel : Soit Y : I' — 7T un champ de vecteur tangent défini sur I". Nous posons :

rotp, Y (o) = rot p [(Id + sdv)Y] (o),

1
¥s(o)

ourot p = —div r(v(o) A-),etsi Z : wy, — R3, en notant Z = Z o W, nous avons :

rot Z = v(P(x)) A g—f(P(x), p(x)) = v(P(x)) AV, VN (P(2), ()
+u(P(2)) A [(I+ zdv) ' Vr| (P(z), o(x)) (3.1.5)
+ [rotr, ., Ve (P(@), (@) v(P(@).

Preuve. En coordonnées cartésiennes, le rotationnel du vecteur Z s’écrit :

8JJQZ3 - amgzZ
rot Z = 61321 — 611 Z3
8$1ZQ - aa:gzl

En remplagant les 0, Z; par I’expression obtenue dans les nouvelles coordonnées au moyen de I’expression
du gradient (3.1.2), nous obtenons :

v20.Vs — v30:Va + (€2 - Vr.V3) — (e3 - Vr.Vh)
rot V = | 130, V1 — 110, Vg + (63 Vszl) ( VFzV?,) s
u18 V2 — 1/28 V1 ( VFZVQ) (62 . szVl)

ot les (e;)i=1,2,3 forment la base canonique du repére cartésien que 1’on considere, et ot v; = (v - ¢;). Cela
s’écrit aussi : s s -
rot V = V/\@ZVT—FA(VN) —I—B(VT), (3.1.6)
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ol A et B sont des opérateurs différentiels linéaires ne faisant pas intervenir de dérivée en z. Pour déterminer
leur expression, nous injectons dans les égalités “div rot = 0” et “rot V = 0” les expressions (3.1.6) ainsi
que celles du gradient (3.1.2) et de la divergence (3.1.3) données précédemment :

rot (Vu) = v A9, Vr,u+ A(0,u) + B(Vr,u)
= VAV (0:u) —vA [T+ zdv) "l dv Vr.u] + A(9.u) + B(Vr,u)
= 0.

Comme A et B ne font pas intervenir de dérivée en z, nous en déduisons :

"/}/\7) =-—VA VFZ‘?J/Va

A7 (Vi -
Br(Vp) =v A (I +zdv)  dv Vr,
AN( zu) :0
By(Vr.u) = 0.

En reportant dans “div rot = 0” et en remarquant que v, (I + zdv) ' v A ((I 4+ 2z 0v)"*Wr) = Wy, nous
obtenons :

1 — —
divrot V. = 7—8z<7z(AN(VN)+BN(VT)))
+div r, <1/ A OZTA/; — VA szﬁv +v A+ zdu)*l du%)
1 —
= -0 <fyZAN(VN)) +G.By(Vr) + BN(a Vr) + (8. Bn) (Vi)

+idin [u/\ <(I+zdv 0, VT ] — —leF

z

)+
(

- %az <VZAN(W\/)) +G.By(Vr) +BN( Vr) + (9-Bx)(Vr)
(

+idin [1//\ <(I—|—zdv ZVT)] iler v A dVVT)

z

z

VA VFVN) ’Yidiv r <y A (dv ‘7;;))

= 0.

Nous en déduisons :

An(Vy) =0,

Bn(Vr) = irot r <(I + zdy)%) ,

z

ourot r = —divp(r A ). ]

3.2 Développement asymptotique

Nous cherchons maintenant un développement asymptotique de u° et H® sous la forme :

— dans w,,
u’f(t,CL‘) = UO (t,P(.ﬁL‘), @) + 6U1 <t,P(.’E), @) +o
(3.2.1)
) = 1 (1.2, A2 e (1P, 220 ) 4
ouzx € we,
— dans ' = R3\ Q,
He(t,y) = HO(t,y) +cH (t,y) + ... (322)

ouy € .
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Comme nous considérons un domaine courbe, les opérateurs différentiels dépendent de la géométrie du do-
maine, et donc de €. Nous devons donc aussi effectuer un développement asymptotique des opérateurs.

p(z)

e

Siu(z) =1 (0,z) eRetV(z) =V (0,2) € R®,avec 0 = P(z) et z = , nous obtenons :
10u

Vu(z) = =3,

—(0,2)v(o) + Z £'Vry.iti(0, 2),

=0

1 0%V V
AV(:”):??M o,z <Zeal ) (0,2) +25Ap0ﬂ/(a,z),

. 2t 0" 2t (O
ol a;(2) = 5@2@'3:0’ Vroi = <881 VT, >| -0 ot Arp.i = il (ﬁAFJ —0

div V(z) = E ‘W ) + Ze ai(2)V (0,2) - v(o) + iei@i(a, 2)(Vr) (o, 2)

€ 8,2
i=0

rot V(z) = éu(a) A — 8V

P (0,2 —i—ZaZAZ 0,2)(V) (0, 2),

=0

ou

O (0, 2)(V) = = (0idivr,), _, Vi,

|s=0

Vv +v A (0L + sdv)™t), _, dvVip + (Olrot r.)

|s=0

A(o,2)(V) == [—I/ A (8§Vps) 15=0 15=0 Vr l/} .

3.2.1 Equations des profils

Nous substituons a u®, H® et aux opérateurs différentiels leurs développement asymptotiques (3.2.1) et
(3.2.2) dans (3.0.3)-(3.0.2) afin d’obtenir les expressions vérifiées par les termes du développement pour
(0,2) eT'x (0,1) ouy € Q.

Comme les équations (3.0.2) sont linéaires, chaque H i satisfait (3.0.2) dans €’. Les conditions de transmission
(3.0.2) deviennent pour tout ¢ € N :

[Hi/\u] =0 sur I,

[(HZ +Ui) . 1/} =0 surT"UT..
Donc, pour déterminer complétement H*, nous avons besoin d’une relation entre les composantes normale et
tangentielle de H* sur )’ = T'. Pour cela, nous rappelons la définition des espaces de Beppo-Levi :

Défi nition 3.2.1 (Espaces de Beppo-Levi) B
Soit €' un ouvert de complémentaire borné. Nous notons W (') I’adhérence de D(Q/) pour la semi-norme

IVl = llellw -
1
Nous défi nissons aussi la norme ||| o/ = / T lp|* dx + IVollizqry (voir [24]).
Q/ €T

Lemme 3.2.1
Les applications || - [|y1(q et || - 1,0 sont équivalentes sur W(€') (voir [24]).
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et nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 3.2.2 .
Soit] € Net f € H' =2 (99). Il existe une unique solution H € H' (V') a

Hel? (),
rot H = 0 dans €,

3.2.3)
div H = 0 dans €',

\ H -n = fsurodQ,

et donc une unique application 1) de H~2 (T") dans lui-méme qui envoie H - n sur H A\ n.

Preuve. Le probleme (3.2.3) a classiquement une unique solution H € LQ(Q’ ) (c¢f [24]) : comme rot H = 0,
il existe une application ¢ telle que H = —V . Grace au lemme 3.2.1, nous appliquons le théoreme de Lax-
Milgram qui nous donne une solution ¢ € W1 (£'). Comme la condition au bord est réguliére, nous utilisons
ensuite I’inégalité 2.2.14 pour obtenir la régularité annoncée ainsi que 1’existence et I’unicité de 1. [ |

En injectant le développement asymptotique formel dans les conditions de Neumann, celles-ci deviennent

<8U > = (0 pour tout 7 € N.
0z z=0,e

En revenant a (3.0.3)-(3.0.2), nous annulons les termes des équations aux différents ordres en ¢ :

Termes a ’ordre ¢! : dans T x I3,

9. [(H*+ U -v] =0,
vAd,H =0.

Grice a la condition de transmission sur I'., nous obtenons que (H '+ U 0) -v = 0dans I' x I;. Grace au
lemme 3.2.2, H? = 0 dans ' et HY Av = 0 sur I" x {0}. Puisque v ne dépend pas de z, la seconde équation
donne H° A v = 0 dans " x I;. Finalement,

HOZ—(UO-I/)V.

Remarque 3.2.1
Comme dans le cas plan, bien que H vérifi e une équation globale dans R3, il se comporte comme un opérateur
local a I’ordre 0.

Termes a ’ordre c° : dans " x I3,

ou°
5 920" = |0, U PUY + U AN O2U° + U ANHY — U A (U A HY),

Comme nous supposons que la donnée initiale ne varie pas dans 1’épaisseur de w,, nous pouvons prouver (voir
I’annexe 11.1) que U° ne dépend pas de z et est solution de :

ou° 0 0 0 0 0
—5 —UANH =T AU°ANH") surT,

Ut=0)=0U surT,
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ot HY est ’opérateur local précédemment défini.

0. [(H' +U") -v] + 0°(H +T°) + Go v - (H + TY) =0,
(32.4)
v AO.H' + A°(H?) =0,

Termes d’ordre ¢ : dans I' x I,
ou! 2771 012771 0 1\ 770 0 2771 1 2770
— —0;U = |0, U")°U +2(8ZU -OzU)U +UNOU +U NOZU

ot
+U'ANHY +UANH = U A (U AHY) U A (U AHY)
~U'A(U° ANH®) + Gy (0.U° + U A O.U),

0, [(H2+U?)-v] +°H' +T') + Gov- (H' + TUY)
+OYH + U0 a1 v- (H*+T") =0,
v ANO.H? + A°(HY) + AY(H®) =0,
Termes d’ordre 2 : dans T x I,
8U2 2772 012772 0 2 0 0 2772 2 2770 2 0
W—@U = [0.U°PU?+2(0.U°-0.U ) U+ U ANQ2U? + U> NO?U° + U N H
+UAH? — U A (U AH?) —U° A (U2 AH) —U? A (U A HY)
+a1 (.U + U’ A 3,U°) + Gy (0.U' + U N O.U' + U A 0.U?)
+Ar,U° + |0.UPU° + 2 (0.U° - 0,U) U + |V, U PU° + U° A A, U
+U NOPUT + UM AH —UOA (UM AHY) — U A (U A HY)
~U'A (U'AHY).

0. [(H* +U®) -v] + @°H? +T") + Gov - (H* + U?)
+ONH + U +ayv- (H +T)
+O2HY +T) +ayv- (H'+T) =0,

v ANOH? + A°(H?) + AY(HY) + A2(H®) =0,
Termes d’ordre 3 : dans T x I,

U
—— — 02U = [0, U°PU3+2(3.U° 0. U%) U+ U° N O2U3 + U3 A O2U° + U3 A H?

4 +UANH? U AN (U AH?) —U° A (UP AH) —UP A (U A H)
+as (.U U° A 0,UY) + a1 (0.U' +U° A O,U' + U A 0.U)
+Go (.U* + U N0 U? + U N O U + U A O,UY) + Ap Ut + Ap,y 1U°
+0.UPU +2(0.U0° - 0,UY) U? +2(0.U°- 0,U*) U' + 2 (0,U" - 0,U*) U°
+|Vr U PUY + 2 (Vi U° - Vi U U + 2 (Vi U - Vi, 1U°) U
+UY A AR, U + U A AR U + U A Apy 1U° + U2 A Q2U + UL A 92U
+U'ANH> + U NH —U' A (U AHY) = U A (U A H?)
—U°A(U*ANHY) —U"A (U AH?) =U'A (U* AH)
—U?A(UANHY) - U? A (U AHY)
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3.2.2 Etude des profils

3.2.2.1 Existence de U"

Théoreme 3.2.1
Soit U tel que |UY| = 1 et UJ € W">°(T"), il existe alors une unique solution a (3.2.5) :

(oU°
5 = U'ANH? —U° A (U°ANH") dansT,

U%0,0) = UJ(0), Yo €T, (3.2.5)

Hoz—(UO-n)u

telle que |[U°| = 1 et U" € C™ (RT; W™ (T)).

Remarque 3.2.2
Si nous supposons que la donnée initiale Ug dépend de z et si nous voulons obtenir I’existence de la solution
sur R;L , nous avons besoin que la partie de Ug dépendant de z c’est-a-dire

_ - 1
U8:U8—U8:U8—/1U8(a,z)dz

soit plus petite que U_g (voir aussi I’annexe 11.1). Ce choix ne change rien aux estimations de reste décrites
dans ce chapitre, mais modifi e les équations satisfaites par les profi Is suivants.

Preuve. La preuve suit exactement le méme schéma que celle du théoréme 2.1.1, le domaine périodique ]0, 1[2
étant remplacé par la surface I'. [ |

3.2.2.2 Existence de U!

Théoréme 3.2.2
Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1 et avec I’hypothése supplémentaire que Ul € HO(I') @H5 (1), il existe
une unique solution a :

( 8U1
W—aﬁUl = U'NQIU'+U'NH+UANH' U A (U ANHY)
~UA(U'ANH®) —=U'A (U A H®) dansT x I,

(3.2.6)

.U =0surl x {0,1},

U0,.) =Uj(.) dans T x Iy,

ou L

0. [(H' +U") -v] +°(H +T") + Gov- (H* +U%) =0 dansT x I,

(3.2.7)

vAO,H' + A°(H®) =0 dansT x I,
telle que pour toutT' > 0,

2
1 k,00 .6 5—2k k . 6 6—2k
U G;QO [w (o,T,H ) @ H (Il))mH (O,T,]HI () @ H ([1)>].
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Preuve. Les équations (3.2.4) et les conditions de transmission (3.0.2) donnent :

<H1+W) v=(1-2) [@0 <H°+W) +Gov- (H°+W>},

H'Av =1 <<(H1 +U)- ,,) > + 2A°(HO).

|z=0

etdonc H' = — (U' - v) v + ¢, avec

g= (1-2) [@0 (H°+W) +Gov- <H°+W)] v
YUAY (@0 (H%W) +Gov- (H°+W)> +v A (2A%(H))

et donc g € C*™ (R+, H5(T") ® C>=(I 1)) La preuve de ’existence de U est la méme que celle du théoréme
2.1.2 au chapitre 2. [ |

3.2.2.3 Existence de U2

Théoreme 3.2.3
Sous les hypothéses des théorémes 3.2.1 et 3.2.2 et avec I’hypothése supplémentaire U2 € H(T') @ H°(I1),
il existe une unique solution a :

2
86%—63(]2 = U'ANQZU*+U*ANH+ U ANH? —U° A (U A H?)
—UA(U*ANH®) —=U? A (U° AH®) + F dans T x I,

(3.2.8)
0,U? =0surT x {0,1},

U?(0,.) = UZ(.) dans T x I,

) 0. (1 + %) ] 4 00 (11 4T 4 Go v (11 +T7)
+0! <H° +UO) +aqv- (HO +UO> =0,
v A H? 4+ AV (HY) + AYH) =0,
et

F= G gazUl +U° A O,UY) + Ap U° + |0,UPU° + |V, U PU° + U A A, U
+U ANQPU + UM AH —UOA (U ANHY) — U A (U AHY) —U' A (U AHY) .

telle que pour toutT' > 0,
2
ve [W’“OO (0,T;]HI5 ) ® H5—2k(11)> nHF <0,T;H5 () @Hﬁ—%(h)ﬂ .

k=0

Preuve. La preuve suit le méme schéma que celle des théoremes 2.1.2,2.1.3 et 3.2.2. [ |
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3.2.24 Existence de U3

Théoréme 3.2.4
Sous les hypothéses des théorémes 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 et avec I’hypothése supplémentaire
U$ € HY(T') ® HP(14), il existe une unique solution a :

( 8U3
W—&SU:* = U'ANQIUP+UP ANHO+ U NH? —U° A (U° N HP)
—UA (U NH) = U? A (UY AH) + F dansT x Iy,
(3.2.9)
.U =0surl x {0,1},
U3(0,.) = US(.) dans T x I,
ou
0. [(H?’ +U3> -1/] el <H2 +U2) L Gov- (H2+T?
+o! (H! —|—ﬁl +a v (H! +ﬁl
102 (HO+T°) +agv- (HO+T°) =o,
v AN H? + A°(H?) + AY(HY) + A*(H®) =0,
et
F= a (0.U'+U°ANOU") + Gy (0:U* +U° NO.U? + U N O.UY)
+Ar U + Apy 1 U° + [0.U' U + 2 (0.U" - 0,U%) U°
+ Ve, U PUY + 2 (Vi U° - Vi U U + 2 (Vi U - Vi, 1U°) U
+U A AP U + U A AR U + U A A U + U AO2UT + U A 02U
+U'NH? + U NH —U'A (UM AHY) = U A (U A H?)
—U°A (U NHY) =U'A (U ANH?) = U" A (U* NH)
—U? A (UANHY) —U? A (U AHY)
telle que pour tout T' > 0,
2
e [W’“’O (O,T;H4 (I) ®H5—2k([1)> NHF <0,T;H4 () @ Hﬁ—%(ll)” .
k=0
Preuve. La preuve suit le méme schéma que celle des théorémes 2.1.2,2.1.3 et 3.2.2. [ |

3.3 Injections de Sobolev et estimations d’énergie en couche mince

Nous devons maintenant estimer les restes des champ et moment magnétiques. Ces estimations se faisant
sur le domaine w. dépendant de €, nous précisons, comme au chapitre 2, la dépendance en ¢ des injections
de Sobolev pour connaitre la dépendance en € des estimations que nous effectuerons. Nous reprenons dans la
suite les résultats et estimations obtenues au chapitre 2 et les adaptons au domaine mince que nous considérons
grace au formalisme développé a la section 3.1.

3.3.1 Injections de Sobolev anisotropes
Nous travaillons maintenant dans le domaine w, un domaine de R3 défini par (voir Section 3.1) :
we = U(T' x ely),

et nous introduisons alors des espaces de Sobolev anisotropes déduits des espaces de Sobolev usuels par
changement d’échelle et renormalisation :
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Défi nition 3.3.1
Pour1 < p < 400, nous défi nissons les espaces de Lebesgue de la facon suivante :

1

LE = {u € D'(we), — |u(z)|P dx < +oo} ,
‘wS, We

1 1/p
uley = (7 [ o as)

En posant WP = ILE, nous défi nissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes WP, m € N, de la
fagon suivante :

Wmtle — {u eL?, Vr

(x)

ue WP et (€0,)u € Wem’p} ,

1/p
eallgne = (1l + 190wl + Bzl

Dans le cas p = 2, nous posons H" = W2 et [|ul|_, = | ygym.2
b 1>
Dans le cas p = 400, nous posons :

L = {u € D'(we), sup |u(z)| < —|—oo} ,

TEWe
e oo = sup [u(z)].

TEWe
0,00 _ 1 00 < . . va,oo
En posant W™~ = IL.2°, nous défi nissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes Wz ", m € N,
de la fagon suivante :

Wrthoo — Jy, e L, Vi u € W™ et (€0, )u € W™ | |
g € 131 g

p(z)

lllggmsioe = ([tle o + V0l + llestulles )

(x)

Lemme 3.3.1
Soient u € L2 et v(o, ) = uw(¥(o,x)) pour tout (o,x) € T x el1.v € L2(T x 1) et

1
< / WP do da < MY? [y
i e = Jo Sl

Supa,mef‘xell U&C\I/(O', (IZ) ’

inf, yerxer, |[Jac¥ (o, x)|
suffi samment petit, 0 < v < M < p.

ou M, = , et il existe i, v des constantes indépendantes de € tels que pour &

Preuve. L’application W est un difféomorphisme régulier pour tout € et donc |Jac¥| est continue non nulle sur
I’ x el et pour € € [0,70]. |

Corollaire 3.3.1
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :
— pour tout u € HZ, et pour 1 < p < 6,

3.1 3.3
2 2
lul., < C Jully” lullZ; " (33.1)
— pour tout u € H2, et pour 2 < p < +o0,
ite i
’u’e,p S C ’u‘e,Q g Huua,Q L (332)
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— pour tout u € HZ,
3 1
ule 1o < C flullly [Jullly - (33.3)
Preuve. En utilisant le lemme (3.3.1), un atlas de cartes recouvrant I' et une partition de 1’unité, nous avons
uniquement a prouver le résultat dans ]0, 1[2x I;.

Nous obtenons alors la premiére estimation immédiatement dans le cas p = 6, grace au théoréme 2.2.3. En
interpolant L2 et LS, nous obtenons le résultat.

1
En utilisant le changement d’échelle (2.2.5) avec A; = Ay = 1 et A3 = —, nous nous ramenons au domaine
€
(0,1)3. Grace aux équations (2.2.6) et (2.2.7), nous obtenons la deuxiéme inégalité, en reportant dans (2.2.1)
avec p = +o00. Une interpolation entre L2 et L2° conclut.
En effectuant le méme changement d’échelle, et en reportant dans (2.2.3) avec p = 12, nous obtenons la
derniere inégalité. [ |
3.3.2 Trace et relevement

Rappelons tout d’abord une définition des espaces H*(Q2),s =k +6 > 0,0 < s < 1 (voir [44,43]) :

[ _ N 2
HS(Q) — {u e Hk(Q),/ / |D U(l') D+2U(y)| dz dy < +o0, V‘Oé| — k},
aJa |z —y[ 2

1/2

ID*u(r) — Du(y)P
fullo) = [ ol + 3 [ [ P00 iy

|a|=F

En procédant a des changements d’échelle, nous définissons de méme que pour les espaces HP, des espaces
anisotropes sur le bord dw. = ¥(I" x {0,e}) (I' n’a pas de bord) :

Hz (Owe) = { u € HE(Owe) [Deuy) = Deu@)l® 30 oo via| = &
€ e) = 5 ‘6 a‘ e J Owe ’0'—0—/‘2_!’_5—2‘2,_2/’ )n/2+s yay R = ,

1/2

| D2u(y) — Deu(y)|” :
s — d d
e = Ml * 2 Bt oy T e s 0 )

oty =V(0,2),y = V(o 2"),D: = (VL e0,) eta € NF.

()’
Lemme 3.3.2
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout & > 0 suffi samment petit et u € H,

[l < Cully -

1
HZ (Owe)

1

II existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout 0 < e suffi samment petit et f € HZ (Ow;), il
existe un relévement 1) € ]HI; de f tel que :

[¥llc, < CISI

1
52 ws)

Preuve.
Théoréme de trace anisotrope : pour tout (o,2) € I' x I, nous posons v(c,z) = (u o ¥)(o,ez). Nous
appliquons maintenant le théoréme de trace classique a v et nous obtenons :

|| ||H2(FX{O 1}) CHUHHl(FXll)
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ou ¢ ne dépend pas de . Nous effectuons quelques estimations sur v : en utilisant un atlas recouvrant I" et une
partition de I’unité, nous pouvons nous ramener a des fonctions a support dans ¥ (U x £ ) ot U est un ouvert
de I'. Nous obtenons de méme qu’aux lemmes 3.3.1 et 3.3.1 qu’il existe des constantes C' et C’ indépendantes
de ¢ telles que :
/
Cllull.y < ol rxn) < C llull.y -

Comme nous avons défini les espaces HE (Owe) tels qu’ils prennent immédiatement en compte 1’anisotropie
N . 1
(comme pour les espaces de Sobolev), nous avons les estimations suivantes sur la norme H 2 :

Clluf <l

Hé(aws) <l ”H2 (T'x{o,1}) — H2(a :)

ce qui donne le résultat.

Théoreme de relevement anisotrope : De méme, nous appliquons le théoréme de relevement classique a
g(o,2) = foV(o,e2), (0,2) € T x {0,1} et nous obtenons un relevement v € H*(T x I1). L’application ¥
étant un difféomorphisme sur w,, , nous définissons u de fagon unique par u(¥(o,e2)) = v(0, 2). u est alors

1
un relevement de f € H2 (Ow,) et les estimations précédentes donnent le résultat. |
3.3.3 Quelques inégalités

Nous utiliserons aussi des versions anisotropes des inégalités du lemme 2.2.2 :

Lemme 3.3.3 U
Pour tout v € H? tel que e 0 sur Ow, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que
n

5\ 1/2
: (33.4)
2

€

2

2 1
e“—0, (7,0,u
- (7205u)

Pour tout w € H*, m € N*, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :

. 1
lull.,, < C (\u!e o+ Hle pw(w)uH +|le—0,(v:(u-v)) + HVFWC) ANu+e(vd,) ANu
’ ’ €,m—1 ’yz €7m71 a’m_l
+llu-v _ .
e -2l %(awa)
(3.3.5)
Preuve. En posant v(o, z) = u(¥ (0, £z)), nous nous ramenons au domaine I' x /1. Nous appliquons alors le
lemme 2.2.2 a v, et nous en déduisons le résultat grace aux lemmes 3.3.1 et 3.3.2. [ |
Corollaire 3.3.2 o
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout u € H? vérifi anta— = 0 sur Jw,, nous avons :
v

H(vpm) Fe(wd))u

=0 ([Pl ot ]

2 1
e“—0, (7,0,u
- (720:u)

€,2
(3.3.6)
De plus, si u € H2, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :

H(VFM +eWd:)u| ,=C (‘VFMU‘S,Q T ledzule, + HAF“’WuHa,l -

g2 i(3Z(f)/2(32u)
Yz

e,1
3.3.7)
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34 Equations du reste - Estimations d’énergie

— Dans w,, nous posons

uf (t,z) = UO(t, P(x)) + U? <t,P(ac), ap(m)) +£2U? (t,P x

3

(

S

-
(w)) + (¢, )
)

>+€3Q€ (t,z)

+£3U3 <t, P(x)

™

HE(t,z) = HO(t, P(x)) + cH! (t,P(a:), ‘P(f)> e (

(

€

‘G
&

—|—63H3 <
— Dans ¢,
He(t,x) = HO(t, ) + eH (t,z) + 2 H?(t,x) + 2 H3(t, x) + 3Q°(t, x),
ou 7¢ et Q¢ sont les termes de reste de u® et H®.

Remarque 3.4.1

Tous les termes qui dépendent de U®, H®, U, ... vivent naturellement dans le domaine I x (0,1). A partir
de maintenant, quand nous considérons ce genre de terme dans les équations de reste, ils sont défi nis sur
I’espace w. et nous supposons qu’ils sont évalués en ¥~ (z) oll v € w,.

. . . . 1 [%% (ez
Nous précisons aussi les expressions des opérateurs que nous utilisons. Nous posons a, = - %@’G (0,s)ds
€ Jo

et nous obtenons :

1 EZ
- Vu = (0;u)v + Vp,u+ V1 +eViu,ou Viu = R {/ (e2 —5) (82Vr.) (0, 3) ds} (u).
0
2

1 ) o
divV = gaz (V-v)+ Zelai v-V4ela v V+ ZeZ@Z(V) + £20"(V),
i=0 i=0

[/ng @ (92divr,) (o, 5) ds] (Vip).

2
1 o

(V= -vAdV 4+ A 27"

rot V EVA8V+ e'N'(V)+e“A"(V),

WO (V) = 5

i=0
ol . )
1 # —
A(V) = _V/\VTVN+€—2|:/ “ZTS)Mag (I + zdv)™Y) dvds| (Vr)
0
1 ez —s)? 4
+€_2 |:/0 Tazrot T, (VT) IZ8
102 1<, Ou ou
—Au:?ﬁ—f—g; &"—5 a +AFOU+€AF0,1U’+€AU7

oll ATy = é ( /O C(ez— 5) (PAr) (0, 5) ds> "

Pour tous les termes de reste précédents, nous avons :
HATUHHP(FXh) < C€||U”Hp+d(rx11),

ou d est le degré de I’opérateur A.
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34.1 Le champ magnétique, existence et régularité

De méme qu’au cours de I’étude des profils, nous obtenons un couplage entre les reste du champ et du
moment magnétiques. En revenant aux équations (3.0.2), nous simplifions en utilisant les équations satisfaites
par les profils. Nous obtenons :

(QF e L3 Uw,),
rot Q° + f1 = 0 dans ' U w,,
div (Q° +7°) + fo = 0 dans ' Uw,, (B4.1)

[Q°An|]=0 surT,

(Q°+7°)-n]=0sur I UT,.

N

ou

1
fi =AY (H?) + AY(H? + eH?) + A2 (H' + eH? + *H?) + —~A"(H° + eH' + 2H? + 3 H?)
3

fo= Go(H? +Us) v +al(H? + U +eH? +5ﬁ3) v
+a?(H! + T +eH? +cU° +&2H3 + EQU?’) v
+§a’"(HO teH' + 2H2 + SHP+ T + U 4+ 20 +50°) v
O H +T) + O H2 + T +cH? + U ) + O*(H' + U +eH?>+ U + 2H? + £2T)
%@T(HO teH' + 2H2 4+ T + €U +20°)
En considérant ()* comme une fonction de ¢, nous obtenons :

Lemme 34.1
Soient R et S¢ les solutions de

rot R =0 dans Q' U w., rot S° = f;  dans Q' U w,,
div (R°+7°) =0 dansQ Uuw,, div S° = fo  dans Q' Uw,
(RF+7) n=0 surl.. S¢n=0  surl..

Sous les hypothéses des théorémes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, si r¢ appartient a HZ, il existe un unique Q° =
RE + S¢ et des constantes ¢, indépendantes de ¢ telles que R° est linéaire en r¢ et pouri € {0,...,3},

1B, < collr®lle,,

3
171 < eo 3 (07 o+ 1AL )
i=0

Preuve. Intéressons nous tout d’abord a R® : il existe ®° € W1(Q Uw,) tel que R® = —V®° et ®° est
solution de :

—A®® = —div r® dans w,

—AP* =0 dans €/,

0d°

=7 v sur I,
ov

13
[®°] =0, [88? ] =—r°-v surl.
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Pour tout ®, ¥ € W(€' Uw,), nous posons a(®, ¥) = / Vo - VV dz et
Q' Uwe

B(Y) = —/ div 70 dac—{—/ (7 - n) ¥ 0.
Q'Uwe

€

« est continue et coercive dans W1(Q' Uw,) et

1B(W)| :/ 7V da
Q' Uwe

IN

1712 (@ wn) V¥ L2 (1) -

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram et nous obtenons I’existence de ®¢ € W (€' Uw,)
et | R ||lL2(uwe) = 12w @riw) < I7°M|L2 (0., €t donc |RE|, 5 < [r€|_ 5. Pour augmenter la régularité de
la solution, nous reprenons des idées exposées dans [17, 19, 35] : nous cherchons les équations satisfaites par
les dérivées de ®¢. Pour cela, nous introduisons des champs de vecteurs tangents ou normaux X a I' sur un
ouvert de w. U{x € ', ¢(x) < np} que nous prolongeons continiiment par zéro, au moyen d’une troncature,
au reste de w, et dans un voisinage extérieur de I'. Nous définissons alors les dérivées tangentielles et normales
par (X - V), cette définition étant valide dans Q' U w..

Les équations des dérivées tangentielles de ®° s’obtiennent en dérivant tangentiellement les équations de
®¢. Lorsque nous dérivons les équations dans la direction normale, nous multiplions par € pour retrouver
les espaces de Sobolev anisotropes, et nous déduisons les conditions au bord de 1’équation sur ®° (a condi-
tion d’avoir suffisamment poussé la régularité dans les directions tangentielles). Finalement, nous obtenons
|77l , < C[r¢||., ot C est une constante indépendante de ¢.

Revenons a S° : f et fy appartiennent toutes deux a IL2. Il existe donc une application v € W1 (' Uw,) telle
que :
divv=0, rotv=f; dans QX Uw, et vAv =0 surl,.

En reprenant les idées exposées dans [17, 19, 35], nous prouvons que [[v||. , < C'|[fi|, -
Posons maintenant w = S° — v. w satisfait :

rot w=0 dans Q' Uw,,
divw = fy dans Q' Uw,,
w-n=—v-n surls;.
Comme rot w = 0, il existe ® € W(£)' U w,) telle que w = —V & et nous nous ramenons au probleme :
—A® = fy dans Q' Uw,,

0P
— =v-n surl,.

on

Soient « et 3 les applications :

a(®,0) = / V& -V dx,
Q' Uwe

ﬁ(\p):/m%fz-qzdw/ (v-n) T dy.

€
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L’application « est continue et coercive dans W1 (' U w,) et

A

1BY) < N follLzwo) Pz + Cllv - nllg-120) ¥l
< Clfalliz@o ¥ lwiw.) + C (I0llzw.) + 1div vlliz) 11w @ ue.)
< C(IIfallLz. + o2 @) 1w @row.)-

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans W! (€' Uw.) et nous obtenons 1’existence et
Iunicité de ® dans W (€)' U w.). De plus, ® satisfait :

1@ llw: (@ruwe) = lwllz@ue) < C (1follzew. + 10llLze.)

et donc |w|_, < C(|f2l. 5 + |v|. 5). En appliquant a nouveau la stratégie donnée dans [17, 19, 35] et utilisée
pour la régularité de R°, nous obtenons :

[wlle, < CUlf2lle, + ol )
En revenant a la définition de w, nous obtenons :

15%1

IN

C(Hgszg,p + £l )

< O (U], +1H]. ,)-
i=0
|
34.2 Equations
Suivant le résultat du lemme 3.4.1, nous posons dans w; :
as(t, ) = U(t, P(x)) + eU* <t, P(z), @) + 202 (t, P(z), @) + U3 <t, P(z), *0(;)> ,
Q° = R® + S° ol RR° est linéaire en r°,
K&(t,z) = H° (t, P(z)) + cH" (t, P(), @> w2 (1, p(a), 29
€ €
+e3H3 ( t, P(x), M + 368,
€
En revenant aux équations 3.0.3, nous simplifions en utilisant les équations des profils. Nous obtenons :
ore 2 5 3
5 ¢ Ar® =T +--- 4+ Tg+ F° dans wy,
a £
P _0surTUT,, (34.2)
Oov
r¢(0,2) = r§(x) dans we,
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(T = 8|Vre| %,
Ty =& (|Vre2a® + 2(Vre - Va)re) ,
Ty = % (|Va*[r® +2(Vre - Va©)a®)
Ty = (r° A Aa® + a A Ar® + %15 A ArF)
Ts =a® AR* +71° ANK® +e%° AR,
Ts = — [a° A (a° A R°) +a° A (r° AK®) +7° A (a° AKF)],

Ty = —3[rF A (1 AK®) 415 A (a° A R¥) 4+ a° A (r° A R,

Ty = —%° A (r° A RY),

et F© = eA+ a® NS¢ —a® A (a® A S%), ot A fait intervenir des sommes et des produits des profils ainsi
que de leurs dérivées jusqu’a I’ordre 2 et le développement asymptotique des opérateurs différentiels, le tout

p(z)

évalué en | P(z), —) . L’expression complete de [ est donnée dans I’annexe 11.2.
€

En nous basant sur les résultats de régularité obtenus sur les profils, nous prouvons la propositions suivante :

Proposition 3.4.1
Soit UY € W@ (I"). Pour tout p, 1 < p < 400 et pour tout ' > 0, il existe des constantes positives C,
indépendantes de ¢ telles que, pour toute > 0,t € [0,T],eti =0,1,2,

la® (@, )lyyir < Cp-

Pour tout p, 2 < p < +o0 et pour tout T' > 0, il existe des constantes positives C'), indépendantes de ¢ telles
que pour toute > 0 ett € [0,T],

Hae(t7 )ngp < Cp7

Pour tout p, 1 < p < +o0 et pour tout T' > 0, il existe des constantes positives C'), indépendantes de ¢ telles
que pour toute > 0 ett € [0,T],
[ K=(t, )

< Cyp, ||F(t, ). < Cs.

Hwévp g1l =

Preuve. Comme nous avons Ug € W (T), les résultats de régularité sur les profils (Théoremes 3.2.1,3.2.2,
3.2.3,3.2.4) et les injections de Sobolev classiques donnent que pour ¢ = 0, 1,2, 3,

U lw2.eo (o) < C

“Ui”WS’P(Fxll) < C, 2 < p < +00.
En effectuant un changement d’échelle pour revenir a des fonctions définies sur w., nous obtenons le résultat.
De méme, nous obtenons des estimations dans W°°(T" x I1) de H® et le lemme 3.4.1 utilisé conjointement

avec le lemme 2.2.1 nous donne les estimations sur S¢.
Les estimations sur F'* se déduisent aisément des résultats précédents. [ |
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Remarque 3.4.2
Nous pourrions obtenir des résultats un peu plus précis en remarquant que U° ne dépend pas de = :

Va®|. , < Cp,

‘DQQE‘ < Cpafl,
87p

‘D?’aa‘gp < Cpa_Q,

IVKE|, , < Cyp.

Nous n’aurons pas besoin de telles estimations dans les estimations qui vont suivre.

3.4.3 Le moment magnétique, estimation du reste

Gréce au formalisme donné aux opérateurs différentiels, aux lemmes anisotropes et aux résultats de régu-
larité (mémes pertes dans I’exposant de €), nous pouvons effectuer les mémes estimations qu’au chapitre 2.
La principale différence réside dans la géométrie du probleme : les opérateurs différentiant tangentiellement
au bord dépendent de z. Nous ferons ainsi apparaitre des commutateurs entre les opérateurs tangentiels et nor-
maux, qui sont des opérateurs différentiels d’ordre moins élevé (perte de un degré) dans la direction normale.
Par exemple, dans le cas du gradient :

0., Vr.]Ju=—(I + zdv)'dv Vr_u.

Ces commutateurs interviennent dans les estimations du second membre et dans le terme dissipatif engendré
par le terme —e?Ar®. Dans les deux cas, ils générent des termes dérivés tangentiellement et que ’on n’aura
aucun mal a absorber ou a estimer.

Les estimations sont réalisées sur une approximation de Galerkin, ce qui nous permettra de justifier toutes
les intégrations par parties effectuées. Nous considérons pour I’équation de Landau-Lifschitz un espace d’ap-
proximation construit a partir d’une base de fonctions propres de I’opérateur de Laplace anisotrope de domaine

9
{ueHﬁ, a—Z:OOHI‘LJf‘a}.

De méme qu’au chapitre 2, nous posons :
2 2 2
Q(t) = ‘712(157 ')’5,2 + ’szTTEL(tv ')‘5,2 + ’E&zTTEL(t, ')‘5,2
2

1
52—82(%827"3(15, ) ,
Yz e,2

+e? [ Ar g (t, )2 + |20 Virg 2, +

et nous supposons que Q(0) < ||r8||§  +ée? HrgHz 5 est borné.

Comme nous considérons une approximation de Galerkin de ¢ , nous avons I’existence de Q sur un intervalle
maximal [0, T;;a[ ou 0 < T . < +oo. Nous voulons prouver ici qu’il existe e suffisamment petit tel que
Q existe sur I'intervalle [0, 7] indépendamment de n si ¢ < 7. Nous démontrerons aussi les estimations
données dans le théoreme 3.0.1. Nous procédons de la fagon suivante :

Nous choisissons 7' > 0 et grice aux estimations d’énergie que nous obtenons au moyen d’intégrations par
parties, nous prouvons que Q satisfait sur [0, 7] N [0, 7}, .[ I'inégalité différentielle :

Q'(t) < Cr(1+Q(t)) + ePr(Q(t)), te[0,TIN[0,T; [, (3.4.3)

ou C7 est une constante et Py un polynéme, tous deux indépendants de n et € (mais pas de 7T'). Cette inégalité
implique que 7}, . > T dés que ¢ €]0,e7] ol e7 est une constante suffisamment petite. Q(t) satisfait alors
(3.4.3) sur lintervalle [0, T, pour tout 7" < T avec lim._,o7° = +o0. En utilisant les injections de Sobo-
lev anisotropes et en prenant en compte la renormalisation dans les espaces de Lebesgue, nous obtenons le
théoreme 3.0.1.
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Chapitre 4

Fils ferromagnétiques

Nous nous intéressons enfin au cas d’un fil rectiligne et 1-périodique w. = €3 X R de matériau ferroma-
gnétique, placé dans le vide, ¥ étant un ouvert borné, régulier de R2, étoilé en 0. Nous rappelons les équations
vérifiées par le moment magnétique u° et le champ magnétique H(u®) :

— Equation de Landau-Lifschitz :

I3
881; —uEA (gZAzf + H(uf)) —u A (v A (sQAu6 +H(u%))) dans we,
out
gy 0 surdw 4.0.1)

uf(t =0,2) = up(z) dans we,

[ u® est périodique sur I; =]0, 1],

oll v est la normale sortante & Ow. = 0% X R.
— Equations de la magnétostatique :

div (H(u®) +7°) =0 dans R? x Iy,
rot H(u®) =0 dans R? x Iy, (4.0.2)
H(u®) € L*(R? x Iy),

ou u désigne le prolongement de u par O hors de w..

Remarque 4.0.3
La périodicité du domaine permet d’éviter les interactions entre le domaine mince et la couche limite qui se
formerait aux bouts du fi I, a la frontiére €¥ x {0,1} = &X x 0f.

Nous notons dans la suite,
— HL(I1) le sous-espace de H'(I1) dont les fonctions sont périodiques sur R, et L2(I;) I’adhérence de
HI),(11) dans L?(1;). L’indice p indique a chaque fois la périodicité sur I; dans les espaces considérés,
— pourtout v € R? x I,z = (0,2) avec o0 € R%et 2z € .
Nous travaillons comme aux chapitres précédents avec la forme équivalente de I’équation de Landau-Lifschitz
4.0.1):
ou®
ot

— 2 Auf = 2 Vus Puf + % A Auf + uf A H(uF) —u A (u€ AH(UE)) . (4.0.3)
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Pour préciser le comportement de u® et de H(u®) dans le fil, nous effectuons un changement d’échelle pour
nous ramener au domaine > X [; indépendant de . Ce faisant, nous sommes amenés a considérer le domaine
extérieur (R2 \ eX) x I qui, lui, dépend toujours de €. Nous contournons cette difficulté en effectuant le chan-
gement d’échelle dans I’espace tout entier, le domaine ferromagnétique filaire étant alors 2 x I, le domaine
extérieur étant ¥/ x I; ott X2/ est le complémentaire de ¥ dans R?. Ce changement d’échelle introduit une ani-
sotropie dans les équations reflétant la structure géométrique du probleme. Pour la gérer, nous décomposons
les opérateurs différentiels de la fagon suivante :
- Vu = V,u+ (d,u)es, ot V, = (9y,, 0y, 0)" est le gradient transverse au fil,
—divV =div ,V; +9,Vioudiv,V = (V.- V), V, = (4, V5,0)! est la composante transverse de V et
Vi = (V - e3) sa composante longitudinale,
- Au= Ayu+ d%u, o0 A, =div , V.,
_ o _< vy ) L t
—rotV =rot .,V +e3 NI, V,ourot ., V=V, AV = et A~ = (A2, —A1)".
rotap V,
Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 4.0.1
Soit une donnée initiale ug satisfaisant

u(z) = U (Z.2).

ou Uy est indépendant de ¢, |U°| = 1 et U§ € H°(X) ® HJ (11). Il existe alors un temps Ty > 0, indépendant

de ¢ et des profiIs [° et U' vérifi ant
3

- U0 () whee (O,TO;H“%(E) ® H;(Il))ﬁHk <0,T0;H7*2’“(2) ® HZ,(IQ) est solution de I’équa-

k=0
tion (4.0.1) dans le cas 2D avece =1 :

ou°

—r AU = |VUPUY+ U AA U+ U ANH — U A (U AH®)  dans ¥ x I,
0

8L =0 surd¥ x Iy,

ov

U(t=0)=U) dans¥ x I,

H° =H(U% dans¥ x I,

UV est périodique en z € I,
ot —H? est la projection de U° sur le champ de gradient transverse.
2
- Ut e ) (kaoo (O,TO;H5’2’“(E) ®H§(Il)) nHF (o,TO;H”’f(z) ®H§(Il))),
k=0

tels que la solation réguliére des équations (4.0.1)-(4.0.2) existe sur [0, Ty et admet un développement asymp-
totique de la forme :

W (t,z) = U° <t, g,z) +eU! <t, 5,z> + 25 (¢, 2)
€ £
ol x = (0,z) € we, t €[0,Tp], et la fonction r¢ € LL>° (0, Tp; LP(w;)) pour tout 2 < p < +o0 vérifie :

sup [[r¥l|Le(w.) = O(E*P).
te(0,To]

Remarque 4.0.4
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— Méme si nous ne I’énongons pas, nous devons pousser le développement asymptotique formel jusqu’a
I’ordre 3, obtenant ainsi un vrai développement asymptotique a I’ordre 2.

— Il est possible d’imposer une donnée initiale aux termes suivants du développement, nous ne 1’avons
pas fait pour la clarté de I’énoncé.

— Contrairement au cas des couches minces [48, 49], il n’y a pas de localisation du champ magnétique
a1 ordre °. Nous devons alors considérer des solutions qui ne sont pas constantes dans la section du
fil. De plus, Ie modele limite est régi par I’équation de Landau-Lifschitz 2D avec, a la fois le champ
démagnétisant et le terme d’échange, pour laquelle nous n’avons que de I’existence locale en temps

[17].

Dans la suite, nous construisons tout d’abord formellement le développement asymptotique de u° et nous
prouvons des résultats d’existence et de régularité pour tous ses termes jusqu’au temps d’existence T de u°
(Partie 4.1). Les équations satisfaites par les termes de reste de u® et H (u®), ainsi que les résultats d’existence
et les estimations d’énergie qui concluent la preuve du théoreme 4.0.1 sont données dans la partie 4.3.

4.1 Développement asymptotique

Nous cherchons donc un développement asymptotique de u® et H* = H(u®) sous la forme :
— dans w,,

u(t,z) =U° (t,g,z> +eUt (t,g,z) + ...

4.1.1)
Hé(t,z) =H" <t, z,z) + eU? <t,g,z> +...
€ €
— dans (R% x 1) \ we,
HE(t,z) = HY <t, g,z) yeH! <t, z,z) ¥ 4.12)
€ €
ouz = (0,2) ER? x I.
Effectuons quelques calculs préliminaires sur les opérateurs rotationnel et divergence.
vae
S. = ! <_ >7
i nous avons V() Z V K
>0
otV = lrotT VO Zsi <2 (es AV') +rot, Vi+1> ,
€ ; 0z
>0
(4.1.3)

1 (D A
divV = =div, V° | =Vi 4+ div, VL) .
v €1V —i—;g <8z3+w

4.1.1 Equations des profils

Nous substituons a u®, H(u®) leurs développements asymptotiques (4.1.1) et (4.1.2) dans les équations
(4.0.2) et (4.0.3) pour obtenir les expressions formelles satisfaites par les profils pour (o, z) dans et a I’exté-
rieur de w.

Comme les équations (4.0.2) sont linéaires, chaque H® vérifie hors de ws, :

div, H: +0.H; "' =0 dans ¥’ x I,
rotop Hi =0 dans X/ x I,
V.H} =0,H! dans Y/ x I7.
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Comme nous voulons aussi déterminer les équations satisfaites par H i dans ¥ x I, nous avons besoin de
conditions de transmission au bord 0% x I; que nous déduisons de I’équation (4.0.2) :

[Hi/\u] =0 sur Owg,
. (4.14)
[(H’—kﬁl) -1/} =0 surdw,,
ol [v] est le saut de v a travers I’interface dw..
En changeant les notations, nous les réécrivons :
[Hf] =0 sur 0% x I,
[Hj./\l/] =0 sur 0% x I, (4.1.5)

[(Hj+Ui) -1/} —0 surdL x 1.

ov

La condition de Neumann sur «° devient aussi

= 0 pour tout x = (0, z) € dw, = (¢0%X) x I eti € N.
Termes d’ordre ¢! : dans ¥ x I,

div, (H? +U?) =0,

rotap HO = 0,

V. H) =0.

De la derniére équation et de la premiére condition de transmission dans (4.1.5), nous déduisons que
H 10 = H 10 (t,z). Comme nous n’imposons pas de champ magnétique extérieur et que nous cherchons des
solutions dans L2 (]R2 x I1), nous posons H lO = 0. Les autres composantes de H 0, c’est-a-dire H 2, satisfont

alors
H° e L2(R? x Iy),

div, (H2+UQ) =0 dans R? x I, (4.1.6)

rotop HY =0 dans R2 x 1.

Comme nous n’imposons pas de champ magnétique extérieur, nous obtenons que —H © est la projection de
U2, et donc de UY, sur le champ de gradients transverses.

Termes d’ordre £° : dans ¥ x I,

ou°
e AU = VU PO+ UOANA U+ UOANHY — U A (U° A HY) . 4.1.7)

div, (Hy +U;) + 9. (H +UP3) =0,
rotyp H! =0, (4.1.8)

Termes d’ordre ¢ : dans X x I,

Ut

el AU = (VLU PUL+2VU° -V UHWU + U A AU+ U AALUY
FUCAH + U AHO —UO A (U AHY) — U A (U A HD) (4.1.9)
~U'A(U°AH).
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div, (H2+U2)+0. (H} +U}) =0,
rotyp H2 = 0, (4.1.10)
V.H? = 0.HL.

Termes d’ordre 2 : dans ¥ x I,

2
% —AU? = |VLUYVU? +2(V,.U° -V UHUY + U AAU? + U2 AAUY
+UANH* + U NHY —U° A (U° A H?) - U A (U2 AH)
—U* A (U° A HO) (4.1.11)
+UL 4+ |UPU + U ANUL, + U A AU + |V,UL2UO
+2(v .U v, UNU' + U AH = U A (U AHY)
~U'A(U°ANHY) U A (U AHY),

div, (H2+U2)+0. (Hf +U?) =0,
rotyp H2 = 0, (4.1.12)
V.H} =0,H?2.

Termes d’ordre 3 : dans ¥ x [

3

% — AU = VLU PUR+2(V,.U° - VUHUY + U AAUP + U AAUY
+UANHP+UBANHY —U° A (U AH?) - U A (U3 A H)
~U* A (U A H?)
+02U + |V, UNPUC + 2V, U0 v, UNU? 2V, U v, UHU!
+2(V,UL - v, UHU° + |0.U°PU + 2(0.U° - 0,UU°
+ULANPUC+ U ANPUL + U AN U+ U ANAUY
+U'ANH> + U ANH —U° A (U ANH?) - U A (U2 AHY)
~U'AN(U°ANH?) —U"AN(U? ANHY) =U? A (U AHY)
—U'A(U?*ANH?) —U'A (U'ANHY).

(4.1.13)

4.1.2 Etude des profils
4.1.2.1 Probléme extérieur 2D pour la magnétostatique

Dans la suite, lors de la détermination du champ magnétique, le changement d’échelle effectué dans I’es-
pace tout entier nous améne 2 résoudre les équations de la magnétostatique en dimension 2, dans R? :

div (H +7) = f dans R?
rot H=0 dans R?.

En nous basant sur les travaux de M.N. Le Roux [40] sur le probleme extérieur 2D, nous introduisons des
espaces de Sobolev a poids adaptés a la résolution du probléeme :
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Défi nition 4.1.1
Soit p = (1 + |z|?)/2. Nous défi nissons les espaces de Sobolev a poids W, (R2) par :

W1(R?) = {u € D'(R?), u € L}(R?), Vu € LQ(RQ)} ,

p(1+Inp)
u € L*(R?),

W2(R?) = {u € D'(R?), Vu € L2(R?), D%u € ILZ(]RQ)} ,

p(1+1Inp)

p*(1+1np)
oue L), 9 <1},

1

W (R?) = ceD(R?), ———
oc( ) {U ( )7 paf‘m(l—l-lnp)
oul e Neta > I.

Pour résoudre le probléme extérieur par des méthodes classiques (Lax-Milgram), nous avons besoin de normes
équivalentes aux normes usuelles des espaces précédemment définis :

Proposition 4.1.1
Il existe une constante C'telle que, pour tout u € W }(R?), nous avons :

u
_ <C||Vu .
Hp(l +1np) 22y 1Veleaqee
De méme, pour tout u € WL (R?), nous avons :
U 1
- < —Vu .
‘ p*(1+Inp) | 2(ge) ‘ P M1+ 1Inp)  flpage

Preuve. Le résultat se déduit, par un changement de variable, d’une inégalité de Hardy généralisée prouvée
par P. Bolley et J. Camus dans [9] : soit f € D(]0, 1[), on a alors :

G) Sif#-1,7€R,R>exp (%),ona:

! p rl
[ voree (3) a< () [irare e (3) a

(i) Siy#—-1,R>1,ona:

1 B R » p rl / - R
[irore o () ar< () [irore o (1)

Proposition 4.1.2
Les équations de la magnétostatique en deux dimensions

div (H(u) +u) =0 dans R?,
rotop H(u) =0 dans R?, (4.1.14)
[(H(u) +u)-v]=0 surdX,

ot u € H*(X), n € N*, ont une unique solution H(u) € H*(R?). De plus, il existe ¢ € W}(R?) telle que
H(u) = =Vpet
lellwr ey < Cllullizsy,  [H(wW)l[mn @2y < Cllullpn @e2)-
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Preuve. Nous combinons des idées prises dans [17, 19, 35] pour I’existence et la régularité des solutions avec
’utilisation de I’espace W%(RZ) [40]. Nous suivons le méme schéma que dans [17, 19] :

Etape 1 : Comme rot H(u) = 0 dans R?, il existe une fonction réguliere ¢ telle que H(u) = —V et
[¢]jas; = 0, ot on note [f] le saut de f a I’interface 9. La fonction ¢ satisfait :

—Ap = —divu dans 3,
—Ap=0 dans ¥/ = R3\ %,
[‘P]|82 =0, [8u@]|az =u-U.

Etape 2 : Soit ¥; un ouvert borné de R? contenant . Par surjectivité de la trace, il existe 11 € H"*1($1\ X)
tel que :

1 llanr sy < Cllullan s,
et
V1jos = 0, Y1as; =0, Outhrjpsr =0, Opthrjgs = u - v,

ot ¥} = R?\ 1. Nous posons ¢ = 1 + 1 et nous nous ramenons 2 la résolution du probléme :

—Ayp; = —divu dans 3,
—Ag&l = A¢1 dans 21 \ E,
—Ap; =0 dans ¥/,

[@1]\821- =0, [amplhazi =0,7=0,1,

ou X¢ = X. Nous posons :

fi=-1xdivu, fo= 122\2A¢17 F=fi+fo

Nous devons donc résoudre —A¢; = F dans R? ot F est réguliére a support compact. Grice 4 une intégration
par partie, la proposition 4.1.1 et au théoreme de Lax-Milgram, nous obtenons I’existence et ’unicité de
1 € W(R?) donc Iexistence de p € W1(R?) et de H € L2(R?). De plus, nous avons :

lellwigey < CllullLzge)-

Des résultats classiques de régularité sur la solution de I’opérateur de Laplace (voir [10]) améliorent ces
estimations :

IVolla @) = IH ()l @) < CllullLzwe)-

Etape 3 : En suivant [17, 35], le cheminement de I’étape 2 et en utilisant la linéarité de 1’équation (4.1.14),
nous obtenons la régularité annoncée. [ |

Proposition 4.1.3

Le probléme extérieur 2D
div H=1xf dansR?
rotap H =0 dans R?, (4.1.15)
[H-v]=0, [HAv]=0 surdX,

ot f € H*(X), s € N, a une unique solution H € H?*(R?) oit H = —V avec p € W1(RR?). De plus, nous
avons :

[ H [ms+1®2) < Cllf lmssy, Nlellwimey < CllfllLzre)-
Preuve. nous combinons des idées prises dans [17, 19, 35] pour I’existence et la régularité des solutions

avec 1’espace W1(R?) [40]. La preuve suit le méme cheminement qu’au lemme 4.1.14 4 ’exception de
I’intégration par parties a 1I’étape 2. [ |
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Dans la suite, nous devons aussi a résoudre :

div H=f dansR?,
rotop H =0 dans RQ,
[H-v]=0, [HAv]=0 surdX,

ou f est telle que —V f est soit solution de I’équation (4.1.14), soit solution de I’équation (4.1.15). Le premier
probléme se réécrit sous la forme :

div (AH + %) =0 dans R?,
rotap H=0 dans R?, (4.1.16)
[H-v]=0, [(AH +7) v]=0.

Nous avons :

Proposition 4.1.4
Le probleme extérieur 2D (4.1.16) ou v € H™(X), n € N, a une unique solution H = —V telle que
© € W3(R?) et VH € H"(R?). De plus, nous avons :

lellwz ey < CllullLzw), [[VH|mn @) < Cllullans)-

Preuve. La preuve suit le schéma de la preuve de la proposition 4.1.2. La proposition 4.1.1 fournit les normes
équivalentes qui permettent d’obtenir la continuité et la coercivité lors de 1’utilisation du théoréme de Lax-
Milgram a I’étape 2. [ |

Le second probleme se réécrit :
div AH = 15 f dans R?,
rotop H =0 dans R?, (4.1.17)
[H-v]=0, [(AH) -v]=0.

Nous avons :

Proposition 4.1.5
Le probléme extérieur bidimensionnel (4.1.17) ou f € H"(R?), n € N, a une unique solution H = —V
telle que ¢ € W3(R?) et VH € H"(R?). De plus, nous avons :

lellwzre) < Clifllzsy: IVHEn®2) < Cllfllang2)-

Preuve. La preuve suit le schéma des preuves des propositions précédentes. [ |

4.1.2.2 Existence de U
Théoréme 4.1.1

ouy
Soit U € H(X) @ HI(Ih), tel que |UJ| = 1 et 6—0 = 0 sur 9% x I, il existe Tp > 0 et une unique solution
v
a I’équation (4.1.18) :
(oU? 0 012770 0 0 0 0 0 0 0
W—ATU = V.U PU+ U AA U+ UPANHY —U° A (U ANHY)  dans S x I,
ou’ 1.
— =0 surd¥ x Iy, 4.1.18)
ov
U(t=0)=U) dans¥ x I,
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tel que |UY| =1et

U0 € Iﬁo [Whee (0, To; HO2*(3) @ HG(1) ) N HE (0, To; B2 (%) @ HR(1) )|

Preuve. Dans la preuve d’existence de H° (Prop. 4.1.3), nous considérons uniquement le comportement dans
la direction transverse, la troisieme coordonnée, z, étant considérée comme un parametre. En appliquant le
résultat d’existence aux dérivées en z de HY, nous obtenons :

155 (r2)me (1) < CNU s (e (1)

Quand nous considérons la coordonnée z comme un parametre, la preuve d’existence suit la preuve donnée
dans [17], nous obtenons que U° € C ([0, Tp; H*(X) ® L2(11)) NL2 (0, Tp; H*(X) ® L2(1;)). Comme nous
avons besoin de plus de régularité en temps et en espace (dans la direction transverse et dans la direction 2),
nous utilisons les arguments donnés dans [19, 47] pour I’existence des termes de couche limite : nous prenons
les dérivées temporelles de U et nous appliquons le résultat précédent. La régularité en temps donne de la
régularité sur AU et améliore donc le résultat. Nous obtenons de la régularité en le paramétre z en prenant
les dérivées en z et appliquons toutes les étapes précédentes. [ |

4.1.2.3 Existence de U!

Théoréme 4.1.2
Sous les hypothéses du théoréme 4.1.1 et avec I’hypothése supplémentaire que U € H(X) ® HS(11) et
ou}
6—0 = 0 sur 0% x I, il existe alors une unique solution a
v
ou! 1 02771 0 1y770 0 1 1 0
W_ATU = |V;U U +2(V,.U" -V, U+ U ANA U +U ANAU
+UANH' +U'NHY — U A (U AHY) —U A (U AHY)
—U'A(U°AH®)  dans ¥ x I,
out
— =0 surd¥ x Iy,
ov
UY0,-) =Uj(-) dans X x I,

ot H' = H(U') + Q*, solution de I’équation (4.1.8) vérifie :

div; QL +9.U" =0 dans R? x I,

div, <H(U1) +W) =0 dansR? x I, rotap QL = 0 dans R? x I,

rot, H(U') =0 dans R? x Iy, [QL-v] =0 sur 9% x I,

{(H(Ul) +W) . I/] =0 sur 0% x Iy, VTQll = OZHB dans R? x 1y,
Q1=0 sur 9% x Iy,

telle que

U'e f]o [w’w (o,To;HH’f(z)@Hg([l)) N H* (o,TO;H“%(z) ®]I—]I2(Il))} ,

Preuve. Nous utilisons la linéarité de 1’équation (4.1.8) pour découpler le probléme en les deux problémes
exposés ci-dessus. Nous appliquons la proposition 4.1.2 au premier probleme extérieur et nous suivons la
dépendance en la coordonnée z comme dans le cas de H° = H(U?) pour obtenir I’existence et la régularité
de H(U"). Gréce a la proposition 4.1.3, nous obtenons 1’existence de QL et nous suivons la dépendance en
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le paramétre z. Nous remarquons que HY = —V, " (d’aprés la proposition 4.1.2 appliquée  la résolution
de H"). Avec la dépendance en z, nous avons que ¢° € W3 (0, Tp; Wi(R?) ® H;(Il)) et HO ont la méme
régularité que U°. Comme nous n’imposons pas de champ magnétique extérieur, nous avons que Q; = 9,¢°
et

Q€ W‘””j (0, To; W1(R?) @ Hiy(11))
v.Ql e N [W’WO (o,TO;Hﬁ—%(R?) ® HS(IQ) NH (O,TO;H7_2"’(R2) ® Hf;([l))} .
k=0

La preuve d’existence de U suit le méme schéma que celle donnée aux théorémes 4.1.1 et 2.1.2. [ |

4.12.4 Existence de U2

Théoréeme 4.1.3

Sous les hypothéses des théorémes 4.1.1 et 4.1.2 et avec I'hypothése supplémentaire Ug € H*(X) ® HJ(1;)
oU?
et —9 = 0 sur 0%, il existe une unique solution a

ov
( oU? 2 012772 0 2770 | 770 2 2 0

S~ AU = [VUUPUR 4 2(V,U° - VUDUS + UP AAU? +UP AAU
+UANH? + U NHY = U A (U AH?) —=U° A (U? A HY)
—U?A(U°ANH)+ F dans¥ x I,

oU?

— =0 surd¥ x Iy,

ov

U?(0,-) = UZ(-) dans ¥ x I,

ou
F=U% + |UYRPUC + U AU, + U A AU + VLU RUO 4 2(V,U0° - v, UHU?
+U'ANH' - U A (U AHY) —U' A (U AHY) U A (U AHY),
et H? = H(U?) + Q2 solution de I’équation (4.1.10), vérifie :
2
Qe [W’WO <0,T0;H6—2k(1[<<2) ®Hg(11)) N HF (O,TO;H7—%(R2) ® H,i([l))] ,

k=0
ou
. b — , div, Q2+ 0,(H} + U =0 dansR? x I,
div, <H(U )+U2> =0 dansR* x I, rotap Q2 = 0 surR2 x I,
rot, H(U?) =0 dans R? x Iy, [Qz-y] =0 sur 0% x I,
[(H(UQ)—FW)'Z/] =0 surd¥ x Iy, V-Qf = 0.H] dans ¥ x I,
Q=0 sur 9% x I,
telle que

2
U2 e N [W’“’OO (o,TO;H5*2’f(2) @Hf,([l)) nHF (o,TO;HM’f(E) @Hg(fl))] .
k=0
Preuve. Nous utilisons la linéarité de 1’équation (4.1.10) pour découpler I’équation (4.1.10). L’existence et la
régularité de H(U?) est donnée par la proposition 4.1.2 comme au théoréme 4.1.2. La résolution de Q% suit le
méme schéma qu’au théoréme 4.1.2. Nous découplons maintenant 1’équation sur Q2 en :

div; Q> +9.Uf =0 dans R? x I, div, Q¥+ 9,H} =0 dans R x Iy,
rotap Q1 =0 dans R? x I, rotyp Q%% =0 dans R? x I,
Q%' -v] =0 sur 9X x I. [Q*?-v] =0 sur 9X x I,
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ot Q% = Q*' 4+ Q*2. La proposition 4.1.3 et le théoreme 4.1.2 donnent I’existence et la régularité de Q2!
mais nous ne pouvons pas appliquer cette proposition au cas de Q2. Comme H} = Qll = 0.¢%, Q%2 est
solution de I’équation (4.1.16) avec u = §2U". Grice 2 la proposition 4.1.4 et avec 1’étude de la régularité en
z, nous obtenons que Q3’2 = —V,p? avec

p? € W (0, Ty; W3(R?) @ Hp (1)),

3
v-Q*? e ) {Wk’oo (OvTo;Hﬁ_%(RQ) ® Hg(h)) nH* <07T0;H7_2k(R2) ®H§3(h))} :
k=0

La preuve de I’existence de U? suit le méme schéma qu’aux théorémes 4.1.1 et 2.1.3. [ |

4.1.2.5 Existence de U3

Théoreme 4.1.4
Sous les hypothéses des théorémes 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 et avec I’hypothése supplémentaire U 03 € H(X) ®

3
HA(11) et % = 0 sur 0%, il existe une unique solution a
v
ou? 3 02773 0 34770 0 3 3 0
W—ATU = VU U’ +2(VU”-VUU+ U ANA U+ U ANAU
+UANH? + UP NHY —U° A (U AH?) U A (UP AHY)
~UA(UANH) +F dans¥ x I,
3
8L =0 surd¥ x Iy,
%
U3(0,-) = US(-) dans X x I,

ou

F =0*U' + |V.U')U° + 2V, U° . vV,.UHYU? + 2(V,U° - V. UU!
+2(V, UL - v, U?)U + |0,U° 12U +2(0,U0° - 0. UM U
+ULANQPUC + U N OQPU + U AALU? + U AAU?
+U'ANH? + U NH —U° A (U AH?) U A (U? AN HY)
~U'ANUANH?) -U'AN (U AH®) = U* A (U AHY)
~U'AN(U*ANH?) —U'A (U AHY,

et H3 = H(U3) + Q3, solution de I’équation (4.1.12), vérifie :

div, Q3 + 0.(H? —|—U_12) =0 dansR? x I,

div, (H(U*)+T%) =0 dansR2x I, | 1o 0 — 0 surR2 x I,
rot, H(U?) =0 dans R? x I, [Q?; v =0 sur % x I,
[(H(U3) + U3)- 1/] =0 surd¥ x Iy, V.Q} = 0.H? dans X x Iy,
Q=0 sur 9% x I,

telle que

2
vde N [W’fvoo <0,T0;H5_2k(2) ® H;‘;(Il)) N HF (o,TO;HG—%(E) ® H;f(ll))} .
k=0
Preuve. Nous utilisons la linéarité pour découpler 1’équation (4.1.12). L’existence et la régularité de H(U3)
est donnée par la proposition 4.1.2 comme dans le théoréme 4.1.2. La résolution de Q? suit le méme schéma
qu’au théoréme 4.1.2. Nous découplons maintenant 1’équation sur Q3 en :

div, Q21 +9,U2 =0 dans R? x I, div, Q32 +9,H? =0 dans R? x I,
rotyp Q@31 =0 dans R? x I, rotap Q3% =0 dans R? x I,
(@' -v] =0 sur 9% x I. (@32 -v] =0 sur 9X x I,
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ot Q* = Q' 4+ Q32. La proposition 4.1.3 et le théoreme 4.1.2 donnent I’existence et la régularité de Q3

mais nous ne pouvons pas appliquer cette proposition au cas de Q2. Comme H 12 = QIQ, Q32 est somme des
. . e =0 . . o
solutions de 1’équation (4.1.16) avec u = 02U et I’équation (4.1.17) avec f = 93U, . Grice aux propositions

4.14 et4.1.5 et avec I’étude de la régularité en z, nous obtenons que Qi’z = —V, > avec

©® € W2 (0,To; W3(R*) @ HA(I1))
3
v-Q* e ) {Wk’oo (OvTo;Hﬁ_%(RQ) ® Hf;(h)) nH* <07T0;H7_2k(R2) ®H§(11))} :
k=0

La preuve de I’existence de U? suit le méme schéma qu’aux théorémes 4.1.1 et 2.1.4. [ |

4.2 Injections de Sobolev et estimations d’énergie dans les fils

Nous devons maintenant estimer le reste du développement asymptotique. Pour cela, nous effectuons les
estimations sur le domaine w, qui dépend de €. Pour que les estimations obtenues soient indépendantes de ¢,
nous avons besoin de connaitre I’influence du parametre ¢ sur les injections de Sobolev et d’autres inégalités
classiques.

4.2.1 Injections de Sobolev anisotropes

Nous considérons le domaine w, = €3 x I; pour lequel nous introduisons des espaces de Sobolev aniso-
tropes déduits des espaces de Sobolev usuels par changement d’échelle et renormalisation :

Défi nition 4.2.1
Pour 1 < p < +00, nous défi nissons les espaces de Lebesgue de la fagon suivante :

LE = {u €D (w:), — |u(z)|P dx < +oo} ,
|w€| We

1 1/p
lul,,, = (— u(@)]? dx) .

|w€| We

En posant WP = ILE, nous défi nissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes WP, m € N, de la
fagon suivante :
WP = Ly € P, O,u € WP et (eV,)u € WP}

1/p
lullpenr = ([l + 100y + 16Vl )

Dans le cas p = 2, nous posons H?" = WZ"? et ||u]|,,, = [ wllyym.2 -
bl €

Dans le cas p = 400, nous posons :

L = {u € D'(we), sup |u(x)| < —i—oo} )

TEWe

|ul¢ oo = sup [u(z)].
TEWe

En posant W2 = IL2°, nous défi nissons les espaces et les normes de Sobolev anisotropes Wz">°, m € N,
de la fagon suivante :

Wrtheo — Ly € L0, 0,u € W™ et (eV, )u € W},

[eellgymer.00 = <IUI€,OO + [10zullwroe + eVl
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Corollaire 4.2.1
Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :
— pour tout u € Hé,etpourl <p<6,
-1 3_3
2
ule,, <C IUI FlullZy” “.2.1)
— pour tout u € H2, et pour 2 < p < +o0,
1+23 3_ 3
’u’ep — C ’u‘e 2 3 H He 2 ' (422)
— pour tout u € H?,
1
jule 1o < C 2 allullly- (4.2.3)

Preuve. Nous nous ramenons au domaine ]0, 1[?x]0, 1] et nous obtenons la premiére estimation immédiate-

ment dans le cas p = 6, grice au théoréme 2.2.3. En interpolant L2 et LY, nous obtenons le résultat.

En utilisant le changement d’échelle (2.2.5) avec A\; = Ay = — et A3 = 1, nous nous ramenons au domaine
€

(0, 1)3. Grace aux équations (2.2.6) et (2.2.7), nous obtenons la deuxieme inégalité, en reportant dans (2.2.1)

avec p = +o0. Une interpolation entre 2 et L2° conclut.

En effectuant le méme changement d’échelle, et en reportant dans (2.2.3) avec p = 12, nous obtenons la

derniere inégalité.

4.2.2 Trace et relevement

Rappelons tout d’abord une définition des espaces H* (Q), s=k+0>0,0<s<1((voir [44,43]):
D% _ 2
HS(Q):{uGHk // | ’ “u(y) dx dy < +oo, V!a\:k},
1‘ p—

y‘n—i—Qs

1/2

folleon = { Iy + 3 [ [ 2 W gy g
= (@) = HE(0) |x_ ’n+2s Y

|a|=F

En procédant a des changements d’échelle, nous définissons de méme que pour les espaces HP, des espaces

anisotropes sur le bord dw. = X x I; ({1, périodique, n’a pas de bord) :

Da ) Doz ( l)|2

s | /
HE (Owe) = {ueH (Owe), |8w€| /aw /aw o —o P12 = ,|2)n/2+sdydy < o0, Vla| =k ¢,

1/2

|D2uly) — Deu(y')|” /
= 3 dy d
lullszown) = | Tulls o) +‘ — k\awaw /awg /awg (2o -+ z— 2Ry P

oy = (0,2),y = (0/,2) et D. = (eV-,0,)t et a € NF.

Lemme 4.2.1

Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout & > 0 suffi samment petit et u € H,
ul| 1 < C ull. .
3, < € Ml

1
II existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout 0 < ¢ suffi samment petit et f € HZ (Ow,), il

existe un relévement 1) € ]HI; de f tel que :

1ller < CUAL

wg)
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Preuve.
Théoréme de trace anisotrope : pour tout (o, z) € ¥ x I, nous posons v(o, x) = u(eo, z). Nous appliquons
maintenant le théoréme de trace classique a v et nous obtenons :

”U”H%(amh) < C||U”H1(2x11),

ou ¢ ne dépend pas de . Nous effectuons quelques estimations sur v : nous obtenons de méme qu’au lemme
4.2.1 qu’il existe des constantes C' et C” indépendantes de ¢ telles que :

C llully < Iollmxn) < C ull.,; -

1
Comme nous avons défini les espaces HZ (Jw.) tels qu’ils prennent immédiatement en compte 1’anisotropie
. . 1
(comme pour les espaces de Sobolev), nous avons les estimations suivantes sur la norme H 2 :

< C'ul| 1

<
1oll3 s,y < 13 00y

Cllull 4
HZ (8

We

ce qui donne le résultat.

Théoréme de relevement anisotrope : De méme, nous appliquons le théoreme de relévement classique a
g(0,2) = f(eo, 2), (0,2) € OX x I et nous obtenons un relevement v € H! (X x I1). Nous définissons alors

1 . . .,
u par u(eo, z) = v(o, z). u est alors un relevement de f € Hz2(Jw.) et les estimations précédentes donnent
le résultat. |

4.2.3 Quelques inégalités
Nous utiliserons aussi des versions anisotropes des inégalités du lemme 2.2.2 :

Lemme 4.2.2 ou
Pour tout u € H? tel que — = 0 sur Aw, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que

on
2 2 2 \1/2
ulleo <C (Iulg,Q + |02l , + {52A7u|€72) , (42.4)
Pour tout v € H?", m € N*, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :

||u||5,m < ¢ <|u|5,2 + ||azul‘|a,m—1 + ||6diVT u”a,m—l + ||(Vaz) A u + eroty u”

vy, )-
He (Owe)

Preuve. En posant v(c, z) = u(eo, z), nous nous ramenons au domaine ¥ x I;. Nous appliquons alors le

e,m—1

4.25)

lemme 2.2.2 a v, et nous en déduisons le résultat grace au lemme 4.2.1. [ |
Corollaire 4.2.2 ou

Il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que pour tout u € H?2 vérifi anta— = 0 sur Jw,, nous avons :
14

||(e3az + 6v7)u||571 S C <|azu|5,2 + |€vTu|g’2 + {831’4672 + |€2ATU{€72> . (426)

De plus, siu € H2, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que :

[(e30; +eVr)ul., < C <|8Zu|€’2 + eVrul, o + H(??u”al + HeQATuH&J . 4.2.7)
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4.3 Equations du reste - Estimations d’énergie

Pour justifier I’existence du développement asymptotique, nous devons maintenant prouver I’existence du
reste de (u®, H®) et ’estimer précisément. Pour cela, nous posons :
— dans w,,

W (t,z) = U° <t, z,z) +eU! <t, z,z) + 202 (t, g,z) SU3 <t, z,z) +E3r5(L, @),
5 5 5 5
He(t,z) = H° <t, z,z) +eH! (t, z,z) + e2H? (t, g,z) +e3H3 (t, g,z) +3Q°(t, x),
5 5 £ £
— dans (R? x ) \ w.
He(t,z) = H° (t, z,z) +eH! <t, g,z) +e2H? <t, g,z) + 3 H? <t, g,z) + Q% (t, x),
€ £ £ £
ol 7€ et Q sont les termes de reste de u° et H®, et 2 = (0, z). Dans la suite, nous notons V (z) = V (g, z) .
£
4.3.1 Le champ magnétique, existence et régularité
En simplifiant les équations (4.0.2) et (4.1.4) grace aux équations vérifiées par les profils, nous obtenons :

div (Q° 4+ %) + 0, <]_713 +U_13> =0 dans R3,

rot QF + 0. <e3 A 1173) —0 dans R3, 43.1)
(Q°+75)-v]=0 sur Owe,
[Q°Av]=0 sur Ow.

En oubliant momentanément le couplage entre 7€ et Q° et en considérant ce dernier comme une fonction de
7€, nous obtenons :

Théoréme 4.3.1
Sous les hypothése des théorémes 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 et 4.14 et si r¢ € HE, p € N, il existe un unique
Q° = R® + 5S¢ tel que

div (R°+7%) =0 dansR? x I, div S° + 0, <H12+U_12> =0 dansR? x Iy,
€ 2 —~
SLEIN . LU PO AT
- €
[R°Av]=0 sur Owe, [5°-v]=0 sur Owg,

[S*Av]=0 sur Qwe,
et il existe des constantes c( indépendantes de ¢ telles que

1575l , < o [l
15°1c 3 < <o

87p,

Preuve. Nous utilisons la linéarité pour découpler 1I’équation (4.3.1).
Equation sur R¢ : Comme rot R = 0, il existe ¢°* € W!(R? x I;) (espace de Beppo-Levi, cf. [24]) tel que
R* = —V® et ¢©° est solution de :

—Ap® = —div r° dans w,,
—Ap® =0 dans W,
0p®
[— (;D + e 1/] =0 surdw,,
v

[°]=0 sur Jw,.
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Pour tout &, ¥ € W!(R? x I;), nous posons a(®, V) = / Vo - VU dx et
RQXll

B(¥) = —/ U - div radac—i—/ (r®-v)U o.
> aws
L’application « est continue et coercive sur W1(R? x I7) et

1B < 1752 wo) IV Iz ®ex )

Nous appliquons maintenant le théoréme de Lax-Milgram et nous obtenons I’existence de ¢° € W1 (R? x I})
et | R¥|lemexr) = IVeillL2mexr) < I7°]lL2(w.)- En nous ramenant aux espaces de Sobolev anisotropes,
nous avons |R®|_, < |r|_ ,. Pour augmenter la régularité de la solution tout en tenant compte de 1’anisotro-
pie des espaces, nous dérivons I’équation portant sur R° dans les directions transverses et longitudinales et
nous réappliquons les mémes arguments (nous suivons la stratégie donnée dans [17, 19, 35]). Nous obtenons
1B, < C .,y

Equation sur S° : En utilisant la linéarité, nous découplons & nouveau I’équation en trois termes, un pour
chaque terme du second membre. Nous posons 5S¢ = &1 4 5§52 4 553,

Comme le domaine w, est périodique en z, nous oublions temporairement ce qui se passe dans cette direction.
Pour cela, nous décomposons le champ magnétique en séries de Fourier et nous nous ramenons au problémes
résolus pour H°, H' et H?. S%! satisfait :

div 55! + 0,07 (t, - z) —0 dansR2 x I,
&
rot S5 =0 dans R? x I},

(st v =0, [S¥'AY] =0 surdw..

Il existe alors ! tel que S'' = —V !, et en décomposant en séries de Fourier dans la direction z I’équation
ainsi obtenue, nous avons :

—Arcn (™Y + nep (o™t = zncn(U_f’) dans R?,

ol ¢, (f) est le n-ieme coefficient de Fourier de f et n € Z. En utilisant la méme méthode que dans la
proposition 4.1.3 pour Iexistence et la régularité, nous obtenons que —V©! = §=1 € L (0, Ty; H2) et
pour tout t < Ty

5] < U], 0<k<a

ek’

L’application 5% satisfait :

div §52 + 8, H? <t, - z> —0 dans R? x I,
&

rot 52 =0 dans R? x I,

[S52.0] =0, [S9?Av]=0 surdw..

De méme, nous introduisons = tel que S%? = —V =2 et nous utilisons les séries de Fourier en z. Comme
H 13 = Q? (cf Théoreme 4.1.4), nous utilisons la méme méthode que dans la proposition 4.1.4 et nous prenons
en compte la variable de Fourier pour obtenir de la régularité comme pour S!. Nous obtenons que S2 €
L> (0, Tp; H2) et pour tout 0 < k < 4,

5,k> .

au° <t, -, )

e

(i)

+|
e,k

0,U? <t, -, )

3

HSS,Q(t,-)Hng §c<‘ 5,k+ ‘
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L’application 53 satisfait :

div 3 =0 dans R? x I,
rot S°3 + 9, (63 A Hg) <t, -, ) = dansR? x I,
€
(S5 . 1] =0, [S¥AV]=0 surdw..
Cela s’écrit aussi :
div, S53 +8.57° =0,

rotop Sf_’?’ =0,
£,3 £,3 3
V.55 — 9,853 = 9, H?.

Soit ¢ tel que 5% = —V,¢f. Comme H3 = —V, %, nous avons 5. + 9,07 = —9,¢% (il n’y a pas de
constantes d’intégrations car nous n’imposons pas de champ magnétique extérieur), et finalement, I’équation
sur la divergence donne :

2 2 3
_ATSO? - 62@? - 6,2%0 :
Ce cas est similaire au cas de S%2, sauf que 1’équation satisfaite par @3 est plus compliquée. En suivant

la preuve des propositions 4.1.3 et 4.1.4, la preuve de I’existence de S&! et S52 et avec les résultats de la
proposition 4.1.1, nous obtenons que Se3 e Lo (0, To; Hg’) et,pour 0 < k < 3,

1555 < € (003 +- 10+ 10207+ 10207.,)

4.3.2 Equations

D’apres le théoreme 4.3.1, nous posons :

af(t,z) = U° <t, z,z) + Ut <t, ,z) + 2U? (t, z,z) + 303 <t, z,z) dans w,
5 5 5

Q°F =R+ 5° dansw,,

Ké(t,z) = H° (t, z,z) +eH! (t,iz) + 2 H? (t,iz) + 303 (t, z,z) +e35°  dans w,
€ 5 5 €

En revenant aux équations (4.0.3), nous simplifions en utilisant les équations des profils (4.1.7), (4.1.9),
(4.1.11) et (4.1.13). Nous obtenons :

(Orf 2 15 3
a5 ¢ Art =1T) +---+Tg+ F° dans w,
8 1
0 sur Ow,, (4.32)
ov
[ 7°(0,z) = r§(z) dans w,
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et
F€

(T = S|Vre |2,
Ty =¢b (|V7“'3|2a8 +2(Vr® - Va)re) ,
Ty = &2 (]Va€]27°€ +2(Vr® - Va)a®),
Ty = &2 (r* A Aa® 4 a® A ArF + e3rf A Arf),
Ts = a® A R° +1° AN K° + &% A RE,
Te=—[a"AN(a*AR)+a" AN(1*ANK®)+71° A (a® ANKT)],

Tr = =3 [r° A (r° A K¥) + 15 A (a° A R®) +a° A (r° A R9)],

Tz = —%° A (r° A RE),

e [02¢° + |V P + €2V P — 26|V P07 + (0.7 a° — 2¢|0.b°|*b° — 2¢|V.b°|PU°

+| Ve 20 + 0.a°|?cF + €2]0.6°|?cF + 2(V, U3 - V,a%)b* + 2(0.a° - 0,b°)b°

F2(V,U3 -V )af 4 2(Vraf - Vb)) U3 — 4e(Vob° - VLU — 26(8.6° - 9.¢F)a®
—26(V,cf -V, Ua® + 262(0,6° - 0,)b° — 2e(V,af - VU3 +2(0,a° - 0.¢°)af

—2e(0,a% - 0,b°)cF — 2e(0.a° - 0, — 2e(V,a® - V. .°)U? + 2e%(V,b° - V.2 U?
+2(V,af - Vo) +2e2(Vcf - VLU 4 2e2(V0° -V, U3)E — 4e(Vb° - Vet
+2(V b5 - V)b + & AD2af + & N A —ec® NOPE + af A O2cE + b° A O2b°
FUEANUB +UB AN — U AN —ec® NAUS —eb® N0+ U3 AH +b° N H?
+EANH2 = U3 A (aF AHY) —a® A (UP ANHY) — et A(UP AH?) +ec® A (UP AKE)
+&3° A (UB AHB3) = b5 A (a AH?) = b5 A (UP AK®) — U3 A (¢ AH?) +eU3 A (¢ AKE)
+e3UB A (05 ANH?) — U3 A (b AKS) —a® A (b ANH?) + 35 A (F ANH?) — ¢ A (¢ AKE)
+eb* A (b ANH?) =2 A (UP ANHY) =3¢ A (UP ANH?) — & A (a° A H?)

+2eb° A (UB AHY) +€26° A (UP ANH?) — U3 A (8 ANHY) — U3 A (¢F A H?)

+a® (€ ANH?) +2eU3 A (b ANHY) +2U3 A (b5 A H?) + 2 A (¢ ANH?) — b A (€ ANHY)
+2ec° A (ENHY) — & A (BFAHY) = b5 A (b5 AH?) +eb° A (F AH?) +ec® A (05N H?)|
+af A S€ —af A (af A SF)

D’apres les résultats de régularité obtenus sur les profils, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.3.1
Sous les hypothéses des théorémes 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4, pour tout p, 1 < p < +o0, il existe des
constantes positives C), indépendantes de ¢ telles que, pour toute > 0,t € [0,Tp],eti =0,1,2,

la®(, ) lygir < Cpe

Pour tout p, 2 < p < +o0 et pour tout 0 < T" < Ty, il existe des constantes positives C), indépendantes de €
telles que pour toute > O ett € [0,T],

la*(t, gz < G

Pour tout p, 1 < p < +o0 et pour tout 0 < T' < Ty, il existe des constantes positives C), indépendantes de e
telles que pour toute > O ett € [0,7],

K e < G,
E= @t ey < Co
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Preuve. Grace aux résultats de régularité, nous avons les estimations sur les profils dans les espaces

WH°(% x I). En effectuant le changement d’échelle adéquat dans les équations, nous nous ramenons aux
espaces anisotropes ng’oo. Nous obtenons le résultat en interpolant ces estimations avec celles obtenues dans
1.2 et celles obtenues sur S¢ dans le théoréme 4.3.1. u

4.3.3 Le moment magnétique, estimation du reste

Gréce au formalisme donné aux opérateurs différentiels, aux lemmes anisotropes et aux résultats de ré-
gularité (mémes pertes dans I’exposant de ¢), nous pouvons effectuer les mémes estimations qu’au chapitre
2. La principale différence réside dans les intégrations par parties que nous avions effectuées : au chapitre 2,
le découplage entre les directions tangentielles et normales nous permettait de procéder a toutes les intégra-
tions par parties que 1’on souhaitait a condition qu’il reste un terme avec une seule dérivée en J., la condition
de Neumann au bord se transformant immédiatement en une condition de Dirichlet sur la dérivée normale.
Dans le cas des fils, nous remarquons que nous avons droit a deux intégrations par parties dans la direction
tangentielle, ce qui nous permet d’obtenir les mémes estimations qu’au chapitre 2 :

/a/\u-Azudx = / (a/\u)~5‘VATu8’y—/ Vi(aAu) -V Arude
We Owe

= (a Nu)- 0yArudy — / O(anu) Arudy+ / Ar(aAu)- Arude,

Owe Owe we

a la condition que a et u vérifient toutes deux la condition de Neumann au bord.

Les estimations sont réalisées sur une approximation de Galerkin, ce qui nous permettra de justifier toutes
les intégrations par parties effectuées. Nous considérons pour I’équation de Landau-Lifschitz un espace d’ap-
proximation construit a partir d’une base de fonctions propres de 1’opérateur de Laplace anisotrope de domaine

{ueHg, %:Oon&ue}.

De méme qu’au chapitre 2, nous posons :

2 2 2
Q) = |ra(t, 2o +102rn(E, )20 + [eVara (L, )2,
2 2 2 2 2 2
22 (|02r5 )2y + 12V 0 25 + 2805 (1 )2, |

et nous supposons que Q(0) < Hrﬁ”? L +e? HrgHg , est borné.
Comme nous considérons une approximation de Galerkin de r°, nous avons I’existence de Q sur un intervalle
maximal [O, T;ﬁ[ ou 0 < T, . < Ty. Nous voulons prouver ici qu’il existe e7 suffisamment petit tel que
Q existe sur I'intervalle [0, 7] indépendamment de n si ¢ < 7. Nous démontrerons aussi les estimations
données dans le théoréme 4.0.1. Nous procédons de la fagon suivante :
Nous choisissons 0 < T' < Tj et grace aux estimations d’énergie que nous obtenons au moyen d’intégrations
par parties, nous prouvons que Q satisfait sur [0, 7] N [0, Ty [ I'inégalité différentielle :

Q'(t) < Cr(1+Q(t) +ePr(Q(t), tel[0,T]N[0, T, (4.3.3)

ou C7 est une constante et Py un polynéme, tous deux indépendants de n et € (mais pas de T'). Cette inégalité
implique que 7;; . > T dés que ¢ €]0,e7] ol e est une constante suffisamment petite. Q(t) satisfait alors
(4.3.3) sur 'intervalle [0, T, pour tout 7" < Tp. En utilisant les injections de Sobolev anisotropes et en tenant
compte de la renormalisation des espaces de Sobolev, nous obtenons le théoréme pricipal.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Aux chapitres 2 et 3, nous avons étudié le comportement des équations de Landau-Lifschitz dans le cas
d’un coefficient €2 et d’une couche mince mince d’épaisseur ¢, c’est-a-dire le cas oti I’épaisseur de la couche

limite (s’il y en avait une, ¢f [19]) et I’épaisseur du domaine sont de la méme taille. Si nous avions considéré

a la place une couche mince d’épaisseur €* (@ > 0, a = P € Q ), nous aurions effectué un développement
q

1 . N .
asymptotique a I’échelle €< et nous aurions vu apparaitre deux types de comportements. Si o > 1, nous
avons le méme type de comportement que précédemment avec le cas o = 1, c’est-a-dire le comportement

d’une couche mince et la localisation de H aux petits ordres en 53. Si a0 < 1, I’épaisseur de la couche est
plus grande que I’épaisseur caractéristique de la couche limite. Nous obtenons alors une couche limite dans la
couche mince mais d’une épaisseur caractéristique plus petite (¢ ~%). Nous gardons par contre la localisation
aux petits ordres du champ magnétique.

Il se passe la méme chose dans le cas des fils ferromagnétiques pour le développement asymptotique et les
équations obtenues, la principale différence étant que I’on n’a pas localisation du champ magnétique.

Au cours de cette étude, nous avons obtenu les modeles limites des équations de Landau-Lifschitz couplées a
celles de la magnétostatique dans le cas de couches minces et de fils ferromagnétiques. En particulier, dans le
cas des couches minces, nous observons, conformément a la physique, la localisation du champ magnétique
et un comportement bidimensionnel pour les équations dans le cas limite. Le cas des fils se révele quant a lui
beaucoup plus compliqué et ne donne pas de modele aussi simple.

Nous nous sommes placés dans toute cette étude a I’équilibre électromagnétique, utilisant ainsi les équations
de la magnétostatique pour déterminer le champ magnétique H. Les couches minces de matériau ferroma-
gnétique étant entre autres utilisés dans I’aéronautique afin de réduire la signature radar des appareils, cette
approche n’est pas enticrement satisfaisante. En suivant la démarche de G. Carbou, P. Fabrie et O. Gues [20],
nous pourrons tout d’abord étendre ces résultats au cas plus général ou le champ €lectromagnétique vérifie les
équations de Maxwell complétes, puis étudier plus précisément la réponse d’une couche mince a une onde, en
particulier la dispersion du spectre.
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Deuxieme partie

Ondes longues en ferromagnétisme
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Chapitre 6

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a de petites perturbations de I’état d’équilibre d’un matériau
ferromagnétique. Nous montrons que celles-ci donnent naissance a des ondes stationnaires et progressives qui
restent stables en temps long. L’évolution de leurs profils est régie par 1’équation de Khokhlov-Zabolotskaya
qui peut étre considérée comme une équation de la chaleur monodimensionnelle et semi-linéaire, perturbée
dans la direction transverse.

Ces résultats sont obtenus dans le cadre du micromagnétisme, et nous nous placons dans le cas instationnaire :
I’évolution du moment magnétique, qui décrit I’état du matériau, est régie par I’équation de Landau-Lifschitz
[36] :

M =—-MANH—~MA(MAH) dans R?,

dont T.L. Gilbert a donné une forme équivalente [28], & un changement d’échelle de temps de facteur 1 + 2

pres :
oM =—-MNH+~(MANOM).

Cette équation est complétée par les équations de Maxwell pour le champ électromagnétique :

Oy (H+ M) —rot E=0 dansR?,
OE +rot H=0 dansR5.

Nous supposons ici que le matériau ferromagnétique emplit I’espace tout entier.

Remarque 6.0.1
Un changement de I’orientation de I’espace entraine un changement dans I’équation de Landau-Lifschitz,
transformant M N H en —M N H.

Les équations de Landau-Lifschitz-Maxwell admettent des solutions stationnaires stables ou la magnétisation
est uniforme et parallele en tout point au champ magnétique effectif :

(M,H,E)q = (My,o ' My, 0), o >0,

ol My est un vecteur arbitraire dans R3 et o > 0 assure que la solution est stable. Nous supposons, sans
restriction, que | My| = 1. Nous nous intéressons a de petites perturbations transverses de tels états d’équilibre
et a leur évolution spatio-temporelle en temps long. Dans [39], H. Leblond et M. Manna en ont donné une
dérivation formelle. T. Colin, C. Galusinski et H. Kaper ont étudié€ le cas de perturbations 1D [23] et prouvé
que I’évolution des profils d’ondes monodimensionnelles est régie en temps long par une équation de la
chaleur semi-linéaire.

Nous étudions ici le cas de perturbations 2D : nous ajoutons une dépendance faible dans la direction d’espace
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transverse y et recherchons leur comportement. L’échelle des perturbations est donnée par une petite constante
positive €, et la perturbation est choisie sous la forme :

M(t,z,y) = My + ESM(f,T,f,@,
H(t,x,y) = a M, + ESH(%V, T, Z,9),
E(t,z,y) :»SSE(%V,T,f,@,

ot M , H et E sont en O(1) quand ¢ tend vers 0, et ol t, 7, &, 7 sont les nouvelles variables obtenues par
changement d’échelle :

T=c", J=cPy, t=c", 1=2¢ct.

En suivant la modélisation donnée par H. Leblond et M. Manna [38, 39], nous définissons les tailles caracté-
ristiques du probléme. Nous supposons tout d’abord que nous travaillons dans le cas faiblement non-linéaire,
s > 0, qui est nécessaire pour les développements de type NLS ou optique géométrique. Nous recherchons des
solutions se propageant le long de I’axe des x (dont la direction n’est pas encore déterminée), ce qui explique
le choix de la méme échelle pour Z et ¢ ; le cas des ondes longues, basses fréquences que nous considérons
correspond au choix n > 0. Ce parametre n décide du temps au bout duquel la dispersion sera sensible. La
valeur de s fixe, elle, I’intensité de I’effet non-linéaire, et donc le temps au bout duquel il sera sensible. On
s’arrange pour que ces deux effets se produisent simultanément et, de surcroit, en temps long mesuré par r.
Ceci donne donc les valeurs relatives de n, r et s. En fixant arbitrairement une de ces valeurs, nous obtenons :

r=4, n=2, s=2.

Ces choix correspondent au cas étudié par T. Colin, C. Galusinski et H. Kaper [23]. Nous nous intéressons ici
aussi aux déformations transverses de ces ondes planes. Ces déformations sont mesurées par le parametre p,
oup >n = 2 (p < n donnerait de la propagation le long de 1’axe des y, et p = n reviendrait a ne pas donner
de direction de propagation). Un effet de diffraction dominant apparait pour la plus petite valeur de p pour
laquelle on parvient a “boucler” les équations, ici p = 3. En termes d’optique, le parametre p donne 1’ordre
de grandeur du faisceau. On sait que si le faisceau est assez large, p > 3, la diffraction est négligeable. Si,
au contraire, n = 2 < p < 3, la diffraction va dominer sur la dispersion. Le faisceau se sera élargi de fagon
excessive avant que la dispersion et les effets non-linéaires ne puissent étre pris en compte, son intensité étant
alors insuffisante pour observer un quelconque effet. On se restreint donc au cas p = 3 pour lequel dispersion,
diffraction et effets non-linéaires apparaissent sur des distances et a des temps comparables.

Si (M, H, E) est une solution des équations de Landau-Lifschitz-Maxwell alors M, H et E satisfont :

20:M +*0,M = —MoANH+a "MyAM —e2MANH - {MOA(MOAfI)
—a My A (Mo A M)+ e2Mg A (M A H) 4 £2M A (Mg A H)
—2a " M A (Mg A M) +e*M A (MA?I)] ,

623{}? +&*0, H — 6265 ANE — 63%@” ANE = —526;]\7 — 5487M,

828;E + 54&@ + 8265 AH + 836'3] ANH = 0,
Nous nous intéressons aux solutions des équations perturbées de Landau-Lifschitz-Maxwell qui décrivent une
onde progressive se propageant dans la direction k£ avec des perturbations transverses dans la direction [ ot
k et [ sont des vecteurs unitaires fixés donnant respectivement les directions de 1’axe des z et de I’axe des y,

k n’étant pas colinéaire a My et [ n’étant pas colinéaire a k. En supposant que = est la coordonnée dans la
direction k et y celle dans la direction [, nous effectuons les substitutions :

Vz = %65 et 6§ = Tag
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En omettant le tilde, les équations que nous considérons sont désormais :

20,M +e'0,M = —MyANH +a '"MgAM —®>M ANH —~[My A (Mg A H)
—a "M A (Mg AM) + My AN (M ANH) + M A (Mo A H) (6.0.1)
—?a "M A (Mo AM) +e*MA(MAH)],
e20,H +&*0, H — e’k N 0, F — I N Oy E = —*0,M — £*0, M, (6.0.2)
2O +€*0,FE + ®k N0, H + 2L N 9, H = 0. (6.0.3)

Nous introduisons alors le vecteur
~ N
U 73,7) = <of1/2M, i, E) (E773.7),
et la perturbation satisfait une équation de la forme (en “oubliant” les ~ sur les variables ¢, x, y) :

{ QU + %0, U + A10,U + £A20,U + ¢ *LU = B(U,U) + 2T (U, U, U), 604)

U(0,0) = UY,

ol les termes Ay, Ao, L, B et T sont précisés dans la section 7.1.2.

En effectuant un développement asymptotique de U, nous obtenons au cours de I’étude que les profils se dé-
couplent en ondes progressives ou stationnaires. Nous faisons aussi apparaitre un couplage entre les termes
de dérivées temporelles 0; et J;. Pour les découpler, nous moyennons les équations le long des caractéris-
tiques (voir [37]) et nous obtenons que le terme principal Uy se décompose en cinq ondes stationnaires et

progressives, Uy = 2?21 uj, qui vérifient :

{ (0¢ + v0) u; = 0, (6.0.5)

8;,; (aq—uj — Dj(?guj + Bj(uj, a,;uj) + Fj(u]', Ugj, u])) = Cjﬁguj,

ou la derniere équation est I’équation dite de Khokhlov-Zabolotskaya, une équation apparue pour la premiere
fois en théorie des gaz [67] et qui décrit le comportement d’ondes diffractives non linéaires [22,27, 38], et ou

1 \Y? 1+ (1 — |k - Mo|?)a\
14+« 14+«

est la vitesse de 1’onde dans la direction £ (I’axe des x).
Lors de I’étude du profil principal du développement asymptotique, nous obtenons le résultat suivant qui n’a
pas été établi a notre connaissance :

Théoréme 6.0.2

Soient D > 0,C # 0, B : (R¥)?2 — R* une application bilinéaire et

F : (R¥)3 — R¥ une application trilinéaire. Soit la donnée initiale u® € (H*(R?))*, s > 1. Il existe alors
un temps T' > 0 et une unique fonction u € C° ([0, T]; (H*(R?))*) solution de I’équation de Khokhlov-
Zabolotskaya :

O (0ru — DO?u + B(u, d,u) + F(u,u, u)) = Casu dans R?,
u(t = 0,7,y) = u’(x,y) dansR2.

Nous prouvons ensuite que la solution générale de 1’équation (6.0.4) reste proche de Uy, le terme principal du
développement asymptotique, pour une échelle de temps lente (i.e. avec le changement de variable 7 = £%t) :
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Théoreme 6.0.3

Pour une donnée initiale U{ € H*(R?), (s > 6), soit Ty > 0 tel que Uy = Z?:1
(6.0.5), existe dans 1’espace C ([O, Ty /e?]; He 1 (RQ)) . Il existe alors € > 0 tel que pour tout 0 < € < £q, il y
a une unique solution U¢ € C° ([0, Ty /e?]; H¥°(R?)) de

u;, solution des équations

1
QU + A10U° + A0, U + 6—2Lu€ = B(U®,U) + 2T (U, U°, U°),
avec la condition initiale U¢ (0, z,y) = UY(x, ey). De plus
U5 — UG || (0,70 /2 xr2) = 0(1) lorsque e — 0,

ouUs(t,z,y) = Up(t, 2.z, £y).

Pour démontrer ce résultat, nous devons prouver I’existence des termes suivants dans le développement asymp-
totique et estimer le reste. Le lemme de moyenne le long des caractéristiques que nous avons utilisé pour ob-
tenir les équations formelles satisfaites par les profils imposait aux profils suivants dans le développement, U,
et Uy, de satisfaire une hypothese de croissance sous-linéaire. La construction de ces termes malheureusement
ne permet pas la vérification d’une telle hypothese. Le probleme venant de termes basse fréquence, en espace
dans la direction principale, du profil principal, nous utilisons des méthodes de coupure des basses fréquences
[7, 8, 56] pour obtenir une approximation du profil principal qui, elle, nous permettra de construire le reste du
développement asymptotique et de prouver le théoréme 6.0.3.

Nous complétons cette étude par une étude numérique des équations afin de vérifier les résultats obtenus
théoriquement. Pour cela, nous travaillons avec les équations (6.0.1), (6.0.2) et (6.0.3), sans faire interve-

nir I’échelle de temps lente 7, jusqu’a des temps de I’ordre O | — |. Ces équations satisfaisant une égalité

52
d’énergie :
1d p TR 1 1 ?
S (IHIZ2 + 1BI22 + o™ IMI22) + || Mo A H +eMAH = —MyAM|| =0,
2dt € Ex L2

nous développons des schémas numériques qui la vérifient : un premier schéma, semi-implicite, appelé SIS,
correspond a la transcription des équations (6.0.1)-(6.0.2-(6.0.3) et satisfait :

1

5 (LR B2 4 a7t | AP
1 1 2
€ EQ

1 _
=3 (E™?+ [ E™? + o M™)?)
Mn+1 + M Hn-l-l + H"

ol || - || est la norme L2 sur I’espace discrétisé, M1/ = et H"F1/2 =

Apres avoir étudié la conservation de I’énergie pour le splitting de Strang, nous introduisons un second
schéma, noté ECSpS, vérifiant la méme égalité, mais avec
+3/4 +1/4 +3/4 +1/4

yniie M A MY o e H /A4 qH Y
2 2 ’

ou M4 pnt3/4 fntl/4 o nt3/4 sont les quantités intermédiaires obtenues lors des étapes du split-
ting. Nous vérifions alors numériquement la conservation de ces égalités (Fig. 6.0.1)

Les schémas précédents étant cofiteux en temps de calcul, nous en développons un troisiéme, noté SpS, dans
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5.53e-10

4.15e-10

2.76e-10 |

1.38e-10 |

0.00e+00

F1G. 6.0.1: Evolution de I’erreur numérique sur la loi de conservation jusqu’a

o 1=

lequel nous sacrifions la conservation de 1’égalité d’énergie pour plus d’efficacité : ce schéma, basé lui aussi
sur du splitting, effectue tout d’abord une résolution des équations de Maxwell au moyen du schéma de Yee,
puis une résolution implicite de I’équation de Landau-Lifschitz.

Nous comparons enfin numériquement ces trois schémas, ce qui nous permet de valider le schéma SpS dans
le cadre de résultats qualitatifs. Nous retrouvons alors des propriétés obtenues au cours de I’étude des ondes
longues : nous observons en particulier la propagation le long de I’axe des x et la diffraction dans la direction
des y de la perturbation (Fig. 6.0.2),

19.13

1631 7|

10.65 7|

-348 7

-6.31 7|

T
FIG. 6.0.2: M3 a —.
g

et nous retrouvons ’influence de I’angle ¢ entre la direction de propagation k et le moment magnétique M
(Fig. (6.0.3).



108 Chapitre 6. Introduction

"
m—
] ]

Fi1G.6.03: F'3a —.



109

Chapitre 7

Ondes longues pour un systeme
hyperbolique général

Nous mettons tout d’abord en évidence quelques propriétés des équations (6.0.1), (6.0.2) et (6.0.3) ou I’on
n’a pas introduit la variable de temps lente 7 :

1
OM = — [-MyAH+a "My AM] —MAH— -2 [My A (M AH)

g g

—a "My A (Mg ANM)| —~[MoA (M ANH)+ M A (MyAH)

—a "M A (Mg A M) +*M A (M AH)J, (7.0.1)

OH —k AOE — el NOyE = —,M

OE +kNOH+el NOyH =0,

puis nous réécrivons les équations (6.0.1)-(6.0.2)-(6.0.3) sous une forme plus générale, en donnons quelques
propriétés et nous prouvons le théoréme 6.0.3 dans le cas général de cette formulation.

7.1 Quelques propriétés du systeme

7.1.1 Energie du systeme

Comme nous avons existence locale de solutions régulieres des équations (7.0.1) (voir [3], par exemple),
nous procédons a des estimations d’énergie sur les solutions :

G IMIEs 35| [ (o )3 =500 1 ) (000 1 )

2dt
—a Y| Mo A M?) dmdy} - 7/ (Mg AM)- (M AH)dzdy =0.
R2
1d
T |H|Z, — (kNOLE+elNOyE)-Hdxdy =— [ 0:M-H dxdy.
R2 R2
1d
5% | E|3s + / (kNOyH + el NOyH) - E dxdy
R2
1d
=o% |E|3s + / (kNOyE+ el NOyE) - H dzdy

=0.
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/ oM -H =

RQ

1

— | [a" " Mo AM)-H+~|MoANH|* —ya (Mg ANH) - (Mg AM)] dady

62 2
+77 [2(MoNH) - (M ANH) —a ' (Mg AM) - (M ANH) +e*|MAH?| dzdy.
R2

Nous obtenons finalement :

1d . . )
o (2 4 11 ot ) o Pt et Lot <0

]LQ

7.1.2 Formulation vectorielle

La formulation et les propriétés suivantes ont été obtenues en suivant le travail de T. Colin, C. Galusinski
et H. Kaper [23].
Le systeme d’équations (6.0.1)-(6.0.3) peut s’écrire sous la forme d’une seule équation pour une fonction :
U: R x[0,T] xRy xRy —» R =R3 x R3 x R3,

a V2M(t, 7, 2,y)
Ult,r,2z,y) = H(t,r,2z,y) ,t>0,7€[0,T], zeR, y e R.
E(t7 T? x’ y)

Le facteur o~ '/? est introduit afin de donner certaines propriétés de symétrie au probleme (cf partie 7.2). En
divisant une fois de plus les équations par £2, U doit vérifier pour tout t € R**,7 € [0,T],z € Rety € R:

QU 4 20, U + A10,U + eA29,U + e (Lo + L1)U = B(U,U) + 2T (U,U,U), (7.12)

ol Ay, Ao, Lg et Ly sont des opérateurs linéaires de RY,

0 0 0 (1 0 0 0 (A
Aju=10 0 —kA- ug |, Asu=10 0 —IN- usg |,
0 kA 0 U3 0 IN- 0 U3

—Oé_lMO A - a_1/2M0 AN 0 (5
Lou = Ocil/QMo A - —Mo N - 0 uz | ,
0 0 0 us

—OéilMo VAN (MO AN ) 0571/2M0 VAN (MO AN ) 0 U1
Liu=~ a_1/2M0 A (Mo A -) —My A (Mo A-) 0 us |,
0 0 0 us

B est une application bilinéaire sur R x R?,

Bl(uvv)
B(u,v) = —al/ZBl(u,v) ,
0
ou 1 .
Bi(u,v) = —3 (ug A vy +v1 Aug) — §7M0 A (ug A vg +v1 A ug)

_%7 [u1 A <MO A (1)2 _ a_1/2U1)) + oL A (MO A (UQ — a—1/2u1)>] s
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et T est une application trilinéaire sur R? x R? x R?,

Tl (u’ v, U))
0 —Q1/2T1 (U, v, U}) )
0

T(u,v,w) = o'/?

1
Ty (u, v, w) = 6 [ur A (v2 Awy) +ug A (wg Avy) +wy A (vg Aug)
+wi A ('UQ /\1}1) + v A ('UQ /\wl) + v A (wQ /\ul)] .

Les variables u, v et w sont ici des vecteurs arbitraires de R?, u = (u1, u2, u3)!, v = (v, ve,v3)",
w = (wy, ws, ws)! avec u;, v;, w; € R3, i =1,2,3.
7.1.3 Quelques propriétés

Le produit vectoriel étant antisymétrique, les opérateurs A; et Ao sont symétriques pour le produit scalaire
usuel sur R? : Aju-v=w 4w, u,v€R? i=1,2.

Les opérateurs Lg et L; sont respectivement antisymétriques et symétriques pour le produit scalaire sur R :
Lou-v=—u-Lov, Liu-v=u-Liv, u,veR.

Les applications bilinéaire B et trilinéaire T sont symétriques, i.e. B(u,v) = B(v,u) et T(u,v,w) =
T (7 (u,v,w)) pour tout u,v,w € R? et toute permutation 7 € S3.

Lemme 7.1.1
L’opérateur L = Lo + L induit une décomposition orthogonale de R,

R?=Ker L& Im L,

ou,
Ker L = {v=(v1,v9,03) € R?, (o V20 —wp) A My = O} ,

ImL = v = (v1,v2,v3)  €R, w1 - My =0, vy = —a Py, vy = O}.

Soient P et () les projecteurs orthogonaux respectivement sur Ker L et sur Im L, et soit R I’inverse partiel de
L sur Im L, étendu trivialement 2 RY. Nous avons alors RL = LR = I — P = Q. De plus, Lu = v pour
(u,v) € R? entraine Pv = 0 et Qu = Rv. Nous avons aussi le lemme suivant :

Lemme 7.1.2
L’opérateur Ly est coercif surIm L,

(L1Qv) - (Qu) =v(1 +a 1) (Qu) - (Qu), veR.
Les applications B et T sont transparentes sur Ker L,
PB(Pu,Pv) =0, PT(Pu,Pv,Pw)=0, wu,v,wécR’
7.2 Une équation plus générale

L’équation (7.1.2) est un cas particulier de I’équation aux dérivées partielles plus générale :

U + 20U + A10,U + €A20,U + e 2LU = B(U,U) + £*T(U,U,U) (7.2.1)
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dans R™ ou A; et A, sont des applications linéaires et symétriques, L est une application linéaire, B une appli-
cation bilinéaire symétrique et 7" une application trilinéaire symétrique. Dans cette section, nous considérons
I’équation (7.2.1), ’application au cas particulier de 1’équation (7.1.2) suit au chapitre 8. Nous construisons
tout d’abord un développement asymptotique de la solution de 1I’équation (7.2.1) en utilisant un développement
formel en puissance du petit parameétre € (Section 7.2.1). Nous donnons ensuite des estimations asymptotiques
précises des différents termes du développement (Section 7.2.2.1) pour finalement montrer que le développe-
ment asymptotique reste proche en temps long de la solution de 1’équation (7.2.1) quand € tend vers 0 (Section
7.2.2.3).

7.2.1 Développement asymptotique

Nous recherchons maintenant un développement asymptotique formel de U = U (¢, 7, z, y) sous la forme
U= (U0+€U1 +62U2+...).

Cette construction requiert trois hypotheses :
Hypothese 1. R =Ker L & Im L.
Les opérateurs P et () sont ici respectivement les projections orthogonales sur Ker L et Im L.

Hypothese 2. Tl existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € R™, (Lu) -u > C||Qul|?, ¢’est-a-dire que
L est coercive sur son image.

Hypothese 3. Les applications bilinéaire B et trilinéaire 7" sont transparentes sur Ker L : PB(Pu, Pv) =0
et PT(Pu, Pv, Pw) = 0 pour tous u,v,w € R".

Soit R I’inverse partiel de L sur ImL, trivialement étendu a I’espace R™ tout entier. Alors RL = LR = Q et
nous avons :

Lemme 7.2.1
Si Lu = v pour tous u,v € R™ alors Pv = 0 (condition de compatibilité) et Qu = Rwv.

Nous substituons a U son développement asymptotique dans (7.2.1) et nous supposons que Uy = O(1),
eU; = o(1),i > 1, quand ¢ tend vers 0. Nous obtenons alors :

Alordrec2: LUy =0,i.e. QUy = 0 et donc Uy = PUj.

Alordrec—': LU, =0,i.e. QU; = 0etdonc Uy = PUj.

Alordrec®: LUy = Vo := B(Uy, Up) — (0r + A10,) Up.

Comme Uy = PUj et B est transparent sur Ker L (Hypothése 3), la condition de compatibilit¢ PV, = 0,
obtenue grace au lemme 7.2.1, se réduit a

(8t + PAlPam) Uy=0

L’opérateur P A P est symétrique, il existe donc k projections P; et k nombres réels v; (j = 1,...,k, k < n)
tels que :

k
P=>"P, PAPP,=v;P;, j=1,..k
j=1



7.2. Une équation plus générale 113

La condition de compatibilité est donc satisfaite si
(O +v;0,) PjUp =0, j=1,...k. (72.2)
Comme Uy = PUp et R = 0 sur Ker L, 1’équation QUy = RV5 se réduit a :
QUs = RB(Uy,Uy) — RA10,Uyp. (7.2.3)

Alordrec: LU = V3 := QB(U(), Ul) — (at + Ala,;) U, — AzayUo.
De méme, grace a ’hypothese 3 et au lemme 7.2.1, la condition de compatibilit¢ PV3 = 0 devient :

(8t + PAlP&,;) U, + PAQPayUQ =0,
et donc,

k
(0 +v;0:) PUL + PjAy Y 0,PUy =0, j=1,... .k (7.2.4)
=1

Remarque 7.2.1
Cette équation permet de déterminer U; en fonction de Uy.

L’équation QU3 = RVj3 s’écrit aussi :
QU3 = 2RB(Uy,Uy) — RA10, U1 — RA20,Up.

Alordre ¢? :
LUy =V, = QB(U(), UQ) + B(Ul, Ul) + T(UQ, Uy, UO)
-0, Uy — A28yU1 — (8t + Al(?x) Us.

Comme B et T sont transparentes sur Ker L. (Hypothése 3), la condition de compatibilité PV, = 0 se réduit
a:

(72.5)

0, Uy + PAQayUl + (6tPU2 + PAlaxUQ) = QPB(UQ, UQ).

Comme Uy = PUy, et Us = PUs 4+ QUs, nous réécrivons 1’équation sous la forme :
(9TU0 + (OtPUg + PAlP&BUQ) + PAlPﬁyUl + PAQ&Z-QUQ = 2PB(U0, PUy + QUQ)

En réécrivant 1’équation grace a I’équation (7.2.3) et a la transparence de B sur Ker L (Uy = PUj), nous

obtenons :
9:-Up + (0 + PA1 PO,) PUs + PA3 PO, U; — PA; RA; PO2Uy

= 2PB(Uy, RB(Uy, Uy)) — 2PB(Uy, RA10,Uy) — PA1 RO, B(Uy, Up).
Cette équation représente un systeme de k équations,

k k
0-P;Uy + (0; + v;0x) PjUz + PjAy Y 9,PU1 — P,A|RA, Y 03P,
i=1 i=1 (7.2.6)
= 2P;B(Uy, RB(Uy, Uy)) — 2P; B(Uy, RA10,Up)
—PjA RO, B(Uy,Up), j=1,...k.

La j-eme équation fait intervenir le taux d’évolution de P;Uj selon I’échelle de temps lente (7) ainsi que le
taux d’évolution de P;Uy,7 = 1,..., k dans la direction transverse (y) et le taux d’évolution de P;U> le long
des caractéristiques déterminées par v; selon 1’échelle de temps usuelle (¢). Nous pouvons séparer les deux
premiers effets du dernier si Us vérifie une hypothese de croissance sous-linéaire,

1
lim _HU2(t77—7 K )HHS = 0, (727)
t—oo t
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uniformément sur [0, 7] pour un s suffisamment grand, H?® étant I’espace de Sobolev usuel d’ordre s. La
condition (7.2.7) implique aussi que ¢||Uz||ms = o(1) quand ¢ tend vers 0. La séparation s’effectue en moyen-
nant en temps (¢) les équations le long des caractéristiques. Formellement, nous définissons 1’opérateur de
moyennisation G, pour v € R, par :

T

(Gyu)(t,z) = lim u(z +vs,t+ s) ds, (7.2.8)

quand la limite existe. Le lemme suivant est tiré de [37].

Lemme 7.2.2

(i) Si (0¢ + v0;)u = 0 alors G u existe pour tout v'. De plus, G,yu = u siv' = v et Gyu = 0 sinon.

(i) Si (9 + v0y)u = 0 et (0 + v'0,)u’ = 0 alors Gy (uu') = v’ siv” = v = vet Gyr(un') =0
sinon.

(iii) Siw satisfait I’hypothése de croissance sous-linéaire

. 1
Jim —lult, ) e @gny =0

alors G, (0; + v0, )u existe et G, (0 + vy )u = 0.

L application de G,,; aux deux cdtés de I’équation (7.2.6) €limine le terme de transport et réduit I’équation a :

k
8TP]'U0 —|—PjA2 Z avajPZ'Ul — PjAlRAleaﬁPon
(72.9)

i=1
— 2P; B(P;Uy, RB(P;Uy, P;Uy)) — 2P; B(P;Uy, RA,8, P;Up)
—PjA RO, B(P;Uy, PiUy), j=1,...k

Nous devons maintenant déterminer le terme GUjHUl. Nous utilisons alors 1’équation (7.2.4) et nous suppo-
sons que U satisfait la méme hypothese de croissance sous-linéaire que Us. Nous avons :

k
G, (0 + vi0a) PiUL + P Ay ZZ; 9y Py (72.10)
= (Ui — vj)BvajRUl + PZ-AngaijUO =0,
pour tous 7, j = 1,..., k. Nous obtenons alors la condition de compatibilité P;As P, = 0pouri =1,...,k.

Remarque 7.2.2
Cette condition de compatibilité donne des informations sur la direction de la perturbation transverse comme
nous le verrons au chapitre 8. Nous obtenons : |-k =1-My=0.

Nous remarquons aussi que 1’opérateur P;A; RA1P; est positif grace a I’hypothese 2, et proportionnel a P;,
P;jA1RA, P; = D;Pjou Dj est un scalaire, D; > 0.

Apres avoir dérivé 1’équation (7.2.9) par rapport a x, nous obtenons que la condition de compatibilité PV, = 0
donne un systeme de k équations non-lin€aires en la variable de temps lente 7 du type de 1’équation de
Khokhlov-Zabolotskaya, pour j = 1,..., k,

0, (0 P;Uo — D;02P;Uy + Bj(P;Uo, 0, P;Ug) + Fy(PUs, PiUo, Pylo) ) = C302P;Up,  (12.11)

ou Bj est une application bilinéaire qui s’écrit grice a la symétrie de B sous la forme

Bj(u,v) = 2P;B(u, RA1v) + 2P; A{RB(u,v),
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F; une application trilinéaire, Fj(u, v, w) = 2P~B(u RB(v,w)), et C; I’opérateur

C; = Z P Ay P Ay P;.
i#]
De plus, si nous utilisons 1’équation (7.2.9) pour éliminer la dérivée en 7 dans 1’équation (7.2.6), nous

obtenons que la condition de compatibilit¢é PV, = 0 donne aussi un systeme de k équations de transport pour
P;Us sur I’échelle de temps usuelle (1),

(8t+vj8$) PjUQ :Sj(Uo,Ul), j= 1,...,k, (7.2.12)

Sj(Uo,Ur) = PjAiRAyY 02PUy — PjAy Y (9, PUy — 0,Gy, PBUy)
i#] i#]
—|-2Pj (B(UQ, RB(UQ, UO)) — B(Pon, RB(PjUQ, Pon)))
2P;(B(Uy, RA10,Uy) — B(P;jUy, RA10,P;Uy))
—PjA1 RO, (B(Uy, Uy) — B(P;Uy, P;Up)).
Quand les équations (7.2.11)-(7.2.12) sont satisfaites, 1’équation QU4 = RV}, obtenue grace au lemme 7.2.1
et a I’équation (7.2.5), se réduit alors a :

QUy = 2RB(Uy, Us) + RB(Uy,Uy) + RT (Uy, Uy, Ug) — RA0,Uy — ROUs — RA10,Us.

Si U; et U, satisfont ’hypothése de croissance sous-linéaire (7.2.7), nous avons donc obtenu que Uy =
k
Z P;Uy ou chaque P;Uj satisfait une équation de transport homogene sur 1’échelle de temps usuelle ¢ (Eq.

j=1
(7.2.2)) et une équation de Khoklov-Zabolotskaya non-linéaire sur 1’échelle de temps lente 7 (Eq. (7.2.11)).

7.2.2 Estimations asymptotiques

Lors de la preuve de convergence dans la prochaine partie, nous avons besoin d’estimations asymptotiques
des termes Uy, U1, U, Us et Uy. Ces estimations requierent des hypotheses supplémentaires :

Hypothése 4. Pour tout j € {1,...,k},soit D; > 0, soit, si D; = 0, le terme faisant intervenir la dérivée en
x dans I’équation (7.2.11), i.e. Bj, est nul.

Hypothése 5. U(t = 0,7 = 0,z,y) = UJ(z,y) = PUS(z,y).
Nous établissons tout d’abord I’existence et I’unicité de Uy.

7.2.2.1 Existence des profils

Théoréeme 7.2.1
Dans les conditions des hypothéses 4 et 5, et si U) = PU{) € H*(R?), s > 1, il existe un temps T > 0 et une
unique fonction

Uy e C® | [0,T); ﬂ Pyhioe <Rt§H871(R2)) )

1<I<s

telle que Uy = Z?Zl P;Uy = Zle uj, ou les fonctions uj;, j = 1,...,k vérifi ent les équations (7.2.2) et
(7.2.11) :
(Oy +v;0,) uj =0 (Equation de transport),
(7.2.13)
61 (aq—uj — Dj(?iuj + Bj(uj, &Bu]) + Fj(Uj, Uj, uj)) = Cj(?;uj,
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(ou la seconde équation est I’équation de Khokhov-Zabolotskaya quand D; > 0 et C; # 0 (voir I’équation
(7.2.2 pour la défi niton de v; et I’équation 7.2.11 pour celle B;, C;, D; et F}).
De plus Uy(0,0,-) = UJ.

. _ 0 _ 0
Preuve. Soit u; = P;Uj et u; = P;U;.

Nous avons a résoudre les équations (7.2.13). Nous ne considérons, pour commencer, que I’équation (7.2.11)
puisque I’équation (7.2.2) est une équation de transport et que ses solutions se déduisent aisément de celles de
I’équation (7.2.11). Nous notons u; la solution de I’équation (7.2.11).

En écrivant I’équation (7.2.11) sous la forme d’une équation d’évolution, nous faisons apparaitre 1’opéra-
teur formel 0 165 qui peut poser des problemes de résolution. Afin de nous débarrasser de ce terme, nous
définissons le groupe unitaire suivant sur H*(R?) : soit S;j(7) I’opérateur défini par :

Fou (S;(00) (€ m) = 7O (Fuy(@) (Em), 7€ R, (E1) €R* xR,

ou F; , est la transformée de Fourier 2D. Nous considérons maintenant la fonction
w;i(7,z,y) = Sj(—7)u; (T, x,y) qui vérifie :

Orw;j — D;dw; + Aj(1,w;)dpw; + Fj(r,w;) =0, (72.14)

Aj(r,uy = S;(—7)Bj(S;(r)u, Sj(r)v),

Fj(1,v) = Sj(—=71)F;(S(m)v, S(1)v, S(T)v).
Dans la suite, nous notons A := (I — A)l/ 2 le multiplicateur de Fourier de symbole :

o(¢) =1+ A2 ¢=(G,¢) (72.15)

En notant ( , ) le produit scalaire de IL.2(R?), le produit scalaire de H*(R?) est défini par (u,v)s = (ASu, ASv).
A cause de I’hypothése 4, si D; = 0, 1’équation (7.2.14) se réduit a: O,w; + ij(T, w;) = 0.

Gréce au théoréme de Cauchy-Lipschitz, nous obtenons I’existence d’un temps 7% > 0 et de

w; € CO(0, T e (R)).

Si maintenant D; > 0, nous approchons la solution de I’équation (7.2.14) sur [—L, L)? par une méthode de
Galerkin avec des conditions de Dirichlet au bord. Nous devons alors effectuer des estimations d’énergie sur
v; dans H® (R2) avant de passer 2 la limite dans ’approximation et en L (nous réalisons ces estimations sur v j
plutdt que sur son approximation pour alléger la preuve). Nous avons déja :

145 (7, wolles < Cllullgs[vllas, 1E) (7, ) |lz= < Clolls,

N

ou C' ne dépend ni de 7 ni de L. En appliquant ’opérateur A® a 1’équation (7.2.14) et en effectuant les
estimations, nous obtenons :

d
=l e ) + Dl aey < € (Jluslgay + o e ) -

Il existe donc T; > 0 et v; € CO([0, T;[; H*(R?)) solution de I’équation (7.2.14). En revenant a la fonction
(uj(t,2,y) = Sj(T)w;(7,2,y)), nous obtenons u; € C°([0, T;[; H*(R?)) et I'équation de transport donne :

uj(t, 7,2,y) = u;(1,x — vt, y).

Nous obtenons finalement u; grace a une translation en temps de u ;. L’opérateur de translation étant unitaire
dans H?*, nous avons finalement :

u; € CO [0, Tyl (1) Whoo(Ry; HE(R?))
0<i<s
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Remarque 7.2.3

Au passage, nous avons aussi prouvé le théoréme 6.0.2 sur I’équation de Khokhlov-Zabolotskaya donné dans
I’introduction.

En suivant le travail de Ukai [62] sur I’équation KP, nous aurions aussi pu prouver I’existence de solutions
a I’équation de Khokhlov-Zabolotskaya (KZ) mais au prix de conditions beaucoup trop restrictives et non
physiques sur la donnée initiale.

Les équations satisfaites par les autres profils posent probleme : nous voulons obtenir 1’existence des profils
dans des espaces dérivés de H*(R?) mais I’opérateur 9 ! nous impose leur existence dans H;, _(R?) seulement
et nous empéche d’obtenir des profils (U; et Usy) qui satisfont la condition de croissance sous-linéaire (7.2.7).
Afin de contourner ce probléme, nous utilisons une technique de troncature des basses fréquences (voir [7, 8,
56]) et travaillons sur une approximation “bien-préparée” du profil principal. Nous modifions en conséquence
les équations satisfaites par Uy, Us,. .. afin qu’elles dépendent de la troncature du profil principal plutdt que du
profil lui-mé&me. Nous utilisons ensuite ces profils modifiés pour obtenir une solution approchée de I’équation
(7.2.1) et prouvons enfin la stabilité de I’approximation.

Défi nition 7.2.1 (Troncature basse fréquence)
Soit x une fonction réguliére sur R, telle que \X\ < 1, x(z) = 0 pour |z| < 1 et x(x) = 1 pour |z| > 2.
Nous défi nissons le multiplicateur de Fourier ){5 ) comme I’opérateur agissant sur H*(R?) par :

0 e, (3 (5) Fen).
Le théoréeme de convergence dominée donne que :
X’f — f — 0 dans H.
De plus, nous avons le lemme suivant :

Lemme 7.2.3
Si f € L™ (0,T;H*(R?)) alors

lim sup [|X°f(t,-) = f(t)lms@2) = 0.
0=0¢c(0,T)

Preuve. Soit 1°(t) = |[x°f(t,) — f(¢, )les (m2y- La suite (I%);s est une suite strictement décroissante de
fonctions continues et strictement positives qui converge vers zéro lorsque d tend vers zéro. Le théoréme de
Dini nous donne le résultat. [ |

Soit X 7 Iespace de fonctions définies sur [0, 7] x R, x R?  par:

Xor = {u, sup {07020 u(t, 7, )lLae) + ¢ € [0,00), 7 € [0,T]} < o0},
pour tout o, 3,7 > 0telque 0 < o+ B+ v < s.

Lemme 7.24
Si Ug € H*(R?), s > 1, il existe un unique Uf € Xs_17 tel que :

= PU{ = ZPUl,

(8; —H)]@x)Ple + PjAyY 0,PUS =0, Vj=1,... k.
i#]

C
De plus HU{SHXFLT < EHUOHXS,T’ ot C' ne dépend ni de 0 ni de ||U|| x,
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Preuve. Comme nous avons tronqué les basses fréquences de Uy, il existe des applications <p§, J=1,...,k,
telles que :

PUL(t 7, 2,y) = (0:00)(t, 7,2, y) = (0:00) (1, @ — vit, y),

1
avec H(pé(t7 Ty ')”HS(RQ) < gHUg(t7 T ')”HS(RQ)-

Comme nous supposons que U; (t = 0) = 0, nous obtenons que, pour tout j = 1,...,k,
t
PjU{S =— ZP]’A2P¢/ ayPZ-Ug(s,T,x —vi(t—s),y) ds
i#i 0
t
= — ZPjAgPi/ 0y 020 (T, — vjt + (vj — v;)s,y) ds
#Ho 0
==Y PP (0,8 (rw — vit,y) — 0, (17— vit,y))
i
C
Nous en déduisons que P;UY € X1 7 et ||Uf||Xs_1,T < EHUOHXS,T- ]

De la méme facon, nous prouvons :

Lemme 7.2.5
Si nous supposons de plus que U{ € H*(R?), s > 3 et que § < 1, nous obtenons

HQUSHXSA,T <C, HPUSHX872,T <

C
HQUé;HXsz,T < 57 HQUEHXS,&T <

)

| | Q

)

ot la constante C' ne dépend que de ||Uo|| x, , -

7.2.2.2 Estimation du reste

Nous considérons maintenant le développement asymptotique bati sur la troncature :

ue’é(t,T,x, y) = Ug(t,T,.I, y) + 6Uf(t,7,x,y) + SZUg(t,T,x,y)
+e2QUS (t, 7,3, y) + ' QUL (L, 7,2, ).

Nous recherchons la solution ¢/ de 1’équation
QU + A10U° + A0, U + E%Lua = B(U®,U) + 2T (U5, UE, U5,
sous la forme U°(t, z,y) = us%(t,2t, x, cy) + (75(75, x,ey). UY satisfait alors 1I’équation
00 + 10,0 +<A40,0° + 5 10° = 2BU=,0°) + BT, 07)
32T U0, U0, U0) (7.2.16)

+32T (WU, U°,U?)
+e2T(U%,U°,U°) + R°?,
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ot RE%(t, x,y) = R&O(t,€2t, x,7y), et R est le résidu de u=° dans I’équation (7.2.1). Nous souhaitons donc

14
prouver que le résidu RS (t, 7, z,1) = Z e RO(t, 7, x,y) reste petit :
i=—2
R, = LU=0,
R, = LU=0,
Ry = 09U+ A10,U] — B(US,U) + LQUS = 0,
R = U+ A10, U + A20,U8 + LQUS — 2B(US,UY) = 0,
RS = QU+ A10,U§ + A20,U? + LQUS — B(UP,UY) — 2B(U, US)

4_87(A§'_'jxlﬂg7lﬁgalﬁg)
= > <Bj(PjU3,0ijU3) +Fj(PjU6$7PjU3,PjU3)>

—x’ | D (B;(PU, 0. P;Us) + F;(P;Uo, PyU, P;U)) |
i

Nous n’avons pas Rg = 0 puisque Ug n’est pas solution de I’équation (7.2.11) mais de :

0, (0-P;US — Dj02P;US + X7 (Bj(P;Uo, PUo) + F5(P;Us, PiUo, P;U)) )
= C;0:P;U}

Les résidus suivants (R?)izgw.’l;l dépendent polynomialement de Ug U {5 , Ug , QU?‘,S , QU jf et de leurs dérivées
en la variable de temps lente 7 (voir 1’annexe 11.3).

Proposition 7.2.1
Si s > 5, le résidu satisfait les estimations suivantes :

€
sup [|RS (8,27, ) s 2y = (£(0) + 55 ) O +€%9(6),
t€[0,T/e2]

etsis > 0,

93
IR e or/eopursy = (£(6) + 5 ) O(E) + ()

oit R%9(t, x,y) = RO(t,et,x,ey), f est une fonction positive strictement décroissante telle que f(5) — 0
quand 0 — 0, et g est une fonction positive telle que g(¢) — 0 quand £ — 0.

Preuve. Comme nous I’avons précisé au-dessus, R?, = R’ | = R} = R} = 0. Le lemme 7.2.3 donne
SUP¢(0,7/22] RS (t, %7, -, ) || s r2) = f(6) ol f satisfait les hypotheses de la proposition 7.2.1.
Afin d’estimer les termes suivants, nous avons besoin de majorations de 9.-Uy, 9, Uy ,. .. En utilisant I’équation

C
(7.2.11), nous obtenons ||0-Up||x < 5 En procédant de méme qu’aux lemmes 7.2.4 et 7.2.5, nous

s—=2,T
avons :
C C C
) ) é
Ha’FUl HX573,T < <2 HaTQU2HX573,T < 57 HaTPUQH)(sf&T < 6_37

C
SVR

5
10-QUS | x._ sz < 10-QUS|x, s+ <

6_3.
Nous pouvons maintenant estimer chaque terme du résidu. Nous obtenons finalement le résultat annoncé.
Nous déduisons les estimations IL.°° des injections de Sobolev usuelles quand s > 6. [ |
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7.2.2.3 Stabilité de I’approximation KZ

Nous avons montré jusqu’a présent I’existence d’un développement asymptotique u°° bati sur une tronca-
ture du profil principal. De plus, son résidu dans 1’équation (7.2.1) est petit pour des temps de 1’ordre O (5%) .
Nous montrons maintenant que le profil principal, non tronqué en fréquence, Uy reste proche de la solution
exacte pour des temps d’ordre O (6%) Plus précisément, en suivant [8], nous montrons que pour tout 7" > 0
tel que le terme principal existe, la solution exacte de I’équation (7.2.1) existe sur [0, 7'/e?] et reste proche du
terme principal du développement.

Théoreme 7.2.2

Dans le cadre des hypothéses 1 a 5, soit U) = PUJ € H*(R?), s > 6. Soit le temps Ty > 0 tel que
Uy = Zle P;Uy appartienne a co ([O,T0/52];H5_1(]R2)) et (PjUp)j=1,..r Vvérifie les équations (7.2.2)
et (7.2.11). 1l existe alors €g > 0 tel que pour tout 0 < & < &g, il existe une unique solution U® €
CY ([0, Tp/e?); H5(R?)) de

OUE + ALOUE + Asd U + gizLua — BUE,UP) + 2T (U UE, U5,
avec U¢(0,z,y) = UJ(z,ey). De plus
U5 — Usl[Loo (j0.70 /2 xr2) = 0(1) quand e — 0,
o U (t,z,y) = Up(t, &%, x,ey).
Remarque 7.24

Nous nous intéressons maintenant au comportement en temps long de I’équation. Nous ne considérons donc

1
plus que la variable de temps rapide t, mais jusqu’a des temps de 1’ordre de = provenant de I’étude faite en
T.

Preuve. Nous recherchons la solution exacte {/° sous la forme d’une perturbation du développement asymp-
totique tronqué 1/ : B
U (t,z,y) = U (¢, ey) + U (¢, ey),

ou U0 (t, x,y) = usO(t,t, z,y). Le terme d’erreur satisfait :

~ ~ ~ 1 ~ ~ ~ o~
O U° + A10,U° + £ A20,U° + €—2LU‘5 = 2BU*°,U%) + B(U°,U°)
+3e2T (U .U, U°) (72.17)
+32T (U0, U°, U°)
+e2T(U%,U°,U°) + R°?,

avec la donnée initiale (75( =0,2,y) = (U — X°U9)(x,y),et ot R&O(t,z,y) = REO(t, €%, z,y).
Lexistence locale de U° dans C° ([0, T]; H*~%(R?)) N C" ([0, T]; H*~5(R?)) peut étre prouvée par des tech-
niques classiques (voir, par exemple, [3]).

Afin d’obtenir les estimations H*~°, nous appliquons 1I’opérateur A*~5 que nous avons précédemment défini
(voir (7.2.15)) al’équation (7.2.17) et nous prenons le produit scalaire avec A*~5U° dans L2. Comme H! (]RQ)
est une algebre dés que [ > 1, il existe des constantes C' > 0 telles que :

BVV),V)ss < ClV a5 V' llze-5 [ QV" | me-s
+C|V [l 1V [|s=5 | Q V|| s
+CV lgz==s [V [lg=—5 | QV [l g3,

1TV, V!, V) lgs=s < CIV ls=s [V [[zgs=5 [V [[1s—5,

(LV,V)s—5 > C||QV |2, s (Hypothese 2).
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Nous obtenons :

||U5HHS 5+ 2”QU5||HS 5 < CIU s | U2 o5 1QU® -5
+CH2QUE‘;HHS 5HU(;HHS 5 +CH(2J‘5HHZ 5HQU6‘LHS 5
+Ce HU‘Z Ifzs—s 11U H]H%s 5 + Cem|lU° s szU [
+CE||U°|ligs-s + IR (8, €%¢, -, w5 | U° 1o

2dt

De méme que dans [8], nous introduisons ¢o(e, §) défini par :

to(e,8) = sup {t € [0,To/e2], || (t) | es < 1}.

Nous remarquons aussi (d’apres les lemmes 7.2.4 et 7.2.5) que :

Ut <cfi+5 et <2142
s <0 (1+5) . 1@ s < 2 (14 5)

Au moyen de I’inégalité de Young, nous absorbons tous les termes faisant intervenir Q(~] % et nous obtenons :

68 ~ 9
T s + SR s < € ( 5—8) 101ems + C2 (£00) + =5 +9(9))

ol f et g vérifient les conditions établies dans la proposition 7.2.1. D’aprés le lemme de Gronwall,

10%e-s < (N0t = 0)lfFms + € (£(0) + 5 +9()))

8 7.2.18
exp <052 (1 + §_8> t> . ( :

1/7

Comme ||U%(t = 0)]|gs—s — 0 quand & — 0, nous pouvons prendre, par exemple, & = /7 et pour &

suffisamment petit, nous déduisons de 1’équation (7.2.18) que to(e,d) = —-
€
Nous devons maintenant prouver que le profil principal I/ reste proche de la solution approchée 1/© 9 sur
Iintervalle [0, Ty/e?], pour § = el

sup U~ Uo(t, 2, s < sup U = UB (2%, -, ) oo

t€[0,Tp/€?] t€[0,Tp /2]
+ sSup HUg(tEQtv'?.) - UO(t7€2t7'7.)HHS_5'
t€[0,To /2]
Comme

Us"s(t,x,y) - Ug(t,ezt,x,y) = (EU{S +e2U8 + e3QUS + €4QU2) (t,e%t, z,vy),
et ces profils vérifient les inégalités des lemmes 7.2.4 et 7.2.5, nous avons

sup HUM — Uo(t,€2t, S lms—s < Ceb/T 4 sup HUg(t,T, o) = Uolt, 7y, ) || ms—5,
te [07T0/€2] t€R7T€[O7TO]

En revenant a la définition de Uy, nous estimons le dernier terme :
UO(th7xay> = Z @(T7x_vjt7y)
j=1,...k

et nous posons I](S(T) = ||@; — x°uj||gs—s pour j = 1,...,k. En reprenant la preuve du lemme 7.2.3, nous
obtenons que pour tout j = 1,..., k, sup ¢jo 7] I;S(T) — 0 quand § — 0. De la méme fagon que nous avons
obtenu la régularité en la variable ¢ auparavant, nous obtenons que, quand § — 0,
§
sup  ||US(t, 7, -) — Uo(t, 7, -, )|lms—s — 0.
teR,7€[0,T0]

Finalement, quand s > 6 les injections de Sobolev usuelles nous donnent les estimations .°° annoncées. M
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Chapitre 8

Ondes longues : le cas des équations de
Landau-Lifschitz-Maxwell

Nous revenons maintenant a I’équation (7.1.2) et au systeéme d’équations aux dérivées partielles du micro-
magnétisme (6.0.1)-(6.0.3).
Comme nous I’avons observé dans la section 7.1.2, I’équation (7.1.2) est un cas particulier de I’équation
générale (7.2.1). Les hypotheses 1-3 sont vérifiées (voir les lemmes 7.1.1 et 7.1.2). L’hypothése 5 est une hy-
pothese que nous effectuons sur la donnée initiale. Nous vérifierons I’hypotheése restante 4 une fois que nous
aurons trouvé les réels D; et les applications Bj. Le développement asymptotique que nous avons obtenu étant
unique et valide en temps long, la facon dont il a été€ construit n’est donc pas primordiale. Cette observation est
importante car elle nous permet d’utiliser I’équation de Landau-Lifschitz sous la forme donnée par Gilbert :

oM =—-MANH+~(MANWM). (8.0.1)

Cette équation, connue sous le nom d’équation de Landau-Lifschitz-Gilbert, est équivalente a 1’équation de
Landau-Lifschitz, 2 un changement d’échelle de temps prés de facteur (1 + 2). Comme nous le verrons dans
la suite, I’équation (8.0.1) est plus pratique pour construire le développement asymptotique. En effectuant les
mémes changements d’échelles et de variables qu’au chapitre 6, nous sommes amenés a considérer le systéme
suivant :

E2OM +e'0,M = —MyANH+a ' MogAM —e2M ANH + v [e2My A oM (802)
+etMo N O-M + e*M A OM + eSM A0, M], -

20 H + *0, H — ®k AN O, E — 8L N9y E = —29,M — £*0, M, (8.0.3)

20 E + 0, E +*k N0, H + XL N O,H = 0. (8.0.4)

Nous effectuons maintenant un développement asymptotique des équations (8.0.2)-(8.0.3) suivant le plan de

la section 7.2.1 :
M:M1—|—8M2—|—83M3—|—...

H=H,+¢cHy+e&3Hs + ... (8.0.5)
M:E1+€E2+€3E3+...

8.1 Equations a I’ordre 0

Le terme dominant des équations (8.0.2)-(8.0.4) se réduit a une unique équation,
—My A (H, —a M) =0, (8.1.1)
qui nous donne une expression pour M, en fonction de M7 - My et Hy,

M, = (M1 -Mo)Mo—aMQ/\(MQ/\Hl). (8.1.2)
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8.2 Equations a ’ordre 1

Au premier ordre, nous obtenons,
—My A (Hy — o~ tMs) =0, (8.2.1)
d’ou I’expression pour Mo,

My = (M2 . Mo) My — aMy A (M(] A HQ) (8.2.2)

8.3 Equations a I’ordre 2

oMy = — My A (Hg — Oz_lMg) — My AN Hy + My A O My,
OeH1 — kN0 E1 = —0, My (8.3.1)
oE1+kNOHL =0.

En prenant le produit scalaire de I’équation (8.3.1) avec M et en ajoutant celui de I’équation (8.1.1) avec M1,
nous obtenons que 0y (M; - Mp) = 0, donc :

My -My = fo, fo= folz,y,7). (8.3.2)

(Notons au passage que M - My est le terme d’ordre £? dans le développement de | M |2, qui est constant) Si
nous utilisons maintenant le produit vectoriel au lieu du produit scalaire, nous obtenons une expression pour
M3 en fonction de M3 - My et Ho.

Mz = (Ms - MO)MO — aMy A (Mo A\ Hg) + aMy A q1, (8.3.3)
ou le vecteur g; est donné par :
q = —0yMy +yMy A O My — My N Hy.

Nous substituons 1’expression (8.1.2) dans la seconde équation de (8.3.1), utilisons 0y(M; - My) = 0 et
résolvons 1’équation ainsi obtenue en 0, H; pour obtenir un systeme d’équations pour H; et £,

« 1
oOH ——— (k- (Mo N0 E)) My — ——k N0z E1 =0,
t 1+a+1( (Mo 1)) Mo TTa 1
oE1+kNOHL =0.

(8.3.4)

8.3.1 Choix des coordonnées

Le systeme d’équations (8.3.4) se résout plus facilement si nous choisissons le systtme de coordonnées
dans R? engendré par k, k A My et My (nous avons fait I’hypothése que k et M, n’étaient pas colinéaires.)
Pour tout vecteur v € R3, nous posons :

Vg =v-My, vy=v-(kAMy), ve=v-k. (8.3.5)

Alors 1
v = W [(’Ua — ]{?QUC)MQ + ’Ub(k A MO) + (Uc - kaua)k] , U € Rs?

ou kg, = My - k. Un calcul immédiat montre que :

1

=)

[uqVa + upvp + Ucve — ko (UqVe + ucvy)], u,v € R3,
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My kANMy k
Ug up Ue|, U,V E R3.
Vq (%) Ve

Av =
uANv =52

Le systeme d’équations (8.3.4) devient :

Oyuy + Kdyup =0, (8.3.6)
ot uy = (Hiq, Hip, Hic, Era, E1p, Erc)' et
0 0 0 0 1 0
00 0 —-(1+at 0 ko(1+ )™t
k|0 0 0 0 koo(1 + )™t 0
0 -1 0 0 0 0
1 0 —k, 0 0 0
0 0 0 0 0 0

8.3.2 Solution de I’équation (8.3.6)

Le polyndme caractéristique de K est det(\] — K) = (A% — v3)(A\% — v?)(A\%2 — v3), ol

1/2 2 1/2
=0, v1:< 1 ) , UF(M) ,

1+« 1+«

Les valeurs propres de K sont donc vg = 0 (de multiplicité algébrique 2), +v; et +vo. Nous avons aussi
vg < v; < vgetl—wv3 = k2(1 —v?). Nous diagonalisons la matrice K grace a I’application linéaire F,
K = F7'VF, V = diag(vg, vo, v1, —v1, V2, —v2) et

ko(l—v7%) 0 w2 0 0 0
0 0 0 0 0 1
F= 0 1 0 —U1 0 kavl
0 1 0 (% 0 —k:aul
vy ! 0 —kovy' 0 1 0
—vy ! 0 kevs' 0 1 0

En appliquant F' a I’équation (8.3.6), nous obtenons le syst¢éme diagonal,
(6t + V@x)Ful =0.

Ce systeme correspond a I’équation (7.2.2). Ces équations sont découplées et chacune peut étre intégrée le
long de sa caractéristique. Nous trouvons uy; = F~1f ol f = (f1, fo, f3, f4, f5, f6)! et

flEfl(Tvxvy)a fQEfQ(Tw%'?y)?

f3 = fa(r,x —vit,y), fa = fa(r,x +vit,y),

f5 = fs(m,x —vaty), fo = fo(r, o+ vat,y),
Les fonctions f; et f5 représentent des ondes stationnaires, f3 et f4 des ondes progressives de vitesses respec-
tives v1 et —vp, et f5 et fg des ondes progressives de vitesses respectives vo et —vs.
Les composantes de M se déduisent des équations (8.1.2)-(8.3.2) et de I’expression de u1,

2
11—

21)2

2

2
11— vy

.2
Mya = fo, M1, = (f3 + fa), Mic = kofo+ 201 f1—ka (fs — f6)- (8.3.7)
2

22}% )
Ceci conclut I’analyse de I’approximation au second ordre. Nous savons a présent que les coefficients d’ordre 0
dans les développements (8.0.5) sont des combinaisons linéaires d’ondes stationnaires (vg = 0) et progressives
(£wv1, +v2). Dans les sections suivantes, nous étudions 1’évolution des profils fo, . .., fg sur I’échelle de temps
lente (7) et le long de la direction transverse (y).
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8.4 Equations a ’ordre 3

Au troisieéme ordre, les équations (8.0.2)-(8.0.4) donnent les équations aux dérivées partielles :

Os My = — My N (H4 — a_1M4) — My AN Hy — Ms AN Hy +vMy A 0: Mo,
OHy — kNOyEy — LA 8yE1 = —0;M>, 84.1)
OrEy +kNO Ho+1 /\8yH1 =0.

Nous suivons la méme démarche qu’a la section précédente. Nous prenons le produit scalaire de la premiére
équation de (8.4.1) avec My et nous utilisons les équations (8.1.2) et (8.2.2) pour obtenir :

O¢(Ms - My) = 2aMy - Hy N\ Hs. (84.2)
En prenant maintenant le produit vectoriel par My,
My = (Mo - My)My — aMy A (Mo A Hy) + oMy A qa, (8.4.3)
ou le vecteur ¢o est donné par :
g2 = —0yMs — M1 AN Hy — Mo N Hy +yMy A 0y Ms.

Nous substituons I’expression (8.2.2) dans la seconde équation de (8.4.1) et nous résolvons 1’équation ainsi
obtenue pour 0, H» afin d’obtenir un systeme d’équations pour Hs et Ey,

O Hy +% (k- Mo A8y Bs +1- Mo A9, Ey) My
[0

1
1T (kA OyEy + 1A 0yE) +20(My - Hy A Hy) My = 0, (8.4.4)
(6%

Oy +kNO Hy+ 1N ayﬂl =0.

8.4.1 Représentation en coordonnées

Nous utilisons le systeéme de coordonnées introduit dans la section 8.3.1 ainsi que les abréviations définies
dans I’équation (8.3.5). Les équations (8.4.4) correspondent au systeme d’équations suivant :

Orug + KOpuo + K’ayul + A(ul)u2 =0, (84.5)

ol K est la matrice définie a la section 8.3.1, us = (Haq, Hop, Hoc, Foq, Eop, Eo.)t,

0 0 0 kaolp le — kula -1y
l l
0 0 0 - 0 =
( 1 +§y) ( 2) 1+«
1 1+ ak)l, 1+ ak?)l,
K=— 0 0 0 -~ ¥ k.- —%" Lkl
1 k?g 1 Ta ale 1 Ta alb 5
—koly kola — 1 1 0 0 0
le 0 —l, 0 0 0
—ly 1y —kule kgl 0 0 0
et
_kaHlb kaHla - ch Hlb 0 00
0 0 0 0 0 O
20 | —kZHy, Kk2Hiq — koHie koHypy 0 0 0
A(ul) =
1-— k:c% 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
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En appliquant la transformation linéaire F', nous obtenons :
O Fus + VO, Fuy + FK'F~10,f + (FA(F ' f)F 1) Fuy = 0. (8.4.6)

Reprenant le schéma donné a la section 7.2.1, nous supposons que ug satisfait I’hypothése de croissance
sous-linéaire (7.2.7) et nous prenons la moyenne de I’équation (8.4.6) le long des caractéristiques que nous
utilisions dans la section 8.3.2. Nous posons g = Fus = (g1,...,g6)t et V/ = FK'F~! et nous obtenons :

(V —01d) 8,Gog + V'0,Gypf + FA(F G, f)F'Gyg = 0, (8.4.7)

avec v € {0, +vy,+vs}, ol

0 0 —al al a9 a9
0 0 —ag —ag —asg as
V, N 1 —aq as Qg —ar —as as
1—k2| as as ay —ag ag —as
—ag —aip —aii a1 a2 —ais
—ag  aio apl  —ai1 a3 —a12
et
alzl_b) a2 = kalc—laa a3:lbﬂ7
2v13 2 2
vy 2 2 lcvy 2
a4:lbv—%(1—ka), as ZUl(la—k)alc), ag — B (Q—ka),
2
ar = lcgl kg’ ag = k;lbz_;(vg - U%)a ag = (la - kalc)%’

2 2

alo = lyvo(1 — k2), ay =

12— k2
a12:§ 4

2 V102 9
ka
(le — laka(1 = 01)),  a13= o (le — laka(1 — 01)) .

U2

Deux des vingt-neuf équations (la troisiéme quand on applique GG, et la quatriéme quand on applique G_,,,)
que I’on déduit des équations (8.4.7) donnent la méme condition de compatibilité :

levy

7(2 — k)0 fs =0,

levy

c’est-a-dire :

ce qui signifie que la direction des perturbations transverses est orthogonale a la direction de propagation. Cette
condition de compatibilité est I’une des deux conditions que H. Leblond et M. Manna ont mis en évidence
dans [38].

8.5 Equations a I’ordre 4

Au quatrieme ordre, les équations (8.0.2)-(8.0.4) donnent les équations aux dérivées partielles :

OeMs + 0 My = —My A (H5 — Oé_lM5) — My NHs— My N Hy — Mg N\ Hy
+y [Mo A Oy Mz + My N O My + My A (%Ml] ,
OeHs + 0. Hi —kNO E3 — 1A ayEQ = —0yM3 — 0 M,
O B3+ 0, E1 +kANO Hs+I1N 8yH2 =0.

(8.5.1)
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Nous suivons la méme démarche qu’a la section précédente. Nous prenons le produit scalaire de la premiére
équation de (8.5.1) avec My et nous utilisons les équations (8.1.1), (8.2.1) et (8.3.3) pour obtenir

1
o <M3 - Moy + §]M1\2> + 0. (M - My) = 0. (8.52)

Nous savons déja que My - M1 = fp ou fo ne dépend pas de ¢. L’équation (8.5.2) implique donc que M3 -
1
My + 3 | M |? croit linéairement en temps jusqu’a t — 00,2 moins que fg soit aussi indépendant de 7. Nous

évitons ce type de comportement en imposant la condition fo = fo(x,y). Si My - My = 0at¢ = 0 alors cette
condition donne fy = 0, et les expressions (8.3.7) se simplifient,

2 2 2
11— U5 1—wf

Mg =0, My, = 509

(fs — fo)-

Si M et My ne sont pas orthogonaux a ¢ = 0, une composante constante non nulle doit étre ajoutée a M,,
M. et aux quantités qui en dérivent.
Le produit scalaire de 1’équation (8.5.1) avec M donne donc la relation :

2M; - Mo + [Mi]* = go, go = go(7,2,y). (8.5.3)

9
— v

M, . = Ly _f
207 (f3 + fa), M. 2 fi—kq

Nous prenons maintenant le produit vectoriel par My,
Ms = (M, - M5)M0 — aMy A (Mo A\ H5) + aMy A g3, (8.54)
ou le vecteur g3 est donné par :

q3 = —0yMs — 0; My — My AN H3 — My N Ho — M3 A\ Hy + ~vMy A Oy Mg
+yMy A Oy My 4+ vMy A O, M;.

Nous substituons I’expression (8.1.2) dans la seconde équation de (8.5.1) et nous résolvons 1’équation ainsi
obtenue en 0y H3 pour obtenir un syst¢eme d’équations pour Hg et 3,

«
14+«

1
———(kNOE3+ 1IN0, E
1—|—a( =H3 + yl 2)
(6%
= My - M,
1—|—a( 0-vn) 0+1+a
L 15 —i—k/\&ng—kl/\&yHl = Vg,

ou les vecteurs vy et vy sont :

[ 0,H; + (k- (Mo A9, E3) +1- (Mg A9y Ey)) My

(8.5.5)

VH,

1
Vg = —6T(H1 + Ml) + O <§’M1‘2M0 —aM, N q1> ,
VE = —8TE1.

8.5.1 Représentation en coordonnées

Nous utilisons le systeme de coordonnées introduit a la section 8.3.1 ainsi que les abréviations définies
dans I’équation (8.3.5). Les équations (8.5.5) correspondent au systeéme d’équations suivant :

Oyuz + KOyusz + KlayUQ = —0ruy + Or, (8.5.6)

ou K et K’ sont les matrices définies dans les sections 8.3.1 et 8.4.1 ,
u3 = (Hsa, Hsy, Hac, E3q, E3p, E3.)' et

1 o 1 o t
= (=M >, —— ko |My|? — 0,0,0 ) .
r= (AP g gRE - a0, 0.

Les éléments de r sont connus (en fonction de f1 et f3 a fg; fo n’intervient pas). Notons cependant que f1 ne
dépend pas de t et que les dérivées en t de f3 a fg peuvent tre exprimées en fonctions de leurs dérivées en x.



8.5. Equations a I'ordre 4 129

8.5.2 Solution de I’équation (8.5.6)

Nous appliquons la transformation F' définie a la section 8.3.2 aux deux c6tés de 1’équation (8.5.6) et nous
absorbons la dérivée en ¢ du membre de gauche en rajoutant une dérivée en x au membre de droite afin de
compenser,

(O, +VOy)Fluz —1) = =0, f — 0,(VFr) — V'dyg. (8.5.7)

Comme V est diagonal, I’équation (8.5.7) se décompose en six équations hyperboliques du premier ordre a
coefficients constants, qui peuvent étre intégrées le long de leurs caractéristiques. Si la solution doit rester
bornée, le membre de droite ne doit pas croitre linéairement en temps. Cette condition impose des contraintes
que nous obtenons en utilisant les résultats de moyenne de la section 7.2.1, lemme 7.2.2.

Nous décomposons V F'r, séparant les termes constants le long des caractéristiques de ceux qui ne le sont pas,

VFr =—D10,f + Daf? +w.

Les deux premiers termes sont constants le long des caractéristiques ; D et D9 sont des matrices diagonales
positives obtenues facilement a partir des équations (8.3.7) et (8.5.1),

1

Dy = =g (1 —v7)diag(0,0,1 — v}, 1 — 07,1 —v3,1 —v3),

3(1 —v1)2(1 —v%)
81}%

Dy = diag(0,0,0,0,1,1),

ou f2 = (f2, 13,13, f1, f2, f2)! et le terme de reste w se compose exclusivement de termes variant le long
des caractéristiques : ses deux premieres composantes font intervenir au moins un des f;, ¢ = 3,...,6, sa
troisiéme composante au moins un terme parmi fi et fy a fg, et ainsi de suite. L’équation (8.5.7) devient
alors :
2 2
(O +VOy) Flug—1)=— [BTf — D10, f + D20, f* — V'(?yg] + w. (8.5.8)

En appliquant I’opérateur de moyenne a chaque composante, nous obtenons 1’équation
Orf — D12 f + Dydpf? = 0,V'g, (8.5.9)

ot hh = (Gohy, Goha, Gy hg, Gy ha, Gy hs, Gy, he)'.

Nous utilisons les équations obtenues a la section 8.4.1. Apres quelques calculs, nous avons :

Ly (Wo Cy Oy f1 + Wy Ca 9y f2)
Lo (Wo Cy Oy f1 + Wo Ca 0y f2)
Lz Wy C3 0y f3
LyW_1 Cy0yfas ’
Ls Wy (Cs — aiau1) Oy fs + a2 0:Gy, 95
Le W_3 (Cs + a1auz) 9y fo — a12 0:G 1,96

0, V'g = — (8.5.10)

ou Cj; et L; sont les colonnes et les lignes de la matrice V’, W; est I’inverse de la matrice diagonale V' — v;Id
restreinte a Im (V' — v;1d) et étendue trivialement par 0 sur Ker (V' — v;Id) pour ¢ € {0, £v1, £va} et
uy = (6,0,0,0,0,—1)t, us = (=3,0,0,0,—1,0)" ot 3 est un coefficient que 1’on peut déterminer grace a
I’équation de la section 8.4.1 et qui nous permet de nous débarrasser du second membre dans 1’équation sur
G:I:vz g. o

Dans 1’équation (8.5.10), nous voyons que d,.V'g dépend encore de 0,G,, g5 et G_,, g, mais nous n’avons
aucun contrdle sur ces deux termes. Nous imposons alors une nouvelle condition, a2 = 0, qui donne

ly=1-My=0.
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Remarque 8.5.1

Nous avons donc l, = I, = 0, i.e. la direction de la perturbation transverse est orthogonale a la direction de
propagation k et au moment magnétique M. Ces deux conditions sont les conditions de compatibilité que H.
Leblond et M. Manna obtiennent dans [38].

En prenant la dérivée en x de 1’équation (8.5.9), nous obtenons 1’équation de Khokhlov-Zabolotskaya,

Oz (0-f — D102 f + D20, f%) = —BO, f, (8.5.11)

lgvl lgvl lg lg
(1 k2) 201 - k2)" 20a(1 — k2) 20(1 — k2) )

Une condition nécessaire pour que la solution de 1’équation (8.5.7) reste bornée en temps long quand ¢
tend vers zéro est donc que les profils du premier ordre f; a fg vérifient 1’équation de Khokhlov-Zabolotskaya
sur I’échelle de temps lente 7. Les équations pour f et fo sont simples : 9 f1 = 0, 0. f2 = 0, fi et f2 sont
donc constantes sur 1’échelle de temps lente et f; = f;(x), i = 1, 2. Les équations pour f3 et f sont linéaires,
celles pour f5 et fg non-linéaires avec une non-linéarité quadratique.

B =di 0,0, —
lag<77 2

L’équation (8.5.11) correspond a I’équation (7.2.11). Les valeurs non nulles de DD sont strictement positives,
et les équation pour f; et f, qui font intervenir les zéros de D1, sont triviales, ¢’est-a-dire que le terme faisant
intervenir la dérivée en z est nul. Le systéme de Landau-Lifschitz-Maxwell vérifie donc I’hypothese 4, en plus
des hypothese 1,2, 3 et 5. Nous pouvons donc appliquer le théoréeme 7.2.2, ce qui démontre le théoréeme 6.0.3.



131

Chapitre 9

Etude numérique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des approximations numériques du systeme (9.0.1) étudié aux
chapitres 7 et 8 :

1
(oM = 6—2[—M0AH+a*1MOAM]—MAH—%[MOA(MOAH)

—a "Mo A (Mg AM)] —~[MoA(MANH)+MA (MyAH)
—a "M A (Mg A M) + M A (M AH)J, 9.0.1)

OH — &k NOLE — 31 ANOyE = —*0, M,

WE +*k NOyH + XL NOyH = 0,

Comme nous avons prouvé que ce systeme vérifie une estimation d’énergie (Section 7.1.1), nous construi-
sons des schémas numériques satisfaisant le méme type de loi de conservation. Nous comparons ensuite ces
schémas dans les cas mono- et bi-dimensionnels, et nous mettons en évidence quelques propriétés du systeme
(Section 9.3).

9.1 Discrétisation spatiale

Comme les solutions du probléme se propagent a vitesse finie (voir [23] et le chapitre 8) :

1 \? 14 (1— (k- Mg)2)a\
Uil—i<1+a> 77&2—i< T+a > ’

nous considérons le domaine périodique © = [0,1] x [0, k] au lieu de R? avec [ et h tels que le support de
M, H, E n’atteigne pas le bord de €2 pour les temps sur lesquels nous travaillons (¢ < 1/2).

Nous utilisons un maillage classique n x m ou les inconnues pour le champ magnétique et le moment
magnétique sont prises aux coins et au milieu de la cellule. Pour le champ électrique, nous utilisons une grille
translatée pour laquelle les inconnues sont prises au milieu des c6tés de la cellule :

Nous exprimons alors les dérivées spatiales de H (resp. E) sur la grille de E (resp. H). Nous notons D et
Df (resp. DI et Df ) les opérateurs de dérivation numérique 2 et 90 sur la grille de F (resp. H) exprimés

z Y
sur la grille de H (resp. E).
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- Ei+1/24+1 H. .
I,J+lr\ A i+1j+1
N N
Ei,j+1/2 H O Ei+1,j+1/2
i+1/2,j+1/2
D D
N N
L Eiing 1

F1G. 9.1.1: Discrétisation spatiale (schéma de Yee)

9.2 Discrétisation temporelle

Les équations (6.0.1)-(6.0.2)-(6.0.3) satisfaisant une loi de conservation, nous nous intéressons a des sché-
mas ayant les mémes propriétés :

9.2.1 Schéma semi-implicite

En revenant a la forme générale des équations de Landau-Lifschitz-Maxwell utilisée dans [23] et au cha-
pitre 7, nous posons :

U" = (a71/2Mn,Hn,En)t,

et nous utilisons la discrétisation suivante :

Un+1 _yn Un+1 +un Un+1 +un 1 Un+1 +yun
A <f> +eA? <f> + 5(Lo+ L) <7>

B1(U™) Bo(U™) 0 41
Untl 4y

+ [ By BuU) 0 ( ;’ ) — 0,

0 0 0
ou
( 0 0 0 0 0
a={o o —enmmn|, az={o o -,

0 (kA)(DE) 0 0 (l/\)(Df) 0

—a My A o Y2MyA- 0
Lo(-) = 0471/2M0 AN —Mo N - 0],
0 0 0

—a Mo A (Mo A-) o Y2Mog A (Mg A-) O
Li()=~a2MyA(MoA-) —MoA(DMgA-)  0F,
0 0 0

= v Aug +yv1 A (Mo A ug) — ya Y2 A (Mo ANuq) + e2val 2o A (u1 A ug),

B (u)v

Bsy(u)v = yMy A (u1 A va),

Bs(u)v = ya?uy A (Mo A vs),

By(u)v = —a2uq A vy — v 2 My A (up A vg) — v 2uy A (Mo A v2) — 2ayug A (ug A v),
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. t t

ol u = (ug,ug,us)’ etv = (vy, vy, v3)".

A cause de la non-linéarité, ce schéma est de premier ordre en temps, mais est de second ordre en espace. En
suivant la preuve de I’estimation d’énergie (7.1.1), nous prouvons :

1
5 (HHn—HHQ + HEn—HHQ + a—luMn—HHQ)
2

9.2.1)

1 1
"‘dt"}/ H_MO A\ Hn+1/2 + eM™ A Hn+1/2 . _MO A Mn+1/2
€ (0%

1 _
=5 (1" + B[ + o HIM™ ),
ol Hn+1/2 _ Hn+1 + H" ot Mn+1/2 _ Mn+1 + M
—_— 72 .

Bien que ce schéma soit IL2-stable, il nécessite 4 chaque étape I’inversion d’une matrice de taille 18nm x 18nm
(ou n (resp. m) est le nombre de points de discrétisation dans la direction z (resp. y)). Dans la suite, nous
appellerons ce schéma “SIS” (pour “Semi-Implicit Scheme”).

9.2.2 Splitting

Une autre solution consiste a utiliser des techniques de splitting pour travailler séparément sur les équa-
tions de Maxwell et I’équation de Landau-Lifschitz : nous résolvons tout d’abord 1’équation de Maxwell sur
[t,t+dt/2],

oy M7 =0,
8tH1—k:/\81E1—el/\8yE1:0, 922)
BtEl—kk:A&le—irel/\&yHl:O, o
Mi(t)=M", Hi(t)=H", Ey(t) = E",
puis I’équation de Landau-Lifschitz sur [¢, ¢ + dt] :
1 1
( Oy My = - (—M() A Hy —{-OéilM(] /\Mz) — My NH —’}/6—2 [M(] AN (MO /\H2)
—Oé_lM() VAN (M(] VAN MQ)] - [MO VAN (M2 VAN H2) + My A (MO A H2)
—a "My A (Mo N\ My) + 2 My A (My A Hg)] , (9.2.3)
Bt (HQ —|— MQ) == 0,
OyEs =0,
L Mg(t) = Ml(t + dt/?), Hg(t) = Hl(t + dt/?), Eg(t) = El(t + dt/?).
et finalement les équations de Maxwell sur [t + dt/2,t + dt] :
OeM3 =0,
O Hs — kANOyE3 —el A 8yE3 =0, 9.2.4)

OiEs + kN0 Hs + el A 8yH3 =0,
Ms3(t) = Ma(t +dt), Hs(t) = Hao(t +dt), Es(t) = Eq(t + dt),

Nous posons alors M+ = M3(t +dt), H"*! = H3(t +dt), E"1 = E3(t + dt).

9.2.2.1 Splitting et énergie

Dans ce cas continu, nous obtenons aussi des estimations d’énergie :
Etape 1:

M (t +dt) = M",
(IE™1> + 1 H™?) -

(LB + L P) (¢ de2) =

N | =
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Etape 2 :
E" = By (t +dt/2),
1 t4-dt
5 (E™HE a7t ) +/t 0eMa(s) - (C = (1+a™)Ma(s)) ds
1 —
=5 (It + dt)||? + o Y| My (t + db)||?)
ouC' = Hy(t+dt/2) + Mi(t + dt/2) = Ha(s) + My(s) pour tout t < s <t +dtet
1
Or My - (C — (1 + Ckil)MQ) = 7”8M2 N Hy + EMO A Hy — OzilMO A MQHQ.

Etape 3 :
{ M;3(t + dt) = My(t + dt),

1
5 (1Bs]1” + |[Ha|*) (¢ + dt) = 5 (I Ball” + | Ha|l*) (¢ + dt).

N |

Finalement, nous obtenons :

1
5 (HEn+1H2 + ||Hn+1||2 + a71||Mn+1H2)

t+dt
o
t

1 _
=5 (B[P + [H"[* + a7 %)

2

1
eMy A Hy + =My A Hy — o™ "My A Ms|| (s) ds (9.2.5)
£

La difficulté réside maintenant dans le choix des schémas que nous utiliserons sur chaque morceau du splitting.

9.2.22 Un premier schéma

Schéma semi-implicite pour les équations de Maxwell.

Mn+1/4 - M"

Hntl/4 _ gn Ent1/4 + En Ent1/4 ol

2 7 (papPE TR g apFE T )y,
5t/2 @ 2 ey

Entl/4 _ g HHn+1/4 + g Hntl/4 + g

= - 4eaADI | =
52 + (k A Dy 2 +elAND, 5

Schéma pour I’équation de Landau-Lifschitz.
/ En+3/4 — En+1/4

C — Hn+1/4 +Mn+1/4 — Hn+1/4 +Mn,

Mrt3/4 _ pyntl/4 1

Mrt3/4 L pyntl/4 Mr+3/4 L pyntl/4
- = 5L (—C+(1+a1) i + L +

2 2
( MnH3/A 4 prtl/4 3/ Mn+1/4>
+B ,

2 ' 2

L(-) = (Mo A\-) +vMo A (Mo A -),
L'()

(CA)+yMo A(CA-)+7((Mo AC) A ),
=yUA((L+a )My +2C)AV).
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La non-linéarité nous empéchant d’obtenir //™3/4 implicitement, nous contournons cette difficulté en utili-
sant une méthode de point fixe :

( Uy = M™1/4
1 Uk+1 o ppntl/4 k+1 4 pyntl/4
Ukt = MY L5t | L | —-C+ (14+a7Y) T + I i
g2 2 2
B Uk-‘,—l _|_Mn+1/4 Uk _|_Mn+1/4
2 ’ 2 ’

M3/ = lim U*.
k—-+oco

Nous réappliquons enfin le schéma semi implicite pour les équations de Maxwell :
(gl — pynt3/a
g+l _ gnt3/4 Entl o pnt3/4 Entl . pnt3/4
— | kA DY ki +el ADE T

=0
(5t/2 x 2 ) 9 9

Entl _ pnt3/4 Hn 1 gnt3/4 Hn 1 gnt3/4
+ [ kADY h D} h =0.

l
5t/2 2 e 2

Ce schéma satisfait les mémes estimations d’énergie que celles obtenues dans le cas d’un splitting continu.
Il requiert a chaque étape I’inversion de deux matrices de taille 12nm x 12nm (équations de Maxwell) et
I’inversion a chaque étape de la méthode de point fixe d’une matrice de taille 6nm x 6nm. Dans la suite, nous
ferons référence a ce schéma par “ECSpS” (pour “Energy Conservating Splitting Scheme”)

9.2.23 Quelques améliorations

Comme la méthode de point fixe converge rapidement (la constante de Lipschitz est proportionnelle a 6t),
nous n’avons pas besoin d’effectuer de trop nombreuses inversion pour obtenir M +3/4 11 reste malgré tout la
résolution des équations de Maxwell qui est relativement cofiteuse. Nous choisissons donc d’utiliser le schéma
de Yee [66] pour la résolution des équations de Maxwell a la place du schéma semi-implicite : nous obtenons
alors le champ électrique aux temps (n + 1/2)dt et les champ et moment magnétiques aux temps ndt :

Mn+1/2 — Mn’
E™ = E" Y2 — 5t (kA DEH™ + el A DI H™)
H'™W12 = " 4 6t (kA DE "2 4l A DEE™/2).

Le schéma de Yee est inadapté a 1’obtention d’estimations d’énergie dans cette méthode de splitting, mais il
nous permet de calculer le champ électromagnétique explicitement.

Suite aux remarques précédentes, nous simplifions aussi le schéma utilisé pour I’équation de Landau-Lifschitz
en n’effectuant qu’une seule étape dans la méthode de point fixe au lieu d’utiliser la méthode compléte :

En+1/2 — En,
C = Mn+1/2 +Hn+1/2 - M™ +Hn+1/2,
1
Mn+1 — Mn+1/2 +(St <€_2L (—C+ (1 _}_afl)Mﬂrl*l) +L/(Mn+1) +B(Mn+1,Mn+1/2)> ,
Hn+1 —C — Mn—f—l_
Nous changeons aussi le schéma pour n’effectuer qu’une seule étape sur U'intervalle [t, ¢ + dt] pour les équa-

tions de Maxwell puis une étape sur [¢,t + dt| pour 1’équation de Landau-Lifschitz. Nous ferons référence a
ce schéma dans la suite par “SpS” (pour “Splitting Scheme”).
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9.3 Résultats numériques

Comme nous 1’avons exposé dans I’introduction, nous nous intéressons au comportement de petites per-
turbations de solutions stationnaires des équations de Maxwell-Landau-Lifschitz. Ces solutions sont données
par :

cos ¢ 1 [cos¢ 0
My=|sinp |, Hy=—|sinp |, Ey=|(0],
0 “\ o 0

pour ¢ €]0, 7[. At = 0, nous perturbons cette solution élémentaire prés de I’origine. La perturbation dépend
de deux parametres d’espaces qui varient le long des axes définis par les vecteurs ket ! :

1 0
t=[ol], 7=1{o
0 1

La perturbation est prise uniforme dans la troisieme direction définie par k A1, fortement concentrée prés du
centre du domaine [0, a] x [0, b] en z et y, ol et y sont les coordonnées le long des axes définis respectivement
parketl:

M(0,2,y) = e M0 H(0,2,y) = e ) HY, B, 2,y) = e ()RS,

ou X =x—a/2etY =y—10/2.
Conformément aux chapitres 7 et 8, la donnée initiale vérifie la condition de polarisation suivante :

(o' MJ — HY) A My = 0.

Toutes les simulations dans les sections suivantes ont été faites dans le cas 2 = 0.01,g = l et o = 2.

9.3.1 Comparaison entre les schémas

Dans la section précédente, nous introduisons trois schémas numériques, le schéma semi-implicite (SIS) et
le premier schéma de splitting (ECSpS) satisfaisant tous deux des lois de conservation, la principale différence
résidant dans la facon dont nous estimons la partie dissipative des équations.

Dans cette section, nous prenons :

- Cos 0 0
gp:a, Mg—oz sing |, H = |0 , E8: 0
1 1 0

9.3.1.1 Comparaison entre les schémas 1D

Dans une premiere tentative de comparaison de ces schémas, nous considérons le cas monodimensionnel,
c’est-a-dire le cas ol la donnée initiale est uniforme le long de I’axe y (dirigé par 1). Commes les trois schémas
SIS, ECSpS et SpS utilisent la méme discrétisation spatiale et préservent le caractére monodimensionnel de
la solution (nous ne le montrons que pour un schéma (SpS) (Fig. 9.3.1)), nous sommes ramenés au cas étudié
par T. Colin, C. Galusinski et H. Kaper dans [23].

Nous considérons I’évolution de 1’énergie au cours du temps pour les trois schémas (Fig. 9.3.2) :
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H3

- 100 100
30

t = 0 : Donnée initiale 1D pour Hg t =10 : Hj est toujours 1D

FIG. 9.3.1: Conservation du caractére monodimensionnel pour SpS.

SIS

SpS
* ECSpS

T
F1G. 9.3.2: Evolution de I’énergie au cours du temps jusqu’a ok
€
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Nous obtenons le méme type de comportement pour les trois schémas. Les schémas SIS et ECSpS véri-
fiant théoriquement des estimations d’énergie (respectivement (9.2.1) et (9.2.5)), nous regardons a quel point
elles sont vérifiées numériquement (Fig. 9.3.3).

2.0e-09

1.5¢-09 7

1.0e-09 7

50e-10 7| -~

000400 ——
00 25 50 75 100
SIS
ECSpS

N~

F1G. 9.3.3: Evolution de I’erreur numérique sur la loi de conservation jusqu’a —.
€

Méme si le schéma SpS ne satisfait pas le méme type d’estimation d’énergie que ECSpS et SIS, nous obser-
vons une décroissance de 1’énergie au méme taux que les deux autres. Plus précisément, nous considérons
I’évolution en temps de la différence relative entre I’énergie obtenue par les différents schémas (Fig. 9.3.4).

9.75¢-05 00353

731e-05 00265

488005 | 00177

244605 00089

283e-16 T T T 0.0000 T T T
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

At=0.025, dx=0.4 A=0.025,dx=0.4

A=0.0125, dx=02 A=00125, dx=0.2

Différence entre SIS et ECSpS Différence entre ECSpS et SpS

T
FIG. 9.3 4: Différence relative entre les énergies des schémas 1D jusqu’a —.
€
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Nous observons donc de la convergence numérique pour les trois schémas lorsque les pas de discrétisation
tendent vers zéro. Comme nous considérons des ondes, nous montrons maintenant une composante du champ
magnétique a des temps différents (Figure 9.3.5) et nous observons que la propagation des données s’effectue
a la méme vitesse pour les trois schémas.

5e €
] o]
o0 o0
o o
] |
o0 o]
} !
005 005 |
o o
o r
b |
s s
035 7 035
; a e @ % m om ow ; a e @ % m om ow

F1G. 9.3.5: M3 a divers temps pour SIS, ECSpS et SpS.
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9.3.1.2 Comparaison entre les schémas 2D
Tout d’abord, considérons une petite perturbation transverse d’une solution monodimentsionnelle :
— 2 _ 2
M(()?x?y) =X (1+ee v )M((]]a

H(0,z,y) = e~ X (1 + e~ ) HY,
E(0,2,y) = e ¥ (1 4+ e~ ) EY.

Pour observer les effets de cette petite perturbation, nous affichons la différence entre la solution ainsi obtenue
et celle obtenue a partir de la donnée initiale 1D non perturbée (Figure 9.3.6). Nous observons un comporte-
ment bidimensionnel de cette perturbation.

H2

T
FIG. 9.3.6: Perturbation du cas 1D pour Hy a — (SpS).
€

Nous comparons maintenant les trois schémas dans le cas 2. Comme les schémas SIS et ECSpS demandent
beaucoup plus de calculs que SpS, nous réduisons I’intervalle de temps sur lequel nous les comparerons. Cela
nous permet, par la méme occasion de réduire le domaine d’espace sur lequel nous les étudions, puisque les
solutions se propagent a vitesse finie.

Comme dans le cas monodimensionnel, nous vérifions que 1’énergie décroit conformément aux estimations
obtenues pour SIS et ECSpS (Figure 9.3.7).

Comme nous avons prouvé que les schémas SIS et ECSpS satisfont respectivement les lois de conservation
(9.2.1) et (9.2.5), nous vérifions ces résultats en regardant 1’erreur numérique effectuée sur ces lois (Fig. 9.3.8).
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Nous observons maintenant 1’évolution en temps de la différence relative entre les énergies (Figure 9.3.9).

488005 00453

3.66e-05 00340

244e-05 00227

12205 00114

102e-15 T i T 00001
00 25 50 75 100 100

=003, dx=0.2, dy=0.1
=005, dx=0.1,dy=0.05

Différence entre SIS et ECSpS

T
F1G. 9.3.9: Différence relative entre les énergies des schémas 2D jusqu’a —.
€

Comme la figure 9.3.9 le suggere, les trois schémas donnent des résultats consistants. Nous comparons main-

T
tenant visuellement les solutions obtenues a — (Fig. 9.3.10).
€

Comme dans le cas monodimensionnel, nous observons que les pics apparaissent aux mémes endroits et donc
que les informations se propagent bien a la méme vitesse.

Les trois schémas donnent donc des résultats comparables. Méme si nous n’avons pas de résultats théoriques
de stabilité sur le schéma SpS, il est numériquement stable et converge vers la solution donnée par SIS et
ECSpS quand les pas de discrétisation tendent vers zéro. Comme il est beaucoup plus efficace en terme de
complexité et de temps de calculs, nous I’utiliserons dans la suite.

9.3.2 Vitesses et influence de ¢

Au chapitre 8, nous montrons que la solution se décompose en cing ondes progressives ou stationnaires.
Les vecteurs propres (M, Hj, E{)) associés aux vitesses non nulles v;, 7 = 1, +2 sont :

MG" = +ak A My, MF? = F o cosp My A (k A M),
HE' =+ kA M, Hy? = % (accosp My A (k A Mo) — (14 a) sin” i M) ,

Eoil:\/l—kak/\(k/\Mo), E§2:\/1+a\/1+asin2apk/\Mo.
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T
FIG. 9.3.10: M3 a —.
13

dt = 0.025, dz = 0.1, dy = 0.05
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Pour mettre en évidence les différentes vitesses, nous utilisons SpS avec les données initiales M s Hé et
- T
Ej,i=1,2etp = 6 (Fig.9.3.11).

1\ 1 1+ asin?e\Y? 1
’Ulz = — ’U2: _— = —
1+ V3 1+ V2

T
F16.93.11: F3a —.
3a252

Nous retrouvons effectivement la différence de vitesse : la donnée initiale étant placée au centre, nous tombons

. 3 . R
bien sur un rapport proche de 3 ~ 1.225. Nous observons aussi, de méme que sur les autres courbes, la

diffraction (dans la direction transverse) de la perturbation, et ceci conformément a 1’équation de Khokhlov-
Zabolotskaya régissant le profil principal.

Comme la vitesse v1o dépend de ¢, nous montrons le comportement de M3 pour la donnée initiale Mg, Hg
et B2 quand ¢ = /6 et p = /2 (Fig. 9.3.12).

mw@ 50 T eSS
P
.

T
F16.93.12: F3a —.
38 2e2

Dans le cas présent, nous vérifions aussi que le schéma numérique est bien en accord avec les équations que
nous avons trouvées pour le profil. Nous retrouvons effectivement les vitesses de propagation attendues.
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Conclusion et perspectives

Au cours de cette étude, nous avons retrouvé les développements effectués par H. Leblond et M. Manna,

retrouvant en particulier les conditions qu’ils avaient énoncées pour que les phénomeénes se produisent, a sa-
voir les conditions sur les directions de propagation et de perturbation. Ce faisant, nous avons aussi prouvé
I’existence d’une solution a I’équation satisfaite par le profil principal (équation de Khokhlov-Zabolotskaya)
et justifié le développement asymptotique obtenu en temps long.
Les simulations numériques permettent de comparer trois schémas : deux d’entre eux satisfont des estimations
d’énergie similaires a celles du probléme continu, le troisi¢éme schéma les sacrifiant pour un peu plus d’ef-
ficacité. Ils donnent néanmoins des résultats comparables et permettent de retrouver ou d’observer certains
comportements des équations, que ce soit dans le cas mono- ou bidimensionnel. Une amélioration possible
consisterait a reprendre 1’étude numérique réalisée par S. Labbé dans sa thése [34] et a I’adapter au cas que
nous considérons.
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Chapitre 11

Annexe

11.1 Invariance dans I’épaisseur de la couche mince

Lemme 11.1.1 (Gronwall uniforme)
voir [54]

Soient gy et go deux fonctions positives de ]Llloc(R*) qui satisfont :

t+1
dkq, Vt € R+, / gl(s)ds < kq,
t

t+1
dko, Vt € R+, / gz(S)dS < k.
t

Soit y € CL(RT,R™") tel que :
1. y'(t) < g1(t) + g2(t)y(t),
t+1
2.Vt <0, / y(s)ds < ks,
t

Nous avons alors N
V> 1, y(t) < (ky + ks)er.

Soient I; = (—1,1) et ' = (0, 1)? un domaine de R? périodique.

Théoréme 11.1.1
Soit UY tel que |UY
(11.1.1) :

( 8U0

ot

U2 =0surT x I,

H? = —(U"-e3)e3 dans T x I,

U%0) = U dans T x I,

k-1

—— =20 = 0. U PU + U N O2U° + U ANH® —U° A (U° A HY) dans T x I,

= 1etUJ € W™ (T') @ H?* (I,) avec m > 7, il existe alors une unique solution a

(11.1.1)

telle que |U°| = 1 et U° € ﬂ Whee (R W™2(T) @ H* (1)) dés que U? est suffi samment petit. De

1=0
plus, si 0,UY = 0, alors ,U° = 0 pour tout t.
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Preuve. L’existence, I’unicité et la régularité de U a été prouvée par G. Carbou et P. Fabrie dans les cas bi-
et tri-dimensionnels [17]. La preuve que nous donnons dans le cas monodimensionnel suit le méme schéma.
Nous aurons par contre besoin de plus de régularité en z et en o € I'. Nous nous intéressons ici a I’existence
gloable de U°.

Pour I'instant o € I" est considéré comme un parametre uniquement. Nous notons V,, I’espace de dimension
fini bati a partir des n premiéres fonctions propres de ’opérateur I — 32 de domaine

D(A) = {u € HX(Iy), d,u = 0 sur {1}},

et par P, la projection orthogonale de IL2(Iy) sur V,.
Nous recherchons une solution u™ € V,, de

6(3& —0%u" - P, [|(9Zu"|2 u” +u" A (8§u" + H(u")) —u™ A (u™ A H(u"))] =0,
t (11.1.2)

u"(0) = Py (uo),

ol H(u") = — (u"™ - e3) e3.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous donne alors I’existence d’une unique solution a (11.1.2) définie sur
[0,T,].

Nous effectuons maintenant quelques estimations d’énergie sur v = u".

Estimation IL2 : en prenant le produit scalaire par v dans IL%(Iy), nous obtenons :

1d

2 dt

Estimation H' : nous prenons le produit scalaire par 92w dans IL?(I1) et nous intégrons par parties pour

obtenir :
1d
2dt

2 2 2 2
[z + [10zulliz < lluflie |OzullL: -

10.u))Z2 + [|02u[:

IN

2 2
lullpse 10l a [[02ull o + (1 + Tullyee) l[ullpo 19l 22

3 1
2 P 2
C llulle 10zullf 10:ull gy [|02ul[ 2 + (1 + [lullpse) lullzeo 10-ullLs -

IN

Estimation H? : en prenant le produit scalaire par 92u et en intégrant par parties, nous obtenons :

1d
s 0%uls +loullss < (02ulls [I0ulls + ulls 0:ullw 03]l
10l 02l + ulloe 10-0l 2 + C lull2c 100l
< [|o2ulls [CllO-ulZ: 10-ulln +C g 10-ull 03]

+C |0zl (|92l s + C llullf + C ullf]

Nous prenons maintenant en compte le parametre o € I' : nous sommons les inégalités précédentes et nous
effectuons des estimations L°° en o :

d
E\\“Hiw(r)@pwul) + HUH]QLoo(r)@gHB(II) <C (1 + HUHEOO(F)(@H?(IQ) :

Des résultats de comparaison classique nous donnent alors 1’existence d’un temps 7" et d’une constante C,
tous deux indépendants de n tels que :

|0 (0,710 (yem2(1)) < C,

HU”LQ(O,T*;Loo(r)®H3(h)) < C.
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Régularité en o : Comme nous avons besoin de plus de régularité en o € I', nous dérivons 1’équation
(11.1.2) en o et nous effectuons les mémes estimations. Pour tout £ < m, nous obtenons une équation linéaire
en V% u sur laquelle nous effectuons des estimations dans > (T") @ H'(1;),1 = 0, 1, 2, grace aux estimations
précédentes. Nousa obtenons finalement 1’existence d’une constante C' indépendante de n telle que :

HunHILOO(O,T*;Wmvoo(r)®H2(Il)) <G,

Hazun H]L2 (07T*;Wm,oo(l‘)®H2 (Il)) S C,

Régularité en temps : nous prenons les dérivées en temps de (11.1.2) et nous effectuons le méme type

. ou™ 0, u™ ) )
d’estimation. Nous obtenons que and ———— sont bornées indépendamment de n respectivement dans

L (0,7 W™ (I') @ H?(I;)) et L? (0, T*; W™(T") ® H?(I1)). Nous procédons de méme avec les dé-
rivées successives en temps. Nous sommes limités par la régularité de la donnée initiale, et nous obtenons que

(9:; e 8;7 sont bornées resctivement dans L (0, T%; W™ (T') ® H?(I;)) et
L2 (0, T*; W™>(T') ® H%(I;)) pour i < k.

Passage a la limite quand n tend vers +o0o : griace aux estimations précédentes, nous obtenons 1’existence
d’une sous-suite uy,, et d’une fonction U 0 telle que, pour tout 7" < T et i < k,

(U, — U dans L™ (0,7; W™>(T') x H?(I;)) faible *,
Dty — 0,U° dans L2 (0, T; W™>°(T") x H*(I})) faible,

Pun, 0"
or o

in L (0, 7; W™>°(T") x H*(I})) faible *

POun,  0'0,U°

T oo dans L2(0, T, W™ (T) x HP(I)) - faible,

et d’apres le lemme d’ Aubin, nous avons, pour ¢ < k,
Uy, — U dans H*(0, T; W™>(T") x H?(I;)) fort.
En passant 2 la limite dans (11.1.2), nous obtenons que U satisfait :

U
T 2U° = [0, U°PU° + U° A (02U° + H(U?)) = U° A (U A H(U®)) sur [0, T*[xT x I,

D,U° = 0 sur [0, T*[xT x {#1},

U°0) = Uy.

\

Conservation de la norme ponctuelle : Comme U est suffisamment régulier, nous prenons le produit sca-
laire dans R3 par U? et nous obtenons

1d

5 dtyUOP —(U°-0?U%) —10.U°?|U°? = 0 dans (0,T) x " x I. (11.1.3)

Comme U" appartient > (0, T;L.>° (') @ H?*(11)), nous avons :

OX(|U°?) = 2(U° - 22U°) 4 2/0.U°?,
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L’équation (11.1.3) devient alors :
d
E\UOP —2|U°) = 210,U° (|U°)* — 1) =0.

En notant b = |U°|? — 1, nous obtenons que b vérifie :

b
— — 0%b—2/0.U°*b = 0,
ot

0.b=0sur' x {£1}, (11.1.4)
b(0) = |U°2 -1 =0.

Comme |0,U°|? appartient a L' (0,7;1L°°(T" x I1)) (car H'(I;) s’injecte dans L>°(I7)), des estimations
d’énergie sur (11.1.4) donnent :

1d 2 2 2 2

= 1Bl + 0:0l2 < 2|0 112

et nous obtenons que ||b]|7> = 0 grice au lemme de Gronwall.

Nous avons donc prouvé que [UY| = 1 dans [0, 7] x I' x I, des que|U{| = 1 dans T x I.

Estimations HF : pour obtenir plus de régularité en z, nous observons que :

ou°
QU+ UM NOZU = == = 0. U°PU° U NH + UP A (UP AHC) .

1 1
L’opérateur I + (U° A -) étant inversible d’inverse I — §(U0 A-)+ §UO A (UO A -), nous en déduisons de
proche en proche que pour tout 7' < 7™ :

k—1
U° e () W™ (0,T; W™>(T) @ H¥*2(1)) .
=0

Si UJ est indépendant de 2 : nous effectuons une estimation L2 sur 9,U°, en utilisant que
(U0 - 9200 = — 9,002 -

3 10012+ 2070 < [ 100102 + 1+ |07 o) 007 s

De méme que pour la conservation de la norme ponctuelle, nous utilisons que [0,U°|? € L*(0, T; L>°(T'x I1))
et le lemme de Gronwall montre que 9,U° = 0 pour tout t < T*. La fonction U satisfait alors :

ou°
— =U'AH"-UA(U°AH") dansT x I,
ot (11.1.5)

U%0) = UQ dans T x I.

Estimation du temps d’existence 7 : Soit UO I’unique solution de (11.1.5) avec la donnée initiale ﬁg =
1

1 . N .
5 / Ud(x,2) dz et soit U0 = U® — 70, Nous supposons que U? = O(4) et nous posons U? = w. Nous
-1
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effectuons maintenant de nouvelles estimations sur 9,U° = §0,w (o0 € T étant uniquement un paramétre).
Commee 0,w = 0 en {41} nous pouvons appliquer le lemme de Poincaré & 9, w :

L ol 2l < S0 0l o2+ (1 00l ) [0 Ol
SR ey X Ao EAe ol A EXaRl AN PRIl P EA
< Oy 6 |0wlys [|02w] s + Co 813 0wl 02w,

Tant que 8 [|9.w],» < min (L %) nous avons :

10, 64 C3

d
7 10: w22 + al|o:wlt2 <0,

Donc [|0,w|l> < [[(Ow)i—ollp2 €2 < [[(D:w)i—ollp2 pour tout ¢ < T*. L’estimation précédente donne
aussi que 9?w € 1L2(0,7*;1L2(I1)). Il nous reste a effectuer les estimations d’énergie sur 92w

S N2+ Rl < JoRullys [10:uwlEe + 2|00 0swls 02
A+ U o) [0 1022012
< 02wl [Cl0mwlEs [92w]lys + C IOl 02|l [[92w]|%

+C 0w |

< Lotul+ oo foull

En appliquant le lemme 11.1.1, nous obtenons que H(ﬁwHLQ est borné uniformément pour tout ¢ < 7. En
prenant en compte le parametre o, nous obtenons le méme type d’estimations sur w. Nous avons finalement
I’existence d’un temps T* = 400 tel que pour tout T < T* = +o00,

k—1
o e ﬂ AR (OjT;Wm,OO(I‘\) ® H2i+2(11))

1=0

deés que 0,U° est suffisamment petit. n

11.2 Expression de F* au chapitre 3

En reprenant les notations du chapitre 3, nous posons, dans w :

b (t,2) = U (t,P(x), @> +eU? (t, P(x), ﬂx)) + 28 (t,P(x), ﬂx)) ,

€

E(ta) = U2 (t,P(x), “’(“”)> +eUs <t,P(x), *0(“)) :

e
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L’expression, particulierement horrible, de F'¢ est alors :

Fe=

£ [—2e]|0.0°|2U3 + 2|V b |?c® + |07 |?a° + a20.b° — 4e(0.b° - 0.U)b*
+2e71(Vr,a® - V7a®)a® — 2e(Vr,a® - Vi, b°)c® + 2e%(Vr, b - V)b + |V, a®|*cf
+€20.¢5|2cf + €2|(Vrya + V7)a®|?cf — 2e(Vr.a® - (Vrya + V7)af)cf
+23((Vrg,1 + VIV - VT0)b° — 43| (Vg1 + V7)b°|?0° + 2(0,b° - 0,U%)af
+2(0,U3 - 0.a°)b° + 2(d,ae - 0.6°)U3 + |(Vry.1 + V7)as [2a®
+54](Vp071 + VN 2c® — 2¢(Vr,a® - (Vg1 + V7)c?)a® — 2e(Vr, ¢ - (Vg1 + V7 )a®)a®
—23(Vr,b° - (Vg1 + V7)) —2e3(Vr. ¢ - (Vg1 + V7)) — 2¢|0,¢°|2b°
—26%((Vrg,1 + V7)a® - (Vg1 + V1) )b — 26%(Vr,a® - (Vi1 + V7)eo)bf
—2e2(Vr,¢® - (Vg1 + VN)a)b® — 2e2(Vr, b - (Vg1 + V7)c)a®
—262(Vr,¢® - (Vg1 + VNb)a® + 2(9.a° - 0.¢°)c — 2e3((Vrga + V)b - (Vg1 + V7)F)af

+2€4((VF0 1+ Vr)b€ . (VFo,l + vr)ce)bs — 263((VF071 + Vr)ae . (vFo,l + Vr)be)ce

—2e3(Vr, b - (Vg1 + V) ® — 262((Vry1 + VIV - Vb%)af + 3e%|(Vrg1 + Vr)b5|2 e
+2€2((VF0 1+ VT) (Vro,l + VT)CE)GE — 25‘(VF071 + Vr)ae‘Qbe + 28((VF0,1 + VT) z—:)bs
+2e2(Vr.a® - (Vg1 + V) + 2e2(Vr b - (Vg1 + V)a®)ef — 2((Vrya + V7a? VT £)a®
+2e(Vr,a - VTb)b° + 2e(Vr,b° - V7 a®)b* + 6e2((Vry1 + V7)a® - (Vg1 + V7)bE)bF

e2((Vrpa + V7)a® - V)b — 2e2((Vry1 + VO - V" )b — 2¢(Vr,b° - Vi, c)a®
+2(Vr,a® - (Vg1 + V7)a® )b — 2(Vr,a® - V'a®)b® +2e((Vry 1 + V7)a® - V'b°)a®
+2e((Vry,1 + Vb - V'a®)a® —4e((Vry1 + V7)a® - (Vg + V7)b)a® +2(Vr,a® - Vi b°)b°
+|Vr,b%|2af + 2(Vr.a® - Vi, f)a® — 2e2(Vp, b - (Vg1 + V7)bE)b*
+2e(Vp, b - V'b%)a® — 2(Vr,a® - V'¥)a® — 2(Vr b - V'a®)a®
—1—2(sz(1€ . (VFOJ + V’")ba)a’f + 2(szb€ . (VFOJ + VT)CL‘E)CL6 — 26(sza5 . Vcma)bE
+62(Vr, b - (Vg1 + V) — 4e(Vr,af - (Vg1 + V)6 — 4e(Vr, b - (Vg1 + V7)a®)be
—4e(Vr, b - (Vg1 + VNb)a® + 262(9,6° - 0,U3)cf — 2|V b°|2b° + |0.b°|*cF
+2e2(0,b° - 0,¢°)U3 + 2(8266 0, — 26(0,¢ - 0,a°) ¢ — 26(0,a° - 0,¢° U — 42(0,b6° - 0,¢°)cF
—2¢(0, c -0, U%)af + 2¢%(0, c -0.Ub®
—l—be/\ - 02(720; U3)+U3/\ - 0:(7:0,0°) + +1ATaf + ¢ Az L0.(v.0.c )+ara a® + a1b® A 0,b°
—€ a2b€/\8 b5+a2b5/\8 a® + laa/\Araa%—aga /\8 b® —5a0U3/\8 Ul — U3 A O, UL
—22a1F N O, F — e*a"F N Dyt — e2a.U3 N O, UL — e3ayc® A D,F — etasc® /\(320":—1—(1,105/\8Za6
+asa® A 0,a° + aoa5 A0 U3 + agd. U + Ar. & + Ary1b° —e(Ary1 + A")E +a"a® A 0,a°
+a30.a° + agU? A 9,a° — e3asU3 A\ 9, U — 3azU? A 9,U' — 2eb° A (Ary 1 + A7)b°
—a® A ATH + b A (Apy1 + AT)a® — b5 A ATaf — ea® A (Apga + A7) +e20° A (Arg 1 + AT)ef
—ec® A (Ary1 + AT)af + &2 A (Apy,1 + A"V + a® A Ap, & —ebf A Ar,¢® + ¢ A Ar,a®
—ec® NAp U+ a1a® A 0, — arb® A 0,c® —eaic® N 0b° + b5 A Ar_b° + eb® A ATV —ec® A 3§U3
—eU3 A V—lzﬁz(%(?zca) + 490, — cagh® A O,U3 + agh® A 0,¢ — ecagU3 A 0,0° + apc® A 9,b°
+a A (Arg1 + AT — 2eagc® N O.cf + U ANHY + b5 NH? + ¢ ANH? —UP A (a° A HY)
AN(UBANHY) — et A (UBAH?) +ec® A (UBAKS) +3° A (U3 AH?) — b A (a A H3)

—bE AN(UPANKE) —etUB A (F ANH?) +eUP A (€ ANK®) +e3U3 A (b5 ANH3) — U3 A (b° A K9)
—a A (b5 N H?) + 3¢ A (F ANH?) = A (EEANKF) +eb° A (b5 ANH?) — 2 A (UP AH?)

—3E N (UP NH?) — & A (af NH?) +2eb° A (UP AHY) 265 A (UP ANH?) —2UP A (€ AN HY)
—3UB A (€ NH?) +a° (F ANH?) +2eUP A (05 A HY) 4+ 2U3 A (65 A H?) + €2¢° A (€ N H?)
—bEA(ENHY) + 26" A(ENHY) — A (WEAHY) =5 A (b AH?) + b A (F AH?)
+ec® A (b AH?)] 4+ a° AST—a® A(a® AST).
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11.3

Résidus pour le développement asymptotique tronqué (chapitre 7)

QU3 + .U} + A10,QUS + A20,U3 — 2B(U§, QUS) — 2B(UY,U3) — 2T (US, UG, UY),

0 QUS + 0:US + A10,QUY + A20,QUS — 2B(US, QUS) — 2B(U?, QUS) — B(UZ,US)

9-QUS + A20,QUS — 2B(U?,QUY) — 2B(US,QUY) — 3T(US, U, QUY)
_GT(Ug’ Uis’ Ug) - T(U{S, Uis’ U{S)’

9-QUY —2B(U3,QUY) — B(QUS, QUY) — 3T (Ug, Ug,QUY) — 6T (Ug, U7, QUS)

—2B(QUS,QUY) — 6T(US, UY,QUY) — 6T (UL, US,QUY) — 3T (U7, UY, QUS)
_3T(U{s7 U§7 Ug)a

—B(QUS,QUY) — 6T (US, Uy, QUE) — 3T(UY, U7, QUY) — 3T (Ug, QUS, QUY)
—6T (U}, U3, QUY) — T(U3, U3, U3),

—6T(US, QUS,QUY) — 6T(US, US, QUY) — 3T(US, QUE, QUS) — 3T(US, US, QUY),
—3T(Ug,QUS, QUY) — 6T(UY, QUS,QUY) — 3T(US, U3, QUY) — 3T (U3, QUS, QUY),
—3T (U7, QUY, QUS) — 6T(U3,QUS, QUY) — T(QUS, QUS, QUY),

=37 (U3, QUY, QUY) — 3T(QUS, QUS, QUY),

—3T(QUS, QUY, QUY),
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