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INTRODUCTION GÉNÉRALE 





Introduction générale 

Comme pour la plupart des appareils électromagnétiques, la conception des ralentisseurs, sys
tèmes de freinage équipant principalement poids lourds et autocars, suppose une phase d'analyse qui 
repose de nos jours sur la mise en oeuvre d'outils numériques de modélisation, à l'aide de systèmes 
informatiques puissants. 

Lors de leur fonctionnement, les ralentisseurs électromagnétiques ont également en commun 
avec les autres machines électriques de mettre en jeu des phénomènes couplés, relevant de domaines 
tels que la mécanique, la thermique, et bien sûr l'électromagnétisme. 

Tandis que la modélisation des problèmes couplés connaît un réel développement depuis quel
ques années, on observe, par ailleurs, que le couplage magnéto-thermique joue un rôle prépondérant 
dans l'altération des performances des ralentisseurs. 

On se propose donc, dans le cadre de cette étude, de développer des moyens de modélisation 
des phénomènes magnéto-thermiques qui apparaissent lors du fonctionnement des ralentisseurs élec
tromagnétiques. 

Cette thèse vient à la suite d'études réalisées sur le comportement thermique de ces dispositifs 
(O. Bardon, en 1991 [1]), mais aussi de travaux concernant leur modélisation en électromagnétisme 
(Y. Maréchal, en 1991 [7], et J. Bigeon, en 1984 [2]) ; ces derniers étant issus, comme ceux dont il 
est ici question, de la collaboration étroite entre le Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble et la 
Division Ralentisseurs TELMA du groupe LABINAL. 

Le but de la thèse étant défini, voici la démarche que nous avons adoptée pour l'atteindre: 

Le premier chapitre constitue une introduction à la modélisation des ralentisseurs, en expli
quant leur principe de fonctionnement, comment sont couplés les différents phénomènes qu'ils met
tent en jeu, et quelles sont les spécificités de leur modélisation. 

Le deuxième chapitre propose des modèles analytiques que nous avons développés pour la dé
pendance des propriétés magnétiques et électriques de l'acier en fonction de la température, en vue de 
pouvoir effectuer des calculs magnétiques à répartition de température imposée ; une comparaison 
avec des mesures est également présentée. 

Le troisième chapitre cherche à prendre en compte les ailettes de refroidissement des rotors 
dans le calcul des courants induits. En effet, ces dernières jouent un rôle essentiel en thermique, et 
sont pressenties en jouer un grandissant, du point de vue magnétique, quand le rotor s'échauffe. Mais 
comme la géométrie et les propriétés physiques de la nouvelle structure mobile considérée ne sont 
plus invariantes suivant la direction de la vitesse, il faut abandonner le mode de calcul avec terme de 
transport [7] qui a été utilisé jusqu'alors, et en développer un autre à base de pas-à-pas dans le temps, 
avec prise en compte du mouvement. 

Cependant, les temps de calcul qui en résultent sont beaucoup trop longs pour une utilisation 
industrielle, et nous proposons donc d'homogénéiser la région air-ailettes, pour pouvoir revenir au 
mode avec terme de transport . 

Dans le quatrième chapitre, il s'agit de prendre en compte, dans les calculs magnétiques, la dé
formation des rotors de ralentisseurs issue des contraintes thermo-mécaniques ; celle-ci s'accompagne 
en effet d'une dilatation d'entrefer et donc d'une importante chute du couple de freinage. La méthode 
retenue est basée sur des transformations d'éléments. 

Le cinquième chapitre présente une nouvelle formulation tridimensionnelle pour le calcul des 
. courants induits dus au mouvement. Contrairement à ce qui avait été développé dans de précédents 

travaux, celle-ci utilise un potentiel-vecteur électrique et un potentiel scalaire magnétique, ce qui per
met de surmonter diverses difficultés. 

Enfin, le sixième et dernier chapitre montre comment mettre en oeuvre simultanément les ou
tils développés précédemment, et coupler le code de calcul magnétique qui en résulte avec le logiciel 
nécessaire aux simulations en thermique; ceci en vue d'analyser effectivement les phénomènes ma
gnéto-thermiques dans les ralentisseurs électromagnétiques. 
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Avertissement 

Les performances précises des appareils construits et commercialisés par la Division Ralentis
seurs TELMA du groupe LABINAL font l'objet d'une confidentialité telle que dans l'étude qui suit, 
les résultats mentionnés (couple, vitesse, température) ne le sont jamais en N.m, tr/min, ni oC, mais 
en valeurs normalisées (de 0 à 1). 

On précise simplement que les ordres de grandeur respectifs pour la valeur 'l' sont le millier 
de N .m, de tr/min, et de oc. 



CHAPITRE l 

INTRODUCTION À LA MODÉLISATION 

DES RALENTISSEURS ÉLECTROMAGNÉTIQUES 





l. Introduction à la modélisation des ralentisseurs électromagnétiques 

introduction 

De nos jours, la conception de ralentisseurs électromagnétiques passe par la mise au point de 
modèles, dont on analyse le comportement à l'aide de codes de calcul généraux, qui couvrent des do
maines tels que l'électromagnétisme, la thermique, ou la mécanique. Jusqu'ici, ces outils ont toujours 
été utilisés séparément [7] [1], alors que certains développements permettraient de répondre au be
soin, qui se fait de plus en plus sentir, de prendre en compte les couplages qui existent entre les phé
nomènes relevant des différents domaines. 

C'est ce que l'on se propose ici de réaliser; mais encore faut-il auparavant posséder certaines 
notions de base concernant la modélisation du fonctionnement des ralentisseurs. 

Pour y parvenir, nous verrons en quoi consiste ce fonctionnement; puis comment sont cou
plés entre eux les phénomènes qui y sont mis en jeu; et enfin sur quoi repose la modélisation des ra
lentisseurs en électromagnétisme. 
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1. Introduction à la modélisation des ralentisseurs électromagnétiques 

1. FONCTIONNEMENT D'UN RALENTISSEUR 

Un ralentisseur électromagnétique TELMA de type Focal (celui dont il sera question tout au 
long de l'étude) se compose de : 

• deux rotors, qui sont des disques d'acier solidaires de l'arbre de transmission du véhicule; 
• un stator, fixé au châssis et placé entre les rotors; 
• plusieurs bobines inductrices, en nombre pair, et fixées au stator, autour de pôles magnétiques. 

Fig. 1.1 : Un ralentisseur TELMA, complet et en vue éclatée 

Les bobines, alimentées en courant continu par la batterie du véhicule, ont leurs polarités 
alternées +, -, +, -, etc. Chaque bobine est complétée, à sa base, par un épanouissement polaire, 
excentré dans le sens inverse de la vitesse, qui est destiné à rendre plus efficace le circuit magnétique. 

Quand le conducteur actionne la manette du ralentisseur, il fait circuler un courant électrique 
plus ou moins intense dans ces bobines. 

Cela donne naissance à un champ magnétique traversant les rotors, qui, en mouvement par 
rapport aux bobines, deviennent le siège de courants induits, et donc soumis à un couple. C'est un 
couple de freinage, conformément à la loi de Lenz, selon laquelle les forces créées ont leurs effets qui 
s'opposent aux phénomènes qui les ont engendrées. 

Les courants induits au sein des rotors provoquent, par effet Joule, un échauffement 
considérable de ces pièces, qui sont pourvues d'ailettes de refroidissement. La forme et la disposition 
de ces dernières, issues d'études en aéraulique, sont prévues pour évacuer le maximum de chaleur, 
puisque c'est presque le moyen exclusif de réduire, en la convertissant, l'énergie cinétique du véhi
cule à freiner. Le refroidissement s'effectue essentiellement par convection, la ventilation centrifuge 
ayant pour origine le mouvement même des rotors. 

Enfin, chaque ailette est située entre l'induit et la joue du rotor, ces trois éléments constituant 
une pièce d'un seul tenant obtenue en fonderie. Le rôle de la joue est d'assurer la rigidité du rotor, ce 
qui est nécessaire lors du fonctionnement à température élevée. 
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l. Introduction à la modélisation des ralentisseurs électromagnétiques 

induit 

joue 

ailette de 
refroidissement 

Fig. 1.2 : Schéma de principe du fonctionnement d'un ralentisseur électromagnétique 

2. COUPLAGES ENTRE LES PHÉNOMÈNES PHYSIQUES 

Il est important de comprendre que lors du fonctionnement d'un ralentisseur, divers phéno
mènes relevant de domaines différents de la physique sont intimement couplés entre eux : 

iii Les courants induits dans les rotors entraînent, par effet Joule, leur montée en température 

e Cette montée en température Uusqu'à plusieurs centaines de degrés Celsius) modifie considérable
ment les propriétés magnétiques des rotors (ce qui se traduit par une chute du couple de 
freinage), mais aussi leurs propriétés électriques et thermiques; 

.. Les propriétés électriques des rotors subissent également une modification lors de leur mon
tée en température, mais l'effet produit n'a pas la même importance: du fait que l'on a affaire à 
une machine à induction, le phénomène en question ne correspond pas à une chute du couple 
maximal mais à une translation de la courbe nO) suivant l'axe des vitesses (cf. § 1.3.2) ; 

El De l'échauffement des rotors résultent aussi d'importantes contraintes en leur sein (couplage 
thermo-mécanique), et sous l'effet de la dilatation, un changement d'épaisseur de l'entrefer, ce 
qui affecte le circuit magnétique du dispositif; 

• L'échauffement des rotors entraîne également, par rayonnement, celui du stator, et modifie 
donc les propriétés électriques des bobines, qui sont à l'origine du champ d'excitation 
magnétique ; 
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1. Introduction à la modélisation des ralentisseurs électromagnétiques 

@ Enfin, des transferts thermiques de convection forcée, liés aux phénomènes aérau= 
liques dus au mouvement des rotors, influencent de façon directe leur évolution en température. 

COUPLAGE 
MÉCANIQUE 

Contraintes 
ROT'ORS 

, r - -'G@Gî~È:A@E ., . 
. MAGI\IÉT'®-T'HERMIQUE 

T'empérature 
ROT'ORS 

effet loi J.1(H, T) 
Joule,-I-_-_.I..-

COUPLAGE 
ËLÊCT'RfouÊ 

T'empérature 
ST'AT'OR 

mécanique loi p(T) 

Géométrie 
ENT'REFER 

efforts 

Fig. 1.3 : Couplages entre les phénomènes physiques 
mis en jeu lors du fonctionnement d'un ralentisseur 

C'est sur les deux premiers points, c'est-à-dire le couplage magnéto-thermique, que porte 
l'étude entreprise dans le cadre de cette thèse. 

Elle consiste donc à organiser un calcul couplé magnétique et thermique, en l'occurrence au 
moyen d'un couplage entre deux logiciels, chacun étant spécialisé dans l'un de ces deux domaines. 

Mais tandis que la modélisation thermique des ralentisseurs (dans le cadre du couplage magné
to-thermique) peut être traitée grâce un logiciel déjà proposé dans le commerce (cf. chapitre VI), le 
traitement du cas magnétique nécessite des développements spécifiques, et pose des problèmes tels 
qu'ils méritent une attention particulière. 
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30 MODÉliSATION EN ÉLECTROMAGNÉTISME 

Les phénomènes électromagnétiques mis en jeu lors du fonctionnement d'un ralentisseur 
peuvent être décrits quantitativement de façon précise, à condition d'utiliser des méthodes numériques 
adaptées qui résolvent les équations de leur comportement physique. * 

Les calculs magnétiques qui seront mis en oeuvre lors du couplage des deux logiciels dont il a 
été question, reposent en l'occurrence sur une méthode générale développée il y a quelques années au 
Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble [7], et dont voici un aperçu. 

3. 1 0 Mise en équations du problème physique 

Le problème d'électromagnétisme que l'on se propose de modéliser peut se définir 
formellement, en décomposant le dispositif de la façon suivante (cf. fig. 1.4) : 

• une région (1) constituant une boîte d'air englobante, comprenant des bobines inductrices, et à la
quelle est associé un référentiel R ; 

e une région (2) fixe par rapport à R et composée d'un matériau magnétique (elle correspond à un 
pôle du stator) ; 

e une région (3) en mouvement par rapport à R (à (3) est associé un référentiel R'), et composée 
d'un matériau à la fois magnétique et conducteur électrique (cette région représente le rotor). 

J.lo 

i 
1 

Hl\n = 0 

Fig. 1.4 : Description formelle du problème électromagnétique à traiter 

En outre, on suppose que: 

.. les courants traversant les bobines sont continus et connus; 

411 tous les matériaux considérés sont assimilables au vide, du point de vue diélectrique; 

* les matériaux magnétiques peuvent être saturables ou non-saturables (mais le phénomène d'hysté
résis est négligé) ; 

* Des études analytiques peuvent être entreprises [9], mais elles ne s'appliquent qu'à des cas où la géométrie est très 
simple. 
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6) le vecteur vitesse de la région (3) est constant et connu. 

D'une façon générale, les phénomènes électromagnétiques au sein d'un dispositif quelconque 
peuvent être complètement décrits au moyen des quatre équations aux dérivées partielles de Maxwell 
(dans le référentiel fixe R), et de trois relations constitutives (pour chaque milieu considéré, dans le 
référentiel qui lui est associé) : 

divE 
p 

(équation de Maxwell-Gauss) ( 1.1) = 
E 

div B = 0 (flux de B conservatif) (1.2) 

rotE 
aB 

(équation de Maxwell-Faraday) (1.3) = 
at 

aD 
rot H = J + at (équation de Maxwell-Ampère) (l.4) 

B = B(R) (= Il.H + Br dans le cas isotrope) (1.5) 
D = E.E (1.6) 
J = a.E (loi d'Ohm locale), (1.7) 

avec: 
E champ électrique (V.m- I ) 

H champ magnétique (A.m- I ) 

D induction électrique (C.m-2) 

B induction magnétique (T) 
t temps (s) 
Br induction magnétique rémanente (T) 
J densité de courant électrique (A.m-2) 

p charge électrique volumique (C.m-3) 

E permittivité diélectrique (F.m-1) 

Il perméabilité magnétique (H.m- I ) 

a conductivité électrique (S.m-1). 

On se place alors dans l'approximation des régimes quasi-stationnaires, qui est valable en 
électrotechnique, et revient à négliger le terme de courants de déplacements aD/at devant celui de con
duction J, et donc à négliger les phénomènes de propagation [5]. Le système de sept équations se 
simplifie alors, et prend la forme complète suivante: 

div ER = 0 (1.8) 

div BR = 0 (1.9) 

rot ER 
aRR (1.10) = - Tt 

rot HR = JR (1.11) 

BR, R' = Il·HR, R' (1.12) 

JR' = a.ER', (1.13) 

sachant que le passage d'un référentiel R à un autre, R', animé d'une vitesse v par rapport à R, donne 
lieu aux relations classiques suivantes: 
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ER' = ER + v" BR (1.14) 

BR' = BR (1.15) 

HR' = HR (1.16) 

JR' = JR (1.17) 

(DR' = DR). (1.18) 

Par ailleurs, les équations de Maxwell entraînent, pour une interface séparant deux milieux de 
propriétés physiques différentes, les conditions de passage générales suivantes: 

avec: 

(Ez - El)" n = 0 
(E z - BI) . n = 0 
(Hz - Hl)" n = K 
((D2 - Dt). n = ro) 

n vecteur unitaire normal à l'interface 
K courant électrique surfacique sur l'interface (= 0 ici) 
(00 densité superficielle de charge électrique sur l'interface (= 0 ici)), 

et dont on déduit, à l'aide de (1.8) et (1.13) : 

(1.19) 
(1.20) 
(1.21) 
(l.22) 

(1.23) 

Enfin, aux limites du domaine d'étude, ou sur les plans de symétrie, les relations suivantes 
peuvent s'appliquer: 

H"n = 0 
B. n = 0 
E"n=O 
J. n = O. 

(1.24) 
(1.25) 
( 1.26) 
( 1.27) 

Il peut être intéressant d'exprimer les équations (1.8) à (1.13) dans le référentiel fixe R. 
D'après les relations (1.14) à (1.17), cela donne: 

div E = 0 

div B = 0 
aB 

rot E - - at 
rot H = .1 

E = Il.H 

J = cr. (E + v " B). 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 

( 1.31) 

(1.32) 

(1.33) 

Un cas particulier important est alors à considérer: c'est celui où les caractéristiques géométri
ques et physiques de la région en mouvement sont invariantes suivant la direction de la vitesse (pour 
notre application, cela correspond à un modèle de rotor sans ailettes ni joue (induit seul)). 
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Dans ces conditions, on peut s'intéresser directement à un régime permanent, où tous les 
champs sont indépendants du temps. C'est dans ce sens que l'on peut dire que les phénomènes ainsi 
rencontrés relèvent d'un régime stationnaire. On parle ainsi de "magnétostatique avec terme de trans
port" [7], les équations (1.28) à (1.33) pouvant se mettre sous la forme: 

rot (~ B) - cr.( v "B - grad V) = O. (1.34) 

Bien que les équations (1.28) à (1.33), associées aux conditions aux limites (1.24) et (1.25), 
constituent une description complète du problème physique à traiter, elles ne sont presque jamais ré
solues telles quelles, mais très souvent reformulées. Cette reformulation passe par exemple par l'utili
sation de potentiels comme inconnues, ce qui présente l'avantage de traiter des variables continues, 
alors que les champs présentent des discontinuités aux interfaces entre des matériaux différents (cf. 
éq. (1.19) à (1.22)). 

Cette propriété des potentiels les rend alors particulièrement adaptés à un traitement par une 
méthode numérique du type éléments finis nodaux, où les variables d'état sont nécessairement conti
nues, et pour laquelle le Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble possède une grande expérience. 

La résolution des problèmes de courants induits, en 2 ou 3 dimensions, fait l'objet d'un cer
tain nombre de variantes, dont une présentation sera donnée au chapitre V. 

Dans le cas de la magnétostatique avec terme de transport, citons ici simplement l'exemple de 
la formulation A-V avec jauge de Coulomb, qui dans les régions conductrices en mouvement, 
s'exprime de la façon suivante [7] : 

et se réduit, en 2D, à : 

rot (v.rot A) - cr.V "rot A + cr.grad V = 0 
div A = 0, 

rot (v.rot A) - cr.V " rot A = O. 

(1.35) 
(1.36) 

(1.37) 

Après avoir obtenu les équations gouvernant les phénomènes physiques que l'on souhaite 
modéliser (dans leur forme brute puis opérationnelle), il s'agit de savoir à quels modèles du dispo
sitif - en deux ou en trois dimensions - elles vont être appliquées. 
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3.2. Modèles bidimensionnel et tridimensionnel 

Bien que la géométrie particulière des ralentisseurs étudiés nécessite a priori un modèle 
tridimensionnel pour les calculs électromagnétiques (cf. fig. 1.1 et 1.2), un modèle bidimensionnel a 
été développé, qui donne satisfaction (au moins pour les calculs "à froid"), tout en permettant de 
s'affranchir des temps de résolution considérables qui caractérisent en général les modèles 3D. 

Ce modèle 2D provient précisément du développement d'une coupe circonférentielle, effectuée 
sur un demi-ralentisseur au niveau du rayon de centrage de ses pôles (cf. fig. 1.5). Pour un appareil à 
huit bobines, on ne considère ainsi qu'un seizième du dispositif (cf. fig. 1.6). 

Fig. 1.5 : Origine du modèle 20 d'un ralentisseur 

Cependant, le modèle obtenu serait tout à fait inadapté si l'on en restait là : en effet, un modèle 
2D convient seulement si c'est la coupe d'un dispositif suffisamment long dans la direction 
orthogonale à la surface de coupe (longueur grande devant les dimensions de la coupe, ce qui permet 
de négliger les effets de bords) ; et dans notre cas, les courants induits rotoriques se développent en 
boucles dans la couronne du rotor, dont la largeur est inférieure aux dimensions de la coupe. 

De ce fait, on multiplie, pour le modèle employé, la résistivité électrique réelle du rotor par un 
coefficient, kp, dit "coefficient de puissance" [2]. Cela permet de prendre en compte effectivement, 
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épanouissement 

pôle 

bobine 

joue 

ailette 

1----.--------.....,..----1- induit 

Fig. 1.6 : Le modèle bidimensionnel d'un ralentisseur 

pour le calcul de la puissance dissipée, le retour des courants sur le bord de l'induit, tout en n'utilisant 
qu'un modèle bidimensionnel. [9] 

Il faut alors remarquer que si on modifie la résistivité rotorique p (par exemple par le biais du 
kp), étant donné qu'un ralentisseur électromagnétique a pour principe de fonctionnement celui d'une 
machine à induction (machine asynchrone), on assiste au phénomène classique suivant: le change
ment de valeur de p n'influe que sur Qmax, la vitesse de rotation pour laquelle le couple est maximal, 
et pas sur la valeur du couple maximal. (cf. fig. 1.7) 

CIl 
Cl 
C1:l 
C 

~ 
CIl 

"0 
CIl 
Ci. 
::J 
o 

Ü 

" /" -- ..... 

Vitesse de rotation 

Fig. 1.7 : Effet du coefficient kp sur la courbe 1(0) simulée d'un ralentisseur 

Connaissant les caractéristiques géométriques d'un rotor, [2] fournit un moyen de déterminer 
kp par un calcul analytique. Mais cette méthode n'est pas utilisée, car l'expérience montre qu'elle sur
estime de façon beaucoup trop importante le kp à utiliser. 

La valeur de ce dernier s'obtient en pratique en faisant coïncider la vitesse Qmax de la courbe 
reQ) calculée, avec celle de la courbe reQ) mesurée. (Sachant que Qmax varie de façon linéaire avec 
kp, il suffit de deux estimations de kp, donc de deux calculs de courbes reQ) dans la zone du maxi
mum.) 
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On dispose finalement d'un modèle 2D satisfaisant pour les calculs magnétiques "à froid" ; 
mais la situation se complique nettement si on décide d'imposer sur le rotor un champ de température 
différent de "20 oC partout" (i.e. pour un calcul "à chaud"). 

En effet, il convient dans ce cas de considérer que la résistivité électrique varie avec la tempé
rature dans le rotor, au moins pour représenter l'éventuel caractère inhomogène du champ T(x,y). Or 
cela se traduit, sur la courbe no.) obtenue, par une forte augmentation de o.max (comme si on avait 
augmenté ~ manuellement), alors que les mesures "à chaud" indiquent au contraire une légère dimi
nution de Umax. (cf. fig. 1.8) 

Q) 
en co 
c 

~ 
Q) 
u 
Q) 

0.. 
::::J 
o 

Ü 

(-------~-------
1 

-----------------------------

".,----
/ -------1/ à chaud - mesure à chaud - calcul 20 lf -------

/1 
;1 

Vitesse de rotation 

Qmax 

Fig. 1.13: Insuffisance du modèle 20 pour les calculs magnétiques "à chaud", 
si on conserve pour kp la valeur déterminée "à froid" 

Cela signifie donc qu'il faut corriger le kp "à froid", inadapté pour prévoir la dérive de Omax 
quand les valeurs du champ de température rotonque augmentent. (Bien que la chute de r max semble, 
elle, convenablement calculée.) 

Il s'avère cependant impossible, en pratique, de déterminer une nouvelle valeur pour kp à 
chaque champ de température imposé, étant donné qu'il n'est pas question de disposer, comme pour 
le cas "à froid", des courbes de mesures nO) nécessaires à tous les recalages. 

Ainsi se trouve justifié, dans le cadre de notre étude, le recours à un modèle tridimensionnel 
pour le calcul magnétique des ralentisseurs. 

Comme le modèle bidimensionnel, le tridimensionnel représente simplement un seizième de 
ralentisseur, la traduction de la géométrie réelle du dispositif étant bien sûr plus explicite dans ce cas 
(cf. fig. 1.9 (où la boîte d'air englobante n'est pas représentée)). 

Les conditions aux limites que l'on applique sont également similaires: de type "Neumann 
homogène" ou "Dirichlet" pour exprimer que le champ magnétique est normal ou tangent (sur les 
frontières extérieures) ; et de type "antipériodique" sur les frontières - ici des plans non princi
paux - séparant de ses voisins le motif étudié. 
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-+---- induit ~ 

épanouissement 

bobine 

pôle 

Fig. 1.9 : Modèle 3D de ralentisseur pour les calculs électromagnétiques 
(modèle simplifié, sans ailettes ni joue) 

Ayant maintenant certaines notions sur les modèles auxquels va être appliquée une méthode 
numérique de résolution (pour les équations présentées au § 1.3.1), on peut penser que, comme pour 
les problèmes magnétostatiques ou magnétodynamiques classiques, le traitement de notre cas ne sou
lève a priori pas de difficulté particulière. 

Nous allons voir qu'il n'en est pas ainsi, et de quelle façon il est possible d'y remédier. 

3.3. Spécificités dues au terme de transport 

Appliquées aux modèles de ralentisseurs qui viennent d'être décrits, les formulations magné
tostatiques avec terme de transport fournissent des systèmes d'équations aux dérivées partielles 
associées à des contraintes représentant les conditions aux limites. 

Ces systèmes n'ayant en général pas de solutions analytiques connues, on les résout à l'aide 
de méthodes numériques. Dans notre cas, on leur applique la méthode des éléments finis nodaux, qui 
repose sur une méthode de discrétisation associée à un maillage du modèle géométrique utilisé, et 
aboutit à un système matriciel, que l'on traite par des moyens appropriés. [8] [Il] [4] 

Pour les problèmes magnétostatiques ou magnétodynamiques classiques, la méthode de 
Galerkine constitue un moyen de discrétisation spatiale efficace, et toujours stable. Ce n'est plus vrai, 
par contre, dans le cas des problèmes magnétostatiques avec terme de transport ... 

En effet, on montre [7] qu'appliquée aux régions conductrices en mouvement, la méthode de 
Galerkine n'est stable que si le nombre de Péclet* magnétique !l.cr.V, qui caractérise ces régions, ne 
dépasse pas une certaine valeur. 

On peut toujours, néanmoins, contourner ce problème en réduisant la taille des éléments finis 
de ces régions; mais étant donnés les ordres de grandeur courants des paramètres physiques consi
dérés, cela mène à des nombres de mailles prohibitifs pour les moyens de calcul informatiques 
actuels. 

* Des difficultés similaires se rencontrent dans l'étude des phénomènes de convection-diffusion thermique, ainsi que dans 
celle des équations de Navier-Stokes, en mécanique des fluides. 
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C'est pour pallier ce genre d'inconvénient qu'a été développée une méthode de discrétisation 
de Petrov-Galerkine [7], qui a l'avantage d'être inconditionnellement stable dans le cas magnétosta
tique avec terme de transport. 

Cette méthode consiste à introduire des fonctions de pondérations décentrées (exponentielles 
ou polynomiales, le décentrage étant réalisé de façon optimale), et constitue une généralisation de la 
méthode de décentrage des points de Gauss des éléments de Lagrange du premier ordre [6]. 

Dans le cas des modèles dont les caractéristiques géométriques et physiques sont invariantes 
suivant la direction de la vitesse, on dispose donc d'un moyen de calcul adapté à la présence d'un ter
me de transport, et qui permet d'obtenir des résultats tels que celui illustré à la figure 1.10. 

~~---------- ~ ----------:=:.2' --> ---::::::::::=--------.... ~--~--
-~==-==:===----:> ...--~.- ..-- .... -~:::,:;--:-;;c: 

Fig. 1.10 : Exemple de solution obtenue par la méthode dite de décentrage (modèle 20) 
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Conclusion 

Au terme de ce chapitre, 

• nous savons sur quels phénomènes repose le fonctionnement d'un ralentisseur électromagnétique; 

• nous possédons des notions sur la façon dont ces phénomènes sont couplés entre eux, le couplage 
magnéto-thermique devant retenir plus particulièrement notre attention; 

• nous savons sur quoi se base la modélisation des ralentisseurs en électromagnétisme, et quels en 
sont les éléments originaux ; 

e nous connaissons les limites des modèles bidimensionnels de ralentisseurs. 

On possède ainsi les bases nécessaires pour le développement de méthodes préliminaires à la 
mise en oeuvre de calculs couplés magnétiques-thermiques. 
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II. Modélisation de la dépendance thennique des propriétés magnétiques et électriques de l'acier 

Introduction 

Lors du fonctionnement d'un ralentisseur électromagnétique, sous l'effet du fort échauffement 
qui se produit au niveau de ses rotors, les propriétés magnétiques et électriques de l'acier qui les 
constitue se trouvent considérablement modifiées, ce qui se traduit par l'effet néfaste de la chute du 
couple de freinage. (Ce genre de baisse de performance se rencontre aussi, pour des raisons iden
tiques, dans le domaine du chauffage par induction.) 

Il est donc primordial, si l'on souhaite calculer numériquement l'ampleur de cet effet, de dis
poser de modèles adéquats pour la dépendance des propriétés magnétiques et électriques de l'acier, en 
fonction de la température. [17] 

Atteindre ce but demande d'avoir d'abord une bonne connaissance de la partie de la physique 
concernée; puis de développer, à partir de ces connaissances, des modèles mathématiques adaptés à 
la méthode numérique qui va être utilisée pour les calculs de champs ; l'efficacité de ces modèles 
devant bien sûr être évaluée et confirmée, par une confrontation avec des mesures. 
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1. NOTIONS DE PHYSIQUE DES MATÉRIAUX 

1 .1 . Variation avec la température de la perméabilité magnétique 

La perméabilité magnétique ~ en un point d'un matériau isotrope est définie comme le 
rapport entre les modules de l'induction magnétique B et du champ d'excitation magnétique H en ce 
point. 

Même si cela n'interviendra pas dans l'étude qui va suivre, il faut savoir qu'en général, cette 
grandeur est insuffisante pour caractériser un corps ferromagnétique comme l'acier. 

En effet, le comportement magnétique d'un tel matériau a en réalité pour grandeur physique 
significative son aimantation J, que l'on définit comme la polarisation qu'il acquiert quand on le place 
dans un champ d'excitation magnétique H, et la donnée de ce dernier ne permet pas de déterminer, de 
façon unique, la valeur de J. 

Il est connu, en effet, que les propriétés magnétiques d'un échantillon d'acier dépendent de 
tous les états antérieurs par lesquels le métal est passé, et diffèrent suivant que l'échantillon a subi des 
chocs ou non, et suivant qu'il a a déjà été aimanté ou non [12] [13]. Ce qui rend leur étude très com
pliquée. 

La valeur d'équilibre de l'aimantation J dépend donc de facteurs comme l'histoire magnétique 
de l'échantillon considéré ou les autres traitements qu'il a subis, et à chaque valeur du champ d'exci
tation peut ainsi correspondre une plage de valeurs de l'aimantation .. 

J est une grandeur mesurable, en particulier par sa contribution à l'induction magnétique : 

B = ~o.H +J, (2.1) 

et pour les valeurs élevées de R, la courbe B(R) d'un matériau ferromagnétique tend vers une asymp
tote: 

(2.2) 

~o étant la perméabilité du vide (= 4.1t.1O-7 R.m- l ), et la limite Js étant appelée "aimantation à satura
tion". Js est une grandeur spécifique du matériau, liée à sa structure microscopique. 

Les figures 2.1 et 2.2 montrent l'allure des courbes J(R) et B(R) d'un matériau ferromagné
tique comme l'acier, à une température donnée, si on ne tient pas compte du phénomène d'hystérésis, 
ni de celui de rémanence (i.e. présence d'une aimantation en champ nul). 
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Fig. 2.1 et 2.2 : Allures générales des courbes J(H) et B(H) d'un matériau ferromagnétique 
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N.B. En toute rigueur, la courbe J(R) a une pente quasiment nulle dans la zone de très faible 
champ (domaine de Rayleigh), mais elle n'est pas représentée ici car tout à fait négligeable dans le cas 
de l'acier. 

L'aimantation à saturation décroît avec la température; d'abord lentement, puis de plus 
en plus vite, pour s'annuler à la température dite de Curie, Tc. 

Ce point de Curie correspond à la température au-dessus de laquelle l'aimantation interne 
spontanée du matériau disparaît. Elle sépare la phase ferromagnétique ordonnée, pour T < Tc, de la 
phase paramagnétique désordonnée, pour T > Tc. (Pour un matériau donné, il s'agit bien d'une 
température de changement d'état, mais "de deuxième espèce" (distinction due à Ehrenfest [14])) 

Quelques exemples: pour le fer, le nickel et le cobalt, cette température vaut respectivement 
770, 354, et 1115 oc. 

L'ajout d'impuretés à un corps pur ferromagnétique a, en général, pour effet d'abaisser sa 
température de Curie. Ainsi, elle est de l'ordre de 760 oC pour les aciers courants. (N.B. Il existe 
cependant des cas marginaux comme l'acier martensitique, un acier trempé à base de fer et de cobalt, 
et dont la température de Curie est de 860 oC.) 

On montre en physique du solide que l'aimantation à saturation varie en fonction de la 
température selon l'allure typique illustrée à la figure 2.3. [16] 

o~~~~~~~~~~~~ 

o TfTc (T en OK) 

Fig. 2.3 : Allure générale de la courbe Js(T) d'un matériau ferromagnétique 

Cette courbe s'obtient par la théorie de Weiss au-dessous de la température de Curie, en utili
sant non pas la loi de Curie (i.e. J / B = C / T, C étant la constante de Curie), mais l'expression com
plète de Brillouin de l'aimantation. [16] 

Chaque point JsCT) provient ainsi (pour un corps pur) de la résolution de l'équation: 

( Il·À.J s ) 
Js = N.Il.th kB.T (2.3) 

avec: 
Il moment magnétique d'un atome du matériau 
N nombre d'atomes par unité de volume 
À constante d'échange (= Tc / C) 
kB constante de Boltzmann (= 1,38.10-23 J.K-l). 
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Enfin, la figure 2.4 donne un exemple de courbes B(H,T) obtenues expérimentalement pour 
un certain acier de rotor de ralentisseur. * C'est à partir de ce type de tracé que l'on déduit pour le 
même matériau une courbe Js(T) expérimentale, comme celle représentée à la figure 2.12. 
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Fig. 2.4 : Courbes B(H,T) obtenues expérimentalement 
pour un acier composant certains rotors de ralentisseurs 

1.20 Variation avec la température de la résistivité électrique 

La résistivité électrique p d'un métal ou d'un alliage a essentiellement pour origine les 
collisions des électrons de conduction avec les différents constituants du réseau cristallin du matériau 
considéré. Elle est donc une fonction croissante de l'agitation thermique, et augmente ainsi avec la 
température. 

Pour un métal idéalement pur (et en se plaçant suffisamment loin de son point de Curie, s'il 
est ferromagnétique), on peut même montrer, par des considérations sur les mécanismes de collision 
électroniques (temps de parcours moyen, probabilité de collision avec un oscillateur), que la 
résistivité électrique varie de façon linéaire avec la température [20]. C'est bien ce qu'on observe, en 
outre, pour bon nombre de métaux; l'aluminium a, par exemple, un large domaine linéaire: de 0 à 
900 oK. 

La figure 2.5 montre l'allure typique de la courbe de résistivité électrique d'un acier; celle des 
alliages utilisés pour les rotors de ralentisseurs s'en approche de très près, y compris autour du point 
de Curie. 

N.B. On observe un brusque changement de pente dans l'évolution de p avec T lors du passa-

* L'aspect cyclique des caractéristiques B(R) observées ont beaucoup moins pour origine le phénomène d'hystérésis que 
la variation de la température pendant la mesure. (cf. fig. 2.17, § 11.3.3) 
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ge du point de Curie, car ce dernier correspond aussi à un changement de structure électronique pour 
le matériau. 

Il s'ensuit, compte tenu du domaine de température concerné par nos futurs calculs, que l'on 
pourra tout à fait se contenter d'un modèle linéaire pour la résistivité électrique: 

peT) = Po.(1 + a.T) (avec T en OC). (2.4) 

160 

Ê 120 
E 
.r::. 
0 
IX> 80 
6 ,.... 
~ 

0 .r::. 40 a: 

0 
0 400 800 1200 

Température (oC) 

Fig. 2.5 : Allure générale de la courbe p(T) d'un acier 

1 .3. Complément: Influence de T sur les propriétés thermiques de l'acier 

On a vu précédemment quels effets a une variation de température sur les propriétés 
magnétiques et électriques de l'acier; il est également bon de connaître l'influence de la température 
sur ses propriétés thermiques, afin de pouvoir interpréter par la suite certains comportements typiques 
des phénomènes couplés magnéto-thermiques. 

Conductivité thermique 

La conductivité thermique k d'un matériau se définit de la façon suivante: si l'on établit une 
différence de température entre plusieurs endroits d'un corps homogène, l'expérience montre qu'un 
gradient constant de température s'établit, et qu'un flux de chaleur permanent traverse ce corps, des 
régions chaudes vers les froides. La conductivité thermique est le coefficient de proportionnalité du 
flux conductif d'énergie calorifique par rapport au gradient de température : 

q = - k(T).grad T (loi de Fourier) (2.5) 

Ce coefficient de proportionnalité dépend en général fortement de la température, et varie, 
dans le cas d'un acier, selon l'allure typique représentée à la figure 2.6. 

Il est par ailleurs remarquable que dans la pratique, pour un matériau donné, on mesure en fait 
k à l'aide d'une mesure de la conductivité électrique cr (pont de Wheatstone ... ), à la suite de laquelle 
on utilise une relation simple existant entre k et cr . 
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Aux alentours de 1850, Wiedemann et Franz ont en effet observé qu'à chaque température, le 
rapport k / cr est quasiment indépendant du métal considéré, et que la valeur trouvée est pratiquement 
proportionnelle à T. 

80 
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Fig. 2.6 : Allure typique de la courbe k(T) d'un acier 

Ce qui peut s'exprimer en écrivant [20] : 

k / cr = L.T (loi de Wiedemann et Franz) (2.6) 

Plus tard, cette loi expérimentale a été retrouvée et comprise, avec une constante théorique du 
même ordre de grandeur que les valeurs expérimentales. Ainsi, en considérant que k caractérise un 
gaz d'électrons auquel on applique la théorie cinétique des gaz, on trouve: 

.k = 1t 2 . (kB) 2 . T = L.T 
cr 3 e 

(2.7) 

avec: 
kB : constante de Boltzmann (= 1,38.10-23 J.K-1) 
e charge électrique élémentaire (= 1,602.10-19 C). 

On définit donc le nombre de Lorentz par L = k / crT, qui a pour valeur théorique 2,45.10-8 

W.Q.oC-2. Les valeurs expérimentales de L en sont proches: par exemple, pour le cuivre, l'étain, 
l'argent et le fer, L vaut respectivement 2,23,2,52, 2,31 et 2,61.10-8 W.Q.oC2 à O°C ; enfin pour 
l'acier "lnconel", L vaut 1,45.10-8 W.Q.oC-2. 

Chaleur massique 

. La chaleur massique cp (à pression constante) d'un matériau homogène de masse volumique p 
se définit comme suit: 

_ 1 8Q 
cp - p· dT ' (2.8) 

où ôQ est la quantité de chaleur élémentaire qu'il faut lui fournir par unité de volume, pour élever sa 
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température de dT (sans qu'il y ait de changement d'état). 

D'après la loi empirique de Dulong et Petit, la chaleur massique à pression constante des 
solides (donc en particulier des métaux) a une valeur sensiblement constante, et indépendante de la 
température (pour une plage commençant aux températures ordinaires et allant au-delà). 

Par contre, dans le domaine des basses températures, elle décroît rapidement lorsque T 
décroît, jusqu'à s'annuler pour T = 0 oK (loi de Debye, en T3). 

Pour les métaux, ces lois de comportement peuvent en outre être établies de façon théorique 
grâce à la physique du solide (modèle d'Einstein, etc.), et le comportement de cp, pour les 
températures qui nous intéressent, se retrouve ilustré à la figure 2.7. 

2,5 1 

ü 2 
~ 
~ 1,5 
C') 

6 ,.... -
c. 
o 0,5 

A 

o ~~~~--~~~--~~~----~~ 
o 400 800 1200 

Température (oC) 

Fig. 2.7 : Allure du modèle généralement utilisé pour la courbe cp(T) d'un acier 

On remarque cependant un important pic à la température de Curie, qui ne provient d'aucune 
considération physique sur cp, mais constitue simplement un moyen commode et adapté pour 
modéliser l'énergie de transition associée au changement de phase (en vue d'un calcul couplé 
magnéto-thermique, par exemple). 

Maintenant que nous savons comment se comportent les principales propriétés physiques de 
l'acier en fonction de la température, il va falloir trouver un modèle, à la fois simple et efficace, pour 
sa perméabilité magnétique. 
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2. UN MODÈLE ANALYTIQUE POUR LES COURBES B(H,T) 

2.1 . Modélisation de la saturation magnétique 

La modélisation de dispositifs électromagnétiques amène fréquemment à prendre en considé
ration des milieux saturés, c'est-à-dire où, en tout point, la perméabilité Il (ou son inverse, la réluc
tivité v) dépend du champ magnétique. (N.B. On se place ici dans l'hypothèse d'absence d'hystéré
sis, ce qui rend les caractéristiques B(R) univoques.) 

Les équations décrivant de tels cas sont alors non-linéaires, et leur résolution nécessite en 
pratique l'utilisation de méthodes itératives, comme par exemple celle de Newton-Raphson (qui sera 
effectivement employée dans cette étude). [8] 

Simple et efficace, cette méthode se distingue par un ordre de convergence intéressant, et 
l'existence d'une formulation exacte pour sa matrice jacobienne. 

Dans le cas d'un calcul par éléments finis, on est ainsi conduit à calculer pour chaque élément 
des termes comprenant l'expression dv/aB2 (resp. all/aR2), si le problème est formulé en potentiel
vecteur (resp. en potentiel scalaire). 

Par ailleurs, l'emploi de la méthode de Newton-Raphson s'accompagne de conditions de 
convergence précises, portant notamment sur le modèle mathématique retenu pour v(B2). 

Ainsi, de la continuité et de la monotonie de av/aB2, dépendent l'ordre de convergence de la 
méthode (quadratique dans le meilleur des cas), et sa limite. 

De plus, si on prend comme point de départ de la résolution un potentiel nul partout, la 
convergence est assurée si la pente du modèle B(R) est constante dans les deux zones à faible et à fort 
champ magnétique. [21] 

Les conséquences des propriétés d'un modèle B(R) (ou v(B2)) sur le comportement de la 
méthode de Newton-Raphson étant acquises, il s'agit maintenant de choisir quel modèle de ce type, 
parmi ceux dont on dispose, sera réellement introduit dans nos calculs. 

2.2. Choix d'un modèle pour une courbe B(H) 

On se propose donc de passer en revue différents modèles pour courbes de saturation magné
tique, à la recherche d'une solution assurant un bon comportement numérique lors de la résolution par 
éléments finis, et permettant d'approcher le mieux possible la courbe B(R) expérimentale du matériau 
que l'on souhaite représenter. 

Méthodes d'interpolation 

Elles reposent sur l'interpolation des valeurs B(R) dans les intervalles entre certains points 
sélectionnés sur une courbe de mesure. Cette courbe peut ainsi être approchée avec une grande 
précision, mais des problèmes numériques peuvent parfois se poser, si certaines précautions ne sont 
pas prises. 
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• Interpolation polynomiale par morceaux, de type Lagrange: 

(On n'assure que la continuité de la fonction). Elle est très simple et avantageuse, mais il lui 
manque la propriété essentielle pour la convergence quadratique et sans oscillation : la continuité et la 
monotonie de dv/dB2 ; ce qui risque, lors de la résolution, de créer une oscillation autour de la 
solution ... 

• Interpolation par fonctions splines: 

Ces fonctions peuvent par contre assurer un modèle continu pour v et sa dérivée, mais sauf 
aux premiers points issus de la courbe de mesure. Par ailleurs, dans un code de calcul, ce type de 
description peut sembler assez lourd à implanter (comparativement à un modèle analytique global). 

Modèles analytiques 

Ils consistent en une expression simple B = f(H), sur l'ensemble du domaine [Hmin ; Hmax], et 
dont on tire immédiatement le même type de description pour v et sa dérivée. La difficulté consiste 
dans ce cas à trouver des fonctions assez souples pour approcher une courbe expérimentale, sans que 
cela entraîne un nombre excessif d'opérations dans le calcul numérique. 

• Modèle de Marroco [19] : 

Son intérêt réside dans la description du coude et du début de la partie saturée. La fonction 
considérée étant dérivable et monotone, elle assure une convergence quadratique (donc optimale) à la 
méthode de Newton-Raphson; néanmoins, ce modèle diverge pour les valeurs élevées de H (branche 
parabolique verticale !), et s'avère peu économique pour le calcul numérique, en particulier si on 
utilise des éléments d'ordre élevé . 

• Modèle "arctangente": 

B(H) = /lo.H + a.arctg(B./lo.H) (2.9) 

Ce modèle présente l'avantage de la simplicité pour l'expression de v et de sa dérivée; mais 
on ne dispose que de deux degrés de liberté pour approcher une courbe expérimentale : a pour la 
position de l'asymptote B = J1o.H + Js, et B ensuite pour la pente à l'origine. 

• Modèle avec contrôle du coude de saturation [18] : 

B(H) 
= J Hg + 1 - ,.; (1 + Hg)2 - 4.Hg.(1 - a) 

J.lo·H + s· 2.(1 _ a) (2.10) 

avec: (2.11) 

Rarement rencontré, ce modèle permet pourtant d'approcher une courbe B(H) mesurée à l'aide 
de trois paramètres de réglage relativement découplés, et surtout explicites: /lrll est la pente à l'origine 
(!lro = lim (B / Jlo .H) quand H tend vers 0) ; Js permet de positionner l'asymptote B = J1o.H + Js ; et a 
est un coefficient compris entre 0 et 1 dont dépend de façon monotone la courbure dans la zone du 
coude de saturation. 

Le seul inconvénient de ce modèle est le coût en opérations élémentaires pour le calcul 
numérique de v et de sa dérivée. 
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Chacun des cinq modèles cités présente donc des avantages et des inconvénients. Cependant, 
c'est le dernier présenté qui sera seul retenu, car il est le plus pratique et efficace pour traduire le 
changement d'allure d'une courbe B(H) quand la température varie. Nous allons voir de quelle 
manière cela peut se réaliser. 

2.3. Modèle choisi pour la dépendance thermique 

La courbe B(H)amb d'un acier (pour la température ambiante Tamb) étant approchée par un 
modèle analytique avec contrôle du coude (on dispose donc de valeurs pour les trois paramètres : 
J.1rOamb, Jsamb, aamb), on se propose de modéliser de la même façon la courbe B(H) de cet acier, à une 
température quelconque T. 

Cela revient donc à considérer, pour T donnée, de nouvelles valeurs pour les trois paramètres: 

Js (T) = fI (Jsamb, T) 
J.1rO (T) = f2 (J.1rOamb, T) 
a (T) = f3 (aamb, T); 

(2.12) 
(2.13) 
(2.14) 

les fonctions fk étant choisies de la façon suivante: 

avec: 

fI (J, T) = J.C(T) 
f2 (J.1n T) = J.1r-C(T) 
f3(a, T) = ao+p.T 

(2.16) 
(2.15) 
(2.17) 

C(T) = Jsmodèle(T) / Jsamb (par définition, C(T) étant un "coefficient de température") (2.18) 
Ua = aamb - p.Tamb (2.19) 
p « 0) supposé indépendant de l'acier considéré (p est déterminé une fois pour toutes). 

Ces choix sont justifiés par les éléments suivants: 

• l'observation sur des mesures B(H,T) que, comme Js(T), J.1rO décroît quand T augmente, 
d'abord faiblement, puis plus rapidement (il n'y a a priori pas de raison pour que ce soit la 
même loi, mais on choisit fI = f2 pour des raisons de commodité d'implantation) ; 

• la constatation empirique (après essais) qu'avec notre modèle, on s'approche mieux des 
courbes B(H,Tk) mesurées si on prend un coefficient de courbure décroissant en fonction de 
la température; la loi a(T)empirique obtenue étant très proche d'une droite (cf. fig. 2.8). 

Quant à la détermination du coefficient de température C(T), elle repose sur l'expression d'un 
modèle (analytique de préférence) Jsmodèle(T), dont le but est d'approcher le mieux possible les points 
Js(Tk) issus des courbes de mesure B(H,Tk) pour l'acier considéré (cf. fig. 2.4 et 2.5). 

Mais quel modèle choisir pour Js(T) ? 

Une première idée consiste à utiliser une fonction exponentielle décroissante (expression très 
simple, la courbe mesurée étant approchée à l'aide d'un seul paramètre de réglage). Mais étant 
données la médiocrité du résultat obtenu (cf. fig. 2.9) et la ressemblance entre l'allure d'une courbe 
B(H)H = O .. Hmax et celle d'une courbe Js(Th = Tc •. O oc (températures décroissantes), on décide d'utiliser 
pour Jsmodèle(T) une adaptation de l'expression (2.10) : celle à trois paramètres avec contrôle de la 
courbure du coude. 
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Fig. 2.8 : Valeurs empiriques pour le coefficient de courbure a(T) 

Cela donne : 

C(T) 

avec: 8 = (crû - 1) . co.8 
g Cs 

e = Tc - T 
Co : constante empirique 

(cette fois les trois paramètres de réglage sont: Crû, cs, et ca). 
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Remarques à propos du modèle choisi pour C(T) aux frontières du domaine de température : 

e le modèle (2.20) possède une pente négative pour T = 0 OK, alors que la courbe Js(T) théo
rique (cf. fig. 2.3) Y a une pente nulle; 
ce n'est en fait pas gênant, car le modèle n'a pas du tout été prévu pour ce domaine de tempé
rature, mais seulement pour les échauffements de l'acier, au-delà de 20 oC; 

e au voisinage du point de Curie, un raccordement par une exponentielle décroissante a été pré
vu, entre la partie rectiligne de C(T) et la valeur zéro (cf. fig. 2.13) ; 
cela afin d'éviter une brusque discontinuité de pente, qui serait préjudiciable au bon comporte
ment de la méthode de résolution numérique. 

Maintenant que nous disposons d'un modèle pour une courbe B(R) d'acier à température 
ambiante, et d'un moyen pour prévoir la nouvelle allure de cette courbe à n'importe quelle 
température, il reste à vérifier que cela permet bien, au moins, de retrouver avec assez de précision un 
nombre suffisant de courbes B(H) mesurées à différentes températures. 

Mais à condition d'avoir d'abord un aperçu de la méthode par laquelle ces courbes sont 
effectivement obtenues, ainsi que sur les limites de cette méthode. 
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3. CONFRONTATION DU MODÈLE AUX MESURES 

En 1993, nous avons pu réaliser des mesures de caractéristiques B(H,T), sur un appareil prêté 
par EDF. Ayant porté sur quelques échantillons d'aciers employés pour les rotors de ralentisseurs, 
elles ont permis de compléter des expérimentations similaires menées cinq ans auparavant, et aussi de 
mettre en évidence leurs limites. 

3.1 . le dispositif de mesure utilisé 

L'appareil de mesure 

L'appareillage utilisé a pour origine la demande d'EDF à la société MAGNET PHYSIK 
STEINGROEVER (spécialisée dans les mesures magnétiques) d'adapter ses matériels standards pour 
répondre au problème très spécifique du chauffage par induction. 

Celui-ci demande en effet une connaissance très précise des paramètres physiques des corps à 
traiter, et les propriétés de ces matériaux n'ont été jusqu'ici que très faiblement explorées, 
contrairement à ceux destinés à fabriquer, par exemple, des câbles électriques ou des transformateurs. 

De plus, même si des fluxmètres ont été mis au point pour caractériser les tôles magnétiques 
utilisées en électrotechnique, ces matériels sont conçus pour travailler à champ magnétique faible et à 
température ambiante, par opposition au chauffage par induction, où les champs sont très forts, et où 
les températures dépassent 1000 oc. 

L'ensemble utilisé (cf. fig. 2.10 et 2.11) se compose donc d'une alimentation, d'un 
fluxmètre, d'une bobine excitatrice, d'une bobine de mesure, et d'un dispositif permettant de porter 
les échantillons (des barreaux) à une température supérieure à 850 oC, l'enceinte étant chauffée par 

appareil de réglage STR3 

fluxmètre EF3 

champ de connexion 

alimentation SVR4 

Fig. 2.10 : L'appareil de mesure et d'enregistrement de courbes B(H,T) utilisé 
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Fig. 2.11 : Schéma de principe du fonctionnement de l'appareil de mesure 

des résistances. Les champs magnétiques auxquels le matériau est soumis peuvent atteindre 120000 
A/m, ce qui correspond aux valeurs couramment rencontrées dans bon nombre de procédés 
industriels, notamment dans le fonctionnement d'un ralentisseur électromagnétique. 

Enfin, étant donné qu'il n'existe pas de règle analytique qui puisse régir l'aimantation d'un 
acier en fonction du pourcentage ou de la nature des additions, et qu'un traitement thermique peut 
même modifier ces données, l'usage du présent appareil pour chaque cas d'espèce se trouve tout à fait 
justifié. 

Méthode de mesure 

• L' aimantation J est mesurée dans une bobine de mesure du moment magnétique compensée 
pour le champ magnétisant, et connectée à un fluxmètre; 

fi le champ magnétisant H dans la bobine de champ magnétique est dérivé du courant à travers 
la bobine de champ sur une résistance de précision. 

s La première étape consiste à effectuer la montée en température de l'échantillon, jusqu'à l'ob
tention d'un régime permanent, et de la température désirée (en réglant la tension d'alimentation 
du four) ; 

li on démagnétise ensuite, automatiquement, l'échantillon, par un champ alternatif à amplitude dé
croissante ; 

CI le tracé de la courbe B(R) est alors lancé, l'instrumentation en température (constituée de ther
mocouples et d'un millivoltmètre) permettant de relever simultanément des valeurs instantanées 
de T. 
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3.2. Comparaisons mesure 1 modèle 

Le comportement du modèle de courbes B(H,T) présenté au § 1I.2.3 a été évalué en le con
frontant à des mesures effectuées avec le dispositif qui vient d'être décrit. 

Remarque: les courbes de mesures qui ont servi sont celles de 1988 (le point de Curie est esti
mé à 805 au lieu de 760 OC), mais ce n'est pas gênant, compte tenu de leur similitude avec les plus ré
centes, et de la souplesse du modèle employé. 

La première opération consiste à approcher la courbe Js(T) issue des mesures, à l'aide du 
modèle décrit par les équations (2.18), et (2.20) à (2.22). 

Le résultat obtenu avec les meilleures valeurs des paramètres de réglage est illustré à la figure 
2.12 (cf. fig. 2.13 pour l'agrandissement autour du point de Curie), qui montre que le modèle est tout 
à fait satisfaisant. 

2,5 ~ 

~ .. --. 
~ 2 _._.-.~~ 
o .~. e 
:::1 1,5 • 
~ \ 

-.- : Mesure 
--: Modèle 

~ \ 
g .\ oS 
c: 
ctS 

~ \ 
0,5 ., 

• '. 
o L--'---'--'--'---'---'---L--L_L...-................ -'--'--'---'---'---L--I_&-..;; •• "" •••• -..L--'--' 

o 200 400 600 800 

Température (oC) 

Fig. 2.12 : Aimantation à saturation pour un acier de rotors de ralentisseurs 
Comparaison mesure / modèle (crû = 20; Cs = 0,48 ; ca = 0,94) 

1000 

Une meilleure approximation pourrait être obtenue dans la plage 400-650 oC, mais ce serait au 
détriment du très bon comportement aux températures plus basses, ce dernier étant nettement plus 

, important pour une simulation précise de la montée en température depuis l'ambiante. 
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Fig. 2.13 : Agrandissement de la fig. 2.12 autour du point de Curie 

La seconde opération consiste ensuite à approcher la courbe B(H) obtenue à température 
ambiante, au moyen du modèle décrit par les équations (2.10) et (2.11). 

Cela donne un très bon résultat, comme on peut le constater sur la figure 2.14. 
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Fig. 2.14 : Courbe B(H) à 20 oC pour un acier de rotors de ralentisseurs 
Comparaison mesure / modèle (I1rO = 250 ; Js = 2,26 ; a = 0,58) 
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Il. Modélisation de la dépendance thermique des propriétés magnétiques et électriques de l'acier 

Les deux opérations précédentes étant effectuées, on retient les valeurs optimales pour tous les 
paramètres de réglage utilisés, et on utilise de nouveau le modèle (2.10), associé cette fois aux équa
tions (2.12) à (2.19), pour une confrontation avec des courbes B(H) mesurées à des températures ré
parties entre 20 et 750 oc. 

Le résultat est illustré aux figures (2.15) et (2.16), qui montrent une bonne concordance entre 
le modèle et les mesures. 
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Fig. 2.15 : Courbes B(H,Tk) pour un acier de rotors de ralentisseurs 
Comparaison mesure / modèle (première série de températures: 20, 380, et 680 OC) 
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Fig. 2.16: Courbes B(H,Tk) pour un acier de rotors de ralentisseurs 
Comparaison mesure / modèle (deuxième série de températures: 205, 580, et 740 oC) 
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Une critique pourrait toutefois être émise à propos de la courbe à 580 oC, ainsi que pour celles 
à plus haute température. 

Mais 580 oC est précisément le point où on estime le moins bien Js(T) (cf. fig.2.12), et les exi
gences qu'on pourrait avoir aux hautes températures paraissent bien déplacées, si on évalue le degré 
de précision des mesures dans ce domaine. 

3.3. Discussion sur la précision 

L'appareil et la méthode de mesure qui ont été présentés au § II.3.1 comportent, comme nous 
allons le voir, des points forts, mais ils sont également sources de certains manques de précision. 

Calcul des réglages des appareils 

Avant d'effectuer toute mesure, il convient d'ajuster chacune des "constantes" des appareils 
employés: table traçante, fluxmètre, indicateur digital. (On déduit de celles-ci la constante du dia
gramme (en T/cm) et le facteur du vernier de réglage de l'appareil.) 

Ces constantes dépendent notamment des dimensions de l'échantillon, et celles-ci ont été 
mesurées au palmer de précision, ce qui représente une amélioration par rapport aux anciennes me
sures de 1988. 

Dérive du fluxmètre 

On sait que la fonction intégration est délicate à réaliser en électronique, et on a effectivement 
toujours observé des dérives - faibles - pour les tensions de sortie du fluxmètre. On a donc pris soin 
à ce que l'appareillage soit bien stabilisé en température avant de lancer des mesures, et avant chacune 
d'elles, l'interrupteur de remise à zéro a été systématiquement utilisé. 

Mesure de l'induction à saturation 

Au lieu de relever sa valeur sur le diagramme de la table traçante, cette dernière a été lue 
directement sur l'indicateur digital du fluxmètre (lecture "à la volée" de la valeur maximale de J), ce 
qui permet de contourner certaines sources d'erreur . 

La valeur obtenue pour Js est quand même légèrement inférieure à l'aimantation à saturation 
réelle du matériau, puisque la bobine de champ magnétique ne permet pas de dépasser 120000 A/m, 
valeur à laquelle les courbes J (R) des aciers ne sont pas encore tout à fait horizontales ... 

En tout cas, les récentes mesures ont fourni des résultats plus réalistes que ceux de 1988, qui, 
par exemple, donnaient parfois pour Js à 20 oC une valeur supérieure à celle du fer! (cette dernière est 
de 2,14 T) 

Variation de T pendant la mesure 

C'est le facteur le plus pénalisant lors d'une mesure B(R) à température donnée, et d'autant 
plus que T est élevée (l'échantillon se refroidit alors plus rapidement) ... 
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Pour tracer une courbe d'aimantation, il est pourtant nécessaire d'éteindre le four (sinon il per
turberait l'instrumentation magnétique), à la suite de quoi on démagnétise l'échantillon, ce qui retarde 
encore la mesure du temps de démagnétisation, soit environ 20 secondes. 

Pendant une mesure B(H), l'échantillon considéré est donc en train de traverser un régime 
évolutif en température. 

On a très bien pu s'en rendre compte en relevant des valeurs de T en même temps que 
l'enregistrement de la caractéristique magnétique, et cela a permis de relever les valeurs de Js à tempé
ratures exactes (instantanées). 

Mais de la même façon, il a aussi été possible de s'apercevoir que pour une mesure prévue à 
800 oC, l'écart entre températures initiale et fmale pour le graphe dépassait 30 oC ! 

Dans ces conditions, pour une température élevée, une courbe B(H) obtenue à l'aide de notre 
modèle doit être comparée à une plage de mesures B(H) ; ce qui est représenté à la figure 2.17 pour 
740 oC, et relativise ainsi le manque de précision apparent de notre modèle. 
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Fig. 2.17 : Courbe B(H) à température élevée pour un acier de rotors de ralentisseurs 
Plage d'incertitude pour la comparaison avec la mesure 

Mesure de la température 

Ce qui vient d'être dit sur le relevé de T doit encore être rapporté au fait que les thermocouples 
utilisés mesurent la température de l'échantillon en swface (et pas en volume). Alors que le champ de 
température de l'échantillon n'est pas complètement homogène, ce dernier étant le siège de transferts 
thermiques, surfaciques (convectifs et radiatifs) et volumiques (conductifs). 

De plus, les thermocouples sont soudés aux extrémités du barreau, où s'effectuent en particu
lier d'importants transferts par rayonnement vers l'extérieur ... 
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A proximité du point de Curie 

Il convient surtout d'être critique vis-à-vis des mesures effectuées à proximité du point de 
Curie: en effet, dans cette zone, non seulement les échanges thermiques concernant l'échantillon ne 
sont plus négligeables (ils s'opèrent essentiellement par rayonnement, les termes en T étant à la 
puissance 4 avec T > 700 oC, au lieu de 20 oC au départ de la température ambiante ... ) ; mais encore, 
les mesures magnétiques portent sur des grandeurs proches de zéro, ce qui rend prépondérante l'in
fluence des bruits. 

Mesure du champ magnétisant 

La mesure du champ H est issue du courant de la bobine de champ magnétique, et donne donc 
le champ externe proche de l'échantillon, pas le champ à l'intérieur de l'échantillon. Ce qui représente 
une source d'erreur pour les mesures, bien qu'il soit quand même appréciable que le constructeur ga
rantisse un défaut d'homogénéité du champ inférieur à 1 % sur la longueur de l'échantillon. 

Enfin, il ne faut pas perdre de vue que pour un même métal, la perméabilité magnétique peut 
varier d'une coulée à une autre (les fondeurs ont d'ailleurs pour références des plages de valeurs 
plutôt que des valeurs précises) ; ce qui relativise là encore la recherche de modèles de courbes 
B(H,T) "collant" parfaitement aux relevés expérimentaux. 
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Conclusion 

Au tenne de ce chapitre, 

• nous possédons les bases nécessaires de physique des matériaux pour comprendre les effets d'un 
échauffement sur sur certaines propriétés physiques de l'acier; 

• nous disposons d'un modèle mathématique analytique pour décrire les courbes B(H,T) de l'acier, 
ce modèle étant adapté à un traitement par la méthode des éléments finis, et en accord avec les lois 
de comportement données par la physique ; 

• nous savons que ce modèle pennet de reproduire, de façon simple et avec une bonne précision, le 
comportement B = f(H) issu des mesures. 

On dispose donc de modèles adéquats pour calculer numériquement les effets de la modifica
tion, due à un échauffement de l'acier, de ses propriétés magnétiques et électriques. 
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CHAPITRE III 

CALCUL DE COURANTS INDUITS DUS AU MOUVEMENT 

D'UN ROTOR AVEC AILETTES DE REFROIDISSEMENT 





Ill. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

Introduction 

Dans les calculs entrepris lors des études précédentes sur les courants induits dans les ralentis
seurs, ne sont considérés que des modèles pour lesquels la géométrie du rotor est invariante suivant la 
direction de la vitesse (induit seul), et leur traitement repose sur l'utilisation d'une méthode de décen
trage. Cependant, on ignore si la simplification opérée n'est pas excessive, et d'autre part on pres
sent que le rôle des ailettes de refroidissement et de la joue peut devenir important quand les rotors 
voient leur température augmenter. 

On se propose donc d'entreprendre le calcul des courants induits dus au mouvement en pre
nant en compte ces ailettes et cette joue. 

Cela passe d'abord par une nouvelle mise en équations du problème, puis par le développe
ment d'une technique de pas-à-pas dans le temps avec prise en compte du mouvement. Après avoir 
appliqué et exploité cette méthode, nous élaborerons enfin un moyen de calcul Iiettement plus écono
mique, et permettant d'obtenir des résultats très proches pour le couple à une vitesse donnée. 

Il est également à noter que, compte tenu des temps de calcul considérables occasionnés par le 
pas-à-pas dans le temps, on ne considèrera, tout au long de ce chapitre, que le modèle bidimensionnel 
de ralentisseur. 
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III. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

1. ANALYSE PHYSIQUE DU PROBLÈME 

La présence d'ailettes de refroidissement (cf. fig. 1.2) sur un modèle de ralentisseur électro
magnétique entraîne, lors de la rotation, une variation dans le temps de sa géométrie; ce qui fait que, 
contrairement à ce qui est présenté au § I.3.1, il n'existe plus de régime stationnaire. 

Le calcul de courants induits ne peut donc plus s'effectuer en se basant sur l'équation 
(1.34),.ni grâce à la technique de décentrage présentée au § 1.3.3, puisque les caractéristiques phy
siques et géométriques de la région en mouvement ne sont plus invariantes suivant la direction de la 
vitesse. 

Le problème doit ainsi être décrit différemment, entre autre en se plaçant dans le référentiel 
mobile, solidaire des pièces conductrices animées de la vitesse v. 

1 .1 . Mise en équations dans le référentiel mobile 

Le problème d'électromagnétisme que l'on se propose de modéliser admet, comme description 
formelle, la même que celle de la figure 1.4 (cf. § I.3.1), et les phénomènes électromagnétiques mis 
enjeu sont toujours complètement décrits par les équations (1.8) à (1.13) (équations de Maxwell dans 
l'approximation des régimes quasi-stationnaires, et relations constitutives). 

Le passage du référentiel R à R' étant décrit par les équations (1.14) à (1.18), ce système 
d'équations devient, dans le référentiel mobile R' : 

div E = 0 (3.1) 

div B = 0 (3.2) 
dB 

rot E = - dt (3.3) 

rot H = .T (3.4) 

B = ~.H (3.5) 

J = <J.E. (3.6) 

Les conditions de passage (1.19) à (1.22) ainsi que les relations aux limites (1.24) à (1.27), 
générales, sont toujours valables. 

Etant donné qu'on se limite à un problème bidimensionnel en espace, le choix de la formu
lation ne pose aucune difficulté, celle en potentiel-vecteur A (cf. éq. (1.37» faisant l'unanimité [7]. 

Dans ces conditions, l'unicité des potentiels est alors assurée si on fixe la valeur de A en au 
moins un seul point du domaine, ce qui est bien vérifié, puisqu'une contrainte de Dirichlet (A = Ao) 
est appliquée sur une de ses frontières. 

On est donc amené à résoudre les deux équations suivantes (associées aux conditions aux li
mites correspondantes, et à une condition initiale, pour (3.7», respectivement dans les régions con
ductrices en mouvement, et dans les autres : 
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dA 
rot (v rot A) - cr dt 

rot (v rot A) = J ex ' 

o (3.7) 

(3.8) 

(Jex représente la densité de courant d'excitation, qui est non-nulle dans les bobines inductrices, ces 
dernières étant supposées reliées à un générateur de courant parfait.) 

En 2D (où A n'a que la composante suivant l'axe z qui est non-nulle), cela donne* : 

~(VdA) + ~(vdA) _ 
dX dX dy dy 

d ( dA) d ( dA) 
dX v dX + dy v dy 

dA 
(j-

dt 
o (3.9) 

(3.10) 

* Dans le cas tridimensionnel, les équations vectorielles (3.7) et (3.8) donneraient chacune trois équations scalaires (avec 
pour inconnues Ax, Ay, et Az), et moins simples en ce sens qu'elles comporteraient des termes de dérivation croisée (i.e. 

~ (v ~ ), ~ (v ~ ) , etc.). ox oy oy oz 
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1 .2. Interprétation de la solution par analogies 

L'équation (3.15) que l'on va être amené à résoudre est une équation aux dérivées partielles de 
type parabolique (ou de diffusion), qui a exactement la même forme que celle rencontrée dans l'étude 
des transferts thermiques par conduction. 

Ce dernier domaine ayant fait l'objet de travaux particulièrement nombreux, on se propose 
d'en extraire certains résultats, dans le but de mieux comprendre les phénomènes qui seront rencon
trés dans le cas des ralentisseurs. (Notre attention se portera principalement sur la durée du régime 
transitoire de diffusion, et sur la réponse d'un système diffusif en régime forcé périodique.) 

En outre, l'étude de tels transferts thermiques fournira un exemple simple permettant d'illus
trer les propriétés d'une méthode numérique présentée ultérieurement. (cf. § III. 2. 1.3) 

1.2.1. Transferts thermiques conductifs instationnaires 

Diffusivité thermique 

On considère le problème général de conduction thermique à une seule dimension spatiale, 
sans source de chaleur, qui consiste en la diffusion de la température dans un corps incompressible et 
indéformable, et qui est décrit par l'équation classique suivante (associée à une condition initiale et 
des conditions aux limites) : 

(3.11 ) 

Cette équation est issue de "l'équation de l'énergie" : 

p cp ~~ - div (k gr ad T) = 0, (3.12) 

et se transforme, dans le cas linéaire (k indépendant de T) en : 

(3.13) 

avec: 

(3.14) 

Le paramètre ath porte le nom de diffusivité thermique, s'exprime en m2.s-1, et on peut 
montrer [22] qu'il est proportionnel à la vitesse de propagation des surfaces isothermes; tandis que 
son inverse caractérise les propriétés d'inertie du corps considéré, vis-à-vis de la propagation du 
champ de température. 

Temps caractéristique de conduction dans une direction 

L'étude des transferts thermiques concernant un système donné conduit à définir des temps 
caractéristiques qui lui sont propres, et dont l'intérêt est notamment de rendre possibles des 

-42 -



Ill. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

simplifications dans sa modélisation, dès lors que certains de ces temps sont négligeables devant 
d'autres. 

Par exemple, on définit ainsi des temps caractéristiques de conduction, de transfert convectif, 
et de transfert radiatif. * 

La définition du temps caractéristique tc,th de conduction dans une direction, pour laquelle 
l'extension du système est de, repose sur l'expression du nombre de Fourier relatif à cette direction: 
[24] 

Fo = (3.15) 

d'où l'on déduit : 
d 2 

t - c c,th - -
ath 

(3.16) 

La notion de distance caractéristique est illustrée à la figure 3.1, pour plusieurs types de géo
métries. 

de 

de 

de =e/2 de=R de = R 

Fig. 3.1 : Exemples de distances caractéristiques 
pour des problèmes de condition initiale T = To, et de condition aux limites T = T1 

Temps nécessaire pour atteindre un régime permanent à x % près 

On se propose d'illustrer, sur un cas simple, l'utilisation qui peut être faite du temps carac
téristique de conduction, en le reliant au temps nécessaire pour atteindre le régime permanent avec une 
certaine précision. 

Pour ce faire, on considère une barre isolée de longueur 1, initialement à la température TO, et à 
l'extrémité de laquelle on applique la température Tl, à tout instant t 2:: 0 (cf. fig. 3.2). 

Dans ce cas, la distance caractéristique est égale à l, et le temps caractéristique vaut 12 / ath. 

Le calcul exact de la température en tout point de la barre et à tout instant, est classique [23] : 
on associe à l'équation (3.13) la condition initiale et les conditions aux limites imposées, et on peut 
appliquer à ce système la transformation de Laplace, qui permet d'en résoudre un autre, équivalent 
mais plus simple. 

* Dans ce dernier cas, le temps caractéristique est lié au flux radiatif, et pas au phénomène de propagation des photons, 
en pratique instantané (vitesse de la lumière sur des distances finies). [24] 
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k, p, cp Initialement à T 0 

x=O x=1 

Fig. 3.2 : Le problème de la barre isolée 

On revient alors à l'espace de départ en appliquant la formule de réciprocité complexe, ce qui 
donne: 

Il est alors intéressant de calculer, en fonction du temps relatif tltc, l'écart au régime permanent 
de diffusion, ce régime étant défini par T(x) = Tl pour tout x compris entre 0 et l, soit: T(x = 0) = 
Tl. 

Cela permet de constater, par exemple (cf. fig. 3.3.b), que T(x = 0) vaut Tl à 40 % près pour 
t = te,th / 2 ; T = Tl à 10 % près pour t = tc,th ; et T = Tl à 1 % près pour t = 2.te,th. 

Si on calcule T(x,t) par une méthode numérique de type pas-à-pas dans le temps, on peut donc 
considérer, en pratique, que l'on a passé le régime transitoire dès que t = 2.te,th. 
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Fig. 3.3.a et 3.3.b : Solution exacte du problème de la figure 3.2 : 
Température à l'extrémité de la barre (x = 0), et écart relatif à T1 
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1.2.2. Diffusion thermigue en régime forcé périodigue 

On considère de nouveau l'équation (3.11) décrivant l'évolution de la température dans un 
corps incompressible et indéformable, mais on l'associe cette fois à une condition aux limites 
périodique dans le temps sur la frontière x = 0 (Le domaine spatial étant {x / x ~ O} ). 

On se propose alors d'étudier la solution T(x,t) en régime forcé, que l'on considère si
nusoïdal, en première approximation, la condition aux limites appliquée étant également supposée 
telle. 

Pour fixer les idées, ce problème correspond au cas d'un mur semi-infini, soumis à l'alter
nance jour/nuit sur sa face exposée au soleil. 

Ce problème est complètement résolu dans [24], et nous allons ici seulement aborder quelques 
propriétés de la solution obtenue, qui se prêtent à certaines interprétations physiques: 

• On montre qu'il existe une solution T(x,t) asymptotique (i.e. au bout d'un temps suffisamment 
grand), périodique, et de même pulsation que la contrainte; 

• Cette solution ne vérifie pas la condition initiale ; cela signifie que lorsque le système a dépassé le 
régime transitoire, il a totalement perdu mémoire de son état initial ; 

• A pulsation 0) fixée, le phénomène de diffusion dégénère en un phénomène de propagation, qui se 
fait vers les x positifs avec la célérité : 

(3.18) 

(Cette célérité, qui dépend de 0), est donc affectée du phénomène de dispersion: les signaux se 
propagent avec une célérité d'autant plus grande que leur fréquence est élevée, ce qui implique que 
la composition spectrale du signal varie en fonction de x) ; 

• Le signal à la pulsation 0) se propage avec cependant une forte atténuation, à cause d'un facteur 
en: 

(3.19) 

Cette atténuation étant d'autant plus forte que la pulsation 0) est élevée, on note que les com
posantes à fréquence élevée sont rapidement éteintes (bien qu'elles se propagent plus vite) ; 

• Pour la pulsation 0), on définit une profondeur de pénétration ep,th par : 

(3.20) 

cette longueur étant telle que la dérivée dT/dt ne prend de valeurs importantes que dans une couche 
superficielle de quelques ep,th. 

-45 -



III. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

1.2.3. Application aux ralentisseurs électromagnétiques 

Les résultats qui viennent d'être énoncés dans le cadre des problèmes de diffusion de la tem
pérature dans les corps incompressibles et indéformables, peuvent par analogie être appliqués au 
domaine des ralentisseurs électromagnétiques, pour lesquels le développement de courants induits 
dans un modèle 2D se décrit au moyen d'une équation aux dérivées partielles de type identique. 

Dans cet ordre d'idées, il est ainsi pertinent d'introduire une diffusivité magnétique: 

(3.21) 

de même qu'un temps caractéristique de diffusion dans une direction: 

d 2 
t - C c,mag - -a-

mag 
(3.22) 

(La distance caractéristique est dans notre cas la profondeur p du rotor, évaluée depuis sa frontière 
avec l'entrefer, où s'exerce la contrainte périodique d'excitation due aux bobines inductrices) 

Pour les calculs évolutifs en pas-à-pas dans le temps qui vont suivre, il est ainsi possible, 
dans le cas linéaire (i.e. v constante), d'estimer avec une bonne précision (on le vérifie dans la 
pratique) la durée du régime transitoire d'établissement des courants induits, par : 

2.tc,mag = 2.I-1.cr.p2. (3.23) 

(Dans le cas non-linéaire (1-1 < 1-11in), cette formule permet seulement d'obtenir un majorant pour la 
durée du régime transitoire) 

Les résultats concernant les régimes forcés périodiques peuvent également s'appliquer au cas 
magnétique, le fait le plus marquant étant que l'on retrouve pour la profondeur de pénétration l'ex
pression classique de l"'épaisseur de peau" : 

A~ 
ep,mag = 'V ~ = ~ 2 = 8 

(01l<J' ' 
(3.24) 

longueur typique rencontrée dans les problèmes de courants induits, et qui est telle que le champ élec
trique comme la densité de courant ne prennent de valeurs importantes que dans une couche superfi
cielle de quelques 8. 

. Il est par ailleurs intéressant de savoir que si on cherche juste à obtenir le comportement 
magnétique en régime permanent, il est inutile de s'attarder sur la condition initiale, qui n'a de toute 
façon pas d'influence. 

Dans le cas du régime forcé de diffusion d'un ralentisseur, on doit quand même reconnaître 
que la contrainte périodique d'excitation a ceci de particulier que sa périodicité temporelle (en régime 
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permanent), du point de vue d'un point du rotor, provient de l'association d'une périodicité spatiale 
au niveau du rotor (une période correspond à deux pôles successifs), et du mouvement relatif qui 
existe entre le stator et le rotor. 

On a donc affaire à une situation un peu plus complexe que dans le cas précédent du mur con
ductif, mais cette approche par analogie permet de comprendre le phénomène de transport des lignes 
de flux magnétique (cf. fig. 3.4.a) autrement que par la présence du terme de convection v"B (point 
de vue "référentiel fixe"). 

En se plaçant dans le référentiel mobile, le phénomène apparaît en effet comme une propaga
tion, à travers le rotor, des potentiels imposés par les pôles d'excitation, ajoutée à un effet de retard 
dû au glissement de la contrainte. 

On remarque en outre que les deux approches permettent de comprendre l'existence d'un effet 
pelliculaire pour la répartition de la densité de courants induits (cf. fig. 3.4.b), le point de vue "réfé
rentiel fixe" favorisant l'explication par un plus grand "tassement" des lignes de flux près de la sur
face du rotor. 

- ~-::---;.;::;--=:> 

1 

Fig. 3.4.8 et 3.4.b : Allures typiques des lignes équiflux, et de la densité de puissance dissipée, 
dans un problème de courants induits dus au mouvement d'une pièce conductrice 
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2. MÉTHODE DE CALCUL DE COURANTS INDUITS PAR ÉLÉMENTS FINIS 20 
ET PAS-À-PAS DANS LE TEMPS AVEC MOUVEMENT 

2.1. Résolution numérique des problèmes d'évolution du 1er ordre 

L'analyse transitoire des problèmes de courants induits peut s'effectuer en utilisant des mé
thodes de pas-à-pas dans le temps, destinées au traitement des équations différentielles ou aux déri
vées partielles, du premier ordre en temps. 

La présentation qui suit se limite au 8-schéma, souvent utilisé, et qui permet en particulier de 
s'affranchir de contraintes, parfois lourdes, qu'entraînent d'autres types de méthodes. 

(Par exemple, les méthodes de Runge-Kutta, ou à pas variable comme celles de prédiction
correction, ne sont pas inconditionnellement stables, et le domaine de stabilité des premières est trop 
réduit pour les problèmes raides. [29] ) 

N.B. li existe aussi d'autres méthodes, plus originales, dont l'intérêt apparaît surtout si on se 
contente de rechercher une solution en régime permanent. Un aperçu en est donné au § III.5. 

2.1 .1. Bases théoriques 

L'équation aux dérivées partielles la plus simple pour les problèmes de diffusion (ou para
boliques), à une seule dimension en espace, est la suivante: 

(3.25) ( 
du _ d2U = 0 
dt dx2 

u(x, t = 0) = uo(x) (condition initiale). 

L'application de la méthode des éléments finis à ce type de problème conduit alors (qu'il y ait 
une ou plusieurs dimensions en espace), à un système différentiel du 1 er ordre, du type suivant: 

(3.26) ( 
[T] d~~] + [S] [U] = [F] 

[U]t = 0 = [U]o· 

Après s'être fixé un pas de temps M (et un pas d'espace ~x, pour (3.26)), l'application de la 
a-méthode, où a est un paramètre compris entre 0 et 1, consiste à remplacer ces équations par les 
schémas aux différences finies suivants: [25] [30] 

(3.27) ( 
l (Ur+l - Ur) - _1_ {e (ur:l- 2 Ur+1 + ur_il) + (1- e) (Ur+l - 2 ur + Ur-l)) = 0 
~t ~X2 

u? donné, par exemple uo( (X)i) ; 

(3.28) f (~: + e [S]) [U]n+l + ( - ~: + (1 - e) [S]) [U]n = [F] 

\ [U]o donné, 

avec: 

Uin et [U]n : inconnues, approximations des solutions exactes U(Xi,tn) et [U] 
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tn = n .. M 
xi = i.ô-x. 

Pour a = 0, le schéma est dit explicite (dans (3.27), les termes indiciés n+ 1 s'expriment di
rectement en fonction de ceux indiciés n, connus) ; alors que pour a > 0, il est qualifié d'implicite 
(l'approximation de u dans (3.27) à l'instant tn+l fait intervenir les valeurs que prend U à ce même 
instant). 

En outre, à certaines valeurs de a correspondent des noms de méthodes consacrés, comme le 
montre la table 3.1. 

Table 3.1 : Diverses dénominations pour le a-schéma 

THÊTA 

° 1/2 
2/3 
0,878 
1 

NOM DE LA MÉTHODE 

Euler progressive 
Crank-Nicolson 
Galerkine 
Liniger 
Euler régressive 

Remarque: la relation de récurrence (3.34) peut provenir de l'application de la méthode des 
résidus pondérés (ou méthode de Galerkine), qui consiste à discrétiser le problème (3.26) à l'aide 
d'éléments finis temporels (donc unidimensionnels). 

Selon cette approche, si les fonctions de projection (ou fonctions tests) sont notées W (cf. fig. 
3.5), le paramètre a prend la signification suivante: [30] 

f Wçdç 
e = ~---

fWdl; 
(3.29) 

On comprend ainsi l'appellation "schéma de Galerkine" pour a = 2/3, cette valeur correspon
dant précisément à l'utilisation de fonctions de pondération W linéaires (et identiques aux fonctions 
d'approximation N. 

Nn-1 =Wn-1 Nn=Wn Nn+1 = Wn+1 

IU]- [U]""=~"'IU]. 1 l ~ 
o ~ç 

n-1 n n+1 

~ 
domaine temporel 

Sur l'élément [tn,tn+Ü 
de longueur At : 

ç=tnt Nn=1-ç 

O~ç~1 Nn+1=Ç 

Fig. 3.5 : Application de la méthode de Galerkine au domaine temporel, 
avec fonctions de projection linéaires 
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2.1.2. Propriétés de la a-méthode 

Précision 

La précision du a-schéma (3.27) s'étudie en effectuant un développement de Taylor autour du 
point (Xi,tn+ll2). Les égalités qui en découlent pour une fonction u régulière permettent alors d'affir
mer que le a-schéma est: [25] [28] 

- d'ordre 1 en temps si a,* 1/2 
- d'ordre 2 en temps si a = 1/2 

(l'erreur En = O(ilt)) ; 
(l'erreur En = O(ilt2)). 

Le schéma de Crank-Nicolson présente donc la particularité de posséder une convergence 
quadratique : sa précision est supérieure à celle des autres a-schémas. 

Stabilité et caractère oscillant 

On rappelle qu'une méthode numérique stable se caractérise par l'amortissement, à chaque 
pas, des erreurs de méthode ou d'arrondi dues au pas précédent; alors que dans le cas instable, ces 
erreurs se propagent et s'amplifient. 

On peut démontrer [25] [28] que le a-schéma défini par (3.27) est: 

- inconditionnellement stable si a ;::: 1/2 ; 
2 

- stable sous la condition ~t:::;; ~x si a < 112. 
2-48 

(3.30) 

Pour étudier le comportement du schéma (3.28), on a recours à l'analyse spectrale (approche 
par les valeurs et les vecteurs propres). 

Ainsi, le système différentiel (3.26) peut s'exprimer par le biais de variables de participation 
modales Ui, sous la forme d'équations scalaires du 1er ordre découplées: [30] 

dUi 
ti dt + Si ui = fi ; (3.31) 

la réponse complète du système physique s'exprimant au moyen des vecteurs propres Vi, par super
position des modes : 

[U] = L ui [V]i· (3.32) 

Appliqué à (3.31), le a-schéma fournit des relations de récurrence semblables à (3.28), qui, 
dans le cas du régime libre (i.e. avec le terme d'excitation [F] mis à zéro), s'écrivent comme suit: 

(3.33) 
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ou encore: 

(3.34) 

où apparaît un facteur d'amplification À, qui s'introduit en même temps que l'équation caractéristique 
de la relation de récurrence (3.33) : 

(3.35) 

En notant û)i la valeur propre Si 1 ti correspondant au mode i, et par des considérations sur le 
caractère borné ou non de la réponse du système (ainsi que sur le changement de signe de Yi avec la 
parité de n), on trouve alors que le a-schéma est: [30] 

- inconditionnellement stable si a;::: 1/2 (puisque abs(À) ::; 1) ; 

- stable sous la condition ilt ::; ( 2 ) si a < 1/2 ; 
(Ùmax 1 - 2 e 

- oscillant (À < 0) si et seulement si L\t > (.) et a < 1. 
(Ùmax 1 - e 

Ces résultats sont illustrés aux figures 3.6.a et 3.6.b, qui montrent quelles contraintes éven
tuelles pèsent sur le choix de ~t pour une valeur de e donnée. 

100 100 

instable 

<5 <5 
x 

10 
x 

10 oscillant 
CIl CIl 
E E 
~ stable ~ 

non oscillant 
1 1 

0 0,5 0 0,5 

Thêta Thêta 

Fig. 3.6.a et 3.6.b : Propriétés du a-schéma en fonction des valeurs des paramètres a et l'>t 
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Conclusion : choix d'une valeur pour () 

Les résultats précédents ont pour intérêt d'orienter la détermination de valeurs à employer pour 
le paramètre de la a-méthode. 

Ainsi, le fait que les a-schémas avec a < 1/2 ne sont que conditionnellement stables entraîne 
qu'ils ne sont quasiment jamais utilisés. (Même pour a = 0, le gain en temps de résolution que pro
cure le caractère explicite de la méthode est très atténué par la nécessité de prendre un pas de temps 
petit*, et d'autant plus petit que le maillage spatial est fin.) 

Par ailleurs, le schéma de Crank-Nicolson, qui a l'avantage de posséder la précision maximale 
(convergence quadratique), est également celui qui présente le plus de risques d'oscillations, parmi 
les schémas inconditionnellement stables. (li est qualifié d'Ao-stable (inconditionnel), mais pas de L
stable [29]. (On montre que dans l'expression de la transformée de Fourier de la donnée initiale uo, 
les composantes de haute fréquence ne sont pas amorties.)) 

Cela donne alors lieu à un phénomène de bruit tout à fait étranger au comportement physique 
du système étudié, bien que cela puisse ne pas être gênant, puisque ces oscillations se produisent tou
jours de part et d'autre de la solution exacte. 

Le schéma d'Euler rétrograde est par contre Ao- et L-stable. Cette forte stabilité assure des ré
sultats toujours lisses, mais en plus du fait que sa précision n'est que d'ordre 1, cela peut le rendre 
mal adapté à la résolution de problèmes raides, dont la solution est localement très rapidement va
riable. 

Finalement, pour le choix de a, on a souvent recours à un compromis, comme par exemple le 
schéma de Galerkine, qui permet de réduire le risque d'oscillations que présenterait le schéma de 
Crank-Nicolson, tout en produisant des valeurs raisonnables pour les erreurs de méthode.** 

2.1.3. Illustration sur un cas d'école 

Ce qui vient d'être vu de façon générale sur la résolution de problèmes évolutifs par le a-sché
ma peut s'observer sur un cas particulier. 

On considère une barre isolée (cf. fig. 3.7), à l'extrémité de laquelle une température de 600 
OC est appliquée pendant 10 minutes, son autre extrémité étant le siège d'un échange convectif libre 
avec l'air ambiant. *** 

k, p, Cp 

600 oC pendant 10 air à 20 oC 
min.pu~20·C _~~ 

.... ~ 

longueur 1 

Fig. 3.7 : Un exemple de problème simple à résoudre par le a-schéma 

* Et si on le prend trop petit, on risque, dans le cas d'une résolution par éléments finis, d'être confronté à une cause sup
plémentaire d'instabilité, pour avoir violé cette fois un principe de discrétisation maximale. [27] 
** Le schéma de Liniger (8 = 0,878) est considéré, de ce point de vue, comme optimal. [26] 
*** On peut là reconnaître un pmblème de porte pare-flammes, la température de 600 oC simulant un incendie. 
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La condition initiale de température effectivement considérée sur la barre est représentée à la fi
gure 3.8. (Le créneau de 600 oc est introduit juste pour comparer les comportements de plusieurs a
méthodes) 

800 ~---------------------------. 

6 600 
~ 

~ 
::::l 
iii 400 
-Qi c.. 
E 
~ 200 

o~~~~~~~~~~~ 

o 0,2 0,4 0,6 0,8 

Abscisse relative x / 1 

Fig. 3.8 : La condition initiale pour le problème de la figure 3.7 

L'équation aux dérivées partielles à discrétiser étant toujours (3.11), on se propose de calculer 
de façon approchée la répartition T(x) à différents instants, ainsi que l'évolution T(t)x = 1, à l'aide de 
trois a-schémas typiques: ceux d'Euler (progressif), Crank-Nicolson, et Liniger. 

La barre est discrétisée en 100 segments de même longueur, et on prend ô.t = 10 secondes et 2 
minutes, respectivement pour le calcul de T(X,tk) et T(t)x = 1. (M est volontairement grand.) 

Les résultats alors obtenus sont présentés aux figures 3.9 à 3.11, sur lesquelles on retrouve il-
lustrés: 

- la possibilité d'instabilité pour a = 0 ; 
- la possibilité d'oscillations pour a = 1/2 ; 
- l'intérêt d'un compromis (absence d'oscillation / perte de précision) pour a = 0,878. 

A ce stade de l'étude, on sait comment résoudre numériquement un problème d'évolution du 
premier ordre en utilisant le a-schéma. 

Mais notre but étant de résoudre le problème décrit par l'équation (3.9) (associée aux con
ditions aux limites correspondantes), il va s'agir d'appliquer cette méthode conjointement avec une 
discrétisation par éléments finis. 

- 53-



1E+12 

ü 
~ 1E+08 

1E+00 

700 

600 

~ 500 

~ 
::l 400 
"§ 
'0) 
0-
E 
0) 

1-

300 

200 

100 

700 

Ill. Calcul de coural)ts induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

~ 
1 1 Ir 1 

~~--: t=10s 
--: t=60s 

1. 

1 

1 

1 
1 

1 

, i 1 IL~ 
1 

1 i 1 il 
l ! 

o 0,2 0,4 0,6 0,8 

Abscisse relative x / 1 

Fig.3.9 .. a 

0,2 0,4 0,6 0,8 

Abscisse relative x / 1 

Fig.3.10.a 

1E+60 ~----~----~~----~------
ü 
~ 

~ 
~ 1E+40 
'0) 
0-
E 
~ 1E+20 ~----~--~~~----~------

1 

1 E+OO ==o=Gc.Luu...u .......... ...L.. ................. u.L ................ ......J 1 

o 1 000 2000 3000 4000 . 

- Euler progressif -

200 

Ü 150 
~ 

~ 
::l 

~ 100 
'Ol 
0-
E 
0) 

1- 50 

o 

- Crank-Nicolson -

200 

o 1000 

Temps (s) 1 

Fig.3.9.b 

2000 

Temps (s) 

Fig.3.10.b 

3000 4000 

600 ~····~~·······,··················o·················;·· ................. ; ............... ~ 

~ 500 

~ 
::l 400 
~ 
'0) 
0-
E 
~ 

300 

200 

100 

0,2 0,4 0,6 0,8 

Abscisse relative x / 1 

Fig.3.11.a 

Ü 150 
~ 

~ 
::l 

"§ 100 
'Ol 
0-
E 
0) 

1- 50 

o 

- Liniger-

o 1000 2000 

Temps (s) 
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Fig. 3.9 à 3.11: Calculs de température par trois a-schémas: 
le long de la barre (à 10 et 60 s), et à son extrémité libre (pendant une heure) 
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2.2. Application au calcul magnétique par éléments finis 

2.2.1. Projection par la méthode de Galerkine 

Nous allons voir comment s'applique la méthode des résidus pondérés (ou de Galerkine) au 
problème décrit par l'équation (3.9), associée aux conditions aux limites correspondantes, et com
ment intervient l'application de la a-méthode. 

On remarque pour commencer que tout le domaine d'étude 0 est borné par deux frontières sur 
lesquelles sont appliquées les conditions aux limites de Dirichlet (A = Ao, sur rI), et de Neumann 
homogène (dA/dn = 0, sur r2). 

La densité de courant d'excitation Jex(x,y,t) étant connue dans l'espace et le temps, on re
cherche la solution A(x,y,t) parmi les fonctions continues, dérivables par morceaux dans le domaine 
0, et qui vérifient la condition de Dirichlet sur la partie rIde la frontière. 

Ce que l'on peut exprimer en écrivant que, quelle que soit la fonction scalaire W(x,y) con
tinue, dérivable par morceaux et telle que W = 0 sur rI. on a: 

J ln [:x (v ~~ ) + ! (v ~ ) - cr aa~ + Jox] W dQ = O. (3.36) 

La méthode de Galerkine, ou méthode des résidus pondérés, consiste à choisir n fonctions de 
projection Wi appelées fonctions tests, indépendantes, et si possible orthogonales, pour lesquelles on 
écrit l'équation précédente: [8] 

La première intégrale peut alors être transformée, après intégration par parties et application du 
théorème de Green, en : 

JJ (dA dWj dA dWj ) J dA 
Q V dx dx + dy dy dO + r V dn Wj dr. (3.38) 

On obtient alors, compte tenu de la condition dA/dn = 0 sur r2 et du choix W = 0 sur rI , le 
système suivant: 

(3.39) 

Considérons maintenant N fonctions indépendantes, continues et dérivables par morceaux <Pl, 
<P2, .. , <Pn, appelées fonctions d'approximation: on va approcher la fonction inconnue A(x,y,t) par 
une combinaison linéaire de ces fonctions : 
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N 

A (x,y,t) = L Aj (t) <Pj (x,y) . 
j = 1 

(3.40) 

Les coefficients Ait) sont alors déterminés de manière à satisfaire les équations précédentes, 
qui deviennent : 

Ce système peut encore s'écrire : 

En choisissant un nombre de fonctions tests Wi égal au nombre de coefficients inconnus Aj, 
on obtient donc un système différentiel d'ordre l, composé de N équations avec N variables. 

D'autre part, bien que les fonctions de projection et les fonctions d'approximation puissent 
être choisies de manière indépendante, on les prend identiques (Wj = <Pi ), ce qui permet d'obtenir un 
système d'équations mieux conditionné. [8] 

Pour conclure, le système peut s'écrire sous la forme matricielle suivante: 

[S] [A] + [T] d~] = [F], (3.43) 

avec: 

Jl v (d<Pj d<Pi + d<pj d<Pi ) dO 
n dX dX dy dy 

(3.44) 

J J n 0' <Pj <Pi dO (3.45) 

JIn Jex <Pi dO. (3.46) 

On applique alors au système différentiel obtenu la a-méthode, qui équivaut à approcher la dé
rivée par une différence : 

d[A] [A]t + ~t - [A]t 
at "'" ~t 

(3.47) 

puis à approcher le terme non-linéaire ainsi que celui d'excitation par une somme pondérée de leurs 
valeurs aux instants t et t + ~t : 

[S] [A] "'" 8 [S]t + ~t [A]t + ~t + (1 - 8) [S]t [A]t 

[F] "'" 8 [F]t + ~t + (1 - 8) [F]t· 
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(La matrice "de raideur" [S] est définie à partir de la réluctivité v qui est une fonction de [A], donc [S] 
est variable dans le temps.) 

Le système différentiel devient ainsi : 

( [T] ) ( [T] ) 8 [S]t+LH + ~t [A]t+~t = 8 [F]t+~t + (1- 8) [F]t + ~t + C8 -1) [S]t [A]t (3.50) 

ou, dans le cas où Jex ne dépend pas du temps (courants induits dus seulement au mouvement relatif 
inducteur / induit) : 

(3.51) 

On reconnaît alors un système algébrique, de la forme: 

[Klt + ~t [Alt + ~t = [G]t· (3.52) 

C'est ce ce système qu'il faut résoudre à chaque pas. Dans notre cas, il est non-linéaire, puis
que le matériau qui constitue le rotor est soumis à la saturation magnétique (et donc le terme général 
Kij de la matrice K dépend, à travers le coefficient v, soit du vecteur solution [A], soit du module de 
son gradient ou de son rotationnel). 

2.2.2. Traitement de la non-linéarité 

Le fait que le système (3.52) est non-linéaire entraîne, pour sa résolution numérique, l'emploi 
d'une méthode itérative. On choisit d'utiliser celle de Newton-Raphson, dont le principe est exposé 
ci-après. 

Si on considère le système non-linéaire suivant: 

[S(X)] [X] == [Q], (3.53) 

qui a, par définition, pour résidu 

[R] = [Q] - [S(X)] [X], (3.54) 

il s'agit de construire, à partir de [X]O donnée, une suite ([X]l, [XP, .. , [X]n, ... ) de solutions, ob
tenues par itérations successives, et qui vérifient, pour tout i, le système: 

[S(Xi-I)] [Xli = [Q] (3.55) 

(ayant pour résidu [R]i = [Q] - [S(Xi-I)] [X]i-I). 

Pour i > 0, chaque [Xli se calcule par : 

[Xli = [X]i-I + [~X]i, (3.56) 

['incrément [,6X]i étant déterminé par la résolution du système suivant: 
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[ST]i [.1X]i = [R]i, (3.57) 
avec: 

[STJ i = [~~] [X]i-l +[S (Xi-1)]. (3.58) 

Ce système est équivalent à l'annulation du développement de Taylor à l'ordre 1 du résidu 
[R]i, [ST} et [as/aX] étant respectivement appelées matrices tangente et jacobienne. 

Enfin, le processus itératif est arrêté lorsque la norme de l'accroissement [,6X]i est suffisam
ment petite devant celle du vecteur . 

Appliquée à notre système (3.52), la méthode de Newton-Raphson donne, après calculs, les 
expressions suivantes pour la matrice tangente et le résidu (matrice et vecteur élémentaires, avant as
semblage [8]) : 

[K ](e).i = e [S ](e).i + [T](e) (3.59) 
T H6t T t+6t L1t 

avec: 

[s J (e),i = [as] (e) [A](e),i-l + [s (Ai- J )] (e) . 
T t+6t aA t+6t t+6t t+6t 

H6t 
(3.61) 

2.2.3. Conséquences sur l'algorithme 

La mise en oeuvre algorithmique de la a-méthode générale ((3.59) à (3.61) pose certaines 
contraintes, que l'on ne rencontre pas, par exemple, si on se limite au cas particulier e = l (schéma 
d'Euler rétrograde). 

On s'aperçoit en effet qu'à chaque pas de calcul, qui doit fournir la solution [A] à l'instant 
t+L1t, il est nécessaire de disposer des valeurs de [S] et de [A] à l'instant précédent t (alors que si 8 = 
1, la donnée de [Ah suffit). 

La construction du second membre [Ph+~t se faisant par assemblage de sous-vecteurs élémen
taires [p](e\+~t (cf. (3.60)), il semble qu'on soit forcé de stocker en mémoire, à chaque pas, non seu
lement le vecteur [A]t, mais aussi la totalité des sous-matrices élémentaires [S](elt (ce qui représente un 
coût élevé en espace mémoire). 

Ces sous-matrices dependant de la solution [Ah, obtenue après un certain nombre d'itérations 
de Newton-Raphson, il est en outre nécessaire d'effectuer le calcul des [S]<e\, lorsque [A]t est connu. 

n apparaît alors qu'on peut éviter le stockage des [S](e\ et de [Ah, en regroupant toute l'infor
mation issue du pas précédent, en une liste de sous-vecteurs [U](el t : 

(3.62) 
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ces sous-vecteurs représentant, de cette manière, les seuls résultats à sauvegarder d'un pas au sui
vant. 

Comme ils ne servent à la résolution que pour un seul pas, un simple stockage en mémoire 
dynamique (plutôt qu'en base de données ou sur fichier, par exemple) est en pratique suffisant. 

Mais le choix de ce mode de sauvegarde, souple et économique, entraîne la perte des sous
vecteurs dès la fin de la procédure de résolution (c'est elle qui alloue et gère la zone de mémoire con
cernée) ; ce qui empêche a priori de lancer des pas de calcul supplémentaires. 

En fait, cela signifie que dans ce cas, la construction des [U](e)t (comprenant le calcul des 
[S](e)t) est à effectuer au début de chaque itération de pas-à-pas (en un précalcul qui utilise les résul
tats du pas précédent), et non à la fin, juste après l'obtention de la solution [A]. 

Les développements qui précèdent nous ont fourni la formulation de notre problème de cou
rants induits, évolutif et non-linéaire, en vue d'un traitement par éléments finis et pas-à-pas dans le 
temps. 

Mais pour l'application qui nous intéresse, c'est le mouvement de pièces conductrices, par 
rapport à des bobines excitatrices, qui est à l'origine de ces courants induits. 

Il est donc nécessaire de disposer d'un moyen de prendre en compte, pour nos calculs, le 
mouvement relatif de certaines régions par rapport à d'autres. 

2.3. Prise en compte du mouvement 

La modélisation de dispositifs électromagnétiques comportant des parties mobiles a fait l'objet 
de travaux concluants ces dernières années; nous nous limiterons donc à choisir, en vue de l'implan
ter pour notre cas particulier, une méthode parmi celles qui existent déjà. 

2.3.1. Choix d'une méthode 

La modélisation du mouvement dans le cadre de l'utilisation d'éléments finis pose le problème 
du couplage des champs sur les parties fixes et mobiles, celles-ci faisant l'objet de deux maillages 
libres de translation ou de rotation relatives. 

Plusieurs méthodes ayant été imaginées pour assurer la jonction entre un stator et un rotor, 
nous allons choisir parmi elles la plus adaptée au cas des ralentisseurs. 

Méthodes hybrides 

Une première classe de méthodes est qualifiée d'hybride, en ce sens qu'elles reposent sur la 
combinaison de la méthode des éléments finis avec des techniques de résolution différentes. 

Ainsi, le reste du problème étant classiquement maillé en éléments finis, le champ dans l'en
trefer peut faire l'objet d'un traitement utilisant par exemple les séries de Fourier [36] (méthode semi
analytique), ou la méthode des intégrales de frontière [31]. 
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La méthode dite du macro-élément [37] entre dans le cadre de ces méthodes hybrides. Son 
principe consiste à ne considérer qu'un seul élément fini pour toute l'interface entre les régions fixes 
et les régions mobiles (cf. fig. 3.12, pour une géométrie curviligne). 

~.//; macro-élément 

Fig. 3.12 : Utilisation d'un macro-élément pour le maillage d'un entrefer 

Comme pour un élément classique, il s'agit de déterminer l'ensemble des fonctions de forme 
qui lui sont associées. Celles-ci, qui doivent vérifier les critères classiques de ce type de fonctions (la 
ième doit valoir 1 au ième noeud de l'élément, et 0 aux autres), proviennent d'une étude basée sur l'ana
lyse de Fourier. 

L'inconvénient de cette démarche est que l'élément de l'entrefer se trouve connecté à un nom
bre considérable d'autres éléments (ceux dont les noeuds appartiennent aussi à cet élément particu
lier), ce qui conduit inévitablement à dilater la largeur de bande [8] de la matrice du système à résou
dre, et donc alourdit les calculs. 

C'est notamment pourquoi nous n'utiliserons pas de macro-élément pour nos modèles; une 
autre raison étant notre préférence pour des méthodes purement éléments finis. 

Méthodes de remaillage 

Dans un problème avec mouvement, les positions relatives des régions fixes et mobiles varient 
dans le temps, et on peut donc imaginer de remailler, à chaque pas, la nouvelle géométrie qui en ré
sulte. 

En pratique, il suffit de reconstruire le maillage de l'interface constituée par l'entrefer (cf. fig. 
3.13), ce qui explique que cette méthode est connue sous le nom de "bande de roulement" [32] [40]. 

Cette méthode, d'implantation relativement simple en 2D, pose problème, en pratique, si on la 
transpose en 3D (nécessité d'insérer de nouveaux noeuds, résultats fortement bruités). [34] 

-60 -



III. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

-rotor- -rotor-
5 6 7 

2 3 4 2 3 4 

- stator- - stator-

Fig. 3.13 : Remaillage de l'entrefer à chaque pas de calcul 

Mais surtout, nous ne l'emploierons pas en raison du fait qu'elle procure une plus faible pré
cision qu'une autre méthode, que nous allons présenter. (La différence est d'un facteur O(hl12), où h 
est la taille des éléments. [39]) 

Méthodes avec surface de glissement 

Dans le cadre de telles méthodes, on considère que les régions du dispositif peuvent être ré
parties en deux maillages a priori indépendants, glissant l'un par rapport à l'autre, et qu'il s'agit de re
connecter à chaque nouvelle position relative. (cf. fig. 3.14) 

e de surfac 
glissem ent 

1 

Fig. 3.14 : Utilisation de maillages glissants 

Une première façon de raccorder les deux maillages est d'utiliser les multiplicateurs de La
grange, qui permettent d'assurer, à l'interface, les conditions naturelles de continuité des grandeurs 
physiques considérées. 

Cela consiste, pour une formulation donnée, à définir une nouvelle fonctionnelle à minimiser, 
en ajoutant un terme supplémentaire à la fonctionnelle initiale. [33][38] 

Par exemple, à la fonctionnelle II que l'on minimise habituellement dans les cas magnétosta
tiques bidimensionnels (formulation en potentiel-vecteur) : [33] 

(3.68) 

on ajoute la fonctionnelle II' : 
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(3.69) 

où Q est le domaine spatial considéré, r l'interface entre les deux maillages, et A un ensemble de mul
tiplicateurs de Lagrange, dont on détennine l'expression en une étape ultérieure. 

On peut remarquer que cette méthode présente non seulement le désavantage d'être liée aux 
formulations employées, mais surtout, celui de rendre moins bien conditionnée la matrice du système 
à résoudre. [35] 

Enfin, alors que l'implantation d'un tel procédé ne pose pas de difficulté en 2D, il n'en est 
plus du tout de même en 3D [33], ce qui a incité à développer des techniques générales de raccorde
ment plus commodes. 

Un exemple de telles méthodes est celle qui met en oeuvre une interpolation nodale [34], qui 
consiste à exprimer, sur la surface de glissement, 1'inconnue en un noeud de la région mobile (resp. 
fixe), par une interpolation des valeurs prises aux noeuds qui l'encadrent sur la frontière de la région 
fixe (resp. mobile). 

L'interpolation se faisant à 1'aide de lafonction de forme de 1'élément en vis-à-vis dont les 
noeuds encadrent celui pour lequel on exprime la variable inconnue. 

On comprend qu'un tel procédé, qui toutefois ne dépend aucunement de la formulation du 
problème, a comme défaut de n'assurer qu'en moyenne la continuité de la variable d'état, et qu'il 
n'est efficace que si la disposition des noeuds sur l'interface est semblable de part et d'autre de celle
ci (un noeud fixe entre deux noeuds mobiles, et vice-versa). 

Cependant il existe un cas, simple, où la connexion est parfaite: il se rencontre si les régions 
en vis-à-vis sont discrétisées régulièrement et de façon identique sur leur frontière commune, et si le 
mouvement se fait par incréments multiples de la taille des éléments. (cf. fig. 3.15) 

1 t 1 t t 1 j 
1 1 f r r f }-.. 

Fig. 3.15 : Connexion par interpolation dans le cas où les maillages en vis-à-vis sont réguliers et 
identiques sur l'interiace, et où le déplacement élémentaire est multiple de la taille des éléments 

Si elle peut effectivement être appliquée au cas des ralentisseurs (i.e. sans entraîner de restric
tions excessives), c'est cette dernière méthode que l'on préfèrera aux autres; et si le pas d'espace doit 
être plus petit que la taille d'un élément sur 1'interface, on emploiera la méthode d'interpolation no
dale. 

-62-



III. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

2.3.2. Application aux ralentisseurs 

On considère maintenant le modèle bidimensionnel de ralentisseur, tel qu'il a été présenté au § 
1.3.2. (cf. fig. 1.6) 

On remarque que le motif retenu représente une demi-période du dispositif, une période com
plète étant constituée de deux pôles successifs (de polarités inverses). 

Compte tenu de l'épaisseur des ailettes de refroidissement, et si on souhaite la mailler en deux 
couches d'éléments, on est conduit, pour des raisons d'homogénéité de maillage dans l'induit, à dis
crétiser la longueur de celui-ci en 42 éléments. (cf. fig. 3.16) 

L'intérêt de ces observations est que, contrairement aux phénomènes dans les dispositifs qui 
ont pour origine une excitation périodique dans le temps (et où on discrétise cette période en un cer
tain nombre de pas ..1t), la création de courants induits dans le rotor peut être expliquée, dans un réfé
rentiellié à celui-ci, par l'application, le long de sa frontière avec l'entrefer, d'une contrainte A(x) mo
bile et périodique dans l'espace (contrainte, au sens où le profil A(x) est surtout imposé par les pôles 
et les bobines). 

Il apparaît donc que c'est la période spatiale de cette fonction d'excitation A(x) qu'il faut dis
crétiser, et donc en pas d'espace Lix. (Le pas de temps s'obtient alors par ilt =.::lx / v) 

Le motif étudié représentant une demi-période spatiale, on s'aperçoit que le choix 'ilx = une 
longueur d'élément le long de la ligne de glissement' revient à discrétiser une période de A(x) en 2 * 
42 = 84 segments. 

Cette discrétisation peut ainsi paraître a priori suffisante; si c'est bien le cas, cela permet alors 
d'utiliser un mode de raccordement de maillage tel que celui espéré à la fin du § m.2.3.l. 

condition 
périodique 
adaptée 

,r 
~ lL\ ~ 4~ 

~\~ 
~ 

~ IV" /17\/\ ~~ 
t 
~ ~( ~f< condition 

~ 0.. ~lé périodiqu 
~-'\ ada tée 

e 
p 

Fig. 3.16 : Maillage du modèle 2D de ralentisseur avec ailettes, dans le cas où 
le mouvement est pris en compte à l'aide d'une surface de glissement 

Pour s'en assurer, il convient d'observer l'allure d'une demi-période de la fonction A(x), ob
tenue pour plusieurs vitesses à l'aide de calculs par décentrage. (cf. fig. 3.17 à 3.19) 
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Fig. 3.17 : Allure du potentiel-vecteur A en fonction de la distance x, 
sur la frontière induit/entrefer, pour la vitesse Q = 0 
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Fig. 3.18 : Allure de A en fonction de x,sur la 
frontière induit/entrefer, pour la vitesse Q = 0,3 

(vitesse normalisée) 

0 .05 .1 

Fig. 3.19 : Allure de A en fonction de x,sur la 
frontière induit/entrefer, pour la vitesse Q = 1 

(vitesse normalisée) 

On constate que la "raideur" du profil A(x), localisée à l'extrémité de l'épanouissement po
laire, est peu prononcée à basse vitesse, et s'accentue quand la valeur de celle-ci devient plus élevée. 

On peut donc estimer qu'à basse vitesse il sera possible de prendre pour ~x un multiple de la 
dimension des éléments sur l'interface fixe / mobile. 

Quant aux cas où la vitesse est élevée, si le besoin se fait sentir, le choix 'Llx = une distance 
intemodale sur l'interface', si les éléments finis sont du deuxième ordre, permet d'aller jusqu'à dis
crétiser une période de A(x) en 2 * 84 = 168 segments* ; ce qui semble a priori suffisant. 

* Dans ce cas, l'interpolation nodale ne donne une connexion parfaite qu'un pas sur deux, 
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2.3.3. Cas de la vitesse variable 

Le choix d'une telle discrétisation en pas d'espace ilx, avec une limite inférieure égale à une 
demi-dimension d'élément le long de l'interface (pour des éléments du deuxième ordre), plutôt qu'en 
pas de temps ilt, peut sembler pénalisant dans le cas où la vitesse ne serait plus donnée et constante 
dans le temps. 

Cela le serait effectivement si on devait réaliser un couplage des calculs magnétiques avec des 
calcul cinématiques; mais le choix qui a été fait est loin d'interdire tout traitement de cas avec vitesse 
variable: il suffit, par exemple, que la loi v(t) soit donnée et telle que, si elle est continue, sa primitive 
x(t) soit réciprocable. 

C'est dans ce sens qu'une fonctionnalité particulière a été implantée, qui concerne le cas sui-
vant: 

(3.64) { v(t) = Vo sin ( 2'Ttir) pour 0:::; t:::; Tr 

v(t) = Vo pour t ~ Tr 

(Il s'agit d'une montée en vitesse (Tr est la durée du régime transitoire correspondant), et a pour inté
rêt pratique de constituer un moyen de relaxation, qui peut aider à la convergence du mode de résolu
tion dans certains cas défavorables, par exemple trop raides.) 

Cela permet ainsi de remonter facilement à : 

(3.65) ( 
(t) - 2.Tr.vo (1 'Tt t ) x - -cos---

'Tt 2.Tr 
xCt) = vo.t + vo. Tr.( ~ - 1) 

et donc à: 

(3.66) ( 
tex) = 2.Tr arccos (1 _ 'Tt x ) 

'Tt 2.Tr.vo 
tex) = l_ Tr.( 2. - 1) 

Vo 'Tt 

Le mouvement peut donc être simulé à pas Llx constant, le pas de temps ilt étant donné à cha
que itération k par : 

(3.67) 

A ce stade de l'étude, nous disposons d'une méthode complète de calcul de courants induits, 
'par éléments finis et pas-à-pas dans le temps, avec prise en compte du mouvement. 

L'étape suivante va donc être de l'appliquer à notre problème de ralentisseurs électromagné
tiques. 
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3 . ANALYSE DE SIMULATIONS MAGNÉTIQUES EN PAS-À-PAS 

La méthode exposée au § II1.2 ayant été implantée dans un code de calcul adapté, voyons 
comment elle se comporte, et quels résultats elle permet d'obtenir concernant les courants induits dans 
les ralentisseurs électromagnétiques. 

3.1 . Caractéristiques générales du mode de calcul 

L'utilisation d'une technique de pas-à-pas dans le temps avec prise en compte du mouvement, 
pour le calcul des courants induits dans un rotor de ralentisseur, a pour conséquence un mode opéra
toire différent de celui rencontré à l'occasion de simulations par décentrage et avec terme de transport 
(cf. § 1.3.1 et 1.3.3). 

Dans ce dernier cas, pour une vitesse de rotation Q donnée, la solution A(x,y), en régime 
statique, est trouvée après une seule résolution, à la suite de laquelle on calcule le couple de freinage 
par: 

r = l. llJ cr (v /1. B)2 dxdydz . Q rotor 
(3.68) 

Alors que si on utilise une méthode de pas-à-pas, on lance, à partir d'une condition initiale 
Ao(x,y) (par exemple la solution à vitesse nulle), un certain nombre de résolutions enchaînées (une 
par pas de calcul), afin d'atteindre un régime permanent de diffusion. Le calcul du couple se faisant à 
tout instant à l'aide de : 

r = ~ f f rotor cr (a: r dxdydz . (3.69) 

En pratique, l'utilisation d'un tel mode de calcul oblige à développer certaines fonctionnalités 
d'exploitation des résultats, comme la sauvegarde et la restauration de cartes de champs (pour une lis
te de pas), ou l'enregistrement et le traçage de grandeurs physiques, locales ou globales, en fonction 
du temps (par exemple: couple, grandeur en un point, ou le long d'un chemin). 

Cela se trouve illustré aux figures suivantes (3.20 à 3.24), où l'on peut observer: 

- la diffusion du potentiel A dans le rotor (partant d'une condition initiale A = 0 partout), en 
quelques pas, pour obtenir un régime établi où la répartition de champ a la même allure qu'après un 
calcul par décentrage ; 

- l'évolution du couple, pour différentes vitesses de rotation; une valeur constante étant at
teinte en régime permanent, après le passage d'un régime transitoire de diffusion. 

Remarque: Dans le cas linéaire, on peut vérifier que l'expression (3.23) (cf. § HI. 1.2.3) don
ne une très bonne estimation de la durée du régime transitoire. 
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Fig. 3.20.a et 3.20.b : Diffusion de A dans le rotor: 
Début de la pénétration; répartition bruitée 

Fig. 3.21.a et 3.21.b : Diffusion de A dans le rotor : 
Progression vers le régime permanent 

.. = =-...,; 

Fig. 3.22.a et 3.22.b : Diffusion de A dans le rotor : 
Le régime permanent est atteint 

N.B. La figure 3.24 montre qu'à vitesse élevée, la courbe r(t) prend une allure présentant des 
'oscillations amorties; il s'agit en réalité d'un régime transitoire numérique (et non physique), dû au 
fait que le pas d'espace Llx devient trop grand pour la contrainte d'excitation A(x) le long du pôle. (cf. 
le § III.2.3.2 : on observe que cette contrainte est d'autant plus raide que la vitesse est élevée) 

Ainsi se trouve illustré le risque que représente l'utilisation d'un pas d'espace qu'on ne puisse 
réduire à volonté, bien que cela ne soit pas gênant dans notre cas (on ne s'intéresse qu'à la valeur de 
r en régime permanent, et pas au régime transitoire). 
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al 
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al 
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0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 
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Fig. 3.23 : Régimes transitoire et permanent, 
pour deux vitesses de rotation 

Fig. 3.24 : Apparition d'un régime transitoire numérique 
à vitesse élevée (0 = 1 ; grandeurs normalisées) 

(rotor sans ailette; grandeurs normalisées) 

3.2. Comportement numérique de la méthode de résolution 

En appliquant au problème des ralentisseurs électromagnétiques une méthode de calcul en pas
à-pas dans le temps, on constate que des paramètres e et ~t dépend la valeur du couple de freinage 
obtenue pour une vitesse donnnée. 

La valeur de ce dernier étant de première importance d'un point de vue industriel, il convient 
de bien connaître l'influence exacte de e et de ~t. 

En outre, il est intéressant de comparer les résultats obtenus par pas-à-pas avec ceux que don
ne la méthode de décentrage. 

A cet effet, les résultats numériques présentés dans cette partie concernent exclusivement un 
modèle de rotor avec induit seul, sans ailette de refroidissement. 

3.2.1. Influence du paramètre des différences finies 

Pour un pas de temps donné (correspondant à un pas d'espace ~ de 2 fois la distance inter
nodale le long de la ligne de glissement, avec un maillage régulier en éléments du second ordre), des 
simulations en pas-à-pas ont été réalisées, pour trois vitesses de rotation (n = 0,25, 0,46, et 0,75, 
valeurs normalisées), et avec trois paramètres e différents 0,0,666, et 0,5). 

Les résultats obtenus sont présentés à la table 3.2 et à la figure 3.25. 

Remarque: ces simulations ont également permis d'observer sur les courbes nt) des oscilla
tions de même type que celles vues à la figure 3.1O.b, dans le cas e = 0,5 (et dans ce cas seulement). 

, Sachant que les résultats obtenus avec e = 0,5 sont plus précis que ceux issus de calculs avec 
toute autre valeur de e (cf. § III. 2. 1.2), on déduit, pour notre application, et compte tenu de l'allure 
des courbes de la figure 3.25, que le calcul du couple est d'autant plus précis que e est proche de 0,5 
et éloigné de 1. 
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Thêta Méthode Q = 0,25 Q = 0,46 Q = 0,75 

1,0 Euler (implicite) 0,670 
0,666 Galerkin 0,679 
0,5 Crank-Nicolson 0,685 

0,922 
0,935 
0,944 

Table 3.2 et Fig. 3.25 : 

0,832 
0,843 
0,850 

Influence du paramètre e sur le calcul du couple 
en pas-à-pas dans le temps (vitesses et couples 

normalisés) 

3.2.2. Influence de la finesse du pas 

al 
g> 0,9 
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~ 
~ 0,8 
al 
Ci 
:l 

8 0,7 

0,6 

--------------------e 
A- - - - A- - - - - - - -, A 

--+--- il = 0,25 

-·-0=0,46 
- -A- - 0=0,75 

.~---.----

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
Thêta 

Pour une valeur de e donnée (e = 0,666), des simulations ont également été réalisées avec 
quatre valeurs différentes pour le pas d'espace (i1x = 4,3,2, et 1 distance(s) internodale(s) le long de 
la ligne de glissement). Les résultats obtenus sont présentés à la table 3.3 et à la figure 3.26. 

4 
3 
2 
1 
o 

Q = 0,25 

0,651 
0,665 
0,679 
0,691 
0,703 

Q = 0,46 

0,893 
0,913 
0,935 
0,955 
0,975 

Table 3.3 et Fig. 3.26 : 

Q = 0,75 

0,795 
0,817 
0,843 
0,867 
0,890 

Influence de la finesse du pas ô-x sur le calcul 
du couple en pas-à-pas dans le temps 

~~e __ • 

al t ---. ~0,9 Â!- _ _ _ --fil ._ A--- _____ 

al - -A 

~ 0 8 - <)- 0 = 0 25 - - ~ -.. ~ - -
'0 , ' A 

..!!2 -@>-0=0,46 
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o ' 

Ü 0, 7 • ------------ • ------------. ------------ ., ------------. 
0, 6 '-'--'-......... -'--'-'--'-'--'-......... -'-.......... -'-......... -'-.......... ~ 

o 2 3 4 
Nombre de noeuds de décalage par pas 

Sachant, d'après un théorème général de convergence, que les valeurs de r que l'on obtient 
sont d'autant plus précises que le pas i1t (= i1x / v) est fin, et compte tenu de l'allure des courbes de la 
figure 3.26, on s'aperçoit qu'il est possible - simplement à partir des résultats pour i1x = 2 et 1 -
d'extrapoler la valeur du couple pour & = 0, ou i1t = 0 ; ce qui représente le maximum de précision. 

N.B. En pratique, il est astucieux d'enchaîner le calcul avec L\x = 1 lorsque le régime perma
nent de diffusion a été atteint avec i1x = 2 (le pas étant plus grand, la durée du régime transitoire est 
couverte en effectuant un plus faible nombre de pas de calcul). 

L'intérêt du gain de temps que cela procure n'étant pas du tout négligeable quand on connaît le 
coût élevé des itérations en pas-à-pas ! 
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3.2.3. Comparaison avec la méthode de décentrage 

Etant donné que l'ensemble des résultats des tables 3.2 et 3.3 concerne un rotor de ralentis
seur dont la géométrie est invariante suivant la direction de la vitesse, il est possible de comparer 
ceux-ci aux valeurs de r que donne l'application de la méthode de décentrage au même problème. 

C'est ce qui est présenté à la table 3.4 et à la figure 3.27. 

12 

Q = 0,25 Q = 0,46 Q = 0,75 l 
(1) 10 .0=0,75 -

: e = 1,0 4,73 5,44 6,63 
Ax = 2 : e = 0,666 3,38 4,07 5,40 

Cl Il 0 = 0,46 «1 .... 
8 ë ilt 0=0,25-

(1) 
0 : e =0,5 2,55 3,18 4,57 '(1) 6 ;-"C -.. 

Ax=4 7,43 8,41 10,77 
Ax= 3 5,36 6,37 8,33 

e = 0,666: Ax=2 3,38 4,07 5,40 
Ax = 1 1,71 2,05 2,72 
Ax=O 0,03 0,02 0,03 

ci.. 
,~ 'e? 4 1:--

ci.. ," 1 1:: 2 ;-- I~ t r- '- • «1 

1 1 w 0 .' .~. 

1 w i .li 
° 1,0 0,66 0,5 4 3 2 1 ° Paramètres de pas-à-pas 

Table 3.4 et Fig. 3.27 : Ecart relatif (en %) entre les valeurs 
de couple obtenues par pas-à-pas et par décentrage 

On constate qu'un résultat issu du pas-à-pas est toujours d'autant plus proche de celui produit 
par décentrage, que les paramètres e ou ~t rendent le calcul plus précis ; et il est même remarquable 
que dans le cas extrême '~t = 0', ils concordent à moins de 0,1 % près! 

Remarques: 

• il faudrait en fait considérer les résultats '~t = 0' avec e = 0,5 au lieu de 0,666, mais la table 3.2 
montre que ça n'entraînerait qu'une variation d'environ 1 % ; 

• il faut également être conscient que les valeurs de couple que l'on compare proviennent de deux 
modes de calcul différents (cf. (3.68) et (3.69» ; 
le passage par 'E = v /\ rot A' (avec rot A = oAloy.ex - oAlox.ey) étant d'ailleurs plus précis que 
celui par 'E = oA/ot' (avec oA/ot"'" (At+At - At) / ~t), puisque le calcul numérique de dérivées 
spatiales avec un maillage en éléments du deuxième ordre est de meilleure qualité que celui d'une 
dérivée temporelle avec une approximation du premier ordre en temps; 
des tests (non présentés ici) ont cependant montré que ça ne représente, sur le couple, qu'une diffé
rence d'environ 1 % sur la plage de vitesse considérée. 

Finalement, dans le cas d'une géométrie invariante suivant la direction de la vitesse, il est à 
noter que le mode de calcul en pas-à-pas, lorsqu'il est configuré pour posséder une précision maxi
male, donne des résultats en pratique identiques à ceux obtenus par décentrage. 

Cela constitue par ailleurs une validation de notre mode de calcul par décentrage, basé sur la 
méthode de Petrov-Galerkine avec fonctions de pondération polynomiales [7]. 
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3.3. Rôle magnétique des ailettes de refroidissement 

Le principal intérêt du nouveau mode de calcul, en pas-à-pas, réside toutefois dans la possibi
lité qu'il offre d'analyser le rôle des ailettes du rotor; que ce soit dans la répartition des champs, la 
variation du couple en fonction du temps, leur contribution à la puissance Joule dissipée, ou le chan
gement d'allure du graphe r(Q) que provoque leur prise en compte. 

3.3.1 . Effets conjugués sur les courbes nt) et les cartes de champs 

Les ailettes de refroidissement constituant une structure périodique dans l'espace, leur mise en 
mouvement à vitesse constante a pour effet que les phénomènes qu'elle engendre (en régime perma
nent) sont périodiques dans le temps, la période étant égale à la durée du parcours d'une période spa
tiale. 

C'est ce que l'on observe à la figure 3.28, qui est à comparer à la figure 3.23, cette dernière 
correspondant à un rotor sans ailette ni joue, placé dans les mêmes conditions. On constate bien l'ap
parition d'oscillations, qui d'ailleurs s'accompagne d'un changement de valeur pour le couple moyen 
en régime permanent 

Q) 0,8 
Cl 
al 
c: 

~ 0,6 
Q) 

" Q) 0,4 cs. 
:::l 

--: 0=0,25 
--: 0=0,46 

0 
Ü 0,2 1 

° ° 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 

Temps (s) 

Fig. 3.28 : Régimes transitoire et permanent, pour deux vitesses 
de rotation (rotor avec ailettes; grandeurs normalisées) 

Il est par ailleurs possible de caractériser les instants où, en régime permanent, r(t) atteint ses 
valeurs minimale et maximale. 

Cela peut se réaliser en considérant un modèle simplifié à deux ailettes par pôle (pour plus de 
clarté), et en repérant la position relative du pic de densité de puissance (situé sur le rotor, mais de po
sition fixe par rapport à l'épanouissement polaire), ceci par rapport à deux ailettes successives (cf. 
fig. 3.29 et 3.30). 

Ainsi, on observe que la valeur minimale (resp. maximale) de r(t) est atteinte lorsque le pic se 
situe sous une ailette (resp. à égale distance de deux ailettes). 

Cela peut s'interpréter qualitativement en remarquant que la position du pic entre deux ailettes 
correspond à une "compression" des lignes de champ magnétique au niveau du pic (par opposition à 
une position sous ailette, où elles pourraient au contraire "s'épanouir" dans celle-ci) ; ce qui entraîne 
une augmentation (resp. une diminution) de l'induction magnétique, et donc du couple. 
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Coupl •• rCT.-pe) 

y 

L 

Fig. 3.29 : Position du rotor correspondant à un minimum de la courbe r(t) 

C IH •• I 

y 

Lx 
• rcT.-pe) 

y 

L 
Fig. 3.30 : Position du rotor correspondant à un maximum de la courbe r(t) 
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Par ailleurs, on peut remarquer que lorsque la vitesse augmente, l'amplitude d'une période de 
1(t) en régime permanent diminue, et sa forme varie, pour tendre vers une allure périodique plus 
simple (presque un signal triangulaire, à haute vitesse). 

Ce comportement est à mettre en rapport avec le fait que lorsque Q augmente, le pic de densité 
de puissance devient de plus en plus localisé (près de la saillance des pôles), et éloigné des ailettes 
(effet pelliculaire). (cf. fig. 3.31.a à 3.3l.c, et 3.32.a à 3.32.c) 

3.3.2. Contribution à l'intégrale donnant le couple 

Le couple de freinage pour une vitesse donnée se calcule à l'aide d'une intégrale portant sur 
tout le rotor, et peut donc se décomposer en trois termes, portant respectivement sur l'induit, les ailet
tes et la joue. 

Il est alors possible d'évaluer, à différentes vitesses, la part des deux derniers termes, en pro
portion du couple total, et pendant une période de ret) en régime permanent. 
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C'est ce qui est représenté aux figures 3.31.a à 3.31.c. 
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Fig. 3.31 : Contribution des ailettes et de la joue 
au couple total pendant deux périodes en régime 

permanent, pour trois vitesses de rotation 

Fig. 3.32 : Variation de l'étendue du pic de densité 
de puissance, dans l'induit, avec la vitesse de rotation 

On constate que la part de couple due aux ailettes et à la joue décroît quand la vitesse augmen
te, et on note à quel point cette contribution est faible: moins de 4 % à.Q = 0,25, et moins de 0,1 % à 
0=0,75 ... 

3.3.3. Changement d'allure de la caractéristique qO) 

Après avoir fait un certain nombre de calculs en pas-à-pas (avec le maximum de précision) sur 
le modèle avec ailettes - à différentes vitesses, chacun permettant d'extraire une valeur moyenne de r 
en régime permanent -, on peut construire une caractéristique ['(0), qui peut alors être comparée à 
celle issue de simulations sur le modèle sans ailette ni joue (par décentrage ou pas-à-pas, les deux 
méthodes étant dans ce cas équivalentes (cf. § III.3.2.3)). 

On constate alors (cf. fig. 3.33) que les deux courbes tendent à se confondre à haute vitesse, 
mais diffèrent considérablement à faible vitesse (écart relatif de 21 % à 0 = 0,25). 

Or cette différence ne peut pas être expliquée par l'apport des termes intégraux supplémen
taires portant sur ailettes et joue, puisqu'ils représentent, par exemple à Q = 0,25, moins de 4 % du 
couple total . 

On conclut donc que la présence d'ailettes de refroidissement se manifeste avec netteté au ni
veau d'une courbe ['(0), mais que leur principale fonction est de modifier le champ magnétique dans 
l'induit (qui représente la source majeure de puissance Joule). 

On peut également remarquer qu'il est tout à fait intéressant de prendre en compte ces ailettes 
pour les calculs magnétiques en vue de construire un graphe ['(0), compte tenu du fait que l'allure 
d'une telle courbe avec ailettes et joue décrit plus fidèlement les variations que fournissent les 
mesures. 
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Fig. 3.33: Comparaison de caractéristiques Couple(Vitesse) 

3.4. Simulations en tenant compte des échauffements 

Les résultats de calculs magnétiques qui ont été présentés aux paragraphes précédents (III.3.1 
à III.3.3) concernent tous des situations "à froid", c'est-à-dire sans prise en compte de l'influence de 
l'élévation de température, sur le fonctionnement d'un ralentisseur. 

Maintenant que les phénomènes rencontrés dans ces conditions sont bien connus, et avant 
d'effectuer des calculs magnétiques couplés avec des calculs thermiques (chapitre VI), il est possible 
d'observer quels changements s'opèrent si on prend en considération l'échauffement des rotors. 

Ceci principalement en utilisant notre modèle B(H,T) pour l'acier qui les constitue (cf. § II.2). 

3.4.1. Description des conditions "à chaud" 

Les calculs dont les résultats sont présentés aux paragraphes suivants (III.3.4.2 et III.3.4.3) 
ont été réalisés à la vitesse .Q = 0,46, et dans les conditions suivantes: 

• Imposition d'un champ de température T(y)* sur le rotor, les valeurs de T provenant de mesures 
effectuées en plusieurs points de celui-ci, à la vitesse.Q = 0,46 (cf. fig. 3.34) ; 

• Augmentation de la valeur de l'entrefer, la nouvelle valeur étant elle aussi issue d'une mesure faite 
à la vitesse considérée; 

• Diminution de la valeur du courant d'excitation des bobines, là encore sur la base de mesures 
faites en fonctionnement à chaud; 

* On considère que les isothermes dans le rotor sont des lignes 'y = constante', en admettant que la vitesse est suffisam
ment élevée pour que se produise une homogénéisation de la température suivant la direction de la vitesse. 
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e Conservation de la valeur de la conductivité électrique de l'acier du rotor, ainsi que celle du coeffi
cient de puissance, pour les raisons évoquées au § 1.3.2. 
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Température (échelle arbitraire) 

Fig. 3.34 : Le champ de température imposé sur le rotor, 
issu de mesures effectuées à n = 0,46 

3.4.2. Effet sur la valeur du couple de freinage 

Les calculs qui font l'objet du § III.3.3.1 peuvent de nouveau être effectués, en appliquant 
cette fois les conditions qui viennent juste d'être décrites. 

On peut alors observer dans quelle proportion chute la valeur du couple de freinage, la figure 
3.35 permettant de comparer la nouvelle courbe ret) obtenue, avec l'ancienne de la figure 3.28. 
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] 0,6 
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"0 

"*- 0,4 
::J 
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à chaud 
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1 

1 

1 
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1 
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Fig. 3.35 : Comparaison à froid / à chaud pour le 
couple en fonction du temps (0 = 0,46 ; grandeurs normalisées) 
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Cette chute se comprend sans difficulté si on examine comment est modifié le champ magné
tique au sein du dispositif. 

La figure 3.36.b montre, pour un modèle sans ailettes et dans un cas extrême, que la baisse de 
la perméabilité dans le rotor est directement à l'origine d'une intensification des fuites, et d'une perte 
de l'effet de transport des lignes de champ, surtout dans l'induit près de l'entrefer, justement là où est 
dissipé le plus d'énergie par effet Joule. 

Fig. 3.36.a et 3.36.b : Lignes équiflux à froid et à chaud 
pour un modèle sans ailettes, à Q = 1 (vitesse normalisée) 

N.B. On ne présente pas, pour le cas à chaud, de caractéristique Couple(Vitesse), étant donné 
le faible nombre de vitesses pour lesquelles on dispose de mesures T(y), et aussi à cause du caractère 
criticable du modèle 2D avec 0' et kp indépendants de T (bien que certaines comparaisons avec des 
mesures de couple à chaud aient donné des résultats encourageants). 

3.4.3. Effet sur la contribution des ailettes 

De la même manière, il est possible de reprendre, à chaud, les calculs de contribution des ailet
tes et de la joue, à l'intégrale exprimant le couple de freinage. (cf. § ill.3.3.2) 

La figure 3.37, qui montre le résultat obtenu pour il = 0,46, est à comparer à la figure 
3.3l.b : la part de couple due aux ailettes et à la joue passe de 0,7 à 1,8 % quand on se place dans les 
conditions à chaud. 

Cette augmentation a également été observée pour d'autres vitesses de rotation, et s'explique 
par le fait que perméabilité et induction magnétiques dans l'induit, où la température est plus élevée, 
décroissent bien plus qu'ailleurs. 

Cependant, même à chaud, la part de couple des ailettes et de la joue reste faible, et ce con
trairement à ce qui était pressenti avant l'étude. 
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Fig. 3.37 : Contribution des ailettes et de la joue 
au couple de freinage total pendant deux périodes 
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On a pu s'apercevoir qu'il est tout à fait intéressant de prendre en compte les ailettes de refroi
dissement et la joue pour les calculs de couple en fonction de la vitesse, la nouvelle courbe obtenue 
ayant une allure plus proche de celle issue de mesures. (cf. § III.3.3.3) 

De plus, le nouveau mode de calcul en pas-à-pas avec mouvement a permis d'estimer la part 
de couple due aux ailettes et à la joue, à froid comme à chaud. 

Néanmoins, il faut savoir que, du fait de l'obligation de parcourir de longs régimes transi
toires de diffusion (900 pas de calcul, par exemple, pour Q = 1), l'obtention d'une caractéristique 
comme celle de la figure 3.33 peut coûter plus de 80 fois le temps qui suffit pour en construire une 
par décentrage* (pour un problème de taille équivalente). 

Il serait par conséquent très appréciable de pouvoir remplacer la région air-ailettes par une 
région équivalente, mais de géométrie invariante suivant la direction de la vitesse; ce qui permettrait 
d'appliquer notre technique de décentrage et d'éviter tout calcul en pas-à-pas dans le temps. 

* En pratique, sur station de type HP 9000/700, il faut une semaine complète, au lieu de deux heures ... 
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4. HOMOGÉNÉISATION DE LA RÉGION AIR - AILETTES DE REFROIDISSEMENT 

La prise en compte des ailettes de refroidissement dans les calculs de caractéristiques nO) 
constitue un net progrès mais nécessite un mode de calcul en pas-à-pas dans le temps, qui se révèle 
excessivement lourd. 

La modélisation des structures feuilletées faisant couramment appel à des techniques d'homo
généisation pour simplifier les calculs électromagnétiques, on se propose de procéder de manière 
semblable, et de déterminer un modèle anisotrope et homogène pour la région air-ailettes. (cf. fig. 
3.38) 

Ceci en vue de pouvoir obtenir, par application de la méthode de décentrage, la répartition du 
champ en un seul calcul (au lieu des nombreuses itérations du pas-à-pas). [44] 

~ 

Fig. 3.38 : Remplacement de la région air-ailettes par une région homogène anisotrope 

N.B. La validation qui va être donnée (comparaison à des résultats de pas-à-pas) ne peut con
cerner que des modèles bidimensionnels (où on a fait des calculs avec la géométrie réelle), mais la 
théorie est présentée en 3D, en vue d'être également appliquée, ultérieurement, à de tels modèles de 
ralentisseurs. 

4. 1 . Homogénéisation de structures feuilletées en électromagnétisme 

On considère un feuilletage fer-air, qui est une structure discontinue à petite échelle ("micro
scopique"), mais que l'on va s'efforcer de remplacer par un milieu équivalent continu, pour une 
modélisation macroscopique et afin d'obtenir des renseignements globaux sur son comportement ma
gnétjque. 

Cette démarche, qui porte le nom d'homogénéisation, est recherchée chaque fois que l'étude 
directe d'un milieu avec ses nombreux détails se place au-delà des possibilités de calcul des ordina
teurs. 

Elle repose en théorie sur un passage à la limite, en tenant compte de la modélisation micro
'scopique pour déterminer les coefficients du modèle macroscopique. 

En pratique on la rencontre beaucoup, par exemple, dans la modélisation des transformateurs, 
où elle donne satisfaction. [43] 
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4. 1 . 1. Etude des champs 

On isole une région du feuilletage (cf. fig.3.39), que l'on suppose suffisamment petite pour 
qu'on puisse considérer que les champs globaux H et B y sont constants, égaux à leur valeur 
moyenne: [41] 

H = E Ha + (l-E) Hr 
B = E Ba + (l-E) Br, 

(3.70) 
(3.71) 

où E et (l-E) représentent respectivement les quantités relatives d'air et de fer du feuilletage (coeffi
cient de foisonnement) ; les indices (a, f) étant utilisés pour l'air et le fer, et (t, n) pour tangentiel et 
normal au feuilletage F. 

Fig. 3.39 : Modèle 3D d'un feuilletage fer-air 

Puisque les vecteurs moyens introduits conservent la circulation et le flux, ils vérifient les 
équations de Maxwell suivantes : 

rot H = J 
div B = O. 

(3.72) 
(3.73) 

On peut enfin exprimer la conservation de la composante tangentielle du champ magnétique et 
de la composante normale de l'induction à l'interface fer-air : 

Ht = Hat = Hft 
Bn = Ban = Bfn = Bx 

4.1.2. Tenseurs de perméabilité et de conductivité 

(3.74) 
(3.75) 

En appliquant (3.70) à la direction tangentielle et en tenant compte de (3.75), on obtient laper
méabilité tangentielle suivante: 
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Jlt = E Jla + (1 - E) Jlf, (3.76) 

et de façon analogue, avec (3.71) et (3.74), on aboutit à l'expression de la perméabilité normale: 

(3.77) 

Dans le système d'axes principaux OXYZ du feuilletage F, on peut ainsi écrire le tenseur de 
perméabilité magnétique du feuilletage: 

[
Iln 0 0 1 

[1l]F = 0 Ilt 0 . 
o 0 Ilt 

(3.78) 

Remarque: dans un système d'axes non principaux Oxyz, il s'exprime par [Jl] = [R]t [Jl]p 
[R], où [R] est la matrice de rotation* pour le passage de Oxyz à OXYZ : 

[R] =[ cos ~ 
o 

-sin ~ 

sin (X sin ~ 
cos (X 

sin (X cos ~ 

cos ~ sin ~ 1 
- sm (X • 

cos (X cos ~ 

(3.79) 

Par ailleurs, des considérations de résistance électrique équivalente, sur le même élément de 
feuilletage qu'au § III.4.l.1, donnent des résultats analogues à ceux obtenus pour la perméabilité 
[45], et on introduit ainsi le tenseur de conductivité électrique du feuilletage dans son système d'axes 
principaux: 

[
an 0 0 j 

[a]F= OatO , 

o 0 at 

(3.80) 

avec: 

(3.81) 

crt = (1 - E) crf + E cra. (3.82) 

4.1 .3. Cas non-linéaire 

Si le fer est saturé, les expressions simples précédentes ne suffisent plus pour déterminer Jlt et 
Jln . En effet, Jlf dépend du module de Hf, champ dans le fer, ce que l'on peut exprimer par : 

(3.83) 

Cette fonction P se déduisant de la courbe B(H) du matériau, et pouvant être introduite dans le 
calcul par une formule analytique de façon à exprimer facilement la dérivée OJlf / oHr. 

Or, d'après (3.74) et (3.75), Hf et Hn dans le feuilletage s'expriment de cette façon en fonc
tion de H: 

(3.84) 

* On passe de xyz à XYZ par une rotation d'un angle Cl autour de x, suivie d'une rotation d'un angle ~ autour de y. 

- 81-



III. Calcul de courants induits dus au mouvement d'un rotor avec ailettes de refroidissement 

Hfn = ().Ln 1 ).Lf) Hn ; 

on constate donc que ).Lf est définie à partir de H par l'équation implicite suivante: 

/-Lf = P (H 2 + Hn2 
) 

/-L t ( )2 ' 
a ~:E+1-E 

qui peut être résolue une méthode itérative d'approximations successives: [41] 

al on part de Hf= 0 
bl calcul de ).Lf avec Hf et (3.83) 
d calcul de ).Ln avec ).Lf et (3.77) 
dl calcul de Hfn avec ).Ln et (3.85) 
el calcul du nouvel Hf avec Hft, Hfn, et (3.83) 
fj retour-à bl si la convergence n'est pas obtenue. 

A la sortie de cet algorithme, on obtient ainsi ).Lf, d'où ).Lt et).Ln par (3.76) et (3.77). 

(3.85) 

(3.86) 

Dans le cas des calculs magnétiques non-linéaires avec utilisation d'un tenseur de perméabi
lité, on est conduit à calculer le tenseur de perméabilité incrémentale [dB 1 dH]F, qui s'écrit dans ce 
cas: [42] 

paux : 

avec: 

d/-Ln Hx d/-Ln Hx d/-Ln Hx 
dHX dHy dHz 

d/-LtHy d~Hy d/-LtHy 
dHx dHy dHz 

(3.87) 

d/-LtHz d/-LtHz d/-LtHz 
dHX dHy dHz 

Cela donne, après calcul des dérivées, et dans le cas général d'un système d'axes non princi-

/-Ln + 2 A Hx2 

2AHxHy 

2AG4HxHz 

2AHxHy 

/-Lt + 2 A Hy2 

2AG2HyHz 

2AG2HxHy 1 
2 A G2 Hy Hz [R], 

/-Lt + 2 A G4 HZ2 

et G = /-La 
/-Lf + (1 - E) /-La 

(3.88) 

(3.89), (3.90) 

On constate donc que la prise en compte rigoureuse de la saturation dans les parties métalli
ques d'un feuilletage s'accompagne de calculs bien plus lourds que dans le cas linéaire. En outre, 
l'expérience acquise au LEG concernant de tels calculs indique qu'ils présentent d'importants risques 
de problèmes numériques (difficultés pour converger). 
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4.2. Cas de la région air-ailettes d'un ralentisseur 

4.2.1. Vérification gue la région peut être homogénéisée 

Le cas de la région air-ailettes d'un ralentisseur peut paraître bien éloigné des hypothèses 
d'homogénéisation présentées au § IlI.4.l, en plus du fait que le modèle utilisé (seizième de ralentis
seur) ne comporte que trois "couches" fer-air. 

Néanmoins, si on subdivise les trois ailettes en six, puis en neuf ailettes de même section to
tale, et équiréparties, on s'aperçoit que les couples moyens obtenus en régime permanent, pour trois 
vitesses différentes (Q = 0,25,0,46, et 0,75), sont quasiment les mêmes. (cf. fig. 3.40) 

(En fait, on observe une faible augmentation, mais elle est du même ordre de grandeur que 
celle obtenue en affinant dans les mêmes proportions le maillage initial (si on veut conserver un mail
lage régulier avec des ailettes plus fines, on est forcé d'avoir des mailles de plus petite taille).) 

m l I----l-----r--+----r-' 
{g --...... ················-·-····-········r-·····-·-··-T········._ ............•... -......... ! 

CI> il: 

ëi 1 l 
g _.... ..··_··_····· .. ·1··· .. ··_··- ···········-~··············· .. ····-···1·········_-_·_·····i--··_······~ 
ü i i . 

trois ailettes par pôle 
e=086 

! ! 
Temps 

···-_·····-··-··-·r·-····················· ....... ....... ....... ........ . .... ,... . ...... . 

six ailettes par pôle 
e= 0,86 

1 i 4 

f -ri--t---l--i 
~ ............ ··_····-t··········· .. ········· .. ···l-··············· .. ·······1·········_··_············~··············! 
mil i j! c.. ; ,. i i i 

6 -+---.-._-;_.--l ___ L-j 
ü 1 Il! j 

i ! ! : 
Temps 

........................... 1' .......................... ) .. : 

f .t 

neuf ailettes par pôle 
e=086 

m . i 

i =~-t~=-:-=~=T] 
::l i . ~ 1 
8 . ----r------r-·---r-·····--···r-··-; 

Temps 

Fig. 3.40 : Plusieurs modèles de rotor pour lesquels la valeur moyenne calculée 
du couple en régime permanent reste quasi constante (à n = 0,25, 0,46, et 0,75) 
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Par passage à la limite, on peut donc admettre que la géométrie initiale, avec trois ailettes par 
pôle, est équivalente, du point de vue des courbes nO), à une structure comparable à un feuilletage, 
et qui peut ainsi être homogénéisée. 

4.2.2. Etat de saturation magnétique des ailettes 

Afin de savoir si on doit utiliser un modèle linéaire ou non-linéaire pour la région à homogé
néiser, on observe, pour connaître leur état de saturation magnétique, les cartes de perméabilité rela
tive dans les ailettes ; ces cartes étant établies par un calcul en pas-à-pas dans le temps, après avoir 
atteint le régime permanent, et pour différentes vitesses (fig. 3.41 à 3.44). 

Le matériau utilisé pour ces ailettes ayant une perméabilité relative initiale de 300 (valeur dans 
la partie linéaire de la courbe B(H)), on remarque qu'elles sont d'autant moins saturées que la vitesse 
de rotation est élevée: 

• il n'y a pratiquement pas de saturation à 0 = 1 ni au-delà; 

• on observe une légère saturation à l'intérieur de la plage 0 = 0,5 - 0 = 1 ; 

• la saturation est de plus en plus marquée aux faibles vitesses, Ilr étant compris, par exem
ple pour 0 = 0,15, entre 50 et 280. 

4.2.3. Idée d'un modèle simplificateur 

De ce qui précède, on déduit que pour la région air-ailettes à homogénéiser, un modèle linéaire 
est acceptable pour 0 > 0,5, alors qu'il semble qu'il faille introduire un modèle non-linéaire pour 
rendre compte correctement du comportement magnétique des ailettes à basse vitesse. 

Or ce dernier type de modèle crée d'évidentes complications dans le cas où Il est sous forme 
tensorielle (cf. § III.4.1.3 : termes de perméabilité incrémentale particulièrement lourds, algorithme 
itératif supplémentaire, et risques de non-convergence lors de la résolution). 

De plus, sachant que les ailettes ont pour principal rôle magnétique d'influer sur le champ 
dans l'induit sans apporter de contribution notable à l'intégrale de la densité de puissance sur le rotor, 
il peut être intéressant d'essayer d'utiliser un modèle linéaire pour Ilailettes , mais dont on sous-estime 
la valeur, pour quand même tenir compte de la saturation à basse vitesse. 

Cette différence de valeur peut alors sembler regrettable à haute vitesse, où l'hypothèse 'Ilr = 
300' est valide (cf. § ill.4.2.2) ; mais dans cette plage, le rôle des ailettes se trouve considérablement 
a~oindri (cf. § III.3.3.2 et III.3.3.3), et on peut légitimement penser qu'une mauvaise estimation de 
Il Joue peu. 
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Fig. 3.41 : Perméabilité relative dans les trois ailettes d'un motif, à la vitesse Q = 1 
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Fig. 3.42 : Perméabilité relative dans les trois ailettes d'un motif, à la vitesse Q = 0,4 
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Fig. 3.43 : Perméabilité relative dans les trois ailettes d'un motif, à la vitesse Q = 0,3 
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Fig. 3.44 : Perméabilité relative dans les trois ailettes d'un motif, à la vitesse Q = 0,15 
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4.3. Essais et validation 

Après avoir vu en quoi consiste l'homogénéisation pour la modélisation des feuilletages en 
électromagnétisme, et connaissant les particularités du cas des ralentisseurs, il s'agit maintenant d'ap
pliquer à notre problème le mode de calcul par décentrage (terme de transport), avec, pour la région 
homogénéisée, une perméabilité et une conductivité données sous forme de tenseurs par les formules 
du § 1l1.4.1.2. 

4.3.1. Allure des cartes de champ 

Conformément à l'idée du § IIl.4.2.3, les premiers essais ont été effectués en utilisant un mo
dèle magnétique anisotrope linéaire pour la région équivalente aux ailettes et à l'air. Par ailleurs, le fait 
que le modèle est bidimensionnel (avec courants perpendiculaires au plan xüy), entraîne que l'on n'a 
à considérer, pour le tenseur de conductivité, que le terme azz = a10 donné par (3.82). 

La figure 3.45 montre l'allure typique des lignes de champ obtenues avec l'utilisation de ce 
modèle, et on peut ainsi voir comment se traduit son caractère anisotrope. 

-- -- ~ 

Fig. 3.45 : Lignes de flux dans le rotor avec un 
modèle homogène anisotrope pour la région air-ailettes 

4.3.2. Détermination d'un l!r équivalent 

Le but que l'on se fixe, pour l'homogénéisation, est d'approcher le plus possible la courbe 
nO) calculée avec trois ailettes et en pas-à-pas dans le temps, par une courbe issue de calculs par dé
centrage, avec un milieu anisotrope homogène. 

Dans un premier temps, on se limite au modèle linéaire décrit au § 111.4.3.1, en essayant plu
sieurs valeurs pour la perméabilité relative de l'acier constituant les ailettes, afin d'observer les effets 
produits quand on la sous-estime, depuis la valeur initiale /J.r = 300 (cf. 111.4.2.3). 
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On considère ainsi pour Ilr les valeurs suivantes: 300, 150 et 50, ce qui donne respective
ment, après application des équations (3.76) et (3.77), les tenseurs: 

[ 
~x 0 0] _ [1, 16 0 
o ~y 0 - 0 42,9 

o O~z 0 0 

Les résultats sont présentés aux figure 3.46 à 3.48. 
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modèle anisotrope 

o.~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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Vitesse de rotation (normalisée) 

Fig. 3.46 : Approximation de résultats de calculs r(n) en pas-à-pas avec 3 ailettes par pôle, 
par une méthode de décentrage avec modèle homogène anisotrope, pour lir = 300 

- Comme prévu, on est, dans les trois cas, très proche de la courbe issue du pas-à-pas quand 
la vitesse est élevée (le modèle avec Ilr = 300 est le meilleur en principe, mais une modification de ce 
paramètre n'a de toute façon pas d'influence visible). 

- A basse vitesse, les résultats sont par contre mauvais avec Ilr = 300 (écart important entre 
les courbes, et même oscillations sur reO)), un peu meilleurs si Ilr = 150, et tout à fait bons avec Ilr = 
50. 

D'autres essais non présentés ici, avec Ilr < 50, montrent que si on sous-estime trop la valeur 
de Ilr , les lignes de flux obtenues ne présentent plus l'allure de celles de la figure 3.45, mais ressem
blent à ce qu'on obtiendrait avec un milieu faiblement perméable et sans propriété d'anisotropie (le 
rapport Ily / Ilx devenant trop proche de 1). 

Et surtout, l'examen des courbes reO) obtenues montre qu'elles deviennent fort éloignées de 
celle issues du pas-à-pas. (Elles sont en fait très proches de celle obtenue par le modèle avec induit 
seul.) 
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Fig. 3.47 : Approximation de résultats de calculs ["(0) en pas-à-pas avec 3 ailettes par pôle, 
par une méthode de décentrage avec modèle homogène anisotrope, pour ~r = 150 
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Fig. 3.48 : Approximation de résultats de calculs ["(Q) en pas-à-pas avec 3 ailettes par pôle, 
par une méthode de décentrage avec modèle homogène anisotrope, pour ~r ::: 50 

De toutes ces observations, on déduit un mode de détermination de la valeur à prendre pour 
Ilr : connaissant la valeur réelle de la perméabilité des ailettes dans leur zone linéaire, et celle du coef-
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ficient "de foisonnement" (1 - f), il s'agit de choisir une valeur Ilr la plus faible possible, mais telle 
qu'après application des équations (3.76) et (3.77), le rapport Ily / Ilx ne soit pas trop bas. (On peut 
par exemple imposer ).ly / Ilx = r, donné, avec 5 :::; r:::; 10.) 

Dans l'application dont il est ici question, on remarque que le cas ).lr = 50 correspond à un rap
port de 6,8, et que le résultat obtenu est très bon.(cf. fig. 3.48). 

Finalement, on a pu atteindre le but qu'on s'était fixé au départ, et en se contentant d'un 
modèle simplifé (linéaire avec sous-estimation de Il). La qualité du résultat peut même paraître surpre
nante, compte tenu du fait qu'au départ, on était quand même assez loin des hypothèses pour pouvoir 
homogénéiser la région air-ailettes. 

Cependant, il faut reconnaître qu'on a bénéficié de la situation particulière dont le § III.3 a 
permis de donner une description, à savoir: lafaibZe contribution des ailettes à l'intégrale donnant 
accès à la valeur du couple, et leur rôle essentiel de modification du champ dans l'induit. 

4.3.3. Cas des simulations à chaud 

En vue des calculs couplés magnétiques-thermiques qui seront menés ultérieurement, on sou
haite à présent étendre aux situations "à chaud" le modèle anisotrope simple que l'on vient de déve
lopper, linéaire et basé sur une sous-estimation de la perméabilité des ailettes (valeur considérée dans 
le domaine linéaire de leur caractéristique B(H). 

D'après l'étude faite au § n.2.I, l'application d'un champ de température plus élevé, sur une 
région composée d'acier, entraîne une diminution de sa perméabilité. 

Or dans le cas limite où on se trouve pour la région homogène équivalente, même un faible 
abaissement de la valeur de Ilr ailettes aurait pour conséquence d'éliminer le caractère anisotrope de 
cette région (cf. § III.4.3.2), au moins à proximité de sa frontière avec l'induit (où il fait le plus 
chaud). Ce qui se traduirait par la perte de son influence sur le champ dans l'induit. 

Les calculs menés ultérieurement à chaud, avec le modèle anisotrope pour la prise en compte 
des ailettes, seront donc effectués avec: pour l'induit, le modèle B(H,T) présenté au § n.2.3 ; et pour 
la région homogène équivalente, un modèle anisotrope indépendant de la température (donc le même 
qu'à froid). 
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5. COMPLÉMENT MÉTHODES DE RÉSOLUTION ALTERNATIVES AU PAS-À-PAS 

La méthode d'homogénéisation qui vient d'être présentée, couplée à une technique de décen
trage, constitue un moyen efficace pour prendre en compte les ailettes de refroidissement dans les cal
culs de couple, tout en évitant d'employer une méthode de pas-à-pas dans le temps. 

D'autres méthodes existent encore, qui permettent de s'affranchir des inconvénients du pas-à
pas, tout en étant plus ou moins adaptées à certains types de problèmes. 

Nous allons en voir deux cas, qui peuvent être effectivement appliqués aux modèles de ralen
tisseurs avec ailettes. 

Eléments finis périodiques dans le temps 

Un premier exemple de ces méthodes est connu sous le nom d'éléments finis périodiques dans 
le temps. 

Proposée initialement il y a une dizaine d'années [48], cette méthode dérive de celle des élé
ments finis classiques, et concerne les problèmes variant dans le temps de façon périodique. Son utili
sation pouvant alors permettre un gain substantiel en temps de calcul. 

Elle peut en outre être vue comme une généralisation de la méthode des éléments finis harmo
niques [46], qui ne permet pas de traiter complètement les cas où les grandeurs varient périodique
ment dans le temps de façon quelconque. 

Son principe consiste à introduire dans la formulation la périodicité dans le temps, de façon à 
obtenir en résolvant un seul système matriciel, l'évolution complète du système pendant une période: 

Si T est la période des phénomènes étudiés, At le pas de temps choisi pour discrétiser cette pé
riode, et A la variable inconnue, on exprime que [A]t = [A]t+T, et on calcule le vecteur composé de 
[Ah, [Ah+ilb ... , [Ah+T-ilt. [49] [50] 

Tout l'intérêt de cette démarche réside évidemment dans la possibilité de pouvoir déterminer 
un comportement en régime permanent sans avoir à calculer l'intégralité du régime transitoire, qui le 
précède. (Cette contrainte pouvant être très pénalisante, comme on l'a constaté au § fi.3.) 

Le prix à payer est quand même un accroissement considérable de la taille du système matriciel 
à résoudre, ce qui peut rendre délicate l'application de cette méthode à des problèmes 3D. 

Eléments finis espace-temps 

La seconde méthode, celle des éléments finis espace-temps, est plus générale. 

Elle consiste à considérer le temps comme une dimension ordinaire, et aboutit donc à la discré
tisation d'un problème évolutif en éléments finis spatio-temporels, ayant des fonctions de forme dé
pendant des variables x, y, z et t (sans distinction des rôles). 

Bien que relativement originale, l'idée de pouvoir procéder ainsi n'est pas vraiment neuve 
[51], et on peut par ailleurs démontrer [52] que la démarche est équivalente à l'utilisation d'éléments 
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finis seulement spatiaux, à laquelle succède un traitement du problème évolutif par différences finies 
(c'est cette dernière approche que nous avons adoptée au § Ill.2.2.1). 

Les éléments finis espace-temps ont d'abord été appliqués à l'analyse dynamique des struc
tures, puis à la conduction thermique [53], aux problèmes de convection-diffusion [54], et enfin à 
ceux de courants induits [47]. 

Concernant de dernier domaine, il apparaît assez clairement que cette nouvelle approche est 
souvent supérieure à celles basées sur des méthodes de pas-à-pas dans le temps. [47] 

Cette méthode est plus générale que celle vue au paragraphe précédent, en ce sens que suivant 
la description que l'on choisit pour un problème donné, elle permet d'analyser l'évolution quelconque 
d'un système (un régime transitoire par exemple), aussi bien qu'un comportement périodique dans le 
temps; à condition toutefois de formuler cette périodicité, par le biais de conditions aux limites dans 
la dimension temporelle. 

Dans ce dernier cas, la possibilité est ainsi offerte, comme pour le cas du paragraphe précé
dent, d'accéder à un régime permanent périodique sans avoir à parcourir le régime transitoire qui y 
conduit. 

Par ailleurs, pour le cas de problèmes décrits en seulement deux dimensions spatiales (x et y), 
on peut réaliser à quel point il est intéressant de disposer d'un code de calcul à éléments finis tridi
mensionnels général. 

En effet, au seul prix de quelques adaptations de la description des formulations dans les 
sous-programmes d'intégration* (on fait jouer à z le rôle de t), il est possible de bénéficier des fonc
tionnalités déjà existantes concernant le modeleur géométrique, le mailleur automatique en éléments 
volumiques, ainsi que tous les outils de post-traitement. 

Fig. 3.49 : Modèle pour le calcul d'un régime permanent à l'aide d'éléments finis espace-temps 

* L'expérience a été faite par Yves Maréchal, au Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble. 
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Dans le cas des modèles de ralentisseurs avec ailettes, le calcul des courants induits sur une 
période du régime permanent se décrit ainsi à l'aide d'une géométrie comme celle illustrée à la figure 
3.49. 

Nous n'avons malheureusement pas de résultat à présenter concernant cette voie de modélisa
tion, le traitement complet de ce problème rendant quasiment nécessaire de pouvoir mailler en élé
ments prismatiques, fonctionnalité qui n'était pas disponible à l'époque de l'étude. 
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Conclusion 

Au terme de ce chapitre, 

• nous avons développé une nouvelle méthode de calcul des courants induits dans les ralentisseurs, 
basée sur une technique de pas-à-pas dans le temps avec prise en compte du mouvement; 

• cette méthode ayant été appliquée à notre problème, nous savons que les ailettes de refroidissement 
ont pour principal rôle de modifier le champ dans l'induit, sans contribuer de façon importante à la 
dissipation d'énergie par effet Joule; 

• enfin, l'utilisation du pas-à-pas dans le temps conduisant à des temps de résolution excessivement 
longs, nous avons pu la remplacer par celle de notre technique de décentrage, après avoir homogé
néisé la région air-ailettes comme s'il s'agissait d'un feuilletage. 

On possède donc un moyen de calcul fiable et relativement rapide pour le couple de freinage à 
une vitesse donnée, à froid comme à chaud, pour des modèles avec joue et ailettes de refroidissement. 
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N. Prise en compte de changements de géométrie dans les calculs magnétiques 

Introduction 

Lors du fonctionnement d'un ralentisseur électromagnétique, sous l'effet des fortes con
traintes qui s'exercent au niveau de ses rotors, mais aussi sous l'effet de l'échauffement considérable 
qui s'y produit, laforme de ces rotors se trouve modifiée. Cela se traduit notamment par une dilata
tion de l'entrefer, qui a pour conséquence une baisse de peiformance : le couple de freinage voit sa 
valeur chuter. 

Il est donc nécessaire, pour tenir compte de cet effet dans nos calculs numériques, de pouvoir 
y intégrer un moyen efficace de modéliser ce genre de changement de géométrie. 

Pour atteindre ce but, nous allons définir un mode de représentation adapté pour les déforma
tions dont il est question ; puis nous mettrons en oeuvre une méthode permettant de prendre en 
compte ces déformations, tout en évitant l'étape fastidieuse de la construction d'un nouveau maillage. 
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1. LA DÉFORMATION D'UN ROTOR DE RALENTISSEUR 

1 .1 . Description du phénomène 

A la suite d'un fonctionnement à vitesse élevée et pendant une durée relativement longue, on 
peut observer qu'un rotor de ralentisseur subit des déformations. 

Celles-ci sont dues à la fois aux contraintes qui résultent du couple électromagnétique de frei
nage, et à la dilatation de l'acier sous l'effet de son échauffement, qui lui-même provient de la dissipa
tion d'énergie par effet Joule. 

Le changement de géométrie s'effectue en outre de façon particulière, la distance entre un pôle 
et le rotor devenant d'autant plus grande que l'on se situe près du contour extérieur du rotor (effet 
"conique", cf. fig. 4.1). 

1 rmax~ 
~rmin 

cl~ 

Fig. 4.1 : Description schématique de la déformation 
d'un rotor de ralentisseur en fonctionnement intensif 

1 .2. Calcul du profil déformé 

L'appréhension des phénomènes dont il vient d'être question constitue un sujet d'étude à part 
entière, qui peut faire appel à la modélisation dans les domaines de la mécanique et de la thermique. 

Cela fait notamment partie des préoccupations du constructeur TELMA (Groupe LABINAL), 
qui grâce à un code de calcul adapté, peut prévoir les déformations que subissent les rotors de 
ralentisseurs, pour des conditions d'utilisation données. 

, La figure 4.2 montre un exemple de résultat que l'on OBTIENT à l'aide d'une telle modélisa
tion : il s'agit de l'évolution du profil du rotor au contact de l'entrefer (initialement plat), pour un 
fonctionnement à une vitesse donnée. (Les distances relatives 0 et 1 correspondent respectivement à 
r = rmin et r = rmax. (cf. fig. 4.1)) 
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0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

° ° 0,2 
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0,4 0,6 

y 
.... ./ .... ; 
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/' 

----------; --------_ .. _--_ .. -.... ----.-

- : t = t1 
---: t=t2 

-: t = t3 
---: t=t4 

0,8 

Distance relative sur la couronne du rotor 

Fig. 4.2 : Exemples de profils déformés obtenus par calcul, pour un fonctionnement 
à une certaine vitesse de rotation (à quatre instants successifs) 

1 .3. Choix d'un mode de représentation 

Le profil z(r) de l'interface rotor / entrefer, tel qu'il est illustré à la figure 4.2, constitue l'infor
mation essentielle à fournir au code de calcul magnétique, pour qu'il puisse prendre en compte la dé
formation d'un rotor. 

Il y a donc intérêt à ce que cette description soit faite de la façon la plus compacte possible. 
Une solution consiste à ne considérer qu'un petit nombre de points de la courbe z(r), à partir des
quels il serait possible de reconstituer toute la courbe. 

Le problème qui se pose alors est de choisir une méthode adaptée pour effectuer cette reconsti
tution de manière approchée. 

De nombreuses techniques existent pour construire une fonction qui approche un ensemble de 
points donnés, certaines étant plus adaptées que d'autres à des types de problèmes particuliers. 

Une première classe de méthodes concerne le lissage. Il s'agit dans ce cas de faire passer 
une fonction à proximité de N+ 1 points (souvent en nombre important), sans condition supplémen
taire. 

Les méthodes les plus usuelles sont celles basées sur un critère de moindres carrés, ou sur 
l'utilisation de fonctions splines de lissage, ou encore sur celle de fonctions de Bézier. [55] 

Une mention spéciale devant être faite au sujet des fonctions B-splines, qui constituent un ou
til général et puissant. [56] 

-97 -



IV. Prise en compte de changements de géométrie dans les calculs magnétiques 

Une seconde catégorie de méthodes concerne l'interpolation, qui impose par contre à la 
fonction recherchée, de passer par les points donnés. 

Là aussi, le choix de l'approximant peut se porter dans diverses directions, les principales 
mettant en jeu des fonctions polynomiales ou, de nouveau, des fonctions splines. 

Dans le cas de l'interpolation polynomiale, on distingue celle dite de Lagrange (la plus élémen
taire), et celle d'Hermite (où on impose en plus des tangentes aux points donnés). 

Compte tenu de l'allure simple des profils à représenter (cf. fig. 4.2), nous choisissons d'uti
liser une interpolation polynomiale de Lagrange. (Un lissage pourrait également convenir dans notre 
cas, mais l'interpolation présente l'avantage d'être plus précise.) 

N+ 1 points (ri, Zj) étant donnés, cela consiste simplement à déterminer le polynôme P(r) de 
degré N, tel que peri) = Zj pour tout i compris entre ° et N. 

Notons qu'en pratique, cette méthode n'est utilisable que pour un nombre de points peu élevé, 
puisque le degré du polynôme augmente avec ce nombre; d'où le risque d'importantes oscillations 
entre les points donnés. 

Bien que son principe soit très simple, la mise en oeuvre de cette méthode fait toutefois 
apparaître que les calculs peuvent être allégés grâce au choix d'une base polynomiale appropriée. 

Ainsi, la base canonique 0, r, r2 , .• rN) est à éviter car elle conduit à l'inversion d'une matrice 
pleine; de même, bien qu'elle conduise à inverser une matrice diagonale, la base de Lagrange (LjCr) : 

Lj (r) 
N Il r - ri 

i = 0 rj - ri 
i *j 

pour j = 0, ... , N (4.1) 

n'est pas conseillée, du fait que l'évaluation de P(r), qui nécessite le calcul préalable de chaque Lj en 
r, est relativement peu économique en nombre d'opérations élémentaires. 

Un choix judicieux est la base de Newton: [55] 

Nj (r) = 1 
j - 1 

Nj (r) = TI (r - ri) 
i=O 

Le polynôme P(r) s'exprime alors par: 

N 

P(r) = L Cj Nj(r) , 
j=o 

pour j = 0; (4.2) 

pour j = 1, ... , N. (4.3) 

(4.4) 

où les.coefficients Cj sont issus de l'inversion d'une matrice triangulaire. (L'équation matricielle ex
primant que peri) = Zj , i = 0, ... , N.) 

Dans le cas des profils déformés de rotors, on constate qu'un très bon résultat s'obtient avec 
seulement 5 points (fi, Zi) équirépartis. (cf. fig. 4.3) 
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On considèrera donc par la suite que la description d'une déformation de rotor consiste en la 
donnée de cinq nombres: (zo , Zl , ... , Z4 ), qui peuvent en pratique être disposés dans un fichier 
après exploitation d'un calcul thermo-mécanique. 

0,8 
Q) 
'(J) 

.la 
tU 0,6 E 
0 .s 
(J) 

'(J) 

E 0,4 .... 
.E 
'(J) 

Cl 

0,2 

° 

1 

1 

.. 
X 
u 

.. 
X 
,Q 

1 
A,: t = t1 

1 X: t = t2 

H 

1 

Cl: t=t3 
0: t =t4 

~ 

l 

° 0,2 0,4 0,6 0,8 

Distance relative sur la couronne 

Fig. 4.3 : Données nécessaires et suffisantes pour décrire des déformées z(r) 
par interpolation polynomiale de Lagrange (sur 5 points) 

i 
.~ 

Remarque: on ne choisit pas un plus petit nombre de points car cela fait perdre de la préci
sion; ni un plus grand, car dans ce cas on commence effectivement à voir apparaître des oscillations 
sur P(r) (son degré devient trop élevé). 

Maintenant que nous disposons d'un mode de représentation efficace de la déformation d'un 
rotor, finalement décrite par une expression polynomiale P(r), il va s'agir de développer un moyen de 
prendre en compte le changement de géométrie dans les calculs magnétiques. 
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2. PRISE EN COMPTE DE LA DÉFORMATION D'UN ROTOR 

La prise en compte d'un changement de géométrie dans un dispositif modélisé par éléments fi
nis implique a priori de construire un nouveau maillage. 

Cependant, les tâches de création de noeuds et d'éléments (surfaciques, et volumiques, en 3D) 
sont coûteuses en temps de calcul, même si elles sont automatisées. De plus, une telle façon de procé
der n'est pas sans effet, comme on le vérifiera, sur les résultats qui nous intéressent, ces variations 
n'ayant aucun rapport avec les phénomènes physiques simulés. 

On se propose donc de déterminer puis de mettre en oeuvre un moyen de prendre en compte, 
dans les calculs magnétiques, les déformations des rotors, en évitant toutefois de remailler. 

2. 1 . Choix d'une méthode sans remaillage 

Plusieurs approches sont imaginables pour prendre en compte un changement de géométrie 
sans effectuer de remaillage. Nous allons en présenter trois, significatives, parmi lesquelles nous 
choisirons la plus adaptée à notre cas. 

N.B. D'autres techniques, qui constituent une généralisation de celle effectivement mise en 
oeuvre, existent aussi pour traiter le type de problème rencontré; un aperçu en est donné au § IV.3. 

2.1 .1. Résolution de l'équation de déplacement 

Dans le cadre de cette première méthode, on considère le maillage initial (avant défonnation), 
et on applique, comme une contrainte sur les noeuds de l'interface rotor / entrefer, les déplacements 
décrits par le profil déformé. 

Les nouvelles coordonnées des autres noeuds concernés par la déformation sont alors calcu
lées, en résolvant par la méthode des éléments finis, et avec le maillage dont on dispose, l'équation 
mécanique de déplacement. (L'inconnue aux noeuds est le déplacement, semblable à un potentiel, le 
champ vectoriel correspondant étant la contrainte mécanique.) 

Cette démarche présente cependant les inconvénients suivants: 

- elle nécessite le développement d'une formulation mécanique spécifique, et elle oblige à faire 
précéder chaque calcul magnétique d'une résolution employant cette formulation ; 

-la déformation n'est initialement appliquée qu'aux noeuds des régions concernées, et donc la 
finesse avec laquelle le nouveau profil est pris en compte, dépend du nombre de noeuds (ou d'arêtes) 
présents le long du profil. (cf. fig. 4.4) 

Fig. 4.4 : Difficulté de représenter un profil courbe avec un maillage insuffisamment fin, si on 
applique seulement un déplacement aux noeuds (les arêtes des éléments restent rectilignes) 
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2.1 .2. Maillage élastique 

Une deuxième méthode consiste à appliquer les déplacements correspondant au changement 
de géométrie, aux noeuds concernés (frontaliers) du maillage initial, puis à en répercuter les effets sur 
les autres noeuds, de proche en proche, sans changer la topologie du maillage. (cf. fig. 4.5) 

Fig. 4.5 : Modélisation d'un changement de géométrie 
par une technique de maillage élastique 

Cette technique est connue sous le nom de "maillage élastique," car en pratique, elle revient à 
considérer les arêtes des éléments liés aux noeuds déplacés, comme de petits ressorts, dont il s'agit de 
déterminer le nouvel allongement. 

Cette méthode a notamment été appliquée pour résoudre certains problèmes d'optimisation de 
forme [64] [66], où justement il est important de s'affranchir de l'influence d'un changement de topo
logie de maillage sur les résultats de calculs. 

L'utilisation d'un maillage élastique est cependant pénalisante à plusieurs égards: 

- sa mise en oeuvre donne lieu à des algorithmes relativement lourds (itérations sur les noeuds 
à déplacer, puis sur ceux reliés aux premiers, etc.) ; 

- on ne peut prendre en compte que des déformations de faible amplitude, à cause du risque 
de retournement d'éléments (cf. fig. 4.6) ; 

Fig. 4.6 : Risque de retournement d'éléments, si l'amplitude des 
déplacements nodaux est trop importante (maillage élastique) 

- enfin, on rencontre le même type de problème qu'avec la première technique (cf. fig. 4.4), 
la déformation n'étant appliquée qu'aux noeuds du maillage. 
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2.1 .3. Eléments finis transformés 

Une troisième approche, qui met en jeu des transformations au niveau des éléments plutôt 
qu'aux noeuds, se distingue par sa simplicité de mise en oeuvre et son efficacité. 

L'idée de base est le constat suivant: alors que pour résoudre un problème par éléments finis 
on maille sa géométrie avec des éléments de forme et de dimensions a priori distinctes, tous les 
calculs sont en réalité effectués en ne considérant que quelques éléments de référence, définis de fa
çon précise (un triangle, un quadrilatère, un tétraèdre, etc.). 

Ainsi, par exemple, lorsqu'une résolution est basée sur un maillage en éléments triangulaires, 
ceux-ci sont tous ramenés à un seul élément (par exemple équilatéral, cf. fig. 4.7), et sont représentés 
de façon interne par des matrices jacobiennes J, qui décrivent les transformations qui font passer de 
ces éléments de l'espace maillé (espace image), à celui de l'espace de référence. 

Dans la pratique, les matrices jacobiennes interviennent dans le calcul d'intégrales sur les élé
ments images (lors de la construction du système à résoudre), à travers la formule classique de chan
gement de variables. Par exemple, en 2D : 

n~m. F(X,Y) dXdY = ffRér. <l>(u,v).det (1-1) dudv . (4.5) 

On s'aperçoit alors qu'une extension de tout cela peut être intéressante: les éléments de l'es
pace image (maillé) peuvent en effet être vus comme des éléments de référence pour des éléments 
d'un "espace réel", où se produirait le changement de géométrie que l'on souhaite décrire. 

En pratique, cela revient simplement à ajouter un degré de transformation, décrit par des ma
trices jacobiennes J'. (cf. fig. 4.7) 

Remarque: Pour représenter de cette façon un profil de courbure quelconque (et cela indépen
damment de la finesse du maillage), il est quand même nécessaire que les éléments possèdent un 
nombre de points de Gauss tel que les calculs d'intégrales soient suffisamment précis. 

y , 

Espace réel 

,... 
x 

y 

J' 

-1 

Espace image Espace de référence 

Fig. 4.7 : Prise en compte de la déformation d'une région (espace réel) 
à l'aide de transformations sur ses éléments (espace image) 
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En outre, étant donné que: 

JfRéel f(x,y) dxdy = Hlm. F(X,Y).det (J'-l) dXdY 

= JJRéf. <I>(u,v).det (J-l).det (J'-l) dudv , (4.6) 

et que pour toute paire de matrices carrées (A, B) on a: 

det A . det B = det (A.B), (4.7) 

on note qu'en pratique, la prise en compte d'une déformation au niveau des éléments d'une région se 
fait simplement en multipliant la matrice jacobienne J de chaque élément du maillage initial, par la ma
trice J' décrivant la transformation qu'on lui applique. 

Cette méthode, issue de travaux de thèse antérieurs [63] [59], a notamment été appliquée, avec 
succès, à la modélisation de l'infini [58]. Dans ce cas, par le choix de transformations appropriées, 
on transforme un problème maillé à frontières fermées, en un problème équivalent, à frontières 
ouvertes. 

Par ailleurs, il est à noter que pour l'emploi de cette technique, la seule contrainte est de pou
voir trouver une expression mathématique adaptée pour la déformation que l'on souhaite modéliser. 

On remarque finalement qu'une telle description, à l'aide d'éléments transformés, aboutit à la 
définition de fonctions de forme modifiées, qui doivent alors posséder les mêmes propriétés de régu-
larité que les fonctions de forme classiques de la méthode des éléments finis. . 

Les transformations qui peuvent être utilisées doivent donc être bijectives, continues partout 
(sur tous les éléments et sur toutes les interfaces), et dérivables, de dérivée continue sur chaque élé
ment (la continuité normale des dérivées premières des transformations n'est par contre pas nécessaire 
aux interfaces entre éléments). [59] 

Compte tenu des avantages que présente cette dernière méthode, c'est elle que nous allons 
mettre en oeuvre pour notre modélisation. Voyons de quelle manière. 
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2.2. Mise en oeuvre de transformations d'éléments 

La méthode des éléments transformés étant apparue comme particulièrement intéressante, nous 
allons l'appliquer aux modèles 2D et 3D de ralentisseurs, avec comme déformation celle présentée au 
§ IV.l.I, et décrite par une expression polynomiale z = P(r) (dans un repère cylindrique (O,r,e,z), 
l'origine étant située sur l'axe du ralentisseur). . 

2.2.1. Cas bidimensionnel 

Le modèle 2D de ralentisseur étant issu d'une coupe par une surface 'r = constante' (cf. § 
1.3.2), la déformation qui nous intéresse se traduit simplement, sur ce modèle, par une translation du 
rotor suivant la direction z. 

Par conséquent, les seuls éléments à subir une transformation sont ceux de l'entrefer, qui sont 
dilatés, dans un rapport connu. (cf. fig. 4.8 ; en toute rigueur, les éléments du rotor subissent quant à 
eux une translation, mais la prendre en compte reviendrait à multiplier leur matrice jacobienne par la 
matrice unité, ce qui peut être évité.) 

entrefer (étendu) 

Fig. 4.8 : Modélisation de la déformation du rotor 
par transformation d'éléments, dans le cas 2D 

2.2.2. Cas tridimensionnel 

Si on se place dans un repère cylindrique (O,r,e,z) comme mentionné plus haut, étant donné 
que l'expression de la déformation ne fait intervenir que les variables z et r, on remarque en premier 
lieu que l'étude des transformations d'éléments sur le modèle 3D peut s'effectuer dans un plan 'e = 
constante'. 

, Dans un tel plan, la déformation à laquelle on s'intéresse se traduit par une translation des 
points du rotor suivant la direction z, et paramétrée par leur coordonnée r. 

Cette constatation a pour effet qu'il est a priori nécessaire de faire subir une transformation 
aux éléments de plusieurs régions: ceux du rotor, mais aussi ceux de l'air situé entre le rotor et le sta
tor, ainsi que ceux de l'air au-dessus du rotor. (cf. fig. 4.9) 
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direction de la déformation 

région il contracter 

région centrale 

région à dilater 

Fig. 4.9 : Modélisation de la déformation du rotor 
par transformation d'éléments, dans le cas 3D 

frontière fixe 

Néanmoins, on peut imaginer plusieurs variantes à cette modélisation, qui n'en possèdent pas 
toute la rigueur, mais qui, si les approximations qu'elles réalisent sont légitimes (différence de préci
sion négligeable), permettent d'intéressantes simplifications (cf. § IV.2.3.3). 

Une première idée consiste à se limiter à rendre compte du principal phénomène mis en jeu par 
la déformation du rotor, à savoir: la diminution du flux magnétique à travers l'entrefer, en raison de 
l'augmentation de sa réluctance.* 

Ainsi, dans ce cas, la seule transformation à effectuer concerne les éléments d'air compris entre 
le rotor et l'épanouissement polaire, et qui subissent une dilatation, dans un rapport dépendant de r. (cf. 
fig. 4.10) 

z 

r 

entrefer (réduit) 

Fig. 4.10 : Première simplification de la modélisation 3D 
de la déformation du rotor par transformation d'éléments 

* On rappelle que pour un circuit magnétique, on a : R <t> = Li (loi d'Hopkinson), où <t> est le flux qui le traverse, Li la 
force magnétomotrice d'excitation, et R la réluctance magnétique de ce circuit: R = J dl / (!l.S) (longueur l, perméabilité 
!l, et section S). 
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Ce dernier modèle soulève cependant plusieurs objections : 

• les fonctions de forme modifiées qui en résultent ne vérifient pas, aux deux jonctions de l'entrefer 
avec l'air qui l'entoure, les conditions de régularité nécessaires exposées à la fin du § IV.2.1.3 ; 
(En 2D, on n'a pas ce genre de problème, car l'entrefer atteint les bords du domaine d'étude.) 

• en se limitant à la transformation des éléments de l'entrefer, on ne rend pas compte de la courbure 
du contour du rotor, ce qui peut poser des problèmes d'incohérence pour la continuité, à l'interface 
entre les deux milieux, des composantes normale et tangentielle des champs magnétiques. 

La première objection peut être levée en adaptant le modèle de la figure 4.10 pour donner celui 
de la figure 4.11 ; quant à la seconde, on y répond par une autre adaptation qui donne le modèle décrit 
à la figure 4.12. 

z 

6 

z 

6 

r 

r 

entrefer étendu 

Fig. 4.11 : Correction du modèle simplifié de la fig. 4.10, 
par extension de l'entrefer aux bords du domaine d'étude 

Fig. 4.12 : Correction du modèle simplifié de la fig. 4.10, 
par propagation de la déformation en direction du rotor 
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Après avoir présenté des modèles pour la prise en compte, en 2D et en 3D, de la déformation 
du rotor, nous allons voir à quelles modifications sur les éléments ils conduisent. 

2.2.3. Opérations sur les éléments 

Comme cela a été expliqué au § IV.2.1.3, une transformation sur des éléments se définit par 
l'expression de la matrice jacobienne correspondante, dans un repère donné. 

Pour des raisons pratiques d'implantation, les expressions qui vont suivre font toutes réfé
rence à des repères tridimensionnels: (O,x,y,z) pour le cas cartésien, et (O,r,e,z) pour le cas cylin
drique. 

Par ailleurs, les lettres minuscules et majuscules seront respectivement employées pour les es
paces réel (x,y,z,r,e) et image (X,Y,Z,R,8) ; enfin, pour simplifier les notations, on définit luB 
comme la dérivée partielle aaJaB. 

Cas bidimensionnel 

Le modèle se trouve dans un plan 'z = constante' (cf. fig. 4.8), et la matrice jacobienne des 
éléments transformés s'exprime de la façon suivante: 

avec (cf. fig. 4.13): 

[ 
JXx IX Y JXz J [1 0 

l' = JYx lYy JYz = 0 JYy 
JZx JZy lZz 0 0 

lYy = eimage 

eréel 

(Les éléments subissent une dilatation suivant y, de rapport 1/JYy.) 

région image (maillée) région réelle (transformée) 

t, 1 + y ~ b-____ ~ ________________ ~ 

Fig. 4.13 : Transformation des éléments de l'entrefer (modèle 2D) 
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Cas tridimensionnel 

L'étude des transformations, dans ce cas, peut s'effectuer dans un plan '9 = constante' (cf. 
fig. 4.9), et la matrice jacobienne des éléments transformés s'exprime de la façon suivante: 

que: 

d'où: 

J' J~: ::: 
l JZr JZe 

• Région centrale (rotor) : 

JRr' [1 
Jez = 0 

JZr 
JZz 

o 
1 
o 

o 1 o . 
JZz 

(4.10) 

Les points M (R,e,Z) des éléments subissent une translation suivant z (cf. fig. 4.14), telle 

z = Z + P(R) = Z + P(r), 

JZr = - P'(R). 

région image (maillée) région réelle (transformée) 

• Z 

• z 

Fig. 4.14 : Transformation des éléments du rotor (modèle 3D) 

• Région à dilater (entrefer étendu) : 

Les éléments subissent une dilatation suivant z, de rapport I/JZz (cf. fig. 4.15) : 

JZz = 
eimage 

si 0 ~R~Rmin 
eimage + P {Rmin} 

JZz = 
eimage 

si Rmin ~ R ~ Rmax 
eimage + P (R) 

JZz = 
eimage 

si Rmax ~ R. 
eimage + P {Rmax} 
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De plus, on a : 

z = Z eimage + P (R) = Z eimage + P (r) 

d'où, après calcul: 

JZr = 0 

JZr = - Z 

JZr = 0 

région image (maillée) 

1 1 
.. Z 

1 

eimage 

P' (R) 

eimage + P (R) 

1 1 

si 0::::; R::::; Rmin 

si Rmin ::::; R ::::; Rmax 

si Rmax::::; R. 

région réelle (tranSfOrmée)~ 

A Z 

1 

Fig. 4.15 : Transformation des éléments de l'entrefer étendu (modèle 3D) 

• Région à contracter (air extérieur) : 

Les éléments subissent une contraction suivant z, de rapport 1/JZz (cf. fig. 4.16) : 

JZz d si 0::::; R::::; Rmin = 
d - P (Rmin) 

JZz d 
si Rmin ::::; R ::::; Rmax = 

d - P(R) 

JZz d 
si Rmax::::; R. = 

d - P (Rmax) 

De plus, on a : 

z = Z 
d - P (R) = Z d - P (r) 

d d 

d'où, après calcul: 

JZr = 0 si 0::::; R::::; Rmin 
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JZr = + Z P' (R) 
d - P (R) 

si Rmin :::;; R :::;; Rmax (4.25) 

JZr = 0 si Rmax:::;; R. (4.26) 

• 1 .z ~ 
région réelle (transformée) , ~ ________ re_g_w_n_im __ ag_e __ (m_a_H_~_~ ____ ~ __ ~ 1 1 

Fig. 4.16 : Transformation des éléments de la région d'air extérieure (modèle 3D) 

Nous disposons maintenant d'outils adaptés pour modéliser les changements de géométrie dus 
aux déformations des rotors de ralentisseurs; mais avant d'aller plus loin, il convient de les tester. 
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2.3. Validation et discussion sur le maillage 

La méthode de transformation d'éléments finis qui vient d'être décrite ayant été implantée dans 
notre code de calcul magnétique, nous allons voir quels résultats elle permet d'atteindre, en comparai
son avec une reconstruction complète du maillage, après déformation du rotor. 

2.3.1 . Equivalence des transformations au remaillage 

A titre de simple vérification, on peut comparer les résultats que donnent d'une part l'applica
tion de notre nouvelle méthode, et d'autre part la prise en compte d'un changement de géométrie par 
remaillage. 

Pour que la comparaison soit significative, nous ne considérons, dans ce qui suit, que des dé
formations où le rotor subit une simple translation, uniforme. 

C'est-à-dire pour lesquelles le profil déformé a pour expression 'z = P(r) = constante', ce qui 
autorise, pour le cas tridimensionnel, d'utiliser le modèle simplifié de la figure 4.11 (même situation 
qu'en 2D, cf. fig. 4.8). 

Les critères de comparaison sont les suivants: après une résolution avec le modèle 2D, on 
évalue le couple de freinage (par (3.68)), tandis qu'après une résolution avec le modèle 3D,* on éva
lue une intégrale caractéristique dont l'expression est aussi proche que possible de celle du couple; à 
savoir: 

1 = JfJrotor (ue " Bf dxdydz . (4.27) 

Les essais effectués consistent à faire passer la valeur de l'entrefer de 1,4 à 2,4 et 3,4 mm (en 
2D), et de 1,6 à 2,6 et 3,6 mm (en 3D). 

Lorsque l'entrefer est maillé en éléments quadrilatéraux (2D ; cf. fig. 4.17) ou hexaédriques 
(3D), on constate alors que les résultats obtenus sont bien les mêmes, que l'on applique les transfor
mations d'éléments, ou que l'on remaille le domaine d'étude, après modification de la géométrie. 

Ce qui constitue une validation de notre outil de modélisation . 

...-t --'-7 ---:4?-7"""'--"""?--.r"-'I -+ l [~ i~ L~ [7 il l 
I r r 7. t (.. l l -- -- -- -- -- r 

Fig. 4.17 : Remaillage de l'entrefer, après dilatation, 
à l'aide d'éléments quadrilatéraux (modèle 20) 

* Les simulations en 3D dont il est ici question ont été faites avec une formulation en potentiel-vecteur A et avec une 
vitesse nulle, étant donné qu'à l'époque on ne disposait pas du code de calcul adéquat et opérationnel pour calculer un 
couple (cf. chapitre V). Mais ce n'est pas un obstacle pour des comparaisons entre les méthodes de transformation et de 
remaillage. 
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Il faut cependant reconnaître que ce qui vient d'être observé est peu étonnant, compte tenu de 
la nature des éléments utilisés pour les régions soumises à un changement de forme. 

En effet, lorsqu'une région rectangulaire (resp. parallélépipédique, en 3D) comme l'entrefer, 
est maillée en quadrilatères (resp. hexaèdres), alors quelles que soient ses dimensions, la topologie de 
son maillage est identique. (Le nombre d'éléments ne varie pas, et leurs connexions mutuelles restent 
inchangées ; cf. fig. 4.17.) 

Il est ensuite normal d'obtenir les mêmes valeurs de couple, puisque les matrices jacobiennes 
des éléments, certes calculées par des voies différentes, sont les mêmes dans les deux cas. 

2.3.2. Sensibilité à un changement de topologie 

Les choses sont par contre tout autres si les régions sont maillées en triangles (2D), ou en té
traèdres (3D). 

Dans ce cas le remaillage, qui dans notre cas s'effectue de façon automatique grâce à un algo
rithme de Delaunay, peut produire, pour la nouvelle géométrie, un nombre d'éléments différent, ou 
plus simplement un changement de leurs connexions mutuelles, par permutation d'arêtes entre les 
noeuds. (cf. fig. 4.18 pour le cas 2D) 

Fig. 4.18 : Exemple de changement de topologie dû à une déformation 
de région,pour un maillage en éléments triangulaires 

Un tel changement dans la topologie du maillage a entre autres pour effet de modifier le sys
tème matriciel à résoudre, et donc d'aboutir à des résultats de calcul différents. 

Bien que notre méthode basée sur les transformations d'éléments permettent justement de s'af
franchir de ce genre de désagrément (la topologie de notre maillage ne change jamais), il est quand 
même intéressant d'avoir une idée de l'ordre de grandeur du "bruit" numérique engendré par un re
maillage. 

Nous allons donc maintenant voir quelles informations apportent certains tests réalisés dans ce 
sens. 

Cas bidimensionnel 

Dans un premier temps, il est possible de refaire la comparaison entreprise au § IV.2.3.1, 
mais en maillant cette fois l'entrefer du modèle 2D en éléments triangulaires. 

Les résultats obtenus sont présentés à la figure 4.19. 
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0 ....... "--
Triangles 
d'ordre 1 

Triangles 
d'ordre 2 

o e=1,4mm 
• e = 2,4 mm remaillé 
ml e = 2,4 mm transformé 

Fig. 4.19 : Comparaison de résultats obtenus par remaillage 
et par transformation d'éléments (modèle 2D) 

On constate que les différences entre remaillage et transformation, qui représentent le bruit is
su du changement de topologie quand on remaille, sont minimes. 

Mais il faut bien être conscient que dans ce cas le "champ d'action" du changement de topolo
gie est très limité. (Il ne concerne que l'entrefer, qui en 2D présente peu de "degrés de liberté" pour 
un remaillage.) 

De plus, le maillage sur lequel on travaille est de bonne qualité, chose dont on peut sans peine 
s'assurer en deux dimensions. 

Cas tridimensionnel 

A l'inverse, lorsqu'on utilise un modèle tridimensionnel maillé principalement en tétraèdres, le 
remaillage d'une région ayant changé de forme peut donner lieu à des changements de topologie nette
ment plus conséquents qu'en 2D. 

Et la possibilité est d'autant plus grande qu'on peut difficilement se faire une idée claire de la 
qualité du maillage utilisé. 

Etant donné qu'il est presque impossible d'appréhender visuellement la forme et l'agencement 
d'un grand nombre d'éléments tétraédriques, on a souvent recours, pour qualifier un maillage en té
traèdres, à des critères basés sur des calculs. 

Dans la plupart des cas, on considère que le maillage est d'autant meilleur que les tétraèdres 
sont proches de l'équilatéralité. 

Par exemple, dans notre code de calcul magnétique, on attribue à chaque élément un coeffi
cient de qualité (compris entre 0 et 1, les extrêmes correspondant aux cas 'régulier' et 'aplati'), basé 
sur le calcul d'un rapport entre le volume de l'élément et de sa sphère inscrite [57], et qui a pour but 
d'établir des statistiques sur la répartition des éléments selon leur qualité. 
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Contrairement à ce qui a été fait pour le modèle bidimensionnel, nous ne donnons pas tout de 
suite de résultat de comparaison entre un remaillageetdestransformations.mais seulement à la fin du 
§ IV.2.3.3. 

Par contre, la table 4.1 montre dans quelle proportion l'intégrale caractéristique (cf. § IV.2.3. 
1) peut évoluer si on passe, pour un même problème, d'un maillage en tétraèdres "de mauvaise quali
té" à un autre, amélioré. 

Table 4.1 : Influence d'un changement de topologie et de qualité de maillage, 
sur le résultat d'un calcul avec le modèle 3D (éléments d'ordre 1) 

Maillage 1 Maillage 2 

Nb de noeuds 2359 3683 
Nb d'éléments volumiques 6978 10034 

% éléments hexaédriques 15 17 
% éléments de BONNE qualité 16 25 
% éléments de MOYENNE qualité 35 37 
% éléments de MÉDIOCRE qualité 24 16 
% éléments de MAUVAISE qualité 10 5 

Intégrale caractéristique 950 469 

On constate do né que pour un maillage en éléments tétraédriques, un changement de topologie 
peut avoir, s'il s'accompagne d'une modification de la qualité du maillage, d'importantes conséquen
ces sur le résultat d'un calcul. (On trouve ici un écart de 51 % sur l'intégrale caractéristique.) 

2.3.3. Choix d'un compromis qualité / conformité 

Compte tenu de l'effet qui vient d'être mis en évidence, il apparaît que des efforts particuliers 
doivent être réalisés pour qu'un modèle tridimensionnel soit calculé avec un maillage de bonne qua
lité. 

Or cette recherche semble incompatible avec le modèle envisagé précédemment pour la mise en 
oeuvre de transformations d'éléments en 3D. (cf. fig. 4.9, ou fig. 4.11 pour le cas où le rotor se trou
ve translaté de façon uniforme, sans courbure.) 

En effet, l'utilisation d'un modèle comme celui de la figure 4.11 demande d'avoir une géomé
trie spécialement aménagée, comme on peut le voir à la figure 4.20. Ce qui rend difficile d'obtenir un 
maillage de qualité, et qui ne soit pas de taille démesurée. 

La table 4.2 montre à quelles statistiques on aboutit, avec le modèle 4.20, si on cherche à at
teindre un maillage de qualité correcte. 

On constate notamment qu'on se trouve bloqué par l'augmentation du nombre de noeuds, 
étant donné que la taille d'un problème en noeuds signifie en réalité beaucoup plus en variables no
dales : pour une formulation en potentiel-vecteur A (3 inconnues par noeuds), 32000 noeuds im
pliquent ainsi environ 100000 inconnues ! 
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Fig. 4.20 : Géométrie nécessaire pour appliquer de façon rigoureuse 
les transformations d'éléments en 3D (entrefer étendu) 

Table 4.2 : Caractéristiques d'un maillage obtenu avec la géométrie de la fig. 4.20 

Nb de noeuds 32000 
Nb d'éléments volumiques 16700 

% éléments hexaédriques 15 
% éléments de BONNE qualité 25 
% éléments de MOYENNE qualité 32 
% éléments de MÉDIOCRE qualité 21 
% éléments de MAUVAISE qualité 6 

On comprend donc qu'il serait intéressant de pouvoir utiliser, à la place, un modèle de trans
formation simplifié comme ceux des figures 4.10 et 4.12. 

Des comparaisons ont précisément été effectuées entre le modèle rigoureux de la figure 4.11, 
et celui de la figure 4.10 (avec le même maillage). Elles ont montré qu'entre les deux, l'intégrale 
caractéristique diffère de moins de 1,5 %, pour la gamme complète d'amplitudes de déformations ren
contrées en pratique. (Cela peut s'expliquer par la faible valeur du flux de fuite autour de l'entrefer.) 

On peut donc considérer qu'il est acceptable d'utiliser les modèles simplifiés 4.10 et 4.12 (se
lon que le rotor est courbé ou non) ; bien qu'ils donnent lieu à des maillages non conformes. (Les 

. conditions de régularité sur les fonctions de forme modifiées ne sont pas respectées.) 

Le gain ainsi réalisé est que les géométries auxquelles on a affaire peuvent avoir une allure 
comme celle présentée à la figure 4.21. 

Cela permet d'obtenir, en comparaison avec le modèle 4.20, un maillage de meilleure qualité, 
pour un nombre de noeuds et de variables nodales beaucoup plus faible. (cf. table 4.3 : pour une for
mulation en potentiel-vecteur A, 20000 noeuds font environ 60000 inconnues, au lieu de 100000.) 
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Fig. 4.21 : Géométrie suffisante pour l'application des 
modèles de transformations simplifiés des fig. 4.10 et 4.12 

Table 4.3 : Caractéristiques d'un maillage obtenu avec la géométrie de la fig. 4.21 

Nb de noeuds 9980 
Nb d'éléments volumiques 20000 

% éléments hexaédriques 17 
% éléments de BONNE qualité 25 
% éléments de MOYENNE qualité 28 
% éléments de MÉDIOCRE qualité 15 
% éléments de MAUVAISE qualité 5 

En conséquence, les applications à venir, avec rotor déformé, utiliseront des modèles du mê
me type qu'à la figure 4.12 (entrefer réduit), avec recherche d'un maillage de bonne qualité, et jamais 
les modèles rigoureux des figures 4.9 et 4.11 (entrefer étendu). 

Dans un tel cadre, si on considère des dilatations de l'entrefer de 1,6 à 2,6 et 3,6 mm, on ob
tient les résultats exposés à la figure 4.22, si on compare l'utilisation de transformations à un remail
lage. 

On constate que les valeurs de l'intégrale caractéristique sont relativement peu éloignées, que 
l'on détermine celle-ci par l'une ou l'autre des deux méthodes. 

On peut ainsi considérer que le maillage utilisé est de qualité correcte, puisqu'il permet d'éviter 
un bruit important dû à un changement de topologie. 
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Fig. 4.22 : Comparaison remaillage / transformation pour un changement 
de valeur de l'entrefer, de 1,6 à 2,6 et 3,6 mm (modèle 3D, éléments d'ordre 1) 

Remarque: Comme on vient de le voir, la méthode des éléments finis transformés, qui a été 
développée et validée, est bien adaptée à notre cas. Mais il faut comprendre qu'il s'agit en fait d'une 
méthode générale, pouvant s'appliquer à des situations variées. 

Comme exemples, citons la modélisation du déplacement de l'axe d'une machine tournante 
pendant sa rotation, cene du comportement magnétique d'une machine longue en évitant de prendre 
en compte toute sa longueur, ou encore la modélisation des phénomènes magnétiques avec terme de 
transport, sans avoir à utiliser de fonctions de forme décentrées. [65] 
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3. COMPLÉMENT LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS TRANSFINIS 

La méthode de transformation d'éléments qui vient d'être présentée constitue un moyen effi
cace pour prendre en compte la déformation du rotor qui se produit sous 1'effet des contraintes méca
niques et thermiques, tout en évitant de reconstruire à chaque fois le maillage. 

Comme on 1'a vu, cette approche impose de posséder une description géométrique de la défor
mation sous forme analytique, afin de déterminer différentes dérivées partielles, pour aboutir à l'ex
pression d'une matrice jacobienne. 

D'autres méthodes existent encore, qui permettent d'obtenir un maillage pour des domaines 
surfaciques ou volumiques ayant une forme tout à fait quelconque, qu'ils aient subi une déformation 
ou que ce soit leur état initial. 

La seule condition étant que 1'on possède une description du contour de ces domaines, qu'il 
soit polygonal, polyédral, ou défini par une fonction vectorielle continue (mais pas nécessairement 
dérivable).* 

Lorsque le contour d'un domaine peut être décrit par une fonction polynomiale de faible de
gré, il est bien connu qu'un maillage peut être obtenu pour ce domaine grâce à 1'emploi d'éléments 
isoparamétriques [11]. 

La méthode dont on se propose de donner ici un aperçu, celle dite des éléments transfinis, en 
est une généralisation: elle permet de fournir une interpolation, par 1'intermédiaire de "fonctions de 
mélange", pour tout domaine arbitrairement courbé. 

Tout d'abord, il faut voir que cette méthode se classe parmi celles de génération de maillages 
par transport-projection [60], qui consistent à transporter un maillage de référence obtenu de façon tri
viale sur une géométrie élémentaire (par exemple, en 2D : le carré [0,1] x [0,1]) ; la projection de ce 
maillage se faisant alors via une fonction de transport. (cf. fig. 4.23) 

D 
Projection 

maillage réel 
o 

j 

.. 
~ 

o 

maillage de base 

("canonique'') 

c 

Fig. 4.23 : Principe de la construction d'un maillage par transport-projection 

Pour formaliser ceci, on peut considérer que le domaine D est paramétrable par une fonction 
vectorielle F ayant pour ensemble de définition le carré [0,1] x [0,1]. 

Remarques : il n'est bien sûr pas nécessaire que cette fonction soit connue complètement, on 
va voir que seule la donnée du contour de D (donc de F sur le contour de C) est utile; par ailleurs, il 
faut noter que l'on ne suppose, pour F, aucune propriété de régularité autre que la convexité. 

* Pour simplifier l'exposé, on se limitera cependant ici aux cas bidimensionnels simplement connexes, donc pour les
quels le domaine D est topologiquement équivalent au carré C = [0,1] x [0,1]. 
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On recherche alors, comme fonction de transport, une fonction bijective V, elle aussi définie 
de C dans D, et qui coïncide avec F sur le contour de C. C'est à dire: 

(4.28) { V(O,t) = F(O,t) 
V(l,t) = F(l,t) 

V(s,O) = F(s,O) 
V(s,l) = F(s,l) . 

V est donc qualifié d'interpolant de F, et on dit qu'il est transfini dans le cas suivant* [61] : 

V(s,t) = (1 - s).F(O,t) + s.F(1,t) + (1 - t).F(s,O) + t.F(s,l) 
- (1 - s).(1 - t).F(O,O) - (1 - s).t.F(O,l) - s.(1 - t).F(1,O) - s.t.F(1,l). (4.29) 

L'appellation "transfini" provient d'une propriété de la fonction de transport V: il se trouve en 
effet qu'elle coïncide avec F sur un ensemble non dénombrable de points. ** 

Des exemples de maillages obtenus par cette méthode sont présentés aux figures 4.24.a à 4. 
24.d. La dernière a pour particularité de provenir d'une extension de ce qui vient d'être vu : elle con
cerne un cas tridimensionnel (on peut reconnaître un élément de pare-chocs pour automobile). 

bl 
al cl 

dl 

Fig. 4.24.8 à 4.24.d : Exemples de maillages obtenus par interpolation transfinie (d'après [61] et [60]) 

* Parfois, U est également appelé "interpolant mélangé bilinéaire" de F, ou "interpolant bilinéaire transfini de Lagran
ge" de F ; les fonctions de mélange étant dans ce cas (1 - s), s, (1 - t) et t. (Il existe aussi des interpolants transfinis bi
quadratiques, etc.) 
** Cela peut se démontrer à l'aide d'une théorie algébrique sur l'approximation de fonctions de plusieurs variables, qui 
fait notamment appel à·des opérations sur des projecteurs. [62] 
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La méthode qui vient d'être exposée s'avère effectivement puissante, mais elle n'a pourtant 
pas été implantée dans notre code de calcul magnétique, où elle pourrait permettre de modéliser n'im
porte quelle déformation de pièce. 

La principale raison est qu'un aménagement de notre code, tridimensionnel, en vue de pouvoir 
ainsi déclarer, de façon générale, les contours des régions (il s'agirait de nappes), serait source de 
beaucoup de lourdeur. Il impliquerait en outre de profondes modifications au niveau de certains algo
rithmes utilisés ensuite pour les calculs. 

L'incompatibilité peut même paraître plus profonde: notre code est en effet construit selon une 
logique où l'on crée d'abord des points, puis des lignes, puis des faces, des volumes, et seulement a
près, des noeuds et des éléments. (Cela présente l'avantage d'être complètement adapté à une défini
tion paramétrique des problèmes, et permet de mailler des volumes de topologie quelconque, comme 
l'air autour des dispositifs électromagnétiques.) 

Alors que pour des codes de mécanique, par exemple, l'approche est souvent différente: les 
éléments du maillage se construisent en même temps que l'on décrit la géométrie, puisque la plupart 
des structures peuvent se ramener à un assemblage de briques. 

Ce n'est donc pas un hasard si la méthode des éléments transfinis a été développée par des 
équipes surtout impliquées dans la modélisation en mécanique, ni si les principales applications con
cernent ce domaine précis (cf. fig. 4.24.d). 
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Conclusion 

Au terme de ce chapitre, 

• nous disposons de moyens commodes (pas de remaillage) et validés, pour prendre en compte, dans 
les calculs magnétiques 2D et 3D, les déformations qui se produisent au niveau des rotors, lors du 
fonctionnement d'un ralentisseur ; 

• cette technique reposant sur la donnée de la déformation à travers une description simple (5 points), 
organisée en un fichier qui peut provenir de calculs thermo-mécaniques. 

li Une discussion a en outre permis de comprendre qu'il est judicieux de faire certaines approxima
tions, un effort particulier devant être mené, dans le cas 3D, pour s'assurer un maillage de bonne 
qualité. 

En conséquence, on peut désormais inclure de façon efficace dans notre modélisation, l'effet 
de la déformation des rotors sur la valeur du couple de freinage. 
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V. Une nouvelle fomlUlation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

Introduction 

Comme on l'a vu au premier chapitre, la modélisation du comportement magnétique des ralen
tisseurs, en tenant compte des échauffements, nécessite de disposer d'un moyen de calcul tridimen
sionnel pour les courants induits dus au mouvement. 

De précédents travaux [7] ont consisté à traiter le problème à l'aide de formulations utilisant un 
potentiel-vecteur magnétique A et un potentiel scalaire électrique V ; mais il s'est avéré que ce choix 
est à l'origine de problèmes numériques, et plus généralement, les formulations magnétiques à base 
de potentiel A ont, ces derniers temps, fait l'objet de multiples remises en question, alors qu'elles 
semblaient jusqu'alors robustes et fiables. 

Pour pouvoir calculer correctement, en trois dimensions, les courants induits dans les pièces 
conductrices en mouvement, il s'impose donc de développer et implanter une nouvelle formulation. 

Pour ce faire, nous ferons d'abord le point sur l'ensemble des méthodes permettant d'aborder 
le sujet; puis nous introduirons sous forme détaillée une formulation à base de potentiel-vecteur élec
trique et de potentiel scalaire magnétique. On verra alors quels résultats cette nouvelle approche per
met d'atteindre. 
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1. FORMULATIONS POUR LE CALCUL DE COURANTS INDUITS DUS AU MOUVEMENT 

On se propose de présenter les principales méthodes ayant été développées pour calculer en 
trois dimensions les courants induits dus au mouvement. 

Le cadre général de cette modélisation a déjà été décrit au § 1.3.1. On rappelle que le problème 
peut se décomposer en trois régions de types différents (cf. fig. 5.1) : 

(1): une région constituée d'air, comprenant des bobines inductrices, et à laquelle un référentiel R 
est associé ; 

(2): une région fixe par rapport à R, et composée d'un matériau ferromagnétique; 

(3): une région en mouvement par rapport à R, composée d'un matériau magnétique et conducteur, 
et à laquelle est associé un référentiel R'. 

La région (3) est donc le siège de courants induits dus à son mouvement par rapport aux bo
bines inductrices, mais pas les régions (1) et (2). (On néglige les courants induits dans (2).) 

D 
8.n=0 

Jlo 

Hl\n = 0 

Fig. 5.1 : Description formelle du problème électromagnétique considéré 

On fait en outre les hypothèses suivantes : 

• les courants qui traversent les bobines sont continus et connus ; 

• les matériaux considérés sont assimilables au vide du point de vue diélectrique ; 

• les matériaux magnétiques sont isotropes, saturables, mais on néglige les phénomènes 
d'hystérésis et de rémanence ; 

• la vitesse de la région (3) est constante et connue; 
• les caractéristiques géométriques et physiques de la région en mouvement sont invariantes suivant 

la direction de sa vitesse (cas du rotor lisse). 

De façon générale, le problème peut donc se mettre en équations de la manière suivante, en ex
primant les équations de Maxwell dans l'approximation des régimes quasi-stationnaires, dans le réfé-
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rentiel R, et les relations constitutives des matériaux, dans le référentiel qui leur est associé) (cf. § 
1.3.1) : 

div E = 0 

div B = 0 
aB 

rotE = --
dt 

rot H = J 

B = I1(R). H 

J=G.E. 

Ces équations se simplifiant dans les trois cas particuliers suivants: 

QI Région Cl) : (dans le référentiel R) - air-

div E = 0 
div B = 0 
rot E = 0 
rot H = J 
B = 110. H 

( = 0 (air), ou = Jex (bobines)) 

III Région (2) : (dans le référentiel R) - région ferromagnétique fixe -

div E = 0 
div B = 0 
rot E = 0 
rot H = 0 
B = I1(R). H 

e Région (3): - région conductrice en mouvement-

dans le référentiel R' : 

div E = 0 
div B = 0 

aB 
rotE = -at 
rot H = J 
B = I1(H). H 

J=G.E 

ou dans le référentiel R : 

div E = 0 
div B = 0 
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rot E = 0 

rot H = J 
B = ~(H). H 
J = cr. (E + v AB) . 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 
(5.28) 

On rappelle également que dans chacun de ces cas, doivent être vérifiées, aux interfaces entre 
milieux de propriétés électriques ou magnétiques différentes, les conditions de passage suivantes: 

(E2 - El) 1\ n = 0 

(E2 - BI) . n = 0 

(H2 - Hl) An = 0 

(J2 - JI) . n = O. 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

Enfin, aux limites du domaine d'étude, ou sur les plans de symétrie, les relations suivantes 
peuvent s'appliquer: 

HAn = 0 

B. n = 0 
E An = 0 

J. n = O. 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

Pour chacun des trois types de régions, on dispose donc d'un système d'équations associé à 
des conditions aux limites, qui ensemble constituent une description complète du problème à résou
dre. 

Néanmoins, ces équations ne sont presque jamais résolues telles quelles, mais très fréquem
ment reformulées, en vue d'un traitement plus commode par des méthodes numériques. Il s'agit en 
effet d'introduire des potentiels, qui ont l'avantage d'être continus, et ainsi d'être adaptés à une réso
lution par la méthode des éléments finis nodaux, domaine dans lequel le Laboratoire d'Electrotech
nique de Grenoble possède une grande expérience. 

Nous allons donc maintenant voir quelles formulations peuvent être mises en oeuvre pour les 
différents types de régions, en quoi elles consistent, et quelles sont leurs propriétés. 

1 .1 . Cas des régions sans courants induits 

Il s'agit des régions du type de celles notées (1) et (2), pour lesquelles on doit donc résoudre 
les équations (5.7) à (5.11), ou (5.12) à (5.16), associées aux conditions aux limites (5.33) à (5.36). 

1 .1 .1. Formulation en potentiel-vecteur A 

Cette formulation consiste à utiliser un potentiel A tel que : 

B = rot A, (5.37) 
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ce qui est justifié par l'équation (5.8) (div B = 0). 

La loi de comportement magnétique du matériau se mettant sous la forme suivante : 

H = v(B) . B, (5.38) 

(v = vo pour l'air), le système d'équations à résoudre se réduit ainsi, dans l'air et les régions magné
tiques, à : 

rot (v rot A) = 0, (5.39) 

et dans les bobines (décrites par des régions que traversent des densités de courant imposées), à : 

rot (v rot A) = Jex' (5.40) 

Si le potenti€l A est continu (cas des éléments finis nodaux), la continuité de la composante 
normale de l'induction est assurée d'elle-même à l'interface entre milieux différents [90] ; en revan
che, il faut, pour assurer celle de la composante tangentielle du champ magnétique, introduire la rela
tion supplémentaire: [83] 

(5.41) 

Les conditions aux limites s'expriment de la façon suivante: 

(5.42) 

sur les frontières où l'induction est tangente (B.n = 0), et : 

A.n = 0 (5.43) 

sur celles où le champ est normal (H"n = 0). 

L'association de l'équation (5.39) (ou (5.40)) et des conditions aux limites (5.42) et (5.43) 
n'assure cependant pas l'unicité de la solution A, puisque si Ao est solution du problème, alors pour 
toute fonction scalaire f telle que: 

grad f " n = ° sur les frontières où B.n = 0, et 
grad f . n = 0 sur celles où H "n = 0, 

le potentiel Ar, défini par Ao + grad f, est aussi solution du problème. 

(5.44) 

(5.45) 

L'unicité de la solution s'obtient alors en fixant, sur le domaine d'étude, la divergence du po
tentiel-vecteur (condition de jauge). La jauge la plus usuelle est celle de Coulomb (div A = 0), qui 
peut être introduite par pénalité [68] ; cela donne: 

rot (v rot A) + À grad (div A) = 0, ou 

rot (v rot A) + À grad (div A) = Jex. 

(Choisir 'À = v' peut être une solution, qui convient d'ailleurs très bien au cas isotrope.) 
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La formulation en A a été une des premières introduites pour le calcul numérique des champs 
magnétiques. De comportement remarquable en 2D, elle est très générale et robuste, permettant de 
couvrir la totalité des cas possibles: matériaux linéaires ou non-linéaires, isotropes ou anisotropes, 
sources décrites par des aimants ou des densités de courant, circuits magnétiques simplement ou mul
tiplement connexes. 

La formulation en A ayant été développée il y a déjà une quinzaine d'années pour les pro
blèmes tridimensionnels, son comportement numérique a fait l'objet de nombreuses investigations. 

Dans le cas d'une approximation par éléments finis nodaux, il est ainsi bien connu que l'utili
sation d'une jauge est nécessaire pour éviter un trop mauvais conditionnement de la matrice du sys
tème à résoudre [74], que la jauge de Coulomb assure la stabilité numérique [79], mais que le flux 
obtenu dans les pièces ferromagnétiques est excessivement sous-estimé [74]. 

En fait, de façon générale, on observe un sérieux manque de précision dès que l'on utilise la 
jauge de Coulomb dans les cas où d'importants écarts de perméabilité existent entre les milieux en 
présence [69], et des résultats incohérents (théorème d'Ampère non vérifié) s'obtiennent dans le cas 
de circuits magnétiques fermés ou à faible entrefer [70]. 

Une solution peut être de libérer la composante normale de A sur les interfaces fer/air [75] 
[74]. En effet, la méthode des éléments finis nodaux standard implique partout la continuité de cette 
composante, comme celle d~s deux autres, alors que ce n'est pas imposé par les équations de Max
well. 

La libération de A.n aux interfaces entre milieux différents permet également de résoudre 
d'autres problèmes eux aussi propres à l'utilisation de la formulation en A: ceux entraînés par la pré
sence de pièces magnétiques ayant des contours anguleux. [70] [73] (Le calcul donne à ces endroits 
une valeur anormalement faible pour l'induction, et une répartition générale du flux non interprétable 
physiquement. ) 

Mais la mise en oeuvre pratique de ce procédé est à l'origine d'autres difficultés, notamment à 
propos du traitement à effectuer, dans le cas de plans non principaux, sur des arêtes d'éléments volu
miques (ambiguïté de la définition de la normale), ou sur des interfaces entre plus de deux milieux 
différents. 

Par conséquent, pour une utilisation générale de la formulation en A, on conserve la continuité 
de la composante normale du potentiel, bien que cela entraîne les erreurs que l'on sait. 

Compte tenu de toutes ces observations récemment effectuées, il apparaît finalement que la 
formulation en potentiel-vecteur magnétique, avec éléments nodaux, s'avère beaucoup moins fiable 
que ce que l'on croyait il y a encore quelques années. 

Une idée pourrait être d'utiliser des éléments d'arêtes [91] plutôt que nodaux; la continuité 
des composantes tangentielles de la variable vectorielle serait ainsi assurée, tout en permettant que sa 
composante normale soit discontinue. Mais d'autres problèmes peuvent alors surgir; ainsi, selon que 
l'on introduit ou non une condition de jauge, la matrice de raideur du modèle est soit singulière, soit 
mal conditionnée. [75] 

Dans le cas 3D, on se trouve finalement incité à abandonner la formulation en A, et à plutôt 
utiliser celles à base de potentiels scalaires ; formulations qui par ailleurs ont été développées dans le 
principal but de réduire le coût en nombre d'inconnues, élevé, de celle en potentiel-vecteur (3 varia
bles à chaque noeud). 
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1 .1 .2. Formulation en potentiel scalaire total <1> 

Cette formulation, réservée aux régions sans densité de courant source, consiste à utiliser un 
potentiel <1> tel que: [76] [3] 

H = - grad <1>, (5.48) 

ce qui est justifié par l'équation (5.15), ou l'équation (5.10) dans le cas de l'air (rot H = 0). 

Le système d'équations à résoudre se réduit ainsi à : 

div (Il grad <1» = O. (5.49) 

Si le potentiel <1> est continu (cas des éléments finis nodaux), la continuité de la composante 
tangentielle du champ magnétique est assurée à l'interface entre deux milieux différents [90] ; il faut 
en revanche, pour assurer la continuité de la composante normale de l'induction, introduire la relation 
supplémentaire: [83] 

(Ill grad <l>I) . n = (1l2 grad <1>2) • n. (5.50) 

(De ce point de vue, la formulation en <1> apparaît comme étant duale de la formulation en A, la 
continuité de HAn (resp. de B.n) étant assurée de façon forte au lieu de faible (resp. faible au lieu de 
forte).) 

Les conditions aux limites s'expriment de la manière suivante: 

B . n = BO (indépendant de <1» (5.51) 

sur les frontières où la composante normale de l'induction est connue (par exemple, Bo = 0 dans le 
cas d'une induction tangente), et : 

<1> = <1>0 (constante) (5.52) 

sur les frontières où le champ est normal (HAn = 0). 

Sur les plans de symétrie à champ normal, on peut choisir <1> = 0, tandis que sur une frontière 
quelconque à champ normal (par exemple dans le cas d'une région de très grande perméabilité), on 
impose un potentiel flottant (c'est-à-dire constant, mais de valeur non imposée). 

La formulation en potentiel scalaire magnétique présente l'avantage remarquable d'être éco
nome en degrés de liberté. Pour un problème 3D, elle génère ainsi trois fois moins d'inconnues que la 
formulation en A, ce qui explique que son utilisation puisse lui être préférée. 

, La formulation en <1> permet en outre de traiter le cas des milieux linéaires ou non-linéaires, 
ainsi que celui des milieux aimantés (l'équation (5.49) devient dans ce cas 'div (Il grad <1» = div 
Br'). Par contre elle n'autorise pas la présence de densité de courant, ce qui a motivé le développe
ment d'une variante à cette formulation. 
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1 .1 .3. Formulation en potentiel scalaire réduit <Pr 

Cette variante de la formulation en <P permet justement de prendre en compte les densités de 
courant sources (cf. (5.10) : rot H = Jex). Son principe consiste à décomposer le champ comme 
suit: [76] 

H = H s + Hr, (5.53) 

où H s représente le champ créé par les courants sources dans l'hypothèse où ils seraient seuls dans 
l'espace, entourés de vide, et Hr le champ de réaction à Hs, dû aux régions ferromagnétiques. 

Etant donné que H s vérifie l'équation: 

rot H s = Jex , (5.54) 

il peut être identifié au champ donné par la loi de Biot et Savart, appliquée aux courants sources de 
densité Jex (elle fournit l'eXpression du champ dans le vide au point P, le vecteur MP étant noté r) : 

H (P) = _1 JJJ Jex(M) /\ r dM. 
s 4 TC inducteur r 3 

(5.55) 

Par ailleurs, on a : 

rot Hr = rot (H - Hs) = rot H - rot Hs = 0, (5.56) 

ce qui permet d'introduire un potentiel "réduit" <Pr tel que: 

Hr = - grad <Pr. (5.57) 

Le système d'équations à résoudre se réduit ainsi à : 

(5.58) 

H s étant issu d'un calcul analytique préalable, par exemple par (5.55). 

Comme pour le potentiel 4>, si <Pr est continu (cas des éléments finis nodaux), la continuité de 
la composante tangentielle du champ magnétique est assurée d'elle même à l'interface entre deux mi
lieux différents, mais il faut, pour assurer celle de la composante normale de l'induction, introduire la 
relation supplémentaire: [83] 

(5.59) 

Les conditions aux limites s'expriment de la façon suivante: 

H s . n - (grad <pr) . n = Bo (5.60) 

sur les frontières où la composante normale de l'induction est connue (Rn = Bo), et : 

(grad <pr) /\ n - H s /\ n = 0 (5.61) 

sur celles où le champ est normal (H/\n = 0). 

Sur les bords du domaine représentant "l'infini", on peut choisir <Pr = O. 
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Comme la formulation en <1>, celle en <l>r est économe en degrés de liberté, ce qui est appré
ciable en 3D. De plus, contrairement à l'utilisation de la formulation en A, il n'est pas nécessaire de 
discrétiser en éléments finis les régions inductrices (bobines), la prise en compte des courants sources 
se faisant grâce à l'expression analytique du champ Hs, qui peut provenir d'une bibliothèque d'in
ducteurs de géométries diverses, pour lesquels on connaît l'expression analytique du champ Hs. (cf. 
(5.49» 

Un examen plus approfondi montre cependant que l'utilisation de la formulation <l>r dans les 
régions ferromagnétiques (Il élevé, donc H faible) entraîne que le champ H y est donné par la diffé
rence de deux termes dont les valeurs sont très proches l'une de l'autre : 

H = H s + Hr, avec Hr:::; - H s ; (5.62) 

ce qui nuit grandement à la précision des résultats obtenus dans ces régions magnétiques. 

Un remède consiste alors à utiliser le potentiel total <1> dans les régions magnétiques, le poten
tiel <l>r étant conservé pour l'air, où sont situées les bobines inductrices. Le choix de cette solution im
plique alors de réaliser un couplage entre les formulations <1> et <Pr. 

1 .1 .4. Formulation couplée <P. <Pr 

Les formulations <P et <Pr, qui viennent d'être définies séparément, peuvent être utilisées dans 
des régions en contact l'une avec l'autre; mais à condition d'assurer aux interfaces les conditions de 
passage du champ H et de l'induction B. 

La conservation de Rn impose la relation suivante: 

(5.63) 

et celle de HAn : 

(grad <Pr) A nI - (Hs A nI) = (grad <p) A "2 . (5.64) 

L'intégration de cette dernière équation le long de l'interface réduit/total mène alors à : [76] 

<I>r(M) = <I>(M) + (M (Hs An) . dl , 
)Mo 

(5.65) 

qui permet de déterminer le saut de potentiel (<Pr - cp) en tout point M de la frontière commune aux ré
gions magnétiques (en <1» et non-magnétiques (en <pr) ; cette quantité étant calculable à partir de la 
connaissance du champ Hs, et Mo étant un point de la frontière où on impose <Pr = <P. 

Dans le cas d'un traitement par éléments finis, les phases d'intégration et de résolution clas
siques doivent ainsi être précédées du calcul des incréments Ll<Pk = <Prk - <Pk sur la frontière de cou
plage, une des deux inconnues étant éliminée, puis mise à jour après la résolution. 

Le calcul de ces incréments peut être effectué par une intégration directe, de proche en proche, 
en parcourant la surface de couplage; mais un meilleur résultat s'obtient en résolvant préalablement 
un problème éléments finis bidimensionnel, qui consiste à minimiser une certaine intégrale sur l'inter
face <P / <Pr. [86] 
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Finalement, l'utilisation conjointe des potentiels scalaires réduit et total permet de faire des cal
culs 3D économiques et fiables (on ne recontre pas de difficultés comparables à celles qu'entraîne le 
potentiel-vecteur A), tout en fournissant des résultats précis dans les parties magnétiques. 

Mais il existe une restriction: lorsqu'une région magnétique n'est pas simplement connexe, et 
qu'un bobinage inducteur passe par un "trou" de cette région. (cf. fig. (5.2)) 

Fig. 5.2 : Cas où la formulation <1>, <1>r n'est pas utilisable 

En effet, dans ce cas, l'application du théorème d'Ampère sur un contour comme r, donne: 

alors que l'on a également: 

f H. dl = Iex :;t: 0, 
r 

f H. dl 
r 

= - f grad cI> . dl = O. 
r 

(5.66) 

(5.67) 

Cette contradiction ne peut se lever qu'en introduisant une coupure dans la région magnétique 
multiplement connexe, l'opération consistant à introduire un saut de potentiel ~cI>, égal à Iex. [71] 

Cependant, l'introduction automatique de coupures pour un dispositif de géométrie quel
conque est relativement lourde à implanter [72] dans un code de calcul général, et en pratique, dans le 
cas couplé <P, <Pr, l'utilisation de formulations en potentiel scalaire total se trouve ainsi limitée aux ré
gions simplement connexes. 

Par ailleurs, il est à noter qu'il est également possible de coupler les formulations <P et <Pr avec 
celle en A, qui ne pose pas de contrainte de connexité pour les régions magnétiques. Néanmoins, si 
ce couplage est réalisé classiquement, de façon "faible" (i.e. continuité de HAn et de Rn assurée par 
le biais de grandeurs intégrales), des oscillations se produisent à l'interface entre les milieux de per
méabilités différentes. [7] 

Il est possible de s'affranchir de ces oscillations, mais la méthode qui le permet [87] entraîne 
un mode opératoire peu pratique à utiliser (succession d'un calcul à perméabilité infinie et d'un autre à 
perméabilité réelle (calcul d'une réaction), en vue de superposer les deux solutions). 
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Nous savons maintenant quelles principales formulations sont utilisables pour les calculs ma
gnétiques tridimensionnels dans les régions sans courants induits, et quelles sont leurs propriétés. 

Mais il faut également s'intéresser à celles qui concernent les régions où se développent de tels 
courants. 

1 .2. Cas des régions avec courants induits 

Il s'agit ici de voir quelles formulations peuvent être mises en oeuvre pour les régions du type 
de celle notée (3) à la figure 5.1, régions pour lesquelles on doit donc résoudre les équations (5.17) à 
(5.22) (ou (5.23) à (5.28)), associées aux conditions aux limites (5.33) à (5.36). 

La différence essentielle, par rapport au cas précédent (absence de courants induits), réside 
dans le couplage qui existe entre les champs électrique et magnétique (cf. (5.19) à (5.22)) ; ce qui en
traîne cette fois l'impossibilité de décrire l'état magnétique du dispositif par une variable scalaire. 

Selon qu'on se base sur (5.19) ou sur (5.20), le système d'équations à résoudre peut être 
compacté, pour donner respectivement (dans le référentiel R') : 

dE 
rot (v rot E) + cr at = 0, et (5.68) 

dH 
rot (p rot H) + Il Tt = O. (5.69) 

On voit ainsi apparaître deux approches complémentaires pour notre problème: la première 
étant centrée sur les aspects électriques des phénomènes étudiés, et la seconde, duale de la première 
(on peut l'obtenir simplement en remplaçant (E, cr) par (H, Il)), sur leurs aspects magnétiques. [104] 

L'utilisation de la méthode des éléments finis nodaux, pour un calcul tridimensionnel, néces
site cependant que les variables d'état traitées soient continues sur tout le domaine d'étude (sans qu'il 
y ait par contre d'obligation de continuité pour leur dérivée normale), et donc d'introduire d'autres va
riables d'état que les champs E et H - leur composante normale subit une discontinuité au passage 
d'un saut de conductivité ou de perméabilité dans les régions conductrices -, par exemple des poten
tiels. 

Il est connu que par rapport au système d'équations initial, l'introduction de potentiels scalai
res et vectoriels augmente le nombre d'inconnues scalaires, et donc celui d'équations à résoudre ef
fectivement. 

Mais cette apparente complication est justifiée par le fait qu'une méthode numérique comme 
celle des éléments finis nodaux offre ainsi la possibilité de traiter des discontinuités. Ainsi, un saut de 

. la composante normale de E (resp. de H) peut être absorbé par une discontinuité de dV/dn (resp. 
d<I>/dn), tout en maintenant continus à la fois V (resp. <1», et les trois composantes de A (resp. de T). 
[77] 

Nous allons maintenant voir en quoi consistent les deux principales famines de formulations 
pour les régions avec courants induits (c'est-à-dire électriques et magnétiques), et quelles sont leurs 
propriétés. 
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1 .2.1. Formulations en termes de grandeurs électriques 

Concernant les formulations pour courants induits dus au mouvement, l'approche électrique a 
déjà été étudiée ces dernières années par plusieurs équipes de recherche. [105] [107] 

Sa forme la plus générale consiste à introduire un potentiel-vecteur A * défini par: [77] 

ce qui entraîne les relations suivantes: 

dA* 
E = - Tt 
B = rot A* , 

(5.70) 

(5.71) 

(5.72) 

ce qui permet bien de vérifier (5.18) (div B = 0), et mène, pour le système d'équations à résoudre, à 
la forme compacte (dans le référentiel R') : 

dA* 
rot (v rot A *) + a Tt = O. (5.73) 

Cependant, choisir A * comme inconnue est pénalisant pour un traitement par une méthode nu
mérique de type éléments finis, du fait que sa composante normale est nécessairement discontinue aux 
endroits où la conductivité l'est (à l'intérieur de la région conductrice). [77] 

Un remède possible est l'utilisation d'éléments d'arêtes; mais comme dans cette étude on se 
limite aux éléments nodaux, il faut choisir une autre direction, par exemple l'introduction du potentiel
vecteur magnétique A qui peut être défini par: [77] 

A = A' - f grad V. dt, (5.74) 

où V est une fonction scalaire a priori quelconque (on choisit en fait le potentiel électrique, qui con
vient). 

Il s'ensuit les relations suivantes: 

E= 
dA 

gradV 
dt 

B = rot A, 

et l'équation (5.73) prend, dans le référentiel R', la forme: 

rot (v rot A) + a( dd~ + grad V) = 0, 

et dans le référentiel R (où E = V 1\ rot A - grad V) : 
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rot (v rot A) - cr (v 1\ rot A - grad V) = o. (5.78) 

En procédant de la sorte (introduction d'un degré de liberté scalaire supplémentaire), les dis
continuités électriques peuvent ainsi être absorbées par le saut de aV/an (= grad V . n). 

Quant à l'unicité du potentiel-vecteur, elle peut être assurée en ajoutant, pour l'ensemble de la 
région conductrice, une condition de jauge, comme par exemple celle de Coulomb: 

div A = O. (5.79) 

Les conditions aux limites s'expriment de la façon suivante: [83] 

A 1\ n = 0 et V = constante (5.87) 

sur les frontières où l'induction est tangente (Rn = 0), et : 

A . fi = 0 et av/an = 0 (5.88) 

sur celles où le champ est normal (Hl\n = 0). 

L'utilisation de la formulation A-V permet des calculs 3D de courants induits dus au mouve
ment dans de nombreux cas: matériaux linéaires ou non-linéaires, isotropes ou anisotropes, régions 
simplement ou multiplement connexes. 

Par contre, elle a pour caractéristique de nécessiter quatre inconnues par noeud, ce qui peut 
paraître lourd; mais bn a vu que les variantes qui n'en nécessitent que trois restreignent en fait le do
maine d'utilisation. 

Par ailleurs, l'application de la méthode de Galerkine montre que cette formulation, exprimée 
dans R, produit à cause du terme de transport une matrice de raideur non-symétrique [7], ce qui 
oblige, en pratique, à mettre en oeuvre pour son inversion une méthode de type bi-gradient conjugué. 

Enfin, outre le fait que l'on retrouve, par la présence de A, les graves défauts signalés au § 
V .1.1.1, certaines études effectuées sur le comportement numérique de cette formulation (exprimée 
dans R') ont montré que l'utilisation d'un potentiel scalaire électrique V est pénalisante, en ce sens 
qu'il en résulte des matrices mal conditionnées. 

(D'une part en raison de l'absence de plan de symétrie et donc de contrainte sur Vautre que de 
type 'Neumann homogène' [93], mais surtout, de façon plus fondamentale, du fait de la nature même 
du potentiel V (d'après l'expérience acquise au LEG).) 

1 .2.2. Formulations en termes de grandeurs magnétiques 

Contrairement à leurs homologues électriques, les formulations magnétiques pour les courants 
induits dus au mouvement n'ont pas fait, jusqu'ici, l'objet de publications. 

On rappelle leur forme la plus générale, dans le référentiel R' (elle provient du système initial 
d'équations à résoudre) : 

aH 
rot (p rot H) + Il Tt = O. (5.82) 
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Cependant, le choix de H comme inconnue s'avère gênant pour un traitement par la méthode 
des éléments finis nodaux, étant donné qu'à l'intérieur d'une région conductrice, toute discontinuité 
de perméabilité entraîne celle de la composante normale du champ magnétique. 

(On pourrait s'inspirer de travaux réalisés en magnétodynamique harmonique, où H est bien 
la variable d'état du problème [80], mais ils se basent sur une discrétisation par éléments d'arêtes.) 

La solution consiste alors à introduire le potentiel-vecteur électrique T [82] défini par : 

J = rot T, (5.83) 

cette relation étant justifiée par : 

div J = 0, (5.84) 

qui elle-même provient de l'équation (5.20) (rot H = J), cette dernière entraînant que la différence 
entre T et H est donnée par le gradient d'une fonction scalaire, que l'on peut considérer comme étant 
le potentiel scalaire magnétique <P (cf. § y. 1. 1.2) : 

H = T - grad <P . (5.85) 

L'introduction de T apparaît ainsi comme un moyen de transférer la discontinuité de H.n sur 
le saut de la dérivée normale du potentiel scalaire <1>. 

L'équation (5.82) peut être réécrite, dans le référentiel R', en: 

rot Cp rot T) + Il ~ (T - grad <1» = 0, (5.86) 

et dans le référentiel R : 

rot Cp rot T) - rot (Il v A (T - grad <1») = 0; (5.87) 

l'unicité du potentiel-vecteur pouvant être assurée en imposant une condition de jauge, par exemple 
celle de Coulomb : 

div T = o. (5.88) 

Cette relation supplémentaire peut être introduite dans (5.86) et (5.87) par pénalité, mais on ne 
peut, par contre, éviter d'exprimer la nullité de la divergence de l'induction dans la région conductrice 
(cette propriété n'étant, dans ce cas, pas implicite, alors qu'elle l'est pour la formulation A-V) : 

di v Il (T - grad <p) = O. (5.89) 

Les conditions aux limites s'expriment de la façon suivante: 

T . n = 0 et d<P/dn = 0 (5.90) 

sur les frontières où l'induction est tangente (Rn = 0), 

TAn = 0 et <P = constante (5.91) 

sur celles où le champ est normal (HAn = 0), et : 
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(5.92) 

sur les frontières où la densité de courant est tangente (J.n = 0). 

Comme son homologue électrique A-V, la formulation T-<p génère quatre inconnues scalaires 
par noeud, la quatrième représentant le prix à payer pour ne pas être restreint aux cas sans disconti
nuité de perméabilité. 

On peut, de même, montrer qu'à cause du terme de transport (terme en v), cette formulation 
produit aussi un système matriciel non symétrique. 

Cependant, l'absence du potentiel scalaire électrique V la rend intéressante compte tenu du 
meilleur conditionnement qui en résulte pour la matrice de raideur du système à résoudre. Cela se tra
duit en pratique par un plus faible nombre d'itérations nécessaires pour la résolution du système (par 
la méthode du (bi-) gradient conjugué), et donc par un gain en temps de calcul. 

Finalement, il semble que les manques de la formulation T -<P se limitent à ce qu'elle ne peut 
pas être appliquée aux régions multiplement connexes (cf. § V.1.1.4). Mais dans ce cas, le problème 
peut alors être contourné en modélisant les trous isolants par des régions conductrices de très faible 
conductivité. [97] 

Après avoir fait le tour des principales formulations pour les régions où se développent des 
courants induits, il ne faut pas perdre de vue que celles-ci sont la plupart du temps en contact avec des 
régions sans courants de ce type, et auxquelles on applique donc des formulations comme celles pré
sentées au § V.1.1. 

Il est alors nécessaire d'assurer les conditions de passage des champs aux interfaces entre ré
gions des deux types. 

1.2.3. Couplages avec les formulations sans courants induits 

L'utilisation de formulations différentes pour des régions en contact les unes avec les autres 
oblige à en préciser le couplage, qui consiste à exprimer des relations de continuité sur les interfaces 
entre régions de types différents. 

Dans le cadre de notre application (cf. fig. 5.1), et compte tenu de la liste de formulations utili
sables qui a été présentée (cf. § V.1.1 et V.1.2), les couplages possibles entre formulations sont les 
suivants: 

- A,<p 
- A-V,A 
- T-<p,A 

A,<pr 
A-V,<p 
T-<p,<p 

<P,<Pr 
A-V,<pr 
T-<p,«l>r. 

Les trois premiers couplages ayant déjà été abordés au § V.I.I.4, nous n'envisagerons ici que 
ceux mettant en jeu des formulations avec courants induits. 

Les couplages entre formulations se répartissent en deux catégories. Ceux de la première, les 
couplages "forts", sont tels que les deux formulations à coupler possèdent une variable d'état com
mune, ou tels que deux variables de part et d'autre de l'interface s'expriment simplement l'une en 
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fonction de l'autre (de sorte qu'on puisse n'en considérer qu'une seule à l'interface). Des exemples 
de couplages forts sont fournis par les cas cI>,cI>r; A-V,A ; T-<l>,cI> ; et T-<l>,<l>r. 

A l'opposé, on peut distinguer des couplages "faibles", tels que les deux formulations à cou
pler ne possèdent pas les propriétés précédentes. La présence de multiples variables d'état à l'interface 
entraîne alors une redondance d'informations (par exemple, A et <l> peuvent tous deux fournir champ 
et induction magnétiques), qu'il s'agit de réduire. Des cas de couplages faibles sont représentés par 
A,<p; A,<pr ; A-V,<l> ; A-V,<pr ; et T-<l>,A. 

Les couplages faibles possibles pour notre application ont déjà fait l'objet de bon nombre 
d'études [83] [7] [87] [85] [78], et nous n'allons nous intéresser ici qu'à deux types de couplages 
forts, qui seront utilisés par la suite. 

Couplage A-V,A 

Dans ce cas, la continuité de la composante normale de l'induction (Rn) est assurée par la 
continuité du potentiel-vecteur A, et celle de la composante tangentielle du champ provient de l'élimi
nation, dans la forme développée de la formulation A-V,A , d'intégrales surfaciques portant sur 
HAn. [83] [7] 

Couplage T- CP, CPr 

Pour ce couplage, on commence par substituer <P à <Pr, sur l'interface, grâce à la relation 
(5.65), ce qui permet de se ramener au cas T-<p,<p. 

La continuité du potentiel <l>, associée à l'annulation des composantes tangentielles de T sur 
l'interface entre les deux régions en contact, permet alors d'assurer cette fois la continuité de HAn. 
Quant à la conservation de la composante normale de l'induction, celle-ci provient de l'élimination, 
dans la forme développée de la formulation (cf. § V.2.2), d'intégrales surfaciques portant sur B.n. 

N.B. Ainsi, comme celle de HAn dans la formulation A-V,A, la conservation de B.n n'est 
assurée que sous forme intégrale; cela autorise localement des discontinuités pour cette composante, 
mais qui en pratique restent faibles, si par exemple on utilise des éléments du deuxième ordre. 

De façon générale, la formulation A-V,A, qui possède le gros avantage de pouvoir s'appli
quer aux problèmes multiplement connexes, génère en contre-partie, en 3D, un nombre imposant 
d'inconnues pour les régions non-conductrices. 

La variante A-V,<l> permet de s'affranchir de ce dernier problème, mais la question du mauvais 
conditionnement de la matrice qui en résulte (à cause de V), n'est pas résolue, ni celle des nombreux 
défauts inhérents au potentiel-vecteur A (cf. § V.l.l.1). 

C'est pourquoi, pour les calculs tridimensionnels de courants induits dus au mouvement, on 
décide de se tourner vers la formulation T-<l>,<l>,<l>r (aussi appelée T-Q), qui ne présente pas les incon
vénients de la précédente, et, pour notre application où les régions magnétiques sont simplement con
nexes, n'entraîne aucune contrainte telle que l'utilisation de coupures, ou de conductivités artificielles. 

Par ailleurs, les équations seront exprimées dans le référentiel fixe R, puisque l'on peut ainsi 
éviter le mode de résolution par pas-à-pas dans le temps, général mais très lourd d'utilisation. 

Mais avant de donner la forme opérationnelle de cette formulation, il importe de voir quels 
traitements spécifiques requiert la présence d'un terme de transport dans le système d'équations, com
pte tenu que l'on se propose de résoudre ce dernier par la méthode des éléments finis. 
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1 .3. Traitements dus au terme de transport 

1 .3.1 . Utilisation de fonctions de pondération décentrées 

Comme on l'a brièvement expliqué au § 1.3.3, si on applique à un système d'équations ma
gnétiques avec terme de transport la méthode de Galerkine standard, cela conduit à une solution par 
éléments finis numériquement instable, si le nombre de Péclet magnétique du problème (noté Pe) a 
une valeur trop élevée. 

Ce caractère instable peut être mis en évidence sur un exemple simple, mono dimensionnel : on 
considère une barre, de longueur unité, de perméabilité et de résistivité constantes, et en déplacement 
à la vitesse v. [7] (cf. fig. 5.3) 

I.l cr v 
x 

• • • • • • • • • ~ 

xo=o Xk=.!s. ~ Xn = 1 
n h 

Fig. 5.3 : Exemple simple de problème magnétostatique avec terme 
de transport, discrétisé en éléments finis monodimensionnels 

Le flux dans la barre étant imposé par des conditions aux limites, le comportement magnétique 
du système est décrit, si on utilise le potentiel-vecteur A, par : 

{)2A dA 
--J.!av-=O, 
{)x2 dx 

(5.93) 

et si la barre est discrétisée en n éléments finis de longueur h, l'utilisation de la méthode de Galerkine 
peut alors donner lieu à une intégration analytique, qui fournit la solution discrète suivante (valeurs 
aux noeuds) : [7] 

(5.94) 

les constantes Cl et C2 étant déterminées par les conditions aux limites. 

Le nombre adimensionnel Pe étant défini par: 

Pe = Il cr v h, (5.95) 

l'expression (5.94) montre alors nettement que la solution est oscillante si Pe > 2, et non-oscillante si 
Pe<2. 
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On constate donc, entre autres, que pour obtenir une solution stable, il suffit de diminuer h, la 
dimension des éléments. Mais en pratique, dans le cas des ralentisseurs (modèles 2D et 3D), les or
dres de grandeur mis en jeu pour Il, cr et v, sont tels qu'il en résulterait un nombre d'inconnues déme
suré pour un traitement numérique avec des moyens informatiques courants (stations de travail, par 
exemple). 

C'est donc pour cette raison que des méthodes spécifiques ont été développées, dans le but 
d'obtenir une solution stable et précise quelle que soit la taille des éléments. 

Les premières méthodes développées dans ce sens se sont inspirées de ce qui se pratiquait 
alors en mécanique des fluides [108], et consistent à déplacer, suivant la direction de la vitesse, les 
points d'intégration (points de Gauss) des éléments du maillage*. [102] [2] 

La méthode que nous utilisons dans notre étude, connue sous le nom de Petrov-Galerkine, 
consiste quant à elle en une généralisation de ces techniques, et se caractérise par l'utilisation de fonc
tions de pondération polynomiales décentrées. [7] (cf. fig. 5.4) 

Xk-1 Xk Xk+1 Xk-1 Xk Xk+1 

Fig. 5.4 : Exemple, dans un cas monodimensionnel, de fonctions de pondération décentrées (Wk), 

différentes des fonctions d'interpolation (<Pk, encore appelées fonctions de forme) 

Les résultats ainsi obtenus sont très satisfaisants [7] [44], mais imposent quand même de dis
crétiser les régions conductrices en éléments hexaédriques (ou rectangulaires dans le cas 2D), et 
orientés dans la direction de la vitesse [7]. 

Cela présente alors l'intérêt de pouvoir mailler de façon progressivement plus dense, de façon 
à appréhender correctement l'effet de peau. 

1 .3.2. Raccordement de maillages 

Tandis que, comme on vient de le voir, les régions conductrices en mouvement imposent 
d'être maillées en hexaèdres, la complexité de certaines régions du modèle 3D -l'air en particulier
rend presque nécessaire leur maillage en tétraèdres (de façon automatique). 

Aux interfaces entre régions de types différents, se posent alors des problèmes de raccorde
ment entre éléments. En effet, les faces en vis-à-vis (quadrilatères/triangles) ne peuvent porter les mê-

* On rencontre encore souvent dans les publications l'emploi de ces techniques pour les calculs de courants induits dus 
au mouvement [107] [101] [106]. Mais tandis que les études bidimensionnelles sont aujourd'hui relativement courantes, 
celles de cas 3D, plus difficiles, sont plutôt rares. 
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mes fonctions d'interpolation, alors que la méthode des éléments finis nodaux suppose justement la 
continuité de la variable d'état aux interfaces entre éléments. 

N.B. On qualifie également un maillage comme celui obtenu de non-conforme, en ce sens que 
les intersections entre éléments ne sont pas toutes réduites à un noeud commun, une arête ou une face 
communes. 

Dans le cas d'un maillage où coexistent des éléments hexaédriques et des éléments tétraédri
ques, la restauration de cette continuité passe par l'introduction de fonctionnelles additionnelles (mul
tiplicateurs de Lagrange, pour une continuité assurée de manière faible [33]), ou par l'insertion d'élé
ments de raccordement pyramidaux [ 117] (ce qui assure la continuité de manière forte). 

Alors que les précédents travaux de modélisation des ralentisseurs se sont appuyés sur la pre
mière technique, ceux de la présente étude ont été l'occasion d'utiliser la seconde, récemment déve
loppée [117], et dont le principe est illustré à la figure 5.5. 

Fig. 5.5 : Raccordement d'un élément hexaédrique à deux éléments tétraédriques, au moyen d'un élément pyramidal 
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2. DÉVELOPPEMENT DE LA FORMULATION T-Q AVEC TERME DE TRANSPORT 

Après avoir vu en quoi consistent les formulations généralement utilisées pour le calcul 3D des 
courants induits dus au mouvement, on se propose de mettre en oeuvre, en vue de la modélisation nu
mérique des ralentisseurs, la plus adaptée d'entre elles. 

Il s'agit donc d'appliquer la méthode des éléments finis nodaux à la formulation T-<I>,<I>,<I>r, 
encore appelée T -Q, avec terme de transport. 

2.1 . Rappel des équations 

La mise en équations du problème ayant déjà été réalisée au § V.1 (éq. (5.7) à (5.36)), nous 
considérons, pour les développements qui suivent, les relations établies dans le référentiel R (fixe), 
avec comme variables les champs exprimés dans le référentiel R' (lié aux régions conductrices en 
mouvement). 

(Ceci en vue de pouvoir traiter des équations plus simples, les correspondances fixe/mobile
qui ne concernent en fait que E - étant données par les relations (1.14) à (1.17).) 

Pour le cas des régions avec courants induits, ces expressions peuvent alors se résumer au 
système d'équations suivant: 

rot (E - v 1\ B) = 0 

div B = 0, 

et le fait d'utiliser la formulation T -<1> consiste à considérer que : 

E = p J = p rot T 
B = B(R) = B(T - grad <1» • 

(5.96) 

(5.97) 

(5.98) 

(5.99) 

Quant aux régions sans courants induits, selon qu'on utilise le potentiel <1> ou <l>r, on a vu (cf. 
§ V. 1. 1.2 et V. 1. 1.3) qu'il en résultait les équations suivantes: 

div (/J- grad <1» = 0 

div (/J- grad <l>r) = div (/J- Hs) . 

2.2. Formes intégrales et discrètes 

(5.100) 

(5.101) 

, La méthode des éléments finis consiste à remplacer la résolution exacte d'une équation aux dé
rivées partielles, comme (5.96) ou (5.97), en celle d'un système d'équations linéaires, qui fournit une 
solution approchée du problème, d'autant plus précise que la discrétisation en éléments est fine. 

La procédure générale consiste à trouver une fonctionnelle [11] associée à l'équation initiale 
(aux dérivées partielles), la résolution de cette dernière étant équivalente à l'optimisation de la fonc
tionnelle, et ainsi à la résolution d'une équation matricielle (méthode de Ritz [8]). 
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La recherche d'une fonctionnelle associée étant parfois très difficile, voire sans solution, on 
applique souvent, en fait, la méthode de Galerkine à l'équation initiale. 

L'application de la méthode de Galerkine ayant déjà été décrite en détail au § III.2.2.l, dans le 
cadre d'un problème bidimensionnel, nous ne donnons ici qu'une présentation abrégée pour la for
mulation T -0 avec terme de transport. 

Onnote Wj les fonctions de pondération (ou de projection) scalaires, et Wi leurs homologues 
vectorielles, telles que: 

Remarque: les fonctions de pondération vérifient: [7] 

sur les frontières où EAn = 0 

Wi.n = 0 sur les frontières où HAn = 0 
W jAn = 0 sur les frontières où B.n = 0 

(5.102) 

Ainsi la forme intégrale (ou "faible") de la formulation T-<p (régions avec courants induits, de 
domaine 03) s'écrit : 

JJf03Wj roteE-vAR) dO = 0 

J J J il 3 Wj div B dO == o. 

(5.103) 

(5.104) 

L'application du théorème de Green permet alors d'abaisser l'ordre de dérivation, ce qui per
met de réécrire ainsi l'équation (5.103): 

(5.105) 

et on aboutit finalement à l'expression suivante, après avoir pris en considération la jauge de Cou
lomb par pénalité, et éliminé l'intégrale sur le contour du domaine: 

JJJ0 3 - grad Wj A (E - v A B) dO + fSSo3 div W i P div T dO o. (5.106) 

D'où l'expression finale de la forme intégrale, compte tenu de relations classiques d'analyse 
vectorielle : 

JJfo (rot WdT . (E - v A B) dO + Jff0 3 div Wj P div T dQ = 0 
3 (5.107) 

f JJ 0 B. grad W j dO = O. 
3 (5.108) 

(L'expression complète, plus lourde, avec comme variables les potentiels T et <P, s'obtient im
médiatement grâce apx substitutions indiquées en (5.98) et (5.99).) 
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La fonne discrète de la fonnulation T-Q:> résulte alors de l'approximation des potentiels par une 
combinaison linéaire de fonctions d'interpolation: 

N3 

T(x,y,z) = L T j . <Pj(x,y,z) 
j = 1 

N3 

<I>(x,y,z) = L <l>j . <Pj(x,y,z) , 
j = 1 

(5.109) 

(5.110) 

avec N3 représentant le nombre de noeuds issus de la discrétisation de Q3 en éléments finis, et : 

[
<Pi 0 01 

<Pi = 0 <Pi 0 . 
o 0 <Pi 

(5.111) 

N.B. C'est à ce stade qu'on choisit d'utiliser la méthode de Galerkine habituelle (Wi = <Pi), ou 
celle de Petrov-Galerkine (Wi décentrées, ::f:. <Pi). 

Il en découle la possibilité d'écrire le système {(5.107) ; (5.108)} sous la forme matricielle 
suivante: 

[S].[X] = [F], (5.112) 

où les inconnues du vecteur [X] sont les valeurs nodales Tk et <Pk. 

Dans notre cas d'application, où les matériaux des régions conductrices en mouvement sont 
saturables, le système (5.112) est non-linéaire, et on utilise, pour sa résolution, la méthode de New
ton-Raphson (cf. § III.2.2.2). 

On rappelle que celle-ci consiste, au cours d'un certain nombre d'itérations successives, à ré
soudre, à chacune d'elles, le système linéaire suivant: 

(5.113) 

où la matrice est une matrice tangente, le second membre un résidu, et le vecteur inconnu un incré
ment de solution; la solution [X] étant approchée à l'itération k par : 

[X]k = [X]k-1 + [.6X]k· (5.114) 

Le système (5.113) peut alors être organisé de la façon suivante: 
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avec : (après calculs) 

aS li 
aT J 

pour T: i = 1,2, ... ,3N3 

pour<I>: i = 1,2, ... ,N3 

aS li 

a<l>· J 

= 

Ru 

Rli = - IJIn 3 (rot Wi)T . (E - v 1\ B) da - IJJn 3 div Wi P div T da 

(5.115) 

(5.116) 

(5.117) 

aS li 
aT J 

= SSSn 3 ((rotWi)T.([~~lrotWi-(V 1\[~~]).Wj) + diVWiPdiVWj) da (5.118) 

as li 
a<l>· J 

= SSSn-3 (rot Wi)T. (v 1\ [~~] • grad Wi) da 

aS 2i = SSSn (grad Wi)T . [a aB] . grad Wi da. 
a<l>. 3 H 

J 

(5.119) 

(5.120) 

(5.121) 

([ aB] [aE]d'· . 1 d 'b·l·' d , ... ,. , al) aH et aJ eSlgnent respectivement es tenseurs e permea lIte et e reslstlvlte mcrement es. 

Les formes intégrales des formulations <P et <Pr sont quant à elles plus classiques: [3] 

SSSn 2 grad Wi . [~~]. grad <1> da + SSr2 Wi B.n dr = 0 

SSSn 1 grad Wi . [~~]. grad <l>r da + SSrl Wi (B.n -Hs.n) dr = O. 

Le passage à la forme discrète se fait ensuite par l'approximation suivante: 

N2 

<I>(x,y,z) = ~ <l>j . <pj{x,y,z) 
j = 1 
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NI 

<Pr(x,y,z) = L <Prj . <pix,y,z) , 
j = 1 

(5.125) 

les expressions qui s'ensuivent pour les coefficients des matrices de raideur et des seconds membres 
étant fournis par [7]. 

2.3. Traitement spécifique de la non-linéarité 

Comme on l'a déjà expliqué plusieurs fois (cf. § V.2.2 et 111.2.2.2), la modélisation magnéti
que des ralentisseurs par éléments finis conduit à la résolution de systèmes matriciels non-linéaires. 

Celle-ci nécessite alors la mise en oeuvre d'une méthode itérative, et on choisit en l'occurrence 
d'utiliser celle de Newton-Raphson, qui est la méthode habituelle pour ce genre de problèmes, en rai
son des avantages qu'elle présente. 

Mais tandis que la méthode de Newton-Raphson conventionnelle - celle qui a été exposée pré
cédemment - convient tout à fait lorsqu'on utilise des formulations en potentiel-vecteur A (on a pu le 
vérifier en 2D, au chapitre III), il n'en est plus du tout de même si on choisit comme variable d'état le 
potentiel scalaire <1> : le processus itératif, en général, ne converge pas. 

L'existence de ce phénomène est bien connue: elle peut être démontrée rigoureusement [116], 
interprétée grâce à des considérations sur la courbe B(H) des matériaux magnétiques [113], et elle a 
été clairement illustrée sur un problème-test utilisé à l'échelle internationale pour la caractérisation des 
méthodes numériques en électromagnétisme [111]. 

Un remède a alors été mis au point pour assurer la convergence même en cas d'utilisation 
d'une formulation scalaire: il s'agit d'ajouter une relaxation à la méthode conventionnelle. 

Il en résulte ainsi la méthode de Newton-Raphson modifiée, qui consiste à remplacer, à l'itéra
tion k, le mode d'approximation (5.114) de la solution [X] par le suivant: 

[X]k = [X]k-l + Uk-1 [LUC]k-1 , (5.126) 

où Uk-1 représente unfacteur de relaxation, compris entre 0 et 1. 

Cette méthode est employée avec succès là où l'algorithme conventionnel échoue [111], et son 
utilisation avec une formulation en potentiel-vecteur A permet par ailleurs d'accélérer la convergence 
du processus itératif [115]. 

Néanmoins, bien que la convergence soit assurée dans le cas scalaire si a est suffisamment 
proche de zéro, elle peut nécessiter de parcourir un grand nombre d'itérations, ce qui entraîne des 
temps de calcul parfois inacceptables. 

C'est pour cette raison que des méthodes ont été développées pour déterminer la valeur du 
coefficient de relaxation à appliquer à chaque itération, en vue d'accélérer le processus. [112] propose 
une technique allant dans ce sens, et qui s'avère efficace, mais encore coûteuse en temps de calcul. 
[110] en présente une amélioration, et c'est cette dernière méthode que nous avons choisi de mettre en 
oeuvre pour nos calculs basés sur la formulation T -0 avec terme de transport. 
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Une première idée pourrait consister à déterminer, pour chaque itération de l'algorithme de 
Newton-Raphson, le facteur de relaxation optimal am, qui par définition minimise la fonction sui
vante: 

NN 
W = I. Gj2, (5.127) 

j = 1 

NN étant le nombre d'inconnues associées aux régions non-linéaires, et Gi les résidus issus de l'ap
plication de la méthode de Galerkine : 

Gj = - JJl03 gr ad Wj . J..l. (T - grad <1» dO , ou 

Gj = JJJ~2 grad Wj. J..l. grad <1> dO . 

(5.128) 

(5.129) 

Mais comme le montre [110], il est en fait préférable de déterminer ak (à l'itération k) par la 
méthode suivante: Wk étant donné, on choisit: 

1 a -k- 211 , 

n étant le plus petit entier (;::: 0) tel que Wk+1 < Wk. 

(5.130) 

En pratique, il s'ensuit un processus itératif supplémentaire (n = 0,1,2, ... ), au sein de chaque 
itération de l'algorithme de Newton-Raphson. 

N.B. Dans le cas de modèles où figure le potentiel scalaire réduit, en plus du potentiel total, 
on rencontre des difficultés, en ce sens que l'algorithme de détermination de a donne des valeurs ex
cessivement faibles, si celui de Newton-Raphson part d'une solution nulle partout. 

Cela semble en fait provenir du résultat du calcul des incréments <p/<pr (eux non nuls, et inter
prétables comme une condition aux limites à la première itération), et le problème peut être résolu en 
initialisant avec la solution obtenue dans le cas linéaire. 

A ce stade de l'étude, on connaît l'essentiel de la méthode à mettre en oeuvre pour calculer en 
3D des courants induits dus au mouvement, dans le cadre des ralentisseurs électromagnétiques (maté
riaux saturés, nombres de Péclet magnétiques élevés). 

Cette méthode étant destinée à être implantée dans notre code de calcul, il reste donc à voir si 
ce dernier se comporte effectivement comme on le souhaite, et quels résultats il permet d'obtenir. 
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3. RÉSULTATS NUMÉRIQUES ET VALIDATION 

On se propose d'analyser le comportement de notre nouveau mode de calcul 3D des courants 
induits dus au mouvement; c'est-à-dire de tester ce dernier sur des problèmes simples, puis de l'ap
pliquer à un cas de ralentisseur réel, et enfin d'en illustrer la supériorité sur celui utilisant la formula
tion A-V. 

3.1 . Résolution de cas-tests 

Bien que notre moyen de calcul soit tridimensionnel, nous allons d'abord l'appliquer à des 
problèmes mono- puis bidimensionnels, se compliquant progressivement, dans le but d'observer ses 
principales propriétés indépendamment les unes des autres. 

3.1 .1. Problème 1 D 

Il s'agit du problème similaire, en T, de celui présenté au § V.1.3, en formulation A (cf. fig. 
5.3), mais discrétisé en éléments volumiques (hexaédriques). La perméabilité étant constante, il est 
également possible d'en trouver une solution exacte sous forme analytique, dont la variation de 0 à 1 
s'exprime, par analogie, au moyen d'une fonction exponentielle [7]. 

Le problème est complètement décrit par les figures 5.6 à 5.8 (conditions aux limites). 

J.Lr=300 

cr = 3.106 (n.m)-1 

(éléments 
du premier ordre) 

Fig. 5.6 : Description du problème 1 D 

On constate que l'application de notre méthode numérique permet effectivement d'approcher la 
solution analytique (cf. fig. 5.9) ; mais surtout, le nombre de Péclet ayant une valeur élevée dans les 
deux cas présentés, c'est l'apport de la méthode de Petrov-Galerkine qui est mis en évidence - absen
ce d'oscillations -, ce qui par ailleurs illustre bien la nécessité de l'employer dans ce type de situation. 
(cf. fig 5.9 et 5.10) 
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T = [0 ° OlT 

<1>=0 
dans tout 
le volume 

T = [0 ° 1lT 
t::.'x (problème 10) 

Fig. 5.7 et 5.8: Conditions aux limites appliquées pour le problème 10 

200 

--- : Galerkine 
--- : Petrov-Galerkine 

-600 '--'-....I-.L.-J......I-.L.-J..-L-J--L.-L-..1.....L-l-..L.-J.--'--'--'---' 

0,2 0,4 0,6 0,8 a 0,2 0,4 0,6 
Abscisse relative x / 1 Abscisse relative x / 1 

-v= 1 mls- -v=5m/s-

Fig. 5.9 et 5.10 : Comparaison de résultats obtenus par l'application des méthodes 
de Galerkine et de Petrov-Galerkine, pour deux cas où le nombre de Péclet est élevé 

3.1.2. Problème 20 

0,8 

On considère cette fois une version simplifiée du modèle 2D des ralentisseurs (i.e. inducteur 
réduit à un aimant), mais maillée en éléments volumiques, comme dans le cas précédent. 

Le problème est entièrement décrit par les figures 5.11 à 5.15 (géométrie, propriétés phy
siquès, et conditions aux limites; les conditions naturelles 'o<I>/on = 0' n'étant pas explicitées). 

Dans l'hypothèse où la perméabilité est constante (cas linéaire), la résolution de ce problème 
s'effectue sans difficulté. Mais dans le cas plus proche de la réalité, où l'induit est saturable, apparais
sent déjà les ennuis auxquels on s'attendait en raison de l'utilisation du potentiel scalaire <1> (cf. § 
V.2.3). 

En réalité, d'autres difficultés encore s'ajoutent à celles-ci: en effet, le problème traité est par
ticulièrement raide, en ce sens que la perméabilité peut varier fortement au passage d'un élément à un 
autre; cela provenant non seulement de l'effet pelliculaire, mais aussi de la courbure -localement très 
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aimant 
Br=1 T 

induit 

cr = 3.106 (Q.m)-1 
B(H) : cf. fig. 2.14 

air 

Fig. 5.11 : Description du problème 2D 

prononcée - des lignes équiflux, sous l'effet de la vitesse. 

N.B. Cela se traduit en outre par l'application de décentrages d'amplitudes très différentes sur 
les fonctions de pondération d'éléments contigus, ce qui contribue à dégrader les conditions du traite
ment numérique de notre problème. 

<1>=0 
(H normal) 

T"n=O 
(J tangent) 

Fig. 5.12 et 5.13 : Conditions aux limites appliquées pour le problème 2D 

T.n = 0 
(8 tangent) 

A vant de mettre en oeuvre la méthode particulière de relaxation exposée au § V.2.3, on peut 
donc d'abord penser à simplement affiner le maillage du modèle, si lors de la résolution, l'algorithme 
de Newton-Raphson a du mal à converger. 

Des tests ont été réalisés, qui consistent à affiner le maillage de base du modèle présenté à la 
figure 5.11, d'abord indépendamment en x ou en z (multiplication du nombre de tranches et de cou
ches de l'induit), puis simultanément en x et en z. 
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V. Une nouvelle fonnulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

+ -- Y
x ~ (problème 20) 

Fig. 5.14 et 5.15 : Conditions aux limites appliquées pour le problème 20 (suite) 

Le maillage finalement obtenu pour l'induit est représenté à la figure 5.16, et les caractéristi
ques précises des différents maillages sont données par la table 5.1. 

Fig. 5.17 : Maillage affiné en x et en z pour l'induit du problème 20 

Table 5.1 : Comparaison de maillages pour le problème 20 

Maillage Plus fin Plus fin Plus fin 
de base enz enx en z et x 

Nombre de couches 18 39 18 39 
Nombre de tranches 20 20 28 28 

Nombre d'éléments 
volumiques 360 1064 

Nombre de noeuds 798 2262 

Nombre d'inconnues 
avant cond. lim. 3192 9222 
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v. Une nouvelle fonnulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

Après avoir effectué les calculs, sans relaxation, on constate (cf. fig. 5.18) que: 

• pour la vitesse de 40 mis, l'utilisation du maillage de base ne permet pas à l'algorithme de Newton
Raphson de converger (sur 15 itérations, la précision relative n'est jamais inférieure à 0,9, alors 
qu'on définit comme critère de convergence qu'elle soit inférieure à 0,001) ; 

• à cette même vitesse, si on affine le maillage de l'induit en y ou en x, indépendamment, la précision 
descend jusque 0,3 en 5 itérations (amélioration, donc), mais on retrouve aussitôt le comportement 
caractéristique de la non-convergence du processus; 

• si par contre on considère le maillage affiné dans les deux directions (toujours pour 40 mis), il sem
ble dans un premier temps que l'on aille bien vers la convergence (décroissance de la précision jus
que 0,008 en 10 itérations), mais le processus se remet ensuite à diverger; 

• finalement, pour ce dernier maillage, et en conservant les propriétés physiques de l'induit, la con
vergence peut quand même bien être obtenue, mais si on considère une vitesse plus faible (par 
exemple v:::; 20 mis, le cas 'v = 20 mis' donnant une précision de 10-4 à la 12ème itération) ; 

10 

-- - ~ 

, "~O ;f/"<~l~·····t;:·~l-···············I···r C]) 

E 
'05 

+i:'J:::r:::.~:>1:·:,;:",*",,~~··i 

~ ~: ~::~:: ~:~:~r:~.~~ase ···:~j"···.lILI 
••••••••• 40 mis - Plus fin en y et x ··········r·················1 ················-:-··················r···· 

1il 0,1 
C]) 

> 
~ 
Qi ... 
c: 0,01 
0 

"Cii 
'13 
'C]) ... 
0-

0,001 

20 mis - Plus fin en y et x! i ! : 
0,0001 

3 5 7 9 11 13 15 

Numéro d'itération 

Fig. 5.18: Influence de la finesse du maillage sur la convergence de l'algorithme de Newton-Raphson 
(sans effectuer de relaxation comme exposé au § V.2.3) 

Ainsi se trouve mis en évidence que la résolution de notre problème rencontre des difficultés 
en raison de son caractère raide (qui, comme on peut le vérifier, se manifeste d'autant plus fortement 
que la vitesse de l'induit est élevée). Et l'affinement du maillage ne peut y remédier, de façon raison
nable, que pour certaines vitesses pas trop élevées. 

. Il faut également voir que l'utilisation du potentiel scalaire <I> favorise bien ces difficultés, 
puisque sur le même problème, celle du potentiel-vecteur A n'entraîne pas du tout de telles contraintes 
sur la finesse du maillage. 

N.B. L'affinement du maillage réalisé dans la direction de la vitesse, qui permet la convergen
ce à 20 mis, n'a bien sûr rien à voir avec celui, beaucoup plus important, qui serait nécessaire pour 
pouvoir pouvoir obtenir une solution stable en se passant de la méthode de Petrov-Galerkine. 
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V. Une nouvelle formulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

3.1.3. Problème 3D 

Ce troisième et dernier cas simplifié est encore un modèle rectiligne de ralentisseur à aimant, 
mais où on peut cette fois véritablement prendre en compte le bouclage des courants induits dans les 
trois dimensions spatiales. 

Le problème est complètement décrit par les figures 5.18 à 5.22. (Comme pour le problème 
2D, les conditions de Neumann homogènes, implicites, ne sont pas précisées.) 

aimant 
Br= 1 T 

induit 
cr = 3.106 (n.m)-1 
B(H) : cf. fig. 2.14 

Fig. 5.18 : Description du problème 3D 

Un premier test a quand même été réalisé avec un modèle linéaire et à faible nombre de Péclet, 
dans le but de pouvoir le traiter avec ou sans décentrage. 

Ainsi, l'application de ces deux méthodes ayant fourni des résultats très proches (alors que 
dans les deux cas, la matrice de raideur et le second membre sont très différents), on peut donc en dé-

T.n =0 
(8 tangent) 

<1> = 0 Tl\n=O 
(H normal) (J tangent) 

Fig. 5.19 et 5.20 : Conditions aux limites appliquées pour le problème 3D 
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V. Une nouvelle formulation pour le calcul 3D de courants induits dus àu mouvement 

<13=0 <13=0 
(H normal) (H normal) 

Fig. 5.21 et 5.22 : Conditions aux limites appliquées pour le problème 3D (suite) 

duire que la méthode de calcul 3D, reposant sur la formulation T -0 avec terme de transport, a correc
tement été implantée dans notre code (dans les deux cas: Galerkine et Petrov-Galerkine). 

Sur un cas plus proche de la réalité (matériaux magnétiques saturés), et pour une vitesse de 20 
mis, des essais - non présentés ici - ont montré que l'on ne peut plus, dans le cas 3D, faire face au 
double problème de la raideur et de l'utilisation du potentiel scalaire CP, simplement en affinant le mail
lage (comme dans le cas 2D), et cela à cause du trop grand nombre d'inconnues qui seraient générées. 

Le passage par la relaxation s'avère donc cette fois obligatoire, et nous avons utilisé, dans cet
te optique, la méthode décrite au § V.2.3, pour déterminer le facteur ex à employer à chaque itération. 

10 

0,1 

0,01 

0,001 

0,0001 
11 21 31 41 51 

Numéro d'itération 

Fig. 5.23 : Effet de la relaxation sur la convergence de l'algorithme de Newton-Raphson 
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La figure 5.23 illustre la différence que l'on observe si on essaie de résoudre le problème sans 
relaxer (cela entraîne la divergence de l'algorithme), et si on utilise au contraire ce procédé. (Dans ce 
dernier cas, on remarque, au passage, que le logarithme de la précision décroît assez régulièrement 
pendant une quarantaine d'itérations, puis tombe sous la barre de 10-3 en moins de 5 itérations.) 
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Fig. 5.24: Evolutions comparées de la précision relative (atteinte) et du facteur 
de relaxation (déterminé par (5.130)) lors du processus itératif de Newton-Raphson 
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Fig. 5.25 : Evolutions comparées du facteur de relaxation et du 
résidu (obtenu) lors du processus itératif de Newton-Raphson 
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V. Une nouvelle formulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

Les figures suivantes (5.24 et 5.25) montrent quant à elles la façon dont varient, simultané
ment avec la précision, le facteur de relaxation a (de 2-5 à 1), ainsi que le résidu (en fait la fonction W 
(cf. § V.2.3), qui décroît strictement vers 0, cette valeur correspondant d'ailleurs à la situation où la 
solution exacte est trouvée en tous les noeuds). 

Puisqu'une solution approchée acceptable (i.e. précision relative < 10-3) est atteinte pour le 
problème 3D, observons maintenant l'allure des résultats que l'on obtient. 

On peut remarquer que ces courants se bouclent principalement de deux manières : d'abord 
autour de la direction de l'axe de l'aimant (cf. fig. 5.26), comme pour s'opposer au champ produit par 
ce dernier; et deuxièmement autour de la direction définie par la longueur de l'induit (cf. fig. 5.27), 
comme pour s'opposer au flux magnétique majoritairement canalisé par cette pièce (direction x). 

En fait, comme on pourrait le constater par l'étude des lignes de courant dans l'induit, le trajet 
réel consiste en une combinaison des deux phénomènes signalés ; le bouclage des courants induits 
étant véritablement tridimensionnel. 

vitesse 

A 

x~ 
Fig. 5.26 : Densité de courant due au mouvement, sur la face de l'induit la plus proche de l'aimant inducteur 

A ce stade de l'étude, le mode de calcul 3D que nous avons développé, pour les courants in
duits dus au mouvement, et basé sur la formulation T -n, se trouve validé. On peut alors le comparer 
avec celui utilisant la formulation A-V,A, qui également repose sur un couplage fort aux interfaces 
fer/air. 
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v. Une nouvelle formulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

Fig. 5.27 : Densité de courant due au mouvement, 
dans le plan x = 0 (coupe de l'induit au milieu de sa longueur) 

3.2. Comparaison avec la formulation A-V,A 

A 

air 

On se propose d'effectuer un calcul magnétique, cette fois sur le modèle 3D de ralentisseur, 
avec cependant les restrictions suivantes: caractéristiques magnétiques B(R) linéaires pour les maté
riaux (pour éviter d'effectuer des itérations de Newton-Raphson), et faible nombre de Péclet (pour 
pouvoir utiliser la méthode de Galerkine standard, et résoudre le système matriciel par une méthode 
de décomposition incomplète). 

Ce type de calcul pouvant, à partir du même maillage, être mené indifféremment avec les for
mulations T-Q ou A-V,A, il est alors intéressant de comparer le comportement numérique des deux 
approches. Les résultats que l'on obtient sont présentés à la table 5.2 et la figure 5.28. 

Table 5.2 : Caractéristiques de deux résolutions 
d'un même problème à l'aide de formulations différentes 

Formulation T-Q A-V,A 

Nombre total d'inconnues 10902 13341 
(+ 22 %) 

Temps d'intégration (s) 
- Région conductrice mobile 319 338 
- Autres régions (fixes) 313 385 

Facteur de préconditionnement 1,000 1,006 

Résolution par Bi-CCG 
- Nombre d'itérations 19 37 
- Temps de calcul (s) 44 176 
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v. Une nouvelle fo_rmulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

On constate les faits suivants : 

• l'utilisation de la formulation A-V,A génère - comme prévu - davantage d'inconnues, dans les 
proportions indiquées à la table 5.2 ; 

• alors que l'intégration sur la région conductrice en mouvement (4 inconnues par noeud dans les 
deux cas) consomme presque le même temps de calcul quelle que soit la formulation (différence 
d'environ 5 %), la différence est par contre sensible sur les régions sans courants induits, traitées 
avec un nombre différent d'inconnues par noeud (augmentation de 23 %, quand on passe de T-Q à 
A-V,A) ; 

• la comparaison des nombres d'itérations de l'algorithme des gradients biconjugués de Choleski 
('Bi-CCG') montre que dans le cas A-V,A, la résolution du système linéaire nécessite plus de cal
culs. 

Par ailleurs, on peut évaluer, à partir de ces deux nombres, la différence de conditionnement entre 
les matrices; mais, puisqu'ils dépendent du nombre d'inconnues, à condition de rapporter chacun 
des deux à une estimation du nombre maximum d'itérations admissible pour la résolution, fonction 
justement de la taille de la matrice, et donnée automatiquement par notre code. 
Ainsi, dans notre exemple, on se retrouve à comparer 19/2190 et 37/2678, ce qui représente une 
augmentation de 60 % ; l'utilisation de la formulation T-Q, plutôt que l'A-V,A, génère donc des 
matrices sensiblement mieux conditionnées ; 

• finalement, la différence la plus spectaculaire entre les deux modes de calcul réside dans le temps de 
résolution du système linéaire, qui dépend à la fois du nombre d'inconnues, et du conditionnement 
de la matrice. Il se trouve, dans notre cas, multiplié par quatre lorsqu'on passe de la formulation T
QàA-V,A. 

La formulation T-Q est donc nettement plus attrayante que l'A-V,A. Mais surtout, les compa
raisons précédentes mises à part, elle possède le gros avantage de ne pas mener, contrairement à l'A
V,A, à une solution localement irréaliste dans les régions magnétiques (cf. la répartition de l'induc
tion, fig. 5.29, en accord avec l'étude du § V.1.1.1). 

1.5 

Fig. 5.29 : Concentration du flux magnétique loin des bords d'une région ferromagnétique, 
caractéristique de l'utilisation d'une formulation avec potentiel-vecteur A. [70] 

(répartition du module de l'induction, en teslas, sur l'induit d'un ralentisseur) 
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V. Une nouvelle formulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

Après cette étude qualitative sur la fonnulation T -Q avec tenne de transport, intéressons-nous 
maintenant aux résultats quantitatifs qu'elle pennet d'obtenir. 

3.3. Modèle complet de ralentisseur 

Dans le cadre de notre application, l'intérêt d'un calcul de courants induits consiste principale
ment à établir des caractéristiques 'Couple = f (Vitesse)' ; cette grandeur étant calculée, après résolu
tion par éléments fmis, au moyen de la relation suivante: 

r = A J J Jrotor p (rot T)2 dxdydz . (5.131) 

Dans son état actuel, notre code de calcul détermine, pour chaque vitesse, un coefficient de 
relaxation optimal au moyen d'un processus itératif (cf. § V.2.3), et ce pour chacun des pas de New
ton-Raphson, en nombre important (cf. fig. 5.24 : 46 itérations pour le cas-test 3D). 

N.B. Etant donné que la phase la plus longue d'une résolution est le calcul de la liste (ak) de 
coefficients de relaxation à appliquer, une solution pourrait consister à prédéterminer, pour une vites
se donnée, une seule liste de ce type, et qui serait appliquée telle quelle aux autres vitesses. 

Compte tenu de la durée des calculs à entreprendre (la résolution du cas-test 3D a demandé 
entre 2 et 3 jours sur une station de type HP 90001700), nous ne fournissons donc pas de courbe 
Couple(Vitesse) pour l'instant, sachant que la construction d'une caractéristique r(Q) a effectivement 
été lancée. 
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V. Une nouvelle formulation pour le calcul 3D de courants induits dus au mouvement 

Conclusion 

Au tenne de ce chapitre, 

• nous possédons des notions sur les principales méthodes servant au calcul des courants induits dus 
au mouvement; 

• nous avons développé, dans ce cadre d'étude, une nouvelle fonnulation avec tenne de transport, à 
base de potentiel-vecteur électrique et de potentiel scalaire magnétique; 

nous avons ainsi été amenés à utiliser des fonctions de pondérations décentrées pour assurer la sta
bilité de la méthode de discrétisation, des éléments pyramidaux pour raccorder les éléments hexa
édriques aux tétraédriques, et une méthode de relaxation adaptative pour faire converger notre algo
rithme de résolution de systèmes matriciels non-linéaires; 

• enfin, 1'outil de calcul numérique qui en découle a donné lieu à des simulations pennettant de con
clure à sa validité. 

On possède donc un moyen de calcul tridimensionnel fiable, pour les courants induits qui se 
développent dans les rotors de ralentisseurs électromagnétiques. 
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VI. Calcul des phénomènes couplés magnéto-thenniques dans les ralentisseurs électromagnétiques 

Introduction 

L'ensemble des développements qui précèdent nous permet d'effectuer, pour simuler le com
portement magnétique des ralentisseurs, des calculs bi- ou tridimensionnels de courants induits dus 
au mouvement, en prenant en compte l'influence de plusieurs facteurs déterminants: l'échauffement, 
même très élevé, des parties ferromagnétiques, la présence d'ailettes de refroidissement, sans que 
l'on ait à utiliser de technique de pas-à-pas dans le temps, et enfin la déformation des rotors qu'entraî
nent les contraintes thermo-mécaniques liées au fonctionnement des appareils. 

Par ailleurs, le comportement thermique des ralentisseurs a fait l'objet d'études particulières 
[1] chez TELMA, qui ont également abouti à d'efficaces moyens de modélisation. 

L'étape suivante consiste donc à développer un couplage de ces deux types de calculs, pour 
analyser les phénomènes magnéto-thermiques qui se produisent lors de l'utilisation des ralentisseurs 
électromagnétiques. 

Pour ce faire, nous étudierons d'abord en quoi consiste la modélisation du comportement ther
mique de tels dispositifs, et comment il peut être calculé par éléments finis ; puis, ce type de calcul 
étant effectué en pratique par un code spécifique, nous développerons un mode de couplage entre ce 
dernier et notre propre code de calcul magnétique; enfin, nous verrons, sur un exemple, comment se 
déroule un calcul couplé, et quels résultats on peut en obtenir. 
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VI. Calcul des phénomènes couplés magnéto-thermiques dans les ralentisseurs électromagnétiques 

1. MODÉLISATION DES RALENTISSEURS EN THERMIQUE 

Alors que la modélisation du comportement magnétique des ralentisseurs a été abordée au § 
1.3, et approfondie aux chapitres III et V, il n'a pas encore été question, jusqu'ici, de la modélisation 
de ces dispositifs en thermique. . 

Il convient donc de répondre à ce manque, pour pouvoir ensuite développer un mode de calcul 
couplé magnéto-thermique. 

1 .1 . Mise en équations du problème physique 

On se propose de modéliser le problème de thermique suivant: l'échauffement d'un rotor de 
ralentisseur, sous l'effet de la dissipation d'énergie par effet Joule, en son sein, les échanges avec 
l'extérieur se faisant par convection et par radiation. 

avec: 

Il s'agit donc de résoudre, dans le rotor, l'équation classique suivante: [24] 

T 
t 

P 
cp 
k 
q 

p cp ~~ - div (k grad T) = q, 

température 
temps 
masse volumique 
chaleur massique 
conductivité thermique 
densité de puissance 

(Kou oC) 
(s) 
(kg.m-3) 

(J.K-l.kg-2.m3) 

(W.m-1.K-l) 
(W.m-3). 

(6.1) 

Cette équation aux dérivées partielles, non-linaire (cp = cp(T), et k = k(T) (cf. § II. 1.3)), est 
bien sûr associée à des conditions aux limites, qui peuvent être de types suivants: 

- température imposée : 

- flux de chaleur imposé: 

T = To 

k dT = <1>0 
dn 

- échange convectif avec l'extérieur : 

k dT = - h ( T - T amb ) 
dn 

- échange radiatif avec l'extérieur : 

dT (4 4 ) k dn = - E 0' T - T amb , 
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avec: 

VI. Calcul des phénomènes couplés magnéto-thermiques dans les ralentisseurs électromagnétiques 

Tamb 
h 
f 

cr 

température du milieu extérieur 
coefficient d'échange convectif 
émissivité 
constante de Stefan 

(K) 
(W.K-l) 
(nombre entre 0 et 1) 
(= 5,67.10-8 W.m-2.K-4). 

Maintenant que l'on connaît les équations qui gouvernent les phénomènes que l'on 
souhaite modéliser, il s'agit de savoir à quels modèles du dispositif - en deux ou en trois dimensions 
- elles vont être appliquées. 

1 .2. Modèles bidimensionnel et tridimensionnel 

Le modèle bidimensionnel provient de la coupe transversale d'un canal de ventilation du rotor 
(situé entre deux ailettes de refroidissement successives), effectuée au niveau du rayon moyen de la 
couronne que constitue le rotor. [1 ] (cf. fig. 6.1.a et 6.1.b) 

Un calcul réalisé sur ce modèle fournit donc un champ de température T(x,y), mais que l'on 
peut en pratique assimiler à T(y). (la courbure des isothermes aux extrémités des ailettes peut être né
gligée) 

---------+--------
1 

demi-ailette de 
refroidissement 

A: 

canal de 
ventilation 

Fig. 6.1.a et 6.1.b : Origine et description du modèle thermique 2D d'un rotor de ralentisseur 

Quant au modèle tridimensionnel, plus complet mais générant des calculs bien plus lourds, il 
est simplement constitué d'un huitième de rotor (pour un appareil à seize pôles, comme à la figure 
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1.1), les limites étant les bords intérieur et extérieur de la couronne, et deux bras de jonction succes
sifs, entre le rotor et l'arbre de transmission du véhicule. (cf. fig. 6. 1. a) 

Un calcul à partir de ce modèle fournit donc un champ de température de la forme T(r,e,z), 
mais assimilable en pratique à T(r,z). 

Maintenant que nous savons à quels modèles sont appliquées les équations du § VI.l.l, il 
convient de préciser la façon dont sont prises en compte les conditions aux limites, certaines d'entre 
elles faisant l'objet d'un traitement particulier. 

1 .3. Précisions sur les conditions aux limites 

Nous ne présentons ici que l'application des contraintes sur le modèle thermique 2D, l'exten
sion au 3D étant immédiate. 

Les figures 6.2.a à 6.2.c montrent en détail en quoi elles consistent. 

i 

il l 

] 1 

U 

convection 
+ radiation 

convection 
+ radiation 

(plans parallèles) 

Tstator(t) imposée (mesure) 

convection 
(débit imposé 

(mesure)) 

+ radiation 
(macro-élément) 

Fig. 6.2 : Conditions aux limites appliquées (modèle 20) 

IJ 
flux nul 

ar 
k- = 0 an 

(plans de 
symétrie) 

Alors que les figures 6.2.a et 6.2.c illustrent des cas classiques, les conditions aux limites de 
la figure 6.2.b méritent un peu plus d'attention. Elles concernent les échanges dans le canal de venti
lation, qui sont de deux types : 

Echange par convection forcée : 

Il s'agit d'exprimer l'échange entre les bords du canal de ventilation du rotor et l'air qui le tra
verse. Alors que le débit du gaz est connu (mesure), sa température ne l'est pas, et il est ainsi néces
saire d'ajouter dans le calcul un bilan thermique effectué sur l'air. [1] 

Echange radiatif multi-réflexif : 

Il s'agit de représenter l'échange entre chaque bord du canal et les trois autres. La formulation 
exacte de ce problème est bien moins simple que dans le cas du rayonnement sur l'ambiante, et passe 
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par le calcul de facteurs de forme entre les différentes surfaces. [24] 
Cependant, notre problème étant destiné à être résolu par éléments finis, une solution intéres

sante consiste à introduire pour la cavité un macro-élément radiatif, dont le principe est notamment ex
posé dans [121]. 

Comme on peut le constater, le calcul thermique que l'on envisage nécessite de prendre en 
compte des conditions aux limites de type relativement compliqué, mais que sait très bien traiter le co
de de calcul thermique qu'utilise TELMA. 

Par ailleurs, l'utilisation de ce dernier paraît incontournable pour la réalisation de calculs méca
niques et thermo-mécaniques, compte tenu des capacités qu'il présente, et surtout de l'expérience ac
quise avec lui dans ces deux domaines. 

Ce contexte industriel particulier incite alors naturellement à coupler ce logiciel avec notre code 
de calcul magnétique, en vue d'effectuer des calculs magnéto-thermiques. 
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2. COUPLAGE DE DEUX CODES DE CALCUL EN MAGNÉTISME ET EN THERMIQUE 

La modélisation des ralentisseurs, en électromagnétisme et en thermique, repose sur l'emploi 
de deux codes de calcul, chacun étant spécialisé pour une tâche precise. 

En conséquence, la réalisation de calculs couplés magnéto-thermiques passe par une utilisation 
couplée de ces logiciels. 

2.1 . Principe du calcul couplé 

On se propose d'élaborer un outil d'analyse des phénomènes couplés magnéto-thermiques 
dans les ralentisseurs électromagnétiques, basé sur des méthodes de calcul numérique. 

Il s'agit donc de résoudre, conjointement et de manière approchée (par éléments finis), l'équa
tion (6.1) décrivant l'échauffement d'un rotor, et, pour connaître l'état électrique et magnétique du ra
lentisseur, l'équation (1.37) ou le système {(5.87) - (5.89)}, selon qu'on utilise un modèle 2D ou 
3D. . 

Ces équations - non-linéaires -, auxquelles il faut ajouter des conditions aux limites appropri
ées, sont couplées, de la façon suivante: 

- la source de chaleur est une densité de puissance due à l'effet Joule: 

q = cr (v " rot A)2, ou = p (rot TF 

- les propriétés magnétiques et électriques de l'acier dépendent de la température: 

v = v(T) , ou /l = /l(T) , et 
cr = cr(T) , ou p = p(T). 

(6.6) 

(6.7) 
(6.8) 

De façon générale, pour un tel problème, on peut imaginer de résoudre simultanément les 
équations thermiques et magnétiques, couplées par les relations (6.6) à (6.8) (on parle alors de cou
plage "fort", ou "direct"). Cela demande ainsi de développer une formulation spécifique, qui permette 
de calculer, en même temps et en chaque noeud, (A,T), ou (T,<t>,T). 

Dans notre cas, cependant, ce n'est pas l'approche qui est envisagée: on choisit au contraire 
de résoudre chaque problème, magnétique et thermique, à l'aide d'un logiciel particulier qui lui est as
socié. 

Pour notre application, le calcul couplé magnéto-thermique consiste donc à enchaîner des ré
solutions par l'un et l'autre code de calcul (couplage "faible", ou "indirect"), et à organiser une trans
mission d'informations de l'un vers l'autre, à la suite de chaque calcul (répartitions de température, et 
de densité de puissance). 

La démarche du couplage fort, qui peut paraître bien meilleure sur le principe, est parfois 
retenue pour l'analyse de phénomènes magnéto-thermiques, qu'il s'agisse de problèmes magnétiques 
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transitoires (comme au chapitre III) [130], ou harmoniques [125]. Cependant, sa mise en oeuvre peut 
paraître peu souhaitable, notamment pour les raisons suivantes: 

• les domaines d'étude sont toujours différents (en magnétisme il faut prendre en considération 
l'air autour du dispositif, et en toute rigueur sur une distance indéfinie) ; et dans le meilleur des 
cas, le domaine thermique est un sous-domaine du magnétique ; 

• les maillages des deux problèmes sont rarement adaptés l'un à l'autre: il faut souvent mailler fi
nement pour prendre en compte un effet de peau magnétique dans un conducteur, soit beaucoup 
plus que pour appréhender les phénomènes thermiques correspondants ; cela entraîne alors un 
nombre excessif d'inconnues en température ; 

• enfin, et surtout: les temps caractéristiques magnétiques et thermiques ne sont pas du tout du 
même ordre de grandeur; ainsi, pour un acier à 20 oC, dans la zone linéaire de sa courbe B(H), 
le rapport des temps caractéristiques de diffusion thermique et magnétique (cf. § III.1.2.1 et 
III.1.2.3) dépasse 100. 
Pire encore, si on se place à des fréquences de 50 Hz à 1 MHz (cas du chauffage par induction), 
le rapport des constantes de temps varie de 5 à 100000, puisque les champs de température 
n'évoluent pratiquement jamais, de manière significative, en moins de 0,1 s (ni même, souvent, 
en moins de quelques secondes). 
La résolution numérique par couplage fort présente alors un aspect totalement irréaliste, puisqu'il 
faut discrétiser le système d'équations magnéto-thermiques avec un pas de temps au plus égal à 
la constante de temps la plus faible (magnétique en l'occurrence) [131] ; ce qui oblige à effectuer 
des centaines - voire des dizaines de milliers - de calculs de température inutiles (et qui consom
ment du temps CPU). 

2.2. FLUX3D et ANSYS 

L'analyse des comportements magnétique et thermique des ralentisseurs s'effectue, chez TEL
MA, grâce à deux codes de calcul par éléments finis. 

Le premier, pour les études magnétiques, est une version adaptée de FLUX3D (licence 
INPG/CNRS) [122], destiné aussi bien aux activités industrielles que de recherche. 

Il est donc possible de tirer parti non seulement des fonctionnalités générales que propose le 
logiciel accessible dans le commerce [123], mais surtout des développements spécifiques réalisés au 
Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble daq.s le cadre de plusieurs travaux de thèse. 

C'est le logiciel qui a servi de support à tout ce qui a été présenté depuis le début de la présente 
étude. 

Le second logiciel est ANSYS (Swanson ANalysis SYStem), un produit développé aux Etats
Unis [118] depuis 1970, et largement répandu dans l'industrie, que ce soit l'automobile, l'aéronauti
que, ou le bâtiment. 

Ses principaux domaines d'application sont la mécanique (statique et dynamique des struc
. tures) et la thermique. La possibilité de calculs couplés thermo-mécaniques est également offerte, ce 
qui explique l'intérêt de TELMA pour ce logiciel. 

Il faut bien voir que, même si ANSYS possède un module de calcul en électromagnétisme, il 
lui est impossible de résoudre un problème avec terme de transport comme le fait FLUX3D ; en 
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contre-partie, le module thermique de ce dernier ne permet pas d'aborder les cas radiatifs multi-ré
flexifs (cf. § VI. 1.3). 

L'enchaînement des tâches à effectuer pour un calcul couplé à l'aide de FLUX3D et ANSYS 
est décrit à la figure 6.3. 

Initialiser INSTANT à 0 s 

Faire 

TEMPÉRATURES à l'ambiante 
DÉFORMATION à 0 mm 

Résoudre le problème magnétique 
Générer les DENSITÉS_de_PUISSANCE 
Calculer et stocker le couple 

Résoudre le problème thermique 
Ecrire les TEMPÉRATURES 

Incrémenter l'INSTANT 
Mettre à jour la DÉFORMATION 

Tant que : INSTANT < DURÉE_de_SIMULATION 

(FLUX3D) 
(résolution avec 
terme de transport) 

(ANSYS) 
(résolution en pas-à-pas) 

(Programme FORTRAN 
indépendant) 

Fig. 6.3 : Enchaînement des tâches à effectuer lors d'un calcul couplé magnéto-thermique (couplage faible) 

On comprend que cela consiste à réaliser un calcul évolutif en température sur la durée de cha
que pas de temps (d'un "INSTANT" au suivant), durée pendant laquelle on suppose l'état magnétique 
stationnaire (champ de densité de puissance constant), et au terme de laquelle ANSYS fournit un nou
veau champ de température à FLUX3D. 

Ce dernier peut ainsi actualiser celui de la densité de puissance, après une résolution sur mo
dèle magnétique à déformation de rotor paramétrée en fonction du temps. 

Les résultats intéressants à extraire d'un tel bouclage au cours du temps sont, entre autres: le 
couple de freinage, et la répartition de la température sur le rotor. 

Maintenant que nous savons comment organiser la succession de résolutions magnétiques et 
thermiques, intéressons-nous de plus près à la façon de faire communiquer les deux codes entre eux. 

2.3. Communication entre les logiciels 

. Comme on vient de le voir, la réalisation d'un calcul couplé magnéto-thermique appliqué aux 
ralentisseurs demande que chaque code fournisse à l'autre certains de ses résultats de calcul, pour 
qu'il les utilise comme paramètres lors de ses résolutions. 

De plus, un moyen doit être trouvé pour que le modèle magnétique soit configuré différem
ment en fonction du temps, du point de vue de la déformation du rotor. (cf. chapitre IV) 
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Une solution peut être celle présentée à la figure 6.4, qui consiste à utiliser des fichiers com
muns, accessibles en lecture et en écriture à chaque logiciel. Le seul obstacle est alors de trouver un 
format qui convienne à chacun. 

Quant à la description de la déformation, celle-ci peut également faire l'objet d'un fichier lisi
ble par FLUX3D, et mis à jour par le programme effectuant le bouclage des résolutions, en fonction 
de la valeur de 1"'INSTANT". (On rappelle que les données concernant la déformation sont issues de 
calculs thermo-mécaniques, pour une vitesse donnée, effectués indépendamment à l'aide d'ANSYS.) 

OÉFORM. 

écriture . ~ 

INSTANT 

OSITÉS PUISS. 

~#/#/~ 
Fig. 6.4 : Utilisation de fichiers pour piloter les résolutions, 

et mettre en commun des données entre les deux codes de calcul 

La figure 6.5 montre comment, à partir d'une liste de températures nodales ((Yk,Tk) en 2D, et 
(rj,Zk,Tjk) en 3D) donnée par ANSYS, il est possible d'affecter une valeur à chaque noeud du modèle 
magnétique, après interpolation, les maillages des deux modèles étant différents. 

Pour opérer de la sorte, on admet que sur le rotor, la température s'homogénéise suivant la di
rection de la vitesse, ce qui se justifie par la petitesse du temps que met un point du rotor pour passer 
d'un pôle au suivant, devant la constante de temps de la diffusion de la température. 

La figure 6.6 donne l'allure des fichiers de température qui sont effectivement employés . 

! J J ... 
-f- Modèle ,.---j t ...... thermique 

LI 
magnétique 

... 
1 1 1 

1 ... 
1 .... 

Fig. 6.5 : Affectation d'une température en chaque noeud du modèle magnétique, après inter
polation, à partir d'une liste (Yk' T k) donnée (utilisation d'un fichier thermique, dans le cas 20) 
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Ordonnée Température Rayon Cote Température 
Y1 Tl r1 Zl Tn 
Y2 T2 r1 Z2 Tl2 

Yk Tk r1 ZN Tm 
Yk+1 Tk+1 r2 zl T21 

YN TN rM ZN TMN 

Fig. 6.6 : Structure des fichiers de température, dans les cas 20 et 30 

La figure 6.7 montre comment générer, à partir d'une solution magnétique de FLUX3D, une 
liste de densités de puissance Joule homogénéisées par couches (([Yk,Yk+l],Dk,k+l) en 2D, et 
([rj,rj+JJ x [Zk,Zk+lLDj,j+l,k,k+l) en 3D). 

Ce mode de description est approprié au modèle thermique, qui dans la réalité est le siège 
d'une source de chaleur (densité de puissance Joule) périodique dans le temps (propagation suivant la 
direction de la vitesse), mais dont la période est beaucoup plus faible que le temps caractéristique de 
diffusion de la température. 

La figure 6.8 donne l'allure des fichiers de densité de puissance effectivement employés. 

-----.. - Modèle magnétique ~.------I 

-.------------------1 

o 
o 

Fig. 6.7 : Calcul, après une résolution par éléments finis, de densités de puissance Joule 
homogénéisées, par couches [Yk,Yk+1] (pour générer un fichier magnétique, dans le cas 20) 

Ordonnée_min Ordonnée_max Densité Rayon_min Rayon_max Cote_min Cote_max 
Y1 Y2 D12 r1 r2 zl z2 
Y2 Y3 D23 r1 r2 z2 z3 

r1 r2 
Yk Yk+1 Dkk+1 r1 r2 ZN-1 zN 

r2 r3 Zl Z2 
r2 r3 Z2 Z3 
r2 r3 
r2 r3 ZN-1 ZN 

YN-1 YN ~-lN r M-1 r M ZN-1 ZN 

Fig. 6.8 : Structure des fichiers de densité de puissance, dans les cas 20 et 30 

Densité 
D1212 
D1223 

D12N- 1N 
D2312 
D2323 

D23N-1N 

DM-1MN-1N 

Le mode de calcul couplé pour les phénomènes magnéto-thermiques dans les ralentisseurs 
étant à présent défini, voyons comment il se comporte, sur un exemple. 
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3. RÉALISATION DE SIMULATIONS MAGNÉTOBTHERM!QUES 

On se propose ici de montrer, en utilisant sur un cas simplifié le mode de calcul qui vient 
d'être présenté, quels résultats il est possible d'obtenir, puis quelles peuvent être les limites de cette 
modélisation. 

3.1 . Intérêt des calculs couplés 

La possibilité de calculer le comportement d'un appareil en tenant compte du couplage magné
to-thermique intéresse particulièrement un constructeur de ralentisseurs, étant donné qu'il peut de cet
te manière prévoir la chute du couple de freinage qui s'observe au cours du fonctionnement. 

Des mesures réalisées sur banc d'essais montrent comment le couple évolue en fonction du 
temps, pour une plage de vitesses donnée (cf. fig. 6.9) : les courbes Couple(Vitesse) s'affaissent au 
fil du temps, et subissent une dérive vers les basses vitesses. 

0,8 ---------~ ---: t=o 
---: t=1 min 
---: t=2min 

0,6 ---: t=4min 
---: t=9min 

0,4 

0,2 

o 
o 0,2 0,4 0,6 0,8 

Vitesse de rotation (normalisée) 

Fig. 6.9 : Exemple d'évolution de la courbe Couple(Vitesse) du ralentisseur étudié aux § 111.3.3 et 111.3.4 (mesures) 
At = 0, on reconnaît la courbe "à froid" déjà rencontrée à la figure 3.33 

L'idéal serait alors, en utilisant notre moyen de calcul, de s'approcher le plus possible de ces 
courbes - aux incertitudes de mesure près. 

Nous allons maintenant voir comment en pratique les choses se passent, sur un exemple sim-
plifié. 
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3.2. Exemple d'un cas 20 simplifié 

On considère le modèle magnétique 2D de ralentisseur déjà étudié, à froid, au § III.3.4 (ailet
tes de refroidissement prises en compte à l'aide d'une région équivalente anisotrope), auquel on asso
cie son homologue thermique bidimensionnel, présenté au § Vl.l.2. 

On se propose alors d'effectuer un calcul couplé tel que présenté aux § VI.2.2 et VI.2.3, à la 
restriction près que l'entrefer est, dans un premier temps, maintenu constant, à sa valeur "à froid" 
(20 oC partout, ce qui correspond à t = 0). 

N.B. On ne prend pas en compte non plus la chute des ampères-tours d'excitation due à 
l'échauffement des bobines, ni la variation de (5 ni du coefficient de puissance Kp (cf. § 1.3.2). 

Pour ce qui est du moyen d'enchaîner les tâches successives (cf. fig. 6.3), notre choix s'est 
porté sur la mise en oeuvre de scripts UNIX, les deux codes de calcul pouvant avantageusement être 
lancés avec des fichiers de commandes pré-rédigés. 

Une façon de procéder plus évoluée pouvait être de développer un programme superviseur, 
activant alternativement la tâche de résolution de chacun des deux logiciels fonctionnant simultané
ment. Un exemple de réalisation de ce type est fourni par [121]. 

Enfin, on décide d'effectuer le calcul couplé sur une durée de 10 minutes, avec un pas de 
temps (entre deux "INSTANTS" successifs) constant égal à 10 secondes. Cette valeur provient d'essais 
qui ont montré qu'elle était un bon compromis entre précision et temps de calcul. 

(Un pas plus petit ne fait rien gagner de significatif, et par exemple, sur la station DEC AL
PHA qui a été utilisée, avec les modèles 2D et cette valeur de pas, une nuit de calcul suffit (ce qui est 
raisonnable) pour pouvoir tracer des courbes comme celles de la figure 6.9.) 

Les résultats que l'on obtient alors sont présentés aux figures 6.10 et 6.11. 

~ 0,8 
~ 
:0 
ro 
~ 0,6 
Qi 
..c 
() 

~ 
~ 0,4 ::l 
êtî 
,03 
Cl. 
E 
Q) 0,2 1-

° ° 

--------------------;------------- -_ .... : t = ° 
---: t= 1 min 
---: t=2min 
---: t=4min_ 
---: t=9min 

0,2 0,4 0,6 0,8 

Ordonnée relative y/h 

Fig. 6.10 : Evolution de la température dans le rotor d'un ralentisseur, 
pour la vitesse normalisée Q = 1 (calcul couplé 2D simplifié) 
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:w- 0,8 .Ç!! 
Cil 
E a 
.s 0,6 
Cl 
01 
CIl 
C 

~ 0,4 Cl 
"0 
Cl c.. 
=:l 
0 

Ü 0,2 

0 
0 

---: 0=0,75 
---: 0=1 

60 120 180 240 300 360 

Temps (s) 

Fig. 6.11 : Evolution du couple de freinage d'un ralentisseur, 
pour deux vitesses de rotation (calcul couplé 20 simplifié) 

420 

On peut observer comment la température s'élève, pour atteindre une valeur maximale près de 
l'entrefer, et diffuser ensuite, par conduction, vers la joue. 

Au bout de 4 minutes, la répartition de température est stabilisée, et on n'observe plus qu'une 
légère élévation près de la joue. 

La figure 6.11 montre la variation du couple que l'on obtient en fonction du temps pour deux 
vitesses données. C'est ce type de calcul que l'on enchaîne à différentes vitesses, par ailleurs, pour 
obtenir des courbes comme celles de la figure 6.9. 

Enfin, il est possible de comparer un résultat comme celui de la figure 6.11 avec ce que don
nent des mesures. (cf. fig. 6.12) 

On constate que les deux courbes, mesurée et calculée, sont assez proches l'une de l'autre, 
hormis dans la zone [40-120 s] ; de plus, la courbe calculée présente une inflexion que n'a pas celle 
mesurée. 

En fait, il n'est pas question d'aller plus loin dans le commentaire de cette comparaison sur le 
modèle 2D, pour laquelle le plus étonnant serait que les calculs soient vraiment proches des mesures! 

En effet, le modèle magnétique utilisé repose sur des hypothèses abusives, comme la constan
ce des ampères-tours d'excitation au cours du temps, et surtout celle de l'entrefer, alors même que 
des études antérieures, basées sur un couplage manuel entre FLUX3D et ANSYS, ont montré [1] que 
la chute du couple aux premiers instants était davantage due à la dilatation de l'entrefer qu'à l'affaisse
ment de la caractéristique B(H) provoqué par la température. 

N.B. L'utilisation des meilleures hypothèses n'empêche pas, a priori, de retrouver la quasi
coïncidence mesure/calcul après un temps suffisamment long (fig. 6.12), si les températures obtenues 
sont plus faibles. 
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:a;- 0,8 .~ 
ëii 
E 
'-
0 
E 0,6 
Q) 
Cl) 
(1j 
c 

~ 0,4 Q) 
"0 
Q) 

0.. 
::l 
0 

0,2 Ü 

0 
0 

Il Mesure. 

Calcul 

60 120 180 240 300 360 

Temps (s) 

Fig. 6.12 : Comparaison mesure/calcul pour l'évolution du couple 
fourni à la vitesse normalisée Q = 1 (calcul couplé 2D simplifié) 

420 

Par ailleurs, une critique plus lourde pourrait être émise en insistant sur le caractère réellement 
tridimensionnel du dispositif (champs de température, de densité de puissance, et entrefer variables 
suivant le rayon du rotor), et les manques du modèle magnétique 2D (J et Kp indépendants de la tem
pérature). 

Mais ce modèle n'est peut-être pas si mauvais que cela, sachant qu'il a permis de donner des 
valeurs de couples à chaud très proches des mesures, pour différentes vitesses, à condition d'imposer 
des conditions de température, de déformation d'entrefer et d'excitation issues des mesures. (résultats 
non présentés ici) 

Ainsi, il serait certainement intéressant d'observer le comportement d'ANS YS dans ces condi
tions (entrefer et excitation variables), sachant que du point de vue du temps de calcul, une résolution 
en 2D est toujours nettement plus attrayante qu'en 3D. 

Finalement, nous avons montré que nous sommes capables d'effectuer des calculs couplés 
magnéto-thermiques, qui donnent des résultats cohérents avec ce que l'on attendait, et nous connais
sons certaines de leurs limites. 

Ce dernier point mérite cependant que l'on s'y attarde davantage. 

3.3. Analyse critique du mode de calcul 

Lors des essais à venir, avec les modèles 3D magnétique et thermique (permettant donc une 
prise en compte correcte des champs de température et de densité de puissance, de la déformation, et 
de la variation de la conductivité électrique), on peut s'attendre à une bonne concordance entre le cal
cul et les mesures. 
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Mais, pour cela, encore faut-il s'assurer que notre mode de calcul n'est pas trop sensible à cer
tains facteurs perturbants, comme par exemple les erreurs liées au choix des valeurs à introduire dans 
les codes, pour certains paramètres, quand celles-ci proviennent de mesures réalisées avec peu de pré
cision. 

La démarche à suivre consiste donc à observer si les calculs que l'on mène varient sensible
ment, ou non, quand ces paramètres décrivent une plage qui leur est associée. 

Les grandeurs physiques pouvant poser problème sont les suivantes: 

Les coefficients d'échange E: (cf. § VL1.1) 

Il est couramment admis qu'ils sont mal connus (et contrairement à d'autres paramètres ther
miques, comme la conductivité et la chaleur massique), du fait qu'ils varient avec l'état de surface du 
dispositif considéré. 

Par exemple, un acier porté à 500 oC peut voir passer son émissivité de 0,2 à 0,8, sous le seul 
effet de l'oxydation qui se produit à cette température. 

Et même les aciers réputés inoxydables, comme l'inconel, voient leurs propriétés radiatives 
modifiées. [24] 

La température de Curie: (cf. § 11.1.1) 

Sa détermination provient de la mesure de courbes B(H,T), opération toujours délicate (cf. § 
II.3.3). Pour des aciers courants, elle vaut environ 760 oC, et ne sort pas de la plage [740 - 800 OC] 
pour les alliages dérivés. 

Dans le cadre de calculs magnéto-thermiques, le caractère gênant de l'estimation de ce paramè
tre à partir de mesures, est que, si le dispositif doit atteindre ou dépasser le point de Curie, c'est aux 
endroits où se dissipe le plus d'énergie par effet Joule. De plus, si ce point se trouve effectivement 
dépassé à ces endroits, la densité de puissance prend alors des valeurs beaucoup plus faibles (PJ = 
cr (v II. B)2, avec B = !l0 H + Js, et Js = 0). 

Il peut donc découler de tout cela une importante imprécision, pour les calculs de puissance 
dissipée (couple de ralentisseur, par exemple), si le paramètre Tc est introduit avec une trop grosse er
reur. 

L'analyse de la sensibilité de nos calculs couplés, aux incertitudes propres à ces trois paramè
tres, n'a pas pu être menée, faute de temps. Néanmoins, il s'agit certainement d'une étape à ne pas 
négliger, avant d'entreprendre l'analyse complète des phénomènes magnéto-thermiques dans les ra
lentisseurs à l'aide de l'outil de calcul que nous avons développé. 
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VI. Calcul des phénomènes couplés magnéto-thermiques dans les ralentisseurs électromagnétiques 

Conclusion 

Au terme de ce chapitre, 

• nous possédons des notions sur la modélisation du comportement thermique des ralentisseurs élec
tromagnétiques, et la façon dont s'effectue le calcul à l'aide d'un logiciel adapté; 

• nous avons développé un mode de simulation couplé magnéto-thermique, basé sur l'enchaînement 
de résolutions par deux codes de calcul, spécialisés respectivement en magnétisme et en thermique, 
les résultats étant communiqués de l'un à l'autre au moyen de fichiers; 

• enfin, des simulations de ce type ont été réalisées, et ont donné des résultats cohérents (qualitative
ment) avec ceux issus de la mesure. 

On possède donc un moyen de calcul opérationnel (en 2D, le cas 3D ne nécessitant, pour 
fonctionner, que de légères adaptations) pour l'analyse des phénomènes couplés magnéto-thermiques 
qui se produisent lors du fonctionnement des ralentisseurs électromagnétiques. 
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Conclusion générale 

Les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse ont pennis de mettre au point un outil de calcul 
pour la modélisation des phénomènes magnéto-thenniques dans les ralentisseurs électromagnétiques. 
Celui-ci repose sur l'enchaînement de résolutions effectuées à l'aide de deux codes de calcul, l'un ma
gnétique et l'autre thennique, ces logiciels se transmettant leurs résultats par fichiers. 

Le code magnétique a été développé dans différentes directions, ce qui permet finalement de 
prendre en compte effectivement les facteurs suivants: 

• la dépendance, en fonction de la température, des propriétés magnétiques et électriques de l'acier; 
ceci grâce à des modèles analytiques qui ont été validés par comparaison avec des mesures que 
nous avons réalisées ; 

• la présence d'ailettes de refroidissement dans les calculs de courants induits; ceci grâce à une tech
nique d'homogénéisation, qui permet de s'affranchir, sans perdre en précision, du mode de réso
lution en pas-à-pas dans le temps, a priori nécessaire mais très coûteux en temps de calcul; 

• la déformation des parties rotoriques sous l'effet des contraintes thermo-mécaniques, qui se traduit 
par une dilatation d'entrefer et donc une chute du couple de freinage; 

• le caractère tridimensionnel du dispositif, en utilisant soit un modèle 2D adapté, soit le modèle 3D 
réel, avec une formulation nouvellement développée, qui donne de meilleurs résultats que les voies 
suivies dans les études précédentes. 

Les réalisations successives ont toutes fait l'objet de validations. Il reste cependant à faire 
quelques dernières adaptations pour pouvoir envisager des calculs couplés 3D, et surtout analyser la 
sensibilité du mode de calcul magnéto-thennique aux erreurs sur les valeurs utilisées pour les paramè
tres physiques difficilement mesurables. 

L'étude pourra alors être poursuivie par une analyse complète des phénomènes couplés dans 
les ralentisseurs électromagnétiques, dans le but de concevoir des appareils plus performants. 
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Résumé 

La conception industrielle de systèmes de freinage à courants induits passe par l'analyse des 
phénomènes mis en jeu lors de leur fonctionnement, et notamment les phénomènes couplés 
magnéto-thermiques. 

Une méthode à base d'éléments finis a été développée, qui consiste à coupler deux codes de 
calcul, l'un spécialisé en magnétisme, et l'autre en thermique. 

La partie électromagnétique du problème a fait l'objet de développements spécifiques, tels: 
- la prise en compte de la dépendance thermique des caractéristiques B(H) de l'acier, à l'aide d'un 
modèle analytique: 
- la prise en compte d'ailettes de refroidissement pour le calcul du couple, à l'aide de techniques de 
pas-à-pas dans le temps avec mouvement, et, beaucoup plus rapides, d'homogénéisation; 
- la prise en compte de déformations dues aux contraintes thermo-mécaniques, en utilisant des 
éléments finis transformés plutôt qu'un remaillage; 
- un mode de calcul 3D des courants induits dus au mouvement, basé sur la formulation T -Q, la 
méthode de Petrov-Galerkine, une méthode de Newton-Raphson relaxée de façon adaptative, et 
l'emploi d'éléments de raccordement pyramidaux. 

Mots-clés 

Problèmes couplés - magnéto-thermique - ralentisseurs électromagnétiques - courants induits 3D 
- caractéristiques B(H,T) - pas-à-pas dans le temps - homogénéisation - éléments finis 
transformés. 

Abstract 

Designing eddy-currents braking devices in an industrial context makes it necessary to 
analyse the phenomena they involve, and particularly the cou pIed magneto-thermal ones. 

A finite-element method has been developed, which consists in coupling two calculus 
programs, one specialized in magnetics and the other one in thermies. 

The electromagnetic part of the problem brought up peculiar developments, like : 
- taking into account the thermal dependancy for the steel B(H) curves, through an analytical 
model; 
- taking cooling ribs into account for torque computing, first through time-stepping techniques, 
and then with much faster homogenization ones ; 
- taking into account geometrical changes due to thermo-mechanical constraints, by using mapped 
finite elements instead of remeshing ; 
- a 3D computing method for eddy-currents due to moving conductors, based on the T-Q 
formulation, the Petrov-Galerkin method, an adaptatively relaxed Newton-Raphson method, and the 
use of connecting pyramidal elements. 

Keywords 

Coupled probtems - thermomagnetics - electromagnetic retarders - 3D eddy currents - B(H,T) 
curves - time-stepping - homogenization - mapped finite elements. 


