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À LA FACULTÉ DES SCIENCES DE L’UNIVERSITÉ DE ROUEN
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10.3.1 Faisceau incident parallèle à l’axe du système optique . . . . . . . . . . . . . . 115
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ρ0 rayon de détecteur 104
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F1, λ = 0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 5 µm . . . . . . . . . . 76
6.4 Comparaison des valeurs des gm

n obtenues par l’interprétation localisée et l’intégration
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Parmi les innombrales phénomènes de la nature, ceux reliés à la diffusion de la lumière sont au
sein des plus fascinants. L’azur du ciel, l’embrassement d’un levant ou d’un couchant proviennent
de la diffusion de la lumière solaire par les molécules et les particules de l’atmosphère terrestre. La
clarté d’une journée sans soleil s’explique aussi par la diffusion de la lumière: bien que les nuages
nous cachent le soleil, leurs gouttelettes ou leurs cristaux diffusent une partie importante de la lumière
solaire. Ainsi, même sans soleil, le jour est bien différent de la nuit! Parmi eux, l’arc-en-ciel par temps
de pluie occupe une place particulière.

L’explication théorique des phénomènes liés à la diffusion de la lumière par des particules sphériques
commença au milieu du XIXème siècle [64] [103] [25]. L’analyse théorique rigoureuse de cette diffusion
par une particule unique a été formulée à la fin du XIXème siècle et au début du XXème siècle par
Lorenz [65], Mie [74] et Debye [28] (diffusion d’une onde plane par une particule sphérique, homogène,
isotrope et non magnétique) désignée désormais par théorie de Lorenz-Mie (TLM) .

La lumière diffusée contient des informations sur les particules avec lesquelles elle interagit. Ceci
ouvre de larges possibilités pour mesurer les propriétés des objets diffusants. Ainsi, paralellement
à l’explication des phénomènes naturels beaucoup d’efforts ont été dédiés à la métrologie optique.
Celle-ci présente de nombreux avantages: mesures in-situ, petit volume de mesure, non-perturbation
de l’objet lors de la mesure, suivi dans le temps des paramètres mesurés, · · ·

Le domaine d’application des métrologies basées sur la diffusion de la lumière est vaste. On peut
notament mentionner:

• Combustion: la lumière diffusée par les gouttelettes en combustion nous renseigne sur leurs
tailles, vitesses, température, comportement, etc. [24] [31]. En les connaissant, nous pouvons
améliorer la combustion de moteur d’automobile [29] et/ou de fusée · · ·

• Mécanique de fluide: par la mesure de la lumière diffusée par les particules ou par la photographie
du speckle des particules dans le fluide, nous pouvons connâıtre sa vitesse, son vortex, · · · même
le mode de l’écoulement [33] [5].

• Réaction chimique: la connaissance de l’évolution du comportement chimique et de la concen-
tration des particules (ou bulles) par mesure de la lumière diffusée nous permettent de juger de
la vitesse de la réaction et de suivre son évolution · · ·

• Environement et météorologie

En outre, depuis l’invention du laser, la métrologie optique a connu un formidable essor grâce
aux caractéristiques de la lumière émise: grande pureté chromatique, très grande cohérence, faible
divergence du faisceau et grande luminance. La théorie [106] [61] [19] [62]de la diffusion de la lumière
et les techniques [18] [38] de mesure connectées ceux sont beaucoup développées. Cependant, la théorie
s’est focalisée longtemps sur deux aspects extrêmes:

L’optique géométrique: elle n’est valide que pour des tailles des objets diffusants grandes devant
la longeur d’onde du rayonnement incident, ainsi que pour des domaines angulaires de diffusion
et d’indice de réfraction de l’objet restreints. Cependant, l’optique géométrique autorise la prise
en compte, au moins partiellement, d’un éclairage non-uniforme sur la particule. De plus, grace
à ses avantages de calcul rapide et de compréhension directe elle est largement utilisé pour les
analyses et calculs des problèmes optiques.

La théorie de Lorenz-Mie: elle décrit la diffusion d’une onde plane par la résolution des équations
de Maxwell, le diffuseur est une sphère parfaite. Il n’y a pas de limite sur l’angle de diffusion
et l’indice complexe de réfraction de la particule. Parce qu’elle est une théorie rigoureuse, elle
est largement appliquée. Mais elle n’est valide que lorsque la dimension du faisceau d’éclairage
est grande devant la taille de l’objet diffusant. En effet elle ne prend pas en compte l’éclairage
non-uniforme du faisceau.
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La réalité n’est pas toujours en accord avec les hypothèses précédentes et les faisceaux d’onde
non-plane de différentes formes ont leurs avantages dans les techniques de diffusion de la lumière.
Différentes techniques basées sur la diffusion de faisceaux finis ont été ainsi créées et appliquées à
la mesure des propriétés de particules individuelles ou de nuage de particules. Puisque l’optique
géométrique et la théorie de Lorenz-Mie ont chacune leurs limites et donc sont pas aptes pour traiter
ces problèmes, une théorie rigoureuse pour traiter la diffusion de faisceaux finis par une particule
sphérique – la Théorie de Lorenz-Mie généralisée (TLMG) – a été développée [47] et appliquée
à l’analyse de différents techniques associés, comme le phase doppler [53] par exemple. Cette théorie
et certaines de ces techniques sont maintenant décrites et discutées. Nous présenterons des techniques
de mesure de particules individuelles, ainsi que des techniques de mesure de nuage de particules.

0.1 Théorie de Lorenz-Mie Géneralisée

La théorie de Lorenz-Mie généralisée a été développée à l’URA CNRS 230 de Rouen depuis une dizaine
d’années. Elle décrit l’interaction d’un faisceau quelconque avec une particule sphérique, homogène,
isotrope et non-magnétique arbitrairement localisée dans ce faisceau. Elle donne accès à la description
de la lumière diffusée à partir d’un faisceau d’extension finie sans limite sur la taille du diffuseur, la
longueur d’onde incidente, l’indice complexe de réfraction de la particule, la domaine angulaire de la
diffusion, la géométrie du faisceau incident. Cette théorie s’obtient par résolution les équations de
Maxwell pour une sphère éclairée par un faisceau quelconque. La description du profil du faisceau
incident sur le diffuseur est prise en compte par les séries de nouveaux coefficients gm

n,TM et gm
n,TE

qui sont déterminés par les composantes radiales électrique et magnétique du champ incident dans le
repère du diffuseur.

Les coefficients gm
n,TM et gm

n,TE qui décrivent la forme du faisceau sont au cœur de la théorie.
Nous connâıssont quatre méthodes pour les calculer: intégration, série finie, interprétation localisée
et expansion.

Méthode intégrale est rigoureuse et souple car il suffit de changer le noyau d’intégration lorsque le
profil du faisceau incident est modifié. Bien qu’elle exige beaucoup de temps de calcul [66] [47]
ses avantages de rigueur et de souplesse nous permettent de l’appliquer à un faisceau quelconque
et d’évaluer des méthodes approximatives, interprétation localisée par exemple.

Méthode des séries finies est également rigoureuse mais pas aussi souple. Une modification de
profil du faisceau incident necessite de reprendre le travail analytique pour obtenir les séries
finies correspondantes. Seules les expressions de ces séries finies pour un faisceau gaussien sont
maintenant disponibles [44] [41].

Interprétation localisée est une méthode approximativement établie mais beaucoup plus rapide.
Sa validité a été démontrée numériquement [43] [86] et théoriquement [63] [46] pour un fais-
ceau gaussien. Mais la dérivation rigoureuse complète pour un faisceau quelconque est encore
inconnue.

Méthode d’expansion a récement été développée par Lock et Gouesbet [63] [46] pour un faisceau
gaussien circulaire. Il repose sur le développement en série de Taylor des fonctions représentatives
du champ incident. Les principaux résultats de ce travail sont:

• la définition de faisceau dit standart, c’est-à-dire répondant exactement aux équations de
Maxwell.

• la démonstration rigoureuse de l’opérateur de localisation.

Ce travail ayant été effectué postérieurment à celui de cette thèse ces résultats ne sont pas inclus
dans cet ouvrage.
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Cependant, nous pouvons indiquer que la démonstration rigoureuse de l’opérateur de localisation

ammène à utiliser une distance de localisation de
√

(n− 1)(n + 2)
λ

2π
au lieu de (n + 1/2)

λ

2π
.

Cette modification ne change pas les résultats de cette thèse, et au contraire, renforce les vali-
dations numériques de l’application de l’opérateur de localisation au faisceau feuille laser.

D’un point de vue pratique, l’application de la TLMG dépend fortement de la vitesse de calcul
des coefficients gm

n et de sa souplesse aux différents profils de faisceaux. La technique de calcul pour
le faisceau gaussien est bien développée [43] [86] et maintenant peut être utilisée sans inconvénient
même sur des micro-ordinateurs. Cependent, pour d’autre formes de faisceaux elle reste à développée.
Les difficultés principales sont premièrement d’obtenir les descriptions mathématiques des faisceaux
et puis de trouver des méthodes efficaces pour calculer les gm

n .

0.2 Techniques de mesure

0.2.1 Anémométrie phase doppler

L’anémométrie phase doppler (PDA – Phase Doppler Anemometry) est une extension de la vélocimétrie
doppler laser (LDV-Laser Doppler Velocimetry) . C’est une des techniques les plus populaires de
mesure de la taille de particule. Suivant le travail des pionniers Durst et Zaré [32], elle a été améliorée
par Bachalo et Houser [11] [12], Saffman et al [98] et Bauckhage et al [17] puis développée commer-
cialement par des entreprises: Aerometrics [6], Dantec [26] et Invent [60]. Elle est censée mesurer
simultanément la taille, la vitesse et la concentration de particules dans un fluide. Cette technique est
basée sur la mesure du décalage dans le temps de signaux LDV, normés par la période. Classiquement,
la relation entre le signal et le diamètre de la particule est prédit soit par l’optique géométrique, soit
par la théorie de Lorenz-Mie.

Pourtant, lorsque la taille de la particule n’est pas suffisamment petite devant les dimensions
des faisceaux, ceux-ci ne peuvent pas être traités comme des ondes planes. Bachalo et Sankar [13]
ont trouvé que les phases dépendent de la localisation de la particule dans les faisceaux, désigné
comme effet d’ambigüıté de trajectoire (TAE – Trajectory Ambiguity Effect) ce qui limite le domaine
d’application de la PDA [36]. Beaucoup d’efforts ont ainsi été faits pour analyser la TAE [36] [99] [52]
[50] [51].

Evidemment, la TLM n’est pas apte à résoudre ce problème. L’optique géométrique est utilisable,
mais c’est une théorie limitée, qui propablement manque de précision, surtout dans des angles critiques
comme l’angle d’arc-en-ciel.

Par conséquent, la TLMG devient la seule théorie apte, et elle a été appliquée à analyser ce
problème [53] [36] [50] [51]. En utilisant la TLMG Gréhan et al [53] montrent que pour une géométrie
de diffusion avant, l’effet du gradient d’éclairement, dû à la trajectoire de la particule, sur la mesure
phase doppler est important si la diamètre de la particule est plus grand que 1/5 du diamètre du
volume de mesure et que pour une géométrie de diffusion arrière, l’effet est plus important encore.

D’après des analyses basées sur la TLMG certain remèdes sont proposées pour résoudre ce problème
[37] [51].

0.2.2 Système DCW

Naqwi et al ont développé une géométrie double-onde cylindrique (DCW -Double Cylindrical Wave)
[80] qui permet également de mesurer simultanément la taille et la vitesse [81] de la particule. Ici

deux faisceaux feuille laser (ses rayons des deux axes au col sont de 2µm et 3000µm) parallèles créent
un système de franges en éventail où l’interfrange est fonction de la distance au col des faisceaux.
Les différentes informations (vitesse, diamètre, indice de réfraction) sont toutes contenues dans la
fréquence du signal diffusé [77] au lieu de la fréquence et du décalage temporel dans le système phase
doppler “classique”. Il est aussi possible avec ce système de “reconnâıtre” la matière constituant
la particule (indice de réfraction) [78] [81]. Cette géométrie permet d’obtenir une dynamique très
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importante sur le diamètre. De plus, puisque l’on ne mesure que des fréquences, le traitement des
signaux est simplifié.

Bien que des essais systématiques aient démontrés les potentialités de cette approche, des désaccords
inexpliqués subsistent entre résultats expérimentaux et simulations.

Cependant, dans les simulations les faisceaux incidents sont traités par l’optique gémétrique ou par
la théorie de Lorenz-Mie. L’utilisation d’une théorie plus rigoureuse devrait permettre de diagnostiquer
l’origine de ces désaccords.

0.2.3 Technique PIV

La PIV (Particle Image Velocimetry) a essentiellement pour objet de mesurer simultanément des
vecteurs d’écoulement en une section [2] de fluide par photographie des déplacements de petites par-
ticules. Les particules sont illuminées par une feuille laser mince et avec deux éclairs courts, consécutifs
dans le temps (le temps entre les éclairs est fonction de la vitesse des particules) [4].

Elle trouve son origine il y a 15 ans dans les articles de Dudderar et Simpkins [30], Barker et
Fourney [14], Grousson et Mallick [57] sur la vélocimétrie speckle laser pour la mécanique de fluide, et
presque une décennie par les travaux de pionnier Meynart [73] [72]. Depuis l’introduction formelle de
la PIV [82] [1], beaucoup de développements ont été accomplis, liés à la fois au progrès technologique
et à la formulation théorique. La PIV a atteint un niveau où elle peut être appliquée sérieusement
à des expériences de mécaniques des fluides complexes pour obtenir des informations inaccessibles
par d’autre moyens expérimentaux. Sans doute, la contribution la plus importante de la PIV est sa
capacité d’effectuer des mesures de vecteurs vitesse en plusieurs points simultanément [3].

L’imagerie basée sur une théorie rigoureuse de la diffusion d’un faisceau feuille laser serait utile
pour analyser plus précisément cette technique.

0.2.4 Rapport de polarisation

Massoli et al [71] ont démontré que la mesure d’une particule individuelle par le rapport de polari-
sation est précise lorsque elle traverse la région centrale d’un faisceau étendu. Par contre, différentes
invertigations expérimentalles, dans des sprays d’eau atomisée, ont démontré que les diamètres moyens
mesurés par le rapport de polarisation diffèrent de ceux obtenus par Phase Doppler [84] [83]. Après
avoir examiné rigouseusement l’hypothèse concernant la distribution des gouttelettes, Ryan et al [97]
conclurent que la cause du biais est inconnue et indiquent qu’il est necessaire de réexaminer les hy-
pothèses de base liées à la technique du rapport de polarisation. La TLMG pour le faisceau feuille
laser a été résemment appliquée par Mroczkra et al [75] pour étudier ce problème en considérant la
sensibilité du rapport de polarisation avec la position de la particule dans un faisceau finie. Ils trouvent
que la mesure des diamètres de particules individuelles est de validité dubitative si la position de la
particule est inconnue parce que la phénomène de diffusion dépend fortement de position de la partic-
ule. Leurs résultats montrent aussi que le désaccord entre les mesures par le rapport de polarisation
et par le phase doppler peut être dû au processus d’échantillonnage.

0.3 Plan de la thèse

En résumé, la TLMG fourni un outil théorique puissant pour traiter les problèmes liés à la diffusion
de faisceaux finis. Cette thèse vise à étendre la TLMG à la diffusion des faisceaux feuille laser par
une particule sphérique, puis à des faisceaux lasers quelconques, ainsi qu’à améliorer le calcul des
coefficients gm

n . Des applications de la théorie liées à des techniques de mesure de particules basées
sur l’utilisation de faisceaux feuille laser sont discutées.

Cette thèse peut être partagée en trois parties, centrées autour d’une problématique commune. Il
s’agit de:

1. Outils théoriques;
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2. Outils numériques;

3. Applications.

La première partie, Outils théoriques, se compose de quatre chapitres.
Le chapitre 1, Relations de symétrie des coefficients gm

n , compile differentes relations de symétrie
entre des coefficients gm

n en partant de condition générale sur le faisceau incident. Aucune description
du faisceau incident n’est necessaire pour ce chapitre. Les conséquences des relations de symétrie entre
les coefficients gm

n sur les quantités physiques mesurables (sections efficaces d’extinction, d’absorption,
de diffusion, sections de pression de radiation, champs diffusés, fonction de phase, · · ·) y sont également
discutées.

Le chapitre 2, Faisceau gaussien circulaire (TEM00), compile les principaux résultats, obtenus par
ailleurs, concernants la description du faisceau gaussien circulaire.

Dans le chapitre 3, Composantes électromagnétiques du faisceau feuille laser, partant des équations
de Maxwell, les lois de description d’un faisceau feuille laser sont obtenues par deux approches differ-
entes.

Dans le chapitre 4, Ordre d’ approximations dans la description d’un faisceau feuille laser, les ap-
proximations introduites dans les lois de description d’un faisceau feuille laser sont discutées, vis-à-vis
des équations de Maxwell pour un système de coordonnée cartésienne ou sphérique, puis l’importance
de ces erreurs introduites dans la théorie de Lorenz-Mie Généralisée sont approfondies.

La deuxième partie, Outils numériques, est dédiée au calcul des coefficients de forme du faisceau,
les gm

n , au coeur de la TLMG. Elle se compose de trois chapitres:
Le chapitre 5, Méthode intégrale, est dédié à la méthode intégrale de calcul des coefficients gm

n .
L’équivalence de deux approches intégrales: intégration doubles (sur θ et φ) dénotées F1, principale-
ment utilisées par Barton et al, intégration triple (sur r, θ, et φ) dénotées F2, principalement dévelopées
à Rouen, est démontrées. Leurs avantages et limitations sont étudiés en détails.

Le chapitre 6, Interprétation localisée, est dédié à l’application des opérateurs dit de localisation
au faisceau feuille laser pour obtenir les expressions des coefficients gm

n en séries infinies. La validité
et la stratégie numérique sont aussi discutées.

Le chapitre 7, Interprétation localisée intégrale, introduit une approche, qui combine les avantages
de la méthode intégrale et de l’interprétation localisée, toute en n’en ayant pas les inconvénients. La
validité de cette approche pour des faisceaux feuille laser très excentriques

w0x

w0y
= 1500, pour de grande

valeur de l’indice n et pour des descriptions de faisceau à l’ordre L3 y est montrée.
La troisième partie, Applications, se compose de 3 chapitres:
Le chapitre 8, Comportements des champs diffusés, discute les champs diffusés à partir d’un faisceau

feuille laser par une particule sphérique, la physique du phénomène y est approfondie. Les sections
efficaces d’extinction, de diffusion et d’absorption, et les sections de pressions de radiation du faisceau
feuille laser sont discutées et comparées avec celles du faisceau gaussien. Le phénomène de la pression
de radiation longiditutal négative pour un faisceau hyperfocalisé y est aussi examinée.

Le chapitre 9, Système DCW correspond à la simulation d’un interferométre à deux feuilles laser.
Cette configuration a été choisie car c’est à notre connaissance l’unique configuration disponible dans
la littérature où des valeurs quantitatives sur la diffusion de feuille laser, par des particules sphériques
sont disponibles.

Le chapitre 10, Image d’une particule éclairée par un faisceau laser, décrit la formation de l’image
d’une particule sphérique, arbitrairement localisée dans un faisceau laser. La lentille de l’optique
d’imagerie y est décrite comme une pupille de phase. Il s’agit du phénomène de base des systèmes de
visualisation et/ou de mesure de carte de vitesse de type PIV. Cette étape est la clef de la réalisation
de carte taille, associées aux carte vitesse.

Les publications [86] [56] [91] [87] [89] [88] [92] [85] [90] [45] [93] nées de cette thèse sont regroupées
dans un volume adjoint.
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Introduction

L’étude théorique de la diffusion d’un faisceau laser par une particule nécessite premièrement une
description théorique de ce faisceau. Cette partie a donc pour objet de fournir des outils théoriques
pour décrire le faisceau étudié.

Les relations de symétrie du champ incident induisent des relations de symétrie pour les champs
diffusés. Celles-ci sont utiles pour simplifier le calcul des coefficients gm

n et pour analyser et vérifier la
cohérence des résultats numériques et des quantités physiques mesurables obtenues.

D’autre part, le faisceau incident est décrit dans la TLMG par des potentiels scalaires de Bromwich
avec deux séries infinies des coefficients gm

n,TM pour l’onde transversale magnétique et gm
n,TE pour l’onde

transversale électrique (n ≥ 1,−n ≤ m ≤ n, entiers). Ils comprennent tous les renseignements sur le
faisceau.

Le premier chapitre est donc dédié à étudier différentes relations de symétrie entre les coefficients
gm
n , en partant de conditions générales sur le faisceau incident. Aucune description du faisceau n’est

nécessaire dans ce chapitre.
A partir de deuxième chapitre, on vise à chercher des descriptions mathématiques du faisceau à

étudier – le faisceau feuille laser. Ce travail est partagé en trois étapes:
Nous rappelons dans le deuxième chapitre le modèle du faisceau gaussien circulaire précédemment

utilisé lors du développement de la théorie de Lorenz-Mie généralisée. Ce modèle nous servira de base
pour décrire le faisceau feuille laser lors de l’extension de la théorie. Dans ce même chapitre, nous
fournissons aussi la description du faisceau gaussien à l’ordre L3 ayant des symétries entre les champs
électrique et magnétique.

Le troisième chapitre présente la détermination des expressions du champ du faisceau feuille
laser, à l’ordre le plus bas, par deux approches différentes: le développement spectral angulaire et la
méthode du champ scalaire (l’approche de Davis). La description du faisceau à des ordres plus élevés
est aussi discutée.

L’ordre d’approximation introduite dans les lois de description du faisceau est discuté dans le
quatrième chapitre, vis-à-vis des équations de Maxwell, pour les systèmes de coordonnées cartésien
et sphérique, puis l’importance de ces erreurs introduites dans la TLMG est approfondie.
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Chapter 1

Relations de Symétrie des Coefficients
gm
n

Les coefficients gm
n de forme du faisceau sont au cœur de la TLMG. Bien comprendre leur car-

actéristiques nous aide à la fois pour les calculer efficacement et pour analyser le problème de diffusion.
Par exemple, pour les champs qui possèdent une symétrie, on peut obtenir toutes les expressions des
gm
n (gm

n,TM , g−m
n,TM , gm

n,TE and g−m
n,TE) à partir de l’une d’entre elles.

Nombre de champs électromagnétiques possèdent des relations de symétrie. Les relations de
symétrie des coefficients gm

n sont liées étroitement aux symétries du faisceau.
Dans ce chapitre nous présentons une méthode pour obtenir de telles relations dans un cadre

général, puis appliquons cette méthode à un faisceau qui possèdent des symétries que les faisceaux
gaussiens (jusqu’à l’ordre L3) et le faisceau feuille laser possèdent. Ces relations de symétrie nous per-
mettent de vérifier et de simplifier les expressions du calcul des gm

n . De plus, elles permettent de prédire
certaines propriétés concernant: pressions de radiation, sections efficaces d’extinction, d’absorption,
et de diffusion, intensités des champs diffusés, phases entre les composantes diffusées perpendiculaires
et parallèles, etc..

Ce chapitre est composé de cinq sections: la première présente la définition des coefficients de forme
du faisceau gm

n . Dans la deuxième section, nous définissons le champ électromagnétique à étudier. La
troisième est dédiée à la recherche des relations de symétrie entre les coefficients gm

n . Nous discuterons
les applications de ces relations de symétrie dans la quatrième. La dernière section est une conclusion.

Le système de coordonnées du problème de diffusion est défini dans la figure 1.1. Le centre du
faisceau se situe en OG, l’origine du repère cartésien (OG; u, v, w). Le faisceau se propage dans la
direction OGw. Le diffuseur est localisé à l’origine du repère cartésien (OP ; x, y, z) dont les axes sont
parallèles à ceux du repère (OG; u, v, w). Un autre repère sphérique (OP ; r, θ, ϕ) lié au (OP ; x, y, z)
est aussi utilisé. Les coordonnées de l’origine du repère (OG; u, v, w) dans le repère du diffuseur
(OP ; x, y, z) sont (x0, y0, z0).

1.1 Coefficients de forme du faisceau gm
n

Les coefficients gm
n de la TLMG prennent en compte l’éclairage non-uniforme et non-symétrique sur

la particule. Les deux séries des coefficients gm
n,TM et gm

n,TE sont définies par [47] [67]:

gm
n,TM =

(2n + 1)in+1

2π2

(n− |m|)!
(n + |m|)!

×
∫ ∞

0
krψ(1)

n (kr)
∫ 2π

0
exp(−imφ)

∫ π

0

Er(r, θ, φ)
E0

P |m|
n (cos θ) sin θdθdφd(kr) (1.1)

gm
n,TE =

(2n + 1)in+1

2π2

(n− |m|)!
(n + |m|)!

13
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Figure 1.1: Géométrie de la TLMG

×
∫ ∞

0
krψ(1)

n (kr)
∫ 2π

0
exp(−imφ)

∫ π

0

Hr(r, θ, φ)
H0

P |m|
n (cos θ) sin θdθdφd(kr) (1.2)

où les ψ
(1)
n (kr) sont les fonctions sphériques de Bessel, les Pm

n (cos θ) sont les polynômes de Legendre
associées, Er et Hr sont les composantes radiales électrique et magnétique du champ incident dans
le repère sphérique (OP ; r, θ, φ), E0 et H0 sont les amplitudes des champs électrique et magnétique au
centre du faisceau. Puisque les coefficients sont déterminés par les valeurs relatives du champ nous
pouvons poser E0 = H0 = 1 sans perte de la généralité.

Alternativement, nous pouvons obtenir ces coefficients par une intégration double sur les coor-
données (θ, φ) (formule (10) de Réf. [67]):

gm
n,TM = C

|m|
n,B

∫ π

0

∫ 2π

0
ErP

|m|
n (cos θ) sin θ exp(−imφ)dφdθ (1.3)

gm
n,TE = C

|m|
n,B

∫ π

0

∫ 2π

0
HrP

|m|
n (cos θ) sin θ exp(−imφ)dφdθ (1.4)

où

C
|m|
n,B =

in+1

4π

(n− |m|)!
(n + |m|)!

kr

ψ
(1)
n (kr)

(1.5)

L’équivalence entre ces deux formes, pour un champ parfaitement décrit, sera démontrée dans le
chapitre 5. Nous mentionnons simplement que la dépendance en r de (1.3) et (1.4) est uniquement
apparente et peut être levée par l’intégration sur r. Chaque forme a ses avantages et désavantages
pour l’évaluation numérique. Théoriquement, elles sont équivalentes si l’on admet que la description
du faisceau répond parfaitement aux équations de Maxwell. La discussion dans ce chapitre concerne
seulement le calcul formel si bien que la différence est sans importance.

1.2 Relations de symétrie du champ incident

Les champs électrique E et magnétique H considérés sont décrits dans un repère (OG; u, v, w) par
ses composantes cartésiennes Eu, Ev, Ew,Hu,Hv et Hw, qui ont les relations de symétrie suivantes:

Eu(u, v, w) = +Eu(u,−v, w) = +Eu(−u, v, w) = +E∗
u(u, v,−w) (1.6)
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Ev(u, v, w) = −Ev(u,−v, w) = −Ev(−u, v, w) = +E∗
v(u, v,−w) (1.7)

Ew(u, v, w) = +Ew(u,−v, w) = −Ew(−u, v, w) = −E∗
w(u, v,−w) (1.8)

Hu(u, v, w) = −Hu(u,−v, w) = −Hu(−u, v, w) = +H∗
u(u, v,−w) (1.9)

Hv(u, v, w) = +Hv(u,−v, w) = +Hv(−u, v, w) = +H∗
v (u, v,−w) (1.10)

Hw(u, v, w) = −Hw(u,−v, w)=+Hw(−u, v, w)=−H∗
w(u, v,−w) (1.11)

C’est à dire que Eu,Hv sont des fonctions paires de u et v, Ev,Hu sont des fonctions impaires de
u et v, Ew est une fonction paire de v, impaire de u, Hw est une fonction paire de u, impaire de v.

Les champs électromagnétiques du faisceau gaussien circulaire et du faisceau gaussien elliptique
(faisceau feuille laser) satisfont les relations de symétrie ci-dessus (1.6)-(1.11).

Comme nous l’avons vu, les coefficients gm
n,TM et gm

n,TE sont déterminés par les composantes radiales
des champs électrique et magnétique Er et Hr. Par deux changements de repère du système de
(OG; u, v, w) à (OP ; x, y, z), puis de (OP ;x, y, z) à (OP ; r, θ, φ), nous obtenons les composantes radiales
du champ électrique et magnétique Er et Hr qui sont suffisantes pour notre discussion:

Er = sin θ cosφEu(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)
+ sin θ sinφEv(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)
+ cos θEw(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0) (1.12)

Hr = sin θ cosφHu(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)
+ sin θ sinφHv(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)
+ cos θHw(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0) (1.13)

Donc, en général, les coefficients de forme du faisceau gm
n dépendent explicitement de x0, y0 et z0.

1.3 Recherche des relations de symétrie

1.3.1 Cas général

A partir des définitions des gm
n,TM (équation (1.3)) on obtient:

gm
n,TM (x0, y0, z0)

= C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
[sin θ cosφEu(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)

+ sin θ sinφEv(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)
+cos θEw(r sin θ cosφ−x0, r sin θ sinφ−y0, rcos θ−z0)]exp(−imφ)dφdθ (1.14)

D’autre part, on a:

g−m
n,TM (−x0, y0, z0)

= C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
[sin θ cosφEu(r sin θ cosφ + x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)

+ sin θ sinφEv(r sin θ cosφ + x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ − z0)
+ cos θEw(r sin θ cosφ+x0, r sin θ sinφ−y0, r cos θ−z0)] exp(imφ)dφdθ (1.15)

Par un changement de la variable d’intégration: φ′=π − φ, et en utilisant les relations (1.6)-(1.8),
nous obtenons:

g−m
n,TM (−x0, y0, z0)

= C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ π

−π
[− sin θ cosφ′Eu(−r sin θ cosφ′+x0, r sin θ sinφ′−y0, r cos θ−z0)

+ sin θ sinφ′Ev(−r sin θ cosφ′ + x0, r sin θ sinφ′ − y0, r cos θ − z0)
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+ cos θEw(−r sin θ cosφ′+x0, r sin θ sinφ′−y0, r cos θ−z0)]
× exp(imπ−imφ′)dφ′dθ

= (−1)m−1C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
[sin θ cosφ′Eu(r sin θ cosφ′ − x0, r sin θ sinφ′−y0, r cos θ−z0)

+ sin θ sinφ′Ev(r sin θ cosφ′ − x0, r sin θ sinφ′ − y0, r cos θ − z0)
+ cos θEw(r sin θ cosφ′−x0, r sin θ sinφ′−y0, r cos θ−z0)] exp(−imφ′)dφ′dθ (1.16)

g−m
n,TM (−x0, y0, z0) = (−1)m−1gm

n,TM (x0, y0, z0) (1.17)

Pour obtenir la relation de symétrie en y0, considérons:

g−m
n,TM (x0,−y0, z0)

= C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
[sin θ cosφEu(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ + y0, r cos θ − z0)

+ sin θ sinφEv(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ + y0, r cos θ − z0)
+cos θEw(r sin θ cosφ−x0, r sin θ sinφ+y0, r cos θ−z0)]exp(imφ)dφdθ (1.18)

Par un changement de la variable d’intégration: φ′=2π−φ, et en utilisant les relations (1.6)-(1.8),
nous obtenons:

g−m
n,TM (x0,−y0, z0)

= C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
[sin θ cosφ′Eu(r sin θ cosφ′−x0,−r sin θ sinφ′+y0, rcos θ− z0)

− sin θ sinφ′Ev(r sin θ cosφ′ − x0,−r sin θ sinφ′ + y0, r cos θ − z0)
+ cos θEw(r sin θ cosφ′ − x0,−r sin θ sinφ′ + y0, r cos θ − z0)]
× exp(2imπ − imφ′)dφ′dθ (1.19)

g−m
n,TM (x0,−y0, z0) = gm

n,TM (x0, y0, z0) (1.20)

L’obtention de la relation de symétrie en z0 est un peu différente de ci-dessus. Pour cela, on
considère le conjugué de gm

n,TM et utilise le changement de la variable d’intégration θ = π − θ′. A
partir de l’équation (1.14), on obtient:

g−m∗
n,TM(x0, y0,−z0)

= C
|m|∗
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
[sin θ cosφE∗

u(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ + z0)

+ sin θ sinφE∗
v(r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, r cos θ + z0)

+cos θE∗
w(r sin θ cosφ−x0, r sin θ sinφ−y0, r cos θ+z0)] exp(−imφ)dφdθ (1.21)

D’autre part, à partir de la définition des polynômes de Legendre associées Pm
n [108]:

Pm
n (x) = (−1)m(1− x2)m/2 dm

dxm
Pn(x) (1.22)

et de la relation de symétrie des polynômes de Legendre [108]:

Pn(−x) = (−1)nPn(x) (1.23)

nous obtenons:
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Pm
n (− cos θ) = (−1)n+mPm

n (cos θ) (1.24)

En remplaçant par θ′=π−θ et en utilisant les relations (1.6)-(1.8), (1.5) et (1.24), la relation (1.21)
devient:

g−m∗
n,TM (x0, y0,−z0)

= C
|m|∗
n,B

∫ π

0
P |m|

n (− cos θ′) sin θ′
∫ 2π

0
[sin θ′ cosφE∗

u(r sin θ′ cosφ− x0, r sin θ′ sinφ− y0,−r cos θ′ + z0)

+ sin θ′ sinφE∗
v(r sin θ′ cosφ− x0, r sin θ′ sinφ− y0,−r cos θ′ + z0)

− cosθ′E∗
w(r sinθ′cosφ−x0, r sinθ′sinφ−y0,−r cosθ′+z0)] exp(−imφ)dφdθ′

= (−1)n+1+n+|m|C |m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ′) sin θ′dθ′

∫ 2π

0
[sin θ′ cosφEu(r sin θ′ cosφ− x0, r sin θ′ sinφ− y0, r cos θ′ − z0)

+ sin θ′ sinφEv(r sin θ′ cosφ− x0, r sin θ′ sinφ− y0, r cos θ′ − z0)
+ cos θ′Ew(r sin θ′ cosφ−x0, r sin θ′ sinφ−y0, r cos θ′−z0)] exp(−imφ)dφdθ′ (1.25)

g−m∗
n,TM (x0, y0,−z0) = (−1)m−1gm

n,TM (x0, y0, z0) (1.26)

La procédure pour l’onde TE est identique que celle pour l’onde TM. En résumé, nous avons pour
l’onde TM:

gm
n,TM (x0, y0, z0) = (−1)m−1g−m

n,TM (−x0, y0, z0) (1.27)

gm
n,TM (x0, y0, z0) = g−m

n,TM (x0,−y0, z0) (1.28)

gm
n,TM (x0, y0, z0) = (−1)m−1g−m∗

n,TM (x0, y0,−z0)
(1.29)

pour l’onde TE:

gm
n,TE(x0, y0, z0) = (−1)mg−m

n,TE(−x0, y0, z0) (1.30)

gm
n,TE(x0, y0, z0) = −g−m

n,TE(x0,−y0, z0) (1.31)

gm
n,TE(x0, y0, z0) = (−1)m−1g−m∗

n,TE(x0, y0,−z0)
(1.32)

Jusqu’à maintenant, nous avons obtenus toutes les relations de symétrie entre les coefficients gm
n

avec m positif et négatif. Quant aux relations entre gm
n,TM et gm

n,TE , il nous faut des relations de
symétrie entre les composantes électriques et magnétiques qui sont étroitement liées à la forme du
faisceau. On suppose qu’il existe les relations suivantes entre elles.

Eu = F (u, v, w,Ωx, Ωy) (1.33)
Ev = G(u, v, w,Ωx,Ωy) (1.34)
Ew = K(u, v, w,Ωx, Ωy) (1.35)
Hu = G(v, u, w,Ωy, Ωx) (1.36)
Hv = F (v, u, w,Ωy, Ωx) (1.37)
Hw = K(v, u, w,Ωy, Ωx) (1.38)
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où F , G et K sont des fonctions quelconques, Ωx et Ωy sont des paramètres constants liés à la
dissymétrie du faisceau. Par exemple, pour le faisceau feuille laser Ωx = (w0x, lx), Ωy = (w0y, ly)
(pour les définitions des w0x, w0y, lx et ly voir le chapitre 3) et pour le faisceau gaussien, le champ est
circulairement symétrique: Ωx = Ωy = w0. Les expressions des gm

n,TM sont donc écrites comme:

g−m
n,TM (x0, y0, z0, Ωx, Ωy)

= C
|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0
{sin θ cosφF (r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ−y0, z0, Ωx, Ωy)

+ sin θ sinφG (r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ−y0, z0, Ωx, Ωy)
+ cos θK (r sin θ cosφ− x0, r sin θ sinφ− y0, z0,Ωx, Ωy)} exp(imφ)dφdθ (1.39)

Par le changement de variable: φ′=π/2−φ, et en utilisant les relations (1.33)-(1.38), nous obtenons:

g−m
n,TM(x0, y0, z0, Ωx, Ωy) = C

|m|
n,B

∫ π

0
P |m|

n (cos θ) sin θ

∫ 2π

0

{
sin θ sinφ′F

(
r sin θ sinφ′−x0, r sin θ cosφ′−y0, z0, Ωx, Ωy

)

+ sin θ cosφ′G
(
r sin θ sinφ′−x0, r sin θ cosφ′−y0, z0,Ωx, Ωy

)

+ cos θK
(
r sin θ sinφ′ − x0, r sin θ cosφ′ − y0, z0, Ωx, Ωy

)}
exp(

imπ

2
− imφ′)dφ′dθ (1.40)

g−m
n,TM (x0, y0, z0, Ωx, Ωy) = imgm

n,TE(y0, x0, z0, Ωy,Ωx) (1.41)

La relation (1.41) peut être aussi obtenue à partir des gm
n,TE .

Les relations (1.27)-(1.32) et (1.41) nous permettent d’obtenir toutes les expressions des gm
n : gm

n,TM ,
g−m
n,TM , gm

n,TE et g−m
n,TE à partir d’une seule d’entre elles. De plus, ces relations indiquent aussi que les

valeurs absolues des gm
n sont toutes identiques pour m positif et négatif, et pour les coordonnées

(x0, y0, z0) positives et négatives. Cependant, la relation entre gm
n,TM et gm

n,TE est liée à la symétrie
circulaire. Pour les faisceaux circulairement symétriques les valeurs absolues sont toujours identiques.
Mais pour d’autres on a la relation:

|gm
n,TM (x0, y0, Ωx, Ωy)| = |gm

n,TE(y0, x0, Ωy, Ωx)|

1.3.2 Cas particuliers

Lorsque le diffuseur se déplace sur l’axe du faisceau x0 = y0 = 0 ou sur les plans x0 = z0 = 0
ou y0 = z0 = 0, les relations de symétrie sont plus particulières. Celles-ci sont particulièrement
importantes pour les calculs de pression de radiation [91].

Sur l’axe du faisceau: x0 = y0 = 0

C’est le cas le plus simple et il a été exhaustivement étudié pour le faisceau gaussien à l’ordre L−

et L (voir [55] [44] par exemple) où seuls les coefficients g±1
n sont différents de zéro. Cela est vrai

pour le faisceau gaussien jusqu’à l’ordre L3 . En fait, à partir des composantes cartésiennes du champ
électromagnétique du faisceau gaussien à l’ordre L3 (voir le chapitre 2 ou la référence [15]), par deux
changement de repère du système de (OG;u, v, w) à (OP ; x, y, z), puis de (OP ;x, y, z) à (OP ; r, θ, φ),
nous obtenons les composantes radiales du champ électrique:

Er = E0ψ0 sin θ cosφ exp(−ikr cos θ + ikz0)

×
(

1− 2sQ cos θ
r

w0

)[
1− s2Q2 sin2 θ

r2

w2
0

(
3− iQ sin2 θ

r2

w2
0

)
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+ s4Q4 sin4 θ
r4

w4
0

(
10− 5iQ sin2 θ

r2

w2
0

−Q2 sin4 θ
r4

2w4
0

)]
(1.42)

où :

ψ0 = iQ exp
(
−iQ sin2 θ

r2

w2
0

)

Q =
1

i +
2
l
(r cos θ − z0)

l = kw2
0

où w0 est le rayon au col du faisceau gaussien. En introduisant (1.42) dans (1.3), nous pouvons
démontrer aisément que dans ce cas seuls les coefficients g±1

n sont différents de zéro, même lorsque les
expressions du champ sont beaucoup plus complexes que celles du faisceau gaussien au premier ordre
L.

Pour un champ plus général dont les composantes cartésiennes conservent les relations (1.6)-(1.11),
on déduit directement des relations (1.27), (1.28), (1.30), (1.31) que tous les coefficients gm

n avec m
pairs sont nuls.

g2m
n,TM (0, 0, z0) = g2m

n,TE(0, 0, z0) = 0 (1.43)

Sur le plan: x0 = z0 = 0 ou y0 = z0 = 0

Lorsque x0 = z0 = 0, en utilisant les relations (1.27), (1.29), (1.30) et (1.32), nous obtenons:

gm
n,TM = (−1)m−1g−m

n,TM = gm∗
n,TM (1.44)

gm
n,TE = (−1)mg−m

n,TE = −gm∗
n,TE (1.45)

C’est à dire que dans ce cas, les gm
n,TM sont toujours réels purs et les gm

n,TE sont toujours imaginaires
purs.

Lorsque y0 = z0 = 0, en utilisant les relations (1.28), (1.29), (1.31) et (1.32) et en appliquant la
même procédure, on trouve que pour m pair les gm

n,TM sont imaginaires et les gm
n,TE réels, pour m

impair les gm
n,TM sont réels et les gm

n,TE imaginaires:

gm
n,TM = g−m

n,TM = (−1)m−1gm∗
n,TM (1.46)

gm
n,TE = −g−m

n,TE = (−1)mgm∗
n,TE (1.47)

1.4 Applications des relations de symétrie

Les relations de symétrie que nous avons obtenues dans la section précédente sont valables non seule-
ment pour le faisceau gaussien et le faisceau feuille laser mais pour tous les faisceaux qui possèdent
les symétries identiques à celles discutées dans ce chapitre. Pour ces champs nous pouvons utiliser
directement les relations de symétrie des gm

n que nous avons obtenu.
Pour d’autres formes de champs on peut aussi utiliser la méthode que nous proposons pour obtenir

des relations de symétrie.
D’autre part, les relations de symétrie des coefficients gm

n sont utiles non seulement pour vérifier
et simplifier le calcul des coefficients mais aussi pour étudier les caractéristiques des valeurs physiques
connectées.

Pour le champ qui possède la symétrie discutée dans ce chapitre, à partir de l’expression des gm
n,TM

avec m positif, on peut aisément obtenir les trois autres: g−m
n,TM , gm

n,TE et g−m
n,TE en utilisant les relations

de symétrie (1.27)-(1.32) et (1.41) entre elles (voir le chapitre 6).
Nous allons dans cette section appliquer les relations de symétrie obtenues à l’analyse des sections

efficaces, des pressions de radiations, et des champs électromagnétiques diffusés.
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Les sections efficaces d’extinction et de diffusion s’expriment par:

Cext =
λ2

π
Re

∞∑

n=1

n∑
m=−n

2n + 1
n(n + 1)

(n + |m|)!
(n− |m|)! (an|gm

n,TM |2 + bn|gm
n,TE |2) (1.48)

Csca =
λ2

π

∞∑

n=1

n∑
m=−n

2n + 1
n(n + 1)

(n + |m|)!
(n− |m|)! (|an|2|gm

n,TM |2 + |bn|2|gm
n,TE |2) (1.49)

En utilisant les relations (1.27)-(1.32), on trouve que Cext et Csca sont symétriques en x0, y0 et z0:

Cext(x0, y0, z0) = Cext(−x0, y0, z0) = Cext(x0,−y0, z0) = Cext(x0, y0,−z0) (1.50)
Csca(x0, y0, z0) = Csca(−x0, y0, z0) = Csca(x0,−y0, z0) = Csca(x0, y0,−z0) (1.51)

Elles sont symétriques le long de la direction de propagation z0.
Lorsque la particule est arbitrairement localisée dans un faisceau quelconque, les pressions de

radiation longitudinale Cpr,z et transversales Cpr,x, Cpr,y exercées sur la particule peuvent être
calculées par [91]:

Cpr,z =
λ2

π

∞∑

n=1

Re

{
1

n + 1
(
Ang0

n,TMg0∗
n+1,TM + Bng0

n,TEg0∗
n+1,TE

)

+
n∑

m=1

[
1

(n + 1)2
(n + m + 1)!

(n−m)!

(
Angm

n,TMgm∗
n+1,TM + Ang−m

n,TMg−m∗
n+1,TM

+ Bngm
n,TEgm∗

n+1,TE + Bng−m
n,TEg−m∗

n+1,TE

)

+ m
2n + 1

n2(n + 1)2
(n + m)!
(n−m)!

Cn

(
gm
n,TMgm∗

n,TE − g−m
n,TMg−m∗

n,TE

)]}
(1.52)

Cpr,x = Re(C) Cpr,y = Im(C) (1.53)

où

C =
λ2

2π

∞∑

n=1

{
−(2n + 2)!

(n + 1)2
Fn+1

n +
n∑

m=1

(n + m)!
(n−m)!

1
(n + 1)2

[
Fm+1

n −n + m + 1
n−m + 1

Fm
n

+
2n + 1

n2

(
Cngm−1

n,TMgm∗
n,TE − Cng−m

n,TMg−m+1∗
n+1,TE + C∗

ngm−1
n,TEgm∗

n,TM − C∗
ng−m

n,TEg−m+1∗
n,TM

)]}
(1.54)

avec

Fm
n =Angm−1

n,TMgm∗
n+1,TM + Bngm−1

n,TEgm∗
n+1,TE + A∗ng−m

n+1,TMg−m+1∗
n,TM + B∗

ng−m
n+1,TEg−m+1∗

n,TE (1.55)

An = an + a∗n+1 − 2ana∗n+1 (1.56)
Bn = bn + b∗n+1 − 2bnb∗n+1 (1.57)
Cn = −i(an + b∗n+1 − 2anb∗n+1) (1.58)

En utilisant les relations (1.27), (1.28), (1.30) et (1.31), on trouve les relations de symétrie des
Cpr,z, Cpr,x et Cpr,y suivantes:

Cpr,x(x0, y0) = −Cpr,x(−x0, y0) = +Cpr,x(x0,−y0) (1.59)

Cpr,y(x0, y0) = +Cpr,y(−x0, y0) = −Cpr,y(x0,−y0) (1.60)

Cpr,z(x0, y0) = +Cpr,z(−x0, y0) = +Cpr,z(x0,−y0) (1.61)

Contrairement aux sections efficaces d’extinction et de diffusion, les pressions de radiation ne sont
pas symétriques en z0.
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Lorsque la particule se déplace parallèlement (y0=0) ou perpendiculairement (x0=0) à la direction
de polarisation, les formules (1.52)-(1.54) peuvent être simplifiées:

Cpr,z =
λ2

π

∞∑

n=1

Re

{
1

n + 1
(
Ang0

n,TMg0∗
n+1,TM + Bng0

n,TEg0∗
n+1,TE

)

+ 2
n∑

m=1

[
1

(n + 1)2
(n + m + 1)!

(n−m)!
(
Angm

n,TMgm∗
n+1,TM + Bngm

n,TEgm∗
n+1,TE

)

+ p
2n + 1

n2(n + 1)2
(n + m)!
(n−m)!

Cngm
n,TMgm∗

n+1,TE

]}
(1.62)

Cpr,x =
{

0 x0 = 0
Re(C) y0 = 0

(1.63)

Cpr,y =
{

Im(C) x0 = 0
0 y0 = 0

(1.64)

où

C =
λ2

π

∞∑

n=1

{
−(2n + 2)!

(n + 1)2
(
Angn

n,TMgn+1∗
n+1,TM + Bngn

n,TEgn+1∗
n+1,TE

)

+
n∑

m=1

(n + p)!
(n− p)!

1
(n + 1)2

[(
A∗ngm−1

n+1,TMgm∗
n,TM + B∗

ngm−1
n+1,TEgm∗

n,TE

)

− (2n + 2)!
(n + 1)2

(
Angm−1

n,TMgm∗
n+1,TM + Bngm−1

n,TEgm∗
n+1,TE

)

+
2n + 1

n2

(
Cngm−1

n,TMgm∗
n,TE + C∗

ngm−1
n,TEgm∗

n+1,TM

)]}
(1.65)

Il faut noter que les relations (1.52), (1.54), (1.62)-(1.65) sont identiques à celles que nous avons
publiées dans le référence [91], Mais toutes les relations données dans cette section sont vraies pour
tous les champs qui possèdent les symétries (1.6)-(1.11) et (1.33)-(1.38). Le faisceau gaussien et le
faisceau feuille laser sont des cas particuliers de cette discussion générale.

De la même manière, on peut obtenir les relations de symétrie pour les champs diffusés. Dans la
TLMG, les composantes du champ électromagnétique diffusé prennent les formes [47]:

Es
r = −kE0

∞∑

n=1

+n∑
m=−n

Cpw
n angm

n,TM

[
ξ
′′
n(kr) + ξn(kr)

]
P |m|

n (cos θ) exp(imφ) (1.66)

Es
θ = −E0

r

∞∑

n=1

+n∑
m=−n

Cpw
n

[
angm

n,TMξ
′
n(kr)τ |m|n (cos θ)+ mbngm

n,TEξn(kr)π|m|n (cos θ)
]
exp(imφ)(1.67)

Es
φ = − iE0

r

∞∑

n=1

+n∑
m=−n

Cpw
n

[
mangm

n,TMξ
′
n(kr)π|m|n (cos θ)+ bngm

n,TEξn(kr)τ |m|n (cos θ)
]
exp(imφ)(1.68)

Hs
r = −kH0

∞∑

n=1

+n∑
m=−n

Cpw
n bngm

n,TE

[
ξ
′′
n(kr) + ξn(kr)

]
P |m|

n (cos θ) exp(imφ) (1.69)

Hs
θ =

H0

r

∞∑

n=1

+n∑
m=−n

Cpw
n

[
mangm

n,TMξn(kr)π|m|n (cos θ)− bngm
n,TEξ

′
n(kr)π|m|n (cos θ)

]
exp(imφ) (1.70)

Hs
φ =

iH0

r

∞∑

n=1

+n∑
m=−n

Cpw
n

[
angm

n,TMξn(kr)τ |m|n (cos θ)− mbngm
n,TEξ

′
n(kr)π|m|n (cos θ)

]
exp(imφ) (1.71)
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où :

Cpw
n =

(−i)n+1

k

2n + 1
n(n + 1)

(1.72)

an, bn sont les coefficients de la Théorie de Lorenz-Mie, les fonctions de Ricatti-Bessel ξn(kr) et ses
dérivés ξ

′
n(kr), ξ

′′
n(kr) dépendent seulement de kr, et les polynômes de Legendre associées P

|m|
n (cos θ),

les fonctions de Legendre généralisées τ
|m|
n (cos θ), π

|m|
n (cos θ) dépendent seulement de cos θ.

En utilisant les relations (1.27), (1.28), (1.30) et (1.31), nous obtenons les relations de symétrie
suivantes:

Es
r(x0, y0, φ) = −Es

r(−x0, y0, π − φ) = +Es
r(x0,−y0,−φ) (1.73)

Es
θ(x0, y0, φ) = −Es

θ(−x0, y0, π − φ) = +Es
θ(x0,−y0,−φ) (1.74)

Es
φ(x0, y0, φ) = +Es

φ(−x0, y0, π − φ) = −Es
φ(x0,−y0,−φ) (1.75)

Hs
r (x0, y0, φ) = +Hs

r (−x0, y0, π − φ) = −Hs
r (x0,−y0,−φ) (1.76)

Hs
θ (x0, y0, φ) = +Hs

θ (−x0, y0, π − φ) = −Hs
θ (x0,−y0,−φ) (1.77)

Hs
φ(x0, y0, φ) = −Hs

φ(−x0, y0, π − φ) = +Hs
φ(x0,−y0,−φ) (1.78)

Pour les champs diffusés également, il n’existe pas de symétrie en z0.

1.5 Conclusion

Les relations de symétrie des gm
n induites par les symétries du faisceau incident ont été démontrées. Ces

relations nous permettent d’obtenir les expressions des trois autres coefficients de forme du faisceau
à partir de l’une d’entre elles et peuvent être utilisées pour vérifier ou simplifier le calcul. De plus
ces relations de symétrie induisent des relations de symétrie sur les quantités physiques telles que les
sections efficaces de diffusion et d’extinction, les pressions de radiation transversale et longitudinale,
les composantes du champ diffusé, etc. . Ces symétries ont été calculées et discutées.

La méthode utilisée peut être appliquée à des faisceaux possédant d’autres symétries.



Chapter 2

Faisceau Gaussien Circulaire

Le faisceau gaussien, mode TM00, a été beaucoup étudié et largement utilisé. Il a été abordé par
des méthodes et sous des angles divers par plusieurs auteurs. Mentionnons particulièrement ici le
travail du LESP [47] [91] [48] [66] qui a développé une théorie de Lorenz-Mie généralisée appliquée au
faisceau gaussien, établi un formalisme et écrit des codes efficaces pour prévoir toutes les propriétés
pertinentes: les pressions de radiation, les sections efficaces, les distributions angulaires du champ
électromagnétique diffusé, les phases et la polarisation. Dans ce formalisme, l’éclairage non-uniforme
sur le diffuseur est pris en compte par deux séries de coefficients gm

n,TM et gm
n,TE , des codes efficaces

sont aussi développés pour les calculer [41][43] [86]. Nous rappelons dans cette section le modèle de
Davis [27], par analogie avec lequel, et à l’aide de la proposition de Carter [23] nous obtiendrons les
descriptions du champ de faisceau feuille laser dans le chapitre suivant.

2.1 Modèle de Davis

Puisque la divergence du champ magnétique est nulle dans des milieux où il n’y a pas de charges
électriques, ce champ peut être défini par la rotation d’un potentiel vecteur A:

H =
1
µ
∇×A (2.1)

supposant que la perméabilité magnétique µ est constante. Le champ électrique s’écrit donc:

E = −iω

[
A +

1
k2
∇(∇ ·A)

]
(2.2)

Le potentiel vecteur A obéit d’après la condition de Lorentz à l’équation d’onde homogène:

∇2A + k2A = 0 (2.3)

On considère une onde se propageant dans la direction Oz du repère (O; x, y, z) (Figure 2.1) et on
suppose que le champ est polarisé selon le plan Oxz et transverse. Nous avons donc: A = Ax, Ay =
Az = 0 et

Ax =
iE0

ω
ψ(x, y, z) exp(−ikz) (2.4)

où E0 est l’amplitude du champ électrique au centre du faisceau et ω la pulsation de l’onde sinusöıdale.
ψ est un champ à variation lente. La dépendance au temps, non explicitée dans les relations

précédentes, est sinusöıdale de la forme eiωt.

Soit 2w0 la diamètre du col du faisceau gaussien (
1
e

en amplitude) et l la longueur de divergence
du faisceau définie par

l = kw2
0 (2.5)

23
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Figure 2.1: Géométrie du faisceau gaussien

C’est la longueur typique dans la direction de propagation, double de la distance au col pour

laquelle le faisceau est élargi dans un rapport
√

2 (figure 2.1), k =
2π

λ
est le nombre d’onde et λ la

longueur d’onde.
Introduisons aussi un paramètre fondamental adimensionnel s donné par

s =
w0

l
=

1
kw0

(2.6)

Ce paramètre est habituellement beaucoup plus petit que 1. Par exemple, pour λ=0,5 µm et pour
un col d’une largeur de 50 µm, nous avons s ∼ 10−3.

Alors, d’après Davis, nous pouvons écrire:

ψ = ψ0 + s2ψ2 + s4ψ4 + · · · (2.7)

La fonction d’ordre le plus bas ψ0 est le mode fondamental, donnée par:

ψ0 = iQ exp
(
−iQ

x2 + y2

w2
0

)
(2.8)

où Q est défini par:

Q =
1

i +
2z

l

(2.9)

Soit encore pour Q:

iQ =
w2

0

w2
+

il

2R
(2.10)

où 2w est la diamètre du faisceau à z:

w = w0

(
1 +

4z2

l2

)1/2

(2.11)
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et R le rayon de courbure du front d’onde qui coupe l’axe en z:

R = z

(
1 +

l2

4z2

)
(2.12)

Les fonctions d’ordre plus élevé ψ2 et ψ4 sont données par [27] [15]:

ψ2 =
(
2iQ + iρ4Q3

)
ψ0 (2.13)

ψ4 =
(−6Q2 − 3ρ4Q4 − 2iρ6Q5 − 0.5ρ8Q6

)
ψ0 (2.14)

Les champs électrique et magnétique obtenus de telle manière sont symétriques à l’ordre L, mais
pas pour les champs de l’ordre plus élevés. Barton [15] a proposé d’introduire un potentiel vecteur A′

à partir du champ électrique. Puisque dans le milieu où il n’y a pas de courant libre, la divergence du
champ électrique est nulle, nous pouvons définir ce champ par la rotation d’un potentiel vecteur A′:

E =
1
µ
∇×A′ (2.15)

Le champ magnétique s’obtient donc:

H = ik

√
ε

µ

[
A′ +

1
k2
∇(∇ ·A′)

]
(2.16)

Le potentiel vecteur A′ obéit la même équation que A. Pour le champ électrique polarisé selon le

plan O − xz et traverse, nous avons A′x = A′z = 0, A′y = − iE0

k
ψe−ikz

Le champ obtenu des potentiels vecteurs (A + A′)/2 est symétrique pour tous les ordres.

2.2 Composantes du champ à différents ordres

Les composantes cartésiennes du champ électromagnétique à l’ordre L− (εL = 0) ou à l’ordre L
(εL = 1) s’écrivent:

Ex(x, y, z) = E0ψ0 exp(−ikz) (2.17)
Ey(x, y, z) = 0 (2.18)

Ez(x, y, z) = −εL
2Qx

l
Ex (2.19)

Hx(x, y, z) = 0 (2.20)
Hy(x, y, z) = H0ψ0 exp(−ikz) (2.21)

Hz(x, y, z) = −εL
2Qy

l
Hy (2.22)

Les composantes électromagnétiques jusqu’à l’ordre L3 sont données par [15]:

Ex = E0ψ0 exp(−ikz){1 + s2(−ρ2Q2 + iρ4Q3 − 2Q2ξ2)
+s4[+2ρ4Q4 − 3iρ6Q5 − 0.5ρ8Q6 + (8ρ2Q4 − 2iρ4Q5)ξ2]} (2.23)

Ey = E0ψ0 exp(−ikz){s2(−2Q2ξη) + s4[(8ρ2Q4 − 2iρ4Q5)ξη]} (2.24)
Ez = E0ψ0 exp(−ikz){s(−2Qξ) + s3[(+6ρ2Q3 − 2iρ4Q4)ξ]

+s5[(−20ρ4Q5 + 10iρ6Q6 + ρ8Q7)ξ]} (2.25)
Hx = H0ψ0 exp(−ikz){s2(−2Q2ξη) + s4[(8ρ2Q4 − 2iρ4Q5)ξη]} (2.26)
Hy = H0ψ0 exp(−ikz){1 + s2(−ρ2Q2 + iρ4Q3 − 2Q2η2)

+s4[+2ρ4Q4 − 3iρ6Q5 − 0.5ρ8Q6 + (8ρ2Q4 − 2iρ4Q5)η2]} (2.27)
Hz = H0ψ0 exp(−ikz){s(−2Qη) + s3[(+6ρ2Q3 − 2iρ4Q4)η]

+s5[(−20ρ4Q5 + 10iρ6Q6 + ρ8Q7)η]} (2.28)
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où:
ρ2 = ξ2 + η2 ξ =

x

w0
η =

y

w0

E0 et H0 sont respectivement les amplitudes des champs électrique et magnétique au centre du
faisceau.

Ces descriptions permet de traiter le faisceau gaussien très focalisé avec la TLMG. Le calcul des gm
n

correspondants est plus compliqué que pour le faisceau gaussien à l’ordre L. Nous le discuterons dans
le chapitre 7. Les pressions de radiation exercées par un faisceau gaussien hyperfocalisé seront traitées
dans le chapitre 8 où des pressions de radiation longitudinales inverse à la direction de propagation
du faisceau seront obtenues.



Chapter 3

Composantes Electromagnétiques du
Faisceau Feuille Laser

Ce chapitre vise à obtenir les composantes électromagnétiques du champ d’un faisceau feuille laser
dans un repère cartésien à partir du champ électrique dans le plan z = 0 en utilisant le développement
spectral et le potentiel scalaire (méthode de Davis), puis nous les exprimons dans un repère sphérique.

Un faisceau feuille laser est défini comme un faisceau gaussien avec une section elliptique. Le
faisceau choisi dans ce chapitre est un faisceau feuille laser se propageant dans un milieu isotrope,
linéaire et non-absorbant caractérisé par une permittivité ε et une perméabilité µ réelles.

Nous précisons tout de suite la géométrie utilisée dans ce chapitre: le faisceau est centré sur l’axe
Oz du repère cartésien (O; x, y, z) (figure 3.1), se propage dans le sens des z positifs. Il est polarisé
avec le vecteur électrique E parallèle à Ox dans le plan z = 0. w0x et w0y sont les longueurs des
deux axes elliptiques au col du faisceau, respectivement parallèle et perpendiculaire à la direction de
la polarisation. Un repère sphérique associé (O; r, θ, φ) est aussi utilisé pour décrire les champs en
composantes sphériques qui sont particulièrement importantes dans la TLMG.

3.1 Développement en onde plane

On suppose que l’amplitude du champ électrique Ex obéit à une distribution gaussienne dans le plan
z = 0 avec deux variables non-corrélées correspondant aux coordonnées x et y dont les variances ne
sont pas égales. Les composantes x et y du champ s’écrivent:

Ex(x, y, 0) = E0 exp

(
− x2

w2
0x

− y2

w2
0y

)
(3.1)

Ey(x, y, 0) = 0 (3.2)

où E0 est l’amplitude du champ électrique au centre du faisceau, 2w0x et 2w0y sont les longueurs des
axes au col elliptique du faisceau respectivement dans les directions x et y.

Suivant les propositions de Stratton [104] et Carter [23], nous pouvons exprimer le champ dans
l’espace comme un spectre angulaire d’onde plane. Les composantes cartésiennes des champs électrique
et magnétique sont données par [23] 1:

Ex(x, y, z) =
∫∫ ∞

−∞
Ax(p, q)e−ik(px+qy+mz)dpdq (3.3)

Ey(x, y, z) =
∫∫ ∞

−∞
Ay(p, q)e−ik(px+qy+mz)dpdq (3.4)

Ez(x, y, z) = −
∫∫ ∞

−∞

[ p

m
Ax(p, q) +

q

m
Ay(p, q)

]
e−ik(px+qy+mz)dpdq (3.5)

1le facteur dépendant du temps eiωt a été pris ici différent de celui de Carter e−iωt
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Figure 3.1: Géométrie du faisceau feuille laser

Hx(x, y, z) = − 1
Z0

∫∫ ∞

−∞

[
pq

m
Ax(p, q) +

1− p2

m
Ay(p, q)

]
e−ik(px+qy+mz)dpdq

(3.6)

Hy(x, y, z) =
1
Z0

∫∫ ∞

−∞

[
1− q2

m
Ax(p, q) +

pq

m
Ay(p, q)

]
e−ik(px+qy+mz)dpdq (3.7)

Hz(x, y, z) = − 1
Z0

∫∫ ∞

−∞
[qAx(p, q)− pAy(p, q)] e−ik(px+qy+mz)dpdq (3.8)

où Z0 = (
µ

ε
)1/2 =

E0

H0
, ε étant la permittivité électrique, et µ la perméabilité magnétique. m est

défini par

m = (1− p2 − q2)1/2 (3.9)

Les amplitudes complexes de l’onde plane Ax(p, q) et Ay(p, q) se déterminent à partir des com-
posantes électriques dans le plan z = 0:

Ax(p, q) =
1
λ2

∫ ∫ ∞

−∞
Ex(x, y, 0)eik(px+qy)dxdy (3.10)

Ay(p, q) =
1
λ2

∫ ∫ ∞

−∞
Ey(x, y, 0)eik(px+qy)dxdy (3.11)

En introduisant respectivement les équations (3.1) et (3.2) dans (3.10) et (3.11), nous obtenons
pour notre faisceau:

Ax(p, q) =
1
λ2

∫ ∫ ∞

−∞
E0 exp

(
− x2

w2
0x

− y2

w2
0y

)
eik(px+qy)dxdy

=
πE0w0xw0y

λ2
exp

[
−k2

4
(w2

0xp2 + w2
0yq

2)
]

(3.12)
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Ay(p, q) = 0 (3.13)

Alors, nous pouvons chercher les expressions approximatives des composantes du champ en sup-
posant que les longueurs des deux axes au col du faisceau sont beaucoup plus grandes que la longueur
d’onde, c’est à dire:

kw0x À 1 kw0y À 1 (3.14)

Dans ce cas, on peut utiliser l’approximation para-axial pour simplifier l’évaluation des intégrales
doubles dans les équations (3.3)-(3.8). Cette approximation a été introduite par Goubau pour analyser
le faisceau gaussien circulaire [35].

3.2 Composantes du champ dans un repère cartésien

En introduisant les équations (3.12) et (3.13) dans (3.3) - (3.8) et en utilisant l’approximation para-
axial, nous pouvons effectuer les intégrations (3.3)-(3.8) approximativement pour kw0x et kw0y suff-
isamment grands et obtenir les composantes du champ (Annexe A):

Ex(x, y, z) = E0ψ
sh
0 exp(−ikz) (3.15)

Ey(x, y, z) = 0 (3.16)

Ez(x, y, z) = −2Qxx

lx
Ex (3.17)

Hx(x, y, z) = 0 (3.18)

Hy(x, y, z) = H0ψ
sh
0 exp(−ikz) (3.19)

Hz(x, y, z) = −2Qyy

ly
Hy (3.20)

où ψsh
0 est le champ scalaire défini par:

ψsh
0 = i

√
QxQy exp

(
−iQx

x2

w2
0x

− iQy
y2

w2
0y

)
(3.21)

Les fonctions complexes Qx et Qy, en fonction de z, modifient l’amplitude et la phase du champ
et sont données par:

Qx =
1

i +
2z

lx

Qy =
1

i +
2z

ly

(3.22)

où:

lx = kw2
0x ly = kw2

0y (3.23)

Le champ scalaire ψsh
0 ainsi que les composantes du champ électromagnétique (équations (3.15)-

(3.20)) sont identiques à celles bien connues du faisceau gaussien circulaire [40] lorsque w0x est égal
à w0y. C’est à dire que la description du faisceau feuille laser présentée ici est une généralisation du
faisceau gaussien circulaire à partir de laquelle la description du faisceau gaussien peut être obtenue
comme un cas particulier.
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En outre, comme pour le faisceau gaussien nous pouvons définir les longueurs des axes elliptique
du faisceau feuille laser à une côte z, appelés les axes locaux: (figure 3.2)

wx = w0x

(
1 +

4z2

l2x

)1/2

(3.24)

wy = w0y

(
1 +

4z2

l2y

)1/2

(3.25)

et les rayons de courbure du front d’onde qui coupe l’axe en z:

Rx = z

(
1 +

l2x
4z2

)
(3.26)

Ry = z

(
1 +

l2y
4z2

)
(3.27)

En opposition avec le faisceau gaussien, les divergences du faisceau feuille laser dans les directions
x et y sont différentes (figure 3.2). Au plus petit axe au col du faisceau correspond la divergence la
plus importante.

Pour mieux comprendre la structure du faisceau feuille laser, on présente quelques détails sur
l’évolution des longueurs des axes elliptiques locaux du faisceau et les courbures du front d’onde.

Les longueurs des axes locaux du faisceau s’élargissent au fur et à mesure que z s’accrôıt. Cet
élargissement est plus rapide dans la direction correspondant au plus petit axe au col. Quand
|z| = 1

2kw0xw0y les deux axes locaux du faisceau sont égaux. Lorsque |z| > 1
2kw0xw0y, l’axe local

correspondant au plus petit axe au col du faisceau devient le plus grand.
Quant aux rayons de courbure du front d’onde dans les deux directions, ils ne peuvent être jamais

égaux pour le faisceau feuille laser (excepté à l’infini).
Au point où les longueurs des deux axes locaux du faisceau sont égales, les deux rayons de courbure

du front d’onde sont respectivement:

Rx =
1
2
kw0xw0y

(
1 +

w2
0y

w2
0x

)
=

1
2
kw0xw0y

(
1 +

1
v2

)
(3.28)

Ry =
1
2
kw0xw0y

(
1 +

w2
0x

w2
0y

)
=

1
2
kw0xw0y

(
1 + v2

)
(3.29)

Pour un rapport des longueurs des deux axes au col du faisceau
w0x

w0y
= v, le rapport des rayons de

courbure est:

Rx

Ry
=

1
v2

(3.30)

Ainsi, un faisceau feuille laser se caractérise par une grande inhomogénéité de ces caractéristiques
locales.

3.3 Composantes du champ dans un repère sphérique

Les expressions des composantes du champ dans un repère sphérique sont d’une importance particulière
dans la théorie de Lorenz-Mie généralisée pour la description de la diffusion par une particule sphérique.
Particulièrement, les expressions des composantes radiales Er et Hr à partir desquelles les coefficients
de forme du faisceau gm

n sont déterminés. Ce paragraphe est dédié à établir ces expressions.
Les équations (3.15)-(3.20) deviennent dans un système de coordonnées sphériques (r, θ, φ):



3.4. Approximations d’ordres plus élevées 31
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Figure 3.2: Projection oblique du faisceau feuille laser

Er(r, θ, φ) = E0ψ
sh
0 cosφ sin θ

(
1− 2Qx

lx
r cos θ

)
exp(−ikr cos θ) (3.31)

Eθ(r, θ, φ) = E0ψ
sh
0 cosφ

(
cos θ +

2Qx

lx
r sin2 θ

)
exp(−ikr cos θ) (3.32)

Eφ(r, θ, φ) = −E0ψ
sh
0 sinφ exp(−ikr cos θ) (3.33)

Hr(r, θ, φ) = H0ψ
sh
0 sinφ sin θ

(
1− 2Qy

ly
r cos θ

)
exp(−ikr cos θ) (3.34)

Hθ(r, θ, φ) = H0ψ
sh
0 sinφ

(
cos θ +

2Qy

ly
r sin2 θ

)
exp(−ikr cos θ) (3.35)

Hφ(r, θ, φ) = H0ψ
sh
0 cosφ exp(−ikr cos θ) (3.36)

où

ψsh
0 = i

√
QxQy exp

[
−ir2 sin2 θ

(
Qx

w2
0x

cos2 φ +
Qy

w2
0y

sin2 φ

)]
(3.37)

Ici encore, le cas du faisceau gaussien peut être obtenue en posant w0x = w0y.

3.4 Approximations d’ordres plus élevées

Nous avons obtenu les expressions des composantes du champ électromagnétique dans la section
précédente par un développement spectral angulaire en onde plane, en utilisant l’approximation de
Goubau. A cause des difficultés d’intégration, seule l’approximation à l’ordre le plus bas a été prise
en compte. Dans cette section, nous allons aborder le même problème avec une méthode différente –
la méthode de Davis [27] et essayer d’obtenir pour des expression des composantes d’ordre plus élevé.

De manière similaire à celle que Davis a proposé pour un faisceau gaussien [27], en introduisant
l’équation (2.4) dans (2.3), on obtient:

∇2ψ − 2ik
∂ψ

∂z
= 0 (3.38)

Supposons que w0x ≤ w0y et introduisons des coordonnées réduites ξ, η et ζ qui permettent de

traiter un problème où les dérivés partielles
∂ψ

∂ξ
,
∂ψ

∂η
et

∂ψ

∂ζ
sont du même ordre de grandeur:
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ξ =
x

w0x
η =

y

w0y
ζ =

z

lx
(3.39)

L’équation (3.38) se réduit alors à:
(

∂2

∂ξ2
+ v2 ∂2

∂η2

)
ψ − 2i

∂ψ

∂ζ
+ s2 ∂2ψ

∂ζ2
= 0 (3.40)

où s et v sont les paramètres adimensionnels:

s =
w0x

lx
=

1
kw0x

v =
w0x

w0y
(3.41)

Dans le cas où w0x ≥ w0y, s et v se définissent par w0y/ly et w0y/w0x respectivement. Ils sont
seulement définis pour faciliter les discussions suivantes.

Lorsque les longueurs des axes au col du faisceau sont grandes devant la longueur d’onde, le
paramètre adimensionnel s est plus petit que 1, et l’équation (3.40) contient seulement des termes
d’ordres O(s0) et O(s2). Nous pouvons chercher, comme pour le faisceau gaussien [27], la solution de
l’équation (3.40) sous la forme:

ψ = ψsh
0 + s2ψsh

2 + s4ψsh
4 + · · · (3.42)

En introduisant l’équation (3.42) dans (3.40) on trouve que la fonction d’ordre le plus bas ψsh
0

obéit à:

∂2ψsh
0

∂ξ2
+ v2 ∂2ψsh

0

∂η2
− 2i

∂ψsh
0

∂ζ
= 0 (3.43)

Par ailleur, les fonctions ψsh
2 et ψsh

4 obéissent à:
(

∂2

∂ξ2
+ v2 ∂2

∂η2
− 2i

∂

∂ζ

)
ψsh

2 = −∂2ψsh
0

∂ζ2
(3.44)

(
∂2

∂ξ2
+ v2 ∂2

∂η2
− 2i

∂

∂ζ

)
ψsh

4 = −∂2ψsh
2

∂ζ2
(3.45)

Théoriquement, nous pouvons résoudre les équations (3.44), (3.45) ou (3.40) pour ψsh
2 , ψsh

4 , ψsh
6 ,

· · · et puis déterminer les composantes électriques à partir des équations (2.2), (2.4) et (3.42):

Ex = E0

[
ψsh

0 + s2

(
ψsh

2 +
∂2ψsh

0

∂ξ2

)
+ · · ·

]
exp(−ikz) (3.46)

Ey = E0

[
vs2 ψsh

0

ξη
+ vs4 ∂2ψsh

2

∂ξ∂η
+ · · ·

]
exp(−ikz) (3.47)

Ez = E0

[
−is

∂ψsh
0

∂ξ
− is3

(
∂ψsh

2

∂ξ
+ i

∂2ψsh
0

∂ξ∂ζ

)
+ · · ·

]
exp(−ikz) (3.48)

Ainsi, les composantes transverses de E comprennent seulement les puissances paires de s et Ez

ne comprend que les puissances impaires de s.
Par analogie avec le faisceau gaussien circulaire, nous trouvons que la fonction donnée par l’équation

(3.21) est celle d’ordre le plus bas (donc nous utilisons la même notation). En introduisant la fonction
ψsh

0 dans l’équation (3.43), on vérifie celle-ci exactement. C’est à dire que les composantes des champs
électromagnétiques obtenues par ψsh

0 sont les même que celles données par les équations (3.15)-(3.20).
En outre, il est possible d’obtenir des composantes du champ à l’ordre O(s2) à partir de (3.44).

Généralement, la formulation de Davis permet d’obtenir l’approximation à n’importe quel ordre
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O(s2n). Mais ce travail n’est pas facile. Dans le cas où la longueur d’un axe au col est beaucoup
plus petit que celle de l’autre, par exemple, w0x ¿ w0y, nous pouvons obtenir ψsh

2 .
Nous considérons une onde sphérique divergente se propageant à partir de l’origine. Une telle onde

a un facteur exponentiel:

exp[−ik(z2 + x2 + y2)1/2]

Le long de l’axe z, elle peut être développée avec l’approximation para-axiale pour une onde
sphérique:

exp
{
−ik

[
z +

x2 + y2

2z
− (x2 + y2)2

8z3
+ · · ·

]}

En utilisant les paramètres adimensionnels, nous pouvons développer celle-ci sous la forme:
[
1 + is2 l3x

8z3
ξ4 + iv2s2

l3y
8z3

η4 + 2ivs2

(
lx
2z

ly
2z

) 3
2

ξ2η2 + · · ·
]

× exp
(
−ikz − i

lx
2z

ξ2 − i
ly
2z

η2

)
(3.49)

Pour z À lx et z À ly on a Qx → lx
2z

et Qy → ly
2z

. Ce raisonnement nous suggère que ψsh
2 peut

être écrit comme:

ψsh
2 = {Csh + iQ3

xξ4 + iv2Q3
yη

4 + 2iv(QxQy)3/2ξ2η2}ψsh
0 (3.50)

où Csh dépend seulement de Qx et Qy et peut être déterminé par introduction de cette fonction dans
équation (3.44). Mais c’est encore une équation partielle qui n’est pas facile à résoudre. Dans le cas
w0x ¿ w0y, le problème se simplifie. Pour obtenir Csh, nous introduisons ψsh

0 (équation (3.21)) et ψsh
2

(équation (3.50)) dans (3.44) et obtenons;

Csh =
3i

4
Qx

Donc, on a:

ψsh
2 = i

(
3
4
Qx + Q3

xξ4

)
ψsh

0 (3.51)

Le cas w0x À w0y est identique.
Cependant, dans les chapitres suivants nous nous concentrerons seulement sur des expressions de

l’ordre le plus bas.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les expressions des composantes des champs électrique et magnétique pour un
faisceau feuille laser à l’ordre le plus bas sont obtenues par deux approches: le développement en
spectre angulaire d’onde plane et la formulation de Davis. C’est un travail de base pour appliquer la
TLMG à ce type de faisceau. La description à des ordres plus élevés est aussi discutée. Le chapitre
prochain sera consacré à la discussion de l’approximation induite par ces descriptions.
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Chapter 4

Ordre d’Approximation des
Expressions des Champs

Les expressions du champ électromagnétique d’une feuille laser ont été obtenues par deux différentes
méthodes dans le chapitre précédent. Cependant, toutes les deux sont approximatives. Nous allons
dans ce chapitre discuter exhaustivement l’ordre de l’approximation de ces expressions: approximation
par rapport aux équations de Maxwell et erreurs introduites dans la théorie de Lorenz-Mie généralisée.

La géométrie utilisée pour ce chapitre est la même que pour le chapitre précédent.

4.1 Equation de Maxwell et ordre d’approximation

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, les expressions des composantes (3.15)-(3.20) ou
(3.31)-(3.36) sont approximatives. Nous avons aussi démontré que le potentiel vecteur est de l’ordre
O(s2). Dans cette section nous évaluons directement, avec les équations de Maxwell, les erreurs
introduites par cette approximation.

Les équations de Maxwell pour l’onde se propageant dans un milieu homogène, isotrope, non-
absorbant avec une dépendance du temps sinusöıdal eiωt s’écrivent:

∇×E = −iµωH (4.1)
∇ ·E = 0 (4.2)
∇×H = iεωE (4.3)
∇ ·H = 0 (4.4)

Chacune des relations (4.1)-(4.4) sera examinée dans les systèmes des coordonnées cartésiennes et
sphériques.

4.1.1 Système de coordonnées cartésiennes

D’après l’équation (3.18) Hx = 0, en utilisant la relation (4.1) et les composantes du champ électrique
Ex, Ey et Ez, (équations (3.15)-(3.17)), on obtient:

H∗
x =

E0

iµω

2Qxx

lx

∂ψsh
0

∂y
exp(−ikz) (4.5)

où H∗
x désigne la composante obtenue à partir des équations de Maxwell correspondante à Hx. Cette

convention d’écriture est aussi valide pour les autres composantes. En effectuant la dérivé partielle
nous trouvons:

(H∗
x −Hx) = −4s2vQxQyξηH0ψ

sh
0 exp(−ikz) (4.6)

Cette expression tend vers zéro lorsque s tend vers zéro. L’erreur relative correspondante peut
s’écrire:

35
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(H∗
x −Hx)/Hy = −4s2vQxQyξη (4.7)

Dans la région du faisceau (|x| < wx, |y| < wy, avec wx et wy définis par (3.24) et (3.25)),
|ξQx|, |ηQy| et |Qx|, |Qy| sont tous plus petits que l’unité ou de l’ordre de l’unité. De plus nous
avons v = w0x/w0y ≤ 1 (voir (3.41) et commentaire après l’équation). Par conséquent, la plus grande
quantité de (H∗

x −Hx)/Hy est:

(H∗
x −Hx)/Hy ∼ O(s2) (4.8)

Similairement, en comparant Hy donnée par (3.19) à celui obtenu de l’équation (4.1) à partir des
composantes électriques (3.15 )-(3.17) on trouve.

(H∗
y −Hy)/Hy = s2[Qx(i + 2Qxξ2)− v2Qy(i + 2Qyη

2)] ∼ O(s2) (4.9)

De la même façon, nous pouvons examiner la relation pour Hz et trouver que Hz donnée par (3.20)
est en parfait accord avec celui obtenu de l’équation de Maxwell (4.1). Il n’y a pas d’erreur pour cette
composante. La discussion de la relation (4.3) est similaire et conduit à des résultats similaires.

On discute ensuite la relation (4.2). En utilisant les composantes Ej (j = x, y, z) des équations
(3.15)-(3.17), on trouve que la divergence approximative de E est en ordre O(s2):

w0x∇ ·E
Ex

= 2s2Qxξ(3Qx + v2Qy − 2iQ2
xξ2 − 2iv2Q2

yη
2) ∼ O(s2) (4.10)

La relation (4.4) peut être discuté similairement. C’est à dire que les erreurs relatives dans les
équations de divergence (4.2), (4.4) sont d’ordre O(s2).

4.1.2 Système de coordonnées sphériques

Nous allons maintenant examiner les équations (3.15)-(3.20) ou (3.31)-(3.36) dans un système de
coordonnées sphériques. Le relationnel et la divergence d’une fonction vecteur V dans un repère
sphérique sont:

(∇× V )r =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Vφ sin θ)− ∂Vθ

∂φ

]
(4.11)

(∇× V )θ =
1

r sin θ

∂Vr

∂φ
− 1

r

∂

∂r
(rVφ) (4.12)

(∇× V )φ =
[
1
r

∂

∂r
(rVθ)− 1

r

∂Vr

∂θφ

]
(4.13)

∇ · V =
1
r2

∂

∂r
(r2Vr) +

1
r sin θ

∂

∂θ
(Vθ sin θ)− 1

r sin θ

∂Vφ

∂φ
(4.14)

De manière similaire à celle du paragraphe précédent et d’après l’équation (4.1) nous obtenons:

H∗
r = − E0

iµω
(∇×E)r (4.15)

En introduisant les équations (3.31)-(3.33) dans (4.15) et en utilisant la relation (4.11), il vient:

(H∗
r −Hr) = −H0ψ

sh
0 sinφ sin θ exp(−ikr cos θ)s2

[
4QxQy

r2 sin2 θ cos2 φ

w2
0y

− 2r2 sin2 θ

(
Q2

x

w2
0x

cos2 φ− Q2
y

w2
0y

v2 sin2 φ

)
− i(Qx − v2Qy)

]
(4.16)
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En utilisant de plus les variables adimensionnelles et en considérant la différence relative (rapport
des (4.16) et (3.34)) on obtient:

(H∗
r −Hr)
Hr

= s2
iQx − iv2Qy + 2Q2

xξ2 − 2v2Q2
yη

2 − 4QxQyv
2ξ2

1− 2ζv2Qy
∼ O(s2) (4.17)

De même, en introduisant les composantes électromagnétiques (3.31) et (3.33) dans (4.12) d’une
part, et utilisant l’équation (3.35) d’autre part, nous obtenons:

(H∗
θ −Hθ) = H0ψ

sh
0 sinφ cos θ exp(−ikr cos θ)

× s2

[
2r2 sin2 θ

(
Q2

x

w2
0x

cos2 φ− Q2
y

w2
0y

v2 sin2 φ

− 2QxQy

w2
0y

cos2 φ

)
+ i(Qx − v2Qy)

]
(4.18)

L’amplitude de la différence relative de Hθ est:

(H∗
θ −Hθ)
Hθ

= s2
iQx − iv2Qy + 2Q2

xξ2 − 2v2Q2
yη

2 − 4QxQyv
2ξ2

1 + 2Qys2(v2ξ2 + η2)/ζ
∼ O(s2) (4.19)

De la même façon, en introduisant les équations (3.31)-(3.36) dans (4.13), puis dans (4.1) et en
comparant avec l’équation (3.36), on trouve que l’erreur relative de Hφ est à ordre O(s2).

Nous pouvons examiner les relations (4.2)-(4.4) en effectuant un travail similaire, et conclure que
dans la région du faisceau les expressions obtenues vérifient parfaitement les équations de Maxwell à
l’ordre O(s2) dans le système des coordonnées sphériques.

4.2 Discussion de la TLMG

Bien qu’elle soit nécessaire, la discussion précédente n’est pas complète pour la TLMG. Dans cette
section nous allons discuter plus explicitement les erreurs introduite par l’approximation dans la
TLMG, c’est à dire dans le système des coordonnées sphériques par comparaison avec le formalisme
de Bromwich avec lequel la théorie est développée.

Les composantes d’un champ électromagnétique peuvent s’exprimer par deux potentiels scalaires
de Bromwich: UTM potentiel transversal magnétique et UTE potentiel transversal électrique. Ceux-ci
peuvent généralement être développés en fonctions orthogonales avec deux séries de coefficients gm

n,TM

et gm
n,TM :

UTM = E0

∞∑

n=1

n∑
m=−n

Cpw
n gm

n,TMrψ(1)
n (kr)P |m|

n (cos θ) exp(imφ) (4.20)

UTE = H0

∞∑

n=1

n∑
m=−n

Cpw
n gm

n,TErψ(1)
n (kr)P |m|

n (cos θ) exp(imφ) (4.21)

où ψ
(1)
n est une fonction de Bessel sphérique, P

|m|
n (cos θ) est un polynôme de Legendre associé et Cpw

n

le coefficient pour l’onde plane.
Les coefficients gm

n,TM et gm
n,TE sont évalués à partir des composantes radiales des champs Er et

Hr respectivement et peuvent être calculés par les intégrales suivantes:

gm
n,TM = Cm

n

∫ ∞

0
krψ(1)

n

∫ 2π

0
exp(−imφ)

∫ π

0

Er(r, θ, φ)
E0

P |m|
n (cos θ) sin θdθdφdr (4.22)

gm
n,TE = Cm

n

∫ ∞

0
krψ(1)

n

∫ 2π

0
exp(−imφ)

∫ π

0

Hr(r, θ, φ)
H0

P |m|
n (cos θ) sin θdθdφdr (4.23)
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où Cm
n est un coefficient défini par:

Cm
n =

in+1(2n + 1)
2π2

(n− |m|)!
(n + |m|)! (4.24)

Lorsque les potentiels scalaires de Bromwich sont déterminés, nous pouvons obtenir les autres
composantes du champ:

E∗
r = (

∂2

∂r2
+ k2)UTM (4.25)

E∗
θ =

1
r

∂2UTM

∂r∂θ
− iµω

r sin θ

∂UTE

∂φ
(4.26)

E∗
φ =

1
r sin θ

∂2UTM

∂r∂φ
+

iµω

r

∂UTE

∂θ
(4.27)

H∗
r = (

∂2

∂r2
+ k2)UTE (4.28)

H∗
θ =

1
r

∂2UTE

∂r∂θ
+

iεω

r sin θ

∂UTM

∂φ
(4.29)

H∗
φ =

1
r sin θ

∂2UTE

∂r∂φ
− iεω

r

∂UTM

∂θ
(4.30)

Le problème maintenant est de démontrer que les composantes du champ obtenues par les équations
(4.25)-(4.30) sont en accord avec celles données par les équations (3.31)-(3.36). Idéalement, il faut:

E∗
i = Ei, H∗

i = Hi i = r, θ, φ (4.31)

Pour les composantes Er et Hr l’accord est parfait puisque les coefficients gm
n,TM et gm

n,TE dans le
formalisme de Bromwich se déterminent à partir de Er et Hr, et des équations (4.20), (4.21), (4.25)
et (4.28) si bien que nous avons:

Er = E∗
r , Hr = H∗

r (4.32)

Cependant, pour les autres composantes on ne peut pas exiger des relations similaires puisque
les composantes données par les équations (3.31)-(3.36) ne vérifient pas exactement les équations de
Maxwell. Donc, dans cette section nous allons établir les différences relatives pour chaque composante
et démontrer que les erreurs relatives sont de l’ordre de O(s2).

Posons Vi(r, θ, φ) pour la différence de la composante du champ:

Vi(r, θ, φ) = rV ∗
i − rVi V = E, H; i = θ, φ (4.33)

et appliquons à Vi deux opérateurs:

∆r =
∂2

∂r2
+ k2 (4.34)

∆θ,φ =
∂2

∂θ2
+

3 cos θ

sin θ

∂

∂θ
− 2 +

1
sin2 θ

(
∂2

∂φ2
+ 1) (4.35)

En utilisant les relations (4.20), (4.21), (4.25)-(4.30) et la fonction de Legendre nous obtenons
(Annexe B):

∆r(rE∗
θ − rEθ) =

∂

∂r

[
∂Er

∂θ
− ∂

∂r
(rEθ)

]
− iµω

sin θ

∂Hr

∂φ
− k2rEθ (4.36)
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∆r(rE∗
φ − rEφ) =

∂

∂r

[
1

sin θ

∂Er

∂φ
− ∂

∂r
(rEφ)

]
+ iµω

∂Hr

∂θ
− k2rEφ (4.37)

∆θ,φ(rE∗
θ − rEθ) = − ∂

∂r

[
∂

∂θ
+

2 cos θ

sin θ

]
(r2Er) +

iµω

sin θ

∂

∂φ
(r2Hr)−∆θ,φ(rEθ) (4.38)

∆θ,φ(rE∗
φ−rEφ)= − 1

sin θ

∂2

∂r∂φ
(r2Er)−iµω

[
∂

∂θ
+

2 cos θ

sin θ

]
(r2Hr)−∆θ,φ(rEφ) (4.39)

Nous pouvons obtenir pour les composantes Hθ et Hφ des relations similaires. Ensuite nous
démontrerons que les dérivées des différences des composantes du champ sont d’ordre O(s2).

En introduisant les équations (3.31), (3.32) et (3.34) dans (4.36) et en utilisant les variables adi-
mensionnelles ξ, η et ζ nous obtenons à l’aide du logiciel de calcul formel MAPLE:

∆r(rE∗
θ−rEθ) = E0k cosφψsh

0 exp(−ikz)s2
[
3ζ(Q2

x − v4Q2
y)

− 4ζ(Q4
xξ4 − v4Q4

yη
4)− 8ζQxQyη

2(Q2
xξ2 + v2Q2

yη
2)

− 12iζv2Q2
yη

2(Qx − v2Qy)− 12iζQ2
x(Qxξ2 + Qyη

2)

+ (8Qyη
2i− 1)(Qx − v2Qy) + (4Q2

xξ2 + 8QxQyη
2

− 4v2Q2
yη

2 + 8iQx)(Qxξ2 + Qyη
2)− 2iQxQy(v2ξ2 + η2)

]

= E0k cosφψsh
0 exp(−ikz)(a0 + a1ζ)s2 (4.40)

où a0 et a1 sont en ordre O(s0). D’autre part, nous avons:

∆r(rEθ) = E0k cosφψsh
0 exp(−ikz)

w2
0yζ

r2s2

[
(v2ξ2 + η2)

− 2iζv2 − 4ζv2(Qxξ2 + Qyη
2) + 4ζ2v2(Q2

xξ2 + v2Q2
yη

2)

+ 2iv2ζ2(Qx+v2Qy)+s2f2(Qx, Qy, v, ξ, η, ζ)+s4f4(Qx, Qy, v, ξ, η, ζ)
]

' E0k cosφψsh
0 exp(−ikz)

w2
0yζ

r2s2
(b0 + b1ζ + b2ζ

2) (4.41)

où b0 et b1 sont en ordre O(s0) et f2 et f4 correspondent aux termes en l’ordre O(s2) et O(s4). Puisque

r2 = w2
0x(ξ2 + v−2η2 + s−2ζ2) (4.42)

On obtient:

∆r(rE∗
θ − rEθ)

∆r(rEθ)
' v2 s2ξ2 + s2v−2η2 + ζ2

ζ

a0 + a1ζ

b0 + b1ζ + b2ζ2
s2 (4.43)

Donc, si ζ n’est pas trop petit, l’ordre de la différence relative est O(s2). Si ζ est beaucoup plus
petit que s nous devons considérer le deuxième terme dans (4.41). Nous pouvons obtenir la même
conclusion, mais elle est trop longue à montrer ici. Par conséquent, nous concluons que dans tous les
cas (ζ petit ou grand) la différence relative ∆r(rE∗

θ − rEθ) par rapport à ∆r(rEθ) est d’ordre O(s2)

∆r(rE∗
θ − rEθ)

∆r(rEθ)
= O(s2) (4.44)

En effectuant le même travail pour la composante Eφ que pour Eθ nous pouvons trouver des
expressions très longues pour ∆r(rE∗

φ − rEφ) et ∆r(rEφ) qui sont de la forme:

∆r(rE∗
φ − rEφ) = E0 sinφψsh

0 exp(−ikz)
1

s2r
O(s2) (4.45)
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∆r(rEφ) = E0 sinφψsh
0 exp(−ikz)

1
s2r

[
O(s0) + O(s2)

]

' E0 sinφψsh
0 exp(−ikz)

1
s2r

O(s0) (4.46)

Par conséquent, on obtient l’ordre de la différence relative de l’équation (4.45) par rapport à (4.46):

E0 sinφψsh
0 exp(−ikz)O(s0)

E0 sinφψsh
0 exp(−ikz)O(s−2)

= O(s2) (4.47)

En évaluant l’équation (4.35) à l’aide du logiciel MAPLE, nous obtenons une expression encore
plus longue qui a la forme suivante:

∆θ,φ(rE∗
θ−rEθ) = E0 cosφψsh

0 exp(−ikz)
ζ2

ks2

× {
2ζQx

[
2(Q2

xξ2 + v2Q2
yη

2)(2Qxξ2 + 2Qyη
2 + 5i)

+ i(3Qx+v2Qy)(2Qxξ2+2Qyη
2+3i)

]
+(Qx−v2Qy)(1−8iQyη

2)
− (Qxξ2 + Qyη

2)(4Q2
xξ2 − 4v2Q2

yη
2 + 8iQx + 8η2QxQy)

+ 2iQxQy(ξ2v2 + η2) + O(s2) + O(s4)
}

' E0 cosφψsh
0 exp(−ikz)

1
s2k

O(s0) (4.48)

D’autre part, en appliquant l’opérateur ∆θ,φ à (rEθ), il vient:

∆θ,φ(rEθ) = E0 cosφψsh
0 exp(−ikz)

ζ

ks4v2

× {
4ζv2(Qxξ2 + Qyη

2 + i)− (v2ξ2 + η2)
− ζ2v2[4(Q2

xξ2 + v2Q2
yη

2) + 2i(3Qx + v2Qy)]

+ O(s2) + O(s4) + O(s6)
}

= E0 cosφψsh
0 exp(−ikz)

1
s4k

O(s0) (4.49)

L’ordre de la différence relative de l’équation (4.48) par rapport à (4.49) est:

E0 cosφψsh
0 exp(−ikz)O(s0)s4k

E0 cosφψsh
0 exp(−ikz)O(s0)s2k

= O(s2) (4.50)

A partir de (4.39) on trouve similairement que la différence relative de ∆θ,φ(rE∗
φ −rEφ) par rapport

à ∆θ,φ(rEφ) est de l’ordre O(s2). Avec la même procédure pour les composantes magnétiques nous
obtenons des résultats similaires, c’est à dire, la différence relative est encore d’ordre O(s2). Nous
pouvons conclure que chaque dérivée des différences des composantes électromagnétiques V ∗

i et Vi est
d’ordre O(s2) en comparant avec la dérivée de la composante correspondant Vi. Donc, les différences
du champ Vi(r, θ, φ) de (4.33) obéissent à l’ordre O(s2) d’erreur relative aux équations différentielles
suivantes:

(
∂2

∂r2
+ k2

)
V (r, θ, φ) = 0 (4.51)

∂2V (r, θ, φ)
∂θ2

+
3 cos θ

sin θ

∂V (r, θ, φ)
∂θ

− 2V (r, θ, φ) +
1

sin2 θ
(

∂2

∂φ2
+ 1)V (r, θ, φ) = 0 (4.52)

La résolution générale de l’équation (4.51) a une forme:
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V (r, θ, φ) = C(θ, φ) cos(kr) + S(θ, φ) sin(kr) (4.53)

introduite dans l’équation (4.52) cela donne:

∂2X(θ, φ)
∂θ2

+
3 cos θ

sin θ

∂X(θ, φ)
∂θ

− 2X(θ, φ) +
1

sin2 θ
(

∂2

∂φ2
+ 1)X(θ, φ) = 0 (4.54)

où X(θ, φ) désigne soit C(θ, φ) soit S(θ, φ). Naturellement, nous supposons:

X(θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ) (4.55)

En considérant que Φ(φ) est une fonction périodique de période de 2π, c’est à dire, Φ(2π) = Φ(0).
L’équation (4.54) est équivalente aux deux équations différentielles suivantes:

(
d2

dφ2
− q2)Φ(φ) = 0 (4.56)

d2Θ(θ)
dθ2

+
3 cos θ

sin θ

dΘ(θ)
dθ

− 2Θ(θ) +
1 + q2

sin2 θ
Θ(θ) = 0 (4.57)

La résolution de l’équation (4.56) est

Φ(φ) = aqe
iqφ + bqe

−iqφ (4.58)

où q est entier. La résolution de l’équation (4.57) peut s’exprimer comme un développement polynômial:

Θ(θ) =
∞∑

p=0

c2p cos2p θ +
∞∑

p=0

c2p+1 cos2p+1 θ (4.59)

En introduisant l’équation (4.59) dans (4.57), on montre que les coefficients c2p satisfont la relation
suivante:

2(p + 1)(2p + 1)c2p+2 − (j + 4p + 8p2)c2p + 2p(2p− 1)c2p−2 = 0 (4.60)

c2 =
j

2
c0 c4 =

j(12 + j)− 4
24

c0 (4.61)

où j = 1 + q2. Posons c2p = c0d2p si bien que d2p obéit à une même relation que c2p de laquelle nous
déduisons:

d2p+2 − d2p =
1

4p2 + 6p + 2
[d2p(4p2 − 2p− 2 + j)− d2p−2(4p2 − 2p)]

=
1

4p2 + 6p + 2
[(4p2 − 2p)(d2p − d2p−2) + (j − 2)d2p] (4.62)

Pour l’entier j = 1 + q2 > 1, nous avons d4 ≥ d2 (tiré de (4.61)), et donc d6 ≥ d4 (tiré de (4.62)),
en général:

d2p+2 ≥ d2p > 0 (4.63)

Pour le cas particulier j = 1 nous pouvons démontrer que:

d2p =
(2p− 1)!!

(2p)!!
(4.64)

où !! designe une double factorielle (n!! = n(n− 2)(n− 4) · · ·).
De manière similaire, on obtient les coefficients c2p+1 obéissant à la relation suivante:
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2(p + 1)(2p + 3)c2p+3 − (j + 4 + 12p + 8p2)c2p+1 + 2p(2p + 1)c2p−1 = 0 (4.65)

c3 =
4 + j

6
c1 c5 =

(4 + j)(24 + j)− 36
120

c1 (4.66)

Posons aussi c2p+1 = c1d2p+1, si bien que d2p+1 obéit à la même relation que c2p+1 donnée par
l’équation (4.65), de laquelle on déduit:

d2p+3 − d2p+1 =
1

4p2 + 10p + 6
[d2p+1(4p2 + 2p− 2 + j)− d2p−1(4p2 + 2p)]

=
1

4p2 + 10p + 6
[(4p2 + 2p)(d2p+1 − d2p−1) + (j − 2)d2p+1]

(4.67)

Pour l’entier j = 1 + q2 > 1, nous avons d5 ≥ d3 (tiré de (4.66)), donc d5 ≥ d3 (tiré de (4.67)), en
général:

d2p+3 ≥ d2p+1 > 0 (4.68)

Pour le cas particulier j = 1 nous pouvons démontrer (Annexe C):

d2p+1 >
(2p)!!

(2p + 1)!!
(4.69)

Par conséquent, la resolution de l’équation (4.57) peut s’écrire comme:

Θ(θ) = c0

∞∑

p=0

d2p cos2p θ + c1

∞∑

p=0

d2p+1 cos2p+1 θ (4.70)

Maintenant nous examinons les cas particuliers θ=0, π. Considérons les relations (4.63), (4.64),
(4.68) et (4.69). La discussion pour différents cas (c0, c1 > 0; c0, c1 < 0; c0 < 0, c1 > 0, · · ·), en
considérant que V (r, θ, φ) (donc Θ(θ)) est fini lorsque θ=0, π, nous conduit à la conclusion que les
seules conditions acceptables sont:

c0 = c1 = 0 (4.71)

desquelles nous obtenons finalement:

V (r, θ, φ) = 0 (4.72)

C’est à dire que les relations:

Ei = E∗
i Hi = H∗

i i = θ, φ (4.73)

sont bien défini à l’ordre de l’approximation (erreurs relatives O(s2)).

4.3 Conclusion

L’ordre d’approximation introduit dans la description du faisceau feuille laser à l’ordre le plus bas est
exhaustivement discuté vis-à-vis des équations de Maxwell dans les repères cartésien et sphérique, et
du point de vue de la TLMG. On conclut que les erreurs relatives sont à l’ordre O(s2) dans la région
du faisceau, c’est-à-dire que lorsque le point d’observation est dans l’ellipse définie par les deux axes
locaux du faisceau wx et wy. Donc, la description à l’ordre le plus bas fournit une expression du
champ assez précise pour la TLMG. Pour des situations exotiques, une description à des ordres plus
élevés peut être considérée. La formulation dans ce chapitre est une généralisation du travail du LESP
concernant la description du faisceau gaussien. Celle-ci peut être retrouvée comme un cas particulier
lorsque w0x = w0y.
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Introduction

Par rapport à la théorie de Lorenz-Mie classique, la TLMG introduit deux nouvelles séries de
coefficients gm

n,TM et gm
n,TE , pour prendre en compte l’éclairage non-uniforme sur la particule. L’intérêt

de la TLMG dépend fortement de notre capacité à en tirer des prévisions numériques: la vitesse
de calcul et la souplesse d’adaptation aux différents profils de faisceaux, permettant d’orienter ou
d’interpréter plus efficacement les travaux expérimentaux.

Trois méthodes ont été développées et largement utilisées pour calculer ces coefficients dans le cas
du faisceau gaussien circulaire faisant intervenir: l’intégration[47] [67] [16], les séries finies [41] [44] et
l’interprétation localisée [42] [43] [86]. Une quatrième, l’expansion, vient d’être exploitée par Gouesbet
et Lock [63] [46].

La méthode intégrale est rigoureuse et souple car il suffit de changer le noyau de l’intégration
lorsque le profil du faisceau incident est modifié. Elle peut être facilement appliquée au faisceau feuille
laser ou à d’autres faisceaux et peut être utilisée pour évaluer des méthodes approximatives. Ainsi, il
est essentiel de bien établir cette méthode.

Une méthode d’intégration triple (pour gm
n ) ou double (pour gn), dénotée F2, a été développée

à Rouen [47] [66] [44]. Elle exige beaucoup de temps de calcul. Même pour le faisceau gaussien,
elle pose beaucoup de difficultés numériques. Maheu [66], dans sa thèse, utilise cette méthode pour
calculer les gm

n et indique: La difficulté numérique évoquée plus haut provient des fonctions de Ricatti-
Bessel dans les intégrales exprimant les coefficients qui sont ‘dépositaires’ des caractéristiques du
faisceau gaussien. Le caractère fortement oscillatoire des fonction de Ricatti-Bessel rend délicate leur
intégration numérique et impose le choix de techniques de calcul élaborées et longues et par conséquent
onéreuses.

A titre d’exemple, le calcul d’un seul des nombreux coefficients gm
n peut nécessiter un temps de

calcul CPU de l’ordre d’une à deux heures sur des ordinateurs IBM 3090, dans le cas particulier où la
particule est localisée sur l’axe du faisceau.

Bien qu’elle soit onéreuse, ses avantages de rigueur et de souplesse nous permettent de l’appliquer
facilement à d’autres faisceaux, et d’évaluer des méthodes approximatives, l’interprétation localisée,
par exemple. Mais il est vraiment nécessaire d’améliorer la technique de calcul numérique.

D’autre part, Barton et al [16] [101] ont étudié un problème similaire, avec le potentiel de Hertz:
diffusion d’un faisceau gaussien par une particule sphérique avec les fonctions harmonique sphérique
Y m

n , et ont proposé une méthode intégrale double ou simple, dénotée F1, pour l’évaluation des coeffi-
cients Alm et Blm. Cette formulation est théoriquement identique que celle de Rouen et les coefficients
Alm et Blm sont équivalents aux gm

n,TM et gm
n,TE . Par ailleurs, Cette méthode d’évaluer les coefficients

Alm et Blm est plus rapide car elle nécessite une intégration de moins. Barton et al ont indiqué
qu’il suffit de connâıtre les composantes radiales électrique et magnétique Er(r, θ, ϕ) et Hr(r, θ, ϕ) sur
n’importe quelle surface sphérique. En fait, si on prend une valeur du rayon de la surface sphérique
as quelconque, on ne peut pas obtenir de résultats corrects même pour un faisceau gaussien peu fo-
calisé. Nous le démontrons dans le chapitre 5 en choisissant une bonne valeur du rayon de la surface
sphérique. Avec cette méthode de double intégrale nous pourrons calculer facilement et rapidement les
coefficients gm

n pour quelques formes de faisceaux. Par exemple, pour le faisceau feuille laser, lorsque
la particule est localisée arbitrairement dans ce faisceau, il suffit de quelques secondes pour ce calcul
de l’un des coefficients gm

n .
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Cependant, cette méthode ne peut pas être utilisée aveuglément pour un faisceau quelconque. Sa
précision dépend fortement du choix du rayon de la surface sphérique et de la qualité de description
du faisceau. Par exemple, pour le faisceau gaussien peu focalisé avec une description de l’ordre L− ou
très focalisé avec une description de l’ordre L3, on ne peut pas obtenir des valeurs stables des gm

n pour
n’importe quel rayon de la surface sphérique. Par contre, la méthode F2 est stable et rigoureuse.

La méthode des séries finies est aussi théoriquement rigoureuse, mais elle manque de souplesse.
Une modification du profil du faisceau nécessite de reprendre le travail analytique pour obtenir les
séries finies correspondantes. Seules les expressions des séries finies pour le faisceau gaussien sont
maintenant disponibles. En outre, au moins pour le faisceau gaussien, lorsque n est grand, on a aussi
des difficultés numériques. Nous ne la traitons pas dans cette thèse sauf pour le faisceau gaussien à
l’ordre L3 et la particule située sur l’axe.

L’interprétation localisée est une méthode approximativement établie, dont la dérivation rigoureuse
pour le faisceau gaussien circulaire vient juste d’être obtenue. Nous avons précédemment démontré
numériquement que sa précision est parfaite au moins pour le faisceau gaussien et le faisceau feuille
laser. Grace à sa rapidité elle a été bien développée [43] [86] et largement utilisée dans le cas du
faisceau gaussien circulaire [37].

Cependant, puisqu’elle n’est pas rigoureusement établie pour un faisceau quelconque, sa validité
doit être numériquement démontrée, en comparant avec les résultats rigoureusement obtenus, lorsqu’elle
est appliquée à une nouvelle forme de faisceau.

La validité de l’application au faisceau feuille laser sera démontrée dans les chapitres 6 et 7 en
comparant avec les résultats obtenus par la méthode intégrale.

La méthode d’expansion vient d’être exploitée par Gouesbet et Lock [63] [46], avec laquelle ils ont
démontré rigoureusement la validité de l’interprétation localisée pour le faisceau gaussien circulaire.
Mais, une dérivation rigoureuse complète pour un faisceau quelconque est encore inconnue

Cette partie est dédiée à la technique numérique de calcul des coefficients gm
n , notamment la

méthode intégrale et l’interprétation localisée, à partir des composantes radiales des champs électrique
Er et magnétique Hr. Elle se compose de trois chapitres:

Chapitre 5: Méthodes intégrales
Dans ce chapitre les avantages et limitations des deux méthodes intégrales F1 et F2 sont étudiés.

La technique numérique pour améliorer la méthode F1 est discutée en détail.

Chapitre 6: Interprétation localisée
On applique des opérateurs, dits de localisation, au faisceau feuille laser pour obtenir les expressions

des coefficients gm
n en séries infinies à partir des composantes radiales du champ obtenues au chapitre

3.
Comme toujours, la stratégie de programmation joue un rôle très important pour l’évaluation

numérique. Dans ce chapitre des techniques d’accélération des calculs et d’amélioration de la précision
sont discutés. On trouve que l’erreur relative par rapport aux résultats d’intégration est de l’ordre
0.1 ∗m%, où m est l’indice des coefficients gm

n .

Chapitre 7: l’interprétation localisée-intégrale
Ce chapitre vise à développer une méthode mixte interprétation-localisée-intégrale qui combine les

avantages des deux méthodes précédentes et rend l’interprétation localisée aussi souple que la méthode
intégrale au profil du faisceau, tout en conservant la rapidité de calcul. Cette méthode résout aussi le
problème de l’instabilité de l’interprétation localisée pour les faisceaux feuille laser trs̀ excentrique et
l’indice n très élevé.
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Méthodes Intégrales

Dans ce chapitre nous comparons deux méthodes intégrales pour calculer les coefficients gn et gm
n : la

méthode dite F1 (développée par Barton et al) utilise les intégrations doubles pour calculer les gm
n et

simples pour calculer les gn; et celle dite F2 (développée à Rouen) utilise les intégrations triples pour
calculer les gm

n et doubles pour calculer les gn.
Après avoir démontré leur équivalence, les expressions des coefficients gn et gm

n utilisées par les
méthodes F1 et F2 sont fournies dans la section 5.1. La section 5.2 est dédiée à la description des
difficultés numériques et à la technique d’évaluation liées au calcul des gn et gm

n par ces méthodes. Pour
simplifier la discussion, les faisceaux gaussiens sont considérés dans cette section. Les composantes
radiales électriques et magnétiques de tels faisceaux jusqu’à l’ordre L3 y sont fournies. Dans la section
5.3 on compare des résultats numériques et le temps de calcul obtenus par les méthodes F1 et F2,
par les séries finies et par l’interprétation localisée pour le faisceau gaussien circulaire. La section 5.4
vise à appliquer les méthodes intégrales F1 et F2 au calcul des gm

n du faisceau feuille laser (faisceau
gaussien elliptique). On discute les limitations de la méthode F1 dans la section 5.5. La dernière
section est une conclusion.

Le système de coordonnées du problème de diffusion est rappelé sur la figure 5.1. Le centre du
faisceau se situe au point OG, l’origine du repère (OG;u, v, w). Le faisceau se propage dans la direction
OGw. Le champ électrique est polarisé parallèlement au plan OGuw. Pour traiter la diffusion du
faisceau laser par une particule située en un point quelconque, on choisit deux autres systèmes de
coordonnées, l’un cartésien (OP ; x, y, z) et l’autre sphérique (OP ; r, θ, ϕ) dont les centres ne sont pas
confondus avec celui du col du faisceau, mais avec celui de la particule. Les axes du système de
coordonnées (OG; x, y, z) sont parallèles à ceux du système (OG;u, v, w). Toutes les expressions dans
le chapitre 2 restent valables en remplaçant x, y, z par u, v, w. Les coordonnées de OG dans le repère
(OP ; x, y, z) sont (x0, y0, z0).

5.1 Equivalence théorique

5.1.1 Démonstration de l’équivalence

L’équivalence entre le potentiel scalaire de Bromwich et le potentiel vecteur de Hertz a été traitée dans
des travaux d’électromagnétisme (voir par exemple le livre de Broglie [20]). Premièrement, notons
que l’équation (24), Réf. [39] ou l’équation (7), Réf. [67] et celle de l’équation (15), Réf. [16] sont
identiques. Ainsi, nous concentrons nos efforts sur la relation entre les coefficients de forme du faisceau
gm
n,TM , gm

n,TE pour la méthode F2 et Alm, Blm pour la méthode F1.
A partir de l’équation (7) dans la référence [67], nous obtenons:

Er(r, θ, φ)=E0

∞∑

n=1

n∑
m=−n

Cpw
n gTM (n,m, j)

n(n + 1)
r

ψ(j)
n (kr)P |m|

n (cos θ) exp(imφ) (5.1)

47
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Figure 5.1: Géométrie du problème de diffusion

où

Cpw
n =

1
k
(−i)n+1 2n + 1

n(n + 1)
(5.2)

est le coefficient pour l’onde plane. Les ψ
(j)
n sont les fonctions de Bessel sphériques.

Pour la description du faisceau incident, j est fixé à 1. Nous pouvons alors utiliser la relation entre
la fonction de Bessel sphérique et la fonction de Ricatti-Bessel [47] suivante:

ψ(1)
n (kr) =

ψn(kr)
kr

(5.3)

et obtenons:

Er(r, θ, φ)=
∞∑

n=1

n∑
m=−n

E0

k2r2
(−i)n+1(2n + 1)gm

n,TMψn(kr)P |m|
n (cos θ) exp(imφ) (5.4)

Celle-ci peut être considérée comme une composante radiale du champ électrique sur une surface
sphérique de rayon donné r = as.

Afin de supprimer les sommations dans l’équation (5.4), et d’obtenir les gm
n,TM en fonction de

Er(r, θ, φ), nous multiplions (5.4) par exp(−im′φ), l’intégrons sur φ de 0 à 2π, et appliquons la
relation d’orthogonalisation:

∫ 2π

0
exp(imφ) exp(−im′φ)dφ =

{
2π m = m′

0 m 6= m′ (5.5)

et obtenons:

∫ 2π

0
Er(r, θ, φ) exp(−imφ)dφ

=
∞∑

n=1

2πE0

k2r2
(−i)n+1(2n + 1)gm

n,TMψn(kr)P |m|
n (cos θ) (5.6)

En suite, en appliquant l’opérateur
∫ π

0
· Pm

l (cos θ) sin θdθ et la relation d’orthogonalisation [47]:
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∫ π

0
Pm

n (cos θ)Pm
l (cos θ) sin θdθ =

2
2n + 1

(n + m)!
(n−m)!

δnl (5.7)

où δnl est défini par:

δnl =
{

1 n = l
0 n 6= l

on déduit:
∫ 2π

0

∫ π

0

Er(r, θ, φ)
E0

P |m|
n (cos θ) exp(−imφ) sin θdθdφ

=
4π

k2r2
(−i)n+1 (n + |m|)!

(n− |m|)!g
m
n,TMψn(kr) (5.8)

Par conséquent, on obtient:

gm
n,TM =

k2r2in+1

4πψn(kr)
(n− |m|)!
(n + |m|)!

×
∫ 2π

0

∫ π

0

Er(r, θ, φ)
E0

P |m|
n (cos θ) exp(−imφ) sin θdθdφ (5.9)

Ceci est similaire à la formule (10), Réf. [67].
Pour comparer avec les résultats de Barton, nous considérons les coefficients Alm de Barton

(équation (32), Réf. [16]):

Alm =
r2

l(l + 1)ψl(kr)

∫ 2π

0

∫ π

0
Er(r, θ, φ)Y ∗

lm(θ, φ) sin θdθdφ (5.10)

où la fonction harmonique de surface sphérique Ylm(θ, φ) est définie par (équation (2), p.244, Réf.
[108]):

Ylm(θ, φ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l + m)!
Pm

l (cos θ) exp(imφ) (5.11)

Puisque Pm
l est une fontion réelle, l’équation (5.10) devient:

Alm =
r2

l(l + 1)ψl(kr)

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l + m)!

×
∫ 2π

0

∫ π

0
Er(r, θ, φ)Pm

l (cos θ) exp(−imφ) sin θdθdφ (5.12)

En comparant les équations (5.12) et (5.9) nous obtenons pour m ≥ 0:

gm
n,TM =

k2n(n + 1)
E0(−i)n+1

√
(n−m)!

4π(2n + 1)(n + m)!
Anm (m ≥ 0) (5.13)

Pour m ≤ 0, on utilise la relation (8) p.235 dans la référence [108]:

P−m
l (cos θ) = (−1)m (l −m)!

(l + m)!
Pm

l (cos θ) (5.14)

L’équation (5.12) devient:
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Alm =
(−1)mr2

l(l + 1)ψl(kr)

√
(2l + 1)(l + m)!

4π(l −m)!

×
∫ 2π

0

∫ π

0
Er(r, θ, φ)P |m|

l (cos θ) exp(−imφ) sin θdθdφ (5.15)

Donc, on obtient:

gm
n,TM =

k2n(n + 1)
E0in−1(−1)n+m

√
(n + m)!

4π(2n + 1)(n−m)!
Anm (m ≤ 0) (5.16)

Pour l’onde TE on peut obtenir les relations similaires à celles pour l’onde TM, en remplaçant E,
TM et Alm par H, TE et Blm respectivement.

On conclut donc que les coefficients gm
n,TM , gm

n,TE de Rouen sont équivalents aux coefficients Alm,
Blm de Barton. Mais leurs valeurs ne sont pas identiques. Les avantages d’utiliser les gm

n,TM , gm
n,TE

sont nombreux. D’abord, ils dépendent que des intensités relatives du champ. Dans le cas de l’onde
plane, ils sont tous constants, et les gn sont égaux à 1. La formulation de la théorie de Lorenz-Mie
classique peut ainsi être facilement retrouvée, comme un cas particulier de la TLMG. Les valeurs des
gn, différents du 1, nous renseignent la forme et la focalisation du faisceau.

5.1.2 Formules des gm
n et des gn

Puisque les gm
n,TM , gm

n,TE et Alm, Blm sont équivalents, et qu’il existe des relations entre eux, nous
pouvons comparer les coefficients gm

n obtenus par différentes méthodes d’intégration. Deux expressions
des coefficients gm

n , basées sur ces deux méthodes, sont obtenues.
Pour la méthode F1, la composante électrique radiale dans l’équation (5.9) est considérée comme

un champ sur une surface sphérique de rayon r=constant=as. Mais il faut remarquer que cette surface
sphérique ne concerne pas la particule de diffuseur, et donc on utilise une notation différente (dans
la référence [16] la même notation est utilisée). On discutera dans la section suivante la technique de
choix de ce rayon pour améliorer les résultats numériques. On obtient donc:

gm
n,TM =

in+1kas

4πψ
(1)
n (kas)

(n− |m|)!
(n + |m|)!

×
∫ 2π

0

∫ π

0

Er(as, θ, φ)
E0

P |m|
n (cos θ) exp(−imφ) sin θdθdφ (5.17)

où ψn(kas)/kas a été remplacé par ψ
(1)
n (kas) (équation 5.3).

Il est aussi possible de rendre (5.17) indépendant du rayon de la sphère car les coefficients gm
n n’en

dépendent pas. A partir de l’équation (5.4) en appliquant les opérateurs:

∫ 2π

0
· exp(−im′φ)dφ

∫ π

0
·Pm

l (cos θ) sin θdθ

∫ ∞

0
·rψ(1)

n (kr)d(kr)

et prenant en compte (5.5), (5.7) et la relation d’intégration sur les fonctions de Bessel sphériques:
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∫ ∞

0

[
ψ(1)

n (kr)
]2

d(kr) =
π

2(2n + 1)
(5.18)

il vient:

gm
n,TM =

2n + 1
2π2(−i)n+1

(n− |m|)!
(n + |m|)!

×
∫ ∞

0
krψ(1)

n (kr)
∫ 2π

0
exp(−imφ)

∫ π

0

Er(r, θ, φ)
E0

P |m|
n (cos θ) sin θdθdφd(kr)

(5.19)

Et nous retrouvons la relation donnée par Maheu [67]
La formule pour l’onde TE est similaire. On peut l’obtenir en remplaçant simplement TM et E

par TE et H respectivement.
Dans des cas particuliers, les formules de gm

n,TM et gm
n,TE peuvent être encore simplifiées. Par

exemple, lorsque la particule est situées sur l’axe du faisceau gaussien, la composante électrique a une
forme comme:

Er(r, θ, φ) = Er(r, θ) cos φ (5.20)

Nous trouvons que seuls g1
n,TM et g−1

n,TM sont non-nuls et obtenons:

g1
n,TM = g−1

n,TM =
1
2
gn (5.21)

g1
n,TE = −g−1

n,TE = − i

2
gn (5.22)

Par conséquent, on obtient deux formules simplifiées:

gn =
in+1kas

2n(n + 1)ψ(1)
n (kas)

∫ π

0

Er(as, θ)
E0

P 1
n(cos θ) sin θdθ (5.23)

gn =
(2n + 1)in+1

πn(n + 1)

∫ ∞

0
krψ(1)

n (kr)
∫ π

0

Er(r, θ)
E0

P 1
n(cos θ) sin θdθd(kr) (5.24)

Dans la section suivante, nous discuterons la technique d’évaluation numérique en utilisant les
formules (5.17), (5.19), (5.23) et 5.24).

5.2 Technique d’évaluation numérique

Puisque les coefficients gm
n et gn décrivent le faisceau incident ils sont déterminés par la forme du

faisceau incident. Ils ne doivent pas dépendre du rayon de la sphère as même si celui-ci apparâıt dans
les formules des gm

n et gn (équations (5.17) et (5.23) ). Cette flexibilité nous autorise à choisir le rayon
de la sphère permettant de faire le calcul le plus efficace. Dans ce but, on considère le faisceau gaussien
et discute la technique d’évaluation des gn en détail. Le calcul des gm

n est similaire.

5.2.1 Composantes radiales du faisceau gaussien

A l’ordre L ou l’ordre L−, les composantes radiales électrique et magnétique se lissent comme [41]:

Er(r, θ, φ) = E0ψ0

[
cosφ sin θ(1− 2Q

l
εLr cos θ) +

2Q

l
εLx0 cos θ

]

× exp(−ikr cos θ + ikz0) (5.25)
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Hr(r, θ, φ) = H0ψ0

[
sinφ sin θ(1− 2Q

l
εLr cos θ) +

2Q

l
εLy0 cos θ

]

× exp(−ikr cos θ + ikz0) (5.26)

où

ψ0 = iQ exp
(
−iQ

r2 sin2 θ

w2
0

)
exp

(
−iQ

x2
0 + y2

0

w2
0

)

× exp
[
2iQ

w2
0

r sin θ(x0 cosφ + y0 sinφ)
]

(5.27)

Q =
1

i + 2
l (r cos θ − z0)

(5.28)

et εL correspond à la description de l’approximation à l’ordre L(εL = 1) ou à l’ordre L− (εL=0).
De plus, si la particule se situe sur l’axe du faisceau, (5.25) devient en considérant l’équation (5.20):

Er(r, θ) = E0ψ0 sin θ(1− 2Q

l
εLr cos θ) exp(−ikr cos θ + ikz0) (5.29)

où

ψ0 = iQ exp(−iQ
r2 sin2 θ

w2
0

) (5.30)

De plus, si le faisceau incident est une onde plane, on a:

Er(r, θ) = E0 sin θ exp(−ikr cos θ + ikz0) (5.31)

Hr(r, θ, φ) est similaire à Er où cosφ, sinφ sont remplacés par sinφ, cosφ et x0, y0 par y0, x0, respec-
tivement.

Si on considère les approximations jusqu’à l’ordre L3, on peut obtenir les composantes radiales
électrique et magnétique dans le repère de la particule à partir des expressions des composantes
cartésiennes du champ dans le repère du faisceau (équations (2.23)-(2.28), chapitre 2). Par deux
changements de repère: de (OG;u, v, w) à (OP ; x, y, z), puis de (OP ;x, y, z) à (OP ; r, θ, φ), on obtient:

Er = E0ψ0 exp(−ikr cos θ + ikz0) sin θ

× {
cosφ + s2

[−ρ2Q2
(
1− iρ2Q

)
cosφ− 2Q2ξ (ξ cosφ + η sinφ)

]

+ s4
[
ρ4Q4

(
2− 3iρ2Q− 0, 5ρ4Q2

)
cosφ

+ ρ2Q4
(
8− 2iρ2Q

)
ξ (ξ cosφ + η sinφ)

]}

+ E0ψ0 exp(−ikr cos θ + ikz0)ξ cos θ

× {
s (−2Q) + s3ρ2Q3

(
6− 2iρ2Q

)

+ s5ρ4Q5
(−20 + 10iρ2Q + ρ4Q2

)}
(5.32)

Hr = H0ψ0 exp(−ikr cos θ + ikz0) sin θ

× {
sinφ + s2

[−ρ2Q2
(
1− iρ2Q

)
sinφ− 2Q2η (ξ cosφ + η sinφ)

]

+ s4
[
ρ4Q4

(
2− 3iρ2Q− 0, 5ρ4Q2

)
sinφ

+ ρ2Q4
(
8− 2iρ2Q

)
η (η sinφ + ξ cosφ)

]}

+ H0ψ0 exp(−ikr cos θ + ikz0)η cos θ

× {
s (−2Q) + s3ρ2Q3

(
6− 2iρ2Q

)

+ s5ρ4Q5
(−20 + 10iρ2Q + ρ4Q2

)}
(5.33)
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où

ξ =
r

w0
cosφ sin θ − x0

w0
η =

r

w0
sinφ sin θ − y0

w0
(5.34)

ρ2 = ξ2 + η2 (5.35)

Lorsque la particule est sur l’axe du faisceau, x0 = y0 = 0, les équations (5.32) et (5.33) se
simplifient:

Er = E0ψ0 exp(−ikr cos θ + ikz0) sin θ cosφ

×
(

1− 2Q

l
r cos θ

)[
1− s2 Q2

w2
0

r2 sin2 θ

(
3− iQ

w2
0

r2 sin2 θ

)

+ s4 Q4

w4
0

r4 sin4 θ

(
10− 5

iQ

w2
0

r2 sin2 θ − Q2

2w4
0

r4 sin4 θ

)]
(5.36)

Hr = H0ψ0 exp(−ikr cos θ + ikz0) sin θ sinφ

×
(

1− 2Q

l
r cos θ

)[
1− s2 Q2

w2
0

r2 sin2 θ

(
3− iQ

w2
0

r2 sin2 θ

)

+ s4 Q4

w4
0

r4 sin4 θ

(
10− 5

iQ

w2
0

r2 sin2 θ − Q2

2w4
0

r4 sin4 θ

)]
(5.37)

5.2.2 Evaluation des gn

Pour simplifier la discussion, on considère premièrement le cas du faisceau gaussien circulaire à l’ordre
L avec une particule située au centre du faisceau.

Avec les notations:

tn(x) =
2n(n + 1)ψ(1)

n (x)
x

(5.38)

et:

In =
∫ π

0

Er(as, θ)
E0

P 1
n(cos θ) sin θdθ (5.39)

où x = kas =
2π

λ
as, l’équation (5.23) peut être réécrite comme:

gn =
in+1

tn(x)
In (5.40)

L’instabilité numérique peut apparâıtre si le rayon de la sphère as n’est pas bien choisi. Afin
d’obtenir les gn avec la plus grande précision possible, la valeur x doit être choisie pour que l’intégrale
In soit la plus précise possible.

D’abord, dans les expressions du champ du faisceau gaussien, il y a un facteur:

exp
(
−iQ

a2
s sin2 θ

w2
0

− ikas cos θ

)
(5.41)

Si le rayon de la sphère d’intégration as est trop grand, le noyau de l’intégrale oscille fortement,
ce qui rend l’intégration difficile.

Au contraire, si nous choisissons le rayon trop petit, le facteur tn(x) devant l’intégrale sera trop
petit. En effet, d’après la définition de la fonction de Bessel (formule (7), Réf. [108]), on a:
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tn(x) ∼= 2n+1n(n + 1)!xn−1

(2n + 1)!
x ¿ n (5.42)

tn(x) est d’autant plus petit que x est petit. Par exemple:

t10(0, 01) ∼ 10−25, t30(0, 01) ∼ 10−96, t30(1) ∼ 10−38

t50(0, 01) ∼ 10−174, t50(1) ∼ 10−76, t50(10) ∼ 10−27

Donc le coefficient devant l’intégrale (5.23) devient trop grand. Puisque les gn sont typiquement
compris entre 1 et 10−5 (pour w0 = 10 µm, λ = 0, 5145 µm et 1 < n < 200, par exemple), la valeur
de l’intégrale In doit être entre l’interval de 10−25 à 10−180 pour les examples donnés précédemment.

Notons encore que le noyau d’intégrale:

fn(θ) =
Er(as, θ)

E0
P 1

n(cos θ) sin θ (5.43)

est de l’ordre 1. Il est numériquement absurde d’obtenir une intégrale In valant 10−25 à 10−180 avec
un tel noyau sur un ordinateur de précision finie (normalement 16 chiffres en double précision).

Pour obtenir une bonne estimation numérique des gn, il faut choisir le rayon de la sphère as qui
permet d’obtenir la valeur de l’intégrale In la plus grande possible.
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Figure 5.2: Fonction tn(x) pour différents n

Table 5.1: Points de valeur extrême xnj de tn(x) [t
′
n(xnj) = 0]

n j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
1 0 5,763459197 9,095011330 12,32294097 15,51460301
2 2,501132620 7,136008792 10,51460106 13,77167799 16,98305524
3 3,864699778 8,444922020 11,88174663 15,17543305 18,41207683
5 6,265767845 10,95061072 14,51084693 17,88578677 21,18064080
10 11,79205138 16,88214579 20,73147676 24,31041053 27,75995902
20 22,35662501 28,15176083 32,47042249 36,40317235 40,13673640
30 32,72344620 39,07939301 43,77248496 47,99851339 51,97567705
50 53,23995820 60,47455461 65,76021301 70,46157575 74,84228316

La figure 5.2 montre l’évolution de tn(x) en fonction de x pour différents n, le tableau 5.1 présente
ses points de valeurs extrêmes xnj (j−ième valeur extrême de la fonction tn(x) de l’ordre n). On
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trouve que tn(x) a un maximum pour les valeurs x un peu plus grandes que n et puis oscille. Il est
donc recommandé de prendre un rayon de la sphère d’intégration tel que x = kas

∼= n. On peut
certainement prendre d’autres valeurs de x correspondant à autre point extrême ou près d’eux. Ce
choix n’influence pas beaucoup la précision des résultats. Mais nous devons faire attention à ne pas
prendre x trop près d’un zéro de tn(x) et ne pas choisir x trop petit ou trop grand par rapport à n.
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θ  [deg.]
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–0.5

0.0
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f 1(
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x=0.122
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Figure 5.3: Partie réelle du noyau de l’intégrale du g1, w0 = 10 µm, λ = 0, 5145 µm, z0 = 0, εL =
1, x = 2πas/λ=0,122; 1,22; 12,2
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Figure 5.4: Partie imaginaire du noyau d’intégrale du g10, w0 = 10 µm, λ = 0, 5145 µm, z0 = 0, εL =
1, x = 2πas/λ=0,122; 1,22; 12,2

Les figures 5.3 à 5.5 représentent l’évaluation du noyau de l’intégrale en fonction de θ pour différents
n et as. La figure 5.3 présente la partie réelle du noyau de l’intégrale du g1. On trouve que plus x
s’approche du maximum de tn(x) (pour n = 1, le maximum correspond à x = 0), plus grand sera
le résultat de l’intégration. Mais si x est trop grand le noyau de l’intégrale oscille fortement (voir la
courbe pour x = 12, 2). Pour n = 1, la partie imaginaire du noyau de l’intégrale est impaire en x, il ne
contribue pas à l’intégration du g1. La figure 5.4 montre la partie imaginaire du noyau de l’intégrale
du g10. L’avantage de choisir x ∼= n est montré plus clairement: si x = 12, 2 ∼= n le noyau de l’intégrale
est positif en presque tous ses points. Il est certain que le résultat de l’intégration est plus précis
qu’en x ∼= 1, 22 ou x = 0, 122). Mais si on prend le rayon as trop grand, les difficultés d’intégration
apparaissent également: le noyau de l’intégrale oscille très fortement dans ce cas (figure 5.5).

Donc, il vaut mieux de prendre le rayon de la sphère as correspondant au premier maximum
de fonction tn(x) si bien que on peut obtenir l’intégrale la plus grande possible et avec un noyau
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Figure 5.5: Partie imaginaire du noyau d’intégrale du g10, w0 = 10 µm, λ = 0, 5145 µm, z0 = 0, εL =
1, x = 2πas/λ = 122

d’intégrale le moins oscillant. Le premier maximum se situe en x ∼= n + 1/2. Nous pouvons dans la
pratique prendre simplement x = n + 1/2 pour calculer les gn.

La méthode F2 utilise une intégration double pour calculer les gn (équation (5.24)). L’intégration
sur θ est la même que dans la méthode F1. Cependant, l’intégration supplémentaire sur r est comprise
entre 0 et l’infini. Dans le paragraphe précédent on a déjà démontré que l’intégrale (5.39) est la plus
grande lorsque x ∼= n et donc contribue le plus à l’intégrale sur r.

La figure 5.6 montre le noyau d’intégrale en fonction x = kr utilisée pour calculer les gn par la
méthode F2:

Fn(x) =
(2n + 1)in+1

πn(n + 1)
xψ(1)

n (x)
∫ π

0

Er(x, θ)
E0

P 1
n(cos θ) sin θdθ (5.44)
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Figure 5.6: Noyau d’intégration Fn(x) de la méthode F2 pour différent n

Pour n = 1, l’intégration entre x = 0 et x = 10 contribue le plus au gn. Lorsque n = 10,
la contribution de l’intégration entre x = 0 et x = 6 est très faible. D’une part cela montre que
c’est dans la région x ∼ n que le noyau de l’intégrale contribue le plus à l’intégration. Ainsi, parce
que la méthode F2 tient compte de toute les valeurs de r, elle est plus stable. D’autre part, ceci
explique aussi pourquoi on peut prendre différentes bornes inférieures et supérieures d’intégration
pour différents gn[68] (voir aussi la section suivante).

La discussion pour le cas z0 6= 0 est similaire.
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5.2.3 Evaluation des gm
n

Pour le calcul des coefficients gm
n on a le même problème que pour les gn. Nous pouvons donc prendre

le même rayon de la sphère as pour la méthode F1 et le même intervalle d’intégration pour la méthode
F2 comme discutés dans le dernier paragraphe.

5.3 Résultats numériques et discussion

Dans cette section, nous comparons les valeurs numériques des coefficients gn et gm
n calculés par quatre

méthodes différentes:

1. Méthode F2: Equation (5.24) programme GNF2 pour gn et formule (5.19) programme GNMF2
pour gm

n ;

2. Méthode F1: Equation (5.23) programme GNF1 pour gn et formule (5.17) programme GNMF1
pour gm

n ;

3. Série finie: programme GNSF pour gn et programme GNMSF pour gm
n [41];

4. Interprétation localisée: programme GNLA pour gn et programme GNMF pour gm
n [86].

Nous comparons le temps de calcul, discutons les avantages et limitations de chaque méthode. Tous
les programmes sont en FORTRAN réalisés sur une Sun station 4/60 (Sparcstation). La méthode de
Gauss-Legendre est utilisée pour l’intégration dans ces programmes.

Considérons un faisceau à l’ordre L de longueur d’onde λ=0, 5145 µm et un rayon du col du faisceau
w0 = 10 µm.

Table 5.2: Comparaison des coefficients gn calculés par différentes méthodes, w0=10 µm,
λ=0, 5145 µm, x0=y0=z0=0

interpr. série intégration
méthodes local. finie F1 F2

programmes GNLA GNSF GNF1 GNF2
kas=n+1/2 kr=0∼200 kr=0∼20000

n=1 0,9999 1,0000 1,0000 0,9952 1,0000
n=5 0,9980 0,9981 0,9981 0,9806 0,9978
n=10 0,9926 0,9928 0,9928 0,9597 0,9921
n=15 0,9840 0,9842 0,9842 0,9355 0,9837
n=50 0,8428 0,8429 0,8429 0,7062 0,8416

Dans le tableau 5.2 on choisit x0 = y0 = 0 (gn) avec z0 = 0. Pour la méthode F1 le nombre
de points d’intégration est de 100. Pour la méthode F2 l’intégration sur kr est entre 0 et 200 pour
laquelle le nombre de points d’intégration est alors égal à 500; ou entre 0 et 20000, cette intégration
est alors réalisée sur plusieurs intervalles, puis sommée. Le nombre de points d’intégration pour θ est
de 100 pour n = 1, de 200 pour n = 5, de 300 pour n = 10 et 15. Les programmes GNLA et GNSF
calculent tous les gn pour n plus petit que ceux indiqués dans ce tableau.

Dans le tableau 5.3 on calcule les gm
n , les coordonnées de la particule sont x0 = 5 µm, y0 = 0, z0 = 0,

dans ce cas l’intégration deviennent double ou triple. Le nombre de point d’intégration sur φ est 100,
sur θ et kr le même nombre de point que pour le tableau 5.2 est utilisé.

Les tableaux 5.4 et 5.5 présentent le temps de calcul correspondant aux tableaux 5.2 et 5.3.
La comparaison des tableaux 5.2 et 5.3, des tableaux 5.4 et 5.5 montre que:

• L’accord entre les quatre méthodes est très satisfaisant, surtout entre les séries finies et la
méthode F1.
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Table 5.3: Comparaison des coefficients gm
n,TM calculés par différentes méthodes, w0 =10 µm, λ

=0, 5145 µm, x0 =5 µm, y0 =z0=0

interprétation série
méthodes localisée finie

programmes GNMF GNMSF
n=1 m=0 (0; 6, 376 10−3) (0; 6, 377 10−3)

m=1 (3, 894 10−1; 0) (3, 894 10−1; 0)
n=5 m=0 (0; 9, 549 10−2) (0; 9, 552 10−2)

m=1 (3, 889 10−1; 0) (3, 889 10−1; 0)
m=2 (0; −1, 592 10−3) (0; −1, 592 10−3)
m=5 (4, 550 10−12; 0) (4, 559 10−12; 0)

n=10 m=0 (0; 3, 485 10−1) (0; 3, 486 10−1)
m=1 (3, 876 10−1; 0) (3, 876 10−1; 0)
m=5 (4, 527 10−12; 0) (4, 536 10−12; 0)

intégration
méthodes F1 (kas = n + 1/2) F2

programmes GNMF1 GNMF2
n=1 m=0 (2, 2 10−18; 6, 377 10−3) -

m=1 (3, 894 10−1; 4, 3 10−17) (3, 875 10−1; 4, 2 10−18)
n=5 m=0 (7, 9 10−18; 9, 552 10−2) -

m=1 (3, 889 10−1; 4, 8 10−17) -
m=2 (4, 7 10−18; −1, 592 10−3) -
m=5 (4, 559 10−12; 2, 4 10−20) -

n=10 m=0 (5, 9 10−17; 3, 486 10−1) -
m=1 (3, 876 10−1; 9, 3 10−17) (3, 747 10−1; −2, 3 10−17)
m=5 (4, 536 10−12; 2, 0 10−21) -

Table 5.4: Temps de calcul des gn en seconde, correspondant au tableau 5.2

interpr.. série intégration
méthodes local. finie F1 F2

programmes GNLA GNSF GNMF1 GNMF2
n=1 - - 0,1 23,4
n=5 0,0 0,0 0,1 33,5
n=10 0,0 0,0 0,1 65,6
n=15 0,0 0,0 0,1 81,7
n=50 0,0 0,0 0,2 -

• Pour obtenir les résultats plus précis avec la méthode F2, l’intervalle d’intégration sur kr doit
être agrandi.

• Les méthodes de l’interprétation localisée et des séries finies sont beaucoup plus rapides que
celles d’intégration, et l’interprétation localisée est la plus rapide.

• La méthode F1 est beaucoup plus rapide que la F2.

Les tableaux 5.6 et 5.7 présentent les résultats numériques des gn pour l’onde plane et gm
n,TM du

faisceau gaussien calculés par la méthode F1 pour différents as. Ils démontrent que les coefficients gn

et gm
n,TM ne dépendent presque pas du rayon de sphère choisi puisque ils sont déterminés par la forme

du faisceau incident. En outre, lorsque le faisceau incident est une onde plane, l’indépendance des gn

ou des gm
n par rapport au choix du rayon de la sphère as peut être démontrée analytiquement à partir
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Table 5.5: Temps de calcul des gm
n,TM en seconde, correspondant au tableau 5.3

interpr.. série intégration
méthodes local. finie F1 F2

programmes GNMF GNMSF GNMF1 GNMF2
n=1 m=0 2,7 -

m=1 3,0 3131,3
n=5 m=0 3,0 -

m=1 0,1 0,1 3,1 -
m=2 3,1 -
m=5 3,0 -

n=10 m=0 6,7 -
m=1 0,3 0,5 7,1 6487,4
m=5 6,7 -

Table 5.6: gn de l’onde plane calculés par la méthode F1 w0=1000m, λ=0,5145 µm, x0=y0=z0=0

rayon as de nombre de
de la sphère( µm) point d’intégration n gn

0,01 20 1∼ 5 1,000000000
0,10 50 1∼ 10 1,000000000
1,00 100 1∼ 25 1,000000000
10,00 500 1∼ 150 1,000000000

des équation (5.17), (5.23) et (5.24) (voir annexe D), et retrouvée numériquement par les programmes
GNF1 et GNMF1.

De ces deux tableaux, on déduit que on peut choisir le rayon as dans un large domaine pour le
calcul des coefficients, particulièrement pour gn. Cependant, il faut noter que les résultats des gm

n ne
sont pas très bons lorsqu’on prend un trop grand rayon as pour n = 1,m = 0, ou une trop petite
valeur de as pour m = n = 5 (tableau 5.7).

Pour la méthode F2 l’intégration supplémentaire doit être comprise théoriquement entre 0 et
l’infini. Nous avons montré que seule l’intégration dans une certaine région de kr (dépend de n) est
importante pour gm

n [69][70]. Le tableau 5.8 donne la valeur des gn en fonction de la borne supérieure
d’intégration krmax, pour différents n. La valeur des gn tend vers une limite lorsque krmax s’acrôıt
et on peut obtenir les gn très précis. Mais ceci devient très onéreux. De plus, on peut démontrer
que lorsque la description du faisceau n’est pas exacte, cette méthode d’intégration diverge également
à cause des termes en s d’ordre élevé [63] [46]. C’est pourquoi seules quelques valeurs des gn et gm

n

sont indiquées dans les tableaux 5.2 et 5.3, et uniquement sur des intervalles d’intégration 0∼200 et
0∼20000.

5.4 Application au faisceau feuille laser

La technique discutée dans la section précédente peut être utilisée pour traiter non seulement le
faisceau gaussien mais aussi d’autres faisceaux. Dans cette section nous allons l’appliquer au faisceau
feuille laser.

Le faisceau feuille laser peut être obtenu en focalisant un faisceau gaussien par une lentille cylin-
drique. C’est un outil puissant pour la mesure de taille de particules, comme dans la technique phase
doppler, le système de double-onde cylindrique [77] [78] et PIV [1][3]. Les expressions des champs
électromagnétiques de ce faisceau ont été données dans le chapitre 3. On compare dans cette section
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Table 5.7: gm
n,TM du faisceau gaussien calculés par la méthode F1, w0 = 10 µm, λ = 0, 5145 µm,

x0 = 5 µm, y0 = z0 = 0

rayon nombre de
n m as (µm) kas point d’int. gm

n

0,01 0,122 10 ( 1, 2 10−17; 6, 377232 10−3)
1 0 0,1 1,22 20 (−3, 2 10−18; 6, 377694 10−3)

1 12,2 50 (−1, 6 10−16; 6, 375159 10−3)
10 122 500 ( 3, 9 10−13; 6, 304760 10−3)

0,01 0,122 10 ( 3, 894004 10−1; 4, 1 10−17)
1 1 0,1 1,22 20 ( 3, 894004 10−1; −2, 8 10−19)

1 12,2 50 ( 3, 894004 10−1; 6, 4 10−16)
10 122 500 ( 3, 894007 10−1; −1, 3 10−13)

0,01 0,122 20 (−6, 3 10−11; 9, 551631 10−2)
5 0 0,1 1,22 30 (−7, 7 10−15; 9, 551648 10−2)

1 12,2 50 (−9, 7 10−17; 9, 554546 10−2)
10 122 500 ( 2, 7 10−15; 9, 547369 10−2)

0,01 0,122 20 ( 8, 7 10−13; −1, 592170 10−3)
5 2 0,1 1,22 30 (−3, 1 10−16; −1, 592170 10−3)

1 12,2 50 (−1, 5 10−18; −1, 592167 10−3)
10 122 500 (−4, 5 10−17; −1, 592173 10−3)

0,01 0,122 50 (3, 995991 10−12; 5, 2 10−13)
5 5 0,1 1,22 30 (4, 558905 10−12; −4, 2 10−17)

1 12,2 50 (4, 559155 10−12; −1, 4 10−19)
10 122 500 (4, 559236 10−12; 6, 9 10−19)

Table 5.8: gn du faisceau gaussien calculés par la méthode F2, w0 = 10 µm, λ = 0, 5145 µm, z0 = 0

borne supér. de
l’integration sur kr g1 g5 g10 g15 g50

100 0,9904 0,9630 0,9263 0,8871 0,5591
200 0,9952 0,9806 0,9597 0,9355 0,7063
500 0,9981 0,9911 0,9795 0,9648 0,7886
1000 0,9990 0,9946 0,9861 0,9745 0,8158
2000 0,9995 0,9964 0,9895 0,9793 0,8294
5000 0,9998 0,9974 0,9915 0,9822 0,8375
10000 0,9999 0,9978 0,9921 0,9832 0,8402
20000 1,0000 0,9980 0,9925 0,9837 0,8416

les coefficients gm
n du faisceau feuille laser calculés par les méthodes F1 et F2.

Table 5.9: Comparaison des valeurs des coefficients g1
n,TM calculés par les méthodes F1 et F2, λ =

0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 0

n méthode F2 méthode F1

1 0, 499761 0, 500000
5 0, 496085 0, 496956

10 0, 486732 0, 488365
20 0, 453544 0, 456525
50 0, 284632 0, 289283
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Table 5.10: Comparaison des valeurs des coefficients g1
n,TM calculés par les méthodes F1 et F2, λ =

0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 5µm

n méthode F2 méthode F1

1 −0, 026451 −0, 140836i −0, 026467 −0, 140903i
5 −0, 026901 −0, 141334i −0, 026948 −0, 141582i

10 −0, 028208 −0, 142997i −0, 028303 −0, 143476i
20 −0, 033078 −0, 149238i −0, 033295 −0, 150217i
50 −0, 057008 −0, 172470i −0, 057939 −0, 175287i

Les tableaux 5.9 et 5.10 présentent les résultats numériques des g1
n,TM pour λ = 0, 5145 µm,

w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 0 et x0 = y0 = z0 = 5 µm. La borne de l’intégration sur
kr pour la méthode F1 est de 0 à 2000. L’accord entre les deux méthodes est très bon. La différence
s’accrôıt lorsque l’indice n augmente parce que la contribution de l’intégration sur kr grand devient de
plus en plus importante au fur et à la mesure que n s’accrôıt comme nous l’avons vu dans le tableau
5.8 pour le faisceau gaussien.
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Figure 5.7: g1
n,TM en fonction de la borne supérieure d’intégration sur kr, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm,

λ = 0, 5145 µm, x0 = y0 = z0=0

Les figures 5.7 et 5.8 présentent les gm
n,TM en fonction de la borne supérieure de l’intégration sur kr

pour les même cas que dans les tableaux 5.9 et 5.10. Les lignes continues correspondent aux parties
réelles et les lignes discontinues correspondent aux parties imaginaires. Ils montrent clairement que les
coefficients gm

n tendent vers une limite lorsque la borne supérieure de l’intégration krmax augmente.
Les résultats des deux méthode concordent lorsque la borne supérieure sur kr est prise suffisamment
grande.

5.5 Limites de la méthode F1

Dans les deux sections précédentes, nous avons discuté le calcul des gm
n par la méthode F1 et démontré

que celle-ci est beaucoup plus rapide que F2 et aussi précise que ce soit pour le faisceau gaussien ou
le faisceau feuille laser peu focalisé, c’est-à-dire dont les longueurs des axes au col ne sont pas trop
petites par rapport à la longueur d’onde.

Nous avons pu constater que la précision de la méthode F1 dépend du choix du rayon de la sphère
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Figure 5.8: g1
n,TM en fonction de la borne supérieure d’intégration sur kr, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm,

λ = 0, 5145 µm, x0 = y0 = z0 = 5 µm

as: il peut être pris dans un domaine très large pour certains faisceaux (onde plane, faisceaux gaussien
et feuille laser peu focalisés), mais pas pour un faisceau quelconque. En effet, la précision de la
méthode F1 dépend aussi de la qualité de description du faisceau.

Dans les sections 5.3 et 5.4, les gn et gm
n sont calculés en utilisant les descriptions des faisceaux à

l’ordre L et on obtient les bons résultats. Mais, si les gn et gm
n sont calculés en utilisant la description du

faisceau à l’ordre L−, les résultats seraient faux pour les mêmes faisceaux, car ils dépendent fortement
du choix du rayon de la sphère. Par ailleurs, la méthode F2 permet obtenir des bons résultats.

Afin d’appliquer la méthode F1 au calcul des coefficients gn et gm
n pour un faisceau focalisé, une

description du faisceau à des ordres plus élevés doit être utilisée.

Table 5.11: gn du faisceau gaussien à l’ordre L3 calculés par la méthode F1, w0 = 0, 5 µm, λ =
0, 5145 µm, x0 = y0 = z0 = 0

n kas gn n kas gn

0,10 1, 000000 0,50 0, 454433
1 1,50 1, 000000 5 5,50 0, 454389

10,00 1, 001898 50,00 0, 452151
1,00 0, 508922 10−1 10,00 0, 162482 10−4

10 10,50 0, 509612 10−1 20 20,00 0, 174679 10−4

20,00 0, 508682 10−1 20,50 0, 175903 10−4

20,73 0, 509938 10−1 22,36 0, 180783 10−4

27,76 0, 511322 10−1 40,14 0, 440919 10−4

30,00 0, 378848 10−7 50,00 0, 846352 10−8

30,50 0, 448119 10−7 50,50 0, 504169 10−8

30 32,00 0, 712659 10−7 50 52,00 −0, 105614 10−7

32,72 0, 697969 10−7 53,24 −0, 855302 10−8

39,08 0, 238769 10−6 60,47 −0, 113776 10−6

En introduisant les expressions des composantes radiales du champ électrique (5.32) et (5.36),
respectivement, dans (5.17) et (5.23) nous pouvons calculer les coefficients gm

n,TM et gn pour le faisceau
gaussien à l’ordre L3 par la méthode F1. Les tableaux 5.11 et 5.12 présentent les résultats numériques
des gn et gm

n,TM pour un faisceau gaussien de longueur d’onde de 0,5145 µm, de rayon au col du
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Table 5.12: gm
n,TM du faisceau gaussien à l’ordre L3 calculés par la méthode F1, w0 = 0, 5 µm,

λ = 0, 5145 µm, x0 = 0, 5 µm, y0 = z0 = 0

n kas g1
n n kas g1

n

0,10 0, 194534, 0,50 0, 213161
1 1,50 0, 194531, 5 5,50 0, 213183

10,00 0, 194165, 50,00 0, 214340
1,00 0, 993556 10−1 10,00 0, 700054 10−3

10 10,50 0, 993656 10−1 20 20,00 0, 696886 10−3

20,00 0, 993611 10−1 20,50 0, 696549 10−3

20,73 0, 993057 10−1 22,36 0, 694957 10−3

27,76 0, 991957 10−1 40,14 0, 727783 10−3

30,00 0, 153165 10−6 50,00 −0, 392146 10−8

30,50 0, 162442 10−6 50,50 −0, 498452 10−8

30 32,00 0, 162851 10−6 50 52,00 −0, 745115 10−9

32,72 0, 147027 10−6 53,24 0, 660843 10−8

39,08 0, 238728 10−6 60,47 −0, 324699 10−7

faisceau w0 = 0, 5 µm, pour une particule située sur l’axe, ou hors axe. Lorsque n est petit, gn et gm
n

sont stables dans un large domaine de kas. Cependant, pour grand n, les coefficients gn et gm
n sont

instables. Par exemple, g30, g50 et g1
50 sont très sensibles à la valeur de kas même si on choisit kas

correspondant au maximum de tn(kas). Cette instabilité n’est pas d’origine numérique: lorsque l’on
change le nombre de points d’intégration, les résultats ne changent pas. Le calcul des gn et gm

n en
utilisant la description à l’ordre L pour le même faisceau donne des résultats complètement instables.
Il aparâıt que les coefficients gm

n calculés par la méthode F1 sont précis à l’ordre de la description du
champ si la valeur as est bien choisi.

Notre étude théorique de l’origine de cette sensibilité à la description du faisceau vient être proposé
par Gouesbet et Lock [63] [46], qui montrent que pour un faisceau hyperfocalisé, l’ordre de description
(Lk) doit atteindre des valeurs très importantes (k > 100) pour obtenir une description réaliste.

Schaub et al[101] ont aussi appliqué cette méthode pour le calcul des coefficients équivalents du
faisceau gaussien à l’ordre L3, pour le cas sur l’axe et ils affirment que le temps CPU de calcul est
diminué par un facteur 0∼1500 par rapport à leur ancienne méthode, cependant, il n’y a pas de
résultats numériques publiés pour comparer.

5.6 Conclusion

Après avoir démontré l’équivalence entre les approches de Rouen et Barton pour les évaluations
des gm

n,TM , gm
n,TE , Alm et Blm, l’étude des avantages et limitations des deux schema numériques

d’intégration est entreprise.
Le calcul des coefficients gn ou gm

n par la méthode de Barton avec simple ou double intégration est
la plus rapide tandis que la celle de Rouen est la plus stable. La méthode de Barton est plus sensible
à la qualité de la description du faisceau, et du rayon as de la surface sphérique utilisé dont le meilleur
choix est kas = n +1/2. La méthode de Rouen est stable et peut être utilisée pour traiter un faisceau
de forme quelconque.

Cependant, dans le cas de faisceau hyperfocalisé (2w0 ∼ λ), les deux approches deviennent im-
puissantes à cause de la pauvreté de la description du faisceau utilisée.
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Chapter 6

Interprétation Localisée

L’interprétation localisée (appelée aussi approximation localisée) fournit un moyen rapide d’évaluation
des deux séries des coefficients gm

n,TM et gm
n,TE pratiquement sans perte de précision. Pour le faisceau

gaussien, la formulation et un code numérique ont été développés [43] [86] et appliqués à l’analyse
dans divers domaines: la lévitation optique [58], la technique phase doppler [53] [54] par exemple.

L’interprétation localisée est développée dans ce chapitre pour calculer les coefficients gm
n,TM et

gm
n,TE du faisceau feuille laser (faisceau gaussien focalisé par une lentille cylindrique). Les résultats

numériques montrent que les erreurs relatives dépendent de l’indice m en 0, 1 ∗m%, par rapport aux
résultats de l’intégration (une méthode exacte mais plus gourmande en temps du calcul). Lorsque les
deux axes du faisceau feuille laser sont égaux, les expressions des gm

n,TM et gm
n,TE du faisceau gaussien

sont retrouvées.
Ce chapitre se compose de 5 sections: Dans la section 6.1, les expressions du champ du faisceau

feuille laser sont développées en mode d’azimut d’onde. Dans la section 6.2 l’interprétation localisée
est appliquée pour obtenir les formules des coefficients gm

n . Les cas particuliers d’une particule sur
l’axe du faisceau feuille laser et d’un faisceau Gaussien (w0x=w0y) sont alors discutés. Les résultats
numériques sont comparés avec ceux de la méthode intégrale dans la section 6.3. La section 6.4 est
consacrée à la stratégie d’accélérer le calcul. Même si la sommation devient triple pour un faisceau
feuille laser au lieu d’une sommation simple pour faisceau gaussien circulaire, on peut encore gagner
trois ou quatre ordre de grandeur en temps de calcul en cherchant un algorithme efficace par rapport
la méthode intégrale. La dernière section est une conclusion. Le listing commenté du programme de
calcul associé est fourni en annexe.

6.1 Développement des champs en mode d’azimut

Les coefficients gm
n,TM et gm

n,TE sont déterminés à partir des composantes radiales des champs Er

et Hr respectivement. Pour chercher l’expression de ces coefficients, nous travaillons directement à
partir des expressions du champ électrique et magnétique développées dans le chapitre 3 (les équations
(3.15)-(3.20)).

Par deux changements de repère du système du faisceau (OG; u, v, w) au système de la particule
(OP ; x, y, z), puis au (OP ; r, θ, φ), nous obtenons:

Er(r, θ, φ) = E0ψ
sh
0

[
cosφ sin θ − 2Qx

lx
cos θ(r cosφ sin θ − x0)

]

× exp(−ikr cos θ + ikz0) (6.1)

Hr(r, θ, φ) = H0ψ
sh
0

[
sinφ sin θ − 2Qy

ly
cos θ(r sinφ sin θ − y0)

]

65
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× exp(−ikr cos θ + ikz0) (6.2)

où

ψsh
0 =

√−QxQy exp

[
− iQx

w2
0x

(r cosφ sin θ − x0)2 − iQy

w2
0y

(r sinφ sin θ − y0)2
]

(6.3)

Qx =
1

i +
2
lx

(r cos θ − z0)
Qy =

1

i +
2
ly

(r cos θ − z0)
(6.4)

lx = kw2
0x ly = kw2

0y (6.5)

La TLMG est développée à partir des potentiels de Bromwich. Pour permettre l’identification
avec celle-ci et appliquer l’interprétation localisée, il faut réaliser un développement de Fourier des
composantes Er et Hr selon les exponentielles imaginaires de φ, c’est à dire en mode d’azimut m:

(
Er

Hr

)
=

+∞∑
m=−∞

(
Em

r (r, θ)
Hm

r (r, θ)

)
exp(imφ) (6.6)

On trouvera ci-après une méthode possible.
En dehors des fonctions explicites de φ, ψsh

0 est le seul terme dépendant de φ dans les relations
précédentes. On peut le réécrire à partir de (6.3):

ψsh
0 =

√−QxQy exp

[
−r2 sin2 θ

(
iQx

w2
0x

cos2 φ +
iQy

w2
0y

sin2 φ

)

+ 2r sin θ

(
iQx

w2
0x

x0 cosφ +
iQy

w2
0y

y0 sinφ

)
−

(
iQx

w2
0x

x2
0 +

iQy

w2
0y

y2
0

)]
(6.7)

En utilisant les relations:

sinφ =
eiφ − e−iφ

2i
cosφ =

eiφ + e−iφ

2
(6.8)

l’équation (6.7) peut être réécrite comme:

ψsh
0 = ψ0sh

0 exp
[
A(e2iφ + e−2iφ) + Beiφ + Ce−iφ

]
(6.9)

où:

ψ0sh
0 =

√−QxQy exp

[
−

(
iQx

w2
0x

x2
0 +

iQy

w2
0y

y2
0

)
− r2 sin2 θ

2

(
iQx

w2
0x

+
iQy

w2
0y

)]
(6.10)

A = −r2 sin2 θ

4

(
iQx

w2
0x

− iQy

w2
0y

)
(6.11)

B = r sin θ

(
iQx

w2
0x

x0 +
Qy

w2
0y

y0

)
(6.12)

C = r sin θ

(
iQx

w2
0x

x0 − Qy

w2
0y

y0

)
(6.13)

Puis, on développe les quatre termes exponentiels de l’équation (6.9): exp[Ae2iφ], exp[Ae−2iφ],
exp[Beiφ], et exp[Ce−iφ] en série de Taylor, en fonction de Ae2iφ, Ae−2iφ, Beiφ et Ce−iφ et obtient:
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ψsh
0 = ψ0sh

0

∞∑

p=0

∞∑

q=0

∞∑

t=0

∞∑

j=0

Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp[iφ(2p− 2q + t− j)] (6.14)

Dans les cas particuliers où l’origine du système de coordonnées OP est centrée sur l’axe du faisceau
(x0 = y0 = 0), ou pour un faisceau gaussien circulaire (w0x = w0y), l’expression (6.14) se simplifie
(voir la section 2).

En réinjectant le développement (6.14) dans les expressions des composantes radiales (6.1) et (6.2),
on obtient les développements des Er et Hr:

Er(r, θ, φ) =
1
2
E0 sin θ exp(−ikr cos θ)ψ0sh

0

(
1− 2Qx

lx
r cos θ

)
exp(ikz0)

×
[

pqtj∑ Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp(ip+φ) +

pqtj∑ Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp(ip−φ)

]

+E0 cos θ exp(−ikr cos θ) exp(ikz0)

×x0ψ
0sh
0

2Qx

lx

pqtj∑ Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp(ip0φ) (6.15)

Hr(r, θ, φ) =
1
2i

H0 sin θ exp(−ikr cos θ)ψ0sh
0

(
1− 2Qy

ly
r cos θ

)
exp(ikz0)

×
[

pqtj∑ Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp(ip+φ)−

pqrs∑ Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp(ip−φ)

]

+H0 cos θ exp(−ikr cos θ) exp(ikz0)

×y0ψ
0sh
0

2Qy

ly

pqtj∑ Ap+qBtCj

p!q!t!j!
exp(ip0φ) (6.16)

avec les notations abrégées:

pqtj∑
=

∞∑

p=0

∞∑

q=0

∞∑

t=0

∞∑

j=0

(6.17)

p+ = 2p− 2q + t− j + 1 = p0 + 1 (6.18)

p− = 2p− 2q + t− j − 1 = p0 − 1 (6.19)

La comparaison des équations (6.15), (6.16) et (6.6) nous conduit alors à:

Em
r = {E0 sin θ exp(−ikr cos θ)} exp(ikz0)ψ0sh

0

×1
2




(
1− 2Qx

lx
r cos θ

) 


pqtj∑
p+=m

Ap+qBtCj

p!q!t!j!
+

pqtj∑
p−=m

Ap+qBtCj

p!q!t!j!




+ x0
2Qx

lx

r cos θ

r sin θ

pqtj∑
p0=m

Ap+qBtCj

p!q!t!j!

]
(6.20)

Hm
r = {H0 sin θ exp(−ikz cos θ)} exp(ikz0)ψ0sh

0
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× 1
2i




(
1− 2Qy

ly
r cos θ

) 


pqtj∑
p+=m

Ap+qBtCj

p!q!t!j!
−

pqtj∑
p−=m

Ap+qBtCj

p!q!t!j!




+ y0
2Qy

ly

r cos θ

r sin θ

pqtj∑
p0=m

Ap+qBtCj

p!q!t!j!

]
(6.21)

où la sommation
pqtj∑

c

indique une sommation restreinte à la condition c.

6.2 Interprétation localisée des coefficients gm
n

6.2.1 Cas général

Selon Gouesbet et al [42] [43] et Gréhan et al [55], la procédure de l’interprétation localisée contient
deux étapes:

1. Application de l’opérateur de localisation aux équations (6.20) et (6.21) pour obtenir des expres-
sions intermédiaires des gm

n : gm,o
n,TM et gm,o

n,TE ;

2. Normalisation de ces expressions pour obtenir les expressions finales.

Afin de faciliter le suivi de notre démarche nous rappelons les points principaux de cette démarche
et puis les appliquons au faisceau feuille laser.

Premièrement, si le faisceau incident est une onde plane, les termes entre les accolades des équations
(6.20) et (6.21) sont les seules qui apparaissent. Les termes multiplicatifs (appelés A) prennent en
compte la spécificité du faisceau feuille laser. Nous pouvons en déduire que les coefficients gm

n doivent
être exprimés à partir des termes A:

gm
n = F(A) (6.22)

où F est un opérateur sur A qui produit les gm
n . Les coefficients étant constants, l’opérateur F doit

remplir trois conditions:

1. éliminer de A la variable r cos θ;

2. éliminer de A la variable r sin θ;

3. introduire un indice n.

Nous reprenons la démarche de Gréhan et al [55] et Gouesbet et al [42][43]. Pour éliminer les
variables r cos θ nous spécifions r cos θ=0 puisque c’est le seul cas particulier. Pour enlever les variables
r sin θ nous comptons sur le principe de localisation de van de Hulst[106]. Selon ce principe le terme
d’ordre n correspond à un rayon passant à la distance (n + 1/2)(λ/2π), λ étant la longueur d’onde, et
le terme d’ordre n étant le terme de la série de Lorenz-Mie qui est associée aux coefficients gm

n . Alors,
nous remplaçons la distance r sin θ de l’axe z par (n + 1/2)(λ/2π). Cette opération permet d’éliminer
le terme r sin θ, et d’introduire l’indice n exigé.

En résumé, nous supposons que l’effet de l’opérateur F est:

• remplacer r cos θ par 0;

• remplacer r sin θ par (n + 1/2)(λ/2π).

Par conséquent, nous obtenons la forme intermédiaires des coefficients gm
n par l’interprétation

localisée:
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gm,o
n,TM =

1
2

exp(ikz0)ψ
0sh
0




pqtj∑
p+=m

A
p+q

B
t
C

j

p!q!t!j!
+

pqtj∑
p−=m

A
p+q

B
t
C

j

p!q!t!j!


 (6.23)

gm,o
n,TE =

1
2i

exp(ikz0)ψ
0sh
0




pqtj∑
p+=m

A
p+q

B
t
C

j

p!q!t!j!
−

pqtj∑
p−=m

A
p+q

B
t
C

j

p!q!t!j!


 (6.24)

où ψ
0sh
0 , A, B et C sont identiques respectivement aux termes ψ0sh

0 , A, B et C définis dans les équations
(6.10)-(6.13), sauf que l’on substitue r cos θ par 0 et r sin θ par:

ρn =
(n + 1/2)

k
(6.25)

C’est à dire:

ψ
0sh
0 =

√
−QxQy exp

[
−

(
iQx

w2
0x

x2
0 +

iQy

w2
0y

y2
0

)
− ρ2

n

2

(
iQx

w2
0x

+
iQy

w2
0y

)]
(6.26)

A = −ρ2
n

4

(
iQx

w2
0x

− iQy

w2
0y

)
(6.27)

B = ρn

(
iQx

w2
0x

x0 +
Qy

w2
0y

y0

)
(6.28)

C = ρn

(
iQx

w2
0x

x0 −
Qy

w2
0y

y0

)
(6.29)

où Qx et Qy sont définis par:

Qx =
1

i− 2
lx

z0

Qy =
1

i− 2
ly

z0

(6.30)

Deuxièmement, les expressions obtenues sont normalisées en multipliant par Zm
n [43]:

(
gm
n,TM

gm
n,TE

)
= Zm

n

(
gm,o
n,TM

gm,o
n,TE

)
(6.31)

où

Z0
n =

2n(n + 1)
2n + 1

i (6.32)

Zm
n = (

−2i

2n + 1
)|m|−1 m 6= 0 (6.33)

Finalement, en introduisant les équations (6.23) et (6.24) dans (6.31), en effectuant les conditions à
la sommation et en considérant que les indices de sommations doivent être non-négatifs, nous obtenons:

Pour l’onde TM et m=0:

g0
n,TM = Z0

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

× 1
2

∞∑

j=0

∞∑

q=0

q+[(j+1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
j
C

j

p!q!j!(2q − 2p + j + 1)!
(C2q−2p+1+ B

2q−2p+1) (6.34)
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où [x] indique la partie entier de x.
De même, on obtient pour m >0:

gm
n,TM = Zm

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

× 1
2



∞∑

j=0

∞∑

q=0

q+[(m+j−1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
2q−2p+j+m−1

C
j

p!q!j!(2q − 2p + j + m− 1)!

+
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j=0
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q=0

q+[(m+j+1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
2q−2p+j+m+1

C
j

p!q!j!(2q − 2p + j + m + 1)!


 (6.35)

Pour m < 0:

g
−|m|
n,TM = Z |m|n exp(ikz0)ψ

0sh
0

× 1
2



∞∑

j=0

∞∑

q=0

q+[(|m|+j−1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
j
C

2q−2p+j+|m|−1

p!q!j!(2q − 2p + j + |m| − 1)!

+
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j=0
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q=0

q+[(|m|+j+1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
j
C

2q−2p+j+|m|+1

p!q!j!(2q − 2p + j + |m|+ 1)!


 (6.36)

Pour l’onde TE et m = 0:

g0
n,TE = Z0

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

× 1
2i

∞∑

j=0

∞∑

q=0

q+[(j+1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
j
C

j

p!q!j!(2q − 2p + j + 1)!
(C2q−2p+1−B

2q−2p+1) (6.37)

m > 0:

gm
n,TE = Zm

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

× 1
2i



∞∑
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q=0
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B
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−
∞∑

j=0

∞∑

q=0

q+[(m+j+1)/2]∑

p=0

A
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B
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 (6.38)

m < 0:

g
−|m|
n,TE = −Z |m|n exp(ikz0)ψ

0sh
0

× 1
2i



∞∑

j=0
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q=0

q+[(|m|+j−1)/2]∑

p=0

A
p+q

B
j
C

2q−2p+j+|m|−1

p!q!j!(2q − 2p + j + |m| − 1)!

−
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A
p+q

B
j
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 (6.39)

On peut facilement trouver les relations suivantes entre les gm
n avec m positif et m négatif:
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g−m
n,TM

(|m|, A,B, C) = gm
n,TM (|m|, A, C, B

)
(6.40)

g−m
n,TE

(|m|, A,B, C) = −gm
n,TE(|m|, A,C, B

)
(6.41)

Celles-ci peuvent être utilisées pour accélérer le calcul des gm
n .

6.2.2 Cas particuliers

Lorsque la particule se situe sur l’axe ou lorsque les deux axes du faisceau sont égaux les formules
(6.34)-(6.39) peuvent être simplifiées.

Sur l’axe du faisceau feuille laser

Lorsque la particule est située sur l’axe du faisceau feuille laser, c’est à dire x0=y0=0, les sommations
triples deviennent des sommations simples puisque dans ce cas les termes B

k et C
k sont nuls sauf

pour k = 0. Les expressions des gm
n peuvent être obtenues directement des équations (6.34)-(6.39) en

mettant B
k et C

k à zéro pour tous les termes k 6= 0. Il est aussi possible de les obtenir séparément
avec la même procédure que précédement.

En développant les composantes radiales Er et Hr des équations (6.1) et (6.2) en mode d’azimut
avec x0 = y0 = 0, puis en leur appliquant l’interprétation localisée pour obtenir la forme intermédiaire
des gm

n , et en les multipliant par le facteur de normalisation, nous obtenons:

gm
n,TM = Zm

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

1
2




pq∑
p+=m

A
p+q

p!q!
+

pq∑
p−=m

A
p+q

p!q!


 (6.42)

gm
n,TE = Zm

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

1
2i




pq∑
p+=m

A
p+q

p!q!
−

pq∑
p−=m

A
p+q

p!q!


 (6.43)

où les notations
∑pq

p+=m et
∑pq

p−=m indiquent les sommations restreintes aux conditions p+ = 2p −
2q + 1 = m et p− = 2p − 2q − 1 = m. Ces conditions ne peuvent jamais être vérifiées pour m pair
si bien que tous les gm

n avec m pair doivent être nuls. Ce résultat peut aussi être obtenu à partir
des relations de symétrie des gm

n (voir le chapitre 1 ou Réf. [94]). Alors pour m impaire en posant
m = 2j + 1, les équations (6.42) et (6.43) pour m >0 deviennent:

g2j+1
n,TM = Z2j+1

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

A
j

2

∞∑

p=0

A
2p

p!(p + j)!

(
1 +

A

p + j + 1

)
(6.44)

g2j+1
n,TE = Z2j+1

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

A
j

2i

∞∑

p=0

A
2p

p!(p + j)!

(
1− A

p + j + 1

)
(6.45)

pour m <0, on peut aussi obtenir facilement les relations de symétrie à partir des équations (6.40) et
(6.41):

g−m
n,TM = gm

n,TM (6.46)

g−m
n,TE = −gm

n,TE (6.47)

Ces relations sont aussi valables pour les coefficients gm
n obtenus avec des méthodes rigoureuses.

Ainsi, contrairement au cas sur l’axe du faisceau gaussien où tous les coefficients gm
n sont nuls sauf si

|m|=1, ici les coefficients non-nuls s’étendent à tout les indices m impaires.
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Faisceau gaussien

Le faisceau gaussien est un cas particulier du faisceau feuille laser où les deux axes du faisceau sont
égaux. Dans ce cas (A = 0), les sommations triples deviennent des sommations simples. On peut
facilement obtenir les formules directement à partir des équations (6.34)-(6.39) en notant que seuls les
termes p = 0 et q = 0 sont differents de 0. Pour m = 0:

g0
n,TM = Z0

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

C + B

2

∞∑

j=0

B
j
C

j

j!(j + 1)!
(6.48)

g0
n,TE = Z0

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

C −B

2i

∞∑

j=0

B
j
C

j

j!(j + 1)!
(6.49)

Pour m >0:

gm
n,TM = Zm

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

1
2

∞∑

j=0

B
j+m−1

C
j

j!(j + m− 1)!

(
1 +

B
2

(j + m)(j + m + 1)

)
(6.50)

gm
n,TE = Zm

n exp(ikz0)ψ
0sh
0

1
2i
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j=0

B
j+m−1

C
j

j!(j + m− 1)!

(
1− B

2

(j + m)(j + m + 1)

)
(6.51)

où B et C se simplifient:

B = ρn
iQ

w2
0

(x0 − iy0)) (6.52)

C = ρn
iQ

w2
0

(x0 + iy0)) (6.53)

Pour m <0, les relations (6.40) et (6.41) sont vraies. Il n’est pas nécessaire de réécrire g−m
n,TM et

g−m
n,TE .

Nous pouvons facilement montrer que les relations (6.48)-(6.51) sont identiques que celles de la
référence[86] sauf que des paramètres différents sont utilisées.

Le cas encore particulier du diffuseur sur l’axe du faisceau gaussien amène pour les coefficients des
expressions encore plus simples:

gn = iQ exp(ikz0) exp
[
−iQ(

ρn

w0
)2

]
(6.54)

g1
n,TM = g−1

n,TM = gn/2 (6.55)

g1
n,TE = −g−1

n,TE = −ign/2 (6.56)

6.3 Validation de l’interprétation localisée

Comme nous l’avons dit ci-dessus, la procédure de l’interprétation localisée n’est pas rigoureuse [43],
il nous faut en vérifier la validité.

Nous rappelons premièrement que la validité de l’interprétation localisée pour le faisceau gaussien
circulaire a été vérifiée numériquement [43] [86] et expérimentalement [58]. Pour le faisceau feuille
laser, la validation consiste en deux aspects:

• vérification des relation de symétrie entre les coefficients;

• comparaison entre des résultats numériques de l’interprétation localisée et de la méthode intégrale.
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6.3.1 Relations de symétrie

Les relations de symétrie entre les coefficients gm
n ont été établies rigoureusement dans le chapitre 1

pour un champ électromagnétique plus général, par la définition des coefficients à partir de la symétrie
du champ. Nous avons pour le faisceau feuille laser:

gm
n,TM (x0, y0, z0) = (−1)m−1g−m

n,TM (−x0, y0, z0) (6.57)

gm
n,TM (x0, y0, z0) = g−m

n,TM (x0,−y0, z0) (6.58)

gm
n,TM (x0, y0, z0) = (−1)m−1g−m∗

n,TM (x0, y0,−z0) (6.59)

gm
n,TE(x0, y0, z0) = (−1)mg−m

n,TE(−x0, y0, z0) (6.60)

gm
n,TE(x0, y0, z0) = −g−m

n,TE(x0,−y0, z0) (6.61)

gm
n,TE(x0, y0, z0) = (−1)m−1g−m∗

n,TE(x0, y0,−z0) (6.62)

g−m
n,TM (x0, y0, z0, w0x, w0y) = imgm

n,TE(y0, x0, z0, w0y, w0x) (6.63)

Après examen des expressions des gm
n obtenues par l’interprétation localisée dans la section précédente,

nous trouvons qu’elles respectent les mêmes relations de symétrie comme il se doit. Par exemple, des
définitions (6.12) et (6.13), nous déduisons:

B(−x0, y0) = −C(x0, y0) (6.64)

B(x0,−y0) = C(x0, y0) (6.65)

En introduisant ces relations dans (6.34)-(6.41), nous trouvons que toutes les expressions des gm
n

obtenues satisfont les relations de symétrie (6.57), (6.58), (6.60) et (6.61). Pour les relations (6.59) et
(6.62), on utilise les relations suivantes:

Qx(−z0) = −Q
∗
x(z0) (6.66)

Qy(−z0) = −Q
∗
y(z0) (6.67)

A(−z0) = A
∗(z0) (6.68)

B(−z0) = C
∗(z0) (6.69)

C(−z0) = B
∗(z0) (6.70)

et pour la relation (6.63), on utilise:

A(x0, y0, z0, w0x, w0y) = −A(y0, x0, z0, w0y, w0x) (6.71)

B(x0, y0, z0, w0x, w0y) = −iC(y0, x0, z0, w0y, w0x) (6.72)

C(x0, y0, z0, w0x, w0y) = iB(y0, x0, z0, w0y, w0x) (6.73)
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On conclut que toutes les expressions obtenues dans ce chapitre vérifient les relations de symétrie
rigoureusement obtenues.

De plus, dans le cas où l’origine du repère OP se situe sur l’axe du faisceau, on peut montrer
facilement, à partir des relations (6.57)-(6.58) et (6.60)-(6.61) que tous les gm

n avec m pairs sont nuls.
Celà est aussi vrai pour l’interprétation localisée.

Les résultats numériques des gm
n vérifient aussi toutes les relations de symétrie.

6.3.2 Comparaisons numériques

Un grand nombre de comparaisons ont été effectuées entre les résultats numériques de l’approximation
localisée et les évaluation de la méthode F1, pour un grand nombre de cas différents: position du centre
de diffuseur OP , axes au col du faisceau et longueur d’onde; par lesquels nous pouvons conclure que
l’interprétation localisée du faisceau feuille laser est vraiment très précise dans un large domaine.
Les tableaux 6.1-6.3 présentent des résultats typiques où la longueur d’onde est λ = 0, 5145 µm,
correspondant à la ligne verte du laser Ar-Ion, les axes au col du faisceau sont w0x = 5 µm, w0y=10 µm.

Table 6.1: Comparaison des valeurs des gm
n obtenues par l’interprétation localisée et l’intégration F1,

λ = 0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 0

méthodes interprétation localisée intégration F1

n m gm
n,TM gm

n,TE gm
n,TM gm

n,TE

1 1 0, 499755 −0, 499868i 0, 500000 −0, 500000i
2 1 0, 499319 −0, 499633i 0, 499564 −0, 499765i
3 1 0, 498667 −0, 499282i 0, 498911 −0, 499413i
3 3 0, 250852 10−4 −0, 251006 10−4i 0, 251444 10−4 −0, 251444 10−4i
4 1 0, 497799 −0, 498814i 0, 498041 −0, 498945i
4 3 0, 250465 10−4 −0, 250720 10−4i 0, 251056 10−4 −0, 251158 10−4i
5 1 0, 496715 −0, 498229i 0, 496956 −0, 498359i
5 3 0, 249983 10−4 −0, 250363 10−4i 0, 250572 10−4 −0, 250800 10−4i
5 5 0, 628727 10−9 −0, 629365 10−9i 0, 632239 10−9 −0, 632241 10−9i
10 1 0, 488138 −0, 493581i 0, 488365 −0, 493707i
10 5 0, 619526 10−9 −0, 621820 10−9i 0, 622965 10−9 −0, 624645 10−9i
20 1 0, 456347 −0, 476047i 0, 456525 −0, 476157i
20 5 0, 585173 10−9 −0, 593476 10−9i 0, 588336 10−9 −0, 596111 10−9i

Le tableau 6.1 montre les résultats pour le cas le plus simple: la diffuseur se situe au centre du
faisceau x0=y0=z0=0. D’après les relations symétrie (6.40) et (6.41), tous les gm

n,TM et gm
n,TE sont réels

purs ou imaginaires purs dans ce cas. La structure de l’interprétation localisée respecte rigoureusement
ces relations. La méthode intégrale, d’autre part, engendre des composantes parasitaires, c’est à dire,
une contribution imaginaire au gm

n,TM et une contribution réelle au gm
n,TE , qui sont typiquement 13 ordre

d’amplitude de grandeur plus petit que la componante conectée. Ceux-ci sont vraiment négligeables.
Seules les valeurs avec m positif y sont données. Celles avec m négatif peuvent être obtenus facilement
à partir des Rel. (6.46) et (6.47). De plus nous remarquons que tous les gm

n avec m pair sont nuls.
L’accord entre les résultats de l’interprétation localisée et de l’évaluation intégrale est parfait. La
différence augmente lorsque l’indice m s’accrôıt. A partir d’un grand nombre de comparaison on
trouve que cette différence relative est de l’ordre de 0, 1∗m%. Cependant, les contribution de gm

n avec
m grand décroissent très rapidement lorsque m augmente. Il est aussi nécessaire de remarquer que la
méthode intégrale n’est pas sans limite de précission. De plus, l’intégration par les méthodes F1 ou
F2 ne fourni pas des résultats strictement identiques.

Dans le tableau 6.2 nous considerons encore le cas d’une particule sur l’axe mais en dehors du plan
du col du faisceau (x0 = y0 = 0,z0 = 5 µm). Dans ce cas les relations de symétrie (6.46) et (6.47)
pour m positif et négatif sont encore valables et les gm

n avec m pair sont nuls, mais les coefficients de
forme du faisceau sont maintenant complexes. On trouve que l’accord est parfait.
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Table 6.2: Comparaison des valeurs des gm
n obtenues par l’interprétation localisée et de l’intégration

F1, λ = 0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = 0, z0 = 5 µm

méthodes interprétation localisée intégration F1

n m gm
n,TM gm

n,TM

1 1 −0, 109238; −0, 487524 −0, 109299; −0, 487762
2 1 −0, 109129; −0, 487103 −0, 109190; −0, 487340
3 1 −0, 108967; −0, 486472 −0, 109028; −0, 486707
3 3 −0, 647493 10−5; −0, 242130 10−4 −0, 649190 10−5; −0, 242697 10−4

4 1 −0, 108752; −0, 485631 −0, 108812; −0, 485866
4 3 −0, 646386 10−5; −0, 241760 10−4 −0, 648079 10−5; −0, 242326 10−4

5 1 −0, 108483; −0, 484583 −0, 108542; −0, 484816
5 3 −0, 645006 10−5; −0, 241299 10−4 −0, 646692 10−5; −0, 241862 10−4

5 5 −0, 186821 10−9; −0, 599396 10−9 −0, 187961 10−9; −0, 602711 10−9

10 1 −0, 106356; −0, 476280 −0, 106412; −0, 476500
10 5 −0, 183837 10−9; −0, 590710 10−9 −0, 184951 10−9; −0, 593957 10−9

20 1 −0, 985157 10−1; −0, 445495 −0, 985582 10−1; −0, 445668
20 5 −0, 172733 10−9; −0, 558270 10−9 −0, 173750 10−9; −0, 561259 10−9

Le tableau 6.3 montre les résultats numériques des coefficients gm
n,TE pour la position: x0 = y0 =

z0 = 5 µm. C’est le cas le plus général. L’accortd est encore satisfaisant.

La figure 6.1 présente l’évaluation de l’erreur relative
|gm

n,loc − gm
n,int|

gm
n,int

en fonction de n pour différent

m. Les lignes continues avec les symboles remplis correspondent à la partie réelle des coefficients gm
n,TM

tandis que les lignes discontinues avec les symboles vides correspondent à la partie imaginaire. On
trouve que la différence relative augmente selon l’indice m, et les erreurs maximales sont un peu près
de 0, 1 ∗m%.
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Figure 6.1: Erreur relative entre les gm
n,TM calculés par la méthode intégrale et l’interprétation localisée,

w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, λ = 0, 5145 µm, x0 = y0 = z0 = 5 µm

En fin, on montre la validité de l’interprétation localisée pour un cas où l’ellipticité du faisceau est
très grande (w0x/w0y = 1500) et la particule est localisée très loin (100 fois du petit axe du faisceau)
du col du faisceau feuille laser. C’est le cas utilisée dans le système DCW pour mesurer la taille, la
vitesse et le matière de la particule par la fréquence du champ diffusé (voir le chapitre 9).

Les tableaux 6.4 et 6.5 présentent les valeurs des gm
n,TM ou des gm

n,TE d’un faisceau de longueur
d’onde de 0, 5145 µm, des axes au col w0x=3000 µm, w0y=2 µm par l’interprétation et l’intégration
lorsque la particule se située 200 µm loin du plan au col dans la direction de propagation, sur l’axe
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Table 6.3: Comparaison des valeurs des gm
n obtenues par l’interprétation localisée et de l’intégration

F1, λ = 0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 5 µm

méthodes interprétation localisée intégration F1

n m gm
n,TE gm

n,TE

1 0 +0, 230400 10−2; −0, 452374 10−3 +0, 230383 10−2; −0, 452295 10−3

1 1 −0, 140921; +0, 264505 10−1 −0, 140903; +0, 264670 10−1

1 -1 +0, 140911; −0, 264926 10−1 +0, 140903; −0, 264670 10−1

5 1 −0, 141139; +0, 262454 10−1 −0, 141122; +0, 262618 10−1

5 -1 +0, 141009; −0, 268105 10−1 +0, 141001; −0, 267853 10−1

5 2 +0, 108264 10−2; +0, 217375 10−2 +0, 108301 10−2; +0, 217460 10−2

5 -2 +0, 673582 10−4; −0, 239952 10−2 +0, 673821 10−4; −0, 240044 10−2

5 4 −0, 400366 10−7; +0, 454843 10−7 −0, 401683 10−7; +0, 454916 10−7

5 -4 −0, 510353 10−7; −0, 196643 10−7 −0, 511295 10−7; −0, 196058 10−7

5 5 +0, 425106 10−9; −0, 204877 10−9 +0, 426677 10−9; −0, 205138 10−9

5 -5 −0, 446457 10−9; +0, 427408 10−10 −0, 447826 10−9; +0, 433106 10−10

10 1 −0, 141752; +0, 256624 10−1 −0, 141736; +0, 256784 10−1

10 -1 +0, 141279; −0, 277101 10−1 +0, 141273; −0, 276860 10−1

10 5 +0, 420974 10−9; −0, 204180 10−9 +0, 422526 10−9; −0, 204445 10−9

10 -5 −0, 442849 10−9; +0, 412471 10−10 −0, 444206 10−9; +0, 418057 10−10

10 10 −0, 205617 10−21; −0, 391720 10−21 −0, 207145 10−21; −0, 398242 10−21

10 -10 +0, 100946 10−21; +0, 387793 10−21 +0, 104027 10−21; +0, 392910 10−21

20 1 −0, 143970; +0, 234460 10−1 −0, 143960; +0, 234604 10−1

20 -1 +0, 142207; −0, 310743 10−1 +0, 142205; −0, 310545 10−1

20 5 +0, 405293 10−9; −0, 201418 10−9 +0, 406773 10−9; −0, 201696 10−9

20 -5 −0, 429088 10−9; +0, 356605 10−10 −0, 430398 10−9; +0, 361760 10−10

20 10 −0, 201322 10−21; −0, 373941 10−21 −0, 202854 10−21; −0, 380110 10−21

20 -10 +0, 926027 10−22; +0, 373801 10−21 +0, 954700 10−22; +0, 378688 10−21

du faisceau ou au bord local (1/e en amplitude) du faisceau (wy = 16.5 µm).
Dans le tableau 6.4 les gm

n avec m pair ne sont pas compris puisqu’ils sont tous nuls d’après les
relations de symétrie. Le tableau 6.5 présente l’évaluation des gm

n,TE lorsque la particule est située
au bord local du faisceau (y0 = w0y = 16.5 µm). On trouve que les gm

n décroissent très vite lors de
croisement de m. L’accord entre les valeurs obtenues par interprétation localisée et celles obtenues
par l’intégration F1 est encore parfait même pour les très petits gm

n .
Cependant, à cause de difficultés numériques, les valeurs des gm

n ne sont pas stables lorsque n est très
grand. Les figures 6.2 et 6.3 montrent l’évolution des g1

n et g5
n en fonction de n pour λ = 0, 5145 µm,

w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = 0, z0 = 0, 2 mm et x0 = 0, y0 = 16.5 µm, z0 = 0, 2 mm
respectivement. On remarque que lorsque n > 400 les gm

n ne sont pas calculables.
Nous développerons dans le prochain chapitre une méthode interprétation localisée intégral qui est

stable, et presque sans perte de rapidité de calcul.

6.4 Temps de Calcul

L’avantage de l’interprétation localisée consiste en un calcul beaucoup plus rapide que dans toutes les
autres techniques sans perte de précision considérable. Le temps de calcul a été discuté largement
pour le faisceau gaussien et on trouve que l’interprétation localisée est généralement plus rapide d’un
ou deux ordre de grandeur en temps de calcul que l’approche série finie [43]. Par un travail sur les
algorithmes de calcul encore deux ou plus ordre de grandeur en temps de calcul peuvent être gagné
[86].

A la différence du faisceau gaussien où les coefficients gm
n sont exprimés par une sommation simple,

les formules des coefficients pour le faisceau feuille laser sont des sommations triples. Ce-là crée une
situation moins favorable. Cependant, en cherchant un algorithme efficace, employant, par exemple,
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Table 6.4: Comparaison des valeurs des gm
n obtenues par l’interprétation localisée et l’intégration F1,

λ=0, 5145 µm, w0x=3 mm, w0y=2 µm, x0=y0=0, z0=200 µm

méthodes interprétation localisée intégration F1

n m gm
n,TM gm

n,TM

1 1 −0, 133005; −0, 112313 −0, 133020; −0, 112300
5 1 −0, 132823; −0, 112481 −0, 132838; −0, 112468
5 3 0, 649390 10−5; −0, 599961 10−5 0, 648909 10−5; −0, 600631 10−5

5 5 0, 131224 10−9; 0, 182232 10−9 0, 131728 10−9; 0, 181955 10−9

10 1 −0, 132302; −0, 112958 −0, 132317; −0, 112945
10 9 −0, 176092 10−19;−0, 449221 10−19 −0, 179948 10−19;−0, 448221 10−19

20 1 −0, 130250; −0, 114763 −0, 130266; −0, 114752
20 9 −0, 162820 10−19;−0, 452403 10−19 −0, 166692 10−19;−0, 451554 10−19

50 1 −0, 115060; −0, 125149 −0, 115079; −0, 125151
50 9 −0, 712939 10−20;−0, 462795 10−19 −0, 751176 10−20;−0, 462975 10−19

100 1 −0, 584132 10−1; −0, 132992 −0, 584002 10−1; −0, 133015
100 9 0, 205401 10−19;−0, 357755 10−19 0, 203571 10−19;−0, 360449 10−19

200 1 −0, 135020 10−1; −0, 673984 10−1 −0, 134924 10−1; −0, 674246 10−1

200 9 0, 172754 10−20; 0, 144718 10−19 0, 173481 10−20; 0, 145589 10−19

350 1 −0, 603982 10−2; −0, 387707 10−1 −0, 604601 10−2; −0, 387695 10−1

350 9 −0, 130399 10−21;−0, 889651 10−22 −0, 130717 10−21;−0, 891871 10−22
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Figure 6.2: g1
n calculé par l’interprétation localisée, w0x = 3 mm, w0y = 2 µm, λ = 0, 5145 µm,

x0 = y0 = 0, z0 = 0, 2 mm

les symétries fortes parmi gm
n,TM , gm

n,TE , g−m
n,TM et g−m

n,TE , calculant les termes
ApBq

p!q!
et

ApCq

p!q!
avant les

boucles de sommation, nous pouvons encore obtenir une accélération du calcul d’un ou deux ordre de
magnitude par rapport au programme näıf écrit directement d’après les formules (6.34)-(6.39).

Le tableau 6.6 compare le temps de calcul de l’interprétation localisée et la méthode F1 pour un
faisceau feuille laser de longueur d’onde de 0,5145 µm, des axes au col w0x = 5 µm, w0y = 10 µm
et une particule située à x0 = y0 = z0 = 5 µm. Le temps de calcul correspond aux calculs par la
méthode intégrale F1 pour les gm

n,TE avec m positif seulement, et par l’interprétation localisée pour
tous les gm

n : gm
n,TM et gm

n,TE , m positifs et négatifs. Le nombre de points d’intégration sur θ est 100
pour n ≤ 50, 300 pour 50 < n ≤ 100, celui sur φ est 100 pour n ≤ 50, 200 pour 50 < n ≤ 100.
Nous trouvons que le temps de calcul dépend fortement du nombre des termes de sommation pour
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Table 6.5: Comparaison des values des gm
n obtenues par l’interprétation localisée et l’intégration F1,

λ=0, 5145 µm, w0x=3 mm, w0y=2 µm, x0=0, y0=16, 5 µm, z0=200 µm

méthodes interprétation localiée intégration F1

n m gm
n,TE gm

n,TE

1 0 0, 959001 10−2; −0, 419592 10−2 0, 962421 10−2; −0, 420846 10−2

1 1 −0, 324586 10−1; −0, 547846 10−1 −0, 325821 10−1; −0, 551217 10−1

5 0 0, 140434; −0, 616911 10−1 0, 141110; −0, 619348 10−1

5 1 −0, 309427 10−1; −0, 506375 10−1 −0, 310554 10−1; −0, 509495 10−1

5 3 0, 179190 10−4; 0, 490751 10−4 −0, 180981 10−4; −0, 494934 10−4

5 5 −0, 296047 10−8; −0, 687411 10−8 −0, 302193 10−8; −0, 695210 10−8

10 0 0, 480178; −0, 213717 0, 482559; −0, 214531
10 1 −0, 268602 10−1; −0, 393733 10−1 −0, 269435 10−1; −0, 396131 10−1

10 10 0, 243372 10−19;−0, 887124 10−19 0, 235525 10−19;−0, 913730 10−19

20 0 0, 137246 101; −0, 659564 0, 137862 101, −0, 661244
20 1 −0, 140544 10−1; −0, 328396 10−2 −0, 406369 10−1; −0, 329929 10−2

20 10 0, 262373 10−19;−0, 814817 10−19 0, 256549 10−19;−0, 839740 10−19

50 0 −0, 984323; −0, 138789 101 −0, 995323; −0, 139069 101

50 1 0, 185948 10−1; 0, 477719 10−1 0, 185624 10−1; 0, 478300 10−1

50 10 0, 294510 10−19;−0, 422029 10−19 0, 296945 10−19;−0, 436204 10−19

100 0 −0, 750389; 0, 533376 101 −0, 757388; 0, 534530 101

100 1 0, 699731 10−2; −0, 444149 10−1 0, 683628 10−2; −0, 444027 10−1

100 10 0, 635342 10−20; 0, 245547 10−21 0, 648030 10−20; 0, 256467 10−21

200 0 0, 131199 102; −0, 839747 101 0, 131135 102; −0, 841296 101

200 1 −0, 577468 10−1; 0, 428808 10−1 −0, 577429 10−1; 0, 428302 10−1

200 10 −0, 995168 10−23;−0, 120368 10−22 −0, 987681 10−23;−0, 121082 10−22

350 0 0, 401792 101; 0, 159384 101 0, 398977 101; 0, 151970 101

350 1 0, 263232 10−3; −0, 655960 10−2 0, 331528 10−3; −0, 633914 10−2

350 10 0, 137942 10−24; 0, 114787 10−24 0, 139214 10−24;−0, 115198 10−24
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Figure 6.3: g5
n calculé par l’interprétation localisée, w0x = 3 mm, w0y = 2 µm, λ = 0, 5145 µm,

x0 = 0, y0 = 16, 5 µm, z0 = 0, 2 mm

l’interprétation localisée et du nombre de points d’intégration pour la méthode intégrale. De toute
façon, l’interprétation localisée est beaucoup plus rapide que la méthode intégrale.
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Table 6.6: Comparaison du temps de calcul en seconde entre l’interprétation localisée et la méthode
intégrale F1, λ = 0, 5145 µm, w0x = 5 µm, w0y = 10 µm, x0 = y0 = z0 = 5 µm

méthodes approx. local. approx. local méthode
nmax mmax améliorée näıf int. F1

5 5 0,0 0,2 21,0

10 10 0,0 1,0 71,4

20 10 0,2 3,0 207,0

50 10 0,5 10,6 723,5

100 10 1,5 29,0 11648,6

500 10 23,4 3392,1 -

6.5 Conclusion

Les séries définissant les coefficients gm
n du faisceau feuille laser, basées sur l’approximation localisée,

ont été développées. La validité de la méthode a été démontrée par les relations de symétrie, et par
les résultats numériques en comparant avec la méthode intégrale. Le pourcentage d’erreur entre les
résultats numérique de ces deux méthodes dépend de l’indice m et peut être exprimée par 0, 1 ∗m.
Cette méthode nous permet de calculer très efficacement les coefficients du faisceau feuille laser presque
sans perte de précision, et donc élargit les applications de la TLMG à ce type de faisceau. Cependant,
lorsque l’indice n est très grand (n > 400), l’instabilité numérique aparâıt. La méthode développée
dans le chapitre suivant résoudra ce problème.
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Chapter 7

Interprétation Localisée Intégrale

Dans les chapitres précédents, nous avons développé deux méthodes pour calculer les coefficients gm
n

de forme du faisceau feuille laser. La méthode intégrale est souple mais très onéreuse, l’interprétation
localisée est, par contre, rapide mais elle manque de souplesse. De plus, le problème d’instabilité
aparâıt lorsque l’indice n est très grand. Dans ce chapitre nous allons combiner les avantages des deux
méthodes pour développer une méthode à la fois rapide et souple, et de plus stable même pour de très
grand n.

7.1 Développement de la Méthode

Pour obtenir les expressions des coefficients de forme du faisceau gm
n,TM et gm

n,TE à partir des com-
posantes radiales du champ électromagnétique, l’interprétation localisée comprend 4 étapes:

1. Développer les composantes radiales des champs électriques et magnétiques Er(r, θ, φ) et Hr(r, θ, φ)
en mode d’azimut Em

r et Hm
r respectivement (équation (6.6), chapitre 6);

2. Eliminer le terme de l’onde plane E0 sin θ exp(−ikr cos θ) exp(imφ), H0 cos θ exp(−ikr cos θ) exp(imφ)
dans Em

r et Hm
r respectivement;

3. Appliquer l’opérateur de l’interprétation localisée aux expressions obtenues dans la deuxième

étape, c’est-à-dire remplacer rsin θ par ρn =
(

n +
1
2

)
λ

2π
, et rcosθ par zéro, pour obtenir les

coefficients intermédiaire gm,o
n ;

4. Normaliser les gm,o
n obtenus dans la dernière étape en les multipliant par Zm

n (équations (6.32)
et (6.33) dans le chapitre précédent) et obtenir les expressions finales des coefficients gm

n .

Jusqu’à maintenant, nous n’avons appliqué cette méthode qu’au faisceau gaussien et au faisceau
feuille laser pour calculer les coefficients gm

n . Nous pouvons aussi appliquer cette technique à un
faisceau quelconque. (mais la validité est à vérifier).

Pour un faisceau quelconque, les composantes de mode d’azimut des champs radiaux Em
r et Hm

r

peuvent être obtenues par:

Em
r =

1
2π

exp(imφ)
∫ 2π

0
Er(r, θ, φ′) exp(−imφ′)dφ′ (7.1)

Hm
r =

1
2π

exp(imφ)
∫ 2π

0
Hr(r, θ, φ′) exp(−imφ′)dφ′ (7.2)

Pour certains faisceaux, cette intégration pourrait être réalisée analytiquement, par exemple pour
le faisceau gaussien et le faisceau feuille laser à l’ordre L. Cependant, elle n’est pas toujours réalisable,

81



82 Chapter 7. Interprétation Localisée Intégrale

et les expressions analytiques ne sont pas toujours avantageuses. D’autre part la forme intégrale est
souple, pour un faisceau différent, il suffit de changer le noyau d’intégrale. De plus, différents codes
peuvent être utilisés pour améliorer l’intégration.

Quant à l’étape 3, il suffit de remplacer r par ρn =
(

n +
1
2

)
λ

2π
, et θ par

π

2
. Par conséquent, on

obtient les expressions des gm
n :

gm
n,TM =

Zm
n

2πE0

∫ 2π

0
Er(r = ρn, θ =

π

2
, φ′) exp(−imφ′)dφ′ (7.3)

gm
n,TE =

Zm
n

2πH0

∫ 2π

0
Hr(r = ρn, θ =

π

2
, φ′) exp(−imφ′)dφ′ (7.4)

où Er et Hr sont identiques à Er et Hr respectivement, sauf que l’on a remplacé r par ρn et θ par
π/2. Cette procédure nous permet d’introduire l’indice n et d’éliminer la variable θ dans Er et Hr.

7.2 Calcul des gm
n du faisceau gaussien de l’ordre L3

Dans cette section, nous appliquons cette méthode au calcul des coefficients gm
n du faisceau gaussien

de l’ordre L3.
Les expressions des composantes radiales du champ sont données dans le chapitre 2 (équations

(2.23) et (2.28)). Il est beaucoup plus difficile d’obtenir analytiquement les expressions des gm
n pour

le faisceau gaussien à l’ordre L3 que pour celui à l’ordre L. Toutefois nous pouvons appliquer les
formules (7.3) et (7.4) pour calculer tous les coefficients gm

n pour une particule située arbitrairement
dans le faisceau. C’est aussi rapide qu’avec les formules développées dans le chapitre précédent, même
pour le faisceau gaussien à l’ordre L.

Le tableau 7.1 présente les résultats numériques pour le cas λ=0, 5145 µm, w0 = 1 µm, x0 = y0 =
z0 = 0, 5 µm. Les valeurs des gm

n décrôıssent très rapidement lors de l’accroissement de l’indice m.
L’accord entre les résultats calculés par ces deux méthodes est très satisfaisant, pour les coefficients
gm
n pas trop petits.

Table 7.1: Comparaison des valeurs des coefficients gm
n,TM calculés par différentes méthodes, λ =

0, 5145 µm, w0 = 1 µm, x0 = y0 = z0 = 0, 5 µm

n m interpr. local. intégr. intégration F1

1 0 ( 0, 142575 10−1; 0, 462098 10−1) ( 0, 148002 10−1; 0, 476673 10−1)
1 1 ( 0, 294466; −0, 675677 10−1) ( 0, 297132; −0, 671027 10−1)
5 0 ( 0, 181435; 0, 604687) ( 0, 187199; 0, 620954)
5 1 ( 0, 263098; −0, 715839 10−1) ( 0, 264935; −0, 718648 10−1)
5 5 (−0, 916280 10−7; 0, 540129 10−7) ( 0, 108205 10−6; 0, 651323 10−7)
10 0 ( 0, 411071; 0, 149534 10+1) ( 0, 417063; 0, 151725 10+1)
10 1 ( 0, 189731; −0, 704528 10−1) ( 0, 189987; −0, 711338 10−1)
10 10 (−0, 157495 10−18;−0, 188324 10−17) (−0, 347003 10−17; 0, 464010 10−18)

A partir des équations (7.3) et (7.4), nous pouvons aussi obtenir les expressions analytiques des
coefficients gm

n pour certains faisceaux. Par exemple, lorsque la particule se situe sur l’axe du faisceau
gausien, nous pouvons aisément obtenir les expressions des coefficients gn à l’ordre L3:

gn = iQ exp
(
−iQ

ρ2
n

w2
0

)
exp(ikz0)

×
{

1− s2Q
2 ρ2

n

w2
0

(
3− iQ

ρ2
n

w2
0

)
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+ s4Q
4 ρ4

n

w4
0

(
10− 5iQ

ρ2
n

w2
0

− 0, 5Q
2 ρ4

n

w4
0

)}
(7.5)

Les deux méthodes d’intégrale F1 et F2 ne sont pas très adaptées pour évaluer la validité des
résultats de l’interprétation localisée. Nous avons donc développé les séries finies pour le faisceau
gaussien de l’ordre L3:

g2p+1 = Z0 exp(ikz0)
p∑

j=0

p!
j!(p− j)!

Γ(p + j + 3/2)
Γ(p + 3/2)

(4T0)j

× {
1 + 3jε2T0 + j(j − 1) (10ε4T0 + ε2) T0 + 5j(j − 1)(j − 2)ε4T 2

0

+ 0, 5j(j − 1)(j − 2)(j − 3)ε4T 2
0

}
(7.6)

g2p+2 = Z0 exp(ikz0)
p∑

j=0

p!
j!(p− j)!

Γ(p + j + 5/2)
Γ(p + 5/2)

(4T0)j

× {1 + 2(1 + ε1)T0 + j [2 + 3ε2 (1 + 6T0) + 6ε3T0] T0

+ j(j − 1) [ε2 + 2T0 (ε3 + 7ε2 + 5ε4 + 10T0(ε5 + 5ε4))]T0

+ j(j − 1)(j − 2) [5ε4 + 2ε2 + 10T0 (ε5 + 8ε4)]T 2
0

+ j(j − 1)(j − 2)(j − 3) [0, 5ε4 + T0ε5 + 17T0ε4ε]T 2
0

+ j(j − 1)(j − 2)(j − 3)(j − 4)ε4T 3
0

}
(7.7)

où

Z0 =
1

1 +
2iz0

l

T0 = −Z0s
2 (7.8)

Si la description du champ est à l’ordre O(sN ), εn est défini par:

εn =
{

1 n ≤ N
0 n > N

(7.9)

Les coefficients gm
n,TM et gm

n,TE avec |m| = 1 sont reliés aux gn par les relations (5.21) et (5.22).
Les gm

n avec |m| 6= 1 sont tous nuls dans ce cas.
Les tableaux 7.2 et 7.3 présentent les coefficients gn calculés par trois différents méthodes: l’interprétation

localisée, les séries finies et la méthode F2 (kr de 0 à 50000). Les résultats calculés par interprétation
localisée sont bons lorsque les coefficients gn ne sont pas trop petits. Pour les coefficients plus faibles,
les différences entre les résultats de l’interprétation localisée et ceux des séries finies sont aussi impor-
tants que les différences entre les résultats de celle-ci et ceux de la méthode d’intégration.

D’autre part, l’interprétation localisée est jusqu’à présent une seule méthode qui est applicable au
problème de diffusion d’un faisceau hyperfocalisé où les séries finies sont aisément divergentes. Par
exemple, dans le cas sur l’axe, w0 = 0, 25 µm, pour λ = 0, 5 µm, elles convergent seulement lorsque
n < 5, et pour w0 = 0, 5 µm, λ = 0, 5 µm, elles convergent lorsque n < 10.

7.3 Calcul des gm
n du faisceau feuille laser

Nous avons obtenu dans le chapitre précédent les expressions analytiques des coefficients gm
n en séries

infinies de triple sommation à partir de l’interprétation localisée pour le faisceau feuille laser, et trouvé
que les résultats ne sont pas stables lorsque l’indice n est très grand. Nous utilisons dans cette section
directement les formules (7.3) et (7.4) pour évaluer ces coefficients.
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Table 7.2: Comparaison des valeurs des coefficients gn calculés par différentes méthodes, λ =
0, 5145 µm, w0 = 1 µm, x0 = y0 = z0 = 0

n interpr. local. L interpr. local. L3 séries finies L3 intégration L3

1 0, 985027 0, 985324 0, 100000 0, 998387
3 0, 921144 0, 922627 0, 934297 0, 930765
5 0, 816415 0, 819535 0, 826764 0, 821412
10 0, 477473 0, 482901 0, 480539 0, 474370
15 0, 199703 0, 202775 0, 199547 0, 196988
20 0, 597339 10−1 0, 599369 10−1 0, 594399 10−1 0, 595248 10−1

30 0, 195473 10−2 0, 168412 10−2 0, 199035 10−2 0, 220359 10−2

50 0, 374631 10−7 0, 117199 10−7 −0, 805318 10−7 −0, 337551 10−5

Table 7.3: Comparaison des valeurs des coefficients gn calculés par différentes méthodes, λ=0, 5145 µm,
w0=1 µm, x0=y0=0 z0=5 µm

n interpr. local. L interpr. local. L3

1 (−0, 590331;−0, 489295) (−0, 590440;−0, 489208)
3 (−0, 551353;−0, 488427) (−0, 551930;−0, 488002)
5 (−0, 485160;−0, 483916) (−0, 486525;−0, 483067)
10 (−0, 248580;−0, 430410) (−0, 252328;−0, 478016)
15 (−0, 028411;−0, 293596) (−0, 032176;−0, 295438)
20 (+0, 068052;−0, 126018) (+0, 067765;−0, 129140)
30 (+0, 015256;+0, 010450) (+0, 016077;+0, 011739)
50 (+0, 000026;+0, 000010) (+0, 000047;+0, 000007)

n séries finies L3 intégration L3

1 (−0, 599322;−0, 489315) (−0, 598739;−0, 489789)
3 (−0, 559666;−0, 488977) (−0, 558246;−0, 489984)
5 (−0, 492298;−0, 485248) (−0, 489787;−0, 486666)
10 (−0, 251399;−0, 433190) (−0, 246516;−0, 433568)
15 (−0, 027684;−0, 295229) (−0, 241034;−0, 292407)
20 (+0, 069058;−0, 125581) (+0, 068360;−0, 122531)
30 (+0, 014888;+0, 010329) (+0, 014592;+0, 009064)
50 (+0, 000021;−0, 000027) (+0, 000012;−0, 000017)

Les figures 7.1 et 7.2 présentent les résultats calculés par l’interprétation localisée intégrale avec
les même paramètres que sur les figures 6.2 et 6.3 dans le chapitre précédent. Il n’y a plus d’instabilité
pour les très grands indices n. En comparant les résultats numériques avec l’interprétation localisée
lorsqu’elle est valable, ou avec la méthode intégrale, nous concluons que l’accord est très satisfaisant
et que dans tous les domaines étudiées l’interprétation localisée intégrale converge.

7.4 Conclusion

L’interprétation localisée intégrale combine les avantages de la méthode intégrale et de l’interprétation
localisée. Cette méthode est aussi souple que les méthodes intégrales, pour différents faisceaux il suffit
de changer le noyau d’intégrale pour calculer les coefficients gm

n . Elle est presque aussi rapide que
l’interprétation localisée. Sa validité a été démontrée pour le faisceau gaussien à l’ordre L3 et le
faisceau feuille laser peu focalisé.

Lorsque le faisceau est hyperfocalisé, elle pert de sa précision. Elle fournit cependant une possibilité
d’analyser, au moins qualitativement, la diffusion d’un tel faisceau puisque dans ce cas toutes les
autres méthodes que l’on connâıt échouent: les séries finies sont aisément divergentes; la méthode
F1 est instable et la méthode F2 est très onéreuse. La validité de cette méthode dans les cas du
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Figure 7.1: g1
n calculés par l’interprétation localisée intégrale, w0x = 3 mm, w0y = 2 µm, λ =

0, 5145 µm, x0 = y0 = 0, z0 = 0, 2 mm
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Figure 7.2: g5
n calculés par l’interprétation localisée intégrale, w0x = 3 mm, w0y = 2 µm, λ =

0, 5145 µm, x0 = 0, y0 = 16, 5 µm, z0 = 0, 2 mm

faisceau gaussien hyperlocalisée a été qualitativement démontrée en comparant la pression de radiation
expérimentale [10] et celle prévue par la TLMG. Nous discuterons ce point dans le partie prochaine.
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Introduction

La diffusion des faisceaux feuille laser par des particules sphériques trouve de plus en plus d’applications
dans le domaine de la mesure des écoulements diphasiques. La particularité du faisceau feuille laser
permet d’étendre le domaine des techniques de mesure optique, d’améliorer ou de simplifier les ma-
nipulations ou le traitement des signaux.

Cependant, jusqu’à ce jour, tous les analyses théoriques sur la diffusion des faisceaux feuille laser
sont basées soit sur l’optique géométrique, soit sur la théorie de Lorenz-Mie classique qui ne sont pas
rigoureuses.

Dans cette partie, la théorie développée rigoureusement dans les deux parties précédentes est
appliquée à analyser des configurations de mesure basées sur la diffusion des faisceaux feuille laser:
le système DCW (Dual-Cylindrique Wave – double onde cylindrique) et l’imagerie de particules. Les
sections efficaces et les pressions de radiation pour les cas du faisceau feuille laser et du faisceau
gaussien hyperfocalisé y sont aussi discutées. Cette partie se compose de trois chapitres:

Chapitre 8: Comportements des champs diffusés
Ce chapitre décrit sur les comportements des champs diffusés par une particule. Il fournit les

connaissances des diagrammes de diffusion pour une particule éclairée par un faisceau feuille laser
qui sont utiles pour interpréter les phénomènes observés dans les applications décrites dans les deux
chapitres suivants. Les particularités de l’interaction particule/faisceau feuille laser sont soulignées
et comparées avec l’interaction particule/faisceau gaussien. On présente aussi des évaluations de la
pression de radiation d’un faisceau gaussien hyperfocalisé sur une particule.

Chapitre 9: Evaluation d’un système de mesure réel
Ce chapitre est dédié à l’évaluation d’une configuration réelle de mesure de particule avec les

faisceaux feuille laser – le système DCW. Celui-ci utilise le système de franges non-uniforme créé par
l’interférence de deux faisceaux feuille laser. Il permet de mesurer la taille, la vitesse et l’indice de
réfraction de la particule à partir de la fréquence de la lumière diffusée. La comparaison des résultats
simulés par l’optique géométrique, la théorie de Lorenz-Mie classique et TLMG avec les résultats
expérimentaux montre que la TLMG est la seule à décrire tous les effets expérimentaux.

Chapitre 10: Imagerie d’une particule éclairée par un faisceau
Dans ce chapitre, une configuration d’imagerie d’une particule éclairée par un faisceau feuille laser

est décrite. Les cas d’éclairage par une onde plane, un faisceau gaussien et un faisceau feuille laser
sont comparés et discutés. La géométrie de ce chapitre peut être utilisée pour une particule localisée
arbitrairement dans le faisceau. L’orientation du faisceau peut être en outre quelconque par rapport
à l’axe du système optique.
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Chapter 8

Comportements des Champs Diffusés

Le premier chapitre de cette partie est dédié à l’étude des comportements du champ diffusé à partir
d’un faisceau feuille laser par une particule. Il sert de base pour interpréter les applications que nous
décrirons dans les deux chapitres suivants.

La diffusion d’une onde plane par une particule sphérique (Théorie de Lorenz-Mie) a été largement
étudiée. La question de la diffusion d’un faisceau gaussien par une particule sphérique a été aussi
abordée par des méthodes et sous des angles divers par plusieurs auteurs, et peut maintenant être
utilisée pour analyser différentes configurations de mesures de particules [52] [37].

Par contre, la diffusion du faisceau feuille laser est moins étudiée même s’il y a de plus en plus
d’applications.

Ce chapitre se compose de deux sections:
La première section présente les diagrammes du champ diffusé loin de la particule. Le comporte-

ment du champ diffusé par un faisceau feuille laser est discuté, puis comparé avec ceux obtenus par une
onde plane et un faisceau gaussien. L’importance de la position de la particule et de la polarisation
du faisceau est étudiée.

Dans la deuxième section, les sections efficaces de la particule éclairée par un faisceau gaussien ou
par un faisceau feuille laser sont discutées. L’accent est mis sur la pression de radiation d’un faisceau
gaussien hyperfocalisé et sur la comparaison des section efficaces de la particule éclairée par un faisceau
feuille laser avec celles du faisceau gaussien circulaire et de l’onde plane.

8.1 Champ extérieur à la particule

8.1.1 Formules

Les expressions du champ diffusé par la particule sont données dans le premier chapitre. Lorsque le
point d’observation est loin de la particule, ces équations se simplifient:

Es
θ =

iE0

kr
exp(−ikr)

∞∑

n=1

n∑
m=−m

2n + 1
n(n + 1)

[
angm

n,TMτ |m|n (cos θ)+imbngm
n,TEπ|m|n (cos θ)

]
exp(imφ) (8.1)

Es
φ =

−E0

kr
exp(−ikr)

∞∑

n=1

n∑
m=−m

2n + 1
n(n + 1)

[
mangm

n,TMπ|m|n (cos θ) + ibngm
n,TEτ |m|n (cos θ)

]
exp(imφ)(8.2)

Hs
φ =

H0

E0
Es

θ (8.3)

Hs
θ = −H0

E0
Es

φ (8.4)

Es
r = Hs

r = 0 (8.5)
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Le champ diffusé est un champ transverse. Les calculs dans la section 8.1.2 et dans le chapitre
suivant sont faits à partir des équations (8.1)-(8.5) tandis que les champs diffusés pour l’imagerie dans
le chapitre 10 sont calculés avec les formules du champ proche – les équations (1.66)-(1.71) dans le
premier chapitre.

8.1.2 Diagrammes de diffusion

Sur les figures 8.1-8.3 sont représentés les diagrammes de diffusion d’une particule sphérique de verre
(indice de réfraction m=1,55) de 12,5 µm de rayon éclairée par une onde plane, un faisceau gaussien
circulaire de rayon au col du faisceau w0 = 5 µm, un faisceau feuille laser de grand axe au col parallèle
à la direction de polarisation w0x = 50 µm et de petit axe au col w0y = 5 µm, ou un faisceau feuille
laser de grand axe au col perpendiculaire à la direction de polarisation w0y = 50 µm et de petit axe
w0x = 5 µm. La longueur d’onde du faisceau incident est λ = 0, 5145 µm.

La figure 8.1 est le diagramme de diffusion mesuré dans le plan défini par la direction de propagation
du faisceau et la direction de polarisation (φ = 0o) tandis que la figure 8.2 correspond à φ = 90o et la
figure 8.3 à φ = 45o. Sur la figure 8.3, seule la composante Iφ est représentée.

En comparant les trois figures précédentes on trouve que la lumière diffusée par une particule
éclairée par un faisceau feuille laser correspond aux propriétés de la lumière diffusée par une onde
plane dans la direction du grand axe et à celles d’un faisceau gaussien dans la direction du petit
axe lorsque le rayon au col du faisceau gaussien circulaire est égal au petit axe du faisceau feuille
laser. Pour un angle d’observation φ =45o, la réponse de la particule à un faisceau feuille laser est
intermédiaire entre celles de l’onde plane et du faisceau gaussien.
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Figure 8.1: Diagrammes de diffusion de l’onde plane, du faisceau gaussien et du faisceau feuille laser
pour φ = 0o, et pour la particule au centre du faisceau

Les figures 8.4-8.6 présentent les diagrammes calculés pour une particule de verre de rayon de
5 µm lorsqu’elle traverse un faisceau feuille laser de 0,5145 µm de longueur d’onde et d’axes au col
w0x = 5 µm, w0y = 50 µm dans le plan au col du faisceau. Seul x0 change, y0 et z0 sont tous les deux
nuls.

On trouve encore que les diagrammes sont très différents lorsqu’on observe dans le plan parallèle
ou perpendiculaire à la direction du grand axe au col du faisceau en comparant les figures 8.4 et 8.5
avec la figure 8.6. Les diagrammes de diffusion pour x0 < 0 et x0 > 0 sont tracés sur la même figure
lorsqu’on observe dans la direction du grand axe au col du faisceau (figure 8.6) puisque les deux cas
sont symétriques. Les courbes sur la figure 8.6 révèlent une oscillation forte et une caractéristique
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Figure 8.2: Diagrammes de diffusion de l’onde plane, du faisceau gaussien et du faisceau feuille laser
pour φ = 90o, et pour la particule au centre du faisceau
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Figure 8.3: Diagrammes de diffusion de l’onde plane, du faisceau gaussien et du faisceau feuille laser
pour φ = 45o, et pour la particule au centre du faisceau

proche de l’onde plane. Par contre, l’oscillation est faible sur les diagrammes de la figure 8.4. De plus,
on déduit des figures 8.5-8.6 que la lumière diffusée est plus importante lorsque la particule reçoit
le plus de lumière (centre de la particule proche de l’axe du faisceau) pour presque tous les angles.
Par contre, sur la figure 8.4, la lumière diffusée est plus forte entre 20o et 100o lorsque la particule se
situe hors de axe du faisceau, proche du détecteur (x0 < 0). Ce n’est pas vrai lorsque la particule est
localisée à l’autre côté, loin du détecteur (x0 > 0). Cet effet est dû à la compétition entre les lumières
réfléchie et réfractée en terme d’optique géométrique.

Les figures 8.7 et 8.8 montrent l’importance de la polarisation pour une particule d’eau (indice
de réfraction m=1,333) de rayon de 15 µm éclairée par un faisceau feuille laser de longueur d’onde
de 0,6328 µm du grand axe au col de 3 mm et petit axe de 5 µm lorsque la particule est au centre
du faisceau ou au bord de celui-ci. En première approximation, les comportements pour les deux
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Figure 8.4: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser observés dans le plan contenant le petit
axe au col du faisceau pour x0 < 0
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Figure 8.5: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser observés dans le plan contenant le petit
axe au col du faisceau pour x0 > 0

polarisations se ressemblent. En comparant l’intensité de la particule au centre du faisceau, on trouve
que lorsque la particule est plus proche de détecteur, l’intensité est plus forte de l’angle de 5o à 90o

pour les deux polarisations, de 143o à 170o pour la polarisation dans la direction du petit axe au col
et de 135o à 170o pour la polarisation dans la direction de grand axe au col, et que lorsque la particule
est plus loin de détecteur, l’intensité est plus forte de l’angle de 30o à 155o pour les deux polarisations.
Mais il faut noter que l’intensité pour la polarisation dans la direction du grand axe au col est un ou
deux ordre plus forte que celle pour la polarisation dans la petite dimension de 60o à 120o lorsque la
particule est plus loin de détecteur et de 140o à 150o lorsque la particule est plus proche du détecteur.

Les figures 8.9 et 8.10 sont présentées pour la même particule éclairée par les même faisceaux
que pour les figures 8.7 et 8.8 mais la particule se déplace sur l’axe du faisceau dans la direction de
propagation 1 mm avant ou après le plan au col du faisceau. On trouve encore que les deux figures se
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Figure 8.6: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser observés dans le plan contenant le grand
axe au col du faisceau
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Figure 8.7: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser w0x = 5 µm, w0y = 3 mm polarisé dans
la direction du petit axe au col, observés dans le plan contenant le petit axe du faisceau, φ = 0o, la
particule se situant sur le petit axe au col

ressemblent mais elles ne sont pas identiques. Premièrement on note que l’intensité oscille plus fort
pour la diffusion avant avec une polarisation dans la direction du grand axe au col tandis qu’elle oscille
plus fort pour la diffusion arrière avec une polarisation dans la direction du petit axe au col. Aussi,
l’intensité de 130o à 145o, pour la polarisation dans la direction du grand axe au col est à peu près
un ordre plus forte. De plus, les diagrammes pour la particule située avant et après le plan au col du
faisceau ne sont pas identiques.
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Figure 8.8: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser w0x = 3 mm, w0y = 5 µm polarisé dans
la direction du grand axe au col, observés dans le plan contenant le petit axe du faisceau, φ = 90o, la
particule se situant sur le petit axe au col
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Figure 8.9: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser w0x = 5 µm, w0y = 3 mm polarisé dans
la direction du petit axe au col, observés dans le plan contenant le petit axe du faisceau, φ = 0o, la
particule se situant sur l’axe du faisceau

8.2 Sections efficaces de la particule

Un demi-siècle après les études théoriques de Debye [28], Ashkin et al [7] ont utilisé expérimentalement
la pression de radiation exercée par un faisceau laser sur une particule. Cette force peut être utilisée
pour la lévitation de petites particules. En utilisant un ou plusieurs faisceaux focalisés, on peut obtenir
un piégeage optique stable qui sert l’outil pour la micro-manipulation de cellules, de bactéries, etc.
[7] [9] [8] [21]. Parallèlement à des études expérimentales, des efforts théoriques ont aussi faits pour
prévoir la force de pression de radiation. Roosen et al ont développé un modèle pour calculer cette force
exercée sur la particule illuminée par des faisceaux laser, basé sur l’optique géométrique [95] [96]. Une
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Figure 8.10: Diagrammes de diffusion du faisceau feuille laser w0x = 3 mm, w0y = 5 µm polarisé dans
la direction du grand axe au col, observés dans le plan contenant le petit axe du faisceau, φ = 90o, la
particule se situant sur l’axe du faisceau

pression de radiation longitudinale négative à la direction de propagation du faisceau hyperfocalisé a
été récemment mise en évidence expérimentalement [10] et qualitativement expliqué par des modèles
basés sur l’optique géométrique [105].

Parmi d’autres auteurs, G. Gréhan et Gouesbet [49] ont fourni pour la première fois des résultats
quantitatifs de diagramme de diffusion d’une particule sphérique illuminée par un faisceau gaussien.
Ces résultats ont été par la suite interprétés par la TLMG [58]. Les pressions de radiation sur une par-
ticule arbitrairement localisée dans un faisceau gaussien et les effets de résonances associés ont été aussi
étudiés exhaustivement et systématiquement par Ren, Gréhan et Gouesbet [91]. Dans cette section,
nous nous concentrons sur la pression de radiation d’un faisceau hyperfocalisé et sur la comparaison
des sections efficaces obtenus entre un faisceau gaussien et un faisceau feuille laser.

8.2.1 Cas du faisceau gaussien

Ashkin et al ont démontré expérimentalement l’existence d’une pression de radiation longitudinale
négative [10], due au gradient d’intensité de la lumière incidente. Tom et al ont étudié ce phénomène
avec le modèle de Roosen, basé sur l’optique géométrique, et prédit qualitativement cette force négative
[105]. Nous allons calculer la pression de radiation longitudinale exercée sur une particule localisée
sur l’axe d’un faisceau gaussien hyperfocalisé en utilisant les théories développées pour ce faisceau à
l’ordre L3. Les coefficients gn sont calculés avec l’approximation localisée (équation (7.5)).

La figure 8.11 montre l’évaluation de la pression de radiation en fonction de la position de la
particule (de rayon 3,75 µm) éclairée par un faisceau gaussien de rayon au col 1,8 µm, de longueur
d’onde 0,3682 µm (s = 0, 033), pour différents indices de réfraction de la particule. C’est un cas
correspondant à la figure 3 de la référence [105]. On trouve aussi une pression de radiation négative et
les formes des courbes sont similaire (il faut noter que z sur la figure 8.11 est la coordonnée du centre
du faisceau dans le repère de la particule d’après notre convention). Mais des différences quantitatives
notables existent, ainsi, on trouve une pression de radiation négative (bien que de faible intensité)
pour m = 1, 02, mais pas sur la figure 3 de Tom [105]. On a démontré dans le chapitre 7 que le
équation (7.5) est valide pour un faisceau avec s = 0, 08 (λ = 0, 5 µm, w0 = 1 µm). Ces différences
sont propablement due à l’approximation de l’optique géométrique.

La figure 8.12 présente l’évolution de la pression de radiation en fonction de position pour une
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particule de différente taille dont l’indice de réfraction est m = 1, 5, éclairée par un faisceau gaussien
de longueur d’onde de 0,5 µm, de rayon au col w0 = 0, 25 µm. Elle montre que lorsque le rayon de la
particule est plus grand que 1, 39 µm ou plus petit que 0, 060 µm on trouve des pressions de radiation
négatives.

Cela montre que notre théorie peut être appliquée à un très large domaine: un faisceau très
focalisé, une particule très petite avec un indice de réfraction complexe quelconque. Du fait que la
TLMG dépend la qualité de description du faisceau, l’application au faisceau hyper-focalisé est encore
à perfectionner. Le travail de Gouesbet et Lock sur le faisceau gaussien à l’ordre infini fournit des
possibilité d’étudier ce problème plus précisément.
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Figure 8.11: Pression de radiation longitudinale du faisceau gaussien à l’rdre L3 en fonction de la
position de la particule pour différents indices de réfraction: le rayon de la particule a = 3, 75 µm, la
longueur d’onde λ = 0, 3682 µm, le rayon du col w0 = 1, 8 µm

8.2.2 Cas du faisceau feuille laser

Dans ce paragraphe on discute les sections efficaces et les pressions de radiation lorsqu’une particule
est éclairée par un faisceau feuille laser en comparant avec celles du faisceau gaussien.

La figure 8.13 montre la section d’extinction en fonction du diamètre de la particule lorsqu’elle est
éclairée par une onde plane, un faisceau gaussien circulaire du rayon au col w0 = 10 µm ou un faisceau
feuille laser des axes au col w0x = 10 µm, w0y = 100 µm. La particule d’eau (indice de réfraction
m=1,33) se situe au centre du faisceau. La longueur d’onde du faisceau incident est de 0,5 µm. On
trouve que la courbe correspondant au faisceau feuille laser est encore située entre celles de l’onde
plane et du faisceau gaussien. Cela peut être appliqué pour étendre le domaine dynamique.

Les figures 8.14 - 8.17 sont présentées pour comparer les pressions de radiation longitudinales et
les résonances associées d’un faisceau gausien et d’un faisceau feuille laser, celles du faisceau gaussien
ont été discutées exhaustivement dans notre article [91].

Dans les figures 8.14 et 8.15, on présente les pressions de radiation longitudinales pour trois par-
ticules ayant des rayons proches: 4,954 µm, 4,977 µm et 5,0195 µm, correspondant aux paramètres

de particules de α =
2πa

λ
=29,365, 29,50 et 29,753, notés ici A, B et C respectivement. L’indice de

réfraction est m = 1, 33 − 5, 0 × 10−6i. Elles traversent un faisceau gaussien circulaire (w0 = 2 µm,
λ = 1, 06 µm) parallèlement ou perpendiculairement à la direction de polarisation. Ces particules
possèdent une résonance électrique, pas de résonance ou une résonance magnétique. Les différences
entre les trois particules sont très importantes. Notez la résonance de la particules A et C avec la
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Figure 8.12: Pression de radiation longitudinale du faisceau gaussien à l’ordre L3 en fonction de la
position de la particule pour différentes tailles de particule: l’indice de réfraction m = 1, 5, la longueur
d’onde λ = 0, 5 µm, le rayon du col w0 = 0, 25 µm
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Figure 8.13: Section efficace d’extinction en fonction du rayon de la particule de l’indice de réfraction
m = 1, 33 éclairée par une onde plane, un faisceau gaussien de rayon du col w0 = 10 µm, ou un faisceau
feuille laser des longueurs des axes au col w0x = 10 µm, w0y = 100 µm, longueur d’onde λ = 0, 5 µm

polarisation du faisceau.
Les figures 8.16 et 8.17 représentent les pressions de radiations pour les même particules lorsqu’elles

traversent un faisceau feuille laser, avec des axes au col w0x = 20 µm et w0y = 2 µm ou w0x = 2 µm
et w0y = 20 µm, parallèlement ou perpendiculairement à la direction de polarisation respectivement.

Nous notons premièrement que la pression de radiation décrôıt monotonement lorsque la particule
traverse le faisceau dans la direction du grand axe au col. Par contre, lorsqu’elle le traverse dans la
direction du petit axe au col, la valeur de Cpr,z atteint un maximum en x0 = 4, 5 µm ou y0 = 4, 5 µm
sur les figures 8.16 et 8.17 respectivement. Cela correspondent aux points maximaux sur les figures
8.14 et 8.15. De plus, on trouve aussi que l’amplitude de la résonance pour le faisceau feuille laser est
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Figure 8.14: Pression de radiation longitudinale en fonction de la position de la particule d’indice
m = 1, 33 − 5, 0 × 10−6i qui traverse, parallèlement à la polarisation, un faisceau gaussien circulaire
de longueur d’onde λ = 1, 06 µm, de rayon du col w0 = 2 µm
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Figure 8.15: Pression de radiation longitudinale en fonction de la position de la particule d’indice
m = 1, 33 − 5, 0 × 10−6i qui traverse, perpendiculairement à la polarisation, un faisceau gaussien
circulaire de longueur d’onde λ = 1, 06 µm, de rayon du col w0 = 2 µm

moins forte que pour le faisceau gaussien circulaire. Par exemple, le rapport de Cpr,z à la résonance
sur celui au centre du faisceau est d’environ 5 pour la particule A dans un faisceau gaussien (figure
8.15), mais seulement d’environ 2 pour le faisceau feuille laser (figure 8.17).
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Figure 8.16: Pression de radiation longitudinale en fonction de la position de la particule d’indice
m = 1, 33 − 5, 0 × 10−6i qui traverse, parallèlement à la polarisation, un faisceau feuille laser de
longueur d’onde λ = 1, 06 µm
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Figure 8.17: Pression de radiation longitudinale en fonction de la position de la particule d’indice
m = 1, 33− 5, 0× 10−6i qui traverse perpendiculairement à la polarisation, un faisceau feuille laser de
longueur d’onde λ = 1, 06 µm

8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a comparé les comportements du champ diffusé par un particule lorsqu’elle est
éclairée par une l’onde plane, un faisceau gaussien ou un faisceau feuille laser. On trouve que les
comportements du faisceau feuille laser correspondent aux propriétés de l’onde plane dans la direction
du grand axe, et à celles du faisceau gaussien dans la direction du petit axe lorsque le rayon du col du
faisceau gaussien est égal au petit axe au col du faisceau feuille laser.

Les effets de la position de la particule et de la polarisation du faisceau ont été étudiés. Pour une



102 Chapter 8. Comportements des Champs Diffusés

particule plus grosse que le petit axe du faisceau, lorsque la particule se située sur axe du faisceau, la
lumière diffusée est plus forte pour la particule hors plan du col que pour la particule dans le plan.
La polarisation n’influence peu sur le diagramme de la diffusion sauf pour certains angles.

L’étude des sections efficaces d’extinction, de diffusion et de pression de radiation montre que
les propriétés du faisceau feuille laser sont intermédiaire entre celles de l’onde plane et du faisceau
gaussien, et que les amplitudes à la résonance pour un faisceau feuille laser sont moins fortes que
pour un faisceau gaussien avec un rayon au col égal au petit axe au col du faisceau feuille laser. La
pression de radiation longitudinale négative est aussi prévue pour un faisceau gaussien hyperfocalisé.
Ce phénomène a été mis en évidence expérimentalement.



Chapter 9

Evaluation d’un Système de Mesure
Réel

Nous appliquons dans ce chapitre la théorie développée pour la diffusion du faisceau feuille laser à
un système de mesure réel à deux faisceaux – le système DCW (Dual-cylindrical Wave) – développé
à l’université d’Erlangen en Allemagne. Nous avons choisi ce système parce qu’il a été étudié par la
théorie de Lorenz-Mie et l’optique géométrique, et les données expérimentales sont bien documentées.

Ce système est basé sur un volume de mesure mince composé de franges non-uniformes créé à
partir de deux faisceaux feuilles laser. Il permet de mesurer la taille, la vitesse et l’indice de réfraction
de la particule à partir des fréquences des signaux diffusés.

Après l’introduction de la théorie de la diffusion de la lumière de deux faisceaux (section 9.1) et
la description du principe de ce système (section 9.2), nous présentons les signaux simulés par trois
différents méthodes: la théorie de Lorenz-Mie, l’optique géométrique et la TLMG en comparant avec
les résultats expérimentaux (section 9.3). La TLMG retrouve quasiment les résultats expérimentaux,
alors que les approches par l’optique géométrique ou la TLM faisaient apparâıtre un désaccord pouvant
atteindre 20% pour de faibles angles de diffusion.

9.1 Théorie de la diffusion de deux faisceaux

9.1.1 Description générale du problème

On considère une particule éclairée par deux faisceaux se propageant dans le même plan. La géométrie
est schématisée sur la figure 9.1. (O; X,Y, Z) est le système de coordonnées principale. Deux repères
cartésiens (O1; x1, y1, z1) et (O2;x2, y2, z2) sont choisis pour décrire les faisceaux incidents. Les axes
O1x1 et O2x2 sont parallèles à OX, et les axes O1y1, O1z1, O2y2 et O2z2 sont dans le plan OY Z du
système de coordonnées principale avec des angles θ1 et θ2. Les axes de deux repères (OP ; xp1, yp1, zp1)
et (OP ;xp2, yp2, zp2) attachés à la particule qui est à l’origine sont respectivement parallèles aux deux
repères (O1;x1, y1, z1) et (O2;x2, y2, z2). Les faisceaux, dont les centres se situent sur l’axe OY en
y = s1 et y = s2, se propagent dans les directions Oz1 et Oz2 respectivement et sont polarisés dans la
direction OX. Les coordonnées des centres des faisceaux dans les repères de la particule sont:





x0j = −X0

y0j = −(Y0 − sj) cos θj − Z0 sin θj

z0j = +(Y0 − sj) sin θj − Z0 cos θj

(9.1)

où j = 1, 2 correspondent aux faisceau 1 ou faisceau 2, (X0, Y0, Z0) sont les coordonnées de la particule
dans le repère principal.

Le système de coordonnées de détecteurs (Ol; xl, yl, zl), dont l’origine est sur l’axe OZ en Z = Zl,
est obtenu par une rotation sur l’axe OlY

′ d’un angle φd (angle hors-axe) et une rotation sur l’axe
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Figure 9.1: Géométrie du système de diffusion de la lumière de deux faisceaux

Olxl d’un angle θd (angle d’élévation) où Y ′ est parallèle à Y et xl parallèle à X avant les rotations.
Un détecteur circulaire de rayon ρ0 est situé sur l’axe Olzl en zl = r0 avec une surface perpendiculaire
à cet axe. Les coordonnés d’un point à la surface (r0, ρ, φl) dans les repères de la particule peuvent
être obtenus par:




xpj

ypj

zpj


 =




x−X0

(y − Y0) cos θj + (z − Z0 + Zl) sin θj

(y − Y0) sin θj + (z − Z0 + Zl) cos θj


 (9.2)

où



x
y
z


 =




cosφd 0 − sinφd

sin θd sinφd cos θd sin θd cosφd

cos θd sinφd − sin θd cos θd cosφd







ρ cosφl

ρ sinφl

r0


 (9.3)

9.1.2 Puissance collectée

Le champ diffusé de la particule éclairée par deux faisceaux est la superposition des vecteurs du champ
diffusé de chaque faisceau:

Es = Eθ1 + Eφ1 + Eθ2 + Eφ2 (9.4)

Hs = Hθ1 + Hφ1 + Hθ2 + Hφ2 (9.5)

Le vecteur de Poynting est donc:

S =
1
2
E ×H∗ =

1
2Z0

(G + H)r0

=
1

2Z0

{|Eθ1|2 + |Eφ1|2 + |Eθ2|2 + Eφ2|2

+ 2 sinαRe(Eφ1E
∗
θ2 − Eθ1E

∗
φ2) + 2 cosαRe(Eθ1E

∗
θ2 + Eφ1E

∗
φ2)

}
r0 (9.6)

où r0 est un vecteur unité du centre de la particule au point d’observation, θj et φj sont les coordonnées

sphériques du point d’observation dans les repères de la particule, Z0 =
E0

H0
, et α est défini par:



9.2. Principe du système DCW 105

cosα = sin φp1 sinφp2 + cos φp1 cosφp2 cos(θ2 − θ1) (9.7)

Par conséquent, on obtient la puissance collectée par le détecteur:

Ps =
∫ ρ0

0

∫ 2π

0
cosβIsρdρdφ (9.8)

où l’intensité Is = |S| et:

cosβ = sin θp1 cosφp1 cos θd sinφd (9.9)
+ cos θp1 (cos θp1 cos θd cosφd − sin θp1 sinφp1 sin θd)

Lorsque la particule est en mouvement avec une vitesse u, Is devient:

Is =
I0

k2r2
[G + 2(Hr cosωDt−Hi sinωDt)] (9.10)

avec

G = |S2,1|2 + |S1,1|2 + |S2,2|2 + |S1,2|2 (9.11)
Hr = cosα(S2,1S∗2,2 + S1,1S∗1,2) (9.12)
Hi = sinα(S1,1S∗2,2 + S2,1S∗1,2) (9.13)

où le shift hétérodyne doppler de la pulsation est:

ωD =
2π

λ
[−uy(sin θ2 − sin θ1) + uz(cos θ2 − cos θ1)] (9.14)

et S1,j ,S2,j sont les amplitudes des champs diffusés respectivement du faisceau 1 et du faisceau 2
définis par:

Eθj =
iE0

kr
exp(−ikr + iωt)S2j Hθj = −H0

E0
Eφj = − 1

Z0
Eφj (9.15)

Eφj =
−E0

kr
exp(−ikr + iωt)S1j Hφj =

H0

E0
Eθj =

1
Z0

Eθj (9.16)

Les expressions des Eθ, Eφ,Hθ et Hφ sont données dans le chapitre 8.

9.2 Principe du système DCW

Le système DCW est une variante de l’interferométrie phase doppler qui sert à mesurer la taille de
la particule par l’écart de phase des signaux diffusés [32] [79] [78]. Le volume de mesure dans le
système de phase doppler est réalisé par intersection de deux faisceaux gaussien circulaires dont les
centres sont localisés au même endroit. Il en résulte un système de franges presque parallèles. Par
contre, les faisceaux dans le système DCW sont remplacés par deux faisceaux feuilles laser (désigné
par “cylindrical wave” – onde cylindrique – dans les références [79] [76]) dont les centres sont séparés
par une distance sb qui est souvent beaucoup plus grande que le petit axe au col du faisceau. Par
conséquent, les franges ne sont plus parallèles, elles sont fonction de la distance par rapport aux centres
des faisceaux dans la direction de propagation. Cette modification a été démontrée avoir les avantages
de simplifier le traitement des signaux et d’éviter l’ambigüıté de 2π sur la phase, rencontrée dans la
mesure du système de phase doppler. Une extension du système DCW a été aussi proposée pour
reconnâıtre le nature de la particule [76].

La géométrie du système DCW est schématisé sur la figure 9.2. L’interférence des faisceaux feuilles
laser engendre des franges en éventail (figure 9.3). La lumière diffusée par les particule en traversant
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les frange est collectée par deux détecteurs: Le détecteur 1, situé verticalement au plan de frange,
est utilisé pour mesurer le signal de référence, dont la fréquence (désigné par la fréquence doppler)
est admise directement proportionnelle à la vitesse de la particule et indépendante de la taille de
celle-ci. Le détecteur 2 est localisé dans le plan perpendiculaire au plan de franges avec un angle φd

par rapport à la direction de propagation des faisceaux. Cet angle est équivalent à l’angle hors-axe
en terme de technique phase doppler. La fréquence mesurée par le détecteur 2 dépend non seulement
de la vitesse de la particule, mais aussi de l’angle hors-axe, de la taille et de la nature de la particule.
Cette dépendance permet de mesurer la taille, la nature et la vitesse de la particule à partir de la
fréquence. Les angles d’élévation de ces deux détecteurs sont tous les deux nuls, puisque ceux-ci sont
dans le plan perpendiculaire au plan de franges et coupent ce plan symétriquement.

  X
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Detecteur 1
Detecteur 2

FrangesFaisceaux laser
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Figure 9.2: Géométrie du system DCW

Figure 9.3: Interfranges de deux faisceaux feuilles laser

Lorsque la vitesse de la particule dans la direction z est nulle, la valeur caractéristique de la
fréquence doppler mesurée par le détecteur 1, selon l’optique physique en traitant les deux faisceaux
comme des ondes cylindriques idéales, est [77]:

fd =
sbu

λz0

[
1− s2

b

8z2
0

+ · · ·
]

(9.17)

où sb est la distance entre les centres des deux faisceaux, u la vitesse de la particule dans la direction
y, λ la longueur d’onde, z0 la distance de la particule aux centres des faisceaux dans la direction de
propagation.
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La puissance de diffusion mesurée par le détecteur 2 peut s’exprimer avec la formule suivante:

Ps = P s(t){1 + V (t) cos[2πfdt + Φa(t)]} (9.18)

où P̄s et V présentent le piédestal, et la visibilité du signal respectivement. Le phase anisotropique
Φa varie selon le temps. La fréquence du signal est donc:

f = fd + fa = fd +
1
2π

dΦa

dt
(9.19)

où fa est la fréquence anisotropique. Ces signaux peuvent être simulés par l’optique géométrie, la
théorie de Lorenz-Mie et la TLMG.

9.3 Signaux simulés par la TLMG et discussion

Naqwi et al ont comparé leurs résultats expérimentaux et simulés par l’optique géométrique et la
théorie de Lorenz-Mie pour le système DCW [78]. Ils ont trouvé que l’accord entre les résultats
expérimentaux et théoriques est bon pour un angle hors-axe grand, mais que pour un angle hors-axe
petit, l’écart était important. On applique dans cette section la TLMG pour simuler les signaux du
système DCW et comparer avec les résultats de la simulation de l’optique géométrique et de la TLM.

On considère deux faisceaux feuilles laser se propageant parallèlement l’un à l’autre dans la direc-
tion z dont les centres sont localisés en y1 = −10 µm et y1 = 10 µm respectivement. Les deux axes
au col des faisceaux sont tous les deux w0x = 3000 µm et w0y = 2 µm. La particule se déplace dans
le plan Oyz perpendiculairement à l’axe z avec une distance de 200 µm par rapport aux centres des
faisceaux et une vitesse u = 0.1m/s.

La figure 9.4 montre les signaux simulés par la TLMG pour une goutte de verre d’indice de
réfraction m=1,55, de rayon de 0,5 µm, et mesurés pour différents angles hors-axe, tandis que la figure
9.5 montre les signaux simulés pour des particules de verre de différentes tailles et mesurés avec un
angle hors-axe de 90o. On trouve que les fréquences des signaux mesurées pour les angles de 10o et
90o d’une part, et pour les particules de 0,5 µm et 20 µm de rayons d’autre part sont très différentes.
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Figure 9.4: Deux signaux simulés par la GLMT pour les angles hors-axe de 10o et 90o

Les simulations pour différents angles hors-axe et différentes tailles de particules montrent que les
résultats de l’optique géométrique, la TLM et la TLMG sont en accord pour les petites particules et
les grands angles hors-axe. Mais pour les grosses particules et petits angles hors-axes l’écart entre la
TLMG et la TLM ou l’optique géométrique est important. Sur la figure 9.6, on compare les signaux
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Figure 9.5: Deux signaux simulés par la GLMT pour les particules de rayons de 0,5 µm et 20,0 µm

simulés par les trois méthodes pour une particule de rayon de 20 µm avec l’angle hors-axe de 10o,
et on trouve que la fréquence du signal simulé par la TLMG est plus élevée que celles de la TLM
et de l’optique géométrique. De plus, la forme des signaux et les amplitudes des franges sont aussi
différentes, surtout au bord des signaux.
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Figure 9.6: Signaux simulés par trois différents méthodes pour l’angle hors-axe de 10o

Dans le tableau 9.1, on compile les fréquences f mesurées à partir des signaux simulés et les
rapports des fréquences anisotropiques sur celles de doppler mesurées pour l’angle hors-axe de 90o,
qui sont un peu différentes des fréquences prévues par l’équation (9.17). Les fréquences sont les
fréquences typiques obtenues par la transformé de Fourier à partir des signaux simulés. On trouve
que les fréquences des signaux simulés par les trois différents méthodes sont presque identiques pour
les petites particules ou les grands angles hors-axes. Tandis que pour les grosses particules et petits
angles hors-axes, les fréquences mesurées à partir des signaux simulés par la TLMG sont plus élevées
que celles prévues par la TLM ou l’optique géométrique.

Naqwi et al ont comparé les résultats expérimentaux et ceux simulés avec l’optique géométrique et
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Table 9.1: Fréquences mesurées à partir des signaux simulés par différentes méthodes

fréquences f fa/fd

diam. méthods 10o 30o 80o 90o 10o 30o 80o

géom. 19405 19394 19347 19271 0,0070 0,0064 0,0039
1 µm Mie 19366 19420 19349 19274 0,0048 0,0076 0,0039

GLMT 19346 19485 19379 19449 -0,0053 0,0019 -0,0036
géom. 19914 19896 19423 19269 0,0335 0,0325 0,0080

10 µm Mie 19527 19891 19420 19282 0,0127 0,0316 0,0072
GLMT 19881 20000 19466 19555 0,0167 0,0228 -0,0046
géom. 20741 20471 19511 19264 0,0767 0,0627 0,0128

20 µm Mie 20664 20513 19505 19294 0,0710 0,0632 0,0109
GLMT 21439 20240 19499 19413 0,1044 0,0426 0,0044
géom. 21982 21461 19717 19297 0,1391 0,1121 0,0218

40 µm Mie 21976 21467 19740 19350 0,1357 0,1094 0,0202
GLMT 22753 21751 19680 19519 0,1657 0,1144 0,0082

 

Figure 9.7: Résultats expérimentaux et simulés de Naqwi et al
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Figure 9.8: Rapport des fréquences fa/fd simulés par trois méthodes
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TLM. Ils trouvent que généralement les rapports fa/fd théoriques sont plus élevés que ceux mesurés
expérimentalement. Dans la figure 9.7 sont reproduits leurs résultats [78] pour une particule de
“diethyl phthalate” (m = 1.5), de rayon 50µ m avec z0 = 400µ m. La figure 9.8 présente les rapports
fa/fd pour une particle de rayon 20µ m donnés dans le tableau 9.1. On trouve que l’écart de fa/fd

entre TLMG et l’optique géométrique ou TLM pour φd = 10o est 20% qui correspond bien à l’écart
entre les résultats expérimentaux et ceux prévues par la TLM ou l’optique géométrique. Cela peut
être expliqué par le fait que l’optique géométrique ne prend pas en compte l’effet de la diffraction,
et que la TLM traite le faisceau comme une onde plane en négligeant l’éclairement non-uniforme sur
la particule. Par contre, la TLMG est une théorie rigoureuse prenant en compte tous les effets de
l’interaction entre le faisceau et la particule.

9.4 Conclusion

La théorie de la diffusion de deux faisceaux par une particule basée sur la TLMG est présentée et
appliquée à évaluer le système double onde cylindrique DCW, un système de mesure réel utilisé pour
mesurer la taille, la vitesse et la nature de la particule par la fréquence de la lumière diffusée.

Les résultats simulés montre que la TLMG est meilleure par rapport à la TLM et l’optique
géométrie pour ce système. La TLMG retrouve quasiment les résultats expérimentaux, avec un écart
de 20% entre ces résultats et ceux obtenus théoriquement par la LMT ou l’optique géométrie.



Chapter 10

Imagerie d’une Particule Eclairée par
un Faisceau laser

Ce chapitre est relié à l’étude de l’imagerie d’une particule par un système optique.
Après avoir rappelé les bases théoriques de l’approche (section 10.1), le modèle et le code associé

sont testés en trois étapes (section 10.2): 1. vérifier dans le cas de la diffraction de Fraunhofer; 2.
comparer les résultats analytiques et simulés pour une onde plane focalisée par une lentille mince,
3. comparer les résultats simulés et expérimentaux de l’image d’une particule éclairée par un fais-
ceau gaussien. Puis l’étude de l’image d’une goutte simulé pour un faisceau incident parallèle et
perpendiculaire à l’axe optique par la TLMG est présentée (section 10.3).

L’étude du cas où la direction de propagation du faisceau est confondu avec l’axe optique du
système d’imagerie est entreprise pour un faisceau onde plane, gaussien circulaire, et feuille laser
(section 10.3.1).

Puis l’étude du cas où l’axe du faisceau d’éclairage diffère de l’axe optique du système d’imagerie
est entreprise (section 10.3.2). Les résultats sont limités à une collection à 90o par rapport à l’axe de
propagation du faisceau car cette géométrie correspond à nombreux dispositifs expérimentaux, dont
la PIV (Particle Image velocimetry) est le modèle le plus élaboré. Cependant l’étude d’autre angle de
collection revient à changer des paramètre d’entrée du code.

10.1 Théorie d’imagerie d’une particule

Le système considéré dans ce chapitre est schématisé sur la figure 10.1. Une particule est éclairée par
un faisceau laser. La lumière diffusée est collectée par une lentille mince juste après une ouverture.

L’ouverture, la lentille et le plan image ont un même axe de l’axe OZ du repère principale
(O; X, Y, Z). Par contre, l’orientation et la situation du faisceau peuvent être quelconque et la particule
peut se situer arbitrairement dans le faisceau.

Le champ électrique dans le plan image (plan Z3) peut être exprimé à partir du champ dans le
plan Z2, situé à la distance z32 de celui-ci, d’après le principe de Huygens-Fresnel [34] pp54-55:

E3(x3, y3) =
i

λ

∫ ∫

A
E2(x2, y2)

exp(−ikr32)
r32

cos(n, r32)dx2dy2 (10.1)

où n est un vecteur unité perpendiculaire au plan Z3 et la distance entre un point dans plan Z2 et un
point dans plan Z3 est

r32 =
√

z2
32 + (x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 (10.2)

où xi, yi(i = 2, 3) sont les coordonnées des points dans les plans correspondants. De plus, on admet
que le champ électrique est identiquement nul en dehors de l’ouverture A.

Si la distance z32 entre l’ouverture et le plan image est bien plus grande que la plus grande
dimension linéaire de l’ouverture, que dans le plan image, on ne s’intéresse qu’à une région finie située

111
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Figure 10.1: Géométrie du système d’imagerie

autour de l’axe Z et que la distance z32 est aussi bien plus grande que la plus grande dimension linéaire
de cette région, le facteur d’obliquité est sensiblement égal à l’unité, soit:

cos(n, r32) ' 1 (10.3)

L’écart dû à cette approximation est inférieur à 5% si l’angle (n, r32) n’exède pas 18o.
Pour obtenir la relation entre le champ juste après la lentille et celui incident sur le plan d’ouverture,

on suppose que la lentille est diélectrique et qu’elle ne change que la phase du champ. L’approche la
plus simple est propablement d’utiliser la transformation de la lentille mince comme celle présentée
par Goodman [34] p76:

E2(r2, φ2) = E1(r1, φ1) exp(−ikn0∆0) exp
(

ikr2
1

2f

)
(10.4)

où ∆0 est l’épaisseur de la lentille, n0 l’indice de réfraction de la lentille et f sa focale. ri, φi(i = 1, 2)
sont les coordonnées des points dans les plans Z1 et Z2. Dans cette expression, la lentille est supposée
mince si bien que l’amplitude du champ dans le plan Z2 est égal à celle dans le plan Z1, aucune perte
d’énergie lumineuse par réflection, réfraction et absorption n’est prise en compte si bien que l’on a
r2 = r1 et équation (10.1) devient:

E3(x3, y3) =
i exp(−ikn∆0)

λ

×
∫ ∫

A
E1(x1, y1)

exp[−ik(r32 − r2
1/2f)]

r32
cos(n, r32)dx1dy1 (10.5)

Le champ électrique dans le plan Z1 est composé du champ incident Ei
1 et du champ diffusé [47].

Celui-ci est un champ quasi-sphérique et peut s’écrire comme:

Es
1 = Esph exp(−ikr) (10.6)

où r est la distance entre la particule et le point dans le plan Z1. Par conséquent, l’intensité du champ
dans le plan image peut être calculée par l’intégration suivante:

I3 =
1
λ2

∣∣∣∣
∫ ∫

A

{
g1(r1, φ1)eif1(r1,φ1) + g2(r1, φ1)eif2(r1,φ1)

}
dr1dφ1

∣∣∣∣
2

(10.7)
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où g1, g2, f1 et f2 sont toutes des fonctions à variation lente:

g1 =
r1E

i
1

r32
f1 = −k

(
r32 − r2

1

2f

)
(10.8)

g2 =
r1Esph

r32
f2 = −k

(
r32 + r10 − r2

1

2f

)
(10.9)

et

r10 =
√

z2
p0 + (r1 cosφ1 − xp0)2 + (r1 sinφ1 − yp0)2 (10.10)

r32 =
√

z2
32 + r2

1 + r2
3 − 2r1r3 cos(φ1 − φ3) (10.11)

xp0, yp0 et zp0 sont les coordonnées du centre de la particule OP dans le repère principal.
Cette intégration est effectuée efficacement suivant l’approche introduite par Hopkins [59][102],

pour chaque composante du champ.
Pour calculer les champs diffusés dans le plan Z1, deux repères complémentaires sont necessaires:
Le système de la particule (OP ; x, y, z): il est obtenu à partir du repère principal par une translation

de l’origine à (xp0, yp0, zp0), trois rotations, d’angle φb sur l’axe z, d’angle θb sur l’axe y′ et d’angle
ψb sur l’axe z′′ où y′ et z′′ sont les axes provisoires des axes y et z après une et deux rotations
respectivement.

Le système du faisceau (OG; u, v, w): ses axes sont tous parallèles à ceux du système de la particule
et son origine est localisé à (x0, y0, z0) par rapport au repère (OP ; x, y, z).

Les coordonnées d’un point dans plan Z1 (plan d’ouverture ou juste avant la lentille) (x1, y1), dans
le repère de la particule, sont obtenus par les transformations suivantes:




x
y
z


 = R




x1 − xp0

y1 − yp0

−zp0


 (10.12)

R(φb, θb, ψb) =


cosφbcosθbcosψb−sinφbsinψb sinφbcosθbcosψb+cosφbsinψb − sinθbcosψb

− cosφbcosθbsinψb−sinφbcosψb − sinφbcosθbsinψb+cosφbcosψb sinθbsinψb

cosφbsinθb sinφbsinθb cosθb




(10.13)

En outre, les relations entre les coordonnées sphériques et cartésiennes:




ex

ey

ez


 =




sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin θ







er

eθ

eφ


 (10.14)

est aussi utiles.

10.2 Validation du modèle et du code

Dans cette section, le modèle d’imagerie et le code associé sont testés dans les cas de la diffraction de
Fraunhofer, d’une onde plane focalisée par une lentille mince, et de l’image d’une particule éclairée
par un faisceau gaussien.

D’abord, selon la diffraction de Fraunhofer, lorsqu’une onde plane heurte une ouverture circulaire
de rayon rb, l’intensité dans un plan loin de l’ouverture est:
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I = I0

∣∣∣∣
kr2

b

R

J1(krb sin θ′)
krb sin θ′

∣∣∣∣
2

(10.15)

où J1(x) est la fonction de Bessel de premier ordre, R est la distance entre l’ouverture et le point
d’observation, θ′ est l’angle d’observation. Approximativement notre système correspond à krb sin θ′ ∼
krbr3

z32
. L’équation (10.15) peut être aussi obtenu à partir de l’équation (10.7) dans la limite f → ∞

et z32 très grand.
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Figure 10.2: Simulation de la diffraction de Fraunhofer: longueur d’onde 0,6328 µm, rayon de
l’ouverture 3 mm

La figure 10.2 montre les résultats calculés analytiquement par l’équation (10.15) et simulés par
notre code d’imagerie dans le cas d’une longueur d’onde de 0,6328 µm et d’un rayon de l’ouverture
de 3 mm. Pour cette simulation, aucune particule ne présente, la focale de la lentille et la distance
d’observation sont de 1 m. On trouve que l’accord est parfait.

D’autre part, lorsqu’une l’onde plane est focalisée par une lentille de focale de f , l’intensité sur
l’axe optique peut être obtenue analytiquement à partir de l’équation (10.7):

Iaxe =
(

k

2γz32

)2 ∣∣1− exp(iγr2
b )

∣∣2 (10.16)

où γ =
k

2

(
1

z32
− 1

f

)
.

La figure 10.3 montre l’intensité sur l’axe pour différentes zones de z32 calculée par l’équation
(10.16) et par notre code d’imagerie lorsqu’une onde plane de longueur d’onde 0,6328 µm focalisée par
une lentille mince de rayon 3 mm, et de focale 50 mm.

L’intensité oscille au fur et à mesure que l’on s’éloigne de l’ouverture, et elle est naturellement
beaucoup plus forte au point focal. L’accord est encore parfait. Notons que pour la suite, nous
observons les images dans le plan z32=159 mm (étoile au maximum) ou z32=160,8 mm (étoile au
minimum).

Des images d’une particule située sur l’axe du système optique et éclairée par un faisceau gaussien
circulaire d’axe de propagation confondu avec la direction de l’axe optique ont été simulés théoriquement
et comparés à des résultats expérimentaux par Schaub et al [100]. Dans la figure 10.4 sont re-
produits leurs résultats théoriques et expérimentaux pour une goutte d’eau (indice de réfraction
m = 1, 345 − 8, 7 × 10−9i) de rayon 26,5 µm, éclairée par un faisceau gaussien de longueur d’onde



10.3. Images simulés par la TLMG 115

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
z32 [m]

10
0

10
2

10
4

10
6

In
te

ns
ite

analytique
simule

0.10 0.15 0.20
z32 [m]

0

2

4

In
te

ns
ite

analytique
simule
point etudie

Figure 10.3: Intensité sur l’axe optique: une onde plane de longueur d’onde de 0,6328 µm focalisée
par une lentille de rayon de 3 mm et de 50 mm de focale

0,337 µm, de rayon au col 1,5 mm avec une ouverture de rayon de 1,5 mm ou 2,5 mm. Le plan objet
et le plan image se trouvent 52.5265 mm avant et 1.0395 m après la lentille respectivement.

Le même cas est simulé avec notre code d’imagerie et les résultats sont présentés sur la figure 10.5.
En comparant les deux figures on trouve que l’accord entre les résultats expérimentaux et les notres
est bon, surtout au bord des images (x3/ai ≤ 1, ai étant le rayon de l’image optique géométrique).

10.3 Images simulés par la TLMG

Dans cette section, nous présentons des images simulés par la TLMG pour une particule éclairée par un
faisceau feuille laser se propageant parallèlement et perpendiculairement à l’axe optique en comparant
avec des cas d’éclairement par une onde plane et un faisceau gaussien. L’importance de la position de
la particule (située hors axe du système optique, en défaut de mise au point), de la taille d’ouverture
et de la polarisation du faisceau sont étudiés.

10.3.1 Faisceau incident parallèle à l’axe du système optique

Lorsqu’un faisceau se propage parallèlement à l’axe du système optique la lentille collecte non seule-
ment le champ diffusé mais aussi le champ incident. L’image de la particule est une zone de moindre
intensité.
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Figure 10.4: Résultats théoriques (ligne continue) et numériques (circle) de Schaub pour une goutte
d’eau (indice de réffraction m = 1, 345 − 8.7 × 10−9i) de rayon de 26,5 µm éclairée par un faisceau
gaussien de longueur d’onde de 0,337 µm, de rayon au col de 1,5 mm avec une ouverture de rayon de
1,5 mm ou 2,5 mm

On considère un système optique avec une lentille de focale 50 mm. Une particule d’eau (indice de
réfraction m=1,333), de rayon de 25 µm est éclairée par un faisceau de longueur d’onde 0,6328 µm.
La distance z32 et le rayon ai de l’image de la particule au sens de l’optique géométrique sont définies
par les relations suivantes:

1
f

=
1

zp0
+

1
z32

(10.17)

ai

z32
=

a

zp0
(10.18)

où a est le rayon de la particule, ai le rayon de l’image, zp0 la distance entre la particule et la lentille.
Lorsqu’une particule se situe 72,936 mm avant l’ouverture, son image est situé 159 mm après la

lentille et est 2,18 fois plus grande que la particule. Lorsqu’une particule se situe 72,563 mm avant
l’ouverture, son image est situé 160.8 mm après la lentille et est 2,22 fois plus grand que la particule.

La figure 10.6 montre l’importance de la position du plan image. Le faisceau incident est une onde
plane. Le rayon de l’ouverture est de 3 mm. Les figures a-b et c-d correspondent respectivement aux
cas sans particule et avec une particule situé sur l’axe optique et dans le plan objet correspondant aux
plans images dans lesquels l’intensité sur l’axe est au maximum ou au minimum (voir la figure 10.3).
On trouve que même pour l’objet et l’image juste situés aux points conjugués, le petit déplacement
de la particule (0,075 mm) change évidemment la répartition de l’intensité dans l’image.
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Les figures 10.8-10.9 présentent l’image d’une particule de 25 µm de rayon située à six différents
points (figure 10.7) éclairée par une onde plane ou un faisceau gaussien dont le centre se situe sur l’axe
optique et dans le plan objet, 72.936 mm avant l’ouverture. Le plan image se trouve 159 mm après
l’ouverture.

La série de figures 10.8 montre les répartitions de l’intensité sur le plan image pour une particule
illuminée par une onde plane. Lorsque la particule est dans le plan object, les figures a-c montrent
les effets liés au fait qu’elle soit excentrée par rapport à l’axe du faisceau. On trouve que les images
sont sensible à la position de la particule, bien que le maximum, au centre de l’image, ne bouge pas.
De plus, ce maximum est de forte intensité, il correspond à la focalisation de l’onde incidente (voir
section 10.2). Les figures d-f montrent les effets liés au défaut de mise au point lorsque la particule
est avant ou après le plan objet.

La série de figures 10.9 correspond au même cas que la figure 10.8 mais la particule est éclairée
par un faisceau gaussien circulaire de rayon au col 1,5 mm. En comparant avec les résultats de l’onde
plane, on trouve que l’intensité de l’image est moins oscillante et que le maximum au centre de l’image
est moins fort. Cela peut être expliqué par le fait que dans le cas de l’onde plane, il y a beaucoup de
lumière non-diffusée illuminant l’ouverture, donc l’oscillation de l’intensité correspond bien au le cas
de l’onde plane sans particule (figure 10.6 b). Par contre, dans le cas du faisceau gaussien, le rapport
des lumières diffusée sur la lumière non-diffusée est plus important.

La figure 10.10 présente l’importance de la taille de l’ouverture. Une particule de 25 µm est éclairée
par un faisceau feuille laser (gaussien elliptique) de w0x = 10 mm, w0y = 1, 5 mm, dont le centre est
situé sur l’axe optique et dans le plan objet, 72.936 mm avant l’ouverture. Le plan image se trouve
159 mm après l’ouverture.

D’abord, en comparant les figures 10.10-b avec 10.8-b et les figures 10.10-e avec 10.9-b, on trouve
que le comportement de l’image dans la direction du grand axe au col correspond à celui de l’onde
plane et que le comportement de l’image dans la direction du petit axe au col correspond à celui du
faisceau gaussien.

Les figures 10.10 a-c montre que les oscillations aux bords des figures et le maximum au centre de
l’image dépendent de la taille de l’ouverture. Plus l’ouverture est grande, plus l’intensité oscille. De
plus, on trouve que la pente de l’intensité au bord de l’image (x3/a ∼ 2, 18 ou x3/ai ∼ 1) est plus
élevée lorsque l’ouverture est plus grande.

Les figures 10.11-10.13 montrent les répartitions de l’intensité dans les images de la particule située
au centre du faisceau lorsqu’elle est éclairée par une onde plane, un faisceau gaussien et un faisceau
feuille laser correspondants aux figures 10.8-10.10.

10.3.2 Faisceau incident perpendiculaire à l’axe du système optique

Dans cette section on considère l’image d’une particule éclairée par un faisceau dont le centre est situé
72,936 mm, avant la lentille de rayon 3 mm, se propageant perpendiculairement à l’axe optique. Le
plan image se situe 159 mm après la lentille.

Lorsque le champ diffusé est collecté perpendiculairement à la direction de propagation du faisceau,
les images de la particule sont déterminés par les comportements du champ diffusé par la particule et
par la position de l’ouverture par rapport à la particule.

Les images des particules de différentes tailles éclairées par un faisceau gaussien de rayon au col
du faisceau 3 mm sont décrites sur la figure 10.15.

Le nombre de lobes du champ diffusé dépend du paramètre α =
2πa

λ
d’après la théorie de Lorenz-

Mie classique. Pour une petite particule, la lumière diffusée illuminant l’ouverture vient principalement
d’un seul lobe si bien que dans le plan image il n’y a qu’un maximum (figures a-b). Lorsque la particule
est plus grosse, plus leurs lobes illuminent l’ouverture, l’image a plus de maximums (figures c-d).
Quand la particule est très grosse, le nombre du maximum est réduit à deux en raison de l’interférence
entre la lumière qui vient de différents lobes (figures e-f). La lentille effectue une transformé de Fourier
[107].

De plus, il faut noter que les maximums dépendent aussi de la position relative de la particule, du
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faisceau et de l’ouverture.
L’importance de la polarisation du faisceau est montrée sur les figures 10.16 et 10.17 pour différentes

positions de la particule (figure 10.14). Un faisceau feuille laser, dont le centre se situe au plan objet
sur l’axe optique, se propage dans la direction X avec le grand axe au col de 3 mm dans la direction
Y et le petit axe au col de 5 µm dans la direction Z. Les images de gauche sont pour la polarisation
électrique dans la direction Z et les images de droite pour la polarisation électrique dans la direction
Y .

La figure 10.16 montre les résultats simulés pour une particule de rayon de 15 µm située sur l’axe du
faisceau dans trois différentes positions: 1 mm du centre du faisceau dans la direction de propagation
(point C, figures a, d), au centre du faisceau (point OG, figures b, e) et 1 mm du centre du faisceau
dans la direction inverse de la propagation (point D figures c, f). Pour cette simulation, la particule
est sur l’axe optique et le faisceau se bouge. On trouve que dans ce cas l’image est sensible à la
position de la particule dans le faisceau. Aussi, la polarisation du faisceau joue un role très important.
Lorsque la polarisation est dans la direction du grand axe au col, les comportements de l’image ne
changent pas beaucoup pour différentes positions de la particule. Tandis que la polarisation est dans
la direction du petit axe au col, les comportements de l’image changent beaucoup. On trouve aussi
que l’intensité dans l’image est de trois ordre plus importante lorsque la particule se situe à 1 mm du
centre du faisceau que lorsque la particule se situe au centre du faisceau (voir les figures 8.9 et 8.10).

Sur la figure 10.17, la particule de 15 µm se situe sur l’axe optique, au bord du faisceau du côté le
plus éloigné (point A, figures en haut), au centre du faisceau (point OG, figures au milieu) et au bord
du faisceau de côté plus proche (point B, figures en bas). L’effet de la polarisation du faisceau est
aussi important. Lorsque la particule se situe au bord du faisceau du côté le plus éloigné, l’image a
un seul maximum qui est très fort. Dans les autres cas, l’image a plusieurs maximums mais beaucoup
moins forts. Cela peut être expliqué en utilisant les diagrammes des comportements du champ diffusé:
les figures 8.7 et 8.8 dans le chapitre 8.

10.4 Conclusion

L’événement de base de l’imagerie de milieux diphasiques a été étudié.
Dans ce modèle d’imagerie d’une particule éclairée par un faisceau laser, la position de la particule

et l’orientation du faisceau incident peuvent être arbitraires, l’optique de collection a été simulé en
utilisant une lentille mince parfaite. Cette approche peut être utilisée aussi pour calculer des systèmes
optiques épais, le parcours des rayons jusqu’au plan Z2 peut alors être calculé par “ray tracing”, puis
la même approche est utilisée pour calculer l’intensité dans le plan image Z3.

Deux cas où la direction de propagation du faisceau incident est confondue avec l’axe optique et
perpendiculaire à l’axe optique sont étudiés. Lorsque la direction de propagation du faisceau incident
est confondue avec l’axe optique et la particule est éclairée par un faisceau feuille laser, la répartition
de l’intensité sur la plan image dans la direction de grande dimension du faisceau est similaire à
celle obtenue lorsque la particule est éclairée par une onde plane, et la répartition de l’intensité sur
le plan image dans la direction de petite dimension du faisceau est similaire à celle obtenue lorsque
la particule est éclairée par un faisceau gaussien. Lorsque la direction de propagation du faisceau
incident est perpendiculaire à l’axe optique, la position de la particule dans le faisceau, la polarisation
du faisceau et la taille de la particule jouent un rôle très important pour les comportements de l’image.
Lorsque la particule est située au bord du faisceau du coté plus éloigné de la lentille et que la particule
est grosse par rapport à la dimension du faisceau, l’intensité dans le plan image est beaucoup plus
forte (jusqu’à trois ordre) que lorsque la particule est située au centre ou sur le bord plus proche de la
lentille. Cet effet est dû à la nature de la lumière collectée réfléchie ou réfractée à travers la particule.
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Figure 10.5: Résultats simulés par la TLMG pour le même cas que la figure précédente
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Figure 10.6: Intensité dans le plan image d’un faisceau onde plane sans ou avec une particule: effet
de l’intensité au centre de l’image
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Figure 10.7: Positions de la particule étudiée, l’axe du faisceau incident confondu avec l’axe optique
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Figure 10.8: Intensité dans l’image d’une goutte d’eau éclairée par une onde plane de longueur d’onde
de 0,6328 µm se propageant le long de l’axe optique avec une ouverture de rayon de 3 mm: différentes
positions de la particule
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Figure 10.9: Intensité dans l’image d’une goutte d’eau éclairée par un faisceau gaussien de longueur
d’onde de 0,6328 µm, de rayon au col w0 = 1, 5 mm, d’axe confondu avec l’axe optique, avec une
ouverture de rayon de 3 mm: différentes positions de la particule
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Figure 10.10: Intensité dans l’image d’une goutte d’eau située sur l’axe optique dans le plan objet
éclairée par un faisceau feuille laser de longueur d’onde de 0,6328 µm, des axes au col w0x = 10 mm,
w0y = 1, 5 mm, d’axe confondu avec l’axe optique: différents rayons de l’ouverture
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Figure 10.11: Répartition de l’intensité dans le plan image d’une particule éclairée par une onde plane

Figure 10.12: Répartition de l’intensité dans le plan image d’une particule éclairée par un faisceau
gaussien
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Figure 10.13: Répartition de l’intensité dans le plan image d’une particule éclairée par un faisceau
feuille laser
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Figure 10.14: Positions de la particule étudiées, l’axe du faisceau incident perpendiculaire à l’axe
optique
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Figure 10.15: Intensité dans l’image d’une goutte d’eau pour six différentes tailles, éclairée par un
faisceau gaussien de rayon au col 3 mm, se propageant perpendiculairement à l’axe optique et polarisé
dans la direction Z
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Figure 10.16: Intensité dans l’image d’une particule de rayon de 15 µm située sur l’axe du faisceau,
éclairée par un faisceau feuille laser des axes au col w0x = 5 µm, w0y = 3 mm se propageant perpen-
diculairement à l’axe optique: effets de la polarisation
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Figure 10.17: Répartition de l’intensité dans les images d’une particule de rayon de 15 µm située sur
l’axe optique éclairée par un faisceau feuille laser de différentes polarisations et différentes positions
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Le travail présenté dans cette thèse concerne l’extension de la Théorie de Lorenz-Mie
Généralisée à la diffusion des faisceaux feuille laser par des particules sphériques et
les applications aux écoulements diphasiques.

Un faisceau feuille laser est défini comme un faisceau gaussien avec une section elliptique des deux
axes au col w0x et w0y, et est donc un faisceau circulairement dissymétrique. Il trouve de plus en plus
d’applications dans des techniques de mesure pour élargir le domaine mesurable ou pour simplifier le
traitement des signaux. En changeant les longueurs des deux axes au col w0x et w0y, de formes très
différents de faisceau peuvent être obtenus. Par exemple, lorsque w0x = w0y, un faisceau gaussien
circulaire est retrouvé. En posant w0x À w0y on obtient quasiment un faisceau cylindrique.

Des méthodes développées et des résultats obtenus dans cette thèse peuvent s’appliquer directement
ou généralisés pour étudier la diffusion d’autres faisceaux.

L’étude théorique de la diffusion d’un faisceau laser par une particule nécessite premièrement
une description mathématique du faisceau. Dans la TLMG, les expressions du champ incident
sont développées en potentiels scalaires de Bromwich avec deux séries infinies des coefficients gm

n,TM

et gm
n,TE . Ceux-ci prennent en compte la description du faisceau. L’intérêt de la TLMG dépende

fortement de notre capacité à en tirer des prévisions numériques: la vitesse de calcul et la souplesse
d’adaptation aux différents faisceaux, permettant d’orienter ou d’interpréter plus efficacement les
travaux expérimentaux.

D’autre part, la symétrie du champ incident induit la symétrie du champ diffusé. Les relations de
symétrie nous aident d’analyser les phénomènes de la diffusion. Les coefficients gm

n sont liés étroitement
aux propriétés du champ incident. Bien connâıtre les relations de symétrie du champ diffusé et des gm

n

permet aussi d’interpréter et vérifier la cohérence des résultats numériques et des valeurs physiques
mesurables, et d’améliorer ou d’accélérer le calcul des coefficients gm

n .
Cette thèse est donc tout d’abord consacrée à la recherche des relations de symétrie des coefficients

gm
n et celles du champ diffusé, en partant de conditions générales. Ces relations de symétrie obtenues

peuvent être appliquées directement aux champ incident qui possède la même symétrie explicité.
Les relations entre les coefficients gm

n permettent d’obtenir les expressions des quatre coefficients
gm
n,TM , g−m

n,TM , gm
n,TE et g−m

n,TE à partir de l’une d’entre elles. La méthode proposée peut aussi être
appliquée à étudier les champs possédant d’autres symétries.

La description mathématique du faisceau feuille laser est obtenue par deux méthodes différentes:
le développement en spectre d’onde plane et le modèle de Davis. L’approximation due à la description
est discutés exhaustivement dans différents angles: en partant de potentiel scalaire, vis-à-vis des
équations de Maxwell pour les systèmes de coordonnées cartésiennes et sphériques, et du point de
vue de la TLMG. On a démontré que l’approximation de la description fondamentale du champ du
faisceau feuille laser est à l’ordre O(s2) lorsque le point observé est dans la région du faisceau, c’est-
à-dire, lorsque ce point est situé dans l’ellipse définie par les deux axes locaux wx et wy du faisceau.
L’approche de la discussion pour la TLMG peut être appliquée à d’autre faisceaux.

Les coefficients gm
n sont au cœur de la TLMG. Deux méthodes de calcul numérique des gm

n :
la méthode intégrale et l’interprétation localisée, sont exhaustivement discutées et soigneusement
étendues au faisceau feuille laser. Une nouvelle méthode – l’interprétation localisée intégrale –
est développée qui combine les avantages de souplesse de la méthode intégrale et de rapidité de
l’interprétation localisée.

La méthode intégrale est souple et théoriquement rigoureuse. Elle peut être facilement appliquée
aux faisceaux quelconques. Deux méthodes intégrales sont étudiées.

La méthode F1, qui utilise une intégration double pour calculer les gm
n et simple pour calculer les

gn, est relativement rapide. Mais sa précision dépend du choix du rayon de la surface sphérique as

utilisé et la qualité de description du faisceau. Le meilleur choix de ce rayon est kas = n + 1/2, où n
est l’indice des gm

n . La précision des gm
n calculés est à l’ordre de la description du faisceau.

La méthode F2, qui utilise une intégration triple pour calculer les gm
n et double pour calculer les
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gn, est stable, mais onéreuse, car elle nécessite une intégration de plus sur kr de zéro à l’infini par
rapport à la méthode F1. On a montré que c’est l’intervalle environnant de kr ∼ n qui contribue le
plus à l’intégration. Et donc différents intervalles peuvent être pris pour l’intégration sur kr, d’après
la précision envisagée.

L’interprétation localisée est étendue avec succès au faisceau feuille laser. Même si la sommation
devient triple pour un faisceau feuille laser au lieu d’une sommation simple pour un faisceau gaussien
circulaire, on peut encore gagner trois ou quatre ordre de grandeur du temps de calcul par rapport
à la méthode intégrale, en cherchant un algorithme efficace. Sa validité est démontrée en comparant
avec les résultats numériques de la méthode intégrale. Les erreurs relatives des gm

n calculés dépendent
de l’indice m en 0.1*m% par rapport aux résultats de la méthode intégrale. Mais lorsque l’indice n
est très grand, une instabilité numérique apparâıt.

La méthode de l’interprétation localisée intégrale s’applique directement l’interprétation localisée
aux composantes radiales du champ incident, donnant une forme intégrale simple pour calculer les
coefficients gm

n . Cette méthode conserve les avantages de souplesse de la méthode intégrale et de
rapidité de l’interprétation localisée. De plus, elle n’a plus de problème d’instabilité numérique même
pour un très grand indice n.

Après ces deux étapes de travail de base: la description du faisceau et le calcul numérique des
coefficients gm

n , quelques aspects d’applications aux écoulements diphasiques ont été étudiées.
Les comportements du champ diffusé fournissent une connaissance de base pour interpréter les

phénomènes de la diffusion dans les applications. Les diagrammes de la diffusion d’un faisceau feuille
laser par une particule sphérique sont étudiés en comparant avec ceux d’une onde plane et d’un
faisceau gaussien circulaire. On trouve que les champs diffusés du faisceau feuille laser contiennent
les propriétés de l’onde plane dans la direction de la grande dimension du faisceau feuille laser, et
celles du faisceau gaussien dans la direction de la petite dimension. La position de la particule dans
le faisceau et la polarisation du faisceau jouent un rôle important pour le comportement du champ
diffusé, surtout pour une particule grosse par rapport à la dimension du faisceau.

L’étude des sections efficaces d’extinction, de diffusion et de pression de radiation montre que les
propriétés du faisceau feuille laser sont situées au milieu de l’onde plane et du faisceau gaussien, et
que les amplitudes de la résonance pour un faisceau feuille laser est moins forte que pour un faisceau
gaussien avec un rayon au col égal au petit axe au col du faisceau feuille laser. La pression de radiation
longitudinale négative est aussi prévue pour un faisceau gaussien hyperfocalisé. Ce phénomène a été
mise en évidence expérimentalement.

La théorie de la diffusion de deux faisceaux est présentée et appliquée pour évaluer un système
de mesure réel DCW, le système double onde cylindrique. Celui-ci est une variante de la technique
phase Doppler qui permet de mesurer la taille, la vitesse et la nature de la particule à partir de la
fréquence du champ diffusé, et évite l’ambigüıté de 2π de phase rencontrée dans la mesure du système
phase Doppler. Ce système a été étudié expérimentalement et théoriquement avec la TLM et l’optique
géométrique. La TLMG retrouve quasiment les résultats expérimentaux.

Un modèle d’imagerie d’une particule éclairée par un faisceau laser est développé. La position de
la particule et l’orientation du faisceau incident peuvent être arbitraires. L’optique de collection a
été simulé en utilisant une lentille mince parfaite. Cette approche peut être aussi appliquée pour un
système optique épais, en calculant le parcours des rayons par “ray tracing”.

Les cas où la direction de propagation du faisceau incident est confondue avec l’axe optique et
perpendiculaire à l’axe optique sont exhaustivement étudiés pour une l’onde plane, un faisceau gaussien
et un faisceau feuille laser. Les effets de la position de la particule et de la polarisation du faisceau
sont aussi discutés. Lorsque la direction de propagation du faisceau incident est confondue avec l’axe
optique et que la particule est éclairée par un faisceau feuille laser, la répartition de l’intensité sur le
plan image dans la direction de grande dimension du faisceau est similaire à celle de la particule éclairée
par une onde plane, la répartition de l’intensité sur le plan image dans la direction de petite dimension
du faisceau est similaire à celle de la particule éclairée par un faisceau gaussien de même dimension.
Lorsque la direction de propagation du faisceau incident est perpendiculaire à l’axe optique, la position
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de la particule dans le faisceau, la polarisation du faisceau et la taille de la particule jouent un rôle
très important pour le comportement de l’image. Lorsque la particule est située au bord du faisceau
plus loin de la lentille et que la particule est grosse par rapport à la dimension du faisceau, l’intensité
dans l’image est beaucoup plus forte (jusqu’à trois ordre) que lorsque la particule est située au centre
ou au bord plus proche de la lentille.

En résumé, la TLMG est étendue avec succès au faisceau feuille laser. Cette extension élargit,
d’une part, le domaine applicable de la TLMG à ce faisceau. D’autre part, ce travail fournit des
moyens et des résultats qui peuvent être appliqués directement ou généralisés à d’autres faisceaux.

La base de la théorie de Lorenz-Mie généralisée a été bien fondée pour la diffusion d’un faisceau
fini par une particule sphérique et homogène. Cette théorie pour un faisceau gaussien a aussi été
bien développée et appliquée à analyser le système phase Doppler et la lévitation optique. Grace au
développement de la vitesse de calcul d’ordinateur et à l’amélioration de l’algorithme de la TLMG, la
restriction de temps de calcul devient de moins en moins importante. Toutefois, cette théorie est en
train d’être perfectionnée et étendue.

La difficulté d’appliquer la TLMG à une nouvelle forme de faisceau est premièrement d’obtenir la
description mathématique de ce faisceau dans l’espace. C’est souvent un travail difficile ou très com-
pliqué du point de vue pratique. L’interprétation localisée intégrale ouvre une possibilité de calculer
les coefficients gm

n directement à partir du champ dans un plan, ce champ peut être donné par une
expression analytique ou par des résultats expérimentaux. La dérivation rigoureuse de l’interprétation
localisée pour un faisceau quelconque est donc envisagée. Elle fait cette théorie plus souple à ap-
pliquée à un faisceau quelconque. Toutefois, cette approximation peut être validée par la comparaison
du champ donné et du champ reconstruit.

L’extension de la TLMG pour une particule sphérique concentrique et pour un cylindre infini est
en cours.
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Appendix A

Evaluation de l’Intégrale du Champ

Les intégrales obtenues par introduction des expressions (3.12) et (3.13) dans les équations (3.3)-(3.8)
peuvent être évaluées asymptotiquement par la méthode proposée par Goubau [35] [23] lorsque kw0x

et kw0y sont suffisamment grands.
Si, par exemple, en introduisant l’équation (3.12) dans (3.3), nous obtenons:

Ex(x, y, z) =
πE0w0xw0y

λ2

∫ ∫ ∞

−∞
exp[−k2

4
(w2

0xp2 + w2
0yq

2)]e−ik(px+qy+mz)dpdq (A.1)

Si kw0x et kw0y sont beaucoup plus grands que l’unité (relation (3.14)), le noyau d’intégration
gaussien de l’équation (A.1) est petit en dehors du domaine où p2 + q2 ¿ 1.

Suivant l’exemple de Goubau pour le faisceau gausien circulaire, nous pouvons négliger la contri-
bution à l’intégrale en dehors de ce domaine . Par substitution de l’expression

m = (1− p2 − q2)1/2 = 1− p2 + q2

2
+ O[(p2 + q2)2] (A.2)

dans Eq. (A.1), il vient

Ex(x, y, z) =
πE0w0xw0y

λ2

∫ ∫ ∞

−∞
exp

[
−k2

4
(w2

0xp2 + w2
0yq

2)

− ik

(
px + qy + z − z

p2 + q2

2

)]
dpdq

On regroupe les termes situés dans l’exponentielle:

−k2

4
(w2

0xp2 + w2
0yq

2)− ik

(
px + qy + z − z

p2 + q2

2

)

= −k2w2
0x

4
p2 − ikxp− ikz

p2

2
− k2w2

0y

4
q2 − ikyq − ikz

q2

2
− ikz

= −k2w2
0x

4i

(
i− 2z

kw2
0x

)
p2 − ikxp− k2w2

0y

4i

(
i− 2z

kw2
0y

)
q2 − ikyq − ikz

En utilisant les définitions de Qx, Qy, lx et ly par (3.22) et (3.23) on obtient:

−k2w2
0x

4iQx
p2 − ikxp− k2w2

0y

4iQy
q2 − ikyq − ikz

= −iQx
x2

w2
0x

− iQy
y2

w2
0y

− ikz − k2w2
0x

4iQx

(
p− 2Qxx

kw2
0x

)2

− k2w2
0y

4iQy

(
p− 2Qyy

kw2
0y

)2
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Par conséquent, nous obtenons:

Ex(x, y, z) =
πE0w0xw0y

λ2
exp

(
−iQx

x2

w2
0x

− iQy
y2

w2
0y

)
exp(−ikz)

×
∫ ∫ ∞

−∞
exp


−k2w2

0x

4iQx

(
p− 2Qxx

kw2
0x

)2

− k2w2
0y

4iQy

(
p− 2Qyy

kw2
0y

)2

 dpdq

(A.3)

L’intégrale dans l’équation (A.3) est une transformée de Fourier[22], aisément évalué pour obtenir
l’équation (3.15).

Ey(x, y, z) est évidemment égal à zéro car Ay(p, q) = 0 pour le champ polarisé dans la direction x.
Pour Ez(x, y, z), en introduisant les équations (3.12) et (3.13) dans l’équation (3.5), en prenant les

ordres quadratiques de p et q, pour les termes situés dans l’exponentielle, mais seulement les termes
du premier ordre ailleurs, et en utilisant une procédure similaire à celle utilisée pour Ex(x, y, z), nous
obtenons:

Ez(x, y, z) =
πE0w0xw0y

λ2

∫ ∫ ∞

−∞

p

m
exp

[
−k2

4
(w2

0xp2+w2
0yq

2)
]

e−ik(px+qy+mz)dpdq

=
πE0w0xw0y

λ2
exp

(
−iQx

x2

w2
0x

− iQy
y2

w2
0y

)
exp(−ikz)

×
∫ ∫ ∞

−∞
p exp


−k2w2

0x

4iQx

(
p−2Qxx

kw2
0x

)2

−k2w2
0y

4iQy

(
p−2Qyy

kw2
0y

)2

 dpdq (A.4)

En utilisant encore les tables de formules intégrales, nous obtenons l’équation (3.17). De la même
façon, nous pouvons obtenir les équations (3.18)-(3.20).
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Expressions de ∆rV et ∆θ,φV

Les relations différentielles des différences entre la composante exprimée par le formalisme de Bromwich
(équations (4.25)-(4.30)) et la composante approximative (équations (3.31)-(3.36)) sont données dans
la section 4.2. Cette annexe est dédiée à présenter la procédure en détail.

En fait, les équations (4.36) et (4.37) peuvent être obtenues facilement en utilisant les équations
(4.25)-(4.30) et la relation pour ψ

(1)
n (kr):

[
d2

dr2
+ k2

] (
rψ(1)

n (kr)
)

=
n(n + 1)

r
ψ(1)

n (kr) (B.1)

Mais les relations (4.38) et (4.39) sont plus difficiles à obtenir.
Pour la composante TE de Eθ, nous appliquons l’opérateur ∆θ,φ (équation (4.35)) sur le deuxième

terme de l’équation (4.26), utilisons l’équation (4.21) et obtenons:

∆θ,φ(rE∗
θ,TE)

= −iµωH0
∂

∂φ

∞∑

n=1

n∑
m=−n

Cpw
n gm

n,TErψ(1)
n (kr)∆θ,φ

[
P
|m|
n (cos θ)

sin θ
exp(imφ)

]

(B.2)

En réalisant l’opérateur, on trouve:

∆θ,φ

[
P
|m|
n (cos θ)

sin θ
exp(imφ)

]

=
1

sin θ

[
∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
− m2

sin2 θ

]
P |m|

n (cos θ) exp(imφ) (B.3)

En considérons l’équation de Legendre:

d2Pm
n (cos θ)
dθ2

+
cos θ

sin θ

dPm
n (cos θ)

dθ
+

[
n(n + 1)− m2

sin2 θ

]
Pm

n (cos θ) = 0 (B.4)

et en utilisant les relations (4.28) et (B.1), les expressions dessus peut être réécrite comme:
[

∂2

∂θ2
+

3 cos θ∂

sin θ∂θ
− 2 +

1
sin2 θ

(
∂2

∂φ2
+ 1

)]
(rE∗

θ,TE) =
iµω∂

sin θ∂φ
(r2Hr) (B.5)

Pour la composante TM de Eθ, des relations (4.26) et (4.20), il vient
[

∂2

∂θ2
+

3 cos θ∂

sin θ∂θ
− 2 +

1
sin2 θ

(
∂2

∂φ2
+ 1

)]
(rE∗

θ,TM )

=
∂

∂r

[
∂

∂θ

(
∂2

∂θ2
+

cos θ∂

sin θ∂θ
− m2

sin2 θ

)
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+
2 cos θ

sin θ

(
∂2

∂θ2
+

cos θ∂

sin θ∂θ
− m2

sin2 θ

)]
UTM

(B.6)

Notons que l’opérateur entre crochets [ ] contient uniquement des différentielles par rapport à θ et
affecte seulement la fonction de Legendre Pm

n dans UTM . Des équations (B.4), (B.1) et (4.25) il vient:
[

∂2

∂θ2
+

3 cos θ∂

sin θ∂θ
− 2 +

1
sin2 θ

(
∂2

∂φ2
+ 1)

]
(rE∗

θ,TM )

= −E0
∂

∂r

{ ∞∑

n=1

n∑
m=−n

Cpw
n gm

n,TMrψ(1)
n (kr)n(n + 1)

×
[

∂

∂θ
+

2 cos θ

sin θ

]
Pm

n (cos θ) exp(imφ)
}

= − ∂

∂r

{
(

∂

∂θ
+

2 cos θ

sin θ
)r2E0

∞∑

n=1

n∑
m=−n

Cpw
n gm

n,TM

× n(n + 1)
r

ψ(1)
n (kr)Pm

n (cos θ) exp(imφ)
}

= − ∂

∂r

(
∂

∂θ
+

2 cos θ

sin θ

)
(r2Er) (B.7)

En combinant les équations (B.5) et (B.7), nous obtenons finalement l’équation (4.38). L’équation
(4.39) peut être obtenue similairement .
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Démonstration d’une Inégalité des
d2p+1 avec j=1

A partir de l’équation (4.67) ou (4.65), on a pour j = 1 la relation de récurrence de d2p+1

d2p+3 =
1

(2p + 2)(2p + 3)
[d2p+1(8p2 + 12p + 5)− d2p−1(2p)(2p + 1)] (C.1)

Ainsi, nous obtenons de celle-ci:

d3 =
5
6

d5 =
89
120

d7 =
381
560

(C.2)

Pour la démonstration de la relation (4.68), soit:

d
′
2p+1 =

(2p)!!
(2p + 1)!!

(C.3)

et
d
′′
2p+1 = d2p+1 − d

′
2p+1 (C.4)

Il est facile de démontrer que d
′
2p+1 et d

′′
2p+1 obéissent la même relation de recurrence que d2p+1

(Rel. (C.1)) et

d
′′
3 =

1
6

d
′′
5 =

4
25

d
′′
7 =

25
112

(C.5)

On a alors:
d
′′
5 >

4
5
d
′′
3 > 0 (C.6)

et plus généralement on suppose:

d
′′
2p+1 >

2p

2p + 1
d
′′
2p−1 > 0 (C.7)

Nous pouvons démontrer d’après (C.1) et (C.5) que

d
′′
2p+3 >

d
′′
2p+1

(2p + 2)(2p + 3)

[
(8p2 + 12p + 5)− (2p)(2p + 1)

2p + 1
2p

]

=
2p + 2
2p + 3

d
′′
2p+1 > 0 (C.8)

Donc, la relation (C.7) est vraie pour tout p.
Finalement, on trouve à partir de (C.7), (C.4) et (C.3) que

d2p+1 > d
′
2p+1 =

(2p)!!
(2p + 1)!!

(C.9)

C’est la relation (4.69).

141



142 Appendix C. Démonstration d’une Inégalité des d2p+1 avec j=1



Appendix D

gn d’Onde Plane

Dans cette annexe nous démontrons analytiquement que les coefficients gn de l’onde plane prévus par
la méthode F2 sont indépendants du rayon de la surface sphérique as, et égaux identiquement à 1.
Par substitution de l’équation (5.31) dans (5.23) et en prenant z0=0 pour l’onde plane, on obtient:

gn =
kas

2n(n + 1)in−1(−1)nψ
(1)
n (kas)

∫ π

0
P 1

n(cos θ) sin2 θ exp(−ikas cos θ)dθ (D.1)

En utilisant les relations de recurrence de P 1
n , Pn et la formule de superposition (formules (3) p.239

et (15) p.399, Réf. [108]):

(2n + 1) sin θP 1
n(cos θ) = n(n + 1)[Pn+1(cos θ)− Pn−1(cos θ)] (D.2)

eiy cos θ =
∞∑

n=0

(2n + 1)inψ(1)
n (y)Pn(cos θ) (D.3)

et la formule (5.7), nous obtenons l’intégrale de l’équation (D.1) en notant x = cos θ:

I =
∫ 1

−1

n(n + 1)
2n + 1

[Pn+1(x)− Pn−1(x)]e−ikasxdx

=
n(n + 1)
2n + 1

∞∑

m=0

(2m + 1)(−i)mψ(1)
m

∫ 1

−1
[Pn+1(x)− Pn−1(x)]Pm(x)dx

= −2n(n + 1)
2n + 1

(−i)n−1(ψ(1)
n+1 + ψ

(1)
n−1) (D.4)

En introduisant la relation de récurrence (formule (7) p377 dans Réf. [108]):

ψ
(1)
n+1 + ψ

(1)
n−1 =

2n + 1
x

ψ(1)
n

dans l’équation (D.4), nous obtenons finalement:

gn =
kas

2n(n + 1)in−1(−1)nψ
(1)
n (kas)

2n(n + 1)in−1(−1)nψ
(1)
n (kas)

kas
= 1
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Appendix E

Listing du programme GNMF

***************************************************************
* SUBROUTINE GNMF *
* ==================== *
* *
* Ce programme calcule les coefficients g(n,m) du faisceau *
* gaussien, par l’approximation localisee, en se basant sur *
* les formules introduites dans le rapport interne: *
* *
* Calcul des Coefficients g(n,m) par l’approximation *
* localisee: Nouvelle formulation. *
* *
* Programme par: Kuan Fang REN *
* *
* Decembre 1991 *
* *
*_____________________________________________________________*
* *
* Cette subroutine n’appelle pas d’autre soubroutine ou *
* fonction. *
* *
* parametres: *
* x0ad, y0ad, z0ad : real*8, coordonnees adimensionnelle *
* du centre du col faisceau Gaus sien *
* vue du centre de la particule. *
* nfing : integer, maximum n de g(n,m) a calculer *
* s : real*8, parametre du faisceau Gaussien, *
* s=w0/l=1/kw0 *
* w0 est le rayon au col du faisceau Gaussien *
* k est le nombre d’onde. *
* esp : real*8, control du precission de g(n,m). *
* Le programme se termine lorsque le terme a *
* rajouter dans la somme est inferieur a esp. *
* resultats : *
* gtm : complex*16, g(n,m) pour l’onde TM. *
* gte : complex*16, g(n,m) pour l’onde TE. *
* *
***************************************************************

subroutine gnmf(nfing,s,x0ad,y0ad,z0ad,esj)
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implicit character*2 (a-z)
integer nfing,n,j,m,mm
real*8 s,x0ad,y0ad,z0ad,en,ej,em,r1,esj
complex*16 zi,a,b,c,d,am,bm,iqronw0,iqw2,xyn,xyp,iqbar
complex*16 gtm(1000,-10:10),gte(1000,-10:10)
complex*16 htm(-10:10),hte(-10:10),ht0
common /g/gtm,gte

zi=cmplx(0.0d+00,1.0d+00)
xyn=dcmplx(x0ad,-y0ad)
xyp=dcmplx(x0ad,y0ad)
iqbar=1.0d+00/(1.0d+00+2.0d+00*zi*z0ad)
do 10 n=1,nfing
en=dble(n)
iqronw0=iqbar*(en+0.5d+00)*s
iqw2=iqronw0*iqronw0

* _____________calculer htm(m) et hte(m)_____________

* **** m=0 : formule (14) dans ce rapport ****

* .... j=0 ....

ht0=iqronw0

* .... calculer les htm(0) et hte(0) ....

a=iqronw0
j=0

* ==== boucle j ===

20 j=j+1
ej=dble(j*(j+1))
a=a*iqw2*xyn*xyp/ej
ht0=ht0+a
if (cdabs(a).gt.esj) goto 20

htm(0)=ht0*2.0d+00*x0ad
hte(0)=ht0*2.0d+00*zi*y0ad

* *** m>0 et m<0 : formule (15) et (16) dans ce rapport ***

* ... donner les valeurs debutants aux htm(m) et hte(m) ...

a=cmplx(1.d+00,0.d+00)
b=cmplx(1.d+00,0.d+00)
c=cmplx(1.d+00,0.d+00)
mm=min(n,10)
do 25 m=1,mm
em=dble(m)
htm(m)=a*b
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hte(m)=htm(m)
htm(-m)=a*c
hte(-m)=-htm(-m)
a=a*iqronw0
b=b*xyn/em
c=c*xyp/em

25 continue

* .... calculer les htm(m) et hte(m) ....

am=iqronw0
bm=iqronw0
d=iqw2*xyn*xyp

do 30 m=1,mm

* ==== calcule htm(m) et hte(m) pour j=1 ====

am=am*iqronw0*xyn/dble(m)
htm(m)=htm(m)+am*(xyp+xyn/dble(m+1))
hte(m)=hte(m)+am*(xyp-xyn/dble(m+1))
bm=bm*iqronw0*xyp/dble(m)
htm(-m)=htm(-m)+bm*(xyp/dble(m+1)+xyn)
hte(-m)=hte(-m)+bm*(xyp/dble(m+1)-xyn)
a=am
b=bm
j=m

* ==== boucle j ====

40 j=j+1
c=d/dble((j)*(j-m))
a=a*c
htm(m)=htm(m)+a*(xyp/dble(j-m+1)+xyn/dble(j+1))
hte(m)=hte(m)+a*(xyp/dble(j-m+1)-xyn/dble(j+1))
b=b*c
htm(-m)=htm(-m)+b*(xyp/dble(j+1)+xyn/dble(j-m+1))
hte(-m)=hte(-m)+b*(xyp/dble(j+1)-xyn/dble(j-m+1))
if (cdabs(a).gt.esj.or.cdabs(b).gt.esj) goto 40

30 continue

* __________ calculer gtm(n,m) et gte(n,m) ________

r1=2.0d+00/(2.0d+00*en+1.0d+00)

a=zi*z0ad/s/s-iqbar*(x0ad*x0ad+y0ad*y0ad)
a=0.5d+00*iqbar*cdexp(a-iqronw0*iqronw0/iqbar)

gtm(n,0)=r1*en*(en+1.0d+00)*a*htm(0)*zi
gte(n,0)=r1*en*(en+1.0d+00)*a*hte(0)
c=a
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do 50 m=1,mm
gtm(n,m)=c*htm(m)
gte(n,m)=c*hte(m)*(-zi)
gtm(n,-m)=c*htm(-m)
gte(n,-m)=c*hte(-m)*(-zi)

c=c*r1*(-zi)
50 continue
10 continue

return
end
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Listing du Programme GNMSHF

***************************************************************
* SUBROUTINE GNMSHF *
* ==================== *
* *
* Ce programme calcule les coefficients g(n,m) du faisceau *
* feuille laser, par l’approximation localisee. *
* *
* realise par: Kuan Fang REN *
* *
* Decembre 1992 *
* *
*_____________________________________________________________*
* *
* Cette subroutine n’appelle pas d’autre soubroutine ou *
* fonction. *
* *
* parametres: *
* x0,y0,z0: real*8, coordonnees du centre du faisceau, *
* vue du centre de la particule. *
* w0x, w0y: real*8, longueurs des axes au col du faisceau *
* dans les directions x et y respectivement. *
* wl : real*8, longueur d’onde du faisceau incident. *
* nmax : integer, maximum n de g(n,m) a calculer *
* esp : real*8, control du precission de g(n,m). *
* Le programme se termine lorsque le terme a *
* rajouter dans la somme est inferieur a esp. *
* resultats : *
* gtm : complex*16, g(n,m) pour l’onde TM. *
* gte : complex*16, g(n,m) pour l’onde TE. *
* *
***************************************************************
*

subroutine gnmsh1(wx,wy,wl,x0,y0,z0,nmax,esp)
implicit character*2 (a-z)
integer n,m,i,i2,ij2,j,p,q
integer minq,maxq,nmax,mmax,maxa,maxbc
real*8 pi,k,esp,wx,wy,wl,x0,y0,z0,rou
complex*16 zi,gtm(1000,-10:10),gte(1000,-10:10),t0,ri
complex*16 aa,a,b,c,a0,b0,c0,iqx,iqy,iqwx,iqwy
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complex*16 af(0:400),bf(0:400),cf(0:400)
complex*16 abf(0:1000),acf(0:1000)
complex*16 fbm(0:100),fcm(0:100),ffbm,ffcm,ffbm0,ffcm0
common /g/gtm,gte

if (nmax.gt.1000) stop "in gnmsh: ‘n‘ too large"
pi=dacos(-1.0d+00)
zi=(0.0d+00,1.0d+00)
k=2*pi/wl
iqx=1/(1+2.0*zi*z0/k/wx/wx)
iqy=1/(1+2.0*zi*z0/k/wy/wy)
iqwx=iqx/wx/wx
iqwy=iqy/wy/wy
t0=0.5*cdsqrt(iqx*iqy)*cdexp(zi*k*z0-iqwx*x0*x0-

& iqwy*y0*y0)
a0=-0.25*(iqwx-iqwy)
b0=iqwx*x0-zi*iqwy*y0
c0=iqwx*x0+zi*iqwy*y0

af(0)=1.0d+0
bf(0)=1.0d+0
cf(0)=1.0d+0
do 11 i=1,400
af(i)=0
bf(i)=0

11 cf(i)=0

do 200 n=1,nmax
mmax=min(10,n)
rou=(n+0.5)/k
aa=t0*cdexp(-0.50*(iqwx+iqwy)*rou*rou)
a=a0*rou*rou
b=b0*rou
c=c0*rou

1000 format(1x,’n=’,i3,3x,’a=’,2d22.16/9x,’b=’,2d22.16
& /9x,’c=’2d22.16)

do 1 i=1,400
af(i)=af(i-1)*a/i
if (cdabs(af(i)).le.esp) goto 2

1 continue
stop "in gnmsh: dimension of ‘af‘ not sufficient !"

2 maxa=i
do 3 i=1,400
bf(i)=bf(i-1)*b/i
cf(i)=cf(i-1)*c/i
if (cdabs(bf(i))+cdabs(cf(i)).le.esp) goto 4

3 continue
stop "in gnmsh: dimension of ‘bf‘ or

& ‘cf‘ not sufficient !"
4 maxbc=i
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abf(0)=1.0d+00
abf(1)=b
acf(0)=1.0d+00
acf(1)=c
do 6 i=1,maxa+(maxbc+mmax)/2+1
i2=2*i
abf(i2 )=0.0d+00
abf(i2+1)=0.0d+00
acf(i2 )=0.0d+00
acf(i2+1)=0.0d+00
minq=max(0,i-maxbc/2)
maxq=min(maxa,i)
do 5 j=minq, maxq
ij2=2*(i-j)
abf(i2 )=abf(i2 )+af(j)*bf(ij2 )
abf(i2+1)=abf(i2+1)+af(j)*bf(ij2+1)
acf(i2 )=acf(i2 )+af(j)*cf(ij2 )
acf(i2+1)=acf(i2+1)+af(j)*cf(ij2+1)

5 continue
51 format(1x,3i3,4e17.9)
6 continue

do 30 i=0,mmax+1
ffbm=0.0d0
ffcm=0.0d0
do 20 j=0, maxbc
ffbm0=0.0d0
ffcm0=0.0d0
do 10 p=0, maxa
q=2*p+j+i
ffbm0=ffbm0+af(p)*abf(q)
ffcm0=ffcm0+af(p)*acf(q)

10 continue
ffbm=ffbm+cf(j)*ffbm0
ffcm=ffcm+bf(j)*ffcm0

20 continue
fbm(i)=ffbm
fcm(i)=ffcm

1030 format(1x,i3,4d14.6)
30 continue

ri=2*n*(n+1)/dble(2*n+1.0)*aa
gtm(n, 0)=zi*ri*(fcm(1)+fbm(1))
gte(n, 0)=ri*(fcm(1)-fbm(1))

ri=aa
do 50 m=1,mmax
gtm(n, m)= ri*(fbm(m-1)+fbm(m+1))
gte(n, m)=-zi*ri*(fbm(m-1)-fbm(m+1))
gtm(n,-m)= ri*(fcm(m-1)+fcm(m+1))
gte(n,-m)= zi*ri*(fcm(m-1)-fcm(m+1))
ri=ri*(-2*zi/(2*n+1))
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50 continue
200 continue
201 format(1x,2i4,2(3x,a4,d13.6,d14.6))

return
end
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[49] G. Gréhan and G. Gouesbet. Optical levitation of a single particle to study the quasi-elastic
scattering of light. Appl. Opt., 19(15):2485–2487, 1980.
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[52] G. Gréhan, G. Gouesbet, A. Naqwi, and F. Dusrt. Trajectory ambiguities in phase doppler
systems: use of polarizers and additional detectors to suppress the effect. In 6th Int. Symp. on
Laser Techniques to Fluid Mechanics, Lisbon, Portugal, July 1992. publiched also in Part. Part.
System. Charact.



156 Bibliography
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[56] G. Gréhan, K. F. Ren, G. Gouesbet, A. Naqwi, and F. Durst. Evaluation of a particle sizing
technique based on laser sheet. In Proceedins of 3rd International Congress on Optical Particle
Sizing, pages 127–133, Yokohama, Japon, August 1993. published in Part. Part. Syst. Charact.,
1994.

[57] R. Grousson and S. Mallick. Study of flow patterns in a fluid by scattered laser light. Appl.
Opt., 16(9):2334–2336, 1977.
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[92] K. F. Ren, G. Gréhan, and G. Gouesbet. Symmetry relations in generalized Lorenz-Mie theory.
J. Opt. Sci. Am. A, 11(6):1812–1817, 1994.
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Une feuille laser, définie comme un faisceau gaussien de section elliptique, est de plus en plus
utilisée dans les applications des techniques de mesure pour élargir le domaine mesurable ou pour
simplifier le traitement des signaux.

Cette thèse concerne l’extension de la Théorie de Lorenz-Mie Généralisée (TLMG) à la diffusion
des faisceaux feuille laser par une particule sphérique et ses applications aux écoulements diphasiques.

Une description mathématique du faisceau feuille laser est dérivée avec deux méthodes différentes.
L’intérêt de la TLMG dépend fortement de notre capacité de calcul des coefficients gm

n décrivant
la forme du faisceau. L’utilisation de l’interprétation localisée dans le calcul des gm

n des faisceaux
gaussiens est étendue aux faisceaux feuille laser. Deux méthodes d’intégration et une interprétation-
localisée-intégrale pour le calcul des coefficients sont étudiées.

L’outil théorique développé est alors appliqué à la discussion de la pression de radiation exercée
sur une particule. La théorie de la diffusion de deux faisceaux est présentée et appliquée à l’évaluation
d’un système de mesure réel. De plus, un modèle d’imagerie basé sur la TLMT est développé pour un
objet localisé arbitrairement dans un faisceau (orienté ou polarisé arbitrairement). L’objet peut être
une particule homogène ou concentrique, un trou ou une fente annulaire.
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