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Résumé

Le théme principal de cette thése est 'analyse statistique de surfaces. Nous introduisons un formalisme
pour étendre dans un cadre aléatoire la représentation des surfaces introduite par Glaunés et Vaillant (2005).
Ce formalisme repose sur une notion de forme linéaire aléatoire définie sur des espaces de champs vecto-
riels, qui est inspirée de la théorie des processus linéaires généralisés développée par I1t6 (1954) et Gel'fand
et Vilenkin (1964). A partir de cette représentation, nous mettons en place un modéle probabiliste décrivant
la variabilité des surfaces. Par passage du continu au discret, nous prolongeons ce dernier en un modele
d’observation permettant de décrire des données expérimentales. A partir de ce modéle, nous construisons
des estimateurs du représentant moyen d’'un échantillon de surfaces et de I'autocovariance du bruit. Nous
démontrons des résultats de consistance de ces estimateurs. Nous présentons quelques expériences de
validation de la méthode d’estimation sur des données simulées. Nous appliquons cette méthode a la clas-

sification de surfaces cérébrales issues de I'IRM en nous plagant dans un cadre bayésien.



Abstract

The main topic of this manuscript is surface statistic analysis. We define a new formalism that extends to
a random framework the surface representation introduced by Glaunés and Vaillant (2005). This formalism
is based on a notion of random linear form, which is inspired from the theory of generalized random process,
developped by 1t6 (1954) and Gel'fand and Vilenkin (1964). On this representation, we set a probabilistic
model that describes the variability of surfaces; by a transition from continuous to discrete, we extend it
to an observation model that describes experimental data. We build estimators for the mean representant
of a surface sample and for the autocovariance of the noise. We demonstrate that these estimators are
consistent. We report some experiments in which we test our estimation method on simulated data. We
apply our statistical framework to classification of brain surfaces from MRI, using a Bayesian classification

procedure.



Introduction générale

Motivations pour I’analyse statistique de surfaces

Les surfaces sont les objets idéaux pour modéliser les données tridimensionnelles. Ainsi, en raison du
développement croissant des méthodes d’'imagerie 3-D, ces objets ont pris une place importante dans la
littérature mathématique associée au traitement du signal. Dans cette optique, on a actuellement a trai-
ter, dans de nombreux champs d’'application, de grandes quantités de données représentées sous formes
de surfaces. Ceci est particulierement vrai en ce qui concerne le domaine de I'imagerie médicale, ou se
posent, de fait, des problemes de nature statistique sur des ensembles de surfaces : définir et déterminer
des caracteres moyens et/ou des modes de variation, exhiber des régularités, établir des groupes. ..De ces
problématiques émerge la premiére motivation de notre étude : construire un cadre statistique rigoureux
adapté a I'analyse de surfaces.

Les surfaces sont au coeur du sujet majeur de ce manuscrit; de ce fait, il est nécessaire de s’accorder
de fagon précise sur une définition pour cette notion, afin de garantir la cohérence du propos. On prend le

parti d’utiliser a ce dessein les sous-variétés différentielles.

Définition 1 (Surface). On appelle surface toute variété différentielle de dimension 2 plongée dans R3. En d’autres
termes, une surface est un sous-ensemble S de R? tel que, pour tout « de S, il existe un voisinage W de x dans R3, un

ouvert U de R? et une bijection de classe C" reliant U et S N W.

En tant que sous-variétés différentielles, les surfaces ne constituent pas un espace vectoriel : on ne
dispose pas d’opérateurs de somme interne ni de produit externe ; les calculs de distances, de moyennes, etc.
ne font donc a priori pas sens sur ces objets. On ne peut donc pas leur appliquer les méthodes statistiques les
plus usuelles, qui reposent en général sur une structure d’espace Euclidien. Il convient alors de développer

une méthode innovante, spécifiquement adaptée au cas des surfaces.



Contenus

Premiere partie : Cadre consistant pour ’analyse statistique de surfaces

Dans la logique des motivations évoquées plus haut, on va tout d’abord mettre en place un cadre de
représentation des surfaces par des éléments d’'un espace euclidien; en 'occurence, on adaptera la repré-
sentation par courants, introduite par Glaunés et Vaillant [33, 16], en établissant une correspondance entre
surfaces et formes linéaires continues sur un ensemble de champs de vecteurs de I'espace. Ensuite, en
utilisant des processus aléatoires généralisés, on conferera a ce cadre la possibilité de tenir compte de va-
riations aléatoires affectant les représentants des surfaces d’un échantillon; cela permettra la construction
d’'un modele d’observation décrivant ces variations autour d’'un représentant moyen.

Dans notre modele de variation, on écrira, via la méthode du maximum de vraisemblance, des estimateurs
pour le représentant moyen d’un échantillon de surfaces ainsi que pour 'opérateur de covariance associé. On
démontrera la consistance de ces estimateurs, validant ainsi le caractére pertinent de notre cadre statistique,
d’'un point de vue théorique. Enfin, on mettra en ceuvre ces estimateurs sur des exemples simples de données

simulées.

Seconde partie : Application a la classification de surfaces

Dans la seconde partie, I'objectif principal sera d’appliquer le modele statistique précédemment établi a
la résolution numérique de problémes de classification au sein d’ensembles de surfaces. Dans ce but, on
commencera par prolonger le cadre de représentation par des formes linéaires en une structure d’espace
meétrique sur les surfaces. Cette structure permettra ensuite d’adapter une méthode usuelle de classification
Bayésienne au cas particulier des surfaces. Enfin, on effectuera une expérience mettant en application cette

procédure, en I'occurence sur des surfaces cérébrales obtenues a partir de I'lRM.



Premiere partie

Cadre consistant pour ’analyse statistique

de surfaces représentées par des courants



Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Ainsi que cela a été mentionné dans I'Introduction générale, les surfaces sont des objets de premier inté-
rét dans de nombreuses branches des mathématiques : en géométrie, en analyse, mais aussi en traitement
du signal, domaine dans lequel ce sont les objets idéaux pour représenter la plupart des primitives extraites
d’'images tridimensionnelles. De par I'essor actuel des techniques d'imagerie 3-D, on fait ainsi face, dans de
nombreux champs d’application, a des quantités de plus en plus grandes de données modélisées par des
surfaces. C’est particulierement vrai dans le domaine de I'imagerie médicale, ou I'on dispose de populations
de surfaces particulierement étendues issues des données cliniques. Ces populations correspondent a des
observations d’organes internes (coeur, foie, cerveau...) provenant de patients sains ou présentant un méme
syndrome ou encore issus d’échantillons représentatifs... D’'un point de vue diagnostique, il serait intéressant
de dresser des classifications de ces populations, les comparer entre elles et établir des caractéres moyens
associés a un organe sain ou atteint d’'une anomalie donnée, calculer modes de variation et indicateurs de
dispersion relatifs a diverses données géométriques associées a ces échantillons de surfaces ou encore
savoir ranger un individu parmi différentes catégories via 'observation de quelques unes de ses caractéris-
tiques. Compte tenu de cela, il apparait qu’'une analyse statistique de telles données serait une aide majeure
quant a la connaissance et au dépistage de certaines maladies et anomalies. Dans cette optique, le but de

cette partie est de mettre en place un cadre statistique adapté a I'étude des surfaces.



1.2 Difficultés liées a I’analyse statistique de surfaces, solutions envisagées

1.2.1 Caractére riemannien des surfaces

Les outils usuels de I'analyse statistique, tels que les méthodes d’estimation classiques, paramétriques
ou non paramétriques, sont congus pour étre opérants sur des espaces vectoriels. En effet, ils nécessitent de
pouvoir définir et calculer des sommes, des différences, des produits par les éléments d’un corps de scalaires
ou encore des moyennes... Le cadre idéal pour les mettre en oeuvre étant, bien entendu, un espace normé
de type euclidien ou hermitien, sur lequel on dispose d’une distance et d’'un produit scalaire. Les échantillons
de données expérimentales qui peuvent étre traités via ces outils sont ceux que 'on peut modéliser par des
éléments de tels espaces ; malheureusement, ce n’est pas le cas des surfaces a premiére vue. Les surfaces,
en effet, sont des variétés riemanniennes différentiables bidimensionnelles de R?; elles ne sont éléments
d’aucun espace vectoriel et, par conséquent, ne sont pas analysables au moyen de méthodes statistiques
usuelles. Ainsi, 'analyse statistique de surfaces nécessite le développement de réponses spécifiques en
matiere de représentation de données ou d’algorithmes statistiques.

Dans la littérature, il existe de nombreux articles liés a notre thématique principale. De ces ressources,
il émerge deux grandes catégories de solutions pour pallier notre probleme. La premiére consiste en le
développement de méthodes statistiques spécifiquement adaptées aux variétés riemanniennes [27, 5]. La
deuxieéme repose sur le fait de plonger les surfaces dans un espace euclidien via un procédé de représen-
tation de ces derniéres par des éléments d’'un espace vectoriel puis de mener une étude indirecte sur les
représentants. On opte pour la seconde maniere. Pour représenter les surfaces dans un espace vectoriel,
on adopte le point de vue initié par J.Glaunées et M.Vaillant en 2005 [16, 33, 17] et prolongé, deux ans plus
tard, par S.Durrleman [10, 9] : associer aux surfaces discrétisées des courants sur un espace fonctionnel de
type Hilbert. On développe ensuite une approche statistique originale dans ce cadre.

Suivant une démarche analogue, étant donné un ensemble de surfaces continument différentiables ©
et un espace de Hilbert V, on représentera une surface S € © par une forme linéaire s sur V. Sous des
hypotheses raisonnables, S est un élément du dual topologique V* de V. On représente ainsi les surfaces
par des éléments d’'un espace de Hilbert de dimension infinie. On étendra cette représentation par formes

linéaires aux surfaces discrétes, a partir du modéle continu.

1.2.2 Représentation aléatoire des formes linéaires

Pour établir un cadre statistique avec un modéle d’observation, il faudra prendre en compte les variations
aléatoires des surfaces en les rendant visibles a travers leurs représentants. Ces représentants étant des
courants, i.e. des formes linéaires continues sur un espace de Hilbert, il est particulierement difficile d’en éta-

blir une modélisation probabiliste. On surmontera cette difficulté en utilisant des formes linéaires aléatoires,
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concept défini a partir d’éléments empruntés a la théorie des processus stochastiques généralisés, telle que
développée par It6 [20, 21], Fernique [12] et surtout Gel'fand et Vilenkin [15] ou Yaglom [35]. Sur ce cadre
aléatoire, il deviendra possible d’attribuer de maniére rigoureuse des lois de probabilité aux représentants
des surfaces, construire un modele d'observation décrivant ces derniers, puis appliquer des outils statis-
tiques usuels, afin de construire des estimateurs pour le représentant moyen ainsi que pour les principaux

modes de variation d’'un échantillon.

1.2.3 Traitement de la dimension infinie

Comme il a été mentionné plus haut, on représente les surfaces, lisses ou discrétisées, par des éléments
d’'un espace de dimension infinie. Les représentants dépendent donc d’une infinité de paramétres. Il est
donc nécessaire, pour pouvoir effectuer sur ces derniers des calculs numériques, de mettre en place une
procédure d’approximation. Pour ce faire, on utilisera un sous-espace vectoriel de dimension finie de I'espace
des représentants et on approximera toute forme linéaire par sa projection orthogonale sur ce sous-espace;
on obtiendra ainsi des représentants approximés dépendant d’'un nombre de parametres fini et fixé. Ce
point constitue une autre originalité par rapport aux travaux de Glaunes, dans lesquels les approximations

dépendent de la discrétisation des surfaces.

1.3 Objectifs

1.3.1 Contributions

Nos motivations étant singuliéres au regard de ce qui existe dans la littérature, on va devoir développer
des réponses spécifiques. La premiere de nos contributions est la mise en place, pour pouvoir modéliser
les variations aléatoires des surfaces a travers leurs représentants, d’'un cadre probabiliste dans lequel les
courants sont vus comme des réalisations de formes linéaires aléatoires, concept que I'on définit a partir
de la théorie des processus stochastiques généralisés de Gel'fand et Vilenkin. La deuxieme contribution de
cette partie est notre modéle d’observation pour les représentants d’'un échantillon de surfaces; ce modeéle
représente les variations autour d’'un élément moyen via un bruit blanc et un terme représentant I'erreur
due a l'approximation discréte. La troisieme contribution réside dans la construction d’estimateurs pour le
représentant moyen et la variance du bruit ainsi que la démonstration de la consistance de ces derniers.

Une autre contribution réside dans le passage du continu au discret. Dans les travaux de Glaunes et
Durrleman, la représentation par courants est mise en place directement sur les surfaces discrétes, le cas
continu nest pas traité. A I'inverse, on construit notre cadre de représentation sur des ensembles de surfaces

continument différentiables puis on I'étend, via une procédure d’approximation, au cas des surfaces discré-



tisées correspondant mieux a la réalité expérimentale. On démontre un théoréme garantissant la cohérence
de ce passage du continu au discret : le représentant de I'approximation discréte d’'une surface continue
converge vers le représentant de cette derniere lorsque la discrétisation devient de plus en plus précise.
De maniére analogue, on élabore le modéle d’observation par passage aux approximations discrétisées sur
modeéle de variation établi pour les représentants des surfaces continues. De fagon similaire, la construction
des estimateurs et la démonstration de leur consistance se font également en passant d’'un estimateur du
maximum de vraisemblance sur le modeéle continu a un estimateur empirique calculé par extension au cas

discret.

1.3.2 Contenus de cette partie

Cette partie s'organise en quatre chapitres. Dans le premier, on dressera un état de I'art détaillé autour
des principales ressources issues de la littérature mathématique utilisées pour construire cette étude, que
ces dernieres concernent 'analyse de surfaces, les espaces de Hilbert, les processus aléatoires... Dans le
deuxiéme chapitre, on mettra en place un cadre de représentation des surfaces par des formes linéaires
sur un espace de Hilbert. Via une modélisation aléatoire de ces formes linéaires, on établira un modéle
d'observation décrivant la variabilité autour d’'un élément moyen des représentants associés a un échan-
tillon de surfaces. Dans le troisieme chapitre, on construira des estimateurs pour le représentant moyen
d'un échantillon de surfaces et pour la variance du bruit dans notre modéle d'observation. Enfin, dans le
quatrieme chapitre, on effectuera des expériences sur données simulées pour attester numériquement de

la convergence de notre méthode d’estimation du représentant moyen d’'un échantillon de surfaces.



Chapitre 2

Etat de Part

2.1 Représentation des surfaces par des courants

2.1.1 Pourquoi utiliser des courants ?

Comme évoqué en Introduction, on prend le parti, pour pallier les difficultés liées au caractére riemannien
des surfaces, de plonger ces derniéres dans un espace euclidien. A cet effet, on utilise le cadre introduit
en 2005 par Glaunes et Vaillant : étant donné un espace de Hilbert W (espace fonctionnel) judicieusement
choisi, on attribue a chaque surface un représentant dans le dual topologique W* de cet espace. Nous allons
voir, a travers I'examen précis de ce cadre puis de celui, analogue en de nombreux points, développé par
Durrleman, que cette représentation présente deux intéréts majeurs. D’'une part, elle permet de faire, via les
représentants dans I'espace euclidien W*, toutes les opérations usuelles qui ne sont pas définies directement
sur les surfaces. D’autre part, le courant associé a une surface garde en mémoire I'action sur cette derniére
de chaque fonction élément de I et, par conséquent, contient la majeure partie de I'information géométrique

qui la caractérise.

2.1.2 Cadre de représentation de Glaunes et Vaillant

Lidée de la représentation des surfaces par des courants introduite en 2005 par Joan Glaunes et Marc
Vaillant est initialement vouée a faciliter la résolution de problemes de recalage de surfaces. Dans [33], l'idée
directrice est de dépasser I'absence de distance euclidienne sur les ensembles de surfaces et, a travers la
représentation via un espace euclidien de courants, notion empruntée a la théorie des distributions, pouvoir
déterminer "combien une surface est proche d’une autre".

Le cadre de représentation des surfaces repose sur 'utilisation d’'un espace de Hilbert W dont les élé-

ments sont des 2-formes & support compact sur R3. Une 2-forme différentielle est une application différen-



tiable w qui, a tout élément = de R3, associe une forme bilinéaire et antisymétrique w(z) définie sur R®. Une

surface orientée lisse S est représentée par I'application S définie par

S:W—R

2.1
1 2
w— /S w(@) ik, u2)do(2),

ol do estI'élément d’aire sur S et (ul, u2) une base orthonormale du plan tangent & S au point . Le "courant"
associé a la surface S est ainsi une forme linéaire sur 'espace W des 2-formes. Cette représentation est
d’autant plus simple qu’il existe une relation de dualité entre les 2-formes et les champs de vecteurs : si w

est une 2-forme différentielle sur R?, il existe un unique champ de vecteurs différentiable w sur R? tel que
w(z)(n,v) =w(z).(n Av),Ya,n,v € R, (22)

ou . et A désignent respectivement le produit scalaire et le produit vectoriel dans R2. Pour peu que I'espace W
soit construit a partir d’un espace de Hilbert a noyau reproduisant (notion abordée plus loin en Section 2.2), la
forme linéaire S donnée par (2.1) sera systématiquement continue. Lespace des représentants sera ainsi le
dual topologique W* de W et, par conséquent, aura une structure d’espace de Hilbert, avec une norme et un
produit scalaire. Via cet espace normé des représentants, on pourra ainsi comparer les surfaces : la distance
entre deux surfaces étant la distance entre leurs représentants au sens de I'espace W*. Remarquons que
I'utilisation pour I'espace W d’'un espace de 2-formes présente un autre intérét majeur : les représentants
des surfaces présentent une sorte de stabilité sous I'action d’un groupe de déformations. Dans cette optique,

I'action § d’'une déformation ¢ sur une 2-forme w est définie par

ptw () (n,v) = w(p(x))((ded).n, (ded).v),Ya,n,v € R?, (2.3)

ou (d.¢) désigne la matrice jacobienne de ¢. Il est démontré, via les regles de changements de coordonnées

sur les formes différentielles, que le représentant ¢.S dans W* de la surface déformée ¢(S) s’écrit
$.S(w) = S(Pfw), Yw € W. 2.4)

Lapplication principale de ce cadre est le recalage de surfaces dans un modele de type "large deforma-
tion".

Dans [17], le champ d’applications de la représentation par courants est élargi dans une visée nettement
plus proche de la nétre. Il y est proposé une méthode de construction d’atlas dans un modele de prototype

déformable, a partir d’'un échantillon de surfaces images par des difféomorphismes inconnus d’un prototype,



sorte de "surface moyenne", inconnu. Notre étude se rapproche de cet article dans le sens ou elle visera
également a établir, a partir d’'une population de surfaces, un caractere moyen. La différence principale étant
que nous ne construirons pas un modele de prototype déformable mais un modele d’observation, décrivant
les variations des surfaces via un bruit aléatoire affectant leurs représentants. On se fixera le but de trouver le
représentant moyen via une méthode d’estimation paramétrique classique. Ce point de vue nous rapproche

davantage des travaux de Durrleman, évoqués ci-aprés.

2.1.3 Cadre de représentation de Durrleman

En 2007, Durrleman utilise un cadre de représentation des surfaces analogue a celui de Glaunés en
de nombreux points, proposant également pour sa part une représentation des courbes plongées dans R2.

Etant donné un espace W de champs de vecteurs sur R?, le représentant S d’une surface S est donné par

S:W—R
(2.5)
w—> / w(zx).(ul Au?)do(z),
s
et le représentant L d’'une courbe L par
L:W—R
(2.6)
w—> / w(z).7(x)dx,
c

ou 7(x) désigne la tangente a la courbe £ au point z, les autres notations étant similaires a celles définies
dans la Section 2.1.2. Bien que cette définition du représentant d’'une surface, utilisée ultérieurement par
Glaunés et alii dans [29], soit a premiére vue différente de celle évoquée précédemment (2.1), elle est
équivalente compte tenu de la dualité entre 2-formes et champs vectoriels (2.2). Pour peu que W soit défini
a partir d’'un espace de Hilbert a noyau reproduisant, les représentants des courbes et des surfaces sont, ici
aussi, des éléments du dual topologique de 1. D’un point de vue pratique, Durrleman utilise comme noyau

reproduisant associé a I'espace W le noyau gaussien K" de la forme

KW (x,y) = exp(=Ajy llz — yllEs), Va,y € R?,

ol Ay est le parametre d’échelle associé a I'espace de champs de vecteurs 1. En utilisant la propriété de
reproduction et la dualité liée au Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, on peut exprimer les courants

de I'espace W* dans la base des "delta-Dirac". Les courants de type "delta-Dirac" (6%) se définissent comme



suit
g W —R

w —" a.w(x),

ol o,z € R3. Lespace W est 'adhérence de I'ensemble des combinaisons linéaires de "delta-Dirac". Dans

cette optique, on approche le courant S représentant la surface par le "courant discret"
S(w) = 252‘:,
k

ou (zr) est 'ensemble des barycentres des faces de I'approximation discrete de S et «y, la normale a la
surface discrete au point x;, dont la norme vaut I'aire de la face dont z;, est barycentre. La représentation
approximée S converge vers le représentant S dans I'espace des courants quand la discrétisation de la
surface devient de plus en plus fine. Une représentation analogue approximée peut étre définie pour les
courbes.

Le produit scalaire entre deux courants "delta-Dirac” est simple a exprimer :

<5g,5yﬁ>W* :t O{.KW(.I‘, y)ﬁ)

et, par bilingarité, le produit scalaire entre deux courants S = > 6» et T' = 65; est alors dommé par :

(5, T)w- = Zztak~KW($k7yl)~ﬁz-
P

La structure d’espace euclidien de W* induit sur les formes géométriques , courbes ou surfaces, la
distance :

d(S,T) =S = Tlw-,

ou S et T sont deux courbes ou surfaces de représentants respectifs S et T. Ce modele de représentation
permet de "capter" des variations géométriques a une échelle unique qui est déterminée par la constante
Aw . C’est en cela que réside le principal défaut de la méthode : le fait qu’elle ne permet pas 'analyse multi-
échelles.

C’est ce cadre de représentation qui est utilisé dans une visée d’application a I'analyse statistique des
courbes et surfaces dans [10]. Les auteurs y présentent un modele intégrant, via les représentants, une
variabilité aléatoire entre les surfaces; cette variabilité est modélisée en utilisant une méthode de génération
de vecteurs aléatoires gaussiens sur un espace de Hilbert. En définissant I'action x d’une déformation de

facon totalement analogue a I'action f chez Glaunés 2.3 et en prolongeant cette derniére sur les "delta-Dirac”,



il est établi sur les courants qui représentent un échantillon de courbes ou de surfaces le modele de variation

T = ér * T + €, 2.7

ou les T}, sont les courants représentant les formes qui constituent I'échantillon, les ¢, des déformations
et les ¢, des termes d’erreur, définis comme des variables aléatoires sur W*; le prototype T et les ¢;, sont
inconnus tandis que les T}, sont observés. Les variables aléatoires sur I'espace de Hilbert W* sont définies
par la correspondance suivante entre vecteurs de cet espace et variables aléatoires de carré intégrable :
a tout vecteur V. = > vier, € W*, on associe la variable aléatoire " vx(x, ou les ¢, sont des variables
aléatoires i.i.d. de Ioikje\/w((), 1). <

Durrleman et alii donnent un algorithme d’estimation des "paramétres" du modéle que sont le prototype T’
de I'échantillon de formes linéaires et les déformations ¢,. La connaissance d’'une approximation des fonc-
tions ¢y, en sortie d’algorithme fait qu’il est possible de "visualiser" la surface correspondant au prototype de
I'échantillon. Afin de pouvoir traiter les données "lourdes" que sont les représentants des surfaces, éléments
du dual d’un espace fonctionnel, il est également mis en place un algorithme de représentation parcimo-
nieuse des courants via une base formée de "delta-dirac". Cet algorithme approxime a une précision fixée
en entrée et ne donne pas en sortie un nombre fixe de composantes pour 'ensemble de I'échantillon.

Ce modele est prolongé, entre autres, dans [9]. Durrleman, Trouvé et alii appliquent ici un procédé simi-
laire, dérivé de ce qui a été fait pour les courbes, a des objets de type "amas de fibres", ce qui est naturelle-
ment idéal pour de I'imagerie 3-D haute résolution. La procédure développée dans ce papier permet d’estimer
le prototype d’un échantillon d’amas de fibres et effectuer le probleme de recalage sans individualiser les
fibres. Chaque fibre représentée, a la maniere d’une courbe discrétisée, par un courant, tous les courants
sont sommables, qu’ils viennent ou non de fibres extraites du méme amas. Cet article accomplit, de fait, un
travail beaucoup plus détaillé que [10] sur les propriétés des sommes de courants et les répercussions sur

I'objet représenté d’une opération sur le représentant.

2.1.4 Contributions de notre étude par rapport aux cadres originaux de Glaunes et Durrle-

man

Comme évoqué précédemment, notre étude s’inscrit dans une optique d’analyse statistique de surfaces.
On se rapproche ainsi plus des travaux de Durrleman évoqués en 2.1.3 que de ceux de Glaunés évoqués
en 2.1.2, quant a l'utilisation du cadre de représentation par courants. On se démarque néanmoins de ces
deux auteurs sur plusieurs points. Tout d’abord, on mettra en place une représentation des surfaces basée
sur un cadre aléatoire dans lequel les représentants ne sont plus simplement des formes linéaires mais des

réalisations de "formes linéaires aléatoires”, concept que I'on introduira en se basant sur la notion de pro-
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cessus stochastique généralisé (voir Section 2.3). Ensuite, on optera pour une construction dans laquelle
les représentants des surfaces s’expriment, du moins de fagon approximée, en fonction d’'un nombre fini
d’éléments, fixé par avance de maniere arbitraire et donc constant sur I'échantillon. Ceci constitue un chan-
gement par rapport aux cadres existants, ou les éléments de W* s’expriment dans une base dont le nombre
de composantes dépend de la précision des discrétisations (ce qui le rend variable au sein de I'échantillon).
Ce nombre varie aussi en fonction du parametre de précision du noyau. On utilisera a cet effet une base d'un
sous-espace vectoriel de dimension finie fixée et on identifiera les représentants des surfaces a leur projec-
tion sur ce sous-espace. Notre méthode d’approximation présente un autre avantage du fait de son aspect
multi-échelle. Enfin, alors que les travaux de Glaunes et Durrleman ne traitent que de la représentation des
surfaces discretes via des courants exprimés dans une base discrétisée de "delta-Dirac", on étudiera en
détail dans ce manuscrit le passage du continu au discret. On définit tout d’abord notre représentation par
courants pour des surfaces continues puis on I'étend a des approximations discretes de ces derniéres. On
traitera le probleme de la convergence du représentant de I'approximation discréte vers le représentant de

la surface continue initiale.

2.2 Espaces de Hilbert a noyau reproduisant

2.2.1 Théorie des espaces de Hilbert a noyau reproduisant

Comme dans les travaux de Durrleman et Glaunés, on construira I'espace des représentants des surfaces
a partir d’'un espace de Hilbert & noyau reproduisant dans le but de garantir de bonnes propriétés. La notion
d'espace de Hilbert a noyau reproduisant (terme qui sera, par la suite, désigné par le sigle anglophone
R.K.H.S.) a été introduite dans les années 1950. N. Aronszajn en est le principal théoricien avec l'article

"The Theory of Reproducing Kernels" [4].

Définition 2. Soit F' un espace de Hilbert sur R (respectivement sur C) dont les éléments sont des fonctions définies
sur un sous-ensemble () de RP et a valeurs dans R (respectivement dans C). On notera (., .) g le produit scalaire de
Uespace F et ||.|| la norme induite par ce dernier. Une fonction K définie sur Q? et a valeurs dans R (respectivement
dans C) est appelée un noyau reproduisant si et seulement si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) pour tout y de Q, la fonction f, définie par

fy 1 Q@ — R (resp.C)

r— Ko(xay)

est un élément de F';
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(2) pour tout y de ), pour tout f de F,
fy) =, fy)r

La deuxiéme propriété est généralement nommée "reproduction”. On dit alors que F' est un "espace de Hilbert a noyau

reproduisant” (ou R.K.H.S.).

Dans la suite, on donne quelques propriétés élémentaires des R.K.H.S. ; on se bornera, pour des raisons
liées aux besoins de notre étude, au cas des R.K.H.S. sur R et donc des noyaux a valeurs réelles. On
conserve, ci-apres, les notations données dans la définition : F' désigne ainsi un R.K.H.S. sur R dont les
fonctions sont définies sur un sous-ensemble connexe (2 de R? et K un noyau reproduisant pour I'espace

F.
Tout d’abord, on peut affirmer que tout noyau reproduisant sur un R-espace de Hilbert est commutatif.

En effet, pour tous x et y de 2, on a par propriété de reproduction :

Ko(z,y) = fy(z) = {fy, fa) F
= <f:c»fy>F

= Ko(y, x).

Une conséquence immédiate est que dans I'espace I’ de noyau reproduisant K, on a, pour tout x de 2 :

Ko(z,.) = Ko(.,x) = fo.

Ensuite, on peut aisément démontrer 'unicité du noyau sur un R.K.H.S.; en effet, si Hy est un noyau sur

F, on a, en définissant pour tout = de 2 la fonction ¢, : y — Hy(y, x),

vay € Q? |K0(.’E,y) - HO(xay)| = |K0(y7$) - Ho(fl',y”
= |fz(y) — gy(2)]
= |<fmagy>F - <gy7fz>F|

:0,

d’ou le fait que Hy = Kj.
Dans un R.K.H.S. a noyau borné, on peut toujours contrdler les valeurs d’'une fonction par la norme
hiloertienne, via la propriété suivante, qui sera essentielle au Chapitre 3 pour démontrer la continuité des

représentants des surfaces.

Proposition 1 (Controle de la borne supérieure par la norme). Soit F' un R.K.H.S. de noyau K. Si K est borné, alors
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il existe C > 0 tel que, pour tout élément w de F,
sup|w(z)| < Cllwl|F.
xT
Démonstration. Pour tout w € F', pour tout x, on a

jw(@)| = [(fa; w)r| < |[wl[rll follr < [lwllF[Ko(z, )]

Le noyau K étant borné, le résultat est démontré. O

Remarque 1. La démonstration de cette proposition exhibe une valeur possible de la constante

C = sup|Ko(z,z)| = sup||Ko(z,.)| r.
zeD zeD

On donne maintenant la propriété fondamentale de caractérisation des R.K.H.S., ainsi que sa preuve.

Théoreme 1 (Aronszajn). Soit F' un R-espace de Hilbert dont les éléments sont des fonctions définies sur un sous-
ensemble connexe ) de RP. Il existe un noyau reproduisant sur F' si et seulement si, pour tout x de €, la fonction §,,

définie par
0, : F— R

f— f(z)

est continue sur F'.

Démonstration. Si F' admet un noyau reproduisant K, on, pour tout x de €2, en conséquence de la propriété de

reproduction et de I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ve F |6l < flrlfellr,

d’ou la continuité de §, sur F'. Réciproquement, si d,, est continue sur F' pour tout x de €2, J,, admet, en tant que forme

linéaire continue sur F', un représentant de Riesz dans F' que I’on notera r,.. On pose alors
Ko(z,y) =r.(y), Yo,y € Q.

Il est aisé de vérifier que K est bien un noyau reproduisant sur F'. O
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2.2.2 Exemples de RKHS

Espace de Hardy

Soit D le disque-unité ouvert de R? et H?(D) I'espace, dit de Hardy, des fonctions analytiques sur D a

valeurs réelles dont le développement en série entiére est de carré sommable, i.e.

H2(D) = {f: D= R[f(x) = > ara", ) aj < oo}

keN keN

Lespace H?(D) est un R.K.H.S. pour le produit scalaire

w2 = Y arb,

keN

ol f(z) = > arx® et g(x) = 3 brpx*, et le noyau reproduisant suivant, dit "noyau de Szego" :

kEN kEN
KH2 Zl‘ 1 —;Ij‘y
kEN
Espace de Sobolev
On pose D = [—m,n]®, m > 1 et, pour tout k = (ky, k2, k3) de N3, \, = 1+\k\ m,ou |k| = k1 + ko + k3.

Soient (¢ )rens €t (Yr)rens les suites de fonctions définies par :

bp:D—R

1
xr — cos((k, x)gs), Vo € D,
\/2773

5 sin((k, 2)gs), Vo € D.

Ver

On considére a présent 'ensemble de fonctions :

2 2
voz{u D — RE(kesos (ke © B 3 BEEHIE < oo i) = 3™ (nte >+gkwk<x>>,wep}.

keN3 kEN3

Remarque 2. On a les faits suivants :

- SiueVy, alors Y |fx] <oocet D |gi| < oc.
keNs keNS3

- Les éléments de Vy sont bien définis ponctuellement.
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- Les éléments de Vy sont des fonctions carré-intégrables.

- Les éléments de Vy sont des fonctions C.

On définit sur 1} le produit scalaire

(o = 3 L0

keN3

ouu= Y fedr+ > gk, etv= 3 hiop+ > lts.
keNS keN3 keN3 keN3
Avec le noyau K, défini par

Ky:D? —R

Ikl
2o

keNS

(@,9) — > Ml (@)br(y) + i) (y)),

keN3

l'espace (Vo, {.,.)v;) estun R.K.H.S.; de plus, le noyau K, est borné sur D2.

Cet espace sera utilisé, entre autres, dans le cadre d’expériences au Chapitre 6.

2.3 Processus stochastiques généralisés

2.3.1 Fonctionnelles aléatoires, concept de processus généralisé

Comme cela a été dit en Section 2.1.4, on utilisera, pour donner a 'espace des représentants des surfaces
un cadre probabiliste sous-jacent, des processus aléatoires généralisés. Cette notion a été théorisée par
It6 [20, 21] et par Gel'fand et Vilenkin [15] dans les années 1970; sa construction combine théories des

distributions et probabilités. Les processus généralisés sont assez fréquemment utilisés dans la littérature

associée au traitement du signal [32, 11, 26, 25].

Variables aléatoires, égalité et convergence

Les processus aléatoires généralisés sont définis comme des distributions indexées sur un espace fonc-
tionnel et & valeurs dans un ensemble de variables aléatoires. Il est donc nécessaire d’établir de fagon claire

des criteres d’égalité et de convergence pour les variables aléatoires, pour pouvoir construire une topologie

sur 'ensemble des processus aléatoires généralisés.

On considére que deux variables aléatoires X et Y sont égales si et seulement si, pour tous réels a et b,

Pla<X <ba<Y <b) =
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On se donne le critere de convergence faible suivant : une suite de variables aléatoires (X,,),cn COnverge
vers une variable aléatoire X si et seulement si, pour toute fonction bornée f de R? dans R et pour toute

variable aléatoire Z,

[ 1ewig.y) = [ feodey),

ou Q,, est la loi du couple (X,,, Z) et Q celle du couple (X, 7).

Quelques définitions

N

Définition 3 (fonctionnelle aléatoire). On considere I’ensemble K des fonctions C*° a support compact de R? dans

RP. On définit une fonctionnelle aléatoire ® sur K par la donnée, pour tout f de K, d’une variable aléatoire que I’on

note ®(f).

On dit qu’une fonctionnelle aléatoire ® est continue si, pour tout entier naturel non nul N, pour tous élé-
ments f1, ..., fy de K, pour toutes suites ( ff)ken, .., (f& ke telles que fF, ..., fX convergent respectivement

vers fi,...fn dans I'espace K quand k tend vers l'infini, on a :
lim ®(fF) = ®(f;),Vi € {1,..,N},
k—o0

au sens de la convergence des variables aléatoires.

Définition 4 (Processus aléatoire généralisé). Une fonctionnelle aléatoire continue sur K est appelée fonction aléatoire

généralisée. Une fonction aléatoire a valeurs dans R est appelée processus aléatoire généralisé.

Soient ® et ¥ deux processus aléatoires généralisés. On définit leur somme ® + ¥ comme le processus
aléatoire généralisé qui a toute fonction f de K associe la variable aléatoire ®(f)+ ¥(f). Pareillement, pour
tout réel \, on définit le processus aléatoire A® comme le processus aléatoire généralisé qui a tout élément
f de K associe la variable aléatoire généralisée \®(f). Ces deux opérations donnent a 'ensemble des

processus aléatoires généralisés une structure d’espace vectoriel.

Définition 5 (Linéarité). Le processus aléatoire généralisé ® est dit linéaire si pour tous éléments f et g de K, on a
DS +9) = A2(f) + 2(g),

au sens de 1’égalité p.s. entre variables aléatoires. C’est ce concept de processus aléatoire linéaire qui servira a

concevoir les formes linéaires aléatoires telles que nous les introduirons au Chapitre 3.

26



2.3.2 Moments d’un processus aléatoire généralisé
Définition 6 (Moyenne). Soit ® un processus aléatoire généralisé tel que, pour tout élément f de K, la variable

aléatoire ®( f) admet un moment d’ordre 1. On appelle moyenne du processus ® I’application mg définie par

me : K — R
f— E[®(f)].
Remarquons que mg est une forme linéaire sur K.
Définition 7 (Corrélation). Soit ® un un processus aléatoire généralisé tel que, pour tous | et g de K, I’espérance

E[|®(f)P(g)|] existe. On appelle corrélation du processus ® I’application By définie par

Bs: K xK —R

(f,9) — E[@(f)2(9)].

On remarque que Bg est une forme bilinéaire semi-définie-positive sur K x K.

Définition 8 (Autocovariance). Si la corrélation d’un processus généralisé O existe, on définit son autocovariance

comme ’application

Co : K xK—R

(f,9) — Ba(f,9) — ma(f)ma(g).

Notons que cette définition équivaut a

C@(fa g) = COV((D(f),q)(g)),Vf,g € K.

L’autocovariance est également une forme bilinéaire semi-définie-positive sur K x K.

Définition 9 (Moment d’ordre N). Suivant le méme principe, le moment d’ordre N d’un processus aléatoire généralisé
est défini, pour peu que E[|D(f1)...2(fn)|] existe pour tout entier naturel non nul N et pour tous fi, ..., fn de K,

comme [’application

MY KN —R
(f1,s IN) —> E[®(f1)...@(fN)]-
2.3.3 Processus gaussiens

Définition 10 (Processus gaussien). Un processus aléatoire généralisé ® est dit gaussien si, pour tout entier N stricte-
ment positif et pour tous éléments f1, ..., [n de K linéairement indépendants, le vecteur aléatoire (®(f1), ..., 2(fn))

est un vecteur gaussien.
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Compte tenu des connaissances générales sur les vecteurs gaussiens, un processus aléatoire généralisé
gaussien est univoquement défini par la donnée de ses fonctions de moyenne et de corrélation. Il existe une
correspondance entre les processus aléatoires gaussiens et les couples (m, B) formés d’une forme linéaire
continue m sur K et d'une forme bilinéaire continue semi-définie-positive B sur K. Cette correspondance

est assurée par le théoreme suivant.

Théoreéme 2 (Gel’fand - Vilenkin). Soit m une forme linéaire continue sur K et soit B une forme bilinéaire continue
définie positive sur K. Il existe un processus aléatoire gaussien de moyenne m et de corrélation B si et seulement si la

forme bilinéaire C' définie par

C:KxK-—R

(f,9) — B(f,g) — m(f)m(g)

est semi-définie-positive.
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Chapitre 3

Modele d’observation : du modele continu

au modele discret

3.1 Objectifs

Ainsi que cela a été mentionné en introduction de cette partie, (c.f. 1), le probleme de I'estimation de
I'élément moyen d’'un échantillon de surfaces est une thématique particulierement intéressante, notamment
en raison des applications possibles au traitement d'image. Ce probléme est, nous I'avons vu précédemment,
difficile car les surfaces ne sont pas éléments d’'un quelconque espace vectoriel. En conséquence, elles ne
peuvent étre soumises aux outils et algorithmes usuels de I'analyse statistique, initialement congus pour
opérer sur les espaces euclidiens, sur lesquels on peut définir et calculer sommes, moyennes algébriques,
produits scalaires, distances... En Section 2.1.2, nous avons constaté qu'un moyen efficace de contourner
cette difficulté est de représenter les surfaces par des formes linéaires sur un espace fonctionnel de type
Hilbert, les plongeant ainsi dans une structure d’espace euclidien. Cette représentation, développée entre
autres par Glaunes [33, 17] et Durrleman [10, 9], est déja treés utilisée en traitement d’'image, 2-D comme 3-D,
en particulier pour résoudre des problémes de recalage sur des courbes ou des surfaces. Dans le présent
chapitre, on va I'utiliser pour décrire la variabilité d’échantillons de surfaces autour d’'une moyenne a travers
un modele d’observation.

Au vu des ressources existant actuellement dans la littérature, nos visées sont originales; on va donc
devoir développer des réponses spécifiques. Tout d’abord on met en place, pour pouvoir modéliser les va-
riations aléatoires des surfaces d’'un échantillon et les visualiser a travers leurs repésentants, un cadre pro-
babiliste dans lequel les courants sont vus comme des réalisations de formes linéaires aléatoires. On définit

le concept de forme linéaire aléatoire a partir de la théorie des processus stochastiques généralisés de
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Gel’fand et Vilenkin, évoquée en Section 2.3. Ce cadre aléatoire sera d’abord utilisé pour décrire les varia-
tions des représentants d’'un échantillon de surfaces continument différentiables autour d’'un élément moyen.
Ensuite, on définit une procédure d’approximation des surfaces lisses par des surfaces discretes formées
de facettes triangulaires et on étend la représentation a ces derniéres. Ceci conduit a la construction d’un
modele d’'observation adapté a I'étude des variations aléatoires de surfaces issues des données expérimen-
tales. On démontrera un théoreme établissant la convergence du représentant de I'approximation discrete
vers le représentant de la surface lisse originelle. Cela garantit la cohérence de notre modele construit en

allant du continu vers le discret.

3.2 Modele statistique

3.2.1 Cadre déterministe de représentation des surfaces

Soient D un cube fermé et borné de R? et © un ensemble de surfaces compactes incluses dans D et
continument différentiables. Soit V, un sous-espace vectoriel de £2(D,R) N C*(D,R) qui soit un R.K.H.S.

dont le noyau K est borné sur D x D. On considére I'espace
V=V

qui est clairement un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .)y défini par

ou (., .)v, est le produit scalaire usuel de I'espace 1} et v, w sont deux éléments de V" dont les composantes
dans V; sont respectivement vy, vy, v3 €t wy, we, ws. On désignera par ||.||v la norme induite par ce produit
scalaire.

On représente toute surface S € © par la forme linéaire s définie par

s:V—R

w — s(w)

avec
s(w) = /S<w(:r), e1(x) A ex(z))rsdo(x),Yw € V, (3.1)

ol A est le produit vectoriel sur R?, (., .)gs le produit scalaire euclidien de R?, o I'élément d'aire sur S, et les
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vecteurs e; (z), ea(x) forment une base orthonormale directe du plan tangent a S au point «.
Sous nos hypothéses, le représentant s est un élément de V*. Sa continuité est aisée a démontrer; en

effet, si w est un élément de V dont les composantes dans V;, sont w;, ws, w3, on a

()] = | [ (w(z).e1(a) A ea(@) (o)
< [ ller(o) neafa)lslwl o)

< JwlleA(S),

ol A désigne la mesure d’aire sur les surfaces. Par ailleurs, au vu de la Proposition 1, il existe C > 0 tel que

3
w3 < llwill
i=1

3

< ZCQIIwz-H%/0
=1

< C?lwlf}

On adonc

[s(w)] < Cllwllv A(S),

ce qui assure la continuité de s sur V.

3.2.2 Formes linéaires aléatoires

Dans cette section, on introduit une notion de forme linéaire aléatoire, inspirée des travaux de It6 [20, 21],
Fernique [12] ou encore Gel'fand et Vilenkin [15] sur les processus aléatoires généralisés (c.f. Section 2.3).
On donne quelques définitions et propriétés essentielles des formes linéaires aléatoires puis on met en place

sur ces derniéres une structure d’espace vectoriel normé.

Définitions

Soit £ = (2, F,P) un espace probabilisé. On note L?(£) I'ensemble des variables aléatoires de carré

intégrable définies sur £. On désigne toujours par V I'espace de champs de vecteurs défini en Section 3.2.1.

Définition 11 (Forme linéaire aléatoire). On appelle forme linéaire aléatoire sur V' une application linéaire continue

définie sur V. et a valeurs dans L?(E).

On note V¢ I'ensemble des formes linéaires aléatoires sur I'espace V. Les processus généralisés in-
troduits par It6 ou Gel'fand et Vilenkin correspondent a des applications de I'ensemble des fonctions C*°

a support compact vers un ensemble de variables aléatoires plus général que L?(£) (voir Section 2.3). Ici,
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les formes linéaires aléatoires sont définies sur I'espace V, produit cartésien de R.K.H.S. a noyau borné.
Le choix de limiter 'ensemble de variables aléatoires considéré a L?(£) permet, d'une part, de définir une
norme sur V¢ et, d'autre part, de garantir I'existence et la continuité de I'espérance et de l'autocovariance

définies ci-dessous.

Définition 12 (Espérance et autocovariance). Soit S une forme linéaire aléatoire sur V. L’espérance E*[S] de S est

définie par
E*[S]:V —R

et son autocovariance g est définie par

Ys:VxV —R

(v,w) — Cov(S(v), S(w))

on E et Cov désignent respectivement I’espérance et la covariance usuelles sur les variables aléatoires de L?(E).
Remarque 3. Une forme linéaire aléatoire dont I’espérance est identiquement nulle sera dite centrée.

Proposition 2. Pour toute forme linéaire aléatoire S de V¢, E*[S] est une forme linéaire continue sur V et yg est une

forme bilinéaire continue sur V. x V.

Démonstration. Soit S une forme linéaire aléatoire sur V. Comme S est continue de V dans £%(€), il existe Cs > 0
tel que

sup_[[S(w)l[72(e) < Cs.
Jwllv<1

Par ailleurs, on a, pour tout w de V,

[E*[S](w)] < 1S (w)ll 22 (¢)-

Dot sup |E*[S](w)| < Csg, ce qui implique la continuité de E*[S].
llwllv <1

Pour tous v et w dans V/,
[vs (v, w)| = [Cov(S(v), S(w))]

< 2VE[S(0)P]VE[S(w)]2].

On a donc sup |vs(v,w)| < 2C%, d’ou v € V** (ensemble des formes bilinéaires continues sur V' x
lvlly <1[lw|lv <1

V). O

Corollaire 1 (Riesz). Pour toute forme linéaire aléatoire S € V&, I’espérance E*[S] admet un représentant dans V. et

I’autocovariance s admet un représentant dans V'*.
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Définition 13 (Loi d’une forme linéaire aléatoire). On appelle loi d’une forme linéaire aléatoire S la donnée, pour tout

entier strictement positif N et pour tous éléments vy, ..., vy de V, de la loi du vecteur aléatoire (S(vy), ..., S(vn)).

Définition 14 (Forme linéaire gaussienne). Une forme linéaire aléatoire S est dite gaussienne si, pour tout entier

strictement positif N et pour tous éléments vy, ..., vy de V, le vecteur aléatoire (S(v1), ..., S(vN)) est gaussien.

Proposition 3. La loi d’une forme linéaire aléatoire gaussienne S est entiérement déterminée par la donnée de E*[S]

etde s.

Définition 15 (Indépendance). Deux formes linéaires aléatoires S et T sont dites indépendantes si, pour tout entier
strictement positif N et pour tous éléments vy, ..., vy de V, les vecteurs aléatoires (S(v1), ..., S(vn)) et (T'(v1), ..., T (vN))

sont indépendants.

Définition 16 (Bruit blanc). Une forme linéaire aléatoire B € V¢ est un bruit blanc si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

(1) la forme linéaire E*[S] est identiquement nulle sur V' ;

(2) il existe o > 0 tel que

’YB(an) = 02<U7w>V ) VU,U) eV

Le paramétre o est appelé variance du bruit blanc B.

Structure d’espace vectoriel

On définit la somme de deux formes linéaires aléatoires ainsi que le produit d’une forme linéaire aléatoire
par un nombre réel comme suit, de maniére analogue a ce qui est fait pour les processus généralisés en

Section 2.3 : pour toutes formes linéaires aléatoires S et T' de V¢ et pour tout réel A,

AS:V — L*(€)
w — AS(w)
S+T:V — L&)

w— S(w) + T'(w).

Le produit d’'une forme linéaire aléatoire par un réel et la somme de deux formes linéaires aléatoires sont
des éléments de V. Par conséquent I'ensemble V¢ a une structure de R-espace vectoriel sur R et c’est

méme un espace de Banach, d’aprés la proposition qui suit.
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Proposition 4. L’application ||.||v; définie par

[-llvg : V& — RT

S — sup [[S(w)ll2),
lwllv<1

oit ||.]| L2(g) désigne la norme usuelle sur I’espace L?(E), est une norme sur V. L’espace vectoriel normé (VZ, ||.||v
& £ £ f

est un espace de Banach.

Démonstration. On démontre tout d’abord que ||.|[ 2(¢) est une norme sur Vi, en utilisant les propriétés de norme de
[[Ilz2(£)- On a de fagon évidente, pour tout S de V¢, pour tout A de R, ||S]|vs = 0 si et seulement si S = 0 dans V¢

et [[AS|lves = []|[S|lvz ; d’autre part, pour tous S et T' de V¢, on a

15+ Tlvg = sup [|S(w) +T(w)l|L2e)
lwllv <1

< sup ([[S(w)llz2e) + 1T (w) | z2(e))
[lwllv <1

< sup [|S(w)lz2) + sup |T(w)]z2(e)
lwllv<1 lwllv<1

< |IS[lve + 1T ]|v -

[[[[v# est donc une norme sur V¢

Il reste & démontrer que cet espace est complet. Soit (S ) une suite de Cauchy dans (V¢ [[.[[v). On a

Ve > 0,3N.,Vm,n > N, sup |[|Snp(w) — Sim(w)l|z2(e) < e
llwlly <1

Pour tout n € N, on note 5,, la restriction de .S,, a la boule unité By de V. Par ce qui précede, cette suite vérifie un
critere de Cauchy uniforme; elle converge donc uniformément vers une fonction S définie sur By et a valeurs dans

L?(€). On définit S comme I’application
S:V — L*(€)

w — [[wllvS(@),

otw=0siw=0yetw= Wsinon.

S est clairement linéaire. On en montre a présent la continuité ; soit w un élément de V' et soit (w,,) une suite qui
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converge vers w dans V. Pour tous entiers m, n, on a

15(w) = S(wn)llr2e) < [1S(w) = Sm(w)l[L2(e) + [1Sm(w) = Sm(wn) L2 (e)
+ [[Sm(wn) = S(wn)llr2(e)

< wlvlIS(@) = S (@) z2(e) + 1w = w]nllSim

Ve

+ [wnllv 1S (6n) — S(w6) || £2e)-

On déduit alors, par la convergence uniforme de (S~m) vers S et le critere de Cauchy, I’existence d’une constante

positive C telle que pour tout € positif et pour tout n "suffisamment grand",
15(w) = S(wn)lL2(e) < 2€ljwllv + €C,

d’oui la continuité de S, qui est donc un élément de V. On obtient alors la convergence de S, vers S au sens de 1’espace

V¢ en conséquence immédiate de la convergence uniforme de S,, vers S. D’0u le caractére complet de V. O

Dans la suite, on utilise cette notion de forme linéaire aléatoire, ainsi que I'espace Vg que l'on vient
de construire, pour adapter le cadre statistique défini en Section 3.2.1 afin de tenir compte de la variabilité

aléatoire des surfaces au sein d’un échantillon et de refléter cette derniére en termes de représentants.

3.2.3 Modeéele de variation

On se donne une population de surfaces de O, notée (Sy, ...Sk) et la suite (s, ..., sx ) de leurs représen-
tants respectifs dans V*. On décrit la variabilité des surfaces a travers leurs représentants. On considere
que, pour tout k de {1, ..., K'}, s, est une réalisation d’une forme linéaire aléatoire S, de V. On suppose que

les formes linéaires Sy, ..., Sk sont mutuellement indépendantes et de méme loi, selon le modéle suivant :
Sk =p+ B, VE e {1,..,K}, (3.2)

ou p est une forme linéaire de V* et (B, - - - , Bi ) est une suite i.i.d. de formes linéaires aléatoires centrées.
La forme linéaire p est le représentant moyen de I'échantillon; ce représentant est vu comme inconnu et a
estimer, ainsi que I'opérateur d’autocovariance des (Bj)1<k<k -

Ce travail d’estimation sera effectué sous différentes conditions. Tout d’abord, au Chapitre 4, on sup-
posera que Bi,--- , By sont des bruits blancs de variance o2. On construira, sous cette hypothése, des
estimateurs de p et de o2 a partir des réalisations de S1, - - - , Si. Ensuite, au Chapitre 5, on se placera dans
le cas, plus général, ol By, --- , B sont des formes linéaires gaussiennes i.i.d., centrées et d’autocova-

riance I" € V**; on estimera alors p et I". On étudiera enfin le cas intermédiaire dans lequel 'opérateur T" est
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suppose diagonal.
Remarquons toutefois que le modéle de variation 3.2 est seulement théorique et ne permet pas de décrire
des situations expérimentales ou les surfaces sont observées sous forme discréte. Dans la suite, on va le

compléter pour obtenir un véritable modéle d’observation.

3.3 Discrétisation et modele d’observation

Discrétisation des surfaces

En pratique, une surface continument différentiable S, du modeéle de variation 3.2 est observée sous la
forme d’'une surface discréte F}’ dépendant d’'un parameétre de précision p, indépendant de k ainsi que de la

taille K de I'échantillon. Cette surface discrete est définie par :

oules f? ., m € {1,.., M/} sont des facettes triangulaires. Typiquement, on prendra comme valeur du
parametre p, dans les applications, 'aire maximale des facettes triangulaires constituant la surface discrete
F?. Pour chaque k compris entre 1 et K, on définit le représentant s, , de la surface discrete F de maniere

analogue a ce qui a été fait pour les surfaces lisses :

Sk,p : V —R
MP (3.3)

ou N”

m,k

désigne le vecteur normal unitaire a la facette f” ,, externe a la surface Fy.

m,k?

Il est clair que 'application s , est linéaire. D'autre part, on a pour tout w de V,

My
Seal < llwlloe Y [ ING il
Jk

m=1 m

< [lwlloc AFY).

Par la Proposition 1, il existe alors une constante positive C telle que, pour tout w de V,
|Sk.pl < CAF)||lw]lv,

ce qui assure la continuité de sy, ,, qui est donc un élément de V*.

Comme dans le cas de I'échantillon de surfaces lisses en Section 3.2.3, on considére ici les formes
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linéaires s; ,,k € {1,...K'} comme des réalisations de formes linéaires aléatoires de V#, que 'on notera

Sk,p, k €{1,..., K}. Dans la suite, on note
vk € {1, ...,K},Ehp =Sk — Shp

I'écart entre les représentants d’une surface continue de © et sa discrétisation, en d’autres termes I'erreur

commise sur le représentant en approximant une surface lisse par sa discrétisation. On notera également

K

1
€K,p = ?E :ek,m
k=1

la moyenne des écarts sur I'échantillon de surfaces. €x,, correspond a I'erreur moyenne de discrétisation
sur I'échantillon complet. De par la structure d’espace vectoriel de V¢, il va de soi que les ¢ , et €x, sont
des formes linéaires aléatoires. On suppose, bien entendu, que les ¢ ,,k € {1, ..., K'} sont mutuellement
indépendantes et que, pour tous entiers k et [ de {1, ..., K}, € , et S; sont indépendantes. Ceci refléte, en
outre, le fait que les surfaces sont discrétisées indépendemment les unes des autres et que I'erreur survenant
lors de la discrétisation est indépendante de la surface initiale. Le terme d’erreur permet de passer du modeéle

de variation 3.2 a2 un modéle d’observation décrivant les représentants d’un échantillon de surfaces discrétes.

Modé¢le d’observation

En combinant la définition 3.3 et le modéle 3.2 on obtient un modele d’observation, exprimé en termes

de représentants de I'échantillon de surfaces discrétes (F)ieq,... ik}

Skyp:,u,-l-Bk—‘rEkyp,kG {1,...,K}, 3.4)

ou les Sy , sont observées et . est inconnue et a estimer. Ce modéle peut, bien entendu, étre développé
sous chacune des deux hypothéses envisagées quant & la loi de la suite (By)1<k<x en Section 3.2.3.

Aux Chapitres 4 et 5, on donne un estimateur de la forme linéaire moyenne p dans ce modele, qui est
asymptotiquement un représentant de la surface moyenne continue. On étendra également aux données

discretes I'estimateur de I'autocovariance du bruit.

Convergence de I’approximation discrete

On établit a présent un théoreme garantissant la convergence de I'écart entre le représentant d’'une
surface lisse et le représentant de son approximation discréte lorsque le paramétre de précision p tend vers

0. Ce théoreme est fondamental dans le sens ou il atteste de la cohérence de notre modeéle d’observation
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construit par passage du continu a I'approximation discrete. Pour assurer de bonnes propriétés permettant

de démontrer cette convergence, il suffit d’avoir les trois hypothéses ci-dessous.

Hypothese 1. ] existe une fonction a; avec lin}) ay(x) = 0 telle que, pour tout p positif, pour tout k de {1, ..., K}, il
z—

existe une partition (S”

ok )me{1,....mry de Sy et un ensemble de difféomorphismes (H?

s k)me{l,...7M,f} qui mettent en

correspondance de maniere univoque les Sfm i avec les facettes fﬁ% i et vérifient

E [ sup  ([[Hy, = Illoo + II7(Hy, 1) = I||oo)2] < ai(p),
me{l,...,.M} i

ou I désigne Uidentité de R® et J(H” ,) la matrice jacobienne de HY .

Hypothese 2. [l existe Cy > 0 tel que, pour tout entier strictement positif K,

P l sup  (A(Sk))? < Co] =1,

ke{l,...,K}
ont A désigne la mesure d’aire.

Hypothese 3. 1/ existe py > 0 tel que, pour tout K € N*, on ait presque siirement :
Vp €]0, pol, Yk € {1,..., K},Yw € V t.q. |w|v <1, |eg p(w)| < 1.
Théoreme 3 (Convergence de I’erreur de discrétisation). Sous les Hypothéses 1 et 2, on a les convergences :

lim sup sup E [(Ek,p(w))Q] —0, 3.5)
=0yl =1 ke{l,...,K}

lim sup E [(EKW(w))Q} = 0. (3.6)

P0KZ0 fuy =1

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de trois lemmes.

Lemme 1. 1] existe une fonction ay telle que lir% az(x) =0et, VK € N* Vk € {1,..., K},
Tr—r

E sup sup |1 — Det(Jye (w)|?| < az(p).
mE{l,...,M{g} ueszlwk_

Démonstration. On utilise le résultat intermédiaire : soit P une fonction polyndmiale a p variables et de degré ¢, soit

K un compact de R? ; il existe une constante C' > 0 telle que, Vx € IC,Ve > Oavecx + € € K,
q—1
[Pz +¢€) — Px)] <CY_|le|*.
k=1
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La preuve de ce lemme est conséquence immédiate de ce résultat appliqué au déterminant (qui est une fonction poly-

nomiale des coefficients de la matrice). O
Lemme 2. ] existe une fonction az avec lirrb as(x) = 0 relle que
T—

Vp>0,VK € N*,Vk € {1,..., K},

E sup sup [ Nk(u) = NJ, l1Rs | < as(p),
me{l,...,M{} u€Sm,k*?

ot Ni(u) et NP | désignent respectivement la normale externe a la surface Sy, au point u et la normale & la facette
m,k 8 P p

[ i externe a la surface discrete FY.
Démonstration. La preuve repose sur 1’égalité
[Nk (w) = Ny ollws = 1N, o (T, ) = Dles,
qui permet de déduire
[Nk (u) = Nj, o llwe < IT(HY, ) = Il 2 e re),
puis de conclure le résultat. O
Lemme 3. ] existe une fonction a4 avec lir% ay (z) = 0 telle que,
r—

Vp>0,VK € N* Vk € {1,.., K},

E| sup  sup |[Ko(Hyp, . (u),.) — Ko(u, )l | < aa(p).
me{l,..,M{} ueS?,

Démonstration. Le résultat découle immédiatement de la continuité, uniforme sur le compact D, de la fonction y —

Ko(y,.) et de 'Hypothese 1. O

Demonstration du Théoréme 3. Pour tout entier positif K, pour tout &k dans {1, ..., K'}, pour tout élément w de V, on

pose
g
w) =Y / [(Ni() — N2, () | dor(u),
m=1 'an,k
Mp
et T (w) = Z|/ <N;k7w(u)>R3du—/ (NP w(w))psdo(u).
m=1 f:‘:l,k‘ ' S:n,k '
On a alors

E [(ek,p(w))’] < E[(I{(w))*] + E [(F{ (w))?] + 2B [I{ (w) JE (w)]
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et donc

E [(ep(w)?] < E [(I{(w))*] + E [(J{ (w))*] + 2\/]E (75 ()2 B [(JE (w))?], (.7
D’une part, comme Vu € D, |w(u)| < ||Ko(u,.)||v,||w|v,ona

[Tx(w)| < [lwllvsup||Ko(u, )llvy A(Sk) ~ sup  sup [ Ny(u) = Ny, |les,
u€D me{l,...,.Mp} ueSy

et, en utilisant le Lemme 2 puis I’Hypothese 2, on obtient

E [(I}(u)?] < IIwHQvilégllKo(u, MTE [A(Sk)?] as(p)

< Collw||-sup || Ko(u, .)|[3; as(p)-
ueD

Par conséquent, 3C; > 0,VK € N* Vk € {1,..., K},Yw € V,

E [(I{(w))?] < Cias(p)|lw]}- (3.8)
D’autre part,
My,
|J7 (w)] < Z (N oo w(u) = Det(Jpe Jw(Hy, ;. (u)))ps|do(u)
7T]t47): m,k
< SOOIV () = () )

+

[ NN w0, ) = Dty ()T () d()

m,k

MY

< Z—:l(/sf’ | lw(u) = w(Hy, (w)[rsdo(u)

+/ lw(Hy, () = Det(Jye | (w))w(Hy, ;. (uw))|rsdo(u)).
e '

m,k

Par propriété de reproduction, on déduit alors qu’il existe une constante positive Cs telle que VK € N* Vk €
{1,.. K},Yw eV,

P
Mk

[T (w)] < CzZ(Ilev/Sp 1Ko (u, ) = Ko(Hy, 1. (w),)llvy do(w) +/Sp 1= Det(Jpe , (v))|do(w)).

m=1 m, m,k

On applique a présent les Lemmes 1 et 3, I’'Hypothese 2 ainsi que la Proposition 1 pour conclure qu’il existe C's > 0

tel que VK € N* Vk € {1,..., K},Vw € V,

E [(J{(w))?] < Csllwlf3(a1(p) + a2(p)). 3.9)
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D’apres (3.7), (3.8) et (3.9), on a alors

sup sup  sup E [(e,,(w))?] < Crag(p) + Csa1(p) + Caaz(p) + 2/ CiCsaz(p)(a1(p) + az(p)),
lwlv <1KeN*ke{l,..., K}

ce qui prouve la convergence (3.5).
On montre maintenant le résultat (3.6). Par construction des modeles d’observation et de variation, la suite (e, p)ke{l,..., K}

est i.i.d.; ainsi, on a, Vw € V,VK € N* Vp > 0,

K
B (5] < g3 [fensta))] + ;;E ek Efet].

On obtient donc, en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

_ 1 K-1
sup E [(EK7P(’LU))2] < (E + T) sup sup sup E [(ehp(w))Q] ,
lw|ly <1 llw|ly <1KEN*ke{1,... K}
ce qui prouve la convergence (3.6), vu le résultat (3.5). O
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Chapitre 4

Estimation (dans le cadre d’un modele de

bruit blanc)

4.1 Objectifs

Dans ce chapitre, on considére les Modéles (3.2) et (3.4), sous I'hypothése : (By)i<k<x €St une suite
i.i.d. de bruits blancs gaussiens de variance 2.

Dans un premier temps, on construit des estimateurs pour le représentant moyen d’un échantillon de
surfaces et pour la variance du bruit. Dans chaque cas, on opére toujours dans une logique de passage du
continu au discret : on détermine tout d’abord 'estimateur du maximum de vraisemblance dans le modéle de
variation (3.2) puis, en remplacant les représentants des surfaces lisses par ceux de leurs approximations
discrétes, on obtient un estimateur empirique dans le modéle d’observation (3.4). C’est cet estimateur qui
sera utilisé en pratique dans la mesure ou, dans la réalité expérimentale, on ne dispose que d’approximations
discrétes des surfaces.

Comme les représentants des surfaces sont des éléments d’un espace de dimension infinie, il est indis-
pensable, en amont de cette construction, de définir une procédure pour approximer ces derniers par des
éléments dépendant d’'un nombre fini de parameétres. Dans cette optique, on se donne un sous-espace vec-
toriel de dimension finie de I'espace des représentants, que I'on nommera "sous-espace d’approximation".
On approxime les représentants des surfaces, lisses ou discretes, par leur projection sur ce sous-espace.
Cette procédure présente I'avantage de donner des approximations dépendant toutes du méme nombre de
parametres, fixé comme la dimension du sous-espace d’approximation.

Dans un second temps, on démontre la consistance des estimateurs du représentant moyen et de la

variance du bruit lorsque la taille de I'échantillon et la dimension du sous-espace d’approximation tendent
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vers l'infini et lorsque le parametre de précision p de la discrétisation (défini en Section 3.3) tend vers 0.

4.2 Approximation

Pour estimer le représentant moyen p et la variance o2 du bruit dans les modeles (3.2) et (3.4), on passe
par des approximations des éléments de V et VV* dans un sous-espace vectoriel de dimension finie. Cette
approximation se construit selon le processus détaillé ci-apres.

Soit (¢;):er une famille d’éléments de V, totale et linéairement indépendante. Soit (Ix)nyen+ UNe suite
croissante de sous-ensembles emboités de I dont l'union est égale a I. Pour N € N*, on considére les

sous-espaces vectoriels de V' suivants

VN = Vect({¢7|z € IN}),

munis du produit scalaire induit par V. Ces sous-espaces, que I'on nommera "espaces d’approximation”,

sont emboités et de réunion dense dans V. Pour N € N*, on définit également les sous-espaces V;; de V* :
Vi ={seV*us € Vn},
ol vg désigne le représentant de Riesz de la forme linéaire S. On note, pour tout élément S € V*,

SN = argmin||S — v|
1/6\,/7(‘,

V*

la projection orthogonale de S sur ‘Z;’; ; de méme, pour tout v € V, on note

oV = argmin|jv — wl|y

weVn

la projection orthogonale de v sur Viy. On remarque que vgn = vi.
Chaque élément S de V* peut, par conséquent, étre approché par un élément de 171/:‘, en utilisant la

projection orthogonale v2’ de son représentant de Riesz vg sur V. On remarque que v} satisfait la relation
W, w)y = S(w),Yw € V.

La famille (¢;):cr, €étant linéairement indépendante, on a de maniere équivalente vJSV = > «a;¢; OU
i€lN

43



(ai)ier, st la solution du systéme linéaire

(Y g =D S(@)icty,

Jeln Jeln

avec g; ; = (¢:, ¢;)v. Pour i et j décrivant I, on notera thJ les termes qui satisfont > gi,kh{;fj =4;;.0n
keln
a alors :

v =) gy,

i€ln

avec a; = Y h{Y;S(¢;).

JjelN
4.3 Construction des estimateurs

4.3.1 Estimateurs dans le modéle de variation

Ici, on construit des estimateurs pour le représentant moyen 1 et le paramétre variance o2 du bruit dans le
modele de variation (3.2). Ces estimateurs ne sont, en pratique, pas utilisés car ils reposent sur les surfaces
lisses Sk, k € {1,..., K} qui ne sont pas observées. Toutefois, dans la Section 4.3.2, ils serviront de base
pour la construction d’estimateurs empiriques, reposant sur les surfaces discrétes F{ k € {1,...,K}. Les
estimateurs associés au modele de variation seront aussi utiles en Section 4.4.

La moyenne p du modéle de variation (3.2) est estimée a travers son représentant de Riesz v,,. Soit uf)’
la projection de v, sur Vi construite telle qu'expliquée en Section 4.2. Pour tout k de {1, ..., K'}, on définit
les vecteurs aléatoires :

SY = (Sk(4))icry,
ne = (Bi(9i))iely

et 1N = (1u(#s))iery -

On notera respectivement Sy, 7, 11, la i-éme composante des vecteurs S}, Y, ™.

D’apres le modele de variation (3.2) on a
SN =N 9N Vke{1,... K} 4.1

Pour k € {1, ..., K}, les vecteurs aléatoires S sont /.i.d. et suivent une loi gaussienne multivariée de vecteur-

espérance ;N et de matrice de covariance I'"V dont les termes %NJ sont définis par

”YzNJ = Cov(Sy, S{c\fj) = v8(¢i, b5)

= 0{(¢i, ¢j)v-
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Dans ce modegle, I'estimateur du maximum de vraisemblance pour le vecteur V est alors

On estime ainsi le représentant de Riesz v, de p par

=3 (Z hY SN, ) P 4.2)

meln \n€lyn

ou les S, n € Iy sont les composantes du vecteur S7Y. De maniére équivalente, on écrit v} sous la forme

développée :

=z ¥ [ 3 (Z h%,nskm)) asm] . “3)

ke{l,...,K} Lmely \n€ln

On estime alors la forme linéaire . par la forme linéaire aléatoire p & définie par

o~ o~

u%(w) = <vK, w)y,Vw € V. (4.4)

Par ailleurs, on a I'estimateur du maximum de vraisemblance pour le parameétre de variance o2 du bruit

blanc du modele (3.2)
N 1 N _GN\pN (eN _ QN
vy = KCardTn) S > (S = SNORYSY, -S| (4.5)
i€ly |je€In \ke{l,..., K}
Cet estimateur se réécrit sous la forme développée
-~ 1
v = KCard(In) 1D > <Sk ¢i) — Zsl i) ) (Sk bj) — ZSz i ) . (46)
Nieln |jeln ke{1,...,K}
4.3.2 Estimateurs dans le modele d’observation

On définit maintenant des estimateurs basés sur les représentants des surfaces discretes qui, pour leur
part, sont observés. Ce sont ces estimateurs qui, en pratique, sont utilisés pour estimer les parametres . et

o. Soient les vecteurs aléatoires
N, N
Sy " = (Skp(@i))iery,

N
et €, = (€rp(¢i))iciy-
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Avec ces notations, le modeéle d’'observation donné par 'Equation (3.4) en Section 3.3 se réécrit :
Si}vyl’ = :u‘N +7711<V +65€V-,P’ k S {17 7K}

Np _ 1 sagNo
On note également S;.” = ?kz S,

Il est naturel de construire les estimateurs dans le modeéle d’observation (3.4) en remplacant @ par la

moyenne empirique S%’p des formes linéaires discrétes dans les estimateurs (4.4) et (4.6) construits dans le
cas continu du modeéle de variation (3.2). On écrit ainsi I'estimateur du représentant moyen . dans le modéle

d’observation comme la forme linéaire aléatoire

,u%’p [V — L2(E)

w—s (V’ W)y

.7

ou

i{: [ > (Z T Si dm)) %] : 4.8)

melny \n€ly

Pareillement, on estime la variance o2 du bruit dans le modéle d’observation par

No _ 1 . Np N/J N»U
vk —miz > (Z( (i) —*ZS <Z>z> < b; ZS )) .(4.9)

4.4 Consistance

On énonce a présent les résultats garantissant la consistance des estimateurs établis en Section 4.3.2
lorsque la taille K de I'échantillon et le paramétre de dimension de 'espace d’approximation N tendent vers
l'infini et quand le paramétre de précision de la discrétisation p tend vers 0. On démontre ces résultats en

utilisant comme résultat intermédiaire la consistance des estimateurs définis en Section 4.3.1.

4.4.1 Estimateur du représentant moyen

. . . . 2 o . . N
Théoreme 4 (Consistance de I’estimateur du représentant moyen). La forme linéaire aléatoire ju,,"” converge vers le

représentant moyen (i dans I'espace (VE, ||. ||Vg) quand N et K tendent vers 400 et quand p tend vers 0, i.e.

tim [ = g
KN~>00

vy =0,
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autrement dit

lim  sup 4B ||y (w) — p(w)|?].
=0y <t *
K,N—oco

Corollaire 2. Ce théoreme implique, de maniére évidente, les résultats suivants.

- La forme linéaire E* [ufcv’p | converge vers j quand N et K tendent vers 400 et quand p tend vers 0, au sens de

la convergence ponctuelle des fonctions, i.e.

3 w7, N,p —
lim B[] (w) = p(w), Yo € V.

K,N—oo

- L’erreur quadratique converge vers 0, au sens de la convergence ponctuelle, quand N et K tendent vers 400
et quand p tend vers 0, i.e.

lim E ||uy? (w) — p(w)?| ,Yw € V.
p—0
K,N—oco

La démonstration du Théoréme 4 repose sur le Théoréeme 3 et le lemme suivant, assurant la convergence

de 'estimateur de i dans le modele de variation.

—

Lemme 4. La forme linéaire aléatoire iy converge vers i dans 'espace (Vg ||.||v;) quand N et K tendent vers
+o0, i.e.

im || — pflys = 0.
NJlngIMK vz

On démontre le Lemme 4 puis le Théoreéme 4.

Démonstration du Lemme 4. Tout d’abord, on décompose par inégalité triangulaire

I = pllve < luf — 1Ny + 8™ = plv,

ot 1N est la projection de 1 sur Vi
Par définition de la projection orthogonale sur un sous-espace, le second terme de cette somme tend vers 0 quand
N tend vers +00; il ne reste donc qu’a démontrer la convergence vers 0 du premier terme quand N et K tendent vers

+00. Pour ce faire, on utilise le Lemme 5 dont la démonstration est faite par la suite.

Lemme 5. Pour tout entier naturel non nul N, on a

sup E [(/Ev(w) - ,uN(w))Q} <o’

llwllv<1
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Soit K € N*;ona

I = ¥l = \/ up B [l () — 0¥ ()?]

llwllv <1
= sup Var (u]}(’(w)) )
llwllv<1

car N (w) = E [u%(w)} ,Vw € V (de par les propriétés élémentaires de I’espérance).

Or, comme la suite des (S;),1 < k < K esti.i.d,ona
o~ 1 —~
N _ - N
Var (uK(w)) = KVar (,ul (w))
1 P
_ - N N 2
= —E (6 (w) = N ())?]

On a ainsi, par le Lemme 5,

e =l = \/Il(|ws|uvp<1E [(Al(w) - “N(w)ﬂ

2
<A =
K

D’ou le résultat. O

Démonstration du Lemme 5. Soient n,m € I;soit N’ € N tel que m,n € Iys. Soit N € Ntelque N > N’.On a

E [(a (9n) = 1Y (@) (02l (6) = 1" (60))] = [@ = ol v (0 —v5,¢n>v}

Z@thﬂhl» Z¢th 7]1p,¢n
icly lely JjeIn peln ]
=0?dy > (Z h{ﬂ-gi,m> > hyligin | (B dp)v
lelnpEln i€ln JEIN i
= 02 Z Z 5l,m6p,n <¢l7 ¢p>V
leInpElN

= 0'2<¢ma ¢n>V

Soient maintenant w € V et w®™ = Y «;¢; sa projection orthogonale sur V. Comme pd¥ — pV est identiquement
i€lN
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nulle sur le supplémentaire orthogonal de V7, on a:

E [ (w) = 1 ))?] = E [l (@) = ¥ (w™))?]

= 3 Y i [ (60) — 1 (@)Y (65) — 1™ (95))

i€EINJEIN

o Z Z i (i, ¢j)v

iclInjelN

= o*lw”|lv

2
< offjwllv.
En passant a la borne supérieure sur la boule-unité de V', on obtient le résultat voulu. O

Démonstration du Théoréme 4. On décompose, toujours par 1’inégalité triangulaire,

N, N, N N
g = pllve < lwg” — willve + lpg = pllve

La convergence vers 0 du second terme quand K et [V tendent vers +oo est assurée par le Lemme 4; il ne reste donc

qu’a démontrer que le premier terme tend vers 0 quand K et N tendent vers 400 et p tend vers 0.

< T
I~ iR = sup B (1687 — o b
lwllv <1

o~

N
= sup E[KUKP— %,wN>V|2}
lwllv<1

On pose w"¥ = >~ alN¢;; on aalors
i€ln

‘No_ N
g = w1

= sup » > alai Y Y Eleg(dm)ei (9)] D (bas i)V Y (b di)vhil,

”wHVSlsethEIN jEINmMEIN i€ln lely

= sup D > al o Ele (ds)e(61)]

lwllv<1icrytern

= s B (R (w™))?]

< sup E[(eh(w))?]

llwllv<1

Le résultat est alors garanti par le Théoréme 3. O
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4.4.2 Estimateur de la variance du bruit

Théoréme 5 (Consistance de I’estimateur de la variance). L’estimateur vy"” du paramétre de variance o? dans le

modele d’observation est asymptotiquement sans biais et consistant en moment d’ordre 2; autrement dit, on a les

convergences !
. Nop| o
11)1_13% E [VK } =0”, (4.10)
N,K—oo
et
lim E TV7’-“:. 4.11
tim {@K 22| =0 @.11)
N,K—o0

La preuve de ce théoreme repose sur le Théoreme 3 et les deux résultats ci-dessous.

Lemme 6. Soient X, Xo, X3 et X4 des variables aléatoires Gaussiennes centrées. On a

COV(X1X27X3X4) = COV(Xl,Xg)COV(X27X4) + COV(Xl, )(z;:)COV(AXQ,)(3)7

et en particulier

Cov(X?, X3) = 2Cov(X1, X2)2.

Démonstration. On calcule la fonction génératrice des moments f du vecteur (X, Xo, X3, X4).

4 3 4
1
f(z1, 29,23, 24) = exp(iz:Cov(Xi):vl2 + Z Z Cov(X;, Xj)xixj).
i=1 i=1j=i+1
On a alors :
E[X7, X5, X X]—L(OOOO)
1, A2, A3, A4] — 8$18I28$38I4 y» Uy Uy

= COV(Xl, XQ)COV(Xg, X4) + COV()(l7 X3)COV(X27 X4) + COVXl, AXV4)COV()(27 Xg)

De plus, comme X7, X2, X3, X4 sont centrées, on a :
E[X1 X3]E[X3X4] = Cov(X1, X2)Cov(X3, Xy).
On déduit alors le résultat :
Cov(X1Xs, X35X4) = Cov(Xy, X3)Cov(Xa, X4) + Cov(X7, X4)Cov(Xa, X3).

O

Lemme 7. L’estimateur v¥ du paramétre de variance o dans le modéle de variation est asymptotiquement sans biais
K
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et consistant en moment d’ordre 2, autrement dit on a les convergences :

. “N| _ 2
N,%IEOOE |:VK:| —7 (412)
et
; N _ o232 —
N’%IEOOIE |:(VK o) ] 0. (4.13)

Démonstration. On démontre tout d’abord la convergence (4.12).

N 1
E[V%} =FE KCTd(IN)Z Z Z Sk ¢Z — —ZSZ (ﬁz 17 Sk ¢J KZSl q§]

i€ln |jEIN ke{l,....K}
- h [ N _ N }
KCard (In) kzh J%;N — K z)(nlm nR,;)
1 N N~
~ KCard(Iy) 326; ,JZ ( i) — Bl ;) — Elne g ) + E[ﬂffﬂ%ﬂ)
1, N

On calcule les espérances en utilisant I'indépendance de la suite de vecteurs aléatoires (nf )1<x<k :

—~ 1 K 0_2
Elvg] = m Z hi; P> (02<¢ia¢j>V_K<¢ia¢j>V)

JEIN
1 1

:02ﬁd(?hv)z Zhi\v]jgi’j

i€ln \JEIN

1

2
— 1— —
0( l{)v

ce qui prouve la convergence (4.12).

On démontre maintenant la convergence (4.13). On commence par décomposer en biais-variance :
°N 242 °N N 2)?
E[(VII\([—U ) } = Var(vl) + (]E {Vﬁ} —0o ) .

— 2
Compte tenu de (4.12), N %i(m (IE {VK} — 02> = 0. Il ne reste alors plus qu’a démontrer que
,K—o00

lim Var(VN) =0
N,K—o00

Var(vy) = KCard ) ZZ >y COV( s = R )0 =)y (0 — ) (0, nm))-

k 1l=14,j€InmneEly
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N K
En écrivant nfY, —n¥ . = T_ln,iv . T % >, on développe la covariance :

; ; : =

I#k

Var(vl) = KCard ) ZZ Z Z COV (s M)

k ll=1i,j€Inmnely

(K NNy (K
- TZCOV nk znk,j7nl mTl n) - TZCOV nk ’Lnk,j7nt mTl n)
t=1 t=1
t#l t#l
12 ELE (K —1)3
ZZCOV nk 'Lnk,j7nt m'ls n) - 726‘0\[ nk Znh,j’nl mT, n)
t=1s=1 h=1
t#£l s#l h#k
K K K K
K )? I N N N (K —1)? C N N _N N
+ ov nk,znh,jvnl,mnt,n) + K4 ov (nk,znh,gv nt,mnl,n)
h=1t=1 h=1t=1
hk t£1 h;ﬁkt;él
K K K
(K = 1)’
ZZZCOV nk znh,y nt m'ls n) - TZCOV nh ’Lnk? 0 77[ mTl n)
h=1t=1s=1 h=1
hAL t#D s#1 h#k
K )2 K K (K —1)2 K K
+ ZZCOV nhﬂmi\fj’ nl]?[mni\,]n) + TZZCOV 77h 17]k g0 77t mh n)
h=1t=1 h=1t=1
hk t£1 Rl t£1
K K K 2 K K
N N , N N N N
ZZZCOV nh)mk’j,numns,n) + ZZCOV nh7inp,j777l,mnl7n)
h=1t=1s=1 h=1p=1
h#AL t#D s#1 h#kp+#£k
K K K K K K
N N
K4 ZZZCOV nh,inp,janl,mntn - K4 ZZZCOV nh znp],ﬂf mTl n)
h=1p=1t=1 h=1p=1t=1
h#kp=£k t#1 h#kp=£k t#l

K K K K

ZZZZCOV nh,ingjxﬁ nt]Ymné\,[n)]

h=1p=1t=1s=1
h#kp£k t#l s#l

On simplifie chaque terme en calculant les covariances avec le Lemme 6, puis en réduisant les sommes de manicre

analogue a ce qui a été fait lors de la démonstration du Théoréme 4. On a alors

“~ K —1)?
V N (7 12(K -1 K-2)+2
ar(VK) K5Card(IN) [ ( ) + 8( ) + ]
(K —1)? 2
=—— " |K°4+18K -1
TsCard(Iy) LC 18K 1],
: : Ny —
ce qui permet de conclure que N %rg ooVar(uK) =0. O

s

Démonstration du Théoréeme 5. On démontre tout d’abord la convergence (4.10). Pour ce faire, on commence par

décomposer :

|E [Vﬁ_ﬁfaz] | <|E [Z/I]\(]’pflj];\(f} |+ |E [ljj;\(’faz] |.
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D’apres le Lemme 7, le second terme tend vers O quand p tend vers 0 et [NV tend vers +o00; il ne reste ainsi qu’a

démontrer la convergence du premier terme. On rappelle les notations :

K
N7pfi N.p
€ _KEek ,

K
k=1
- 1 K
=D
k=1
On a, par les équations (4.6) et (4.9) :
% 1 1< i
“~ , N, N, — N, Np Np
[EVR, —vill = ImE@Z((n? —np e — e TN T Y =R+ e — )
k=1

— (=) @)l =),

ott I'V est la matrice de Gram du systéme (¢;);cr, . On développe et on réduit cette expression;; les suites (ekN ) keN

et (YY) ren étant mutuellement indépendantes, on obtient :

K
—_— o~ 1 —_—
N _ N — N.,p _ N,p\t(pNy—=1/_N,p N,p
|E[VK,p vrll |KCard(IN)kz=:lE[(6k ex") () ey " — e
_ 1 N,p ,p t(wNy—1; N,p N,p
= |Card(IN)E[(€1 ) () (61 — €K )H

La suite (efcv”’ )ren étant i.i.d. et la matrice (I'V) ™! étant symétrique, ceci équivaut a :

ELY, - L% py(eMey o)1)

N1 =
po UK ]| |Card( N)
Comme la matrice T'"V est une matrice de Gram inversible, il existe une matrice My := (mf\’])ue 1y telle que
(TN)=1 = ML, My. On aalors :

1

—_— 1-+

|E[V%p vl = \W()E[(MNQ )t(MNﬁiv’p)”a

D’ou, par linéarité de €; , :

‘]E[V%J)iV%H Cal"d IN ZE €1,p Zm7]¢] ’

i€ln jeln
Card Z I Z m; ,J(bJHVHELp \V*
1€IN jE€IN

(1= %)lleroll}
)2 2 s Yol

jeInneln i€ln
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Vu que M{; My = (I'N)~*, on a, pour tous m ,nde Iy, Y m);m}, = hY,.Onaalors :

i€l
% (1= )llenl} vz
By, —vill < W Z Z il

JjeInNneln

(= Bl Z .
a Card IN 9.3

1
= (1= 2)llenpli-
Le Théoréme 3 permet alors de conclure.

On démontre maintenant la convergence (4.11); pour ce faire, on commence par décomposer :

—_— o~ —_— o~ —_— —~

]E[(VIA([,/) - VI]\(])2] = Va’r(yﬁ,p - V%) + (E[VI]\([,[) - VI]\(]])Z'

La convergence vers 0 du second terme quand N et K tendent vers +oc et p tend vers 0 a déja été établie ; il suffit donc
de démontrer la convergence du premier terme. On commence par développer ce dernier en utilisant le caractere i.i.d.

des suites (ekN’p)keN et (YY) ren ainsi que la symétrie de (I'V)~*

— % 1

Var(vg , —vE) = (Card(Iy))2K

N, Nop\t —1/, Nyp Np
P Var((e; * _EKp)f(FN) Hep” = ex’”)

—2(el — ") (TN) T " = ),

< G B — P - )
— 2 — )TN i — )2,
~ TR B = ) )
+ G B — ) ol )
- Gl — N — ) Bl o),
1

B WE[((GN”—eK YN )1 (N — )2

4 P »P t — P N
+ G A = k) ) T — ).
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On développe a présent les produits matriciels :

N (K — 1) O\t —1_N,p\2 2(K — = P2
Var(”%p *VK) = \WEK(fN ) (%) Giv )7l + |(Card—2K5 kz::l kN )7l
1 L& N,p\t N—le 4K —1)* Ny, N
+ WE[(;;(% ) () )l + |WEK( UMY )|
sE -1, ) UK 12 SN Ny 2
*l (Card(IN))2K5E[(;( VT + | (Card(Iy kz::l “In)?|
BSOS () .
(Card(Iy))2K? P

On réduit chaque terme de la somme en utilisant 2 nouveau le fait que (I'V)~! = (My)* M. On élimine la dépendance

en IV de facon similaire a ce qui est fait plus haut, dans la démonstration de la convergence (4.10). On obtient :

— —~ K_14
Var(vl —vl) < 4( )

Y, sup. El(er ()] + 802 EZLFE D gy w2,

5 ’ 5
K> jwfly=1 K llwlly =1

D’apres 1"Hypothese 3, on a, pour p suffisamment proche de 0 et pour tout w dans la boule-unité de V, |e; ,| < 1 p.s.,

ce qui implique que (e1,,)* < (e1,,)? p.s. et donc E[(e1 ,(w))?] < E[(e1,,(w))?]. On a alors :

— — _ _1\4 _ 3
Vasff, ~ ) < (a0 o ) aup i)

On conclut a I’aide du Théoreme 3. ]
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Chapitre 5

Estimation (dans le cadre d’un modele

général de bruit gaussien)

5.1 Objectifs

On considére maintenant les Modéles (3.2) et (3.4), sous I'hypothése plus générale : (By)1<k<x €stune
suite i.i.d. de formes linéaires aléatoires gaussiennes d’espérance identiquement nulle et d’autocovariance
I’ € V**, inconnue et a estimer. Cette hypothése est plus en accord avec la réalité expérimentale, dans
laquelle on ne connaltra généralement pas, a priori, 'opérateur I'. Lobjectif de ce chapitre est d’estimer le
représentant moyen 1. ainsi que la forme bilinéaire I" & partir des observations S; ,,- - - , Sk ,. Dans la suite,
on conservera toutes les notations des deux chapitres précédents.

Afin de disposer d’'un cadre approprié a I'estimation de I', qui est un élément de V**, on va dans un
premier temps introduire une notion de forme bilinéaire aléatoire. De maniere analogue a ce qui a été fait en
Section 3.2.2 pour les formes linéaires aléatoires, on utilisera les processus aléatoires généralisés. Dans un
deuxieme temps, on mettra en place I'estimation de 1 et T'. On procédera a la maniére de ce qui a été fait
au Chapitre 4 : construction d’estimateurs dans le modele continu puis extension au modele discret. Enfin,
dans un troisiéme temps, on établira la consistance des estimateurs sous les hypothéses courantes sur le

bruit.

5.2 Formes bilinéaires aléatoires

Dans cette section, on établit, de maniére analogue a ce qui a été fait en Section 3.2.2 sur les formes

linéaires aléatoires, une notion de forme bilinéaire aléatoire, basée sur les processus stochastiques généra-
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lisés. On donne tout d’abord quelques définitions puis on met en place sur ces objets une structure d’espace

de Banach.

5.2.1 Définitions
Dans la suite, soit £ = (2, F,P) un espace de probabilité et soit VV un espace de Hilbert.

Définition 17 (Forme bilinéaire aléatoire). On appelle forme bilinéaire aléatoire sur V' toute application S bilinéaire

et continue de V- x V dans L?(E). On note V&* Iespace des formes bilinéaires aléatoires sur V.
Définition 18 (Espérance). On définit I’espérance d’une forme bilinéaire aléatoire S comme I’application
E*[S]:VxV —R

(v,w) — E[S(v,w)].
Proposition 5. Pour tout S de VE*, 'application E** [S] est une forme bilinéaire continue sur'V.

Démonstration. Soit S € V™. Par continuité de .S, il existe une constante positive Cg telle que
Vv, € V[|S(v,w)llr2e) < Csllvllv[lwllv-
OrVv,w € V,on a
[E** [S] (v, w)| = [E[S(v, w)] || < [|S(v, w)]|L2(e).-

Donc, Vv, w € V,

[E™ [S] (v, w)| < Csloflv [lwllv,

d’ol la continuité de la forme bilinéaire E** [S]. O

5.2.2 Structure d’espace de Banach

De maniere analogue a ce qui a été fait pour les formes linéaires aléatoires en Section 3.2.2, on définit

sur Vg™ la somme et le produit suivants

VS, T € V& VA € R,
NSV xV — L&)
(v, w) — AS(v,w)
S+T:VxV — L*€)

(v,w) — S(v,w) + T(v,w).
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Les applications AS et S + T ainsi définies sont toujours des formes bilinéaires aléatoires. Lespace Vg™ est

donc un R-espace vectoriel. C’est un espace de Banach au vu de la proposition ci-dessous.

Proposition 6. L’application ||.||v;- définie par

||HV€** : V;* — Rt

§— sup sup [|S(v,w)l|L2e)

lwllyge=llvllvg
est une norme sur V¢* ; de plus, Uespace vectoriel normé (V™ |.||vz+) est un espace de Banach.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la Proposition 4 de la Section 3.2.2.
Le fait que |||y~ est une norme sur Vg™ est conséquence immédiate des propriétés de norme de ||.|| 2 (¢)-
On démontre ensuite que (V¢™, [|.||vz+) est complet. Soit (S, )nen une suite d’éléments de V™ qui soit une suite

de Cauchy au sens de la norme H~||Vg*- Pour tout entier naturel n, on note S, la restriction de S,, & By x By (By

désignant toujours la boule-unité de V). La suite (.5,,) vérifie alors un critere de Cauchy uniforme sur By x By et, par

conséquent, converge uniformément vers une fonction S ,de By x By dans L2 (&). On définit alors
SV xV — L*(€)
(v,w) — ollv[lwllvS(@,d),

ou v et w sont définis comme dans la démonstration de la Proposition 3. Il est alors simple, comme dans cette derniere,
de montrer que S est un élément de VZ* et que .S, converge vers S pour la norme ||.||y++. On en conclut que I’espace
£ £

(Ve | ||v;*) est complet.

5.3 Construction des estimateurs

5.3.1 Notations

Pour tout i et pour tout j de I, on note ; ; = T'(¢;, ¢;). On a en particulier :

Yu,v € V, T'(u,v) = ZZ%JWW’

i€l jel

oUuu=> up;etv=> v

i€l iel
Pour tout entier naturel N, on notera I'’Y |a forme bilinéaire sur V' définie par :

Vi,j eI, TN(¢i,¢;) =i, sii € Inetj € In, TN(¢i,0;) =0sii ¢ Iyouy ¢ In.
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De fait,on a:

VUUGVF ZZ’YZJU'U]a

ZEINJEIN
ouwu= Zuqqﬁz etv = ZUL¢7
el iel
Remarque 4. TV est un élément de V** ; de plus on a
TN [lyee < IT[ye.

5.3.2 Estimation du représentant moyen

Les estimateurs /;;f}’ et ,u%,p de la forme linéaire moyenne . développés au Chapitre 4 ne dépendent pas
de l'autocovariance I" du bruit. Il est par conséquent naturel de conserver les mémes estimateurs pour le
représentant moyen, dans le modeéle de variation comme dans le modele d’observation.

Dans cette optique, on estime le représentant moyen p, dans le modele continu, par la forme linéaire

aléatoire ;@ définie par 'Equation (4.4) en Section 4.3.1. Dans le modéle discret, 1 est estimé par M%,p,

défini par 'Equation (4.7) en Section 4.3.2.

5.3.3 Estimateur de I’opérateur d’autocovariance
Estimateur dans le modéle de variation

Comme cela a été fait pour les estimateurs du Chapitre 4, on estime tout d’abord I'opérateur d’autocova-
riance I dans le cas, théorique, d’'un échantillon de surfaces lisses dont les représentants dans V* varient
selon le modele (3.2). On étendra par la suite cet estimateur au cas d’'un échantillon de surfaces discrétes.

On estime la forme bilinéaire T' € V** par la forme bilinéaire aléatoire I'Y définie par

\V/UU)EVF ZZUZwJVszy

iclnjeln

K
avec Vi, j € I, 711}[” = ]lIN ] Z (Sk(ei) SK(¢Z)) zJ(Sk(¢j) g(gbj))
k=1

Comme il a été dit au Chapitre 4, les surfaces lisses ne sont pas observées en pratique. Pour pouvoir
estimer 'opérateur I" dans le cadre d’une situation expérimentale, il convient ainsi de réécrire notre estimateur
en termes de représentants de surfaces discretes.

Estimation dans le modéle d’observation

On construit, de maniére intuitive, un estimateur de I" dans le modele d’observation (3.4) a partir de

I'estimateur dans le modéle de variation établi plus haut, de maniére analogue a ce qui a été fait au Chapitre
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4. Dans cette optique, on reprend la formule de I'estimateur I'Y et on remplace toutes les occurences des
Sk, k€ {1,--- ,K} par les représentants S, k € {1,--- , K} des approximations discretes respectivement

associées. On estime ainsi I" dans le modele (3.4) par la forme bilinéaire aléatoire FI]\("p définie par

Yo, w eV, Fvaw Zszwj'yK”,

iclnjeln

K
avec Vi, j € I, 'yK i = 11N 1,] Z (SP(94) @(@))hl\/ (Sp(d)) — ?{(%))
k=1

5.4 Consistance

Consistance de I’estimateur du représentant moyen

Théoréme 6. Le Théoreme 4 et le Lemme 4 se généralisent sous I’ hypothese faite en Section 3.1, i.e. pour (B )req1,... i}

suite i.i.d. de formes linéaires aléatoires Gaussiennes centrées.

Démonstration. La démonstration est totalement analogue a ce qui a été fait au Chapitre 4, a cela prés qu’on remplace

le Lemme 5 par le Lemme 8, énoncé ci-dessous. O

Lemme 8. Sous les hypotheéses faites dans ce chapitre quant a la suite (By,)re{1,... Kk} ), On a pour tout entier naturel

non nul N,
sup E |(uf (w) — p™ (w))?| < D[
lwllv<1

Démonstration. Soient m et n deux éléments de I . Soit N’ € N tel que m,n € Iy et soit N € Ntel que N > N'.

En passant aux représentants de Riesz, on a :
E (1 (6m) = 1% (6m)) (18 (80) = 1% (9))| = [@V — o omhv o) = o du)v ]
(6> hYiBi(5), bm)v (D bs Y WY Bi(dr), dn)v

ielny  jEIN sely teln

=D Y>> (WY (i bm)v (S, dn)VE [Bi(¢;)Bi(ér)])
iclnjelnselnteln

:ZZ< Bl d)j Bl ¢t thjgmz Zhstgns>
JEINtEIN i€ln seln

= Z Z (’Yj,t(sj,mét,n)
jeINtelN

= Tm,n-
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Soientw € Vetw’ = 3 al¥¢; sa projection orthogonale sur V. On a
i€ln

| (i ) - ¥ w)| =5 | (@ @) - )]
=30 S NN E [ (w00 - ¥ (00) (nY (6) - 1V (0)))]

i€INJEIN

N_N
E E Qg Qg Vi

i€lInjEIN

'Y (w, w)

< Nwl5 T [l

On obtient le résultat en appliquant la Remarque 4 puis en passant a la borne supérieure pour w dans la boule-unité de

V. O

Consistance de ’estimateur de I’autocovariance du bruit

On énonce a présent la consistance de I'estimateur I'Y , lorsque la taille K de I'échantillon et le parametre
de dimension de I'espace d’approximation N tendent vers l'infini et quand le parametre de précision de la
discrétisation p tend vers 0. On démontre ce résultat en utilisant comme résultat intermédiaire la consistance

de I'estimateur T'Y.

——

Théoréme 7. La forme bilinéaire aléatoire T'Y. , converge vers I dans I’espace V¢™ quand K et N tendent vers +00

et quand p tend vers O; en d’autres termes, on a

: N _
lim [l , = Lllvg- =0.
K,N—oco

Lemme 9. La forme bilinéaire aléatoire T'. converge vers I dans 'espace V* quand K et N tendent vers +00, i.e.
lim |T¥ —T|ys =0.
7 lim ||l —Tlv;

Démonstration. On commence par décomposer par inégalité triangulaire

ITX = Tllves < T =T¥lvgs + TR =TV lye

= |0 =Ty + 0K =TV lvz-.

Le premier terme de la somme converge vers 0 quand N et K tendent vers +oo d’apres la Remarque 4 (voir Section
53.1).

On montre maintenant que le deuxieéme terme converge vers 0 quand [V et K tendent vers 4-oc0. Soient u,v € V.
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Onposeu = Y u;p; etu= Y v;P;.
iel iel

E 0¥ (u, 0) = D(w,0) ] =B |13 w:d_0s (0, = 75)

el jeI
S S st [GF, = )R — )]
icImeljelnel
K K
=ZZZZUM%E%ZZ((EH@) ~ B (6:)(Bi(d; — Br(9)) — %)
i€ImeljeInel k=11=1

X ((Bl(¢m) - E(Qbm))(Bl((bn - E(Qﬁn)) - ’Ym,n)]'
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On développe le produit et on utilise la linéarité de I’espérance. On obtient :
E [|r7V(u v) — TN (u, v)ﬂ
(K — 1)
=K2 ZZ D020 D > wittmtyvn[ g E [Bi(6)Bi() Bu(ém) Bi(¢n)]

k=1l= leINmEIN]EINHEIN

S ZE Bi(1)Bi(65) Bi(6m) Bu(6n)] — ZE By (1) Bi(65) B(dm) Bi(6)]
t;ﬁl t;él
1 & (K 1 3 &
+ ﬁZZE [Bi(64)Bi(¢5) Bi(ém) Bs(6n)] — ZE Br(¢3)B(6;) Bu(¢m) Bi(¢)]
t=1s=1
t#£1 s#£l t;ék
K K
S BB 00 B+ LS S R (B (60 Bi(0)) Bl ) Bel)
t=1s=1
t#k s#l
2 K K 2 K K
ZZE By (¢:)Bi(6) Bs(¢m) Bi(¢n)] ZZE By($1)Bi($)Bs(¢m) Bi(¢n)]
12kl ;Hi;é}
E_1 K K K (k
= e 20D E[Bi(6)Bi(é))Ba(ém) Ba(n)] ZE Bi(¢:) Br(¢5) Bi(¢m) Bi(¢n)]
t=1s=1x=1
t;éks;él Tl taék
K — K K K
+ K2 Z’Ymn Bk(¢z)Bt (b] K4 ZZZE Bt ¢2 Bk ¢] (¢m)BI(¢n)]
t=1 t=1s=1x=1
t#k t#k s£l x#l
(K 2 K K 2 K K
+ ZZE By(¢:)Bk(¢;)Bi(¢m)Bs(¢n)] ZZE Bi(¢:)Bs(;)Bi(¢m) Bi(6n)]
2kl ;é/lf;éi
K1 K K K K —
— e 2D EBi(6:)Ba(6)) Buldm) Br(d0)] + van [Bi(¢:) B (¢;)]
t=1s=1z=1
t#ks#k Tl t;ék
K K K
- K4 ZZZE Bt (bz ((rbm Bl d)n K2 ZZ’)’mn Bt (bz (¢j)]
T (ks
2
S R BB + Z’m Bi(6m)Bi(n)]
t;él
KK2 271j Bt ¢m Bl an K2 ZZ’YZJ Bt (ybm (¢n)]
t=1s=1
t;&z t#l s#l

K K K K

+ ZZZZE [Bi(¢:)B B (¢m)By(Pn)] + i j¥m.nl-

t=1s=lx=1y=1
t#ks#EkT#l y£]

On continue les calculs en utilisant les fait que (By)1<r<xk est une suite i.i.d. de formes linéaires aléatoires gaus-

siennes d’espérance nulle et d’autocovariance I'. On applique ensuite le Lemme 6 énoncé en Section 4.4.2 ainsi que la
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définition de la matrice I'"V. On obtient alors :

E [T (u,v) — TN (u, v) 2

K3 K4 K2 K3
+<K44>;5K72>)
K—-12+2(K-1 K —1)? 5,1 —-2K K-12+2K-1
:FN(U,U)FN(’U,’U)(( );3( )_|_( K4) )+(FN(U,’L))) ( K2 +( );3( )
2 2
MUED SUES )
On a ainsi
N _TNji2.. — su N )TN (0. v (K-1)*+2(K-1) (K-1)
ITx =T, HUHV:LMFI\F (u, w)I™ (v, v)( 703 + )
1-2K (K—-1?2+2(K-1) (K-1)2+(K-2)2
+ (O (w,0)* (e + =3 + =3 )
o N (N o) D H2E ) (K 1)
<<|u|v=1~,|p“|v=1|r (W w (o, ”) | K3 e
. N (. v)[2 1-2K (K—1)2+2(K—1) (K—1)2+(K—2)2
+’<1HV—LRAV—JF (u, >|> |~ + = + e |
1-2K 2(K—-1244(K-1 2(K — 1) K —2)?

Vu la Remarque 4, on conclut que |[T¥ — T'V]|

vz~ converge vers 0 quand N et K tendent vers +00, ce qui acheve la

preuve. O

Démonstration du Théoréme 7. On commence par décomposer :

N,
TR 1

— f]v’/ —
ver SITE = llves + 10" = TR llve-

Le Lemme 9 donne la convergence vers 0 du premier terme quand N et K tendent vers +oo. Il reste a démontrer

que le second terme tend vers 0 quand N et K tendent vers +oo et p tend vers 0.
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Pour tousuetvde V,ona:
N N
E [|FKp(u,v) — T (u, v)|2]

= T S vty [0 = )R~ )]

zGINmEINJEINnEIN

K K
= KQZZZ DD vt vjuaE[(Bi(oi)ep (65) — Z Bi(¢:)€f (¢5)) Z Bi($:)er(45))

k=1l= llEINmGINJGINnGIN

ZZ Bi(00)e2(65)) + €4(6) Bi(6) — = 2 2R (00)Bi(65)) + ()R (5) - KZ en(¢i)e (45))

1 ;(18 1 1° K K 1 K
— = (£ (61)Br(8)) + =5 > _(f(¢:)B Z € (pi)en (b)) QZZ i)

K K

t= 1 p t=1s= 1 p t_ t=1s=
X (Bi(ém)ef (#n) = 72D _(Bi(dm)e} (¢n)) = 22> (Be(dm)ef (6n)) ZZ By(¢m)€l(¢n))
1 ;{_ . 1 K T 1 K

€ (bm) Br(én) = 72 D _(ef (dm)Bi(9n)) + €] (bm)ef (¢n) = 72> (] (Sm)ef (9n)) = 72D (€] (&m) Bi(n)

1 K K . 1 K » *_
+ EZZ(Ef(Qﬁm)BS(‘%)) - ?Z(Etp(@bm)ez Pn)) K2 ZZ € (dm €5 (dn)))]-

On développe le produit puis on utilise la linéarité de 1’espérance pour séparer les termes et recomposer les vecteurs
u et v a I'intérieur de chaque espérance. On passe ensuite a la borne supérieure en valeur absolue sur u et v dans la
sphere-unité de V. On obtiendrait ainsi une situation assez analogue a celle de la démonstration précédente, mais avec
144 termes. Il est simple de montrer que ces termes convergent tous vers 0 quand p tend vers 0 et quand N et K tendent

vers +00, en utilisant le Lemme 6, le Théoreme 4 ainsi que 1I’Hypothese 3. 0
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Chapitre 6

Expériences de validation

6.1 Objectifs

Le but de ce chapitre est de tester, sur des données simulées, la convergence numérique de I'estimateur
du représentant moyen d’'un échantillon de surfaces défini en Section 4.3.2. Dans cette optique, on appliquera
cet estimateur a des échantillons de surfaces discretes dont le représentant moyen théorique est connu, pour
diverses valeurs des parametres K (taille de I'échantillon) et p (paramétre de précision de la discrétisation).
On effectuera tous les calculs avec une valeur du paramétre N (dimension du sous-espace d’approximation)
fixée de maniére optimale (de fagon a réduire considérablement la dimension de I'espace d’étude tout en
limitant I'erreur due a la projection sur le sous-espace). Pour chaque valeur du couple (K, p) considérée, on
calculera I'erreur d’estimation et on étudiera la convergence de cette erreur lorsque p tend vers 0 et K tend
vers l'infini. Lintérét principal de cette expérience réside dans le fait qu’elle constitue une évaluation de notre
cadre statistique : on cherche a montrer que ce cadre, consistant sur le plan théorique vu le Théoréme 4,
est efficace d’'un point de vue numérique.

Dans un premier temps, on met en place des algorithmes permettant de simuler des échantillons de
surfaces présentant des variations aléatoires, dont le représentant moyen théorique est connu. Ensuite, on
construit un exemple concret d’espace des représentants ainsi que les sous-espaces d’approximation asso-
ciés. Dans un troisieme temps, on met en place une expérience pour régler de maniere optimale le paramétre
de dimension de I'espace d’approximation. Enfin, on effectue I'étude proprement dite de la convergence de

I'estimateur du représentant moyen.
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6.2 Simulation d’échantillons

On donne a présent deux méthodes permettant de générer aléatoirement des échantillons de surfaces
dont le représentant moyen est connu. Ce sont de tels échantillons qui sont utilisés dans les expériences

d’évaluation de I'estimateur du représentant moyen rapportées plus loin en Section 6.5.

6.2.1 Surfaces a creux et bosses

Soit O l'origine de I'espace R? et soit D le cube [, 7]3. Soit S la demi-sphére supérieure de centre O
et de rayon 2; notons S son représentant dans I'espace des formes linéaires. Soient K € N* et p > 0. On
donne un algorithme permettant de générer un échantillon (Ff,--- ,FZ) de K surfaces discrétisées avec
précision p dont le représentant moyen est S.

Pour k variantde 1 & K :

- On génere tout d’abord F%. comme une approximation de S, discrétisée avec précision p.

On génére un nombre entier aléatoire Mj, de loi U({3,--- ,9}).
- On détermine, en les sélectionnant aléatoirement parmi les sommets de F, M, points qui constitue-

ront les "centres de déformation”. On les note A}, ..., A%, .

On géneére une réalisation (af, - - - , o, ) d’une suite de M, variables aléatoires i.i.d. de loi2/([—0.2, 0.2]).

- Pour tout x € {1,--- , M}}, on définit le point B* par

oAk
Py Y 0A k
OB; = OA} + #ﬂ" X .
10A; |[es
- Pourtoutz € {1, , M}, on définit S* comme la demi-sphére dont le centre est A et dont le rayon

orthogonal au plan diamétral est [A*, B¥].
- Pour z variant de 1 & M, on remplace les points de F. situés dans la boule de centre A* et de rayon
|| par leur projection sur S* suivant un axe orthogonal au plan diamétral de S¥.

Cet algorithme permet d’obtenir des surfaces correspondant a des versions discrétes de demi-sphéres
bruitées autour de centres localisés aléatoirement; les figures ci-apres en constituent des exemples. Des
échantillons ainsi constitués présentent I'avantage d’étre aisés a simuler; en revanche, ils manqueront in-
évitablement de variabilité. Les figures ci-dessous constituent deux exemples de surfaces construites selon

ce procedé.
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FIGURE 6.1
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FIGURE 6.2

6.2.2 Surfaces "'Browniennes"

Avec les mémes notations qu’en Section 6.2.1, on donne a présent une méthode permettant de simuler
des échantillons de surfaces bruitées, toujours de représentant moyen S, présentant une plus grande va-

riabilité. On opte a cet effet pour des versions discrétes de la sphére S altérées par un bruit Gaussien. On
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génere un tel échantillon via I'algorithme suivant.
Pour k variantde 1 a K :

- On construit tout d’abord F7. comme une approximation de S, discrétisée avec précision p.

- On altére F%. en utilisant la formule donnée dans [14] pour la sphére bruitée par mouvement brow-
nien tridimensionnel, avec quelques changements afin de rendre nos surfaces simulées plus res-
semblantes a des données expérimentales. On choisit dans cette optique de travailler avec un indice
de Hurst fixé & 0.9 afin de ne pas obtenir une surface trop irréguliere; par ailleurs, on remplace les
variables aléatoires Gaussiennes standard par des variables de loi A/(0,0.35), afin que les surfaces
générées aient un minimum de similarité en termes de forme.

Les surfaces construites via cet algorithme auront des variations nettement plus équiréparties que celles

de la section ci-dessus. Les figures ci-aprés sont des exemples de telles surfaces.

FIGURE 6.3
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FIGURE 6.4

6.3 Espace des représentants

6.3.1 Espace de champs de vecteurs

Dans cette section, on définit 'espace des représentants qui sera utilisé dans les expériences qui suivent.
Pour ce faire, on commence par construire un espace de champs de vecteurs V' ayant toutes les propriétés
requises en Section 3.2.1.

On consideére 'espace de Sobolev 1, défini en Section 2.2.2, qui est un R.K.H.S. a noyau borné sur D,

et on garde toutes les notations associées. On note V = (V;)3. On définit sur I'espace V' le produit scalaire

(.,.)v par
3

Vig e V(L =D (firgidve,

i=1
ou f = (fi1, fa, f3) et g = (91, 92, 93) avec fi, fa, f3,91, 92, 93 € Vo.
Soit ||.||y la norme sur V induite par le produit scalaire (., .)y. Lespace (V,|.||y/) est un espace de Hil-
bert, avec toutes les propriétés requises pour 'espace du méme nom en Section 3.2.1. On représentera les
surfaces, selon le modeéle défini au Chapitre 3, par des formes linéaires de I'espace V*, muni de la topologie

usuelle d’espace dual.
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6.3.2 Espaces d’approximation

On précise maintenant le procédé de construction, dans le cas de I'espace V' défini ci-dessus, des es-

paces d’approximation définis en Section 4.2. Toujours avec les notations de la Section 2.2.2, on pose

vd € {15 273}7vn S N 7¢7dL = (61,(1; 52,da 63,(1)¢na

Ve = (1.4, 02,0, 03,4) Un-

Le systeme ® défini par
© = {¢} | (n,d) € N> x {1,2,3}} U {¢ | (n,d) € N’ x {1,2,3}}
constitue un systéme libre et total de 'espace V. Pour tout entier naturel non nul N, on note
N = {¢y, | (n,d) € {0,1,-- N}’ x {1,2,3}} U {9y | (n,d) € {0, 1,--- . N}* x {1,2,3}},
et on définit les sous-espaces vectoriels de V
Vn = Vect(®V), N € N*,

sur lesquels on met la topologie et le produit scalaire induits par ceux de V. Ces sous-espaces de dimension
finie sont, comme requis en Section 4.2, emboités et de réunion dense dans V. C’est cette suite (V) nen~

qui induit les sous-espaces d’approximation (f/]v;*,), N € N* comme cela a été explicité en Section 4.2.

6.4 Recherche de la dimension optimale de I’espace d’approximation

6.4.1 Protocole

On cherche maintenant a optimiser la valeur du parametre N donnant la dimension du sous-espace
d’approximation sur lesquels les représentants des surfaces seront projetés. On veut fixer cette valeur de
maniere a, d'une part, réduire au maximum le nombre de composantes a calculer lors de I'estimation et,
d’autre part, limiter I'erreur d’approximation commise en projetant les représentants sur ﬁ On cherche a
construire 'espace d’approximation (et par conséquent la base de test) avec une vérité de terrain : représen-
ter les surfaces de fagon approximée, avec une erreur d’estimation liée a I'approximation inférieure a 1% en

termes de norme dans V*. En reprenant la démonstration du Théoréme 4, cette erreur s'écrit || — u” |

Vs
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ou u est le représentant moyen théorique de I'échantillon. |l s’agit donc de déterminer N tel que

AT
| —p v Si- 6.1)
[l v+ 100

Remarquons que, cependant, le rapport intervenant dans I'inégalité (6.1) est impossible a calculer en
pratique car I'espace V est de dimension infinie. On peut pallier ce probleme en prenant un entier Ny in-
duisant un espace Vy, de trés grande dimension et en assimilant ce dernier a I'espace V. Typiquement, on
choisit pour les expériences menées tout au long de ce chapitre Ny = 100, soit un espace Vy, de dimension
3 x 108. Ce choix est essentiellement motivé par les performances de la machine a disposition pour mener
ces tests. Dans les faits, on calculera ainsi pour chaque valeur de N, en lieu et place du quotient (6.1), le

rapport
[l — ]

V*
Mo [y

Comme tous les échantillons de surfaces simulés et étudiés dans ce chapitre sont construits en appli-
quant un bruit centré aux sommets d’une sphére ou d’'une demi-sphere discrétes, on choisit © comme le
représentant dans I'espace V* d’'une sphére discréte S, triangulée avec précision p = 0.01.

On effectue donc I'algorithme suivant :

- on simule la sphére S;

pour tout N € {1,--- Ny}, on calcule 1V via les formules données en Annexe A.3;

. No_ N .
- on calcule ensuite les rapports W Ne{l,---No};

No

.. . . —uN * .
On choisit comme valeur optimale de N la plus petite valeur telle que le rapport 1 llv: gojt
N0y«

inférieur 2 1%.

6.4.2 Résultats

On a appliqué l'algorithme décrit en Section 6.4.1. Les valeurs pour le rapport considéré dans I'lnéqua-

tion (6.1) sont en partie récapitulées dans le tableau ci-dessous.

N 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
L —nTv- 19970 | 0.114 | 0,058 | 0.027 | 0019 | 0,015 | 0.013 | 0.011 | 0.009 | 0.008

[RCHR

TABLE 6.1 — Erreur relative d’approximation.

N —HNHV*
No |y«

La plus petite valeur de N telle que le rapport i soit plus petit que 0.01 est N = 11. Ainsi, lors

0
™
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du test de I'estimateur du représentant moyen sur des échantillons générés suivant I'algorithme de la Section
6.2.1, on utilisera le sous-espace 1?*1 comme sous-espace d’approximation. Pour des raisons de faisabilité
des calculs numériques, on assimilera toujours Vipo a V. Le procédé d’approximation par projection sur
le sous-espace d’approximation permet donc de ne calculer gu’une proportion de (%)3 soit a peu prés

1.3% des parametres, tout en conservant une précision de 99%, en termes de norme dans I'espace des

représentants.

6.5 Convergence numérique de ’estimateur du représentant moyen

6.5.1 Protocole

On réalise maintenant I'étude proprement dite de la convergence numérique de I'estimateur du représen-
tant moyen d’un échantillon de surfaces discrétes. On va, dans cette optique, pour différentes valeurs des
parameétres K (taille de I'échantillon) et p (aire maximale des triangles composant la discrétisation), évaluer
de fagon approchée, I'erreur moyenne d’estimation en termes de norme dans 'espace des formes linéaires
aléatoires.

Lespace V étant toujours celui défini en Section 6.3 et la valeur de N étant choisie de fagon appropriée
via le test de la Section 6.4, soient £ = {10, 20,50,200} et R = {1,0.2,0.1,0.05}. Pour chaque couple
(K,p) € K x R, on géneére, via 'un des deux algorithmes présentés en Section 6.2, 10 échantillons de K
surfaces discrétisées avec précision p. On note indifféremment dans chaque cas (FﬁE, cee FI”(,E)KES 10 CE€S
échantillons de surfaces et S la surface-modele théorique associée a I'algorithme choisi, demi-sphere dans le
premier cas, sphére dans le second. Soit N la valeur du paramétre de dimension de I'espace d’approximation
choisie comme optimal en Section 6.4 et soit Ny = 100. On assimile toujours le sous-espace Vy, a I'espace
V.

On commence par évaluer le représentant de Riesz v, de la forme linéaire 1, associée & S (dans les
faits, on calcule son approximation vf)’o par projection sur le sous-espace Vy, ). Ensuite, pour tout K de I,

pour tout p de R, pour tout E de {1,---,10}, on calcule, au moyen des formules explicitées en Annexe

N,E
Lp >

N,E N,E

, . P . N,E « L . N,
A, les représentants de Riesz approximés respectifs v -, v, des formes linéaires vy~ - vy,

associées a I'échantillon (FY .-+, F¥ n)i<g<10- Enfin, pour E variant de 1 a 10, on calcule via la formule

(4.7) la valeur estimée v, du représentant de Riesz de la forme linéaire moyenne associée & I'échantillon
(FY s+ F ph<p<io.

On conclut en évaluant I'erreur relative d’estimation en termes de norme dans I'espace V¢ via la formule

10 ——
N,E
B 3 Iodly” — e,

N
[0 v,

6.2)
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6.5.2 Résultats

Résultats pour le premier échantillon

On applique le protocole décrit en Section 6.5.1 a des échantillons de surfaces générés via I'algorithme
de la Section 6.2.1. Le tableau ci-dessous donne l'erreur relative d’estimation calculée via la formule (6.2),

pour les différentes valeurs de la taille d’échantillon K € K et de la précision p € R.

p
K 1 0.5 0.1 0.05

10 0.094 | 0.079 | 0.019 | 0.022
20 0.083 | 0.094 | 0.029 | 0.022
50 0.118 | 0.078 | 0.018 | 0.014
200 0.096 | 0.055 | 0.020 | 0.014

TABLE 6.2 — Erreur relative en norme (premier échantillon).

Les résultats confirment que l'erreur relative d’estimation, en termes de norme dans I'espace des repré-
sentants, converge effectivement vers 0 quand le paramétre de précision p tend vers 0 et quand la taille
d’échantillon K tend vers +oo. Cela va dans le sens du résultat de consistance démontré en Section 4.4
et semble témoigner d’'une convergence assez rapide d’un point de vue numérique. Notons toutefois que
c’est essentiellement p qui semble influencer le résultat. On remarque que l'erreur est toujours supérieure
a 0.01. Cet état de fait est somme toute, logique. On a, en effet, vu en Section 6.4.2 que, pour la valeur de
N choisie, I'erreur due a la projection sur le sous-espace d’approximation Vy est a peu prés de 0.01; cette

valeur constitue ainsi I'erreur minimale pour I'estimateur de la forme linéaire moyenne.

Résultats pour le second échantillon

En appliquant le protocole de la Section 6.5.1 a des échantillons de surfaces générés via I'algorithme

donné en Section 6.2.2, on a obtenu les résultats récapitulés dans le tableau ci-dessous.

p
K 1 0.5 0.1 0.05

10 34.151 | 3.675 | 0.768 | 0.191
20 19.308 | 2.183 | 0.417 | 0.110
50 13.561 | 2.001 | 0.434 | 0.057
200 7.489 | 1.560 | 0.298 | 0.025

TABLE 6.3 — Erreur relative en norme (second échantillon).

Comme pour I'échantillon précédent, les résultats tendent a confirmer la convergence démontrée en
Section 4.4. Dans le cas présent, la convergence est plus lente; on observe en outre que, pour K petit ou p
grand, I'estimation est trés mauvaise. Ceci s’explique entre autres par le fait, déja mentionné en Section 6.2,

que les échantillons construits avec la seconde méthode présentent une plus grande variabilité d’un point de
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vue statistique. Lerreur semble dépendre a la fois de p et de K de maniére significative. On observe notam-
ment via les deux premieres colonnes du tableau que, pour de grandes valeurs de p, la taille d’échantillon
compense quelque peu la faiblesse de la précision. Pour K = 200 et p = 0.05, on retrouve une estimation
presque aussi précise que dans le cas précédent. On pourrait conjecturer que, en améliorant encore les
valeurs de K et de p, on obtiendrait une erreur d’estimation encore plus basse, avec une valeur limite valant
toujours 0.01 pour les raisons évoquées précédemment.

A linstar de ceux donnés plus haut, ces résultats tendent & confirmer que la convergence de I'erreur

commise en estimant le reprsentant moyen est effective d’'un point de vue numérique.
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Chapitre 7

Discussion

7.1 Bilan

Dans cette partie, on a développé un cadre adapté a I'analyse statistique de surfaces représentées par
des formes linéaires continues sur un espace de champs de vecteurs de type produit cartésien d’espaces
de Hilbert a noyau reproduisant. Ce cadre consiste en une extension probabiliste, basée sur des processus
stochastiques généralisés, de la représentation par courants introduite initialement par Glaunés et Vaillant.
Les surfaces étant ainsi représentés par des éléments d'un espace de Hilbert de dimension infinie, on a
mis en oeuvre une procédure d’approximation par projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de
dimension finie fixée ; tous les calculs se font dans cet espace d’approximation.

Considérant les représentants des surfaces comme des réalisations de formes linéaires aléatoires, on
a donné un modele décrivant la variabilité des représentants d’'un échantillon de surfaces continues autour
d’un représentant moyen, vu comme le représentant d’'une hypothétique "surface moyenne" de I’échantillon
considéré. Ce modele est ensuite étendu en un modele d’observation exprimé en termes de représentants
d’approximations discrétes (sous formes de surfaces triangulées) des surfaces de I'échantillon considéré;
chaque représentant differe alors du représentant moyen théorique par un terme de bruit gaussien et un
terme correspondant a 'erreur de discrétisation.

On a construit, tout d’abord dans le modele de variation puis, en passant au cas discret, dans le mo-
dele d’observation, des estimateurs pour le représentant moyen d’un échantillon de surfaces ainsi que pour
l'opérateur d’autocovariance du bruit associé. On a énoncé et démontré la consistance de ces estimateurs,
au sens de la convergence uniforme des formes linéaires et bilinéaires.

On a effectué des expériences de validation consistant a appliquer notre procédure d’estimation a des
échantillons simulés dont le représentant moyen est connu. Ces tests viennent compléter les résultats théo-

riques, en confirmant que la consistance des estimateurs est effective d’'un point de vue numérique.
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7.2 Perspectives

7.2.1 Perspectives immédiates

On dispose a présent d’un cadre statistique adapté a I'analyse de surfaces. La suite de ce manuscrit est
consacrée a la mise en application de ce dernier. Dans la seconde partie, on s’intéressera a la résolution de

problémes de classification de surfaces, via des méthodes de classification Bayésienne.

7.2.2 Perspectives ultérieures

Dans les travaux a venir, on adaptera, d'une part, notre modéle statistique a des situations plus géné-
rales. Par exemple, on pourra reprendre le modéle d’observation donné par 'Equation (3.4) en faisant des
hypotheses moins fortes quant a la loi du bruit. On pourra aussi étendre ce modéle pour prendre en compte

les variations géométriques des surfaces.
Skp =0k + B+ e€x,, Yk €1, K], 7.1

ou 1y, - u représente I'action d’'une déformation ), sur le représentant moyen n. Ce représentant moyen
correspond alors a un prototype déformable. De tels modéles probabilistes existent pour les images et les
objets euclidiens, mais ne sont pas encore bien établis pour des objets tels que les surfaces ou leurs re-
présentations par des courants. Dans ce nouveau cadre, on projette d’étendre notre méthode d’estimation
au calcul du prototype. La littérature est trés vaste dans ce domaine; de fait, le travail a accomplir consiste
essentiellement en 'adaptation spécifique a notre cadre de représentation des surfaces de méthodes exis-
tantes, telles que celles répertoriées par Allassonniere et alii dans [2]. La littérature propose de nombreuses
méthodes pour la résolution de tels probléemes [1, 19, 24, 31]. Le gros du travail a accomplir est de rendre
ces modéles compatibles avec notre cadre statistique reposant sur un espace de formes linéaires aléatoires.

On s’intéressera, d’autre part, a la question de la récupération de la surface moyenne d’'un échantillon a
partir du représentant moyen tel que défini en Section 4.3.2. Pour ce faire, il sera nécessaire de résoudre le
probléme de l'inversion de la fonction qui a une surface compacte associe son représentant dans I'espace
des formes linéaires. Ce probleme étant a priori non linéaire et mal posé, intuition que nous confirmons
plus loin, en deuxieme partie au Chapitre 9, la reconstruction d’'une surface moyenne s’averera une tache
particulierement difficile nécessitant I'élaboration de procédures nouvelles et spécifiques. On explore en

Annexe B quelques pistes pour définir rigoureusement une notion de surface moyenne d’'un échantillon.
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Deuxieme partie

Application a la classification de surfaces
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Chapitre 8

Introduction

8.1 Motivations et difficultés

La classification de surfaces constitue une thématique majeure, aux nombreuses applications a I'imagerie
3-D, notamment dans les domaines de la biologie et de la médecine. Classer les organes en groupes asso-
ciés a différents phénotypes, et ce en fonction de critéres géométriques, tels que forme, aire, etc., constitue
un puissant outil de diagnostic.

Dans cette partie, on adapte une procédure de classification existante au cadre statistique que l'on a
développé en premiere partie pour construire un algorithme de classification supervisée adapté aux sur-
faces. On prend le parti d'utiliser une méthode de classification Bayésienne, telle que décrite dans [8], de
maniére adaptée aux surfaces. Les procédures usuelles de classification Bayésienne nécessitant de dispo-
ser d’une distance, un travail préliminaire essentiel est de mettre en place une structure d’espace métrique

sur 'ensemble des surfaces.

8.2 Objectifs

8.2.1 Contributions
Dans cette partie, on accomplit deux apports principaux : 'adaptation d’'un algorithme de classification

Bayésienne en une forme spécifique aux surfaces et la construction d’une distance sur les surfaces.

Distance sur les surfaces

Dans le cadre de représentation développé au Chapitre 3, un espace de surfaces continiment différen-

tiables © est mis en correspondance avec un espace de Hilbert de formes linéaires V*. Dans la suite, on
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note ¥ I'application qui a toute surface de © associe son représentant dans V*. La distance euclidienne sur

V* induit sur © I'application :

Do:0x0 —R
(8.1)
V.

(8 T) — [[¥(S) = ¥(S)|

Cette fonction est-elle une distance sur © ? D’'une part, comme ||.|

v+ est une norme sur V*, Do est

positive et symétrique et vérifie I'inégalité triangulaire. Il reste a déterminer si

Do(S,T)=0 = S=T.

Vu que |||y~ est une norme sur V*, cela est vrai pour peu que

WS =W(T) = S=T,

c’est a dire lorsque I'application ¥ est injective. Au vu de I'étude menée en premiére partie, cette injectivité

n’est a priori pas triviale ; par conséquent, une étude précise de la fonction ¥ va s’avérer nécessaire.

Classification Bayésienne sur les surfaces

La classification Bayésienne, telle que définie usuellement dans la littérature, permet de classer des
éléments d’'un espace métrique parmi des catégories prédéfinies. Une des innovations effectuées dans cette
partie est la construction d’'une méthode de classification Bayésienne spécifique aux surfaces représentées
par courants. C’est la définition d’une structure d’espace métrique sur les surfaces qui rend possible une telle
adaptation. On se fixe I'objectif de mettre en place une procédure de classification a deux catégories, qui va
permettre de discriminer des populations de surfaces, typiquement des organes ou des sections d’organes,

selon un critere binaire, par exemple male ou femelle, moitié droite ou moitié gauche, sain ou malade.

8.2.2 Contenus de cette partie

Dans le premier chapitre de cette partie, on met en place une structure d’espace métrique sur 'ensemble
O des surfaces lisses. Tout d’abord, on établit que, sous certaines conditions, I'application Dg est une dis-
tance sur © en démontrant l'injectivité de ¥. Ensuite, on étudie sommairement les propriétés de 'espace
métrique (O, Dg). Enfin, on traite le probleme de I'extension de la distance aux surfaces discrétes.

Dans le deuxiéme chapitre, on décrit un algorithme de classification Bayésienne adapté aux surfaces.

Le troisieme chapitre est consacré aux expériences. on y teste I'algorithme de classification, sur un échan-

tillon constitué de deux populations de surfaces issues de I'imagerie cérébrale. Une analyse du taux d’erreur
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de généralisation permettra d’évaluer I'efficacité de la méthode.
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Chapitre 9

Structure d’espace métrique sur I’ensemble

des surfaces

9.1 Distance sur les surfaces

9.1.1 Choix des ensembles

Ainsi que mentionné plus haut, 'application Dg définie via 'Equation (8.1), est une distance sur I'en-
semble des surfaces si et seulement si I'application ¥ est injective. Cette propriété dépendant clairement du
choix des ensembles O et V, il est nécessaire de définir ces derniers de fagon plus précise qu'au Chapitre
3, ol les hypothéses les concernant sont, somme toute, treés générales. Dans la suite de la deuxieme partie,

on considere que les ensembles © et V* sont définis comme ci-dessous.

Ensemble de surfaces

On construit © comme un ensemble de surfaces orientées. Soit D le cube [, 71]3. Les éléments de ©
autres que I'ensemble vide (que I'on rajoute a 'ensemble © pour des raisons pratiques) sont les couples
(S8,Ns), ou:

- S est une surface (non-orientée) incluse dans D, C', de mesure non nulle et de barycentre O =

(0,0,0).;

- N est une application C'! définie sur S telle que, pour tout point s de S, le vecteur Ns(s) soit normal

a S etde norme 1.

Remarque 5. Pour une surface non-orientée S donnée, il y a deux champs normaux Ng possibles. Ces champs sont
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mutuellement opposés. Cette propriété est assurée par le fait que Ng doit étre de classe C*.

Remarque 6 (Egalité entre surfaces orientées). On considére deux surfaces orientées, non vides, (S, Ns) et (T, N7)

comme égales lorsque les surfaces S et T sont égales. On notera I’égalité entre éléments de © avec le symbole =.

Espace de champs de vecteurs

Pour avoir de bonnes propriétés (voir ci-dessous en Section 9.1.2), on choisit V; comme un R.K.H.S. a
noyau borné dont les éléments sont des fonctions définies sur D et qui contienne I'espace de Schwarz sur
D, noté S(D). Les espaces de Sobolev considérés en Section 2.2.2, dont un exemple est donné en Section

6.3, vérifient cette hypothese.

9.1.2 Injectivité de la fonction ¥

A présent, on étudie, sous les hypothéses sur © et V faites ci-dessus, l'injectivité de la fonction ¥.

Soient S = (S, Ns) et T = (T, Nt) deux surfaces orientées de I'ensemble ©, supposées distinctes, telles
que ¥ (S) = ¥(T). Il existe alors une forme linéaire s de V* qui représente a la fois les surfaces orientées S
et 7. Par la définition du représentant d’'une surface, donnée en Section 3.2.1 par I'Equation (3.1), s s’écrit

ala fois :

s(w) = /S<w(s),N5(5)>R3d05(s),Vw eV, ©.1)

et

s(w) = /T<w(s),N7—(s)>dea7-(s),Vw evV. 9.2)

On va chercher si ces deux définitions de la forme linéaire s sont compatibles ou contradictoires.

On commence par écarter le cas trivial dans lequel une des deux surfaces considérées serait de mesure
nulle (i.e. vide vu la définition de 'ensemble ©). Si S est vide, alors, vu 'Equation (9.1), s est la forme linéaire
nulle. Comme S et T sont distinctes, alors 7 est de mesure non nulle; par conséquent, en posant w|y = N
dans I'Equation (9.2), on obtient s(w) = A(T) # 0 et s n’est pas la forme linéaire nulle. On obtient donc une
contradiction, d’ou le fait que S n’est pas vide. Par symétrie, 7 n’est pas vide. Les surfaces S et 7 sont donc

toutes deux de mesure non nulle.

Etant donné que S # T, on a nécessairement I'un des deux cas suivants :
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.S=TetNs=—Ny,
LS#ET.
Dans le premier cas, on aurait U(S) = —W¥(T), ce qui constitue une contradiction avec I'hypothése initiale.
Par conséquent, le second cas constitue la seule possibilité.
Vuque S # T,onaforcémentS ¢ 7 ouT ¢ S. On peut supposer, quitte a permuter, que 7 ¢ S. Dans
ce cas, on a alors T\(SNT) # (. Comme on travaille sur un ensemble de surfaces continues, I'ensemble

T\(S NT) est de mesure non nulle. On considére maintenant un champ de vecteurs w; de V' qui vérifie :

vt e S, wi(t) = (0,0,0)

et Ve e T\(SNT), wi(t) = z1(t). N7 (1),

ol z; est une fonction C'! et bornée sur D, a valeurs dans R, non nulle sur au moins une partie de 7\(SNT)
de mesure non nulle. Une telle fonction existe dans V, car V; contient 'espace de Schwartz sur D.
On calcule maintenant I'image de w; par la forme linéaire s de deux maniéres différentes. LEquation (9.1)
donne
s(wn) = [ (wr(s), N (s))zodrs()
= 10.0.0) Ns(o)seos (s

=0.

D’autre part, 'Equation (9.2) donne :

s(wl):/T<w1(s),N7-(s)>R3do7—(s)

- / (wn (s), N7 (s))odor(s) + / (wn (s), N (5)) o dorr(s)
T\(SNT) SNT

- / 21(5) | N7 s dr(s) + / ((0,0,0), Nr(s))gador(s)
TN\(SNT) SNT

= / x1(s)dr(s).
T\(SNT)

Comme la fonction z; est a valeurs positives et non nulle sur une partie de 7\(S N 7) de mesure non nulle,
la derniére intégrale est nécessairement non nulle, ce qui vient contredire le résultat du calcul qui précede.
On ne peut lever cette contradiction qu’en niant I'hypothése S # 7. On a ainsi montré que S = 7. Il ne reste
qu’a étudier l'orientation des normales Ng et Nt .

D’apres la Remarque 5, il n’y a que deux possibilités : Ns = Ny ou Ns = —Nt. Si Ng = —N7, alors on

se donne une fonction we € V telle que wq(t) = Ns(t),Vt € Ns.
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On a alors, par 'Equation (9.1),

s(ws) = /5 (ws(s), Ns())modos(s)
- / |Ns(8)l[Zsdos(s)
JS

= /Sdas(s>

= A(S)

s(wa) > 0;

mais, par I'Equation (9.2),

g(wa)—/T<’UJ2(8),NT(3)>R3dO—T(8)
- / (Ns(s), Ny (s))gsdor(s)
T
- / || N7 (s) [Zador(s)
JT

= /T —dor(s)

= —A(T)
s(ws) < 0.

On obtient une nouvelle contradiction, qui pousse a conclure que, nécessairement, Ns = Ny. |l vient ainsi

que S=T.

On a montré la relation

vS, T € ©,¥(S)=9(T) = S=T,

ce qui prouve que I'application ¥ est injective. On a par conséquent le résultat ci-dessous.

Théoreme 8. Sous les hypotheses faites en Section 9.1.1 sur V et ©, Iapplication Dg définie en Section 8.2.1 par

Z’Equation (8.1) est une distance sur ©.

9.1.3 Extension de la distance aux surfaces discrétisées
Notations

Afin de pouvoir utiliser dans un cadre pratique la structure d’espace métrique que I'on vient d’'étabilir,

il convient de I'étendre rigoureusement au cas des surfaces discrétisées. Pour ce faire, on se donne tout
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d’abord une notion d'approximation discrete pour les surfaces orientées, analogue a celle construite en

Section 3.3 pour les surfaces non-orientées.

Définition 19. Soit S € ©, une surface orientée, soit p un réel strictement positif; on définit une approximation
discrete, avec précision p, S, de S comme détaillé ci-dessous.

- Si S est I'ensemble vide, alors S, est également [’ensemble vide.

- SiS = (S, Ns), alors S, est un couple (S,, Ns ), tel que :
. S, est une approximation discréte, de la surface non-orientée S, ainsi que définie en Section 3.3, vérifiant
notamment les Hypothéses 1 et 2;
. Ns,, est une application définie sur la surface discrétisée S, qui a chaque point se trouvant sur une arete
associe le vecteur nul et a chaque point se trouvant a l'intérieur d’une facette associe un vecteur normal
a cette derniere, dont le sens est déterminé de facon a ce que tous les vecteurs normaux engendrés par les

fonctions Ns et Ns , vérifient le Lemme 2 de la Section 3.3.

Dans la suite, on note (:)p 'ensemble des surfaces discrétisées avec un parametre de précision dans
lintervalle 0, p]. Soit ¥, I'application qui & toute surface discrétisée de ©, associe son représentant dans

V*, tel que construit via I'Equation (3.3) donnée en Section 3.3.

Distance discrete
On définit, sur 'ensemble év,, des surfaces discrétes, I'application 550 par
(:)Vp X évp — R
(S T) — 1¥p(S) = ¥p(T)llve-
On peut démontrer que \17,) est injective et, par conséquent, que 135) est une distance sur 'ensemble GTP
des surfaces discrétisées. La méthode employée étant similaire a celle utilisée en Section 9.1.2 pour montrer

I'injectivité de la fonction ¥, on n’écrira pas les détails de la preuve : Considérant deux surfaces discretes S,

etT, de (:)Vp, on montrerait, comme dans le cas continu, que
V,(Sp) =9p(T,) = S, =T,.

La principale différence résiderait dans la formulation du choix des champs de vecteurs w; et wsy, que I'on
adapterait de fait au modéle discret. Dans le cas présent, w; serait choisi tel que

. w; soit de classe C! sur D,
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. wy soit identiquement nul sur S,,,

. w1|7p\5pm7-p = x1.NT ,, OU 1 est une fonction réelle sur 7, strictement positive,
et wy serait choisi tel que

. wy soit de classe C! sur D,

. wsls, = r3.Ns ,, OU x5 est une fonction strictement positive sur S,,.

Remarque 7. Dans la suite, pour des raisons de simplicité, on écrira indifféremment, par abus de langage, Do (S, T)

la distance entre deux surfaces S et T sans se soucier du caractére lisse ou discrétisé de ces derniéres.

9.2 Propriétés de I’espace métrique des surfaces

9.2.1 Question de ’homéomorphisme entre O et V*

On cherche maintenant déterminer les propriétés topologiques de I'espace métrique (6, De). A cet effet,
on commence par chercher si ¥ est un homéomorphisme, ce qui impliquerait des propriétés analogues pour
les espaces © et V* sur le plan topologique.

La définition de I'application Dg implique clairement la continuité de la fonction ¥ pour les topologies
d’espace métrique sur © et V*. On s’intéresse a présent a la question de la surjectivité de W, propriété qui,
vu la Section 9.1.2, impliquerait la bijectivité de cette application. Hélas, d’'un point de vue intuitif, cela semble
faux. En effet, il parait peu crédible que toutes les formes linéaires de I'espace V* soient engendrées par
une surface, dans la mesure ou, le cube D sur lequel sont définis les champs de vecteurs de I'espace V
étant tridimensionnel, il est possible de construire des formes linéaires sur V' engendrées par des volumes
inclus dans D. On cherche donc un contre-exemple, sous la forme d’un élément f de V* qui ne puisse pas

s’écrire comme

flw) = /S<w(s),N5>R3dog(s), Yw €V,

ou S est une surface de I'ensemble ©. Pour construire une telle forme linéaire, on utilise I'idée d’une forme
linéaire engendrée par un volume mentionnée plus haut; on étudie, dans cette optique, la fonction f définie

par :
f:V—R

w—» /0 1 /S (), N, s, (5

ou S, désigne la sphére de centre (0,0,0) et de rayon r € [0, 1], et Ns_ est la normale unitaire externe a la

sphere S,.; on pose par défaut Ny comme un vecteur quelconque de norme 1.
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On commence par démontrer que f est un élément de V*. La linéarité de f sur V est évidente. De plus,

ona

1,
Vw €V, |f(w)] = / /S (w(s), N, )zas0s, (s)dr

1
</
0

Ainsi, vu la Section 3.2.1, il existe une constante strictement positive C' telle que

dr.

/ (w(s), Ns, )rasos, ()

Sr

1
Vwe V. |fw)| <C [ AGdrlly.
0
Lintégrale fol A(S,.)dr étant le volume de la boule-unité B de R3, elle vaut 1; on a donc
Vw eV, |f(w)| < Cllwllv,

ou C est une constante positive. Par conséquent, la forme linéaire f est continue sur V, d’ou le fait que f
est bien un élément de V*.

On peut montrer que f n'a pas d’antécédent par ¥, ce qui garantit le résultat ci-dessous.
Proposition 7. Sous les hypotheses faites en Section 9.1.1 sur V et ©, Uapplication V n’est pas surjective.

Démonstration. On a vu, plus haut, que f est un élément de V*. On va, a présent, démontrer qu’il n’existe pas de

surface S de O telle que f = ¥(S). Dans le cas ol une telle surface existerait, on pourrait alors écrire f sous la forme

Yw eV, flw) = /(w(s)7N3(s)>R3d03(s). 9.3)

S

On considere alors un champ de vecteurs wg de V' qui vérifie les conditions suivantes :

- Le support de wy est inclus dans B;

-VseS, wy(s) =0;
- il existe une fonction x, de classe C! sur B3, nulle sur BN S et sur Sy, et strictement positive partout ailleurs
dans B. Une telle fonction wy existe dans V' de par le fait que V{) contient I’espace de Schwartz sur D.

Etant donné 1'Equation (9.3), on devrait alors avoir :

F(wo) = /S (wo(s), Ns(s))msdors (5)
_ L<(o,o,0),N5(s)>R3das(s)
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Cependant, par définition de f,ona:

1
f(wo):/o /S<w0(5)7NST>R3UST(5)dT-

Vu la définition du champ de vecteurs wy, le produit (wy(s), Ns, )rs est positif sur B et positif sur une partie de B
de mesure non nulle. Par conséquent, la valeur f(wg) est non-nulle, ce qui améne une contradiction avec le résultat
précédent. Par conséquent, f ne peut s exprimer sous la forme donnée par 1'Equation (9.3); il n’existe donc pas de

surface S de O telle que f = ¥(S). L’application ¥ n’est donc pas surjective. O

Remarque 8. La démonstration ci-dessus est indépendante de I’ensemble © et du cube D choisis, de l'instant que D
est un compact de R? et © un ensemble de surfaces continues et fermées de D. Il est par conséquent manifestement clair
que, dans notre cadre statistique, ’application V ne sera jamais surjective. Il existe cependant une piste susceptible
de permettre d’obtenir la surjectivité : on pourrait considérer un espace © plus complexe, incluant les unions au plus

dénombrables de surfaces, en s’inspirant du cadre défini par Durrleman pour les unions de courbes dans [9].

9.2.2 Question du caractére complet de ©

Dans la section ci-dessus, on n'a pas exhibé d’isomorphisme entre © et V*; ces deux espaces mé-
triques n'ont donc pas nécessairement les mémes propriétés. De ce fait, la question du caractére complet
de (6, Dg) n'est pas triviale. En I'état actuel de nos travaux, on ne connait pas encore la réponse a ce pro-
bleme; on dispose seulement de la Proposition suivante, établissant une condition nécessaire et suffisante

sur 'application ¥ pour que I'espace métrique des surfaces soit complet.

Proposition 8. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace métrique (0, Dg) est complet.

(ii) L’image de © par la fonction V est un fermé de I’espace V*.

Démonstration. D’une part, si (ii) n’est pas vraie, alors il existe une suite (s, )nen d’éléments de U(O) qui converge
vers un élément s de V*\ ¥ (©). Par définition de la distance D, la suite (S, )nen des antécédents respectifs par ¥ des
sn,n € N est alors une suite de Cauchy. Si elle venait & converger vers une limite S € ©, alors, par continuité de U, la
suite (S, )nen convergerait vers U(S) ; par unicité de la limite, on aurait alors s = ¥(S) et donc que s € ¥(©), ce qui
constitue une contradiction. Donc la suite (S,,)nen ne peut converger, d’ ot le fait que (0, Dg) n’est pas complet.
Réciproquement, si (ii) est vraie, alors, par définition de la distance Dg, pour toute suite de Cauchy (S,,),cn de
O, la suite (¥(S,,))nen est également une suite de Cauchy dans V*; cet espace étant complet, (U(S,,))nen admet

alors une limite s € V*; (ii) assure ainsi que s € ¥(0), d’ol I’existence d’un élément S de O tel que U(S) = 5. On a
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alors, pour tout entier naturel n,

D@(S,S) = ”\I/(Sn) - \I/<S)|

ve = [[U(Sn) = sllv,

d’ot le fait que la suite (S, ),enr converge vers S. L’espace métrique (©,Dg) est donc complet, d’ ol I’équivalence

O

Pour répondre a notre interrogation quant au caractére complet de I'espace métrique (0, Do), il ne reste
ainsi qu’a explorer la question de la véracité de la condition (ii). A cet effet, on pourra par exemple chercher

si ¥ est une application fermée. Comme cela a été évoqué plus haut, cette partie du travail reste a faire et

la question reste, a ce stade, en suspens.
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Chapitre 10

Méthode de classification Bayésienne

adaptée aux surfaces

10.1 Principe

10.1.1 Classification : pose du probleme

Ce chapitre est consacré a la construction d’'un algorithme de classification opérationnel sur les surfaces,
dans le cadre de I'espace métrique (0, Do) défini précédemment au Chapitre 9. Compte tenu des motiva-
tions de notre étude, évoquées entre autres en Introduction de la présente partie, on se limite au cas d’'une
classification a deux catégories : étant donné deux parties de ©, disjointes et non vides, notées ©; et O,
on cherche un critéere permettant de décider si une surface S de ©; U ©, est élément de ©; ou de ©,. Dans
les applications concrétes, les sous-ensembles O, et ©5 correspondent typiquement a deux populations
d'organes similaires présentant des phénotypes opposés I'un par rapport a l'autre.

Pour mettre en place un critére de décision, on se base sur un échantillon de surfaces que 'on sait
décrire en termes d’appartenance aux ensembles ©; et ©,; on fait donc I'’hypothése que 'on dispose de
deux populations de surfaces (S}, , Sk, ) C ©1 €t (S7,--- ,S%k,) C ©,. Pour toute surface S € ©,UO,, on
veut pouvoir, a partir de ces données, calculer un parametre dont la valeur constituera un indice significatif

quant a 'appartenance de S a ©; ou O,.

10.1.2 Classification Bayésienne

Pour résoudre le probléme présenté ci-dessus, on adapte la méthode de classification Bayésienne a deux

catégories, détaillée par Duda et Hart dans [8]. On construit un critere de décision analogue a celui qui y est
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explicité, de fagon transposée a notre cadre d’espace métrique sur les surfaces.
On utilise des notations similaires a celle de la section 10.1.1. Soient S le représentantde Set 51, - - - | 5z1<1 ,
Si,---, 5%, lesreprésentants respectifsde S, - - - , Sk, S, -+ , Sk, dans 'espace V. Dans les applications,

on travaillera sur les projections de ces formes linéaires sur I'espace d’approximation Vn.

Lois Conditionnelles

On se place dans un modeéle Gaussien multivarié tel que celui construit dans la premiéere partie; dans
ce cadre, il est facile d’exprimer les lois conditionnelles de SV sachant les événements {S € ©,},i € {1,2}.

Comme dans le modéle de variation (3.2) décrit en Section 3.2.3, ces lois s’expriment sous la forme
SN =uN + BN ic{1,2}, (10.1)

ou ¥ ,i € {1,2} sont des formes linéaires de Wt, et BN, i € {1,2} des formes linéaires aléatoires Gaus-
siennes centrées d’autocovariance 'Y, i € {1,2}. La forme u¥ (respectivement 1.2’) et 'opérateur T'YV (res-
pectivement I'}Y) n’étant a priori pas connus, on les identifie & 'espérance et a I'opérateur d’autocovariance
estimés via 'échantillon des réalisations Si (w), - - - , Sk, (w) (respectivement via I'échantillon Sf (w), - - - , Sk, (w)).
Compte tenu de ces approximations, les lois conditionnelles respectives sachant {S € ©,},i € {1,2} du
vecteur des coordonnées de SV, sont données par les densités f,i € {1,2} définies sur R!~! par
sz(x) = ! exp ((Jc — ,ui)tfi_l(x — ,ui)) . (10.2)

/27 Det (TN )~

Critére de décision

Les approximations des deux lois conditionnelles permettent de se donner un critére de décision basé
sur la correspondance de 'observation S™ (w) avec I'une ou l'autre de ces derniéres. On décide donc que
S € 0;+, ou i* est défini par

7 = argmax ]P’(S = S(w)|$€(~)i)'
i€{1,2}

Etant donné les densités exprimées plus haut via 'équation (10.2), i* s’écrit alors

1 1
i* = argmin [Nl log (Det(I'}))) + = (s — ) T M (s™ — i) |
ic{12y L 2 2

ou sV désigne le vecteur des coordonnées de la réalisation SV (w).
De fait, on a i* =1 si

I Det(T'¥
] (D))

2 Det(I'Y) (™ = ) TP = ) = (5% = p2) T3 (5™ = ) <0,

1
2
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et i* = 2 sinon.

10.2 Algorithme

10.2.1 Cas général

On on dispose d'un échantillon de surfaces (Si,---,Sk,,St, -+ ,Sk,) tel que (S],---, Sk, ) C ©; et
(8%,---,Sk,) C O,. Soit S € ©; UO,. On décide si S € ©; ou S € O, via la procédure ci-dessous, se

déroulant en deux phases.

Phase d’apprentissage

- A partir de I'échantillon (S;, - - - ,Sk,), on estime 'espérance 1.}" et 'autocovariance I'Y’ de la loi condi-

tionnelle sachant I'événement {S € ©,} du représentant approximé S* de S.

- A partir de I'échantillon (S?,---,S%,), on estime I'espérance 1Y et l'autocovariance I'Y de la loi
conditionnelle sachant I'événement {S € ©,} du représentant approximé S~ de S.
Phase de test

On calcule le parmeétre de décision C défini par

I, (Det(})

€ = Hahiog (eI 4 1 (6 — o) 067 = ) — (6% = ) 1567 — )
2 Det(rY)) T 2 1 2

Si C < 0, alors on décide que S est un élément de ©; ; Dans le cas contraire, on décide que S est un

élément de ©,.

10.2.2 Cas particulier de I’autocovariance diagonale

Il est possible de simplifier le probléme de classification en approximant les opérateurs d’autocovariance
associés aux lois conditionnelles par des matrices diagonales. Cette approximation revient a négliger la
corrélation entre les coordonnées des représentants des surfaces. Dans un tel cas, en notant, pour tout :

dans {1, 2} et pour tout j dans Iy, o, ; I'écart-type de S(¢,) sachant I'événement {S € ©,}, on écrit alors la
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valeur du parametre de décision C' de fagon plus simple :

[N |
[ In| 'Hlaj’l I
N = _ _
C =" log ‘JIN‘ +3 > () — m(6))%0;7 = () — na(65))%0;3)
[[oj2 =1
=1

ou les sj»",j € Iy sont les coordonnées du vecteur s'v.
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Chapitre 11

Application a I’imagerie cérébrale

11.1 Objectifs

Dans ce chapitre, on fait le compte rendu d’une expérience permettant d’appliquer la méthode de clas-
sification Bayésienne adaptée aux surfaces que I'on a détaillée plus haut, en Section 10.2. Pour ce faire,
on applique cette derniére a un échantillon de données réelles, constitué de surfaces issues de I'imagerie
cérébrale.

Dans un premier temps, on explicite le protocole expérimental : on décrit précisément I'échantillon de
surfaces employé puis on détaille les modalités d’application de I'algorithme (valeurs des paramétres, hypo-

théses sur les opérateurs, etc.). Dans un second temps, on donne et on analyse les résultats obtenus.

11.2 Protocole

11.2.1 Echantillon de surfaces

Léchantillon de surfaces utilisé pour cette expérience est construit a partir des 152 surfaces cérébrales,
tridimensionnelles et discrétisées, de la base de données ICBM, décrite dans [13]; les individus étudiés sont
des adultes des deux sexes, dont I'age varie entre 19 et 44 ans. Lacquisition de ces données a été réalisée
par IRM 3-D (induction : 1.5 Tesla, résolution : 1.5mm x 1.5mm x 1.5mm). La segmentation et le maillage
sont effectués avec le logiciel Brainvisa et les méthodes présentées dans [22].

Chacune des surfaces de la base de données ICBM été partagée en deux moitiés, correspondant res-
pectivement a I'un des deux hémispheres du cerveau représenté. Ainsi, on a 304 surfaces, 152 corres-
pondant a des hémispheres droits et 152 a des hémisphéres gauches. On dispose donc d’un échantillon

(81, Siso, S2,--- S%,), formé des deux populations Sf, - - - Six, (hémispheres droits) et S?,--- S, (hé-
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misphéres gauches). Cet échantillon a ainsi toutes les caractéristiques pour étre utilisé dans le cadre de
notre expérience : il est composé de deux populations géométriquement distinctes et clairement identifiées,
ce qui permettra d’évaluer de fagon exacte I'erreur de généralisation commise en classant les surfaces via

I'algorithme de la Section 10.2.

FIGURE 11.1 — Exemple d’hémisphere droit.

FIGURE 11.2 — Exemple d’hémisphere gauche.
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11.2.2 Choix des parametres
Autocovariance

Lalgorithme développé en Section 10.2 est donné pour des opérateurs d’autocovariance ¥; et ¥, quel-
conques. Pour cette expérience, on fait 'Hypothése simplificatrice que ces deux opérateurs sont diagonaux
et on utilise donc le critére donné en Section 10.2.2. Cette approximation permet de réduire le nombre de
composantes a estimer : 'opérateur d’autocovariance étant une matrice carrée d'ordre 3N3, on calculera
ainsi 3N3 coefficients au lieu de 9N°. Cela présente deux avantages majeurs : d’une part la baisse de la
dimension permet de passer outre le fait que I'on a peu d’observations; d’autre part on réduit ainsi la com-
plexité de la procédure, ce qui induira une baisse du temps de calcul d’autant plus importante que I'estimation

de l'autocovariance sera, comme expliqué plus bas, faite plusieurs fois au cours de cette expérience.

Dimension de I’espace d’approximation

Pour fixer la valeur de I'entier N, induisant la dimension du sous-espace d’approximation, pour rappel
3N3, il convient de tenir compte du nombre de surfaces disponibles dans les données. Le nombre de para-

metres mis en jeu ne devant pas étre supérieur au cardinal de I'échantillon utilisé, on doit, de fait, avoir

3N3 < 152,

ce qui donne un parametre de dimension N = 3 au maximum, soit un sous-espace d’approximation de
dimension 81, ce qui est tres limité en comparaison de ce que I'on a utilisé dans les expériences du Chapitre

6.

11.2.3 Procédure de validation croisée

Pour chaque surface Sji,i € {1,2},k € {1,--- , K;}, de 'échantillon, on effectue les étapes suivantes :

- on applique la phase d’apprentissage telle que définie en Section 10.2.1 a I'échantillon privé de S; ;

- avec toutes les valeurs liées a I'apprentissage calculées a I'étape précédente, on applique la phase
de test définie en Section 10.2.1 sur la surface Sj,, comme si on ignorait la valeur de 4, et on note enfin
kx la valeur de k ainsi estimée.

Enfin, pour chacun des deux échantillons {S1,--- Sis,} et {S%,--- S%,}, on calcule la fréquence de réus-
site de la procédure de classification, c’est a dire la fréquence de réalistion de I'événement "k = k" lors de

la deuxiéme étape.
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11.3 Résultats

On effectue I'expérience avec le protocole et I'échantillon de surfaces cérébrales décrits plus haut en
Section 11.2. La fréquence de réussite obtenue a I'issue de I'ensemble des tests est de 88.1% pour la popu-
lation {S1, - - - Sis,} (surfaces droites) et de 90.1% pour la population {S?, - - - S&,} (surfaces gauches). Cette
précision, avoisinant en moyenne 90%, est légérement inférieure aux résultats actuellement existants dans
la littérature, notamment ceux publiés dans [7].

La question des moyens d’améliorer les résultats en termes d’erreur de généralisation émerge ainsi tout
naturellement. Une premiére possibilité serait d’augmenter la dimension de I'espace d’approximation, et
d’'utiliser une méthode de régularisation de type Tykhonov pour compenser le fait que 'opérateur d’autoco-
variance n’est pas inversible. Il faut cependant demeurer prudent quant a 'augmentation de la dimension
dans la mesure ou I'erreur de généralisation tend a augmenter avec la complexité. On pourrait aussi faire de
la sélection de variables : générer 'opérateur d’autocovariance pour une grande valeur de N et en extraire
un nombre de composantes principales adapté a la taille de I'échantillon. Enfin, une troisieme possibilité
serait de changer la base de travail : on pourrait choisir une base induisant moins de corrélation entre les

coefficients et donc réduisant I'erreur due a I'approximation de 'autocovariance par un opérateur diagonal.
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Chapitre 12

Discussion

12.1 Bilan

Dans cette partie, on a, d’'une part, construit une structure d’espace métrique sur les surfaces a partir
du cadre de représentation par courants de la premiere partie. Pour ce faire, on a montré que, sous des
hypothéses raisonnables, la fonction ¥, associant a chaque surface son représentant, est injective et ainsi
que la distance entre les représentants induit une distance sur les surfaces. Du fait de la non surjectivité de
U, il n’a pas été possible de transférer a I'espace métrique © des surfaces toutes les propriétés de 'ensemble
des représentants. Entre autres, la question du caractere complet de © reste ouverte.

D’autre part, on a mis en place, dans notre cadre statistique, une procédure de classification des surfaces
reposant sur un critere de décision Bayésien. On I'a appliquée a des échantillons de données issues de
'imagerie cérébrale. Pour I'heure, nos résultats en termes de précision sont Iégerement en de¢a de ceux de

la littérature [7].

12.2 Perspectives

12.2.1 Espace des surfaces

Dans les travaux a venir, on poursuivra I'étude des propriétés de I'espace métrique des surfaces construit
au Chapitre 9; dans cette optique, une premiere tache sera de répondre a la question laissée en suspens
en Section 9.2.2 quant au caractere complet de cet ensemble. D’autre part, on tentera d’adapter le cadre
d’étude pour obtenir une application ¥ qui soit une bijection. A cet effet, on envisage de considérer un espace
O constitué non plus seulement de surfaces mais aussi de réunion de surfaces pondérées. A cet effet, on

utilisera les résultats existant dans la littérature pour les réunions de courbes; on pourra notamment se
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référer aux travaux de Durrleman [9] et Gori [18].

12.2.2 Classification

En ce qui concerne les applications a la classification des surfaces, on travaillera suivant deux axes prin-
cipaux. D’'une part, on mettra en place d’autres expériences : on pourra par exemple appliquer la procédure
de classification Bayésienne donnée en Section 10.2 a la résolution du probléme de la reconnaissance des
catégories "nomme" et "femme" au sein de I'échantillon constitué des 152 surfaces cérébrales de la base de
données ICBM. Cette expérience est elle aussi déja présente dans la littérature [7, 34], ce qui nous donnera
la possibilité d’évaluer nos résultats de fagon relative. D’autre part, on adaptera l'algorithme afin de dimi-
nuer 'erreur de généralisation. A cet effet, on envisagera, entre autres, de faire de la sélection de variables
sur les composantes de I'opérateur d’autocovariance. On expérimentera également sur d’autres bases de
'espace des champs de vecteurs, afin d’en sélectionner une induisant une plus faible corrélation entre les

dimensions.
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Conclusion générale

Bilan général

Cadre statistique opérationnel sur les surfaces

Dans la premiére partie, on a mis en place un cadre statistique permettant d’agir sur les ensembles de
surfaces. Ce cadre est construit via une représentation des surfaces par des formes linéaires sur un espace
de champs de vecteurs, ce qui induit un plongement de ces objets dans un espace de Hilbert. Cette structure
Euclidienne permet de définir un modele de variation basé sur 'utilisation de processus linéaires généralisés.
On a ensuite construit un modele d’observation par passage du continu au discret.

Dans ce modele d’observation, on a construit des estimateurs, consistants en termes d’erreur quadra-
tique, pour le représentant moyen d’'un échantillon de surfaces et pour la variance du bruit associé. Une
approximation des représentants des surfaces, via une projection sur un sous-espace vectoriel de dimen-

sion finie, assure la faisabilité des calculs.

Application a la classification

Dans la deuxiéme partie, on a montré que la représentation par formes linéires induit une structure d’es-
pace métrique sur 'ensemble des surfaces. On utilise cette structure pour construire une méthode de classifi-
cation Bayéseienne adaptée aux surfaces. Appliquée a deux échantillons de données réelles, dans le cadre
d’'un probleme de classement de surfaces cérébrales en deux catégories (hémisphere droit’/hémisphere
gauche), cette méthode donne des résultats dans la norme basse de ceux de la littérature actuelle, au vu de

la précision obtenue dans [7].
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Perspectives

Modele de prototype déformable

Comme cela a été précédemment évoqué, notamment en Section 7.2.2, il existe dans la littérature de
nombreux travaux proposant I'étude d’un modele de type prototype déformable défini sur les surfaces, en
vue d’applications a 'imagerie médicale et a 'anatomie computationnelle [1, 6]. Une suite logique au travail
effectué dans ce manuscrit serait I'écriture d’un tel modeéle dans le cadre statistique construit en premiere
partie puis le développement d’une procédure, spécifique a ce cadre, d’estimation conjointe des déformations
et du prototype; a cet effet, on adaptera aux surfaces représentées par des courants les méthodes SAEM
existant actuellement pour le traitement d’images bidimensionnelles. Une question majeure qui émerge est
celle de la stabilité du cadre de représentation lors de I'application d’'une déformation a une surface : étant

donné une surface S et une déformation ¢, a-t-on toujours des équations explicites sur le représentant de

¢(5)?

Analyse en composantes principales (ACP)

On envisage d’adapter a notre cadre statistique sur les surfaces représentées par des formes linéaires
des techniques d’analyse en composantes principales. En particulier, on se dirigera vers 'ACP fonctionnelle,
particulierement adaptée a I'espace des représentants dont les éléments sont des formes linéaires. Dans
la littérature, il existe de nombreuses ressources sur cette thématique [3, 30, 28]. La principale contribution
envisagée serait une extension d’un cadre d’ACP fonctionnelle a un espace de formes linéaires aléatoires;;

pour ce faire, on s’appuiera sur les travaux de Meidan concernant les processus généralisés [23].

Problématique du choix de la base de I’espace de champs de vecteurs

Pour toutes les expériences détaillées dans ce manuscrit, que ces derniéres concernent I'estimation
ou la classification, on a exprimé les champs de vecteurs dans la base de Fourier; pour construire une
famille génératrice de I'espace d’approximation de dimension N, on s’est systématiquement contenté d’une
sélection par défaut des N premiers vecteurs de cette base, c’est a dire des N plus basses fréquences.
Cette absence d’adaptation de la base a la situation est une faiblesse de notre travail, a laquelle on va
remédier a I'avenir, selon deux axes. D’'une part, on pourra envisager I'utilisation d’une base d'ondelettes,
plus appropriée dans certains cas, car reflétant mieux I'information locale que la base de Fourier; de plus,
un tel choix serait susceptible d’introduire une plus grande parcimonie sur la matrice de précision. D’autre
part, on mettra en place une procédure de sélection des composantes portant le plus d’information pour

un échantillon donné; on espere ainsi diminuer I'erreur, surtout dans les situations de classification, ou on
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dispose d’une base de cardinal relativement réduit, comme cela a été constaté au Chapitre 11.
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Annexe A

Calcul explicite du représentant d’une

surface dans une base de Fourier

A.1 Objectifs

Cette annexe est consacrée aux calculs associés aux expériences du Chapitre 6. On note D = [—7, 73
et V I'espace de champs de vecteurs défini en Section 6.3. On souhaite calculer explicitement, pour toute
surface discrete S de représentant S dans V*, les valeurs SY (w),w € V, N € N* ainsi que les projections
orthogonales v}, N € N* du représentant de Riesz de S sur les espaces d’approximation, a partir de la
seule donnée des triangles constituant S. Vu la linéarité de S et la formule de calcul du représentant de
Riesz établie en Section 4.2, il suffit pour cela de calculer, pour tout triangle f inclus dans D, les valeurs des

intégrales
[ {6nata), Mo, (n.d) € (1,2.3),
f

et /<1/Jn7d(17),Nf>]R3dl’, (n,d) € N x {1,2,3},
f

ou N, désigne un vecteur normal unitaire au triangle f.

A.2 Méthode de calcul

Soit f un triangle inclus dans le cube D et soient A = (x4,ya,24), B= (zB,yB,28) €t C = (z¢,yc, 2¢)
ses sommets. On note (Ns1,Ns2, Ny 3) les coordonnées du vecteur normal externe Ny. Pour simplifier
ultérieurement les écritures, on définit, pour tout d € {1, 2, 3}, la constante

Ng

Cq= W\(IB*:L’A+yB*yA+ZB*ZA)(OSC*IA+yC*yA+ZC*ZA)|~
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On commence les calculs en effectuant un changement de variables via une paramétrisation du triangle

f et en transformant le cosinus et le sinus en exponentielles :

/Jc<¢"’d(x)’ Ny)gsdx = C’d/o /0 cos({a+ (b —a)s + (¢ — a)t,n)gs)dtds,

1 1-s
— Re (a\;eﬂa,n)Rg / eis(b—a,n>R3 / eit(c—a,n)R;; dtdS) ,
0 0

et /f<¢n,d($)7Nf>R3dﬂU = a;/o /0 ) sin({a + (b — a)s + (¢ — a)t, n)gs)dtds,

1 1-s
— Im (a\;ei(a,n)lkg / eis(b—a,n>R3 / eit(c—a,n)Rg dtdS) )
0 0

On calcule alors ces deux intégrales en distinguant les cas selon les valeurs de (b — a,n)gs, (¢ — a,n)gs et
{c — b,n)grs. On procede, lorsqu’il n'est pas possible de trouver directement une primitive, par intégrations

par parties successives.

A.3 Résultats
- Si(b—a,n)gz =0et (c—a,n)gs =0,

/ (fn.a(x), Ny)podr = M
f 2

Casin((a, n)zs)

t, /f<¢n,d(z)7Nf>R3de = 5

- Si(b—a,n)gs =0et (c—a,n)gs #0,

/ <¢n,d<x>,Nf>Radx:c:[—Sin“av”m?’) cos((a, n)zs) —cos<<c,n>Rs>}7
f

(¢ — a,n)gs (c — a, n)ig (¢ — a, n)ég
Noude = O cos({a,n)rs) = sin({a,n)rs) = —sin({c,n)gs)
ot o = G| FUED 4 T )

- Si(b—a,n)gs #0et (c—a,n)gs =0,

/f<¢n,d(x)7Nf>R3dx - C, [—Sin(<a,n>R3) n cos({a, n)gs) N — cos((b, n>R3)] ’

(b — a,n)gs (b—a, n)fgg (b—a, n>f§3
- wdo — cos({a,n)gs) = sin({a,n)grs) = —sin({(b,n)gs)
[ o). ppeots = Gy | i) Tl , B ]

- Si(b—a,n)gs #0, {c—a,n)gs #0et (b—c,n)rs =0,

T sdr = O sin({c, n)rs) cos((b, n)rs) —cos({a, n)gs)

/f<¢>n,d( ), Nyp)radx = Cy [<C_a7n>R3 R P ——— <C_a)n>R3<b_a7n>R3] :
= [—cos({e,n)ps) sin({(c, n)gs) —sin({a, n)gs)

t /f<7/)n,d(1'), Ny)gsdz = Cy [ e — g + o — a e + e lb am)ﬂ@] .
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- Si(b—a,n)gs #0, {c—a,n)rs #0et (b—c,n)rs #0,

cos({b,n)rs) cos

/f<¢n,d($)»Nf>R3d$ =Cy {

({c; n)ws) —cos({a,n)gs) }
{c—b,n)rs(b—a,ngs  (b—c,n)ps{c—a,n)ps (b—a,n)ps{c—a,n)ps |’
sin((b, n)gs) n sin§<c, n)gs) n —sin({(a, n)gs) }

(c=b,n)gs(b—a,n)ygs  (b—c,n)rs(c—a,n)gs  (b—a,n)gs{c—a,n)gs |’

et /f<1/fn,d(1?)7Nf>R3dI =Cy {
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Annexe B
Elements sur la notion de surface moyenne

B.1 Définitions

B.1.1 Dans un cadre déterministe

Comme cela a été évoqué précédemment, la possibilité de définir et estimer I'élément moyen d’'un en-
semble de surfaces pourrait s’avérer d’'un grand intérét pratique dans le domaine de I'imagerie 3-D, en parti-
culier dans les applications a la biologie et & la médecine : recherche et visualisation d’un caractére moyen au
sein d’une population d’organes, recherche d’une forme-modele associée a un phénotype donné, construc-
tion d’un registre de formes permettant d’indexer les différents phénotypes au sein d’'une population--- La
moyenne n'ayant usuellement de sens que dans le cadre d’'un espace vectoriel, il convient de se donner une
définition originale pour adapter cette notion aux ensembles de surfaces en tenant compte de la spécificité

de ces objets. On va, a cet effet, utiliser une inversion de la fonction ¥ définie en Section 8.2.1.

Définition 20 (Moyenne d’un ensemble de surfaces). Soient S1,- - , Sk des surfaces et s1,- - - , Sk les représentants
associés dans I’espace V'*, tel que définis en Section 3.2.1. Soit S la moyenne algébrique des éléments s1,- -+ , Sk au
sens de [’espace vectoriel V*. On appelle moyenne des surfaces S1,- - - , Sk toute surface Sk telle que \If(g) =3Sk.

Remarque 9. Dans la configuration donnée en Section 9.1, la fonction U est injective mais non surjective. De ce fait,

la moyenne d’un échantillon de surfaces est unique si elle existe, mais n’existe pas nécessairement.

Remarque 10. On définirait de facon analogue, au vu de la section 9.1.3, la moyenne d’un ensemble de surfaces
discretes. La fonction V , étant elle aussi injective et non surjective, cette moyenne serait elle aussi unique, mais pas

nécessairement définie.

Remarque 11. Dans le cas général, il n’est pas trivial de reconstruire la surface moyenne d’un échantillon de surfaces
a partir du représentant moyen; cela nécessitera généralement la résolution d’un probléme inverse mal posé et a priori

impossible a traiter via les méthodes usuelles, définies pour inverser des applications reliant deux espaces vectoriels.
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B.1.2 Dans un cadre probabiliste, moyenne théorique et moyenne empirique

On se place maintenant dans le cas ou les représentants sy, - - - , sx sont vus comme des réalisations de
formes linéaires aléatoires Sy, --- , Sk de V¢, décrites par le modéle de variation défini en Section 3.2.3, via
I'Equation (3.2), & titre de rappel :

Sk =p+ By, Vk e {l,--- | K},

ol e V*et Bg,1 <k < K, sont des formes linéaires aléatoires gaussiennes centrées.

Définition 21 (Moyenne empirique). On appelle moyenne empirique de la suite (S1,- -+ ,Sk) toute moyenne algé-
brique de cette derniére, telle que donnée par la Définition 20, c’est a dire tout antécédent par la fonction ¥ de la

moyenne dans V* de la suite (s, = Sk(w))1<k<k-

Définition 22 (Moyenne théorique). On appelle moyenne théorique de la suite (S1, - - - , Sk ) tout antécédent de i par

la fonction V.

Remarque 12. Il va de soi que moyenne théorique et moyenne empirique n’existent pas nécessairement mais sont

uniques en cas d’existence.

Remarque 13. On définirait de facon analogue moyenne empirique et moyenne théorique d’un échantillon de surfaces

discrétisées, dont les représentants sont décrits par le modéle d’observation défini en Section 3.3 via I’Equation (3.4).

B.2 Eléments sur ’estimation de la surface moyenne

B.2.1 Objectifs et notations

Lobjectif, dans ce chapitre, est de développer une procédure pour estimer la moyenne d’'un échantillon
de surfaces, a partir du représentant moyen dans V*, calculé de fagon approximée via I'estimateur construit
en Section 4.7. Dans la suite, on se donne un ensemble de surfaces de O, noté (S1,---,Sk), dont les
représentants dans V* sont décrits par le modéle de variation (3.2) donné en Section 3.2.3; on suppose que
cet échantillon admet une surface moyenne théorique notée S.

Dans la suite, on suppose que I'on connait un échantillon (FY, - - - , Ff.), formé d’approximations discretes
respectives des surfaces lisses (Si, - - - , Sk ), ainsi que les représentants S, ,, - - - , Sk, associés qui, de fait,
suivent le modéle d’observation (3.4). On note ik, le représentant moyen estimé pour cet échantillon discret,
calculable a partirdes S, ,, - - - , Sk, €t donc également connu. On va, plus loin, construire une méthode pour

construire une approximation de la moyenne S a partir de ces données.
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B.2.2 [Estimation par la méthode du plus proche représentant
Algorithme

La méthode que nous introduisons pour estimer la surface moyenne de I'échantillon ne passe pas par
l'inversion de la fonction . Elle est basée sur I'approximation de cette surface moyenne par I'élément de
I'échantillon de surfaces discretes dont le représentant dans VV* est le plus proche du représentant moyen
estimé, au sens de la distance euclidienne dans I'espace V*.

- on détermine l'indice £* défini par
k* = argmin||pix,, — Skl|v=;
1<k<K
- On approxime la surface moyenne S de I'échantillon (Si)1<x<x par la surface discrete
SK,p = F]f*vp.

Avantages et inconvénients

Le principal point fort de cette méthode réside dans sa rapidité d’exécution et sa simplicité, essentielle-
ment dues au fait d’éviter le probléme de l'inversion de la fonction ¥. Dans une optique d’application, il existe
un avantage inhérent au fait de modéliser la moyenne par un élément de I'’échantillon : si on prend le parti
d’interpréter la moyenne comme un élément représentatif de la population étudiée, il peut étre intéressant
de la visualiser via un individu existant plutét gu’un élément artificiel car reconstruit.

Le revers de la médaille du caractére somme toute fruste de la procédure est un manque de précision,
potentiellement assez important : on ne dispose en effet que des surfaces de I'échantillon pour approximer
la moyenne, ce qui peut entrainer une erreur considérable si I'échantillon n’admet aucun élément proche de
la moyenne, au sens de la distance entre surfaces. De ce fait, il pourrait intéressant, a I'avenir, de mettre en

place une méthode de reconstruction de la surface moyenne, en résolvant le probléme inverse
U(S) = s,

ou s est connu et S inconnu.
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