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RESUME

Cette theése s’intéresse a l'estimation de certaines mesures de risque d’une variable
aléatoire Y € R en présence d'une covariable X € R?. Pour cela, on va considérer que le
vecteur (X,Y') suit une loi elliptique. Ce modéle est adapté par exemple & la prédiction
d’un champ elliptique étant données des observations de ce dernier.

Dans un premier temps, on va s’intéresser aux quantiles de Y sachant X = x. On va
alors tester d’abord un modéle de régression quantile assez répandu dans la littérature,
pour lequel on obtient des résultats théoriques que 'on discutera. Face aux limites d’un
tel modéle, en particulier pour des niveaux de quantile dits extrémes, on proposera une
nouvelle approche plus adaptée. Des résultats asymptotiques sont donnés, appuyés par
une étude numeérique puis par un exemple sur des données réelles.

Dans un second chapitre, on s’intéressera a une autre mesure de risque appelée expectile.
La structure du chapitre est sensiblement la méme que celle du précédent, a savoir le test
d’un modéle de régression inadapté aux expectiles extrémes, pour lesquels on propose une
approche méthodologique puis statistique. De plus, en mettant en évidence le lien entre
les quantiles et expectiles extrémes, on s’apercoit que d’autres mesures de risque extrémes
sont étroitement liées aux quantiles extrémes. On se concentrera sur deux familles appe-
lées L,—quantiles et mesures d’Haezendonck-Goovaerts, pour lesquelles on propose des
estimateurs extrémes. Une étude numérique est également fournie.

Enfin, le dernier chapitre propose quelques pistes pour traiter le cas ou la taille de la
covariable X est grande. En constatant que nos estimateurs définis précédemment étaient
moins performants dans ce cas, on s’inspire alors de quelques méthodes d’estimation
en grande dimension pour proposer d’autres estimateurs. Une étude numérique permet
d’avoir un apercu de leurs performances.

Mots-clés : Distributions elliptiques ; Quantiles extrémes ; Fxpectiles ; Régression quantile ;
Régression expectile ; Théorie des valeurs extrémes.
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ABSTRACT

This PhD thesis focuses on the estimation of some risk measures for a random va-
riable Y € R with a covariate vector X € RY. For that purpose, we will consider that the
random vector (X, Y) is elliptically distributed.

In a first time, we deal with the quantiles of Y given X = a. We thus firstly investigate
a quantile regression model, widespread in the litterature, for which we get theoretical
results. Indeed, such a model has some limitations, especially when the quantile level is
said to be extreme. Therefore, we propose another more suited approach. Asymptotic
results are given, illustrated by a simulation study and a real data example.

In a second chapter, we focus on another risk measure called expectile. The structure of
the chapter is essentially the same as the previous one. Indeed, we first use a regression
model that is not adapted to extreme expectiles, for which a methodological and statis-
tical approach is proposed. Furthermore, highlighting the link between extreme quantiles
and expectiles, we realize that other extreme risk measures are closely related to extreme
quantiles. We will focus on two families called L,—quantiles and Haezendonck-Goovaerts
risk measures, for which we propose extreme estimators. A simulation study is also pro-
vided.

Finally, the last chapter is devoted to the case where the size of the covariate vector X
is large. By noticing that our previous estimators perform poorly in this case, we rely
on some high dimensional estimation methods to propose other estimators. A simulation
study gives a visual overview of their performances.

Keywords : Flliptical distributions; FExtreme quantiles; Ezrpectiles; Quantile regression ;
Ezxpectile regression ; Extreme value theory.
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INTRODUCTION

Ces derniéres années, la notion de mesures de risque a pris une importance considérable
dans de nombreux domaines tels que I'environnement, ainsi que la finance et I'assurance.
Par exemple, la notion de temps de retour est fondamentale dans I’étude des risques natu-
rels tels que les tremblements de terre ou inondations. De méme, depuis la crise financiére
de 2008, les autorités de controle prudentielles imposent aux banques ainsi qu’aux compa-
gnies d’assurances une certaine solidité financiére. Le bilan annuel d’une entreprise étant
aléatoire, il est nécessaire d’appréhender le risque de cet aléa. Les mesures de risque, qui
ne sont ni plus ni moins que des fonctions d’un espace de probabilité dans R, remplissent
ce role, et suscitent un intérét croissant dans la littérature. Les mesures dites "extrémes"
s’intéressent spécifiquement aux événements rares, et leur estimation pose alors un cer-
tain nombre de problémes, si les données disponibles ne sont pas suffisantes. Ainsi, si
I'on doit par exemple estimer la fréquence d’une catastrophe nucléaire telle que celles de
Tchernobyl ou Fukushima, les données disponibles sont trés limitées. Pour en revenir a
Iexemple des compagnies d’assurance, les directives Solvabilité 2 obligent ces derniéres a
étre en capacité de rembourser tous leurs souscripteurs dans 99.5% des cas. Si on défi-
nit le quantile de niveau « €]0, 1] d’une variable aléatoire réelle Y comme U'infimum de
{y : P(Y >y) > a}, il faut donc de fait estimer un quantile d’ordre 0.995. L’estimation
de quantiles extrémes est un sujet trés répandu dans la littérature récente. Si on se penche
par exemple sur les papiers de [EI Methni et al., 2012] ou [de Valk, 2016], il existe plu-
sieurs méthodes d’estimation de ce type.

Cependant, le quantile a été récemment critiqué comme mesure de risque. [Artzner et al., 1999
lui reproche notamment de ne pas posséder la propriété de sous-additivité. En d’autres
termes, le quantile de la somme de deux portefeuilles peut potentiellement dépasser la
somme des quantiles des deux portefeuilles, ce qui est incohérent avec le principe d’agréga-
tion des risques, ou phénoméne de diversification. Une telle limite a conduit de nombreux
auteurs a proposer de nouvelles mesures de risque alternatives. Une premiére possibi-
lité, proposée par [Newey and Powell, 1987], est de remplacer le quantile par une mesure
de risque nommée expectile. Cette mesure est de plus en plus utilisée, notamment par
[Taylor, 2008| qui se sert de l'expectile pour estimer une autre mesure de risque nommée
Expected Shortfall, ou encore par [Cai and Weng, 2016] qui propose un programme de
réassurance optimal basé sur un critére d’expectile. Le papier [Sobotka et al., 2013| pro-
pose méme une étude sur la malnutrition en Inde en utilisant les expectiles. L’estimation
d’expectiles extrémes est également traitée dans [Daouia et al., 2017a]. Conformément a
[Chen, 1996], les quantile et expectile peuvent étre regroupés dans une famille de mesures
de risque nommeée L, —quantiles. En considérant une variable aléatoire Y, les L,—quantiles
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de niveau « €0, 1] de Y sont les solutions du probléme de minimisation

Gpo(Y) = argmin E[(1— )y’ — yl? +alY —yll].
y

Les cas p = 1 et 2 correspondent respectivement au quantile et a 'expectile. Certains
intéréts des L,—quantiles ont notamment été mis en évidence dans |[Daouia et al., 2017h],
et un exemple d’application peut étre trouvé dans |[Chambers and Tzavidis, 2006]. En
paralléle, il est proposé dans [Artzner et al., 1999| de s’intéresser au comportement de la
distribution au dela du quantile. La mesure nommée Tail Value at Risk, ou TVaR est
alors proposée de la maniére suivante : si Y est une variable aléatoire réelle, et ¢, (Y") est
la quantile de niveau « €]0, 1[ de Y, alors la Tail Value at Risk de niveau a de Y, notée
TVaR,(Y), est la quantité

1

1
Tw&qul_a/%www

Dans [Bargés et al., 2009|, un probléme d’allocation de capital est résolu avec la TVaR.
Plus récemment, [Di Bernardino and Prieur, 2017] ont proposé 1’estimation de Conditio-
nal Tail Expectation (une mesure coincidant avec la TVaR dans le cas des distributions
continues) sur des jeux de données environnementaux. A I'instar du quantile, nommé Va-
lue at Risk en finance, ou VaR, certains auteurs ont proposé de généraliser la TVaR a
une classe de mesures de risque. [Haezendonck and Goovaerts, 1982] ont alors proposé les
mesures dites d’Haezendonck-Goovaerts.

Au regard du paragraphe précédent, il apparait que la littérature sur U'estimation de me-
sures de risque d'une variable aléatoire Y est assez fournie. Notre but dans cette thése sera
de nous intéresser a l’estimation de mesures de risque extrémes de Y en présence d’une co-
variable X. Dans ce contexte, quelques papiers récents existent et sont notamment basés
sur des estimateurs a noyau : [Daouia et al., 2013| s’est focalisé sur les quantiles, quand
|[EI Methni et al., 2018| s’est focalisé sur des mesures de risque nommées Conditional Tail
Moments, une autre généralisation de la TVaR. Dans ce travail, nous considérerons le cas
ou le vecteur (X ,Y) suit une loi elliptique. Les distributions elliptiques, introduites dans
[Kelker, 1970], ont la représentation stochastique suivante : si Z est un vecteur aléatoire
elliptique de R¢, alors

Z £ p+ RAUY

ot p € RYL A € R4 U @ est le vecteur uniformément distribué sur la sphére unité
de dimension d, et R est une variable aléatoire positive indépendante de U@. Ces der-
niéres possédent de nombreuses applications en finance, comme en théorie de portefeuille
dans [Owen and Rabinovitch, 1983], en allocation d’actifs dans [Xiao and Valdez, 2015|,
ou encore en environnement dans [Thibaud and Opitz, 2015]. Ces distributions ont pour
vocation de généraliser la loi gaussienne, en considérant des lois symétriques aux proprié-
tés différentes, notamment sur la queue de distribution. D’un point de vue pratique, de



telles distributions possédent des propriétés qui rendent I’étude plus simple & plusieurs
égards. En effet, la symétrie ainsi que la stabilité par la somme (et par conséquent la
stabilité des marginales) présentent un intérét pratique certain. De plus, la densité d’un
vecteur elliptique se raméne finalement & une fonction de R dans R, ce qui rend I'estima-
tion de cette derniére bien plus aisée que celle d’une fonction multivariée. Concernant les
distributions conditionnelles des lois elliptiques, il existe quelques papiers traitant le sujet
comme [Hashorva, 2007], qui fournit des relations extrémes entre les fonctions de répar-
tition conditionnelle et inconditionnelle des lois elliptiques, ou encore [Hashorva, 2006b|
qui donne quelques propriétés sur la queue de distribution conditionnelle. Notre but sera
alors de fournir des méthodes d’estimation efficaces des quantiles (et autres mesures de
risque) conditionnels, en particulier pour des niveaux extrémes.

Enfin, il est une autre question qui attirera notre attention, et elle concerne le cas ou la
dimension du vecteur de covariables X est en grande dimension. Ce probléme a donné
lieu & de nombreuses recherches, notamment dans les modéles de régression. Par exemple,
les méthodes Sliced Inverse Regression (SIR), introduites dans |Li, 1991], traitent cette
question et ont des applications comme |Li and Zhang, 2010| en génomique. Plus récem-
ment, [Chiancone et al., 2017] ont mentionné le fait que de telles méthodes étaient basées
sur une hypothése gaussienne implicite, et proposé de remplacer la loi gaussienne par une
loi Student, de maniére a mieux traiter les distributions a queue lourde. Dans notre cadre,
nous proposerons des approximations de quantiles conditionnels lorsque la covariable est
en grande dimension.

La structure de cette thése est la suivante. Dans le Chapitre [[T, nous donnons un apergu
des outils mathématiques utilisés dans cette thése. Nous introduirons les notions de me-
sure de risque et de variation réguliére, puis nous rappellerons les définitions et propriétés
des distributions elliptiques. Ce dernier paragraphe est principalement une revue de la
littérature existante sur les elliptiques, et fournit quelques exemples illustrés de distribu-
tions.

Le Chapitre [[T]] se focalise sur les quantiles conditionnels. Dans un premier temps, la
problématique est définie, et quelques exemples de formules de quantiles conditionnels
théoriques sont donnés. Par la suite, nous proposons une premiére approche pour ap-
proximer des quantiles conditionnels via le modéle de régression

0° (Y|X =) ="z + f.

A travers une étude théorique de ce modéle dans le cadre des distributions elliptiques, il
ressort que ce modéle est clairement inefficace, en particulier lorsque le niveau de quantile
est extréme. On propose alors dans une troisiéme section une autre approche adaptée aux
quantiles extrémes. Le quantile conditionnel g, (Y|X = ) est alors approximé par un
quantile inconditionnel dépendant de deux paramétres n € R et £(x) €]0, +o00].

a2 (Y| X = @) = qapua) ().



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

On propose alors d’estimer ces deux paramétres n et £(x), pour lesquels on donne des ré-
sultats de normalité asymptotique, puis on en déduit les résultats asymptotiques de notre
estimateur de ¢, (Y|X = x). L'efficacité de notre approche est alors testée dans une étude
numérique. Ce chapitre se base notamment sur les articles [Maume-Deschamps et al., 2017D]
et [Usseglio-Carleve, 2017].

Le Chapitre [V] a une structure similaire au précédent, en remplagant le quantile par I'ex-
pectile. En effet, le formalisme de I'expectile, sa littérature ainsi que quelques méthodes de
calcul sont fournies au début du chapitre. A I'instar du quantile, le modéle de régression

el (YIX =x)=8"x + f

est proposé pour les expectiles conditionnels, et ne connait pas un meilleur succés, d’ou
I’approche dévouée aux expectiles extrémes qui s’ensuit. En se basant sur 'approximation
faite pour les quantiles, on propose la suivante

el (VX =) = eape(a) (V).

Un estimateur pour £¢(x) est proposé, et ses résultats asymptotiques sont donnés. On
en déduit un estimateur de eaET asymptotiquement normal sous certaines conditions. On
met également en évidence le lien déja établi entre les quantiles et expectiles extrémes,
qui nous permet de définir d’autres estimateurs pour nos expectiles conditionnels. En
guise de perspective, deux familles de mesures de risque sont données en exemple, et des
estimateurs conditionnels sont introduits pour ces mesures, en se basant sur leur propor-
tionnalité asymptotique avec les quantiles. Leurs propriétés asymptotiques sont également
discutées. Enfin, une étude numérique permet d’illustrer tous ces estimateurs. Une partie
de ce chapitre se trouve dans [Maume-Deschamps et al., 2018] et [Usseglio-Carleve, 2017].
Le Chapitre [V] s’intéresse au cas ou la taille de la covariable est grande. On montre dans
un premier temps que dans un tel cas de figure, la loi conditionnelle converge vers une
loi limite assez simple, qui nécessite uniquement ’estimation des paramétres de moyenne
et de covariance. En particulier, il faut estimer la matrice de covariance inverse, appelée
également matrice de précision, en grande dimension. Ce sujet étant extrémement ouvert
dans la littérature, nous proposons une revue des méthodes d’estimation des matrices de
covariance et précision, telles que les approches sparse ou de shrinkage, puis appliquons
ces méthodes dans notre problématique. Un exemple numérique est d’ailleurs proposé
pour conclure.



OUTILS MATHEMATIQUES

Ce premier chapitre propose un apercu des outils mathématiques que nous allons
utiliser tout au long de la these. Il est scindé en trois section. Une premiere détaille la
notion de mesure de risque d’une variable aléatoire, ainsi que les principales propriétés
associées. La seconde traite des variations réguliéres, et nous sera particuliérement utile
lorsqu’on parlera de mesure de risque extréme. Enfin, la derniére section sera consacrée
aux distributions elliptiques.

II.1. Mesures de risque

La notion de mesure de risque est assez simple a appréhender. En effet, si on considére
X un ensemble de variables aléatoires réelles, la définition est immédiate.

Définition 1 (Mesure de risque). Une mesure de risque p est une fonction de X dans R.

Les cas de l'espérance et de la variance sont deux exemples bien connus de mesures
de risque. On peut également considérer les quantiles de niveau « €]0, 1[.

Définition 2 (Quantiles). Soit Y € X. Le quantile de niveau o €]0,1] de Y est défini
comme :
Ga(Y) = inf{y : P(Y <y) > a}.

[Artzner et al., 1999] propose également plusieurs exemples. La définition suivante
donne quelques propriétés des mesures de risque.

Définition 3 (Propriétés des mesures de risque). Une mesure de risque p : X — R est
dite :

— homogéne si p(AY) =Xp(Y),VA>0,Y € X,

— sous-additive si p (Y1 + Ya) < p(Y1) + p(Ya), VY, Ys € X,

— nvariante par translation si p (Y +m) =p(Y)+m,Vm e R)Y € X,
— monotone si p(Y1) < p(Y2), VY1 < Y3 p.s.,

— cohérente si elle vérifie les 4 propriétés précédentes.

La propriété de cohérence est relativement appréciée d’un point de vue pratique. En
effet, la sous-additivité met par exemple en évidence le phénoméne de diversification des
risques. Il parait par exemple logique que le risque d’'un portefeuille d’actifs financiers soit
moins élevé que la somme des risques individuels des actifs. Cependant, bien que vérifiant



6 CHAPITRE II. OUTILS MATHEMATIQUES

les propriétés d’homogénéité, invariance par translation et monotonie, les quantiles ne
sont pas des mesures de risque cohérentes, car elles ne sont pas sous-additives. Des auteurs
tels que [Artzner et al., 1999] ont alors proposé des mesures alternatives cohérentes, 'une
d’entre elles étant la Tail Value at Risk.

Définition 4 (Tail Value at Risk). Soit Y € X. La Tail Value at Risk de niveau o €]0,1]
de Y est définie comme :

TVaR(Y) = - ! / (Y )da

La TVaR, est donc la moyenne des quantiles au deld de a. Si cette derniére est
bien cohérente, elle ne vérifie en revanche pas la propriété d’élicitabilité. Cette notion,
introduite dans [Ziegel, 2016], se définit de la maniére suivante.

Définition 5 (Elicitabilité). Une mesure de risque p : X — R est dite élicitable si il
existe une fonction de coit s : R x R — R telle que

Efs (p(X), X)] <Es (2, X)],
pour tout X € X et v € R.

Il découle de la Définition [ qu’une mesure de risque X élicitable relativement a une
fonction s peut étre exprimée simplement comme une solution du probléme

p(X) € argmin E [s (z, X)].

rzeR

Cette notion est donc importante pour définir des procédures de backtesting.

Par exemple, on peut énoncer un résultat de [Gneiting, 2011] qui découle de ceux de
[Thomson, 1979| et [Saerens, 2000], et qui montre que les quantiles de niveau « €]0,1]
sont élicitables, avec une fonction de scoring de la forme

s(2,9) = (Lazyy — @) (9(2) = 9(y)) ,

oul g est une fonction croissante. En revanche, la TVaR n’est pas élicitable.

Dans cette thése, nous nous intéressons a des quantiles dans le Chapitre [[TI} puis & des
TVaR dans le Chapitre [Vl On s’intéressera aussi longuement aux expectiles, 'unique
mesure de risque a la fois élicitable et cohérente(voir [Bellini et al., 2014]). Nous verrons
également que toutes ces mesures peuvent étre chacune généralisées, soit par les L,-
quantiles (qui sont élicitables), soit par les mesures d’Haezendonck-Goovaerts (qui sont
cohérentes) que nous définirons dans le Chapitre
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I1.2. Variation réguliére

Dans cette section, on introduit la notion de variation réguliére pour les variables
aléatoires. Cette famille, inspirée des fonctions & variation réguliére de Karamata (voir
|Bingham et al., 1989]), est définie de la maniére suivante.

Définition 6 (Variation réguliére). Soit Y une variable aléatoire réelle de fonction de
survie Fy(t) = P(Y > t). Y est dite & variation régulicre d’indice v > 0, et on notera
Y € RV(v), si

Fy(tw)

im — — w7, Vw > 0. (IL.1)
t——+00 Fy(t)

Le cas limite v — 07 rassemble des distributions dites a queue légére. Cette classe
de distributions contient notamment la loi normale, la loi exponentielle (et plus généra-
lement les lois gamma) ou encore la loi de Laplace. De méme, les distributions vérifiant
I’Equation (@ avec v > 0 pourront étre qualifiées de lois a queue lourde.

On peut également réécrire la Définition [f] & 'aide de la densité de Y. En effet, Y est a
variation réguliére d’indice v > 0 si

L fr(tw)
t—+oo  fy (%)

Enfin, on peut également exprimer la notion de variation réguliére avec la fonction quantile
de Y de la maniére suivante :

_1_ 4
=w 7 ,VYw>0.

1 1
lim —FY_1<1 “’)
totoo Fy ( _%)

o+

=w’,Yw > 0.

Le théoréme de représentation de Karamata (voir [Bingham et al., 1989]) précise qu’une
variable aléatoire Y satisfaisant () vérifie Fy(t) = ¢t"V/7L(¢), ot L : R — R, est une
fonction & variation lente, i.e. qui vérifie L(tw)/L(t) — 1 lorsque t — 400, pour tout
w > 0. Sa fonction de survie se comporte donc presque comme un mondéme au voisinage
de 400. Pour étre plus précis dans le comportement asymptotique de la fonction de survie,
on introduit ci-dessous la notion de variation réguliére de second ordre.

Définition 7 (Variation réguliére de second ordre). Soit Y une variable aléatoire réelle
de fonction de survie Fy(t) = P(Y > t). Y est dite a variation réguli¢re de second ordre
d’indices v > 0 et p < 0, et on notera Y € 2RV (7, p), si il existe une fonction A de signe
constant telle que A(t) — 0 quand t — +o0, et

Fy(tw) —1/v

= —w plv — 1

lim —w v wso. (I1.2)
totoo g ( 1 > vp

Fy(t)
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Notons que dans le cas p = 0, le terme (w”? — 1)/(7p) est remplacé par In(w) /2.
Cette notion peut s’avérer particuliérement intéressante, notamment dans le cas p < 0. En
effet, comme expliqué dans |[de Haan and Ferreira, 2000, si Y € 2RV(y, p) avec p < 0,
sa fonction de survie sera équivalente a un mondéme au voisinage de +oo. En d’autres
termes, Fy(t) ~ ¢;t7'/7, ¢; € R quand t — +00 ou de maniére équivalente F ! (1 — %) ~
cot?, co € R, si on réécrit la condition @) avec la fonction quantile de la maniére suivante :

F;_ll(l_%) —wY p 1
lim - (0%) — W S Vw0,
t—+oo A (t)

Cette définition est également valable pour le cas p = 0, en remplagant (w” — 1)/p par
In(w).

Cependant, il semble important de préciser qu’une fonction de survie asymptotiquement
équivalente & un mondéme n’implique pas nécessairement la condition de second ordre .
La loi de Pareto en est la preuve (voir Table [T.1]).

La Table donne quelques exemples bien connus de distributions a queue lourde, avec
leur indice de premier ordre 7y, ainsi que celui de second ordre p lorsqu’il existe. Les
lois Student, Slash et Slash généralisée sont définies dans la Section Quant aux
distributions Pareto, Burr et Fisher, elles sont fournies dans I’Annexe [A]

Student, v > 0 1] -2
Pareto, a > 0 % X
Burr, a > 0,0 >0 alb —%
Fisher, 1,5 > 0 V% _V%
Slash, a > 0 11 x
Slash généralisée, a > 0, m € N* % —%

TABLE I1.1 — Exemples de distributions a queue lourde.

Il est a noter que de telles distributions sont a considérer avec plus de précautions. En
effet, si Y € RV(7v), alors le moment d’ordre k > 0 de Y existe si et seulement si vy < %
Cette notion de variation réguliére nous sera utile lorsque nous considérerons des mesures
de risque dites extrémes, telles que des quantiles de niveau « proche de 1.
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I1.3. Distributions elliptiques

Dans cette thése, nous nous concentrons sur les distributions elliptiques. Cette section
propose donc un panorama des définitions et propriétés de cette famille de distributions.

I1.3.a. Premiéres définitions

Les distributions elliptiques, introduites pour la premiére fois dans [Kelker, 1970], ont
pour but de généraliser la distribution gaussienne, i.e. de construire des distributions
symétriques aux propriétés différentes, comme par exemple des distributions possédant
une queue de distribution lourde. Ces distributions sont par ailleurs fréquemment uti-
lisées en finance, et notamment en théorie de portefeuille : nous pouvons citer comme
exemples [Owen and Rabinovitch, 1983] ou [Xiao and Valdez, 2015].
Elles sont particuliérement intéressantes, car possédent des propriétés remarquables que
nous détaillerons le long ce chapitre. La premiére d’entre elle est une fonction caractéris-
tique assez simple. En effet, la définition suivante, que I’'on peut trouver dans [Cambanis et al., 1981],
introduit la notion de distribution elliptique via sa fonction caractéristique.

Définition 8 (Distribution elliptique). Un vecteur X de dimension d € N* est dit el-
liptique si et seulement si il existe un unique vecteur pu € R, une matrice semi-définie
positive X € R4, et une fonction ¢ : Ry — R telle que la fonction caractéristique de
X —pu est

E [exp{it' (X —p)}] = ¢ (t'St) . t € R

Un tel vecteur elliptique sera noté dans un premier temps X ~ &; (u, 3, ¢). Il convient
de préciser que X n’est pas nécessairement la matrice de covariance de X. En effet, la
matrice de covariance peut d’abord ne pas exister (comme pour la distribution de Cauchy
par exemple), et lorsqu’elle existe, les deux matrices sont alors proportionnelles (voir
Equation plus loin). Pour la suite, nous nous intéresserons a des distributions
dites non dégénérées, c’est a dire que nous supposerons que la matrice 3 est inversible.
Le théoréme suivant est fondamental en théorie des distributions elliptiques. Proposé
dans [Cambanis et al., 1981], il définit les distributions elliptiques par une représentation
stochastique trés simple.

Théoréme 1 (Représentation stochastique). Le vecteur X est elliptique, X ~ Eq (, 5, @),
st et seulement st

X £ p+ RAUW (IL.3)

ot AAT = X, UYD est le vecteur uniformément distribué sur S la spheére unité de
dimension d, et R est une variable aléatoire positive indépendante de U'?.
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Nous pouvons alors noter, de maniére équivalente, X ~ & (p, 3, ¢) ou X ~ &; (u, X, R)
selon si on définit Pelliptique par sa fonction caractéristique ou par la variable aléatoire
R, que nous appellerons rayon. Il est évident que la représentation (1| n’est pas unique.
En effet, pour toute matrice proportionnelle & 3, par une homothétie de R, on obtient
la méme distribution. Ajoutons d’ailleurs que la matrice de covariance de X, mentionnée
précédemment, peut étre exprimée en fonction de R et 3 de la maniére suivante :

E [R?]

V[X]= %, (IL.4)

Notons également que S¢~! dépend d’une norme. Bien que [Gupta and Song, 1997] ait
considéré 'ensemble des normes L,, la grande majorité des auteurs s’intéresse principale-
ment au cas p = 2. Pour la suite, nous choisirons aussi la norme euclidienne.

Le théoréme suivant, que I'on peut trouver dans [Frahm, 2004], fournit la densité d’'un
vecteur elliptique.

Théoréme 2 (Densité elliptique). Soit X ~ &E; (u, X, R) un vecteur elliptique de dimen-
ston d € N. Sa densité est donnée par

fx(x) = ]2\’%cdgd (x—p)' = (z—p),zeRY, (I1.5)
ol cqgq(t) = (27Td/2)71 U (d/2)t~ D2 fp (V1) et fr(t) est la densité de R.

On voit que la densité de X est directement liée & la densité de son rayon R. Le coef-
ficient ¢4 est alors appelé coefficient de normalisation, tandis que g; prend généralement
le nom de générateur. Enfin, il apparait que la densité dépend fortement de la quantité
(x — pu) "2 (2 — p), que nous appellerons distance de Mahalanobis de .

I1.3.b. Meélanges d’échelle gaussiens consistants

Par la suite, nous allons considérer une classe particuliére de distributions elliptiques,
caractérisées dans [Kano, 1994|. Ces distributions sont appelées consistantes ou cohérentes
en dimension, et permettent en particulier de définir les champs elliptiques. Par souci de
simplicité, nous les appellerons mélanges d’échelle gaussiens consistants (MEGC).

Définition 9 (Mélange d’échelle gaussien consistant). Soit (Xg) . une famille de lois
elliptiques de dimension d € N* et de fonction caractéristique (¢q) en.- On dil que
(X a)gen est un MEGC si la fonction ¢q ne dépend pas de d.

La Définition [J] est donnée en utilisant la fonction caractéristique de X. On peut
également définir la notion de mélange d’échelle gaussien par le rayon R, via la proposition
suivante de [Kano, 1994].
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Proposition 3 (Représentation des MEGC). Soit (X g) oy une famille de lois elliptiques
de dimension d € N* et de rayon Ry. (Xd)deN est alors un MEGC si et seulement si Ry
admet la représentation stochastique suivante :

Ry £ xut, (I1.6)

ot xq est la racine carrée d’une loi du x? a d degrés de liberté, & est une variable aléatoire
qui ne dépend pas de d, et xq, € et U de (1)) sont mutuellement indépendantes.

Des distributions appartenant & cette famille sont alors déterminées par pu € R, la
matrice ¥ € R%9, ainsi qu’une variable aléatoire ¢ € R indépendante de la dimension d,
que l'on nommera variable d’échelle. On notera X ~ EC, (p, 3, €). Pour résumer, un tel

vecteur admet la représentation X £ o+ AU £ p+EN (0,X). 1l s’agit finalement
d’une loi normale & variance aléatoire 2%, ot € est indépendant de la dimension d.

La proposition suivante donne une propriété importante des MEGC, a savoir la stabilité
des sous-vecteurs, ainsi que la stabilité par la somme. Une preuve peut étre trouvée dans
|[Hult and Lindskog, 2002].

Proposition 4 (Loi de la somme). Soit Z ~ ECq(p, X, €). Alors pour tout ¢ € RY, on
ac'Z ~ EC, (cTu, c'Ze, f). De plus, si Z = (X,Y) avec X € R, Y € R® tels que

di 4+ dy = d, on écrit
Yx Xxvy Ix
3= L= )
(EYX Yy ) H (HY

Alors X ~ 5Cd1 (ll’Xv Ex,f) ety ~ ECd2 ([,Ly, Zy,f).

Ainsi, tout sous-vecteur d’un vecteur MEGC est défini par la méme variable d’échelle
&. Notons que le fait que ¢ soit indépendant de la dimension est la clé de cette proposi-
tion. Dans un cadre spatial, cette propriété est indispensable pour pouvoir construire des
champs aléatoires elliptiques, que 'on peut trouver dans [Opitz, 2016] par exemple. La
définition ci dessous caractérise les champs elliptiques.

Définition 10 (Champ elliptique). Soit (Z;)ier un champ aléatoire indexé sur T C RY.
On dira que (Zy)ier est un champ {—elliptique si

(Zt)tET = Mt + §N (07 U('? ))
0 N (0,0(.,.)) est un champ gaussien centré, et de fonction de covariance o : T XT — R.

Dans [Maume-Deschamps et al., 2017b| et [Maume-Deschamps et al., 2018], on se place
justement dans un cadre spatial pour la prédiction de mesures de risque conditionnelles,
qui se réduit finalement a un probléme multivarié. En terme d’application, on peut ima-
giner la prédiction de température, ou les covariables seraient des stations de mesure,
comme dans [EI Methni et al., 2014], par exemple. Etant donné I'objectif de ce travail,
nous consacrons la derniére proposition aux propriétés des vecteurs elliptiques condition-
nés par certaines de leurs composantes.
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Proposition 5 (Loi conditionnelle). Soit Z = (X,Y) ~ & (u, 2, R) avec X € R%,
Y € R® tels que dy + dy = d. On écrit

Xx Xxy Bx
Y= = .
<2YX Yy ) H (NY
La distribution conditionnelle de Y |(X = x) est elliptique de paramétres

H’Y\m = Uy + zyxz;(1<.’.v — /,LX), Ey|X = EY — nyz;(lzxy (117)

et de rayon R* défini comme suit :

R £ RJ1_J] {R\/EU(dl) — C(z — ,,LX)} (IL8)

ot Cx est la racine de Cholesky de X x, et B est une loi Beta de parameétres dy/2 et dy/2.

Enfin, si Z est un MEGC, i.e. si R £ Xd&, la densité conditionnelle de Y|(X = x) est
donnée par

frix(ylz) = |EY|X|_1/20Y\X9d (M(CE) +(y — HY|w)TE;f1|X(’y - NY@)) (11.9)

0l cy|x = caf (ca,ga, (M ())) et M(x) = (z — px) Ty (T — pix).

La premiére partie de la Proposition |o| i.e. les Equations et , est valable pour
toutes les distributions elliptiques. En revanche, la formule de densité conditionnelle
ne s’applique que pour les MEGC.

Preuve : Les détails de 'obtention des Equations et peuvent étre trouvés res-
pectivement dans [Cambanis et al., 1981] et [Frahm, 2004]. La densité conditionnelle
est quant a elle immédiate. En effet, on a fy|x(y|x) = fx v (x,y)/fx(x). En utilisant la
Proposition [4] et la stabilité des sous-vecteurs, alors

12729 (2, y) — 1) T2 (2, y) — )
| Xx|72cq, ga, (M(x))

fY\X(y‘m> =

En remarquant que ((z,9) — 1) TS () — ) = M(2) + (4 — py1e) Sylx (8~ poy o)
et |3| = [Xx||Ey x|, on obtient le résultat. O

I1.3.c. Exemples

Dans cette section, nous donnons quelques exemples de Mélanges d’Echelle Gaussiens
Consistants, leurs densités ainsi que les variables d’échelle & qui les caractérisent.
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I1.3.c.1. Loi Normale

La loi Normale est probablement le cas le plus connu, notamment pour sa simplicité.
En effet, dans ce cas, la variable d’échelle £ vaut 1 presque stirement. Dés lors, en dimension
d € N, sa densité est donnée par

(27T1>d/2 exp <—%<w —p) I (- u)) ,x e R

I1.3.c.2. Loi Normale contaminée

La premiére idée pour la variable d’échelle £ pourrait étre une loi discréte sur m atomes
01,...,0n,. Pour tout i € {1,...,m}, & prendrait alors la valeur 6; avec probabilité p; tel
que > .p; = 1. De telles distributions sont appelées des lois normales contaminées, et
peuvent trouvées dans [Tukey, 1960|. Leur densité est alors donnée par

1 &K 1 -
(2r)dr2 D pibi " exp <_@("’ -n)' T (- u)) , z € RY,
k=1

Les lois normales contaminées permettent modifier la structure "en cloche" de la loi
normale, mais ne changent en aucun cas les propriétés de la queue de distribution, qui
reste légére.

I1.3.c.3. Loi de Student

La loi de Student a v > 0 degrés de liberté, détaillée dans [Nadarajah and Kotz, 2004],

admet quant a elle une variable d’échelle continue, donnée par la représentation & £
VV/X2. Sa densité est par conséquent

r(%") 1 . 24 )
(vm)di2T (L) (1 +o(@—p) B (z - u)) , € R%

Une différence majeure de la loi Student, par rapport a la loi normale, est sa queue de
distribution, bien plus lourde. Cependant, il n’est pas difficile de voir que la loi Student
tend vers la loi normale lorsque le degré de liberté v tend vers l'infini.

Le cas v = 1 correspond a la loi de Cauchy, connue pour étre une loi stable.

I1.3.c.4. Loi de Laplace

Comme résumé dans [Eltoft et al., 2006|, prenons & £ /€ (1/A), A>0o0u&(1/A) est
une loi exponentielle de paramétre 1/, et nous obtenons une loi de Laplace de paramétre
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A, de densité

9 Kap (\/g(:c W @ H)) x e R — {p}
A@m)*2 W3- @ WJWM

ou Ky,(z) = g% est la fonction de Bessel de second type d’ordre m modifiée,

I . oo 1 2\ 2k+m
avec I, (v) = kZ_ZO KT (k+m+1) (5) (

étant a queue légere, la loi de Laplace a les mémes propriétés de queue de la loi normale.

voir [Abramowitz et al., 1966]). La variable d’échelle

I1.3.c.5. Lois de Slash et de Slash généralisée

Introduite dans [Wang and Genton, 2006], la loi de Slash admet comme échelle £ une
loi de Pareto P(1,a), a > 0 de densité

a
F,ZEZ 1.

Une loi de Slash de paramétres p, X et a a donc comme densité

2271l (552) Xapo (=) 'S (2 — 1))
/2 [(CB _ ,U,)TE_I(w . 'u‘)}(dﬂl)/?’

x € R — {u}, (I1.10)

ol X7,,(.) est la fonction de répartition d’une loi du x? & d + a degrés de liberté.

Ce type de distribution posséde des propriétés de queue similaires aux lois de Student
données précédemment, a savoir une queue de distribution lourde. De plus, il tend vers
la loi normale lorsque a tend vers linfini. C’est donc également une bonne alternative
a la distribution gaussienne. Cependant, on a pu constater dans la Table qu’elle ne
vérifiait pas la propriété de variation réguliére de second ordre. On peut alors modifier
la loi Slash, en remplagant la loi de Pareto P(1,a), a > 0 par I'inverse d’une loi Beta de
paramétres a > 0 et m € N*. En utilisant la densité de la loi Beta, donnée en Annexe [A]
on obtient la densité suivante pour une pareille loi :

1 i( : )(_1)kr(a 2 ) Xatk+d (<w_“) 2 (w_u)) x € R—{p},

7/2B(a,m) m—1 21—(a+tk)/2 [<m — ) TS Nz — “)}(aJrker)/?’

k=0
ou B est la fonction Béta définie dans 1’Annexe et X2, ,.q(.) est la fonction de répartition
d’une loi du x? & a+ &+ d degrés de liberté. On voit bien, a I'aide de la densité ,
que le cas m = 1 méne a la loi de Slash. Cette distribution sera nommée par la suite loi
de Slash généralisée.

Le paragraphe suivant est un bilan de cette section sur les distributions elliptiques.
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I1.3.d. Bilan

La Table [[T.2] propose un bilan des lois elliptiques que nous venons d’expliciter, en
donnant la constante cg4, le générateur g; (comme définit dans 'Equation ({2))), ainsi que
la variable d’échelle &, issu de la représentation . Notons que cette classe de distributions
elliptiques consistantes est assez large, la variable d’échelle ¢ n’ayant comme restriction
que d’étre positive et indépendante de la loi du x? dans la représentation (3.

Loi Cd ga(t) §
T 7
Normale Py exp(—s3) 1
Normale contaminée, m € N, 6, p ﬁ > b exp (—#t) > prd,
)2 k=1 k k=1
(&) £y~ 5" [
Student, v > 0 Fé) = (1+L) 2 =
Kq/a— 2¢
Laplace, A > 0 )\(TQ)d/Q (M;—;d/;—l) £(3)
Bl
Q_la d+a 2
Slash, a > 0 w XdcT—fit) P(1,a)
T2 t 2
o . . m—1 i r( atk+d 2 )
Slash généralisée, a > 0,m € N m D (m"_l)(_l)k21<_(aik>/)2 ;Ziﬁﬂyz Bla,m)
’ k=0 ’

TABLE I1.2 — Exemples de Mélanges d’Echelle Gaussiens Consistants

Un formulaire des fonctions K, I', B, ainsi que des lois £, x2, P et 3 est fourni en
Annexe [Al
Dans le but de donner un apercu visuel de ces distributions, la Figure représente leur
densité dans le cas sphérique bivarié, i.e. lorsque d = 2, 3 = I, et g = Oge.

Finalement, nous avons vu dans ce chapitre que les distributions elliptiques étaient
un outil assez simple a utiliser, et plutdt répandu dans la littérature, qui permettait de
conserver les propriétés de stabilité par combinaison linéaire ainsi que celles de projection
de la loi gaussienne, avec la possibilité supplémentaire d’ajuster la queue de distribu-
tion. Cependant, la représentation stochastique montre que I’étude des distributions
conditionnelles n’est pas immeédiate, et a suscité beaucoup d’intérét. En effet, il existe
de nombreux papiers traitant du comportement des vecteurs elliptiques lorsqu’une des
composantes dépasse un certain seuil. A titre d’exemples, |[Fougéres and Soulier, 2010]
ou [Hashorva and Jaworski, 2012] proposent de telles études.

Dans cette thése, nous nous intéresserons au cas ot le vecteur est conditionné par 1’éga-
lité de certaines de ses composantes. On considérera donc un vecteur Z = (X,Y) ~
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FIGURE II.1 — Densités bivariées (de haut en bas, de gauche a droite) : loi Normale, loi
Normale contaminée avec m = 2, p; = 0.9, po = 0.1, 6, = 1, 5 = 0.2, loi de Cauchy, loi
de Student avec v = 2, loi de Laplace avec A = 2 et loi de Slash avec a = 2.

ECai1 (1, X,€) avec X € RY Y € R tels que

Yx Xxy Hx
(EYX Yy ) H (MY
et s’intéressera a la loi conditionnelle Y| X = x, x € RY. Dans cette optique, [Hashorva, 2007]

a proposé des relations asymptotiques entre les répartitions des rayons conditionnel et in-
conditionnel. Si R est a variation réguliére d’indice v > 0, alors

= ¢(M(z))

—d=
Frlt) > pul Fr(t). (IL.11)

Notre but sera d’étudier certaines mesures de risque sur cette loi. La premiére d’entre elles,
a laquelle le chapitre suivant est consacré, est le quantile. Il s’agit pour cela d’inverser la
relation (I1.3.d.)), ce qui n’est pas immédiat. Nous verrons par la suite qu’il est possible
de déduire d’autres mesures a partir du quantile.



(QUANTILES CONDITIONNELS

Le quantile, parfois appelé¢ Value at Risk en finance et assurance, est probablement
la plus connue des mesures de risque. La raison de cette popularité réside notamment
dans sa simplicité. En effet, si on considére une variable aléatoire réelle X de fonction de
répartition F, le quantile de niveau « €]0, 1[, noté g, (X), est défini comme suit.

Go(X) =inf{z : F(z) > a}.

Dans le cas ou la fonction F' est strictement croissante, on utilise également la nota-
tion ¢o(X) = F~'(a). En d’autres termes, pour un niveau «, le quantile est la valeur
pour laquelle 1000% des valeurs d’un échantillon X sont inférieures. C’est pourquoi cette
mesure connait de nombreuses applications, notamment en finance (voir par exemple
[Jorion, 1996]) ou il parait intéressant si ce n’est nécessaire d’avoir une région de confiance
concernant la perte d’un portefeuille. Plus récemment, les directives Solvabilité II obligent
les compagnies d’assurance a dominer un quantile de niveau 0.995 sur leurs dépenses de
remboursement. Dans le domaine de I'environnement, la mesure du quantile est éga-
lement utile pour 'appréhension des catastrophes naturelles notamment. Par exemple,
[Jagger and Elsner, 2009] ’emploie pour modéliser I'intensité des cyclones.

Dans cette section, comme amorcé dans l'introduction, on s’intéressera aux quantiles
conditionnels d’une variable aléatoire en présence d'une covariable, dans le cadre ellip-
tique. Pour cela, on définira dans un premier temps le cadre, puis on donnera quelques
cas simples ou l'on est capable de calculer des quantiles conditionnels. On proposera par
la suite le modéle de régression comme premiére approche, pour lequel nous porterons un
regard critique, qui nous ménera & I'étude plus particuliére des quantiles dits extrémes.
Une application numérique est enfin proposée, avec notamment une étude sur des données
réelles. Une grande partie de ce chapitre est publié dans [Maume-Deschamps et al., 2017h],
une autre partie peut étre trouvée dans [Usseglio-Carleve, 2017].

III.1. Problématique

On définit ici de maniére formelle les quantiles conditionnels dans le cas d’un vecteur
elliptique consistant. Dans un premier temps, on donne une forme générale pour ces
quantiles, puis on donne quelques exemples pour lesquels on obtient des formules fermées.

17
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III.1.a. Cas général

On rappelle Z = (X,Y) ~ ECyi1 (1, X, &) avec X € R Y € R tels que

-G %))
Yyx My Hy
et on notera ®y la fonction de répartition de laloi Y centrée réduite, i.e. de (Y —puy)/v/Sy-.
De la méme maniére, ®y, sera la fonction de répartition de la loi (elliptique, voir Propo-
sition |5) conditionnelle centrée réduite (Y[(X = x) — pyia)//2v|x- Rappelons que les
quantités 1y, et My |x sont introduites dans I’Equation . En utilisant ces notations,
il n’est pas difficile avec les propriétés d’homogénéité puis d’invariance par translation
du quantile, de fournir une expression générale pour le quantile de niveau « €]0, 1] de
Y(X = x).

WYX =x) = My |z + EY\X(I))_/\I:B(O'/)' (I11.1)

Si les quantités py|, et Ly x paraissent relativement simples a exploiter au vu de 'Equa-
tion , le quantile conditionnel CI>{/|1Cc semble beaucoup moins évident. En effet, d’un point
de vue statistique, les deux premiers paramétres peuvent étre estimés par la méthode des
moments voire par des M-estimateurs de [Maronna, 1976] ou [Tyler, 1987]. En revanche,
le quantile conditionnel ne peut étre estimé directement.

Le but dans ce chapitre sera donc de proposer des méthodes d’estimation de @{,llm. Pour
cela, on va dans un premier temps proposer un modéle de régression, ou le quantile de
Y|(X = x) sera approximé par une combinaison affine de la covariable X . Nous donne-
rons les paramétres de régression optimaux au sens d’une fonction de perte asymétrique,
puis porterons un regard critique sur cette méthode appliquée a ce cadre elliptique. De
plus, son inefficacité dans le cas des niveaux de quantile extrémes (i.e. lorsque a — 0 ou
a — 1) nous ménera a proposer une autre approche pour de tels quantiles.

ITI.1.b. Quelques quantiles conditionnels théoriques

De maniére & pouvoir appréhender la performance des approximations et estimations
que 'on va proposer par la suite, on donne dans ce paragraphe quelques formules théo-
riques de quantiles conditionnels. Les deux exemples traités sont la loi Normale et la loi
de Student.

IT1.1.b.1. Loi Normale

Le cas gaussien est évidemment le cas le plus simple. En effet, la distribution condi-
tionnelle de Y| X = x reste gaussienne, de paramétres fiy|, et Yy x. Le quantile de niveau
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« s’obtient alors immédiatement de la maniére suivante :
1(YX =) = piya + /Syix® ' (a)

ol ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Les problématiques de
krigeage (voir par exemple [Ligas and Kulczycki, 2010]) utilisent beaucoup cette notion.
En effet, I'idée est de considérer un champ gaussien observé en un nombre d € N de points,
et de prédir la valeur du champ Y a un autre point. Les quantités py|, et Yy x sont alors
appelées moyenne et variance de krigeage.

IT1.1.b.2. Loi de Student

Dans le cas des lois de Student, la distribution conditionnelle n’est pas de méme nature,
contrairement au cas gaussien. Cependant, il est possible d’obtenir une formule pour les
quantiles conditionnels. Pour cela, on donne le lemme suivant, issu de [Nadarajah and Kotz, 2004],
qui fournit la densité de la loi conditionnelle.

Lemme 6 (Densité¢ Student conditionnelle). Soit Z € R? un vecteur Student & v degrés
de liberté de paramétres p € RY et 3o € R4, Considérons Z = (X,Y)" avec X € R%,
Y € R%, et dy +dy = d. Alors la densité du vecteur aléatoire Y |(X = x) est donnée par

da

) - () L Myle) |7 (g )
frix(yl )_{(V+d1 VT (v )IEY|x!5{1+V1+%M(w)} ><<1+§M(:z:)> ,
(I11.2)

R.

ot M(ylx) et M(x) sont les distances de Mahalanobis suivantes :

M(yle) = (¥ — pyie) Syix (Y — Byp), M(x) = (2 — px) Ix (@ - px).

Avec la densité précédente, il est alors possible d’obtenir une formule explicite pour le
quantile conditionnel dans le cas Student.

Proposition 7 (Quantile Student conditionnel). Soit Z € R4 un vecteur Student o v
degrés de liberté et parametres p € R4 et X € REFDXEAH) - Op considere Z = (X,Y)7
avec X € R? et Y € R. Le quantile conditionnel de niveau o de Y|(X = x) est alors

donné par
[ v / 1 _
WYX =x) = pyje + V2v|x S d 1+ ;M(a:)tbyid(oz). (IT1.3)

ot ®,, est la fonction de répartition de la loi de Student a m degrés de liberté centrée
réduste.
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Preuve : On considére la densité (6), avec d; = d et dy = 1. On a M(y|z) = (y —
pyiz)?/Syix € R. Soit g, le quantile conditionnel de Y|(X = x). Il vérifie

/ frix(ylz) dy =

D’ou

v+d+1

(V+d+1){ (v + d)ym} 12 # 1/2 4o . #M(m;p) oy i
L (554 [Zvix |2 <1+M(w)/v) / L T M) dy =

—0o0

ou, avec

= i) (VX VITT M@)Y)
e = /2 (40— nvie) (Vi VIF M@) )

{(V+Fd)(7:}+1+/+;r)(%l) 4 (Hyid) dt = a.

Soit ®,, 4 la fonction de répartition Student a d + v degrés de liberté. Il est évident que

\/ #(QQ - /vLY|w)

(by+d =

Par conséquent,

v
Jo = y|e + SraV Yyixy/1+ M( ) ().

La preuve est alors compléte. O

On se servira notamment des quantiles de Student conditionnels dans ’étude numé-

rique de la Section

II1.2. Le modéle de régression

Si on vient de voir qu’il est possible d’obtenir des formules explicites de quantile
conditionnel pour quelques cas particuliers, on ne dispose pas de pareil résultat dans le
cas général des distributions elliptiques. Une premiére idée serait alors de considérer un
modéle de régression quantile.
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1I1.2.a. Présentation du modéle

La régression quantile, introduite par [Koenker and Bassett, 1978], est une méthode
assez répandue pour estimer des quantiles conditionnels. Le principe consiste a approximer
le quantile de niveau o de Y|(X = @) par une combinaison affine de .

Y |X =) =BTz + 5 (IT1.4)

La quantité ¢"“(Y|X) est appelée prédicteur de régression quantile. Les coefficients de
régression 3 et [ sont des solutions du probléme de minimisation
(B*,5;) = argmin E [So(Y — BT X — Ay)] (IIL.5)
BER?, ByeR
avec la fonction S, que 'on appellera fonction de score (voir [Grant and Gneiting, 2012]).
Si on note ¢t = tl =0}, on a l'expression suivante :

Sa(t) = (= 1)t + ¢, (I1L.6)

Tel qu’est formulé le probléme dans 'Equation ([II.2.a.), il semble que ce modéle impose
que les moments d’ordre 1 existent, ce qui exclurait des distributions telles que la loi de
Cauchy. Dans le cas de MEGC, cette condition est équivalente a E[¢] < 4o0.

La plupart du temps, ces paramétres optimaux sont obtenus directement par des mé-
thodes numériques comme 'algorithme MM ([Hunter and Lange, 2000]) ou le gradient
stochastique ([Zheng, 2011]), sans que 1'on ait d’idée sur la forme de ces paramétres. Dés
lors, il est compliqué de donner la distribution du prédicteur de régression quantile.
Dans le cas des Mélanges d’Echelle Gaussiens Consistants, nous allons expliciter ces para-

meétres optimaux, et par conséquent étre capables de donner la distribution du prédicteur
g9 (Y] X).

I11.2.b. Résultats dans le cadre elliptique consistant

Dans cette section, nous donnons la forme explicite des paramétres 3* et 3 présentés
plus haut pour des MEGC. Pour cela, on a besoin, au vu de I’Equation , de
Pespérance de moments tronqués. On donne alors le lemme suivant, utile a la résolution
du probléme.

Lemme 8. Soit (X, X3) ~ ECy (w, X, &) un MEGC bivarié, avec des paramétres :
2
— T _( 91 PO102
l’l’_(:uhMQ) ) 2_<p0_10_2 0_% )

Alors

o

E [Xi1{x,50] = 111 ®Px, (%) + poy / c12g1(2%) dz. (II1.7)
2

p2/o2
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Preuve : Soit fx, x, la densité du vecteur aléatoire (X;, X5). Alors

E [Xi1{x,50] = //xlfxl,xg(m,xz)dm dz,.

—oo 0
On a
B fx1.%, (21, 2) B
Tfx, xo (21, T2) dry = fx,(22) [ 21— dr1 = fx,(x2) [ o1fx,x,(21|72) d21.

. . [xo(2) .
On déduit de ’Equation que

ag

/ T1fx),x, (21, 22) dr = fx,(22)E[X1| X = 2] = fx,(22) {Ml + P0—1(932 - M)}-
2

On intégrant par rapport a xs, on obtient
o
E [Xi1{x,>01] = /fX2(502) {Ml + 00—1(562 - Mz)} dy.
2
0

On rappelle que fx,(12) = (c1/02) g1{(xs — p2)*/03}. Ce qui conduit a

o0

7 g To — To — 2
E [Xi1{x,50] = Ml/sz(iC2)diC2 +P—IC1/ = M2g1 {( 2 QMQ) } dx,.
09 02 05
0

En opérant le changement de variable z = (23 — us) /02, on obtient

E [Xlll{X2>0}] =Py, (Z—z) + poy / C1201 (22) dz.

—p2/02

Par symétrie des lois elliptiques, on en déduit . O

En utilisant le Lemme [§] et quelques calculs supplémentaires, il apparait que nous
sommes capables, dans le cas des MEGC, de fournir des formules explicites pour les
paramétres optimaux 3" et 85 du probléme . Ce résultat est notamment di a la
propriété de stabilité par la somme de la Proposition [4. De plus, il est facile de donner
la distribution du prédicteur ¢??(Y|X). C’est le propos du théoréme suivant, que nous
discutons par la suite.
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Théoréme 9 (Prédicteur de Régression Quantile). Soit Z = (X,Y)" ~ ECyqyy1 (1, X, €)
avec E[§] < +oo. Le vecteur de Régression Quantile (8%, 5) de Y|(X = x), qui satisfait
UEquation (I11.2.a)), est donné par

B =3%Sxy, B =py —SyxIx px +/Syx Py (a).
Le prédicteur de régression quantile de niveau o € [0, 1] est donné par
PPV X =) = pyje + /Syix @y ().
De plus, la distribution de qF2(Y|X) est

g2V ]X) ~ EC1 (ny + vEvix Py (@), Byx X' Txv, €) -

Preuve : Dans un premier temps, introduisons quelques notations : soit p; le coef-
ficient de corrélation entre X; et la variable aléatoire ¥ — 8'X — B;- En effet, X; ~
ECy (17,02,€). Deplus, V=BT X5 ~ £C1 (uy — B px — 35, (=B, 1) T=(=8"T, 1), 8).
On a alors, pour tout j =1,....d, (X;,Y — B TX — B;) ~ ECy (my, €2, €) ou

Q. — 7 pion] (=8 1T, )

"\ /EBTEEBT) (—8L )T

Résolvons maintenant le probléme de minimisation ([II.2.a.). En utilisant la fonction S,
donnée dans I'Equation ([I1.2.a), et sa dérivée S/ (z) = (a — 1) + L0y le probléme est
équivalent a

{ (1 - )EX] - E[XTy grx g0 =0, (IIL.8)

Etant donné que Y — 8" X — 35 ~ ECy (1,7°,€) avec i = py — By — B et 72 =
(—=B",1)"%(=B%,1), alors E[l;y_grx gsogy] = P(Y — 8" X — B > 0), i.e., don
Elyy g x_giso)) =1 = @y (=1/7) = Oy (/7).

Ensuite, en utilisant 1’Equation du Lemme |8 on a, pour tout j € {1,...,d},

o0

E[Xj]l{y—@”x-ﬂpo}] = 1;®y (1/7) + pjo; / 01291(22) dz.

B/
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Finalement, le systéme ([I1.2.b.[) peut se réécrire comme suit :

o0

Viet,ay i {1 —a) — @y (1/7)} — pjo; / c1zg1(z2) dz =0,
B/T
(1 - a) = Oy (7/7) o,
Par conséquent, N
Viei,..ay Pj0;j / c12g1(2%) dz = 0.
A/T
On a alors p; = --- = pg = 0. Il n’est alors pas difficile d’en déduire 8" = Z;xxy, En

effet, (X,Y — BT X — ) ~ ECus1 (m, £, €) avec

Q— ZX ORd
“\og. (-8, 1)'E(-pT1))

Son déterminant est donc (—3*,1)T3(—=8*",1)|Ex/|. En utilisant les moments condition-
nels de Y — 3*" X — ;| X donnés dans la Proposition [5, on obtient la relation suivante :

Syix =Sy — SyxEx Exy = (-65,1)E(-8",1).

En développant (—8%,1)T2(=8"",1) = &y + 8" ZxB" — 28" Txy, équation précé-
dente devient
28" Sxy — B ExB - Ty xEx Exy = 0.
La fonction convexe 28" 'S xy — B T2 x 3" — EYXEQZ]XY atteint clairement son mini-
mum en B* = 3 Txy.
Concernant fj, il satisfait
By =argmin E [S, (Y — 8" X — )] .

Bo€R

Finalement, 3; est le quantile de niveau o de la variable aléatoire ¥V — BT X. 1l est

évident que Y — BT X ~ ECy (py — ZyxZx px, Syix = Ty — SyxTx Bxv,§), Y —

BT X étant une transformation affine de (X,Y). De plus, avec l'expression de 3%

E[Y - ,B*TX} = uy—Xyx 2y tx. Concernant le second moment, il est égal & (—3*,1)TX(—8%, 1).
Donc

(=B 1)"S(=B"1) =07-2> _ Bipuoiov+d B> Bipijoio; =03 —28" Txy+8Ex6".
i=1 j=1 i=1

En remplacant 8% = 2}12 Xy, on montre la relation suivante :

(=85, 1)"2(=B1) = 0725y x X' Txv+Eyx X Sx Ty Txy = 03— By x Tx Txy = Sy |x-
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En utilisant la forme générale d’un quantile elliptique, on obtient

By =y — ByxTx px + 1/ SvixPy (a).

Nous disposons maintenant de nos paramétres optimaux 3 et 3. Nous pouvons donc
exprimer notre prédicteur de régression quantile de Y sachant X = x, en reprenant

I’Equation (III.2.a.) :
@YX =a) =B+ 55 = py + ByxTx (@ — px) + /Sy x Py ().

On reconnait, sur le coté droit, 'expression de p1y|x donnée dans 'Equation . Concer-
nant sa distribution,

PV |X) = py + ByxE5 (X — px) + /Syvix Py (a),

avec X ~ ECq (b x, Xx,&). Comme combinaison affine de X, en utilisant la Proposition
on ala relation en loi ¢f? (Y| X) ~ £C1 {puy + /Zyix Py (@), (EvxEK ) Ex (ZX Exv), £}
Dot le résultat. O

I11.2.c. Commentaires

Les résultats obtenus dans la section précédente donnent lieu a plusieurs remarques.
Dans un premier temps, on pourrait s’interroger sur l'efficacité du modéle dans le cas
linéaire, i.e. si on prend % = 0 et que le prédicteur ¢%¢(Y|X) n’est finalement qu’une
combinaison linéaire des covariables X . Dans ce cas, on voit que le prédicteur ¢Z2 (V| X) =
B3* X ne dépend pas du niveau de quantile . Ce modéle est donc évidemment a exclure,
excepté dans le cas a = 1/2, i.e. celui de la médiane. En effet, la formule de moyenne
conditionnelle donnée dans I’Equation montre que le prédicteur de régression quantile
coincide avec la moyenne conditionnelle dans le cas « = 1/2; la moyenne et la médiane
étant confondues dans le cas des distributions elliptiques. On peut également remarquer
que si X xy = Oga, ce qui signifie que X et Y sont décorrélés, le prédicteur ¢79(Y|X) est
nul, ce qui est un probléme. Pour toutes ces raisons, le modéle linéaire est a exclure, et le
terme affine 3; semble indispensable.

Concentrons nous maintenant sur le modéle affine. En comparant le prédicteur ¢/*¢ (Y| X =
x) avec 'Equation du quantile conditionnel théorique, on s’apercoit que les for-
mules sont quasiment les mémes, & un détail prés. Le CID;,‘lm de ¢,(Y|X = x) est remplacé
par &, dans ¢f?(Y|X = x), c’est & dire que le quantile conditionnel est remplacé par
I'inconditionnel. On a vu que cette subtilité ne posait pas de probléme dans le cas gaus-
sien, car les distributions conditionnelle et inconditionnelle sont de méme nature, mais
est importante dans les autres cas de figure. En effet, on propose pour illustrer ce propos
de prendre X xy = Oga. Le prédicteur ¢7?(Y|X = x) renvoie le quantile "indépendant"
VEy @1 (), lorsque le quantile théorique vaut le quantile "décorréléd" \/Eq);‘lz(oz). C’est
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la différence entre indépendance et non-corrélation, inexistante dans le cas gaussien, qui
pose alors probléme dans le cas général. Pour donner un apergu visuel, on propose de
comparer les fonctions @' (a) et @;‘133(04) sur deux exemples. Prenons dans un premier
temps la distribution de Laplace de paramétre A > 0. Dans ce cas, on obtient en utilisant
la densité de la Table [T1.2] :

b () = \/ém (20), a < % et B3 () = \/gln <ﬁ) o> %

La fonction q);,‘lm(a) est quant a elle obtenue numériquement. Le second exemple sera une
loi de Student de paramétre v > 0. On sait grace a I’Equation @ que 'on peut fournir
les deux fonctions de maniére explicite.

{ () =, (o)

v+M — 9
(a) = /=M=t (a)

Y|z

ou ®,, est la fonction de répartition d’une loi de Student a m degrés de liberté. La
Figure [[TI.T) donne un apergu de lécart entre ces deux fonctions, et donc du biais que
peut amener une telle approche. Dans cet exemple, on a M(x) =1 ,d =5 v = 3 et
A=2.

Cas Student Cas Laplace

alpha alpha

FIGURE I1I.1 — Comparaison des fonctions @y () (en noir) et Cb;fm(&) (en rouge) pour
o E]%, 1[ dans les cas Student et Laplace.

Le modéle que l'on a introduit posséde certaines limites, que 'on vient d’énoncer.
Nous avons vu qu’il était parfaitement adapté au cas o = 1/2 (il est d’ailleurs utilisé
en krigeage pour prédire la moyenne conditionnelle d’'un champ aléatoire partiellement
observé). Cependant, le prédicteur fait une erreur en dehors ce cas 1, et cette erreur
semble, de maniére assez logique, croissante avec |a—1/2|. En effet, les niveaux de quantile
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proches de 0 ou 1 faisant intervenir de trés grandes valeurs, il parait clair que le modéle
de régression sera de moins en moins performant. En particulier, nous verrons que dans le
cas des distributions a queue lourde, les lois conditionnelle Y'|(X = x) et inconditionnelle
Y n’ont pas le méme indice de queue, ce qui meéne a une approximation extrémement
mauvaise des quantiles conditionnels extrémes. Pour cela, on propose dans la section
suivante de corriger le prédicteur de régression quantile.

II1.3. Quantiles extrémes

L’estimation des quantiles extrémes est trés répandue dans la littérature. [Weissman, 197§]
est I'un des premiers papiers considérant des niveaux de quantile tendant vers 1, puis
[Dekkers and De Haan, 1989 s’est par la suite intéressé au cas ou cette convergence est
particuliérement rapide. Plus récemment, [Gardes and Girard, 2005] se sont intéressés aux
lois & queue Weibull, tandis que |[EI Methni et al., 2012] ont proposé une approche pour
des distributions a queue lourde et légére. La différence avec notre approche est que nous
nous intéressons a des quantiles extrémes conditionnels. Dans ce cadre, [Wang et al., 2012]
ont obtenus des résultats dans un cadre de régression, que nous cherchons ici a contourner
au vu de la section précédente.

Dans cette section, nous proposons de nouveaux prédicteurs de quantile adaptés aux ni-
veaux extrémes. Nous allons dans un premier temps proposer une relation asymptotique
entre les quantiles @;‘lm et @;1. Par la suite, nous proposerons des estimateurs adaptés
pour pouvoir estimer de tels quantiles a partir d’un jeu de données.

IT1.3.a. Approche méthodologique

Le but ici est de fournir une équivalence entre CID;‘lm et CID{,l. Dans le cadre des distri-

butions elliptiques, étant données les formules de densité données dans le Théoréme 2] il
parait assez simple de fournir une équivalence asymptotique entre les fonctions de réparti-
tion Py, et Py. Cependant, le passage a l'inverse nécessite quelques outils analytiques que
'on peut notamment trouver dans [Djurc¢i¢ and Torgasev, 2001]. La définition suivante en
est d’ailleurs issue.

Définition 11 (¢—fonction). Une fonction f est une p-fonction si f :[0,00) — [0,00),
f(0) =0, f est continue, croissante sur [0,00), et f(t) — oo lorsque t — co. De plus, on
note K. l’ensemble des p-fonctions f qui vérifient

T A (I1L.9)

(tN)—(o0,1)  f(t)
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On remarque que la condition de I'Equation est plus générale que celle des fonc-
tions a variation réguliére au sens de la Définition [6] En effet, il est évident qu’une fonction
a variation réguliére est de classe K.. En revanche, certaines fonctions comme la fonction
de quantile gaussienne (nous le montrerons) sont K. sans étre a variation réguliére. La Dé-
finition[L1]est indispensable pour énoncer le lemme suivant, di a [Djurdi¢ and TorgaSev, 2001],
qui donne la relation entre I’équivalence de deux fonctions et 1’équivalence de leurs in-
verses.

Lemme 10 (Equivalence des inverses). Supposons que f et g soient deuz @-fonctions
strictement croissantes, qu’au moins une des fonctions f=1, g~ appartienne a la classe

K., et que f(t) N~ g(t). Alors f=1(t) N g ().

Rappelons que notre but est de donner une équivalence entre @;‘193 et (ID{/l. Pour cela,
il faudra nécessairement proposer une équivalence entre 1 — ®y, et 1 — ®y. Cependant,
ces deux fonctions de survie ne sont clairement pas des ¢—fonctions, et ce pour plusieurs
raisons :

1 —®yp(0) =1 =2y(0) =1/2, lim 1 — ®yp(t) = lim 1 — Oy (t) = 1.
t—-+o0 t—-+oo

On doit alors opérer une transformation sur ces fonctions, pour pouvoir ensuite, en uti-
lisant le Lemme donner une équivalence de leurs inverses. Dans cette optique, on
propose ’hypothése suivante.

Hypothése 1. I/ existe 0 < {(x) < 0o et n € R tels que

Dy (t
im =) _ (), (111.10)
t—o0 Q)Y(tﬁ)
ot ® =1 — & est la fonction de survie associée & ®. De plus, on définit U et W, comme

1 1

V() = — L 9i(m), W)= —— —2.
(@) (o) Trall)
Alors U=t ou U1 appartient a la classe K..
On rappelle, en utilisant le Théoréme [2] et la Proposition [ que :
t t
Dy (1) = 2)dt et Dyip(t) = | Cogari(M 12)dt = G
V(0 = [ (@it e Bro0) = [ cogu (@) + )t avec o, = L

ol cqgy1 et cq sont les coefficients de normalisation de la distribution elliptique consistante
de variable d’échelle &, en dimensions d + 1 et d. Dés lors, la régle de ’'Hopital appliquée
a I’Equation permet d’exprimer les coefficients 1 et {(x) en fonction des densités.

Cx9ar1(M(z) + t2)
t—r00 c1 ntn*191 (t277)

= {(x).
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Basée sur I’'Hypothése [1| puis s’aidant du Lemme la proposition suivante fournit une

A ~1 ~1
équivalence entre @Ylm et Oy .

Proposition 11 (Equivalence quantiles conditionnel et inconditionnel). Sous I’'Hypo-

these[l], on a
1/n
1
o' (1 — o )] : (ITL.11)
M) 4 901 — ()

Preuve : Clairement, ¥, et ¥ sont deux ¢-fonctions strictement croissantes, et W, () o
—00

U(t). De plus, si U~ ou W_! appartient a la classe K., alors le Lemme [10[ implique
() ~ ()

z t—

Oy (@) ~

a—1

En d’autres termes,
1 1 11/
Pl (1—— ) ~ O (1 — —— )

”( t+2) Hoo{ ' ( f(w>t+2>_

On peut également réécrire cela

Py, (@) ~

a—1

1 11/n
P, (1 — = )
M@ 1 o1 —i()) ) |

avec a = 1 — 1/(t + 2), d’ou le résultat. O

Grace a la Proposition on est maintenant capable de fournir des prédicteurs de
quantile conditionnel adaptés aux niveaux extrémes. Nous en proposons alors deux, res-
pectivement pour des niveaux proches de 1 et 0.

Définition 12 (Prédicteurs de quantile extrémes). On définit

1/n
EY|IX=x)= x by (1 — o
an( | ) Py | + YIX[ Y ( f(_m(iﬁ(l_g(w)))] ’

1n (IT1.12)
qfi(Y|X =T)= Myje — /2vix {q);l <1 - am)+2(11€(:c))):| '

La proposition suivante montre que les prédicteurs introduits dans la Définition
sont asymptotiquement équivalents au quantile théorique ¢, (Y|X = @), respectivement
pour o — 1 et a — 0.

Théoréme 12 (Equivalence des prédicteurs). Soit Z = (X,Y)" ~ ECyy1 (1, 3, €). Sous
I’Hypothese

qu(Y\X =x) Kol Y| X =x) et qfi(Y\X =x) ot .Y X =x).
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Preuve: Onrappelle que 'Equation ([II.1.a.) donne ¢, (Y| X = &) = py|o+ EYIXCDY\;E( Q).
Des équations et , on déduit immeédiatement la premiére partie du résultat, a
savoir

1/n
1
Y| X =2) ~ pyje+ /2 1 — =5 (Y|X = x).
IR m e R T Em 0 ) =)

[’équivalence pour a — 0 est obtenue de la méme maniére, en utilisant les propriétés de
symétrie des distributions elliptiques. O]

Maintenant que l'objectif de cette section est atteint, a savoir fournir des prédicteurs
de quantile conditionnel adaptés aux niveaux extrémes, il parait intéressant de vérifier
quelles distributions elliptiques satisfont ’'Hypothése [I} On donne pour cela la proposition
suivante. En résumé, parmi les distributions que nous avons introduites précédemment,
seule la distribution de Laplace ne satisfait pas cette hypothése.

Proposition 13 (Exemples). Les distributions Normale, Normale contaminée, Student,
et Slash satisfont Z’Hypothése avec des coefficients n et {(x) donnés dans la Table|Ill. 1}

Loi n E(a:)
Normale 1
. maX 617 *y rn exp _%
Normale contaminée 1 — { 2 max(Byee :)
M ()
> Oy exp(— 207 )
k

k=1
| TG () ae) T

Student, v > 0 1+ G Z>F(y2 ) vrd

Slash, a > 0 L d ()M ()52 8
ash, a > + a F(¢Q“)(d+a)xd+a( (m))F( ;a)
Laplace, A > 0 X .

TABLE IT1.1 — Coefficients 1 et ¢(x) pour certaines distributions elliptiques classiques,
avec M(z) = (x — px) X% (x — py) (voir Proposition

Preuve : Loi normale : Premiérement, calculons ¢(x) et n de 'Equation (I). Icin =1

meéne a la limite )
lim Ca9dr1 (M (x) + %)
Les valeurs ci, gqy1(M(x)+t%), et g1(t?) peuvent étre déduites directement de la Table
Soit ¢z = cgy1/ {caga(M(x))},
exp <__M(:v2)+t2)
((x) = lim

M o (C M (@) /2) oxp (—2/2)
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Il reste & vérifier si la limite suivante existe (on remplace 6 = A+ 1ety =1/t) :

— — 1 -1 _ Y
— 1 \ 1()\t) — 1 o ! (1 - )\t+2) - 1; ® (1 2y+6+1)
@) T BNT) o (1-:5) @ 15(0,0) '
A1 A1 42 Y V) p-1 (1 — ﬁ)

Passons maintenant au coordonnées polaires, i.e. prenons § = rcos(f) et y = rsin(0), et
considérons la limite lorsque r — 0. Si cette limite ne dépend pas de 6, alors la limite
quand (6,y) — (0,0) existe. Considérons

o rsin(6)
P 1— -
lim ( 2rsin(f) + r cos(6) + 1) _ 1),

r—0 o1 (1 r'sin(e)
2rsin(f) + 1

Clairement, le numérateur et le dénominateur tendent vers +oo, on utilise alors la régle

de I’'Hopital pour obtenir
in(6)
o (1_ 7 sin(
¢ { ( 2rsin(f) + 1

olor(1- rsin(6) ’

2rsin(f) + rcos(0) + 1
ou Q(r,0) est un ratio qui tend clairement vers 1 lorsque r — 0. Sur la droite, on rappelle
que ¢ est la densité de la loi normale centrée réduite, i.e., ¢(z) = (27)Le **/2. Alors

€y = lim i {CI) (1 2rsin(f) + 1

=0 oo (1o rsin(0) '

2rsin(f) + rcos(f) + 1
Les deux termes de la fraction tendent vers 0. En utilisant une fois de plus la régle de
I’Hépital, alors

P ) I )
PRmne) {@1 (1 ) %)] 7 [qﬂ (1 T sin(e;ij(fgs@ + 1”

ou Q(r,0) est le ratio évoqué précédemment, qui tend vers 1. De plus, ¢'(x) = —zé(z).

Finalement,
o1(1_ 7 sin(0)
2rsin(f) + 1 1

Y rsin(6) 0
¢ (1 2rsin(f) + rcos(d) + 1)

£(6) = lim Q(r. )

f(6) = lim

r—0
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Loi Student : On doit calculer la limite

m cagar1(M(z) +1%)
t—00 clntn_lgl (t277)

Y

oll ¢4 et gq sont donnés dans la Table[[T.2] et ¢, en est déduit. La limite précédente devient
alors

d+1+v

I (££52) 7 (2) <1+M)d§” (1+M(+)+t2)_ :

i
C=TETE)N T ) g e

2
A partir de maintenant, on considére n = (d + v)/v et on s’intéresse au ratio sur la droite.
La limite est simplement v%/2. Finalement,

[ () (2 M dty 441
R e - e

_1tv
2

Concernant la seconde partie de 'Hypothése la preuve est similaire a celle du cas
gaussien, mais nous avons 1 # 1 et {(x) # 1 ici. Nous devons alors vérifier I'existence et

la valeur de la limite
. 1 1/n
) (1 - W)
lim

t—ro0 _ 1 1/n -
At (I)Vl (1 - é(a})t+2>

Comme pour le cas gaussien, on utilise les coordonnées polaires pour obtenir le résultat.
Les détails du calculs ne sont pas spécifiés ici.
Loi normale contaminée : On prend 1 = 1, et considére

2
() = lim I (@) + 1)
t—00 c191(t?)

)

ol ¢, et gq4 sont donnés dans la Table et ¢z en est déduit, d’out la limite

m

w0y, exp (=M (x)/(267)) exp (—1°/(267))
{(x) = lim =1 .
—00 m m
(& moptonm (-ata)/e)) (£ mor exw (-e2/260))
k=1 k=1
Soit k* tel que O~ = max (6, ..., 60,,). Aprés simplifications, il reste

O exp (—M(@)/(265.))
k; Ty exp (=M (x)/(267))

lx) =
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Nous devons dés lors vérifier la deuxiéme condition de 'Hypothése (Il Le méme type de
calculs que ceux du cas gaussien permettent de conclure.

Loi Slash : Soit = d/a+ 1, et calculons la limite {(z) de ’Equation (T)). Ici, ¢4 et gq sont
donnés dans la Table et ¢, en est déduit, d’ou la limite

egl-a a)(d/a
((x) = lim D (55) M(z) 27272 3, (M(2) +17)  0r(@/et) 1
el (ST (52) X3, (M () X (P@D) () 4 42) "5 (d+ a)tdle

qui conduit a
D (520) M(a) 52"
L (452) (d+ a)xG o (M(2)T (552)
Pour vérifier la seconde partie de I'Hypothése comme pour les autres cas, on doit
calculer la limite

1 7 sin(6)
35! (1 - —) by [@1 (1 S
, L)\t +2) 2rsin(f) + {(x)
tli{go @71 1— 1 o 7]:‘1—I>I(1) (b (I)fl 1 — rsin(6)
A=l Y (z)t+2 Y | Fy 2r sin(0) +4(x)r cos(0)+(x)

On obtient une fois encore f(#) = 1. O

Dans cette section, nous avons introduit des prédicteurs basés uniquement sur la ré-
partition non-conditionnelle ®y. Ces prédicteurs sont censés améliorer le prédicteur de
régression pour des niveaux de quantile conditionnel extrémes. Dans la section suivante,
nous proposons des méthodes pour estimer ces prédicteurs a partir d’'un jeu de données.

lx) =

)] = f(0).

II1.3.b. Estimation des paramétres extrémaux

La Définition (12| donne des prédicteurs du quantile théorique ¢, (Y|X = «) qui dé-
pendent d’abord des moments conditionnels fiy|z, Xy|x, du quantile non-conditionnel
<I>{,1, puis de deux paramétres 7 et ¢(x) que nous appellerons paramétres extrémaux.
Il faut donc étre capable d’estimer toutes ces quantités pour en déduire une estimation
des prédicteurs ¢7(Y[|X = x) et ¢} (Y[X = ), sans pour autant connaitre la nature
de la distribution. Pour cela, on va dans un premier temps s’autoriser une petite sim-
plification. En effet, les quantités py, et Xy |x peuvent étre estimées trés simplement,
soit par la méthode des moments (si ces derniers existent), soit par les M-estimateurs
(voir [Maronna, 1976] ou [Tyler, 1987]). De plus, la vitesse de convergence de ces mé-
thodes (en y/n) est plus rapide que celles des estimateurs que nous allons proposer par la
suite. C’est pourquoi, dans la suite, nous considérons py|, et Xy|x connus, sans que cela
ne change les résultats asymptotiques présentés. Il nous reste donc a estimer les quanti-
tés n, {(x) et @;1, a partir d’observations X,..., X, indépendantes et identiquement
distribuées de loi identique a X ~ ECq4(px,Xx,§). Notons que les quantités iy, et



34 CHAPITRE III. QUANTILES CONDITIONNELS

Yy|x étant connues, on ne considére que des répétitions de la covariable. En pratique,
leur estimation nécessite d’avoir des répétitions Z4,..., Z, indépendantes et identique-
ment distribuées du vecteur complet Z = (X,Y) ~ ECqy1 (1, X2, €). On notera également
M(z) = (x — px) Ex (z — px).

Dans cette optique, nous allons dans un premier temps faire une hypothése sur la fonc-
tion quantile <I>;1. Cette hypothése, que nous pouvons qualifier de condition de varia-
tion réguliére de second ordre au sens de la Définition [7] est classique dans la littéra-
ture des quantiles extrémes (voir par exemple [Resnick and Staricd, 1997] ou plus récem-
ment [Daouia et al., 2017a]).

Hypothése 2 (Variation réguliére de second ordre). On suppose qu’il existe une fonction
de signe constant A telle que A(t) — 0 quand t — 400, et

,Vw>0

v ) :w’yw”—l
t

oty >0 et p<O0.

Une premiére conséquence de ’'Hypothése 2] est que @y est une distribution a variation
réguliére d’indice 7, au regard de la Définition |§| De plus, on a ®,' (1 —1/t) ~ k17, ou de
maniére équivalente @y (t) ~ kot /7 lorsque t — +oo (voir [de Taan and Ferreira, 2006]).
Par exemple, les distributions Student et Slash généralisée satisfont 'Hypothése [2] Le
lemme suivant donne quelques équivalences qui découlent immeédiatement de cette hypo-
thése.

Lemme 14 (Quelques équivalences). Sous l’Hypothése@ on a les relations asymptotiques
suivantes :

(i) La variable d’échelle & satisfait
Fe(t) ~ M 3,AeR.

t——+o00

(ii) Pour tout d € N*, le rayon Ry = /X3¢ est & variation réguliere d’indice v, et

T <d+771> T (d+771)
Fro(t) ~ 25— " LT (t) ~ 25— Z\"% AeR  (IL13)
t—+o0 I (5) t—+00 r (5)

(i1i) Pour tout n >0, d € N*,

[ (—dﬂfl)
) VTUTET) (I11.14)

fry (t7) totos (4)T (M)

2
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Preuve :
12

(i) On a Ry 4 x1&, ou x1 a pour densité \/26’7. Conformément au Lemme 4.3

de [Jessen and Mikosch, 2006], ¢ satisfait Fe(tw)/Fe(t) — w7 quand t — +00.
De plus, le Lemme 4.2 dans [Jessen and Mikosch, 2006] implique

P(E>t) ~ E {Xf}_lpml S 1)

t——+00

L’Hypothése [2| assure P(Ry > t) ~ )\f%, d’on le résultat.

(ii) En utilisant le Lemme 4.2 de [Jessen and Mikosch, 2006] pour Ry 2 x4€, il vient
immeédiatement

P(Ri> 1) ~ E {xd} P(¢> 1)

d+wfl>
1 2

1 I
Les formules de moments d’une loi du x? donnent E [X;} =27 (F(d)
2

rf 4t )
(iii) De (ii), on a, pour tout d € N, fg (t) ~ 2”1/<—3Xt_$_1, ot N € R est
=400 r(4)
indépendant de d. Le résultat est immédiat avec cette expression. []
O
Dans ce paragraphe, on propose des méthodes d’estimation des paramétres n et ¢(x)
sous ’'Hypothése [2} Nous avons vu dans 'approche méthodologique que I'existence de ces
paramétres n’était pas assurée pour toutes les distributions. On va donc¢ dans un premier
temps montrer que 'Hypothése [2] implique I'existence de 7 et ¢(x), puis nous donnerons
une forme explicite de ces parameétres, ce qui nous permettra par la suite de les estimer.

Proposition 15 (Existence des paramétres extrémaux). Sous [’Hypotheése @ les para-
metres n et {(x) existent, et sont exprimés comme suit :

n= 1+ ~d
—1
r(“%) . (LIL.15)
(L) @ Deasa(M@)

lx) =

Preuve : La formule de densité conditionnelle de la Proposition [5| méne a :

o Brell) e (M@) 1) T () () + ) S (V@) 4 )
t—o0 Ey(tﬂ t—o0 cdgd(]\/[(m))ntﬁflclgl(t%) t—00 W%Cdgd(M( ))ntn 1 le(t”) '
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En utilisant 'Equation ((iii)}) du Lemme [14} il vient

— T <d+1+f1>
_Y\w(t) -~ _ 1 2 =D D) +1-n—d
Oy (1) t=otoe wacqga(M(x))n T (%)

Evidemment, on impose 0 < /() < +oo, donc 1 —n—d+ (n—1)(y"' +1) = 0, don
n = dv+ 1. En remplacant n dans I’équation précédente, ¢(x) facilement déduit

d+1+y71
1 F( 27 )

M@ T (557)

lx) =

O

On va maintenant chercher des estimateurs 7 et / (x). On voit que 1 dépend uniquement

de l'indice de queue v, pour lequel il existe de nombreux estimateurs dans la littérature.

En revanche, ¢(x) dépend a la fois de v et de la fonction czg4, que on doit également
estimer.

Estimation de Il existe en effet de nombreux estimateurs de 'indice . [Pickands, 1975],
[Schultze and Steinebach, 1996] ou [Kratz and Resnick, 1996] en sont de bons exemples.
Nous utiliserons pour notre part 1'estimateur de Hill, introduit dans [Hill, 1975] :

k W
R 1 n [’L] >
= — 5 In II1.16
Thn kn = <W[kn+1] ( )

ot Wpp > ... > Wigpq) = ... > Wy et k, = o(n) tel que k,, — +00 quand n — +o0.
Dans ce contexte, la statistique W peut étre :
— La premiére (ou indifféremment n’importe laquelle) composante du vecteur centré
réduit Ay (X — pyx), ot AxAx = Xx. Cette approche marche bien, mais n’utilise
pas toutes les données disponibles.

— Lanorme de Mahalanobis \/(X — px)TER (X — pyx). Cette approche a I'avantage
d’utiliser toutes les données disponibles.
Dans la suite, nous utiliserons plutét la premiére approche a une composante, I’'Hypo-
thése [2 étant appliquée sur la répartition univariée et donc plus simple & vérifier. De plus,
quelques comparaisons numériques n’ont pas montré d’amélioration vraiment significative
de la second approche par rapport a la premiére. En utilisant la Proposition [L9}] il est alors
aisé¢ de fournir un estimateur de 7.

Définition 13 (Estimateur de n). On définit ny, comme

k
R d — Wm )
=N I 1117
=Y (Ww (11L17)
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Les propriétés principales de 4y, peuvent étre trouvées dans [de Haan and Resnick, 199§|.
Sous la condition de second ordre de 'Hypothése , |[de Haan and Ferreira, 2006] montre
la normalité asymptotique de 4y, .

Vi G =) = N (Lﬁ) | (TTL.18)

n—-+oo ]_ — p

ol A = lim vk,A (ﬁ) et k, = o(n) tel que k, — +oo quand n — +oo. L’estimateur

n—-+o0o
Mk, €tant une simple transformation affine de 4;,, sa normalité asymptotique est alors

immeédiate.

Proposition 16 (Normalité asymptotique de 7, ). Sous Z’Hypothéseﬁ et si lim k,A (ﬁ) =

n—-+00
0, alors

\/k_n<77kn_77) N ./\/'(O,d272)

n—-+o0o

Estimation de /(x) La forme de ¢(x), donnée dans la Proposition donne lieu a
une estimation plus compliquée que la précédente. En effet, {(x) dépend non seulement
de 7y, mais aussi de la quantité cqgq(M (x)). Nous garderons I'estimateur de Hill
pour 7. Concernant ¢;94(M (x)), nous proposons un estimateur a noyau. La classe des esti-
mateurs a noyau, introduite dans [Rosenblatt, 1956] puis [Parzen, 1962|, permet d’estimer
notamment des densités de probabilité. Dans cet esprit, le lemme suivant nous sera utile
pour la construction d’un estimateur adapté. Il vient de la page 108 de [Johnson, 1987].

Lemme 17. La distance de Mahalanobis (X — px)' S5 (X — px) a pour densité :

ol

™

r(

d

t2 eaga4(t).

VIS

)

En utilisant le Lemme 17} on définit un estimateur a noyau gy, (M ()) pour cqga(M (z)).

Définition 14 (Estimateur du générateur). On définit gn, (M(x)) comme

M(@) 4T (4) & (M(w)—(Xi—ufo??(Xi‘“X)) (111.19)
3 |

ot le noyau K vérifie certaines conditions données dans [Parzen, 1962] et la fenétre h,
vérifie h, — 0 et nh,, — 400 quand n — +o0.
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Les conditions sur K sont fournies dans le Théoréme [61] de I’Annexe Sous ces
derniéres, [Parzen, 1962] a montré la normalité asymptotique des estimateurs & noyau.
Dés lors, la Définition [14] ainsi que le Lemme [I7] entrainent la distribution asymptotique
suivante pour g, (M (x)).

Proposition 18 (Normalité asymptotique de g, (M(x))). Si gq et K remplissent les
conditions (i) — (iv) du Théoréme [61] de U’Annexe [B, Uestimateur gy, (M (x)) vérifie la
normalité asymptotique suivante :

M(IB)l;F (%) Cdgd(M(w))/K(U)QdU> ‘

n—-+4o0o T

nhy (Gn, (M (2)) — caga(M(x))) — N<0,

En remplagant v par 44, et caga(M(x)) par gp,(M(z)) dans I'Equation (L5), on est
maintenant capable de proposer un estimateur (j, . (x) pour {(zx), dans la définition
suivante. De plus, sous I'Hypothése [2| on donne la normalité asymptotique de ¢y, 5, ().

Définition 15 (Estimateur de £(x)). On définit ly, , (x) comme :

A—1
r —d+vk"+1 d
2 =1 -3
Vi, T 2

() () o 01

iy oy () = (I11.20)

0l Ay, €t gn,(M(z)) sont respectivement donnés dans les Equations (IIL3.D)) et (14).

Proposition 19 (Normalité asymptotique de éknhn(m)) Si gq et K remplissent les
conditions (i) — (iii) du Théoréme [61] de I’Annexe [B, sous U'Hypothese [3, et si de plus

lir+n VA7) =0, on a les relations asymptotiques suivantes :
n—-+0oo n

(i) Sinhy,/ky = 1o et Vk,h2  — 0, alors
n—-+0oo

n——+o00

Vi (G (@) = 6@)) = N (0,5 (7, caga(M(2)))) (11L.21)

n—-+o0o

(ii) Sinh,/k, = 0 et nh? — 0, alors
n——+0o0

n—-4o0o

Vit (b (@) = @) = N (0, V2 (7, caga(M(x)))

n—-+o00
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ou ¥ est la fonction digamma (voir p.258 de [Abramowitz et al., 1966] et Définition @),
et :

Veaata) = it ) [W(u“)—“y(w) ; ]

- cz9a(M(x))? p(%lﬂf N

272 (dy+1) (dy+1)°
2 .
-1

r d+v;1+1 P
Vil cags(M (@) = P cana(M (@) [ K [ (=) <d+ﬂ>cg;dam>f]

(111.22)

Preuve: Le Théoreme[61]apporte (gn, (M (z)) — caga(M(z))) = Op(h2) et Var [gs, (M (x))] =

Op((nhy,)™1). Sik, = o(nh,) et Vk,h? N 0, il vient vk, (g, (M () — caga(M (x))) %
n—-+0oo n—-+0oo

0. On obtient alors la normalité asymptotique suivante :

Vi, <th(M(m?;n—;(ng(M($))) o ((8) | (702 8)) |

Comme {(x) = u(7y), la méthode delta implique

VEn (@kmhn(a}) _ €(w)> — N(0,4/(4)?).

n—-+o00

Calculons alors v, en utilisant ’Equation . On a

— / —_
W—d/Q F (d+721+1> 1 . ﬂ-_d/2 F (d+121+1> 1 /
dy+1 caga(M(x)) | 1 (#) dy+1

0 i@ | T ()

La dérivée du ratio des fonctions gamma donne :

— , — — — —
r <d+721+1> 1 T (’Y ;+1> r (d-f—’yzl—i—l) -1 <d+’y21+1) T <’y ;—l—l)
r (7*;+1> 22 r <7;+1)2 ‘

En utilisant la relation I"(z) = I'(2)¥(z), on réécrit alors :

F<d+v;1+1> , 1 F<d+7;1+1> (q, (7_1_1_1) u (d+’y‘1+1))‘

T (v*;H) T 22 r (w*;H) 2 2

En observant également que [(dy + 1)7']' = —d(dy + 1)72, on obtient le résultat ((i)).
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La seconde partie de la preuve est similaire. En effet, si nh,, = o(k,) et nh> — 0 quand
n — 400, alors
0 0
Ven — 7 0
v/ nhy | . " - N , 21— 97(d
(ghn<M<w>> - cd9d<M<w>>) e (0) 0 M) (b (@) [ ()

En notant que ¢(x) = v(cqgq4(M(x))), et que

~

1
ciga(M(x))
la méthode delta compléte la preuve. 0

Nous avons désormais une idée du taux de convergence de nos estimateurs 7, et
Uk, 1, (). On peut également s’intéresser a leur loi jointe.

V' (caga(M())) = (),

Proposition 20 (Normalité asymptotique de (ﬁkn,ékmhn (x))). Sigq et K remplissent les
conditions (i)—(ii1) du Théoréme de l’Anneme@ sous l’Hypothésel% et si\/k,A (ﬁ) —
0 quand n — 400, alors on a les relations asymptoliques suivantes :

(i) Sinhy,/ky, o 0 et nhd — 0, alors

n—-+oo
ot Va(v, caga(M(x))) est donné dans I’Equation (19).
(ii) Sinh,/k, o oot VEkhE = 0, alors
n—-—+0oo

n—-4o00

G (251) () Sty )

(I11.24)
ot Vi(y, caga(M(x))) est donné dans I’Equation (|19)).

Preuve : La preuve de cette proposition est proche de celle de la Proposition

(i) Ce cas est immeédiat. On utilise d’abord le résultat de 'Equation ((i)). De plus,
'hypothése nh, = o(k,) donne directement le résultat ((1)).

(ii) En s’inspirant de la preuve de la Proposition on rappelle la normalité asympto-

tique :
Vi (g e cmmoien) o1 ((0) (5 0)):

On peut alors écrire le couple d’estimateurs comme fonction de 4y, .

(fhoe (M @)) ) = T G0) = (i) o)
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La méthode delta multivariée donne alors la normalité asymptotique, avec une ma-

trice de covariance
o (A ANAG)
! (f{(v)fé(v) (F5(7))? )

Avec les expressions de ¢ (M(x)) et n de 'Equation (15)), on a f(y) = d. De plus,
les calculs effectués dans la Proposition |19 donnent f1(y) = \/Vi(v, caga(M (z))) /7,

d’ou le résultat ((ii)]).

O
En se basant sur les estimateurs introduits dans cette section, nous proposons dans la
section suivante des estimateurs pour les quantiles conditionnels extrémes ¢, (Y| X = x).

II1.3.c. Estimation des quantiles extrémes

On rappelle que les quantiles conditionnels théoriques ¢, (Y| X = x), donnés par 'Equa-
tion ([II.1.a.), dépendent de la fonction quantile conditionnelle CID;,|1$. On a pour notre part

fourni des prédicteurs ¢, (Y| X = x) et ¢¥ (Y|X = @) dans la Définition {12, dépendant
de la fonction quantile inconditionnelle @;1, ainsi que deux paramétres n et {(x) que 1'on
sait estimer grace a la section précédente. L’objectif de cette section est donc de four-
nir des estimateurs ¢ (Y|X = x) et ¢¥ (Y|X = x) pour des suites a,, — 1 lorsque
n — 4o0o0. On pourrait également considérer les cas ou «,, — 0. Cependant, on décide
de se consacrer au cas ou le niveau de quantile tend vers 1, le cas opposé pouvant étre
facilement déduit des propriétés de symétrie des distributions elliptiques. Pour cela, on
divise ’étude en deux cas :

— Quantiles intermédiaires, i.e. on suppose n(l — «,,) — 400 quand n — +oo. Cela
signifie que l'estimation du quantile de niveau «,, conduit & une interpolation sur
les données observées.

— Hauts quantiles. A l'instar de [de Haan and Rootzén, 1993], on suppose n(1—a,) —
0 lorsque n — +00, i.e. on a besoin d’extrapoler notre échantillon.

Avant de traiter ces deux cas de figure distinctement, on introduit dans le paragraphe
suivant certaines conditions qui nous serviront dans cette section.

IT1.3.c.1. Conditions

On présente ici quelques conditions sur les suites k,,, h, et a,. On rappelle que k, —
+00, k, = o(n), h, = 0, nh,, — 400 quand n — 400, et définit les conditions C, Cj,; et
Chigh comme suit :

— (C) : ky = o(nhy), hy, — 0, nh, — 400, Vk,h? — 0 et Vk,A (%) — 0 quand
n — 4o00. On ajoute également que gg et K satisfont les conditions (i)-(iii) du
Théoréme [61] de I’ Annexe [Bl
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— (Cint) s = 1, In(1—0,) = o(\/ky,) et \/Hn =o0 < n(l— ozn)> quand n — +o0.

— (Chign) = n(1 — o) = 0, In(n(1 - a)) = o(vEn) et % — 0 € [0, +o00]

n

quand n — 4o0.

La condition (C') est commune aux deux approches, et est nécessaire pour que I’estimateur
de Hill soit asymptotiquement non-biaisé, conformément a I’Equation . De plus,
k, = o(nh,) et Vk,h? impliquent que 4, (respectivement 7, ) converge vers v (respecti-
vement 1) plus vite que ék:n,hn (x) vers {(x). En pratique, cette condition semble appropriée,
car k, ne doit pas étre trop grand pour que l'estimateur de Hill soit asymptotiquement
non-biaisé, et nh, doit étre suffisamment grand pour fournir une bonne estimation de
{(x). Enfin, les conditions sur la densité et le noyau K sont nécessaires a la normalité
asymptotique de I'estimateur .

Les conditions (Cjne) et (Chign) vont étre respectivement utilisées pour les quantiles inter-
médiaires et hauts, et dépendent uniquement des suites k, et a,,. Dans le but de rendre
ces conditions plus intuitives, on propose un exemple simple : on choisit nos suites sous
des formes polynomiales k, = n®, 0 < b < let a, = 1 —n"%a > 0. Il est facile de
voir que In(1 — a,,) = o(vk,) et In(n(1 — a,,)) = o(vk,) ,Va > 0,0 < b < 1. Cepen-

dant, ln(@n) = o( n(1 —ozn)> si et seulement si a < 1 — b, i.e. n(l — ) — +00

quand n — +oo. Autrement, si a > 1 (ou de maniére équivalente n(1 — «,) — 0 quand
n — +00), alors (Chign) est remplie avec un @ particulier que nous donnons plus tard.
Nous ajoutons également des conditions plus fortes (CHE) et (Cﬁﬁ) utilisées plus tard
pour des résultats de normalité asymptotique :

— (CIIF) + (Ciny) est remplie. De plus, vk, (1 — a,,) = o (In(1 — ) et
\/k}_n min(—p,2v)

(1—a,) @1 =0

i
n>teo In (1—ay)

— (CﬁgGh) : (Chign) est remplie. De plus,

VFer min(— .22

lim —a,) T =0

3 (1
n——+oo n

In (n(l—an))
Ces conditions, dépendant des suites k,, o, et des indices de valeurs extrémes v et p
introduits dans I’'Hypotheése [2| ne sont pas nécessaires pour les résultats de consistence.
En revanche, elles le sont pour les résultats de normalité asymptotique.

IT1.3.c.2. Quantiles intermédiaires

On considére le cas ou o, — 1 et n(l —a,,) — 400 quand n — +oo. En se basant sur
le Théoréme 2.4.1 de [de Haan and Ferreira, 2006], on définit Pestimateur ¢& (Y| X = x)

pour qfnT(Y\X — x). Rappelons pour cette définition la notation Ax Ay = Sx.
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Définition 16 (Estimateur de quantiles intermédiaires). On définit (g2 ,(V|X = a:))n
comme :

eN

1

(jfnT(Y’X = :1:) = KUY |z + Ey‘x (W[nf}n—l—l])m (11125)

. -1
ot Uy, = (2 + li,, 1 () < L 2>> et W est la premiére (ou indifféremment n’importe

1—an

laquelle) composante du vecteur A (X — px).

On estime donc dans un premier temps un quantile de niveau 1 — v,, ou v, =

-1
(2 + {(x) < L - — 2)) . Sous quelques conditions, il est possible d’obtenir la norma-

11—«

lite asymptotique de ¢7 (Y|X = ) par rapport au prédicteur ¢7 (Y[X = x), et par
conséquent la convergence vers le quantile théorique g, (Y|X = x).

Théoréme 21 (Consistance de ¢} (Y|X = )). Sous I’Hypothése @ et les conditions
(©), (Cint)

“E VIX =z d2 4
Vkn q%m( | ) ) L N (07 _74) _ (111.26)
(1 —an (&, 0VX =) )t " Gag )
Par conséquent :
i (Y X ==
Gy (V] ) 51 lorsque n — +o00. (I11.27)

Preuve : Dans un premier temps, on remarque que v, dépend de ékmhn(w). Selon la
Proposition (i) implique que 'on peut remplacer @, par v, dans I'Equation . De
plus, on décompose :

vk, (GaMX=2) N VE (Wias )™ 1
(1= an) \gh (VX =2) ) noboo In (1= an) \ @3t (1 - 0,)")"

\/k_n (W[nanrl} ) Mhen L

——1|®t(1— un)ﬁ‘ﬂ—
In(1—a,) O3t (1 — v,) e Y In(1—ay,)

e -7 -1)

O (1 —v,)n 7 —1

Sous 1’Hyp0thése et selon la Propositionet le Théoréme 2.4.1 dans [de Haan and Ferreira, 2006|
(avec (C')), on a :

JE (L _ 1 _d?y?
i (fnm 77) n—)—-i>-oo N (O’ (’yd+1)4>

ann 1
/oy, (Ebya(f*%]? — 1) — N (0,+?)

n—-+oo
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En notant que v, est équivalent a £(x)™'(1 — a,,) quand n — +o0, et grace a (Ciyy), il
vient

vk (Wi 1) ™

— — 1| — 0 lorsque n — 4-o00.
In(1—ay) O (1 — ) Ten

De plus, sous 'Hypothése [2| In (@;1(1 — Un>) est clairement équivalent a —vIn(v,), ou
11

—vIn(1 — o). Alors (Cj,) implique ®3' (1 —v,)™» " — 1 quand n — 400, et par

conséquent le premier terme de la décomposition tend vers 0. Il reste encore a calculer la

limite du second terme. Il n’est pas compliqué de remarquer que

VEn RRIR d*y*
In (7 (1 —v,)) (‘I)Y (1= vn) 1) nij(O’ (7d+1)4)

En utilisant Péquivalence In (' (1 —v,)) ~ —yIn(v,) ~ —yIn(1 — «,), on obtient le
résultat . Avec la relation , la consistance est évidente. O

La méme normalité asymptotique que peut étre obtenue en remplacant qfnT(Y]X =
x) par le quantile théorique ¢,, (Y|X = x) sous la condition

VEn (‘D?IE} _U”):]> —0.
¢Y|m(0‘n)

Cette condition est difficile a vérifier dans le cas général. Nous avons en effet besoin
d’une expansion de second ordre de I’Equation . Mais les propriétés de second ordre
du quantile inconditionnel <I>;1 (données dans 'Hypothése [2) ne sont pas nécessairement
les mémes que celles du quantile conditionnel (I>;|1w, ce qui rend I’étude compliquée. Ce-
pendant, dans certains cas simples, on est capable de surmonter cette difficulté. C’est
pourquoi on présente une nouvelle hypothése, plus forte que 'Hypothése [2] Dans la suite,
on se référera a cette hypothése pour certains résultats de normalité asymptotique.

I
nSteo In (1—ay)

Hypothése 3. Vd € N*, il existe A\, Ay € R tels que :

dty !

cagalt) = Mt~ [+ dtF 4o (157)] (ITL.28)

Il est évident que I’'Hypothése |3 implique 'Hypothése 2l En effet, conformément a
[Hua and Joe, 2011, I'Equation signifie que ¢;g; (%) est a variation réguliére de se-
cond ordre d’indices —1 — 1/7, p/v et une fonction auxiliaire proportionnelle & ¢*/7. La
Proposition 6 de [Hua and Joe, 2011] implique alors que ®y est & variation réguliére de
second ordre d’indices —1/7, p/7 et le méme type de fonction auxiliaire. Finalement, ¢’est
exactement (voir [de Haan and Ferreira, 2006]) 1'Hypothése [2| avec 7, p et une fonction
auxiliaire proportionnelle & ¢*. Par exemple, la loi Student satisfait I'Hypothése [3] avec des
coefficients que ’on donne dans la Section [[TL.4]
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Proposition 22 (Normalité asymptotique de G5 ,(Y|X = )). Supposons que I’Hypo-
thése@ et les conditions (C), (CEY) soient satisfaites. Alors :

int

Vi (#Ea01X =) (0.2 )
. -1 — I11.2
In (1 — Oén) ( qan(Y|X = m) n;)oo N O’ (’Yd + 1)4 ( 9)

Preuve : On rappelle que la densité de @y, est proportionnelle & ¢gy1gar1 (M (x) + ¢2),
et, par 'Hypothése |3} il existe A\, Ay € R tels que :

dtlgy"!

Car19ar1 (M(z) + %) = M (M(z) +°) 7 [1 + A (M() + tQ)% to <t$>}

L’expression précédente peut étre réécrite comme suit, ot A, Ao, A3 € R :
- P
cargar (M (@) +17) = At~ @17 [1 o (M(z) + %)% + Mgt 2 40 (t5>]

Dans le but d’aérer la preuve, on ne détaille pas les valeurs des constantes \;, elles ne sont
en effet pas indispensables. Dans le cas p/y < —2, on obtient

Cd+19d+1 (M(w) + 752) = M\t~ @ T [1 + Aot ™%+ 0( )] A A2 €R

En d’autres termes, cg119441 (M () + t?) est a variation réguliére de second ordre d’indices
(d+1+ 7_1)_1 —2, et une fonction auxiliaire proportlonnelle at~2. Selon la Proposition
6 de [Hua and Joe, 2011] la fonction de survie Py, (¢) ft Cat19a+1 (M (x) + u?) du €

2RV ((d—i—’y‘l) ,—2) avec une fonction auxiliaire proportionnelle a ¢t=2. De maniére
équivalente, il existe A\, Ay € R tels que
_ 1 2 _% _%
CI)Y\::: 1—; = A\t7dHl [1—1—/\225 YA+ —1—0<t 7“)]

Les Hypothéses [2] et [3| donnant @' (1 — 1/t) = Ast? [1 + A\gt? + o (t°)], il vient

o' (1_Un)% —g(w)_mll 1—an T 1+ Mv,” +0(v,”)
d-1 (a ) - v 2y 2y
vz On n L+ Xo(1— )7 40 <(1 — an)wd+1>

pour certaines constantes A, A\ € R. Dans ce cas, on a considéré p < —2v, d’ou —p >
2v/(yd 4+ 1). On en déduit donc expansion suivante :

Oy (1= )t () i (1 - O‘”)+ (1470~ )77 40 (1 )77

C]?Y|133 (o) Up,
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pour une certaine constante A € R. On peut remarquer que (1 —a,)/v, = 2(1—{(x))(1 —
a,) + £(x), et intéressons nous désormais a la limite :

N Oy (1 — vy)7 N VEn 1— ()
————In| ———| = lim In(2———=
n—+oo In (1 — auy) @Y‘w(an) vd + 1n=+o0 In (1 — o) l(x)

L)ln (1 P — )T 4o ((1 . an)%»

(1—an)+1)

I
+ n—1>r-i{1<>o In (1 — Oy

Le premier terme est simple a calculer. En effet, étant donné que vk, (1—a,,)/In (1 — o) —
0 quand n — +o00, on déduit

Vi (et ) i) VR
1 (2 @) ">+1> 2Uw) o =)

(1—a,)=0

i
nibo In (1—ay)

Par un calcul similaire, le second terme tend également vers 0, en supposant (CfitG ) On
en déduit alors, en utilisant le Théoréme 2] :

Vkn (@fm(wx =x) B 1) Vi ((W[nﬁnﬂ])l/ﬁkn ) 1)
)

In(l1—ay) \ ¢, Y[X =x) n—too In(1—a, )1/77

VE (W)™ Yo7 (0 —0) VR (90 —w)
In(1—a,) oyl (1 — Un)% DL () In(1-—ay,) Ol (an)

Y|x Y|z

CD;,'lm (aun,

2.4
- N (0, _dy 4)
nortes (yd +1)

Concentrons nous maintenant sur le cas p/y > —2. La preuve est exactement la méme,
avec

Cayrgarr (M () +17) = At~ @+ [1 + Aot + 0 (755)} ;AL A2 ER

Les mémes calculs et la condition de (CHF) lim ln(ﬁ ) (1-— an)_TeH = 0 conduisent
n—-+00 "

au résultat. ([l

On peut noter que la variance asymptotique de ’Equation tend vers 0 lorsque le
nombre d de covariables tend vers +o0o. En effet, on observe une convergence rapide de
gf L(Y|X = ) vers &' (1 — v)7 lorsque d est grand. Cependant, la condition (CHS)
n’est clairement pas satisfaite si d est trop grand. La normalité asymptotique n’est
alors plus vérifice. Cela s’explique par le fait que plus d est grand, plus @;fw(an)/éy(l —
v,) (voir Equation ([11))) tend vers 1 lentement.

I11.3.c.3. Hauts quantiles

On considére maintenant n(1 — qn) — 0 quand n — 4o00. Dans la définition qui suit,
on introduit un nouvel estimateur ¢& (Y|X = x) pour ¢} .(Y|X = x), et donc pour
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o, (Y| X = @). L’approche, inspirée par [de Haan and Ferreira, 2006] ou [Weissman, 1978§],
consiste a prendre une suite intermédiaire k,,, et d’utiliser les propriétés de variation ré-
guliére.

Définition 17 (Estimateur de haut quantile). On définit (éfﬂT(Y|X = a:)> comme :

neN
~ kn N 1 ’;/kn ﬁ
ngnT(Y’X = :B) = Uy|e + Ey|X W[kn—i-l} <? <2 + €kmhn(:c) (1 . — 2))) .
(IT1.30)
Le but est maintenant d’étudier les propriétés asymptotiques de éfﬂT(Y|X = x).

Comme pour les quantiles intermédiaires, on propose un résultat de normalité asympto-
tique, que l'on affinera par la suite sous 'Hypothése

Théoréme 23 (Consistance de cffnT(YD:: x)). Onnotev, = (24 0(x) (1 —a,) ' —2))"
et v, = <2 o, (@) (1 — )" — 2)) . Sous l’Hypothésel% et les conditions (C), (Chign) -

vk G VIX =) N0 (= B 2 (I11.31)
In <%) qfnT(Y|X = m) n—+o00 ’ 'yd +1 (fyd + 1)2 ’ ’

Par conséquent :

~E

Iu (Y| X =x) 5
- — 1 quand n — +o0.

Ga, (Y| X = )

Preuve : Premiérement, on peut remarquer que

1

s [ G T

Es (afnmx o) ) . »
E _ _ 1
In (ﬁ) qa”T(Y’X =) " In (n(llinan)> q)Yl (1 —wy)m

De plus,

1 1

ko ’AYkn m Ey ’AWCn m . N
W[kn+1] (@) , W[kzn+1] <@> . (Un) % Up, 7;::
= — +

(I)x_fl (1 —vy,) (1)3_/1 (1 —vy)

3|~
ISE
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Comme k,, = o(nh,,), on déduit

_1 _1

e (2)"]™ i (2)"]"
o [ Men ) ]} e [N )
In <:T"n> Dy (1 - vn)% noEe (%) oy (1 - vn)%

De plus, conformément au Théoréme 4.3.8 de |[de Haan and Ferreira, 2006], (C) et (Chign)
meénent a

In <k_n> o (1 —wv,) i R In ( kn nuy,

NUn NUn

NI Wik, +1) <fT"n>%n VEn ( ke, \ Y
1 ) (=) _1>.

Avec 'Hypothese [2] il est aisé de montrer que In (@3 (1 — v,)) /In (k,/(nv,)) est asymp-
totiquement équivalent & yIn(1 — )/ In (n(1 — a,,)/ky). Si on considére le second terme,
il vient, en utilisant la limite donnée dans (Ch;gp) :

kn &kn‘fv 2 dVS

_vin Vhn (nv) -1 S5 N 0 v s 9(7d+41)
kn T n—+o00 0) "\ —g& 62 L1 '

In {20 ) \ @y (1 —w,) 0 7 =1 (vd+1)? (vd+1)*

nUp

Finalement,

_1

Ven | e
VRN
In (’f_) Oy (1 — vp)7 ln k_n

’Ykn Nkp,
’_k W[kn+1] ) L
k ne

L (1 —vy,) ™

Quand n — oo, cette expression est la somme de la loi normale bivariée suivante :

[W[kn+1] ( mn 42 _ 3
_ Vha (1 nk 0) ( (vd+dl) Q(Zdu) ))
Un n ) 2 I
In <k—"> ®y n—>+oo 0 _H(Wdll) 4 de’ryl)

nUp, (1 — v, TIk

Pour conclure, In (:3 ) quand n — +o0o, d’ou le résultat. La consistance

n(l an
est immeédiate. O
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Nous pouvons souligner que la condition (Ch,gn) est satisfaite dans la plupart des
cas. En effet, les exemples simples qui ne satisfont pas (ii) sont de la forme a,, = 1 —
n~!'ln(n)™" k > 0 et k, = In(n). Mais un tel choix de suites pourrait mener a une
mauvaise estimation de 4y, et 7y, , car k, — 400 trés lentement, et en plus une mauvaise
estimation du quantile, le niveau «,, tendant vers 1 lentement. Ces suites ne sont donc pas
recommandées en pratique. Le corollaire suivant donne la valeur de 6 lorsque les suites k,
et a,, ont une forme polynomiale.

Corollaire 1. Sous l’Hypothése@ les conditions (C), (Chign), et en prenant k, = n® 0 <

b<leta,=1—n"%a>1, la relation est vérifice avec 0 = 4.

Comme pour les quantiles intermédiaires, la normalité asymptotique peut étre
améliorée sous la condition

(1 —w,)7
lim v 1n< Y ( Un) > = 0.
)

norteo In (—n(lkj’an (I);’Ilcc(an)

L’Hypotheése |3 nous place dans un cadre ot il est facile de vérifier cette condition, d’otu le
résultat suivant.

Proposition 24 (Normalité asymptotique de (jfnT(Y|X = x)). Supposons que I’'Hypo-
thése@ et les conditions (C), (CHES ) soient satisfaites. Alors :

E(Y|X = 2 \2
\/E QQnT( | w) 1 - N 07 Y iy d’y ‘ (11132)
In ( (1k7,, )) Qa,, (Y’X = w) n—+00 'yd +1 (’}/d + 1)2

Preuve : La preuve est similaire a celle de la Proposition 22| En effet, nous avons donné
dans le cas p/vy < —2:

7' (1= va)"

ity (o)

= — (@) (201~ £(@))(1 — an) + (@) T [T+ M1 = a) 77 +0 (1 - )77 ) |

pour une certaine constante \ € R. Il reste alors a calculer

iy ok I _
lirf \ /Zn n <CI>YCDE} V)" ) - d7—|— : hrf + In (erg()w)(l —ay) + 1)
n—+o0o n n—+o00 n
In (m) Y|:z:(an> v In (n(l—an)> T

+ lim vka

In (14 A1 = a) 77 + 0 (1 a,)77))
n—-+o00 kn
In (n(l—an)>
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Le premier terme est simple & calculer. En effet, comme n(1—a,) — 0 et k,, = o(n) quand
n — 400, on déduit

lim —r VIZ" In (212(—6()@(1 — o) + 1) - 212(—“)‘”) lim —t Vlzn(l—an) =0
n—-+o00 - n—-+00 n
In (n(l—an)> r * In (n(l—an)>

Par un calcul similaire, le second terme tend aussi vers 0, en supposant ﬁ (1 — )T —
n

”(1*;171)

0 quand n — +o00. On déduit alors, a 'aide de la Proposition 23] :

1

i (moxen ) s [l
|

~ - 1
o, (Y|X = ) O I (n(lli"a )> (I);/|1m (o)

1

1
n

k_n’?knm
__ VR [W[’f“”("ﬁn)] I O R (‘Dylu—vn)

n -1 % i n o
2 3 2.4
v dy s d’y )
— N {0, — 20 +0 .
n—roo ( (vd +1)° (vd+1)*  (vd+1)*

Intéressons nous maintenant au cas p/y > —2. La preuve est exactement la méme, avec

)

St — %’ ol ol —p —p
Sy Qv gy (21— (@))(1 — an) + €))7 (1420 = an) 7 +0((1- ay)77)] A €R
Oy 5 (an)
. i N/~ e .
En usant des mémes calculs, et supposant lim ——"— (1 — «,) 74+ = 0, on arrive
n—-+o0o ln(n(lfnan))
au résultat. 0

On peut faire exactement la méme remarque que celle de la Proposition [22| concernant
le comportement de la variance asymptotique lorsque le nombre de covariables d devient
grand.

La Section propose une application numérique avec une distribution pour laquelle
on est capable de calculer les quantiles conditionnels théoriques. De plus, on propose
également un exemple sur des données réelles.

II1.4. Etude numérique

On propose ici de tester les estimateurs définis dans ce chapitre sur un jeu de données
simulées. Pour cela, on choisit de simuler des répétitions de loi de Student, car on sait
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dans ce cas la fournir la formule théorique des quantiles conditionnels @ De plus, il
est mentionné dans [de Haan and Ferreira, 2006| que loi de Student & v degrés de liberté
satisfait 'Hypotheése [2[ avec des indices v = 1/v, p = —2/v et une fonction auxiliaire A(t)
proportionnelle & t~2/*. Enfin, la distribution de Student satisfait I'Hypothése [3| ce qui
en fait un parfait exemple a étudier. On pourra alors avoir une idée précise de D'efficacité
de nos estimateurs.

I11.4.a. Quantiles intermédiaires

On simule donc 1 000 échantillons Z; = (X 1,Y1),...,Z, = (X,,Y,) de n simulations
d’une loi de Student a v = 1.5 degrés de liberté, de dimension d + 1 = 4. Pour simplifier,
on prendra g = Ops et 3 = I,. On suppose également que la valeur de la covariable
observée est telle que M(x) = 1. Dans ce cadre, 'Equation (7)) donne

o (V1X = 2) = 2530,

On propose alors de comparer les comportements asymptotiques de nos estimateurs 7, ,
Uiy () et g% + (Y|X = ). On procéde dans un premier temps au choix de nos suites
k., h, et a,. Pour cela, on se concentrera sur les suites de la forme k, = n’ b < 1,
h,=n"%%c<leta,=1—-—n"%a< 1. On doit choisir judicieusement nos parameétres a,
b et ¢ de maniére & ce qu’ils satisfassent (C), (Cpe) et (CEY). 11 vient que la condition
(C) impose b < 1 —¢, b < 4c et b < -15. De plus, (Ciry) ajoute b < 1 — a. Enfin, (CfIF)
ajoute b < 2a et b < ﬁ.

Le choix k, = n"*, a,, = 1 — n"9% et h,, = n=%!® semble étre un bon compromis, et est
fidéle & toutes les hypothéses. On choisit également la densité gaussienne comme noyau
K dans l'estimateur de éknhn(w) On mesure alors empiriquement, dans la Table
les variances asymptotiques de nos estimateurs. Dans la derniére ligne sont données les
variances asymptotiques théoriques calculées dans les Equations et . Rappelons
que notre approximation qu vaut dans ce cas de figure :

C L (YIX =a) = &7} (1 -1/ (@)1 — o) " +2(1 — £(=))))°.

La derniére colonne de la Table [[IT.2] donne alors le comportement asymptotique de

g5 + (Y| X = @) par rapport a ¢7 , (Y|X = ). Pour simplifier, on introduit les notations
suivantes :

— ~ T
itarn =T [V (o) — )i, ) |

) [ e (iELX=2) )}
UgE Var |:1n(1—an) <q5nT(Y\X:w) 1 s

— SE _
) Var [m(m <qan¢<Y\X @ 1)}

1=a7) \ Gan (VI X =)

I~
<
I
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Notons que ’écriture Var représente la variance mesurée sur I’échantillon de taille 1 000.

~

~

n O Vg(z) UgE Yq

1 000 0.9776128 ( 3f18§§§;2 _31;737??;522> 0.03214032 | 0.04701728

10 000 | 0.9936904 ( 3111925105;10 ;1011?)2(;20> 0.02982159 | 0.03661058

100 000 | 0.9982217 ( 2?0665953170 ;’184672?1?) 0.02863619 | 0.03207807

1 000 000 | 0.9994988 ( 3?19:?;5125 ;150:222425) 0.02844920 | 0.03031777
2 000 000 | 0.9996577 ( 2?;;2321 _31&?8315%?) 0.02575056 | 0.02716628
+00 1 (—2f09$65$§5 —10. 16755> 0.02194787 | 0.02194787

TABLE II1.2 — Variances asymptotiques mesurées et théorique (pour n = +00) de nos

estimateurs

Concentrons nous maintenant sur le cas n = 2 000 000. La Figure représente
les boxplots des 1 000 répétitions de i, , lk, n, () et G5 , (Y]|X = x) respectivement.

Paramétre eta Paramétre | Quantile conditionnel

-

31

29
1
|

30

32 34 36 38 40 42 44
[
1

28
I

FIGURE II1.2 — Boxplots de 1 000 répétitions de 7y, , g, 5, () et s + (Y|X = x) respec-
tivement. Les valeurs de 1, £(x) et ¢7 , (Y|X = x) apparaissent en rouge. ¢,, (Y|X = x)
est en vert.

On remarque que les estimateurs 7y, , éknhn(w) présentent une bonne efficacité. En
revanche, si g% , (Y|X = x) parait fournir une bonne estimation de ¢7 , (V|X = x)
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6.345426, il n’est pas forcément une estimation optimale du quantile conditionnel théo-
rique q,, (Y|X =x) = 6.177874. En effet, au regard de la relation asymptotique ,
le fait de considérer une suite tendant vers 1 assez lentement conduit & une convergence
assez lente de notre prédicteur. Les résultats sont alors meilleurs en prenant une suite a,
plus rapide, i.e. en passant au cas des hauts quantiles.

II1.4.b. Hauts quantiles

Placons nous dans des conditions similaires, c’est a dire que ’on considére une dis-
tribution Student avec d = 3, v = 1.5 et M (x) = 1. Notre estimateur, introduit dans la
Définition [I7] sera donc de la forme :

kn ; 1 ]
o (5 vt (2 9)) ]

Comme pour les quantiles intermédiaires, prenons des suites k, = n?,b < 1, h, =n"¢ ¢ <
leta, =1—n"%a > 1, et regardons les conditions sur les paramétres a, b et ¢ pour
que (C), (Chign) et (C’}gg’;l) soient remplies Commune au cas des quantiles intermédiaires,
(C) impose b < 1 —c, b <4cet b < ;5. (Chign) est satisfaite avec 0 = 7, et (C’hlgh)
implique b < 2a et b < dAfV En regardant alors de plus prés les normalités asymptotiques
et (24), on s’apercoit que le choix a = (1 — b) (yd 4+ 1) méne & une variance nulle!
Dans ce cas, on prendra donc b = 0.6 ainsi que a = 0.4 X (2+1) = 1.2. En pratique, il faut
bien stir estimer 7. On peut alors fixer b puis prendre a = (1 — b) (9, d + 1). On choisit
également h,, = n~%2% ainsi que la densité gaussienne comme noyau K. Regardons alors
dans la Table le comportement de nos estimateurs pour plusieurs valeurs de n.

éo]iLT(Y|X =) = lyjs + V/2v|x

n Oy U@ (x),n 75qE {}q
30.18146  —10.19442
1 000 0.9997488 1010442 4.24603 0.00270203 0.002830734
33.48424  —11.26003
11.26003 4.22301

)

29.47296 10. 42533)
somn )

)

)

10 000 0.9999842 0.001280309 | 0.001297676

100 000 0.999999 0.0007163233 | 0.0007191455

10.42533  3.97305

€

€

< 29.60700 10.42303
( —

€

€

1 000 000 | 0.9999999 0.0005030306 | 0.0005036096

10.42303  3.837567

29.73965  —10.72249
1079249 3.982351 0.0003761021 | 0.0003762288

28.98503  —10. 76755) 0 0

10 000 000 | 0.999999996

00 1 10.76755 4

TABLE II1.3 — Variances asymptotiques mesurées et théorique (pour n = 400) de nos
estimateurs
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Les quantités 0,z et 9, sont définies comme suit :

— ‘E _
X Vkn 9, T(Y‘X*Q:)
v,e = VYar , n -1
/ () \ dan (VIX=2) ’
— ‘E —
2 VEr al (Y|X=x)
v, = Var L - -1
4 hl(n(lk,inan)) dop (Y[ X =)

Prenons plus particulierement le cas n = 10 000 000. Les boxplots des 1 000 estimations
de 7k, Cr,n, () et ¢¥  (Y|X = x) sont illustrés dans la Figure [[IL4.b.

Paramétre eta Paramétre | Quantile conditionnel

304
1
385
1
796 T9.8
1 1

302
1

3 380
1

-

300

370
1
79.2
1
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1
365
a0 k
1

206
1

360
1
TaA
1

204
1

FIGURE II1.3 — Boxplots de 1 000 répétitions de 7y, , 5, 5, () et éfm (Y| X = x) respec-
tivement. Les valeurs de 1, £(x) et ¢} , (Y|X = x) apparaissent en rouge. ¢q, (Y|X = x)
est en vert.

Si on compare aux quantiles intermédiaires, on voit que notre approximation qfnT Y|X =x) =
79.25944 est tres proche de la valeur théorique ¢, (Y| X = x) = 79.2461. Par conséquent,
notre estimateur g& , (Y| X = @) est beaucoup plus efficace.

II1.4.c. Un exemple de données réelles

En guise d’application, on propose d’utiliser les rendements journaliers d’actifs fi-
nanciers de 2006 a 2016, disponibles a http://stanford.edu/class/eel03/portfolio.
html. Intéressons nous par exemple aux 4 premiers actifs, a savoir iShares Core U.S. Aggre-
gate Bond ETF, PowerShares DB Commodity Index Tracking Fund, WisdomTree Europe
SmallCap Dividend Fund et SPDR Dow Jones Industrial Average ETF. La Figure [[11.4]

représente les rendements quotidiens de ces 4 actifs.


http://stanford.edu/class/ee103/portfolio.html
http://stanford.edu/class/ee103/portfolio.html

II1.4.. ETUDE NUMERIQUE 99

iShares Core U.S. Aggregate Bond ETF PowerShares DB Commodity Index Tracking Fund WisdomTree Europe SmallCap Dividend Fund Dow Jones Industrial Average ETF

Market return
005 o0 oos

Market return
o0 o om oo
Market return
Market return
005 oo oos

o o a0 o . w0 e e e s . w0 e e e s . w0 e e
Day Day Day Day

F1GURE II1.4 — Rendements journaliers de 4 actifs financiers.

On pourrait considérer, par exemple, que ces rendements sont les premiers disponibles
chaque jour. Le but serait alors d’estimer un quantile sur le rendement d’un autre actif
disponible sur un autre marché ouvrant plus tard. On considére alors les rendements d’'un
be actif, qui sera WisdomTree Japan Hedged Equity Fund. La taille de I’échantillon est
ici de 2520. On considére alors les 2519 premiers jours (du 03/01/2007 au 05/12/2016)
comme un échantillon d’apprentissage, et on se place au 2520e jour (soit le 06/12/2016),
ou la covariable X vaut & = (—0.0185%, —0.4464%,0.9614%, 0.1405%). En attendant
I'ouverture du second marché, estimons donc le quantile du 5e rendement Y sachant
X ==
Aprés une bréve étude des fonctions d’autocorrélation, on s’autorise a considérer que les
répétitions sont indépendantes. Concernant la forme de la distribution, les histogrammes
des marginales semblent symétriques. De plus, les indices de valeurs extrémes mesurés
sont sensiblement les mémes pour les 4 actifs. Avec tous ces éléments, on se permet alors
de considérer que 1’on dispose de répétitions indépendantes et identiquement distribuées
de vecteurs elliptiques en dimension 4. Aprés avoir estimé p et 3 par la méthode des
moments, on obtient M () = 1.072952. On applique alors nos estimateurs 7, et 0y, 5. (2)
donnés dans les Equations et (L5). On prend pour cela les suites k,, = n%® (b = 0.6)
et h, = n7%%(c = 0.2), et comme noyau K la densité gaussienne, d’ou I'on déduit les
intervalles de confiance de I’'Equation ((i)). Notre coefficient ¢(x) se situerait entre 5.27907
et 7.60761 avec une probabilité proche de 0.95. De méme, 7 serait entre 2.315297 et
2.920395. Si on se place dans le cadre des hauts quantiles, et que ’on cherche a minimiser
la variance asymptotique de 'Equation (24), on prendra alors a = (1 — b)(%, + 1) =
1.047146. En appliquant I'estimateur , on obtient un quantile de niveau 0.9997256
proche de 3.744985% pour Y sachant X = x. En d’autres termes, avant I'ouverture du
second marché, on estime qu’étant donnés les rendements de nos 4 premiers actifs, celui
de WisdomTree Japan Hedged Equity Fund a une probabilité 0.9997256 d’étre inférieur
a 3.744985%. A titre d’information, le rendement mesuré était en réalité de 0.7141%.
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EXPECTILES ET AUTRES MESURES
CONDITIONNELLES

Récemment, le quantile, ou Value at Risk, comme il est appelé dans la littérature
financiére (voir [Linsmeier and Pearson, 2000]), a subi quelques critiques sur sa capacité
4 étre une mesure de risque acceptable dans un cadre financier ou actuariel. Certains
auteurs, comme [Artzner et al., 1999, lui reprochent de ne pas étre une mesure de risque
cohérente, au sens de la Définition [3| car il ne vérifie pas la propriété de sous-additivité.
Cette derniére assure que le risque de la somme de deux portefeuilles ne doit pas dépas-
ser la somme des risques des portefeuilles. Si, dans le cas des distributions elliptiques,
[McNeil et al., 2015] montre que le quantile est bien sous-additif pour av > 0.5, ce dernier
n’est pas sensible a 'ampleur des événements extrémes. De maniére a corriger ce défaut,
I'expectile, que l'on peut trouver dans [Newey and Powell, 1987|, est une option. Nous
verrons qu’il est construit de maniére similaire au quantile, et qu’il a ’avantage d’étre une
mesure de risque cohérente, comme montré dans [Bellini et al., 2014]. Il posséde donc un
nombre croissant d’applications en sciences actuarielle et financiére. [Cai and Weng, 2016]
et [Taylor, 2008] en sont de bons exemples. Dans ce chapitre, nous proposons une approche
similaire a celle effectuée pour le quantile au Chapitre [T} appliquée cette fois a Uexpectile.
Nous donnons alors dans un premier temps une formalisation mathématique de ’expectile
dans le cas général, puis plus particuliérement elliptique. Nous testons ensuite le modéle
de régression pour approximer des expectiles conditionnels, puis aprés avoir constaté les
limites de ce modéle, on propose une approche méthodologique pour les approximer puis
les estimer. Une étude numérique est proposée pour conclure. Une partie de ce chapitre
est publiée dans [Maume-Deschamps et al., 2018].

IV.1. Introduction

On donne d’abord la définition d’un expectile, et quelques propriétés dans le cas des
lois elliptiques. Puis, 'expectile ne disposant pas de formule fermée, on propose ensuite
quelques méthodes numériques pour approximer des expectiles elliptiques. Enfin, a 'aide
de ces algorithmes, on donne quelques expectiles elliptiques conditionnels.

IV.1l.a. La notion d’expectile

Les expectiles, introduits dans [Newey and Powell, 1987|, peuvent étre vus comme une
généralisation des quantiles. Dans cette section d’introduction, on définit ces quantités

a7
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avec la notion d’élicitabilité (voir par exemple [Ziegel, 2016]). En effet, si on considére Z
une variable aléatoire réelle, le quantile de niveau a €]0,1[ ¢,(Z) de Z est donné par le
probléme de minimisation suivant :

¢o(Z) = argmin E [S; , (Z — q)] (IV.1)

geR

avec la fonction asymeétrique Sy o (t) = (1—a) |t~ [4+a|t*| introduite dans 'Equation ([11.2.a.)).
La résolution de cette équation méne au résutat classique P (Z < ¢) = « pour des distri-
butions continues. En s’inspirant de cette approche, on peut définir 'expectile de niveau
a €]0, 1] de maniére similaire en modifiant la fonction de scoring.

Définition 18 (Expectiles). Soit Z une variable aléatoire réelle admettant un moment
d’ordre 1. L’expectile de niveau o €]0,1] de Z est donné par :

eo(Z) =argmin E Sy, (Z — e)] (IV.2)

eeR

ot la fonction Sy, est définie de la maniére suivante :

Soa(t) = (1 =)t >+ alt™ . (IV.3)

Le probléeme semble nécessiter un moment d’ordre 2. En réalité, la condition sur
le gradient fait intervenir uniquement des moments d’ordre 1 :

aE [(Z —ea(2) ] = (1—a)E[(ea(2) — 2)7].

La nouvelle fonction de scoring de 'expectile est finalement une version quadratique de
celle du quantile. La Figure propose un apercu visuel des deux fonctions de scoring
81701 et Sg’a.

alpha=0.05 alpha=0.5 alpha=0.95

00 02 04 06 08 1.0

FIGURE IV.1 — Fonctions S} , en noir, et Sy , en rouge pour des niveaux « respectivement
de 0.05, 0.5 et 0.95.
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Contrairement au quantile, ot la solution du probléme ([V.1.a.) est assez évidente
et intuitive, exprimer I'expectile simplement est moins aisé. C’est ce que nous essaierons
de faire dans un premier temps, dans notre contexte de distributions elliptiques. Pour

cela, on effectue quelques rappels des sections précédentes. On considére notre vecteur
Z = (X,Y)~ECyqp1 (1, X,€) avec X € R?et Y € R. On rappelle les notations suivantes :

V3y

Oylp(t) = P (% < t) .

Les quantiles de Y et Y|(X = x) pouvant facilement étre exprimés a partir de ces
fonctions, on va alors introduire une nouvelle fonction ¥ pour faire de méme avec les
expectiles.

By (t) = P (L <t)

Définition 19. Soit ¥y : R* —| — 00, 0[U]1, +o0] telle que :

—+00

Ty (1) = Dy (1) +% / wergy (u?)du. (IV.4)

t

De la méme maniére, on peut définir la fonction Wy, relative a la distribution Y'|(X =
x). A l'instar de la fonction de répartition @, la fonction W posséde quelques propriétés
évidentes que 1’on énonce ci-dessous.

Lemme 25 (Propriétés de Uy ). Uy satisfait les propriétés suivantes :
— Uy (—t) =1—Uy(t),Vt € R*.
— Wy : R* =] — 00, 0[U]1, +00[ est bijective et décroissante.
— U M1 - a) = -0y (a),Va € R*.
La preuve du Lemme étant suffisamment évidente, elle n’est pas fournie. On va
pouvoir, & 'aide des définitions et propriétés précédentes, donner une forme générale des

expectiles dans le cas des distributions elliptiques. Pour cela, on a besoin de I'expression
d’un moment tronqué.

Lemme 26. SiY ~ ECy(uy, Xy, &), on a la relation suivante :

Mty
V2iy

B[] = iy By (

) /Sy 70 wergn (u2)du. (IV.5)

Nom
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Preuve : On rappelle que la densité de Y est donnée par :

o) = oo (S22
Alors :
+o00 ( )2 +00 +o0
C1 U — Uy 9 9
E[Y*] = / u g ( ) du = py / c1g1 (u?) dut+/Sy / ucrgr (u?) du.
) V2y Yy K S
Ve s

t
Comme Oy (t) = / 11 (uQ) du et 1 — Py (x) = Oy (—x) (par les propriétés de symétrie
—OoQ
des distributions elliptiques), on obtient 'Equation ([26]). O
Donnons maintenant une expression générale pour l'expectile de niveau a €]0, 1[ d’une
loi elliptique univariée. Cette expression rappelle notamment ’approche de [Jones, 1994],
ol les expectiles sont vus comme les quantiles d’une autre distribution.

Proposition 27 (Expectile elliptique). Soit Y ~ ECy(puy, Xy, ) avec E [€] < +o0. Lex-
pectile de niveau o €]0, 1] noté e, de Y est donné par :

/ -1 o 1
ea(Y) :{ Hr EZ\fY (=50) Zii . (IV.6)
) 2

Preuve : On doit résoudre le probléme de minimisation suivant :

eo(Y) = argmin E[S,(Y — e)].

eeR

De maniére a rendre la preuve plus agréable, on notera par la suite e, au lieu de e, (Y).
En dérivant la fonction de scoring, on obtient :

(1 - a)E[Y —e,] + (2a —DE[(Y —ea)*] =0.

En utilisant le Lemme on a la relation :

E[(Y —ea)"] = (uy — €a) Py (M)\//;_;a) - \/E_y 700 uc1 g1 (u?)du.

Va3
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En l'incorporant dans 1’égalité précédente, on obtient :

(1—a)(py —eq) + (2a—1) | (py — eq)Py (,uy—\/;_yea> +/3y / ucigr (u?)du| = 0.

Un niveau o = % méne & la solution évidente e, = puy. On considére maintenant o # %

(d’otu e, # py), 'équation peut alors étre réécrite :

+o0o
o« — V2
(I)y (6 - MY) + o Y UC191<U2>d'LL = a

VZy — py 20— 1’
ea—HYy
NeY
D’ou ¥y (e%y) = 5, et eq = py + VEy Wy <2a 1) O

On vient de définir une expression générale pour les expectiles de distributions ellip-
tiques. Comme pour le quantile, on s’intéresse aux expectiles conditionnels de Y connais-
sant la covariable X = ax. Avant cela, on propose quelques méthodes numériques pour
obtenir des expectiles elliptiques.

IV.1.b. Algorithmes

La forme de la fonction W, introduite dans la Définition laisse a penser qu’il n’est
pas immédiat d’obtenir des formules explicites pour les expectiles. Pour cela, on propose
ici deux algorlthmes pour le calcul du terme ¥—! (2 B ) donné dans la formule des expec-
tiles (27)). Le premier d’entre eux est 1’algorithme MM (voir [Hunter and Lange, 2004]), le
second est un algorithme de type point-fixe. On donne également les vitesses de conver-
gence de ces deux algorithmes.

Dans cette optique, introduisons d’abord quelques définitions et propriétés que 1’on peut
notamment trouver dans [Frontini and Sormani, 2003|. Soit une suite (e(’“))keN et une va-

leur ¢* € R. On dira que la suite (e(k))keN converge vers e* d’ordre p € [1, 00 si pour tout
k, |e®) — e*| < e o (ex),ey et une suite positive qui satisfait

de>0: lim ek—;l =c. (IV.7)
k—+o0 €L

Le coefficient c est appelé facteur asymptotique. En particulier, on dira que la convergence
est linéaire si p = 1, et quadratique si p = 2.

Considérons maintenant I’algorithme de point fixe e*+1) = f(e(k)), ot e®*D e®) € R, et
f : R — R est une fonction dérivable. La convergence de l'algorithme est alors assurée
par |f'(e)] < 1,Ve € R. Si de plus f est p fois dérivable avec, Vm < p, f(™(e*) = 0
et f®)(e*) # 0, alors la convergence est d’ordre p avec un facteur asymptotique ¢ =

P)(e*)/pl.
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IV.1.b.1. Algorithme MM

On présente dans un premier temps une approche du calcul de ¥—! (2aa 1) basée

sur agorithme MM. Une approche similaire a été proposée dans [Yang et al.,_2018|, et
quelques résultats feront référence a ce papier.

Lemme 28 ([Yang et al., 2018]). La fonction S, , est Lipschitzienne :
|85 0(a) — S 4 (b)] < 2max{1 — o, a}|a —b|,Va,b € R.
D’ot la borne suivante :

Sra(a) < Ssa(b) + S5, (b)(a — b) + max{l — o, a}(a — b)*, Va,b € R.

En utilisant le Lemme |28, on propose notre algorithme, détaillé ci-dessous.

Proposition 29 (Algorithme MM). Soit Y ~ ECy(py, Xy, &) avec E[¢] < +o0. La suite

suivante (e(k))keN converge vers Uy (207_1) :

e = 0
+o00
e(k+1) - e(k) B maxfik_)oé,a} |:Od - (204 o 1)q)y (e(k)):| + maXQ{Oi:}x,a} f uc1g1 (u2)du .
(IV.8)

e(k)
De plus, la convergence est linéaire au sens de I’Equation ([V.1.b.)) avec un facteur asymp-

totique
c=1- max{ll— ot [04 — (20— 1)®y (m;l (QQOL 1))} . (IV.9)

Preuve : Soit Yy = (Y — uy)/vVEy ~ EC1(0,1,€). A la k° itération, on nomme R*) =
Yy — e®). 11 vient que pour tout e € R :

Yy —e=R® — (e — k),

Grace au Lemme on a l'inégalité suivante :
E [S2.0 (R®) — (e — e®)))] <E [S2,a(R®)] — (e — e®)E [} o (R™)] + max{l — o, o} (e — e(]‘”'))2.
Onnote Q (e,e™) = E [S o (RM)] —(e—e®E [S} (R™)] +max{1—a,a} (e — e(k))Q.
Afin de minimiser E [S,, (R*) — (e — e™))], le principe de I'algorithme MM est de mi-

nimiser sa borne supérieure, et de choisir et = argmin Q (e,e(k)). On obtient alors
eceR
facilement :
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(kD) — o) LR[S

2max{l—o,a}

(¥ = )]

,Q

I1 reste a calculer E [S}, (Yo — e®)].

E[Sho (Yo —¢®)] =2(1 - )E [Y — ¢®] + 2(2a — DE | (¥, — ¢¥) ]
Le Lemme meéne & I'Equation (29)). Prouvons maintenant la convergence de 1’algo-
rithme. Comme mentionné précédemment, il est suffisant d’avoir |f'(¢t)|] < 1,Vt, avec
kD) — f (o).
a— (2a—1)Py(t)

max{l —a,a}

1 =1-

Clairement, comme 0 < ®y(t) < 1,Vt € R, 0 < f'(t) < 1. D’ou la convergence. De

plus, comme f’(t) # 0,Vt € R, la convergence est linéaire, avec facteur asymptotique
1 (\I/;l (2;11)), d’ou ’Equation ([29). O

Logiquement, ¢ — 1 quand o — 1. En effet, lorsque « est proche de 1, I'expectile
diverge, et son calcul requiert plus d’itérations. D’un autre c6té, un niveau o = 1/2 donne

¢ =0, car la suite de I’algorithme est constante, avec e*) = 0 pour tout k.

IV.1.b.2. Algorithme de point fixe

On peut montrer aisément que e, (Y') satisfait une relation de point fixe dans le cas
des distributions elliptiques. Dans ce paragraphe, nous explicitons cette relation et 1'algo-
rithme de point fixe correspondant.

Proposition 30 (Algorithme de point fixe). Soit Y ~ ECi(uy, Xy, &) avec E [¢] < 4o0.
La suite suivante (e®) converge vers Uy (£2<) -

keN 2a—1
e0) — 0
+oo
(1-2a) [ ucrgi(u?)dy . (IV.10)
elk+1) — e®)

(2a — 1)@y (e®)) —

De plus, la convergence est quadratique au sens de I’Equation (IV.1.b.) avec un facteur
asymptotique

(20& - 1)0191 <\I/}_/1 (2aa_1)2>
2[(20 - NPy (V3 (375)) — o]

2a0—1

(IV.11)

CcC =
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Preuve : Soit Yo = (Y — puy)/vV2y ~ EC1(0,1,€). On a alors :

a{ .

Si pour la suite de la preuve on note e, = \I/;/l (—Qa"‘_1 ), alors e, est tel que £ [Sé,a (Yo — ea)} =
0, 1i.e.:
2(1 — a)E[(Yo — €a)] +2(2a — DE [(Yy — ea) ] = 0.

Avec I'équation précédente, et la formule du Lemme [26] on obtient la relation de point
fixe suivante :

(1 —2a) thoouclgl(uz)du

€a

(2a — 1)Py (eq) —

€q =
Comme dans le cas de I'algorithme MM donné précédemment, on a un algorithme récursif

et = f(e))). La convergence est alors assurée par |f’(e,)| < 1. La convergence
quadratique est montrée si f’ (e,) =0 et f”(e,) # 0. On a

t(2a — 1)®y (t) — at + (2a — 1) +foouclgl (u?)du

f'(t) = 2a=1)ag () (20— )3y (t) — o]

L’Equation implique f"(e,) = 0. Avec ce résultat, on montre non seulement que
Palgorithme converge, mais sa convergence est, de plus, au moins quadratique. Aprés
quelques calculs simples, on obtient :

(200 — 1)crgr (€2)
[(2a — 1)Dy (€q) — ]

[ (ea) =

Sia # %, f" (ea) # 0 et la convergence est quadratique. De plus, le facteur asymptotique
c est facilement déduit, a 'aide de la relation ¢ = #, d’ou 'Equation ((30)). 0

Si on se base sur le taux de convergence, cet algorithme de point fixe est plus efficace
que algorithme MM défini précédemment. C’est pourquoi dans la suite, nous utiliserons
uniquement cet algorithme.

IV.1.c. Quelques formes théoriques d’expectiles conditionnels

Aprés cette parenthése numérique sur le calcul des expectiles, revenons a la probléma-
tique de ce chapitre, a savoir les expectiles conditionnels de Y'|[(X = ). Si on a vu que le
cas des quantiles n’avait rien d’immeédiat, il en va de méme pour celui des expectiles. On
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peut cependant écrire une forme générale de 'expectile de niveau a €]0, 1] de la variable
aléatoire YV|(X = x).

_ 07
ea(Y|X = 3}) = Uy|z + ZY|X\I}y|1w (m) (IV12)

oii on rappelle que les quantités jiy |5, Xy|x sont données dans ’'Equation ({)), et la fonction
¥ dans I’Equation . Le probléme est alors sensiblement le méme que celui du chapitre
précédent, c’est a dire que l'utilisation de \If;llm (ﬁ) nécessite la connaissance de la
distribution conditionnelle Y'|(X = x). On propose dans ce paragraphe quelques résultats
d’expectiles conditionnels théoriques, qui nous permettront par la suite de comparer nos

résultats avec ces valeurs.

IV.1.c.1. Loi Normale

Ce cas est comme souvent le plus simple. En effet, si le vecteur Z = (X,Y) avec
X € R?et Y € R est gaussien, la distribution conditionnelle Y|(X = x) reste gaussienne.
La Proposition [30[ assure alors que l'algorithme suivant converge vers \If;|1m (ﬁ)
e0) = 0
(1) (1=20)p(e®)
e — _ - N 7
(2a—1)<1><e<k))—a

ot ® et ¢ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de probabilité de la
loi normale centrée réduite.

IV.1.c.2. Loi Student

Le cas Student & v > 0 degrés de liberté demande plus de calculs, mais, comme pour
les quantiles, aboutit & une formule plus ou moins explicite. L’algorithme de point fixe
pour U ! ( B ) est alors

Y|z \2a—1
e0) — 0
vtd+1 (k))2 =gt
oy 2E2) vt (11 (1) , (IV.13)
SR r( : )ﬁ (1+VM(¢))

(2a-1)ypa(e® /5L ) —a

ou ®,, est la fonction de répartition d’une loi de Student a m degrés de liberté, et M (x) =
(z — px) ' BX (& — px).
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IV.1.c.3. Loi Normale contaminée

En usant de calculs assez similaires au cas gaussien, on arrive également a une expres-

sion fermée de notre algorithme. \I/;|1w (2;“71) est alors obtenu a l'aide des itérations :
e0) — 0
S ol (x) -
L _ -2 £ ot Jol07e) S v

& o—d M(x) —1 (k & -d M(z)
(2a—1) 3° w0, cxp(—w <I>(02. el ))—azmﬁi exp| — 202

i=1 =1

ot ® et ¢ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de probabilité de la
loi normale centrée réduite, et M(x) = (z — px) Bx (€ — px)-

Le but de ce chapitre sera alors de proposer des approches pour estimer \If;‘lm (2;—_1)
A Tinstar du quantile, on proposera dans un premier temps le modéle de régression, qui
s’avérera inefficace particuliérement dans le cas des niveaux extrémes, ce qui nous poussera
a proposer d’autres méthodes.

IV.2. Le modéle de régression

On considére ici un modeéle analogue a la régression quantile, adapté aux expectiles.
Ce modéle, simplement appelé régression expectile, présente de nombreuses similitudes,
tant au niveau de la définition que des résultats.

IV.2.a. Présentation du modéle

Inspirée par la régression quantile (voir Section , la régression expectile (intro-
duite dans [Newey and Powell, 1987]) utilise la méme approche, a savoir I'approximation
de lexpectile de niveau a €]0,1[ de Y|(X = @) par une combinaison affine de la covariable
observée x.

FEY|IX =2)=6"x+ 6.

La quantité el*f (Y| X = x) sera appelée prédicteur de régression expectile. Les coefficients
B* et [ sont choisis de la méme maniére que dans 'Equation (I11.2.a.), en utilisant la
fonction de scoring relative & 'expectile, et introduite dans I’Equation .

(8",55) = argmin E[S,o(Y — 87X — )] (1V.15)
BERY,BoeR

Dans ce cas, le probléme nécessite des moments d’ordre 2, ou de maniére équivalente
E[€?] < +oo dans le cas des MEGC. Evidemment, le cas a = 1/2 méne a la méthode



IV.2.. LE MODELE DE REGRESSION 67

des moindres carrés, et donne 8* = (E[ XX '] — IE’,[X]IE’,[X]TY1 (E[XY] — E[X]E[Y])
et 8 = E[Y] — BTE[X]. Ces résultats sont exactement ceux que 'on peut trouver dans
les approches de krigeage (voir par exemple [Ligas and Kulczycki, 2010]). Le cas o #
1/2 méne a des calculs plus compliqués, et il parait difficile d’obtenir une expression
générale. Heureusement, dans notre cadre de distributions elliptiques avec la propriété de
consistance, il est possible de résoudre ce probléme.

IV.2.b. Résultats dans le cadre elliptique consistant

Un rapide coup d’oeil a 'Equation ([V.2.a.) laisse penser que le calcul de certains
moments tronqués seront indispensable pour venir a bout du probléme de minimisation.
Dans cette optique, le lemme suivant est un résultat intermédiaire.

Lemme 31. Soit (X1, Xs) ~ ECy (p, X,&) un MEGC bivarié avec des paramétres :

02 010
N:(Mlaﬂ2)T7 2=< 1 P 12 2).

PO102 0y

Alors
+o0 +o0
o
]E[XlX;] = (,Lh,uz — pa—1u§> Dy, (?)—i—(ulog—i—paluz) / uclgl(u2)du+p0102 / uQClgl(qﬂ)du.
2 2 /s o,
o9 a2
(IV.16)
Preuve : On écrit :
—+oco —+oco
E[X: XS] = /wzfxg(@) I1Mdm dzx,.
sz (x2)
0 00
+o0
On a xl%fl’)m)dxl = E[X;|X;]. En utilisant 'Equation , on obtient :
X\ L2

—+00

E[Xi XS] = [ z2fx,(x2) <#1 + pZt(z2 — Mz)) dzy.
0

o, . c €ro— 2 9 .
On rappelle que la densité de Xs est fx,(z2) = il <%> L’Equation est
obtenue en utilisant le Lemme 26] d
On est maintenant capable de fournir une expression explicite du vecteur (8%, 55), et

on s’apercoit que 8" est exactement le méme que celui calculé pour le quantile.



68 CHAPITRE 1V. EXPECTILES ET AUTRES MESURES CONDITIONNELLES

Théoréme 32 (Prédicteur de régression expectile). Soit Z = (X,Y)" ~ ECqy1 (1, X, €)
avec E [€%] < +o00. Le vecteur de régression expectile (3%, 8;) de (Y| X = x), qui satisfail

I’Equation (LV.2.a)), est donné par :
B = Yx Exy
Bs= nmy —ByxSx px +/Syix Uy (507)

Le prédicteur de régression expectile de niveau o € [0,1] est donné par :

[0
egE(Y|X = a’:) = MY\QE + ZY|X\P;/1 ( ) .

200 — 1
De plus,
_ « _
€§E(Y|X) ~ 8C1 (,UY + 2Y|X\IIY1 (20{——1) ,nyxxlzxy,f) .
Preuve : Dans un premier temps, introduisons quelques notations : soit p; le coef-

ficient de corrélation entre X, et la variable aléatoire ¥ — g TX — Bs- En effet, X; ~
EC1 (pj,0%,€). Deplus, Y =BT X =5 ~ ECy (py — B pux — B, (8", 1)T2(=p7,1),¢).
On a alors, pour tout j =1,...,d, (Xj,Y -BTX — 66‘) ~ ECy (M, 2;,€) ot :

o} P\ (—B" )TE(-BT, 1)
pion/ (=B )TS(=FT. ) (=B )R8, 1)

On rappelle le probléme de minimisation que vérifie (8, 55) :

Q=

argmin (1 —a)E[(Y — B8TX — )!] — (1 - 20)E [(Y D g 50)+2} .

BERY, BoeR
Le calcul du gradient méne au systéme d’équations suivant :
1-aE[X(Y -8"X -5)] +(1-20E[X(Y -8 X )] = 0
{ 1-aE[Y =8 X -Gl +(1-20E[(Y -8 X - 55)"] = 0
On sait que Y — 8" X — 35 ~ ECy (1,5%,¢) avec i = py — B ux — B et 7° =

0
(=B, 1)T2(=B%1) =%y — 28" Exy + 8" £xB*. En utilisant les Lemmes [26 et on
obtient le systéme suivant, Vj € {1, ...,d}

( +o0

(1—a)g+ (1 —20)a®y (2) + (1/2 = )7 [ ucigi(v?)du =0
B/
_ +o0
(1= 2a) (i — p; 20°) Py (5) + (1/2 — @) (17 — pjo;0) [ ucigi(u®)du
5/7
+oo
+(1=20)p; 2 [ w®fy(u)du =0
\ 0
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En combinant ces deux équations, il reste

+o0
Oj_ I _
—(1- Qa)pjgj,ﬁ(by (g) —(1/2 — a)pjojo / ucy g1 (u?)du
p/5
+oo

+(1— 2@),0]-% / u? fy (u)du + (1 — a)pjo;5 = 0.
0

Il parait évident que p; = 0. On a déja vu, dans la preuve du Théoréme El, que p; = 0,Vj
était équivalent & B* = ' Bxy.
B satisfait :

By = argmin E [SQ’Q(Y -BTX — 50)} )

Bo€ER

Finalement, /; est 'expectile de niveau a de la variable aléatoire Y — B*" X . Toujours dans
la preuve du Théoréme |§|7 onavuqueY —3"X ~ EC, (,uy — EYXZ;(luX,Ey|X,§).
Dés lors, en utilisant la formule de 'expectile de 'Equation , on obtient :

. _ _ a
By =ty — SyxTx px + /Syix ¥y (2a — 1) :

On peut maintenant exprimer notre prédicteur de régression expectile de Y sachant X =
T :

* * . % -
PEYIX =) =0"x+ B = uy + SyxEx (x — px) + 2Y|X\I/Y1 (2a — 1) .

On reconnait sur la gauche 'expression de /iy, donnée dans I’Equation ({5)).

Comme efF(YV|X) = py +Zy x S (X —px ) +/Syix ¥y (525), avee X ~ & (px, Tx, ).
On obtient, a l'aide de la Proposition

€§E(Y|X) ~ 801 (,U,y -+ Ey|X\If;1 (ﬁ) s (nyz‘;(l)zx(zi-lzxy),é) .

D’ou le résultat. [l
IV.2.c. Commentaires

Les conclusions a tirer du modeéle de régression dans le cas de 'expectile sont assez
similaires a celles du quantile. Considérons alors premiérement le modéle linéaire avec
B¢ = 0. On voit alors clairement que e%#(Y|X) = B8*T X est indépendant de a. En de-
hors du cas @ = 1/2, le modéle n’est donc pas recommandé. De plus, si X xy = Oa, le
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prédicteur (Y| X)) vaut 0. On ajoute donc le terme 3% et passe au modéle affine.
Comme pour le quantile, on s’apercoit que I'expectile conditionnel théorique e, (Y| X = x)
de I'Equation et le prédicteur e'F (Y| X = x) ont une expression similaire qui ne
différe que par ’expectile conditionnel \I/;,|19c remplacé par I'inconditionnel \I/;l. Le modéle
de régression est donc toujours tout a fait adapté dans le cas gaussien, mais peut mener
a de mauvais résultats dans les autres cas. L’illustration faite pour le quantile est aussi
parlante dans ce cas : prenons X xy = Oga. Le prédicteur e/*f(Y|X = x) renvoie 'expec-
tile "indépendant" /3y Uy ' (), lorsque expectile théorique vaut Uexpectile "décorréle"
\/E_Y\I/;iw(a). La différence entre indépendance et non-corrélation une fois quitté le cadre
gaussien pose donc également probléme pour I'expectile.

Comme nous 'avions fait dans la Section pour le quantile, comparons numérique-
ment nos fonctions \If;/l et \If;,‘lm. Pour cela, intéressons nous aux distributions Normale
contaminée et Student. Les algorithmes (IV.1.c.3)) et (IV.l.c.2)) nous permettent de cal-
culer les fonctions \If;‘lw, tandis que l'algorithme donne \I/;l pour chaque exemple. En
choisissant comme paramétres M(x) =1, d=5,v =3, m=2,0;, =4,0, =1, py = 0.5
et po = 0.5, on obtient les graphiques de la Figure On voit clairement que si dans
le cas de la loi Normale contaminée, les deux fonctions ont l’air assez proches, ce n’est
pas le cas de la loi de Student. Rappelons que la queue de distribution est 1égére pour le
premier exemple, et lourde pour le second.

Cas Normale contaminée Cas Student

1.0 15 20
|

4

|

05
2
|

0.0
|
0
|

alpha alpha

FIGURE IV.2 — Comparaison des fonctions ¥U3'(a) (en noir) et \If;llm(a) (en rouge) pour
o €]3,1[ dans les cas Normale contaminée et Student.

A linstar de la régression quantile, la régression expectile présente donc de nombreuses
limites. Si le cas v = 1/2, équivalent alors a la régression quantile (dans le cas elliptique),
est performant et d’ailleurs utilisé dans les problématiques de krigeage, les autres cas
laissent & désirer, particuliérement lorsque « devient proche de 0 ou de 1. On propose
alors dans le section suivante des prédicteurs adaptés aux niveaux extrémes, en corri-
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geant notamment la différence d’indice de queue de distribution des lois conditionnelle et
inconditionnelle dans un cadre de variation réguliére.

IV.3. Expectiles extrémes

Cette section est inspirée de la Section [[T1.3] en remplacant le quantile par Pexpectile.
La structure est donc la méme, a savoir une approche méthodologique puis statistique des
expectiles extrémes.

IV.3.a. Approche méthodologique

On propose dans cette section une relation asymptotique entre les fonctions \I/;l (2;‘_1)

et \If;,‘lm (ﬁ) L’approche utilisée est alors la méme que pour les fonctions @;1(04) et
CD;‘lfc(oz) du chapitre sur les quantiles. Il faut alors donner dans un premier temps une
équivalence entre 1 — Wy et 1 — Wy ,. La encore, ces deux fonctions ne sont pas des
p—fonctions au sens de la Définition On fait alors 'hypothése suivante sur une trans-

formation de ces fonctions.
Hypothése 4. Il existe 0 < (°(x) < +oo et n° € R tels que :

1M =

Jim TS = (@), (IV.17)

ot U =1— V. De plus, on définit Q et Qp comme

_ 1
{ ) = ~rayen

Alors Q71 ou Q' appartient a la classe K..

On rappelle

“+oo
Uy (t) = Oy (x) + % [ ucigr(u?)du,
t

+oo
Uye(t) = Pyp(t) + 1 [ ucagari(M(x) + u?)du,
t
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avec ¢z = W (voir 'Equation (5))). Alors les coefficients ¢ et ¢¢(x) satisfont :
+oo
et / UCxgas1 (M (x) + u?)du
. t __ pe
Jim_ — = (*(z). (IV.18)
o / uci gy (u?)du
n°

Avec I’Equation , on a, sous I’Hypothése , I’équivalence suivante :

Tyalt) ~ (@) Ty (7). (1V.19)

t—+o00

En utilisant alors la Définition |11 et 'Hypothése [4, on est capable d’inverser I'équiva-

lence (IV.3.a.), d’ou la proposition suivante.

Proposition 33 (Equivalence des expectiles conditionnel et inconditionnel). Sous I’Hy-
pothese[], on a :

1
ne

1
Preuve : Des calculs rapides donnent Q71(¢) = [\If;l (1 + mﬂ Tet Q) = \I!;,|1w (1+1).
Grace a l’Hypothése on s’apercoit que () o Q4 (t), avec Q et €, étant des p—fonctions.
—00
De plus, Q! ou ! appartient a la classe K. On peut alors appliquer le Lemme D’ou
I’équivalence Q~1(t) o Q2%(t). En d’autres termes,
—00

1 1 e
Ul (14+4=) ~ |03 1 .
”( m)m{ Y ( We@)tﬂ

En effectuant le changement de variable 1 + % = 545, on obtient le résultat . 0

1°?

«
2a—1

) correspond a un expectile de niveau o, ¥~! (1 — (a—_l)

Notons que si ¥~ ( Sa—1)t (@)

(2a—1)¢¢(x)+1—a
2a—1)l¢(x)+2(1—c)
On définit alors deux prédicteurs ef, (Y|X =) et e} (V|X =x). On montre par la
suite qu’ils sont équivalents a I’expectile théorique e, (Y| X = x) lorsque a — 1 et o — 0,
respectivement.

est un expectile de niveau ( . Evidemment, si ¢¢(x) = 1, ce niveau est .
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Définition 20 (Prédicteurs d’expectiles extrémes). On définit :

1
ne

el (VX =) = pye+/Syix {‘1’1_/1 (1 - —(aaff);e(m)ﬂ

5 (VIX =2) = pvie = Srix [ (1= ey )|

3
m"“

Théoréme 34 (Equivalence des prédicteurs). Soit Z = (X,Y)" ~ ECyy1 (1, X, €). Sous
I’Hypothese [,

el (VX = x) ~ ea(YX =)
oa—

el (VX =x) ~ e(V[X=2x)"
a—0

Preuve : On rappelle la relation e (Y| X = ) = pyjo + EY‘X‘I/Y‘:C (2;‘ 1) Avec
I'Equation (33| , la premiére équivalence est immédiate. Concernant la seconde, i.e. quand
a — 0, on utlhse les propriétés de symétrie des distributions elliptiques : on sait que

ea(Y]X =) = Uylje — */EY\X‘I/Y@(1 L2) Ou,sie/ =1—a,onae(Y|X =) =
Wy|e — Ey|Xllly|w (2a,_1), avec o/ — 1. Avec I’Equation (3 , on obtient

- e g
VX =) e = VSR |95 (1= e )|

Remplacons o par 1 — « pour la seconde équivalence. 0

Comme pour le quantile, on a fourni des prédicteurs adaptés aux niveaux extrémes.
On vérifie maintenant quelles distributions satisfont ’'Hypothése [d] parmi celles que nous
avons introduites dans le Chapitre [[Il Une fois encore, la distribution de Laplace est la
seule qui ne la vérifie pas. On donne en revanche les coefficients associés pour les autres.

Proposition 35 (Exemples). Les distributions Normale, Normale contaminée, Student,
et Slash satisfont Z’Hypothése avec des coefficients n° et ¢(x) donnés dans la Table m
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Distribution n° (¢(x)
Normale 1 1
max(61, ,Om)_d exp (7 M(=) 2)
- 2max(fq,..., 0
Normale contaminée 1 X010 0m)

"
k=1
F(u+d+1)p z) M(z) - d i L
Student71/>0 d«l»l V2 V2 (1+ ) v v
e )
d 21*%(1171)1“(%)1\4(3;) 3
Slash, a > 0 o+1 a(251) (dra— DD ()T (52 )2, (M (@)

Laplace, A > 0 X X

TABLE IV.1 — Coefficients 1 et ¢¢(x) pour quelques exemples de distributions elliptiques,
ot M(x) = (2 — i) S5 (@ — pix ).

Preuve : Loi Normale : Premiérement, on doit calculer la limite de ’Equation (IV.3.a.),

avec g,(t) = exp (—%) ,VneN, ¢ = \/%7 et cp = \/Lﬂ exp <@) On considére alors

+o0 2
t"el/ u exp (_u_) du
¢ 2
t—400 oo u? '
v / uexp | —— du

tn®

Si on prend n° = 1, on obtient directement la limite (¢(x) égale a 1.
Maintenant, on doit montrer que 2~! appartient a la classe K.. Pour cela, on s’intéresse
a la limite

QY (At)
e QL)
A—1

1
On a vu précédemment que Q71(t) = [\If{,l (1 + mﬂ "". On doit alors considérer la
- U (14 ey ) ! - .
limite de ——"2%. Avec § = X\ — 1 et y = -+, cette limite devient
vy (14 7oyt !

—1
. vy (1 + Ze(m)%é—‘rl))
lim )

(y,0)—(0,0) \I’;,l (1_‘_#}(/_w)>

Dans le but de calculer cette limite, on passe en coordonnées polaires, i.e. on prend
d =rcos(f), y = rsin(f), et vérifie si la limite quand r — 0 existe et ne dépend pas de 6.
D’ou

-1 rsin(6)
£(6) = tim Y (1+ erasm)
r—0 lIl_l <1 + rsin(@)) ’
Y ()
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Les deux termes tendent vers 0, on applique alors la régle de I’'Hopital, et

sin(0)(r cos(0)+1)—r sin(0) cos(0) \I/g/ (\I/ (1 + rsin(0 )>>

r Cos le(x
7(6) =lim O 1 AN
r— Sin / — T SIn
149 (‘I’Y (1 + Ze(m)(rcos(O)—H_)))
1
Le ratio sur la droite tend vers 1. De plus, un rapide calcul donne Wi, (¢) = ~op ufy (Ju|)du

t

1
Dans le cas gaussien, cette valeur vaut ——go( ), et £¢(x) = 1. On obtient alors

r sm(9

) g
f(8) = lim [w;! (1+r81n(9))}2 go(‘l’ <1+TZ§SI?6$)9L))

Le ratio sur la gauche tend clairement vers f(6)?. Concernant celui sur la droite, on

applique une fois encore la régle de I'Hopital. Comme ¢'(t) = —tp(t), cela conduit a
U3t (14 rsin(0)]’ 1
1(0) = F(60)* lim 5 A+ rsin@)] =1
e ()| T

Loi Student : Dans un premier temps, on calcule la limite de 'Equation ({IV.3.a.) avec

_ AR r(#) 1 _ o) o M (=)
go(t)=(1+L)"7 VneN, ¢ = %) 77 et Ca = e \/—V7<1+T> . Il reste

+o0 SE
" [ ucy (1 4 M)t ) * du
. t __ e
tligloo +o0 g\ — 1t =1 (33)
ne [ ue (1 + “7) 2 du

tn°

Les deux fonctions sous les intégrales sont polynomiales, et donc simples a intégrer, d’oll

l1—d—v
e_1 x)+t2 2
. ¢ Cf" +d 1 (1 + = ) )
lim — = (°(x).
t——+o0 v t2” 2
77601 —1 (1 + )
d+

Si on prend alors n° = “£, et remplace c¢; et ¢, par leurs valeurs, on obtient

(=T (5) (M) R SE R
U (&) (=) v+dv+d-—1

= (“(x).
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On doit maintenant vérifier la seconde partie de 'Hypothése , i.e. si la fonction Q1
appartient a la classe K.. Calculons la limite

. Q7Y
LSRR
A—1

En opérant le méme changement de variable que dans le cas gaussien, on considére
RG]
f(6) = lim 0 .
Y <‘I’ (1 + Ze(w)(rcos(9)+1)>>

1—v

14v
Dans le cas Student, Uy (t) = _aT) 1 v (1 + %) * 1l reste alors uniquement

2 . 2 v
-1 rsin(6) wol(1 rsem(e) 2
f(e) B hm ‘IIY (1 + @e(w)(rcos(9)+l)> 1 —+ M
B r—0 \I/ 1 rsin(0) \11;1(14_267"*@)2
+ fe( ) 1 _|_ (:Ei/(rcos(&)-‘,—l)

Sur la gauche, le ratio tend vers f(0)%. Le terme sur la droite vaut asymptotiquement

r—0 7 sin(0)

) \P;1<1+T;em(9)) 2 1 . .
lim ( — — 5 = f(#)"~*. Finalement, on a la relation
¥y (I = ooy )

£(0) = f(0)"*,v > 0.

D’ou f(0) =
Loi Normale contaminée : Calculons la limite de 'Equation ([V.3.a.). Dans ce cas, gq(t) =

m
—d t 1 1
> meb, C exp (——2>, (1= —=—etcy =
1 20, Var V2 Z 7rk9 dexp( (m)>
k

. Le calcul de la limite donne

1S 0 e, exp ( Ag(gg)> exp (—%)

k=1

tlim
e n° Z TrOkC1 exp ( e )

A partir de maintenant, considérons que n° = 1. Asymptotiquement, on s’intéresse uni-
t2
202
Soit k* tel que O~ = max{0y,...,0,,}. On a

M 2
a0 “exp ( 29(;*)) exp (—2;k*>

2
C1 T ek* exp <— %>

quement aux termes exp (— ) avec le plus grand coefficient — i.e. le plus grand 6.

292 )

(*(x) = lim

t——+00
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Aprés simplifications, et en remplacant ¢; et ¢, par leurs valeurs, on obtient
—d M(=)
6, exp (— 29:: >
UL —d M)\
kz;lwkﬁk exp (— 207 )

On vient de vérifier la premiére partie de 'Hypothése[d Vérifions la seconde en considérant
encore une fois la limite

FO) = tim (vt (14 229))

“(x) =

r—0 — rsin(6 '
2w (1 (1w
Dans ce cas, on a la relation Wi.(t) = —t72 " m0pp (2/0:). En remplacant W/, dans la
k=1

limite précédente, on obtient

. 2 U — 17— rsin(0)
-1 rsin(6) § 0 <0 1\1/ 1 (]_ > ( ))
vy (1 + 'ee(sc)(rcos(e)ﬂ)) PR AN G

\I/ 1+ rsln(@) 2 i 0 9—1\11—1 1+ rsin(0) ’
e(z) = Tkk® \ Y Y Le(z)(r cos(0)+1)

Le terme sur la gauche tend vers f(6)2. Pour calculer la limite du second ratio, on s’inté-
resse uniquement aux termes dominants, i.e. les termes avec les plus grands — soit les

£(6) = lim

r—0

02 9
plus grands 0. Soit k* tel que Oy« = max{6, ..., 0,,}. Il reste

—17,— rsin(6)
e (0wt (14 229)
f( ) f(9)2 }I_I}(l) —1,—1 rsin(f) '
@ <9k* Wy (1 + m))
Dans le cas gaussien, on a montré de maniére similaire que f(f) était égal al.
Loi Slash : On considére la limite de 'Equation (IV.3.a.), avec g,(t) = X"ﬂa ,Vn € N,
t

d+l+a dta 1,r(1ta
Cp = \/L%F&dm)) xiﬁj) ? ) et ¢ = % Par intégration par partie, on obtient
1 ¢ P ) 2 2 exp(fM(mﬁmQ)
¢ d+;fl (M(w) +1 ) 2 Xd+l+a (M(m) +1 ) + F(d"'é'M)
°(x) = tlgrn —
oe T2 ex

_t2
nes |t -ayg, L) 4 ) ﬁg :)
r(+£e)

Asymptotiquement, il reste

(a — 1)t Loy tid-a
A = 1 )
(:B) tj+mw nécy (d +a— 1)1577"‘(1*!1)
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Avec n° = d/a + 1, et les valeurs de ¢, et ¢;, on obtient directement la valeur de ¢¢(x)
donnée dans la Table Concernant I'appartenance a la classe K., on pose

wy (v (1)
f(0) = lim 1 in(6) |
— _ T s1mn
v, <\IJY <1 + m))

a +
Dans le cas Slash, Ui (t) = —%ﬂflir(\/% ) (X%;‘(tf) 2(;) V2mp(t )) D’o la limite

a—1
. 2 X§+a( 71(1+7l£:2](]$))2) lza rsin(0)
-1 7 sin(6) i V2T 1+ 22
£(6) = Iim vy (1 + —le(m)(rcos(g)Jrl)) oyt (14 o) | r(4e) <,0( ( £e(x) ))
r—0 rsin(6) X7 n,<‘1’;1(1+m)2> e - sin(0 '
\I} 1_|_ + ”(‘.)( ()-%—(1)71 + 21 /27“0 N 1 1+(T57()
( e(z) ) |W;1(1+%)| (& ) ( Y ( 0 (m)(rcos(0)+1)))
2
Le ratio sur la gauche tend clairement vers f(6)% Concernant celui sur la droite X”T”(t)
tend vers 0 quand ¢ — oo. La limite peut alors étre obtenue facilement
-1 rsin(6)
e (v (1+55))
1(0) = 1(0)° Tim -
r—0 \ijl 1+ rsin(6)
¥ Y £¢(x)(r cos(6)+1)
On a déja calculé cette limite dans le cas gaussien, et vu la relation f(0) = ﬁe) =1, d’ou
le résultat. U

On a alors défini des prédicteurs d’expectile basés uniquement sur les expectiles non-
conditionnels, asymptotiquement équivalents aux expectiles conditionnels pour des ni-
veaux d’expectile proches de 0 et 1. A I'instar du quantile, ces prédicteurs dépendent de
deux paramétres 7n° et (°(x). La section suivante est dédiée a l'estimation de ces para-
meétres appelés extrémaux.

IV.3.b. Estimation des paramétres extrémaux

On cherche ici a estimer les paramétres 7° et (°(x) de la Définition 20, On voit que les
prédicteurs qui en découlent dépendent également des quantités py|z, Yy|x et \Il;l. On
va alors supposer, pour les mémes raisons que celles expliquées dans la Section
que fty|z et Xy|x sont connus. Il ne nous reste donc plus qu’a estimer 7° et ¢°(x) dans
cette section, puis I’expectile dans la suivante. Nous verrons d’ailleurs que les paramétres
extrémaux 7° et ¢¢(x) relatifs & I'expectile sont assez proches de 1 et £(x) obtenus pour
le quantile.

Prenons alors Z = (X,Y) ~ ECyy1 (w1, 5,&), et supposons que 'on dispose d’un jeu
de données X,..., X, indépendantes et identiquement distribuées de loi identique a
X ~ECy(ux,Xx,€&). On rappelle qu’en pratique, on a également besoin de répétitions
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Yi,...,Y,. Cependant, py |, et Xy x étant supposés connus, nous ne l'utiliserons pas dans
cette section. On a également besoin de faire une hypothése concernant les variations
réguliéres de second ordre de notre distribution. Pour cela, on se place dans le cadre de
IHypothése [2] avec v < 1, ce détail garantissant I'existence de ’expectile.

Proposition 36 (Existence des paramétres extrémaux). Sous [’Hypothése |9 avec v < 1,
les paramétres n° et (¢(x) existent, et sont exprimés comme suit :

n° = L+nd
r d+w;1+1 w

e _ T 2 177
t (33) - F(%) (vyd+1)caga(M(x)) 1+~yd—

Pour démontrer cette proposition, on a besoin de quelques indications sur les propriétés
de variation réguliére de la distribution Y|(X = @). On donne alors le lemme suivant, qui
montre que Y |(X = &) est & variation réguliére, puis démontre la Proposition

Lemme 37 (Indice de variation réguliére de Y|(X = x)). Sous [’'Hypotheése[3, la distri-
bution Y|(X = x) est a variation réguliere d’indice (y~' +d)™t, c’est a dire :

ay@(tUJ)

— = w_%_d, Yw > 0.
t—400 (I)Y|w(t)

Preuve du Lemme: La densité de Y|(X = x) est donnée par

carigas (M(@) + (t = 1yie) Syl ) (caga (M (@)

ot M(z) = (x — px) T3 (x — py). Pour simplifier, on considére le cas centré réduit,
Le. py|e = 0 et Yy|x = 1. Un calcul rapide donne

_(I)—Y‘m(Wt) — o Yd (M(w) + w2t2) . (M(w) + w2t2)7% fRd+1 < M(m) + w2t2) .

11m — = W l1m
e Byielt) e gan(M(@) £ 8) e (M @)+ 2) g (M () )

L’Equation (|(i1)}) méne a
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Preuve de la Proposition: On rappelle

Uy (t
°(x) = lim _LU
t—+oo Wy (tne)

I1 n’est pas trés compliqué de montrer, en utilisant 'Equation (19)) puis la théorie de
Karamata sur les intégrales de fonction a variation réguliére, ou bien directement le résul-
tat de [Bellini et al., 2014], que Uy (t) ~ (1 — 7y~ 1)"'®y(¢) quand ¢ — +oo. De la méme
maniére, on a Uy, (t) ~ (1 =yt —d)"'®y,(¢) & 'aide du Lemme [37] Le calcul de (¢(z)
se réduit alors a

Y\m( )

()’

soit, & un coefficient prés, au calcul de ¢(x) dans le cas du quantile, donné dans I'Equa-
tion (15)). Dés lors, il suffit de prendre n° = 1), et on obtient ¢¢(z) = (x)(1—v)/(1+yd—7).
O

—yl—d)' D
f(x) = lim (1= C_l) =
totoe (1—~~1)7" By

On voit clairement que n° =n et (¢(x) = {(x)(1 —v)/(1 + vd — ), ou i et £(x) sont
donnés dans I'Equation ({15)). Par commodité, on notera alors n au lieu de ¢ par la suite.
L’étude similaire effectuée dans la Section [[TI.3.b]nous permet de déduire assez facilement
des estimateurs pour ces paramétres, ainsi que leurs distributions asymptotiques. L’esti-

mateur pour 7 étant déja introduit dans la Définition L3} on propose alors un estimateur
pour £¢(x) proche de celui de la Définition (15| relatif & ¢(x).

Définition 21 (Estimateur de (¢(x)). On définit (¢}, , (x) comme :

r d+4,, 41
2 T 1=,

r (%an“) (dAk,, + 1) g, (M (2)) 1+ dA, — G,
2

N\&

(e () =

ol A, et gn,(M(x)) sont respectivement donnés dans les Equations (IIL3.D)) et (14).

La loi asymptotique jointe du couple (7, , ¢y, 4, (2)) se déduit également aisément
des résultats de la Section [IL3.D1

Proposition 38 (Normalité asymptotique de (ﬁkn,éekmhn(a:))). Si gq et K satisfont les
conditions (i) — (iii) du Théoréme[61] de I’Annexe[B, sous I'Hypotheése[d avec v < 1, et si

Vk, A ( ) — 0 quand n — 400, alors on a les relations asymptoliques suivantes :

(i) Sinhy,/kn N 0 et nh> — 0, alors
n—-—+o0

n—-+o0o

(o) () (T )
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(ii) St nhy/k, ot et Vk.h2 — 0, alors
n——+0o0o

n—-+0o0o

Vi (T ) o () bttty Y ).

ou W est la fonction digamma (voir p.258 de [Abramowitz et al., 1966]), et :

VE(Y, caga(M (x))) = cgg:(M,za:))Q r(%”lf [1273 S e e ey s R (vy?dcz(fld—lf)+2vy(§gl—1l))+12)g
Ve _ r(g 2 p(He 7”2 1—y
\ 5 (7, caga(M(z))) = mcdgd(M(w))fK(u) du [ F<%1+1> (vd+1)2ga(M ()2 1+7d—7]

Preuve :

(i) On a montré dans la preuve de la Proposition [20| que

Nl

— I 0\ (Y ) 0
1t (%(M(m)) - Cdgd(M(w))) “—>_+>°°N (0) “\o M;Ucdgd(ww» J K(u)*du

™

La méthode delta multivariée donne alors le résultat.

(i) Méme raisonnement avec

Vhn (ghn(M(m?;7L;<ng(M($))) o <(8) | (702 8>) |

O

En se basant sur les résultats de cette section, on propose dans la section suivante des
estimateurs pour les expectiles conditionnels extrémes e, (Y| X = x).

IV.3.c. Estimation des expectiles extrémes

Les estimateurs relatifs aux paramétres n et £¢(x) de la section précédente vont main-
tenant nous étre utiles pour estimer des expectiles de niveau «, avec o, — 1 quand
n — -+oo. Comme dans la Section [II1.3.c.| on va diviser I’étude aux cas n(1 — a,,) — +00
et n(1 — a,) — 0. On fera d’ailleurs référence aux conditions (C), (Cint), (Chign), (CHS)

e
et (C’}ggh).
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IV.3.c.1. Expectiles intermédiaires

Considérons alors n(1 — a,,) — +00. Si on peut se permettre d’interpoler notre échan-
tillon dans le cas des quantiles, I'idée est la méme dans celui des expectiles. On va donc
chercher, de maniére assez semblable, & 1’aide de 1'Equation , un expectile de ni-
veau u,, qui sera la solution d’un probléme de minimisation construit avec la fonction de
scoring (voir [Daouia et al., 2017a]), puis I'élever a la puissance 1/7.

Définition 22 (Estimateur d’ expectlles intermédiaires). Sous [’Hypothése @ avec y <
on définit (e .(Y|X = x)) comme

neN
éaEnT(Y|X =) = yle T/ 2Dy|x€ Z , (IV.21)
o
Va €10, 1], €, = argmin — So.a (Wi —e),
0.1 20 =rgin 33520 (i

R -1
Uy =1— (1 — ) ((Zan = e g (x) +2(1 = Oén)> et W est la premiere (ou indiffé-

remment n’importe laquelle) composante du vecteur Ay (X — px).

On remarque ici que la condition v < 1/2 est nécessaire. En effet, 'estimation de
Pexpectile de niveau u, = 1 — (1 — ay,) (20, — 1)0(x) +2(1 — o,)) " par le probléme de
minimisation requiert I’existence de moments d’ordre 2. En utilisant le méme raisonnement
que celui utilisé pour la preuve du Théoréme et les mémes conditions, on trouve un
résultat de normalité asymptotique similaire, et a fortiori de consistance.

Théoréme 39 (Propriétés de ef (V[X = x)). Sous l’Hypothéselg avec v < 3, et les
conditions (C), (Cint) :

\/E anT<Y‘X = CC) d2’y4
In(1—ay,) <€anT<Y|X —x) - 1) n_joo/\/ (0: —(7d+ 1)4) : (IV.22)

Par conséquent :
éf,n(wx =x) p

e VX =) — 1 lorsque n — +00. (IV.23)
Enfin, en remplacant l’Hypothése@par l’Hypothése@ et en ajoutant la condition (C’th),
on obtient :
vk, el (VX == d2~4
il ))& wfo 2T ). (IV.24)
In(l—ay,) \ e, Y|X ==x) n—+00 (yd +1)
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Preuve : La preuve est assez similaire a celle du Théoréme 21} On a d’abord

Vo (E0X =) VR el
In(1-—a,) eaEnT(Y|X =x) n—+oo In (1 — ay,) gl < Un, >1/77
Y \2u,—1

2Un,

Si on s’intéresse a ce dernier terme, on le décompose de la maniére suivante

VEn éi{:mn g U, 1/fkn —1/n VEn -1 U, Y/ fikn =1/ .
= Uie, Y ~ g a0 | Yy _ -
In(l-—ay) 1 Ten 2u, — 1 In(1-ay,) 2u, — 1
\IIY (21Ln—1)

Concentrons nous sur le premier terme. On a I'estimateur 7, qui converge en /k,, quand
€,, converge en \/n(l —u,) (voir [Daouia et al., 2017a]). On a d’une part l'assertion
évidente vk,/In(1 — a,,) = o (Vk»). De Dautre, la condition (Cjy) assure /k,/In(1 —

a,) = 0( n(l—an)). Or on a \/n(1—u,) ~ £¢(x)"2/n(1 — a,,), d’ott le premier

terme tend vers 0 quand n — 4o00. Prenons alors le Second terme. On s’apercoit, comme
pour le Théoréme 21] que

\/k_n - U, 1/, —1/n d2’y2
1 . vt T —1 njroo N0, —(dv n 1)4 )
0 (1 (7))

Y Up— 1

Enfin, il est montré dans [Bellini et al., 2014] ou |[Daouia et al., 2017a] que les quantiles

sont asymptotiquement proportionnels aux expectiles. D’ou I’équivalence In <\If;1 ( ST >> ~

—vIn(1 — a,) quand n — +o0, et le résultat (B9).
Enfin, pour montrer la derniére normalité asymptotique, il faut prouver que

lim

o w \7
Vkn, Wy <2un—1>
LT )ln . =0.
n—+oo [N — Oy Qn
\IJY|:1: (204”71)

On utilise encore et toujours la proportionnalité asymptotique entre quantile et expectile,
d’ou la relation suivante sous 'Hypothése [3] :

1

1 Un, n
vy <2un—1> I (CDYI (up)
\II 1

Qn
Yie \ 2a,—1

En décomposant en une somme de deux logarithmes, on a vu dans la preuve du Théo-
réme 22 que le premier tendait vers 0 sous (CHG) Dans cette méme preuve, on montre

int
en particulier que
VR ( 14 Mo(1 — up) " )
n

In

min{—p,2v}

% )P
A LAl — ) ) A ER
Y|:1: ( ) 1+ )\3(1 — O!n) yd+1
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tend vers 0, d’ot1 le résultat . 0
Comme pour l'estimateur de quantile cjfnT(Y]X = x), 'ajout de I'Hypothése |3| permet
d’obtenir la normalité asymptotique avec e} (Y|X = x) au lieu de e (Y[X = x).

IV.3.c.2. Hauts Expectiles

Prenons n(1 — a,,) — +o00. Le suite «, tendant vers 1 trop rapidement pour ap-
pliquer directement ’approche précédente, on va alors choisir une suite dite intermé-
diaire pour laquelle on va estimer un expectile avec I'estimateur e, puis utiliser les pro-
priétés de variation réguliére pour construire un estimateur de notre expectile extréme.
Cette idée, que l'on a déja utilisée dans la Section est basée sur les approches
de |[de Haan and Ferreira, 2006] ou [Weissman, 1978| dans le cadre des quantiles. Elle a
également été appliquée aux expectiles dans [Daouia et al., 2017a].

Définition 23 (Estimateur de hauts expectiles). Sous I’'Hypothése @ avec v < %, on
définit (ég Y [X = m)) comme :
" neN
. L Veon Mo,
e’ (VX =x) = uye by — €l1—k /n , V.25
8 VIX =) = e+ VI | () Pk (V.29

ot les quantités i, € et W sont rappelées dans la Définition [23

Comme mentionné dans [Daouia et al., 2017a], un tel estimateur a la méme loi asymp-
totique que 'estimateur de quantile extréme défini dans le chapitre précédent. On déduit
alors sans difficulté le résultat suivant.

Théoréme 40 (Propriétés de éfn’T(Y|X = x)). Sous Z’Hypothése avec v < 3, les

conditions (C), (Chign) ainsi que kl;w — A quand n — +00, on a :
Ve (E00X=2) N, Y
In (nu'?; >) el (YIX =) notoo \ U \yd+1 0 T (vd+1)2) )7

Par conséquent : )
(VX =)
ea, (Y| X =)

| lorsque n — 400.

Enfin, en remplacant Z’Hypothésepar l’Hypothése@ et en ajoutant la condition (C’gﬁl),

on obtient :

:E Y X = 2 2
- XD ) L 0, (192 . (IV.26)
In <%> €an(Y’X = .’E) n——+o0 ’}/d +1 (7d + 1)2

—Qp
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Preuve : On s’apercoit rapidement que la loi limite de est celle de

1

|:< kn )&"”’n El i i| Tkn 1 1 1
/ken n(l—uy) —kn/n 1 \I}_l ( Un 7 Vkn ) (\Il_l ( Un, )'ﬁkn B - 1)

kn i Y \2u, —1
In (m) vyt (215::41) e o

°n,
n(l—an)

Comme mentionné plus haut, on peut s’inspirer du Théoréme 3 de [Daouia et al., 2017a],
et remplacer 'estimateur d’expectile par celui du quantile. Les deux termes de cette somme
ont donc exactement comme distribution asymptotique la loi bivariée du Théoréme
d’ou le résultat. La normalité asymptotique s’obtient de la méme maniére que dans
la preuve du Théoréme [l

IV.3.d. Liens avec les quantiles extrémes

I’approche que nous avons proposée jusqu’a maintenant pour estimer des expectiles
conditionnels n’utilise pas vraiment les relations asymptotiques qui existent entre les quan-
tiles et expectiles. En effet, [Bellini et al., 2014] ont établi une équivalence entre les quan-
tiles et expectiles, lorsque le niveau « tendait vers 1. De tels résultats nous permettraient
de définir de nouveaux estimateurs basés sur les estimateurs de quantiles extrémes pré-
sentés dans le Chapitre [[TIl La proposition suivante met en évidence cette équivalence.
Si elle a été dans un premier temps introduite dans [Bellini et al., 2014], elle s’avére étre
plus parlante sous I'Hypothése |2, Elle est notamment utilisée dans [Daouia et al., 20174].

Proposition 41 (Equivalence quantile-expectile). Soit la variable Y ~ ECy (uy, Xy, ).
On suppose que l’Hypothése est satisfaite avec v < 1, et on note Y’ = (Y — MY)E;I/Z.
St @y est strictement croissante, alors

=(v'-1)7 1 +r() (IV.27)

avec r(a) = ((7_11);) + O + 0(1)) A((1 =)™ lorsque a — 1.

1=p— p

Notons que l'expression du reste r(«) ci-dessus utilise le fait que E[Y'] = 0. A par-
tir des quantiles, il est donc assez simple d’en déduire des expectiles pour des niveaux
extrémes. Ce résultat nous permet alors de définir des estimateurs pour les expectiles
extrémes différents de ceux de la Section [[V.3.c] En effet, on combine les estimateurs de
la Section avec la Proposition [41] pour définir les estimateurs suivants.

Définition 24 (D’autres estimateurs). Sous [’Hypothése [3, on définit les estimateurs
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(£ (VX =) . E(VIX =a) e (égﬁmx - a:)) comme

neN
(. s (A1 ()
Ca(YIX =) = ivie + v/ Svix Wins,o) ™ (3, +d = 1) 70
~ ;Ykn n —A m
oYX =2)=  pyp+/Syx (<n(1kfan)> Wik (3, — 1) W)
1
E 'AYkn m ~_ — 5—1 d -t
VX =)= pve+/Srix [Ww () ] (it +d — 1) k)

(IV.28)

Le premier estimateur € est adapté aux expectiles intermédiaires. On voit qu’il estime
d’abord un quantile de niveau intermédiaire, puis utilise la relation asymptotique .
Une telle approche est une alternative intéressante a la Définition car elle permet
de se libérer de la condition 7 < 1/2. Le second ¢ est applicable dans le cas des hauts
expectiles, et est exactement le méme que a un détail pres : 'expectile €;_, /, estimé
par les moindres carrés asymétriques est remplacé par une statistique d’ordre estimant le
quantile de niveau 1 — k,, /n, que 'on multiplie par le coefficient de I’Equation . Enfin,
le dernier estimateur, introduit pour les hauts expectiles, estime dans un premier temps
le haut quantile & la maniére de la Définition [I7] avant de multiplier par le coefficient
asymptotique. Dans un premier temps, donnons la distribution asymptotique de é.

Théoréme 42 (Propriétés de éfﬂT(Y|X = x)). Sous Z’Hypothése avec v < %, les

y+1/2

conditions (C), (Chign) ainsi que ®—— — X\ < 400 quand n — +00, on a :
% el (Y|x = 2 \2
(T ) oo e )
i (o) \ X =) vt 1 d+T)

Par conséquent :
i L(V|X = @)
e, (Y| X =)

Enfin, en remplacant Z’Hypothésepar l’Hypothése@ et en ajoutant la condition (C’,{fﬁl),
on obtient :

Vh (ELIX =a) , PR
In (n(k—n> €an(Y’X = :I}) -1 n:i-ooN 0’ (’yd—l— 1 o e(f}/d + 1)2) :

1—anp

R lorsque n — 400.

Preuve : La démarche est exactement la méme que celle du Théoréme [0} et découle
du Théoréme 3 de [Daouia et al., 2017al. O
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Dans la section suivante, on propose des estimateurs pour une famille de mesures
de risques englobant les quantiles et expectiles. Des résultats asymptotiques généraux
sont alors donnés, & partir desquels on pourra déduire ceux des estimateurs é et é de la
Définition Cependant, ces résultats nécessitent des conditions plus fortes. Le cas de
I'expectile mérite donc un intérét particulier énoncé ci-dessous.

Théoréme 43 (Propriétés de ef (Y|X = x) et ea +(Y|X = =x)). Supposons que I’Hy-

pothese@ et la condition (C') soient satisfaites. Sous les conditions supplémentaires (Cint)

et (Chign) respectivement, on a :
antY1X=2) P
e ey 1
el (Y| X=z) P
e VIX=a) !

lorsque n — +00.

De plus, en remplagant I’Hypothese [ par U'Hypothése [3, et en ajoutant les conditions
(CHSE) e (Chzgh) respectivement, on obtient :

int
VEn ( OmT(Y|X x) 1) - N( d2~4 >
Y

In(1—awm) ean (Y| X=x) n—s+o0 7d+1)4

Vr it (V1X=2) _ )2 '
o ——r— (ean(YX 2) 1) oo N(O’ a1 — U7 7d+1)

n(l—on)

Preuve : Au vu des Théorémes [2]] m et [23] . les consistances sont immédiates. Dans cette
preuve, on note Yol = (Y|{(X =) — piy) ZY?X la variable centrée réduite relative a

Y|(X = x). Avec cette notation, on a e, (Y| X = &) = pyjz +/Ly|xea(Yo|x). De plus, si
T, (Y] X = x) est un estimateur de quantile conditionnel (¢ ou q), on a la décomposition
suivante :

_ . —(3 M)t
T, (VoI X =) (3, +d— 1) O+ Qo (YVol) (7L +d — 1)7 007

Ca, (Yol ) ea, (Yo|z)
_ n_ — (37 )1
o, 01X =) (5} +d = )"0\ g, () (7 a1
G, (Yolz) ("L +d — 1) 097 Ca, (Yolz)

En utilisant la relation (4I)), il existe A € R tel que

G, (Yol) (v 1 4d — 1) O 97
ean (}/0 |w)

On a vu dans la preuve de la Proposition 22/que sous I'Hypothése[3] ainsi que les conditions
(C’HG) (C,wgh) on avait

int
Vkn * 1
ln(l—an)A <1 —am ) — 0 dn s+
uanda n Q.
\/]1:7 )A*< —an > - O !

ln( "(1—nan)

—1=(A+o0(1))A" (1 ! ) quand n — +o00.
—a,
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Quel que soit g, le premier terme de la précédente décomposition n’interviendra donc pas
dans la loi asymptotique. Intéressons alors au second terme. Les deux taux de convergence
étant négligeables devant v/, il est évident que le terme entre parenthéses se comportera,
asymptotiquement comme l'estimateur de quantile g. D’ou les normalités asymptotiques

identiques a celles des Equations et . O

IV.4. Autres mesures de risque extrémes basées sur le
quantile

Comme expliqué dans I'introduction de ce chapitre, les limites du quantile, appelé par-
fois Value at Risk (voir [Linsmeier and Pearson, 2000]), ont poussé de nombreux auteurs a
proposer d’autres mesures de risque comme alternative au quantile. Si nous avons exploré
jusqu’a maintenant le cas de 'expectile, on présente dans cette section deux familles de
mesures de risque. De plus, ces deux classes sont asymptotiquement liées au quantile, ce
qui nous permettra de construire des estimateurs basés sur ceux de la Section

IV.4.a. L,—quantiles

On vient de voir en détail les notions de quantile et d’expectile. Finalement, ces deux
mesures appartiennent a une méme famille appelée L,—quantiles. Une des premiéres ap-
paritions de cette notion peut étre trouvée dans [Chen, 1996].

Définition 25 (L,—quantiles). Soit Y une variable aléatoire réelle admettant un moment
d’ordre p — 1. Le L,—quantile de niveau o €]0,1[ de Y est donné par :

@po(Y) = argmin E [Sp,a (Y —y)],

yeR

ot la fonction S, est définie de la maniére suivante :

Spalt) = (1 = Q)[t7[" + aft™|".

Avec cette définition, il est évident que le cas p = 1 méne au quantile (voir Equa-
tion ([V.I1.a)), tandis que p = 2 conduit a I'expectile (Equation (18)). La Figure [[V.3]
permet de visualiser l'allure de cette famille de fonction de scoring.
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alpha=0.05 alpha=0.5 alpha=0.95
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FIGURE IV.3 - Fonctions S , en noir, S, en rouge, Ss3, en vert, Sy, en bleu et S5, en
marron pour des niveaux « respectivement de 0.05, 0.5 et 0.95.

Les propriétés de ces mesures de risque sont notamment discutées dans [Bellini et al., 2014].

En particulier, il est montré que le L,—quantile est une mesure de risque cohérente si et
seulement si p = 2, c¢’est & dire dans le cas de I'expectile. Cependant, les autres cas de
figure possédent les propriétés d’homogénéité et d’invariance par translation. Dans notre
contexte, cela signifie que si Y ~ EC; (uy, Xy, €), alors ¢, o(Y) = py + vVIyqpa(Y'), avec
Y’ ~ ECy(0,1,€) la loi centrée réduite relative & Y. On va alors s’intéresser aux niveaux
de L,—quantiles proches de 1. On introduit pour cela la proposition suivante, donnée dans
|[Daouia et al., 2017h].

Proposition 44 (Equivalence L,—quantiles). Si Y wvérifie Z’Hypothése@ avec vy < zﬁ’

alors : B
Ipa (Y) - Y !
4a(Y) a=1 | B(p,yt=p+1)

= fo(v,p). (IV.29)

On s’apercoit que les L,—quantiles sont asymptotiquement proportionnels aux quan-
tiles (ou L;—quantiles). Le cas p = 2 méne bien au résultat de la Proposition De
maniére a généraliser nos estimateurs de quantiles en estimateurs de L,—quantiles ex-
trémes, on introduit deux conditions supplémentaires, qui nous seront utiles plus loin.

— ((]LP> : (Cint) est remplie. De plus, v/E,(1 — ay,) = o (In(1 — ay,)) quand n — +o0,

int
A/ k?’b min{—p,vy}

(1—a,) 55 =0,

et :
lim
n—+oo In (1 — ay,)

— (C,ff;h) : (Chign) est remplie. De plus,

VFen min{=p.1)

lim (1—ay,) 1 =0.

noee In (n(lk—nan) )
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Finalement, parmi toutes les conditions que 1'on a établies dans la Section puis
ici, on peut déduire I'ordre suivant :

(Ciz) = (CHE) = (Cunt)
(O}fi’iqh> (Chzgh) = (Chign) ‘

Grace 4 la Proposition [44] donnons maintenant des estimateurs de L, —quantiles extrémes
de Y|(X = x).

Définition 26 (Prédicteurs de L,—quantiles extrémes). Soit (o )nen une suite telle que

o, — 1 quand n — +o00. Szp<d+10u7< dl,ondéﬁm’t:

(jp,an (Y|X = CU) = MY\m + EY|X (W[nvn+1 )nk" fL <( + d) ' 7p)
1

A k an 7‘ kn 1 )
Ipan Y X =) = piyje + /2vix | Wikn+1] <ﬁ> Ir (( +d) ,p>

ot les quantilés py|e, Xy|x sont définies dans UEquation (3)), la suite vn dans la Défini-

tzon et les estimateurs Ay, , O, p, () dans les Equations 1) et ( Enﬁn W est
la premiére (ou indifféremment n’importe laquelle) composante du vecteur AL (X —px).

Si on prend p = 1, on obtient bien stir les estimateurs de quantile et , quand

p = 2 méne aux estimateurs d’expectile é et ¢ de 'Equation . On a déja prouveé
la consistance de nos estimateurs de quantiles extrémes dans la Section De la
méme maniére, on peut en déduire facilement celle de nos estimateurs de L,—quantiles
extrémes. La preuve n’est pas explicitée. Notons que nous n’avons pour l'instant pas

besoin des conditions <Cm’;> et <Cmgh>
Proposition 45 (Consistances de §ya, (Y|X = @) et pa, (Y|X = )). Supposons que
[’Hypothese |4 avec p < d+ 1 ou v < L la condition (C') soient satisfaites.
Sous les conditions supplémentaires (Cine) €t (Chign) respectivement, §pa, (Y|X =x) et
dp.ay, (Y|X = x) sont consistants, i.e. :

dpoy (Y| X=z) P
{ tr.n (V[ X=2) 1
Gy o (V| X =) :
oV X=z) |

Utilisons maintenant nos conditions (Cmﬁ> <C’,flgh> Combinées a une expansion
de second ordre de I’équivalence que l'on peut trouver dans [Daouia et al., 2017Db],
on peut généraliser les normalités asymptotiques des Propositions 22] et 24] Ce résultat

est bien str valable sous I'Hypothese
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Proposition 46 (Normalités asymptotiques de Gpq, (Y|X =) et Gpa, (VX = x)).
Supposons que Z’Hypothéseﬁ avecp < d+1 ou v < et la condition (C) soient

1
p—d—1

satisfaites. Sous les conditions supplémentaires <C’fn’2> et (Chzgh) respectivement, et i

p>1, alors :

Ven  ((Gpan (Y| X=2) d?y?

In(1-an) (qp’an(Y\X:a:) 1) n—>—>+<>o N( " (vd+1)? )
N 2 .
VEn dp,on (Y| X=2) Y dry
1n(n(1’17nan)) (qp,an(Y|X=w) 1) ,H_loo N (0’ vd+1 wd+1)2> >

Preuve : Dans cette preuve, on note Yolz = (Y|(X =) — piy|a) EY‘)/( la variable
centrée réduite relative a Y[(X = x). Avec cette notation, on a ¢,,(Y|X = x) =

Lyle + /2v|xdpa(Yolz). On rappelle ensuite que <C’£§> entraine (Cﬁf) De plus, on
a la décomposition suivante :

VEn (q},,an Y|IX==2) 1) N VEn ((W[nﬁnﬁ-l])ﬁ;” fr ((%31 +d>*1 7p> - 1)

In (1 —an) \gp,a, Y|X = =) n—too In (1 —an) dp,an (Yo|2)

T In(l—an) fr. ((771 +d)t ,p) Y‘w(aﬂ) p,an (Yo|2)

VEn (fL <(A_1 ) ’p> - 1) (W[mwl})ﬁ f (G +d) 7 p) @yl (o)

+
(=) | @yl (an) G (Yol2) In(1—an) G (Yol2)

VFn ((W[Mﬁl])ﬁcln B 1) i (Gt )~ )‘P;|w(an)+ N (fL (G +d) 7" p) Byl (an) ) 1)

On sait que fg ((&k_nl + al)f1 , p), étant une fonction de 4, , est asymptotiquement nor-

male avec un taux de convergence v/k, (voir 'Equation ([I1.3.b))). Le premier terme tend
alors clairement vers 0 quand n — +oo. Avec la Proposition le second terme tend
vers la loi normale en . Finalement, il nous reste a vérifier que le troisiéme et der-
nier terme tend vers 0. Pour cela, on a recours a ’expansion de second ordre donnée
dans [Daouia et al., 2017D] :

Gpany (Yol2)
o (- d) ) Oy ()

ZP%fHdWWMM+Q+Wﬁm( 1),

l1—a,

ou r(ap,p) = A1q>,+() (E [Yolz] + o(1)) + A A* <—> (1 +o0(1)), A\, A1, A2 € R étant
Y|z Qn
indépendants de n et A*(t) est la fonction auxiliaire de ®y |, (1 — %) On rappelle que

Y[(X = x) est a variation réguliére d’indice y~' +d > 1, d’on E[Yp|z] existe et, Yy|x
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étant symétrique, vaut 0. Une condition suffisante pour la normalité asymptotique peut

alors étre
VEn - 0

n1—1>I-‘£loo ln(l—an)‘b;_/iz(an) o

n+oo In(1—am) 1—an

On sait, avec 'Hypothése |3| et la preuve de la Proposition que ‘1)1_/‘13;(0471) est asympto-

tiquement proportionnel a (1 — an)_ﬁ, tandis que A* (ﬁ) est lui asymptotiquement

2
proportionnel a (1 — an)_# sip>—2yeta(l— ozn)wdi11 sinon. Finalement, il n’est

pas compliqué de voir que (C’ﬁ;) meéne a la nullité des deux limites, et par conséquent

du dernier terme de la décomposition, d’ou le premier résultat. La preuve est exactement
la méme pour le second, en remplacant ¢, (Y|X = @) par ¢pq, (Y|X =), In(1 — )

par In (n(lk—na )> et en se servant de la Proposition [24] plutot que O

IV.4.b. Mesures d’Haezendonck-Goovaerts

D’abord introduites comme les mesures d’Orlicz dans [Haezendonck and Goovaerts, 1982],
puis d’Haezendonck dans [Goovaerts et al., 2004], et enfin d’Haezendonck-Goovaerts dans
[Tang and Yang, 2012], cette famille de mesures de risque est vue par certains auteurs
comme une alternative au quantile. Définissons d’abord cette notion.

Définition 27 (Mesures de risque d’Haezendonck-Goovaerts). Soit Y une variable aléa-
toire réelle, et ¢ une fonction convexe positive telle p(0) =0, ¢p(1) =1 et ¢(400) = +o0.
La mesure d’Haezendonck-Goovaerts de Y de niveau o €]0, 1] associée a ¢ est donné par
l’équation suivante :

H,(Y)=inf {y + Ha(Y,y)},

y€R

ot H,(Y,y) est l'unique solution h de l’équation :

(5]

¢ est appelée fonction de Young.

Le cas particulier ¢(t) = t méne a la Tail Value at Risk de niveau a TVaR,(Y'), présen-
tée dans la Définition [4 Cette mesure a 'avantage d’étre sous-additive et connait de nom-
breuses applications, notamment en finance et actuariat (voir par exemple [Bargés et al., 2009)]).
D’ailleurs, |[Landsman and Valdez, 2003| s’est intéressé a la TVaR pour les distributions
elliptiques. Plus généralement, [Bellini and Rosazza Gianin, 2008| ont montré que les me-
sures d’Haezendonck-Goovaerts étaient des mesures de risque cohérentes. Cela implique
pour nous que si Y ~ EC; (uy, Xy, &), alors Ho(Y) = py + VEyHo(Y'), avec Y/ ~
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ECy(0,1,€) la loi centrée réduite relative & Y. On va alors s’intéresser aux niveaux ex-
trémes, c’est a dire lorsque « tend vers 1.

Pour une certaine classe de fonctions de Young, [Tang and Yang, 2012] ont montré qu’a
I'image des L,—quantiles, les mesures d’Haezendonck-Goovaerts sont asymptotiquement
proportionnelles aux quantiles, d’ot la proposition ci-dessous.

Proposition 47 (Equivalence des mesures d’'HG). Si Y vérifie l’Hypothése@ avec vy < ]lj,
et en prenant une fonction de Young ¢(t) = tP, alors on a la relation suivante :

HpalY) (7 =p)"!
Ga(Y) oot 7l

B(v"'=pp) = fuly,p). (IV.30)

L’exemple trivial de la TVaR donne TVaR,(Y) ~ (1 — 7)™ ¢.(Y) quand a — 1.
En utilisant le Lemme [37] les estimateurs de quantile extrémes des Définitions et
la Proposition [{7} on peut déduire des estimateurs extrémes de mesure d’Haezendonck-
Goovaerts H,, (Y|X = x) (avec fonction de Young ¢(t) = t?,p > 1) de la loi condition-
nelle Y| X = x.

Définition 28 (Prédicteurs de mesures d’HG extrémes). Soit (a,)nen une suite telle que
an — 1 quand n — +o00. Si soit p < d, soit v < -, on définit :

p—d’
A i ~—1 —1
Hyo, (Y[X =) = e+ /Zvix (Wis,in) ™ fa <(7kn +d) ’p>
2 Ve ﬁ o _ ?
Hyo, Y|X =x) = Pyl + 4/ 2vix {W[’Cnﬂ} (:TZ) } fu ((Wknl + d) ' ,p>

(IV.31)
ot les quantités piy|z, Yy |x sont définies dans I’'Equation , la suite v, dans la Défini-

tion et les estimateurs Ay, , Uy, n, (x) dans les Equations (IL3.b)) et (15)). Enfin, W est
la premiére (ou indifféremment n’importe laquelle) composante du vecteur Ay (X — px).

La condition p < d ou v < pTld assure simplement l'existence de la mesure de risque
conditionnelle. En utilisant les résultats de consistance des Théorémes 2] et 23] la consis-
tance de ces estimateurs est immeédiate. La preuve étant assez évidente, elle n’est pas
fournie.

Proposition 48 (Consistance de H,,, (Y|X = x) et H, ., (Y|X = x)). Supposons que
Z’Hypothése@ et la condition (C) soient satisfaites avec p < d ou vy < ﬁ. Sous les

conditions (Cyy) et (Chign) respectivement, Hy,q, (Y|X =) et H,q, (Y|X =) sont
consistants, i.e. :
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En renforcant I'Hypothése [2 on peut également généraliser la normalités asympto-
tiques et . Pour cela, on a besoin d’une expansion de second ordre de ’'Equa-
tion (47)). Cette derniére est donnée dans le Théoréme 4.5 de [Mao and Hu, 2012]. Avec
tous ces éléments, il vient facilement la proposition ci-dessous.

Proposition 49 (Normalités asymptotiques de H,,, (V|X = x) et Hp o, Y|X =x)).
Supposons que l’Hypothése@ et la condition (C') soient satisfaites avec p < d ou vy < ﬁ.

Sous les conditions supplémentaires (CH) e (C’hzgh) respectivement, on a :

VEn (Hp,anm.x:z)_l) N N(o d2744>

In(l—an) \ Hp,an (Y[|X=2) n—r+00 ' (vd+D) (IV 32)
N 2 ' '
VEa (ggl;_g — 1) - N ( ( a1 9 d+1) ) )
ln(m) pan = n——+oo Y (y
r —1/2

Preuve : Pour cette preuve, on note Y'|(X = z) = (Y|(X =2) — pty2) yx la
variable aléatoire centrée réduite relative & Y|(X = ). D’ou les relations :

Ay V1X =) = fir (G} + )7 op) (W)
Hyeo (V1X =2) ~  fu (7" +d) " p) 9l (an)

On a alors la décomposition suivante :

VEn <H Y|X ==)

_ N Vn Hpo, Y'|X =2) .
In(1—an) \ Hp,a, Y|X =x) n—=+4oo In (1 — am)

Hp,a, (Y'|X =)

Vkn (fH (<;yk_"1 " d>_1 ’p> - 1) (W[vw,L+1])ﬁ kil ((7_1 +d)” ) Py je (o)

In(1l—ap) fr ((7*1 + d)_l 7p) @;‘w(an) Hpa, YV'|X =)

LV ((W[mwu)m _1) (I Y‘m(an)Jr N (fH (1 +a) " p) o], (an) _1>.

In(1—an) @;‘w(an) Hp,a, Y'|X =) In (L — o) Hp,o,, Y| X =)

On sait que fg <(%_ﬂ 1 + d) - , p), étant une fonction de 4y, , est asymptotiquement normal

avec un taux de convergence \/k, (voir I'Equation ) Le premier terme tend alors
vers 0 quand n — 4o00. En se servant de la Proposition [22] le second terme tend vers la loi
normale donnée dans . Finalement, il ne reste plus qu’a vérifier que le troisiéme terme
tend vers 0. Pour cela, on utilise le résultat du Théoréme 4.5 de [Mao and Hu, 2012|, qui
montre qu’il existe A € R tel que :

H,., YX =)
fr (v +d)7 p) Dy, (an)

- 1+)\A*< )(1+o(1)),

_an
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ot A* est la fonction auxiliaire de CID;/|1:c (1 — %) Dans la preuve de la Proposition on

2
a vu que A*(t) était proportionnel soit a AT 5 p < —2v soit & t7d71 autrement. Les

conditions de (Cﬁf) assurent

lim ———
nrieo In (1—ay)

VEa ( Hpo, (Y'|X = z) >
In — — = 0.
fu (V1 +d) ", p) Py (an)

D’ou le troisiéme terme tend vers 0, et le premier résultat de est prouvé. La preuve

est exactement la méme pour le second, avec un taux T ”Z:) au lieu de i—an) ”_“Zy) Alors
n(l—an) i
les conditions de (C’ggGh) menent au résultat attendu. O

On propose dans la Section un exemple numeérique avec p = 1, ¢’est & dire dans
le cas de la Tail Value at Risk.
Dans cette section, nous avons donc introduit plusieurs prédicteurs d’expectile, aux ré-
sultats asymptotiques sensiblement égaux. Cependant, il existe quelques différences au
niveau des conditions. Par exemple, é nécessite la condition v <1/2.
Nous avons également introduit des estimateurs d’autres mesures de risque que sont les
L,—quantiles et les mesures d’Haezendonck-Goovaerts. On propose dans la Section
une étude numeérique pour tester tous ces estimateurs.

IV.5. Etude numérique

Prenons, comme pour 1’étude numérique relative aux quantiles extrémes, un jeu de
données simulées de la loi de Student centrée réduite a v = 2.5 degrés de liberté en
dimension d + 1 = 4. On peut facilement calculer les expectiles conditionnels dans ce cas
a laide de 'Equation ([V.1.c.2.)). Notons que 'on prendra également M (x) = 1.

IV.5.a. Expectiles intermédiaires

Pour estimer des expectiles intermédiaires, nous disposons de deux estimateurs éfm et
égﬁ, donnés respectivement dans les Equations et . Les résultats asymptotiques
de ces deux estimateurs requiérent des conditions trés proches. On donne alors le méme
jeu de suites ay,, k, et h, pour les deux.
el . comme éZ . ont besoin des conditions (C), (Cine) et (CHf) pour les résultats de
normalité asymptotiques. Si on se référe a la Section du Chapitre [ITT} on peut alors
choisir nos suites a,, = 1 — n7%6, k, = n%* et h,, = n7%%. Le noyau K sera une fois de

plus la densité gaussienne.
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La Table donne les variances mesurées, avec les notations suivantes :

O VEn éfnT(Y|X:ac) B ):|
e = Var |:ln(1—ozn) <egn vix==) — )|
oo v (L 0x=a) ﬂ
Ve = Var [ln(l—a7L) < ean (Y| X=x) 1 :
n a, Ve Ve
1 000 0.9841511 | 0.035606589 | 0.024919204
10 000 0.9960189 | 0.023860291 | 0.020516479
100 000 0.999 0.021496576 | 0.017257715
1 000 000 | 0.9997488 | 0.018309767 | 0.015327578
10 000 000 | 0.9999369 | 0.01497986 | 0.014316220
400 1 0.009835394 | 0.009835394

TABLE IV.2 — Variances asymptotiques mesurées et théorique (pour n = +00) de nos
estimateurs

La Figure représente les boxplots de 1 000 estimations de e} , (Y|X =) et
éaEnT (Y|X =x) pour n = 10 000 000. On voit que nos deux estimateurs ont des per-
formances assez similaires. Notons cependant que € , (Y|X = x) a avantage de ne pas
nécessiter la condition v < %

Expectile conditionnel

7.0
I

65
I

60
1

55
I

50

FIGURE TV .4 — Boxplots de 1 000 répétitions de ¢ , (Y|X = x) et &7 , (Y|X = x) res-
pectivement, pour n =10 000 000. La valeur de e,, (Y|X = x) apparait en rouge.

Comme pour le quantile, le prédicteur e . (Y|X = x) est relativement éloigné de
'expectile théorique e,, (Y| X = x), a,, tendant vers 1 plus lentement pour les expectiles
intermédiaires.
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IV.5.b. Hauts expectiles

En ce qui concerne les hauts expectiles, nous avons précédemment introduit 3 estima-
teurs différents : éfnT dans la Définition [23| puis éfm et égﬁ dans la Définition [24] On a
également observé au travers de leurs résultats de consistance et de normalité asympto-
tique que nos trois estimateurs ne nécessitaient pas d’hypothéses supplémentaires a celles
des hauts quantiles. Nous choisirons alors nos suites k, = n’° en conséquence. Nous pren-
drons les suite a, = 1 —n~'t et h, = n %!, Le noyau K sera la densité gaussienne.

On introduit les notations suivantes :

( o r B _ T
~ ST eanT(Y|X—:1:)
0. = Var - — —1
In(Grtty) \ on(VIX=2) ]’
— ZE _
~ J— kn 6&71T(Y|X7w) _
v = Vor iy o — 1))

B (Sagier )
(o) \ can (VX=2)

En reprenant ces notations, la Table donne un apergu des variances mesurées - que
I’on peut comparer aux théoriques dans la ligne 400 - de nos 3 estimateurs.

v, = Var

1 000 0.9994988 0.00672838 0.00377646 | 0.003521414
10 000 0.9999602 0.002641393 | 0.001595622 | 0.001603951
100 000 0.9999968 0.001507326 | 0.0009715758 | 0.001033282

1 000 000 0.9999997 0.001304404 | 0.0006238518 | 0.0006808723
10 000 000 | 0.99999998004 | 0.0007775403 | 0.0004313537 | 0.000452559
+0oo 1 0 0 0

TABLE IV.3 — Variances asymptotiques mesurées et théorique (pour n = +00) de nos
estimateurs

La encore, nos trois estimateurs ont des performances semblables, conformément a
leur distribution asymptotique. Les boxplots de la Figure V.5 mettent bien en évidence
ce phénomene. Ajoutons que ¥ . (Y|X = x) a 'inconvénient de nécessiter v < 3.
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Expectiles conditionnels
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FIGURE IV.5 — Boxplots de 1 000 répétitions de éEnT Y|X =x), ¢

éfﬁ (Y|X = x) respectivement, pour n =10 000 000. La valeur de e,,,
parait en rouge.

(Y|X =x) et
Y|X =x) ap-

Q

—

n

Dans le cas des hauts expectiles, notre prédicteur semble donc bien plus efficace que
dans le cas des expectiles intermédiaires. Cependant, 'estimateur ¢ semble légérement
plus dispersé que les deux autres.

En guise d’exemple de mesure d’Haezendonck-Goovaerts, on propose dans le paragraphe
suivant une estimation de Tail Value at Risk.

IV.5.c. TVaR intermédiaires

Comme exemple pour les mesures d’Haezendonck-(GGoovaerts, on propose le cas trivial
p = 1 correspondant a la Tail Value at Risk. Toujours dans le cas Student étudié précé-
demment, il est possible d’obtenir des formules explicites pour la TVaR de Y| X = .

TVaR, (Y|X = @) = Hyo (VX = ) = - L2) Vvt M) ( <I>Vid(a)2) :

l—a T'(%2) Vr(v+d-1) v+d
Pour l’estimation, on prendra notre estimateur ﬁl,an de I’Equation avec les suites

hyp, =n %5k, =n%5 et o, =1 —n"%. La Table donne les variances mesurées,
avec la notation :

5 — Var
=N — ) \ Hya, (Y|X = 2)

VE, <H (VX =2) 1)] |
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~

n Qo U
1000 | 0.9776128 ( 1f30 3§§§5 _115’922852895) 0.015557875
10 000 | 0.9936904 ( 11221 71265262 _1123@%%2) 0.013988046
100 000 | 0.9982217 ( 112?? 5312171 _1124%‘;2?) 0.013671486

1 000 000 | 0.9994988 ( 111?? 5937??9 _11;)’3572329) 0.012132873

10 000 000 | 0.9998587 ( 112§ 52333 _113552832’3) 0.012281728
+00 1 (_111;15155629 _1212569) 0.009835394

99

TABLE IV.4 — Variances asymptotiques mesurées et théorique (pour n = +00) de nos
estimateurs.

gure représente les boxplots de nos estimateurs dans ce cas.

230

225

220

Paramétre |

Paramétre |

-
|

7TE 78 80 82 84 8E 88

TVaR conditionnelle

Comparons les performances de nos estimateurs dans le cas n =10 000 000. La Fi-

-
|

FIGURE IV.6 — Boxplots de 1 000 répétitions de #y,,, lg, n, () et Hy o, (Y]|X = a) res-
pectivement. Les valeurs de 7, {(x) et Hy,, (Y|X = x) apparaissent en rouge.

Il est évident que l'estimation de la TVaR conditionnelle H,,, (Y|X = x) souffre

également de la lenteur de la convergence de «,, vers 1. De plus, I'estimation est particu-
liérement variable. Ces problémes sont censés s’atténuer pour les TVaR hautes.
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IV.5.d. TVaR hautes

Dans le cas des hautes Tail Value at Risk, les conditions étant les mémes que celles
des quantiles extrémes, on se base sur la Section pour définir les suites h,, = n=%1?,
k, = n et a,, = 1 — n~ "L Un tel jeu de paramétres annule la normalité asymptotique
de I'Equation . Si on introduit la notation :

Ve (e, (VX =2)
) Hl@hz (YlX = w) ’

la Table [V.3l donne les variances mesurées. On observe alors bien la décroissance de
Uy avec n.

~
~

n Qo Ve(z)m Vg
115.9570 —13.17105
1 000 0.9994988 1317105  1.762918 0.00292465
10 000 0.9999602 116.4151 — —13.13757 0.001152373

13.13737  1.558384

(-

( 108.5100 12.32441
( —

(-

[

100 000 0.9999968 0.0008032991

12.32441  1.42867

)

)

115.1339 12. 95916>
vime

)

)

1 000 000 0.9999997 0.0005234553

12.95916  1.470622
110.6031 —12.51083
12.51083  1.419509

10 000 000 | 0.99999998004 0.000340293

N : 114.0569 —12.81569
o0 —12.81569 1.44

TABLE IV.5 — Variances asymptotiques mesurées et théorique (pour n = +00) de nos
estimateurs

Enfin, il n’est pas étonnant d’observer, comme pour les quantiles et expectiles, que les
estimateurs sont trés efficaces lorsque n(1 — «,,) — 0. La Figure IV.5.d} qui représente
les boxplots des estimateurs dans le cas n =10 000 000, en est une bonne illustration.
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Paramétre eta Paramétre | TVaR conditionnelle

1 1 1
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FIGURE IV.7 — Boxplots de 1 000 répétitions de 7y, lg, n, () et Hy o, (Y]|X = x) res-
pectivement. Les valeurs de ), {(x) et Hy,, (Y |X = x) apparaissent en rouge.

Dans cette section, nous avons donc pu mettre en évidence l'efficacité de nos estima-
teurs. En revanche, ces mémes estimateurs sont beaucoup moins bons dans le cas de la
grande dimension. En effet, si on regarde les conditions (C’thG ) et (C,ggl), elles ne sont
plus satisfaites si d est trop grand. Les résultats asymptotiques de nos estimateurs ne sont
alors plus valables. Il faut donc considérer une autre approche dans ce cas. C’est le propos

du prochain chapitre.
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LE CAS DE LA GRANDE DIMENSION

Lors des deux chapitres précédents, nous avons pu observer que les approches propo-

sées pour ’estimation de mesures de risque extrémes conditionnelles étaient difficilement
applicables lorsque le nombre de covariables d était élevé. En effet, les relations asymp-
totiques et , au coeur de nos approches, peuvent s’avérer tres lentes, et donc
inutilisables dans ce cas de figure. Dans ce chapitre, nous proposons alors une alternative
a ces approches dans le cas ot d tend vers +o00. Un tel cadre méne & plusieurs problémes
trés présents dans la littérature, le premier d’entre eux étant ’estimation de la matrice
de covariance 3.
La structure de ce chapitre est la suivante : dans un premier temps, nous montrons que
si le nombre de covariables tend vers I'infini, alors la distribution conditionnelle tend vers
une loi gaussienne. L’estimation du quantile devient alors aisée, encore faut-il étre capable
d’estimer les paramétres p et 3 de notre distribution. C’est pourquoi nous détaillons par
la suite les différentes méthodes d’estimation des paramétres en grande dimension. Une
attention toute particuliére est donnée a l’estimation de la matrice de covariance inverse
3! Une partie de ces méthodes est directement empruntée a la littérature existante, et
nous en proposons quelques unes adaptées a notre probléme. Enfin, un exemple numeérique
est proposé, toujours dans le cas commode de la distribution de Student pour lequel les
valeurs théoriques sont explicites.

V.1. Approximation gaussienne

Nous proposons dans ce chapitre d’approximer la loi conditionnelle par une loi gaus-
sienne dans le cas de la grande dimension. Une approche similaire peut notamment étre
trouvée dans des papiers tels que |[Hashorva and Jaworski, 2012] ou [Hashorva, 2006a],
mais pas en grande dimension.

Comme pour les chapitres précédents, on considére un vecteur Z = (X,Y) ~ ECyy1 (1, 5, §)
avec X € R%, Y € R tels que

Yx XYxvy Px
2 = R = ,
<EYX Yy H Ky
et on s’intéressera a la loi conditionnelle Y| X = x,z € R% La différence ici est que
d tend vers l'infini lorsque la taille n de I’échantillon d’apprentissage Z,,..., 4, tend

vers +o0o. On notera alors plutot d,. On rappelle, en utilisant ’'Equation (5, que la loi
conditionnelle Y| X = x étant elliptique, on a la représentation stochastique suivante :

Y|(X =2) £ yie + /Sy ix RUW,

103
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avec

R £ RyT=3I{ RVBU™ = C3!w — px) |

On va donc s’intéresser au comportement de la loi symétrique R*UM lorsque d,, — +00.
On notera alors g« sa densité. Avant de calculer la limite de cette densité lorsque n
tend vers +o0, il parait important d’ajouter quelques précisions. Si jusqu’a maintenant la
quantité M(z) = (x — px) " Ex (T — px) était considérée déterministe (d était fixé), on
voit maintenant cette distance comme une quantité aléatoire qui évolue avec n, et d,. On
donne le résultat intermédiaire suivant sur les propriétés asymptotiques de la distance de
Mahalanobis M ().

Lemme 50 (Propriétés de M(x)). On a les résultats suivants lorsque n — 400 :

(i) M(x) — +oo presque stirement.

(i1) %:) — &2 presque stirement.

Preuve :
(i) 11 n’est pas compliqué de remarquer que M () £ £2x3,- De plus, un rapide calcul
donne .
5/2
2°/°T (3)
vV 2T

Etant donné que in peut étre vu comme une somme de d,, loi du y? indépendantes

E[xiAl] = P(x;<1)+P(xi>1)>0.

+o0o
a 1 degré de liberté, et que Y E[x? A1l] = 400, le Théoréme 3.17 ainsi que le

Corollaire 2.14 de [Kallenberg, 2000] indiquent que x3 , et par conséquent M(x),
divergent presque stirement.

(ii) La loi forte des grands nombres implique une convergence presque sire de in /d,
vers 1, ce qui donne directement le résultat attendu.

0

A T'aide du lemme précédent, intéressons nous a la loi limite de ¢g-. On rappelle que

g+ dépendant de M (x), c’est également une variable aléatoire. Si il est connu que la loi

de Student & v degrés de liberté tend vers une loi gaussienne lorsque v tend vers +oo, la

loi Slash connait le méme phénoméne avec son parameétre a. Dés lors, il parait intéressant

de se demander si cette limite gaussienne est commune a tous les Mélanges d’Echelle
Gaussiens a queue lourde. La proposition suivante apporte une premiére réponse.

Proposition 51 (Loi limite). Sous I’Hypothése[d, on a Vt € R :

1 _&
YR+ (t) — e 262 presque sdrement quand n — +00. (V.1)
V2T€
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Preuve : Un simple développement de la représentation stochastique ({5) méne a

2fpe (M(x) + %) t 2\ /2 . M(z) ~1/2
Fr2p (M(2)) B (%, 3) M(z) <1+ M(ﬂt)) (1 M () +t2> '

~1/2
A Taide du Lemme on a (1 — M]E/;():i)ﬂ) ~ /M(x)/t quand n — +o0 presque
strement. De plus, on s’apercoit que quand n — +o0,

1+dn m (14 t? d, t2_>t2 A .
—_— n ~ — — presque suremen
2 M(z)) ™ Mx)2  2e P ’

fre(t) =

cherche une équivalence entre la densité de R? et celle de sa contraction R?3. Pour cela, on
utilise le résultat (4.20) de [Hashorva and Pakes, 2010], et on obtient sous 'Hypothése [2]:

dnt1 dn 4 1
frep(t)  ~ i ;)F<2 +27§fR2(t)'

T (%) (5 +

—1—dn/2
d’ou (1 + L) — exp (—%) presque siirement quand n — 4o0o. Enfin, on

On arrive alors a

2 fro (M) +2)T (% + 3

() e Of&) T (41 )

) :
fre(t) ~ M (x)~Y2e 2 ¥t € R p.s. quand n — +oo.

2y

Une conséquence immédiate de ’'Hypothése [2est que fre conserve les équivalences, d’ou le
ratio des deux densités tend clairement vers 1. De plus, il est facile de voir que le ratio des
deux fonctions gamma est asymptotiquement équivalent & \/d,, /2. En utilisant le résultat
(77) du Lemme ainsi que la relation pr« = fg«/2, on trouve asymptotiquement le
résultat . O

Ce résultat est assez intéressant, et ce pour plusieurs raisons. En effet, on s’apercoit
que conditionnellement & la variable d’échelle &, la loi de Y| X = @ est une loi normale de
parametres fly |y et {221/‘ x. Cette loi conditionnelle limite dépend finalement uniquement
de la variable d’échelle de la loi elliptique inconditionnelle. Si on a alors suffisamment
d’observations pour estimer la valeur de la variable d’échelle &, issue de notre vecteur
@ (ce qui est le cas avec x en grande dimension), on sera capable de fournir une bonne
approximation de la loi conditionnelle, et par conséquent du quantile conditionnel.
Dés lors, en remarquant que (T—px )" S5 (T —px)|(€ = &) ~ X3 €2, ainsi que \2 /d, =3
1, on peut proposer les estimateurs suivants pour &, ainsi que ¢, (Y|X = @).

Définition 29 (Approximation du quantile conditionnel). On introduit I’estimateur sui-
vant :

A o1 A
é _ (x — HX)T Yy (x—fux)
x,dnp, dn
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ou fLx et Sx sont des estimaleurs appropriés de px et Xx. On en déduit l'estimateur
de quantile conditionnel :

7, (YIX =) = fiyje + /Sy ixCea, @' (a) (V.2)
ot © est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Lors de I'estimation de quantiles, puis d’expectiles extrémes, nous avons a chaque fois
scindé I'étude en deux parties, selon la vitesse de convergence de notre suite «,, vers 1.
Nous allons effectuer une distinction similaire avec la vitesse de convergence de d, vers
+00. Pour cela, intéressons nous d’abord au cas ou le nombre de covariables tend vers
I'infini relativement lentement, c’est a dire tel que d,,/n — 0 quand n — +o0. Ce cas 1a est
le plus simple. En effet, 'assertion d,, < n permet notamment de fournir, via la méthode
des moments ou les M-estimateurs, une matrice de covariance empirique 3 inversible.
De plus, avec un échantillon d’apprentissage de taille n, la vitesse de convergence de ces
méthodes est relativement rapide (en y/n). Concernant f%dn, il est aisé de montrer que

Vd, (éﬂc,dn - fz) Tl N (O, %) .

Cette approche naive est donc censée fournir une estimation correcte du quantile condi-
tionnel. Cependant, nous verrons dans la Section [V.3]qu’elle est extrémement volatile. De
plus, ces méthodes ne sont plus applicables si le nombre de covariables d,, est supérieur a
la taille de I’échantillon n, la matrice 3 nétant plus inversible. On propose donc dans la
section suivante d’autres approximations. On verra d’ailleurs dans I’étude numérique que
méme si d,, < n, ces derniéres semblent bien meilleures que I'approche précédente.

V.2. Estimation des paramétres en (trés) grande di-
mension

Dans cette section, on considére le cas o d,,/n — ¢ €]0, +00] quand n — +oo. Le but
est toujours de fournir des estimateurs de p et X, et ainsi d’en déduire un estimateur de
¢o (Y|X = x). Des estimateurs robustes de p peuvent étre obtenus dans la littérature.
On peut notamment citer [Shahriari and Ahmadi, 2015], qui en propose plusieurs. On
peut également donner comme exemple [Cellier et al., 1989] qui se concentre sur les dis-
tributions elliptiques, et applique une méthode appelée shrinkage. Nous reviendrons plus
en détail sur cette méthode plus tard. En attendant, ces méthodes existantes font que
I’estimation du vecteur de moyenne p n’est pas la principale difficulté de cette section.
On considérera alors, pour I'estimation des matrices ¥, puis Q = 7!, que la distribution
est centrée, 'opération de recentrage des données ayant été effectuée en amont.
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L’estimation de la matrice 3 est également soumise a beaucoup de recherches récentes.
Cependant, il est en général plus compliqué d’estimer la matrice 2. Dans un cadre clas-
sique, i.e. en dimension raisonnable, une possibilité est d’estimer la matrice de covariance
empirique

1 n
S,=-Y Z,Z, V.3
222, (V.3)

puis de prendre simplement Q, = S~ ! comme estimateur de  (appelée matrice de préci-
sion). Seulement, une telle approche se heurte & deux problémes majeurs. Premiérement,
sid, +1>n, cequiest le cas ici si ¢ > 1, la matrice S est singuliére avec probabilité 1
(voir Théoréme 3.1.4 de [Muirhead, 2009]). Par ailleurs, E [ZZ ] peut ne pas exister, si
la queue de distribution de £ est trop lourde.

Pour contourner ce second probléme, [Maronna, 1976] a proposé des M-estimateurs, qui
vérifient le type de relation suivante :

n

v, -t Y u(z!v,'z)z.z], (V.4)

n <
=1

ol u doit vérifier certaines conditions. Un algorithme de type point-fixe permet alors d’ob-
tenir rapidement V. Le papier de [Maronna, 1976] donne notamment comme exemple
la fonction u(t) = (v +d, +1)/(v +t),v > 0. Cette fonction est dite "de Student" car
une estimation paramétrique de X via un algorithme EM dans le cas d'une distribution
Student a v degrés de liberté méne exactement a la méme relation de point fixe. Plus tard,
[Tyler, 1987] a donné des résultats d’existence dans le cas de la fonction u(t) = (d,+1)/t.
Bien que ne vérifiant pas les conditions de [Maronna, 1976], cette fonction est appréciée,
car elle simplifie le calcul de certains moments, utiles pour obtenir les paramétres de shrin-
kage optimaux que nous verrons par la suite.

Une telle approche permet, on I’a dit, d’estimer une matrice 3 méme pour des distribu-
tions a queue lourde. Cependant, comme pour 'estimateur précédent, la matrice 3 est
singuliére si d,, + 1 > n. On présente alors par la suite quelques méthodes abordées dans
la littérature pour pallier ce probléme.

V.2.a. Les méthodes de sparsité

Une premiére approche pour estimer Q = X! est de considérer que cette derniére est
parcimonieuse (ou sparse), c’est a dire qu'un grand nombre de ses éléments est nul. Dans
ce cadre, on s’autorise I'hypothése d,,/n — 400 lorsque n — +00. On notera également
s le nombre d’éléments de €2 non-nuls (diagonale non-comprise).

Une premiére approche naive serait d’estimer cette matrice par maximum de vraisem-
blance, sous I’hypothése gaussienne en pénalisant en norme L. Cette approche, vue
comme une sorte de généralisation des méthodes LASSO (voir [Tibshirani, 1997]), est
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appelée GLASSO, et est assez répandue. [Banerjee et al., 2008] ou [Friedman et al., 2008]
sont de bons exemples. L’estimateur €2 de €2 est alors :

Q = argmin — In (|Q|) + tr (S,Q) + \, Z 12,5 (V.5)
Q

]

ou A, > 0 est un paramétre de régularisation. [Lam and Fan, 2009] proposent des résultats
de convergence pour cette méthode. En se basant sur une idée similaire, [Cai et al., 2011
ont proposé une méthode d’estimation de €2 colonne par colonne. En effet, cet estimateur
Q appelé CLIME est défini de la maniére suivante

{ 0= arg min €

, (V.6)
5.0 18n 0 — Tgy il € Ay Vi=1,... . dp+1

ot 2 ; représente la j¢ colonne de Q, et I4, ; 1a j¢ colonne de I,,. Le papier de [Cai et al., 2011
donne également des taux de convergence similaires & ceux de la méthode GLASSO.

En se basant sur ces deux méthodes, on peut alors construire deux estimateurs de quantiles
conditionnels similaires & celui de la Définition 29l

Définition 30 (Prédicteurs sparses). Soit Z = (X,Y) ~ ECq, 41 (Opdn+1, 2,€). On in-
troduit les estimateurs de q, (Y| X = x) suivants :

GOLASSO (VX = 2) = fiyis + \/f]nx\/aﬁcfl?_nchp—l (),

quL]ME <Y|X — m) — [LY\.’E —+ \/EY|X \/denXIB Q)—l (OZ) )

(V.7)

0w ) et Q0 sont respectivement introduits dans les Equations (V.2.a)) et (V.2.a)), ® est la
fonction de répartition de la lot normale centrée réduite, et

fve = ByxQxa,
EY\X = ZY _NEY){QXEXYa
[vle = Xy xx,

Syix = Yy — ByxQxExy,
avec ﬁ] = Q_l et 2~] = fl_l.

Parlons maintenant du choix du paramétre A, pour ces deux méthodes. Pour cela,
on s’intéresse a leurs propriétés asymptotiques, & commencer par la méthode GLASSO.
Malheureusement, on se heurte & un premier probléme : le modéle étant basé sur une
vraisemblance gaussienne, le résultat de convergence que l'on va énoncer est valable
si la distribution sous-jacente a une queue de distribution légére. Cependant, la mé-
thode étant suffisamment robuste, on énonce tout de méme le théoréme suivant, issu
de [Lam and Fan, 2009).
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Théoréme 52 (Taux de convergence de la méthode GLASSO). Soit Z ~ ECy, +1 (Ogan+1, %, §),
avec & a4 queue de distribution légére. Sous les hypothéses :

(i) il existe 11,75 tels que

0< 7 < Amin (2) < Amax (E) < Ty < +00,

(1)) A\ = O ((1 + d”“) 1“(d"+1)) el min Kj—nj‘ — +00 quand n — 400,

Sn+1 n i
(iii) In () = O (A2) quand n — +oo,
alors Q2 solution de (V.2.a)) vérifie

. In(d, +1

n

Ce résultat, bien qu’inutilisable dans notre cadre de distributions & queue lourde, nous
donne un ordre de grandeur pour le choix du parameétre \,. On s’y attachera dans ’étude
numeérique de la Section
Passons maintenant a lestimateur CLIME, pour lequel [Cai et al., 2011 propose des ré-
sultats de convergence, méme pour certaines distributions & queue lourde. Le cadre est
alors donné dans ’hypothése ci-dessous, et adapté aux MEGC.

Hypotheése 5. Soit Z ~ ECy, 11 (Ogan+1, X,E). On considére qu’il existe k,c > 0 tels que
d, +1 < cn”, et également § > 0 tel que

E [£+1+9] < toc.

On suppose de plus que Q = X7 appartient & Uensemble des matrices

dn+1
U(q,s0(dy, +1)) = {Q >0: 9 <M, IS?%%i{H Zl 192,17 < s,(d,, + 1)}
]:

pour q € [0, 1].
Cette hypothése, qui élargit certes le cadre de 'estimateur GLASSO, reste tout de

méme assez restrictive, car nécessite l’existence de moments relativement élevés de la
variable d’échelle £. Rajoutons enfin la notation :

0 =max E[(Z,Z; — ;)] .

2
Ce paramétre 6, introduit dans [Cai et al., 2011], peut étre réécrit comme suit si Z est
un MEGC.

Lemme 53 (Expression de ). Soit Z ~ ECy4, 11 (Opan+1,2,&). On a alors :
0 =max (2E [¢'] —2E [¢?] +1) =, + E [¢*] 2,555 (V.8)
J
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Preuve : Intéressons nous a la loi du couple (Z;, Z;). On a clairement

729 =26 (00 (35 31)-¢).

De méme, au regard du Théoréme 7 de [Frahm, 2004], ce vecteur admet la représentation
stochastique suivante :

(z) N ( VEat 30V )
Z; %S\/X_%Ufl)\/@ﬂL V- i—gfx/x_gmlfél)

ou [ est une loi Béta de paramétres 1/2, Ul(l) et U2(1) valent -1 ou 1 avec probabilité 1/2.
Enfin, &, x3, 3, Ul(l) et UQ(I) sont mutuellement indépendantes. En utilisant les moments
d’ordre 1 et 2 des lois Béta et du x?, on obtient facilement les quantités E[Z;Z;] et
E [Z?Zﬂ, d’ou le résultat (53)). 0

Sous toutes les conditions que I'on vient d’exprimer, [Cai et al., 2011] donne le résultat
de convergence suivant.

Théoréme 54 (Taux de convergence de la méthode CLIME). Sous I’Hypothese [d], avec
A =/(5+7)(0+ DM/ 2D =5 0 glors  solution de (V.2.a) vérifie :

n Y

12 — Q| < 48/ (5 + 1) (0 + 1) M>~%5,(d,,) <w) -

n
avec une probabilité tendant vers 1 quand n — +o0.

Ce résultat nous donne un critére pour choisir notre parameétre \,. Il faudra en ef-

fet le considérer proportionnel a w. On propose dans I'étude numérique de la

Section [V.3] une illustration. On utilisera d’ailleurs les deux estimateurs GLASSO et
CLIME, et verra qu’ils sont plutot performants en grande dimension.

Pour compléter notre étude, on s’intéresse dans la section suivante au cas ol le nombre
de covariables d,, et la taille de ’échantillon n sont du méme ordre de grandeur.

V.2.b. Les méthodes de shrinkage

Les méthodes de shrinkage que 'on va présenter ont été introduites pour la premiére
fois dans [Ledoit and Wolf, 2004]. Ces méthodes proposent de combiner I'estimateur de
avec une matrice diagonale, de maniére a la rendre inversible. Elles ont ’avantage d’étre
simples a comprendre, ainsi qu’a mettre en place. Nous distinguons alors par la suite les
cas de la matrice de covariance empirique S,, et celui du M-estimateur V. Avant cela,
nous établissons I’hypothése suivante pour ce paragraphe.
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Hypothése 6. On considére que :
(i) d,/n — ¢ quand n — 400, avec 0 < ¢ < +00.
(ii) tr (EZ) /dn, — A\ quand n — +o0, avec 0 < \; < 400, Vi=1,...,4.

On se place alors dans le cadre ou la dimension de la covariable d, et la taille de
I’échantillon n sont asymptotiquement proportionnels.

V.2.b.1. Lecasde S,

Il est clair, au regard de ’Equation , que S,, est centré en E [€?] X dans le cadre
des Mélanges d’Echelle Gaussiens Consistants. Par souci d’identifiabilité, une hypothése
récurrente dans la littérature est de supposer que E [€%] = 1. On va alors se placer dans
ce cadre 1a qui permet notamment d’avoir la relation E [Z ZT} = 3. Les exemples du
Chapitre [[I| peuvent étre réécrits en normalisant les variables d’échelle ¢ par /E [€?].
Définissons l'estimateur de shrinkage S, ., basé sur la matrice S,,, comme combinaison
convexe de S, et de la matrice identité.

Définition 31 (Matrice de shrinkage). On définit la matrice S,,,, comme étant :
Sn7w == wsn -+ (1 - W)Idn+1,
ou S, est donnée dans U'Equation (V.2.) et I 1 est la matrice identité.

De maniére naturelle, on peut se poser la question du choix optimal de w. Pour cela,
il existe plusieurs critéres, qui consistent pour la plupart & minimiser I'écart entre S, , et
3} au sens d’une fonction de perte P.
w* =argmin P (S, 2)
we[0,1]
Sans étre totalement exhaustif, voici un bref apercu des fonctions P utilisées dans la
littérature :

— Lafonction de perte de Stein. Introduite notamment dans [Dey and Srinivasan, 1985],
elle pénalise la trace ainsi que le logarithme du déterminant de la matrice Snwa_l.
Elle a la forme suivante :

PS (Sn,w; E) =E [tI‘ (Sn,wz_l) —In (|S7z,w2_1|)] - dn

— La norme de Frobenius. Cette approche, trés simple & appréhender, prend la diffé-
rence quadratique terme a terme des deux matrices, d’ou la fonction :

Pr (81 Z) =E [[ISn0 ~ BI] = E [t {(Sns = D) (S0 =)'} (V9)

Le paramétre w* minimisant cette fonction est appelé paramétre ORACLE dans la
littérature. On peut notamment le trouver dans le papier initial de [Ledoit and Wolf, 2004]
ou encore plus récemment dans [Chen et al., 2011].
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— La fonction de perte quadratique :
Po(8ne,E) =E [tr (SpuX" — 1)2] (V.10)

Cette fonction de colt est notamment utilisée dans de nombreux papiers tels que
|[Krishnamoorthy and Gupta, 1989|,[Yang and Berger, 1994] ou [Wang et al., 2015].

Nous donnons alors quelques résultats concernant les parameétres de shrinkage optimaux,
particuliérement dans notre cadre des distributions elliptiques consistantes. Le premier
concerne le paramétre ORACLE.

Proposition 55 (Paramétre ORACLE optimal). Soit Z ~ ECy, 11 (Opans1, X, ) avec
E [¢?] = 1. Le paramétre ORACLE wo de Z est donné par :

tr(2?) —2tr(2) +d, + 1
o = — (X)) —2r(®) + . (V.11)
(—215[5”]*1 + 1) tr(2?) + Bl (2)* — 2tr(2) + d,, + 1

n

Preuve : Le développement de la fonction de perte (V.2.b.1.) implique que wq est
Pargmin de

W’E [tr (S2)] +2w(1 —w)E [tr (S,)] 4+ (1 —w)*(dn +1) — 2wE [tr (S, 2)] — 2(1 —w)tr (X).

On déduit de [Ollila, 2017] 'égalité E [tr (S5)] = Ze 1) tr (2?%) + i (2)%

n n

De plus, on remarque que E [tr (S, X)] = E [¢?] tr (£*) = tr (£?) Enfin, on a E [tr (S,,)] =
tr (X). Une simple approche par gradient donne ensuite le résultat. O

On s’apercoit de maniére assez logique que le paramétre ORACLE optimal dépend
uniquement de la variable d’échelle £&. En reprenant la Table on propose dans la
Table les moments d’ordre 4 de £ pour les exemples du Chapitre On peut en
déduire directement les valeurs de wo pour chaque distribution (normalisée).

Passons maintenant & ’estimation d’un tel paramétre wo. L’Equation (55)) nous montre
que cette quantité dépend de E[¢1], tr(X) et tr (22). Commencons donc par estimer le
paramétre que nous appellerons de kurtosis E [¢%]. Dans le cas d’une distribution elliptique
(i.e. sans I'hypothése de consistance), estimer cette quantité pose probléme étant donné
que la dimension d, tend vers 'infini au moins aussi vite que n. Heureusement, avec
I’hypothése de consistance, le fait que la variable d’échelle £ ne dépende pas de la dimension
nous fait échapper a ce probléme. On définit alors un estimateur basé uniquement sur une
composante du vecteur, et donne ses propriétés asymptotiques.

Proposition 56 (Estimateur de E[¢%]). Soient X 1,. .., X,, des répétitions indépendantes
et identiquement distribuées de méme loi que X = (X(l), . ,X(d”)) ~ ECq, (Opan, Xx,§)
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Loi £ E[¢"]
Normale 1 1
i PrOo,, g: PrOy,
Normale contaminée normalisée bl A=t >
[Ena | (Em)
Student normalisée, v > 4 \/ ”X_%Q Z%i
Laplace normalisée, A > 0 \/§€ (3) 2
Slash normalisée, a > 4 2P (1,a) E[Z;fﬂj

TABLE V.1 — Exemples de plusieurs Mélanges d’Echelle Gaussiens Consistants

avec E [€%] = 1. On définit Uestimateur de kurtosis :

n 3 x O
f= =1 : (V.12)

n 2 2
3 <n1 > x )
i=1

Cet estimateur satisfait alors la normalité asymptotique suivante :

i(h—E[¢']) —» N (0, 19E [¢) — E [¢]? — 20E [¢'] E [¢°] + 2K [gﬂ) (v.13)

n—-+4o0o 3

Preuve : On rappelle que X égale en loi o1/x2¢UW, avec o > 0. L’hypothése E [£2] =
1, ainsi que de simples calculs de moments de la loi x7 ménent a :

PR 0o [ GE[E)-Det (5[] -sE[e) o
v L3 X' _ag €] o e ((0) ! ((15IE €] —3E [¢4]) o (105E [¢*] - 9B [¢1]") 0—8>> '

La méthode delta compléte la preuve. ([l
Il parait intéressant de regarder le comportement de cette loi limite sur I’exemple le
plus courant, a savoir la distribution gaussienne.

Exemple : Dans le cas gaussien, en prenant & = 1 presque stirement, on obtient la loi
limite suivante :

Vn(k—1) — /\/(Oé).

n—-+oo 3
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On remarque qu’un tel estimateur fait apparaitre des moments d’ordre 8, ce qui assez
génant si on considére des distributions a queue lourde. Si I'estimation de E [£*] conduit &
un résultat asymptotique satisfaisant, celles des traces s’avérent plus délicates. S’il parait
illusoire d’obtenir les distributions asymptotiques, [Ollila, 2017] a proposé des estimateurs
consistants pour ces quantités en se basant notamment sur [Zhang and Wiesel, 2016]. 1l
faut pour cela se placer dans le cadre de I'Hypothése [} i.e. ajouter quelques conditions
sur les relations asymptotiques entre d,, et n, puis sur le spectre de 3.

Proposition 57 (Estimateur consistant de wp). Soient Z1, ..., Z,, des répétitions indé-
pendantes et identiquement distribuées de méme loi que Z ~ ECq, 11 (Opan+1, 2, €) avec
E [€?] = 1. On introduil la malrice de signe empirique :

1 Z,Z;
Ssgn:EZW'

Alors sous I’Hypothese [6,

d, +1
n

T =(d, +1)tr(52,) -

sgn

(V.14)

est un estimateur consistant de T = (d, + 1)tr (%) Jtr(2)?. Lestimateur o ci-dessous
est par conséquent un estimateur consistant de wo :

B Ttr(S,)? — 2tr(S,) (dn + 1) + (d,, + 1)?
(221 1) Ttr(S,,)2 + St 40(S, )2 — 241(S,,) (d + 1) + (dy +1)2

Avec ce paramétre optimal, on définit ’estimateur suivant pour le quantile condition-
nel, basé sur 'approximation gaussienne et ’estimation de la matrice de précision.

Définition 32 (Estimateur ORACLE de quantile conditionnel) Sous les Hypotheses @
et@ on définit Uestimateur suivant de q, (Y| X = x)

~ ~ an
QSRACLE—M%m“f‘ / Y\X / o (I) (V.15)

O . -1
{ IUY|m - SYX,”MO SanoiB

O 1 :
S0x = Svinso = 8vXmo0SK noeSXvmio

avec

On propose par la suite une étude numérique pour tester un tel estimateur. On s’aper-
coit que la fonction de perte (V.2.b.1.) fait en sorte que ’estimation de X soit optimale. Ce-
pendant, il pourrait étre intéressant de se baser sur la matrice de précision Q = X', Pour



V.2.. ESTIMATION DES PARAMETRES EN (TRES) GRANDE DIMENSION 115

cela, on peut alors considérer la fonction de cott quadratique Py de 'Equation (V.2.b.1.).
Cette fonction fait en effet intervenir la matrice 37!, et promet donc une matrice empi-
rique S;L plus fidéle a €. La proposition suivante donne le paramétre wg optimal dans
ce cas de figure.

Proposition 58 (Paramétre optimal au sens quadratique). Soit Z ~ ECy, +1 (Ogan+1, 2, §)
avec E[€2] = 1. Le paramétre wg de Z relatif P est le suivant :

n (tr (2_1) —d, — 1)2
(dn + 1)(n(dy + 1) + 1) = 2n(dy, + Dtr (Z7Y) + ntr (271

wg = (V16)

Preuve : Le développement de la fonction Py de (V.2.b.1.) donne :

wo = argofnin w’E [tr (SnEfl)Q] +2w(1-w)E [tr (S, =7 1) tr (271 +(1—w)?tr (271)2
—2w(d, + 1)E [tr (S,Z7")] = 2(dy + 1)(1 —w)tr (Z7") + (d,, + 1)°

En utilisant les résultats de |[Nagar and Gupta, 2011], on obtient E [tr (SnE_l)ﬂ =

(d”ﬂ)("fld”ﬂ)ﬂ), ainsi que E [tr (SnE_l)] = d, + 1. wg annulant le gradient de la préceé-
dente expression, on obtient facilement le résultat . O

On s’apercoit qu’ici, le paramétre de shrinkage dépend uniquement de la trace de €2.
Il nous faut alors un estimateur pour cette quantité, qui nous ménera directement & un
estimateur de wq. Une idée serait de prendre la trace de la matrice Q ou € obtenues
respectivement par les méthodes GLASSO et CLIME. Cependant, une telle approche
donne des résultats trés décevants. On ne développera donc pas plus cette option.

V.2.b.2. LecasdeV,

L’approche avec la matrice de covariance empirique S,,, comme on a pu le constater,
est efficace dans le cas des distributions a queue légére ou modérément lourde. Pour éviter
cette restriction, on traite alors le cas des matrices empiriques V', de [Maronna, 1976| ou
[Tyler, 1987]. Comme mentionné dans ces papiers, les matrices obtenues via la relation
de point fixe sont uniques & un coefficient prés. Par souci d’identifiabilité, il faut
alors faire une hypothése supplémentaire sur 3. On propose alors de prendre de maniére
récurrente tr (X) = d,, + 1, comme fréquemment dans la littérature.

Cependant, les M-estimateurs V,, souffrent du méme probléme que S,, & savoir une
singularité presque stre si d, + 1 > n. Certains auteurs comme [Chen et al., 2011] ont
alors proposé une approche de type shrinkage en modifiant I’'Equation comme suit :

1 n
Vir=7-> u(Z/V,12:) Z,Z] + (1= 1)1,

i=1
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Pour T'estimateur de |[Tyler, 1987], i.e. avec u(t) = (d, + 1)/t, 'existence, I"unicité (sous
la condition tr(V, ;) = d,, + 1) ainsi que la semi-définie positivité sont montrées dans
[Chen et al., 2011], pour tout 7 €]0, 1[. La question que ’on se pose naturellement concerne
alors le paramétre optimal 7*. On introduit pour cela la notation suivante :

+ (]. - T)Idn+1.

1 Z Z,Z!
n zZ/x'Z,

Comme pour la matrice S, ,, le parameétre de shrinkage optimal 7% est défini par le critere
suivant :

7" = argmin P (2(7), E) :

T7€[0,1]

Les fonctions de perte P utilisées sont alors les mémes que précédemment. Le résultat
suivant, issu de [Chen et al., 2011], donne le paramétre optimal dans le cas ou P est la
distance de Frobenius.

Proposition 59 (Paramétre Tyler optimal). Soit Z ~ ECy, (Opan+1,2,&) avec tr(X) =
d, + 1. Le paramétre ORACLE 1o de Z est donné par :

n (14 537) ir (3 = n(dy +3)
<n+1+ C(lH)tr(Zz)—l—d +1—n(d,+3)

TO =

On constate que ce paramétre dépend uniquement de tr (22). En reprenant notre
estimateur 7' de I’Equation , on peut alors construire un estimateur consistant de 7.

Proposition 60 (Estimateur consistant de 70). Soient Zy,...,Z, des répétitions in-
dépendantes et identiquement distribuées de méme loi que Z ~ ECy,+1 (Ogan, X, ) avec
E [¢?] = 1. Sous I’Hypothése [, Uestimateur 7o ci-dessous est alors un estimateur consis-
tant de 1o :

n(d, + 3) (T - 1)
(n+1)(dy +1)+2(n —1)T + (d, + 1)2 — n(d, +3)

~

Cette approche a I'avantage de ne pas faire intervenir I'estimateur de kurtosis &, qui
nécessitait des moments d’ordre 8. On en déduit directement I'estimateur suivant du
quantile conditionnel.

Définition 33 (Estimateur Tyler de quantile Conditionnel) Sous les Hypotheses[3 et [6,
on définit estimateur suivant de ¢, (Y| X = x)

Go P = e + nx\/ mo — =0 (V.17)
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On a définit dans cette section des estimateurs de shrinkage, qui consistent & perturber
I’estimateur de la matrice de covariance. Il est donc évident qu’une telle méthode induit
un biais sur l'estimation. Cependant, la variance d’estimation est en général bien plus
faible. La Section met en évidence ce phénoméne, en appliquant les estimateurs que
I'on vient d’introduire, afin de comparer leurs performances.

V.3. Etude numérique

Par analogie avec les chapitres précédents, on propose une étude numérique sur une
loi de Student. Pour cela, on va diviser notre étude en trois parties. La premiére traitera
le cas n < d,, la seconde prendra des valeurs semblables de n et d,, quand le dernier
prendra un nombre de covariables d,, bien plus grand que n.

V.3.a. En petite dimension

Avant de se consacrer aux cas d, > n, il parait intéressant de tester la qualité de
Iapproximation gaussienne dans les cas ou la dimension de la covariable d,, est plus rai-
sonnable. Pour cela, on considére par exemple que 'on dispose de n = 200 répétitions
Z, = (X1,1),...,Z, = (X,,Y,) d’une loi de Student de dimension d,, + 1 = 51 a
v =) degrés de liberté. Par commodité, on prendra g = Oga,+1 et 3 = I, 1. On simule
alors 100 jeux de données. Pour chaque échantillon, le but sera d’estimer le quantile a
95% de Y| X = x, ot x est simulé. De maniére & avoir un aper¢u global, on applique
I’estimateur a chaque jeu de données, en utilisant respectivement les matrices S, et
V., puis les estimateurs de shrinkage ORACLE et Tyler, pour finir avec les estimateurs
sparses .

On s’intéresse en particulier au choix des paramétres A, pour les méthodes GLASSO
et CLIME. Pour la premiére, le Théoréme nous pousse a choisir A\, dominé par

(1+221) /22 = 720, On prendra alors A, = 4.5.

Concernant la méthode CLIME, on prend A, comme mentionné dans la Théoréme

avec 7 = 1. De plus, dans le cas Student, et avec la matrice identité 3, on a § = E [¢}] =
2 . N . s e . — , ,

% §i v = 5. De méme, la matrice de précision Q = X7 étant également

v _ 2
(v—2)(v—4) — 3
la matrice identité, on prend M = 1 et on obtient un coefficient A\, de 0.99. Dans cette

configuration, I’'Hypothése [5] est vérifiée si il existe o > 0 tel que v =5 > 4k + 4+ 9, ol
k est tel que d, +1 < cn”. d,, étant bien plus petit que n ici, on peut s’attendre & une
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bonne performance pour cet estimateur, conformément au Théoréme

La formule théorique des quantiles conditionnels dans le cas Student nous permet
de comparer nos résultats. La Figure montre les boxplots des erreurs relatives de
prédiction sur les 100 jeux de données.
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FIGURE V.1 — Boxplots de 100 répétitions des erreurs relatives (V[ X=a) 1, pour les
n =

estimateurs basiques avec la matrice S, puis V,,, ORACLE , Tyler , GLASSO
et CLIME (30). A droite, un zoom sur les prédicteurs ORACLE, Tyler, GLASSO et
CLIME.

On s’apercoit que méme si dans ce cas de figure, les matrices S,, et V', sont inversibles
et donc potentiellement exploitables, elles fournissent une prédiction certes centrée, mais
extrémement variable des quantiles. Méme ici, il est donc plus judicieux d’opter pour les
méthodes de grande dimension, légérement biaisées mais bien moins volatiles. En parti-
culier, I'estimateur Tyler semble étre le plus efficace, les méthodes sparses paraissant 1é-
gérement plus biaisées, tout comme l'estimateur ORACLE. Les estimateurs basiques
sont donc généralement & bannir. Dans les exemples qui suivent, on considérera d’ailleurs
des cas ou d, > n, sur lesquels ils ne pourront méme pas étre appliqués.

V.3.b. En "moyenne" dimension

On utilise ici le terme moyenne dimension pour faire référence au cas ou la taille
de I’échantillon n et la celle de la covariable d,, sont asymptotiquement proportionnelles,
comme mentionné dans 'Hypothése [6] On prendra dans cet exemple n = 100 et d,, = 110.
Avec un tel choix, les matrices S, et V,, ne sont plus inversibles. Dans ce cas, on a
introduit des estimateurs de shrinkage que l'on va tester sur la méme distribution de
Student que précédemment. On applique alors le méme protocole que celui décrit dans le

Paragraphe avec les estimateurs des Définitions 32 et 33| La Figure [V.3.b]donne
un apercu des différentes performances.
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FIGURE V.2 — Boxplots de 100 répétitions des erreurs relatives %

estimateurs ORACLE , Tyler , GLASSO et CLIME (30).

— 1, pour les

Parmi les estimateurs de shrinkage, I’estimateur de type Tyler semble étre légérement
moins dispersé que son concurrent. Cela s’explique en partie par le fait que son para-
meétre optimal 7o ne nécessite que I'estimation d’un parameétre, lorsque le paramétre wo
en nécessite 3, notamment celle du kurtosis E [€?] qui le rend plus variable. De plus, la
distribution n’admet pas ici de moment d’ordre 8, ce qui compromet le résultat asympto-
tique sur l'estimateur Kk de ’Equation (56)).

A titre comparatif, on teste également nos estimateurs GLASSO et CLIME. Pour le pre-
mier, on avait choisi uaramétre de pénalisation 4.5 pour n = 200 et d,, = 50. Confor-

dn+1 ln(d7l+1)
sn+1

15 ici. Pour le prédicteur CLIME, le choix est plus délicat. En effet, avec d,, du méme
ordre de grandeur que n, nous n’entrons clairement plus dans le cadre de 'Hypothése
(on rappelle qu’elle implique qu’il existe § > 0 tel que 5 > 4k 4+ 4 + ¢, avec k proche de 1
dans cet exemple). Le choix du A, du Théoréme 54| nous expose donc a une trés mauvaise
performance. On décide donc de I'abaisser a 0.5.

On s’apercoit que les estimateurs de sparsité semblent également assez efficaces, méme
pour d, ~ n.

mément au Théoréme on prend A\, proportionnel & (1 + , S0it, environ

n

V.3.c. En grande dimension

Intéressons nous maintenant au cas ou d,, >> n. Pour cela, on va considérer la méme loi
de Student que précédemment, avec n = 100 et d,, = 300, puis effectuer le méme procédé
numérique sur nos estimateurs GLASSO (A, = 45) et CLIME (A, = 0.5). Le choix
des paramétres A, découle du méme raisonnement que celui du paragraphe précédent.
On ajoute également nos estimateurs de shrinkage pour comparer leurs performances
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respectives. La Figure compare nos quatre approches.
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FIGURE V.3 — Boxplots de 100 répétitions des erreurs relatives %

estimateurs ORACLE , Tyler , GLASSO et CLIME (30).
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Le prédicteur ORACLE, bien que plus centré, semble étre plus volatile que le Tyler,
pour les raisons que 'on a déja énoncées. De maniére générale, les autres prédicteurs ont
Pair relativement efficaces. Notamment, les estimateurs Tyler et GLASSO semblent se
valoir en terme de biais, avec toutefois un léger avantage au GLASSO pour la variance
d’estimation. Mais le plus efficace ici est le prédicteur CLIME, moins biaisé et volatile
que ses deux concurrents.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

On propose dans ce chapitre final un bilan des sujets abordés dans ce manuscrit, ainsi
que les potentielles pistes.
Dans cette thése, nous nous sommes intéressés particuliérement aux quantile et expec-
tile d’'une variable aléatoire Y conditionnellement a un vecteur de covariables X = x
dans les Chapitres et De plus, on a considéré que le vecteur Z = (X,Y’) appar-
tenait & une sous classe des distributions elliptiques dite consistante. Dans ce cadre, on
a pu donner les paramétres optimaux des modéles de régression quantile puis expectile.
Il apparait alors que ces derniers peuvent s’avérer mauvais, en particulier pour des ni-
veaux de quantile ou d’expectile extrémes. On a donc proposé d’autres prédicteurs de
quantile puis d’expectile extrémes consistants et asymptotiquement normaux, sous des
hypothéses de queue lourde. En se basant sur les prédicteurs de quantile extrémes, on a
pu déduire des prédicteurs d’autres mesures de risque telles que les L,-quantiles ou les me-
sures d’Haezendonck-Goovaerts. Leurs propriétés asymptotiques sont également déduites.
Cependant, ces prédicteurs extrémes sont moins performants lorsque la taille de la cova-
riable d est grande. Dans le Chapitre [V] qui fait office de perspective, on a alors montré
que si cette derniére tendait vers +oo, la distribution conditionnelle tendait vers une loi
normale. On propose donc quelques approximations basées sur ce résultat, ainsi que sur
des méthodes d’estimation en grande dimension. Tous nos prédicteurs sont illustrés par
plusieurs études numériques tout au long du manuscrit.
On peut noter qu’il ne se dégage pas de méthode vraiment efficace pour estimer des quan-
tiles non-extrémes. Les modéles de régression présentés ne sont en effet pas recommandés.
En prenant du recul, il parait évident qu’'une telle approche ne peut fonctionner. En effet,
dans le cadre des distributions a queue lourde, on a vu via le Lemme que 'indice de
queue de distribution changeait pour la loi conditionnelle Y| X = x. Approcher le quantile
par une combinaison affine de & parait donc assez inapproprié, du moins dans ce cas de
figure. Le passage au modéle linéaire généralisé, avec une fonction de lien proportionnelle
a t'/", o n est donné dans I'Equation , fonctionnerait certainement bien mieux. Ce-
pendant, il parait trés peu évident que ’on obtienne des résultats théoriques comme ceux
obtenus dans les Sections [[I1.2] et [V.2] On pourrait également estimer directement la
densité conditionnelle & partir des observations, puis en déduire les quantiles.
Dans le cas des mesures de risque extrémes, nous travaillons sous I'Hypotheése 2] durant la
majorité de ’étude. Il parait évidemment intéressant de considérer d’autres cas de figures,
comme par exemple [EI Methni et al.; 2018] ou [Mao and Hu, 2012] ont pu le faire récem-
ment. Si le domaine d’attraction de Weibull, ne considérant que des points terminaux
finis, ne présente pas spécialement d’intérét dans le cadre des quantiles extrémes, celui de
Gumbel pourrait étre extrémement intéressant, car il englobe plusieurs distributions que
'on a donné en exemple dans la Section [[T] telles que les lois normale, normale contaminée

121
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et Laplace.

De maniére plus générale, on pourrait également étre tenté d’élargir le cadre des distri-
butions elliptiques. Dans un premier temps, on pourrait supprimer ’hypothése de consis-
tance, ce qui compliquerait certes I’étude, mais parait réalisable. Ensuite, nous pourrions
considérer une famille de distributions généralisant les elliptiques, appelée les skew el-
liptiques. Ces distributions, que l'on peut trouver notamment dans [Genton, 2004] ou
[Branco and Dey, 2001, ajoutent de I'asymétrie aux distributions elliptiques classiques,
et sont appréciées en finance (voir [Framstad, 2011]).

Dans toute la thése, on considére des mesures de risque sur Y|X = x, o Y est uni-
variée. On pourrait trés bien imaginer estimer des mesures de risque sur un vecteur
Y |X = x. En effet, ces derniéres années, la littérature est riche de mesures de risques
généralisées au cas multivarié. Sans étre exhaustif, [Cousin and Di Bernardino, 2013],
[Maume-Deschamps et al., 2017a] et [Cousin and Di Bernardino, 2014] ont proposé res-
pectivement des quantiles, expectiles et TVaR multivariés. Plus précisément, le papier de
|[Landsman et al., 2016] s’est intéressé aux TVaR multivariées dans le cas des elliptiques.
On pourrait donc tout a fait s’y consacrer dans un cadre conditionnel.

Enfin, il existe une multitude de mesures de risques auxquelles nous pourrions nous
intéresser. Nous nous sommes cantonnés aux L,—quantiles et mesures d’Haezendonck-
Goovaerts, mais la littérature fournit réguliéerement de nouvelles mesures. Par exemple,
[Belles-Sampera et al., 2014] ont proposé la Glue Value at Risk. Par ailleurs, on trouve
dans [Breckling and Chambers, 1988] une famille de mesures incluant les L,—quantiles,
nommée M —quantiles. D’autres mesures plus répandues telles que I'Expected Shortfall,
estimée dans [Daouia et al., 2017a], pourraient également étre considérées.

Pour conclure, une piste serait également, a l'image de l'estimateur de covariance de
[Cressie, 1988|, de fournir des estimateurs consistants dans un cadre spatial de nos para-
métres extrémaux 7 et ().
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FONCTIONS ET LOIS USUELLES

Définition 34 (Fonction Gamma). La fonction Gamma T' est définie sur R privé des
entiers négatifs de la maniere suivante :

I(t) = /utle“du.

0

Définition 35 (Fonction Béta). La fonction Béta B est définie sur R xR’ de la maniére

suante :

ERNOING
B(s,t) = Ter

Définition 36 (Fonction Digamma). La fonction Digamma est définie sur R privé des
entiers négatifs comme la dérivée logarithmique de la fonction gamma :

Définition 37 (Fonction de Bessel de second type modifiée). La fonction de Bessel de
second type d’ordre m € R modifiée est définie sur R comme :

E]—m(t) - ]m(t)
2 sin(mn)

Km(t) =

—+o0
B 1 2k+m
avec I, (t) = k;) P ——y (%) :

Fonction Gamma Fonction Digamma Fonction Bessel modifice

FIGURE A.1 — Fonctions Gamma, Digamma et Bessel modifiée (m = 1) sur |0, 5]
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132 ANNEXE A. FONCTIONS ET LOIS USUELLES

Définition 38 (Loi Béta). La loi Béta de paramétres a,b > 0, notée B(a,b), admet pour
densité de probabilité
ta_l(l _ t)b_l
B(a,b)
ot B est la fonction Béta donnée dans la Définition 35

, t€0,1],

Définition 39 (Loi de Pareto). La loi de Pareto de paramétre a > 0, notée P(a), admet

pour densité de probabilité
at™ 7 > 1.

Notons que la loi de Pareto de paramétre a peut étre vue comme ['tnverse d’'une loi Béta
de parametres a et b = 1.

Définition 40 (Loi de Burr). La loi de Burr de paramétres a,b > 0 admet pour densité

de probabilité
tafl

Cbbm, t > 0.

Définition 41 (Loi de Fisher). La loi de Fisher de paramétres vy,vs > 0 admet pour

densité de probabilité
nt /2 vt va/2
<V1t+V2) <1 o I/1t+l/2> t > O

(B (2, 2) =

272

ot B est la fonction Béta donnée dans la Définition 35

Définition 42 (Loi Gamma). La loi Gamma de paramétres k,0 > 0 admet pour densité

de probabilité
ko~ 0t

(k)
ou I' est la fonction Gamma donnée dans la Définition [34)

tk—l

, >0,

Définition 43 (Loi exponentielle). La loi exponentielle de paramétre X > 0, notée E(N),

admet pour densité de probabilité
e ™t >0.

On ajoute qu’une lot exponentielle de parameétre X > 0 est une loi Gamma de paramétres
E=1¢eth=M\

Définition 44 (Loi du x?). La loi du x* @ m € N* degrés de liberté, notée x?2,, admet
pour densité de probabilité

1

m/2—1_—t/2
gmyaT (1) <%)t e , t>0.



CONDITIONS DU NOYAU K

On considére ici des répétitions 1, ..., x, indépendantes réelles d’une loi de densité
f:R — Ry, et on s’intéresse a l'estimateur & noyau de f pour un certain ¢t € R :

. 1 — —
fn(t)znhnZIK(t mf)’

ou (hp)nen est une suite vérifiant h, — 0 et nh, — 400 quand n — +o00. Le résultat
suivant donne un résultat de convergence de I'estimateur f,, sous certaines conditions
concernant K.

Théoréme 61 (Convergence de l'estimateur a noyau). i :
(i) [ K(uw)du=1, K(u) = K(—u),Yu e R et [, u’K(u)du # 0,
(i) K est a support compact sur | — 1,1[ et bornée,

(iii) Au voisinage de t, f est deux fois dérivable, et f(™) est continue et bornée, Vm =
0,1,2,

alors

St on suppose de plus que :
(iv) nh3 — 0 quand n — +oo,
alors

nh, (fn(t) — f(t)) &N (o,f(t)/K2(u)du) .

n——+o0o

La Table issue de [Parzen, 1962], donne quelques exemples de noyaux.
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134 ANNEXE B. CONDITIONS DU NOYAU K

Noyau K (t) [ K?(u)du
1<) 3
(1= 1t) Tay<ny 3
3

(5 =8 +8ItF) Tyyeyy +5 A= )" Lpgpyery | 0.96

1 22 1

2 2y/m
1 _— 1
ze ! 3
1 1
m(1+¢2) ™
1 (gsin(/2) 2 1
o t 37

TABLE B.1 — Exemples de noyaux utilisables, et leur terme de variance associé.
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