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Introduction générale

Le terme isotope désigne des atomes ayant la méme place dans le tableau périodi-
que de Mendeleiev (iso/méme, tope/place). Cela signifie concréetement qu’ils ont
exactement le méme nombre d’électrons et de protons. Les isotopes d’un méme
élément se différencient par leur masse (ou par leur nombre de neutrons). Cette
différence de masse est grande pour les isotopes légers (par exemple, la masse est
doublée entre I'hydrogene et le deutérium) et devient tres faible pour les isotopes
lourds (entre 7O et 80, la masse est multipliée par 1.06). A la formation du
systeme solaire, on considere qu’il a eu lieu un brassage initial ayant homogénéisé

les proportions de chacun des isotopes.

Les isotopes ayant la méme structure électronique, I’échange entre deux isotopes
ne modifie pas les propriétés chimiques d’un systeme. Néanmoins, en raison du
mécanisme que 1’on appelle fractionnement isotopique, le rapport de concentration
entre deux isotopes dans plusieurs phases n’est plus homogene. Il existe plusieurs
phénomenes pouvant modifier les rapports de concentration isotopique, le plus
connu étant la radioactivité des isotopes instables. Dans ce travail, on s’intéresse
au fractionnement des isotopes stables, a 1’équilibre, qui est un effet purement

quantique.

Pour mesurer le fractionnement isotopique, on utilise des spectrometres de masse

qui permettent de séparer les atomes par des procédés physiques. Les appareils
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de mesure les plus récents (en particulier MC-ICP-MS) permettent maintenant
de séparer les isotopes tres lourds, ayant une masse tres proche (Fe, Pb, Hg par

exemple).

Lors d’'un équilibre thermodynamique entre deux systemes, ’échange d’isotopes
peut modifier les concentrations isotopiques dans chacun des systémes et ainsi
donner lieu au fractionnement isotopique. Cet échange se fait de fagon a minimiser
I’énergie totale du systeme. Le fractionnement isotopique dépend a la fois des
phases a 1’équilibre et des conditions thermodynamiques (pression et température).
A partir de ce constat, on peut comprendre l'intérét que suscitent les isotopes
comme marqueurs géologiques. En effet, les systémes géologiques mettent en jeu
de nombreux équilibres thermodynamiques avec des conditions de pression et de
température tres différentes. En mesurant le fractionnement isotopique, il est

possible d’obtenir des informations sur ces équilibres.

Les mesures du fractionnement isotopiques peuvent étre réalisées de fagon transver-
sale (& un instant donné en plusieurs endroits) et/ou longitudinale (au méme en-
droit a plusieurs instants). Il est donc possible d’observer des systémes évoluant
dans le temps et/ou dans l'espace. Cependant, la richesse de l'information iso-
topique est également un frein a son utilisation. En effet, puisque le fraction-
nement isotopique est un phénomene cumulatif, il est nécessaire d’étre capable
de différencier les événements (spatio-temporels) ayant mené au fractionnement

isotopique mesuré.

Pour répondre a cette problématique, les simulations numériques sont promet-
teuses. D’un point de vue théorique, il est possible de dissocier chaque mécanisme
(par exemple dissolution, précipitation ou adsorption) et d’y associer une valeur de
fractionnement isotopique. D’autre part, avec des simulations numériques, il est

possible de faire varier les conditions de pression et de température, soit pour re-
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produire les conditions d’un équilibre expérimental, soit pour étudier des systémes

en conditions qui sont difficilement reproductibles en laboratoire.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés en particulier aux équilibres impli-
quant une phase liquide. Nous avons cherché a calculer de la facon la plus réaliste
possible le facteur de fractionnement entre deux espeéces en solution (voir chapitre

3) et entre une solution et un minéral (voir chapitre 4).

Les isotopes stables en Géologie

Urey| (1947)) a publié un article fondateur pour I'utilisation des isotopes en géologie.
Il a calculé les propriétés de fractionnement de 'oxygene dans plusieurs phases et
proposé d’utiliser les isotopes comme marqueurs d’événements géologiques, no-
tamment en utilisant I’équilibre entre la calcite et 1’eau pour suivre 1’évolution
de la température. Ces travaux ont encouragé la mise au point d’un spectro-
metre de masse dont la source est gazeuse (Nier, [1950) pour réaliser des mesures

expérimentales du fractionnement isotopique.

L’évolution des spectrometres de masse et des méthodes analytiques a permis de
faire grandement évoluer la discipline et de I’étendre a d’autres champs d’applica-
tion tels que la biologie (humaine, Laffont et al. (2011)), Hayes| (2001) ou ma-
rine, Das et al| (2009))), la médecine (Albarede et al., [2011} Jaouen et al. 2012),
I'antropologie (Lamb et al., 2014) ou encore a l’étude des environnements ex-
traterrestres (Engel et Macko|, [1997). En plus de ces nouvelles applications, la
précision des mesures a permis de distinguer des variations de concentrations iso-
topiques tres faibles associées aux isotopes les plus lourds du tableau périodique.
Puisque chaque élément peut étre associé a un systeme différent (minéral, solu-

tion), cela a permis d’étendre la quantité d’information fournie par les isotopes.
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D’autre part, les informations issues de plusieurs équilibres isotopiques peuvent
se recouper. Ces derniéres années, de nouveaux comportements ont été observés
(par exemple le fractionnement indépendant de la masse du mercure, Sherman
et al. (2010)). Ces isotopes sont souvent qualifiés de non-traditionnels car ils sont
mesurés depuis peu, au contraire des isotopes de C, O ou H. Ces isotopes frac-
tionnement beaucoup moins et c’est seulement avec I’apparition des spectrometres
de masses a ionisation plasma et & multi-collection (Multi Collector Inductively
Coupled Plasma Mass Spectrometry, MC-IPC-MS) qu'ils ont pu étre mesurés avec

une précision suffisante pour percevoir les variations naturelles.

Element Applications
Li Altération en surface, subduction, cycle du carbone
B Paléo-Ph métrie
C Photosynthese, paléo-climatologie, flux océaniques
O Flux d’eau, paléo-climatologie,
Si Altération, cycle du carbone, plantes
Ca Transport au sein des plantes, paléo-climatologie,
paléo-océanologie
Fe Impact anthropique sur l'altération des sols,
sources et flux océaniques
Mo Paléo-redox, catalyseur biologique
Sr Equilibre eau/minéral, mouvement
des eaux souterraines, salinité
Hg Environnement, flux liquides
Pb Evolution du manteau et de la crofite

Table 0.1.: Quelques exemples d’application des isotopes Li, C, O, Si, Ca, Fe, Mo, Sr, Hg et
Pb.

En géologie, les isotopes ont permis d’étudier de nombreux systémes. Nous détaille-
rons par la suite les applications spécifiques au silicium (voir chapitre 3) et au
lithium (voir chapitre 4) qui constituent la base des études que nous avons menées
dans cette these. Pour mettre en évidence le large spectre d’applications po-

tentielles en géologie nous avons répertorié dans le tableau [0.1 de fagon non-
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exhaustive, les applications en géologie de quelques éléments. Pour plus de détails,
le cours de White (2013) regroupe de nombreuses informations par rapport aux
applications des isotopes en géologie. Les prémices de 1'utilisation des isotopes en
géologie sont référencées dans le livre d’articles de revue (Wentzcovitch et Stixrude),
2001)) et, récemment, deux autres livres traitant du sujet des isotopes stables en

géochimie ont été publiés (Valley et Cole, 2001; Johnson et al., [2001)).

Notons que, bien que ces ouvrages soient orientés vers les applications des isotopes
en géologie, chacun d’entre eux comporte un article concernant les méthodes de
calcul du fractionnement isotopique. Cela montre 'intérét des méthodes théoriques
qui permettent d’obtenir des informations indépendantes des expériences. Dans la
section suivante, nous avons contextualisé les méthodes de calculs dans lesquelles

s’inscrit notre étude.

Historique et récents développements des méthodes

de calcul du fractionnement isotopique

Des 1933, |Urey et Rittenberg| (1933)) ont prédit la constante d’équilibre de I’échange
isotopique :

Hy+2DI = Dy +2HI (0.1)

a partir des fréquences de vibration mesurées de ces différentes especes. Leurs
résultats ont été confirmés expérimentalement par [Rittenberg et Urey| (1934). En
1935, |Urey et Greiff] (1935]) ont calculé, a partir de mesures expérimentales, les pro-
priétés de fractionnement d’une vingtaine de gaz a partir de méthodes théoriques.
Cependant, I'application du fractionnement isotopique entre les gaz est limité en
géologie. Les bases des méthodes utilisées aujourd’hui pour le calcul du fraction-

nement isotopique a partir des spectres vibrationnels ont été proposées par [Urey
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(1947)) et Bigeleisen et Mayer| (1947) puis complétées par Richet et al.| (1977)). Dans

ces études, les auteurs se sont intéressés au fractionnement isotopique pour des
molécules. Ces méthodes ont ensuite été étayées par [Kieffer| (1982)) afin d’étudier

la matiére condensée (cristaux et solides amorphes).

Le nombre important d’articles de revues sur les méthodes de calcul du fraction-

nement isotopique (par exemple, Urey, |1947; Richet et all 1977; Kieffer, 1982;
\O’Neil, 1986} (Criss, 1991} [1999; Chacko et al) 2001; Schauble, 2004) indique

I'intérét qu’elles représentent ainsi que I’évolution de ces méthodes. Un point essen-
tiel est que les méthodes de calcul du fractionnement isotopique offrent I'opportunité
d’obtenir des informations complémentaires aux expériences. Par exemple, il est
difficile de réaliser expérimentalement un équilibre a basse température a cause du
temps nécessaire pour atteindre ’équilibre, tandis que la température peut facile-
ment étre modifiée dans les calculs. Au cours de notre travail, nous nous sommes
intéressés a des systemes liquides a relativement basse température (de 300 K a

400 K).

Comme écrit précédemment, les premieres études étaient basées sur 1'étude de
molécules. Ensuite, de trés nombreux travaux ont porté sur I’étude des propriétés

de fractionnement entre minéraux et ont montré qu’il était possible de repro-

duire, avec un tres bon accord, les données expérimentales (Schauble et al., [2006;

Méheut et al., [2007; Blanchard et al., [2009; Méheut et Schauble) 2014)). Afin que

les résultats soient les plus fiables et réalistes possible, des études ont été réalisées

pour utiliser des méthodes ab initio (Baroni et al., 2001} 2004; |Zhao et G., 2004)

en prenant en compte les développements les plus récents de ces méthodes (par

exemple la DF'T+U pour traiter les minéraux contenant des métaux de transition

tels que le fer, Hsu et al. (2004))). D’autre part, certains travaux se sont portés

sur les phénomenes de fractionnement cinétique (Cole et Chakraborty, 2001) ou

indépendants de la masse (Fujii et al., 2009)), qui donnent lieu & d’autres applica-

16



tions.

Le calcul des propriétés de fractionnement isotopique impliquant une phase li-
quide, de fagon réaliste, est beaucoup plus complexe. Pour simplifier le probléme,
le liquide est souvent traité en utilisant I’approximation harmonique (comme cela
est fait dans les solides pour calculer le spectre vibrationnel, Richet et al.| (1977)).
De plus, les premieres études sont parties de I'idée simple selon laquelle le frac-
tionnement isotopique est principalement influencé par la structure locale autour
de I’élément auquel on s’intéresse. En faisant cette approximation, on peut alors
assimiler une espéce en solution a un cluster (super-molécule) constitué de ’espece
entourée de quelques molécules d’eau (Schauble, [2011; Rustad et al., 2010b; Sher-
man, 2013} |Anbar et al., 2005). Par ailleurs, Rustad et al.| (2010b) proposent
d’utiliser le méme type de procédé aussi bien pour des especes aqueuses que pour
des especes solides. Pour ces dernieres, il considere des clusters atomiques extraits

du solide cristallin et compensés en charge par des atomes d’hydrogene.

Une méthode plus réaliste consiste a considérer une boite de simulation con-
tenant un grand nombre de molécules d’eau (de 30 a 60 typiquement) ainsi que
I’espéce en solution, qui contient 1’élément auquel on s’intéresse. |Rustad et Bylaska
(2007)) ont calculé le fractionnement du bore entre deux especes en solution dans
I’approximation harmonique. Plus récemment, pour réduire les temps de calcul,
Kowalski et Jahn (2011)) et Kowalski et al.| (2013) ont utilisé une autre approxima-
tion (valable & haute température, ~ 1000 K) consistant & utiliser uniquement les
forces agissant sur I'atome fractionnant plutot que de calculer tout le spectre de
vibration. Cependant, pour les équilibres entre un minéral et une espece en solu-
tion, ces méthodes souffrent de I'utilisation de ’approximation harmonique car les
liquides sont naturellement des systemes anharmoniques. Néanmoins, |Beard et al.
(2010) (pour les isotopes du fer) et Rustad et Bylaska (2007) (pour les isotopes du

bore) ont montré que les calculs, pour I’équilibre entre deux especes en solution,
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étaient en bon accord avec les valeurs expérimentales dans ’approximation har-
monique. Dans cette these, nous avons utilisé une méthode dérivée de la méthode
de Rustad et Bylaskal (2007) pour étudier I'importance du désordre configura-
tionnel dans les liquides ainsi que les effets de spéciation dans I’eau sur le fraction-

nement isotopique du silicium (voir chapitre 3).

Pour aller au dela de 'approximation harmonique, on peut utiliser la Dynamique
Moléculaire des Integrales de Chemins (PIMD) couplée a une Intégration Thermo-
dynamique (TI) (Perez et Tuckerman| [2011)). En s’appropriant cette méthode, il
est possible de prendre en compte les effets quantiques des noyaux, essentiels pour
le calcul du fractionnement isotopique, tout en conservant ’aspect anharmonique
des systemes. Plusieurs études récentes se sont intéressées a ’application de cette
méthode au calcul du fractionnement isotopique pour 'eau (Marsalek et al., 2014;

Ceriotti et Markland), 2013; [Pinilla et al., 2014).

Dans ce travail de these, nous avons souhaité réaliser un calcul réaliste des pro-
priétés de fractionnement isotopique du lithium entre une phase liquide et un
minéral (voir chapitre 4). Pour cela, nous avons utilisé la méthode TI-PIMD et
nous avons testé les nouveaux développements, que nous avons publié en collabo-
ration avec Mark. E. Tuckerman (Marsalek et al., 2014), pour réduire les temps
de calcul. La présente étude est a la fois d’intérét méthodologique et d’intérét
géologique puisque ce type de calcul n’a jamais été réalisé pour un autre systeme
que I’équilibre eau-vapeur. On va s’intéresser a un cas tres courant et de grand
intérét en géologie qui est le fractionnement entre une espece dissoute et un minéral
(précipité).

Cette méthode étant tres cotiteuse en terme de temps de calcul, en particulier pour
le traitement de grands systemes tels que les liquides, aucune étude portant sur

le fractionnement isotopique dans les liquides n’a encore été menée entierement
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avec des méthodes ab initio. Afin d’aller plus loin, nous proposons en fin de these
(voir sec. [4.4.4) des pistes de développement pour réduire les temps de calcul et

permettre l'utilisation de méthodes ab initio.

Objectifs et notion de calculs réalistes

Ce travail de these s’inscrit dans la continuité des méthodes qui ont été présentées
dans la section précédente. Nous nous sommes attachés a comprendre comment
pouvaient étre calculés les facteurs de fractionnement a 1’équilibre impliquant des
phases liquides : entre deux especes en solution et entre un minéral et une espece
en solution. Ces deux équilibres sont associés a des phénomenes de spéciation et

de précipitation.

Le titre de cette these s’articule autour de la notion de réalisme. Le premier sens
que nous y accordons est que les systémes étudiés sont les plus proches possible
des expériences qui ont été réalisées en laboratoire. Cela permet de comparer
nos calculs avec des données fiables obtenues sur des échantillons bien maitrisés.
C’est en particulier le cas pour notre étude du fractionnement du lithium entre
argiles et solution. D’une part, le lithium est un élément de choix pour obtenir
un fractionnement a ’équilibre expérimentalement. Ceci est dii a sa grande dif-
fusivité et a I'importance de son fractionnement. D’autre part, des expériences
bien contraintes et couvrant une grande plage de température ont été réalisées
par |Vigier et al. (2008). Ceci permet donc de valider une méthode de calcul du
fractionnement. De plus, I'intérét de notre travail est mis en valeur au travers des
équilibres modélisés. En effet, nous essayons de donner des informations utiles a

la compréhension de processus géologiques concrets.

Le second sens du concept de réalisme consiste a utiliser les méthodes les plus
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adaptées possible aux systemes que nous étudions. C’est-a-dire que les méthodes
doivent étre précises et fiables tout en permettant des temps de calcul les plus
courts possible (voir tableau . Par exemple, nous avons cherché a comprendre
dans quels cas il était envisageable d’utiliser 'approximation harmonique, large-
ment employée pour les minéraux et qui permet en outre de réduire les temps
de calcul, quand on considere des systéemes impliquant une phase liquide. En ef-
fet, lorsque 'on réalise des calculs numériques, les temps de calcul sont fortement
dépendants de la méthode choisie. En particulier, les méthodes utilisées pour
calculer le fractionnement isotopique peuvent étre dépensiéres en terme de cofit

numérique, notamment lorsque l'on veut considérer un liquide de maniere réaliste.

Dans ce travail de these, nous avons étudié deux types d’équilibre tres différents :
le premier est celui entre deux especes similaires en solution, et le second est
I’équilibre entre un ion en solution et un minéral. Pour chacun de ces systemes,
nous avons fixé un grand objectif méthodologique et, pour les étudier, nous les

avons adossés a des applications géologiques réalistes.

Pour le premier équilibre, nous nous sommes intéressés a ’effet du désordre configu-
rationnel (qui existe dans les solutions) sur le fractionnement isotopique du sili-
cium. En émettant I’hypothese que les erreurs dues a 1'utilisation de I'approxima-
tion harmonique pour des liquides se compensent si les phases sont tres similaires,
comme cela avait été fait dans la littérature pour traiter les liquides (Rustad et
Bylaskal 2007; Beard et al., 2010)), nous avons étudié 1’équilibre entre les especes
H4Si04 et H3Si0j en solution. Cette étude avait également pour but de calculer

le fractionnement isotopique dii a la spéciation dans une solution.

En ce qui concerne le second type d’équilibre étudié, nous avons cherché a com-
prendre quelle était 'erreur commise lorsque 1'on se place dans 'approximation

harmonique, qui est régulierement utilisée méme pour traiter les liquides. Pour
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cela, nous avons réalisé des calculs dans ’approximation harmonique d’une part et
en utilisant une méthode permettant de prendre en compte 'anharmonicité d’autre
part. Cette derniere est tres exigeante en terme de temps de calcul. Cependant,
de tres récents développements ont été proposés pour diminuer le cotit numérique
de ces calculs. Dans le cadre de notre étude, nous avons souhaité les mettre a
I’épreuve sur des systemes géologiques réalistes. D’un point de vue géologique,
cette étude visait a comprendre le fractionnement isotopique du lithium durant
un équilibre mica—Lijq, pertinent pour comprendre les phénomenes d’altération au

niveau des fonds océaniques.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est découpé en 4 chapitres. Les deux premiers concernent princi-
palement les méthodes de calculs tandis que les deux derniers présentent les deux

études que nous avons menées au cours de ce travail.

Dans le premier chapitre, nous présenterons le phénomene du fractionnement iso-
topique ainsi que son origine. Nous identifierons le lien entre les propriétés ther-
modynamiques d’un équilibre entre deux phases et le facteur de fractionnement
isotopique. Apres avoir présenté les notations utilisées dans la littérature, nous
introduirons le calcul du facteur de fractionnement isotopique via deux méthodes :
soit un calcul direct de la variation d’énergie libre associée a un échange isotopique
a l'aide d’une intégration thermodynamique (Thermodynamics Integration, TT)

soit en passant par le calcul du spectre vibrationnel harmonique.

Le chapitre 2 regroupe '’ensemble des méthodes utilisées dans ce travail. Dans un
premier temps, nous montrerons comment traiter les interactions interatomiques
de fagon empirique (en utilisant des potentiels paramétrés) ou avec des méthodes
ab initio (en principe indépendantes de toutes données expérimentales) qui perme-

ttent de calculer la structure électronique d’un ensemble d’atomes. Ensuite, nous
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présenterons plusieurs types de dynamiques moléculaires (Molecular Dynamics,
MD), qui seront par la suite utilisées principalement afin de traiter les liquides.
En particulier, nous détaillerons la méthode de la dynamique moléculaire des
intégrales de chemins (Path Integral Molecular Dynamics, PIMD), qui permet de
prendre en compte l'aspect quantique des noyaux sans se placer dans I'approxima-
tion harmonique. En fin de chapitre, nous présenterons les méthodes permettant
d’une part de calculer le spectre vibrationnel, dans I’approximation harmonique,

et d’autre part le couplage entre la TT et la PIMD (TI-PIMD).

Dans le troisiéme chapitre, nous présenterons I’étude du fractionnement isotopique
a I’équilibre entre deux especes en solution H;SiO,4 et H3SiO} . En particulier, nous
nous sommes intéressés aux effets du désordre configurationnel sur les propriétés
de fractionnement calculées dans I'approximation harmonique. Dans un premier
temps, nous avons simulé des liquides et étudié leurs structures. Par la suite,
nous avons calculé les facteurs de fractionnement pour plusieurs configurations
des liquides et étudié la corrélation avec les propriétés structurelles. A la fin de ce

chapitre, nous discuterons également de ’apport de ces calculs en géologie.

Dans le dernier chapitre, nous présenterons 1’étude du fractionnement isotopique
du lithium dans I’équilibre mica—Lqu. Dans un premier temps, nous présenterons
les résultats d’une étude systématique, réalisée avec une approche empirique, de
Ieffet des parametres de la simulation sur les propriétés calculées. Nous avons
étudié la convergence de nos calculs en fonction de ces parametres. Ensuite, nous
avons exploré différents développements permettant d’optimiser les temps de cal-
cul. Ce dans l'optique de parvenir a un calcul sur des systémes réalistes. Dans un
second temps, nous présenterons le calcul du facteur de fractionnement mica—Lij{q
et nous avons discuté ces résultats par rapport a des données obtenues pour des
échantillons naturels et expérimentaux. Finalement, nous proposerons des per-
spectives a ce travail, notamment afin de réaliser les mémes calculs en utilisant des

méthodes ab initio, dans le but d’étre prédictifs et plus réalistes.
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Chapitre 1. Calcul du facteur de

fractionnement isotopique

1.1. Introduction

L’équilibre thermodynamique entre deux sous-systemes est atteint lorsque I’énergie
libre du systeme global est minimale. Par conséquent, l'existence d’un fraction-
nement isotopique a l’équilibre ne peut étre expliqué que si I’échange d’isotopes
entre deux systemes permet de faire varier ’énergie libre ; ¢’est-a-dire que I’échange
peut étre favorable d'un point de vue thermodynamique a température et volume

fixés.

Puisque deux isotopes ont exactement la méme structure électronique, 'objectif
recherché est de comprendre comment un changement de masse peut étre la cause
d’une variation de I’énergie du systeme et la minimiser par rapport aux parametres
internes. Nous montrerons dans un premier temps que cet effet est purement

quantique et qu’il est en grande partie issu d’effets de point zéro.

Dans un second temps, nous introduirons le calcul du fractionnement isotopique.
Dans cette section, nous présenterons les liens entre la constante d’échange (K),
la variation d’énergie libre (AF) et le facteur de fractionnement isotopique (a).

Les notations qui seront utilisées, pour simplifier les écritures, seront également
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données.

Plusieurs méthodes permettent de calculer la variation d’énergie libre associée a un
changement de masse, en prenant en compte ’aspect quantique des noyaux. Dans
ce travail, nous en avons utilisé deux : la méthode de la dynamique moléculaire
des intégrales de chemin (Path Integral Molecular Dynamics, PIMD) couplée a
I'intégration thermodynamique ( Thermodynamics Integration, TT) qui permet de
faire un calcul direct de la variation de I’énergie libre, et I'approximation har-
monique qui permet, si elle est valable, de calculer I’énergie libre a partir du spec-
tre de vibrations d’un systéme. Dans ce chapitre, nous présenterons la TT de fagon
générale. Le couplage avec la méthode PIMD sera présenté dans le chapitre sui-
vant. De méme, en ce qui concerne I'approximation harmonique, nous montrerons
uniquement comment il est possible de calculer I'énergie libre et le spectre de vi-
brations. Les méthodes utiles au calcul des fréquences et des modes de vibration

seront présentées dans le chapitre suivant.

1.2. Cause du fractionnement isotopique

Dans cette section, nous cherchons a comprendre comment varie 1’énergie libre
lors de la substitution d’un isotope dans un systeme. On montrera que 1’énergie
ne varie pas si l'on utilise la mécanique classique. Dans un second temps, on
expliquera pourquoi, dans la mécanique quantique I’échange d’isotopes entre deux

systemes, peut étre favorable thermodynamiquement.

Pour simplifier le probleme, considérons que 1’on étudie une molécule diatomique
(AY), ou Y est lisotope auquel on s’'intéresse et A un atome quelconque. On
dénotera A ce systeme. Dans ce systeme, il n’existe que l'interaction entre les

deux atomes. Pour la traiter, on se place dans 'approximation harmonique, qui,
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Figure 1.1.: Représentation de deux puits de potentiels harmoniques de constante de raideur
différente. En trait noir sont représentés les puits en mécanique classique. En bleu
et en rouge, le niveau correspondant au niveau de plus basse énergie en mécanique
quantique pour un isotope léger et un isotope lourd. L’échange isotopique entre ces
deux systemes est symbolisé par des traits en pointillés pour montrer la variation
d’énergie associée.

comme on le verra par la suite (voir sec. et fig. [1.3)), est valable si les
atomes sont proches de leur position d’équilibre. Dans cette approximation, la
variation de I’énergie par rapport a la distance interatomique est parabolique :

By = 1/2ksAR? (1.2)

max

ou AR, est I'écart maximal a la distance d’équilibre entre A et Y, et k4 est
la constante de raideur associée a l'interaction atomique et M est la masse d'un
isotope. Plus la liaison est raide, plus k sera grand. Si I’on représente le puits de
potentiel (voir figure [L.I)), plus k4 est grand, plus le puits est fin (il faut donc une

plus grande énergie pour allonger la liaison d’'une méme distance).

Dans I’équation (|1.2]), on remarque que I'énergie totale ne dépend pas de la masse.
Deux isotopes auront donc la méme énergie dans le systeme A. Il ne peut donc

pas étre favorable énergétiquement de modifier la distribution des isotopes entre
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deux phases. Par conséquent, en mécanique classique, on ne prédit pas de frac-

tionnement isotopique.

Pour pouvoir prédire le fractionnement des isotopes, il faut prendre en compte
le fait que les noyaux sont quantiques. En mécanique quantique, les oscillateurs

harmoniques prennent des énergies quantifiées telles que :
E, =hw(1/2+n) (1.3)

ou n correspond au niveau quantique (n=0 pour ’état fondamental), A est la
constante de Planck et

W o || — (1.4)

ou k est la constante de raideur de l'oscillateur et M la masse d’un isotope. Pour
un systeme a température T, les niveaux vibrationnels sont peuplés en suivant la

loi de Bose-Einstein.

Pour comprendre l'origine du fractionnement isotopique, on peut considérer le
cas d’un systeme a température nulle (voir figure [1.1)). Dans ce cas, seul I'état
fondamental est peuplé et on remarque que 'énergie du systéme n’est pas nulle,

et qu’elle dépend de la masse :
1
Eo(k,M)=E(n=0)= §M(k,M) (1.5)

ou w(k, M) dépend de la masse au travers la masse réduite du systeme u(M).

On considere maintenant une seconde molécule diatomique BY que 1'on appelle B.
La liaison entre Y et B est caractérisée par la constante de I'oscillateur harmonique
kp. Si l'on écrit la variation d’énergie pour un échange entre deux isotopes Y et

Y* (qui est par convention un isotope rare de Y) entre les systémes A et B, cela
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donne :
AE = (Eo(ka, My) — Eo(ka, My+)) — (Eo(kp, My+) — Eo(kg, My)) (1.6)

En mécanique quantique, on observe qu’'un échange isotopique, entre deux systémes
A et B dont les liaisons sont différentes, fait varier I’énergie libre du systeme a pres-

sion, température et volume constant :

AB =S - i o~ ) (17)

Sur la figure on remarque que les isotopes les plus lourds (qui ont une Eq plus

faible) seront situés de fagon privilégiée sur les sites les plus raides car cela diminue
I’énergie totale du systeme (E4+Eg). Par conséquent, la proportion d’isotopes
peut étre modifiée lorsque 'on a des échanges possibles entre des sites de deux
phases différentes a 1’équilibre (voir figure . En plus d’avoir montré que le
fractionnement isotopique est un effet purement quantique, nous avons montré

qu’il est en partie dii a un effet de point zéro.

1.3. Equilibre thermodynamique

L’équilibre thermodynamique entre deux systémes A et B peut donner lieu a un
fractionnement des isotopes correspondant a une modification de la répartition des

isotopes entre les deux systemes.

Constante d’échange Le schéma [1.2] représente un équilibre entre deux phases
séparées par une surface d’échange. On considere I’exemple d'un équilibre entre un
minéral composé de deux isotopes et un liquide composé de molécules diatomiques,

formées par les mémes isotopes que le minéral. Les isotopes peuvent soit étre
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échangés au sein d’'un méme systéme (pas de fractionnement) soit entre les deux
systeémes (ce qui donne lieu au fractionnement isotopique). Bien que cet équilibre
ne soit pas une réaction chimique, on peut lui associer une équation d’équilibre de
la forme :

Ya+Vi=Yp+Y; (1.8)

ou Y 4 représente l'isotope Y dans la phase A, Y* est un isotope rare de Y. Cet
équilibre peut alors étre décrit par une constante d’équilibre qui s’écrit sous la

forme :
[Yal[YE]

Reen = [y1v1)

(1.9)

Si le systeme n’est pas a l’équilibre, alors le rapport de concentration, que I'on
appelle quotient de réaction et qui est noté Qg, sera différent de K,.,. Le flux
d’échange d’isotopes est traduit par la comparaison entre ces deux rapports. Par

exemple, si Qr <K, alors la réaction (|1.8)) va dans le sens direct.

Minéral Liquide

L%
o 0

Figure 1.2.: Schéma d’un équilibre entre un minéral constitué de deux isotopes (bleu et blanc)
et un liquide composé de molécules diatomiques constituées de ces deux mémes
isotopes. Les fleches noires représentent les échanges possibles au sein d’un méme
systeme ou entre les deux systeme a 'interface.

Energie libre Pour un échange a 1’équilibre thermodynamique, ’énergie libre de
Gibbs par atome s’écrit :

AG = —]{IBTZTLKeCh (110)
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ou kg est la constante de Boltzman. L’énergie libre de Gibbs s’écrit également en

fonction des variables intensives et extensives du systeme thermodynamique :
AG =AU+ PV —=TS) =AU+ A(PV) - A(TS) (1.11)

ou S est l'entropie du systeme, U est I’énergie interne du systeme. P, V et T

désignent la pression, le volume et la température du systeme.

Variation d’énergie libre AF L’échange que l'on étudie peut étre considéré a
volume constant puisque I'on constate en général qu’il n’y a pas d’effet de I’échange

isotopique sur le volume molaire (Schauble, [2004)). On a alors :
AG = AU — A(TS) = AF (1.12)

ou F est I’énergie libre d’Helmoltz.

Par conséquent, la constante d’équilibre est définie par la variation d’énergie libre

associée a un échange isotopique (eq. ((1.10)) :

—kBTanech =AF (113)

Koo = e~ 2F/F8T (1.14)

1.4. Calcul du facteur de fractionnement

1.4.1. Notations

Définition du facteur de fractionnement Les propriétés de fractionnement iso-

topique sont caractérisées par le facteur de fractionnement « qui est égal a la
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constante d’équilibre du systeme (Urey, 1947) :
aYy p= Kech (115)

Par conséquent, le facteur de fractionnement exprimé pour un échange isotopique
entre les isotopes Y* et Y entre les systemes A et B, s’écrit, a partir de I’équation

([T13) -
AF  AFy— AFg
InaY: .~ ——t = 1.1
nata-p ¥ T kT (1.16)

ou, par exemple, AF4 correspond a la variation d’énergie libre associée a ’échange

de Y par Y* dans le systeme A.

Fonction de partition En physique statistique, on peut exprimer I’énergie libre

dans I’ensemble canonique (N,V,T) a l'aide de la loi :
Fa(M) = —kpT.n(Z4(M)) (1.17)

ou kg est la constante de Boltzmann, Z 4 est la fonction de partition du systéme
A avec l'isotope Y. Ce qui donne, par exemple, pour la variation d’énergie libre

dans le systeme A lors de ’échange d’isotopes Y par Y* :

Par conséquent, en remplagant ((1.18) dans ([1.16]), on obtient :

AF = AFA — AFB = —]{,‘BT [(l?’LZA(M*) - anA(M)) — (anB(M*) — l?’LZB(M))]
(1.19)

Et :
Za(M*)Zp(M)

Y =
Cass = g (M) Z(M¥)

(1.20)

ou Zs(M) correspond a la fonction de partition du systéme A avec l'isotope Y.

%)un point de vue calculatoire, on cherche a évaluer la variation d’énergie libre



associée a un échange isotopique entre deux systémes. On montre ici que cela
revient a calculer la fonction de partition de chacun des systémes avec chaque

isotope.

[-facteur On définit ce qui s’appelle le S-facteur, tel que :

AF M
A3 M (1.21)

bYA= =17 ~3" 7

ol le second terme correspond a la variation d’énergie libre pour un changement de
masse entre Y et Y* pour un gaz monoatomique d’isotopes. La variation d’énergie

libre pour un gaz monoatomique, s’écrit :

—In—- 1.22
2ln i ( )

En comparant 'expression ([1.21]) & celle du facteur de fractionnement ([1.16]), on
remarque que le S-facteur correspond a un facteur de fractionnement théorique

entre la phase A et un gaz monoatomique d’isotopes de Y.

Il est possible d’écrire le S-facteur a partir des fonctions de partition (en utilisant

I'équation ((1.19)) dans (|1.21))) :

M 3/2
8Y; = Za(M")/Za () (177 (1.23)
En associant les équations et on obtient :
InaYy g =~InpY; —InpY, (1.24)

Dans cette équation, on remarque que le dernier terme de ’équation (|1.21]), cor-

respondant a la contribution d’'un gaz monoatomique d’isotopes de Y, s’annule.
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b-facteur On introduit la notation suivante :

lnbYA =

Fa(M) ‘;’zn(M) (1.25)

kgT

En utilisant cette forme, on peut réécrire (|1.21)) :

InBY, = InbY,y — InbY, (1.26)

Facteur de fractionnement logarithmique Etant donné que les facteurs de frac-
tionnement sont tres proches de 1 (la déviation est généralement de 'ordre de

quelques %), en premiere approximation :
In(l+e€)~e (1.27)

ol € est tres petit devant 1. Pour simplifier la lecture, nous discuterons les résultats

en terme de facteur de fractionnement «a logarithmique et S-facteur logarithmique.

Lien entre fractionnement mesuré et fractionnement calculé Pour estimer le
fractionnement isotopique, il faut mesurer le rapport de concentration entre deux
isotopes dans les deux phases distinctes de I'équilibre. Pour que les valeurs soient
comparables internationalement, on mesure également la concentration dans un
standard internationnal puis on calcule la déviation de I’échantillon par rapport a

ce standard.

e oo O Y Dintiton = (Y Do
e, = 1000 CE” (1:2%)

ou ¢ désigne la déviation exprimé en %o. Pour obtenir le facteur de fractionnement

qui correspond a la valeur que l'on calcule, il suffit de calculer le rapport des

32



déviations standards :
1000 + oY

Vi = T0%4
YA-B = 1000 + oy

(1.29)

Puisque les valeurs des 6/1000 sont petites devant 1, on a une relation approchée :
1000inaYy 5~ oY — oYy (1.30)

Cette approximation, qui sera considérée comme vérifiée par la suite, nous permet
de comparer directement nos calculs de Ina aux valeurs des signatures isotopiques
0 mesurées dans les deux phases. Il est a noter que cette relation est considérée
comme erronée uniquement dans de tres rares cas impliquant uniquement les iso-

topes de I’hydrogene.

1.4.2. Méthodes pour calculer le fractionnement isotopique

Pour calculer le fractionnement isotopique, il faut déterminer la variation d’énergie
libre associée a un changement de masse dans deux systemes a I’équilibre. Comme
le fractionnement isotopique est un phénomene quantique, il faut que l'aspect

quantique des noyaux soit pris en compte.

En couplant la dynamique moléculaire des intégrales de chemins (PIMD, voir sec.
avec la méthode de I'Intégration thermodynamique (voir section , il
est possible d’avoir acces a la variation d’énergie libre d’un systéme, pour un
changement de masse. Cette méthode permet de prendre en compte les aspects
quantiques des noyaux sans négliger I’anharmonicité. Elle est appelée TI-PIMD et
sera présentée dans le chapitre[2.5.1 Cependant, cette méthode requiert beaucoup

de ressources en terme de temps de calcul.

Une autre méthode consiste a calculer le spectre vibrationnel lorsque ’approxima-

tion harmonique est valable. Cela permet de remonter a 'information sur ’aspect
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quantique du noyau, et donc de calculer le fractionnement isotopique. Cepen-
dant, en négligeant I'anharmonicité on perd une partie de cette information car
les niveaux d’énergie sont modifiés lorsque 1’on se place dans I'approximation har-
monique. L’erreur que I’on commet en se placant dans I’approximation harmonique

dépends des systemes étudiés.

1.4.2.a. Approximation harmonique

Anharmonic potential

Harmonic
part

N4

Figure 1.3.: Puis de potentiel pour une interaction entre deux atomes. La partie du potentiel
entourée en rouge, proche de la position d’équilibre, peut étre approximée par un
potentiel harmonique.

La méthode la plus couramment utilisée pour calculer le fractionnement isotopique
consiste a se placer dans I'approximation harmonique. On considere que cette
approximation est valable si les atomes sont dans leur position d’équilibre, c’est-
a-dire que le systéme est & un minimum d’énergie (voir figure . Dans cette
approximation, il est possible de calculer les fréquences des modes de phonon
d’un systeme. Notons que si tous les atomes du systeme ne sont pas dans leur
minimum d’énergie, on peut obtenir des fréquences négatives, correspondant a des
modes imaginaires, signalant l'instabilité du systeme. Dans cette section, nous
allons montrer comment il est possible de prendre en compte 'aspect quantique
des noyaux a partir du spectre vibrationnel en calculant la fonction de partition

du systéme quantique qui est reliée au S-facteur par I’équation (|1.23)).
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Dans 'approximation harmonique, dans ce travail, nous avons uniquement étudié
des systemes assimilés a des solides cristallins (soit des minéraux, soit des con-
figurations de liquides relaxées a 0 K). Notons qu’il est possible d’utiliser cette
méthode pour d’autres systemes tels que des molécules isolées. Pour parvenir a
calculer le fractionnement, et donc la variation d’énergie libre, on considere un
systeme cristallin qui est a son minimum d’énergie. Dans un systeme cristallin,
seuls les états vibrationnels contribuent au fractionnement isotopique (Bottinga,

1968). On peut exprimer le rapport des fonctions de partitions intervenant dans

I’équation du [S-facteur (eq. (1.23))) :

* 1/Ng
BN I .
Zz) \Z vib a e—Hiq/2 (1 — e*“zq) ’

g=1i=1

ou u; = hv;/kgT, avec v; les fréquences des modes de vibration du cristal (phonons),
N, est le nombre de points q utilisé pour échantillonner la zone de Brillouin et N
est le nombre d’atomes dans la maille élémentaire. Dans le produit sur i, les
trois premiers modes correspondent aux branches acoustiques. Dans la suite, les
fréquences a I' des modes de translation du systeme sont implicitement ignorées

puisqu’elles sont théoriquement nulles.

En remplacant (1.31]) dans ’équation ((1.23)), le S-facteur s’écrit sous la forme :

Ng 3N —pz /2 (1 — ehia) 1/Nq M\ 32
e Hia e
Yi= - 1.32
i (HH Srarrn) BT 132
Dans I'approximation harmonique, il est donc possible de calculer la fonction de

partition quantique du systeme a partir du spectre vibrationnel calculé sur le

systeme de type solide cristallin. Pour cela, on peut utiliser les méthodes présentées

dans la section [[.4.2.a]
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Pour N échanges isotopiques Dans le cas ou 'on s’intéresse a un échange si-
multané de plusieurs isotopes situés sur plusieurs sites cristallins identiques, il est

possible de calculer le g-facteur total avec ’équation :

Ng 3N _““1/2(1—@ mq) 1/NgNy M\ 3/2
/BYA N (CI]:[lll_[l e qu/z _'l i,q) <M*> (133)

ou Ny correspond au nombre de sites pouvant échanger des isotopes. La puissance

en 1/Ny provient du fait que la contribution est comptée Ny fois.

Théoréme de Teller-Redlich et Limite haute température (LHT) A haute
température, les effets quantiques deviennent négligeables et le systeme tend vers
un systeme classique. Le fractionnement isotopique étant un phénomene purement
quantique, le facteur de fractionnement tend vers 1 dans la limite des trés hautes
températures (u << 1). Par conséquent, pour 'équation de § (1.32)), la regle de
haute température (Kieffer [1982) donne :

(ﬁ ﬁ Mlq) h (%)w =1 (1.34)

g=1i=1 Mig

En remplagant le rapport des masses dans 'équation ((1.32)), on peut écrire 'expression

de 5 dans la limite haute température :

3N Ny * —hl/q 1/2 1 7th,i 1/(Ngq)
Yi(LHT) Yai — 1.35
YAl z—l_llql_ll Vgil — hwai e=hveil2 ( )

Cette regle permet d’imposer la convergence a haute température. Dans ce travail,
nous avons vérifié que cette approximation était valable et nous I’avons utilisée par

simplicité.
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Approximation du Point Gamma Pour des systemes de grande taille (ayant par
conséquent une petite zone de Brillouin), la diffusion dans la zone de Brillouin
peut étre négligeable. Par conséquent, il est possible de ne considérer que le point

" qui correspond au centre de la zone dans le produit de 1’équation [1.35] :

3N —hvt /2 1 — e—hvrs
ri ¢ ¢ ) (1.36)

i

i3 1/1_‘77: 1 _ e_hl/;,i e_hl’l",i/2

ou les trois premiers modes (i), qui correspondent a des modes acoustiques, sont

négligés en raison de leur fréquence qui doit étre nulle au point I'.

1.4.2.b. Integration Thermodynamique (TI)

Nous avons vu précédemment que 1’énergie libre F était liée a la fonction de parti-
tion par 'équation (1.17)). Pour calculer la fonction de partition, il faut connaitre
tous les micro-états du systeme. Pour cela, on échantillonne 1’espace des phases
a l'aide, par exemple, d'une dynamique moléculaire. Dans ce travail, nous avons
utilisé la méthode PIMD qui permet de prendre en compte ’aspect quantique des

noyaux, ce qui est essentiel pour prédire le fractionnement isotopique.

Généralement, on ne s’intéresse pas a la valeur absolue de 1’énergie libre, mais
plutot a la variation de I’énergie libre qui permet d’obtenir les quantités thermo-
dynamiques d’un systeme. Plusieurs méthodes ont été développées pour calculer
la variation d’énergie libre, telle que la théorie de la perturbation de 1’énergie libre
(FED, [Zwanzig| (1954))), la méthode Adiabatic Free Energy (AFED, Rosso et al.
(2002))) ou encore, I'Intégration Thermodynamique ( Thermodynamics Integration,
TT). Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de la TI qui consiste a faire
évoluer le systeme de fagon adiabatique de I’état initial a 1’état final. Pour cela, on
introduit un parametre, que I'on appelle A, qui permet de faire évoluer le systeme

selon un chemin quelconque. On exprime la dérivée continue de I’énergie libre par
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rapport a A. Afin d’obtenir la variation d’énergie libre entre les deux états, on

réalise ensuite une intégration continue telle que :
LdF (A
AF = / dEQ) )y (1.37)
o dA

ou A varie de 0 a 1 lorsque le systeme passe de ’état initial a ’état final.

La valeur de dF/d\ peut étre calculée avec une dynamique moléculaire. De fagon
pratique, dF /d\ est calculée sur un nombre fini de dynamiques moléculaires corre-
spondant a différentes valeurs de A a ’aide d’estimateurs. Dans la section
nous présenterons les estimateurs de dF(m)/dA(m) que nous utiliserons pour cal-
culer les propriétés de fractionnement. Par la suite, on réalise 'intégration thermo-
dynamique, devenue une somme discrete, pour A allant de 0 a 1. Théoriquement,

plus le nombre de points est grand, plus I'intégrale discrete est exacte.

1.5. Temps de calcul

Dans le tableau [1.2] sont répertoriés les temps de calcul approximatifs pour dif-
férentes méthodes de calcul et plusieurs systemes. Ces méthodes et ces systeémes

seront présentés dans la suite de ce manuscrit.

Précisions qu'une partie de ces données est estimée a partir des temps de calcul
observés pour d’autres méthodes. De plus, les temps de calcul observés 1’ont été sur
des plate-formes (jade au CINES et hyperion au CALMIP) qui ont des structures
semblables (cluster de type SGI Altix ICE 8200) mais des vitesses d’exécution
réelles et constatées différentes. Ceci peut étre di a I'optimisation des librairies
pour la compilation ou a des capacités différentes par exemple en vitesse d’écriture
ou de lecture. Les données de ce tableau sont donc dépendantes de ces spécificités

techniques et sont simplement données a titre d’exemple.

38



Table 1.2.: Temps de calcul pour différentes méthodes.

Méthode Systeme | Interactions Temps de calcul
approximatifs
Relaxation! Si,O ab initio < 1h
Harmoniquel |  Si,O ab initio lh
CPMDE! H4SiO4 | ab initio 10 000 h
Relaxation! | H,SiO, | ab initio 500 h
Harmoniquel? | H,SiOy4 ab initio 5000 h
Relaxation!!] Lit empirique <<1lh
Harmoniquel® Lit empirique <1h
TI-PIMDH Li,O empirique 1000 h
TI-PIMDM Lit empirique 5000 h
TI-PIMD!* Lit ab initio | 250 000 h (estimation)

I Calcul d’optimisation des positions & 0 K ;

2 Calcul du S-facteur dans I'approximation harmonique sur un
systeme relaxé pour un seul point q de la zone de Brillouin ;

3 Calcul d’une trajectoire CPMD ;

4 Calcul du B-facteur avec la méthode TI-PIMD.

Ce tableau permet de constater que les temps de calcul avec des potentiels em-
piriques sont significativement plus courts que ceux avec des méthodes ab ini-
tio (pour plus de détails sur ces méthodes, voir sec. . D’autre part, on
peut observer que la méthode TI-PIMD (voir sec. nécessite des ressources
numériques importantes. En particulier, si on choisit de réaliser une TI-PIMD ab
initio. Néanmoins, la méthode TI-PIMD permet une meilleure parallélisation que

les méthodes utilisées pour le calcul dans 'approximation harmonique.

1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le fractionnement isotopique était un
effet purement quantique dii, en partie, a des effets de point zéro. Dans un sec-

ond temps, nous avons montré que pour calculer ce fractionnement isotopique a
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I’équilibre, il est nécessaire de calculer la variation d’énergie libre associée a un
échange d’isotopes entre les deux systémes. Cela peut étre fait en ayant recours
a la méthode PIMD, couplée a l'intégration thermodynamique. Enfin, nous avons
montré que, dans 'approximation harmonique, le spectre vibrationnel permet de

calculer les propriétés de fractionnement isotopique.
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Chapitre 2. Méthodologie

2.1. Introduction

Le facteur de fractionnement mesure le partage isotopique entre deux phases. Dans
ce travail, nous nous sommes intéressés au fractionnement isotopique a 1’équilibre
car il est plus facile a calculer et permet de discuter de nombreux systemes. Pour
le calculer, nous avons vu qu’il était nécessaire de calculer la variation d’énergie

libre qui est associée a un échange d’isotopes entre les deux systémes (voir sec.
13)

Bien que le fractionnement isotopique se mesure a 1’échelle macroscopique, il s’agit
d’un phénomene purement atomique. Pour le comprendre, on cherche donc a
simuler des systémes a ’échelle atomique et & calculer leurs propriétés (en par-
ticulier AF). Dans l'introduction générale, nous avons vu que les méthodes de
calculs du p-facteur associées a une phase solide sont bien maitrisées et permet-
tent d’obtenir des résultats précis et fiables. Dans ce travail de theése, nous nous
sommes intéressés principalement a de nouvelles méthodes pour calculer la vari-
ation d’énergie libre associée a un changement de masse dans une phase liquide.
Dans ce chapitre, nous nous attacherons donc a présenter les méthodes utilisées

dans ce travail (les applications sont présentées au chapitres 3 et 4).

En se placant dans I’approximation de Born-Oppenheimer (voir [Born et Oppen-
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heimer| (1927)) et sec. , il est possible de dissocier le systeme nucléique du
systeme électronique, qui définit les interactions entre les noyaux. On peut donc
traiter d’une part le mouvement des noyaux et d’autre part les interactions. Il exis-
te plusieurs méthodes pour traiter les interactions entre atomes, parmi lesquelles :
les méthodes empiriques, qui sont simples a mettre en place et qui sont adaptées
pour étudier de grands systémes ou des systemes évoluant dans le temps ou pour
calculer des propriétés statistiquement (Dynamique Moléculaire, voir sec. ;
les méthodes dites ab initio, pour lesquelles on cherche a calculer la structure
électronique. On s’intéressera en particulier a la théorie de la fonctionnelle densité
(Density Functionnal Theory, DFT sec. [2.2.2)) qui permet de réaliser des cal-
culs semi-quantitatifs et predictifs des propriétés physico-chimiques (dissociation
de molécules, par exemple). Cependant, ces méthodes requierent beaucoup de

ressources numériques ce qui limite leur application a des systemes de petite taille.

Pour traiter les liquides, on a recours a des méthodes de dynamique moléculaire
(DM ou Molecular Dynamics, MD). En dynamique moléculaire classique, les noy-
aux des atomes sont traités classiquement (points). Puisque le fractionnement iso-
topique est un phénomene nucléaire quantique (voir chapitre 1), il est nécessaire
de prendre en compte 'aspect quantique des noyaux. Pour cela, il est possible
de calculer la fonction de partition quantique du systéme a partir du spectre de

vibrations en se placant dans I'approximation harmonique (voir sec. [2.5.2)).

Néanmoins, cette approximation est inadaptée pour traiter des systemes anhar-
moniques tels que les liquides auxquels on s’intéresse dans ce travail. Pour aller
au-dela de 'approximation harmonique tout en considérant ’aspect quantique
des noyaux, on peut utiliser la méthode des Intégrales de Chemin (Path Integral
Molecular Dynamics, PIMD, voir sec. . En couplant cette méthode avec une
Intégration Thermodynamique (TI-PIMD, sec. , il est possible de calculer les

propriétés de fractionnement isotopique, a température finie et sans approximation
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non-controlable (telles que 'approximation harmonique).

Ce chapitre est donc organisé de la facon suivante : d’abord, nous détaillerons les
méthodes permettant de calculer les interactions entre atomes ; nous présenterons
la méthode de la dynamique moléculaire avec des interactions de type empiriques
puis ab initio. Nous nous intéresserons ensuite a la PIMD qui permet de pren-
dre en compte l'aspect quantique des noyaux, tout en conservant l'information
sur 'anharmonicité du systéme ; et enfin, nous montrerons comment calculer le
fractionnement isotopique a partir de la méthode TI-PIMD ou par le calcul des

vibrations dans I’approximation harmonique.
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2.2. Description des interactions

Dans cette partie, nous allons décrire le calcul des interactions entre atomes dans
un systeéme en physique du solide. On se place dans 'approximation de Born-
Oppenheimer (Born et Oppenheimer} 1927) qui permet de séparer le systéme
électronique (interactions entre atomes) du mouvement des atomes. Cette ap-
proximation est basée sur le fait que la masse d’un proton est environ 1800 fois
plus grande que la masse d'un électron, ce qui permet de supposer que la vitesse
des noyaux est tres inférieure a celle des électrons. On souhaite donc calculer les

forces agissant sur les atomes d’un systeme polyatomique.

2.2.1. Potentiels empiriques

La méthode la plus simple est de proposer une forme analytique qui reproduit les
données expérimentales. Cette méthode est dite “empirique” puisque les parametres
du potentiel sont déterminés a partir des mesures expérimentales. Plus précisément,
on cherche a reproduire les propriétés structurales, dynamiques (vibration, diffu-
sion) et éventuellement énergétiques de ces phases. Pour une phase solide, la
structure est donnée par les expériences de diffraction donnant les parametres de
maille et positions réduites. Pour les liquides, la structure est donnée par la fonc-
tion de distribution radiale, mesurée par diffraction de neutron. Les propriétés
vibrationnelles d’un solide sont données par les fréquences vibrationelles mesurées
par spectroscopie Raman ou infra-rouge, ou par diffusion inélastique de neutrons.
Pour un liquide, les propriétés vibrationelles peuvent étre calculées a partir de
la fonction d’auto-corrélation des vitesses et comparées aux spectres infra-rouge.
Dans cette section, nous allons décrire les potentiels que nous avons utilisés dans

le cadre de ’étude de ’équilibre entre LiO et Lit dans 'eau.
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Les potentiels sont construits comme une superposition de termes décrivant les
interactions inter-atomiques (force coulombienne, interactions fortes ou liaisons
covalentes, par exemple). Ces potentiels sont tres largement utilisés, principale-
ment en raison de leur simplicité d’utilisation, mais aussi car les temps de calcul

sont courts par rapport a ceux des méthodes ab initio (voir sec. [2.2.2)).

Un des intéréts des potentiels empiriques est que les forces sont obtenues analy-
tiquement en dérivant le potentiel (fonction continue et dérivable). Par exemple,

les forces entre deux atomes séparés d’une distance R s’écrivent :
F=-VV(R,0) (2.38)

ou V est le potentiel d’interaction entre les deux atomes, qui ne dépend ici que de

la distance interatomique et de ’angle formé par trois atomes.

Les potentiels empiriques sont caractérisés par le type d’interactions qu’ils décrivent
(par exemple : Lennard Jones — liaisons faibles ; Buckinham — liaisons ioniques
; EAM — métaux) et par le nombre d’atomes qui sont en interaction (par ex-
emple les potentiels de paire entre deux atomes). Les potentiels empiriques sont
donc peu transférables et peu adaptés pour étudier des structures complexes. Par
exemple, dans notre étude nous nous sommes intéressés au minéral Li;O et a la

polylithionite, qui ne peuvent étre traités avec les mémes potentiels.

Dans notre étude, nous avons calculé les propriétés de fractionnement du lithium
en solution avec la méthode TI-PIMD (voir sec. [2.5.1). Comme nous le verrons
par la suite, cette méthode est une méthode lourde en terme de temps de calcul.
Par conséquent, nous avons opté pour l'utilisation de potentiels empiriques, afin
d’avoir, dans un premier temps, une vue globale des difficultés de la méthode.
Dans la section suivante, nous présentons les potentiels qui ont été utilisés pour ce

travail. Plusieurs types d’interaction ont été considérés.
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Pour traiter les interactions électrostatiques dues aux charges, nous avons utilisé
le potentiel de Coulomb :

2 Z(1)Z(J)

V(R oul. =
(R1s)cou 4req R%]

(2.39)

ou Ry est la distance interatomique, Z est la charge des ions, e la charge élémentaire
d’un électron et ¢y la constante diélectrique dans le vide. Pour modéliser les inter-
actions intramoléculaires dans la molécule d’eau, nous avons utilisé un potentiel

harmonique et un potentiel harmonique angulaire qui sont de la forme :

V(Rpy) = —kR3, (2.40)
V(0) = —kot? (2.41)

ou 6 est 'angle formé par trois atomes (H/O?I pour l'eau). k et ky sont des cons-

tantes associées a la raideur de l'oscillateur harmonique.

Les forces répulsives, dans les liaisons ioniques, ont été modélisées avec des poten-

tiels de type Buckingham (Buckingham) [1938) :
V(R17)Buck. = Aexp [=BRy,] (2.42)

ou Rj; est la distance interatomique, A et B sont des constantes paramétrées.

Les liaisons faibles, de type Van Der Waals, ainsi que I’effet du principe de superpo-
sition de Pauli, répulsif, sont modélisés avec des potentiels de type Lennard-Jones

(Jones|, [1924) :

o\ 12 o \6 7o\ 12 7o\
() ()] () 2()] e
(Ris)rs € [ Ry, Ry € , , ( )
ou € correspond a I’énergie d’ionisation, ¢ a la distance d’équilibre et ry est la

distance pour laquelle le potentiel est minimum.
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Ly

Li,O

Type d’interaction | Type de potentiel Référence Interaction Données
Charge Coul. (eq. (2.39)) Goel et al.[(2004) 0%~ Z(0*7): -1.5
Lit Z(Lit) : +0.75
Tonique Buck. (eq. (2.42)) Goel et al.[(2004) Li-O A:1822¢eV ;B :4.07 A?
Lit, CI7, H,O
Type d’'interaction | Type de potentiel Référence Interaction Données
Charge Coul. (eq. (2.39)) [[Lyubartsev et al.[(2001) Lit Z(Lit) @ +1
Cl™ Z(Clt) @ -1
Paesani et al.| (2006) H* Z(H*) : +0.42
0%~ Z(0?7) : -0.84
Intra-moléculaire | Harm. (eq. (2.40)) | [Paesani et al.[(2006) O-H ko_p : 45.92 eV. A2
HOH | k55 : 329 Vrad2; 6, : 112°
Inter-moléculaire | Buck. (eq. (2.42)) | [Lyubartsev et al.|(2001) Li-O A:387.42¢V ;B :3.63 A1
L-J (eq. (2.43)) Paesani et al.| (2006) 0-0 o:3.165 A ;e: 000161 eV
Heinzinger| (1985) Li-Li o:237A;e:0.00154 eV
Li-Cl o: 3615 A ;€:0.00164 eV
CL-0 o 4.02 A €e:0.00192 eV
CL-Cl o:4.86 A;e: 0.00174 eV
Pas d’interactions H-H -
autres que la charge Li-H -
O---H .

Table 2.3.: Caractéristiques et valeurs des parametres des potentiels utilisés pour le systéeme LisO et le liquide composé d’atomes de
lithium, de chlore et de molécules d’eau.




2.2.1.a. Potentiels d’interactions pour Li,O

LisO est un solide ionique. Nous avons modélisé les interactions en utilisant les
potentiels proposés par (Goel et al.| (2004). Ces potentiels ont été créés pour re-
produire au mieux le spectre de fréquences de Li;O, au détriment des propriétés
structurales. Dans le cadre de I’étude du facteur de fractionnement, qui est forte-
ment lié aux propriétés vibrationnelles des systemes, il s’agit donc de potentiels
bien adaptés. Puisque LisO est un solide ionique, les liaisons ont été modélisées

avec une charge ainsi qu’avec les potentiels de type Buckingham (voir tab. .

2.2.1.b. Potentiels d’interactions pour le lithium en solution

La phase liquide est naturellement un systéme anharmonique. Pour 1’étude du
fractionnement du lithium entre minéral et solution, nous avons choisi d’utiliser
la méthode TI-PIMD (voir sec. qui permet de prendre en compte les effets
quantiques sur les noyaux en considérant I’anharmonicité des systemes. L'un des
problémes avec les potentiels empiriques est qu’une grande partie d’entre eux est
créée en se basant sur des structures expérimentales, qui incluent déja des effets
nucléaires quantiques (en particulier les effets quantiques sur la structure, |Stern
et Berne (2001))). Par conséquent, si I'on utilise ces potentiels avec la méthode
TI-PIMD, le risque est de prendre en compte deux fois ces effets (Wallqvist et
Berne, [1985). [Paesani et al.| (2006) montrent qu’il est possible, en optimisant
les parametres a partir d'une trajectoire PIMD, de ne pas prendre en compte
I'effet quantique dans le potentiel. Une autre approche consiste a paramétrer
les potentiels a partir de dynamiques moléculaires ab initio classiques, au lieu de
données expérimentales. Dans ce cas le probleme évoqué précédemment ne se pose
pas. Dans cette étude, nous avons pris soin d’utiliser des potentiels qui ont soit été

créés a partir de dynamiques moléculaires ab initio, soit explicitement construits
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pour ne pas prendre en compte les effets dus a I'aspect quantique des noyaux.

Figure 2.4.: Schéma du potentiel a trois poles pour la molécule d’eau

Modéle pour la molécule d’eau Dans ce travail, nous nous sommes intéressés
a des solutions aqueuses. Les modeles les plus simples sont rigides (O-H et HOH
figés) et comprennent 3 sites (H et O portent chacun une charge et O interagit
avec les autres molécules d’eau via un potentiel de type Lennard-Jones, voir figure
. Cependant, il existe un nombre important de modeles allant jusqu’aux plus
compliqués, prenant en compte les électrons non-liants de I'oxygene ou encore une

correction du moment dipolaire de la molécule d’eau.

Parmi les plus répandus, on compte les modeles Transferable Intermolecular Poten-
tial (TIP, Jorgensen| (1981)) et les dérivés du modele Simple Point Charge (SPC,
Berendsen et al| (1981)), voir figure[2.4)). Par exemple, le modéle SPC/E de Berend-
sen et al. (1987)) est un modele rigide a 3 sites qui consideére, en plus, un terme
correctif au moment dipolaire de la molécule d’eau. Certains modeles dérivés du
modele SPC ajoutent des degrés de liberté et sont dits “flexibles” (la distance O-H
et I'angle HOH évoluent sous Iinfluence de potentiels harmoniques), c’est le cas
du modele SPC/Fw (Wu et al., [2006). Ce modele donne de bons résultats pour
le calcul des propriétés thermodynamiques, structurales et cinétiques malgré sa
simplicité.

Cependant, tous ces potentiels empiriques ont été construits pour reproduire la
structure expérimentale des liquides a partir de dynamiques moléculaires clas-

siques. Comme la structure des liquides inclue des effets quantiques, ces potentiels
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contiennent artificiellement des effets quantiques (voir chapitre 4). Récemment,
Paesani et al.| (2006) ont proposé d’adapter le modele SPC/Fw en excluant ex-
plicitement la contribution des effets nucléaires quantiques. Pour cela, ils ont
utilisé la méthode PIMD (que 1'on présentera par la suite, voir sec. [2.4]) qui per-
met de réaliser une dynamique moléculaire en prenant en compte ces effets. La
PIMD, a 300 K, a été d’abord réalisée avec le potentiel flexible SPC/Fw, ou les
résultats observés étaient en désaccord avec 'expérience (déstructuration du lig-
uide a cause de la sur-estimation de 'affaiblissement de la liaison hydrogene par
les effets nucléaires quantiques). Par la suite, les parametres du modele ont été
redéfinis dans le but que les résultats de la PIMD soient en accord avec 'expérience
pour donner le modeéle g-SPC/Fw (Quantum Simple Point Chage Flexible Water
model).

En raison de sa grande simplicité, de son paramétrage adapté a la méthode PIMD,
et de sa capacité a bien reproduire les propriétés structurales (voir sec. et dy-
namiques de ’eau, nous avons choisi dans notre étude d’utiliser ce dernier modele.
Ce modele est composé de 3 sites correspondant aux trois atomes de la molécule
d’eau. Pour les interactions intramoléculaires, puisqu’il s’agit d’un modele flex-
ible, on définit un oscillateur harmonique pour la liaison O-H (voir tableau
ainsi qu’un oscillateur harmonique angulaire qui permet de controler ’angle HOH
de facon a ce qu’il oscille autour de 112°. Notons que cet angle est volontaire-
ment choisi plus grand que celui de la molécule d’eau mesuré expérimentalement
(104.45°) afin de mieux reproduire le moment dipolaire de la molécule. En ce qui
concerne les interactions intermoléculaires, les forces électrostatiques de coulomb

sont prises en compte en attribuant une charge +q a chaque atome H et -2q a

atome O (voir tableau [2.3).
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Potentiel Li-O Dans le cadre de cette étude, le choix des potentiels empiriques
pour la liaison Li-O est central puisque les premiers voisins du lithium sont ex-
clusivement des atomes d’oxygene (dans nos modeles, pour le liquide, il s’agit
d’atomes d’oxygene des molécules d’eau voisines). Nous avons décidé d’utiliser
des potentiels définis par Lyubartsev et al| (2001)) (voir tableau [2.3). Dans cette
étude, les auteurs ont cherché & modéliser I'interaction Li*T-O dans ’eau en se ba-
sant sur des dynamiques moléculaires ab initio classiques (méthode CPMD, voir
sec. . IlIs ont montré que les potentiels de type Buckingham sont bien
adaptés pour correspondre aux données obtenues par dynamique moléculaire ab
initio, ce qui est cohérent avec le fait que la liaison est ionique. Ces potentiels
sont obtenus en utilisant le modele SPC pour l'eau et en utilisant la méthode

Monte-Carlo inversée.

Dans Lyubartsev et al.| (2001), I'aspect structural de la solution est comparé entre
les méthodes ab initio et les dynamiques moléculaires avec potentiels empiriques.
Les auteurs remarquent un bon accord entre les deux pour un systéeme contenant
32 molécules d’eau (correspondant & celui utilisé pour la dynamique moléculaire
ab initio). Malheureusement, ils observent aussi (voir figure 1 de Lyubartsev et al.
(2001))) des effets de taille pour un systeme plus grand (contenant 256 molécules
d’eau) car le systeme utilisé pour définir les parametres du potentiel est trop petit.

En particulier, on remarque que dans le petit systéme la solution est sur-structurée.

Néanmoins, ils notent que la distance Li-O moyenne est correcte, c’est-a-dire que
la premiere couche de voisins du lithium, a laquelle nous nous intéressons par-
ticulierement, est bien reproduite. De plus, puisque le potentiel est issu d'un
paramétrage basé sur des dynamiques moléculaires classiques, les effets quantiques
nucléaires ne sont pas présents, ce qui est un atout dans l'objectif d’utiliser la
méthode PIMD. Dans notre étude, nous avons pris soin de vérifier que les struc-

tures de nos liquides sont bien en accord avec les données obtenues sur de 1'eau

51



(calculs : [Stern et Berne| (2001); mesures expérimentales : Soper| (2000))).

Autres potentiels de la solution Dans nos liquides, nous avons équilibré la
charge du lithium avec autant d’atomes de chlore. Pour cette raison, nous avions
besoin de potentiels d’'interaction pour Li-Cl et CI-O. De plus, dans les systemes
comprenant plusieurs atomes de lithium et donc de chlore, nous avions besoin des
potentiels d’interaction Li-Li et CI-Cl. Dans nos systemes, Li et Cl sont éloignés
et la liaison Cl-O est faible. D’autre part, les propriétés de fractionnement iso-
topique sont fortement liées a la structure locale autour des éléments fractionnants.
L’influence de I'atome de Cl, que nous avons utilisé comme contreion, peut alors
étre négligée. Par conséquent, on considere que les interactions avec ’atome de Cl
interactions sont faibles et on peut utiliser des potentiels de type Lennard-Jones
(forces de type Van der Waals). Les parametres des potentiels sont présentés dans
le tableau et sont issus de 1’étude de [Heinzinger| (1985). Dans cette étude,
les auteurs ont paramétré leurs potentiels a partir d'une dynamique moléculaire
classique en comparant avec des données expérimentales sur la structure. Par
conséquent, des effets quantiques sont inclus dans les potentiels. Ce probleme est
a priori minime, d’une part car on ne s’intéresse pas a l'effet de la présence du
chlore dans la solution (nous avons vérifié que dans nos dynamiques, la distance
entre Li et Cl dans la solution était grande devant la distance Li-Cl ionique) et
d’autre part, en raison du fait que O et Cl sont des atomes lourds pour lesquels

les effets quantiques sont certainement limités.

Limites L’une des principales limitations a I'utilisation des potentiels empiriques
est qu’ils sont difficilement transférables. En particulier, lorsque I’on considere des
minéraux complexes, tels que la polylithionite (voir sec. 4.3.1). D’autre part, il

serait intéressant d’étudier en détails la transférabilité des potentiels en fonction de
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la température et de la densité. En particulier, pour la solution, nous avons utilisé
des potentiels, créés pour des systemes a 300 K, a plusieurs températures (300
K, 365 K et 400 K). Dans la section suivante, nous présentons la DFT (Density
Functionnal Theory) qui permet de calculer la structure électronique du systéme et
donc de réaliser des calculs cohérents pour des systemes tres différents. De plus, ces

méthodes permettent de faire des calculs indépendants des mesures expérimentales.

2.2.2. Calcul de la structure électronique

Pour dépasser les limites des potentiels empiriques, on cherche a résoudre I’équation
de Schrédinger indépendante du temps (Schrodinger, (1926] eq. ) pour des
électrons du systeme (en considérant toujours I'approximation de Born-Oppenheimer
qui permet de séparer le mouvement des électrons de celui des noyaux). En
résolvant cette équation, il est possible de calculer I’énergie de 1’état fondamental.
Le probléeme est que le nombre de variables dans 1’équation de Schrodinger croit
tres rapidement avec le nombre d’atomes ce qui rend, en principe, le probleme insol-
vable. Il existe cependant des méthodes qui permettent de résoudre ces équations
(appelées ab initio, car elles permettent de décrire intégralement le systéme quan-
tique sans connaitre a priori ses caractéristiques (forces d’interactions, distances
d’équilibre, fréquences de vibrations)). Dans ce chapitre, nous allons présenter

I'une de ces méthodes, appelée Density Functionnal Theory (DFT).

2.2.2.a. Hamiltonien du systéme électronique

Avec la DFT, on souhaite résoudre 1’équation de Schrodinger pour le systeme

électronique d’un systeme atomique dont le Hamiltonien s’écrit, pour n électrons
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et N atomes, sous la forme suivante :

|-

h? Zier 1
— ZV?JFZIGRIJWZ + Ej; (2.44)

o2
s i=; Ui — T
ou I correspond aux noyaux de charge Z;, de position Ry et de masse M et i, j
deux électrons du systeme de charge e, de masse m, et de position r;. et rj. Le
premier terme décrit ’énergie cinétique des électrons, tandis que les deux termes
suivants correspondent aux interactions colombiennes entre particules chargées
(noyaux chargés positivement et électrons chargés négativement). Ej; est I"énergie
d’interaction entre atomes qui est ici supposée constante puisque les atomes sont

fixes. Dans la suite, les notations en lettres majuscules (R, M, I) représenteront

les noyaux et en lettres minuscules (r, m et i) les électrons.

En mécanique quantique, 1’énergie du systeme décrit ci-dessus est obtenue en

résolvant ’équation de Schrodinger indépendante du temps :
HY = EV (2.45)

Par convention, le Hamiltonien (2.44)), qui décrit la partie électronique du systéme
(et qui donc caractérise les interactions entre les atomes), peut s’écrire sous la

forme simplifiée suivante :
H =T+ Vgt + Vee + Er1 (2.46)

Ou V,,; correspond au potentiel agissant sur les électrons di a la présence des
noyaux, Ve, correspond aux interactions électrons-électrons et 1" est le terme de

I’énergie cinétique des électrons.
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2.2.2.b. Matrice densité

Etant donné que la résolution de I’équation de Schrodinger pour le Hamiltonien
est une fonction a 3n variables, I'effort nécessaire pour la calculer croit tres
rapidement. Méme pour des systeémes assez petits (quelques dizaines d’atomes),
les ordinateurs actuels ne peuvent obtenir cette solution en un temps raisonnable.
C’est ce qui motive encore aujourd’hui l'utilisation de la DFT qui, comme cela
sera détaillé dans la section [2.2.2.d, consiste a montrer que la densité qui minimise
I'énergie (ou plus exactement la fonctionnelle énergie de la densité) est la densité
exacte de I’état fondamental. Ceci permet de remplacer le probleme a 3n variables
en un probleme a 3 variables d’espace (la densité étant une fonction des variables

d’espace).

En mécanique quantique, on définit 'opérateur densité comme le produit scalaire

suivant :

n=p;| Y)Y, | (2.47)

ou | ;) sont les fonctions d’ondes du systeme électronique et p; est la probabilité
moyenne d’occupation de I'état i. Ce qui permet d’écrire la valeur moyenne d’une

observable :

<A> = pz(‘I’z‘A"I’z> = TT(ﬁA) (2.48)

On peut donc, avec la connaissance de l'opérateur densité, calculer la valeur
moyenne d’une observable. La matrice densité introduit une dimension statistique

au systeme quantique au lieu d’'une description par des fonctions d’onde.

2.2.2.c. Théorie de la fonctionnelle de la densité

Théoréeme d’Hohenberg-Khon En 1964, Honhenberg et Kohn ont publié deux

théoremes fondateurs de la DFT. Le premier de ces théorémes pose un cadre
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théorique pour résoudre ’équation de Schrodinger, tandis que le second rend cette
théorie réalisable d'un point de vue pratique. L’objectif d’Hohenberg et Kohn
(1964) était de montrer qu’a partir d’une fonctionnelle de la densité, on peut
obtenir la solution exacte pour un systeme a plusieurs particules. Ils ont pour cela

démontré les deux théorémes suivants :

Premier théoreme Pour tout systéme de particules en interaction évoluant dans
un potentiel externe V. (r), la densité ng(r) de 1’état fondamental permet de

déterminer exactement (a une constante pres) V. (r).

Connaissant le potentiel externe d'un systeme, on peut calculer les fonctions d’onde
du systeme (états électroniques) dont celles de 'état fondamental en résolvant
I’équation de Schrodinger. D’autre part, la connaissance des fonctions d’onde de
I'état fondamental permet de calculer la densité ng(r) de cet état comme nous
I’avons vu dans 1’équation m D’apres ce théoréme, en connaissant ng(r) on
peut calculer V,,(r), ce qui implique que l'on peut faire évoluer V,,.(r) de fagon
récursive jusqu’a ce que la valeur du potentiel soit convergée (ce procédé est appelé
Self-Consistency et donne naissance a 'appellation Self-Consistent Field method

dont la DFT est l'une des déclinaisons) :

Vet () EE ng(r) (2.49)

S T
vi({r}) —  Wo({r})

ou HK désigne les théoremes de Honenberg et Kohn et S désigne la résolution de
I’équation de Schrodinger, ¥, est la fonction d’onde de 1’état i et g est la fonction

d’onde de I’état fondamental.
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De I'état fondamental aux états excités La connaissance de I’état fondamental
d’un systeme permet de calculer des propriétés essentielles telles que I’énergie totale
ou la structure d’équilibre du systeme. La DFT est une méthode qui permet de
calculer de fagon précise les propriétés de I'état fondamental. Pour calculer de

fagon précise les propriétés des systémes atomiques excités, d’autres méthodes ont

vu le jour, notamment la Time-Dependent DFT (TDDFT, Runge et Gross (1984))).

Second théoréeme [’énergie du systeme peut s’exprimer sous la forme dune
fonctionnelle densité E[n(r)] pour tout potentiel externe. La densité qui minimise
cette fonctionnelle est la densité de I’état fondamental. Pour cette densité, I’énergie

est la valeur de I’énergie dans I’état fondamental.

Ce théoreme indique que la seule connaissance de la densité permet de calculer
I’énergie du systeme dans I’état fondamental, ce qui permet de remplacer le systéme
a n corps a 3n variables par un systéme a un corps (qui est la densité) a 3 vari-
ables. La densité est a la fois variable et solution du systeme. Pour obtenir la
densité électronique de I’état fondamental, il sera donc nécessaire de procéder par

itérations. L’énergie, dans ce cadre théorique, s’écrit :
Epage[n(e)] = Tlo()] + Ertapireen(r)] + [ Vewer)n(e)de + B (2.50)

ou Ej; est I’énergie d’interaction entre les noyaux. Le terme de Hartree correspond

a l'interaction entre les électrons.

La démonstration de ces deux théorémes est maintenant couramment présentée
(Martin, [2004) et se base sur des reformulations usuelles de I’équation de 1’énergie

en mécanique quantique.

Cependant, bien que le nombre de variables soit significativement réduit, ces

théoréemes ne donnent pas la forme que doit avoir la fonctionnelle de la densité.
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On a donc simplement déplacé le probleme. Nota