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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La clôture algébrique k d’un corps de nombres k est une extension galoisienne, elle admet donc un
groupe de Galois Gk appelé groupe de Galois absolu de k. Ce groupe profini est un objet mystérieux,
même dans le cas k “ Q. L’idée pour le comprendre un peu mieux est de le décomposer en parties que
l’on peut étudier indépendamment les unes des autres, comme on le ferait pour un groupe fini via la
décomposition en p-parties. Donnons-nous donc un nombre premier p et considérons l’analogue profini
de la p-partie : le pro-p quotient maximal Gkppq de Gk. Par construction, ce pro-p groupe correspond
à la pro-p extension maximale de k. Pour avoir encore plus de contrôle sur les extensions, et donc une
meilleure compréhension de leurs groupes de Galois, on peut également restreindre la ramification. En
effet, on sait quel premier se ramifie ou non dans une extension finie. Si on se donne un ensemble fini
S de premiers de k, on peut donc considérer le compositum de toutes les p-extensions finies de k dans
lesquelles seuls les éléments de S peuvent se ramifier. On obtient une extension non ramifiée en dehors
de S, galoisienne par maximalité et dont le groupe de Galois est limite projective de p-groupes finis :
c’est un pro-p-groupe. Ce quotient de Gkppq est noté Gk,S ; il correspond à la pro-p extension maximale
de k non-ramifiée en dehors de S, qui sera notée kS dans toute la suite.

L’étude d’un tel groupe était également motivée par des questions géométriques, notamment sur les
recouvrements finis de surfaces de Riemann ramifiées en un nombre fini de premiers, par la théorie du
corps de classes et par la connaissance profonde des groupes de Galois de corps locaux. On retrouve
ce type de questionnement dans les articles de Shafarevich, puis dans l’article de Golod et Shafarevich
dans lequel est démontré le théorème du même nom. On s’intéressera dans ce manuscrit aux deux cas
extrêmes : le cas sauvage, où l’on suppose que S contient tous les premiers au dessus de p, et le cas
modéré, où l’on suppose au contraire que S ne contient aucun diviseur de p.

Les extensions à ramification restreinte ont fait l’objet de nombreux travaux. Citons trois références
majeures, qui sont le fil conducteur de tout ce qui suit : le livre de Koch ([29]), le livre de Neukirch,
Schmidt et Wingberg ([42]) et plus particulièrement les chapitres I, V et X, et le livre de Gras ([17]).

Remarquons dès maintenant que seuls les premiers dont la norme est congrue à 0 ou 1 modulo p sont
susceptibles d’être ramifiés dans une p-extension. On supposera sans perte de généralité pour la suite
l’ensemble S minimal, c’est-à-dire contenant uniquement de tels premiers. Pour plus de confort, nous
supposerons également le nombre premier p impair.

1.1. Premier axe : groupes mild

Si l’on suppose que S contient tous les premiers de k divisant p, alors les travaux de Kuz’min ont
montré que le groupe GS :“ Gk,S est de dimension cohomologique inférieure ou égale à 2 lorsque p ą 2.
Schmidt a plus tard totalement décrit le cas p “ 2. On renvoie à [42, chap. X] pour un état de l’art sur
cette question.



Si maintenant on se place dans le cas modéré, c’est-à-dire si S ne contient aucun premier au dessus
de p, la question est encore ouverte. Artin pensait (et c’était une conjecture, [13, chap. 15]) que la
pro-p extension non-ramifiée maximale d’un corps de nombres était nécessairement finie. Le résultat de
Golod et Shafarevich en 1964 implique qu’un groupe GS peut être infini, par exemple si l’on suppose
S “ H, ce qui invalide la conjecture faite par Artin. Mais si ce groupe est infini, quelle est sa dimension
cohomologique ?

En 1981, puis 1985, Anick publie deux articles sur les algèbres non commutatives et notamment sur
l’algèbre de Lie associée à un groupe dans lesquels il introduit les notions de suite strictement libre,
suite combinatoirement libre, suite fortement libre et groupe mild. Labute s’intéresse aux propriétés des
pro-p groupes mild et notamment au lien entre le caractère mild et la dimension cohomologique : un
tel groupe est de dimension cohomologique inférieure ou égale à 2. En 2005, lors d’une visite à London
(Ontario) il cherche à redémontrer les résultats de Kuz’min en appliquant le travail de Anick à l’algèbre
de Lie graduée obtenue à partir de la suite centrale descendante de GS . Contrairement à son intuition,
ces outils se révèlent inadaptés au cas sauvage. Cependant, ils lui permettent d’exhiber dans [30] les
premiers exemples de pro-p groupe GS de dimension cohomologique 2 dans le cas modéré pour k “ Q
et p ą 3. Il utilise le résultat suivant de Koch [29], qui donne une description explicite du début des
relations de GS :

Théorème 1.1.1. — On considère une présentation minimale GS “ F {R du pro-p groupe GS, où F est
le pro-p groupe libre sur m générateurs x1, . . . , xm. Si on note F p le sous-groupe de F engendré par les
puissances p-èmes, alors le sous-groupe normal fermé R est engendré par d éléments r1, . . . rd P F

prF, F s

vérifiant
ri ” xpaii

ź

i‰j

rxi, xjs
`ijmod F p3q, ai, `ij P Z{pZ,

où F p3q “ pF p2qqprF, F p2qs avec F p2q “ F prF, F s.

Les puissances `ij sont appelées linking numbers. Labute associe alors au groupe GS un diagramme,
appelé linking diagram, dont les sommets sont les éléments de S et dont les arcs sont pondérés par les
linking numbers et introduit la notion de circuit non-singulier :

Définition 1.1.2. — Un linking diagram Γ est appelé circuit non-singulier lorsque :
(i) les sommets de Γ peuvent être ordonnés de sorte que v1v2 . . . vm soit un circuit ;
(ii) aucun arc ne relie deux sommets d’indices impairs et

`12`23 . . . `m1 ´ `1m`21 . . . `m,m´1 ‰ 0.

On rappelle qu’un circuit est chemin de longueur strictement plus grande que 1 qui relie un sommet
à lui-même. La notion de circuit non-singulier est reliée au travail d’Anick de la manière suivante :

Théorème 1.1.3 (Labute, [30]). — Soit G un pro-p groupe admettant une présentation de Koch.
Alors la suite de ses relations est fortement libre si p ‰ 2 et si les sommets du linking diagram associé
forment un circuit non-singulier.

On peut énoncer ce résultat en terme de groupe mild :

Théorème 1.1.4 (Labute, [30]). — Le pro-p groupe GS est mild si les sommets du linking diagram
associé forment un circuit non-singulier.

A. Schmidt reformule ensuite ce résultat puis l’étend dans [49] et [50]. Partant du fait que les linking
numbers sont en fait des valeurs prises par le cup-produit sur le premier groupe de cohomologie de GS , il
déduit qu’un pro-p groupe G est mild si le cup-produit sur son premier groupe de cohomologie (sur Fp)
vérifie certaines propriétés. Il faudra attendre seulement quelques mois pour que Vogel publie [55] dans
lequel il utilise les méthodes de Labute et les adapte au cas de certains corps quadratiques imaginaires.
Deux ans plus tard, en 2009, Labute et Minac dans [31] prouvent que le résultat reste vrai pour p “ 2,
et donnent de nouveaux exemples de pro-p groupes GS , toujours au dessus du corps des rationnels.
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Finalement, Forré publie en 2011 [12] dans lequel il propose une preuve plus immédiate (dans le sens
où elle ne nécessite pas de traiter à part le cas p “ 2) du critère du cup-produit : il utilise lui aussi la
présentation de Koch et les travaux de Anick, mais les applique à une algèbre de séries formelles plutôt
qu’à l’algèbre de Lie associée à GS . C’est cette approche que nous avons choisi de suivre ici (dans le
chapitre 3).

Nous appellerons dans toute la suite "critère de Labute, Minac et Schmidt" le critère issu des travaux
successifs de ces trois mathématiciens :

Théorème 1.1.5 (Critère (LMS)). — Soit G un pro-p groupe de p-rang fini. Si les groupes de
cohomologie (sur Fp) de G satisfont les conditions suivantes :

(i) il existe deux Fp-espaces vectoriels U et V tels que H1pG,Fpq » U ‘ V ,
(i) le cup-produit V b V Ñ H2pG,Fpq est trivial,
(ii) le cup-produit U b V Ñ H2pG,Fpq est surjectif.

Alors le pro-p groupe G est mild.

La plupart des exemples de pro-p groupes GS mild présents dans la littérature sont issus de cette série
de papiers et concernent donc des pro-p extensions de Q ou de corps quadratiques imaginaires.

La question de la propagation du caractère mild d’un groupe GK,S est vaste. Considérons une exten-
sion L de K et GL,S le groupe de Galois correspondant, où on note par abus S l’ensemble des places de L

divisant les éléments de S. Le caractère mild se conserve-t-il lorsque GK,S est un quotient de GalpLS{Kq ?
Lorsque L{K est une extension de degré p ? Lorsque L{K est une extension linéairement disjointe de KS{K

de degré premier à p ?
Le théorème montré par Gras dans [18] permet de répondre en partie à cette dernière question,

dans le cas d’une extension quadratique du corps des rationnels dont on suppose le p-groupe de classes
(c’est-à-dire le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes) trivial : en s’appuyant sur un résultat de
théorie des groupes de Tate ([53]), le résultat de Gras montre que si les premiers de S sont inertes dans
l’extension L{K, alors le groupe GL,S est isomorphe à GK,S . Les groupes GK,S et GL,S sont donc dans
ce cas simultanément mild.

Dans le chapitre 3 de ce manuscrit, on se place dans la situation extrême opposée : on suppose que
tous les éléments de S sont totalement décomposés dans l’extension L{K. Pour simplifier les calculs, on
se concentre sur les extensions quadratiques imaginaires du corps des rationnels Q mais un raisonnement
similaire est envisageable dans un cas plus général. La problématique est donc la suivante :

Question 1.1.6. — En supposant que le groupe GQ,S est mild, sous quelles conditions le groupe GL,S

conserve-t-il cette propriété ?

On se place dans la situation galoisienne :

LS

QS ¨

Q
2

GQ,S

L

GL,S

où L est un corps quadratique imaginaire (différent de Qpjq si p “ 3). On suppose que toutes les places
de S se décomposent totalement dans l’extension L{Q et que L est de p-groupe de classes trivial.

Sous cette dernière hypothèse, les éléments du deuxième groupe de cohomologie peuvent être vus
comme des objets locaux. Ceci vaut en particulier pour les cup-produits qui pourront alors être calculés
grâce à des outils de théorie du corps de classes.
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Ce contexte permet de considérer une version faible (LMSf ) du critère de Labute-Minac-Schmidt, où
la décomposition H1pGS ,Fpq » U ‘ V correspond à une partition S1 Y S2 de l’ensemble S (on dit alors
que le critère (LMS) est vérifié en respectant S). En l’implémentant dans PARI/GP, nous tentons dans
un premier temps d’apporter une réponse statistique à la question 1.1.6 : si (LMSf ) est vérifié par le
groupe GQ,S , à quelle proportion de groupes GL,S le critère (LMSf ) s’applique-t-il ?

A S fixé tel queQ vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S, on note ESpXq l’ensemble
des corps quadratiques imaginaires de discriminants inférieurs à X, de p-groupe de classes triviaux et
dans lesquels éléments de S sont décomposés. On calcule grâce à la méthode des premiers auxiliaires
(section 3.3.1) la quantité

PS,ppXq “
#tL P ESpXq, le critère (LMSf ) s’applique à Lqu

#tL P ESu
et on obtient par exemple les valeurs suivantes :

S PS,3p105q

t13, 127, 193, 349u
1879

2151
» 0.8735

t337, 349, 379, 463u
2004

2341
» 0.8560

Parmi les corps quadratiques de l’ensemble ES , certains ne vérifient pas le critère (LMSf ), mais
vérifient le critère de Labute-Minac-Schmidt 3.1.5.

La seconde partie du chapitre 3 est consacrée à une étude théorique de ce phénomène de propagation.
Nous associons à chaque couple pS, pq et chaque corps quadratique imaginaire L deux graphes orientés
GS et GS˚. Bien que leurs sommets soient les premiers de S, ces graphes diffèrent des linking diagram de
Labute et Vogel : les arcs sont cette fois déterminés par des conditions de ramification dans des extensions
p-élémentaires de L. Afin d’étudier le caractère mild du pro-p groupe GL,S , nous introduisons la notion
de graphe quasi-circulaire :

Définition 1.1.7. — Un graphe est dit quasi-circulaire s’il admet un sous-graphe couvrant dont les
sommets sont de degré entrant égal à 1.

En exploitant les propriétés du cup-produits et la correspondance donnée par la théorie du corps de
classes locale, nous montrons alors :

Théorème 1.1.8. — Soit L une extension quadratique imaginaire de Q de p-groupe de classes trivial
(différente de Qpjq si p “ 3) telle que tout premier de S est décomposé dans L{Q.

Si Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S (le pro-p groupe GQ,S est donc mild)
et si l’un des graphes GS ou G˚S est quasi-circulaire, alors le groupe GL,S est mild et dimFp H

1pGL,S ,Fpq “
dimFp H

2pGL,S ,Fpq “ 2|S|.

Ce résultat nous permet en particulier d’exhiber de nouveaux exemples de pro-p groupes GS mild au
dessus d’extensions quadratiques imaginaires qui ne peuvent être détectés par le résultat de Vogel ([55]).

Ces travaux, présentés dans le chapitre 3 de ce manuscrit, font l’objet de l’article [48].

1.2. Deuxième axe : structure galoisienne, corps p-rationnels

Les pro-p groupes GS peuvent également être étudiés via leur structure de module. Commençons par
rappeler dans les grandes lignes le cadre de la théorie d’Iwasawa qui nous intéresse. On renvoie pour plus
de précisions à [42, chap. V].
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Considérons une Zp-extension k8{k, c’est-à-dire une extension galoisienne de k dont le groupe de
Galois Γ est isomorphe au pro-p groupe libre Zp ; on note γ un générateur de Γ. On appelle de manière
standard algèbre d’Iwasawa l’algèbre ZpvΓw et module d’Iwasawa tout ZpvΓw-module compact (voir [42,
chap. V, §3]). L’isomorphisme de Zp-algèbres topologiques

ZpvT w Ñ ZpvΓw
T ÞÑ γ ´ 1

permet d’obtenir pour tout module d’Iwasawa le théorème de structure suivant :

Théorème 1.2.1. — Si M est un module d’Iwasawa de type fini, alors il existe des polynômes de
Weierstrass irréductibles Fj, des entiers r, mi et nj et un homomorphisme

M Ñ ZpvΓwr ‘
s
à

i“1

ZpvΓw{pmi ‘
à

ZpvΓw{F
nj
j

de noyau et conoyau finis.

Les entiers r, µ “
ř

mi et λ “
ř

njdegpFjq sont entièrement déterminés par le module M , on parle
alors d’invariants d’Iwasawa.

Revenons aux pro-p extensions à ramification restreinte : on considère S un ensemble de premiers de
k contenant les diviseurs de p et notons k8 une Zp-extension de k contenue dans kS . On note Γ le groupe
de Galois de l’extension k8{k et H le sous-groupe de GS défini par la suite exacte suivante :

1 // H // GS // Γ // 1 .

Les propriétés des groupes GS associées au lemme de Nakayama topologique permettent de montrer
que l’abélianisé X :“ Hab est un module d’Iwasawa. Le théorème de structure permet alors de lier les
propriétés des groupes GS et H – et notamment leurs premiers groupes de cohomologie – aux propriétés
du ZpvΓw-module X et de ses sous-modules. On renvoie par exemple à [42, chap. V, §3, chap. V, §6].

Dans le chapitre 4 de ce manuscrit, on suppose que Γ est un pro-p groupe quelconque. Considérons
par exemple H un sous-groupe fermé normal de GS quelconque et notons G le quotient G :“ GS{H. On
note toujours X :“ Hab. Alors X est encore naturellement muni d’une structure de ZpvGw-module !

De plus, l’algèbre ZpvGw conserve de bonnes propriétés : c’est un anneau local d’idéal maximal engendré
par son idéal d’augmentation et par p ([5], [42]). Le théorème de structure 1.2.1 ne s’applique pas ici
mais Maire, dans [38], définit néanmoins un invariant pour le ZpvGw-module X :

Définition 1.2.2. — Lorsque X est ZpvGw-libre et de type fini, le rang ρX est l’unique entier vérifiant
X » ZpvGwρX .

Il montre alors que la liberté du module X est liée, sous de bonnes hypothèses à la Zp-torsion du
groupe Gab.

Théorème 1.2.3 (Maire, [38]). — On suppose que GS est de présentation finie et que GS et G sont
de dimension cohomologique au plus 2. Si les multiplicateurs de Schur H2pGS ,Qp{Zpq, H2pH,Qp{Zpq et
H2pG,Qp{Zpq sont triviaux et si X est de type fini, alors le ZpvGw-module X est libre si et seulement si
le morphisme TorZpG

ab
S Ñ Gab est injectif.

On a dans ce cas rgZpXG “ rgZpG
ab
S ´ rgZpG

ab.

Ce théorème s’applique bien à certaines situations arithmétiques parmi lesquelles les extensions de
corps locaux, les corps CM et l’étude des groupes GS .
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Reprenons le contexte galoisien déjà évoqué, en supposant cette fois que l’ensemble S contient les
places p-adiques et que le groupe ∆ est d’ordre premier à p :

KS

kS ¨

H

k

∆

G

K

G

On peut dans ce cas être plus précis que Maire dans [38]. En effet, le groupe de Galois de l’extension
K{k agit sur le Zpv∆ ˆ Gw-module X :“ Hab. La décomposition en idempotents de Zpr∆s permet de
parler de ϕ-composantes de X où ici ϕ désigne un caractère Qp-irréductible de ∆. En supposant que
∆ est d’ordre premier à p, on s’assure que les groupes ∆ et G commutent ; la composante Xϕ est alors
également munie d’une structure de ZpvGw-module. On renvoie au chapitre 4 pour plus de précisions sur
ces modules. La décomposition en somme directe de ϕ-composantes permet de pousser plus loin le travail
fait dans [38] : imaginons que le théorème ne permette pas de prouver que le module X est libre, on
peut quand même espérer déterminer de quelle ϕ-composante vient l’obstruction. On arrive à montrer
le théorème suivant :

Théorème 1.2.4. — Soit K{k une extension galoisienne de groupe de Galois ∆ d’ordre premier à p.
Soit ϕ un caractère Qp-irréductible non-trivial de ∆. Sous les notations précédentes et sous la conjecture
de Leopoldt, le module Xϕ est ZpvGw-libre si et seulement si TorZp

`

Gab
˘ϕ est trivial.

Ici, TorZpGab désigne la torsion du Zp-module GabK,S :“ GK,S{rGK,S , GK,Ss. Le cas du caractère trivial
est traité à part et on retrouve évidemment le théorème 1.2.3.

L’objet arithmétique essentiel est donc le Zp-module de torsion TorZpG
ab
K,S . Il ne dépend pas du groupe

H choisi et par un théorème de déploiement (voir [17, chap. III, §4, th. 4.1.5]), son étude se ramène au
cas où S “ Sp. Sous la conjecture de Léopoldt, le groupe fini TorZpG

ab
K,Sp

est également central dans
l’étude de la p-rationalité du corps K : on dit que K est p-rationnel lorsque ce groupe est trivial.

Le livre de Gras [17] donne une présentation détaillée des corps p-rationnels qui ont par ailleurs
été l’objet de nombreux travaux : Movaheddi-Nguyen [41], Gras-Jaulent [20], Jaulent-Nguyen [26],
Greenberg [21], etc... Récemment, Gras a émis la conjecture suivante ([19, conj. 8.11]) :

Conjecture 1.2.5 (Gras). — Soit K un corps de nombres. Pour p assez grand, le corps K est p-
rationnel.

Sous cette conjecture, le théorème 1.2.4 implique alors que pour p assez grand, le module Xϕ est libre
(pour tout caractère ϕ ‰ 1 et quand S “ Sp).

La théorie du corps de classes permet d’exprimer TorZpG
ab
K,Sp

comme un produit de deux quantités
dont l’une devient triviale lorsque le p-Sylow du groupe des classes ClpKq de K est trivial. Sous cette
hypothèse, le calcul du module TorZpG

ab
K,Sp

se ramène à l’étude du quotient des unités des complétés p-
adiques par les unités globales. Encore mieux, en s’assurant qu’aucun complété p-adique de K ne contient
de racines p-ème de l’unité, l’étude de TorZpG

ab
K,Sp

"se résume" à celle du régulateur normalisé défini par
Gras [15, def. 5.1]. Cette observation que l’on trouve déjà dans [17, chap. III, §4.14] est propice à une
étude statistique : si on se place au dessus de Q dans des extensions bien choisies, la condition à vérifier
est en fait une condition de congruences modulo p ! Le chapitre 4 s’achèvera ainsi sur des applications
numériques dans plusieurs familles d’extensions données par des polynômes dont les racines engendrent
le groupe des unités du corps de décomposition. Ces polynômes sont issus de familles données par Balady
[2], Lecacheux [33] et Balady-Washington [3]. Les résultats obtenus confortent la conjecture de Gras sur
les corps p-rationnels. À noter que Pitoun-Varescon [47] et plus récemment Gras [14] ont donné des
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algorithmes pour tester la p-rationalité d’un corps de nombres en toute généralité. Nous nous efforcerons
de comparer les différentes vitesses de calculs.

Cette approche, développée dans le chapitre 4, a donné lieu à un article rédigé en collaboration avec
Christian Maire (actuellement soumis).
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CHAPITRE 2

OUTILS

Comme nous l’avons expliqué dans l’introduction, nous suivrons deux approches différentes dans les
chapitres 3 et 4 ; en revanche, nous utiliserons majoritairement les deux mêmes "outils" pour démontrer
les théorèmes 1.1.8 et 1.2.4 : la théorie p-adique du corps de classes et la cohomologie. Nous rappelons
dans cette section les principaux résultats que nous utiliserons par la suite.

2.1. Théorie p-adique du corps de classes

La théorie p-adique du corps de classes, développée par Jaulent dans [27], est un outil efficace pour
l’étude de pro-p extensions de corps de nombres : elle relie des (pro-p) objets globaux à certains groupes de
normes locaux via la correspondance d’Artin. Nous rappelons ici les notations et les principaux résultats
que l’on peut retrouver dans [27].

Soit K un corps de nombres de degré n sur Q. La théorie p-adique du corps de classes lui fait corres-
pondre deux Zp-modules : le premier, global, est le p-adifié RK “ Zp bKˆ du groupe multiplicatif Kˆ,
et le second, semi-local, est appelé p-groupe d’idèles de K et noté JK ; il est défini comme suit. Si v est
une place de K, on note Rv et Uv les complétions p-adiques respectives du corps complété Kv de K en v,
et du groupe des unités de l’anneau local associé à Kv. Le groupe des idèles JK de K est défini comme
le produit restreint sur les places de K des Rv suivant Uv :

JK “

res
ź

vPPlK

Rv.

Autrement dit, si x “ pxvqv est un élément de JK, alors il existe un ensemble fini S de places de K tel
que xv P Rv si v est un élément de S et xv P Uv sinon. L’injection diagonale de K dans ses complétés
induit une injection continue de RK dans le p-groupe des idèles JK, qu’on note ι (c’est le plongement
diagonal). Pour S un ensemble fini de places de K, on note encore ι (“ ιS) le plongement diagonal
ι : RK Ñ

ś

vPS Rv. On identifiera pour la suite RK à un sous-Zp-module de JK.
Pour T , S deux ensembles fini disjoints de places de K, notons par KT

S la pro-p-extension maximale
de K, non-ramifiée en dehors de S et dans laquelle les places de T sont totalement décomposées ; posons
GTK,S “ GalpKT

S {Kq. La correspondance de la théorie du corps de classes apporte l’isomorphisme suivant
(induit par l’application d’Artin) :

(1) pGTK,Sq
ab »

JK

RK

ś

vRS Uv
ś

vPT Rv
.

Enfin, les unités jouent un rôle important dans ce qui suit. On note EK “ Zp b EK le p-adifié du
groupe des unités globales de K. Plus généralement, soit ETK,S (ou encore ETS ) le groupe des T -unités de
K congrues à 1 modulo S. Posons ETK,S “ ETS “ Zp b ETS .

L’étude de pGTK,Sq
ab peut se faire de façon relative, par exemple à travers le p-groupe des classes de

K. Présentons un résultat bien connu.



Proposition 2.1.1. — Soient les ensembles finis de places de K, S Ă Σ et T 1 Ă T , avec T X S “

T 1 X Σ “ H. Alors le noyau du morphisme naturel de restriction GT
1,ab

K,Σ Ñ GT,abK,S est isomorphe, via
l’application d’Artin, au quotient

ś

vPΣzS Uv
ś

vPT zT 1 Rv

ιpETS q
,

où ι est le plongement diagonal sous-jacent.

Démonstration. — C’est immédiat. Considérons la suite exacte courte

1 // W // GT
1,ab

K,Σ
// GT,abK,S

// 1 .

D’après la théorie p-adique du corps de classes rappelée précédemment, le groupe GT,abK,S est isomorphe,
via l’application d’Artin, au quotient JK{RK

ź

vRS

Uv
ź

vPT

Rv du groupe d’idèles de K. On a donc :

W » Ker

˜

JK{RK

ź

vRΣ

Uv
ź

vPT 1

Rv Ñ JK{RK

ź

vRS

Uv
ź

vPT

Rv

¸

»

ś

vPΣzS Uv
ś

vPT zT 1 Rv

p
ś

vRΣ Uv
ś

vPT 1 Rvq X pRK

ś

vPΣzS Uv
ś

vPT zT 1 Rvq
,

d’où le résultat.

Lorsque S “ T “ H, la théorie du corps de classes globale permet d’identifier le groupe de Galois de
la pro-p extension abélienne non-ramifiée maximale de K au p-Sylow du groupe des classes de K (voir
par exemple [17]) Ainsi, il vient :

Corollaire 2.1.2. — Soit p tel que le p-Sylow du groupe des classes ClpKq de K est trivial. Alors

GabK,S »

ś

vPS Uv
ιpEKq

.

Nous utiliserons dans la suite beaucoup de résultats de cohomologie. Les groupes de cohomologie sur
Fp de GTK,S , de son abélianisé et de son quotient par les puissances p-èmes étant identiques, nous pourrons
dans certains cas ramener notre étude à celle du groupe GT,p,elK,S :“ GT,abK,S {pG

T,ab
K,S q

p. On note KT,p,el
S le

sous-corps de KT
S correspondant : c’est la p-extension élémentaire maximale de K non-ramifiée en dehors

de S et T -décomposée.

Corollaire 2.1.3. — Soit p tel que le p-groupe des T -classes de K est trivial. Alors

GT,p,elK,S »

ś

vPS Uv
ιpETS qJ

p
K X

ś

vPS Uv
.

Démonstration. — La démonstration est là encore immédiate. Le groupe GTK,S se surjecte sur le groupe
GTK,H, groupe de Galois de la pro-p extension maximale de K, T -décomposée et non-ramifiée. En prenant
leurs abélianisés et en quotientant par p, on a donc une suite exacte

1 // W // pGTS q
ab{p // pGTHq

ab{p // 1 .

D’une part l’hypothèse sur le p-groupe des T -classes de K équivaut à la trivialité de pGTHq
ab{p, doncW et

pGTS q
ab{p sont isomorphes. D’autre part, l’isomorphisme (1) appliqué aux groupes pGTS q

ab{p et pGTHq
ab{p

permet de déterminer W :

W »
RKJ p

K

ś

vPPlK
Uv

ś

vPT Rv

RKJ p
K

ś

vRS Uv
ś

vPT Rv
»

ś

vPS Uv
pRKJ p

K

ś

vRS Uv
ś

vPT Rvq X
ś

vPS Uv
,

d’où le résultat.

Lorsque l’on n’impose pas de condition de décomposition, c’est-à-dire dans le cas où T “ H, et sous
de bonnes hypothèses, on peut même en déduire un résultat sur la structure de Gp,elS .
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Théorème 2.1.4. — Soit K un corps de nombres de p-groupe des classes trivial. Si on suppose que les
unités sont des puissances p-èmes en les places v de S, alors on a la décomposition :

Gp,elS »
ź

vPS

Gp,el
tvu .

Démonstration. — Par le corollaire précédent, on a déjà les isomorphismes

Gp,elS »

ś

vPS Uv
ιpESqJ p

K X
ś

vPS Uv
»

ź

vPS

Uv
M

Upv ,

car les unités sont supposées être des puissances p-èmes en les places v de S.
En appliquant cela dans le cas où S ne contient qu’une seule place v, on a également Gp,el

tvu »
Uv

M

Upv ,
ce qui permet de conclure.

2.2. Cohomologie

On renvoie à [42, chap. I] pour la définition des groupes de cohomologie et les preuves de leurs
propriétés utilisées ci-après.

L’étude des premiers groupes de cohomologie sur Fp vient naturellement lorsqu’on décrit un pro-p
groupe G par générateurs et relations. Si l’on considère une présentation minimale

1 // R // F // G // 1 ,

le nombre (minimal) de générateurs du pro-p groupe libre F est donné par la Fp-dimension dppGq du
premier groupe de cohomologie H1pGq :“ H1pG,Fpq. On dit alors que G est de p-rang dppGq. D’autre
part, si la présentation de G est minimale, le nombre rpGq de relations entre les générateurs de G est égal
à la Fp-dimension du deuxième groupe de cohomologie H2pGq :“ H2pG,Fpq (voir par exemple [52]). En
particulier, G est de présentation finie lorsque dimFp H

ipG,Fpq est fini pour i “ 1, 2 .

2.2.1. Relations : correspondance locale-globale. — Lorsque deux pro-p groupes sont reliés par
une application naturelle de conjugaison, injection ou surjection, leurs k-èmes groupes de cohomologie le
sont également via, respectivement, la conjugaison, la restriction et l’inflation. On peut alors construire,
sous certaines hypothèses, une correspondance locale-globale entre les deuxièmes groupes de cohomologie
du pro-p groupe GTK,S et de certains groupes d’extensions locales.

Définissons ici les objets locaux en jeu. Fixons S, T deux ensembles disjoints de places d’un corps de
nombres K. On suppose comme avant que les éléments de S sont congrus en norme à 0 ou 1 modulo p.

Pour v P S, on note Kv le complété de K pour | ¨ |v et Kv la pro-p extension maximale de Kv ; on pose
Gv :“ GalpKv{Kvq. Si M{K est une extension infinie, on définit Mv comme la réunion des complétés
des sous-extensions finies de M{K. On note en particulier Gv “ GalppKT

S qv{Kvq.

L’injection iv : Gv ãÑ GTK,S et la surjection πv : Gv � Gv permettent de définir les applications :

res
GTK,S
Gv

: H2pGTK,Sq ÝÑ H2pGvq

f ÞÝÑ f ˝ iv
et

infGv
Gv

: H2pGvq ÝÑ H2pGvq

f ÞÝÑ f ˝ πv
,

puis les applications induites :

H2pGTK,Sq
//

res

%%

à

v

H2pGvq

à

v

H2pGvq

inf

99

,

où les sommes directes peuvent être restreintes aux premiers de K qui se ramifient dans KT
S {K. En

effet, si v est non-ramifié dans KT
S {K, alors l’extension pKT

S qv{Kv est non-ramifiée et on a les surjections
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Gv � GalpKnr
v {Kvq et GalpKnr

v {Kvq� Gv, où Knr
v désigne la pro-p extension non-ramifiée maximale de

Kv. Par transitivité de l’inflation on a alors :

infGv
Gv
“ inf

GalpKnrv {Kvq

Gv
˝ infGvGalpKnrv {Kvq

.

Mais GalpKnr
v {Kvq est un pro-p groupe libre, donc H2pGalpKnr

v {Kvqq “ 0 et infGvGalpKnrv {Kvq
: H2pGvq Ñ

H2pGalpKnr
v {Kvqq est identiquement nulle. L’application infGv

Gv
est donc identiquement nulle pour tout v

non-ramifié dans KT
S {K et on a :

H2pGTK,Sq
//

res

$$

à

vPS

H2pGvq

à

vPS

H2pGvq

inf

99

.

Définition 2.2.1. — On note XpGTK,Sq (ou XT
S ) le noyau de l’application inf ˝ res : H2pGTK,Sq ÝÑ

À

vH
2pGvq. C’est le noyau de Shafarevich du groupe GTK,S .

Remarque 2.2.2. — Lorsque le corps K contient les racines p-èmes de l’unité et que S est non vide,
on peut encore enlever une des places de S (n’importe laquelle !) de la somme directe. Une preuve est
donnée dans [29, th. 11.4].

D’après le diagramme commutatif ci-dessus, lorsque le groupe XT
S est trivial, les relations du groupe

GTK,S sont en fait des relations « locales », c’est-à-dire des éléments des groupes H2pGvq, v P S. Ces
groupes étant totalement décrits lorsque v est premier à p (voir par exemple [29, th. 10.2]), il y a un
réel intérêt à se placer dans une telle situation. Bien que le groupe XT

S n’est en général pas connu, Koch
montre dans [29] qu’on peut le plonger dans le dual d’un autre objet.

On considère l’ensemble

V TS “ tα P KˆpS , pαq “ apaT , a P IS , aT P xT y, ivpαq P Kˆpv @v P Su.

Théorème 2.2.3 ([34]). — Le noyau XT
S s’injecte dans le dual de V TS {K

ˆ,p
S .

La formule de Shafarevich (voir [17, chap. I, §4.6]) relie le p-rang du quotient à celui du p-groupe
des T -classes de K. En particulier, la finitude du p-groupe de classes de K implique celle du p-rang de
V TS {K

ˆp
S et on a :

Corollaire 2.2.4. — Soit K un corps de nombres et soient S et T deux ensembles finis de premiers de
K disjoints. Le groupe de Galois GTK,S possède un nombre fini de relations.

Démonstration. — Par définition du noyau de Shafarevich on a la suite exacte :

1 //XT
S

// H2pGTK,Sq
//À

vH
2pGvq,

ce qui donne en terme de dimensions, par ce qui précède :

rpGTK,Sq “ dimFp H
2pGTK,Sq ď dimFp X

T
S ` dimFp

à

v

H2pGvq

ď dimFp V
T
S {K

ˆp
S ` dimFp

à

v

H2pGvq

ă `8.

Supposons maintenant T “ H. Le théorème 2.2.3 permet également de se placer sous un ensemble
d’hypothèses annulant XS :
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Théorème 2.2.5. — Si K “ Q ou si K est un corps quadratique imaginaire dont le p-groupe des classes
est trivial (on choisira K différent de Qpjq si p “ 3), et si S est un ensemble fini de places de K congrues
à 0 ou 1 en norme, alors le groupe XS est trivial.

Démonstration. — Par définition, pour tout x P VHpKq il existe un idéal a de K tel que l’idéal pxq
engendré par x soit égal à ap. L’application ϕ ainsi définie induit, par passage au quotient, une application
ϕ : VHpKq{K

ˆp Ñ ClpKq de noyau EK{E
p
K, où ClpKq est le p-groupe des classes de K et EK est le groupe

des unités de OK. D’après le théorème des unités de Dirichlet, EK{E
p
K est isomorphe au produit du

groupe libre Fr1`r2´1
p et du p-groupe µppKq des racines de l’unité contenues dans K. On a donc :

dimFp VHpKq{K
ˆp “ dimFp ClpKq ` dimFp µppKq ` r1 ` r2 ´ 1.

Par hypothèse, ClpKq est de p-dimension nulle, K ne contient pas de racine p-ème de l’unité et r1`r2´1 “

0, donc finalement dimFp VHpKq{K
ˆp “ 0.

On conclut avec le théorème 2.2.3 en remarquant que VSpKq{Kˆp est un sous-groupe de VHpKq{Kˆp.

Le théorème 2.2.5 pose le cadre du chapitre 3. En effet, l’injection

H2pGTK,Sq ãÑ
à

v

H2pGvq

permet de voir les relations de GTK,S comme des éléments de
À

vH
2pGvq. On pourra ainsi calculer

"localement" les cup-produits d’éléments de H1pGTK,Sq.

2.2.2. Générateurs. — Remarquons ici que pour tout pro-p groupe G on a :

HipG,Fpq “ HipGab{p,Fpq “ HipGp,el,Fpq.

On peut alors tout de suite montrer par la théorie du corps de classes que le groupe GTK,S est de p-rang
fini. Citons par exemple la formule de p-rang donnée par Koch dans [29] dans le cas où T “ H :

Théorème 2.2.6 ([29]). — Soit K un corps de caractéristique différente de p et soit S un ensemble
fini de places de K. Alors :

dimFp H
1pGK,Sq “

ÿ

vPS
χpvq“p

rKv : Qps ´ δ ´ r ` 1`
ÿ

vPS

δpKvq ` dimFp
`

VS
L

Kˆp
˘

,

où χpvq désigne la caractéristique du complété Kv, δ vaut 1 ou 0 suivant si le corps K contient les racines
p-èmes de l’unité ou non et r “ r1 ` r2.

Sous des hypothèses un peu plus fortes, le théorème 2.1.4 permet d’avoir plus : la structure du groupe
de cohomologie H1pGK,Sq.

Corollaire 2.2.7. — Soient K un corps de nombres de p-groupe de classes trivial et S un ensemble
fini de places de K qui ne divisent pas p. On suppose que les unités de K sont des puissances p-èmes
localement en les places de S. On a alors la décomposition :

H1pGSq »
à

vPS

H1pGp,elK,tvuq.

Démonstration. — Sous ces hypothèses, le théorème 2.1.4 s’applique. On conclut en dualisant.

2.2.3. Suite spectrale de Hochschild-Serre. — Le contexte du chapitre 4 nous amène à considérer
un pro-p groupe G et son quotient par un sous-groupe normal fermé H. La suite spectrale de Hochschild-
Serre permet de relier leurs groupes de cohomologie ; elle apporte l’argument principal de la preuve du
théorème 1.2.4.

Commençons par rappeler quelques généralités sur les suites spectrales : l’établissement des suites
exactes à 5, 6 et 7 termes. On suit ici ce qui est fait par exemple dans [40, Appendix B] avec les
notations usuelles.
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Suite exacte à 4 termes. — Soit Ep,q2 ñ En une suite spectrale. La filtration E1 Ą E1
1 Ą 0 sur E1 donne

la suite exacte
0 // E1

1
// E1 // E1{E1

1
// 0

où, par définition, E1{E1
1 “ E0,1

8 . Le morphisme d0,1
3 est trivial donc E0,1

8 “ E0,1
3 “ Ker d0,1

2 et on a en
fait :

0 // E1
1

// E1 // E0,1
2

d0,1
2 // E2,0

2 .

De plus, E1
1 “ E1

1{0 “ E1
1{E

1
2 “ E1,0

8 . Comme le morphisme d1,0
2 est trivial, E1,0

8 est égal à E1,0
2 , donc

E1
1 “ E1,0

2 et on a finalement la suite exacte :

0 // E1,0
2

// E1 // E0,1
2

d0,1
2 // E2,0

2 .

Suite exacte à 5 termes. — Le morphisme d2,0
2 est trivial, donc Ker d2,0

2 “ E2,0
2 et E2,0

3 “ E2,0
2 {Im d0,1

2 .
On a donc Im d0,1

2 “ KerpE2,0
2 Ñ E2,0

3 q et la suite est exacte :

0 // E1,0
2

// E1 // E0,1
2

d0,1
2 // E2,0

2
// // E2,0

3 .

D’autre part, comme le morphisme d2,0
3 est trivial, on a E2,0

4 “ E2,0
3 d’où E2,0

3 “ E2,0
8 “ E2

2 et :

0 // E1,0
2

// E1 // E0,1
2

d0,1
2 // E2,0

2
// // E2

2 .

Suite exacte à 6 termes. — Par définition, on a E2
1{E

2
2 “ E1,1

8 . Comme le morphisme d1,1
3 est trivial, on

a E1,1
8 “ E1,1

3 et on déduit E2
2 “ KerpE2

1 � E1,1
3 q, d’où :

0 // E1,0
2

// E1 // E0,1
2

d0,1
2 // E2,0

2
// E2

1
// // E1,1

3 .

Suite exacte à 7 termes. — On a E1,1
3 “ Ker d1,1

2 d’où :

0 // E1,0
2

// E1 // E0,1
2

d0,1
2 // E2,0

2
// E2

1
// E1,1

2

d1,1
2 // E3,0

2 .

Dans le cadre de ce travail, on exploitera une suite spectrale en particulier : la suite de Hochschild-
Serre.

Théorème 2.2.8. — Soit G un groupe profini, soit H un sous-groupe normal fermé de G et soit A un
G-module. Alors on a une suite spectrale cohomologique

Ep,q2 “ HppG{H, HqpH, Aqq ñ HnpG, Aq

appelée suite spectrale de Hochschild-Serre.

Démonstration. — [42, th. 2.1.5]

Les groupes de cohomologie sur Qp{Zp présentent un intérêt structurel : la dualité de Pontryagin relie
l’abélianisé du pro-p groupe G à son premier groupe de cohomologie sur Qp{Zp :

Gab » H1pG,Zpq » pH1pG,Qp{Zpqq˚.

En choisissant A “ Zp, on obtient :

Lemme 2.2.9. — Soit G un pro-p groupe et H un sous-groupe normal fermé de G. On note G le
quotient de G par H. Alors on a la suite exacte d’homologie à 5 termes :

H2pG,Zpq // H2pG,Zpq // Hab
G

// Gab // // Gab.

Si on suppose de plus H2pH,Qp{Zpq trivial, alors on a la suite exacte d’homologie à 7 termes :

H3pG,Zpq // H1pG,Habq // H2pG,Zpq // H2pG,Zpq // Hab
G

// Gab // // Gab.
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Démonstration. — On utilise la suite spectrale de Hochschild-Serre :

HipG,HjpH,Qp{Zpqq ñ Hi`jpG,Qp{Zpq.

D’après la discussion qui précède, on a la suite exacte à cinq termes :

0 // H1pG,Qp{Zpq // H1pG,Qp{Zpq // H1pH,Qp{ZpqG // H2pG,Qp{Zpq // E2
2 ,

et par définition de E2
2 , on a E2

2 Ă E2 “ H2pG,Qp{Zpq. En dualisant on obtient alors la suite exacte
d’homologie

0 H1pG,Zpq
loooomoooon

Gab

oo H1pG,Zpq
loooomoooon

Gab

oo H1pH,ZpqG
loooooomoooooon

Hab
G

oo H2pG,Zpqoo H2pG,Zpq.oo

On a également vu plus haut que la suite à sept termes suivante est exacte :

0 // H1pG,Qp{Zpq // H1pG,Qp{Zpq // H1pH,Qp{ZpqG // H2pG,Qp{Zpq

��
H3pG,Qp{Zpq H1pG,H1pH,Qp{Zpqqoo E2

1
oo

Comme E0,2
8 est par définition un sous-module de E0,2

2 “ H2pH,Qp{Zpq, en supposant H2pH,Qp{Zpq
trivial on annule le quotient E2{E2

1p“ E0,2
8 q. Cela implique : E2

1 “ E2 “ H2pG,Qp{Zpq. Il reste alors à
dualiser :

0 H1pG,Zpq
loooomoooon

Gab

oo H1pG,Zpq
loooomoooon

Gab

oo H1pH,ZpqG
loooooomoooooon

Hab
G

oo H2pG,Zpqoo H2pG,Zpqoo

H3pG,Zpq // H1pG,H1pH,Zpqq
loooooooooomoooooooooon

H1pG,Habq

OO

et on a bien :

H3pG,Zpq // H1pG,Habq // H2pG,Zpq // H2pG,Zpq // Hab
G

// Gab // // Gab.

Corollaire 2.2.10. — Soit G un pro-p groupe et H un sous-groupe distingué fermé. On note G le
quotient de G par H et on suppose H2pH,Qp{Zpq trivial. Si la dimension cohomologique cdpGq de G est
inférieure ou égale à 2, alors on a la suite exacte d’homologie :

H1pG,Habq
� � // H2pG,Zpq // H2pG,Zpq // Hab

G
// Gab // // Gab.

Remarque 2.2.11. — La suite exacte à cinq termes peut être montrée sans avoir recours à la notion
de suite spectrale (voir par exemple [42, prop. 1.6.6]). Cette seconde preuve permet de rendre explicite
les applications entre les groupes de cohomologie : si G est un pro-p groupe, H un sous-groupe normal
fermé et G le quotient de G par H, alors on a la suite exacte de cohomologie :

H1pG,Qp{Zpq �
� inf // H1pG,Qp{Zpq

res // H1pH,Qp{ZpqG
tg // H2pG,Qp{Zpq

inf // H2pG,Qp{Zpq.
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CHAPITRE 3

PROPAGATION DE LA PROPRIÉTÉ MILD AU-DESSUS D’UNE
EXTENSION QUADRATIQUE IMAGINAIRE DE Q

On s’intéresse dans ce chapitre aux extensions à ramification restreinte modérée. On se donne donc
un corps de nombres K, un nombre premier p impair et un ensemble fini S de premiers de K, de normes
congrues à 1 modulo p pour que l’ensemble S soit minimal et la ramification modérée dans l’extension
KS{K ; on note toujours GK,S :“ GalpKS{Kq.

Labute, Minac et Schmidt se sont intéressés à une propriété assurant à un pro-p groupe GK,S d’être de
dimension cohomologique 2 : le caractère mild. Le critère (LMS) (critère 3.1.5), issu de la combinaison
de leurs travaux, est le point de départ de ce chapitre.

En nous plaçant dans un contexte favorable, nous exploiterons la correspondance locale-globale de la
section 2.2.1 pour calculer "localement" les cup-produits d’éléments de H1pGSq. Cela nous permettra
d’implémenter un corollaire du critère (LMS), le critère (LMSf ) (critère 3.1.7), et d’observer un phé-
nomène de propagation du caractère mild dans les extensions quadratiques imaginaires L de Q. Nous
déterminerons alors dans la cinquième section des conditions sur la ramification des premiers de S as-
surant au groupe GL,S d’être mild, grâce auxquelles nous définirons deux graphes GS et G˚S pour enfin
montrer le théorème 1.1.8 : le pro-p groupe GL,S est mild si le groupe GK,S vérifie le critère (LMSf ) et
si l’un des graphes GS et G˚S est quasi-circulaire (voir définition 3.4.11). La dernière section est dédiée
à l’étude détaillée d’un exemple. On y remarque notamment que les exemples de groupes mild ainsi
obtenus ne vérifient pas tous le critère de Vogel ([55]).

Tous les calculs ont été effectués avec Pari/GP ([54])

À l’exception de la section 3.1.1, on se place dans la situation suivante : on considère un nombre
premier p impair, un corps quadratique imaginaire L (qu’on choisira différent de Qpjq si p “ 3) de p-
groupe des classes trivial et un ensemble fini S “ tv1, . . . , vsu de nombres premiers congrus à 1 modulo p.
On suppose de plus que tout élément de S est décomposé dans l’extension L{Q. L’ensemble des premiers
de L divisant les éléments de S sera noté S1, ou S lorsque cela ne présentera aucune ambiguïté.

En particulier, les énoncés des différents résultats se placeront implicitement sous ces hypothèses.

3.1. Généralités

3.1.1. Groupes de Galois de pro-p extensions maximales à ramification restreinte. — Soit K

un corps de nombres, p un nombre premier et S un ensemble fini de premiers de K de norme congrue à 1

modulo p. On s’intéresse ici à la pro-p extension maximale de K non-ramifiée en dehors de S, c’est-à-dire
seulement (et éventuellement) ramifiée en les premiers de S. L’extension KS est donc le compositum
de toute les p-extensions finies de K non-ramifiées en dehors de S. En supposant que les premiers de S
sont tous de norme congrue à 1 modulo p, la ramification en les premiers de S est modérée. Nous avons
montré dans le chapitre 2 un certain nombre de résultats autour de la structure et de la p-dimension des
premiers groupes de cohomologie de GK,S sur Fp. Rappelons ceux dont nous nous servirons par la suite.



Pour v P S, on note Kv le complété de K pour | ¨ |v et Kv la pro-p extension maximale de Kv ; on pose
Gv :“ GalpKv{Kvq. Si M{K est une extension infinie, on définit Mv comme la réunion des complétés
des sous-extensions finies de M{K. On note en particulier Gv “ GalppKSqv{Kvq. Les deux applications
naturelles iv : Gv ãÑ GK,S et πv : Gv � Gv induisent l’application suivante, dont la construction est
décrite dans la partie 2.2.1 :

inf ¨ res : H2pGK,Sq //

res

$$

à

vPS

H2pGvq

à

vPS

H2pGvq

inf

99

.

Son noyau, noté XSpGK,Sq (ou XS) est le noyau de Shafarevich du groupe GK,S . Notons ici
qu’une conséquence directe de cette construction est la finitude de la Fp-dimension de H2pGK,Sq :“

H2pGK,S ,Fpq.
D’après le diagramme commutatif ci-dessus, lorsque le groupe XS est trivial, les relations du groupe

GK,S sont en fait des relations « locales », dans le sens où on peut les voir comme des éléments des
groupes H2pGvq, v P S. Ces groupes étant totalement décrits lorsque v est premier à p (voir par exemple
[29, th. 10.2]), il y a un réel intérêt à se placer dans une telle situation. Nous avons montré dans le
théorème 2.2.5 que c’est le cas si l’on suppose que K “ Q ou que K est un corps quadratique imaginaire
bien choisi :

Théorème. — Si K “ Q ou si K est un corps quadratique imaginaire dont le p-groupe des classes est
trivial (on choisira K différent de Qpjq si p “ 3), et si S est un ensemble fini de places de K, alors le
groupe XS est trivial.

On peut de plus montrer que sous de bonnes hypothèses arithmétiques, le groupe de cohomologie
H1pGK,Sq est somme directe de p-groupes. On note Kp,el

S {K la p-extension élémentaire maximale de K

non-ramifiée en dehors de S et Gp,elS son groupe de Galois. Pour v P S, on note Kp,el
v le corps Kp,el

tvu et Γv

le groupe GalpKp,el
tvu {Kq. Rappelons le théorème 2.1.4 :

Théorème. — On suppose le p-groupe de classes de K trivial. Si on suppose de plus que les unités sont
des puissances p-èmes en les places v de S, alors on a la décomposition :

Gp,elK,S »
ź

vPS

Gp,elv .

En particulier, si on choisit K vérifiant les hypothèses du théorème 2.2.5 rappelé plus haut, alors
EK “ p1q et le théorème 2.1.4 s’applique. En remarquant que

H1pGK,Sq » H1pGp,elK,Sq

puis en dualisant, on obtient également une décomposition en somme directe de H1pGK,Sq donnée dans
le corollaire 2.2.7 :

Corollaire. — Si K “ Q ou si K est une extension quadratique imaginaire de Q vérifiant les conditions
du théorème 2.2.5, on a la décomposition

H1pGK,Sq »
à

vPS

H1pΓvq.

Remarque 3.1.1. — Sous les hypothèses du théorème 2.1.4, l’espace vectoriel H1pΓvq est de dimen-
sion 1 pour tout v dans S. On a donc en particulier dimFp H

1pGK,Sq “ |S|.
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3.1.2. Pro-p groupes mild et critère de Labute-Minac-Schmidt. — Soit G un pro-p groupe de
type fini et F {R une présentation minimale de G ; F est un pro-p groupe libre sur les générateurs de G,
engendré par dpGq “ dimFp H

1pGq éléments x1, . . . , xd.
L’application

tx1, . . . , xdu ÝÑ Fncp vX1, . . . , Xdw

xi ÞÝÑ 1`Xi

induit un isomorphisme entre l’algèbre FpvF w et l’algèbre non-commutative Fncp vX1, . . . , Xdw des séries
formelles sur Fp à d variables, appelée algèbre de Magnus (voir par exemple [12], ou [29, chap. 7] pour
une preuve). On peut alors plonger F dans l’algèbre de Magnus et voir les relations de G comme des
séries formelles appartenant à son idéal d’augmentation I.

La notion de famille strictement libre de séries formelles est introduite par Forré dans [12].

Définition 3.1.2 (Forré, [12]). — Soit tρ1, . . . , ρru une famille d’éléments de I. On note R l’idéal
bilatère de Fncp vX1, . . . , Xdw engendré par les ρi et B l’algèbre quotient Fncp vX1, . . . , Xdw

M

R . La famille

tρ1, . . . , ρru est dite strictement libre si R
L

RI est un B-module libre à gauche sur les classes des ρi.

On peut alors donner une définition de pro-p groupe mild équivalente à celle qu’utilise par exemple
Labute dans [30], sans avoir recours à l’étude d’algèbres de Lie.

Définition 3.1.3. — Le pro-p groupe G est dit mild s’il existe une présentation minimale de G telle
que les images des relations de G forment une famille strictement libre dans Fncp vX1, . . . , Xdw.

Labute, dans [30], et Forré, dans [12], ont démontré qu’un groupe mild possède des propriétés inté-
ressantes, notamment :

Théorème 3.1.4 (Labute, [30]). — Soit G un groupe mild et G “ F {pρ1, . . . , ρrq une présentation
minimale strictement libre de G. On suppose r ‰ 0. Alors :
(a) Le groupe G est de dimension cohomologique 2.
(b) On note grpFpvGwq l’algèbre graduée associée à la filtration de FpvGw par les puissances de son idéal

d’augmentation.

La série de Poincaré de grpFpvGwq est
1

1´ dt`
řr
i“1 t

degpρiq
.

Montrer qu’un pro-p groupe est mild en appliquant la définition 3.1.3 nécessite d’avoir une description
explicite du début des relations de G. Le résultat suivant, issu des travaux de Labute, Minac et Schmidt
([49], [30], [31]) et basé sur un critère d’Anick ([1]) permet d’établir le caractère mild d’un pro-p groupe
en étudiant le cup-produit sur son premier groupe de cohomologie.

Théorème 3.1.5 (Critère de Labute-Minac-Schmidt, [49], [50], [31])
Soit G un pro-p groupe de p-rang fini. Si les groupes de cohomologie (sur Fp) de G satisfont les

conditions suivantes :
(i) il existe deux Fp-espaces vectoriels U et V tels que H1pGq » U ‘ V ,
(ii) la restriction du cup-produit Y : H1pGq ˆH1pGq Ñ H2pGq à V b V est identiquement nulle,
(iii) la restriction du cup-produit Y : H1pGq ˆH1pGq Ñ H2pGq à U b V est surjective,
alors le pro-p groupe G est mild.

Dans le cadre dans lequel se place ce chapitre, c’est-à-dire pour K un corps de nombres et S un
ensemble fini de premiers de K tels que le groupe de Galois GK,S soit de p-rang fini et de noyau de
Shafarevich XS trivial, les cup-produits sont plus faciles à calculer localement (voir section suivante).
On regardera donc plutôt la composée du cup-produit avec l’application inf ¨res (qu’on notera encore Y) :

Corollaire 3.1.6. — Si il existe deux Fp-espaces vectoriels U et V tels que :
(i) H1pGK,Sq » U ‘ V ,
(ii) Y : V b V Ñ

à

vPS

H2pGvq est identiquement nulle,
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(iii) Y : U b V Ñ
à

vPS

H2pGvq est surjective,

alors le pro-p groupe GK,S est mild et rpGK,Sq “ dimFp H
2pGK,Sq “ |S|.

De plus, d’après le corollaire 2.2.7, on a la décomposition :

H1pGK,Sq “
à

vPS

H1pΓvq.

On supposera donc naturellement que la décomposition deH1pGK,Sq vérifiant le critère de Labute-Minac-
Schmidt est « compatible » avec cette écriture, c’est-à-dire qu’il existe U ,V deux sous-ensembles de S
tels que les Fp-espaces vectoriels U et V soient de la forme :

U “
à

vPU
H1pΓvq, V “

à

vPV
H1pΓvq,

et on utilisera en pratique le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.7. — S’il existe deux Fp-espaces vectoriels U “
À

vPU H
1pΓvq et V “

À

vPV H
1pΓvq

tels que :

(i) H1pGK,Sq » U ‘ V ,
(ii) Y : V b V Ñ

à

vPS

H2pGvq est identiquement nulle,

(iii) Y : U b V Ñ
à

vPS

H2pGvq est surjective,

alors le pro-p groupe GK,S est mild et rpGK,Sq “ dimFp H
2pGK,Sq “ |S|.

Définition 3.1.8. — On dira dans ce cas que le corps K vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en
respectant S. On fera référence au corollaire 3.1.7 par la notation pLMSf q.

Remarque 3.1.9. — Pour que le corps K vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S,
il faut |U ||V| ě |S|, et en particulier |S| ě 4, |U | ě 2 et |V| ě 2.

Remarque 3.1.10. — Le critère de Labute-Minac-Schmidt et sa version faible pLMSf q ne sont pas
équivalents (l’exemple 3.5.1 à venir est un contre-exemple).

3.2. Calculs de cup-produits

3.2.1. Calculs de cup-produits dans le cas d’un corps local. — Dans cette section, k désignera
un localisé Qv ou Lw pour v P S ou w P S1. Par définition de L (voir préambule du chapitre), k est une
extension finie de Qv pour un certain v P S. On note k̂ sa pro-p- extension séparable maximale, knr sa
pro-p-extension non-ramifiée maximale et G, Gnr les groupes de Galois correspondants. Par définition de
S, le corps k contient les racines p-èmes de l’unité, et on notera ζp une racine primitive p-ème de l’unité.

Les cup-produits d’éléments de H1pGq peuvent être calculés grâce au symbole d’Artin, via l’isomor-
phisme entre H2pGq et le groupe de racines p-èmes de l’unité µp. On suit ici ce qui est fait, par exemple,
dans [29, chap. 10] et [42, chap.7].

La suite exacte de Kummer

0 // Fp
λ // k̂ˆ

p // k̂ˆ // 1 ,

où λ : a ÞÑ ζap et p : x ÞÑ xp, induit les suites exactes de cohomologie suivantes :

H0pG, k̂ˆq
p // H0pG, k̂ˆq // H1pGq // H1pG, k̂ˆq ,

H1pG, k̂ˆq // H2pGq
λ˚ // H2pG, k̂ˆq

p // H2pG, k̂ˆq .

Par définition de G, on a H0pG, k̂ˆq “ pk̂ˆqG “ kˆ, et d’après le théorème de Hilbert 90, H1pG, k̂ˆq “ 0.
La première suite exacte donne donc l’isomorphisme H1pGq » kˆ{kˆp.
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Toujours d’après le théorème d’Hilbert 90, λ˚ est injective. On obtient donc de la deuxième suite
exacte de cohomologie l’égalité

dimFp H
2pG, k̂ˆqrps “ dimFp H

2pGq.

Comme k est un corps local contenant les racines de l’unité, on a de plus dimFp H
2pGq “ 1 (voir par

exemple [29, th. 10.2]). Le groupe H2pG, k̂ˆqrps est donc un groupe cyclique d’ordre p, isomorphe à
Zp{pZp, donc à µp car ici l’action de G sur µp est triviale (on rappelle que µp Ă k). On peut expliciter
un tel isomorphisme. En notant

ι : H2pG, k̂ˆq ÝÑ µp
ε ÞÝÑ ζp¨invkε

p

,

où invk : H2pG, k̂ˆq Ñ Q{Z, la composition ψ “ ι ˝ λ˚ est un isomorphisme de H2pGq sur µp ([29, sec.
8.9]).

D’autre part, si α P kˆ et si g est un élément de G, alors l’image gp p
?
αq est de la forme gp p

?
αq “

ζ
χαpgq
p

p
?
α, où, par définition, χα est un caractère de G. On définit ainsi un isomorphisme

ϕ : kˆ{kˆp ÝÑ H1pGq

α ÞÝÑ χα
.

On peut alors montrer :

Proposition 3.2.1. — L’application ϕ fait commuter le diagramme :

H1pGq ˆ H1pGq
Y //

ϕ´1

��

H2pGq

H1pGq ˆ kˆ{kˆp
Y // µp

ψ´1

OO
,

où la flèche du bas est définie par χ Y α “ χpσαq, avec σα l’élément de G associé à α par la théorie du
corps de classes.

Démonstration. — Ce résultat est montré dans [42, prop. 7.2.13].

Corollaire 3.2.2. — L’espace vectoriel H1pGnrq est égal à son orthogonal (pour le cup-produit).

Démonstration. — Soit ψ un caractère de G et χ un générateur de H1pGnrq. Soit α P kˆ{kˆp tel que
χ “ ϕα. Comme χ est un caractère non ramifié, α est une unité et d’après la proposition 3.2.1, on a
alors ψ Y χ “ ψpσαq, où σα est l’élément du groupe d’inertie I de G associé à α par la théorie du corps
de classes. Le cup-produit ψ Y χ est donc nul si ψ est trivial sur I, c’est-à-dire H1pGnrq Ă H1pGnrqK.

Comme k est un corps local contenant les racines p-èmes de l’unité, le cup-produit est une forme
bilinéaire non dégénérée et on peut conclure avec un argument de dimensions : l’espace vectoriel H1pGnrq

est de dimension 1, et H1pGq est de dimension 2, donc dimkH
1pGnrqK “ 1 et on a bien égalité.

3.2.2. Calcul local des cup-produits. — Replaçons-nous dans le contexte initial. On considère un
corps K égal à Q ou à une extension quadratique imaginaire de Q, vérifiant les conditions décrites dans
le préambule du chapitre.

D’après le théorème 2.2.5, le groupe de cohomologie H2pGK,Sq s’injecte dans la somme
À

vPS H
2pGvq.

On appellera « calcul local » des cup-produits de caractères de GK,S le calcul de l’image de ces cup-
produits dans

À

vPS H
2pGvq. La commutativité du diagramme

À

vPS H
1pGvq ˆ

À

vPS H
1pGvq

Y

))
H1pGK,Sq ˆH

1pGK,Sq
Y //

inf¨res
44

H2pGK,Sq
inf¨res //À

vPS H
2pGvq

21



permet dans ce cas de ramener, via l’application inf ¨ res, les calculs dans le contexte local étudié dans la
section précédente.

On a montré dans le corollaire 2.2.7 que le groupe H1pGK,Sq admet une décomposition
À

vPS H
1pΓvq

en somme directe de groupes de cohomologie de Fp-dimension 1. On note χv un générateur de H1pΓvq

pour v P S. Le cup-produit étant bilinéaire, on s’intéressera uniquement aux cup-produits χv Y χw,
v, w P S.

Théorème 3.2.3. — Soient v1, v2, w trois premiers de S. En notant pχv1
Yχv2

qw l’image du cup-produit
χv1

Y χv2
sur la composante H2pGwq de

À

vPS H
2pGvq, on a :

pχv1 Y χv2qw “

$

’

&

’

%

0 si w ‰ v1, v2, ou v1 “ v2,

0 si w “ vi et vj est décomposé dans l’extension Kp,el
vi {K,

‰ 0 sinon.

Démonstration. — Soient v1, v2, w P S. On s’intéresse à l’image du cup-produit χv1
Y χv2

sur la com-
posante H2pGwq de

À

vPS H
2pGvq. Comme le cup-produit sur le premier groupe de cohomologie est

antisymétrique, on a pχv Y χvqw “ 0 pour tous v, w P S. On suppose pour la suite v1 ‰ v2. On suppose
en particulier sans perte de généralité que le caractère inf ¨ reswpχv2

q, s’il est non trivial, est non ramifié.
Le corollaire 3.2.2 permet alors de conclure : le cup-produit pχv1

Yχv2
qw est non-nul si et seulement si les

caractères inf ¨ reswpχv1q et inf ¨ reswpχv2q sont respectivement ramifié et non trivial, donc si et seulement
si v1 “ w et v2 est inerte dans l’extension Kp,el

w {K.

3.3. Critère de Labute-Minac-Schmidt par rapport à S ; calculs

3.3.1. Frobenius auxiliaires. — Si l’on souhaite comparer les cup-produits d’éléments de
À

vPS H
1pΓvq

dans l’espace vectoriel
À

vPS H
2pGvq, pour vérifier les hypothèses du critère (LMSf ) par exemple, savoir

si chacune des composante est, ou non, nulle peut ne pas suffire. Dans ce cas, on calcule les cup-produits
par la méthode des Frobenius auxiliaires (voir [39, sec. 2.7]).

Pour chaque v P S, on choisit un premier pv de K tel que :

– pv est inerte dans l’extension Kp,el
v {K,

– pv est totalement décomposé dans l’extension Kp,el
w {K pour w P S,w ‰ v.

Le Frobenius en pv, noté Fpv , engendre le groupe de décomposition Dpv pL
p,el
S {Lq. Or, par hypothèses,

Dpv pK
p,el
S {Kq “ IvpK

p,el
v {Kq, donc Fpv engendre le groupe d’inertie IvpKp,el

v {Kq et la famille tFpv , v P
Su est une base de GalpKp,el

S {Kq. On note trχv, v P Su sa base duale. Le caractère Ăχv est donc, par
construction, un générateur du groupe de cohomologie H1pΓvq.

On note av le générateur de Uv{Upv associé à Fpv par la théorie du corps de classes.

Proposition 3.3.1. — Avec les notations précédentes, si v, w sont deux éléments de S avec v inerte
dans Kp,el

w {K, la composante locale en w du cup-produit rχw Y rχv est donnée par l’entier lvw tel que
Fv “ F lvwpw dans Γw.

Démonstration. — Soient v, w deux éléments de S. Supposons v inerte dans Kp,el
w {K. D’après la propo-

sition 3.2.1, prχwY rχvqw “ inf ¨ reswprχwqpσvq, où σv est l’élément de Iw associé à αv “ ϕ´1pinf ¨ reswprχvqq

par la théorie du corps de classes. Comme inf ¨ reswprχvq est un caractère non-ramifié, αv est une unité
et il existe un entier k tel que αv “ akw dans Uw{Upw. Ceci implique σv “ F kpw et

prχw Y rχvqw “ inf ¨ reswprχwqpF
k
pwq “ k.

Pour obtenir la composante en w du cup-produit rχwY rχv, il suffit donc de déterminer l’image de σv dans
Kp,el
w {K.
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Remarque 3.3.2. — Ce calcul dépend du choix du premier pw de la manière suivante :
Soit qw un premier auxiliaire pour w différent de pw. On note pχw le caractère dual de son Frobenius

et bw l’élément qui lui est associé par la théorie du corps de classe. On a alors bw “ akw, où k est premier
à p, et ppχw Y rχvqw “ klvw.

Remarque 3.3.3. — Les entiers lvw ainsi définis sont appelés linking numbers par Labute dans [30]
et Vogel dans [55] (voir sec. 3.5.2).

Le critère (LMSf ) peut se reformuler de la manière suivante :

Proposition 3.3.4. — Sous les hypothèses décrites dans le préambule du chapitre, s’il existe un entier
t P t1, . . . , |S|u et si on peut ordonner les premiers de S de sorte que la matrice C “ pci,jq définie pour
1 ď i ď t|S|, 0 ď j ď |S|, par :

ci,j “

$

&

%

δj,mlvn,vm ` δj,nlvm,vn si 1 ď i ď t2, i´ 1 “ pn´ 1qt` pm´ 1q

δj,mlvn`t,vm ` δj,n`tlvm,vn`t si t2 ` 1 ď i ď t|S|,

i´ 1 “ pn´ 1qp|S| ´ tq ` pm´ 1q ` t2

vérifie :
– les t premières lignes de la matrices C sont nulles ;
– la matrice C est de rang |S| ;

alors le pro-p groupe GK,S est mild et rpGK,Sq “ dimFp H
2pGK,Sq “ |S|.

3.3.2. Exemples. — La méthode des Frobenius auxiliaires ramène le calcul local de cup-produits à la
comparaison de Frobenius dans des extensions relatives de degré p. Une fois implémenté dans PARI/GP
([54]), ce procédé permet d’obtenir des exemples variés de pro-p groupes mild. La philosophie du code
utilisé est présentée en annexe A.

Exemple 3.3.5. — Soit p “ 3, K “ Q et S “ t`1 “ 7, `2 “ 13, `3 “ 79, `4 “ 97u.
On calcule les premiers auxiliaires suivants : p1 “ 131, p2 “ 433, p3 “ 239 et p4 “ 811.

Les linking numbers l21, l31 et l41 s’obtiennent en comparant les Frobenius F`2 , F`3 et F`4 à Fp1 dans
le groupe Γ`1 . L’extension Q3,el

`1
“ Qpθ1q est définie par une racine θ1 du polynôme x3 ´ 21x ` 7. Les

premiers `2 et `4 sont décomposés dans cette extension, et F`3 “ Fp1 , donc l21 “ l41 “ 0 et l31 “ 1.
Dans l’extension Q3,el

`2
, engendrée par une racine θ2 de x3 ´ 39x´ 65, le premier `3 est décomposé et

F`1 “ F`4 “ Fp2 . On a donc l12 “ l42 “ 1 et l32 “ 0. On calcule de la même manière l13 “ l14 “ l24 “ ´1,
l23 “ 1 et l43 “ l34 “ 0.

En posant L1 “ `3,L2 “ `4,L3 “ `1,L4 “ `2, la matrice définie dans la proposition 3.3.4 est la
transposée de la matrice suivante :

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 2 1 0 0

0 0 0 0 0 0 2 2

˛

‹

‹

‚

.

Elle vérifie bien les deux conditions de la proposition 3.3.4, donc le groupe GK,S est mild.

Le groupe GK,S dépend de trois données : le corps de base K, le premier p et l’ensemble S de places
de K. Soit L{Q une extension quadratique et S un ensemble fini de nombres premiers tels que les corps
Q et L vérifient le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S pour un premier p donné. Peut-on
faire varier le corps L ou le premier p tout en conservant le caractère mild au dessus de L ?

Sous les hypothèses décrites dans le préambule du chapitre, un corps quadratique ne peut vérifier
le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant un ensemble S donné que pour un nombre fini de
premiers p, chaque élément de S devant être de norme congrue à 1 modulo p.

Exemple 3.3.6. — Soit S “ t31, 61, 151, 211u. Le corps L “ Qp
?
´15q vérifie le critère de Labute-

Minac-Schmidt en respectant S pour p “ 3 et p “ 5.
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On fixe maintenant un ensemble S de nombres premiers et p un nombre premier impair tels que Q
vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S. Les exemples suivants montrent qu’il peut
exister plusieurs corps quadratiques vérifiant le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S.

Exemple 3.3.7. — Soit p “ 3 et S “ t7, 13, 79, 97u. La proposition 3.3.4 s’applique aux corps Qp
?
´dq

pour d P t66, 94, 185, 285, 290, 355, 391, 454, 458, 521, 607, 614, 647, 703, 829, 881, 906u.

Exemple 3.3.8. — Soit S “ t37, 103, 127, 139u et L “ Qp
?
´dq un corps quadratique de p-groupe de

classes trivial dans lequel tous les éléments de S se décomposent. Si p “ 3 et d ă 103, le corps L vérifie
le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S.

3.3.3. Quelques données statistiques. — Les exemples 3.3.7 et 3.3.8 montrent qu’à p fixé, un en-
semble S donné permet de construire plusieurs pro-p groupes mild. Cette section apporte une réponse
statistique à la question de leur nombre, en proposant de calculer pour plusieurs ensembles S la proportion
de corps quadratiques vérifiant les hypothèses données dans le préambule du chapitre, de discriminant
borné, auquel la proposition 3.3.4 s’applique.
On note ESpXq l’ensemble des corps quadratiques imaginaires de discriminants inférieurs à X, de p-
groupes de classes triviaux et dans lesquels les éléments de S sont décomposés.

On calcule

PS,ppXq “
#tL P ESpXq, la proposition 3.3.4 s’applique à Lu

#tL P ESpXqu
.

Les tableaux suivants présentent les valeurs de PS,3p105q et PS,5p105q pour différents exemples d’en-
sembles S tels que Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S.

S PS,3p105q

t13, 127, 193, 349u
1879

2151
» 0.8735

t223, 271, 307, 499u
1997

2258
» 0.8844

t67, 157, 337, 421u
1929

2238
» 0.8619

t31, 79, 199, 409u
1778

2103
» 0.8455

S PS,3p105q

t337, 349, 379, 463u
2004

2341
» 0.8560

t37, 103, 127, 139u
1900

2140
» 0.8879

t79, 103, 157, 331u
1833

2204
» 0.8317

t97, 151, 313, 457u
1933

2236
» 0.8645

S PS,5p105q

t101, 131, 211, 251u
1931

2888
» 0.6686

t11, 31, 41, 211u
1820

2561
» 0.7107

t31, 181, 191, 271u
1970

2865
» 0.6876

t211, 251, 401, 421u
1897

2916
» 0.6505
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3.4. Un critère de propagation du caractère mild de GQ,S à GL,S

Soit p un nombre premier, L un corps quadratique imaginaire et S un ensemble fini de nombres
premiers vérifiant les conditions énoncées dans le préambule du chapitre. Afin d’alléger les notations,
les groupes GQ,S et GL,S seront respectivement notés GS et HS dans toute cette section et les autres
notations seront adaptées en conséquence.

3.4.1. Cup-produits d’éléments de H1pHSq. — On a vu dans la section 3.2.2 que les cup-produits
de caractères de HS peuvent être calculés localement, mais sous les hypothèses fixées ici, on peut éga-
lement les déduire en partie des cup-produits sur H1pGSq. En effet, les extensions L{Q et QS{Q étant
linéairement disjointes, on a une surjection HS � GS , et comme chaque v P S est décomposé dans L{Q,
les groupes Hw et Gv sont isomorphes pour w|v. Les applications infGSHS et infGv

Hw
pour w|v sont donc

bien définies. On notera pour la suite inf “
ÿ

w|v
vPS

infGv
Hw

.

Proposition 3.4.1. — Le diagramme suivant est commutatif :

H1pHSq ˆH
1pHSq

Y // H2pHSq
inf¨res //

à

wPS1
H2pHwq

H1pGSq ˆH
1pGSq

Y //

inf

OO

H2pGSq
inf¨res //

inf

OO

à

vPS

H2pGvq,

inf

OO

où les applications inf ¨ res sont définies comme dans la section 2.1.

Démonstration. — Ce résultat se montre directement avec les cocycles, en utilisant [42, prop. 1.5.3] pour
le carré de gauche et [42, prop. 1.5.5] pour le carré de droite.

On suppose pour la suite que le corps K vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S
et on notera U et V les sous-espaces vectoriels de H1pGSq vérifiant les hypothèses du critère (LMSf ).
D’après le théorème 2.1.4, on a les décompositions :

H1pGSq “
à

vPS

H1pΓvq et H1pHSq “
à

wPS1
H1pγwq,

où les groupes Γv “ GalpKp,el
v {Kq et γw “ GalpLp,elw {Lq sont tous de p-rang 1. Pour v P S, on note χv un

générateur de H1pΓvq et pour w P S1, on note Ψw un générateur de H1pγwq.

3.4.1.1. Plongements diagonaux. — Si E “
à

vPE
H1pΓvq est un sous-Fp-espace vectoriel de H1pGSq, on

note E son plongement diagonal dans H1pHSq via l’inflation.

‚ Soit v P S. On note F le compositum LQp,elv . Comme v est totalement ramifié dans Qp,elv {Q et
totalement décomposé dans L{Q, vp1q et vp2q sont ramifiés dans F {L. L’extension F {L est donc une
sous-extension de Lp,elv {L de degré p, distincte de Lp,elv1 {L et Lp,elv2 {L.

On en déduit que H1pΓvq “ infpH1pΓvqq “ xavΨvp1q ` bvΨvp2qy dans H1pHSq, où av, bv P Fp avec
avbv ‰ 0. Pour la suite, on choisit les générateurs Ψvp1q et Ψvp2q de telle sorte que av “ bv “ 1.
En particulier, si E est une partie de S et E le Fp-espace vectoriel E “

à

vPE
H1pΓvq, on a :

E “
à

vPE
xΨvp1q `Ψvp2qy.
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De plus, pour tout v P S, l’inflation induit un isomorphisme entre les espaces vectoriels (de Fp-
dimension 1) H1pΓvq et xΨvp1q `Ψvp2qy. En particulier :

H1pGSq “
à

vPS

H1pΓvq
inf
»

à

vPS

xΨvp1q `Ψvp2qy,

U » U “
à

uPU
xΨup1q `Ψup2qy,

V » V “
à

vPV
xΨvp1q `Ψvp2qy.

‚ Soit v P S, w P S1, w|v. Comme v est décomposé dans l’extension L{Q, les groupes Gv et Hw sont
identiques. L’application infGv

Hw
est alors un isomorphisme et

infpH2pGvqq “ infGv
H
vp1q
pH2pGvqq ` infGv

H
vp2q
pH2pGvqq “ xEvp1q ` Evp2qy

dans
ś

wPS1 H
2pHwq, où Evp1q et Evp2q sont des générateurs respectivement de H2pHvp1qq et H2pHvp2qq

images d’un même générateur de H2pGvq.

On a finalement :

Lemme 3.4.2. — Le diagramme suivant est commutatif :
à

vPS

xΨvp1q `Ψvp2qy ˆ
à

vPS

xΨvp1q `Ψvp2qy
// H2pHSq //

à

vPS

xEvp1q ` Evp2qy

à

vPS

H1pΓvq ˆ
à

vPS

H1pΓvq
Y //

inf

OO

H2pGSq
inf¨res //

inf

OO

à

vPS

H2pGvq,

inf

OO

et les flèches verticales de droite et de gauche sont des isomorphismes.

3.4.1.2. Critère de Labute-Minac-Schmidt sur HS . — On utilise le paragraphe précédent pour déter-
miner des espaces vectoriels U et V et des hypothèses sur la ramification des premiers de S1 tels que le
corollaire 3.1.6 s’applique à H1pHSq “ U ‘ V .

On pose V :“ V .

Lemme 3.4.3. — L’application de V bV dans
À

wPS1 H
2pHwq induite par inf ¨res ¨Y est identiquement

nulle.

Démonstration. — Le groupe GS vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S ; en parti-
culier l’application V b V ÝÑ

À

vPS H
2pGvq induite par inf ¨ res ¨ Y est identiquement nulle. On conclut

grâce au lemme 3.4.2.

Lemme 3.4.4. — L’application de U bV dans
à

vPS

xEvp1q ` Evp2qy induite par inf ¨ res ¨ Y est surjective.

Démonstration. — Considérons le diagramme :

U b V
inf¨res¨Y //

à

vPS

xEvp1q ` Evp2qy

U b V
inf¨res¨Y //

inf

OO

à

vPS

H2pGvq,

inf

OO

où U “
À

vPU H
1pΓvq, V “

À

vPV H
1pΓvq, U “ infpUq “

À

uPUxΨup1q`Ψup2qy et V “ V “
À

vPVxΨvp1q`

Ψvp2qy. Ce diagramme est commutatif d’après le lemme 3.4.2. D’après le théorème 2.2.5, l’application
inf ¨ res : H2pGSq Ñ

À

vPS H
2pGvq est injective. Comme GS vérifie les hypothèses du corollaire 3.1.7, on

a de plus la surjection U b V �
À

vPS H
2pGvq. D’après le lemme 3.4.2, la flèche du bas est donc une
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surjection. Les observations du paragraphe 3.4.1.1 montrent que la flèche de droite est un isomorphisme.
La flèche diagonale est donc surjective, ce qui implique la surjectivité de la flèche du haut.

On fait pour la suite l’une des deux hypothèses suivantes :
(H1) (a) Pour tout v P V, il existe v1|v, uv P U , et u1

v|uv tels que u1
v est inerte dans Lp,elv1 {L et

décomposé dans Lp,elv2 {L, et v1 et v2 sont décomposés dans Lp,elu1
v
{L.

(b) Pour tout u P U , il existe vu P V et i, j P t1, 2u tels que viu est inerte et vju décomposé dans
Lp,elu1 {L, et u1 est inerte dans Lp,elviu

{L et Lp,el
vju
{L.

ou
(H2) (a) Pour tout u P U , il existe u1|u, vu P V et v1

u|vu tels que u1 est inerte dans Lp,elv1
u
{L et décomposé

dans Lp,elv2
u
{L, et v1

u et v2
u sont décomposés dans Lp,elu1 {L.

(b) Pour tout v P V, il existe uv P U et i, j P t1, 2u tels que vi est inerte et vj décomposé dans
Lp,elu1

v
{L, et u1

v est inerte dans Lp,elvi {L et Lp,elvj {L.

Par symétrie, on peut se placer sans perte de généralité sous l’hypothèse (H1).
Pour chaque u P U (resp. v P V), on choisit vu P V (resp. uv P U) qui vérifie l’hypothèse (H1). On
construit ainsi un ensemble E “ tpu, vuq, pv, vuqu de |S| couples de U ˆ V.

On note respectivement Fu et Fv les images de pΨv1
u
`Ψv2

u
,Ψu1q P V ˆH1pγu1q et pΨv1 `Ψv2 ,Ψu1

v
q P

V ˆH1pγu1
v
q dans

À

wPS1 H
2pHwq pour pu, vuq, puv, vq P E .

Lemme 3.4.5. — La famille tFw, w P Su ainsi construite complète la famille tEwp1q ` Ewp2q , w P Su

en une base de
À

νPS1 H
2pHνq.

Démonstration. — Soit u P U . On a alors d’après le théorème 3.2.3 :

pΨv1
u
YΨu1qu1 ‰ 0 et pΨv2

u
YΨu1qu1 “ 0,

pΨv1
u
YΨu1qu2 “ pΨv2

u
YΨu1qu2 “ 0,

pΨv1
u
YΨu1qv1

u
‰ 0 et pΨv2

u
YΨu1qv2

u
‰ 0

d’où, par bilinéarité du cup-produit :

ppΨv1
u
`Ψv2

u
q YΨu1qu1 ‰ 0,

ppΨv1
u
`Ψv2

u
q YΨu1qu2 “ 0,

ppΨv1
u
`Ψv2

u
q YΨu1qv1

u
‰ 0,

ppΨv1
u
`Ψv2

u
q YΨu1qv2

u
‰ 0.

On a alors d’après ce qui précède Fu “ pΨv1
u
` Ψv2

u
q Y Ψu1 “ p˚, 0, ˚, ˚q dans H2pHu1q ‘ H2pHu2q ‘

H2pHv1
u
q‘H2pHv2

u
q, où les ˚ sont non nuls. D’après le théorème 3.2.3, Fu est nul sur

À

wPS
w‰u,vu

H2pHw1q‘

H2pHw2q.

Toujours d’après le théorème 3.2.3 on a pour v P V :

ppΨv1 `Ψv2q YΨu1
v
qu1
v
“ 0,

ppΨv1 `Ψv2q YΨu1
v
qu2
v
“ 0,

ppΨv1 `Ψv2q YΨu1
v
qv1 ‰ 0,

ppΨv1 `Ψv2q YΨu1
v
qv2 “ 0,

donc Fv “ pΨv1 `Ψv2q YΨu1
v
est nul sur

À

wPS
w‰uv,v

H2pHw1q ‘H2pHw2q et de la forme p0, 0, ˚, 0q avec ˚

non nul dans H2pHu1
v
q ‘H2pHu2

v
q ‘H2pHv1q ‘H2pHv2q.

On peut maintenant montrer le lemme. Considérons une combinaison linéaire
ř

wPS αwpEw1 `Ew2q`
ř

wPS βwFw, pαwqwPS , pβwqwPS Ă Fp. Elle est nulle si et seulement si chacune de ses composantes est
nulle.

27



Soit u P U . D’après ce qui précède, le seul élément de cette combinaison linéaire dont la composante
sur H2pHu2q est non nulle est pEu1 ` Eu2q, ce qui implique αu “ 0, et ceci est valable pour tout u P U .
En raisonnant composante par composante, on peut de même montrer que les βu, u P U , les αv, v P V,
et enfin les βv, v P V sont également nuls. La famille tEwp1q ` Ewp2q , Fw, w P Su est bien une base de
À

νPS1 H
2pHνq.

Remarque 3.4.6. — Si on se place sous l’hypothèse pH2q, on a :

– pour u P U , Fu “ p0, 0, ˚, 0q dans H2pHu1
v
q ‘H2pHu2

v
q ‘H2pHv1q ‘H2pHv2q, où ˚ est non nul,

– pour v P V, Fv “ p˚, 0, ˚, ˚q dans H2pHu1q ‘ H2pHu2q ‘ H2pHv1
u
q ‘ H2pHv2

u
q, où les ˚ sont non

nuls.

Finalement, considérons les sous-Fp-espaces vectoriels de
À

vPS1 H
1pγvq

V “
à

vPV
xΨvp1q `Ψvp2qy,

Ů “
à

uPU
xΨup1q `Ψup2qy `

à

uPU
pu,vuqPE

H1pγu1q `
ÿ

vPV
puv,vqPE

H1pγu1
v
q.

Soit
‚

U un supplémentaire de V `Ů (qui existe puisque
À

vPS1 H
1pγvq est un espace vectoriel de dimension

finie 2|U |`2|V|). Par définition, V et Ů sont en somme directe, donc Ů‘
‚

U est en fait un supplémentaire
de V dans

À

vPS1 H
1pγvq, que l’on notera U .

On peut montrer le lemme suivant :

Lemme 3.4.7. — L’application de U b V dans
À

wPS1 H
2pHwq induite par inf ¨ res ¨ Y est surjective.

Démonstration. — Considérons la base B “ tEwp1q`Ewp2q , Fw, w P Su de
À

νPS1 H
2pHνq précédemment

construite. Pour tout w P S, l’élément Ewp1q `Ewp2q a un antécédent dans U bV d’après le lemme 3.4.4.
D’autre part, pour u P U , Fu est l’image de pΨu1 ,Ψ

v
p1q
u
` Ψ

v
p2q
u
q P H1pγu1q ˆ V et, pour v P V, Fv est

l’image d’un élément de V ˆH1pγu1
v
q.

Par définition, les espaces vectoriels
À

uPU
pu,vuqPE

H1pγu1q,
ř

vPV
puv,vqPE

H1pγu1
v
q et U sont inclus dans U ,

donc tout élément de B a un antécédent dans U bV par l’application inf ¨ res ¨ Y et le lemme est prouvé.

Finalement, si on suppose que Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S et que
les hypothèses sur la ramification des premiers de S considérées ci-dessus sont vérifiées, alors les lemmes
3.4.3 et 3.4.7 s’appliquent et les hypothèses du critère pLMSf q sont vérifiées.

Proposition 3.4.8. — Si Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S et si l’une des
hypothèses (H1) ou (H2) est vérifiée, alors le groupe HS est mild et dpHSq “ rpHSq “ 2|S|.

3.4.2. Utilisation de l’action galoisienne. — Le groupe de Galois GalpL{Qq, engendré par un élé-
ment σ d’ordre 2, agit transitivement sur les premiers de L divisant un même nombre premier.

Soit u un élément de S. Le conjugué par σ d’un premier ramifié (resp. décomposé, inerte) dans
Lp,elu1 {L est ramifié (resp. décomposé, inerte) dans l’extension σpLp,elu1 q{L. En particulier, σpLp,elu1 q{L est
une extension de degré p non-ramifiée en dehors de u2 “ σpu1q. Par maximalité de Lp,elu2 , on déduit
σpLp,elu1 q “ Lp,elu2 .

Ces observations permettent de réécrire les hypothèses de la proposition 3.4.8. On considère l’hypothèse
(H1), le résultat s’étendra à (H2) par symétrie. Les deux points de (H1) sont stables sous l’action de
GalpL{Qq. En effet, sous l’action de GalpL{Qq, l’hypothèse devient :

(σpH1q) (a’) Pour tout v P V, il existe v2|v, uv P U et u2
v|uv tels que u2

v est inerte dans Lp,elv2 {L et décomposé
dans Lp,elv1 {L, et v2 et v1 sont décomposés dans Lp,elu2

v
{L.
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(b’) Pour tout u P U , il existe vu P V et i, j P t1, 2u tels que vju est inerte et viu est décomposé
dans Lp,elu2 {L, et u2 est inerte dans Lp,el

vju
{L et Lp,elviu

{L.

Les hypothèses (H1) et (H2) sont donc respectivement équivalentes à
(H11) (a) pour tout v P V, il existe uv P U tel que u1

v est inerte et u2
v est décomposé dans Lp,elv1 {L,

et v1 est décomposé dans Lp,elu1
v
{L et Lp,elu2

v
{L, où v1 et u1

v sont des premiers de L divisant
respectivement v et uv, et u2

v le conjugué de u1
v,

(b) pour tout u P U , il existe vu P V tel que v1
u est inerte et v2

u est décomposé dans Lp,elu1 {L, et u1

est inerte dans Lp,elv1
u
{L et Lp,elv2

u
{L, où u1 et v1

u sont des premiers de L divisant respectivement
u et vu, et v2

u le conjugué de v1
u,

et
(H21) (a) pour tout u P U , il existe vu P V tel que u1 est inerte et u2 est décomposé dans Lp,elv1

u
{L,

et v1
u est décomposé dans Lp,elu1 {L et Lp,elu2 {L, où v1

u et u1 sont des premiers de L divisant
respectivement vu et u, et u2 le conjugué de u1,

(b) pour tout v P V, il existe uv P U tel que v1 est inerte et v2 est décomposé dans Lp,elu1
v
{L, et u1

v

est inerte dans Lp,elv1 {L et Lp,elv2 {L, où u1
v et v1 sont des premiers de L divisant respectivement

uv et v, et v2 le conjugué de v1.
La proposition 3.4.8 devient alors :

Proposition 3.4.9. — Si Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S et si l’une des
hypothèses (H11) ou (H21) est vérifiée, alors le groupe HS est mild et dpHSq “ rpHSq “ 2|S|.

3.4.3. Graphes quasi-circulaires. — On conserve les mêmes notations. On suppose que Q vérifie le
critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S pour la décomposition S “ U Y V, et on construit les
graphes orientés GS et G˚S dont les sommets sont les premiers de S de la manière suivante :

‚ Un arc pvi, vjq relie le premier vi au premier vj dans le graphe GS lorsque :
– le premier v1

i est inerte et le premier v2
i est décomposé dans l’extension Lp,el

v1
j
{L, et le premier

v1
j est inerte dans les extensions Lp,el

v1
i
{L et Lp,el

v2
i
{L, si vi P V et vj P U

– le premier v1
i est inerte et le premier v2

i est décomposé dans Lp,el
v1
j
{L, et le premier v1

j est

décomposé dans les extensions Lp,el
v1
i
{L et Lp,el

v2
i
{L, si vi P U et vj P V.

‚ Un arc pvi, vjq relie le premier vi au premier vj dans le graphe G˚S lorsque pvj , viq est un arc du
graphe GS .

Comme S “ U Y V, on obtient deux graphes bipartis.

Remarque 3.4.10. — Pour une décomposition S “ U Y V donnée, les graphes GS et G˚S sont distincts
par définition, mais leurs graphes non-orientés sous-jacents sont égaux.

On définit la notion de graphe quasi-circulaire :

Définition 3.4.11. — Un graphe est dit quasi-circulaire s’il admet un sous-graphe couvrant dont les
sommets sont de degré entrant égal à 1.

On peut désormais montrer le théorème :

Théorème 3.4.12. — Si Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S et si l’un des
graphes GS ou G˚S est quasi-circulaire, alors le groupe HS est mild et dpHSq “ rpHSq “ 2|S|.

Démonstration. — Les premiers de S vérifient la condition (H11) de la proposition 3.4.9 si et seulement
si chaque élément u P U (resp. v P V) peut être relié à un élément vu P V (resp. uv P U) par un arc pvu, uq
(resp. puv, vq) dans le graphe GS . On note A l’ensemble de ces |S| arcs. On note HS le sous-graphe de
GS défini par A. Par définition de A, HS est un sous-graphe couvrant de GS dont chaque sommet est
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de degré entrant 1. Finalement, la condition (H11) est vérifiée par les premiers de S si et seulement si le
graphe GS est quasi-circulaire.

On montre de même l’équivalence entre la condition (H21) et le caractère quasi-circulaire du graphe
G˚S . Finalement, le théorème 3.4.12 est équivalent à la proposition 3.4.9, d’où le résultat.

Remarque 3.4.13. — On peut montrer (voir par exemple [23, th. 16.5]) qu’un graphe orienté fai-
blement connexe a tous ses sommets de degré entrant 1 si et seulement si il contient exactement un
circuit élémentaire Z et si les composantes faiblement connexes du sous-graphe obtenu en lui enlevant
les arcs de Z sont des arbres enracinés (dont les racines sont des sommets appartement initialement à
Z). Le sous-graphe couvrant HS est donc une union disjointe de tels graphes, et le nombre de circuits

élémentaires contenus dans HS est borné par
1

2
mint|U |, |Vu|.

Corollaire 3.4.14. — Si |S| “ 4, alors les premiers de S vérifient la condition (H11) (resp. (H21)) si
et seulement si le graphe GS (resp. G˚S) admet comme sous-graphe un circuit élémentaire (de longueur
4). En particulier, les graphes GS et G˚S sont dans ce cas simultanément quasi-circulaires.

Remarque 3.4.15. — Les graphes GS et G˚S dépendent de la décomposition S “ U Y V pour laquelle
Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S. Il arrive que cette décomposition ne soit
pas unique et dans ce cas plusieurs situations peuvent se produire :

– Si deux décompositions U1 Y V1 et U2 Y V2 sont symétriques (c’est-à-dire si U1 “ V2), alors pour
i ‰ j, les graphes GiS et Gj˚S sont identiques.

Exemple : p “ 3, d “ 418, S “ t7, 181, 307, 313u.
– Sinon, le théorème 3.4.12 peut être vérifié pour l’une des deux décomposition sans l’être pour

l’autre.
Exemple : Soit S “ t`1 “ 7, `2 “ 43, `3 “ 61, `4 “ 103, `5 “ 109, `6 “ 163, `7 “ 223, `8 “

241u, L “ Qp
?
´5q et p “ 3. Le corps Q vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt pour les

décompositions U1YV1 “ t`2, `3, `4, `5, `6, `8uY t`1, `7u et U2YV2 “ t`1, `2, `4, `5, `7, `8uY t`3, `6u.
On obtient quatre graphes distincts, et seul G2

S est quasi-circulaire :

`4

`5

`1

��

`3

`7

��

`2

`8

`6

`4

`5

`1XX `3

`7 \\ `2

`8

`6

`1

`7

`3

BB

99

//ee `5

`6

��

%%

//yy
`4

`2

`8

`1

`7

`3
�� yyoo

%%

`5

`6 \\ ee
oo

99

`4

`2

`8

G1
S G1˚

S G2
S G2˚

S

3.5. Exemple complémentaire

Cette section est dédiée à l’étude détaillée d’un exemple. Nous montrerons dans un premier temps,
via l’étude du groupe GL,S dans le cas où p “ 3, L “ Qp

?
´5q et S “ t61, 223, 229, 487u, qu’il existe des

groupes de Galois vérifiant le théorème 3.4.12 auxquels on ne peut pas appliquer le critère (LMSf ). Le
paragraphe 3.5.2 prouve que les exemples de groupes mild obtenus par le théorème 3.4.12 ne vérifient
pas tous le critère de Vogel ([55]).

Comme dans la section précédente, si L{Q est une extension quadratique, on notera GS “ GalpQS{Qq
et HS “ GalpLS{Lq. De plus, pour i “ 1, . . . , 4, j “ 1, 2, on note χi un générateur de H1pGp,elvi q et Ψj

i
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un générateur de H1pHp,el

v
pjq
i

q. Les cup-produits sont calculés localement grâce à la méthode des Frobenius

auxiliaires (section 3.3.1) et exprimés sous forme de 4-uplets (resp. 8-uplets) dans
À

vPS H
2pGvq (resp.

À

vPS1 H
2pHvq ).

3.5.1. Un exemple de pro-p groupe mild ne vérifiant pas le critère 3.1.7. —

Exemple 3.5.1. — Prenons p “ 3, S “ t61, 223, 229, 487u, d “ 5.

On note p1 “ 61, p2 “ 223, p3 “ 229, p4 “ 487.

‚ Le groupe GS :
On a :

χ1 Y χ2 “ p1, 2, 0, 0q χ1 Y χ3 “ p1, 0, 0, 0q χ1 Y χ4 “ p0, 0, 0, 0q

χ2 Y χ3 “ p0, 2, 2, 0q χ2 Y χ4 “ p0, 0, 0, 1q χ3 Y χ4 “ p0, 0, 2, 1q

En posant U “ H1pGp,elp2
q‘H1pGp,elp3

q et V “ H1pGp,elp1
q‘H1pGp,elp4

q, le groupe GS vérifie les hypothèses
du critère pLSf q. Le groupe GS est donc mild.

‚ Le groupe HS :
L’extension Qp

?
´5q{Q est une extension quadratique imaginaire de Q de 3-groupe des classes trivial.

De plus,
ˆ

´5

61

˙

“

ˆ

´5

223

˙

“

ˆ

´5

229

˙

“

ˆ

´5

487

˙

“ 1, donc L{Q est bien S-décomposée.

Le tableau suivant donne la ramification des premiers ppkqj dans les extensions Lp,el
p
plq
i

{L. Le coefficient

à la i-ème ligne et j-ème colonne est -1,0 ou 1 suivant si le premier ppkqj et ramifié, décomposé ou inerte
dans Lp,el

p
plq
i

{L.

p1
1 p2

1 p1
2 p2

2 p1
3 p2

3 p1
4 p2

4

p1
1 ´1 0 1 1 0 1 1 1

p2
1 0 ´1 1 1 1 0 1 1

p1
2 1 0 ´1 1 1 0 0 0

p2
2 0 1 1 ´1 0 1 0 0

p1
3 0 0 0 1 ´1 1 1 0

p2
3 0 0 1 0 1 ´1 0 1

p1
4 1 1 1 0 1 1 ´1 1

p2
4 1 1 0 1 1 1 1 ´1

On obtient le graphe GS suivant :

p1
//

`` p2

p4
//~~
p3

Le circuit pp1p2p4p3p1q est un circuit élémentaire de longueur 4 passant par tous les sommets de GS .
Le groupe HS est donc un groupe mild, à 8 générateurs et 8 relations.

On peut également, en reprenant ce qui est fait dans la section 3.4.1.2, expliciter des ensembles U et
V pour lesquels le groupe HS vérifie le critère 3.1.6 :
Ici, V “ H1pGp,elp1

q ‘ H1pGp,elp4
q, donc V est de la forme V “ xΨ1

1 ` Ψ2
1y ‘ xΨ

1
4 ` Ψ2

4y. On sait de plus
que U contient xΨ1

2 `Ψ2
2y ‘ xΨ

1
3 `Ψ2

3y, ainsi que xΨ1
2y et xΨ1

3y d’après le tableau ci-dessus. Comme les
cup-produits de

V ˆ xΨ1
2 `Ψ2

2y ‘ xΨ
1
3 `Ψ2

3y ‘ xΨ
1
2y ‘ xΨ

1
3y

engendrent
À

vPS1 H
2pHvq, il suffit de considérer un supplémentaire de V dans H1pHSq contenant xΨ1

2`

Ψ2
2y ‘ xΨ

1
3 `Ψ2

3y ‘ xΨ
1
2y ‘ xΨ

1
3y.

Remarque 3.5.2. — Le corps Qp
?
´5q ne vérifie pas le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant

S dans l’exemple précédant. En effet, il n’existe pas d’ensembles de places U et V tels queH1pHSq “ U‘V

avec U “
À

uPU H
1pHp,el

u q, V “
À

vPV H
1pHp,el

v q tels que le cup-produits soit trivial sur V ˆV et surjectif
de U ˆ V dans

À

vPS1 H
2pHvq.
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Le calcul local des cup-produits donne les candidats suivants pour V : tp1
2, p

2
4u, tp2

2, p
1
4u, tp2

1, p
2
3u,

tp1
1, p

1
3u et tp1

1, p
2
1u. Pour déterminer si le cup-produit est, ou non, surjectif pour chacun de ces ensembles,

on applique la proposition 3.3.4 en utilisant la méthode des Frobenius auxiliaires (section 3.3.1).
Par exemple, si on suppose V “ tp1

2, p
2
4u, on calcule le rang de la matrice ci-dessous, dont les lignes

sont données par les composantes des cup-produits Ψp1
2
YΨp1

1
, Ψp1

2
YΨp2

1
,Ψp1

2
YΨp2

2
, Ψp1

2
YΨp1

3
, Ψp1

2
YΨp2

3
,

Ψp1
2
YΨp1

4
, Ψp2

4
YΨp1

1
, Ψp2

4
YΨp2

1
, Ψp2

4
YΨp2

2
, Ψp2

4
YΨp1

3
Ψp2

4
YΨp2

3
, et Ψp2

4
YΨp1

4
dans

À

vPS1 H
2pHvq.

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0
1 0 0 0 0 0 0 2
0 2 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 2 0 1
0 0 0 0 0 0 2 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Cette matrice est de rang 7 ă #S1, donc le groupe de cohomologie H1pHSq ne vérifie pas les hypothèses
du critère pLMSf q pour cette décomposition.

De même, l’étude des autres cas revient au calcul du rang des matrices ci-dessous, qui sont elles aussi
de rang strictement inférieur à 8. Finalement, aucune décomposition de H1pHSq ne permet d’appliquer
le critère (LMSf ), et L ne vérifie pas le critère de Labute-Minac-Schmidt en respectant S.

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2
2 0 0 0 0 0 1 0
0 2 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 2 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 2 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0
0 2 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 1 0
0 2 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 2 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 2
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 2 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 2
0 2 0 0 0 0 0 0
0 2 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 1 0
0 2 0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3.5.2. Comparaison avec les ensembles strictement circulaires de Labute. — Dans [30], La-
bute utilise une représentation sous forme de graphes pour démontrer une condition nécessaire pour
qu’un pro-p groupe GalpQS{Qq soit mild. Les notions qu’il définit sont ensuite reprises par Vogel dans
[55], où il étudie de manière analogue le cas d’un corps quadratique imaginaire. Cependant, les graphes
utilisés ici et dans [55] sont définis différemment. On renvoie à [55] pour les notations dans ce qui suit.

Vogel construit à partir des linking numbers associés aux premiers de S1 (cf def. 3.3.3) le graphe orienté
ΓpSq ayant pour sommets les premiers de S1 dans lequel un arc qiqj relie le premier qi au premier qj si
`ij ‰ 0. Il définit alors la notion d’ensemble strictement circulaire de premiers.

Définition 3.5.3. — Un ensemble fini de premiers de L de normes congrues à 1 modulo p est dit
strictement circulaire (par rapport à p) s’il existe un ordre S1 “ tq1, . . . , qnu sur les premiers de S1 tel
que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) Les sommets q1, . . . , qn de ΓpS1q forment un circuit q1q2 . . . qnq1.
(2) Si i et j sont deux indices impairs, alors qiqj n’est pas une arête de ΓpS1q.
(3) `12`23 . . . `n´1,n`n1 ‰ `1n`n,n´1 . . . `32`21.

Vogel montre alors le théorème suivant :

Théorème 3.5.4 ([55]). — Soit p un premier impair et K un corps de nombres quadratique imaginaire
de p-groupe de classes trivial, différent de Qp

?
´3q si p “ 3. Soit S “ tq1, . . . , qnu un ensemble de

premiers de K de norme congrue à 1 modulo p. Si S est strictement circulaire (par rapport à p), alors
GalpKS{Kq est un pro-p groupe mild.

Reprenons l’exemple 3.5.1 et montrons que l’ensemble S1 considéré n’est pas strictement circulaire.
On note S “ t61, 223, 229, 487u et S1 “ tp

pkq
i , i “ 1, . . . , 4, k “ 1, 2u “ tq1, . . . , q8u l’ensemble des

premiers de L “ Qp
?
´5q au dessus de S. On considère le cas p “ 3, et on note M “ pmijq la matrice

associée au tableau suivant :
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p1
1 p2

1 p1
2 p2

2 p1
3 p2

3 p1
4 p2

4

q1 “ p1
1 -1 0 1 1 0 1 1 1

q2 “ p2
1 0 -1 1 1 1 0 1 1

q3 “ p1
2 1 0 -1 1 1 0 0 0

q4 “ p2
2 0 1 1 -1 0 1 0 0

q5 “ p1
3 0 0 0 1 -1 1 1 0

q6 “ p2
3 0 0 1 0 1 -1 0 1

q7 “ p1
4 1 1 1 0 1 1 -1 1

q8 “ p2
4 1 1 0 1 1 1 1 -1

où le coefficient à la i-ème ligne et j-ème colonne est -1,0 ou 1 suivant si le premier ppkqj et ramifié,
décomposé ou inerte dans Lp,el

p
plq
i

{L.

Remarquons que, par définition, le linking number `ij est non nul si et seulement si le premier qi est
inerte dans l’extension Lp,elqj . On en déduit que qiqj est une arête du graphe ΓpS1q si et seulement si le
coefficient mji est non nul.

Pour que l’ensemble S1 soit strictement circulaire, il faut en particulier qu’il vérifie la deuxième condi-
tion de la définition 3.5.3, c’est-à-dire qu’aucune arête du graphe ΓpS1q ne doit relier deux premiers
d’indices impairs (pour un certain réordonnement des qi). Ici, cette condition implique que les quatre
colonnes de M associées aux premiers d’indices impairs doivent contenir au moins trois 0. Les premiers
d’indices impairs sont donc nécessairement p1

1, p2
1, p1

4 et p2
4. Or le coefficient m78 est non nul, donc une

arête relie p2
4 à p1

4 et l’un de ces premiers ne peut pas être d’indice impair.

Finalement, quelque soit l’ordre des premiers de S1, la deuxième condition de la définition 3.5.3 n’est
pas vérifiée. L’ensemble S1 n’est donc pas strictement circulaire.
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CHAPITRE 4

SUR LES ϕ-COMPOSANTES DE LA STRUCTURE GALOISIENNE DE
CERTAINES PRO-p-EXTENSIONS DE CORPS DE NOMBRES

La motivation de ce chapitre est encore l’étude de pro-p extensions à ramification restreinte, mais
nous ne supposons plus que la ramification est modérée. On considère p un nombre premier impair, K{k

une extension galoisienne finie de corps de nombres de groupe de Galois ∆ d’ordre premier à p et S un
ensemble fini de places de k contenant l’ensemble des places p-adiques Sp. Soit ensuite F{K une sous-
extension de KS{K obtenue par compositum avec le corps K d’une sous-extension L{k de kS{k. Posons
H “ GalpKS{Fq puis G “ GK,S et G :“ G{H. Alors le groupe ∆ agit semi-simplement sur X “ H{rH,Hs.

On se place dans un premier temps dans un cadre plus général où G est un pro-p groupe, H un
sous-groupe normal fermé de G et ∆ un sous-groupe fini du groupe des automorphismes (continus) de G.
Maire, dans [38], étudie la liberté du ZpvGw-module X . L’action de ∆ nous permet de généraliser ici son
travail en étudiant la liberté non plus du module X mais de chacune de ses ϕ-composantes Xϕ, où ϕ est
un caractère Qp-irréductible de ∆. Sous la conjecture de Leopoldt et pour un caractère ϕ non trivial, on
montre que la liberté du ZpvGw-module Xϕ équivaut à la trivialité du module de torsion TorZp

`

Gab
˘ϕ.

Nous appliquerons ce théorème à plusieurs situations arithmétiques, et en particulier au contexte
galoisien exposé plus haut. Le groupe fini TorZp

`

GabK,Sp
˘

se ramène, via la théorie du corps de classes et
sous de bonnes hypothèses, à un quotient des unités p-adiques par les unités globales. Dans un cadre
adapté, la trivialité de TorZp

`

GabK,Sp
˘ϕ équivaut à une condition de congruence modulo p, idéale pour

les expérimentations numériques : nous finirons par une étude statistique dans des extensions cubiques
cycliques, diédrales et cycliques totalement réelles de degré 4. Les situations pour lesquelles le module
Xϕ n’est pas libre sont très rares et confortent la conjecture de Gras selon laquelle le corps de nombres
K est p-rationnel pour p suffisamment grand.

L’ensemble des calculs ont été effectués à l’aide du logiciel PARI/GP [54].

Notations

‚ Si M désigne un Zp-module de type fini, nous notons par

´ rgZpM le Zp-rang de M , i.e la dimension sur Qp de Qp bZp M ;
´ TorZpM :“ tx PM, Dpk, pkx “ 0u, le sous-module de torsion de M ;
´ M rps “ tx PM, px “ 0u, les éléments de p-torsion de M ;
´ dpM le nombre minimal de générateurs de M , i.e. la dimension sur Fp de Fp bZp M .

Si de plus M est muni d’une action d’un groupe fini ∆, nous notons par

´ M∆ :“ tx PM, σ ¨ x “ x, @σ P ∆u le sous-groupe des invariants de M sous l’action de ∆ ;
´ M∆ :“ M{I∆M les coinvariants de M sous l’action de ∆, ici I∆ “ xσ ´ 1, σ P ∆y est l’idéal

d’augmentation de l’algèbre Zpr∆s. Ainsi, M∆ est le plus grand quotient de M sur lequel ∆ agit
trivialement.

On étend ces deux dernières notations au cas où ∆ est profini avec action continue de ∆.



‚ Si ∆ est d’ordre premier à p, nous sommes dans le cas "semi-simple" : l’algèbre Zpr∆s est munie
d’un système fondamental d’idempotents orthogonaux peϕqϕ, ϕ parcourant l’ensemble des caractères Qp-
irréductibles Irrp∆,Qpq de ∆. On rappelle que eϕ “

ψp1q
|∆|

ř

sP∆ ϕpsqs´1, où ψ désigne un caractère Cp-
irréductible divisant ϕ. Ainsi, si ϕ désigne un caractèreQp-irréductible de ∆, nous notons parMϕ :“ eϕM

la ϕ-composante de M .
Grâce au système d’idempotents orthogonaux, on a donc M “

À

ϕPIrrp∆,QpqM
ϕ, et ainsi la projection

sur les ϕ-composantes conserve les suites exactes.
Lorsque M est de plus Zp-libre, on identifie le caractère de Qp bM , à valeurs dans Qp, avec celui de

M{Mp :“ Fp bM , à valeurs dans Fp. On rappelle que dans ce cas le Zpr∆s-module M est projectif.
On note par 1 le caractère trivial, i.e. le caractère de la représentation triviale (c’est-à-dire le caractère

du module M “ Zp) et par Rg le caractère de la représentation régulière (c’est-à-dire le caractère
du module M “ Zpr∆s). Posons alors Irr‚p∆,Qpq “ Irrp∆,Qpqzt1u, l’ensemble des caractères Qp-
irréductibles et non-triviaux de ∆.

Notons enfin que M∆ “ M1, et la décomposition de M suivant les caractères irréductibles nous
indique que M∆ “ t0u si et seulement si M∆ “ t0u.

Pour plus de détails, voir par exemple [51], [7], etc.

‚ Si G désigne un pro-p-groupe de type fini et ∆ un sous-groupe du groupe des automorphismes
(continus) de G, on note par G∆ le plus grand quotient de G sur lequel ∆ agit trivialement et par Hp∆q
le sous-groupe normal fermé associé : G{Hp∆q “ G∆.

‚ Si G désigne un pro-p-groupe, on note par rG,Gs le sous-groupe fermé normal de G engendré par ses
commutateurs, par Gab le quotient G{rG,Gs, puis par Gab,p le quotient G{GprG,Gs, où ici Gp désigne
le sous-groupe de G engendré par les puissances p-èmes.

‚ Si K{Q désigne un corps de nombres, on note par

- OK son anneau des entiers,
- EK :“ OˆK le groupe des unités de K,
- ClpKq le groupe des classes de K,
- Sp l’ensemble des places de K au-dessus de p (auxquelles on ajoute les places infinies quand p “ 2).

‚ Si K{k désigne une extension de corps de nombres et S (“ Skq un ensemble de places de k, nous
notons également par S (“ SK) l’ensemble des places de K au-dessus de celles de Sk.

‚ Si K désigne un corps (de nombres ou local) et si p désigne un nombre premier, on note par

- µp8pKq le groupe des racines de l’unité d’ordre une puissance de p contenues dans K (éventuellement
trivial),

- µppKq les racines de l’unité d’ordre divisant p contenues dans K,
- µp8 :“ µp8pKq et µp :“ µppKq, où ici K est une clôture algébrique de K fixée dès le début.

4.1. Quelques précisions algébriques

Une bonne référence pour une partie des résultats présentés dans cette section est le livre de Neukirch,
Schmidt et Wingberg [42, Part "Algebraic Theory"].

4.1.1. Le contexte algébrique. — Soit p un nombre premier ; posons suivant le contexte Ω “ Fp ou
Zp.

4.1.1.1. — Soit G un pro-p-groupe de type fini. On considère l’algèbre d’Iwasawa complète

ΩvGw “ lim
ÐÝ
U

ΩrG{U s,
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où la limite projective est prise sur les sous-groupes ouverts normaux U de G. Notons IG l’idéal d’aug-
mentation de ΩvGw, c’est le noyau du morphisme naturel de réduction :

IG “ ker pΩvGw� Ωq.

L’algèbre ΩvGw est un anneau local d’idéal maximalMG :“ pΩvGw`IG pour laquelle il vient ΩvGw{MG »

Fp.

4.1.1.2. — Soient G un pro-p-groupe de type fini, H un sous-groupe fermé normal de G et le quotient
G :“ G{H. Posons

X :“ Hab “ H{rH,Hs et Y “ X {X p.

Proposition 4.1.1. — Le pro-p-groupe abélien X (resp. Y) est naturellement muni d’une structure
de ZpvGw-module (resp. de FpvGw-module) d’action continue pour les topologies naturelles sous-jacentes
(issues des limites projectives).

Pour la suite quand on parlera des ΩvGw-modules X et Y, il faudra comprendre Ω “ Zp pour X et
Ω “ Fp pour Y.

Par le lemme de Nakayama topologique (voir par exemple [42, chap. V, §2]), les ΩvGw-modules X et
Y sont de type fini si et seulement si le Fp-module Y{MG l’est.

L’étude de la suite exacte
1 // H // G // G // 1

apporte le lemme suivant :

Lemme 4.1.2. — Si l’on suppose finis les groupes de cohomologie H2pG,Fpq et H1pG,Fpq, alors les
ΩvGw-modules X et Y sont de type fini.

Dans nos contextes arithmétiques, les groupes G en jeu sont bien de présentation finie. Nous revien-
drons rapidement sur ce fait par la suite.

4.1.2. Action semi-simple. — À présent, on se donne un sous-groupe fini ∆ du groupe des automor-
phismes (continus) de G, d’ordre premier à p. À ce niveau, nous suivons [56]. Soit le produit semi-direct
Γ :“ ∆ ˙ G induit par l’action de ∆ sur G. Notons par G∆ le plus grand quotient de G sur lequel ∆

agit trivialement. Ce quotient est bien défini. Avant d’énoncer un résultat de Wingberg, rappelons que
si M désigne un ∆-module, nous notons par M∆ le sous-module de M constitué des points fixes sous
l’action de ∆. Si M est un Fpr∆s-module de type fini, alors M∆ “M1 est la composante isotypique de
M associée au caractère trivial 1.

Proposition 4.1.3 (Wingberg, [56]). — On a G∆ » Γppq, où Γppq est le pro-p-quotient maximal
de Γ. De plus, H1pG∆,Fpq » H1pGq∆ et H2pG∆,Fpq ãÑ H2pG,Fpq∆.

Ce résultat permet de donner des situations où G∆ est pro-p-libre, nous y reviendrons plus tard.
Wingberg obtient même un peu plus lorsque le pro-p-groupe G est de Demushkin (pour un rappel sur
les groupes de Demushkin voir par exemple [42, chap. III, §9].

Proposition 4.1.4 (Wingberg, [56]). — Supposons G de Demushkin de rang n ` 2, n ě 0. Alors
H2pG∆,Fpq » H2pG,Fpq∆. En particulier si H2pG,Fpq∆ “ 0 alors G∆ est pro-p-libre (de rang n

2 ` 1

lorsque ∆ est d’ordre 2). Par contre, dans le cas contraire, c’est-à-dire si H2pG,Fpq∆ n’est pas trivial, le
quotient G∆ est également de Demushkin.

Posons Hp∆q le sous-groupe normal de G tel que G{Hp∆q “ G∆ et revenons au contexte du début de
cette section.

Pour toute la suite, on choisitH contenantHp∆q pour la raison suivante : le groupe ∆ agit trivialement
sur le quotient G∆ � G{H :“ G.
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Ainsi comme G et ∆ commutent, il vient ΩvGˆ∆w » ΩvGwr∆s. Les actions de Ωr∆s et ΩvGw sur X
(resp. sur Y) commutent et X (resp. Y) a de fait une structure de pΩvGw,Ωr∆sq-bimodule, ce qui peut
être assemblé dans la proposition suivante :

Proposition 4.1.5. — Supposons X de type fini sur ZpvGw. L’anneau Zpr∆s agit sur X et les ϕ-
composantes Xϕ du Zpr∆s-module X sont des ZpvGw-modules. En particulier Xϕ est de type fini sur
ZpvGw. Il en est de même pour Y.

Démonstration. — Comme les actions de G et ∆ commutent, on a pour tout g P G : geϕ “ eϕg. Par
conséquent,

g ¨ pXϕq “ g ¨ peϕX q “ eϕpg ¨ X q Ă Xϕ,

c’est-à-dire que G agit bien sur la ϕ-composante Xϕ de X .
De plus, comme on est dans le cas semi-simple, il vient la décomposition X “

À

ϕ Xϕ, et donc
Xϕ » X {p

À

χ‰ϕ Xχq, le tout étant un isomorphisme de ZpvGwr∆s-modules. Si l’on suppose que X est
de type fini comme ZpvGw-module, tous ses quotients le sont et en particulier les Xϕ. L’assertion sur Yϕ
se montre de la même façon.

Traitons le caractère trivial.

Proposition 4.1.6. — Pour H “ Hp∆q, il vient X 1 “ t1u.

Démonstration. — En effet, supposons que X 1 n’est pas trivial. Alors il existe un sous-groupe normal
H0 de G, sous-groupe strict de Hp∆q, tel que ∆ agisse trivialement sur le quotient G1 :“ Hp∆q{H0 (on
peut par exemple s’assurer que |G1| “ p) : cela repose sur le fait que le pro-p-groupe G∆ agit sur le
pro-p-groupe X 1. Posons G “ G{H0. Regardons l’action de ∆ sur G. Soit σ P ∆ d’ordre n ‰ 1 premier
à p, et soit g P G. Alors σpgq “ gh avec h P G1. Or σphq “ h. Ainsi g “ σnpgq “ ghn et par conséquent
hn “ 1. Comme G1 est un p-groupe, il vient que h “ 1 et donc σpgq “ g. On vient ainsi de montrer
que le groupe ∆ agit trivialement sur un quotient de G contenant strictement G∆, ce qui contredit la
maximalité de G∆.

Terminons ce paragraphe par une première réduction possible quand ϕ P Irr‚p∆,Qpq. En effet, quand
ϕ est différent du caractère trivial 1, le résultat suivant nous montre que l’étude de la ϕ-composante Xϕ

est réduite à la situation où G “ G∆. Cela ne sera pas du tout le cas pour le caractère trivial ϕ “ 1.
Conservons le contexte de la section 4.1.2

Proposition 4.1.7. — Soient H1 Ă H2 deux sous-groupes normaux fermés de G contenant Hp∆q.
Pour i “ 1, 2, soient les quotients Gi “ G{Hi. Posons Xi “ Hab

i puis H :“ H2{H1. Alors pour tout
caractère ϕ P Irr‚p∆,Qpq, il vient l’isomorphisme de ZpvG2w-module : Xϕ

1,H » Xϕ
2 . En particulier, si Xϕ

1

est ZpvG1w-libre, il en est de même pour Xϕ
2 en tant que ZpvG2w-module.

Démonstration. — On part de la suite exacte 1 ÝÑ H1 ÝÑ H2 ÝÑ H ÝÑ 1 qui devient

¨ ¨ ¨ ÝÑ H1pH,Zpq ÝÑ X1,H ÝÑ X2 ÝÑ Hab ÝÑ 1.

Il suffit ensuite de prendre les ϕ-composantes et d’utiliser le fait que ∆ agit trivialement sur le quotient
H et donc aussi sur H1pH,Zpq et sur Hab.

4.1.3. Suite spectrale à sept termes. — Le point de départ algébrique est la suite exacte à sept
termes du lemme 2.2.9, également point de départ de [38], dont une preuve est donnée dans le chapitre 2.

Lemme. — Soit G un pro-p groupe et soit H un sous-groupe de G, distingué et fermé. On note G le
quotient de G par H et on suppose que le groupe de cohomologie H2pH,Qp{Zpq est trivial. Alors on a la
suite exacte d’homologie :

(2) H3pG,Zpq // H1pG,Habq // H2pG,Zpq // H2pG,Zpq // Hab
G

// Gab // // Gab.

La nouveauté ici consiste à regarder cette suite exacte dans le contexte d’une action semi-simple ∆,
en supposant que Hp∆q Ă H. Rappelons que l’on note le quotient G :“ G{H.
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Proposition 4.1.8. — Conservons le contexte de la section 4.1.2 et supposons H2pG,Qp{Zpq et
H2pH,Qp{Zpq triviaux. Alors la suite exacte à sept termes (2) est également une suite exacte de
Zpr∆s-modules.

Démonstration. — La preuve est inspirée de [42, chap 1, §6, exercice 3].
La suite spectrale de Hochschild-Serre donne la suite exacte à sept termes (2) qui, sous l’hypothèse

H2pG,Qp{Zpq “ 0, se scinde en deux suites exactes (après passage au dual) :

(3) H1pG,Qp{Zpq �
� // H1pG,Qp{Zpq // H1pH,Qp{ZpqG // // H2pG,Qp{Zpq,

(4) H1pG,H1pH,Qp{Zpqq �
� // H3pG,Qp{Zpq.

Rappelons maintenant le fait cohomologique suivant. Si Γ désigne un groupe profini et H un sous-
groupe fermé de Γ, alors pour tout H-sous-module B d’un Γ-module A et pour σ P Γ, il vient, pour
chaque n ě 1, l’isomorphisme σ˚ : HnpH,Bq Ñ Hnpσ ¨H,σBq, qu’on appellera encore conjugaison (voir
[42, chap. I, §5]). On renvoie également à [42, chap. I, §5 et §6] pour les définitions des morphismes
d’inflation, de restriction et de transgression.

Utilisant ce rappel dans notre contexte, on note alors que le groupe ∆ agit sur chacun des termes des
suites exactes (3) et (4).

D’après [42, prop. 1.5.4], la conjugaison σ˚ commute avec les applications inflation et restriction, donc
avec les deux premiers morphismes de la suite exacte (3). Pour montrer que la suite exacte (3) est une
suite exacte de Zpr∆s-modules, il reste à prouver que σ˚ commute également avec la transgression

H1pH,Qp{ZpqG // H2pG,Qp{Zpq.

Ceci qui prouvera également que ∆ commute avec le morphisme de la suite exacte (4).
Soit A un G-module (discret). On définit le G-module A1 par la suite exacte

0 // A // IndGpAq // A1
// 0 ,

où IndGpAq est le module induit de A : c’est l’ensemble des fonctions continues de G vers A muni d’une
action naturelle de G. On a alors la suite exacte longue de cohomologie

0 // AH // IndGpAq
H // AH

1
// H1pH, Aq // H1pH, IndGpAqq // . . .

Mais IndGpAq est également un H-module induit donc le groupe de cohomologie H1pH, IndGpAqq est
trivial ([42, 1.3.6 et 1.3.7]). On a donc en fait une suite exacte à quatre termes qu’on coupe en deux en
notant B l’image de IndGpAq

H dans AH
1 :

(5) 0 // AH // IndGpAq
H // B // 0 ,

(6) 0 // B // AH
1

// H1pH, Aq // 0 .

Soit maintenant un rang n ě 1. La suite exacte (5) donne

HnpG, IndGpAq
Hq // HnpG, Bq // Hn`1pG, AHq // Hn`1pG, IndGpAq

Hq

où les termes HnpG, IndGpAq
Hq et Hn`1pG, IndGpAq

Hq sont triviaux puisque IndGpAq
H est un G-module

induit. Finalement le δ-morphisme de connexion

δ1 : HnpG, Bq // Hn`1pG, AHq

est un isomorphisme. Sa composée avec le δ-morphisme

δ2 : Hn´1pG, H1pH, Aqq // HnpG, Bq

obtenu à partir de la suite exacte (6) est, d’après [42, chap. II, §4, exercice 3], le morphisme dn´1,1
2 associé

à la suite spectrale de Hochschild-Serre. Comme la conjugaison σ˚ commute avec les δ-morphismes de
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connexion, elle commute avec les morphismes dn´1,1
2 pour tout n ě 1 et donc en particulier avec la

transgression.

Comme ∆ est d’ordre premier à p, on peut projeter les termes de la suite exacte du lemme 2.2.9 sur
leurs ϕ-composantes : si ϕ est un caractère Qp-irréductible de ∆, on a la suite exacte suivante (sous la
condition H2pG,Zpq “ H2pH,Zpq “ 0) :

(7) H3pG,Zpqϕ // H1pG,X qϕ // 0 // H2pG,Zpqϕ // pXGqϕ // pGabqϕ // // pGabqϕ.

4.1.4. Liberté des ϕ-composantes. —

4.1.4.1. Résultats préparatoires. — Fixons X un ZpvGwr∆s-module de type fini.
La proposition suivante va être d’une grande importance.

Proposition 4.1.9. — Pour tout caractère irréductible ϕ de ∆, on a l’isomorphisme de ∆-modules :
H1pG,Xϕq » H1pG,X qϕ.

Démonstration. — Commençons par le lemme suivant :

Lemme 4.1.10. — Sous les conditions précédentes, on a l’isomorphisme de ∆-modules : pXGqϕ »
pXϕqG. On notera par Xϕ

G ce ∆-module.

Démonstration. — La preuve est immédiate, elle repose sur le fait que les actions de G et de ∆ com-
mutent.

Soit une présentation minimale du ZpvGˆ∆w-module X :

(8) 1 // R // F // X // 1,

où F » ZpvGˆ∆wr.
Pour ϕ un caractère irréductible de ∆, on peut alors projeter la présentation de X sur les ϕ-

composantes et on obtient une présentation du ZpvGw-module Xϕ :

(9) 1 // Rϕ // Fϕ // Xϕ // 1 ,

où ici Fϕ est ZpvGw-libre car en effet :

Lemme 4.1.11. — Le ZpvGw-module Fϕ est libre. En particulier, HipG,F
ϕq “ 0 pour tout i ě 1.

Démonstration. — Comme ZpvGˆ∆w » ZpvGwr∆s, il vient que ZpvGˆ∆w est ZpvGw-libre, et donc que
F est ZpvGw-libre. De plus, on a la somme directe de Zpr∆s-modules : F “ ‘ϕPIrrp∆,QpqF

ϕ, où la somme
directe est prise sur les caractères Qp-irréductibles de ∆. Les ϕ-composantes étant des bimodules, ce sont
en particulier des ZpvGw-modules et la somme directe reste valable pour la structure de ZpvGw-module.
Finalement, Fϕ est un facteur direct du ZpvGw-module libre F , c’est donc un ZpvGw-module projectif,
c’est-à-dire libre car ZpvGw est un anneau local.

La suite exacte (9) donne la suite exacte longue d’homologie :

(10) 1 // H1pG,Xϕq // H0pG,R
ϕq

looooomooooon

pRϕqG

// H0pG,F
ϕq

looooomooooon

pFϕqG

// H0pG,Xϕq
looooomooooon

pXϕqG

// 1.

D’autre part, la présentation minimale (8) de X donne la suite exacte d’homologie :

1 // H1pG,X q // H0pG,Rq ÝÑ H0pG,F q // H0pG,X q // 1.

Comme ∆ agit sur les groupes G, X , R et F , ∆ agit sur tous les termes de cette suite exacte. On projette
sur les ϕ-composantes pour obtenir :

(11) 1 // H1pG,X qϕ // H0pG,Rq
ϕ

looooomooooon

pRGqϕ

// H0pG,F q
ϕ

looooomooooon

pFGqϕ

// H0pG,X qϕ
looooomooooon

pXGqϕ

// 1.
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Mais d’après le lemme 4.1.10, on a pRGqϕ “ pRϕqG “ RϕG, pFGq
ϕ “ pFϕqG “ FϕG et pXGqϕ “ pXϕqG “

Xϕ
G . Le résultat se déduit des suites exactes (10) et (11).

Corollaire 4.1.12. — La ϕ-composante Xϕ de X est ZpvGw-libre si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) H1pG,X qϕ est trivial ;
(ii) Xϕ

G est Zp-libre.

Démonstration. — Soit une présentation minimale du ZpvGw-module Xϕ :

1 // R̃ // F̃ // Xϕ // 1,

où F̃ “ ZpvGwt avec t “ dpXϕ
G .

Le ZpvGw-module Xϕ est libre si et seulement si le ZpvGw-module R̃ est trivial. Par le lemme de
Nakayama c’est équivalent à la trivialité du Fp-module R̃G{p. La présentation minimale de Xϕ donne la
suite exacte longue d’homologie :

1 // H1pG,Xϕq // H0pG, R̃q
loooomoooon

R̃G

// H0pG, F̃ q
loooomoooon

F̃G

// H0pG,Xϕq
looooomooooon

Xϕ
G

// 1.

Le module R̃G{p est donc trivial si et seulement si le module H1pG,Xϕq est trivial et Xϕ
G est Zp-

libre.

4.1.4.2. Un premier résultat et quelques conséquences. — Nous sommes en mesure d’énoncer une ex-
tension du résultat de [38] (voir aussi [42, chap. V, §6]) :

Théorème 4.1.13. — Soit ϕ un caractère Qp-irréductible de ∆ et soit H un sous-groupe normal de G
contenant Hp∆q. Supposons :
(i) H2pH,Zpq “ 0,
(ii) H2pG,Zpq “ 0.
Si le caractère ϕ n’est pas trivial, alors le ZpvGw-module Xϕ est libre si et seulement si le groupe

pGabqϕ est sans Zp-torsion. Si tel est le cas, le rang de Xϕ est égal à

dϕ “ rgZppG
abqϕ.

Si ϕ “ 1 et si G est de dimension cohomologique cdpGq inférieure à 2, alors X 1 est ZpvGw-libre
lorsque le morphisme TorZppGabq1 Ñ Gab est injectif. Si tel est le cas, le rang de X 1 est égal à

d1 “ dpH2pG,Fpq ´ dpG` rgZppG
abq1.

Démonstration. — Soit ϕ un caractère irréductible de ∆. Reprenons la suite exacte (7) :

(12) H3pG,Zpqϕ // H1pG,X qϕ // 0 // H2pG,Zpqϕ // pXGqϕ

��
pGabqϕ pGabqϕoooo

Supposons que le caractère ϕ ne soit pas trivial. Par hypothèse (c’est-à-dire par le choix de H), le
groupe ∆ agit trivialement sur G. En particulier, les modules H3pG,Zpqϕ, H2pG,Zpqϕ et pGabqϕ sont
triviaux. La suite exacte (12) implique donc

H1pG,X qϕ “ 0 et Xϕ
G » pG

abqϕ.

Ainsi le Zp-module Xϕ
G est sans torsion si et seulement si pGabqϕ est sans Zp-torsion. On peut alors

conclure grâce au corollaire 4.1.12.
Supposons maintenant que ϕ est égal au caractère trivial 1. Sous l’hypothèse cdpGq ď 2, le groupe

H3pG,Zpq est trivial et il en est de même du groupe H1pG,X q1. La suite exacte (12) devient :

0 // H2pG,Zpq // X 1
G

// pGabq1 // pGabq1 // 0
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dont on déduit que le Zp-module X 1
G est sans torsion si et seulement si le morphisme TorZppGabq1 Ñ

pGabq1 est injectif (car H2pG,Zpq est sans torsion), et on peut conclure grâce à la proposition 4.1.12. Les
calculs sont ensuite immédiats.

Remarque 4.1.14. — Notre résultat principal peut être vu comme une réciproque à la proposition
4.1.7. En effet, pour ϕ ‰ 1, nous montrons que Xϕ est ZpvGw-libre pour tout quotient G de G∆ si et
seulement si Xϕ

0 est Zp-libre où X0 :“ Gab, en d’autres termes pour le plus petit quotient de G∆.

Remarque 4.1.15. — Sous les conditions du théorème 4.1.13 et pour H “ Hp∆q, on obtient que
H2pG∆,Qp{Zpq est trivial : en effet, dans ce cas, X 1 “ t1u.

Donnons à présent quelques situations immédiates.

Corollaire 4.1.16. — Soit G un pro-p-groupe de dimension cohomologique stricte 2. Soit H un sous-
groupe fermé et distingué de G contenant Hp∆q et soit G0 un sous-groupe ouvert et distingué de G
contenant H. Posons G “ G{H et G0 “ G0{H. Alors pour ϕ P Irr‚p∆,Qpq, le ZpvGw-module Xϕ est libre
si et seulement si il l’est en tant que ZpvG0w-module.

Démonstration. — Un sens est immédiat, mais nous allons montrer ce résultat par équivalence directe.
Comme G est de dimension cohomologique stricte 2, les hypothèses du théorème 4.1.13 sont satisfaites
et ainsi Xϕ est ZpvGw-libre si et seulement si TorZp

`

Gab
˘ϕ est trivial. Il en est de même de Xϕ en tant

que ZpvG0w-module. Mais la dimension cohomologie stricte de G apporte également que le morphisme
de transfert induit un isomorphisme entre TorZpGab et

`

TorZpGab0

˘G{G0 (voir par exemple [42, th. 3.6.4]).
Ainsi, les ϕ-composantes de TorZpGab et de TorZpGab0 sont simultanément nulles ou non. Le résultat s’en
déduit.

Corollaire 4.1.17. — Soit G un pro-p-groupe libre à d générateurs. Soit H un sous-groupe fermé de
G contenant Hp∆q. Alors pour ϕ P Irr‚p∆,Qpq, on a Xϕ » ZpvGwdϕ , où dϕ “ rgZppG

abqϕ.

Démonstration. — Le groupe G est un pro-p-groupe libre donc pour tout sous-groupe fermé H de G, il
vient H2pH,Zpq “ 0. D’autre part, l’abélianisé Gab est isomorphe à Zdp donc pour tout caractère Qp-
irréductible ϕ de ∆, la ϕ-composante pGabqϕ est sans Zp-torsion. Le théorème 4.1.13 s’applique et ainsi
Xϕ est ZpvGw-libre de rang dϕ.

À ce niveau, on peut avancer un résultat un peu plus général quand H “ Hp∆q. Si Fd est le pro-
p-groupe libre à d générateurs x1, ¨ ¨ ¨ , xd, on rappelle l’isomorphisme ψ entre ZpvFdw et l’algèbre de
Magnus des séries formelles non commutatives ZpvX1, ¨ ¨ ¨ , Xdw

nc donné par ψpxiq “ Xi ` 1 (voir par
exemple [29, chap. 7, §7.6]).

Corollaire 4.1.18. — Sous les conditions du théorème 4.1.13, prenons H “ Hp∆q. Supposons pGabqϕ
et pGabq1 sans Zp-torsion, où ϕ P Irr‚p∆,Qpq. Alors

Xϕ »
`

ZpvX1, ¨ ¨ ¨ , Xd1w
nc
˘dϕ

,

où dϕ “ rgZppG
abqϕ.

Remarque 4.1.19. — On rappelle que nous avons vu dans la proposition 4.1.6 que pour H “ Hp∆q,
on a X 1 “ t1u.

Démonstration. — Par hypothèses et comme on suppose pGabqϕ sans Zp-torsion, le théorème 4.1.13
s’applique et Xϕ est libre de rang dϕ, i.e. Xϕ » ZpvG∆w

dϕ . De plus, la suite exacte 1 ÝÑ Zp ÝÑ Zp ÝÑ
Fp ÝÑ 1 apporte la suite exacte de ∆-modules

¨ ¨ ¨ ÝÑ H2pG,Zpq ÝÑ H2pG,Fpq� Gabrps.

Par hypothèses H2pG,Zpq “ 0 et
`

Gabrps
˘1
“ 0. Ainsi, H2pG,Fpq1 “ 0 et la proposition 4.1.3 indique que

G∆ est pro-p-libre de rang égal au p-rang de pGabq1 c’est-à-dire à rgZppG
abq1. On conclut en appliquant

l’isomorphisme de Magnus à ZpvG∆w.
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Pour le dernier corollaire de cette section, faisons le rappel suivant : un groupe de Demushkin G
est de dimension cohomologique stricte 2 si et seulement si pour tout sous-groupe ouvert U de G,
H2pU ,Qp{Zpq “ 0, ou encore si et seulement si TorZpUab ‰ t0u ; la dernière équivalence provient de
la suite exacte

1 ÝÑ H2pU ,Zpq{p ÝÑ H2pU ,Fpq ÝÑ Uabrps ÝÑ 1

associée au fait que H2pU ,Fpq » Z{pZ (pour la première équivalence voir par exemple [52, chap I §3
prop. 19]). Cette suite exacte indique également que si G est de dimension cohomologique stricte 2, on a
l’isomorphisme de ∆-modules :

H2pG,Fpq »∆ Gabrps.

Corollaire 4.1.20. — Soit G un groupe de Demushkin de dimension cohomologique stricte 2. Soit ω
le caractère de ∆ résultant de l’action sur TorZpGab.
(i) Si G∆ est pro-p-libre, alors Xω est non libre en tant que ZpvG∆w-module, et pour ϕ ‰ ω, Xϕ est

ZpvG∆w-libre.
(ii) Si G∆ est de Demushkin, pour tout ϕ P Irr‚p∆,Qpq, on a Xϕ “ ZpvG∆w

dϕ , avec dϕ “ rgZppG
abqϕ.

Démonstration. — Comme G est de Demushkin de dimension cohomologique stricte 2, les conditions
sur les multiplicateurs de Schur H2pG,Qp{Zpq “ 0 et H2pH,Qp{Zpq “ 0 sont satisfaites pour tout
sous-groupe fermé H de G.

Suivant la proposition 4.1.4, G∆ est pro-p-libre si et seulement si H2pG,Fpq1 “ 0. Dans ce cas ω n’est
pas le caractère trivial et Xω n’est pas libre. Par contre les autres ϕ-composantes sont libres. Dans l’autre
cas, H2pG,Fpq1 n’est pas trivial, ainsi ω “ 1 et Xϕ est libre pour tout ϕ P Irr‚p∆,Qpq.

4.2. Extensions à ramification restreinte : rappels

Le contexte que l’on va considérer par la suite est celui des extensions à ramification restreinte. On se
donne un nombre premier impair p, un corps de nombres K et deux ensembles finis disjoints de places
de K, qu’on note T et S. On suppose que les premiers qui composent S sont, en norme, congrus à 0 ou
1 modulo p. On renvoie à la section 2.1 pour les notations dans ce qui suit.

Pour notre étude, il convient de noter à ce niveau que les groupes de cohomologie HipGTK,S ,Fpq,
i “ 1, 2, sont finis. Voir section 2.2.

4.2.1. Torsion relative. — On a vu dans le chapitre 2 que la théorie p-adique du corps de classes est un
outil particulièrement adapté à l’étude de pro-p extensions de corps de nombres. Rappelons en particulier
que le noyau du morphisme naturel de restriction GT

1,ab
K,Σ Ñ GT,abK,S est isomorphe, via l’application d’Artin,

au quotient
ś

vPΣzS Uv
ś

vPT zT 1 Rv

ιpETS q
,

où ι est le plongement diagonal sous-jacent (prop. 2.1.1). Cet isomorphisme est compatible avec la
structure de ∆-module :

Remarque 4.2.1. — Lorsque les objets en jeu dans la proposition 2.1.1 sont munis d’une action d’un
groupe ∆, l’isomorphisme est un isomorphisme de ∆-modules.

L’étude de pGTK,Sq
ab peut alors se faire de façon relative : la théorie (globale) du corps de classes

identifie le groupe GH,pK,H au p-Sylow du groupe des classes de K. Il vient alors :

Corollaire. — Soit p tel que le p-Sylow du groupe des classes ClpKq de K est trivial. Alors

GabK,S »

ś

vPS Uv
ιpEKq

.
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Ce corollaire, démontré dans le chapitre 2, montre que les nombres premiers qui divisent l’ordre du
groupe des classes jouent un rôle bien particulier pour notre étude. Nous les appelons nombres premiers
exceptionnels.

Pour terminer cette section, rappelons que le théorème de Brauer-Siegel (cf [32, chap. XVI, §1])
apporte l’inégalité |ClpKq| ď |DiscK|

C , où DiscK est le discriminant du corps K et où C est une constante
universelle. Rappelons également qu’il est conjecturé que pour tout ε ą 0 : |ClpKqrps| !ε,rK:Qs |DiscK|

ε.
Voir par exemple Ellenberg-Venkatesh [10] pour une présentation de cette conjecture. Voir également
[4], [6], [9], [24], [25], [45], [46], etc.

4.2.2. Le module
ś

w|v Uw. — Partons d’une extension galoisienne K{k de groupe de Galois ∆ d’ordre
premier à p. Soit v une place de k et soit w|v une place de K au-dessus de v. Par abus, posons Dv “ Dw

le groupe décomposition de w dans K{k. On rappelle que Dw » GalpKw{kvq. Posons N “ |µp8pKwq|.

Définition 4.2.2. — La représentation induite Ind∆
Dvµp8pKwq de Dv à ∆ du module µp8pKwq est

notée χ∆
Dv

:
χ∆
Dv “ Zpr∆s bDv µp8pKwq.

Bien entendu, la représentation χ∆
Dv

ne dépend pas du choix de la place w au-dessus de v.
Remarquons que par semi-simplicité, la suite exacte

1 ÝÑ µppKwq ÝÑ µp8pKwq
p
ÝÑ µp8pKwq ÝÑ µp8pKwq{

`

µp8pKwq
˘p
ÝÑ 1,

indique que les deux Fpr∆s-modules µppKwq et µp8pKwq{
`

µp8pKwq
˘p ont même caractère.

Si l’on regarde plus en détail χ∆
Dv

, il vient deux cas.
‚ Si v ne divise pas p, le groupe µp8pKwq est isomorphe à Uw. Dans ce cas, χ∆

Dv
“
ś

w|v Uw.
À noter que si kv contient une racine primitive p-ème de l’unité, alorsDv agit trivialement sur µp8pKwq

et ainsi χ∆
Dv
“ Ind∆

Dv

`

Z{NZ
˘

» Zpr∆s bDv Z{NZ. Si |µp8pkvq| “ p, on a χ∆
Dv
“ Ind∆

Dv1.

‚ Si v divise p, alors Uw est isomorphe au groupe des unités principales de Kw, dont la partie de torsion
est égale à µp8pKwq. Par semi-simplicité (ici p - |Dw|), le ZprDws-module Uw{µp8pKwq étant Zp-libre, il
est projectif, et ainsi

Uw » µp8pKwq ‘ Uw{µp8pKwq.

On a même mieux : le logarithme p-adique permet de montrer que le quotient Uw{µp8pKwq est isomorphe,
en tant que Zpr∆s-module, au module libre pZpr∆sqrkv :Qps. Ainsi,

Uw » µp8pKwq ‘ pZprDwsq
rkv:Qps.

Ensuite, il suffit de noter que ∆ agit transitivement sur pUwqw|v pour obtenir
ź

w|v

Uw » Ind∆
Dvµp8pKwq ‘ pZpr∆sqrkv :Qps.

Ou encore : le Fpr∆s-module
ś

w|v Uw{Upw a pour caractère ω ` rkv : QpsRg, où ici ω :“ Fp b χ∆
Dv

.

4.2.3. La conjecture de Leopoldt (rappels). — On rappelle que la conjecture de Leopoldt pour
le corps de nombres K et le nombre premier p stipule que l’application de semi-localisation induit un
Zp-morphisme injectif du p-adifié EK du groupe des unités globales dans le produit Up “

ś

v|p Uv des
p-groupes d’unités locales pour les places divisant p. Rappelons une équivalence de cette formulation.

Proposition 4.2.3 ([43]). — La conjecture de Leopoldt est vérifiée par le corps de nombres K et le
nombre premier p si et seulement si le multiplicateur de Schur H2pGK,S ,Zpq du pro-p-groupe GK,S est
trivial dès que S contient l’ensemble Sp.

Soit S un ensemble fini de places de K contenant Sp. Supposons la conjecture de Leopoldt vérifiée
pour toute extension finie du corps K contenue dans KS{K. Alors (et c’est même équivalent) on a
H2pU ,Zpq “ 0 pour tout sous-groupe ouvert normal U de GK,S . Comme on sait que le pro-p-groupe
GK,S est de dimension cohomologique au plus 2, il vient que la conjecture de Leopoldt le long de KS{K
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équivaut au fait que le pro-p-groupe GK,S est de dimension cohomologique stricte au plus 2 (il peut être
libre), et ce pour tout ensemble fini S contenant Sp. (Pour plus d’informations voir [16, chap. 3, §3] ou
[42, chap. X, §3].)

On supposera pour toute la suite que la conjecture de Leopoldt est vérifiée pour toutes les extensions
finies de K. Ainsi pour tout sous-groupe fermé H de GK,S le groupe H2pH,Zpq est trivial : les hypothèses
du théorème 4.1.13 dans les contextes globaux à venir seront vérifiées.

Notons ici qu’en se plaçant sous la conjecture de Leopoldt et pour S “ Sp avec p ne divisant pas le
nombre de classes de K, déterminer les composantes Xϕ non libres revient en fait à déterminer le défaut
de p-rationalité du corps K. Gras, dans [15], définit sous la conjecture de Leopoldt le régulateur p-adique
normalisé de K comme la Zp-torsion du quotient logp

ś

v|p Uvq{log pιpEKqq.

Terminons cette section en rappelant un théorème de déploiement de la ramification ([17, chap. III,
§4, th. 4.1.5]) :

Théorème 4.2.4. — Supposons la conjecture de Leopoldt vérifiée pour le corps de nombres K et le
premier p. Alors il vient la suite exacte

1 ÝÑ
ź

vPSzSp

Uv ÝÑ TorZpG
ab
K,S ÝÑ TorZpG

ab
Sp ÝÑ 1.

Bien entendu, lorsque les objets en jeu sont munis d’une action d’un groupe ∆, la suite exacte du
théorème 4.2.4 est une suite exacte de ∆-modules.

4.3. Quelques contextes arithmétiques

4.3.1. La situation locale. — Donnons le contexte naturel. Partons d’une tour d’extensions locales
K{k{Qp de degrés relatifs finis. On suppose que l’extension K{k est galoisienne de groupe de Galois ∆,
d’ordre premier à p. Notons par K la pro-p-extension maximale de K et posons G “ GalpK{Kq. Soit
Γ “ ∆ ˙ G. Posons H “ Hp∆q, X “ Hab, G “ G{G∆ et soit l’algèbre d’Iwasawa Λ :“ ZpvGw. Le pro-p-
groupe G » Gppq est isomorphe au groupe de Galois Galpk{kq : c’est un pro-p-groupe à rk : Qps`1`δppkq

générateurs. Suivant que k contient les racines p-èmes de l’unité ou non, le pro-p-groupe G est un groupe
de Demushkin ou un pro-p-groupe libre. La situation correspond à celle des corollaires 4.1.17 ou 4.1.20.

Corollaire 4.3.1. — Si K ne contient pas les racines p-èmes de l’unité, le pro-p-groupe G est pro-p-
libre et pour tout caractère Qp-irréductible ϕ P Irr‚p∆,Qpq, il vient Xϕ » Λdϕ , avec dϕ “ rgZppG

abqϕ “

degpϕqrk : Qps.

Démonstration. — C’est une application immédiate du corollaire 4.1.17.

Supposons maintenant que K contient les racines p-èmes de l’unité. Alors G est un groupe de Demu-
shkin et l’on se retrouve dans la situation du corollaire 4.1.20. Soit ω le caractère cyclotomique.

Corollaire 4.3.2. — Supposons que K contient les racines p-èmes de l’unité.

(i) Pour ϕ ‰ ω et ϕ ‰ 1, il vient Xϕ » Λdϕ , où dϕ “ degpϕqrk : Qps.
(ii) Quand ω ‰ 1, Xω n’est pas Λ-libre.
(iii) Quand ω “ 1, X 1 “ t1u.

Démonstration. — C’est donc une application du corollaire 4.1.20 associé à la théorie du corps de classes
locale. Seuls les caractères 1 et ω sont à discuter. Si ω n’est pas le caractère trivial, cela signifie que k

ne contient pas les racines p-èmes de l’unité et donc que G est pro-p-libre, c’est le point (i) du corollaire
en question qui s’applique. Si ω “ 1, cela signifie que G est de Demushkin de dimension cohomologique
stricte 2 et cette fois-ci, c’est le point (ii) qui s’applique.
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4.3.2. Extensions de corps de nombres. — Soit K{k une extension galoisienne de corps de nombres
de groupe de Galois ∆ d’ordre premier à p. Soit S un ensemble de places de k. Par abus, nous notons
encore par S l’ensemble des places de K au-dessus de celles de Sk “ S. Notons par KS la pro-p-extension
maximale de K non-ramifiée en dehors de S ; GS “ GalpKS{Kq. On va appliquer les résultats de la
section 4.1 au groupe GalpKS{kq “: Γ “ ∆˙ G, où l’on a posé G :“ GalpKS{Kq.

Pour qu’une place w P S puisse jouer un rôle, nous nous assurons que,
´ ou bien w est une place p-adique ;
´ ou bien, si w - p, le corps local Kw contient une racine primitive d’ordre p.

Faisons la remarque que pour v|w, avec v - p, le corps kv peut ne pas contenir de racine primitive
d’ordre p (i.e. que |µp8pkvq| “ 1).

Soit G :“ G∆ le plus grand quotient de G sur lequel ∆ agit trivialement. On a alors immédiatement :

Lemme 4.3.3. — Le groupe de Galois G est isomorphe au groupe de Galois GalpkS{kq.

Démonstration. — En effet, on sait d’après la proposition 4.1.3 que G est isomorphe à Γppq, le plus
grand pro-p-quotient de Γ. Par conséquent le résultat se déduit facilement en se rappelant que kS{k est
la pro-p-extension maximale de k non ramifiée en dehors de S.

En d’autres termes, le sous-corps fixé par Hp∆q correspond, par la théorie de Galois, au compositum
KkS{K.

4.3.2.1. Premiers corollaires. — Supposons maintenant que S contient Sp (on rappelle que par confort,
on suppose p ą 2). Alors la conjecture de Leopoldt nous assure la trivialité des multiplicateurs de Schur
H2pH,Zpq pour tout sous-groupe fermé H de GS .

Ainsi, pour toute la suite, on suppose la conjecture de Leopoldt vraie pour le nombre premier p considéré
et les extensions en jeu.

Notre étude a montré que les résultats attendus reposent sur des conditions différentes suivant que
ϕ “ 1 ou non.

Pour ϕ ‰ 1, d’après le théorème 4.1.13, l’étude de la liberté du module Xϕ revient à l’étude de la
torsion de pGabK,Sq

ϕ. Dans ce contexte, le corollaire 2.1.2 nous permet d’obtenir :

Corollaire 4.3.4. — Soit p tel que p - |ClpKq| et soit ϕ P Irr‚p∆,Qpq. Alors le module Xϕ est ZpvGw-
libre si et seulement si,
piq

`
ś

wPSzSp
Uw

˘ϕ
“ t1u, et

piiq TorZp

`
ś

wPSp
Uw

˘ϕ

ιpEϕKq
“ t1u, où ι est le plongement diagonal sous-jacent.

Démonstration. — C’est une simple application du théorème 4.1.13 associé au corollaire 2.1.2 et au
théorème de déploiement 4.2.4.

Prenons p générique, c’est-à-dire tel que :
´ le p-Sylow du groupe des classes ClpKq de K est trivial (le premier p n’est pas exceptionnel), et
´ pour toute place v|p, Kˆv ne contient pas de racine primitive p-ème de l’unité.
Dans ce contexte, le corollaire 2.1.2 nous permet d’obtenir :

Corollaire 4.3.5. — Soit p générique et soit un caractère Qp-irréductible ϕ P Irr‚p∆,Qpq de ∆ tels
que les deux ϕ-composantes suivantes soient nulles :
(i) EϕK et,
(ii)

`
ś

wPSzSp
Uw

˘ϕ.

Alors le module Xϕ est ZpvGw-libre.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du corollaire 4.3.4.

46



Dans la section 4.4, nous ferons un certain nombre d’expérimentations sur la liberté de Xϕ. Pour ce
faire, nous utiliserons PARI/GP [54], sans "travailler" dans le corps de nombres mais seulement à partir
du polynôme P définissant le corps de nombres. Il nous faudra partir d’un polynôme P dont les racines
permettent de donner une base des unités du corps K, nous utiliserons des familles de polynômes bien
particuliers.

Remarquons qu’il nous faut des générateurs de EK, ce qui est moins "fin" que des générateurs de
EK. Ainsi, il nous aurait été possible d’utiliser le principe suivant. Soit un polynôme unitaire P P ZrXs,
irréductible, et de coefficient constant ˘1, dont les racines engendrent le corps K. Posons r “ r1` r2, où
pr1, r2q est la signature de K, i.e. r1 est le nombre de plongements réels de K et r2 le nombre de couples
de plongements complexes conjugués. On note σi, i P v1, rw, les plongements de K. Le coefficient constant
de P est une unité de Z donc les racines de P sont des unités de l’anneau des entiers de K. Si de ces
unités on peut extraire une famille F :“ pεiqi“1,¨¨¨ ,r´1 pour laquelle le régulateur est non nul :

RegpFq :“ |det
`

log|σipεjq|
˘

i,j
| ‰ 0

alors la famille F est d’indice fini dans OˆK. Si ensuite on utilise des estimations sur les régulateurs pour
obtenir une majoration de l’indice rOˆK : xFyZs (par exemple pour les corps cubiques, il y a les estimations
de Cusick [8]), il vient alors que pour p assez grand, i.e., pour p strictement supérieur au plus grand
nombre premier divisant rOˆK : xFyZs :

EK :“ Zp b EK “ x1b ε1, ¨ ¨ ¨ , 1b εr´1y.

Une fois obtenue une base de EK, on peut travailler ϕ-composante par ϕ-composante. Voici maintenant
le principe de nos calculs à venir. Plaçons-nous dans le contexte du corollaire 4.3.5 avec p générique
(p - |ClpKq|, et pour toute place w P Sp, µp8pKwq “ t1u). Partons d’une ϕ-composante EϕK “ xx1, ¨ ¨ ¨ , xdy

de Zp-rang d ą 0. Alors

TorZp

`
ś

wPSp
Uw

˘ϕ

ιpEϕKq
‰ t1u,

si et seulement si il existe a1, ¨ ¨ ¨ , ad P r0, ¨ ¨ ¨ , p´ 1s, non tous nuls, tels que

@w P Sp, ιwpx
a1
1 . . . xadd q P U

p
w,

ici ιw est le plongement de K dans Uw. Si l’on suppose par exemple a1 ‰ 0, par la relation de Bezout
entre a1 et p, on se ramène à tester la condition ιwpx1x

a2
2 . . . xadd q P Upw, pour tout w P Sp, quand les

puissances ai varient dans r0, p´ 1s. Notons également que l’on peut être plus précis sur les coefficients
ai dès lors que l’on a explicitement la représentation irréductible (voir la section 4.4.1.1). La dernière
condition obtenue est alors très simple à tester, en effet, c’est une simple condition de congruence !

Typiquement, il y a le cadre bien agréable suivant : lorsque Eϕ “ xεy est engendré par une unité ε
de K qui de plus s’exprime facilement à partir des racines de P . Alors dans ce cas, et pour p générique,
TorZppG

ab
K,Sq

ϕ ‰ t0u si et seulement si ιwpεq P Upw pour toute place w P Sp. Nous reviendrons sur cette
observation plus tard.

Remarque 4.3.6. — À ce stade, il convient de rappeler la conjecture de Gras donnée en introduction :

étant donné un corps de nombres K, pour p assez grand, il vient TorZp

`
ś

wPSp
Uw

˘

ιpEKq
“ t1u. Ceci implique,

sous les conditions du corollaire 4.3.4, que le module Xϕ est conjecturalement ZpvGw-libre.

4.3.2.2. Extensions à multiplication complexe. — Soit K{k une extension quadratique à multiplication
complexe : le corps k est totalement réel et le corps K est totalement imaginaire. Posons GalpK{kq “

∆ “ xσy.
Reprenons le cadre de la section 4.3.2. Soit S un ensemble de places de k contenant l’ensemble des

places au-dessus de p (que l’on suppose toujours impair). Soit G “ GalpKS{Kq, G “ G∆, et X “ Hp∆q.
On note par X´ la composante de X sur laquelle σ agit par ´1. Les résultats précédents nous permettent
d’obtenir (sous la conjecture de Leopoldt) :
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Corollaire 4.3.7. — Soit K{k une extension quadratique à multiplication complexe. Soit p ą 2 géné-
rique.

(i) Si une place v P SzSp se décompose dans K{k ou si elle est telle que µp8pkvq “ t1u, alors X´ n’est
pas ZpvGw-libre.

(ii) Supposons le contraire, i.e. que pour toute place v P SzSp, on a µp8pkvq ‰ t1u et que v est soit
inerte, soit ramifiée dans K{k. Alors X´ est ZpvGw-libre de rang |Sk|.

Faisons la remarque suivante : en prenant p générique, on a µppKq “ t1u.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que comme K{k est à multiplication complexe et que
µppKq “ t1u, alors pEKq

´ “ t1u.
Ensuite, d’après le théorème 4.1.13, la liberté du ZpvGw-module X´ équivaut à la trivialité de

TorZppG
ab
S q
´ ; on utilise alors l’isomorphisme du corollaire 2.1.2 pour arriver à

TorZppG
ab
S q
´ » TorZp

ˆś

wPS Uw
ιpEKq

˙´

» TorZpp
ź

wPS

Uwq´.

Si une place v P SzSp est décomposée dans K{k, alors le module
ś

w|p Uw est de torsion, a une partie ´
non triviale, et ainsi TorZppG

ab
S q
´ n’est pas triviale. Par contre, dans le cas contraire, il vient

TorZppG
ab
S q
´ » TorZpp

ź

w|p

Uwq´ “ t1u,

car par hypothèse sur p, le Zp-module Uw est sans torsion.

Les groupes GK,S peuvent être de Demushkin et on peut alors leur appliquer le corollaire 4.1.20.
Wingberg dans [57] donne une description assez précise de la situation. Nous nous contentons de donner
le résultat que l’on peut obtenir dans le cas à multiplication complexe. Pour ce faire, on commence par
rappeler le résultat suivant :

Théorème 4.3.8 (Wingberg, [57]). — Soit K{k une extension à multiplication complexe. Supposons
qu’il existe une place w P S telle que µppKwq ‰ t1u. Soit v|w. Alors GK,S est un groupe de Demushkin
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

piq S “ Sp “ tvu et |SK| “ 1` δK, où δK “ 1 si µppKq ‰ t1u, 0 sinon ;
piiq Gk,S est un groupe de Demushkin et µppkvq ‰ t1u ;
piiiq GS,abK “ t1u.

On en déduit alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.9. — Sous les conditions de cette section, supposons que GK,S est un groupe de Demu-
shkin. Alors le ZpvGw-module X´ est libre.

Démonstration. — D’après le théorème 4.3.8, le groupe Gk,S est de Demushkin, c’est alors une simple
application du corollaire 4.1.20.

Pour être complet, donnons un critère de [57] qui donne des corps totalement réels k pour lesquels
Gk,S est de Demushkin (en fait Wingberg donne une équivalence pour les corps totalement réels). Avant
d’énoncer ce critère, soit

VS “ tx P kˆ, x P pkvq
p @v P S, x P Uv1pkv1qp @v1 R Su

et soit
V S “ tx P kˆ, x P Uv1pkv1qp @v1 R Su.

Théorème 4.3.10 (Wingberg, [57]). — Soit k un corps totalement réel avec S “ Sp “ tvu. Supposons
µppKq ‰ t1u. Alors Gk,S est de Demushkin si et seulement si dpVS

S{pk
ˆqp “ 0 et dpVS{pkˆqp “ rkv : Qps.
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À noter que quand µppkvq ‰ t1u, alors l’égalité dpVS{Kp´ dpV
S
S{K

p “ rkv : Qps équivaut à dpGk,S ´

dpG
S
k “ 2 : en effet, cela provient de la suite exacte

1 ÝÑ VS
S{pk

ˆqp ÝÑ VS{pkˆqp ÝÑ kˆv {pk
ˆ
v q
p ÝÑ Gab,pk,S ÝÑ

`

GSk
˘ab,p

ÝÑ 1.

4.3.2.3. Caractères fidèles. — Lorsque l’on étudie des objets arithmétiques dans un contexte semi-
simple, cette étude se ramène pour certaines ϕ-composantes à l’étude dans un sous-corps strict. Rappelons
ce principe (en suivant [16, chap. 3, §3]).

Partons d’un groupe fini ∆ d’ordre premier à p. Considérons un caractère Qp-irréductible ϕ de ∆. On
appelle noyau de ϕ, noté Kerpϕq, le noyau de toute représentation de caractère ϕ.

Définition 4.3.11. — Soit ϕ un caractère Qp-irréductible de ∆. Par restriction de ϕ, on peut définir
un unique caractère Qp-irréductible fidèle ϕ1 sur ∆{Kerpϕq, qu’on appelle caractère fidèle associé à ϕ.

Si l’on part d’une extension galoisienne de corps de nombres K{k et de groupe de Galois ∆, on note
Kpϕq le sous-corps de K correspondant par la théorie de Galois à Kerpϕq.

On note kgal l’extension galoisienne maximale d’ordre premier à p de k. Considérons une famille
pMF qF de ZprGalpkalg{kqs-modules de type fini indexée par les sous-extensions galoisiennes finies de
kalg{k pour laquelle on dispose d’applications

NL1{L : ML1 ÑML, jL1{L : ML ÑML1 pL Ă L1q(13)

vérifiant

NL1{L ¨ jL1{L “ rL
1 : Ls, jL1{L ¨NL1{L “ TrL1{L.(14)

Ici traditionnellement NL1{L (resp. TrL1{L) correspond à la norme (resp. à la trace).
On a alors (voir donc par exemple [16]) :

Proposition 4.3.12. — Soit K{k une sous-extension galoisienne finie de kgal{k de groupe de Galois
∆. Sous les hypothèses précédentes, on a la décomposition

MK »
à

ϕPIrrp∆,Qpq
Mϕ1

Kpϕq,

où la somme porte sur les caractères Qp-irréductibles de ∆.

Notons que lorsque ϕ “ 1 est le caractère trivial, il vient M1
K “Mk.

Nous allons montrer que ce principe s’applique à l’étude du ∆-module X (on conserve le contexte de
cette section). Partons des extensions suivantes :
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F

G

Hp∆q

H1L
L2

F∆

G∆

HL L1 :“ LK

L

G

r

r K

k ∆

Typiquement, dans notre cadre arithmétique on a : F “ KS et F∆ “ kS .
Montrons que les groupes XL :“ Hab

L et XL1 :“ Hab
L1 peuvent être munis de deux morphismes N et

j satisfaisant les identités (13) et (14). Détaillons-les. Tout d’abord, la surjection HL1 � HL induit le
morphisme de restriction N : Hab

L1 � Hab
L . Le morphisme j correspond au transfert que nous rappelons

rapidement. Appliquons à la suite exacte de groupes finis

1 ÝÑ GalpF{L1q ÝÑ GalpF{Lq ÝÑ ∆ ÝÑ 1(15)

le principe du transfert (ce qui est possible car ∆ est fini) pour obtenir

j : GalpF{Lqab Ñ XL1 .

Il reste alors à décrire correctement GalpF{Lqab, ce qui fait l’objet de la proposition suivante :

Proposition 4.3.13. — On a un isomorphisme naturel entre GalpF{Lqab et XL ˆ∆ab.

Démonstration. — PosonsM “ GalpF{Lq etN “ GalpF{L1q. Partons de la suite exacte (15) pour obtenir

1 ÝÑ
`

Nab
˘

∆
ÝÑMab ÝÑ ∆ab,

car H2p∆,Zpq “ 0. Pour conclure, il suffit alors de noter le lemme suivant (car ∆ab est d’ordre premier
à p) :

Lemme 4.3.14. — Sous les conditions précédentes, on a :
`

XL1
˘

∆
» XL.

Démonstration. — Cette fois-ci partons de la suite exacte

1 ÝÑ Hp∆q ÝÑ HL1 ÝÑ HL ÝÑ 1,

qui devient
¨ ¨ ¨ ÝÑ

`

Hp∆qab
˘

HL
ÝÑ Nab ÝÑ XL ÝÑ 1.

Or, par maximalité de L2, ∆ agit sans point fixe sur Hp∆qab (voir proposition 4.1.6), ce qui implique
``

Hp∆qab
˘

HL

˘∆
“ t0u. Par conséquent, si l’on note par R le noyau R “ kerpNab Ñ XLq qui est sous-∆-

module de
`

Hp∆qab
˘

HL
, il vient la suite exacte longue d’homologie suivante :

¨ ¨ ¨ ÝÑ R∆ ÝÑ pNabq∆ ÝÑ pXLq∆ ÝÑ 1.
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Or R∆ “ t0u, par conséquent R∆ “ t0u. Au final on obtient donc : pNabq∆ »
`

XL

˘

∆
» XL.

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.13.

Notons que dans notre contexte, le morphisme de transfert de Hab
L vers Hab

L1 correspond, via le symbole
d’Artin, aux extensions des classes d’idèles et le morphisme de Hab

L1 vers Hab
L à la norme arithmétique.

Définition 4.3.15. — Soit K{k une extension galoisienne de groupe de Galois ∆ d’ordre premier à
p. Soit S un ensemble de places de k contenant Sp. Soit H un sous-groupe fermé et normal de GK,S

contenant Hp∆q. Notons par :
- kpHq la sous-extension de kS{k fixée par xH,∆y ;
- EpHq le compositum EkpHq pour toute sous-extension galoisienne E{k de K{k.

Suivant les notations précédentes, kpHq est le corps L et KpHq le corps L1.

Définition 4.3.16. — Si S est un ensemble de places et L une sous-extension de KS{K, notons par
XL{K,S le pro-p-groupe abélien GalpKS{Lq

ab.

Les résultats précédents nous permettent d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 4.3.17. — Soit K{k une extension galoisienne de groupe de Galois ∆ d’ordre premier à
p. Soit S un ensemble de places de k contenant Sp. Soit ϕ un caractère Qp-irréductible de ∆. Alors pour
tout sous-groupe fermé distingué H de GK,S contenant Hp∆q, il vient :

Xϕ
KpHq{K,S » Xϕ1

KpϕqpHq{Kpϕq,S ,

où ϕ1 est un caractère fidèle de ϕ.

4.3.3. Sous-module libre de rang maximal. — Que peut-on faire quand les multiplicateurs de
Schur ne sont pas triviaux ? Tentons de donner quelques éléments de réponse.

4.3.3.1. Quelques situations arithmétiques. — Fixons toujours un nombre premier p ą 2.
Dans cette partie, nous présentons quelques pistes pour produire des situations où les extensions galoi-

siennes en jeu ont un sous-module libre non trivial. Plus précisément, soit L{K une extension galoisienne
finie de corps de nombres, de groupe de Galois G. Lorsque L Ă KS , pour S contenant l’ensemble des
places au-dessus de p, nous avons donc vu comment nous assurer que X ait des sous-modules ZprGs-libres.
Mais notre méthode exclut de fait le cas du caractère trivial (dans le contexte d’une action semi-simple)
et également de fait le cas où S X Sp “ H (dans ce dernier cas le pro-p-groupe X est fini).

Pour la suite, on note X T
S :“ GalpLTS {Lq

ab, YTS :“ Fp b X T
S » X T

S {X
T,p
S . Lorsque T “ H, on pose

YHS “ YS .

Dans le cas semi-simple, i.e. quand p - |G|, les caractères des modules en jeu permettent de faire
ressortir assez facilement des situations pour lesquelles le FrGs-module YS contient un sous-module libre
de grand rang. Nous souhaitons donc mettre de côté cette situation particulière et considérer la situation
la plus générale possible (i.e quand les p-Sylow deG ne sont pas triviaux). Commençons par la proposition
suivante.

Proposition 4.3.18. — Soit L{K une extension galoisienne finie de corps de nombres. Il existe un
ensemble Θ1 de places de K de densité positive, toutes étrangères à p, tel que pour tout t P N et tout
sous-ensemble S “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vtu, de places de Θ1, avec |S| “ t, il vient le morphisme de G-modules :

t
à

i“1

FprGs ãÑ YS .

Démonstration. — Prenons tout d’abord un ensemble T de places de K tel que GT,abL “ t1u. Alors par
la proposition 2.1.1, il vient

GT,abL,S »

ś

wPS Uw
ιpETL q

.
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Soit ensuite l’extension galoisienne L1 “ Lpµp,
p

b

ETL q{K. Soit Θ1 l’ensemble des places de K totalement
décomposées dans L1{K. Par le théorème de densité de Chebotarev, l’ensemble Θ1 est de densité positive.
Pour v P Θ1, faisons le choix d’une place w|v de L1. Par abus, continuons à noter v cette place le long

de l’extension L1{K. Comme L1v “ Lvpµp,
p

b

ETL q, il vient que toute T -unité ETL de L est une puissance
p-ème localement en v dans Kv “ Lv, ou encore que ιvpETL q Ă Upv . Notons au passage que pour v P Θ1,
µppKvq ‰ t1u. Soit alors un ensemble S “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vtu contenant t places de Θ1. On a :

YTS »
ś

w|vPS Uw
ιpETL q

ś

w|vPS U
p
w
»

ź

w|vPS

Uw{Upw.

Maintenant comme les places v de S sont totalement décomposées dans L{K, alors (se rappeler que
µvpKvq ‰ t1u) :

ź

w|v

Uw{Upw » FprGs,

et par conséquent,

YTS »
t
à

i“1

FprGs.

On conclut en notant que YS � YTS , par projectivité cela signifie que le FprGs-module YS contient un
sous-FprGs-module libre de rang t.

On peut retrouver la proposition 4.3.18 par une variante qui s’appuie sur le résultat suivant (voir [16,
chap. III, 4.2.8]) :

Proposition 4.3.19. — Soit L{K une extension de corps de nombres pour laquelle on suppose la
conjecture de Leopoldt en p. Alors pour tout ensemble fini S de places de K contenant les places p-
adiques, il vient :

ś

w|vPS µppLwq

µppLq
ãÑ GabL,Srps.

Ainsi, si l’on s’autorise la présence des places au-dessus de p, la conjecture de Leopoldt au niveau du
corps L et la non présence de µp dans L, alors en utilisant un argument semblable à celui de la preuve
de la proposition 4.3.18, on retrouve le résultat de la proposition en question. À noter que dans ce cas,
l’ensemble de places Θ peut être pris avec une densité plus grande.

Pour être complet, citons la proposition suivante, conséquence d’un résultat de structure sur les unités
dans [22], qui permet finalement de se passer de la conjecture de Leopoldt mais à condition de considérer
une extension L{K modérément ramifiée.

Proposition 4.3.20. — Soit L{K une extension de corps de nombres modérément ramifiée de groupe
de Galois G. Soit Θ2 l’ensemble des places de K totalement décomposées dans L{K. Supposons que K

contient µp. Il existe une constante αpL{Kq dépendant de L{K telle que pour tout ensemble fini S de
places de Θ2, il vient

t
à

i“1

FprGs ãÑ YΣ,

avec t ě |S| ´ αpL{Kq, où Σ “ S Y Sp.

Démonstration. — En effet, sous les conditions de la proposition en question, Hajir et Maire montrent
dans [22] que FprGst ãÑ ESL {pE

S
L q
p. Il suffit ensuite de considérer l’extension de Kummer Lp p

b

ESL q{L :
c’est une extension abélienne p-élémentaire non-ramifiée en dehors de Σ et donc un quotient de YΣ de
structure galoisienne voulue. Comme précédemment, on conclut par un argument de projectivité.

Remarque 4.3.21. — À noter que l’ensemble Θ2 de la proposition 4.3.20 est de plus grande densité
que l’ensemble Θ1 de la proposition 4.3.18.
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4.3.3.2. Une approche algébrique. — Le résultat de structure sur les unités de [22] repose sur une
approche algébrique. Rappelons celle-ci. Soit donc G un groupe fini. L’algèbre FprGs est une algèbre de
Frobenius ; c’est de plus un anneau local si G est un p-groupe. Ainsi tout sous-module libre M0 d’un
FprGs-module de type fini M est en somme directe dans M et par conséquent tout FprGs-module M de
type fini admet en facteur direct un sous-module libre (de rang maximal) : il existe un entier t tel que

M “ FprGst ‘N,

où N est de torsion (pour tout x P N , il existe λ P FprGs, λ ‰ 0, tel que λ ¨ x “ 0). Par le théorème de
Krull-Schmidt, l’entier t est unique.

Remarque 4.3.22. — Si M est FprGs-libre, c’est-à-dire si N “ 0, alors MG » Ftp et l’entier t vérifie
la relation : t “ dpM ´ p|G| ´ 1q ¨ dpM

G.

On trouve dans un travail de Ozaki [44] :

Proposition 4.3.23. — Soit M un FprGs-module de type fini. Ecrivons M “ FprGst ‘N , avec N de
torsion. Alors

t ě dpM ´
`

|G| ´ 1
˘

¨ dpM
G¨

Revenons au contexte de la section 4.1 en tentant d’appliquer le principe ci-dessus.
Plus précisément, soit G un quotient G∆ “ G{Hp∆q ; soit H le sous-groupe normal de G tel que

G “ G{H. Soit ϕ un caractère Qp-irréductible de ∆. On note Z la ϕ-composante de Y “ Hab b Fp.
Soit pHnqn une suite décroissante de sous-groupes ouverts de G que l’on suppose être une base de

voisinage ; posons Gn “ G{Hn et soit Gn le sous-groupe ouvert de G correspond au quotient Gn, i.e.
G{Gn » Gn. Soit Zn la ϕ-composante de Yn “ Xn b Fp, où Xn “ Gabn . Ecrivons Zn “ FrGnstn ‘Nn.

Lemme 4.3.24. — Supposons ϕ ‰ 1. Alors la suite ptnqn est décroissante.

Démonstration. — D’après la proposition 4.1.7, on a pZn`1qHn{Hn`1
» Zn. Comme FprGn`1sHn{Hn`1

»

FprGns (voir par exemple [29, th. 7.2]), on a

pZn`1qHn{Hn`1
»
`

FprGn`1s
tn`1

˘

Hn{Hn`1
‘ pNn`1qHn{Hn`1

» FprGnstn`1 ‘ pNn`1qHn{Hn`1
,

et par conséquent tn`1 ď tn.

Il existe ainsi n0 tel que pour tout n ě n0, tn “ tn0
:“ t. Remarquons ensuite que pour tout caractère

non trivial ϕ, il vient Zn “ ZHn . D’autre part pour n ě n0, ZHn contient un sous-module libre FprGnst

de rang constant t. Par conséquent, on obtient deux systèmes projectifs dont les applications sont les
morphismes de restriction vérifiant FpvGw “ lim

ÐÝn
FprGns et Z “ lim

ÐÝn
ZHn , par le choix de la suite pHnqn.

Cela montre que Z contient, en somme directe, un sous-module libre FpvGwt de rang t.

Il serait alors intéressant de trouver des situations arithmétiques infinies faisant apparaître des ex-
tensions galoisiennes avec des sous-modules libres non triviaux à tout étage fini afin de produire des
FpvGw-modules libres de rang t ě 1.

4.4. Études statistiques

On se propose de faire quelques simulations statistiques dans des familles de corps cubiques cycliques
de Q, dans des familles d’extensions diédrales d’ordre 6 et dans des familles d’extensions cycliques de
degré 4. On prend toujours p ą 2 par confort, et même p ą 3 pour les extensions de degré 3 et de degré
6 pour une raison de semi-simplicité. On suppose la conjecture de Leopoldt vraie dans les extensions
en jeu. Notre étude est concentrée sur les nombres premiers p non exceptionnels, c’est-à-dire ceux qui
ne divisent pas |ClpKq|, et l’objet arithmétique à calculer est la ϕ-partie du régulateur normalisé, i.e.
la ϕ-partie de la Zp-torsion du quotient

ś

v|p Uv{ιpEKq (ici, dans les cas étudiés, on a pour tout v|p,
µppKvq “ t1u).
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4.4.1. Extensions cubiques cycliques. — Considérons un polynôme P de degré 3 irréductible sur
Q. On suppose que P définit un corps cubique cyclique totalement réel que l’on note K. Le groupe
∆ “ GalpK{Qq étant d’ordre 3, il admet trois caractères Cp-irréductibles : le caractère trivial 1 et deux
caractères conjugués ϕ et ϕ2. La représentation de degré 2 de ∆ de caractère ϕ` ϕ2 est donnée par

ρpσq “

ˆ

0 ´1

1 ´1

˙

,

où σ est un générateur de ∆ fixé. On fait le choix pour la suite d’ordonner les racines de P par ordre
croissant : ε1 ă ε2 ă ε3, et de prendre pour générateur du groupe ∆ le morphisme σ défini par σpε1q “ ε2

et σpε2q “ ε3.

On va utiliser les corollaires 4.3.4 et 4.3.5, redonnons le contexte. On prend S un ensemble fini de
nombres premiers de Z, tous congrus à 1 modulo p, et tous inertes dans K{Q, auquel on ajoute le nombre
premier p : ainsi Sp Ă S. Puis on pose G “ GK,S . On rappelle alors que G∆ » GQ,S et qu’ici GQ,S » Zp
si et seulement si S “ Sp. Rappelons que la conjecture de Leopoldt est vérifiée au niveau du corps K

(et aussi, pour S “ Sp, le long du compositum abélien QSK). Remarquons que le groupe GQ,S n’est pas
p-adique analytique pour S assez grand. On prend H “ Hp∆q “ GalpK{QSKq, puis X “ Hab.

La proposition 4.1.6 règle le cas du caractère trivial puisque X 1 “ 0. Occupons nous des composantes
Xϕ et Xϕ2

.

Soit un nombre premier p non exceptionnel (ou encore tel que p - |ClpKq|), il vient d’après le corollaire
2.1.2

GabK,S »

ś

v|p Uv
ś

v|`,`PS´Sp
Uv

ιpEKq
,

où ι est le plongement diagonal sous-jacent. Par le choix des nombres premiers `, l’action de σ sur
ś

v|`,`PS´Sp
Uv est triviale et il vient ainsi

TorZppG
ab
S,Kq

ϕ » TorZp

´

`
ś

v|p Uv
˘ϕ

ιpEϕKq

¯

;

il en est de même pour ϕ2.

On a vu au début de la section 4.3.2 que si les racines de P engendrent le groupe des unités de l’anneau
des entiers de K (ou si l’on peut s’assurer qu’elles engendrent un sous-module d’indice fini de EK), on
peut déterminer si la ϕ-composante Xϕ est libre ou non en testant une condition de congruence (que
l’on détaillera). Nous avons donc besoin, pour effectuer des calculs dans un contexte favorable, que les
racines du polynôme P engendrent EK. C’est à ce niveau que l’on va utiliser des familles de polynômes
bien particuliers.

Balady, dans [2], donne plusieurs familles de polynômes qui généralisent celles de Kishi [28] et qui
vérifient la condition cherchée. Ils sont construits de la manière suivante : on se donne f et g deux
polynômes à coefficients entiers et on pose

λ “
`

f3 ` g3 ` 1
˘

{fg,

et
a “ 3

`

f2 ` g2 ´ fg
˘

´ λ
`

f ` g
˘

.

Soit alors la famille de polynômes Pn “ X3` apnqX2`λpnqX ´ 1, n P Z. Balady montre que sous les
hypothèses :

(i) λ est un polynôme à coefficients entiers,
(ii) n ‰ ´1,
(iii) 3apnq ` λpnq2 est sans facteurs carrés,

les polynômes Pn déterminent des corps cubiques totalement réels Kn (noté également K) dont le p-
tensorisé EKn :“ Zp b EˆKn du groupe des unités est engendré par les p-tensorisés des racines de Pn (et
ce pour tout nombre premier p).
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Remarque 4.4.1. — Les familles obtenues à partir de deux couples pf, gq et pf 1, g1q distincts ne sont
pas nécessairement disjointes l’une de l’autre.

Rappelons comment on peut exprimer les racines de P entre elles. Le changement de variable classique
Y “ X ´

a

3
permet de ramener l’étude au polynôme P̃ “ Y 3 ` pY ` q, où les constantes p et q sont

données par

p “ λ´
a2

3
, q “

2a3

27
´
aλ

3
´ 1.

Notons α, β et γ les trois racines de P̃ . On a alors les relations

α` β ` γ “ 0, αβγ “ ´q, p` a2 “
´q

a
.

En notant δ “ pα´ βqpβ ´ γqpγ ´ αq (de sorte que δ2 “ discpP̃ q “ 4p3 ` 27q2), on a

2β ` α “ β ´ γ “
δ

pα´ βqpγ ´ αq
.

D’autre part,
´pα´ βqpγ ´ αq “ α2 ´ αpβ ` γq ` βγ “ 2α2 ´

q

α
“ 3α2 ` p.

Finalement,

β “
1

2

ˆ

´δ

3α2 ` p
´ α

˙

“
1

2

ˆ

´δ

ˆ

6p

δ2
α2 ´

9q

δ2
α`

4p2

δ2

˙

´ α

˙

,

et on obtient de même une expression de la troisième racine γ de P̃ en une fonction polynomiale en α.
En notant x une racine quelconque de P , l’ensemble des racines de P est donc donné par

"

x,˘
1

2

ˆ

6p

δ
px`

a

3
q2 ´

9q

δ
px`

a

3
q `

4p2

δ

˙

´
1

2
px`

a

3
q ´

a

3

*

.(16)

Notons que dans ces expressions, les dénominateurs des coefficients sont divisibles par 2, 3 et par les
diviseurs du discriminant discpP q de P : ceci aura son importance pour nos calculs.

4.4.1.1. Quand 3 divise p´1. — Supposons que p ” 1 pmod 3q. Les caractères ϕ et ϕ2 sont alors définis
sur Qp. Soit a P Fˆp une racine primitive cubique de l’unité, 1 ă a ă p´ 1. Par le lemme de Hensel, a se
relève dans Zp en une unique racine primitive cubique ζ de 1 caractérisée par la relation ζ ” a pmod pq.
On fixe pour la suite ϕ le caractère associé à ζ : ϕpσq “ ζ. Un rapide calcul donne les vecteurs propres
uϕ et uϕ2 de ρpσq pour les valeurs propres ζ et ζ2 :

uϕ “ ε1ε
´ζ
2 et uϕ2 “ ε1ε

´ζ2

2 .

Il vient ainsi EϕK “ xuϕy et E
ϕ2

K “ xuϕ2y. On retrouve le résultat annoncé par le théorème de Dirichlet
galoisien, à savoir que EK a pour caractère ϕ` ϕ2. En conclusion :

TorZppG
ab
S,Kq

ϕ » TorZp

´

`
ś

wPSp
Uw

˘ϕ

xιpuϕqy

¯

.

Supposons maintenant le nombre premier p inerte ou décomposé dans K{Q. Soit w|p une place de K.
Alors le logarithme p-adique apporte un isomorphisme topologique entre le groupe des unités principales
U1
w et πwOw, où ici Ow désigne l’anneau des entiers p-adique de Kw. En particulier, x P Upw si et seulement

si x´ 1 ” 0 pmod π2
vq, où πw est une uniformisante de Kw. Posons

ap “

"

p´ 1 si p est décomposé,
p3 ´ 1 si p est inerte.

Alors TorZppG
ab
S,Kq

ϕ ‰ t1u si et seulement si uapϕ P Upw pour toute place w P Sp, ou encore si et seulement
si uapϕ ´ 1 ” 0 pmod π2

wq pour toute place w P Sp, ce qui se traduit par :

uapϕ ” 1 pmod p2q.
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En conclusion, d’après le théorème 4.1.13, la ϕ-composante Xϕ est libre, en fait triviale ici, si et seulement
si

`

ε1ε
´a
2

˘ap
´ 1 ı 0 pmod p2q.

En utilisant (16), on voit que l’on peut donc facilement vérifier si les ϕ-composantes Xϕ et Xϕ2

sont
libres (i.e. triviales) ou non, par de simples calculs de congruences dans Z.

Pour terminer, faisons la remarque suivante qui sera de grande utilité pour le cas où 3 ne divise pas
p ´ 1 : les modules Xϕ et Xϕ2

sont simultanément non triviaux si et seulement si
`

ε2
1ε2

˘ap
P Upw, pour

toute place w|p. En effet, si les composantes ne sont pas triviales, cela signifie que la torsion sur ϕ et ϕ2

n’est pas triviale, et donc que uapϕ et uapϕ2 sont des puissances p-èmes dans tous les complétés Uw, w|p,
ce qui implique facilement que

`

ε2
1ε2

˘ap est lui-même une puissance p-ème localement pour tout w|p.
Réciproquement, si

`

ε2
1ε2

˘ap
P Upw pour tout w|p alors la torsion de GabK,S n’est pas triviale, ce qui signifie

qu’au moins une de ses composantes en ϕ et ϕ2 ne l’est pas non plus, par exemple ϕ, et la relation sur
ε2

1ε2 implique que l’autre composante ne l’est pas non plus !

‚ Prenons la famille de polynômes Pn donnée par Balady et rappelée au début de cette section, avec
fpnq “ ´n2 et gpnq “ n3 ´ 1 pour n P Z. On se propose ici de tester, grâce à PARI/GP, la liberté
des ϕ-composantes de X . Comme expliqué plus haut, la condition testée est en fait une congruence ; le
programme est donc plutôt simple.

À n fixé, les formules données en début de section donnent l’expression de la racine ε2 en fonction
de ε1 (on suppose ici qu’on les a ordonnées par ordre croissant). On note R le couple rε1, ε2s. Pour
un premier p donné, il suffit alors de considérer un relèvement a d’une racine primitive cubique mod
p puis de calculer les congruences. Rappelons ici une remarque faite plus haut : les dénominateurs des
coefficients intervenant dans les expressions des racines ε1 et ε2 sont divisibles par 2, 3 et par les diviseurs
du discriminant du polynôme Pn. Il faut donc écarter ces nombres premiers, pour lesquels ε2 ne sera pas
inversible.

Le code torsionZ3 détaillé en appendice B.1 renvoie alors un couple rT1, T2s, où chacune des com-
posante est 0 ou 1 suivant si la ϕ-composante associée est libre ou non. Attention cependant : pour
tirer cette conclusion, il faut que le théorème 4.1.13 s’applique, et donc que le premier p ne soit pas
exceptionnel (ou encore qu’il ne divise pas le nombre de classes du corps Kn).

Afin de réduire au maximum les temps de calcul, la liste des relèvements des racines cubique modulo
p pour tous les premiers inférieurs à une certaine borne (15ˆ107 pour nous) est calculée à part. Lorsque,
à n fixé, nous faisons varier p de 1 à 106, cette stratégie nous permet de diviser le temps de calcul par
plus de 60 ; ou encore de faire varier à la fois p de 1 à 106 et n de 1 à 100 dans le temps nécessaire au
même calcul pour une seule valeur de n.

On désigne respectivement par Ddisc et DCl l’ensemble des diviseurs du discriminant du polynôme P
et du nombre de classes du corps K. On note pour la suite P (“ PK) l’ensemble des nombres premiers p
vérifiant

(i) p ” 1pmod 3q,
(ii) p R Ddisc YDCl.

Posons alors pour la borne X ě 0 l’ensemble

Anl :“ AnlpXq “ tp ď X, p P P, Xϕ ou Xϕ2

non libreu.

On a vu que tout caractère irréductible ϕ de ∆ peut être représenté par un entier a : ϕpσq “ ζ avec
ζ ” apmod pq, en respectant le choix de σ et en ordonnant les unités εi par ordre croissant. Pour un
nombre premier p P Anl, on renseignera en indice l’entier a associé à la composante non-libre.

Pour X “ 8ˆ 107, on obtient par exemple :
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n Ddisc DCl Anlp15 ˆ 107q

1 t19u H t67
292 , 19384, 3371282 , 7321

3082 u

2 t11, 13, 79u t3u t19
72 , 439171, 28876982 , 5906085726994113u

Le tableau en annexe B.1.1 donne les résultats obtenus pour X “ 15 ˆ 107 et n ď 100. On observe
très peu de couples pn, pq pour lesquels une des ϕ-composantes est non-libre. Notons que parmi ces rares
cas, on n’a aucun exemple où les deux composantes ne sont pas libres (simultanément).

Dans ces calculs, à n fixé, deux ensembles de premiers sont exclus : pour une raison purement calcula-
toire, l’ensemble Ddisc constitué des premiers divisant le discriminant du polynôme P (en particulier les
premiers ramifiés dans K{Q) et dans l’esprit du corollaire 2.1.2, l’ensemble des premiers exceptionnels
DCl, i.e. l’ensemble des premiers qui divisent le nombre de classes du corps K. Il est néanmoins possible
de faire le calcul différemment et de conclure pour ces deux ensembles grâce aux algorithmes de Gras
[14] et Pitoun-Varescon [47]. En effet, notre hypothèse sur l’ensemble S fait que tout se passe au niveau
des complétés p-adiques et ainsi, finalement, tester la liberté des composantes de X équivaut à tester la
p-rationalité du corps K (ce que testent ces algorithmes) : le défaut de non rationalité de K est localisé
en ϕ ou/et ϕ2 (car Q est p-rationnel).

Commençons par les premiers p P DdisczDCl. Le résultat est alors immédiat : dans les intervalles
étudiés (X ď 15ˆ 107 et n ď 100), les corps sont p-rationnels.

Pour les premiers p P DCl, on ne trouve aucun corps p-rationnel. Concentrons-nous sur la trivialité
du régulateur normalisé (on rappelle que l’on suppose p ‰ 3 par semi-simplicité) :

piq Quand p n’est pas ramifié dans K{Q, le régulateur normalisé est non-trivial uniquement lorsque :
pn, pq P tp11, 7q4, p16, 7q4, p17, 7q42 , p49, 7q4, p67, 7q4u. À noter que dpTorZpG

ab
K,Sp

“ 1 pour p11, 7q et
p67, 7q, et que dpTorZpG

ab
K,Sp

“ 2 pour les couples p16, 7q, p17, 7q et p49, 7q. Ainsi en dehors de ces
cas, le défaut de non-liberté de Xϕ est donné par le groupe des classes de K.

piiq Quand p est ramifié : la congruence à tester est de la forme pε1ε
a
2q
p´1 ” 1pmod π4

vq. Le régulateur
normalisé est trivial dans tous les cas.

‚ Prenons maintenant la famille de Lecacheux [33], que l’on retrouve à partir des polynômes de Balady
pour f “ ´1 et g “ ´n. Avec les mêmes notations que précédemment, toujours pour X “ 15ˆ 107, on
obtient par exemple :

n Ddisc DCl Anlp15 ˆ 107q

14 t13, 157, 199u t3, 13u t43
62 , 397849

1360772 u

16 t3, 5, 7, 37, 211u t3, 43u t62347
42002 u

Les tableaux en annexe B.1.2 donnent les résultats obtenus pour X “ 15ˆ107 avec tous les polynômes
de Lecacheux de paramètre n ď 100.

Là encore, on traite à part en utilisant l’algorithme de Pitoun-Varescon les premiers de Ddisc et de DCl.
Dans les intervalles étudiés, pour chaque premier p P DdisczDCl, le corps est p-rationnel, à l’exception
des trois situations suivantes : n “ 50, n “ 62 et n “ 76 pour le nombre premier p “ 7. On peut alors
faire le calcul directement dans le corps de nombres pour déterminer quelle ϕ-composante est non-libre.
On voit ainsi que pour n “ 62 et n “ 76, la composante Xϕ est non-libre pour ϕ donné par la racine
cubique 4 mod 7. Détaillons le cas n “ 50 : on se place donc dans le corps engendré par le polynôme
P50 pour f “ ´1 et g “ ´50. D’après l’algorithme de Pitoun-Varescon, ce corps n’est pas 7-rationnel ;
pour la suite de cet exemple, on prend p “ 7. On rappelle que pour ϕ un caractère irréductible non
trivial de ∆, la ϕ-composante du module X est non-libre si et seulement si la Zp-torsion du quotient
`
ś

w|p Uw
˘ϕ
{xιpuϕqy est non-triviale, c’est-à-dire si la valuation vpipu

ap
ϕ ´ 1q est supérieure ou égale à 2
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pour tout premier pi de K divisant p. Ici, p est décomposé dans le corps K et 4 est une racine cubique
modulo 7. On a donc

uapϕ “ pε1ε
´4
2 q6 et u

ap
ϕ2 “ pε1ε

´16
2 q6.

Un rapide calcul avec PARI/GP donne de plus ε2 “ ´2451ε2
1{49 ` 6009802ε1 ` 6007352{49 puis, grâce

à la fonction idealval, on voit qu’aucune des composantes Xϕ et Xϕ2

n’est libre. Sur tous les exemples
étudiés jusqu’à présent, c’est le seul cas où les deux composantes non triviales sont simultanément non-
libres.

Pour p P DCl, aucun corps n’est p-rationnel dans les intervalles étudiés. En revanche, les seules situa-
tions où le régulateur normalisé est non-trivial sont les suivantes : pn, pq P tp34, 7q4, p68, 13q32 , p98, 7q4u,
où le couple p34, 7q correspond à un premier ramifié.

Faisons ici quelques remarques sur les algorithmes de Pitoun-Varescon et de Gras. Comme on l’a
expliqué plus tôt, ces algorithmes déterminent le module de torsion TorZpG

ab
Sp
, testant ainsi si un corps

donné est, ou non, p-rationnel pour un premier p fixé. Nous avons choisi pour nos calculs d’utiliser
d’abord notre code, puis de traiter les cas particulier avec l’algorithme de Pitoun-Varescon. L’inverse
aurait été possible : nous aurions déterminé pour chaque corps non p-rationnel la ou les composantes
apportant de la torsion grâce à notre code. Une des différences majeures entre les deux algorithmes est
l’utilisation de fonctions "lourdes" associées à la théorie du corps de classes. Nous calculons ici le corps
de classes de Kn pour obtenir son nombre de classes mais, à n fixé, on peut faire varier p et ne plus
calculer que des congruences alors que l’algorithme de Pitoun-Varescon nécessite le calcul d’un corps de
classes de rayon pour chaque premier p, ce qui prend plus de temps. À titre de comparaison, voici les
temps mis par les deux programmes pour le polynôme P “ X3`309X2´10X´1 (polynôme de Balady,
n “ 2) lorsque l’on fait varier le premier p de 1 à 106 : on obtient la liste des corps non p-rationnels en
plus d’une heure, alors que notre algorithme renvoie la liste des composantes non-libres en 4.808ms (en
calculant les racines cubiques au préalable). Pour être complet, notons que sur cet exemple l’algorithme
de Gras est plus rapide que celui de Pitoun-Varescon (un peu moins d’une heure).

4.4.1.2. Quand 3 ne divise pas p ´ 1. — On note toujours ϕ le caractère associé à ζ. Cette fois-ci les
caractères ϕ et ϕ2 sont définis sur Qppζq et ∆ a deux caractères Qp-irréductibles : le caractère trivial, et
le caractère ϕ` ϕ2 de degré 2. Un raisonnement identique à celui effectué dans le cas précédent montre
qu’il suffit de regarder si

`

ε2
1ε2

˘ap est une puissance p-ème dans tous les complétés Uv, v|p, ou encore
tester la condition

`

ε2
1ε2

˘ap
´ 1 ” 0 pmod p2q.

‚ Pour f “ ´x2, g “ x3´ 1, pour n allant de 1 à 100, on trouve 51 polynômes vérifiant les conditions
de Balady. Pour p ă 109, les seuls cas non-libres trouvés sont :

– n “ 1, p “ 3 (inerte) ;
– n “ 62, p “ 23 (décomposé).

‚ Pour f “ ´1, g “ ´x, pour n allant de 1 à 100, on trouve 25 polynômes vérifiant les conditions de
Balady. Pour p ă 109, les seuls cas non-libres trouvés sont :

– n “ 38, p “ 5 (inerte) ;
– n “ 88, p “ 5 (inerte).

Ici encore l’algorithme de Pitoun-Varescon permet d’étudier la liberté des ϕ-composantes pour chaque
valeur de p P Ddisc Y DCl. Dans le cas des polynômes de Balady, tous les corps sont p-rationnels (pour
p ą 3), donc toutes les composantes restantes sont en fait libres. Parmi les corps engendrés par les
polynômes de Lecacheux, aucun n’est 3-rationnel, mais pour des raisons de semi-simplicité, nous passons
sur ces cas. On trouve seulement deux autres cas où le corps n’est pas p-rationnel pour lesquels un calcul
dans le corps de nombres permet de conclure : pour pn, pq P tp26, 5q, p76, 5qu, la pϕ` ϕ2q-composante de
X n’est pas libre. Pour ces deux cas, p P DdisczDCl.
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4.4.2. Extensions diédrales. — Focalisons-nous sur la famille Pn “ X3 ` nX ` 1, n P N˚, abordée
dans [37]. Notons par dn “ ´4n3 ´ 27 ă 0 le discriminant du polynôme Pn que l’on suppose sans
facteurs carrés ; par [11], on sait que les entiers n vérifiant cette condition sont de densité positive. Soit
le corps quadratique imaginaire Fn “ Qp

?
dnq. On note ε une racine réelle de Pn et on note Kn le corps

Qp
?
dn, εq ; Kn est le corps de décomposition de Pn.

Remarque 4.4.2. — Si l’on fait le choix d’un polynôme cubique de discriminant positif, la situation
ressemble fortement à celle de la section précédente.

Cette fois-ci le corps de décomposition K “ Kn de Pn est de groupe de Galois isomorphe à S3. Posons
∆ “ GalpK{Qq “ xs, t, s2 “ 1, t3 “ 1, sts “ t´1y. Le groupe ∆ a deux représentations Qp-irréductibles
de degré 1 (la représentation triviale 1 et la représentation ψ définie par ψpsq “ ´1 et ψptq “ 1), et une
représentation Qp-irréductible ϕ de degré 2.

Prenons p générique : p ne divise pas |ClK|, et pour v|p, µppKvq “ t1u. Le Zpr∆s-module
ś

w|p Uw a
pour caractère Rg “ 1` ψ ` 2ϕ. Quant au p-tensorisé des unités EK de K, il a pour caractère ϕ.

Prenons ensuite un ensemble fini S constitué de nombres premiers ` tous congrus à 1 modulo p et tels
que Pn est irréductible modulo `, auquel on ajoute p. Rappelons que pour S assez grand, le groupe GQ,S
n’est pas p-adique analytique. Comme dans la section précédente, on pose H “ Hp∆q “ GalpKS{QSKq,
puis X “ Hab. On cherche donc à déterminer la liberté du ZpvGQ,Sw-module X . Comme précédemment,
X 1 “ t1u.

Pour ` P SzSp, l’action de ∆ sur
ś

w|` Uw a pour caractère 1 ` ψ (ici χ∆
Dv
“ Ind∆

xtyµp8pKwq). Par
conséquent la composante pGabS,Kq

ψ est Zp-libre si et seulement si S “ Sp et dans ce cas, Xψ “ t1u.

La situation intéressante se trouve donc dans l’étude de Xϕ. Pour ` P SzSp, p
ś

w|` Uwqϕ “ t1u, on est
donc dans le cadre du corollaire 4.3.4. Ainsi, si Xϕ est ZpvGQ,Sw-libre, alors il est libre de rang 2 (ou de
ϕ-rang 1).

Notons par ∆0 “ xty le sous-groupe cyclique de ∆ d’ordre 3. Alors ϕ|∆0
“ ϕ1 ` pϕ1q2, où ϕ1 est un

des deux caractères non triviaux de ∆0. On va alors s’appuyer sur les calculs de la situation précédente
pour déterminer si Xϕ est libre ou non. Notons qu’ici, Xϕ1 est ZpvGF,Sw-libre si et seulement si X pϕ1q2

est ZpvGF,Sw-libre.

Notons ε2 une seconde racine de Pn (distincte de ε). L’étude de l’extension cubique Qpεq{Q permet de
montrer que tε, ε2u forme une Zp-base des unités de Kn. En effet, dans [37], Maire utilise les estimations
données par Cusick dans [8] pour minorer le régulateur du corps Qpεq. Il montre ainsi que le sous groupe
ă ˘ε ą est d’indice 1 dans EQpεq, en d’autres termes que ε est une unité fondamentale de Qpεq. Un
raisonnement sur les normes lui permet ensuite de montrer que tε, ε2u forme une Zp-base des unités de
Kn. Ainsi, suivant les calculs de la situation précédente, il nous faut simplement tester la condition

`

εε2
2

˘ap
” 1 pmod p2q,

où comme précédemment, ap “ pfp ´ 1, fp étant le degré résiduel de p dans Kn{Q : fp “ 1 si Pn est
scindé modulo p, fp “ 3 si Pn est irréductible modulo p, et fp “ 2 dans le dernier cas.

Comme dans le cas cubique cyclique, il n’est pas nécessaire d’effectuer les calculs dans le corps de
nombres K. La forme particulière du polynôme considéré nous donne les relations suivantes entre les
racines :

ε1 ` ε2 ` ε3 “ 0, ε1ε2ε3 “ ´1,

et en posant δ “ pε1 ´ ε2qpε2 ´ ε3qpε3 ´ ε1q (on a alors δ2 “ dn) on a également :

2ε2 ´ ε1 “ ε2 ´ ε3 “
δ

pε1 ´ ε2qpε3 ´ ε1q
.

D’autre part,

pε1 ´ ε2qpε3 ´ ε1q “ 2ε2
1 ` ε2ε3 “ 2ε2

1 ´
1

ε1
“ 3ε2

1 ` n,
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donc finalement :

ε2 “
δ

2p20n2 ´ dnq
p12nε2

1 ´ 9ε1 ` 16n2q ´
ε1

2
.

On prenant ε1 “ ε, on a donc

εε2
2 “ ε

ˆ

δ

2p20n2 ´ dnq
p12nε2 ´ 9ε` 16n2q ´

ε

2

˙2

.

Le programme torsionS3 permettant de tester la condition de congruence
`

εε2
2

˘ap
” 1 pmod p2q est

alors simple à mettre en oeuvre. Il est détaillé en appendice B.2.
Le polynôme Pn est irréductible et de discriminant sans facteurs carrés pour 61 valeurs de n comprises

entre 2 et 100. En faisant varier p de 5 à 108 dans chacune de ces situations, les seuls cas où la ϕ-
composante de X n’est pas libre sont :

– n “ 25, p “ 5 (degré résiduel ap “ 2) ;
– n “ 49, p “ 7 (degré résiduel ap “ 1) ;
– n “ 50, p “ 5 (degré résiduel ap “ 2) ;
– n “ 98, p “ 7 (degré résiduel ap “ 1).

Ici encore nous avons écarté des nombres premiers pour des raisons calculatoires : ceux qui divisent la
quantité 20n2 ´ dn. À nouveau nous étudions chacun de ces cas particuliers par l’algorithme de Pitoun-
Varescon. On trouve alors, pour n variant de 2 à 100 et p inférieur à 108 une douzaine de corps non
3-rationnels et deux corps non-7-rationnels : pour n “ 52 et n “ 80. Pour une raison de semi-simplicité,
on passe sur les corps 3-rationnels. Pour les deux corps non 7-rationnels en revanche on peut conclure de
la façon suivante. Dans les deux cas, le 7-rang du groupe des classes du corps K vaut 1, on vérifie ensuite
qu’il provient du sous-corps quadratique imaginaire Fn et que Fn n’est pas 7-rationnel. D’un autre côté,
un calcul montre que dpTorZpG

ab
K,S7

“ 1, et ainsi,
`

TorZpG
ab
K,S7

˘ϕ
“ t1u.

Pour les premiers p de DClzD, on trouve seulement cinq situations non p-rationnelles : pn, pq P
tp19, 7q, p31, 5q, p32, 7q, p97, 5q, p100, 5qu. Ici, seul le couple p100, 5q a un régulateur normalisé non trivial
(en la composante ϕ).

La très faible proportion de couples pn, pq pour lesquels on détecte une composante non-libre subsiste
pour d’autres valeurs de n : lorsque l’on fait varier à la fois l’entier n et le premier p de 1 à 105, on balaye
62486 corps, et on teste plus de 56ˆ 108 composantes associées à ces corps de nombres pour finalement
ne trouver que 4041 couples pn, pq pour lesquels une des composantes est non-libre, ce qui revient à moins
de 7.2ˆ 10´5% des cas seulement ! Notons enfin que pour 313 ă p ă 105, les composantes étudiées sont
toutes libres.

Remarque 4.4.3. — Il serait possible de considérer le cas des extensions à ramification restreinte avec
S ne contenant pas nécessairement toutes les places au-dessus de p. Typiquement, en partant d’une
extension quadratique imaginaire k{Q dans laquelle p est totalement décomposé. Si S X Sp “ tv0u, la
conjecture de Schanuel nous assure quand même ici que Gk,S est de dimension cohomologique stricte au
plus 2 (voir par exemple [36] et [35]).

4.4.3. Extensions cycliques totalement réelles de degré 4. — On suit la même idée que celle du
cas cubique cyclique. On se donne p un nombre premier tel que p ” 1pmod 4q, de sorte que Qp contienne
une racine quatrième de l’unité, notée ζ : si a est une racine primitive quatrième de l’unité dans Fp, le
lemme de Hensel nous assure l’existence et l’unicité d’un relèvement ζ de a dans Zp vérifiant la relation
ζ ” a pmod pq.

Soit P un polynôme irréductible de degré 4 et K son corps de décomposition, qu’on suppose quartique
cyclique et totalement réel. On note ∆ le groupe de Galois de l’extension K{Q et on fixe σ un générateur.
On ordonne alors les racines (réelles) de P de sorte que σ soit donné par le cycle pε1, ε2, ε3, ε4q de longueur
4

Comme p ” 1pmod 4q, le groupe ∆ a quatre caractères Qp-irréductibles de degré 1 : 1, ϕ, ϕ2 et ϕ3,
où ϕ est défini par ϕpσq “ ζ.
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Considérons la représentation de degré trois ρ “ ϕ` ϕ2 ` ϕ3. Elle est représentée par la matrice

ρpσq “

¨

˝

0 0 ´1

1 0 ´1

0 1 ´1

˛

‚;

c’est la matrice de l’action de σ sur le module Zpε1 ‘ Zpε2 ‘ Zpε3.

Soit S un ensemble fini de nombres premiers de Z, tous congrus à 1 modulo p et tous inertes dans
K{Q, auquel on ajoute le nombre premier p : ainsi Sp Ă S. On pose G “ GK,S , puis H “ GalpKS{QSKq

et X “ Hab. On sait déjà que X 1 “ t1u, et que d’après la proposition 4.3.17, Xϕ2

» pXFq
1, où F est le

sous-corps quadratique réel de K{Q.
Pour p générique et par choix des éléments de SzSp, le corollaire 2.1.2 donne

TorZppG
ab
S,Kq

ϕ » TorZp

´

`
ś

v|p Uv
˘ϕ

ιpEϕKq

¯

;

il en est de même pour ϕ2 et ϕ3.
Supposons alors que les p-tensorisés des racines de P engendrent le groupe EK . La matrice ρpσq admet

trois valeurs propres distinctes : ζ, ´1 et ´ζ. On obtient après calcul les vecteurs propres :

uϕ “ ε1ε
1´ζ
2 ε´ζ3 , uϕ2 “ ε1ε3 et uϕ3 “ ε1ε

1`ζ
2 εζ3,

et il vient EϕK “ xuϕy, E
ϕ2

K “ xuϕ2y et Eϕ
2

K “ xuϕ3y.
Pour i “ 1, 2, 3, on peut alors, via le théorème 4.1.13, étudier la liberté du module Xϕi en déterminant

si l’image du vecteur uϕi est une racine p-ième dans tous les groupes d’unités locaux
`
ś

w|p Uw
˘ϕi , c’est-

à-dire en vérifiant la condition de congruence :

u
ap
ϕi ” 1pmod p2q,

où ap “ pfp ´ 1, avec fp le degré résiduel de p dans l’extension K{Q.

Cette stratégie repose sur l’hypothèse faite sur les racines du polynôme P . Dans [3], Balady et Wa-
shington adaptent le travail de Balady dans [2] au cas quartique. Ils exhibent une famille de polynômes

Ps “ X4 ` 4ps3 ´ s2 ` 2s´ 1qX3 ` 6p´s2 ´ 1qX2 ` 4X ` 1,

dont le corps de décomposition Ks est un corps totalement réel cyclique de degré 4 et dont les racines
engendrent soit les unités de Ks soit un sous-groupe d’ordre 5 si l’on s’assure que :
(i) s P Z˚,
(ii) 3s2 ´ 4s` 4 est un carré,
(iii) s2 ` 2 sans facteurs carrés.
Notons que ces conditions sur le paramètre s sont très restrictives : pour |s| ă 106, il n’y a que les entiers
´34272, ´2460, ´12, 48, 660, 127908 qui vérifient ces deux propriétés à la fois.

Lors de la construction de cette famille de polynômes, Balady et Washington choisissent pour géné-
rateur σ de ∆ la matrice d’ordre 4 de PGL2pZq

¨

˝

f ´1
f2 ` g2

2
´g

˛

‚,

où f “
2`

?
3s2 ´ 4s` 4

2
et g “

2´
?

3s2 ´ 4s` 4

2
. Son action sur les racines de P donne alors

immédiatement

ε2 “
fε1 ´ 1

f2 ` g2

2
ε1 ´ g

, ε3 “
pf ` gqε1 ´ 2

pf2 ` g2qε1 ´ g ´ f
et ε4 “

gε1 ´ 1

f2 ` g2

2
ε1 ´ f

,

et le générateur σ du groupe ∆ est bien défini par le cycle pε1, ε2, ε3, ε4q. Remarquons ici que la matrice
associée au deuxième générateur du groupe ∆ s’obtient en échangeant f et g.
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On peut encore une fois tester l’hypothèse de congruence directement dans Z de façon très simple :
si les racines de Ps engendrent EK (ce qui est le cas pour p ą 5), la ϕ-composante Xϕ est non-libre si et
seulement si

pε1ε
1´a
2 ε´a3 qap ” 1 pmod p2q.

De même, on obtient pour les composantes Xϕ2

et Xϕ3

les conditions

pε1ε3q
ap ” 1 pmod p2q et pε1ε

1`a
2 εa3q

ap ” 1 pmod p2q.

On se donne maintenant p ” 3 pmod 4q. On note toujours ϕ le caractère associé à ζ. Cette fois-ci les
caractères ϕ et ϕ3 sont définis sur Qppζq et ∆ a trois caractères Qp-irréductibles : le caractère trivial, le
caractère ϕ2 et le caractère ϕ ` ϕ3 de degré 2. Un raisonnement identique à celui effectué dans le cas
cubique cyclique montre que la composante Xϕ`ϕ3

est non-libre si
`

ε2
1ε

2
2ε3

˘ap
´ 1 ” 0 pmod p2q.

Les fonctions PARI/GP utilisées pour déterminer si les ϕ-composantes sont, ou non, libres sont
construites sur le même modèle que celles de la section 4.4.1. Les programmes et les résultats obte-
nus en faisant varier p de 1 à 108 sont présentés dans le tableau en appendice B.3. Pour chaque premier
p P Anl, on précise en indice la puissance k du caractère ϕ pour laquelle la composante Xϕk est non
libre ; à noter que quand k “ 2, cela signifie que l’obstruction provient du sous-corps quadratique réel.
Dans le cas p ” 3 pmod 4q, on notera en indice 1` 3 dans le cas où la composante Xϕ`ϕ3

est non libre.
Pour n “ 48, on a par exemple :

s D DCl Ddisc Anlp108q

´12 t2, 11u t2u t2, 11, 73u t172, 193638293, 126905133, 269005133u

Les formules données plus haut pour exprimer les racines ε2 et ε3 du polynôme P ont des dénomina-
teurs : les diviseurs de ces dénominateurs, renseignés dans la colonne D du tableau précédent, doivent
être étudiés à part via l’algorithme de Pitoun-Varescon (ou alternativement de Gras). Les corps sont
tous p-rationnels pour p P Dzt2u et aucun n’est 2-rationnel.

Enfin, pour être complet, terminons avec les premiers p P DCl Y DdisczD : aucune situation n’est
p-rationnelle, mais seuls les cas pn, pq P tp´92604732, 52q, p´92604732, 371q, p1781520, 51qu ont un régu-
lateur normalisé non-trivial.
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APPENDICE A

CALCUL LOCAL DES CUP-PRODUITS ET CRITÈRE (LMSf) :
PHILOSOPHIE DU CODE PARI-GP

A.1. Premiers auxiliaires

Soient S un ensemble fini de premiers de K de normes congrues à 1 modulo p. On rappelle que pour
un élément V de S, le premier auxiliaire pv est choisi tel que :

– pv est inerte dans l’extension Kp,el
v {K,

– pv est totalement décomposé dans l’extension Kp,el
w {K pour w P S,w ‰ v.

Il s’agit donc en fait de calculer la ramification d’un premier pv de K dans une extension p-élémentaire
Kp,el
w de K pour w P S. Par définition, pv est ramifié dans l’extension Kp,el

w {K si et seulement si pv est
égal à w. Dans les autres cas on utilise la théorie du corps de classes : le symbole d’Artin donne un
isomorphisme entre le groupe de Galois de l’extension Kp,el

w {K et le corps de classes de K de rayon w,
noté L, donné par L=bnrinit(K,w,0). On calcule alors l’image du Frobenius de pv dans la p-partie du
groupe de classes de K de rayon w :
frob(L,p,pv)=
{Fpv=vector(#L.clgp.cyc,i,(bnrisprincipal(L,pv,0)[i]%p)*(L.clgp.cyc[i]%p==0));}

Si Fpv est le vecteur nul, alors pv est décomposé dans Kp,el
w , sinon pv est inerte dans Kp,el

w . Il suffit ensuite
de tester systématiquement les premiers de K jusqu’à en trouver un qui convienne, pv “praux(K,S,p,v).

Remarque A.1.1. — Si le corps de base est Q, il est plus efficace d’utiliser le code suivant :
ramQ(p,pv,w)=
{my(r);
r=w^((pv-1)/p);
if(r%pv==1,0,if((r^p)%pv==1,1,-1));}

qui renvoie 0, 1 ou ´1 suivant si le premier pv est décomposé, inerte ou ramifié dans l’extension Qp,elw {Q.

A.2. Calcul local des cup-produits

Soient v, w deux éléments de S. D’après la proposition 3.3.1, le linking number lvw est donné par
l’égalité Fv “ F lvwpw dans le groupe de Galois GalpKp,el

w {Kq, où pw est le premier auxiliaire associé à w et
Fv, Fpw sont les Frobenius de v et pw. Là encore on utilise le symbole d’Artin pour comparer non pas
les Frobenius eux-mêmes, mais leurs images dans le groupe des classes de K de rayon w.

linkingnumber(K,S,p,v,w)=
{my(pw,L,l,Fpw,Fv,k);
pw=praux(K,S,p,w);
L=bnrinit(K,w,0);l=#L.clgp.cyc;
Fpw=frob(L,p,pw);
Fv=frob(L,p,v);



k=0;
while(Fv!=(k*Fpw)%p,k=k++);
k;}

On obtient ainsi la composante locale en w du cup-produit rχw Y rχv, ce qui permet de construire
une matrice Cup “cupproduits(K,S,p) renseignant chacune des composantes locales (en colonnes) de
chacun des cup-produits (en ligne) de la famille trχv, v P Su.

A.3. Critère (LMSf)

Une fois les cup-produits calculés localement, on peut écrire une fonction candidats(K,S,p)
renvoyant la liste V des ensembles V[i] d’éléments de S dont les cup-produits associés sont
tous nuls. En reprenant les notations de la proposition 3.3.4, on aura à i fixé t “#V[i] et
tvj , 1 ď j ď tu “V[i]. Il reste alors à extraire de Cup=cupproduits(K,S,p) la sous-matrice C

puis à tester si elle vérifie la deuxième condition de la proposition 3.3.4 (la première étant vérifiée par
construction). La commande suivante donne la liste des décompositions S “ V Y U pour lesquelles le
corps K vérifie le critère de Labute-Minac-Schmidt par rapport à S.

LabuteMinacSchmidt(K,S,p)=
{my(Cup,V,U,R,M);
Cup=cupproduits(K,S,p);
V=candidats(K,S,p);
U=vector(#V);
R=List();
for(i=1,#V,U[i]=setminus(Set(S),Set(V[i]));M=matrix(1,#S);

for(j=1,#V[i],
for(k=1,#U[i],

for(l=1,#S,if(S[l]==V[i][j],v=l);if(S[l]==U[i][k],w=l));
M=matconcat([M;C[(v-1)*#S+w,\rdbrack );

);
);
if(matrank(M)==#S, R=concat(R,[V[i],U[i]]));

);
R;}
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APPENDICE B

STATISTIQUES SUR LA LIBERTÉ DES ϕ-COMPOSANTES

Cet appendice présente les programmes et les résultats numériques issus des études menées dans la
section 4.4. Tous les calculs sont effectués sous la conjecture de Leopoldt.

B.1. Extensions cubiques cycliques

Les extensions cubiques cycliques que l’on considère dans la section 4.4.1 proviennent toutes de familles
de polynômes bien particulières : les familles de polynômes données par Balady dans [2]. À partir de
la donnée de deux polynômes à coefficients entiers f et g (ordonnés selon leurs degrés) et d’un entier
n P Zzt´1u, le programme suivant renvoie 0 si le polynôme Pn “ X3 ` apnqX2 ` λpnqX ´ 1 ne vérifie
pas les conditions de Balady. Dans le cas contraire, il renvoie un vecteur T=[P,R], où P est le polynôme
Pn et R le triplet (16) des racines de Pn.

polynomeBalady(f,g,n)=
{my(T,lam,lambda,coeffa,a,D,S,P,b,q,p,delta,d,r2,r3);
T=0;
lambda=(f^3+g^3+1)/(f*g);
if(type(lambda)=="t_POL",
D=poldegree(lambda);
S=sum(i=1,D,type(polcoeff(lambda,i))=="t_INT");
if(S==D,
x=n;lam=eval(lambda);x=’x;
coeffa=3*(f^2+g^2-f*g)-lambda*(f+g);x=n;a=eval(coeffa);x=’x;
P=x^3+a*x^2+lam*x-1;
b=3*a+lam^2;
if((vecmax(factor(b)[,2])==1)&&(polisirreducible(P)==1),
q=2*a^3/27-a*lam/3-1;p=lam-a^2/3;
delta=factor(-27*q^2-4*p^3);d=factorback(delta[,1],delta[,2]/2);
r2=1/2*(6*p*(x+a/3)^2/d-9*q*(x+a/3)/d+4*p^2/d-(x+a/3))-a/3;
r3=1/2*(-6*p*(x+a/3)^2/d+9*q*(x+a/3)/d-4*p^2/d-(x+a/3))-a/3;
T=[P,[x, r2, r3]}

)
)

);
T;}

Il reste à ordonner les racines de Pn par ordre croissant pour fixer le générateur du groupe ∆ “

GalpKn{Qq, où Kn est l’extension cubique cyclique engendrée par le polynôme Pn. On suppose pour la
suite que cette fonction de réordonnement est intégrée à la fonction polynomeBalady.



On se donne maintenant un premier p ą 3 non exceptionnel (c’est-à-dire qui ne divise pas le nombre
de classes du corps Kn). On suppose, pour s’assurer que les racines de Pn sont inversibles modulo p, que
p ne divise pas le discriminant du polynôme P (donné par delta dans polynomeBalady). On note fp le
degré résiduel de p dans l’extension K{Q.

La liberté de chacune des ϕ-composantes du module X associé à la pro-p extension KQ,Sp est alors
testée par l’un des programmes suivants, où l’entrée P est donnée par la fonction polynomeBalady :

Si 3 divise p´ 1. — Dans ce cas, le groupe ∆ a deux caractères Qp-irréductibles non-triviaux : ϕ et ϕ2.
On rappelle que ϕ est associé à un relèvement a d’une racine cubique de l’unité modulo p.

torsionZ3(pol,p,a,fp)=
{my(T,P,E,e1,e2,K,Emodp2);
T=[0,0];
P=pol[1];K=bnfinit(P);
E=pol[2];e1=Mod(Mod(E[1],P),p^2);e2=Mod(Mod(E[2]^(-1),P),p^2);
T[1]=lift((e1*e2^a)^(p^fp-1)-1)==Mod(0,p^2);
T[2]=lift((e1*e2^(a^2))^(p^fp-1)-1)==Mod(0,p^2);
T;}

La première (resp. deuxième) composante de T vaut 0 ou 1 suivant si le module Xϕ (resp. Xϕ2

) est libre
ou non.

Si 3 ne divise pas p ´ 1. — Ici, le groupe ∆ n’a qu’un unique caractère Qp-irréductible non trivial, de
degré 2.

torsionZ3(pol,p,a,fp)=
{my(T,P,K,R,E);
P=pol[1];K=bnfinit(P);
R=pol[2];E=Mod(Mod(R,P),p^2);
T=lift((E[1]^2*E[2])^(p^fp-1)-1)==Mod(0,p^2));
T;}

B.1.1. Résultats numériques : famille de polynômes de Balady. — Pour les notations, voir la
section 4.4.1.1. Pour X “ 15 ˆ 107, et pour la famille de polynômes de Balady donnée par f “ ´n2 et
g “ n3 ´ 1, on obtient :

n Ddisc DCl Anlp15 ˆ 107q

1 t19u H t67
292 , 19384, 3371282 , 7321

3082 u

2 t11, 13, 79u t3u t19
72 , 439171, 28876982 , 5906085726994113, 1226486235895446u

4 t13, 19, 79, 571u t3, 13u H

7 t17, 23, 2383, 3769u t3, 7, 223u t19992, 277116u

10 t7, 13, 157, 1051, 9973u t3, 7, 991u t43
62 , 147834914865581u

11 t19, 769, 1451, 19429u t2, 3, 7, 97u t63143u

14 t2939, 38377, 47911u t2, 3, 19, 2143u t133, 436, 6076596727581956u

16 t19, 79, 181, 229, 439, 829u t2, 3, 7, 2053u t436, 439339824u

17 t7, 13, 31, 743, 3229, 6421u t2, 3, 7, 37u t157
122 , 937322u

19 t7, 79, 277, 7219, 130267u t2, 3, 7, 1303u H

20 t7, 19, 37, 73, 227, 313, 9817u t2, 3, 31, 67u t1666783
5175552 u

22 t307, 877, 11131, 234193u t3, 1466473u t7
42 , 31

52 , 139627
119862 u

25 t16249, 390553, 441403u t3, 43, 619, 691u t197, 229942 , 40953u

26 t7, 18251, 73417, 456901u t3, 367, 10651u t13
32 , 9151330403u

29 t25229, 707197, 785671u t3, 57875563u H

31 t7, 13, 23, 79, 191, 433, 11689u t3, 7, 66523u H

32 t67, 15649, 33791, 1153219u t2, 3, 3863473u t7923u

34 t7, 40459, 190891, 1461391u t2, 3, 3197533u t3710, 31814402 , 236503
54802 , 83666173

6026562 u

35 t11, 19, 61, 211, 26833, 1500523u t3, 757, 75931u t13
32 , 54499

236082 u

37 {103, 769, 2437, 19753, 52021} {2, 3, 19, 193, 463}
t738, 33131, 811130, 1052203452608,

293226914854914u

40 t7, 181, 14143, 65599, 394549u t2, 3, 43, 331u t19
72 , 674977

1170352 u

44 t13, 181, 20707, 87119, 308887u t2, 3, 1033, 4129u t43
62 , 23411106u

46 {11, 127, 349, 9041, 12829, 37657} {3, 31, 3563467}
t6729, 97352 , 11503467, 417649174641,

4198807268994u

49 t13, 19, 31, 127, 2389, 15217, 120049u t2, 3, 7, 61609u t19801
21842 u

50 t59, 67, 241, 2161, 25933, 99109u t2, 3, 7, 9130117u t33131u

52 t7, 59, 79, 347, 98101, 7311463u t2, 3, 13, 229, 71419u H

55 t7, 2749, 3517, 169399, 1307209u t2, 3, 7, 14667403u t97
352 , 4243

2982 , 26004718194u

56 t13, 43, 277, 823, 2731, 4157, 12613u t3, 7, 67, 127, 2719u t6243468126935694u
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n Ddisc DCl Anlp8 ˆ 107q

59 {7, 31, 29837, 390877, 12754741} {2, 3, 31, 127, 1327}
t197, 436, 1969974172 , 25357

90062 ,

42960912113223u

61 t7, 19, 271, 281, 821, 2689, 2078497u t3, 613, 388057u t3710u

62 t7, 13, 242171, 1193443, 2110879u t3, 31, 3633403u t223
392 u

64 t127, 138493, 266239, 16777027u t3, 5011, 129517u t43
62 u

65 t278849, 17850433, 18700243u t3, 19, 547, 57697u t7
42 , 33131, 369445945444u

67 t13, 61, 383, 571, 797, 25411, 36919u t3, 7, 1117, 74797u H

70 t13, 1933, 12421, 347899, 1928371u t2, 3, 4003, 126151u t503287
1125932 u

71 t433, 2683, 9883, 58687, 362951u t2, 3, 340422079u t74u

74 t59, 6961, 29986357, 31235551u t2, 3, 109, 457, 133873u t73
82 , 3207019467011u

76 t7, 23, 61, 317, 823, 5791, 34714219u t2, 3, 127, 11237029u t197, 794641291733, 37289839050602 , 8204443914812302u

77 t19, 23, 3583, 9811, 20107, 1924141u t3, 1457126959u t7
42 , 14894262171590090u

79 7t11, 31, 67, 45389, 581341, 1305391u t3, 19, 211, 433, 3631u t37
102 , 103

462 u

80 {7, 13, 19, 31, 67, 103, 719, 20479, 165829} {2, 3, 7, 52667059}
t738, 4668716066, 228901555292 ,

41448541
53565652 u

82 t7, 13, 79, 271, 313, 558091, 3477841u t3, 13, 1777, 41467u H

85 t19, 31, 107, 277, 5807, 6079, 2846677u t2, 3, 7, 313, 691, 997u H

86 t167, 3853, 54700561, 56653879u t2, 3, 7, 17713, 51043u t73
82 , 61992645u

89 t7, 61, 712889, 1028557, 9272173u t2, 3, 127, 48593539u t315, 211142 u

91 t631, 829, 919, 2503, 27397, 112339u t2, 3, 1483, 52567u t738u

92 t17, 19, 373, 2437, 198463, 71639023u t2, 3, 61, 193, 542197u t103
462 u

94 t7, 37, 463, 78074617, 90620231u t3, 8929, 36396301u t6729, 36783, 829125u

95 t13, 79, 79309, 866399, 84077473u t2, 3, 31, 37, 631, 2113u H

97 t7, 223, 56713, 922081, 91324339u t2, 3, 763707067u t197, 97352 , 487232u

100 t23, 43913, 99999703, 103060603u t3, 57709, 1882459u t116708594550018, 5425059173652 u

B.1.2. Résultats numériques : famille de polynômes de Lecacheux. — Voir section 4.4.1.1.
Pour la famille de polynômes de Lecacheux [33] que l’on retrouve à partir de la famille de Balady pour
f “ ´1 et g “ ´n, et pour X “ 15ˆ 106, on obtient :

n Ddisc DCl Anlp15 ˆ 107q

14 t13, 157, 199u t3, 13u t43
62 , 397849

1360772 u

16 t3, 5, 7, 37, 211u t3, 43u t62347
42002 u

22 t3, 7, 421, 487u t3, 439u t15132u

26 t5, 7, 97, 601u t2, 3, 7u t52360u

28 8t3, 19, 37, 787u t3, 5u t331
312 , 1669248, 64048342506u

34 t3, 7, 11, 19, 61, 151u t3, 7, 19u t315, 4362 u

38 t31, 37, 43, 1447u t3, 229u t13
32 , 738u

40 t3, 7, 13, 229, 1483u t3, 709u t73
82 , 28051

23742 , 588277199858u

44 t7, 13, 43, 139, 277u t2, 3, 19u t17923613, 843699739807822 u

46 t3, 5, 7, 13, 163, 283u t3, 7, 13u t315u

50 t7, 13, 181, 2503u t2, 3, 37u t454392225, 16025295104442 u

52 t3, 17, 2551, 2707u t2, 3, 919u t74, 157122 , 10453
2702 u

56 t5, 11, 43, 73, 2971u t3, 13u t7
42 u

58 t3, 7, 13, 19, 31, 37, 103u t3, 17u t2221543, 7252091202492 u

62 t7, 61, 523, 3847u t2, 3, 157u t13
32 , 147374341u

64 t3, 7, 3907, 4099u t3, 7, 127u t103
462 , 60124u

68 t7, 67, 661, 4423u t3, 13, 31u t46211763u

74 t7, 73, 751, 5479u t3, 19, 127u t436, 10781554914774937u

76 t3, 5, 7, 13, 61, 5779u t3, 1381u t400339
1607152 u

80 t19, 79, 337, 6163u t3, 7, 43u t61
132 u

88 t3, 7, 29, 61, 127, 1069u t2, 3, 7, 151u H

92 t7, 13, 8191, 8467u t3, 1669u t36783u

94 t3, 31, 43, 199, 8839u t2, 3, 2851u H

98 t13, 67, 97, 139, 739u t2, 3, 7, 13u t12919
55202 , 24730937071u

100 t3, 7, 11, 31, 313, 1429u t2, 3, 7, 211u t13
32 , 6037

5092 , 145316557
177305022 u

B.2. Extensions diédrales

La section 4.4.2 se concentre sur les extensions diédrales Kn obtenues à partir des polynômes Pn “
X3`nX`1 de discriminant dn sans facteurs carrés. On considère toujours un premier p ą 3 et on suppose
que p ne divise ni le nombre de classes de Kn ni la quantité 20n2´dn. On peut alors tester la liberté de la
ϕ-composante du module X associé à la représentation irréductible de degré 2 du groupe ∆ “ GalpKn{Qq.
On suppose que les entrées dans la fonction suivante vérifient les hypothèses mentionnées au début de
ce paragraphe. On note toujours fp le degré résiduel de p dans l’extension K{Q.
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torsionZ3(P,p,fp)=
{my(d,Q,K,eps,R,T);
d=poldisc(P);
Q=polcompositum(P,x^2-d)[1];
K=bnfinit(Q);
eps=X/(40*n^2-2*d)*(12*n*x^2-9*x+16*n^2)-x/2;
R=Mod(Mod(Mod([x,eps],P),X^2-d),p^2);
T=lift(lift((R2[1]*R2[2]^2)^(p^fp-1)-1))==Mod(0,p^2));
T;}

B.3. Extensions cycliques de degré 4

Les applications numériques de la section 4.4.3 proviennent de la famille de polynômes donnée par
Balady et Washington dans [3]. Le code suivant renvoie 0 lorsque le polynôme Ps ne vérifie pas les
hypothèses de [3, th. 1]. Dans le cas contraire, on obtient un vecteur rPs, Rs, où R est le quadruplet des
racines de P ordonnées conformément aux choix faits dans la section 4.4.3.

polynomeBW(s)=
{my(T,c,b,c,t,B,f,g,P,eps2,eps3,eps4);
T=0;
a=s^2+2;
b=factor(3*s^2-4*s+4);c=b[,2]%2;
t=(vecmax(c)==0)*(vecmax(factor(a)[,2])==1);
if(t==1,
B=factorback(b[,1],b[,2]/2);
f=(s+B)/2; g=(s-B)/2;
P=x^4+4*(s^3-s^2+2*s-1)*x^3+6*(-s^2-1)*x^2+4*x+1;
eps2=Mod((f*x-1)/((f^2+g^2)/2*x-g),P);
eps3=Mod(((f+g)*x-2)/((f^2+g^2)*x-g-f),P);
eps4=Mod((g*x-1)/((f^2+g^2)/2*x-f),P);
T=[P,[x,lift([esp2,eps3,esp4])]);

T;}

Considérons maintenant un premier p congru à 1 modulo 4. On suppose qu’il n’est pas exceptionnel et
qu’il ne divise aucun des dénominateurs des coefficients des racines eps2 et eps3 obtenues de polynomeBW.
Soit ϕ un caractère Qp-irréductible non trivial du groupe de Galois du corps de décomposition de P . On
note a un relèvement de la racine quatrième de l’unité modulo p associée à ϕ et fp le degré résiduel de
p dans l’extension K{Q. Dans le code suivant, la composante T ris vaut 0 si la ϕi-composante de X est
libre, 1 sinon.

torsionBW(pol,p,a,fp)=
{my(T,P,E2,E3,e2,e3,eps2,eps3);
T=[0,0,0];
P=pol[1];sgn=sign(1-a);
E2=Mod(pol[2][2],P);e2=Mod(E2,p^2);eps2=Mod(E2^(sgn),p^2);
E3=Mod(pol[2][3],P);e3=Mod(E3,p^2);eps3=Mod(E3^(-1),p^2);
T[1]=lift((x*eps2^abs(1-a)*eps3^(a))^(p^fp-1))==Mod(1,p^2);
T[2]=lift((x*e3)^(p^fp-1))==Mod(1,p^2);
T[3]=lift((x*e2^(1+a)*e3^(a))^(p^fp-1))==Mod(1,p^2);
T;}

Si le premier p est congru à 3 modulo 4, le groupe de Galois du corps de décomposition de P n’a plus
que deux caractères Qp-irréductibles : le caractère Xϕ2

de degré 1 et le caractère Xϕ`ϕ3

de degré 2. Le
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programme pour tester leur liberté est construit sur le même modèle que le précédent ; la composante
T ris correspond cette fois au caractère irréductible de degré i.
torsionBW(pol,p,fp)=
{my(T,P,E2,E3,e2,e3,eps2,eps3);
T=[0,0];
P=pol[1];
E2=Mod(pol[2][2],P);e2=Mod(E2,p^2);
E3=Mod(pol[2][3],P);e3=Mod(E3,p^2);
T[1]=lift((x*e3)^(p^fp-1))==Mod(1,p^2);
T[2]=lift((x^2*e2^2*e3)^(p^fp-1))==Mod(1,p^2);
T;}

B.3.1. Résultats numériques : cas cyclique de degré 4. — Voir la section 4.4.3.
s D DCl Ddisc Anlp108q

-34272 {2, 67, 443} {2, 3, 5, 131, 1597} {2, 67, 443, 587284993}
t1931, 3133, 3893, 375112,

889691, 30192293, 147718371u

´2460 t2, 2131u t2, 3, 5, 13u t2, 113, 2131, 26777u t4912u

´12 t2, 11u t2u t2, 11, 73u t172, 193638293, 126905133, 269005133u

48 t2, 41u t2u t2, 41, 1153u t131, 3798493, 7635972, 21529572u

660 t2, 571u t2, 5, 13u t2, 353, 571, 617u t3492, 19491, 91373, 256520232, 256520232u

127908 t2, 110771u t2, 7, 13, 17, 9337u t2, 73, 110771, 112057921u t32, 53, 291, 11173, 1178892u

1781520 t2, 1542841u t2, 5, 11, 47, 677208593u t2, 1542841, 1586906755201u t72, 292u

69





INDEX DES NOTATIONS

Notations générales
p nombre premier impair
K corps de nombres
K clôture algébrique de K (fixée)
OK anneau des entiers de K

EK OˆK, groupe des unités de K

ClpKq groupe des classes de K

RegK régulateur de K

DiscK discriminant de K

PlK ensemble des places de K

Sp ensemble des places de K au-dessus de p
µp8pKq groupe des racines de l’unité d’ordre une puissance de p contenues dans K

µppKq racines de l’unité d’ordre divisant p contenues dans K

µp8 µp8pKq

µp µppKq

Corps globaux
Knr extension non-ramifiée maximale de K
vp1q, . . . , vpgq premiers divisant v dans une extension L{K lorsque v est un premier de K

DvpiqpL{Kq groupe de décomposition de vpiq dans l’extension L{K

IvpiqpL{Kq groupe d’inertie de vpiq dans l’extension L{K

KT
S pro-p extension maximale de K non-ramifiée en dehors de S et T -décomposée

GTK,S GalpKT
S {Kq

KS pro-p extension non-ramifiée en dehors de S maximale de K

GK,S GalpKHS {Kq

Kp,el
S p-extension élémentaire maximale de K non ramifiée en dehors de S

Kp,el
v Kp,el

tvu

Γv GalpKp,el
v {Kq

Lp,elv Lp,el
tvp1q,...,vpgqu

lorsque v est un premier de K

Corps locaux
Kv complété de K pour | ¨ |v
Mv{Kv réunion des complétés des sous-extensions finies de M{K lorsque M{K est infinie
Kv pro-p extension maximale de Kv

Gv GalppKSqv{Kvq

Gv GalpKv{Kvq



Notations p-adiques
RK Zp bKˆ

Rv complétion p-adique de Kv, v P PlK
Uv complétion p-adique de OKv , v P PlK
JK

śres
vPPlK

Rv

ES Zp b EK

ETS ETK X ker pE Ñ
ś

vPS Uvq
ι plongement diagonal

Pro-p groupes (pour un pro-p groupe G fixé)
rG,Gs sous-groupe fermé normal de G engendré par ses commutateurs
Gab G{rG,Gs

Gp sous-groupe de G engendré par les puissances p-èmes
Gab,p G{GprG,Gs

Fd pro-p groupe libre à d générateurs
HkpGq HkpG,Fpq, k-ème groupe de cohomologie de G à valeurs dans Fp
dpGq dimFp H

1pGq

rpGq dimFp H
2pGq

XpGTS,Kq Ker

˜

H2pGTK,Sq Ñ
à

v

H2pGvq

¸

, noyau de Shafarevich

Zp-modules
rgZpM dimQp Qp bZp M , le Zp-rang de M
TorZpM tx PM, Dpk, pkx “ 0u, sous-module de torsion de M
M rps tx PM, px “ 0u, ensemble des éléments de p-torsion de M
dpM dimFp Fp bZp M , nombre minimal de générateurs de M

Zpr∆s-modules
I∆ xσ ´ 1, σ P ∆y, idéal d’augmentation de l’algèbre Zpr∆s
M∆ tx PM, σ ¨ x “ x, @σ P ∆u, sous-groupe des invariants de M sous l’action de ∆

M∆ M{I∆M , coinvariants de M sous l’action de ∆, plus grand quotient de M sur lequel
∆ agit trivialement.

Si ∆ d’ordre premier à p
1 caractère trivial de ∆, i.e. caractère du module M “ Zp
Rg caractère de la représentation régulière, i.e. caractère de M “ Zpr∆s
Irrp∆,Qpq ensemble des caractères Qp-irréductibles de ∆

Irr‚p∆,Qpq Irrp∆,Qpqzt1u
eϕ

ψp1q
|∆|

ř

sP∆ ϕpsqs´1 pour ϕ P Irrp∆,Qpq et ψ P Irrp∆,Cpq, ψ|ϕ
peϕqϕPIrrp∆,Qpq système fondamental d’idempotents orthogonaux
Mϕ eϕM
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Sur quelques aspects des extensions à ramification restreinte

Soit p un nombre premier, soit K{k une extension galoisienne finie de corps de nombres de degré premier
à p et soit S un ensemble fini de premiers de k. Le groupe de Galois GK,S de la pro-p extension maximale
de K non ramifiée en dehors de S est l’objet central de ce mémoire.

On se place dans un premier temps dans le cas modéré : on suppose que S ne contient pas les
places divisant p. Les travaux combinés de Labute, Minac et Schmidt sur les pro-p groupes mild ont
permis d’exhiber les premiers exemples de groupes GK,S de dimension cohomologique 2. En implémentant
un corollaire de leur critère dans le logiciel PARI/GP, on observe un phénomène de propagation : si
k “ Q et si le groupe GQ,S est mild, un fort pourcentage des groupes GK,S l’est également, pour K
quadratique imaginaire. En associant au groupe GK,S deux graphes orientés dont les arcs sont définis
par la ramification dans des extensions p-élémentaires, on démontre un critère théorique pour que ce
phénomène de propagation ait lieu.

On considère ensuite le cas sauvage : toutes les places au-dessus de p sont contenues dans S. Le
groupe de Galois ∆ :“ GalpK{kq agit sur GK,S ; on note G le plus grand quotient de GK,S sur lequel
∆ agit trivialement et H le sous-groupe fermé de GK,S correspondant. Maire a étudié la liberté du
ZpvGw-module Hab. Nous poussons plus loin ses résultats en considérant les ϕ-composantes de Hab sous
l’action de ∆. Sous de bonnes hypothèses et sous la conjecture de Leopoldt, on démontre une condition
nécessaire et suffisante pour que les ϕ-composantes soient libres ou non. La théorie du corps de classes
permet de ramener cette condition à l’étude du régulateur normalisé, et donc à la p-rationalité du corps
K. Les expérimentations faites sur PARI/GP dans des familles d’extensions cubiques cycliques, diédrales
et cycliques de degré 4 du corps des rationnels corroborent une conjecture de Gras selon laquelle tout
corps de nombres est p-rationnel pour p suffisant grand.

Mots-clefs : Extensions de corps de nombres à ramification restreinte ; Pro-p groupes GS ; Pro-p groupes
mild ; Algèbre d’Iwasawa ; Corps p-rationnels.

On some aspects of pro-p extensions with restricted ramification

Let p be a prime number, let K{k be a Galois extension of number fields and let S be a finite set of
primes of K. We suppose that the degree of K{k is finite and coprime to p. We denote by GK,S the
Galois group of the pro-p maximal extension of K unramified outside S. We focus on this thesis on two
differents aspects of this pro-p group.

We are first interested in the tame case : we suppose that S does not contain any place above p. The
works of Labute, Minac and Schmidt about mild pro-p groups brought the first examples of groups GK,S
of cohomological dimension less two. Using a corollary of their criterium, we compute some examples
with PARI/GP and we observe a propagation phenomenum : if we take k “ Q and if we suppose that
GQ,S is mild, a large part of the pro-p groups GK,S with K imaginary quadratic are mild too. We then
associate two oriented graphs to GK,S and we show a theoretical criterium proving mildness of some
imaginary quadratic fields.

We then consider the wild case where all the places dividing p belong to S. The Galois group
∆ :“ GalpK{kq acts on GK,S . The action of ∆ is trivial on some quotients of GK,S ; we denote by
G the maximal one and by H the corresponding closed subgroup of GK,S . Maire has studied the ZpvGw-
freeness of the module Hab. We extend his results considering the ϕ-component of Hab under the action
of ∆. In a favourable context and under Leopoldt’s conjecture, we show a necessary and sufficient condi-
tion for the freeness of the ϕ-components. This condition is connected to p-rational fields by class field
theory. We present experiments with PARI/GP in some families of cubic cyclic, dihedral and quartic
cyclic extensions of Q which support the following conjecture from Gras : every number field is p-rational
for sufficiently large p.

Keywords : Extensions with restricted ramification ; Mild pro-p groups ; Iwasawa algebra ; p-rational
fields.
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