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1
Introduction

Cette thèse est consacrée à l’étude du caractère essentiellement auto-adjoint du Laplacien qui
est défini en termes de la structure combinatoire d’un 2-complexe simplicial, voir [7]. Plus
précisément, nous introduisons la notion de face triangle orientée dans un graphe connexe,
orienté et localement fini. En fait, nous distinguons trois types d’opérateurs Laplaciens: le
premier est défini sur l’espace des fonctions sur les sommets, le deuxième est défini sur l’espace
des fonctions sur les arêtes et le troisième est défini sur l’espace des fonctions sur les faces.
Dans ce contexte, il s’agit d’étudier le caractère essentiellement auto-adjoint pour l’opérateur
de Gauß-Bonnet, comme suite du travail de Colette Anné et Nabila Torki-Hamza [1].

L’impact de la géométrie sur le caractère essentiellement auto-adjoint du Laplacien est
étudié dans divers domaines des mathématiques sur les variétés Riemanniennes, voir ([9], [16],
[19] et [31]) et aussi sur les complexes simpliciaux de dimension 1, voir ([1], [13], [18], [24],
[32] et [40]). Les Laplaciens sur les variétés Riemanniennes et les complexes simpliciaux parta-
gent beaucoup d’éléments communs. Malgré cela, les notions géométriques comme la distance
et la complétude dans le cadre Riemannien n’ont pas d’analogies immédiates dans le cas dis-
cret. L’étude du Laplacien discret sur les graphes commence par Kirchhoff sur les réseaux
électriques [27]. Ce travail présente un cadre plus général pour les Laplaciens définis en ter-
mes de structure combinatoire d’un complexe simplicial. Les complexes simpliciaux peuvent
être considérés comme une généralisation des graphes. Plus précisément, à partir de n’importe
quel graphe, on peut former un 2-complexe simplicial où les faces correspondent aux cycles
simples du graphe. Dans cette thèse, nous considérons un graphe orienté localement fini et
nous introduisons les faces orientées de telle sorte que toutes les faces soient des triangles pour
atteindre la structure d’un 2-complexe simplicial. Cette structure particulière s’appelle triangu-
lation. Cela permet de définir notre Laplacien discret L agissant sur les triplets de fonctions,
1-formes et 2-formes. Notre but est de trouver une condition géométrique pour assurer le carac-
tère essentiellement auto-adjoint du Laplacien discret. Pour cela, nous développons l’hypothèse
de χ-complétude défini dans [1], pour les triangulations. Cette hypothèse sur les graphes lo-
calement finis couvre de nombreuses situations qui ont déjà été étudiées dans [1]. Les auteurs
prouvent que l’hypothèse de χ-complétude est satisfaite par des graphes qui sont complets pour
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la métrique intrinsèque, comme défini dans [18] et [24].

D’autres résultats principaux de cette thèse concernent les propriétés spectrales de nos dif-
férents Laplaciens considérés dans une triangulation finie, voir [8]. Il y a plusieurs travaux
récents concernant le bas du spectre d’un opérateur de Laplace sur un graphe ont appelées ainsi
des estimations isopérimétriques, voir ([20] et [26]). En outre, Cheeger a prouvé une inégalité
en fonction d’une constante métrique géométrique h(X , g) attachée à une variété Riemanni-
enne compacte connexe (X , g). Cette inégalité concerne la première valeur propre non nulle
de l’opérateur de Laplace-Beltrami auto-adjoint, voir [5]. Ceci a inspiré une théorie analogue
sur les graphes pour le Laplacien L0, voir ([10], [11] et [12]). De plus, en utilisant le critère de
Weyl, connu de [38], pour montrer que tous les spectres de nos différents Laplaciens obtenus ont
les mêmes caractérisations dans les cas d’une triangulation finie connexe, voir ([3] et [8]). Dans
une tiangulation finie, nous définissons le trou spectral comme étant la valeur propre minimale
du Laplacien L+

1| ker(δ0)
sur les 1-formes. Cette définition permet alors que notre trou spectral

peut atteindre la valeur 0. En général, le trou spectral est l’écart entre 0 et la première valeur
propre non nulle, voir ([10], [11] et [12]). Cette définition coïncide avec la notre dans les cas
où Im(δ1) = ker(δ0). Cette dernière condition assure la nulluté de notre trou spectral.

L’objectif dans la deuxième partie est de trouver une estimation pour le trou spectral du
Laplacien L+

1| ker(δ0)
dans une triangulation d’un graphe complet. Une majoration explicite est

donnée par la généralisation de la constante de Cheeger. Une minoration est obtenue par la
première valeur propre non nulle du Laplacien discret agissant sur les fonctions L0.

Cette thèse est structurée comme suit: le deuxième chapitre présente les concepts de base
utilisés dans ce travail. Nous présentons d’abord les diverses notations et définitions sur les
graphes ou plutôt les 1-complexes simpliciaux. Ensuite, nous introduisons la notion de face
triangle orientée. Dans ce contexte, nous définissons l’opérateur de Gauß-Bonnet T = d + δ
agissant sur le triplet de fonctions, 1-formes et 2-formes. Cet opérateur de type Dirac permet de
définir le Laplacien discret L := T 2 qui admet une décomposition selon le degré

L := L0 ⊕ L1 ⊕ L2.

Dans le troisième chapitre, nous développons l’hypothèse de χ-complétude pour assurer
le caractère essentiellement auto-adjoint de l’opérateur de Gauß-Bonnet T sur les triangula-
tions. Cette hypothèse géométrique est basée sur les fonctions de coupure. Il a été introduite
sur les graphes par Colette Anné et Nabila Torki-Hamza dans [1]. Dans le cas d’une variété
Riemannienne complète, il y a un résultat très important de Chernoff dans [9], qui a conclu
que l’opérateur de Laplace-Beltrami est essentiellement auto-adjoint à partir de l’opérateur de
Dirac. En conséquence, nous utilisons cette relation pour prouver le caractère essentiellement
auto-adjoint de notre Laplacien discret. Ce résultat s’inspire du travail de [1] dans le cas des
graphes. De plus, nous donnons l’exemple "Arbre tiangulaire" qui produit un moyen concret de
trouver une triangulation qui n’est pas χ-complète inspiré de [4]. Et nous finissons ce chapitre
avec l’étude de la condition de χ-complétude et d’en étudier le caractère essentiellement auto-
adjoint sur des exemples particuliers de triangulations.

Dans le quatrième chapitre, nous donnons quelques résultats concernant la théorie spectrale
des triangulations. Le résultat essentiel ici est de trouver une estimation concrète pour le trou
spectral du Laplacien supérieur L+

1 agissant sur les 1-formes, voir [8]. En outre, une majoration
attachée à la généralisation de la constante de Cheeger pour les complexes simpliciaux d’un
graphe complet Kn, voir [35]. Dans notre cas, on désigne par Tn = (Kn,F) la triangulation

8 mai 2018
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d’un graphe complet et on définit la constante de Cheeger h(Tn) comme suit:

h(Tn) := min
(A0,A1,A2)

n|F(A0,A1,A2)|
|A0||A1||A2|

,

où A0,A1,A2 sont des ensembles non vides formant une partition de V et F(A0,A1,A2)
désigne l’ensemble des faces orientées avec un sommet dans chaque Ai.

De plus, nous donnons une minoration de notre trou spectral à partir des premières valeurs
propres non nulles des Laplacien discret L0 sur les graphes connexes associés à une triangula-
tion d’un graphe complet.

Nous clôturons ce travail avec le chapitre Annexe qui contient les résultats principaux con-
cernant la notion de complétude sur les graphes et portant sur les opérateurs symétriques, utilisés
au cours de cette thèse qui sont extraits de [24], [37] et [38].

9 mai 2018





2
Sur la géométrie et l’analyse des

triangulations

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments d’analyse et de géométrie sur les com-
plexes simpliciaux de dimension 2, qui couvrent les prérequis nécessaires à la compréhension
de nos travaux. Outre les concepts généraux, nous traitons principalement de la notion de trian-
gulation pondérée.

2.1 Généralités sur les graphes

Soit V un ensemble au plus dénombrable de sommets et E un sous-ensemble de V×V , l’ensemble
des arêtes, nous appelons K = (V , E) un graphe. Soit x, y ∈ V , on dit que x et y sont voisins
ou adjacents s’ils sont connectés par une arête e, notée par e = (x, y) ou bien x ∼ y. Un graphe
K orienté consiste à définir une partition de E :

E = E− ∪ E+

(x, y) ∈ E+ ⇔ (y, x) ∈ E−

On suppose que l’ensemble d’arêtes E est sans boucles et symétrique, i.e

x ∈ V ⇒ (x, x) /∈ E , (x, y) ∈ E ⇒ (y, x) ∈ E .

Dans ce cas, on choisit une orientation sur les arêtes. Soit e = (x, y) ∈ E+, on définit
l’origine e− = x, la terminaison e+ = y et l’arête opposée −e = (y, x). Un chemin de taille
n est une suite finie d’arêtes {ei}1≤i≤n telle que si n ≥ 2 alors e+

i = e−i+1, pour tout i ∈

11
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{1, ..., n− 1}. Un cycle est un chemin dont l’origine et l’extrémité sont identiques, i.e e−1 = e+
n .

Un chemin simple est un chemin qui ne passe qu’au plus une fois par chaque arête. Pour e ∈ E ,
l’ensemble {−e, e} n’est pas un chemin simple.

• L’ensemble des voisins d’un sommet x est donné par:

V(x) = {y ∈ V , y ∼ x}.

• La valence ou le degré d’un sommet x est le nombre de ses voisins et noté par deg(x),
qui peut être fini ou infini.

• Le graphe K est dit localement fini, si pour tout x ∈ V , l’ensemble V(x) est fini.

• Le graphe K est connexe si deux sommets quelconques x et y peuvent être connectés par
un chemin d’arête, i.e.

∀x, y ∈ V , ∃n, {ei}1≤i≤n tel que e−1 = x, e+
n = y.

• La distance combinatoire dcomb sur K est donnée par:

dcomb(x, y) := min{n, {ei}1≤i≤n ⊆ E un chemin entre les deux sommets x et y},

pour tout x, y ∈ V tels que x 6= y. Par convention, on pose dcomb(x, x) = 0.

Par analogie à la géométrie Riemannienne, une métrique sur K est une fonction paire a :
E → (0,∞). Elle définit une distance sur le graphe K. On définit d’abord la longueur d’un
chemin γ = (e1, ..., en) comme suit:

la(γ) :=
n∑
i=1

√
a(ei).

La distance métrique entre deux sommets distincts x et y est donnée par:

da(x, y) := inf
γ∈Γxy

la(γ).

où Γxy est l’ensemble des chemins allant du sommet x au sommet y. Par convention, on pose
da(x, x) = 0.

Dans la suite, nous ne considérons que des graphes:

connexes, orientés, localement finis et sans boucles.

Exemple 2.1.1 Nous citons des exemples de graphes très connus dans la théorie des graphes:

• Un arbre: est un graphe connexe sans cycle.

• Graphe complet Kn: est un graphe fini de n sommets dont les sommets sont adjacents

deux à deux, c’est-à-dire que tout couple de sommets disjoints est relié par une arête.

12 mai 2018



Sur la géométrie et l’analyse des triangulations Yassin CHEBBI

• Graphe biparti: On dit qu’un graphe est biparti, s’il existe une partition de son ensemble

de sommets V en deux sous ensembles V1 et V2 telle que chaque arête ait une extrémité

dans V1 et l’autre dans V2.

• Graphe régulier: est un graphe où tous les sommets ont le même degré. Un graphe

régulier dont tous les sommets ont le même degré k est appelé un graphe k-régulier ou

graphe régulier de degré k.

• Graphe cyclique Cn: est un graphe constitué d’un unique cycle élémentaire de longueur

n (pour n ≥ 3). Il est 2-régulier. De plus, nous avons Cn est un graphe biparti si et

seuleument si n est paire.

2.2 Notion de triangulation
Nous développons d’abord un cadre général pour introduire les opérateurs de Laplace définis
en termes de la structure combinatoire d’un complexe simplicial.

2.2.1 Structure d’une triangulation

Une triangulation T est la donnée d’un triplet (V , E ,F), où V est l’ensemble de sommets, E est
l’ensemble des arêtes et F est l’ensemble des faces triangulaires qui est un sous-ensemble de
l’ensemble des cycles simples de taille 3 quotienté par les permutations directes (e.g. (x, y, z) =
(y, z, x) 6= (y, x, z)). Cette structure d’un 2-complexe simplicial (voir [17]) est notée aussi par
le couple T = (K,F), où K = (V , E) est un graphe connexe et localement fini.

Remarque 2.2.1 Une triangulation est un 2-complexe simplicial dont toutes les faces sont des

triangles. Dans cette structure, on peut avoir des cycles simples de taille 3 qui ne sont pas

des faces triangulaires. Les coins des faces triangulaires forment un sous-ensemble de V et

l’ensemble des arêtes des faces triangulaires forment un sous-ensemble de E du graphe.

Remarque 2.2.2 Une triangulation d’un graphe localement fini implique qu’il y a un nombre

fini de triangles qui sont voisins d’un triangle donné.

Dans la suite, nous pouvons représenter les faces orientées par leurs sommets de la manière
suivante:

$ = (e1, e2, e3) = (e−1 = e+
3 , e

+
1 = e−2 , e

+
2 = e−3 ) ∈ F .

Pour une face $ = (x, y, z) ∈ F , nous avons

$ = (x, y, z) = (y, z, x) = (z, x, y) ∈ F ⇔ −$ = (y, x, z) = (x, z, y) = (z, y, x) ∈ F .
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Figure 2.1: Triangulation
x

y z

x

y z

Figure 2.2: L’orientation d’une face

Pour un sommet x ∈ V , nous désignons également la face orientée (y, z, x) par (e, x), avec
e = (y, z). L’ensemble des sommets qui construisent les faces triangulaires avec l’arête e ∈ E
est donné par

Fe := {x ∈ V , (e, x) ∈ F} ⊆ V(e−) ∩ V(e+).

Soit B un sous-ensemble fini de V , nous définissons le bord de sommet, le bord d’arête et
le bord de face de B, notés respectivement ∂VB, ∂EB et ∂FB, par:

∂VB := {x /∈ B; ∃y ∈ B, x ∼ y},

∂EB := {e ∈ E ; {e−, e+} ∩B 6= ∅ et {e−, e+} ∩Bc 6= ∅}.

et
∂FB := {σ = (e1, e2, e3) ∈ F ; ∃i ∈ {1, 2, 3}, ei ∈ ∂EB}.

Exemple 2.2.1 Considérons la triangulation infinie 2-complexe d’arbre régulier T 2
2 , voir [36].

Ce complexe n’est pas localement fini. Sa construction se continue à l’infini.

Remarque 2.2.3 Dans Figure 2.3, le cercle n’est pas une partie des arêtes.

Exemple 2.2.2 (Triangulation de Delaunay)

Une triangulation DT d’un ensemble de sommets V est dite triangulation de Delaunay si
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l’intérieur du cercle circonscrit de chacun des triangles de DT ne contient aucun sommet de

V .

Remarque 2.2.4 La triangulation de Delaunay est une triangulation planaire.

Figure 2.3: Triangulation 2-complexe d’arbre régulier T 2
2

Figure 2.4: Triangulation de Delaunay

2.2.2 Triangulations pondérées
Pour définir les triangulations pondérées, nous introduisons des poids:
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• c : V → (0,∞), c’est le poids sur les sommets.

• r : E → (0,∞), c’est le poids sur les l’arêtes, où ∀e ∈ E , r(−e) = r(e).

• s : F → (0,∞), c’est le poids sur les faces, où ∀$ ∈ F , s(−$) = s($).

D’abord, on définit les graphes pondérés normalisés où le poids sur les sommets est défini à
partir du poids sur les arêtes:

Définition 2.2.1 • Un graphe pondéré (K, c, r) est la donnée d’un graphe K = (V , E), un

poids c sur les sommets et un poids r sur les arêtes.

• Un graphe normalisé est un graphe pondéré (K, c, r) tel que le poids c est donné par:

c(x) =
∑
e,e+=x

r(e).

Dans ce cas, on le note aussi par (K, r).

On introduit une première définition telle que le poids sur les sommets, celui sur les arêtes
et celui sur les faces sont indépendants:

Définition 2.2.2 Une triangulation pondérée (T , c, r, s) est donnée par la triangulation T =(V ,E ,F)

munie des poids c, r et s respectivement sur les sommets, les arêtes et les faces. Nous disons

que T est simple si les poids des sommets, des l’arêtes et des faces sont tous constants égaux à

1.

Une deuxième définition telle que son graphe est normalisé et le poids sur les arêtes est
défini à partir du poids sur les faces.

Définition 2.2.3 Une triangulation pondérée T = (K,F) est dite normalisée si:

• K est un graphe normalisé.

• Le poids s sur F fait apparaître le poids r sur E , donné par:

r(e) =
∑
x∈Fe

s(e, x).

2.3 Espaces fonctionnels d’une triangulation
Dans cette partie, nous donnons les différents espaces fonctionnels qui sont bien connus sur les
graphes. Nous introduisons également d’autres espaces fonctionnels associés à la triangulation
T .

Notons l’ensemble des fonctions complexes sur V par:

C(V) = {f : V → C}

16 mai 2018



Sur la géométrie et l’analyse des triangulations Yassin CHEBBI

et son sous-ensemble des fonctions à support fini par Cc(V).

De même, nous avons l’ensemble des 1-formes anti-symétriques sur E :

C(E) = {ϕ : E → C, ϕ(−e) = −ϕ(e)}

et son sous-ensemble des 1-formes à support fini par Cc(E).

De plus, nous notons l’ensemble des 2-formes anti-symétriques sur F par:

C(F) = {φ : F → C, φ(−$) = −φ($)}

et son sous-ensemble des 2-formes à support fini par Cc(F).

Nous considérons maintenant les espaces de Hilbert associés à la triangulation pondérée T :

• Nous associons à V l’espace de Hilbert:

l2(V) := {f ∈ C(V);
∑
x∈V

c(x)|f(x)|2 <∞},

muni du produit scalaire donné par:

〈f, g〉l2(V) :=
∑
x∈V

c(x)f(x)g(x)

et de la norme induite
‖f‖l2(V) :=

√
〈f, f〉l2(V).

• Nous désignons aussi par l2(E) l’espace de Hilbert des 1-formes

l2(E) := {ϕ ∈ C(E);
∑
e∈E

r(e)|ϕ(e)|2 <∞},

muni du produit scalaire donné par:

〈ϕ, ψ〉l2(E) :=
1

2

∑
e∈E

r(e)ϕ(e)ψ(e)

et de la norme induite
‖ϕ‖l2(E) :=

√
〈ϕ, ϕ〉l2(E).

• De même, nous avons l’espace de Hilbert des 2-formes

l2(F) := {φ ∈ C(F);
∑
$∈F

s($)|φ($)|2 <∞},
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muni du produit scalaire donné par:

〈φ1, φ2〉l2(F) :=
1

6

∑
(x,y,z)∈F

s(x, y, z)φ1(x, y, z)φ2(x, y, z)

=
1

2

∑
$∈F

s($)φ1($)φ2($).

et de la norme induite
‖φ‖l2(F) :=

√
〈φ, φ〉l2(F).

La somme directe des espaces l2(V), l2(E) et l2(F) est considérée comme un nouvel espace
de Hilbert désigné parH, c’est-à-dire

H = l2(V)⊕ l2(E)⊕ l2(F),

muni du produit scalaire

∀i = 1, 2, ∀Fi = (fi, ϕi, φi) ∈ H, 〈F1, F2〉H := 〈f1, f2〉l2(V) + 〈ϕ1, ϕ2〉l2(E) + 〈φ1, φ2〉l2(F).

et de la norme associée

‖F‖H :=
√
‖f‖2

l2(V) + ‖ϕ‖2
l2(E) + ‖φ‖2

l2(F)

2.4 Opérateurs
Nous présentons dans cette partie les différentes expressions et propriétés des opérateurs bien
connus sur les graphes [30] et nous introduisons également d’autres opérateurs définis sur les
triangulations [7].

2.4.1 Opérateurs sur les graphes
• L’opérateur de différence: C’est l’opérateur

d0 : Cc(V) −→ Cc(E),

donné par
d0f(e) = f(e+)− f(e−).

pour tout f ∈ Cc(V) et e ∈ E .

• L’opérateur divergence: C’est l’adjoint formel de d0, noté δ0 et satisfait l’égalité

〈d0f, ϕ〉l2(E) = 〈f, δ0ϕ〉l2(V). (2.1)

pour tout (f, ϕ) ∈ Cc(V)× Cc(E).
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Ainsi, nous avons la formule suivante qui caractérise δ0, voir [1].

Lemme 2.4.1 L’opérateur divergence δ0 est donné par:

∀ϕ ∈ Cc(E), δ0(ϕ)(x) =
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e).

Preuve:

Soit (f, ϕ) ∈ Cc(V)× Cc(E), nous avons

〈d0f, ϕ〉l2(E) =
1

2

∑
e∈E

r(e)d0f(e)ϕ(e)

=
1

2

∑
e∈E

r(e)
(
f(e+)− f(e−)

)
ϕ(e)

=
1

2

∑
x∈V

f(x)

 ∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e)−
∑
e,e−=x

r(e)ϕ(e)

 .

L’antisymétrie de ϕ entraîne:∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e) = −
∑
e,e−=x

r(e)ϕ(e).

Par conséquent, en utilisant (2.1), nous obtenons

〈d0f, ϕ〉l2(E) =
∑
x∈V

f(x)

 ∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e)

 = 〈f, δ0ϕ〉l2(V).

où
δ0(ϕ)(x) =

1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e).

�

Remarque 2.4.1 Les opérateurs d0 et δ0 s’étendent naturellement sur C(V), resperctivement

C(E). Nous les notons d̂0 et δ̂0 :

∀f ∈ C(V), d̂0f(e) = f(e+)− f(e−).

∀ϕ ∈ C(E), δ̂0ϕ(x) =
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e).

Nous donnons maintenant un résultat important, c’est la formule de dérivation, voir [2] et
[32]. Au début, pour f ∈ C(V), on définit la fonction
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f̃(e) :=
f(e+) + f(e−)

2
,

pour tout e ∈ E .

Proposition 2.4.1 Soient f, g ∈ C(V) et ϕ ∈ C(E), alors

d̂0(fg)(e) = f(e+)d̂0(g)(e) + d̂0(f)(e)g(e−)

= f̃(e)d̂0g(e) + g̃(e)d̂0f(e).

et

δ̂0(f̃ϕ)(x) = f(x)δ̂0(ϕ)(x)− 1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d̂0(f)(e)ϕ(e).

Preuve:

Soient f, g ∈ C(V), nous avons

d̂0(fg)(e) = (fg)(e+)− (fg)(e−)

= f(e+)
(
g(e+)− g(e−)

)
+ g(e−)

(
f(e+)− f(e−)

)
= f(e+)d̂0g(e) + g(e−)d̂0f(e).

De plus, nous avons

d̂0(fg)(e) = f(e+)d̂0g(e) + g(e−)d̂0f(e)

= f̃(e)d̂0g(e) +
1

2
f(e+)d̂0g(e)− 1

2
f(e−)d̂0g(e) + g(e−)d̂0f(e)

= f̃(e)d̂0g(e) +
1

2
d̂0f(e)d̂0g(e) + g(e−)d̂0f(e)

= f̃(e)d̂0g(e) + d̂0f(e)

(
1

2
d̂0g(e) + g(e−)

)
= f̃(e)d̂0g(e) + g̃(e)d̂0f(e).
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D’autre part, pour ϕ ∈ C(E) et x ∈ V nous avons

δ̂0(f̃ϕ)(x) =
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)(f̃ϕ)(e)

=
1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)
(
f(e+) + f(e−)

)
ϕ(e)

=
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)f(e+)ϕ(e) +
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)

(
f(e−)− f(e+)

2

)
ϕ(e)

=
f(x)

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e)− 1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d̂0f(e)ϕ(e)

= f(x)δ̂0ϕ(x)− 1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d̂0f(e)ϕ(e).

�

2.4.2 Opérateurs sur les triangulations

• L’opérateur dérivée extérieure: C’est

d1 : Cc(E) −→ Cc(F),

donné par
d1(ψ)(x, y, z) = ψ(x, y) + ψ(y, z) + ψ(z, x).

pour tout ψ ∈ Cc(E) et (x, y, z) ∈ F .

• L’opérateur co-dérivée extérieur: C’est l’adjoint formel de d1, noté δ1 qui satisfait

∀(ψ, φ) ∈ Cc(E)× Cc(F), 〈d1ψ, φ〉l2(F) = 〈ψ, δ1φ〉l2(E). (2.2)

Ainsi, nous avons la formule suivante qui caractérise δ1, voir [7].

Lemme 2.4.2 L’opérateur δ1 est donné par la formule suivante

∀φ ∈ Cc(F), δ1(φ)(e) =
1

r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)φ(e, x).

Preuve:

Soit (ψ, φ) ∈ Cc(E)× Cc(F). Comme le poids s est paire. D’après le théorème de
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Fubini, l’équation (2.2) donne

〈d1ψ, φ〉l2(F) =
1

6

∑
(x,y,z)∈F

s(x, y, z)d1(ψ)(x, y, z)φ(x, y, z)

=
1

6

∑
x,y

∑
z, (x,y,z)∈F

s(x, y, z)φ(x, y, z)(ψ(x, y) + ψ(y, z) + ψ(z, x))

=
1

2

∑
(x,y,z)∈F

s(x, y, z)ψ(x, y)φ(x, y, z)

= 〈ψ, δ1φ〉l2(E).

Pour justifier la dernière égalité, notons que l’expression de d1 contribuant à la
première somme est divisée en trois parties similaires. Il reste à montrer que∑

(x,y,z)∈F

s(x, y, z)ψ(x, y)φ(x, y, z) =
∑
e∈E

ψ(e)
∑
x∈Fe

s(e, x)φ(e, x)

=
∑
e∈E

r(e)ψ(e)

(
1

r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)φ(e, x)

)

�

Remarque 2.4.2 De même, on étend d1 et δ1 sur C(E) et C(F) par les mêmes formules et on

note d̂1 et δ̂1 ces extensions.

Pour f ∈ C(V), on définit la fonction

˜̃
f(x, y, z) :=

f̃(x, y) + f̃(y, z) + f̃(z, x)

3
=
f(x) + f(y) + f(z)

3
,

pour tout (x, y, z) ∈ F .
Nous donnons aussi une formule du produit extérieur dans le cas discret entre deux 1-

formes, défini comme suit:

. ∧disc . : C(E)× C(E) −→ C(F),

par

(ψ ∧disc ϕ) (x, y, z) = [ψ(z, x) + ψ(z, y)]ϕ(x, y)

+ [ψ(x, y) + ψ(x, z)]ϕ(y, z)

+ [ψ(y, z) + ψ(y, x)]ϕ(z, x).

Il satisfait ψ ∧disc ϕ = − (ϕ ∧disc ψ) = −ϕ ∧disc ψ = ϕ ∧disc −ψ, pour tout ϕ, ψ ∈ C(E).
Nous désignons par y : Cc(E)× Cc(F) −→ Cc(E), le produit intérieur défini pour

〈φ, ψ ∧disc ϕ〉l2(F) = 〈ψyφ, ϕ〉l2(E). (2.3)
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où ϕ, ψ ∈ Cc(E) et φ ∈ Cc(F).

Lemme 2.4.3 Le produit intérieur y est donné par la formule suivante

(ψyφ)(e) =
1

r(e)

∑
x∈Fe

(
ψ(x, e−) + ψ(x, e+)

)
φ(e, x)

pour tout ψ ∈ Cc(E) et φ ∈ Cc(F).

Preuve:

Soit ϕ, ψ ∈ Cc(E) et φ ∈ Cc(F). En utilisant l’équation 2.3, nous avons

〈φ, ψ ∧disc ϕ〉l2(F) =
1

2

∑
e∈E

∑
x∈Fe

φ(e, x)
(
ψ(x, e−) + ψ(x, e+)

)
ϕ(e)

=
1

2

∑
e∈E

ϕ(e)
∑
x∈Fe

(
ψ(x, e−) + ψ(x, e+)

)
φ(e, x)

=
1

2

∑
e∈E

r(e)ϕ(e)

(
1

r(e)

∑
x∈Fe

(
ψ(x, e−) + ψ(x, e+)

)
φ(e, x)

)
.

�

Nous donnons maintenant un autre résultat très important, c’est une autre formule de déri-
vation, voir [7].

Proposition 2.4.2 Soit (f, ϕ, φ) ∈ C(V)× C(E)× C(F) alors

d̂1(f̃ϕ)(x, y, z) =
˜̃
f(x, y, z)d̂1(ϕ)(x, y, z) +

1

6

(
d̂0(f) ∧disc ϕ

)
(x, y, z).

δ̂1(
˜̃
fφ)(e) = f̃(e)δ̂1(φ)(e) +

1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
[
d̂0(f)(e−, x) + d̂0(f)(e+, x)

]
φ(e, x).

Preuve:
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(1) Soient (f, ϕ) ∈ C(V)× C(E), nous avons

d̂1(f̃ϕ)(x, y, z) = f̃(x, y)ϕ(x, y) + f̃(y, z)ϕ(y, z) + f̃(z, x)ϕ(z, x)

= [f̃(x, y) + f̃(y, z) + f̃(z, x)][ϕ(x, y) + ϕ(y, z) + ϕ(z, x)]

−
(
f̃(y, z) + f̃(z, x)

)
ϕ(x, y)−

(
f̃(z, x) + f̃(x, y)

)
ϕ(y, z)

−
(
f̃(x, y) + f̃(y, z)

)
ϕ(z, x)

=
˜̃
f(x, y, z)d̂1(ϕ)(x, y, z)

+

(
2

3
f̃(x, y)− 1

3

[
f̃(y, z) + f̃(z, x)

])
ϕ(x, y)

+

(
2

3
f̃(y, z)− 1

3

[
f̃(z, x) + f̃(x, y)

])
ϕ(y, z)

+

(
2

3
f̃(z, x)− 1

3

[
f̃(x, y) + f̃(y, z)

])
ϕ(z, x).

D’autre part, nous avons(
2

3
f̃(x, y)− 1

3

[
f̃(y, z) + f̃(z, x)

])
=

1

3

([
f̃(x, y)− f̃(y, z)

]
+
[
f̃(x, y)− f̃(z, x)

])
=

1

6

(
d̂0(f)(z, x) + d̂0(f)(z, y)

)
.

De la même façon, nous obtenons(
2

3
f̃(y, z)− 1

3

[
f̃(z, x) + f̃(x, y)

])
=

1

6

(
d̂0(f)(x, y) + d̂0(f)(x, z)

)
.

et (
2

3
f̃(z, x)− 1

3

[
f̃(x, y) + f̃(y, z)

])
=

1

6

(
d̂0(f)(y, z) + d̂0(f)(y, x)

)
.

Par conséquent, nous avons

d̂1(f̃ϕ)(x, y, z) =
˜̃
f(x, y, z)d̂1(ϕ)(x, y, z)

+
1

6

[
d̂0(f)(z, x) + d̂0(f)(z, y)

]
ϕ(x, y)

+
1

6

[
d̂0(f)(x, y) + d̂0(f)(x, z)

]
ϕ(y, z)

+
1

6

[
d̂0(f)(y, z) + d̂0(f)(y, x)

]
ϕ(z, x).
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(2) Soient (f, φ) ∈ C(V)× C(F). En utilisant le lemme 2.4.2, nous avons

δ̂1(
˜̃
fφ)(e) =

1

r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
˜̃
f(e, x)φ(e, x)

=
1

3r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
(
f̃(e) + f̃(e+, x) + f̃(x, e−)

)
φ(e, x)

=
1

3
f̃(e)δ̂1(φ)(e) +

1

3r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)f̃(e+, x)φ(e, x)

+
1

3r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)f̃(x, e−)φ(e, x).

D’où

δ̂1(
˜̃
fφ)(e) = f̃(e)δ̂1(φ)(e)

+
1

3r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
(
f̃(e+, x)− f̃(e)

)
φ(e, x)

+
1

3r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
(
f̃(x, e−)− f̃(e)

)
φ(e, x)

= f̃(e)δ̂1(φ)(e)

+
1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
[
d̂0(f)(e−, x) + d̂0(f)(e+, x)

]
φ(e, x).

�

• Opérateur de Gauß-Bonnet: Par analogie à la géométrie Riemannienne, nous utilisons
la décomposition des opérateurs dans [16]. D’abord, nous commençons par définir l’opérateur

d : Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F) 	

par
∀(f, ϕ, φ) ∈ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F), d(f, ϕ, φ) = (0, d0f, d1ϕ),

L’adjoint formel de d, noté par δ satisfait

〈d(f1, ϕ1, φ1), (f2, ϕ2, φ2)〉H = 〈(f1, ϕ1, φ1), δ(f2, ϕ2, φ2)〉H, (2.4)

pour tout (f1, ϕ1, φ1), (f2, ϕ2, φ2) ∈ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

Lemme 2.4.4 Soit T = (K,F) une triangulation. Alors, l’opérateur

δ : Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F) 	

25 mai 2018



Sur la géométrie et l’analyse des triangulations Yassin CHEBBI

est donné par

δ(f, ϕ, φ) = (δ0ϕ, δ1φ, 0), ∀(f, ϕ, φ) ∈ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

Preuve:

Soient (f1, ϕ1, φ1), (f2, ϕ2, φ2) ∈ Cc(V) ⊕ Cc(E) ⊕ Cc(F). En utilisant l’équation
(2.4)

〈d(f1, ϕ1, φ1), (f2, ϕ2, φ2)〉H = 〈(0, d0f1, d
1ϕ1), (f2, ϕ2, φ2)〉H

= 〈d0f1, ϕ2〉l2(E) + 〈d1ϕ1, φ2〉l2(F)

= 〈f1, δ
0ϕ2〉l2(V) + 〈ϕ1, δ

1φ2〉l2(E)

= 〈(f1, ϕ1, φ1), (δ0ϕ2, δ
1φ2, 0)〉H.

�

Définition 2.4.1 L’opérateur de Gauß-Bonnet est défini comme suit

T := d+ δ : Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F) 	

est donné par

T (f, ϕ, φ) = (δ0ϕ, d0f + δ1φ, d1ϕ)

pour tout (f, ϕ, φ) ∈ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

La représentation matricielle de T est donnée par

T ≡

 0 δ0 0
d0 0 δ1

0 d1 0


Lemme 2.4.5 Si T = (K,F) est une triangulation alors d1d0 = δ0δ1 = 0.

Preuve:

Soit f ∈ Cc(V), nous avons que

d1(d0f)(x, y, z) = d0f(x, y) + d0f(y, z) + d0f(z, x)

= (f(y)− f(x)) + (f(z)− f(y)) + (f(x)− f(z)) = 0.

Comme d1d0 = 0 et l’opérator δ0δ1 est l’adjoint formel de d1d0. Alors δ0δ1 = 0.

�

• Laplacien discret: À travers l’opérateur de Gauß-Bonnet T, on peut définir le Laplacien
discret sur T . Donc le lemme 2.4.5 induit la définition suivante
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Définition 2.4.2 Soit T = (K,F) une triangulation, le Laplacian sur T est défini comme suit:

L := T 2 : Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F) 	

est donné par

L(f, ϕ, φ) = (δ0d0f, (d0δ0 + δ1d1)ϕ, d1δ1φ).

pour tout (f, ϕ, φ) ∈ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

On peut aussi l’écrire
L := L0 ⊕ L1 ⊕ L2,

où

• L0 est le Laplacien discret agissant sur les fonctions. Il est donné par

L0(f)(x) := δ0d0(f)(x) =
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)
(
f(x)− f(e−)

)
.

• L1 est le Laplacien discret agissant sur les 1-formes. Il est donné par

L1(ϕ)(x, y) := (d0δ0 + δ1d1)(ϕ)(x, y)

=
1

c(y)

∑
e,e+=y

r(e)ϕ(e)− 1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)ϕ(e)

+
1

r(x, y)

∑
z∈F(x,y)

s(x, y, z) (ϕ(x, y) + ϕ(y, z) + ϕ(z, x)) .

• L2 est le Laplacien discret agissant sur les 2-formes. Il est donné par

L2(φ)(x, y, z) := d1δ1(φ)(x, y, z)

=
1

r(x, y)

∑
u∈F(x,y)

s(x, y, u)φ(x, y, u)

+
1

r(y, z)

∑
u∈F(y,z)

s(y, z, u)φ(y, z, u)

+
1

r(z, x)

∑
u∈F(z,x)

s(z, x, u)φ(z, x, u).

Remarque 2.4.3 L’opérateur L1 est appelé le Laplacien total, il est défini comme suit L1 =

L−1 +L+
1 , où L−1 = d0δ0 (resp. L+

1 = δ1d1) est appelé le Laplacian inférieur (resp. le Laplacian

supérieur).
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2.5 Fermabilité des opérateurs
Nous rappelons d’abord que les opérateurs d0 et δ0 sont fermables sur un graphe connexe lo-
calement fini, voir [1].

Lemme 2.5.1 Soit K un graphe connexe localement fini. Alors, les opérateurs d0 et δ0 sont

fermables.

Preuve:

- Supposons qu’il existe une suite convergente (fn)n∈N dans Cc(V). On note ϕ
sa limite. Nous devons montrer que ϕ = 0. Si

lim
n→∞

‖fn‖l2(V) + ‖d0fn − ϕ‖l2(E) = 0,

Alors pour chaque sommet x, la suite (fn(x)) converge vers 0 et pour chaque
arête e, la suite (d0fn(e)) converge vers ϕ(e). Comme K est localement fini
et d’après l’expression de d0, pour toute arête e, d0fn(e) converge vers 0.

- La même chose peut être faite pour δ0 : La convergence en norme vers 0
de la suite (ϕn)n∈N implique la convergence simple vers 0 ce qui implique
la convergence simple de δ0(ϕn) vers 0, car le graphe K est localement fini.
Alors, la convergence en norme de la suite δ0(ϕn) doit être vers 0.

�
De la même manière, nous montrons que les opérateurs d1 et δ1 sont fermables sur une

triangulation.

Lemme 2.5.2 Soit T = (K,F) une triangulation. Alors, les opérateurs d1 et δ1 sont fermables.

Preuve:

- Soient (ϕn)n∈N une suite de Cc(E) et φ ∈ l2(F) tel que

lim
n→∞

‖ϕn‖l2(E) + ‖d1ϕn − φ‖l2(F) = 0,

alors pour chaque arête e, la suite (ϕn(e))n converge vers 0 et pour chaque
face $, (d1(ϕn)($))n converge vers φ($). Comme K est localement fini et
d’après l’expression de d1, pour chaque face $, d1(ϕn)($) converge vers 0.
Alors, nous avons que φ = 0.

- La même chose peut être faite pour δ1 : Soient (φn)n∈N une suite de Cc(F) et
ϕ ∈ l2(E) tel que

lim
n→∞

‖φn‖l2(F) + ‖δ1φn − ϕ‖l2(E) = 0,

alors pour chaque face σ, φn(σ) converge vers 0 et pour chaque arête e,
δ1(φn)(e) converge versϕ(e).CommeK est localement fini et d’après l’expression
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de δ1, pour chaque arête e, δ1(φn)(e) converge vers 0. Alors, nous avons que
ϕ = 0.

�
La plus petite extension de d0 s’appelle la fermeture, voir ([38] et [39]) et notée par d0 =

d0
min (resp. δ0 = δ0

min, d1 = d1
min, δ1 = δ1

min, T = Tmin, L = Lmin) de domaine

Dom(d0
min) :={f ∈ l2(V); ∃(fn)n∈N, fn ∈ Cc(V), lim

n→∞
‖fn − f‖l2(V) = 0,

lim
n→∞

d0(fn) existe dans l2(E)}.

Pour chaque fonction f ∈ Dom(d0
min), nous avons

d0
min(f) = lim

n→∞
d0(fn).

On remarque que d0
min(f) est indépendant de la suite (fn)n∈N, car d0 est fermable.

On note d0
max = (δ0)∗ l’opérateur adjoint de δ0

min, (resp. δ0
max = (d0)∗, l’opérateur adjoint

de d0
min).
On note d1

max = (δ1)∗ l’opérateur adjoint de δ1
min, (resp δ1

max = (d1)∗, l’opérateur adjoint
de d1

min).

Proposition 2.5.1 Soit T = (K,F) une triangulation pondérée. Alors

Dom(Tmin) ⊆ Dom(d0
min)⊕

(
Dom(δ0

min) ∩Dom(d1
min)

)
⊕Dom(δ1

min).

Preuve:

SoitF = (f, ϕ, φ) ∈ Dom(Tmin), donc il existe une suite (Fn)n = ((fn, ϕn, φn))n ⊆
Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F) telle que lim

n→∞
Fn = F dans H et (TFn)n∈N converge dans

H. On note l0 = (f0, ϕ0, φ0) sa limite. Par conséquent, nous avons

‖TFn − l0‖2
H =‖δ0ϕn − f0‖2

l2(V) + ‖(d0 + δ1)(fn, φn)− ϕ0‖2
l2(E)

+ ‖d1ϕn − φ0‖2
l2(F).

Alors δ0ϕn → f0 et d1ϕn → φ0 respectivement dans l2(V) et dans l2(F). Par
définition, ϕ ∈ Dom(δ0

min) ∩ Dom(d1
min), f0 = δ0

minϕ et φ0 = d1
minϕ. De plus,

nous combinons l’identité du parallélogramme avec le lemme 2.4.5 pour obtenir le
résultat suivant

‖(d0+δ1)(f, φ)‖2
l2(E) = ‖d0(f)‖2

l2(E)+‖δ1(φ)‖2
l2(E), ∀n ∈ N, ∀(f, φ) ∈ Cc(V)×Cc(F).

Comme ((d0 + δ1)(fn, φn))n converge dans l2(E). D’après la complétude de
l2(E) nous avons que (d0(fn))n et (δ1(φn))n sont convergentes dans l2(E). Alors,
nous concluons que f ∈ Dom(d0

min) et φ ∈ Dom(δ1
min).

�
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Proposition 2.5.2 Soit T = (K,F) une triangulation pondérée. Alors

Dom(Lmin) ⊆ Dom(δ0
mind

0
min)⊕

(
Dom(d0

minδ
0
min) ∩Dom(δ1

mind
1
min)

)
⊕Dom(d1

minδ
1
min).

Preuve:

i) Nous montrons que (L0)min ⊆ δ0
mind

0
min. D’abord, nous notons que

Dom(δ0
mind

0
min) = {f ∈ Dom(d0

min), d0
minf ∈ Dom(δ0

min)}.

Soit f ∈ Dom((L0)min), alors il existe une suite (fn)n ⊆ Cc(V) telle que

fn → f dans l2(V), δ0d0fn → (δ0d0)minf dans l2(V).

Donc (L0fn)n est une suite de Cauchy. De plus, nous avons

∀n,m ∈ N, ‖d0fn − d0fm‖2
l2(E) = 〈d0(fn − fm), d0(fn − fm)〉l2(E)

= 〈δ0d0(fn − fm), fn − fm〉l2(V)

= 〈L0(fn − fm), fn − fm〉l2(V)

≤ ‖L0(fn − fm)‖l2(V)‖fn − fm‖l2(E).

Alors (d0fn)n est une suite de Cauchy. D’où, elle est convergente dans l2(E).
Par fermabilité, nous concluons que f ∈ Dom(δ0

mind
0
min).

ii) D’abord, pour tout ϕ, ψ ∈ Cc(E) nous avons

〈L1ϕ, ψ〉l2(E) = 〈δ0ϕ, δ0ψ〉l2(V) + 〈d1ϕ, d1ψ〉l2(F). (2.5)

En utilisant la même méthode que dans i) avec (2.5), nous obtenons (L−1 )min ⊆
d0
minδ

0
min et (L+

1 )min ⊆ δ1
mind

1
min. Il reste à montrer que

(L1)min ⊆ (L−1 )min + (L+
1 )min

En effet, soit ϕ ∈ Dom((L1)min), alors il existe une suite (ϕn)n ⊆ Cc(E)
tel que ϕ = lim

n→∞
ϕn in l2(E) et (L1ϕn)n∈N converge dans l2(E). D’après

l’identité du parallélogramme et le lemme 2.4.5 nous obtenons

‖(L−1 + L+
1 )(ϕn)‖2

l2(E) = ‖L−1 (ϕn)‖2
l2(E) + ‖L+

1 (ϕn)‖2
l2(E), ∀n ∈ N.

Alors
(
L−1 (ϕn)

)
n

et
(
L+

1 (ϕn)
)
n

sont convergentes dans l2(E). En utilisant la
fermabilité deL−1 etL+

1 , nous concluons queϕ ∈ Dom((L−1 )min)∩Dom((L+
1 )min).

iii) Pour φ,Θ ∈ Cc(F), nous avons

〈L2φ,Θ〉l2(F) = 〈d1δ1φ,Θ〉l2(F) = 〈δ1φ, δ1Θ〉l2(E). (2.6)
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En utilisant la même méthode que dans i) avec (2.6), nous obtenons (L2)min ⊆
d1
minδ

1
min.

�

2.6 La bornitude des Laplaciens
Nous discutons dans cette partie la question de la bornitude pour les Laplaciens discrets. On
commence par définir:

• Le degré pondéré des sommets est donné par:

degV(x) :=
1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e).

• Le degré pondéré d’arêtes est donné par:

degE(e) :=
1

r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x).

Soit K un graphe pondéré, nous avons une équivalence bien connue. Dans [26], les auteurs
prouvent que L0 est borné si et seulement si degV est borné.

Lemme 2.6.1 Soit K un graphe pondéré. Alors, l’équivalence suivante est satisfaite:

L0 est borné⇔ degV est borné.

Preuve:

Soit f ∈ Cc(V) et on suppose que degV est borné. En utilisant l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous avons

‖L0f‖2
l2(V) =

∑
x∈V

c(x)|L0f(x)|2

≤
∑
x∈V

1

c(x)

 ∑
e,e+=x

r(e)|d0f(e)|

2

≤
∑
x∈V

degV(x)

 ∑
e,e+=x

r(e)|d0f(e)|2


=
∑
x∈V

degV(x)

(∑
y∼x

r(x, y)(|f(x)|2 + |f(y)|2)

)
= ‖degV(.)f‖2

l2(V) +
∑
x∈V

degV(x)
∑
y∼x

r(x, y)|f(y)|2.

31 mai 2018



Sur la géométrie et l’analyse des triangulations Yassin CHEBBI

Posons C := sup
x∈V

degV(x). Alors, nous obtenons

‖L0f‖2
l2(V) ≤ ‖degV(.)f‖2

l2(V) + C
∑
x∈V

∑
y∼x

r(x, y)|f(y)|2

= ‖degV(.)f‖2
l2(V) + C

∑
x∈V

c(x)degV(x)|f(x)|2

≤ ‖degV(.)f‖2
l2(V) + C2‖f‖2

l2(V)

= 2C2‖f‖2
l2(V).

D’autre part, si L0 est borné. Soit x ∈ V fixé, considérons la fonction carac-
téristique 1{x} : V → {0, 1} définie par

1{x}(y) :=

{
1 pour tout y ∈ V(x)
0 sinon .

Alors, nous avons

〈1{x},L01{x}〉l2(V) = degV(x).

�

Proposition 2.6.1 Soit T une triangulation pondérée. Alors, nous avons l’équivalence suiv-

ante:

L1 est borné⇔

 L−1 est borné⇔ degV(.) <∞

L+
1 est borné⇔ L2 est borné⇔ degE(.) <∞

Preuve:

En utilisant d’abord le fait que

∀ψ ∈ Cc(E), 〈ψ,L1ψ〉l2(E) = 〈ψ,L−1 ψ〉l2(E) + 〈ψ,L+
1 ψ〉l2(E),

et que les operateurs L−1 et L+
1 sont positifs, on en déduit que L1 est borné si et

seulement si les deux opérateurs L−1 et L+
1 sont bornés. De plus, nous référons à

[4] qui montre que L−1 est borné si et seulement si L0 est borné. D’après le lemme
2.6.1, il est alors équivalent que degV(.) est borné. D’autre part, prenons ψ ∈ Cc(E).
Si degE(.) <∞, nous avons

〈ψ,L+
1 ψ〉l2(E) = ‖d1ψ‖2

l2(F) =
1

6

∑
[x,y,z]∈F

s(x, y, z)|d1ψ(x, y, z)|2

≤ 3

2

∑
e∈E

ψ2(e)
∑
x∈Fe

s(e, x)

= 3〈ψ, degE(.)ψ〉l2(E).
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Alors L+
1 est borné. De l’autre côté, nous avons

〈χe0 ,L+
1 χ

e0〉l2(E) = degE(e0)

où χe0 = 1{e0} − 1{−e0}.
Nous tournons à L2. On désigne par LF2 l’extension de Friedrichs de L2, voir

[37]. Alors, nous avons

LF2 est borné ⇔ δ1 est borné.

Cette équivalence vient du fait de la construction de l’extension de Friedrich et
de ‖

(
LF2
) 1

2 φ‖l2(F) = ‖δ1φ‖l2(E), pour tout φ ∈ Cc(F).
Par conséquent, nous obtenons

L2 est borné ⇔ δ1 est borné ⇔ d1 borné ⇔ L+
1 est borné.

�
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3
Le caractère essentiellement auto-adjoint

Ce chapitre a fait l’objet de l’article [7] et étudie le caractère essentiellement auto-adjoint
du Laplacien discret sur une triangulation pondérée. Ce caractère est assuré par l’hypothèse
géométrique de χ-complétude sur la triangulation qui s’inspire de [1] pour les graphes.

3.1 Métrique intrinsèque

Définition 3.1.1 Soit K = (V , E) un graphe pondéré connexe et localement fini, un poids c sur

les sommets et un poids r sur les arêtes. Une pseudo-métrique sur V est une application

d : V × V → [0,+∞)

qui vérifie les trois conditions suivantes:

• ∀x ∈ V , d(x, x) = 0.

• ∀x, y ∈ V , d(x, y) = d(y, x).

• ∀x, y, z ∈ V , d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Une pseudo-métrique d = dσ est dite une pseudo-métrique de chemin, s’il existe une fonc-

tion symmetrique σ : V × V → [0,+∞) telle que σ(x, y) > 0 si et seulement si x ∼ y et

dσ(x, y) := inf{lσ(x0, ..., xn) tel que n ≥ 1 et (x0, ..., xn) est un chemin entre x et y}
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où lσ la longueur d’un chemin (x0, ..., xn), est donnée par

lσ ((x0, ..., xn)) =
n−1∑
i=0

σ(x0, ..., xn).

Nous disons qu’une pseudo-métrique d admet une taille de saut s > 0 si, pour tout x, y ∈
V , r(x, y) = 0 quand d(x, y) > s.

On présente maintenant une définition de la pseudo-métrique intrinsèque qui s’est révélée
très utile dans plusieurs autres problèmes sur les graphes, voir [18] et [24].

Définition 3.1.2 • Une pseudo-métrique d est dite intrinsèque si, pour tout x ∈ V ,

1

c(x)

∑
y∼x

r(x, y)d2(x, y) ≤ 1.

• Une pseudo-métrique de chemin dσ est dite fortement intrinsèque si, pour tout x ∈ V ,

1

c(x)

∑
y∼x

r(x, y)σ2(x, y) ≤ 1.

Exemple 3.1.1 1) Soit K = (V , E) un graphe pondéré connexe. Pour (x, y) ∈ E , soit

σ0(x, y) = min{deg−
1
2
V (x), deg

− 1
2
V (y), 1}.

où degV(x) =
1

c(x)

∑
e∈E,e+=x

r(e), pour tout x ∈ V . Il est clair que dσ0 est fortement

intrinsèque de taille de saut 1.

2) Pour les graphes pondéré et localement finis, soit

∀(x, y) ∈ E , σ1(x, y) = r−
1
2 (x, y) min

{
c(x)

deg(x)
,
c(y)

deg(y)

} 1
2

.

Il est clair que dσ1 est fortement intrinsèque. De plus, si le graphe de valence bornée,

alors dσ1 équivalent aux métriques utilisées dans [13], [14], [33] et [34] dans le cas

d’un champ magnétique et sans potentiel.

3) Supposons que σ = 1 sur E . Alors, dσ donne la distance combinatoire dcomb = dσ pour

les graphes. Évidemment, dcomb est fortement intrinsèque si et seulement si degV ≤ 1.

Dans le cas général, si degV ≤ K, pour un certain K > 0, alors
dcomb√
K

est aussi une

métrique fortement intrinsèque.
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Remarque 3.1.1 Le premier exemple montre qu’il existe toujours des pseudo-métriques de

chemin fortement intrinsèques avec une taille de saut 1 sur un graphe pondéré connexe.

3.2 L’hypothèse de χ-complétude

3.2.1 Triangulation χ-complète

D’abord, nous commençons par un rappel de la notion de χ-complétude sur les graphes dans
[1].

Définition 3.2.1 (Graphe χ-complet) Un graphe K = (V , E) est dit χ-complet s’il existe une

suite croissante d’ensembles finis (Bn)n∈N tel que V = ∪n∈NBn et il existe une suite de fonctions

de coupure χn, satisfaisant les trois conditions suivantes:

i) χn ∈ Cc(V), 0 ≤ χn ≤ 1.

ii) x ∈ Bn ⇒ χn(x) = 1.

iii) ∃C > 0 tel que ∀n ∈ N, x ∈ V , nous avons

1

c(x)

∑
e∈E,e±=x

r(e)|d0χn(e)|2 ≤ C.

Exemple 3.2.1 Considérons un arbre infini d’une valence croissante. Prenons des poids con-

stants sur les sommets et les arêtes. Fixons un sommet O, c’est l’origine du graphe de généra-

tion 0 et de valence 2. Il est lié à deux sommets qui sont de génération 1 et de valence 3.

Plus géléralement, il y a 2n! sommets de valence (n + 2) dans la génération n. Ce graphe est

χ-complet, voir [1].

En effet, on définit la boule Bn, pour tout n ∈ N. Comme l’ensemble de sommets de généra-

tion moins que n2 et la fonction de coupure χn constante sur chaque génération de sommets:

x de génération p =⇒ χn(x) =

(
(n+ 1)2 − p

2n+ 1
∧ 1

)
∨ 0.

Alors, p ≤ n2 =⇒ χn(x) = 1 et p ≥ (n+ 1)2 =⇒ χn(x) = 0. Prenons n2 < p < (n+ 1)2,

nous avons |d0χn(e)| ≤ 1

2n+ 1
. Pour vérifier la condition iii) de la définition 3.2.1, il s’agit de

37 mai 2018



Le caractère essentiellement auto-adjoint Yassin CHEBBI

....

....

....
....

c

Figure 3.1: Arbre régulier

calculer pour ces générations. Soit x ∈ V de génération p, on a

∑
e∈E,e±=x

|d0χn(e)|2 ≤ p+ 2

(2n+ 1)2

≤ (n+ 1)2 + 2

(2n+ 1)2
,

qui est borné indépendamment de n.

Remarque 3.2.1 La condition de χ-complétude couvre de nombreuses situations qui ont déjà

été étudiées dans ([18] et [24]). En particulier, elle est satisfaite par des graphes localement

finis qui sont complets pour une pseudo-métrique intrinsèque, comme définie dans ([18] et

[24]).

Proposition 3.2.1 Si le graphe admet une distance métrique intrinsèque da tel que (V , da) est

complet alors le graphe est χ-complet.

Preuve:

Soit K un graphe connexe localement fini admet une métrique a tel que

∀x ∈ V , 1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)a(e) ≤ 1.

On suppose que la distance métrique da définit (V , da) comme un espace métrique
complet. On définit alors les fonctions de coupure χn comme suit. On fixe O un
sommet de V et donc nous avons

∀n ∈ N, Bn := {x ∈ V ; da(O, x) ≤ n}, χn(x) := sup{1− da(x,Bn), 0}.
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Comme indiqué dans [24], la complétude (V , da) donne que la boule Bn est
finie, voir le théorème de type Hopf-Rinow dans le chapitre 5 Annexe. Alors, nous
avons

i) Le support de χn est fini à cause de:

{x ∈ V ; da(x,Bn) ≤ 1} ⊆ Bn+1.

ii) x ∈ Bn ⇒ da(x,Bn) = 0⇒ χn(x) = 1.

iii) D’après la dé’inition de la da(x, y) ≤ a(x, y), pour tout e ∈ E , nous avons
d2
a(e) ≤ a2(e). Alors la condition de métrique intrinsèque donne:

∀x ∈ V , 1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d2
a(e) ≤ 1.

�

Remarque 3.2.2 Considérons un graphe de valence bornée par C, i.e ∀x ∈ V , deg(x) ≤ C,

admet la métrique introduite dans [13]:

a(e) :=
min(c(e−), c(e+))

r(e)

Alors, si le graphe est complet pour cette métrique, la χ-complétude est satisfaite. En effet,

le quotient
a

C
est une métrique intrinsèque, car:

∀x ∈ V , 1

c(x)

∑
e,e+=x

r(e)a(e) ≤ C.

Définition 3.2.2 (Triangulation χ-complète) Une triangulation T est dite χ-complète, si:

(C1) K est un graphe χ-complet.

(C2) ∃M > 0 tel que ∀n ∈ N, e ∈ E , nous avons

1

r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)|d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)|2 ≤M.

Pour ce type de 2-complexes simpliciaux, nous avons

∀p ∈ N, ∃np, n ≥ np ⇒ ∀e ∈ E , tel que e+ ou e− ∈ Bp, d0χn(e) = 0. (3.1)

E =
⋃
n∈N

En si En := {e ∈ E , e+ ∈ Bn ou e− ∈ Bn}. (3.2)
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∀q ∈ N, ∃nq, n ≥ nq ⇒ ∀(e, x) ∈ F , tel que e−, e+ ou x ∈ Bq, d0χn(e±, x) = 0. (3.3)

F =
⋃
n∈N

Fn si Fn := {(x, y, z) ∈ F , x ∈ Bn ou y ∈ Bn ou z ∈ Bn}. (3.4)

∀f ∈ l2(V), ‖f‖2
l2(V) = lim

n→∞
〈χnf, f〉l2(V). (3.5)

∀ϕ ∈ l2(E), ‖ϕ‖2
l2(E) = lim

n→∞

1

2

∑
e∈E

r(e)χn(e+)|ϕ(e)|2. (3.6)

∀φ ∈ l2(F), ‖φ‖2
l2(F) = lim

n→∞

1

6

∑
e∈E

χ̃n(e)

(∑
x∈Fe

s(e, x)|φ(e, x)|2
)
. (3.7)

lim
n→∞

∑
e∈E∗(n)

r(e)|ϕ(e)|2 = 0, (3.8)

où
E∗(n) := {e ∈ E , ∃x ∈ Fe tel que (e±, x) ∈ supp(d0χn)}

lim
n→∞

∑
e∈E

∑
x∈F∗e (n)

s(e, x)|φ(e, x)|2 = 0, (3.9)

où
∀e ∈ E , F∗e (n) := {x ∈ Fe, (e±, x) ∈ supp(d0χn)}.

Proposition 3.2.2 Soit T = (K,F) une triangulation χ-complète. Alors, L0 est essentiellement

auto-adjoint.

Preuve:

En fait, nous montrons que L0 est essentiellement auto-adjoint sur Cc(V). Soit
f ∈ Dom((L0)max), par la χ-complétude de T , nous considérons maintenant la
suite (χnf)n ⊆ Cc(V). Il reste à montrer que:

lim
n→∞

‖f − χnf‖l2(V) + ‖(L0)max(f − χnf)‖l2(V) = 0. (3.10)

Pour le premier terme de (3.10), puisque f ∈ l2(V) nous avons

‖f − χnf‖2
l2(V) ≤

∑
x∈Bcn

c(x)|f(x)|2 → 0, quand n→∞.

Pour le deuxième terme de (3.10), nous avons d’abord

‖(L0)max(f − χnf)‖2
l2(V) =

∑
x∈V

c(x) |(L0)max(f − χnf)(x)|2

=
∑
x∈V

1

c(x)

∣∣∣∣∣∣
∑
e,e+=x

r(e)d̂0((1− χn)f)(e)

∣∣∣∣∣∣
2

.
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En utilisant la formule de dérivation de d̂0 de la proposition 2.4.1, nous avons
alors

‖L0(f − χnf)‖2
l2(V) ≤ 2

∑
x∈V

1

c(x)

∣∣∣∣∣∣
∑
e,e+=x

r(e)(1− χn)(e+)d̂0(f)(e)

∣∣∣∣∣∣
2

+ 2
∑
x∈V

1

c(x)

∣∣∣∣∣∣
∑
e,e+=x

r(e)f(e−)d0(χn)(e)

∣∣∣∣∣∣
2

= 2‖(1− χn)(L0)max(f)‖2
l2(V)

+ 2
∑
x∈V

1

c(x)

∣∣∣∣∣∣
∑
e,e+=x

r(e)f(e−)d̂0(χn)(e)

∣∣∣∣∣∣
2

.

Puisque (L0)max(f) ∈ l2(V), nous avons

lim
n→∞

‖(1− χn)(L0)max(f)‖l2(V) = 0.

D’autre part, par l’hypothèse iii) de la définition 3.2.1 et l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous obtenons

∑
x∈V

1

c(x)

∣∣∣∣∣∣
∑
e,e+=x

r(e)f(e−)d0(χn)(e)

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
x∈V

1

c(x)

 ∑
e,e+=x

r(e)|d0(χn)(e)|2


 ∑
e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|f(e−)|2


≤
∑
x∈V

C
∑

e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|f(e−)|2

≤ C
∑

e∈supp(d0χn)

r(e)|f(e−)|2.

Les propriétés (3.1) et (3.2) permettent de conclure que ce terme tend vers 0
quand n tend vers∞.

�

Proposition 3.2.3 Toute triangulation simple de valence bornée est χ-complète.

Preuve:

Considérons T une triangulation simple. On fixe o ∈ V , soit Bn la boule de
rayon n ∈ N centrée par le sommet o, pour la distance combinatoire dcomb. Nous
définissons la fonction de coupure χn ∈ Cc(V) comme suit:

χn(x) :=

(
2n− dcomb(o, x)

n
∨ 0

)
∧ 1, ∀n ∈ N∗.
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Si x ∈ Bn alors χn(x) = 1 et si x ∈ Bc2n alors χn(x) = 0. De plus, pour e ∈ E ,
nous avons

|d0χn(e)| ≤ 1

n

∣∣dcomb(o, e+)− dcomb(o, e−)
∣∣ =

1

n
.

Par conséquent, nous obtenons

∀x ∈ V ,
∑

e∈E,e±=x

|d0χn(e)|2 ≤ λ

n2

et
∀e ∈ E ,

∑
x∈Fe

|d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)|2 ≤ 2λ

n2
.

�

Exemple 3.2.2 Considérons un graphe 6-régulièr K. Soit T = (K,F) une triangulation sim-

ple. Alors, T est une triangulation χ-complète.

o

Figure 3.2: Triangulation d’un graphe 6-régulièr

3.2.2 Triangulation non χ-complète
Dans cette section nous nous intéressons à trouver un exemple d’une triangulation non χ-
complète. Les résultats suivants s’inspirés du travail de H. Baloudi, S. Golénia et A. Jeribi
sur les graphes, voir [4]. D’abord, prenons O ∈ V et n ∈ N, et on définit les sphères par

Sn := {x ∈ V , dcomb(O, x) = n}.

Pour x ∈ Sn\{O}, on note←−x l’unique sommet de Sn−1 tel que (←−x , x) ∈ E .
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o S
2

S
3

S
1

Figure 3.3: Arbre triangulaire

Définition 3.2.3 Un arbre triangulaire T d’origine O est une triangulation où V = tn∈NSn, tel

que les conditions suivantes sont satisfaites:

i) ∀n ∈ N, ∀x ∈ Sn\{O}, V(x) ∩ Sn−1 = {←−x }.

ii) ∀n ≥ 1, ∀(x, y) ∈ E ∩ (Sn\{O})2 ⇒←−x =←−y .

Soit T une arbre triangulaire. Le offspring de la n-ième génération est donné par:

off(n) :=
|Sn+1|
|Sn|

Proposition 3.2.4 Soit T un arbre triangulaire simple d’origine O. Supposons qu’il existe

α, β > 0 tel que

∀n ∈ N, ∀x ∈ Sn : 0 < α ≤ |V(x) ∩ Sn+1|
off(n)

≤ β.

Alors

T est une triangulation χ-complète⇔
∑
n>1

1√
off(n)

=∞.

Preuve:
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⇒) Par contradiction, nous commençons par supposer que T est χ-complète et
que la série converge. Donc, il existe une suite (χn)n dans Cc(V), satisfaisant
à la condition suivante:

∃C > 0, ∀n ∈ N, x ∈ V ,
∑
y∼x

|χn(x)− χn(y)|2 ≤ C.

Fixons n,m ∈ N et xm ∈ Sm. Comme la triangulation est localement finie, il
existe xm+1 ∈ V(xm) ∩ Sm+1, tel que

|χn(xm)− χn(xm+1)| = min
y∈V(xm)∩Sm+1

|χn(xm)− χn(y)|.

Mais, ∑
y∈V(xm)∩Sm+1

|χn(xm)− χn(y)|2 ≤ C.

Par conséquent, on construit une suite de sommets (xm)m∈N qui vérifie

|χn(xm)− χn(xm+1)| ≤
√
C√

off(m)
.

En outre, par convergence de la série, il existe N ∈ N tel que

∑
k≥N

1√
off(k)

<
1

2
√
C
.

Alors, par ii) de la définition 3.2.1, il existe n0 ∈ N tel que χno(x) = 1 pour
tout dcomb(O, x) ≤ N. Puisque χno est de support fini, il existe M ∈ N tel que
χno(x) = 0 pour tout dcomb(O, x) ≥ N +M. Donc,

|χno(xN)− χno(xN+M)| ≤ |χno(xN)− χno(xN+1)|
+ .....+ |χno(xN+M−1)− χno(xN+M)|

≤
√
C

N+M−1∑
k=n

1√
off(k)

<
1

2
.

Or |χno(xN)− χno(xN+M)| = 1. D’où la contradiction.
⇐) Nous considérons la fonction de coupure:

χn(x) =


1 si dcomb(O, x) 6 n,

max

0, 1−
dcomb(O,x)−1∑

k=n

1√
off(k)

 si dcomb(O, x) > n.

Puisque la série diverge, χn est de support fini et satisfait i) et ii) de la défini-
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tion 3.2.1. Ensuite, prenons x ∈ Sm avec m > n, nous avons

∑
y∈V(x)∩Sm+1

|χn(x)− χn(y)|2 ≤ |V(x) ∩ Sm+1|
off(m)

≤ β.

∑
y∈V(x)∩Sm

|χn(x)− χn(y)|2 = 0.

∑
y∈V(x)∩Sm−1

|χn(x)− χn(y)|2 = |χn(x)− χn(←−x )|2 ≤ 1

off(m− 1)
.

Alors, la condition iii) de la définition 3.2.1 est satisfait. On en déduit que
le graphe associé à T est χ-complet. D’autre part, il s’agit de prouver la
condition (C2) de la définition 3.2.2:

- Si e ∈ Sm × Sm+1 avec m > n, nous avons∑
x∈Fe

|d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)|2 =
∑
x∈Fe

|2χn(x)− χn(e−)− χn(e+)|2

≤ |Fe|
off(m)

≤ |V(e−) ∩ Sm+1|
off(m)

≤ β.

- Si e ∈ Sm × Sm avec m > n, nous avons∑
x∈Fe

|d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)|2 =
∑
x∈Fe

|2χn(x)− χn(e−)− χn(e+)|2

= |2χn(←−e )− χn(e−)− χn(e+)|2

≤ 4

off(m− 1)
,

avec←−e est l’unique sommet dans Sm−1 ∩ Fe.

Par conséquent, T est χ-complète.

�

Remarque 3.2.3 La propriété ne dépend pas des faces choisies.

Corollaire 3.2.1 Soit T un arbre triangulaire simple d’origine O tel que

off(n) = |V(x) ∩ Sn+1| , pour tout x ∈ Sn,

alors T est χ-complète si et seulement si

∑
n>1

1√
off(n)

=∞.
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Corollaire 3.2.2 On fixe α > 0. Soit T un arbre triangulaire simple d’origine O tel que

off(n) = |V(x) ∩ Sn+1| = bnαc+ 1, pour tout x ∈ Sn,

alors T est χ-complète si et seulement si α ≤ 2.

3.3 Laplacien essentiellement auto-adjoint
Dans cette section, nous présentons l’un de nos principaux résultats qui est assuré par l’hypothèse
de χ-complétude sur les triangulations. D’abord, nous commençons par un résultat important
dans [1] concernant le caractère essentiellement auto-adjoint sur les graphes:

Proposition 3.3.1 SoitK est un graphe χ-complet alors l’opérateur d0 + δ0 est essentiellement

auto-adjoint sur Cc(V)⊕ Cc(E).

Preuve:

On note d’abord, que

Dom(d0
max) := {f ∈ l2(V), d̂0f ∈ l2(E)}

Dom(δ0
max) := {ϕ ∈ l2(E), δ̂0ϕ ∈ l2(V)}.

Si d0
min = d0

max et δ0
min = δ0

max alors d0 + δ0 est essentiellement auto-adjoint sur
Cc(V)⊕Cc(E). En effet, l’opérateur d0+δ0 est une somme directe et si F = (f, ϕ) ∈
Dom ((d0 + δ0)max) alors ϕ ∈ Dom(δ0

max) et f ∈ Dom(d0
max). Par hypothèse,

nous avons ϕ ∈ Dom(δ0
min) et f ∈ Dom(d0

min), alors F ∈ Dom ((d0 + δ0)min) .
Il s’agit de prouver les deux égalités ci-dessus:

(a) Soit f ∈ Dom(d0
max), montrons que:

‖f − χnf‖l2(V) + ‖d0
max(f − χnf)‖l2(E) → 0 quand n→∞.

Cela montre que d0
min = d0

max. En effet, nous calculons

‖f − χnf‖2
l2(V) ≤

∑
x/∈Bn

c(x)|f(x)|2 → 0 quand n→∞

car f ∈ l2(V). Pour le second terme, la formule de dérivation de d̂0 dans la
proposition 2.4.1 donne

∀e ∈ E , d0
max(f − χnf)(e) = (1− χn)(e+)d̂0(f)(e)− f(e−)d0(χn)(e).

D’après la propriété (3.6), nous avons

lim
n→∞

‖(1− χn)(e+)d̂0(f)(e)‖2
l2(E) = 0.
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D’autre part,

‖f(e−)d0(χn)(e)‖2
l2(E) =

∑
e∈E

r(e)|f(e−)|2|d0(χn)(e)|2

=
∑
x∈V

|f(x)|2
∑
e,e−=x

|d0(χn)(e)|2

≤ C
∑

x∈V,∃e∈supp(d0χn),e−=x

c(x)|f(x)|2

par la condition iii) de la définition 3.2.1. Par conséquent, la propriété (3.2)
permet de conclure que ce terme tend vers 0 quand n→∞.

(b) Soit ϕ ∈ Dom(δ0
max), on a alors

‖ϕ− χ̃nϕ‖l2(E) + ‖δ0
max (ϕ− χ̃nϕ) ‖l2(V) → 0 when n→∞.

Cela montre que δ0
min = δ0

max. En effet, par les propriétés (3.1) et (3.2), nous
avons

∀p ∈ N, ∃np, ∀n ≥ np, ‖ϕ− χ̃nϕ‖2
l2(E) ≤

∑
e∈Ecp

r(e)|ϕ(e)|2

Alors, nous obtenons

lim
n−→∞

‖ϕ− χ̃nϕ‖l2(E) = 0.

D’autre part, la formule de dérivation de δ̂0 dans la proposition 2.4.1 donne

δ0
max(ϕ− χ̃nϕ)(x) = δ̂0

(
(1̃− χn)ϕ

)
(x)

= (1− χn)(x)δ̂0ϕ(x) +
1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d0χn(e).

Comme δ̂0ϕ ∈ l2(V), on a

lim
n−→∞

‖(1− χn)δ̂0‖l2(V) = 0.

Pour le deuxième terme, nous utilisons la condition iii) de la définition 3.2.1
et l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Alors, pour tout x ∈ V , nous avons:

∣∣∣∣∣∣
∑
e,e+=x

r(e)d0χn(e)ϕ(e)

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
e,e+=x

r(e)|d0χn(e)|2
∑

e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|ϕ(e)|2

≤ Cc(x)
∑

e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|ϕ(e)|2.
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Par conséquent, nous avons

∑
x∈V

c(x)

∣∣∣∣∣∣ 1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d0χn(e)ϕ(e)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C
∑
x∈V

∑
e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|ϕ(e)|2

≤ C
∑

e∈supp(d0χn)

r(e)|ϕ(e)|2.

Ce membre à droite tend vers 0 par les propriétés (3.1) et (3.2).

�

Nous présentons maintenant notre résultat pour les triangulations à l’aide de l’hypothèse de
χ-complétude comme indiqué dans la définition 3.2.2.

Proposition 3.3.2 Soit T est une triangulation χ-complète alors l’opérateur d1 + δ1 est essen-

tiellement auto-adjoint sur Cc(E)⊕ Cc(F).

Preuve:

On note d’abord, que

Dom(d1
max) := {ϕ ∈ l2(E), d̂1φ ∈ l2(F)}

Dom(δ1
max) := {φ ∈ l2(F), δ̂1φ ∈ l2(E)}.

Il suffit de montrer que d1
min = d1

max et δ1
min = δ1

max. En effet, d1 + δ1 est une
somme directe et si F = (ϕ, φ) ∈ Dom((d1 + δ1)max) alors ϕ ∈ Dom(d1

max) et
φ ∈ Dom(δ1

max). Par hypothèse, nous avons ϕ ∈ Dom(d1
min) et φ ∈ Dom(δ1

min)
alors F ∈ Dom((d1 + δ1)min).

(a) Soit ϕ ∈ Dom(d1
max) alors il s’agit de prouver que

‖ϕ− χ̃nϕ‖l2(E) + ‖d1
max (ϕ− χ̃nϕ) ‖l2(F) → 0 quand n→∞.

D’après les propriétés (3.1) et (3.2), nous avons

∀p ∈ N, ∃np, ∀n ≥ np, ‖ϕ− χ̃nϕ‖2
l2(E) ≤

∑
e∈Ecp

r(e)|ϕ(e)|2

Alors, nous obtenons
lim
n−→∞

‖ϕ− χ̃nϕ‖ = 0.

En utilisant la formule de dérivation de d̂1 dans la proposition 2.4.2, nous
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avons

d1
max (ϕ− χ̃nϕ) (e, x) =d̂1

((
1̃− χn

)
ϕ
)

(e, x)

=
(

1− ˜̃χn) (e, x)d̂1(ϕ)(e, x)

+
1

6

(
d0(1− χn)(x, e−) + d0(1− χn)(x, e+)

)
ϕ(e)

+
1

6

(
d0(1− χn)(e) + d0(1− χn)(e−, x)

)
ϕ(e+, x)

+
1

6

(
d0(1− χn)(e+, x) + d0(1− χn)(−e)

)
ϕ(x, e−)

=
(

1− ˜̃χn) (e, x)d̂1(ϕ)(e, x)

+
1

6

(
d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)

)
ϕ(e)

+
1

6

(
d0χn(−e) + d0χn(x, e−)

)
ϕ(e+, x)

+
1

6

(
d0χn(x, e+) + d0χn(e)

)
ϕ(x, e−).

Comme d̂1ϕ ∈ l2(F), on a

lim
n→∞

‖
(

1− ˜̃χn) d̂1ϕ‖l2(F) = 0.

D’autre part, nous avons∑
(e,x)∈F

s(e, x)|ϕ(e)|2|d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)|2

=
∑
e∈E

|ϕ(e)|2
(∑
x∈Fe

s(e, x)|d0χn(e−, x) + d0χn(e+, x)|2
)

≤M
∑

e∈E∗(n)

r(e)|ϕ(e)|2.

La propriété (3.8) permet de conclure que ce terme tend vers 0 quand n→∞.
En appliquant le même processus aux autres termes, nous obtenons∑
(e,x)∈F

s(e, x)|ϕ(e+, x)|2|d0χn(−e) + d0χn(x, e−)|2

=
∑

(e+,x)∈E

|ϕ(e+, x)|2
∑

y∈F(e+,x)

s(e+, x, y)|d0χn(e+, y) + d0χn(x, y)|2

≤M
∑

(e+,x)∈E∗(n)

r(e+, x)|ϕ(e+, x)|2

et∑
(e,x)∈F

s(e, x)|ϕ(x, e−)|2|d0χn(x, e+) + d0χn(e)|2

=
∑

(x,e−)∈E

|ϕ(x, e−)|2
∑

y∈F(x,e−)

s(x, e−, y)|d0χn(x, y) + d0χn(e−, y)|2

≤M
∑

(x,e−)∈E∗(n)

r(x, e−)|ϕ(x, e−)|2.
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(b) Soit φ ∈ Dom(δ1
max) alors il s’agit de prouver que

‖φ− ˜̃χnφ‖l2(F) + ‖δ1
max(φ− ˜̃χnφ)‖l2(E) → 0 quand n→∞.

D’après les propriétés (3.3) et (3.4), on a

‖φ− ˜̃χnφ‖2
l2(F) =

1

6

∑
(x,y,z)∈F

s(x, y, z)|1− ˜̃χn(x, y, z)|2|φ(x, y, z)|2

≤
∑

(x,y,z)∈Fcq

s(x, y, z)|φ(x, y, z)|2 → 0, quand n→∞.

En utilisant la formule de dérivation de δ̂1 dans la proposition 2.4.2, nous
obtenons

δ1
max(φ− ˜̃χnφ)(e) =δ̂1

(
(
˜̃
1− χn)φ

)
(e)

=(1− χ̃n)(e)δ̂1(φ)(e)

+
1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)d0(1− χn)(e−, x)φ(e, x)

+
1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)d0(1− χn)(e+, x)φ(e, x)

= (1− χ̃n) (e)δ̂1(φ)(e)

+
1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)d0(χn)(x, e−)φ(e, x)

+
1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)d0(χn)(x, e+)φ(e, x).

D’abord, nous avons

lim
n→∞

‖ (1− χ̃n) δ̂1(φ)‖ = 0

car δ1φ ∈ l2(E). Pour les deuxième et troisième termes, nous utilisons (C2) de
la définition 3.2.2 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On fixe e ∈ E , alors∣∣∣∣∣∑
x∈Fe

s(e, x)
(
d0(χn)(x, e−) + d0(χn)(x, e+)

)
φ(e, x)

∣∣∣∣∣
2

≤

(∑
x∈Fe

s(e, x)|d0(χn)(x, e−) + d0(χn)(x, e+)|2
) ∑

x∈F∗e (n)

s(e, x)|φ(e, x)|2


≤Mr(e)
∑

x∈F∗e (n)

s(e, x)|φ(e, x)|2.

Par conséquent, nous avons
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∑
e∈E

r(e)

∣∣∣∣∣ 1

r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
(
d0(χn)(x, e−) + d0(χn)(x, e+)

)
φ(e, x)

∣∣∣∣∣
2

≤M
∑
e∈E

∑
x∈F∗e (n)

s(e, x)|φ(e, x)|2.

Par la propriété (3.9), ce terme tend vers 0 .

�

Théorème 3.3.1 Soit T une triangulation χ-complète alors l’opérateur de Gauß-Bonnet T est

essentiellement auto-adjoint sur Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

Preuve:

1er étape: En premier lieu, nous prouvons

Dom(Tmin) = Dom(d0
min)⊕

(
Dom(δ0

min) ∩Dom(d1
min)

)
⊕Dom(δ1

min).

D’après la proposition 2.5.1, il suffit de montrer l’autre inclusion. Soit F =
(f, ϕ, φ) ∈ Dom(d0

min)⊕ (Dom(δ0
min) ∩Dom(d1

min))⊕Dom(δ1
min). Alors, il ex-

iste deux suites (fn)n ⊆ Cc(V) et (φn)n ⊆ Cc(F) tel que:

- fn → f in l2(V) et d0fn → d0
minf in l2(E).

- φn → φ in l2(F) et δ1φn → δ1
minφ in l2(E).

D’autre part, soitϕ ∈ Dom(δ0
min)∩Dom(d1

min). Par l’hypothèse de χ-complétude
de T , on peut considérer la suite (χ̃nϕ)n ⊆ Cc(E). Donc, il reste de montrer que

‖ϕ−χ̃nϕ‖l2(E)+‖δ0
min(ϕ−χ̃nϕ)‖l2(V)+‖d1

min(ϕ−χ̃nϕ)‖l2(F) → 0, quand n→∞.

Le premier et le troisième termes ont été montrés dans la proposition 3.3.2. En
utilisant la formule de dérivation de δ̂0 dans la proposition 2.4.1, nous avons

δ0
min(ϕ− χ̃nϕ)(x) = (1− χn)(x)δ̂0(ϕ)(x)− 1

2c(x)

∑
e,e+=x

r(e)d0χn(e)ϕ(e).

Par conséquent, comme δ0
minϕ ∈ l2(V), on a

lim
n→∞

‖(1− χn)δ0
minϕ‖l2(V) = 0.

Pour le deuxième terme, on utilise la propriété iii) de la définition 3.2.1 et
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Alors, pour tout x ∈ V , nous avons

|
∑
e,e+=x

r(e)d0χn(e)ϕ(e)|2 ≤
∑
e,e+=x

r(e)|d0χn(e)|2
∑

e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|ϕ(e)|2

≤ Cc(x)
∑

e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)|ϕ(e)|2.
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D’où, on a

∑
x∈V

1

c(x)
|
∑
e,e+=x

r(e)d0χn(e)ϕ(e)|2 ≤
∑
x∈V

C
∑

e∈supp(d0χn),e+=x

r(e)ϕ(e)|2

≤ C
∑

e∈supp(d0χn)

r(e)|ϕ(e)|2 → 0, quand n→∞.

par les propriétés (3.1) et (3.2). Donc, nous avons

Fn → F inH, TFn → TminF inH,

où Fn = (fn, χ̃nϕ, φn) et TminF (f, ϕ, φ) = (δ0
minϕ, d

0
minf + δ1

minφ, d
1
minϕ). Alors

F ∈ Dom(Tmin).

2eme étape: Pour montrer que T est essentiellement auto-adjoint, il suffit de
prouver que Tmax = Tmin. D’après la première étape, il reste à montrer que:

Dom(Tmax) ⊆ Dom(d0
max)⊕

(
Dom(δ0

max) ∩Dom(d1
max)

)
⊕Dom(δ1

max).

En utilisant les deux propositions 3.3.1 et 3.3.2, nous avons

δ0
min = δ0

max et δ1
min = δ1

max.

De plus, soit F = (f, ϕ, φ) ∈ Dom(Tmax) alors TF ∈ H. Cela implique que
δ0ϕ ∈ l2(V), d0f + δ1φ ∈ l2(E) et d1ϕ ∈ l2(F). Par conséquent, la définition de
δ0
max et d1

max donne que ϕ ∈ Dom(δ0
max) ∩Dom(d1

max). De plus, par l’hypothèse
de χ-complétude de T , il existe une suite de fonctions de coupure (χn)n ⊆ Cc(V).
En utilisant l’identité du parallélogramme et le lemme 2.4.5 nous obtenons

‖d0(χnf) + δ1(˜̃χnφ)‖2
l2(E) = ‖d0(χnf)‖2

l2(E) + ‖δ1(˜̃χnφ)‖2
l2(E).

Maintenant, Il reste à prouver que d0(χnf) + δ1(˜̃χnφ) converge dans l2(E). En
effet, nous avons besoin de quelques formules prises à la proposition 2.4.2 et le
lemme 2.4.1 pour donner:

d0(χnf) = χ̃nd̂0(f) + f̃d0(χn).

δ̂1(˜̃χnφ)(e) =χ̃n(e)δ̂1(φ)(e)

+
1

6r(e)

∑
x∈Fe

s(e, x)
[
d0(χn)(e−, x) + d0(χn)(e+, x)

]
φ(e, x)︸ ︷︷ ︸

In(e)

.
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Par conséquent, nous avons

‖d0
max(f − χnf) + δ1

max(φ− ˜̃χnφ)‖2
l2(E) = ‖(1− χ̃n)(d̂0f + δ̂1φ) + f̃d0χn + In‖2

l2(E)

≤ 3‖(1− χ̃n)(d̂0f + δ̂1φ)‖2
l2(E)

+ 3
(
‖f̃d0χn‖2

l2(E) + ‖In‖2
l2(E)

)
.

Comme d̂0f + δ̂1φ ∈ l2(E), on a

lim
n→∞

‖(1− χ̃n)(d̂0f + δ̂1φ)‖2
l2(E) = 0.

En utilisant la proposition 3.3.2, nous obtenons

lim
n→∞

‖In‖2
l2(E) = 0.

De plus, par l’hypothèse iii) de la définition 3.2.1, nous avons

‖f̃d0χn‖2
l2(E) =

1

2

∑
e∈E

r(e)|f̃(e)d0(χn)(e)|2

≤
∑
e∈E

r(e)|f(e+)|2|d0(χn)(e)|2

=
∑
x∈V

|f(x)|2
∑
e,e+=x

|r(e)d0χn(e)|2

≤ C
∑
x∈Vn

c(x)|f(x)|2

où Vn := {x ∈ V , ∃e ∈ supp(d0χn) tel que e+ = x}. Ce terme tend vers 0 par la
propriété (3.3).

�

Théorème 3.3.2 Soit T une triangulation χ-complète. Alors T est essentiellement auto-adjoint

sur Cc(V) ⊕ Cc(E) ⊕ Cc(F) si et seulement si L est essentiellement auto-adjoint sur Cc(V) ⊕

Cc(E)⊕ Cc(F).

Preuve:

⇐) D’abord, notons que si le graphe est localement fini donc

Dom(T ± i)Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F) ⊆ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

Alors, remarquons

L+ 1 = (T + i)(T − i) = (T − i)(T + i)⇒ Im(L+ 1) ⊆ Im(T ± i).
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Mais L est essentiellement auto-adjoint alors par le corollaire du théorème
VIII.3 dans [38], Im(L + 1) est dense. Donc Im(T ± i) sont dense et T est
essentiellement auto-adjoint.

⇒) Supposons que T est essentiellement auto-adjoint. D’après le théorème von
Neumann (Théorème X.25 dans [37]), et comme T est fermable, on en déduit
que T ∗Tmin = T ∗minTmin = (Tmin)2, (Tmin)2 est une extension de Friedrich
de Lmin et il est auto-adjoint sur Dom((Tmin)2), donné par:

Dom((Tmin)2) = {F ∈ Dom(Tmin), TF ∈ Dom(T ∗)}.

Nous concluons également que le domaine de (Tmin)2 contient le domaine de
Lmin. En utilisant le fait que (Tmin)2 est auto-adjoint et que L est fermable,
on en déduit l’équivalence suivante:

Dom(Lmin) ⊆ Dom((Tmin)2)⇔ Dom(
(
(Tmin)2

)∗
) ⊆ Dom((Lmin)∗)

⇔ Dom((Tmin)2) ⊆ Dom(L∗).

Donc, il reste à montrer queDom(L∗) ⊆ Dom((Tmin)2). Soit F ∈ Dom(L∗)
alors

∃CF > 0, ∀Ψ ∈ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F), |〈(L+ 1)Ψ, F 〉H| ≤ CF‖Ψ‖H.

On note que

T (Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F)) ⊆ Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

Soit Φ ∈ Im(T + i) alors Ψ ∈ Cc(V)⊕Cc(E)⊕Cc(F) tel que Φ = (T + i)Ψ ∈
Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F). Comme (Tmin ± i) sont inversibles, alors

∃η > 0, ∀Ψ ∈ Dom(Tmin), ‖Ψ‖H ≤ η‖(Tmin ± i)Ψ‖H.

D’où, il existe C > 0 tel que pour tout Φ ∈ Im(T + i)

|〈(T − i)Φ, F 〉H| = |〈(L+ 1)Ψ, F 〉H|
≤ CF‖Ψ‖H
≤ C‖Φ‖H.

(3.11)

Comme Im(T + i) est dense, alors l’inégalité (3.11) est satisfaite sur H ou
bien (T + i)F ∈ H. Puisque Tmin est auto-adjoint donc F ∈ Dom(Tmin).

D’autre part, nous avons

|〈TΨ, TF 〉H| = |〈LΨ, F 〉H| ≤ (CF + ‖F‖H)‖Ψ‖H,

pour tout Ψ ∈ Cc(V)⊕Cc(E)⊕Cc(F). Alors, TF ∈ Dom(Tmin), car Tmin est
auto-adjoint. Par conséquentLmin = (Tmin)2 est auto-adjoint surDom((Tmin)2).
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�

Corollaire 3.3.1 Soit T une triangulation χ-complète alors L est essentiellement auto-adjoint

sur Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

3.4 Exemples

3.4.1 Triangulation d’une 1-décomposition de graphe
Les résultats dans cette partie sont inspirés de [4] et [6].

Définition 3.4.1 (1-décomposition de graphe) Soit K = (V , E) un graphe et O un sommet de

V . La 1-décomposition de graphe K est une famille d’ensembles finis (Sn)n∈N, qui forme une

partition de V telle que S0 = {O} et pour tout x ∈ Sn, y ∈ Sm, nous avons

(x, y) ∈ E ⇒ |n−m| ≤ 1.

Exemple 3.4.1 Nous citons la 1-décomposition des graphes très connus:

• Arbre d’origine O : On considère Sn := {x ∈ V , dcomb(O, x) = n}.

• Graphe complet d’origine O : On considère S0 = {O} et S1 = V\{O}.

Définition 3.4.2 Soit T = (K,F) une triangulation. On dit que T est une triangulation d’une

1-décomposition de graphe, si K admet une 1-décomposition de graphe.

Exemple 3.4.2 • Arbre triangulaire d’origine O : On considère

Sn := {x ∈ V , dcomb(O, x) = n}.

Considérons une triangulation d’une 1-décomposition de graphe, nous désignons par Bn :=
∪ni=0Si. Pour n ∈ N, nous avons

(∗)



deg±Sn(x) :=
1

c(x)

∑
y∈V(x)∩Sn±1

r(x, y) pour tout x ∈ Sn,

deg0
Sn(x) :=

1

c(x)

∑
y∈V(x)∩Sn

r(x, y) pour tout x ∈ Sn,

degSn×Sn+1
(e) :=

1

r(e)

∑
x∈Fe∩(Sn∪Sn+1)

s(e, x) pour tout e ∈ Sn × Sn+1,

deg0
S2n

(e) :=
1

r(e)

∑
x∈Fe∩Sn

s(e, x) pour tout e ∈ S2
n,

deg±S2n(e) :=
1

r(e)

∑
x∈Fe∩Sn±1

s(e, x) pour tout e ∈ S2
n.
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Figure 3.4: Triangulation d’une 1-décomposition de graphe

Notons, pour n ∈ N

η±n := sup
x∈Sn

deg±Sn(x), βn := sup
e∈Sn×Sn+1

degSn×Sn+1
(e), γ±n := sup

e∈S2n
deg±S2n(e).

et
ξ(n, n+ 1) = η+

n + η−n+1 + βn + γ+
n + γ−n+1.

Théorème 3.4.1 Soient T = (K,F) une triangulation et (Sn)n∈N une 1-décomposition de

graphe K. On suppose que ∑
n∈N

1√
ξ(n, n+ 1)

=∞,

alors T est une triangulation χ−complète et par conséquent, L est essentiellement auto-adjoint

sur Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

Preuve:

Considérons, pour n ∈ N, la fonction de coupure χn définie par:

χn(x) =


1 si dcomb(o, x) 6 n,

max

0, 1−
dcomb(o,x)−1∑

k=n

1√
ξ(k, k + 1)

 si dcomb(o, x) > n.
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Comme la série diverge, la fonction χn est à support fini. Notons que χn égale
1 sur Sn. Si x ∈ Sm avec m > n, nous avons

1

c(x)

∑
y∈V(x)∩Sm+1

r(x, y)|χn(x)− χn(y)|2 ≤
deg+

Sm(x)

ξ(m,m+ 1)
≤ 1.

1

c(x)

∑
y∈V(x)∩Sm

r(x, y)|χn(x)− χn(y)|2 = 0.

1

c(x)

∑
y∈V(x)∩Sm−1

r(x, y)|χn(x)− χn(y)|2 ≤
deg−Sm(x)

ξ(m− 1,m)
≤ 1.

Donc K est un graphe χ−complet. D’autre part, nous avons

- Si e ∈ Sm × Sm+1, nous obtenons

1

r(e)

∑
x∈Fe∩(Sm∪Sm+1)

s(e, x)|2χn(x)− χn(e−)− χn(e+)|2

≤
deg+

Sm×Sm+1
(x, y)

ξ(m,m+ 1)
≤ 1.

- Si e ∈ S2
m, nous obtenons

1

r(e)

∑
x∈Fe∩Sm

s(e, x)|2χn(x)− χn(e−)− χn(e+)|2 = 0

1

r(e)

∑
x∈Fe∩Sm+1

s(e, x)|2χn(x)− χn(e−)− χn(e+)|2 ≤
deg+

S2m
(e)

ξ(m,m+ 1)
≤ 1.

1

r(e)

∑
x∈Fe∩Sm−1

s(e, x)|2χn(x)− χn(e−)− χn(e+)|2 ≤
deg−S2m(e)

ξ(m− 1,m)
≤ 1.

Alors, la triangulation T est χ−complète et d’après la corollaire 3.3.1 L est essen-
tiellement auto-adjoint sur Cc(V)⊕ Cc(E)⊕ Cc(F).

�

3.4.2 Arbre triangulaire
Soit T un arbre triangulaire d’origine O. En raison de sa structure, nous avons les conditions
suivantes satisfaites:

(∗∗)



deg−Sn(x) :=
1

c(x)
r(x,←−x ) pour tout x ∈ Sn,

degSn×Sn+1
(e) :=

1

r(e)

∑
x∈Fe∩Sn+1

s(e, x) pour tout e ∈ Sn × Sn+1,

deg−S2n(e) :=
1

r(e)
s(e,←−e ) pour tout e ∈ S2

n,
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où←−e est l’unique sommet dans Sn−1 ∩ Fe.
La fonction ξ devient comme suit:

ξ(n, n+ 1) = η+
n + η−n+1 + βn + γ−n+1.

Proposition 3.4.1 Soit T un arbre triangulaire d’origine O. On suppose que

∑
n∈N

1√
ξ(n, n+ 1)

=∞,

alors T est χ−complète et par conséquent, L est essentiellement auto-adjoint sur Cc(V) ⊕

Cc(E)⊕ Cc(F).

Preuve:

En utilisant la même méthode que le théorème 3.4.1 avec l’ensemble de conditions
(∗∗).

�

3.4.3 Le caractère essentiellement auto-adjoint sur le cas simple

Dans [25] et [41], les auteurs prouvent que L0 est essentiellement auto-adjoint sur Cc(V) dès
que le graphe est simple. Mais, le caractère essentiellement auto-adjoint n’est pas toujours
satisfait avec d’autres opérateurs dans le cas simple. Nous rappelons que l’opérateur L−1 n’est
pas essentiellement auto-adjoint sur un cas d’arbre simple, voir [4]. De plus, on se réfère à [21]
pour la matrice d’adjacence AK = deg −L0 où deg désigne l’opérateur de multiplication avec
les fonctions qui montre que les indices de déficience de AK sont infinis.

Le résultat suivant est inspiré de [4]. Il montre que L1 n’est pas essentiellement auto-adjoint
sur un arbre triangulaire simple.

Proposition 3.4.2 Soit T un arbre triangulaire simple. On suppose que

off(n) = |V(x) ∩ Sn+1| , x ∈ Sn. (3.12)

n 7→ off2(n)

off(n+ 1)
∈ l1(N). (3.13)

Alors, L1 n’est pas essentiellement auto-adjoint sur Cc(E) et les indices de déficience sont

infinis.

Preuve:
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Nous construisons ϕ ∈ l2(E)\{0}, tel que ϕ ∈ Ker(L∗1 + i) et tel que ϕ soit
constante égale à Cn sur Sn×Sn+1. Il prend la valeur 0 sur S2

n. Si (x, y) ∈ S2
n, nous

obtenons que
Cn (|V(x) ∩ Sn+1| − |V(y) ∩ Sn+1|) = 0,

grâce à la condition (3.12). Prenons (x, y) ∈ Sn × Sn+1, avec l’hypothèse (3.12),
on doit vérifier la récurrence

(off(n) + 1 + i)Cn − off(n+ 1)Cn+1 − Cn−1 = 0. (3.14)

En utilisant l’équation (3.14), nous obtenons

‖f|Sn+1×Sn+2
‖2
l2(V) = |Cn+1|2

n+1∏
k=0

off(k)

≤ 2
|off(n) + 1− i|2

off2(n+ 1)

n+1∏
k=0

|Cn|2 +
2

off2(n+ 1)

n+1∏
k=0

|Cn−1|2

= 2
|off(n) + 1− i|2

off(n+ 1)
‖f|Sn×Sn+1

‖2
l2(V) +

2off(n)

off(n+ 1)
‖f|Sn−1×Sn‖2

l2(V).

Comme
off2(n)

off(n+ 1)
tend vers 0 quand n va à l’infini, on obtient par induction:

C := sup
n∈N
‖f|Sn×Sn+1

‖2
l2(V) <∞.

Alors, nous avons

‖f|Sn+1×Sn+2
‖2
l2(V) ≤ 2C

(
|off(n) + 1− i|2

off(n+ 1)
+

off(n)

off(n+ 1)

)
.

En utilisant l’hypothèse (3.13), nous concluons que f ∈ l2(V) et dim ker (L∗1 + i) ≥
1. D’après la preuve du théorème X.36 dans [37], nous avons que L1 n’est pas es-
sentiellement auto-adjoint sur Cc(F).

Enfin, en découpant la triangulation assez grande, nous reproduisons la même
démonstration avec un nombre arbitraire d’arbres triangulaires identiques et dis-
joints. Alors, on voit que dimKer (L∗1 + i) =∞.

�

Remarque 3.4.1 Pour la matrice d’adjacence, nous pouvons construire un exemple d’un graphe

simple où les indices de déficience sont égaux à 1, voir [21]. Le cas de L1 est plus compliqué

et trouver un exemple où les indices de déficience sont finis reste une question ouverte.

Nous verrons maintenant aussi queL2 n’est pas nécessairement essentiellement auto-adjoint
sur une triangulation simple. C’est la première fois qu’on étudie le book-like pour ce type de
question.
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Définition 3.4.3 Une triangulation d’une 1-décomposition de graphe est dite de type livre ou

"book-like", s’il existe une suite d’arête (e2n+1)n∈N telle que, pour tout n ∈ N, les conditions

suivantes sont satisfaites:

(i) S0 = {O} et S2n+1 = {e2n+1}.

(ii) ∀x, y ∈ S2n+2 ⇒ (x, y) /∈ E .

(iii) F =
(
S2

2n+1 × S2n

)
∪
(
S2

2n+1 × S2n+2

)
.

S
1

S
2

S
3

S
4

S
5

S
0

e e e
1 3 5

o

Figure 3.5: Triangulation de type livre

Proposition 3.4.3 Soit T une triangulation simple de type livre, comme l’indique la figure 3.4.

Supposons que

n 7→ |S2n|
|S2(n+1)|

∈ l1(N). (3.15)

Alors, L2 n’est pas essentiellement auto-adjoint sur Cc(F).

Preuve:

Soit φ ∈ l2(F)\{0} tel que φ ∈ Ker(L∗2 + i). Pour n ∈ N, on considère

φ(e2n+1, x) :=

{
C2n+2 pour tout x ∈ S2n+2.
C2n pour tout x ∈ S2n.
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Soit x ∈ S2n+2, nous avons que

0 = (L∗2 + i)(φ)(e2n+1, x) =
∑

u∈Fe2n+1

φ(e2n+1, u) +
∑

u∈F
(e+2n+1,x)

φ(e+
2n+1, x, u)

+
∑

u∈F
(x,e−2n+1)

φ(x, e−2n+1, u) + iφ(e2n+1, x).

Alors, nous obtenons que

(|S2n+2|+ 2 + i)C2n+2 + (|S2n|)C2n = 0. (3.16)

D’après l’équation (3.16), nous obtenons que

‖φ|S22n+1×S2n+2
‖2
l2(F) =

1

6

∑
(x,y,z)∈S22n+1×S2n+2

|φ(x, y, z)|2

=
1

6
(|C2n+2|)2 (|S2n+2|)

=
1

6

|C2n|2|S2n|2

||S2n+2|+ 2 + i|2
(|S2n+2|)

=
|S2n||S2n+2|

||S2n+2|+ 2 + i|2
‖φ|S22n−1×S2n‖

2
l2(F)

Comme lim
n→∞

|S2n|
|S2(n+1)|

= 0, nous obtenons par induction

C := sup
n∈N∗
‖φ|S22n−1×S2n‖

2
l2(F) <∞.

Alors, nous avons que

‖φ|S22n+1×S2n+2
‖2
l2(F) ≤ C

|S2n||S2n+2|
||S2n+2|+ 2 + i|2

.

À travers (3.15), nous concluons que φ ∈ l2(F). En utilisant la preuve du
théorème X.36 dans [37], on montre que dimKer(L∗2 + i) ≥ 1 et par suite que L2

n’est pas essentiellement auto-adjoint sur Cc(F).

�

Remarque 3.4.2 D’après les propositions 3.4.2 et 3.4.3, Nous concluons que notre Laplacien

L n’est pas toujours essentiellement auto-adjoint sur une simple triangulation.
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4
Trou spectral des triangulations

Ce chapitre porte sur l’étude du trou spectral de notre Laplacien discret sur une triangulation,
voir [8]. Cet élément spectral est lié à la géométrie de la triangulation qui permet alors d’estimer
cette quantité. Plus précisément, nous présentons une estimation du trou spectral dans le cas
d’une triangulation d’un graphe complet à l’aide de la généralisation de la constante de Cheeger
qui s’inspire de [35].

4.1 Théorie spectrale
Soit A un endomorphisme de Cn. On dit q’un nombre complexe λ est un valeur propre de A,
si l’opérateur λI −A n’est pas inversible. L’ensemble des valeurs propres de A, appelé spectre
de A et noté par σ(A). Le spectre de A est constitué par les racines du polynôme det(λI − A)
qui est de degré n.

Proposition 4.1.1 Si A est un opérateur auto-adjoint, alors σ(A) ∈ R.

4.1.1 Spectre des graphes

Soit K = (V , E) un graphe pondéré, connexe et fini. On note N := #V le nombre de sommets
de K. Le spectre du Laplacien L0 est donc composé de N valeurs propres réelles {λi}0≤i≤N−1

rangées par ordre croissant:
0 = λ0 < λ1 ≤ ... ≤ λN−1.

Pour i ∈ {0, ..., N − 1}, on note fi un vecteur propre associé à la valeur propre λi de telle
manière que la famille {fi}0≤i≤N−1 soit orthonormée.

Dans certains exemples de graphe simple et connexe, on peut calculer les valeurs propres du
Laplacien L0. Nous référons ici à [12] et [22] qu’on leur rappelle les deux exemples suivants:
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Exemple 4.1.1 Prenons KN un graphe complet simple. Soit l’ensemble de sommets V =

{0, 1, ..., N − 1} et on considère la suite de fonctions (fk)1≤k≤N−1 suivantes:

fk(i) =


1, i = 0

−1, i = k

0, sinon

De plus, on a

L0fk(i) = (N − 1)fk(i)−
∑
j 6=j

fk(j).

Par conséquent, nous avons

• Si i = 0 alors fk(0) = 1 et L0fk(0) = N.

• Si i = k alors fk(k) = −1 et L0fk(k) = −N.

• Si i 6= 0, k alors fk(i) = 0 et L0fk(i) = 0 = Nfk(i).

Alors, L0fk = Nfk et N est la valeur propre de multiplicité (N − 1) :

σ(L0) = {0, N︸︷︷︸
de multiplicité (N−1)

}.

Exemple 4.1.2 Notre but est de calculer les valeurs propres duL0 sur le graphe cyclique simple

Cm. D’abord, nous rappelons que Cm = Zm = {0, 1, ...,m − 1}. L’opérateur de Markov est

donné par:

Pf(k) := 2f(k)− L0f(k) = f(k + 1) + f(k − 1).

Soit α une valeur propre de P , donc il existe une fonction non nulle f telle que Pf(k) =

αf(k). Alors, nous avons l’équation différentielle sur Z suivante:

f(k + 1)− αf(k) + f(k − 1) = 0. (4.1)

D’abord, on remarque que:

• La constante α = 2 est toujours une valeur propre de P .

• La constante α = −2 une valeur propre de P si et seulement si Cm est un graphe biparti

si et seulement si m est paire.
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Ensuite, prenons α ∈] − 2, 2[ et on suppose que la solution de l’équation (4.1) est de la

forme f(k) = rk, où r est un réel donné. Alors, nous avons

r2 − αr + 1 = 0.

Les solutions sont:

r =
α

2
± i
√

1−
(α

2

)2

= e±iθ.

où θ ∈]0, π[ donné par:

cos(θ) =
α

2
et sin(θ) =

√
1−

(α
2

)2

.

Par conséquent, nous obtenons deux solutions indépendents de l’équation (4.1):

f1(k) = eikθ et f2(k) = e−ikθ.

En utilisant la formule d’Eleur, nous arrivons aux les solutions réelles suivantes:

f1(k) = cos(kθ) et f2(k) = sin(kθ). (4.2)

De plus, la fonction f est m-periodique sur Z. Alors, on considère f comme une fonction

sur Zm :

f(k +m) = f(k), pour tout k ∈ Z.

Les fonctions (4.2) sont m-peridioques, alors, mθ est multiple de 2π :

θ =
2πl

m
, pour tout l ∈ Z.

La restriction θ ∈]0, π[ est équivalent à l ∈]0, m
2

[. Pour l dans ce intervalle, nous obtenons

une valeur propre double α = 2 cos
(

2πl
m

)
de P .

On en déduit le résultat suivant:

Proposition 4.1.2 Les valeurs propres de l’opérateur de Markov P sur le graphe cyclique Cm
sont:

• Si m impaire alors les valeurs propres sont α = 2 (simple) et α = 2 cos
(

2πl
m

)
de multi-

plicité 2 pour tout l = 1, ..., m−1
2
.
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• Si m paire alors les valeurs propres sont α = ±2 (simple) et α = 2 cos
(

2πl
m

)
de multi-

plicité 2 pour tout l = 1, ..., m
2
− 1.

Remarque 4.1.1 Le Laplacien L0 est donné par L0 = 2I − P . Alors, on en déduit que les

valeurs propres de L0 sont de la forme 2 − α, où α une valeur propre de P . En outre, les

fonctions propres de P et L0 sont les mêmes. De plus, comme σ(P) ⊆ [−2, 2] alors σ(L0) ⊆

[0, 4].

On rappelle la caractérisation variationnelle des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint,
voir [38].

Proposition 4.1.3 (Principe du Min-Max) SoitA un opérateur auto-ajoint et {λi}0≤i≤n−1 l’ensemble

de ses valeurs propres rangées par ordre croissant et {fi}0≤i≤n−1 une famille orthonormée de

vecteurs propres associés. Alors, nous avons

∀i ∈ {0, ..., n− 1}, λi = inf
f⊥V ect(f0,...,fi−1)

〈Af, f〉
〈f, f〉

Le rapport
〈Af, f〉
〈f, f〉

est appelé quotient de Rayleigh de A en f.

Le trou spectral ou gap de K, noté λ1(K) est défini par λ1(K) := λ1−λ0 = λ1. En utilisant
la proposition 4.1.3, on en déduit une caractérisation de λ1(K) :

λ1(K) = inf
f⊥1

〈Af, f〉
〈f, f〉

.

4.1.2 Inégalité de Cheeger
Dans les années 70, J. Cheeger a introduit une constante métrique h(X , g) attachée à une variété
Riemannienne compacte connexe (X , g) et qui est définie de la façon suivante (voir [12]):

h(X , g) := inf
vol(D)≤ vol(X )

2

vol(∂D)

vol(D)

où la borne inf est prise sur les domaines réguliers D ⊂ X et les volumes sont calculés à l’aide
de la métrique Riemannienne g. Cette constante donne une estimation de la première valeur
propre non nulle du Laplacien, voir [5].

Définition 4.1.1 Soit A un sous-ensemble fini de V . Le bord ∂EA est l’ensemble des arêtes

issues de A et dont l’extrémité n’est pas dans A.

La constante de Cheeger d’un grapheK = (V , E) àN sommets est définie comme suit (voir[12]):

h(K) = min
0<|A|≤N

2

|∂EA|
|A|

.
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où A est un sous-ensemble de V .
Une autre constante, appelée encore la constante de Cheeger, donnée par:

ω(K) := min
0<|A|<N

N |∂EA|
|A||Ac|

.

où Ac est le complémentaire de A dans V .
Ces deux constantes de Cheeger sont équivalentes dans le sens où:

h(K) ≤ ω(K) ≤ 2h(K).

En fait, soit A une partie de V telle que |V| = N et 0 < |A| ≤ N

2
, nous avons

|∂EA|
|A|

≤ N |∂EA|
|A||Ac|

=
(|A|+ |Ac|)|∂EA|

|A||Ac|
≤ 2
|∂EA|
|A|

.

On définit maintenant la constante de Cheeger pour un graphe infini ou un graphe à bord
(voir [12]):

Définition 4.1.2 Soit K = (V ,V0, E) un graphe de bord V0 (i.e V0 est un sous-ensemble de V).

La constante de Cheeger associée au graphe K est définie comme suit:

h(K,V0) := inf
|∂EA|
|A|

où le inf porte sur les parties finies de V ne rencontrant pas V0.

Nous donnons maintenant le lien entre certaines propriétés géométriques pour les graphes
finis et le trou spectral λ1(K). On peut estimer cette valeur propre de L0 à l’aide de la constante
de Cheeger h(K,V0).Nous avons aussi une estimation pour λ0 dans le cas d’un graphe infini. La
remarque de base est que le quotient de Rayleigh de la fonction caractéristique d’un ensemble

de sommets A est exactement
∂EA
A

.

Laplacien de Dirichlet: Soit S un sous-ensemble de V .Une fonction réelle f : S∪∂VS −→
R satisfait les conditions aux bords de Dirichlet si

f(x) = 0, pour tout x ∈ ∂VS (4.3)

Pour f : S ∪ ∂VS −→ R vérifiant (4.3), on définit f̃ : V −→ R le prolongement de f à V
tout entier en posant f̃(x) = 0 si x /∈ S ∪ ∂VS. Le Laplacien de Dirichlet LD0 est alors défini
par

LD0 f̃(x) =

{
L0f(x) si x ∈ S
0 si x /∈ S

Théorème 4.1.1 Soit K = (V ,V0, E) un graphe de bord V0 tel que k := max
x∈V
|V(x)|. Si λ0 est
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la plus petite valeur propre de L0 avec conditions de Dirichlet au bord, on a

h2(K,V0)

2k
≤ λ0 ≤ h(K,V0).

Si K est un graphe fini, on a λ0 = 0 et

h2(K)

2k
≤ λ1(K) ≤ 2h(K).

Preuve:

Soit A un sous-ensemble de V ne rencontrant pas V0. Pour majorer λ0, on calcule

le quotient de Rayleigh de la fonction caractéristique de A, il vaut
|∂EA|
|A|

. Alors,

on en déduit que:

λ0 ≤
|∂EA|
|A|

.

Pour minorer λ0, on prend f à valeurs réelles et à support fini disjoint de V0. On
évalue alors

S =
∑

(x,y)∈E

|f 2(x)− f 2(y)|.

Par Cauchy-Schwarz, on a:

S ≤
√

2k‖d0f‖l2(E)‖f‖l2(V),

Pour minorer S, on considère les valeurs 0 = a0 < a1 < ... < ar prises par f 2 et
les ensembles Al = {x ∈ V , f 2(x) ≥ al}. On a

S =
∑(

f 2(x)− f 2(y)
)
,

où la somme porte sur les arêtes (x, y) orientées de façon que f 2(x) − f 2(y) ≥ 0.

On peut récrire cette somme sous la forme S =
∑

(al − al−1), où le nombre de
répétitions de al − al−1 est égale au nombre d’arêtes (x, y) telles que f 2(x) ≥ al
et f 2(y) ≤ al−1, donc (x, y) ∈ ∂EAl. En utilisant la définition de h(K,V0), il vient
que:

S ≥ h(K,V0)
r∑
l=1

(al − al−1)|Al|,

qui est égale à h(K,V0)
∑
k

f 2(x). On peut en conclure que

‖d0f‖2
l2(E)

‖f‖2
l2(V)

≥ h2(K,V0)

2k

et la minoration de λ0.
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D’autre part, pour la majoration de λ1 dans le cas d’un graphe fini, on fabrique une
fonction d’intégrale nulle de la façon suivante: si V = A ∪ B est une partition de
V avec |A| = a ≤ |B| = b, on prend f = b sur A et −a sur B. On a le quotient de
Rayleigh:

〈L0f, f〉l2(V)

‖f‖2
l2(V)

=
‖d0f‖2

l2(E)

‖f‖2
l2(V)

=
(a+ b)2|∂EA|

(a+ b)ab
,

d’où l’on déduit le résultat.
Pour la minoration, soit f est une fonction propre pour λ1; Comme l’opérateur est
réel et symétrique, Re(f) et Im(f) sont des fonctions propres (ou nulles). On peut
donc supposer f réelle. Définissons

A = {x ∈ V , f(x) > 0}.

On peut supposer 0 < |A| ≤ |V|
2
, soit alors f1 égale à f sur A et à 0 sur le

complémentaire de A. D’après ce qui précède, on a

‖d0f1‖2
l2(E)

‖f1‖2
l2(V)

≥ h2(K)

2k

De plus, nous avons:

1

2

∑
(x,y)∈E

(f1(x)− f1(y))2 =
∑
x∈A

f1(x)
∑
y∼x

|f1(x)− f1(y)|

≤
∑
x∈A

f(x)L0f(x)

= λ1

∑
x∈A

f 2(x).

Si A est vide ou |A| > |V|
2
, on définit l’ensemble B comme suit

B = {x ∈ V , −f(x) > 0}.

De même manière, nous obtenons la minoration de λ1, avec la fonction f1 qui égale
à −f sur B et à 0 sur le complémentaire de B. Puisque f est une fonction propre,
alors on ne peut pas avoir A et B vides en même temps. D’où le résultat.

�

4.2 Relations entre les spectres des Laplaciens
Les résultats suivants basé sur le critère de Weyl, connu de [38], présentent un grand intérêt pour
la détermination du spectre d’un opérateur auto-adjoint.

Théorème 4.2.1 (Critère de Weyl) Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert
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séparable H. λ est dans le spectre de A si et seulement si il existe une suite (fn)n∈N de H telle

que

‖fn‖H = 1 et lim
n→∞

‖(A− λ)fn‖H = 0.

D’abord, nous référons à [2] et [3] qui prouvent avec nos notations que σ(L0)\{0} =
σ(L−1 )\{0} sur un graphe pondéré normalisé.

Proposition 4.2.1 Soit K un graphe pondéré normalisé. Alors, nous avons

σ(L0)\{0} = σ(L−1 )\{0}.

Preuve:

• En utilisant le critère de Weyl, soit λ 6= 0 dans le spectre de L0 alors, il existe
une suite (fn)n∈N de l2(V) telle que

‖fn‖l2(V) = 1 et lim
n→∞

‖(L0 − λ)fn‖l2(V) = 0.

Il s’agit de trouver une suite (ϕn)n dans l2(E) telle que

∀n, ‖ϕn‖l2(E) = 1 et lim
n→∞

‖(L−1 − λ)ϕ‖l2(E) = 0.

Montrons d’abord que ‖d0fn‖l2(E) 6= 0. Nous avons

‖d0fn‖2
l2(E) = 〈L0fn, fn〉l2(V)

= 〈(L0 − λ)fn, fn〉l2(V) + λ〈fn, fn〉l2(V)

= 〈(L0 − λ)fn, fn〉l2(V)︸ ︷︷ ︸
tend vers 0

+λ

Alors, lim
n→∞

‖d0fn‖2
l2(E) = λ. Ainsi, il existe c > 0 et n0 ∈ N tels que pour

tout n ≥ n0, nous avons ‖d0fn‖l2(E) > c.

Posons

ϕn :=
d0fn

‖d0fn‖l2(E)

.
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En utilisant maintenant le fait que l’opérateur d0 est borné, nous avons

‖(L−1 − λ)ϕn‖l2(E) =

∥∥∥∥(L−1 − λ)
d0fn

‖d0fn‖l2(E)

∥∥∥∥
l2(E)

=
‖(L−1 − λ)d0fn‖l2(E)

‖d0fn‖l2(E)

=
‖d0(L0 − λ)fn‖l2(E)

‖d0fn‖l2(E)

≤ ‖d
0‖
c
‖(L0 − λ)fn‖l2(V).

Or, lim
n→∞

‖(L0 − λ)fn‖l2(V) = 0. Alors, nous avons

lim
n→∞

‖(L−1 − λ)ϕn‖l2(E) = 0.

Et ceci permet de conclure que λ est dans le spectre de σ(L−1 )\{0}.

• Utilisons la même méthode que dans la première étape, soit λ 6= 0 dans le
spectre de σ(L−1 ), alors, il existe une suite (ϕn)n de l2(E) telle que pour tout
n, on a

‖ϕn‖l2(E) = 1 et lim
n→∞

‖(L−1 − λ)ϕn‖l2(E) = 0.

Il s’agit de trouver une suite (fn)n de l2(V) telle que pour tout n, on a

‖fn‖l2(V) 6= 0 et lim
n→∞

‖(L0 − λ)fn‖l2(V) = 0.

Montrons d’abord que ‖δ0ϕn‖l2(V) 6= 0. Nous avons

‖δ0ϕn‖2
l2(V) = 〈L−1 ϕn, ϕn〉l2(E)

= 〈(L−1 − λ)ϕn, ϕn〉l2(E) + λ〈ϕn, ϕn〉l2(E)

= 〈(L−1 − λ)ϕn, ϕn〉l2(E)︸ ︷︷ ︸
tend vers 0

+λ.

Alors, lim
n→∞

‖δ0ϕn‖2
l2(V) = λ. Ainsi, il existe c > 0 et n0 ∈ N tels que pour

tout n ≥ n0, nous avons ‖δ0ϕn‖l2(V) > c.

Posons

fn :=
δ0ϕn

‖δ0ϕn‖l2(V)

.
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En utilisant maintenant le fait que l’opérateur δ0 est borné, nous avons

‖(L0 − λ)fn‖l2(V) =

∥∥∥∥(L0 − λ)
δ0ϕn

‖δ0ϕn‖l2(E)

∥∥∥∥
l2(V)

=
‖(L0 − λ)δ0ϕn‖l2(V)

‖δ0ϕn‖l2(V)

=
‖δ0(L−1 − λ)ϕn‖l2(V)

‖δ0ϕn‖l2(V)

≤ ‖δ
0‖
c
‖(L−1 − λ)ϕn‖l2(E).

Or, lim
n→∞

‖(L−1 − λ)ϕn‖l2(E) = 0. Alors, lim
n→∞

‖(L0 − λ)fn‖l2(V) = 0. Et ceci

permet de conclure que λ est dans le spectre de σ(L0)\{0}.
�

Remarque 4.2.1 Pour le problème de zéro dans le spectre des Laplaciens L0 et L−1 dans le cas

d’un graphe normalisé connexe localement finis, nous avons un résultat dans [3] qui présente

comme une généralisation d’un résultat inspiré de l’article [29]. Ce résultat dit que zéro est

soit dans spectre de L0, soit dans spectre de L−1 .
De la même manière, nous arrivons à d’autres résultats sur les triangulations qui prouvent

en particulier, que le spectre de L+
1 et L2 coïncident en dehors de la valeur 0.

Proposition 4.2.2 Soit T une triangulation normalisée. Alors, nous avons

i) σ(L+
1 )\{0} = σ(L2)\{0}.

ii) (σ(L0) ∪ σ(L2)) \{0} ⊆ σ(L1).

Preuve:

i) Soit λ ∈ R∗ dans le spectre de L+
1 . D’après le critère de Weyl, il existe une

suite (ψn)n de l2(E) telle que

∀n, ‖ψn‖l2(E) = 1 et lim
n→∞

‖(L+
1 − λ)ψn‖l2(E) = 0.

Il s’agit de trouver une suite (φn)n ∈ l2(F) telle que

∀n, ‖φn‖l2(F) = 1 et lim
n→∞

‖(L2 − λ)φn‖l2(F) = 0.

Montrons d’abord que ‖d1ψn‖l2(F) 6= 0. Nous avons

‖d1ψn‖2
l2(F) = 〈L+

1 ψn, ψn〉l2(E)

= 〈(L+
1 − λ)ψn, ψn〉l2(E) + 〈λψn, ψn〉l2(E)

= 〈(L+
1 − λ)ψn, ψn〉l2(E) + λ.
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D’où ‖d1ψn‖2
l2(F) tend vers λ quand n→∞. Par conséquent, il existe n0 ∈ N

et c > 0 tel que pour tout n ≥ n0 nous avons ‖d1ψn‖l2(F) > c.

Prenons

φn :=
d1ψn

‖d1ψn‖l2(F)

,

Il reste à montrer que lim
n→∞

‖(L2 − λ)φn‖l2(F) = 0. En fait, nous avons:

‖(L2 − λ)φn‖l2(F) =

∥∥∥∥(L2 − λ)
d1ψn

‖d1ψn‖l2(F)

∥∥∥∥
l2(F)

=
‖(L2 − λ)d1ψn‖l2(F)

‖d1ψn‖l2(F)

=
‖L2d

1 − λd1ψn‖l2(F)

‖d1ψn‖l2(F)

=
‖d1(L+

1 − λ)ψn‖l2(F)

‖d1ψn‖l2(F)

.

Puisque l’opérateur d1 est borné, alors, il existe une constante C > 0 tel que
‖d1‖ ≤ C et nous avons:

‖(L2 − λ)φn‖l2(F) ≤
C

c
‖(L+

1 − λ)ψn‖l2(E).

En utilisant la même méthode que prècèdemment, prenons λ ∈ σ(L2). Alors,
pour tout n ∈ N, il existe une suite (φn)n dans l2(F) telle que ‖φn‖l2(F) = 1.
Ensuite, nous considérons la suite (ψn)n ∈ l2(E), définie comme suit:

ψn :=
δ1φn

‖δ1φn‖l2(F)

.

ii) Soit λ ∈ σ(L0)\{0}, alors, il existe une suite fn ∈ l2(V) telle que pour n ∈ N,

‖fn‖l2(V) = 1 et lim
n→∞

‖(L0 − λ)fn‖l2(V) = 0.

Il s’agit de trouver une suite (ϕn)n) dans l2(V) telle que

∀n, ‖ϕn‖l2(E) = 1 et lim
n→∞

‖(L1 − λ)ϕn‖l2(E) = 0.

D’après la proposition 4.2.1 ‖d0fn‖l2(E) 6= 0. Alors, lim
n→∞

‖d0fn‖2
l2(E) = λ.

Ainsi, il existe c > 0 et n0 ∈ N tels que pour tout n ≥ n0, nous avons
‖d0fn‖l2(E) > c.

Considérons

ϕn :=
d0fn

‖d0fn‖l2(E)

.
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D’après le lemme 2.4.5, nous avons

‖(L1 − λ)ϕn‖l2(E) = ‖(L−1 − λ)ϕn‖l2(E).

En utilisant le fait que l’opérateur d0 est borné, nous avons

‖(L1 − λ)ϕn‖2
l2(E) ≤

‖d0‖
c
‖(L0 − λ)fn‖l2(V).

D’autre part, prenons λ ∈ σ(L2). Considérons la suite (ψn)n ∈ l2(E), définie
comme suit:

ψn :=
δ1φn

‖δ1φn‖l2(F)

.

D’après le lemme 2.4.5, nous avons

‖(L1 − λ)φn‖l2(E) = ‖(L+
1 − λ)φn‖l2(E).

En utilisant la même méthode que prècèdemment, on obtient que λ ∈ σ(L1)
à l’aide de i).

�

Proposition 4.2.3 Soit T une triangulation pondérée finie. Alors, nous avons

minσ(L1) ≤ min
e∈E

[(
1

c(e−)
+

1

c(e+)

)
r(e) + degE(e)

]
.

Preuve:

Soit e ∈ E , considérons χe = 1{e} − 1{−e}. Alors∥∥∥∥∥ χe√
r(e)

∥∥∥∥∥
l2(E)

= 1.

De plus, nous avons〈
χe√
r(e)

,L1

(
χe√
r(e)

)〉
=

〈
χe√
r(e)

,L−1

(
χe√
r(e)

)〉
+

〈
χe√
r(e)

,L+
1

(
χe√
r(e)

)〉

=

(
1

c(e−)
+

1

c(e+)

)
r(e) + degE(e).
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On conclut par le principe du Min-Max que

minσ(L1) ≤ min
e∈E


〈

χe√
r(e)

,L1

(
χe√
r(e)

)〉
∥∥∥∥∥ χe√

r(e)

∥∥∥∥∥
l2(E)


= min

e∈E

[(
1

c(e−)
+

1

c(e+)

)
r(e) + degE(e)

]
.

�

Proposition 4.2.4 Soit T une triangulation finie simple. Alors, nous avons

minσ(L2) ≤ 4 + min
e∈E
|Fe|.

Preuve:

Soit e0 ∈ E , considérons χe0 = 1{e0} − 1{−e0}. On a ‖χe0‖2
l2(E) = 1. De plus, nous

avons 〈
d1χe0 ,L2d

1χe0
〉
l2(F)

=
∥∥L+

1 χ
e0
∥∥2

l2(E)

=
1

2

∑
e∈E

(∑
x∈Fe

d1χe0(e, x)

)2

En utilisant le fait que (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), pour tout a, b ∈ R. On a

〈
d1χe0 ,L2d

1χe0
〉
l2(F)

≤
∑
e∈E

(∑
x∈Fe

χe0(e)

)2

+
∑
e∈E

(∑
x∈Fe

(χe0(e+, x) + χe0(x, e−))

)2

≤
∑
e∈E

|Fe|2 (χe0(e))2 + 4
∑
e∈E

(∑
x∈Fe

χe0(e+, x)

)2

= 2|Fe0|2 + 4
∑
e∈E

(∑
x∈Fe

χe0(e+, x)

)2

= 2|Fe0|2 + 4
∑
x∈Fe0

(∑
e∈E

χe0(e+, x)

)2

= 2|Fe0|2 + 8|Fe0|.

D’autre part, nous avons

‖d1χe0‖2
l2(E) =

1

6

∑
(x,y,z)∈F

|d1χe0(x, y, z)|2 =
1

2

∑
x∈Fe0

|d1χe0(e0, x)|2 = 2|Fe0 |.
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D’après le principe de Rayleigh, nous obtenons:

minσ(L2) = inf
φ∈Cc(F)\{0}

〈L2φ, φ〉l2(F)

‖φ‖2
l2(F)

≤ 4 + min
e∈E
|Fe|.

�

4.3 Trou spectral d’une triangulation finie
Nous décrivons la théorie discrète de Hodge grâce à Eckmann [15]. C’est l’analogue discret de
la théorie de Hodge dans la géométrie Riemannienne. En outre, il s’applique à tout complexe
simplicial, et non seulement aux variétés. Nous commençons par prouver le lemme suivant:

Lemme 4.3.1 Soit T une triangulation finie. Nous avons les égalités suivantes:

1. ker(L−1 ) = ker(δ0).

2. ker(L+
1 ) = ker(d1).

3. ker(L2) = ker(δ1).

4. ker(L1) = ker(δ0) ∩ ker(d1).

Preuve:

1. Il est clair que ker(δ0) ⊆ ker(L−1 ). D’autre part, si L−1 ϕ = d0δ0ϕ = 0, pour
ϕ ∈ l2(E), nous avons

0 = 〈ϕ,L−1 ϕ〉l2(E) = ‖δ0ϕ‖2
l2(V),

Alors, δ0ϕ = 0.

2. et 3. Comme le raisonnement précédant, nous prouvons que ker(L+
1 ) = ker(d1) et

ker(L2) = ker(δ1).

4. Soit ϕ ∈ ker(L1) alors

0 = 〈ϕ,L1ϕ〉l2(E) = 〈δ0ϕ, δ0ϕ〉l2(V) + 〈d1ϕ, d1ϕ〉l2(F),

ce qui montre que ker(L1) = ker(δ0) ∩ ker(d1).

�
L’égalité ker(L1) = ker(δ0)∩ker(d1) permet alors d’en déduire la théorie discrète de Hodge

dans le cas d’une triangulation finie.

l2(E) = ker(L1)⊕ Im(d0)⊕ Im(δ1).
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En particulier, il s’ensuit que l’espace des formes harmoniques peut être identifié avec
l’homologie de T :

ker(d1)/Im(d0) = Im(δ1)⊥/Im(d0) =
(
Im(d0)⊕ ker(L1)

)
/Im(d0) ∼= ker(L1).

Il en va de même pour l’homologie de T , donnant

ker(d1)/Im(d0) ∼= ker(L1) ∼= ker(δ0)/Im(δ1).

Pour une triangulation, l’espace Im(d0) est toujours dans le noyau du Laplacien supérieur
L+

1 , et considéré comme ses zéros triviaux. Il peut y avoir plus de zéros dans le spectre, puisque
Im(d0) ⊂ ker(L+

1 ) = ker(d1). Comme l2(E) = ker(δ0)⊕ Im(d0), cela conduit à la définition
suivante:

Définition 4.3.1 (Le trou spectral) Le trou spectral d’une triangulation finie T , noté λT , est la

valeur propre minimale du Laplacien supérieur sur les 1-formes:

λT := minσ
(
L+

1| ker(δ0)

)
= minσ

(
L1| ker(δ0)

)
,

l’égalité découle du fait que L1| ker(δ0) ≡ L+
1| ker(δ0)

.

Remarque 4.3.1 Généralement, le trou spectral est l’écart entre 0 et la première valeur propre

non nulle, (voir [10], [11] et [12]). Cette définition coïncide avec la définition 4.3.1 dans les

cas où la valeur propre λT est non nulle.

La proposition suivante donne une caractérisation du trou spectral.

Proposition 4.3.1 Le spectre du Laplacien L+
1 est composé de |E| valeurs propres réelles

{λi}0≤i≤|E|−1 rangées par ordre croissant:

λ0 < λ1 ≤ ... ≤ λ|E|−1.

De plus, nous avons

λT = λ|V|−1.

Preuve:

Comme la dimension de l’espace Im(d0) est le nombre des zéros triviaux du Lapla-
cien supérieur, en utilisant le théorème du rang pour l’opérateur d0 : l2(V)→ l2(E),
nous obtenons

λT := λdim(Im(d0)) = λ|V|−1.

�
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Proposition 4.3.2 Soit T une triangulation finie. Alors, nous avons

|F| < |E| − |V|+ 1⇒ λT = 0.

Preuve:

En utilisant le théorème du rang pour d0 : l2(V)→ l2(E), nous obtenons

dim(ker(δ0)) = |E| − dim(Im(d0))

= |E| − (|V| − 1) = |E| − |V|+ 1

Et comme dim(Im(δ1)) ≤ |F|, alors

|F| < |E| − |V|+ 1⇒ Im(δ1)  ker(δ0)⇔ λT = 0.

�

Remarque 4.3.2 Dans les cas où Im(δ1) = ker(δ0), on a |F| ≥ |E| − |V|+ 1 et λT 6= 0.

Exemple 4.3.1 Considérons une triangulation T où tous les triangles sont des faces comme

l’indique la figure 4.1. En utilisant le théorème du rang, on a: dim(Im(d0)) = 5 et dim(C(E)) = 12 ⇒ dim(ker(δ0)) = 7

dim(C(F)) = 8 et dim(ker(δ1)) = 1 ⇒ dim(Im(δ1)) = 7.

Alors, λT 6= 0.

Figure 4.1: Exemple d’une triangulation avec trou spectral
non nul
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4.4 Triangulation d’un graphe complet
Le but de cette partie est de fournir des estimations efficaces pour le trou spectral d’une trian-
gulation simple d’un graphe complet. Ce problème est ouvert sur les formes pour le cas d’une
variété Riemanniene.

Définition 4.4.1 Une triangulation d’un graphe complet Tn est la donnée d’un couple (Kn,F),

où Kn est le graphe complet de n sommets et F est l’ensemble des faces triangulaires. On dit

que Tn est une triangulation complète, si tous les triangles sont des faces, i.e F = V3.

D’abord, nous donnons un résultat assure que notre trou spectral est non nul dans une triangu-
lation d’un graphe complet. Ce résultat pris de la proposition 4.3.2.

Corollaire 4.4.1 Soit Tn une triangulation d’un graphe complet de n sommets. Alors, nous

avons

|F| < (n− 1)(n− 2)

2
⇒ λT = 0.

4.4.1 Majoration du trou spectral
Nous voudrions trouver une majoration concrète du trou spectral en jouant sur le nombre de
faces orientées dans la triangulation simple d’un graphe complet.

Proposition 4.4.1 Soit Tn une triangulation simple d’un graphe complet. Alors, les conditions

suivantes sont satisfaites:

i) n ∈ σ(L1).

ii) Si Tn une triangulation complète alors σ(L1) = {n}.

Lemme 4.4.1 Soit T une triangulation finie. Alors

σ(L1) = σ(L−
1|Im(d0)

) ∪ σ(L+
1| ker(δ0)

).

Preuve:

Il est clair que σ(L−
1|Im(d0)

) ∪ σ(L+
1| ker(δ0)

) ⊆ σ(L1). Soit λ ∈ σ(L1), il existe une
fonction ψλ ∈ l2(E) non nul telle que L1ψλ = λψλ. Comme l2(E) = ker(δ0) ⊕
Im(d0), alors il existe ψλ = ψ1

λ + ψ2
λ avec ψ1

λ dans ker(δ0) et ψ2
λ dans Im(d0).

Alors, ψ1 6= 0 ou ψ2 6= 0. D’où λ ∈ σ(L1|Im(d0)) ∪ σ(L1| ker(δ0)) = σ(L−
1|Im(d0)

) ∪
σ(L+

1| ker(δ0)
).

�
Preuve:
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i) Soit ψ ∈ Im(d0), alors il existe f ∈ 2(V) tel que ψ = d0f. Calculons

L−1 ψ(x, y) =
∑
e,e+=y

ψ(e)−
∑
e,e+=x

ψ(e)

=
∑
e,e+=y

(
f(y)− f(e−)

)
−
∑
e,e+=x

(
f(x)− f(e−)

)
= (n− 1)d0f(x, y) +

∑
z∼x

f(z)−
∑
z∼y

f(z)

= nψ(x, y).

Donc L−
1|Im(d0)

= nI. D’après le Lemme 4.4.1, nous avons n ∈ σ(L1).

ii) Soit ψ ∈ ker(δ0), alors nous avons

L+
1 ψ(x, y) =

∑
z∈Fx,y

(ψ(x, y) + ψ(y, z) + ψ(z, x))

= (n− 2)ψ(x, y) +
∑

z∈F(x,y)

ψ(y, z) +
∑

z∈F(x,y)

ψ(z, x)

= nψ(x, y) + δ0ψ(x)− δ0ψ(y) = nψ(x, y).

En utilisant le lemme 4.4.1, nous obtenons que σ(L1) = {n}.

�

Corollaire 4.4.2 Soit Tn une triangulation simple d’un graphe complet. Alors

λTn ≤ 2 + min
e∈E
|Fe|.

De plus, Tn est une triangulation complète si et seulement si λTn = n.

Preuve:

D’après la proposition 4.4.1 et le lemme 4.4.1, on en déduit que minσ(L1) =
min{λTn , n}. De plus, la proposition 4.2.3 donne une majoration du bas du spectre
de L1 :

minσ(L1) ≤ 2 + min
e∈E
|Fe|. (4.4)

Si minσ(L1) < n alors c’est λTn . Donc, l’inégalité (4.4) donne une estimation du
trou spectral λTn comme suit:

λTn ≤ 2 + min
e∈E
|Fe|.

Si minσ(L1) = n alors λTn ≥ n et n ≤ 2 + min
e∈E
|Fe|. Donc, la triangulation Tn est

complète. D’après la proposition 4.4.1, λTn = n.

�
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Remarque 4.4.1 Dans une triangulation simple d’un graphe complet, nous avons toujours:

λTn = minσ
(
L+

1| ker(δ0)

)
= minσ(L1).

Notre objectif maintenant est de trouver un autre moyen d’estimer le trou spectral λTn , grâce
à la constante de Cheeger. Cette idée s’inspire de [23] et [35].

Définition 4.4.2 Soit Tn une triangulation simple d’un graphe complet. La constante de Cheeger

h(Tn), est définie par:

h(Tn) := min
V = ∪2

i=0Ai

n|F(A0,A1,A2)|
|A0||A1||A2|

,

où A0,A1,A2 sont des ensembles non vides, formant une partition de V , et F(A0,A1,A2)

désigne l’ensemble des faces orientées tels que chacune des faces à ses trois sommets dans des

Ai différents, comme l’indique la figure 4.2.

A
0

A
2

A
1

Figure 4.2: Tripartite d’une triangulation

∃x ∈ V , tel que ∀e ∈ E , x ∈ Fe, x 6= e± =⇒ h(Tn) 6= 0. (4.5)

Soit A0,A1 des ensembles finis de V tels que A0 ∩ A1 = ∅, nous définissons l’ensemble:

E(A0,A1) := {e ∈ E , {e−, e+} ∩ A0 6= ∅ et {e−, e+} ∩ A1 6= ∅}.

Théorème 4.4.1 Si h(Tn) 6= 0, alors le trou spectral satisfait la majoration suivante

λTn ≤ h(Tn).

Preuve:
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Soient A0,A1 et A2 une partition de V qui réalise le minimum dans h(Tn). Nous
définissons ψ̃ ≡ ψ̃(A0,A1,A2) ∈ l2(E) par

ψ̃(e) =


|Ai| si e ∈ Aπ(i) ×Aπ(i+1)

−|Ai| si e ∈ Aπ(i+1) ×Aπ(i)

0 sinon

où π : Z → {0, 1, 2} est une fonction telle que π(i) = i + 1 modulo 3. D’abord,
pour x ∈ A0, calculons

δ0ψ̃(x) =
∑
e,e+=x

ψ̃(e)

=
∑
y∈A1

ψ̃(y, x) +
∑
y∈A2

ψ̃(y, x)

= −|A2||A1|+ |A1|A2| = 0.

De la même manière pour x ∈ A1 ou x ∈ A2. Alors ψ̃ ∈ ker(δ0). De plus, nous
avons

〈L+
1 ψ̃, ψ̃〉l2(E) = ‖d1ψ̃‖2

l2(F)

=
1

6

∑
(x,y,z)∈F

∣∣∣ψ̃(x, y) + ψ̃(y, z) + ψ̃(z, x)
∣∣∣2

= n2|F(A0,A1,A2)|

et

‖ψ̃‖2
l2(E) =

1

2

∑
e∈E

|ψ̃(e)|2

=
1

2

(
|E(A0,A1)||A2|2 + |E(A1,A2)||A0|2 + |E(A2,A0)||A1|2

)
= |A0||A1||A2|2 + |A1||A2||A0|2 + |A2||A0||A1|2

= |A0||A1||A2| (|A0|+ |A1|+ |A2|)
= n|A0||A1||A2|.

Par le principe de Rayleigh, nous avons:

λTn = minσ
(
L+

1| ker(δ0)

)
= inf

ψ∈Cc(E)\{0}

〈L+
1 ψ, ψ〉l2(E)

‖ψ‖2
l2(E)

≤ h(Tn).

�

Exemple 4.4.1 Considérons la triangulation T4 = (K4,F) avec V = {1, 2, 3, 4} et F =

{(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4)}. Alors, nous avons que h(T4) = 2. En appliquant le théorème
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4.4.1, nous obtenons que

λT4 ≤ 2.

Exemple 4.4.2 Considérons la triangulation T5 = (K5,F) avec V = {1, 2, 3, 4, 5} et F =

{(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (1, 2, 5), (1, 3, 5), (1, 4, 5)}. Alors, nous avons que h(T5) =
5

3
. En

appliquant le théorème 4.4.1, nous obtenons que

λT5 ≤
5

3
.

4.4.2 Minoration du trou spectral

D’abord, nous rappelons qu’il y a quelques minorations du trou spectral du Laplacien L0 sur
les graphes connexes (voir [12],[26]). Notre objectif est de trouver minoration du trou spectral
λTn en fonction de la première valeur propre non nulle du L0.

Figure 4.3: Le graphe K(x) associé au sommet x.

Soient T = (V , E ,F) une triangulation finie et x ∈ V . On définit l’ensemble d’arête Ex
comme suit:

Ex := {e ∈ E ; e± 6= x et x ∈ Fe}.

Désignons par K(x) := (Vx, Ex) le graphe associé au sommet x, où:

Vx := {y ∈ V ; ∃z ∈ V tel que (y, z) ∈ Ex}.

Nous remarquons que si, pour tout e ∈ E , Fe 6= ∅, nous avons Vx = V\{x}.

Remarque 4.4.2 L’hypothèse (4.5) assure que, pour tout e ∈ E , Fe 6= ∅. Et alors, nous avons

que pour tout x ∈ V , Vx = V\{x}.
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Théorème 4.4.2 Soit Tn une triangulation simple d’un graphe complet. Supposons que pour

tout e ∈ E , Fe 6= ∅, alors

λTn ≥ min
e∈E

(
2λ1

(
K(e−)

)
− |Fe|

)
.

Preuve:

Prenons ϕ ∈ ker(δ0) une fonction propre associée à λTn telle que ‖ϕ‖l2(E) = 1.
Alors, nous avons

λTn = 〈L+
1 ϕ, ϕ〉

=
1

2

∑
e∈E

ϕ(e)
∑
x∈Fe

(ϕ(e) + ϕ(e+, x) + ϕ(x, e−))

=
1

2

∑
e∈E

|Fe|ϕ2(e) +
1

2

∑
e∈E

ϕ(e)
∑
x∈Fe

(ϕ(e+, x) + ϕ(x, e−))

=
1

2

∑
e∈E

|Fe|ϕ2(e) +
∑
e∈E

ϕ(e)

(∑
x∈Fe

ϕ(e+, x)

)

=
1

2

∑
e∈E

|Fe|ϕ2(e) +
∑
x∈V

∑
e∈Ex

ϕ(e)ϕ(e+, x)

=
1

2

∑
e∈E

|Fe|ϕ2(e) +
∑
x∈V

∑
y∈Vx

∑
e∈Ex,e+=y

ϕ(e)ϕ(e+, x)︸ ︷︷ ︸
I

.

Pour chaque sommet x ∈ V , on peut définir sur Vx la fonction fx(y) := ϕ(x, y).
Alors, on a fx(y) = −fy(x), pour tout (x, y) ∈ E . Ensuite, nous avons

I =
∑
x∈V

∑
y∈Vx

∑
e∈Ex,e+=y

fe−(e+)fe+(x)

=
∑
x∈V

∑
y∈Vx

fx(y)

 ∑
z∈F(x,y)

fy(z)


=
∑
x∈V

∑
y∈Vx

fx(y)

 ∑
z∈F(x,y)

fx(y)− fx(z)


+
∑
x∈V

∑
y∈Vx

fx(y)

 ∑
z∈F(x,y)

fy(x) + fy(z) + fx(z)

 .
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Par conséquent

I =
∑
x∈V

〈L0Vxfx, fx〉l2(Vx) − 2〈degEϕ, ϕ〉l2(E)

+
∑
x∈V

∑
y∈Vx

fx(y)

 ∑
z∈F(x,y)

fy(z) + fx(z)


︸ ︷︷ ︸

J

.

En utilisant le fait que E est orienté, nous avons∑
x∈V

∑
y∈Vx

∑
z∈F(x,y)

ϕ(x, y)ϕ(y, z) =
∑

(x,y,z)∈F

ϕ(x, y)ϕ(y, z)

= −
∑

(x,y,z)∈F

ϕ(x, y)ϕ(x, z)

Alors J = 0. D’autre part, on a

ϕ ∈ ker(δ0)⇒ ∀x ∈ V , fx ⊥ 1.

En appliquant le principe du Min-Max, nous obtenons que

λTn ≥
∑
x∈V

λ1(K(x))‖fx‖2
l2(Vx) − 〈degEϕ, ϕ〉l2(E)

=
∑
x∈V

λ1(K(x))

(∑
y∈Vx

f 2
x(y)

)
− 1

2

∑
e∈E

|Fe|ϕ2(e)

=
1

2

∑
e∈E

(2λ1(K(e−))− |Fe|)ϕ2(e)

≥ min
e∈E

(
2λ1(K(e−))− |Fe|

)
.

�

Remarque 4.4.3 Ce théorème est intéressant dans le cas où les graphes (K(x))x∈V sont con-

nexes ou plutôt le nombre des faces triangulaires est assez grand pour que min
x∈V

λ1(K(x)) 6= 0.

Exemple 4.4.3 Considérons la triangulation T5 = (K5,F) avec V = {1, 2, 3, 4, 5} et F =

{(1, 2, 3), (1, 2, 5), (1, 3, 4), (1, 4, 5), (2, 3, 4), (2, 4, 5)}. Nous combinons la proposition 4.1.2 et

le théorème 4.4.2, on obtient que:

λT5 ≥ 2λ1(C4)− 2 = 2× 2− 2 = 2.
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Figure 4.4: Les graphes associés à la triangulation T5

Exemple 4.4.4 Considérons la triangulation T6 = (K6,F) avec V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et F =

{(1, 2, 3), (1, 2, 6), (1, 3, 4), (1, 4, 5), (1, 5, 6), (2, 3, 5),

(2, 4, 5), (2, 4, 6), (3, 4, 6), (3, 5, 6)}. Nous combinons la proposition 4.1.2 et le théorème 4.4.2,

on obtient que:

λT6 ≥ 2λ1(C5)− 2 ≈ 2× 1.3819− 2 = 0.7639.

Figure 4.5: Les graphes associés à la triangulation T6

Nous donnons maintenant un résultat très important, connu de [28], qu’il nous aide à obtenir
plus d’exemples. En ajoutant une arête dans un graphe connexe entraîne toujours une augmen-
tation du trou spectral, à condition que nous ayons le même ensemble de sommets.
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Proposition 4.4.2 Soient K un graphe connexe et K′ un graphe obtenu à partir de K, en

ajoutant une seule arête entre deux sommets. Alors, nous avons

λ1(K) ≤ λ1(K′).

Exemple 4.4.5 Prenons la triangulation T ′5 = (K5,F) avec V = {1, 2, 3, 4, 5} etF = {(1, 2, 3),

(1, 2, 5), (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 4, 5), (2, 3, 4), (2, 4, 5), (3, 4, 5)}.Nous combinons les deux propo-

sitions 4.1.2 et 4.4.2, on obtient que min
i=1,...,5

λ1(K(i)) = λ1(C4) = 2. En utilisant le théorème

4.4.2, nous avons:

λT ′5
≥ 2λ1(C4)− 3 = 2× 2− 3 = 1.

Figure 4.6: Les graphes associés à la triangulation T ′5

Corollaire 4.4.3 Soit Tn une triangulation simple d’un graphe complet. Supposons que pour

tout e ∈ E , Fe 6= ∅, alors

λTn ≥ min
e∈E

(
h2(K(e−))

de−
− |Fe|

)
.

où pour tout x ∈ V , dx = max
y∈Vx

deg(y).

Preuve:

Soit ϕ ∈ ker(δ0) une fonction propre à λTn telle que ‖ϕ‖2
l2(E = 1. En utilisant les
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théorèmes 4.1.1 et 4.4.2, nous obtenons que

λTn ≥ min
e∈E

(
2λ1(K(e−))− |Fe|

)
≥ min

e∈E

(
h2(K(e−))

de−
− |Fe|

)
.

�
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5
Annexe

Nous présentons dans ce chapitre les principaux résultats utilisés au cours de cette thèse con-

cernant la notion de complétude sur les graphes et le carctère essentiellement auto-adjoint d’un

opérateur à domaine dense. Ces résultats sont extraits de [24], [37] et [38].

5.1 Théorème de type Hopf-Rinow

Soit K = (V , E) un graphe pondéré. D’abord, nous commençons par un rappel de quelques

définitions:

• Un espace métrique (V , d) est dit complet si toute suite de Cauchy est converge vers un

élément de V .

• Un chemin (xn)n est dit géodésique (fini ou infini) par rapport une métrique de chemin

d = da si d(x0, xn) = la((x0, ..., xn)) pour tout n ∈ N.

• L’espace (V , d) avec d = da est dit géodésiquement complet, si toutes les géodésiques

infinies sont des longueurs infinies, i.e.

la((xk)) = lim
n→∞

la((x0, ..., xn)) =∞,

pour toutes les géodésiques infinies (xk).
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Nous présentons maintenant le théorème de type Hopf-Rinow, qui extrait du l’article [24]:

Théorème 5.1.1 Soit K = (V , E) un graphe pondéré localement fini et d un pseudo-métrique

de chemin. Alors, (V , d) est un espace métrique discret. De plus, les éléments suivants sont

équivalents:

i) (V , d) est un espace métrique complet.

ii) (V , d) est géodésiquement complet.

iii) Toute boule est finie.

iv) Tout fermé borné est compact.

En particulier, si (V , d) est complet, alors pour tout x, y ∈ V , il existe un chemin entre x et

y tel que d(x0, xn) = la((x0, ..., xn)).

Nous prouvons ce théorème en plusieurs étapes à travers les lemmes suivants

Lemme 5.1.1 Soit K = (V , E) un graphe pondéré localement fini et d un pseudo-métrique de

chemin. Alors, nous avons

a) (V , d) est un espace métrique discret. En particulier, (V , d) est localement compact.

b) Un ensemble est compact dans (V , d) si et seulement s’il est fini.

Preuve:

Comme K est localement fini, on en déduit que pour tout x ∈ V , il existe un rayon

r > 0 tel que d(x, y) > r, pour tout y ∈ V avec y ∼ x. D’abord, par la définition

de d, nous avons que pour tout x, z ∈ V , il existe y ∼ x avec d(x, y) ≤ d(x, z).

Alors, d(x, y) = 0 implique que x = y. Par conséquent, d est une distance. De

plus, il donne que Br = {x} et {x} est un ensemble ouvert qui montre a).

À partir de ce qui précéde, nous concluons que pour tout ensemble infini U, la

couverture {{x}, x ∈ U} n’admet pas de couverture finie. L’autre sens de b) est

clair.

�

Lemme 5.1.2 Soit K = (V , E) un graphe pondéré localement fini et d un pseudo-métrique de

chemin. Supposons que la boule Br est infinie pour certains rayon r ≥ 0. Alors, il existe une

géodésique infinie de longueur borné.
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Preuve:

Soit O le centre de la boule infinie Br de rayon r et soit dcomb la distance combi-

natoire sur K. Soit Pn, n ≥ 0, l’ensemble des chemins finis (x0, ..., xk) telle que

x0 = O, xi 6= xj pour tout i 6= j, dcomb(xk, O) = n et dcomb(xk, O) ≤ n pour

j = 0, ...k. D’abord, nous montrons que, pour tout n ≥ 0, on a:

Γn = {γ ∈ Pn, γ géodésique par rapport à d, l(γ) ≤ r} 6= ∅.

En effet, comme K est localement fini, l’ensemble Pn est fini. Alors, il con-

tient un élément minimal γ = (x0, ..., xk) par rapport à longeur l, i.e., pour tout

γ
′ ∈ Pn nous avons l(γ

′
) ≥ l(γ). Alors, γ est un géodésique: pour chaque

chemin (x
′
0, ..., x

′
M) avec x

′
0 = O et x

′
M = x

′

k. Fixons m ∈ {n, ...,M} telle que

(x
′
0, ..., x

′
m) ∈ Pn. Par la minimalité de γ, nous en déduisons que:

l((x
′

0, ..., x
′

M)) ≥ l((x
′

0, ..., x
′

m)) ≥ l(γ).

Il s’ensuit que γ est une géodésique. C’est clair que l(γ) ≤ r, sinon Br ⊆ {y ∈

V , dcomb(y,O) ≤ n − 1}. Comme l’espace des chemins est localement fini, on en

déduit que Br est finie. Alors, γ ∈ Γn ce qui prouve que Γn 6= ∅.

Par suite, nous construisons inductivement une géodésique infinie (xk) de une

longueur bornée. Soit x0 = O, comme Γn 6= ∅, il existe une géodésique dans

Γn pour tout n ≥ 0 tel que x0 est une sous-géodésique. Supposons que nous

avons construit une géodésique (x1, ..., xn) telle que pour tout n ≥ m il existe une

géodésique dans Γn qui admet (x1, ..., xm) comme une sous-géodésique. Puisque

xm admet un nombre fini de voisins. Alors, il existe une géodésique infinie γ =

(xk)k∈N telle que

l(γ) = lim
n→∞

l((x0, ..., xn)) ≤ r,

où (x0, ..., xn) ∈ Γn pour tout n ≥ 0.

�

Preuve:

D’après le lemme 5.1.1 a), nous avons que (V , d) est un espace métrique discret.

Nous montrons maintenant les équivalences. Nous commençons par i)⇒ ii). Sup-

posons qu’il existe une géodésique bornée alors c’est une suite de Cauchy. Comme
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une géodésique est un chemin, il n’est pas toujours constant. Par discrétion, on

en déduit que la suite ne converge pas. Alors, (V , d) n’est pas métriquement com-

plet. Ensuite, pour montrons ii) ⇒ iii), on suppose qu’il existe une boule infinie.

D’après le lemme 5.1.2, il existe une suite géodésique infinie et bornée. Alors,

(V , d) n’est pas géodésiquement complet. En utilisant 5.1.1 b), nous déduit que

iii) ⇔ iv). Enfin, si tout ensemble fermé borné est compact alors toute boule fer-

mée est compact. Par conséquent, le lemme 5.1.1 b) montre que toutes les boules

sont finies et que (V , d) est métriquement complet. D’où, nous avons que iv)⇒ i).

�

5.2 Théorème de Reed-Simon

On rappelle quelques résultats sur les opérateurs symétriques et auto-adjoints extrait de la

référence [38].

Théorème 5.2.1 Soit A un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) A est auto-adjoint.

ii) A est fermé et ker(A∗ ± i) = {0}.

iii) Im(A± i) = H.

Preuve:

i) ⇒ ii) : Soit A est auto-adjoint et ϕ ∈ Dom(A∗) = Dom(A) tel que ϕ ∈

ker(A∗ ± i). Il suit alors que

±i〈ϕ, ϕ〉 = ∓〈iϕ, ϕ〉 = 〈A∗ϕ, ϕ〉 = 〈ϕ,Aϕ〉 = 〈ϕ,A∗ϕ〉 = ∓i〈ϕ, ϕ〉

D’où ϕ = 0.

ii)⇒ iii) : Soit ψ ∈ Im(A± i)⊥ alors 〈A± iϕ, ψ〉 = 0 pour tout ϕ ∈ Dom(A). Il

suit alors que ψ ∈ Dom(A∗) et queA∗ψ = ±iψ. c’est à dire que ψ ∈ ker(A∓i) =

{0} et donc Im(A± i) est dense dans H. Montrons que Im(A± i) est fermé. En

effet, on a pour tout ϕ ∈ Dom(A)

‖(A± i)ϕ‖2 = ‖Aϕ‖2 + ‖ϕ‖2
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puisque A est symétrique. Ceci entraîne que si ϕn ∈ Dom(A) est une suite telle

que

(A± i)ϕn → ψ

alors ϕn converge vers un ϕ. Comme A est fermé, on en déduit que ϕ ∈ Dom(A)

et (A± i)ϕ = ψ.

iii)⇒ i) : Soit ϕ ∈ Dom(A∗), comme Im(A± i) = H il existe ψ ∈ Dom(A) tel

que (A − i)ψ = (A∗ − i)ϕ. Puisque A ⊂ A∗, on a alors ϕ − ψ ∈ Dom(A∗) et

(A∗ − i)(ϕ− ψ) = 0. Il en résulte que

ϕ− ψ ∈ ker(A∗ − i) = Im(A± i)⊥ = H⊥ = {0}.

D’où ϕ = ψ ∈ Dom(A).

�

Corollaire 5.2.1 Soit A un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) A est essentiellement auto-adjoint.

ii) ker(A∗ ± i) = {0}.

iii) Im(A± i) est dense dansH.

Preuve:

Il suffit d’appliquer le théorème 5.2.1 pour A.

�

5.3 Théorème de von Neumann

Ce théorème extrait du livre Reed-Simon [37].

Théorème 5.3.1 Soit A un opérateur fermé à domaine dense sachant que

Dom(A∗A) = {ψ ∈ Dom(A) tel que Aψ ∈ Dom(A∗)}.

On définit l’opérateur A∗A sur Dom(A∗A) par (A∗A)ψ = A∗(Aψ). Alors, A∗A est auto

adjoint.
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Thèse de Doctorat

Yassin CHEBBI

Laplacien discret d’un 2-complexe simplicial

The discrete Laplacian of a 2-simplicial complex

Résumé
Cette thèse donne un cadre général pour les

Laplaciens définis en termes de structure

combinatoire d’un complexe simplicial. Plus

précisément, nous introduisons la notion de face

triangle orientée dans un graphe connexe, orienté et

localement fini. Cette structure de 2-complexe

simplicial permet de définir notre Laplacien discret qui

agit sur les triplets de fonctions, 1-formes et 2-formes.

Dans ce contexte, nous nous intéressons à l’étude du

caractère essentiellement auto-adjoint de notre

Laplacien. Pour cela, on introduit l’hypothèse

géométrique de χ-complétude sur les tiangulations

pour garantir le caractère essentiellement auto-adjoint

à l’opérateur de Gauß-Bonnet. Cette thèse traite

également de questions de théorie spectrale des

triangulations finies portant sur notre Laplacien. Nous

trouvons une estimation pour le trou spectral du

Laplacien supérieur dans une triangulation d’un

graphe complet pour lequel nous généralisons la

définition de la constante de Cheeger qui nous donne

une majoration explicite. En outre, nous obtenons une

minoration de cette estimation par la première valeur

propre non nulle du Laplacien discret défini sur

l’espace des fonctions sur les sommets.

Abstract
This thesis gives a general framework for Laplacians

defined in terms of the combinatorial structure of a

simplicial complex. More precisely, we introduce the

notion of orientated triangle face in a connected,

orientated and locally finite graph. This structure of a

2-simplicial complex allows to define our discrete

Laplacian which acts on the triplets of functions,

1-forms and 2-forms. In this context, we are interested

in studying the essential self-adjointness of our

Laplacian. Thus, we introduce the geometrical

hypothesis of χ-completeness on triangulations to

ensure the essential self-adjointness of the

Gauß-Bonnet operator. This thesis deals also with

questions of specral theory of finite triangulations on

our Laplacian. We find an estimate for the upper

Laplacian spectral gap in a triangulation of a complete

graph for which we generalize the definition of the

Cheeger constant which gives us an upper bound.

Moreover, we obtain a lower bound of this estimate by

the first non-zero eigenvalue of the discrete Laplacian

defined on the space of functions on the vertices.
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Opérateur de Gauß-Bonnet, Spectre, Constante

de Cheeger.
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