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INTRODUCTION

Le probléme de la turbulence a été posé il y a un siacle
environ. Il n'est pas encore résolu. Une premi2re approche a consisté
en une description zoologique du caractére désordonné et apparemment
aléatoire du mouvement. Puis Taylor a introduit les idées statistigues
avec le concept limite de turbulence homogéne et isctrope. Cet aspect
probabiliste a €té mis en valeur au travers de la théorie de Kolmogorov :
1'élément principal étant celui de cascade d'énergie entre diffdérentes
échelles de tourbillons. Landau a été le premier 3 proposer une vision
globale du phénoméne sous la forme d'une évolution de 1'ordre vers
le désordre. Il est parti du concept d'instabilité et a suggéré que
la transition vers la turbulence se fait par une succession d'instabili-
tés. Comme la théorie des phénoménes non linéaires n'était pas trés
développée & 1'époque, Landau avait une vision "lindaire" de cette
complexification. Pour lui, le champ de vitesse d'un dcoulement turbulent
était quasi périodique. A la limite d'un nombre de Reynolds infini,

il y avait une infinité de modes.

Actuellement la vision est trés différente. En 1963, Lorenz
un météerologiste, a présenté un systime de trois édquations différen-
tielles non linéaires couplées pour modéliser un écoulement de convection
atmosphérigue. Ainsi il a introduit le concept de systdme dynamique
dans les problémes hydro-dynamiques. Cette netien provenait de questions
de la mécanique céleste et avait donné lieu au développement d'un impor-
tant courant mathématique d&'étude des phénoménes non lindaires, tant
conservatifs que dissipatifs. Il a été montré qu'un systéme déterministe
pouvait présenter un comportement chactique. En 1971, Ruelle et Takens
ont créé une rupture épistémologique en reliant la turbulence au chaos
des systemes dynamigues. Ils ont montré qu'un systéms d'dquations aux
dérivées partielles pouvait &tre considéré comme un systeme dynamigus
dans un espace particulier. Ceci a deux conséguences pour le problame
de la turbulence : celle-ci apparait pour un nombre de Reynelds faible
et la dynamigue peut @&tre décrite par un attractesur é&trange. Cette
approche a alors suscité de nombreux travaux théoriques et expérimentaux

a la fois dans le domaine de 1l'hydrodynamigque et des systémes dynamiques.




Dans un premier temps l'étude expérimentale de la transition
a la turbulence a confirmé les idées de Ruelle et Takens et é&tabli
de nouveaux scenari. Il fallait alors caractériser les états chaotiques
a l'aide de concepts existants dimension, entropie, exposants de
Lyapunov. Ce probleme de la "mesure" du chaos n'a pu &tre résolu que
grice au développement récent de nouvelles techniques comme celle de

Grassberger et Procaccia (1983).

Ce travail s'inscrit dans la démarche de caractérisation
des attracteurs pour des écoulements réels par la détermination de
dimension et d'entropie. Son point de départ a été la premiére estimation
de dimension effectude sur deux cas particuliers par Malraison et Atten.
La suite logique de ce travail était d'analyser la variation de la
dimension en fonction du paramétre et l'estimation de 1'entropie. Ces
problémes se sont révélés difficiles car les méthodes n'étaient pas
au point : elles ont &té données sous la forme d'un principe mais les
régles de validité n'étaient pas fixées. C'est pourquoi notre démarche
a été double. D'une part, nous avons voulu caractériser des attracteurs
"expérimentaux" par la mesure de dimensicn et d'entropie. D'autre part,
nous avons étudié les conditions d'application ainsi -que les possibilités

de ces méthodes sur des systémes dynamiques connus.

Dans le chapitre I nous rappeilerons' cértains théorémes et
le lien qui existe entre la turbulence (c'est-a-dire le comportement
irrégulier de solutions de l'édguation aux dérivées partielles non liné-
aires ’ de Navier-Stokes) et le chaos observé dans les sys-
temes dynamiques. Nous insisterons sur la notion de stabilité structu-
relle et de généricité. Seront briévement rappelés ensuite la notion
d'attracteur étrange chaotique et les outils pour leur caractérisation.
géométrigue (dimension de Hausdorff, entropie topclogique) et probabi-
liste (mesure de probabilité invariante, dimensicns et entropies d'infor-

mation et généralisées).

Le chapitre II sera consacré aux diverses méthodes actuellement

disponibles pour la caractérisation de signaux chactiques expérimentaux.



Nous montrerons l'inadéquation des méthodes classigques pour caractériser
les attracteurs. Ensuite nous décrirons les méthodes qui permettent
de rronstruire un pseudo espace des phases a partir d'un signal expéri-
mental. Seront alors discutées les différentes méthodes qui ont é&té
proposées pour calculer les dimensions et les entrepies. Nous montrerons
que la technigue proposée par Grassberger et Procaccia est de loin
celle qui est le plus adaptée au traitement de signaux expérimentaux.
On donnera gquelques précisions sur la manisre pratique d'effectuer

les calculs.

Dans le chapitre III, on étudie e gue donne la méthode sur
des modéles tr2s simples signauﬁ périodiques, quasi périodiques.
La détermination de la dimension sera abordée dans le cas de signaux
ou la dynamigue n'est pas homogéne. Enfin 1'étude d'un cycle limite
bruité nous a permis d'examiner 1'influence du bruit additif expérimen-

tal.

On aborde dans le chapitre IV le probléme de la détermination
effective de la dimension et de 1l'entropie pour des attracteurs de
faible dimension. La confrontation des résultats obtenus pour un systeéme
expérimental (R.B.) et un systéme modéle (Lorenz) permet de conclure
4 la preésence d'un attracteur chaotique de faible dimension (~~3) dans
l'espace des phases et de cerner un certain nombre de précautions qu'il

faut prendre dans l'expleitation des calculs.

Dans le chapitre V on abordera le probléeme de la caractdrisa-
tion d'attracteurs de dimension plus é&lavée essentiellement sur des
systémes modéles (systéme différentiel de Franceschini et éguation
aux dérivées partielles de Kuramoto-Sivashinski). On montrera que la
fréquence d'échantillonnage doit &tre judicieusement choisie si  on
veut accéder & une information significative. Il sera montré que 1'on
peut analyser des quantités globales et locales provenant de 1'égquation

de K.S. et accéder ainsi a la dynamigue déterministe de ce systime ;




ceci pose le probléme de la vraie turbulence qui présente des caracté-
ristiques spatiales et temporelles. Enfin nous rassemblerons nos résul-
tats sur les conditions d'utilisation et les possibilitds de la méthode

en vue de caractériser des attracteurs de dimension assez élevée (> 107,

* * & * *



Liste des notations utilisées

N nombre d'échantillons

m nombre de moyennes effectudes peur calculer C(r)
At période d'échantillonnage

P décalage

pAt = T temps-décalage

n dimension d'espace des phasés

" exposant associé a la courbe C(r)

Ai pente locale associée au point ri de la cocurbe C{r)

T = {n-1) pAt temps total utilisé pour reconstruire un vecteur de

To pseudo-péricde

R







CHAPITRE I : INTRODUCTION, RAPPEL DE DEFINITIONS ET DISCUSSIONS

Dans l'optique d'une présentation générale du lien gqui peut
8tre établi entre turbulence et systimes dynamiques, Jje rappellerai
d'abord quelques propriétés des éguations de Navier-Stokes et le travail
de Ruelle et Takens en 1971. Enfin, 3'introduirai les objets mathéma-
tiques appelés "attracteurs étrangers" en montrant comment on peut

les caractériser.

A - L'EQUATION DE NAVIER-STOKES

A.1 GENERALITES

La dynamique des fluides est basée sur 1'hypothése du milieu
continu. On considére une "particule fluide", c¢'est-a-dire un élément
de volume de fluide qui est grand par rapport aux échelles moléculaires
et petit par rappert aux échelles de variation des grandeurs macrosco-

piques (vitesses d'un fluide turbulent par exemple) .

On sait écrire 1l'équation gqui régit le mouvement d'un tel
systeme qui dérive de la relation fondamentale de la dynamigque depuis

la fin du siécle dernier (Navier et Stokes) :
— —— DY g _véz —-— _F-'.b
Q ( oA 4 (ﬁL.S’).LL )::-— i?? -P/}L AL 4 (1)
>k '

Les termes du membre de gauche correspondent 3 la dérivée

. s : , ,
totale de la vitesse u{x,t}), la pression p tient compte des contraintes
qui agissent sur 1'élément fluide considérd, u est la viscosité dynamigue

= . P .
et F une force volumigque extérieure sur laguelle nous reviendrons.

. . . 3 . - . .
L'equaticn de conservation de la masse .a—s- + dlv(e z) = 0 dev:.ent, si
Q = gte {(ce gui est le cas pour toutes les situations expérimentzles

gue nous avons considérées) :

div o= 0 ‘ (2)







Pour décrire complétement le mouvement, 1l faut se fixer des
conditions aux limites sur un volume irl.(que nous suppcserons borné)
ainsi gue des conditions initiales.

Dans (1), le terme (Eﬁiﬁ)ﬁf est non-linfaire. Supposons que
l'on injecte de l'énergie par ¥ dans le systéme A une certaine échelle
spatiale (en créant des tourbillons de taille donnée par exemple).
La partie cinétique de cette énergie sera alors distribuée entre les
différentes échelles spatiales de 1'écoulement par le terme précédent
(loi de Kolmogorov). En dega d'une certaine taille ge tourbillon, la
viscosité va Jjouer et dissiper l'énergie grlce au terme ﬁﬁuﬁi L'impor-

tance relative d'un terme vis & vis de 1'autre est donnée par le rapport :

p“(ﬂ’V)i}?“ A ?Md - Re (3)
< _,2-__._’1 PL
w | ¥2l
ou d, u sont respectivement des longueurs et des vitesses typiques

2t Re est appelé le nombre de Revnolds,

La guestion qui se pose est de savoir ce qui se passe lorsque
le nombre de Reynolds devient important. Observens le comportement
temporel d'une composante de la vitesse an un peint donné pour un fluide
turbulent contenu dans un volumeL)Y fini. Un spectre de Fourier de cette
guantité montre une zone large bande qui indique que toutes les fré-
quences sont alimentées en énergie. Une autre caractéristique est le
fait que le comportement est imprédictible (par exemple la fonction

d'auto-corrélation temporelle tend vers o).

Dans la pratique, les expériences que nous avons analysées
sont généralement des instabilités cenvectives ;  dans ces systémes
la force est une force extérieure indirecte. Il fau:r alors ajouter
a (1} et (2) une éguation qui décrit 1'évolution de cette derniére.
Par exemple pour le problime de Rayleigh-Bénard {couche horizontale
de fluide chauffée par dessous), c'est la distribution de température
qui induit une distribution de masse volumigue gui constitue le moteur
de l'instabilité par l'intermédiaire de la poussée d'Archimdde. Ainsi
le champ de température est couplé trés fortement au champ de vitesss,
Les équations de ce probldme dans le cas général sont plus compliguées

gue (1) et (2), nous ne les présenterons donc pas.




Cependant, les idées qualitatives qui vont suivre peuvent
s'étendre a de tels systémes et a d'autres objets physiques qui sont
régis par des équations aux dérivées partielles non-linéaires dissipa-

tives. Nous considérerons donc (1) et (2) comme un medéle typigue.

Lorsque l'on examine le comportement turbulent d'un liquide
confiné et gue l'on essaye de comprendre la nature de celui-ci, une
idée qui pourrait venir & l'esprit est que (1) et (2) n'ont pas toujours
de solutions ou méme que celles-<i ne sont pas régulidres. C'est pourquoi
nous évequons maintenant les propriétés d'exisztence et d'unicité des

solutions da (1) et (2).

A.2 EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTIONS, SINGULARITES

Pour étudier ce probléme, il faut distinguer le cas bi-dimen-
sionnel (e R*) du cas tri-dimensionnel (QeR®). Pour le premier, on
démontre qu'il y a existence et unicité des solutions des éguaticns
de Navier-Stokes (pour u > 0) pour tous les temps. De plus, ces solutions

sont analytiques (dérivables et toutes les dérivdes continues) et réelles.

A trois dimensions, la solution jouit des mémes propridtés
peur un certain intervalle de temps fini. Ensuite, la vitesse peut
devenir non bornée & des instants singuliers (Leray), on parle alors
de singularité. Mathématiquement, on est incapable de dire si un tel
phénoméne se produit ou non. Un certain nombre d'études numeriques

ont été effectuées pour tenter de les mettre en Svidence.

Intuitivement, on sent que les conditicns pour lesguelles
une singularité peut se produire correspondent & un champ de wvitesse
trés inhomogéne. Une fagon de réaliser cela est de prendre des conditions

initiales correspondant A des tourbillons.

Citons deux veoies de recherche des singularités : la voie
directe et l'approche par les singularités complexes. La premidre utilise
des méthodes dites de vortex : on peut décrire la distribution de la
vitesse a une distance donnée d'un tourbillon par des équations analogues
a4 celles de la magnétostatique tirdes de (1) et (2) dans 1'approximation

p o= Q.



Les simulations [1] effectudes sur un seul vortex gque l'on perturbe
semplent indiguer que la taille de celui-ci tend vers 0, ce qui implique
que la vitesse maximum en son intérieur tend vers 1'infini (la circula-
tion est constante). Il faut se garder cependant de conclure a la pré-
sence de singularités .car les calculs évoqués plus haut reposent sur
le fait gque les tourbillons conservent indéfiniment leur aspect cylin-

drique*.

Pour la d&euxiéme approche, considérons la vitesse u(x,t) ;
elle dépend de coordonnées d'espace-temps réelles (x,t) |R4 ; on peut
plonger|R4 dans C4 {C corps des complexes) et la solution "prolongée”
peut alors présenter des singularités [2]. Il peut se produire que
ces singularités soient trés proches du domaine réel. La simulation
des équations (1) et (2) pour p = 0 et des conditions initiales de
tourbillon de Taylor-Green a révélé que les singularités d'espace com-
plexe se rapprochent du domaine réel suivant une leci de puissance [ 2],

sans toutefois jamais l'atteindre,

Ainsi le probléme de l'existence ou non de singularités pour
les é&quations de WNavier-Stokes est ouvert. Cependant, dans toute la
suite nous supposerons gque les solutions de (1) et (2) sont unigues
et régulidres pour tous les temps. Dans cette optigque, pour expliquer
le comportement des écoulements turbulents, Landau a proposé la théorie

suivante.

A.3 LA TURBULENCE VUE PAR LANDAU (1944) ({ 3 |3

Supposons un écoulement stationnaire. Si on augmente le nombre
de Reynolds, celui-ci va se destazbiliser, d'aprés [3 ] on aura alors

- . . o . +
un  ecoulement qui présentera une composante temporelle péricdigue

* On sait en particulier gue des tourbillons cylindriques peuvent
donner lieu & des rubans de vorticité ({(rotationnel de la vitesse)
qui scnt eux-mémes instables.

La vitesse s'écrit alors

v = Re l: > AP ei:(zﬂ'git + ‘Pt)?:{
peZ




Pour une valeur supérieure de Re celui-ci va de nouveau de déstabiliser
et donner lieu a un écoulement bi-péricdique [ 3 ] (1/f1, 1/f2) avec
f]/f2 irrationnal*.

Ce processus va se repéter [ 3] et on aura un écoulement n-pé-
riodique {tere Tn) avec n-»a0 pour Re —> o0 . Cette théorie est peu sa-
tisfaisante dans la mesure ol la solution pour n < &0 ast ragulidre
{la fonction d'auto-corrélation ne tend pas vers G} ; de plus le spectre
en fréguences st discret. Ces deux faits sont contraires aux observa-
tions, pourtant ce n'est qu'en 1971 que cette phéneménologie a pu atre

completement remise en gquestion.

B - LE PROBLEME ETUDIE PAR RUELLE ET TAKENS ET L'OBSERVABILITE DES TORES Tn

De fagon trés générale, en 1l'absence de singularités, une équation
aux dérivées partielles peut &tre considérde comme une équation diffé-
rentielle dans un espace de champs gque nous appellercns espace des
phases. Dans le cas particulier de (1) et (2) celui-ci sera le sous-es-
pace de l'espace (de dimension infinie) des champs de vitesse de carré
sommable J? (L) tels que V. T =0 et 0 . n =0 sur [ frontiére du

volume XL confinant le fluide [ 4 ]. L'équation (1) devient alors [ 4] :

émh=‘-=m(ll_l,t) : (4)

dt

ol ﬂ_J correspond 2 la donnée de la vitesse en tous les points du volume
SY1. Il faut denc considérer (4) comme une équation différentielle ordi-
naire liant des opérateurs dans un espace de dimension infinie et 1'étu-

dier en tant que telle.

Nous supposerons gque la définition de conditions initiales :

* On parle en ce cas de tore T,. Un tore T, peut &tre considéré comme

2 2
"produit" de deux courbes fermées ; ces dernidres &tant assocides
chacune & une des fréquences



H——j £=0 =IL‘{0 ' | (5)

définit la sclution u“J & de (4} de fagon unique ; 1'apérateur ft tel

que “_J £ = ftle o Sera appelé le flot associé A 18 La théorie de

0
Landau impliquait que “_J N était une fonction a-périodique et donc
gue ﬁ_J ‘ décrivait un objet de dimension n (tore 7Tn) dans l'espace
des phases. Ruelle et Takens ont montré que ces objets peuvent dispa-

raitre lors de petites perturbations du systéme (4),

Pour cela, ils se sont ramenés a un espace de dimension finie,
grédce au théoréme de la variédté centrale que rous allons expliciter,
Remarquons gqu'en utilisant des outils globaux {majorations de normes
dans |l (LL)), Temanm [ 5] a pu montrer récemment que la dimension
des attracteurs pour les équations de Navier-Stokes é&tait finie. Ieci
cependant nous reprendrons l'aspect historique du probléme en montrant
que sa résolution a constitué le point de départ d'une nouvelle concep-~

tion des phénoménes turbulents.

B.1 LE THEOREME DE LA VARIETE CENTRALE

Pour é£tudier le probléme de la stabilité de tores Tn, Ruslle
et Takens se sont d'abord ramenés & un sous-ensemble de 1'espace des
phases { u_z (L) de dimension infinie) gui est de dimension finie.
Avant d'expliciter c¢e théoréme montrons comment é&volue ce que l'on

-va appeler un point fixe du systéme.

Pour cela, considérons le cas particulier ol M de (4) ne dépend
pas du temps (on peut souvent s'y ramener). Soit ﬂ_l g un champ tel
que M ( mJ s) = 0 ; uJ . =lLJ - est une solution de (4) mais on ne sait
pas si elle est observable ou non. Pour 1'étre, elle doit 8tre stable
c'est-a-dire gque toute perturbation de U_l N autour de u“Js s'amortit.
Ceci se produit lorsque la différentieile de M en uj s @ toutes les

+ , N , ) . )
valeurs propres de son spectre qui sont a partie réelle négative.

+ La différentielle qui est un opérateur lindaire est analogue dans
¢s probldme au hamiltonien qui posséde des niveaux d'énargie en

Mécanique Quantique. L'espace est ici aussi un espace de Hilpert.




Imaginons maintenant que l'une des valeurs propres ait une partie réells
nulle et que lors d'une évolution des paramdétres cette dernidre deviendra
positive. Le peint fixe U_l s deviendra instablse i intuitivement on
comprend que l'on peut réduire 1'étude locale du changement de la dyna-
mique a un espace de dimension 1. Ceci peut se formaliser sous la forme
d'un théoréme que nous énoncerons dans le cas ol l'espace &es phases
est de dimension finie [ 6]. Pour cela il est d'abord nécessaire d'intro-
duire la notion, gque nous ré-utiliserons par la suite, de champ de

vecteurs,

Censidérons (4} avec M indépendant de t, dans un espace des
phases de dimension faible ( Wﬁz pour fixer les idées). Le champ de
vecteurs associé.é (4) sera par définition la carte des vecteurs tangents
4 la trajectoire en tous les points de IR ’ i ceux-ci sont donnés par
M(x,y) pour (x,y)é—lﬁ? - Il est clair que la donnée du champ de vecteur

M(x,y} définit (4) de fagon unique.

Nous allons maintenant citer le théordme. Placons nous dans

N et considérons un champ de vecteurs ct (r fols différentiable)
qui possede le point fixe (0,0,...,0). Considérons la matrice 3jacobienne
des dérivées partielles et supposons qu'elle posséde des valeurs propres
a partie réelle négative (en nombre U'S), nulle ( @7 ). Alors, il existe
au moins une variété We (de classe Cr*])+' invariante localement sous
l'action du flot qui est tangente en 0 au sous—-espace propre Ec sous-
tendu par les valeurs propres assocides i CFC. Cette variété centrale
est treés impertante pour déterminer comment évoluent les propriétés
de stabilité locales d'un point lorsque l'on change les paramétres
(nous supposerons dorénavant qu'il n'y en a qu'un, que l'on appellera
Ki. Lors d'une variation infinitésimale de K, la structure locale du
flot associée a des wvaleurs propres de partie réelle non nulle ne va
pas beaucoup évoluer (les systémes que 1'on considére sont suffisamment

W oL 4
lisses pour cela).

+ Pour fixer les idées une varidté différentiable de classe Ck et
de dimension n est un ensemble M tel que pour chague x & M, 11l
existe un voisinage U_ pour lequel il exist§1une bijection de class
C. : RY U, dont la réciprogue d) est aussi de classe C
(ex: la sphére dans JR® o5t une varidtd . % de dimension 2).



Par contre, les valeurs propres dont la partie réelle est nulle pour
M = p*, peuvent devenir & partie réelle positive ou négative lorsgue
B » p*. Il y aura alors des nouvelles directions instables ou stables.
Le corcllaire trés important de ce théoréme est que 1l'on peut réduire
1'étude du changement de la dynamique du champ de vecteurs de = 7y
We qui possede en général une dimension nettement plus faible*. Ruelle
et Takens [ 7] ont utilisé une version de ce théoréme qui s'applique
dans le cas ou l'espace des phases est de dimension infinie, ce qui
est le cas pour celul associé aux équations de Navier-Stokes ; ils
se sont alors ramenés & une variété de dimensior faible. En fait, ils

. . , n
se sont places heuristiquement dans ﬂa .

B.2 LE PROBLEME DE LA STABILITE STRUCTURELLE ET DE L'OBSERVABILITE

La netion de stabilité structurelle de systémes est lide 3
la structure de Ll'ensemble de ces systémes. Considérons 1'ensemble
des systemes dynamiques lisses (c'est-id-dire des champs de vecteurs
%) qui agissent sur une partie bornée de IR ". on peut définir une
norme sur ces champs de vecteurs. Dans [71, on peut voir 1'exemple
d'une telle norme construite & l'aide des différentes dérivées partielles
du champ. Ruelle et Takens ont montré (proposition 9.2 de [7]) que
quelque soit un voisinage (dans l'espace des champs de vecteurs et
au sens de la distance définie par la norme ci-dessus) d'un champ de
vecteurs gqui laisse invariant un tore Tk (k 2 4), il contient un en-
semble ouvert de champs de vecteurs qui possédent un "attracteur étrange”

(attracteur Axicme A non trivial).

Nous expliciterons plus lein ces derniers termes. De telsg
objets sont stables par rapport a de petites perturbations des para-
metres, puisque précisément ils constituent un ensemble dense de 1'en-

semble des champs de vecteurs pour la norme définie plus haut.

* Dans le cas trés intéressant physiguement, ol toutes les valeurs
propres sont a partie réelle négative ou nulle, cette réduction

2 la variété centrale permet une analyse non linéaire détailléde
du systeme [ 81.




La situation est un peu analogue a celle de l'ensemble des rationpels
0 et de l'ensemble des réels K . Supposons que 1l'on "perturbe" un ration-
nel en medifiant & l'infini les termes de son écriture décimale, alors
on a toutes les chances de tomber sur un réel ; ce dernier restera
un réel sous l'action des mémes perturbations. On dit gue les tores
Tk (k > 4) sont structurellement instables ; au contraire les attrac—
teurs étranges sont structurellement stables. Ce résultat a &té é tendu
dans [ 9] a8 k = 3 et i .des champs de vecteurs de classe Ca. Peixocto
{cité dans [7]) avait montré que les champs de vecteurs laissant inva-
riant un tore Th— sont structurellement instables, et cédent la place
4 des champs de vecteurs périodigues lorsqu'ils sont soumis 2 de petites
perturbations (on parle en ce cas d'accrochage). Tous ces théoremes
de stabilité structurelle nous disent que l'on peut trouver des champs
de vecteurs possédant des "attracteurs étranges" aussi prés que i'on
veut des tores Tk {k 23 ). Cependant ils ne nous renseignent pas sur
le nombre (la mesure) de ces objets dans un voisinage (toujours dans
l'espace des champs de vecteurs) de Tk en fonction de 1la taille de
Cce voisinage. En particulier s'ils sont en densité de probabilité négli-
geables on ne les cbservera pas. On en arrive & la notion d'observabilitéd
qui va refléter davantage la vréalité expérimentale. Ainsi, la famille
de difféomorphismes (bijections différentiables et dont la réciproque

ast différentiable) du cercle [0, 27

Ag Yi— y+ X+ Esiny 0 X 2w (6)
o €g |

que l'on peut considérer comme sections de Poincaré (coupes orientdes)
d'un flot sur un tore Tl, ne devraient pas remplir le cercle pour des
valeurs guelconques de £ et & . (On devrait en effet observer une
trajectoire périodigue, c¢'est-a-dire fermée sur Tz et celle-ci ne donne-
rait qu'un nombre fini de points dans la section). En fait [ 10], bien
que l'ensemble des valeurs des paramétres pour lesguels on a une trajec-
toire fermée soit partout dense dans 1'espace des paramétres (& ,X )

(ce qui montre la stabilité structurelle de celle-ci) il devient -en
densité de probabilité~ négligeable lorsque & 0 (tel que b3 <.£Wﬂ tend
vers 0. Le nombre & q peut étre considéréd comme la taille du voisinage
(évogué précédemment) ou l'importance de la non-lindarité. Ce résultat
confirme 1'observation numérique de trajectoires qui remplissent le

cercle pour S

0 petit, pour le systéme (6).



Dans ce cas particulier, la situation peut étre étudide complétement
et les tores a nombre de rotation (gquantité mesurant le nombre de "tours"
effectuds en moyenne en une itération du difféomorphisme), proche voir
[10] d'un nombre rationnel vont se déstabiliser les premiers (théoféme
Kolmogorov-Arnold et Moser). Pour répondre 3 la question de 1'ohservabi-
1ité de tores T

T des simulations numérigques ont été effectuées

37 '
récemment [11]. Les :uteurs ont considéré des applications de [0 211']2
ou chaque coordonnée ressemblait & (6) ; de tels systémes peuvent étre
assimilés 3 des sections de Poincaré de tores T° (ou T4}. La perturbation
est simulée en introduisant une amplitude et une phase aléatoire dans
le sinus de (6). Ces calculs indiquent que plus l'intensité de la pertur-
bation est grande (l'équivalent du E 0 précédent) et plus le pourcentage
(tirage aléatoire sur 1'amplitude et la phase) de tores gui vont se
déstabiliser augmente. L'idée qui se dégage de cgette dtude est que
si 1l'intensité du "couplage" non-lindaire entre oscillateurs diminue
aleors on pourra cbserver des tores Tn (n  7» 3). Expérimentalement,
on a pu réaliser des expériences de convection thermique dans lesquelles
il y avait quatre fréquences incommensurables. La taille du récipient
est grande et trois fréquences sur les gquatre sont localisées spatiale-
ment [ 12] ; ceci semble impliquer qﬁe le couplage -entre ces modes est
faible. Dans le méme état d'esprit [ 13] un systéme de 3 systémes diffé-
rentiels non-linéaires trés faiblement couplés présentant chacun un

(= T_xT_ xT.)

tore T2 a été étudié. On a alors un mouvement sur un tore TG S XTI, XT,

Lersgque des tores Tn se déstabilisent, ils peuvent -si l'inten-

T

sité de la perturbation est faible- donner lieu & des tores LY e
ou -si celle-ci est plus forte- des "attracteurs étranges" dont nous

allons évoquer les principales propriétés.,

B.3 IES ATTRACTEURS ETRANGES : UN APERGU

Supposons le systeme dissipatif, c'est-a-dire gu'un volume
infinitésimal tend vers 0 sous l'action du systime*. Les sclutions

peuvent tendre vers des attracteurs simples : points fixes ou cvcles

* Il v a ici une grande différence avec les systémes hamiltoniens

ou plus généralement conservatifs pcur lesquels le volume usuel de
1'espace des phases est conservé : théoradme de Licuville.




limites ou méme tores Tn' 8i la dimension de 1l'espace des phases
est supérieure ou égale A 3, on peut-avoir des attracteurs plus compli—
qués. La trajectoire s'inscrira sur un objet fractal dont la dimension
est génériquement non-entidre. Nous verrons plus loin que l'on peut
définir un "nouveau volume” qui sera conservé pour ces systémes (notion

de mesure).

Sur ces attracteurs particuliers, la dynamique est presgue
toujours* chaotique, les trajectoires trés proches divergent exponentiel-
lement. L'objet étant borné, 1l y a convergence exponentielle dans
d'autres directions (pour une image, voir Figure 1). Sur un tel systéme
on perd tres wvite la donnée d'une conditicn initiale. Il agit donc

comme un générateur d'information vis 3 vis d'un observateur extérisur.

De tels attracteurs présentent pour des observables définies
sur l'espace des phases certaines des caractéristiques que nous avons
évoquées A propos des écoulements turbulents : un spectre de Fourier
large ‘bande et une fonction d'auto-corrélation temporelle qui tend
vers 0. Nous allons préciser davantage ces objets en présentant les

propriétés d'un systéme dynamique différentiable de - R".

Les résultats cités plus haut (instabilité structurelle des
tores Tk’ k 2 3) sont valables pour des objets de dimension finie
(espaces euclidiens ou variétés). Nous nous raménerons & IR™ sachant
que 1l'on peut plonger toute variété différenziable de dimension n dans
1Ri2n+1 par un difféomorphisme (bijection bi-différentiable) (théorime
de Whitney, wvoir {15 ]). Teman [ 4, 5 ] a montré gue la dimension des

. . . . L.t
attracteurs pour les equations de Navier-Stckes &était finie

* Mais pas toujours, Grebegi, Ott, Pelikan et Yerke ont donné un

exemple d'attracteur étrange (fractal) non chaotique [ 14 1 pour
une classe de systémes modélisant un oscillateur (pendule) nen~liné-
aire excité par deux fréguences incommensurables (f f Un tel objat

se trouve détruit et devient chaotique si la pef%urbatlon n'est

pas guasi-périodique de périodes 1/f1 1/f . Usuelliement de tels sys-

témes semblent rares ; un comportement fractal non chaotigue se

rencontrera pour des valeurs singuliéres du paramétre d'instabilité
= f1— =

Ex. X1 Weoox, (1 xn) p= 3.6.

+ en l'absence de singularités pour la solution.
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Figure 1 : Image de 1'hyperbolicité pour un flot
Zigure | yp
XX' correspondant i 1l'espace instable E;
YY' correspondant 4 l'espace stable E;

00' correspondant & l'espace tangent Eg
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Nous supposerons que ces attracteurs reposent sur des variétés de dimen-
. o n _ .

sion finie que 1l'on peut alors plenger dans IR™ . Nous verrcns au chapitre
II la maniére pratique de réaliser cette derniére opération qui est

le probléme auguel est confronté 1'expérimentateur en hydrodynamique”.

Nous allons maintenant illustrer plus précisément les problémes
associés au systéme dans son espace des phases en étudiant le cas d'un

systeme dynamique de R™.

i1
C - ATTRACTEURS POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE DIFFERENTIABLE DANS |K
X = B(X)

Une feois la condition initiale %, fixée, la soclution X, = Ttxo
existe et est unique (en particulier il n'y a pas de croisement de
trajectoires). De plus, le systéme dynamique T gQue nous considérerons
sera dissipatif (les volumes de l'espace des phases seront contractés
en moyenné scus 1l'action de T). A ce propos il est intéressant de men-
tionner gue pour une transformation T & temps discret, les é&léments
de volume infinitésimaux au point x croissent propertionnellement au
déterminant de la matrice des dérivées partielles en ce point. Pour

un systéme différentiel, c'est la trace de la matrice jacobienne gui

intervient dans la croissance relative d'un élément de volume infinité-
o kR
2 X

sée de la transformation T s'dcrit :

'"(:L:E.Ei)u (7)

2% e

simal. En effet, soit ( ) la matrice jacobienne, 1'édquation linédari-

ou U, & I'Rn. Considércns un élément de volume U =IU‘AU7_I\--- Aunlinfi-

nitésimal de IR™ o les Ui obéissent 4 (7). Alors [16] :

_\.:'l....,:TTL(a;—F—-':—) (8)
11 Ix; fxl(d)
3k

Dans certains cas, Tr { ) < 0 ne depend pas de x ;

ey
4 .
cela se produit par exemple pour le systéme de Lorenz [17]. Cependant,

cette proprigte est trés rare dans l'ensemble des systémes dynamiques.
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Pour un systéme général, F est une fonction de x (de méme le déterminant
des dérivées partielles si T est & temps discret). Ainsi le taux de
dissipation dépend en général de la position dans 1'espace des phases.

Il existe méme des systémes tels que celui qui a été présentéd

dans [18] pour lesquels Tr (325;7) 2st en moyenne négative tout
. Xy e (k)
en etant nulle pour certaines trajectoires. Dans ce cas particulier,
i1'espace des phases présente des zones conservatives (tores de X.A.M.)
et un attracteur. Il y a donc plusieurs ensembles qui vont décrire
le comportement asymptotigue des trajectoires, Par la suite, nous suppao-
Serons due nous aveons un attracteur unigue dans l'espace des phases
ou que les conditions initiales que nous avens ne donnent pas lieu

a4 une ambigulté dans les conditions finales.

D - L'ESSENCE DES ATTRACTEURS ETRANGES OU LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES { 19]

Les situations pour lesquelles on peut développer une théorie mathé-
matigue complete sont celles ol le systéme présente la propriété d'hyper-
bolicité+. Cette notion formalise la contraction locale suivant certaines
directions et la dilatation suivant d'autres. Cette propriété se conserve
lors de petites perturbations du systéme : les systémes hyperboligues

sont structurellement stables.

Nous gardons cette définition sous scn aspect formel car nous l'ana-

lyserons en détail sur des exemples par la suite.

Soit T ume application différentiable de W ” gans [R™ et soit

A compact tel que TAE A Supposons T inversible sur un veoisinage
, . . . Ti
de /\ . Soit D‘I‘X la matrice jacobienne (g:é'.) (d'ordre n) en x. L'en-

<
semble A sera dit hyperbolique si pour tout x de A lﬁln se deécompose

+ On parle aussi de C-systémes ou systémes Axiome A, lorsque des
propriétés additionnelles sont vérifiédes.

* Par exemple une application a temps discret ou la section de Poincaré
d'un flot. :
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. n s L
en une somme directe de sous-espaces {R™ = Ex @ Ex (tout vecteur de
n . . s
IR s'ecrlt_ de fagon unique comme somme d'un vecteur de Ex et d'un
L
vecteur de Ex) tels que :

L
E% et Ex sont invariants par DTx

oT'x E§ = g3
Tx
DT EL = E£
x Ex = B
b o: 3 ¢S 0et0< A < 1 (indépendants de x) tels que

i $e Ex IDTe €1 <X I%l Ynen
Ce Ex L DT gl € e %l

B

‘ t - . -~
c : Ex et Ex deépendent continlment de x.

.

5
Ex (EX) est appelé espace stable (instable). Pour de tels systémes

on a4 une structuration de l'espace régulidre avec dJdans chacune des
i . s . L
directions un compeortement contractant (Ex) ou dilatant (Ex) et celle-

¢i se transporte de fagon continue avec x.

Remargues
1. Le cas des systémes différentiels x = Flx) et x = ftx0 a2 temps
continu est légérement plus compliqué : il Ffaut tenir compte du
=] Y o
vecteur tangent (R™ = g @ Ex @ Ex avec dimension Ex = 1) (voir
figure 1),

2. Pour de tels systemes on peut montrer l'existence de varletes stables

5
Wx et instables Wx qui sont tangentes en x a Ex et Ex

3. Dans l'ensemble des systémes hyperboliques il existe une sous-classe
de systémes appelés diffdéomorphismes Axiome A. Ils sont tels que
1'ensemble /\ des points récurrents* est compact et hyperboligque

et tels gue l'ensemble des points péricdigques soit dense dans A

* X, est récurrent si il existe des points x trés proches de x_, tels
gque la trajectoire issue de x repasse trés prés de x. en atténdant
suffisamment longtemps {plus grec15ement pour tout ouvert U = Xy
il existe unn e N tel que TU N U#F).

\
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4, Pour un attracteur Axiome A, on exige en plus quef\ soit un attrac-
teur {c'est-a-dire que l'ensemble des conditions initiales dont
les trajectoires atteignent l'attracteur soit de mesure de Lebesgue
positive). De plus il faut qu'il exisﬁe un x &€ N\ tel que T x

soit dense dans A\ . (Tout point de A est atteint par "%}

Ce type de systéme est académique. Le contexte dans lequel on parle
d'attracteurs est plus vaste (voir les polémiques & propos des défini-
tions d'attracteurs) cependant il est des cas ou il a été possible
de montrer que l'attracteur est hyperbolique ; en voicli quelques exem-

ples :

2
Pour la transformation de Lozi [20] dans IR

Ly = |+ Yn —Q-e\xﬂ\

Y“""‘\ = b:(:n

on a pu démontrer 1'hyperbolicité en presque tous les points d'une
partie de 1522 qui contient 1'attracteur (voir références dans [21 ]).
Pour le systeme de Lorenz [ 17], on a considéré la transformation T
induite par le flot £%¢ 3 l'intérieur de la section de Poincaré (z = cte)
Sinai et Vul [22 ] ont vérifié numériquement les conditions d'hyperbolicite
(du moins pour c¢e .qui est de la dilatation} sur T. Remarquons que 1'hy-
perbolicité de la transformation induite n'entraine pas eelle du flot.
Néanmoins, il est trés probable gue l'attracteur de Lorenz soit hyperbo-
ligue. Au contraire, la transformation de Hénon [ 23] qui correspend
a {9) avec x: au lieu de | xn\ ne possife pas un attractfur hyperbolique ;
la continuité des e?paces stables EX et instables EX pourrait ne pas
&tre vérifide car Wx se replie indéfiniment sur elle-méme. {(voir [§ ]
p- 268). Il se pourrait que "l'attracteur" numérigue observé corresponde
3 une infinité d'orbites périodigues avec des bassins d&'attraction*
trés petits {on "sauterait" d&'un bassin a 1'autre sous l'action du
bruit toujours présent). Néanmoins pour ce qui est de la pratique expé-

rimentale, nous n'aurons vraisemblaklement jamais accés A ce genre

d'information ;

Bassin d'un“attragteur : ensemble de tous les points dont les trajec-
toires vont aller sur l'attracteur.




nous considérerons donc l'attracteur de Hénon comme un attracteur étrange

chaotique.

‘Le probléme qui se pose maintenant est de caractériser ces enseﬁbles
limites décrits par les trasjectoires du systéme. Les quantités que
nous allons introduire auront toutes la propriété 4d'dtre invariantes
lors de changements de coordenndes pour lesquels le Jacobien et 1'inverse

. . . . .+
du jacobien sont uniformément bornés .

E - CARACTERISATION METRIQUE DES ATTRACTEURS

Les notions gque nous allons introduire reposent sur la deéfinition
d'une distance sur l'objet considéré : c'est -la structure d'espace

métrique.

E.1 DIMENSIONS GEOMETRIQUES: CAPACITE ;DIMENSTON DE HAUSSDORFF

L'attracteur est comme nous l'avons vu un objet qui a un volume

. n

nul (il a une mesure de Lebesgue nulle) dans l'espace des phases R~

Ceci nous conduit a dire qu'il faut le caractériser par une dimension

nen-entiere, strictement inférieure i n. Nous sommes alors conduit

<L , D2 . . , , . .t
a introduire des quantités qui généralisent 1la notion de dimensicn

a de tels ensembles. Nous présentercns la capacité intreduite par Xolmo-

garov (1953) puis nous la relierons 3 une notion définie par Hausdorff

au début du siécle.

Soit A un attracteur et soit un recouvrement de A constitué
par des boules de diamétre r. Soit N (r,A) le ncmbre minimum de boules
qui doivent &tre utilisées pour recouvrir A. La capacité de A sera

) LO N P)A)
de (A) = i sopl- JemEA

+* Cette condition n'est peut-étre pas rédalisde dans la pratique.

+t+ Encore une fois, nous considérons ici la notion de dimension comms
associée a4 une distance et non i une structure d'espace vectoriel
(ce guli donne lieu A un cbjet essentiellement lindaire). {Voir
le chapitre III pour un exemple montrant 1'inutilité de telles

notions dans ce contexte).
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Cette quantité montre comment varient les recouvrements de

L'objet en fonction de la taille de ceux-ci : le nombre de boules N(r,A}

N . « - A .
recouvrant A vaut 4 un pré-facteur prés r dc( }. Dans les cas particu-
. n , ~ ' .
liers & = IR dC{A) = n, il en est de méme pour Qn. Cette notion est
denc relativement grossiére : elle ne fait pas la différence entre

un ensemble dénombrable et un ensemble non-dénombrable. Il faut alors
recourir a une autre définition dans laquelle les boules du recouvrement
ont une taille variable. C'est la notion de dimension de Hausdorff#
dH. De fagon générale, on peut montrer gue pour un ensemble compact
(de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous-recouvrement

fini), dH .\< dc' En reprenant l'exemple précédent, on aura
0 = dH C@.) < AH(‘R)= i

L'inégalité dH < d_ sera cependant considérée comme pathologique.
et dans la plupart des cas “"physiques” ou des modéles considérds, il

y aura égalité entre ces deux quantités.

Grace & ces notions de dimension, on peut caractériser 1'aspect
self~similaire de 1l'attracteur, c'est-a-dire gque le nombre de boules
de taille r le recouvrant croitra comme une puissance de r pour les
faibles valeurs de r et ceci aussi faibles soient ces valeurs. Nous
décrirons maintenant la dynamique associée aux trajectoires du systime

sur l'attracteur.

E.2 L'ENTROPIE TOPOLOGIQUE : TAUX DE GENERATION DE NOUVELLES
TRAJECTOIRES

Nous allons maintenant considérer un nouveau paramétre : la
longueur des trajectoires. L'entropie topolegique décrit le comportement

du taux de divergence de trajectoires en fonction de leur longueur.

* La dimension de Hausdorff est définie [ 6 | comme la borne inferieure
des X tels gque
£ > 0 étant donné, il existe & > 0 et un recouvrement U de
A (A Uu) tel que Yu & U,diamétre {uj< % et > fdiam{u) 1% ¢ <

veld uel]
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Soit un recouvrement de l'attracteur A par des boites de taille

r* gqui sont numérotées de 1 & M{r). Considérons maintenant une séquence
de b boltes (i1, -+. 1f). 8i le systéme engendre une trajectoire décri-
vant ces b boltes nous compterons 1 sinon 0. On somme alors sur toutes
les séquences {;(... ib) possibles soit J%b(n) ce nombre. L'entropie
de A par rapport a la partition r est définie par la limite si elle
existe! _

imy A Log [40(m)]

n n

- O

Pour définir 1'entropie topologique, on prend la borne supérieure de
ces quantités pour toutes les partitions possibles (dans ce cas particu-

lier cela revient 3 prendre r —s ().

Les définitions précédentes ne nous donnent aucune information
sur la densité .avec laguelle l'espace des phases sera rempli. Elles
sont treés difficiles & calculer et toujours sous-estimées dans la pra-
tigue. En effet, lorsque l'on génére une trajectoire d'un systéme dyna-
mique, celle-ci va beaucoup peupler certaines zones de l'espace des
phases et peu d'autres. Il faut donc disposer de tras lengues trajec~
toires pour que le calcul de ces quantités géométriques ait- un sens.
Pour rendre compte de la non-équipartition des trajectoires dans l'espace
des phases il faut introduire une densité de probabilité (ou mathémati-

guement une mesure). -

F — CARACTERISATION PROBABILISTE DES ATTRACTEURS

Ces densités de probabilité vont donner la répartition des trajec-
toires dans l'espace des phases (ou sur 1l'attracteur). Elles ne seront

pas simples car elles sont définies sur des ensembles fractals:

* La définition que nous allons donner est pour des boules de taille
fixe. On pourrait trés bien considérer des recouvrements finis
d'ouverts quelcongues [19¢ (ce qui impose A compact). Nous en verrons
un exemple au chapitre IV.
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F.0 IA NOTION DE MESURE [24 ]

Pour construire une mesure sur un espace métrique A, il est
nécessaire d'avoir un ensemble B ( > A} de parties de A qui posséde
"des propriétés de stabilité par rapport aux opérations de complémentation
eﬁ de réunion infinie. Une mesure positive sera une fonction de B sur
iRT telle gque 1'image d'une réunion dénombrable d'éléments soit la
somme des images de chacun de ces éléments (propriété 4d'additivitéd
dénombrable). Les éléments de B sercnt des ensembles mesurables. Ces
notions proviennent de la généralisation de la notion 4'intégrale.
Ainsi pour A = JR et B = ensemble des intervalles de IK, on peut définir
la mesure courante ou mesure de Lebesgue par pi{x,,ﬁ 1y = B -& et
1'intégrale de Lebesgue. Pour une description en termes de probabilités
nous nous intéresserons au cas ou p{A) = 1. Cette mesure sera intéres-
sante pour dJdécrire la dynamique si elle est conservée par celle-ci.

Plus précisément : guel que soit A' < B
i (T 0 A') = u (A") {10)

Cn parle alors de mesure invariante sous la transformation
T. Ainsi la mesure de Lebesgue du = dx1...dxn est la mesure invariante
pour un systéme conservatif de W{Il. Physiquement, cela signifie que
le volume usuel est conservé par la transformation (théoréme de Liocuville
pour un systéme hamiltonien). Nous définissons maintenant-une propriété
treés importante du triplet (B, T, u) : celle d'ergodicité. Elle signifie
que les moyennes temporelles sont é€gales aux moyennes d'ensemble. Si

Qﬁ est une fonction continue et p une mesure ergodigue

Do Y_ 4 LT Cb(x(&))é"]: gcb(“‘-)ék‘- (11}
A

Te5e0 T
Dans ces conditions, si est une fonction continue invariante
sous T c'est-a-dire si (;5 {(Tx) = @(x) Y & a (Qﬁ fonction de trajec-

toire) alors on peut montrer que 95 est constante sauf sur des ensembles
de p-mesure 0 (u presque partout constante). Ceci constituera une pro-
priété trés utile par la suite. Une définition équivalente & (11) est

de dire que y est ergodigue si on a




A' { @B) est invariant &> 4 (A') = 0 ou 1.

On dit alors que u est indécomposable sur B. Cela revient
a dire que 1l'on ne peut pas écrire po= -9;1 + {1-p) W, mesure gui corres-
pondrait au cas ou 1l y a plusieurs ensembles limites dans 1'espace
des phases, le terme p est 1ié a la géométrie des bassins d'attraction.
I1 est clair gqgu'il y a une correspondance &troite entre 1'attracteur

et sa mesure,

Un exemple de mesure invariante ergodique est la mesure des

temps de séjour (ou mesure naturells) introduite par Bowen et Ruelle :

-
L A [ dF Sey (2)

T=300

=
1

Si la limite de ({12) est indépendante de ®y alors p ainsi

définie est ergodique.

A priori, il peut exister une infinité de mesures ergodiques
invariantes pbur un systéme donné (voir section 2.5 de (19¢] par exemplel
Dans le cas particulier des systdmes Axiome A il existe une seule mesure
de probabilité invariante et ergodique définie par (712) presque pour

tout x par rappert a la mesure de Lebesgue, et gui est absolument conti-

nue le long des variétés instables ; c'est-a-dire que la restriction

de la mesure aux variétés instables s'écrit pl(dx) = ¢(x)'.dx ol ¢ est
intégrable. Dans les cas concrets, la construction d'une mesure inva-
riante est un probléme extrémement ardu. Pour un exemple dans le cas
du systéme de Lozi (9) on pourra se reportar a [ 21}. Le probléme de
l'unicité de la mesure invariante ne se pcse pas lorsgue l'en fait
des expériences numériques. Le bruit numérique gui est toujours présent
opere une sélection entre toutes les mesures invariantes ergodiques
possibles. Il wva choisir la mesure naturelle ; c'est celle gque l'on
cbtient en faisant des histogrammes, lors de 1'itération {(nous suppose-
rons de plus l'ergodicité de celle~ci, c'est-a-dire son indépendance
par rapport aux conditions initiales, cas d'un attracteur unique} ,
Comme exemples de mesures invariantes ergodiques pour des transforma-

tions données, nous pouvons citer : la mesure de Lebesgue



dp = dx, dx2 .

ap= dxe [ V(i)

, n
.. dxn pour un "bruit blanc™ dans R ; la mesure

(qui est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue) pour

) +
la transformation de {0,1];xn+‘ = 4xn (1—xn) (®) 5 et la mesure

o= d46,...48K [G@m®

décrivant un mouvement gquasi périodigue A k fréquences (tore T_)

0 £ ©; £ 2w ’

Nous allens montrer maintenant comment caractériser ces mesures,

par différentes quantités.

F.1 LES DIMENSIONS PROBABILISTES

Nous ne donnerons ici qu'un bref apergu de toutes les dimensions
que l'on peut associsr a une mesure de probabilité. Pour une revue
tres générale de ce domaine, on pourra consulter [25] ; nous ne présen-

terons ici que celles gue nous utilisercons par la suite.

Suppcsons que nous ayons partiticonné 1l'attracteur en boites
de taille r*, numérotées de 1 & M{r}. Scit pi la probabilité (c'est-a-
dire la mesure de la boite i. La fagon la plus "naturelle" de caractéri-
ser la distribution des pi est de construire une quantité zz pi log pi
de fagon analogue a ce gue l'on fait en Mécanigque Statistique. On définit

alors la dimension d'information par la limite : (si elle existe) :

+ Ce résultat s'obtient en transformant (®) en Xn+1 = 2 Xn modulo 1
qui posséde une mesure invariante constante.

*  On aurait pu donner des définitions ot la taille des boites serait
variable comme pour la dimension de Haussdorff [27]. Des différences
n'apparaissent pas pour des ensembles communément rencontrés. Nous
nous contenterons donc de (13) et (14) gui sont plus proches de
la réalité opérationnelle.
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Il est possible d'introduire aussi les différents moments
de la distribution des pi. On arrive alors & la notion de dimension

A L
9€neralisee M

Leg 2 P!

Dg = __..1__.. QAM

introduite dans [ 26 ]. Cette dernidre notion redonne pour q —» 0 la
capacité du support de la mesure sur 1'attracteur [26 | (ensemble des
points ou la mesure est non nulle)., Pour g —a 1 on retrouve dI (26 1.
D2 est la gquantité gque nous utilisercons le plus en pratique. I1 faut
noter la relation Dg 2 Dp pour p > g [26 }. Il est clair que (14)

va pondérer la distribution des p:

p; et suivant la valeur de g favoriser

les pi faibles ou importants.

Dans la caractérisation de la dynamique la mesure va aussi
intervenir car 1l y aura certaines trajectoires qui seront beaucoup
plus probables gue d'autres. Nous introduisons maintenant les différentes

entropies probabilistes.

F.2 ©LES DIFFERENTES ENTROPIES PROBABILISTES

Reprencns la partition de 1'attracteur définie précédemment,

scit B. Définissons la probabilité p (i1, i iy} de trouver le

2

At, i, at+ At, ...,y 3t + (b-1)A t.

systéme dans la bolite i 5

1
Calculons alors 1'information :

- ) B (i LL) Loté b (€ th) s

(i1 Lb)

Ib

L'entropie métrigue (ou de Kolmogorov Sinai) est définie par

k= dop fﬂm ‘:“Eh— (16)
R, At —e Bot



- 33 -

Remargues

- On auralt pu introduire K de fagon plus générale a 1l'aide des notions

de partiticns d'ouverts mesurables quelcongues [28]. -

- De la méme fagon que l'on a introduit Dg on pourrait introduire

[28] des Z C‘
(¢4 L)
Kg = &UF ’PA‘N\ d qu\l -F \

8,AL bow g-1 bAE S

qui posséderaient le méme genre de propridtés : Kg >, Kp pour p > g,

ef :
C‘!et‘;\f; kc! = LL{_O‘;’ E." "gl._?vn‘ kﬁ = K

Cette notion d'entropie donne une information glcbale sur
le taux de divergence des trajectoires. Il n'est pas possible de savoir
si la divergence se fait suivant un plan ou une droite par exemple.
La notion que nous introduisons maintenant permettra de répondre a

cette guestion au meoins globalement pour 1'attracteur.

F.3 LES EXPOSANTS DE LYAPUNOV - DEFINITION ET RELATIONS AVEC LES
QUANTITES PRECEDEMMENT DEFINIES

La définition de ces quantités repose sur un théoréme di a
Oseledec (1968) qui est d'une grande beauté formelle. En voici 1'énoncé

{extrait de [19¢]).

Soit p une mesure de probabilité sur un espace M et T : M—m M
une application laissant u invariante telle que (u,T) soit ergodique.
Soit B une application de M dans l'ensemble des matrices m x m qui
solt mesurable et telle que g}*—(dr-) I-°“a_ HB('JC)“<°° . Soit la matrice
B; = B(T:h-‘) E(TT’C) E(x'-) . Alors pour Y presque tout x la limite
suivante ‘

h* n
'QLFWW (1E3:: Eg:c = f\DC

n=>e0 {18)

)‘/Zn

existe et est u~presque partout constante.

(B* . thansbosée de lo. wratrnicw wm?\exe C.oh‘A\)%.{:ng de. B)
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Ce théoréme tres général s'applique a n'importe quelle fonction

+ L. : .
B(x) mesurable. (<=» son intégrale existe sur l'espace des matrices).
Les exposants de Lyapunov sont les logarithmes des valeurs propres

de /\[x), pour un choix particulier de la fonction B. -

Pour une application T de ird —_— an B(x) sera la matrice

s . . 2T¢ R pes .

des dérivees partielles (?’% ) en =x. Pour un systéme différentiel
t .

dans lR )x = F(x), qui a pour trajectoires x{t) = Ttx, B{x) = 'BT._ )
matrice des dérivées partielles du flot en x. -axd

Remarquons [l9c] gque si m = 1 et E est une matrice réelle posi-

tive alors (18) =

w4 Log (T BTR) 2 o 47 Loy T %) Lay a0

n—>c0 2,., Nn=300 ©n |
on retrouve {(11) qui est le théoréme ergodigue.
Les exposants de Lyapunov sont a relier au taux de croissance

d'éléments de volumes infinitésimaux ; ainsi le taux de croissance

d'un vecteur gx(t) est donné généralement par l'exposant le plus grand

A ,r celul d'un élément de wvolume \le '\gxz e A gxk‘ généralement
par .Z; -\,_ <)\ 7>\2 ‘?xk) . Imaginons une sphére sous-tendue
par les k vecteurs orthogcnaux (S . gxk) ; sous l'action du systéme

e2lle sera transformée en un el¢1psc>1de gqui aura pivoté (certains vecteurs
seront dilatés, d'autres contractés). Ce principe est utilisé lors
du calcul pratique d'exposants de Lyapunov {voir chapitre II}. Il a
aussi permis d'établir une conjecture liant la dimension d'information

et les exposants de Lyapunov (Kaplan et Yorke). Soit A ] lk'exposant

tel que z A€o et Z AM>O |, soit la fonct:.on V(s) “Z/\;"'SA;H

.
=1

onaVvit) L0 £V (0) Vva s 'annuler pour s —(ZA )/‘A‘__H]

+ Il est important de noter que les matrices B(x) ne commutent généra-
lement pas {ce point constitue la difficulté du thécréme!.

* Le théoreme est valable aussi si M est un espace de Hilbert. Dans
ce cas le spectre de /\( ) sera infini. Ceci justifie les calculs

d'exposants de Lyapunov effectués sur des équations aux dérivées
partielles.
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La dimension de Lyapunov sera définie par :

dyy = k+so= k= Czk‘ )«L)/’/\RHI

elle correspond & la "dimension" du premier é&lément de volume gui ne
croitra plus scus le flot. Bien que l'égalité dI = dKY {19) soit conijec-
turée, le seul résultat rigoureux existant [19¢] indique gque dI.§ DK (203

Y
pour une transformation de classe C2 at une mesure W ergodigue de support
compact. Ce résultat borne la dimension d'information des attracteurs
pour des équations aux dérivées partielles & partir du calcul des expo-
sants de Lyapunov. ({Voilr par exemple les calculs de Manneville sur

1l'éguation de Kuramoto-Sivashinski qui seront évoqués au chapitre V).

Heuristiquement on doit avoir EE sz = K {21) ; 1'entropie
qui mesure le taux de divergence des trajectoires doit &tre égale a
la somme des nombres de Lyapunov positifs gqui mesurent la divergence
suivant chague directicn. Dans le cas général d'une applicaticn différen-
tiable sur une variété de dimension finie et pour une mesure p ergedique
a2 support compact on peut démontrer que K & Z A;T 19e¢i ; 1l'égalité
se produisant si et seulement si la mesure est - absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue Ie long des variétds instables [30].
Cette hypothése semble vérifiée dans beaucoup d'exemples expérimentaux ;
nous retiendrons donc K = :2:4x1- . Mentionnons que des analogues
DEY et Kz?s fonctions des A ; et de g ont été inventés -{29] pour lesg
dimensions et entropies généralisées Dg, Xg et que des relations généra-
lisant {20) et (21} ont été proposées et vérifides numériguement sur

certains exemples et quelques valeurs de g [291].







CHAPITRE 1T : LES METHODES DE CARACTERISATION DE SIGNAUX

CHAQTIQUES EXPERIMENTAUX

Le chapitre I nous a permis de montrer qu'il y a un véritable
lien entre équations aux dérivées partielles non-linéaires et systimes
dynamigues (dans la mesure ol il n'y a pas de singularités pour la
solution). Le probléme qui se pose maintenant est de déterminer les
invariants caractéristiques du systéme {dimension, entropie, Lyapunov)
dans le cadre d'expériences hydrodynamiques réelles. Dans un premier
temps, on examine les techniques classiques (spectre  de PFourier) et
leurs limitations. La deuxiéme partie sera consacrée aux techniques
récentes ainsi qu'a une discussion sur la méthode la plus adaptée pour
déterminer la dimension, la mise en oeuvre pratigue de celle-ci est

examinée ensuite en détail.

Pour un systéme différentiel non-lindaire d'ordre n, toute
l'information sur les invariants associés aux attracteurs est contenue
dans une fonction quelcongue des variables du systdme. Etant donnés
ia continuité qui existe entre équations aux dérivées partielles et
systémes dynamiques dans IR", dans toute 1la suite, nous considérerons
que les caractéristiques de toute la dynamique du systéme expérimental
scnt contenues dans 1'observable X(t) gque nous analyserons. Dans la
pratigque, cela signifie par exemple que 1'évolution de la vitesse du
ligquide en un point denné de la boite de convection refldtera la dyna-
mique de tout le systéme et non pas seulement les caractéristiques
d'un veisinage du point de mesure. Nous reviendrons sur cette question

en détail dans le chapitre V.

A - SPECTRES DE FOURIER ET FONCTIONS D'AUTO-CORRELATION
A.1 L'OUTIL

On prend la transformée de Fourier de X(t). Celle-ci comporte
une partie réelle et une partie imaginaire mais on ne présente en général
que le carré du module : spectres de puissance (d'ol une perte d'informa-

tion).




Cette technique assez facile a mettre en oceuvre sur un calculateur
(par l'intermédiaire de la transformée de Fourier rapide) a été longtemps
la seule utilisable et utilisée expérimentalement (pour des exemples
on pourra se reporter a [32]. L'analyse du spectre qui est parfaitement
adaptée a l'étude de signaux multipériodiques a permis de bien caracté-
riser le comportement du systéme au voisinage de la transition (dans
la mesure ol celle-ci se fait par étapes). Dans les régimes chaotiques,
on ne peut que dégager certains critéres qualitatifs*. Le caractére
déscrdonné se traduit par la présence d'un bruit large bande que 1l'on
peut différencier 2 la fois d'un spectre de raies et du bruit expérimen-
tal. La plupart des systémes que nous consiaérerons présentent un spectre
de Fourier avec une décroissance exponentiells e’f/fc 3 haute fréguence.
Ce fait est intéressant car 1l se retrouve apparemment pour tous les
systémes déterministes {(voir [32] et références citdes). La fréguence
caractéristigque fc est & relier 3 la distance minimum d'une singularité
a temps complexe au domaine réel pour l'observable x(t)**, Cette théorie
permet de rendre compte qualitativement de l'allure des spectres, cepen-
dant elle ne donne pas d'infeormations directes sur les invariants carac-—

téristiques du systéme.

La fonction d'auto-corrélation que l'on peut calculer directe—
ment ou en prenant la transformée de Fourjer du spectre de puissance
{théoréme de 'Wiener—Kinchine, veir [34]) wva refléter davantage les
quantités définies au chapitre I (du moins dans le cas des attracteurs

Axiome A}.

* Certains auteurs ont proposé d'extraire des spectres de Fourier
certaines quantités que l'on peut appeler dimensions et entropies
[ 31 1. Cependant celles-ci ne caractérisent pas le systéeme d'une
fagon géométrigue comme le font celles du chapitre I, on ne peut
pas dire si le systéme chactigque a une dimension faible ou non.
Nous ne considérerons pas ces méthodes.
** Lorsque l'on calcule la transformée de Fourier A haute fréguence,
on peut transformer 1'intégrale sur R en une intégrale sur un
contour € de @ qui va venir entourer chaque singularité (si elles
ne sont pas isolées, ce qui est le cas réel, le problime sera beau-
coup plus. difficile). Les seules contributiens non nulles pour
W/ e proviennent de ces derniéres ; on aura une somme de termes
exponentiels (l'exposant sera donné par la distance au domaine
réel) qui sera dominde par le terme d'exposant le plus petit { 2,
331.



A.2 RELATION ENTRE L'ENTROPIE ET LA DECROISSANCE DE IA FCONCTION
D' AUTO—CORRELATION

A_2.1 Théorie et conjectures -

Pour les difféomcrphismes Axiome A (voir chapitre I} Ruelle
[35] a pu mentrer gue la fonction d'auto-cerrélation CF(t) -pour une

fonction F des variables du systéme- définie par

T

décroissait suivant

CeW= L (| Fa@) Flemad)de = (F2y

|Cr(®)| < A(F)e“m: (23)

si F est continument différentiable (le méme résultat existe pour les
C-systémes*). Si cette derniére condition n'est pas remplie Cp peut
présenter n'importe quel type de décroissance [ 36]. Dans 1'expression
(23} on voudrait relier ?f a l'entropie métrigue ou & une moyenne des
exposants de Lyapunov positifs. Ainsi Crawford [ 36 ] a effectud des
calculs analytiques de CF(t} pour un C-systéme particulier, dans le
cas ol F est une fonction de carré sommable de classe C° ; il a trouvé
pour 7{ la valeur r,k+ ol k+- est l'exposant de Lyapunov positif du
systéme, D'un point de vue général, le résultat (23) a été étendu dans
[ 37] ol il est démontré gue la transformation de Fourier de CF pour
F différentiable ne présente que des pdles** au voisinage de 1'axe
réel dont les résidus et non la position dépendent de F (ceci entraine

que ¥ de (23) est indépendant de F). Pour les flots, la situation est un

peu différente : Ruelle a pu donner un exemple de flot Axiome A pour
lequel on n'observe pas (23) [ 35 ]. Néanmoins ce systdme ne possdde
pas d'attracteur : 1'ensemble des points gqui sous l'action du flot

vont se retrouver sur l'ensemble invariant est 1'ensemble invariant

lui-méme et est donc de mesure 0O/mesure de Lebesgue: Ruelle vonjecture -

*  Systémes dynamiques définis sur une variété hyperboligue.

** On reprend l'arsenal de { 33 ] mais dans un tout autre contexte.
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gue dans le cas général [37] ( non forcément Axiome A) le comportement
de Cgi(t) est gouverné par la grandeur de t par rapport & un temps Lyapu-
nov, temps correspondant & la perte d&'information sur la condition
initiale,lLog'Ql / X1 oi v est l'imprécision sur le systéme et A -

1
1l'exposant de Lyapunov maximal

pour t ¢ ]Log'ﬁl,fk1 on doit observer "le comportement naturel de Cle).

pour t >’_, LI:‘-%-:?-J-— le "bruit"

tielle de CF(t} (l'exposant étant la somme des exposants de Lyapunov

devrait entrainer la décroissance exponen-

positifsg) .,

A.2.2 la dure loi de 1'expérience

Nous avens examiné la fonction d'auto-corrélation pour le
systéme différentiel de Lorenz [17}. Le systéme (17} (les paramétres
valant R = 28, @ = 10, b = 8/3) a alors été intédgré avec une méthode
de Runge-Kutta d'ocrdre 4 avec un pas de 10—2 et des conditions initiales
voisines de {(0,0,0). On a éliminé les premiers points jusgu'ad un temps
t = 10 qui correspondent & une solution transitoire. On a alors enregis-
tré N = 15 103 valeurs de la coordonnée Z, tous les t =0,08 & To/15
ol To = 0,73 est la pseudo-péricde (pic d'énergie maximum qui subsiste
dans la transformée de Fourier de Z(t)). On peut calctler un ordre
de grandeur du temps Lyapunov défini plus haut : l'erreur commise 2
chague pas d'intégration varie comme la puissance 5 du pas, l'exposant
de Lvapunov positif X| , vaut A 1= 0,9 [ 38]. L'ordre de grandeur du
temps-Lyapunov est donc -en faisant 1'hypothése que le pré—facfeur
dans l'erreur est de l'ordre de 1- : |Log 10—5|/ 9,2 A 35. La {figure
2 montre en coordonnées semi-logarithmiques la fonction d'auto-corréla-
tion pour la coordonnée 7z du systéme de Lorenz (avec les caractéristiques
mentionnées plus haut). La stabilité par rapport a N a &té vérifide.
Aux temps treés courts t f; Tc»,CZ(t) présente une décroissance trés
rapide de 1 & 0.6... Ce phénoméne gqui refldte la partie bruit large
bande du spectre, s'cbserve aussi dans le cas de signaux expérimentaux

[391.
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Analysons cela d'un point de vue plus détaillé dans le cas particulier
du systéme de Lorenz. Pour les valeurs des paramdtres considérées,
1l vy :a deux points fixes instables et la solutiocn spirale autour de
l'un d'eux avant d'étre "réinjectée" aldatoirement autour de 1'autre
ou elle exécute le méme ballet, et ainsi de suite. Le processus de
réinjection introduit une perte d'informatiocn quasi immédiate sur la
valeur ultérieure Z(t) beaucoup plus important que dans la partie "spi-
rale" des trajectoires et c'est peut-étre cela qui produit 1l'effet
cbservé plus haut sur Cz(t) pour t.g To. Pour des temps qui deviennent
de l'ordre de grandeur du temps~Lyapunov la décroissance de CZ(t) peut
étre bornée par une fonction exponentielle (veir figure 2). L'exposant
?( vaut environ 0.06,valeur 15 fois plus faible gue l'exposant de Lyapu-
nov positif. La figure 3 montre la fonction d'auto-corrélation Cplt)
en coordonnées semi-logarithmiques pour la coordonnée 2Z(t) du systime
de Lorenz [l17]1 pour d'autres valeurs des paramétres (R = 40, ¥ = 16,
b = 4). La période d'échantillonnage 4t a été augmentée &3 At = 0.1 ;
l'exposant de Lyapunov n'est pas trds différent en ordre de grandeur
de celui pour les valeurs précédentes du paramétre. Ainsi le temps-Lyapu-
nov est environ le méme que précédemment. On voit sur la figure 3 que

C,(t) peut &tre bornée par e 1t pour To X t £ 20 To et L] (X 0.07

et par e 2t pour 20 To £ t et .52 A& 0.12. Il semble donc que le
comportement exponentiel ({s’il existe) de Cz(t) soit masgqué par le
comportement "natursel" de Cz(t). I1 faudrait peut-étre explorer des

intervalles de temps beaucoup plus longs (t -~ 10 temps-Lyapuncov) pour
i1'observer. Dans la pratigue, le nombre d'échantillons N sur lequel
on effectue les moyennes est £ini. Il ne semble donc pas possible a
l'heure actuelle d'extraire des fonctions d'auto-corrélation une

informaticn reliée aux invariants définis dans le chapitre I.

Les méthodes de diagnostic par spectre de Fourier peuvent
8tre mises en oeuvre directement sur 1'observable X{t). Les guantités
du chapitre I sont définies dans un espace des phases gui est conau
dans le cas d'un systéme dynamigue donné. On peut alors intégrer les
équations et accéder a la structure géométrigue des attracteurs (points
fixes, variétés stables, instables, etc). Dans le cas d'une expérience
de convection, l'espace des phases (gui est un espace de Hilbert de

dimension infinie) est & priori impraticable.
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I1 en est de méme pour le systéme dynamique engendré par les dquations
aux dérivées partielles (voir chapitre I (1) et (2)). Il faut alors

recourir a des méthodes de projecticon des sous-ensembles de U_ 2 (L

contenant la sclution sur ,\Rn. -

B - LA CONSTRUCTION D'UN PSEUDO-ESPACE DES PHASES

Considérons le champ de vitesse U—[ £ représentant le systéme a
un instant donné dans l'espace de Hilbert {la donnde de u_] e spécifie
la wvaleur de la vitesse en tous les points du fluide). Nous savons
(voir chapitre I) gque si la solution ne présente pas de singularités,

alors |.L| . Se situe sur un objet de dimension finie.
[

Mané [ 40] a pu démontrer que si on projette 1'attracteur de ﬂ_z (S2)
sur un espace de dimension finie {supérieure au double de la dimension
de EHausdorff de 1l'attracteur), alors on a toutes les chances que la
projection soit injective (chajue élément de l'espace a un antécédent
au plus sur l'attracteur). Plus précisément : si E est un espace de
Banach (espace vectoriel normé) et A & B est une réunion dénombrable
de sous-ensembies de E dont la dimension de Hausdorff est finie, alors
pour chague sous-espace F CE tel que 2 dimH (A)Y +1 £ dim F < e
l'ensemble des projection TU : E —e F telles que TI /A  soit injective
ast un sous-ensemble dense dans l'espace des projections P(F) de E
sur F muni de la topologie de la norme. Ainsi, toute projection de
U_2 (S§1) serait injective ; on peut penser que la dimension de Hausdorff
sera conservée par celle-ci car & chaque point de la projection corres-
pond un point unique sur l'attracteur. En s'appuvant sur ce théoréme,
Guckenheimer et Buzyna [ 41 ] ont reconstruit un espace des phases R"
a partir de n mesures en des endroits différents de la cellule expérimen-
tale. Assez souvent, un expérimentateur ne mesure qu'un petit nombre
de variables. Méme dans le cas particulier ot on a accés & une seule
observable X(t), on peut reconstruire un espace des phases. Une premiére
méthode [42] serait d'utiliser des dérivées successives de X(t) :

X Hey ... xinml)

Klt) = (K(t), X(&) (£)) & Rr" (24)
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Cette méthode est difficilement utilisable avec du signal expérimen-
tal car la dérivation (analogique ou digitale suivant les cas) engendre-—
rait du bruit gui viendrait "polluer" le signal. La deuxiéme méthode
[43 ] qui est trds facile i réaliser sur un signal échantillonné est

d'utiliser des décalages :
%(t) = (X(t), X(t-»w), ... X{t-(n-1)g)) & &" (25)

Ceci a été formalisé dans [ 42, 43] par Takens qui a pu démontrer des
propriétés de la projection beaucoup plus fortes gque précédemment.
Scit M une variété compacte de dimension m. Il vy a un sous-ensemble
ouvert et dense O de l'ensemble des champs de vecteurs C1 sur M tel
gue pour chagque F & 0, il existe un sous-ensemble, ouvert et dense
?3( c C1(M) de fonctions C1 de M sur R tel gue pour chague vy ef}T};

+1 ..
A oM — R2m définie par

AT ) = (), v (£'%), ... y(e2™g))

soit un homéomorphisme (bijection continue dont la réciproque est conti-
nue) de Lipschitz, (ft est le flot associé a F). La condition de Lips-
chitz entraine qu'il existe un nombre S tel que
A" @ - A& € Slxe-=ll

Ainsi, si on munit les deux ensembles d&e normes, la projection possade
en général des propriédtés de continuité trés fortes. On est alors assuré
que les dimensions mesurées sur la projection dans ®" sont celles
de l'attracteur. Notons cependant gue tous ces théorémes établissent
que l'ensemble des "bonnes" projections est dense dans l'ensemble des
projections mais ne donnent pas la probabilité de ces bonnes projections
(voir les problemes évoqués au chapitre I & propos de la stabilité
structurelle des tores Tn). Cependant les &tudes effectudes sur des
systémes numériques connus ({systéme de Lorenz ou Hénon) montrena]que
les projections obtenues sont en général correctes. Il est important
de noter gque n'imperte queile fonction y continue permet la reconstitu-
tion. Ainsi pour le systéme de Lorenz, on peut choisir une fonction

continue guelconque G (x x3) qui redonne la dynamique {(dimensions

it

et entropies).
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Expérimentalement, on peut mesurer l'intégrale du champ de vitesse
.ou la vitesse en un peint donné (voir chapitre IV). Notons aussi que
d’aprés Eckman et Ruelle ([19¢] la wvaleur de n nécessaire pour obtenir

une "bonne" projection de 1'attracteur de dimension D dans R est
]

Une fois cet espace des phases reconstruit, nous chercherons 2
déterminer les exposants de Lyapunov, les dimensions et les entropies
tels qu'ils ont été définis au chapitre I. Nous brésentons et critiquons
maintenant les algorithmes pour les deux premiéres guantités qui peuvent
étre utilisés dans ce but. Les techniques de calcul des entropies étant

plus compliquées, nous les introduirons au chapitre IV.

Dans Rn, toutes les normes sont équivalentes, c¢'est-a-dire que
2 normes || ” ; et Il{lz étant donndes il existe 2 constantes b(l et

“; telles que
¥V ce Hzn X, “Df:“l < ”3:”2( o $ H:CHJ (26)

Ainsi, 1l est clair que le taux de dilatation moyen de vecteurs

donnés sera en moyenne le méme pour toutes les normes.

La plupart des méthodes que nous allens introduire dans la suite
de ce chapitre reposent sur la &éfinition d'une norme et-des problémes
de comptage du nombre de points a une certaine distance r d'un point
ou d'un objet donné. On s'intéresse au comportement de cette quantité
en fonction de v quand r —» 0. Il est alors clair gque toutes les normes

vont donner le méme résultat.

Exemple : nombre de points C(r) a une distance r autour d'une origine

- . n
Xi pour deux normes éguivalentes dans R .

(24} entralne : C“ “| (}L ) \( C“ “2(}‘) £ C-“ “‘ <%(—Z.) (27)

Xy

Ceci indique que les limites de C oYy et C TR 5 lorsgue r tend

vers { sont identiques.
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Nous verrons au chapitre IV que le comportement asymptotique d'autres
guantités peut B&tre différent suivant les normes. Dans la pratigue,
les signaux expérimentaux sont convertis en entiers de 12 & 15 bits.
La norme du maximum se révéle alors la plus efficace daﬁs les traitements
numérigues : n tests qui peuvent &tre effectuds en langage assembleur,

la valeur de la norme reste bornée.

C - ESTIMATION DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV ET DES DIMENSIONS POUGR UN
SIGNAL EXPERIMENTAL

C.1 L'ESTIMATION DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

Nous avons vu (chapitre I) que les exposants de Lyapunov pour
un systeme différentiel étaient définis comme les logarithmes des valeurs

propres de la matrice

* X ¥ B
N = Ao 2 [ B B(T) . B(TE) R ... B()]
ou B(x) sera la matrice des dérivées partielles du flot en x (flot
linéarisé en x). Il est possible si 1'on connait les équations du systéme
de calculer B et N\ . on pourrait alors en déduire tous les exposant
A i Cependant si .k1 s XZ on aura des problémes de précision [19q.
Il faut alors recourir a une autre méthode pour estimer >\2. Comme
i1'évolution des éléments de surface infinitésimaux est donnée par

A 1 + A , on peut calculer A 5 et ainsi de suite ; c'est cette méthode
qui est la plus fréguemment employée numériquement. Elle a été développée
pour l'analyse de signal expérimental [ 44]. On calcule d'abord A 1
en examinant la dilatation du vecteur donné par deux points voisins
dans l'espace des phases reconstitud R”. Il est possible d'estimer
X-] + >\2 par l'évolution de petits éléments de surface. La technique
devient inextricable au deld, car décrire 1'évclution géométrique de

1'élément de volume devient trop compligué.

Une autre voie qui permettrait d'aller au deld de A : + A 2

est l'estimation directe de la matrice jacobienne B(x) [19¢, 457, Soit

-
X(i) un point de 1'attracteur reconstitué dans R”. Soit une boule*

* Ici encore le choix de la norme est sans importance.
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de rayon r autour de Eﬁ L ), elle contient un certain nombre de points
;?j) ; nous allons considérer 1'évolution des vecteurs -que l'on suppo-
sera trés petits- §Ti) —‘;Tj) sous l'action du flot. On essaye alors
de trouver une matrice n x n qui denne l'évolution de E?i) - Q?j) par

une méthode de moindres carrés. La matrice ainsi définie est un estima-
teur de Bi(x) la matrice jacobienne. On peuﬁ alors calculer A et les
expdsants de Lyapunov. Les études npumérigques gqui ont été réalisées
sur des systémes dont l'espace des phases est connu, semblent donner
de bonnes estimations pour les exposants et ceci méme si n (dimension
de l'espace des phases reconstitué) est supérieur a la véritable dimen-
sion de l'espace des phases | <Cependant les précautions numériques
gui doivent &tre prises sont importantes : &tre touijours dans le régime
lindaire (ce qui implique un bon choix de la période d'échantillennage
At), avoir un nombre important de points & l'intérieur de la boule
(X(i), r) pour que l'estimation aux moindres carrés ait un sens, comment
traiter les matrices singuliéres... Les résultats de [46] qui semblent
donner lieu & une controverse, sont peut-8tre discutables & ce niveau

la.

Avec cette technique on accédera aux exposants de Lyapunov
positifs mais généralement pas aux négatifs. Ce fait [19d est 1ié &
la propriété de la mesure d'étre lisse dans les directions dilatantes
et au contraire trés chahutée dans les directions contractantes. OCn
aura alors trop peu de points proches dans ces derniéres =t les calculs

n'auront plus de sens,

C.2 LES DIMENSIONS

Jusgu'en 1983, les dimensions n'étaient pas accessibles expéri-
mentalement. Pour estimer la capacité, on se fixait une partition de
taille r sur l'espace des phases et on regardait le comportement en
tonction de r du nombre de boites contenant au moins un point de 1l'at-
tracteur. Ces calculs se révélent impossibles d&s gque la dimension

dépasse 2 [47].



Cette méthode repose sur la définition d'une partition ad hoc alors
que pour les techniques plus récentes, les bolites de la partition sont
centrées sur des points de l'attracteur. Le nombre de points nécessaires
pour réaliser une estimation de la dimension est alors beaucoup plus
petit. Des estimations indirectes et relativement grossigéres de la
dimension avaient été proposées sur des systémes moddles [ 48], cependant
ces méthodes reposaient sur une bonne connaissance géométrique de l'at-
tracteur ; ceci n'est en général pas pcssible pour un systéme expérimen-
ta. Mentionnons cependant une étude heuristique réalisée sur un signal
provenant d'une réaction chimigue chaotique (Belousov~Zhabotinski)
dans un régime ou la dimension de 1'attracteur est £ 3. Les auteurs
[ 49] ont alors construit une section de Poincaré et étudid l'application
de premier retour associée. Ils ont établi un histogramme de la densité
de probabilité et estimé 1'exposant de Lyapunov gqui lui était associé.
Sa valeur divisée par le temps de retour moven donne une estimation
de l'entropie du systéme [19d. Cette méthode ne peut &ire utilisée
que dans le cas ou l'attracteur a une dimension strictement inférieure
a 3 et ol la dynamigue dans la section peut se ramener & une itération

de l'intervalle.

Nous introduisons maintenant différents algorithmes proposés
récemment qui permettent d'estimer du moins en théorie les dimensions
généralisées Dg. Nous discuterons ensuite une remarque de Ruelle &

propes de l'ergodicité de la mesure.

Pour définir les Dg, il faut disposer d'une partition de l'at-
tracteur en boites de taille r. Nous l'avons définie formellement au
chapitre I. Les algorithmes gque nous allens discuter se rapprochent
de cette situation. Il n'y a pas ici de théorémes qui. donnent la validité
des approximations gue l'on effectue. ILes méthodes gui wvont suivre
s'appliquent au cas d'un systéme échantillonné (flot ou difféomorphisme),

ce qui est toujours le cas pratique (numérigue ou expérimental).

De fagon heuristique, pour estimer les Dg il existe trois

méthodes principales :




a. Calcul des fonctions de corrélatieon d'ordre g (g & N) [50]

Cq(lz)—'a.w; N nombre g- uPieh— (X,_”.. L‘]

N-s 0 tels que {l xq;-xqs [ < (284
i £ La()‘ (R iq
f)
Cg (r) approxime P @‘) . En effet, piq est la probabilité gde
trouver g-vecteurs dans la méme bolte de la partition. Dans le cas
particulier q = 2, Cylr) = ?‘ P2,'_ + ? pi ( Z Pj)'

j preches voisins de i
Lorsque r varie, le premier terme de droite variera aussi, par contre
le deuxidme restera proche de 1 ( 2. pi = 1). {(Cn n'a donc rigoureusement
que Cz'(r) - ? pg(r)}. Estimer Cg(r) est possible pour g é 2 [51]
mais cela devient vite impraticable au deld car il faut faire C. calculs
pour chaque g-uplet. De plus, avec un nombre N limitéd, cn ne peut avoir

accés a des valeurs de r trés petites {voir chapitre IV).

b. Considérons Cz‘(r), cette expression peut s'éerire

Co(y = Lo _’#_Z:‘ Ci - <Gl >,

h->00
o = Al XU 2] e

On peut alors essayer d'estimer directement pi pour la partition
constituée par les boules centrées sur ‘}? un point de la série tempo-
relle., En effet, Ci{r} constitue -pour N grand- un estimateur de pi.
De plus la moyenne < C:‘ (r) > ; Tsur une trajectoire~ est dgale si
on suppose la mesure ergodigue (voir chapitre I) & la moyenne d'ensemble
jcz(r) d u [ 52). Cette derniérs est voisine de Zl
On peut ainsi calculer [53] toutes les dimensions Dg* —-et en particulier
DZ.: comme nous allons le voir dans la section suivante-. Pour q < O,
cependant il faut se limiter & la wvaleur Ci(r) - % et ceci introduira

une limitation trés sérieuse (voir chapitre IV).

*  Ainsi que D, grice a <log C >i'

pic; (e Zpdtx

-
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Aq lieu de C(r) on peut calculer r(C} rayon moyen correspondant
a un nombre de points donnés autour de 1l'origine -gz. Cette méthode
a été proposée par Termonia et Alexandrowicz [54). Ainsi on aurait
pu estimer <'riq > er fonction du nombre de peints mais alors i1
aurait fallu tenir compte de corrections artificielles 3 la loi d'dchelle

[ 27a ]. Ceci est donc & écarter.

Une autre fagon d'estimer pi est de calculer le temps de premier
retour du systéme 3 moins d'une distance r d'un point X précédemment
visité. Cette technique a permis d'estimer toute 1l'échelle des Dg,
pour un signal expérimental provenant &'une expérience de convection
de RAyleigh-Rénard dans laquelle on impesait un forgage périodique
[55]. La combinaison de ce dernier et de la fréquence naturelle du
systeme donnait lieu & une dynamique chactique provenant de la destabili-
sation d'un régime bi-périodique. Dans la section de Poincaré gque l'on
réalise en échantillonnant le systéme & la période de forgage, Libchaber
et al. ont montré gue l'on avait une situation correspondant & une
application du cercle (pour un exemple, voir le chapitre I, section
B.2). Ils ont estimé gque la capacité valait 1. L'estimation des temps
de retour a permis de trouver toute l'échelle des Dg,g & R. Ce calcul
a été effectué avec 2048 points. Ceci contraste avec 1'estimation de
DO' DT’ Dz, D3 qui a été faite par Grassberger en utilisant le méme
type de technigue [26a | sur le systéme de Hénon [23 ], dont la dimension
de capacité vaut environ 1.2, ol il a fallu prendre 106 peints. Il
semble donc que l'estimation de pi par temps de retour ne socit adaptée
que pour des systémes de trés faible dimension. Nous ne 1'avons donc

pas utilisée.

¢. La derniere méthode gue l'on peut utiliser pour calculer
les Dg est de calculer la fonction dite de dimension introduite par
Badii et Politi [56]. Ils considérent le comportement en loi de puissance
de <: rfr:> ; -ol r, est la distance entre le point i et son p idme
plus proche voisin et 7( un expesant quelcongue non pas en fonction
de p (comme plus haut} mais en fonction du nombre total de points W.

Ils introduisent alors la fonction de dimension par [56] :




Le calcul des Dg peut se faire de facon indirecte en utilisart

la relation suivante [56 ] :
Dg = D(.{) pour ¥ = Q—q)bq (31)

Cette méthode a été appliquée [ 56 ] & un certain nombre de
systémes connus (Hénon, Lorenz, ...), cependant -et ceci montre gue
l'on a le méme type de limitation gue plus haut- ssules cing valeurs

de ¥ {centrées autour de ¥ - 0) ont pu &tre calculées.

En conclusion, il apparait gque le calcul des Dg pour g &€ R
ne peut pas étre réalisé dans beaucoup de cas. Il a été possible pour
un systéme expérimental de trés faible dimension et pour dfautrazs sys-
temes de faible dimension ol les régles de construction de l'attracteur
{fractal) ont été bien comprises [ 27b 1. Dz.i (gqui constitue une borne

inférieure de la capacité D_) est l'exposant qui est de loin le plus

g
simple & déterminer lorsgue l'on posséde un nombre relativement faible
de points expérimentaux. Les problémes auxquels nous nous sommes intéres-
sés sont surtout 1liés & la reconstruction d'un espace des phases, et
a 1l'estimation de la dimension et de 1'entropie. L'étude deg Dg constitue
pour nous un raffinement ; d'autant que l'on peut se poser la question

Quel sens y a-t-il a vouloir calculer les Dg ?

D'un point de vue théorigue, Eckman et Ruelle [19¢] ont suggéré

que dans le cas d'une mesure ergedique, la dimension locale

cC. .
1im 109 1(x) (+) | (32)
r=yp 109 T

devait é&tre presque partout constante. Ils appliquent une des consé-
quences du théoréme ergodigue (chapitre I) : une fonction continue

invariante est p-presgue partout constante, 4 la fonction invariante:

lim lo Ci {r)
r«»Q log r
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Il est alors clair que pi v F(i) rD et denc tous les Dg de-

r-0
vraient étre égaux. Une fagon de considérer les Dg [27b ] est de comparer

ia mesure sur l'attracteur a une distribution de singularité de force X

(e [« min ' max
£( & ). Dans cette. perspective DO est associée a . l'ensemble de plus

], distribudes sur un ensemble fractal de capacifé

grande capacité. Les Dg pour g #= 0 sont alors a relier & un ensemble
de mesure 0 par rapport & la mesure sur 1'attracteur. Il n'y a alors
appafemment pas de contradiction entre des Dg différents et l'ergodicité
de la mesure. Cependant expérimentalement on ne devrait pas observer
des valeurs différentes pour les Dg ; ce n'est pas le cas (voir exemples
cités précédemment et aussi [571). Il faut alors remettre en guestion
l'applicabilité du lemme d'ergodicité & la fonction dimension locale.
Il peut se produire que la limite (+) n'existe pas (voir les oscillations
de C(r) dans la section suivante) ; la limite sup {(borne supérieure
des limites de suites extraites) elle, existe et on paut élargir 1la
définition des Dg. Par contre, la continuité de la fonction dimension
locale n'est peut-étre pas assurée ; en particulier dans les directions
stables. Pour celles-ci, la mesure peut B&tre compldtement singuliére

et répartie de fagon trés inhomegine.
L'hypothése

lim Log pu {Bx (r)]
e 0 Log r

= & pour u-presgue tout x ) (33)

(ot Bx {(r) est la boule de centre x et de rayon ryu [Bx(r)}l & Cx(r))
qui est souvent faite par les théoriciens des systémes dynamiques est

peut-&tre a rejeter dans le cas général.

D - MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DE CALCUL DE D,

Rappelons que nous construisons un espace des phases RY avec un
signal scalaire X(t) en utilisant la méthode des décalages (25). Dans
la pratique (numérigque ou expérimentale) 1le signal sera échantillonné

et converti en entiers de 12 ou 15 bits.
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Le décalage  prend alors les valeurs € = p A t o p est un entier
et At la période d'échantillonnage. La fonction de corrélaticn 3 deux
termes Cl(r) [351] peut s'dcrire

C(r) = lim (C{r)) on (34)
S Ye v

N N
Cn ® =NLZ%IHBU’ i q\lgh%:-'&;&(ﬂ (35)

Compte tenu des remargues sur l'ergodicité de la mesure, nous avons
approché (32) en n'effectuant qu'un nombre limité de moyennes

m

2 Cifr) (m << N).

i=1

C_ (r) = 1
m m

De plus, le nombre d'échantillons N, est nécessairement fini. Le
probléme qui se pose alors est de voir quel est le degré d4'approximation
que l'on fait pour le calcul de (34). A nombre N fixé, on estime {35)
en augmentant m jugu'a ce gque les courbes Cnhlr) ne dépendent plus de
m, Leslfigures 4 et 5 montrent de telles courbes Cm(r) pour différentes
valeurs de m, pour la coordonnée x de l'application de Hénon [23] et
pour un signal expérimental provenant d'une expérience de convection
de Rayleigh-Bénard. Il est clair dans les deux cas que Cm(r) pouy m.};TOO
constitue une bonne approximation de CN(r) du meoins pour une certaine
plage de valeurs de r. Il s'agit ensuite de vérifier éue la limite
(34) a bien été atteinte. Pour cela on augmente la valeur de W Jjusqu'a
ce gue les courbes Cm(r) ne dépendent plus de N. Les figures 6, 7 et
8 montrent des courbes Cm(r) a m fixe pour différentes wvaleurs de N
pour l'application de Hénon, la variable =z(t) du systéme de Lorenz
et le signal expérimental évogué précédemment. On ne remarque plus
d'écarts décelables pour les courbes dans une certaine plage de r et
on admettra que la limite (34) a été atteinte. Il est clair que plus
le produit ¥ x m sera grand et meilleure sera la définition statistique
des Cm(r), et par voie de conséquence l'accord avec les limites (34)
et (35).
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¢ Courbes naﬁnv en fonction de r en coordonnées log-log pour la variable z du systéme de Lorenz

( pas d'intégration : 0,01 )} pour N = 768 et 30 10 4. ( m = 100 i At =0,02 t p=5 11 n=10).
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Ces calculs effectués sur une grande classe de systemes montrent qu'avecs
un nombre relativement Ffaible d'échantillons N et de moyennes m, on
peut obtenir des courbkes Cm(r) gui constituent de bonnes approximations_
des définitions de C{r). Dans toute la suite, 1'indépendance de Cplr)
par rapport & N et m pour les zones en r que nous &tudierons aura &té
vérifide. Nous conviendrons d'omettre 1'indice m de Cm(r).

Pour déterminer Dl, il faut examiner le comportement dez piz(r)
en fonction de r,.et déterminer la limite du rapport des logarithmes
de ces guantités gquand r tend vers 0. On est donc conduit & porter
Log C{r) en fonction de Log r et a déterminer la pente de cette courbe

pour r petit.

Il s'agit d'une pente moyenne car la courbe C(r) peut étre disconti-
nue partout a N fini (pour un ensemble de Cantor par exemple). Dans
ce cas, pour N-»eO elle n'est pas dérivable car elle comporte un nombre
infini de ruptures de pentes. Ces effets se manifestent & N fini par
des oscillations que l'on peut observer sur C(r). Celles-ci apparaissent
comme elles-mémes constitudes d'oscillations plus petites lorsque N
augmente (veir [ 58 I et la figure 9). Par la suite nous négligerons
ces effets et ne considérerons que la pente moyenne. Pour cela, nous
avons utilisé deux techniques principales

Y
a. la détermination de la pente global;(;ar une méthode de moindres

carrés

b. une estimation de la pente locale en calculant la densité

¢ LeaClran)- LoaCluir)

L=

au point r = ri (38)
Lo% )Z{,.;.; e Loc& )l;_...,

Pour "lisser" les variations de S ; nous avons parfoig estimé 1la

pente Zi_i par la méthode des moindres carrés sur 5 ou 7 points centrés

sur i.

Ces méthodes ne nous donnent pas l1'erreur que l'on commet sur l'esti-
mation de Y . Il faudrait pour cela recourir a la méthode proposée

par Takens [59] qui pour une suite de N valeurs de distances dxy donne




le "meilleur" exposanty . La détermination de V¥ par une méthode de
moindres carrés ne donne pas de barre d'erreur sur la pente ; cette
nouvelle technique permet au contraire d'apprécier 1'incertitude sur
1'exposant Y préalableﬁent déterminé. Pour l'appliquer il faudrait
&tre slr gque le comportement de C(r) est bien en .EQ . Nous verrons
que ¢e n'est pas toujours le cas dans la pratique, il v a souvent des
courbures systématiques (voir chapitre IV) ; ce sont ces effets que

nous avons étudiés par la suite.



CHAPITRE III : APPLICATION DE LA METHCDE DE RECONSTRUCTION D'ESPACE

DES PHASES ET DE DETERMINATION DE LA DIMENSION A DES SYSTEMES

MODELES TRES SIMPLES

Nous avons vu dans la section D du chapitre II gue 1'on pouvait
facilement estimer C(r) avec un nombre limité de points N et de moyennes
m ; ceci étant fait dans le cas qui nous intéresse, c'est-a-dire la
reconstruction d'un espace. des phases r" 3 partir d'un signal sca laire.
On commence ici a examiner quelgues-unes des gquestions lides 3 1l'applica~
tion pratique de la méthode : quelle sera l'influence du bruit sur
la détermination de la dimensicn ?, guelle sera la dimension maximum
d'attracteur que l'cn pourra atteindre ?,. combien de points d'un objet
de dimension donnée faudra-t-il pour le caractdriser ? Que donnera
la méthode sur un signal qui comporte plusieurs échelles d'énergie

différentes ?

Pour essayer d'y répondre, nous avons analysé des systémes
modeles trés simples. Dans un premier temps, nous examinercns le cas
de signaux périodigques et quasi périodigues. On examinera aussi un
exemple de signal & tres grand nombre de degrés de liberté : le bruit

blanc.

A - SIGNAUX PERIODIQUES -

A.1 LA SINUSOIDE COMME EXEMPLE DE SIGNAL PERIODIQUE

Si X{t) est une fonction périodique, alors pour tout n &« N,
-—
la projection dans R" par (25) dennera des points X{t) qui seront

sur une trajectoire fermée : le cycle limite.

—
DPans le cas particulier ol X{(t) = sint, laz trajectoire X(t)
= {sint, sin (- Z), ... , sin [t - (n=1}Z )]) dans R est situde

dans un plan qui passe par l'origine (il y a n-2 &guations qui relient

n variables}.







En outre, il est possible de faire des calculs analytiques avec ce
systéme. Néanmoins, les conclusions de 1'étude que nous présentons
sont valables pour un signal périodique quelcongue.

La dynamique d'un tel signal est réguliére : toutes les dimen-
sions définies au chapitre I* vont donner 1la valeur 1. De méme les

entropies sont nulles (voir chapitre 1V),

Nous avons examiné ce que deonne la technique pour le signal
périodique X{t) = sin {2T0ft) pour £ = 1/40.039% 42. Nous avons calculé
N = 15 104 valeurs de t réguliérement espacées de A t = 1 et copverti
le signal en valeurs entidres en prenant la partie entidre de 16350 x

[X{t) + 1]. Le choix de 1a fréquence a été fait de telle sorte qu'il

* Seules les quantités métriques ont un sens pour la caractérisa-

tion de phéncmenes non lindaires, en effet,; si 1'on s'intéresse a d'autres
quantités, comme par exemple la dimension -que l'on qualifiera de 1i-
néaire- de l'espace euclidien gui contient 1l'attracteur { clest le

nombre de vecteurs lindairement indépendants qui décrivent 1'ensemble

de ce dernier) [60 1, on trouvera des résultats qui dépendent de 1la

fonction X. Dans le cas simple ol X{t)} = sint, la dimension linéaire
, 51 . .

sera 2 (voir plus haut). Par contre, pour X{t) = e 1nt' signal periodique

qui présente une infinité d'harmoniques dont 1'énergie décrol:, 1la
dimension linéaire vaudra une infinité (le nombre d'harmoniques) [61],
Lersque nous calculons QL pour ce systéme nous trouvens 1 (comme tous

les Ci(r) Se comportent comme r Dg = 1 pour tout g).

Ces conclusions s'étendent facilement & des tores Tn i pour
n = 2, nous avons analysé le signal X(t) =ex?@in f1t sin fzt)qui ast
du méme type que le précédent et ici aussi nous avons D, = 1 (Dg = 1
bour tout g de la méme fagon). Il est alors clair gue les méthodes
linéaires globales sont tout & fait inadaptées pour la définition 4'une

notion de degré de liberté.
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y ait environ 40 pecints par péricde du cycle, mais en méme temps qu'il
n'y ait pas commensuration entre la période et la période d'échantillon-
nage. La figure 10 montre des courbes C{r) pour ce signal pour deux
valeurs de la dimension n et pour un décalage p = 7 fixé (As 1/6 péerioded.
Il v a clairement_une zone de comportement en r treés bien définie avec
Y= 1.02 + 0.02 pour 102 € L 104. Ce comportement a &té observé
pour n €& [2, 12]. Dans la plage de r considérde 1'exposant ~ est
toujours supérieur & 1 {(de 1 & 2 %). Nous verrons plus loin que cet
effet est Al a une contamination du signal par du bruit. (Remarguons -
aussi que pour n = 2 la pente de la courbe C(r) déterminde pour r

& [103, 104] vaut 0.96). Au deld de r = 104, il ¥ a un changement de
comportement de C(r), on ocbserve alors une courbure de Ci{r}! en cocordon-
nées log-log. Ceci est di au fait que r devient comparable au diamétre
de l'attracteur. Il y a alors un trés grand nombre de points guli sont
comptabilisés par suite de tangences entre la sphére et les bords de
l'attracteur. Ru dela de cette distance, il n'y aura plus de points
et C(r) atteindra une saturation a la wvaleur 1. La situation est moins
simple pour les tres basses valeurs de r (r 5: 100). On ohserve alors
une rupture de la loi d'échelle pour les courbes Clr) et ceci quel
que soit n (voir figure 11 pour un exemple). Cet effet est 4l & des
problemes de commensurapilité entre la période du systéme et la période
d'échantillonnage. Les points+ sont groupés. par structures ; il v a
des défauts de remplissage. Nous pouvons interpréter ces effets d'une

fagon semi-quantitative. -

Pour cela considérons les valeurs ti = iAt de t gui seront
telles que IX(O) - X(ti) [ <’£i' autrement dit les valeurs de la
période apparente du signal échantillonné (et non du signal). Dans
ce cas, i = 40, 400 ou 4004. Pour i = 40 on aura {(puisque nous sommes

au volsinage de ()

s 5 _
X(i4ak) = sin ( 2m L0 )"_4’ sm[er(H— 98.15 )]a- qe1p-5
40.039 #2
+ Nous raisconnons sur des valeurs de X(t) dans R ; 11 est clair

que l'on aurait qualitativement les mémes effets pour X(t) (recons-
titué & partir de X(t)) dans R"
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Figure 10

Courbes C{r) en fonction de r en coordonnées log-log pour un cycle limite
(le signal scalaire X{(t) est une sinusoide) pour deux valeurs de 1la
dimension d'espace des phases n = 3 et 7 (N = 10.10%; m = 12, At = 1
(~Tc/40}, D = 7).
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Figure 11

Courbe C(r) en fonction de v en coordonndes log-log pour le signal

de la figure 10 avec n = 7 pour de trés basscs valeurs de r. (mémes
paramétres que pour la figure 10).
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Ceci correspondra a une distance de 16 350 x 0.00098 A 16. Ainsi les

points X({t) seront distribués en 40 structuraticns de 15.104 2 3 750 points
40

chacun. La distance entre points voisins dans une méme structure sera
environ de !6. La situation est analogue pour i = 400 et 4004 : pour
i = 400 {resp. 4004) les points seront distribués en 400 (resp. 4004)
paquets de 375 (resp. 37) points environ chacun. La distance entre
points voisins ne varie pas beaucoup. r, & 150 pour 400 et 23 pour

40C4. Ainsi l'extension de ces structures gui wvaut r

0
passe de 6107 (i = 40) & 210° (i = 400) et enfin & 861 (i = 4004).

X nombre de points

I1 est alors clair que les deux premiers groupes cerrespondent a des
structures gqui vont recouvrir tout le cycle et donc se chevaucher,
ce n'est pas le cas pour le dernier. lLes distances assocides aux deux
premiers groupes vont alors diminuer, par contre calles gui sont asso-
ciées au dernier groupe ne vont pas évoluer et les décrochements observés
pour les courbes C(r) correspondent alors plutdt a 1 associé a i = 4004,
Pour étudier ce phénoméne de fagon plus quantitative, nous avons choisi
une sinusolde X(t) telle gque £ = 11/401. Dans ce cas, la période d'échan-
tillonnage et la période propre sont exactement commensurables dans
un rapport relativement faible. Dans ce cas il y aura 401 groupes de

15.10%

401 —
A

variera donc par paliers de 07 5.10—3 {le chiffre 2 wvient du fait

que comme 401 est impair, les paquets de points viendront par 2 : il

374 points chacun gui seront tous confondus. Le courbe C{r)

¥y a un paguet de points pour 21T et pas de points "pour T ).
La distance r, pour laquelle se produira le premier décrochement est
lorsque n = 1 %2 3in (Z%%;) x 16 350 x % A& 125. (Le facteur 1/2 corres -
pond a 0 et T qui sont confondus  lorsgue n = 1). Ainsi pour n = |
on devrait observer pour C(r) (avec des origines prés de 0) des paliers
de 5.10—3 gui se produisent pour r = 125, 250, 375, S00 ... La figure
i2 montre le calcul de C{r) dans ces conditions, il y a un trés grand
accord avec les prédictions précédentes. A deux dimensions le facteur
1/2 dans le calcul précédent n'a plus raison d'étre car 0 et TTU
correspondent a des points distincts sur la trajectoire. Ainsi les
décrochements devraient se produire pour r = 250, 500, 750. Ici encore,
l'accord avec le calcul numérigque est trés bon comme le montre la figure

13.
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Figure 12

Courbe Clr) en fonction de r en coordonnées log-log

pour un signal

périodigue (sinusoide) échantillonné de Fagon exactement commensurable

-

par vapport a sa période. La dimension de 1'espace des phases est n = 1.
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Ces effets de commensuration sont importants lorsque 1'on
examine les trés basses valeurs de r, ils rendent compte du fait que
l'intervalle [0 27TT] n'est pas balayé de fagon homogéne pour le calcul
de sint. C'est ce qui fait la généralité de la conclusion de cette
étude qui peut 8tre appliquée i d'autres signaux périodiques guelcongues.
Une autre remargue que l'on pesut faire est que ces problémes n'apparal-
tront pas pour des signaux chactiques ol la présence d'exposants de
Lyapunov positifs permettra le brouillage des trajectoires et un "rem-
plissage" guasi homogene dJde 1'attracteur. Nous avens mis en évidence
a la fin du chapitre II des problémes de lacunarité -c'est-i-dire de
remplissage non uniforme- pour des ensembles de Cantor. Ceux-ci sont
de nature intrinséque ; par contre ceux que nous avons discutés peuvent
8tre modifiés en changeant la période d'échantillonnage At ou le nombre

de peints N et constituent une particularité des signaux périodiques.

Par la’ suite, lorsgue nous avons voulu cbserver des régions
de C{r) pour lesquelles r est tré&s faible nous avons pris les précautions

suivantes

. choix d'une "fréquence" gui soit le rapport de deux ncmbres
premiers grands, ainsi 4003/160 9013 tels que la péricde soit du méme
crdre gque la taille de 1'échantillon (N = 15.104)) afin d'obtenir un

"remplissage uniforme”

. calcul de 1l'argument du sinus en double précision, on se

raméns par soustraction & 1'intervalle [0, 27T ] pour ne pas faire d‘er-
. . . . . PR

reurs lors du calcul du sinus et introduire ainsi une dérive que 1'on

ne contrdle pas.

Grédce & la mise en évidence de ces problémes liés & 1l'utilisa-
tion de la méthode de Grassberger-Procaccia sur un signal périodique
tres simple, nous avons pu comprendre géométriquement ce qui se passait

pour des signaux périodigues plus généraux.

+ Par exemple, nous avons effectué un calcul sur le signal X{t) =
sin 2WEft ob f = 113 pour lequel les valeurs de ro sent plus faibles

4003
que pour le cas précédent ; le sinus étant calculé sans précautions.
Pour W = 704, Clr) présengﬁit l'allure typique de la figure 12,
par contre pour N = 15.10 "les marches" avaient disparu et 1la

courbe était devenue réguliére.



A.2 SIGNAUX PERIODIQUES PLUS GENERAUX

Aprés la sinusoide et ses probldémes de commensuration, nous
avons voulu analyser un signal périodique plus général. A une foncticn
périodique X quelconque, nous avons préféré un signal moddle composé
de deux sinusoldes (fréquence f et un sous-harmonigue) pour lequel
on peu£ effectuer certaines prédictions. Pour cela, on a construit

le signal suivant :

Y(t) = E {16 350 (X(t) + 1)]
X(t) = 0.5 {sin 2WEt + sin 2T70.1 ft)
—n
o £ = 1/40.039 42. La trajectoire fermée X(t} va alors s'inscrire
sur un tore Tzf Ce tore plongé dans R% n > 3 a pour axe de symétrie
la premiére bissectrice et il ne se recoupe pas. Nous avons fixé n
et p de telle sorte que (n~1) p #cte ; ce qui a pour effet de contrdler

1'évolution des distances des points par rapport au centre de 1'hypercube

de R {voir chapitre IV). En outre, nous avons imposé aux origines
—_ R . ) : —
Xi d'etre le plus pres pessible du centre : les points Xi sont alors

sur le tore A une distance connue du centre.

La figure '4 montre les courbes C(r) pour le signal X(t) pour

n 5 et 8. On observe pour les faibles valeurs de r une zone de pente
1 : on caractérise & cette distance le fait gue le signal est périodigue
et donc correspond a un cycle limite. Pour des valeurs de r au dela
d'une valeur seuil r Ar 4000 gqui est sensiblement constante pour 4
:{ n 4:'12, la courbe C(r} se redresse et présente alors une courbure
meonotone. La pente maximum dans cette zone vaut 2.4, alors que l'en
s'attendrait & trouver un comportement en r2 (caractéristigue du tore
TZ qui est l'enveloppe de X(t)). Ce désaccord est vraisemblablement
di a des problémes de saturation du méme type gue ceux que nous avons
évoqués a propos de la sinusoide : on doit "sentir" les bords de l'objet.
La valeur seuil r = 4000 est a relier 3 la distance moyenne entre "bou-
cles" de la trajectoire ETt). Supposons que l'on fixe la partie lente
du signal, la trajectoire sera alors dans un plan. Maintenant, considé-

rons la combinaison des deux : & chaque instant le plan va tourner.
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Courbe Cir)

en fonction de r en coordonnées log-log pour le signal constitud par la
moyenne de deux sinusoldes de fraguences f at £/10, pour o = 3 {p = 9) et n =
(N=1510", m= 12, At = 1 (~ To/40)}.

8 (p = 6)



Au cours d'une révolution rapide il va tourner de 2 TT/10.
La distance moyenne "inter-boucles" sera le produit de 1l'angle (27
/10) par le rayon ; cette derniére quantité est la distance des origines
au centre, elle a &été fixée. La valeur trouvée 3600 est en accord avec
ce gque l'on observe sur la figure 14. Ceci se confirme Iorsque 1'on

divise la fréguence du sous-harmonique par 10.
Soit le signal :

¥{t) =EEG 350 [X(t) + 1]]avec .
X{t) = 0.5 (sin 2T ft + sin 2w 10°° ft)

ou £ = 4003/160 013 (nous avons pris en outre les précautions de la
section précédente car nous examinerons ici des trés basses valeurs
de r). La figure 15 montre la pente locale [ pour le signal précédent
en fonction de r. La valeur seuil r vaut de l'ordre de 400+, il vy
a clairement un facteur 10 par rapport & la valeur précédente. Au deld
on a un comportement en r o Y est voisin de A : c'est l'enveloppe

—"y
de X(t) gui est ainsi caractérisée, il s'agit d'un tore T

0,

la pente s'infléchit et tend vers une valeur proche de 1 : pour cette

Pour r & 400,

plage de distances, les boucles se distinguent les unes des autres ;

ainsi C(r) croit comme r.

Ces deux exemples nous incitent a examiner le cas d'un systime
dynamique gqui subit une transition vers la turbulence par cascade de
doublement de période. Dés que le nombre de sous-harmoniques devient
important, l'aspect géométrigue de l'objet sera trés compliqué. Crawford
et Omohundro [ 62] ont étudié la topologie des orbites de tels systémes
dans R3 et établi une classification de celles-ci en termes de théorie
des noeuds sur un tore. Cetté étude a établi que lorsque le nombre
de bifurcations aura dépassé 3 ou 4, on aura affaire A& un tel paquet

de spaguettis dans 1l'espace des phases qu'il sera a peu prés impossible

de résoudre 1'aspect unidimensionnel (et denc périodigque ?) du systeme.

+ Pour cet exemple nous n'avons pas choisi les origines & une distance
calibrée : la valeur seuil est alors moins bien définie qu'aupara-
vant.
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Pente locale A calculée de fagon centrée sur 2 points en fonction
de r en coordonnees logarithmique -linéairve pour le signal
no:mwbn%m par la mayenne de deux sinusoides de fréquences f
et £/10, pour n = 10 et p = 5.

(N = 15.10%, m = 10, At = | (~ To/40)}).

1.0




En effet, lors de la premiére bifurcation la trajectoire fermée s'enrou-
lera sur un tore, a la suivante ce tore portant la trajectoire fermée
g'enroulera lui-méme autour d'un autre tore et ainsi de suite. L'épais-
seur des tores, reliée a 1l'amplitude des sous-harmoniques décroitra
géométriquement. Ainsi, lorsque l'on étudiera le systéme & une échelle
intermédiaire, on se heurtera aux difficultds que l'on a mises en évi-

dence plus haut.

Pour retrouver dans la pratique le caractére périodique du
signal, il est nécessaire de diminuer la fréquence d'échantillonnage
jusgu'd la wvaleur du sous~harmonique ({chapitre V). Nous mettcons ici
en évidence 1l'influence pratigue importante de la fréquence d'échantil-
lonnage sur la reconstitution de 1'espace des phases R'. Cet effet
sera souligné au chapitre V lors de la caractérisation de signaux a

trés haute dimension.

B - LES SIGNAUX MULTI-PERIODIQUES

Afin d'examiner l'applicabilité de la méthode 3 des signaux 2 plus
grand nombre de degrés de liberté, nous avons considéré des tores Tn.
En pratigue, nocus les avons construits comme des moyennes (pondérées)
de n sinusoides’. 11 est alors trds intéressant de faire varier 1l'énergie
relative des modes. Dans 1'expérience de convection de Rayleigh-Bénard
effectuée dans [12 ] on observe gue suivant la position de la sonde
dans la cellule d'étude, le signal recueilli comportera plus d'énergie
dans un mode donné et meins dans un autre. Pour réaliser numériquement
cette sgituation, nous avons envisagé le cas d'un tore Ty pour leguel
l'amplitude d'une sinusolde par rapport a l'autre varie. Nous examinons
successivement les deux cas extrémes ol l'amplitude relative =st du

méme ordre, puis trés petite.

+ Il y a bien slr le mangue de généralité gue nous avons évogué plus
haut, c'est-a-dire le fait gqu'un tel objet se trouve dans un espace
euclidien. de dimension Zn. Cependant ici encore les conclusions
gualitatives que nous dégagerons resteront valables dans le cas
général,
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B.1 LE CAS OU L'AMPLITUDE RELATIVE EST DU MEME ORDRE

Ce cas est proche de la situation considérée plus haut de
deux sinusoldes (fréquence f et un sous-harmonique). Cependant ici,
la trajectecire n'est plus fermée, elle remplit densément le tore TZ.
Pour fixer les idées, considérons : Y{t) =EEG350 [X(t) + 1}]0&
X(t) = 0.6 sin ' 2TTE £ + 0.4 sin 2n'f2t ol

=T /40.039 42,

1

£, = 1/40.039 42 et £

1 2

La figure 16 montre deux courbes C(r) en fonction de r en
coordonnées log-log pour n = 3 et n = 12, On distingue une plage de
r sur laguelle on observe un comportement en r‘p bien défini. La valeur
¥ = 2.0 + 0.05 est indépendante de n. Il est .intéressant de remarquer
"1'accident” de C{r) dans le casn = 2 ; celui-ci est certainement dd
a un effet de saturation parce que le tore T2 n'a pas été suffisamment
"déplié" (le produit n x p At est trop faible, voir chapitre IV). La
situation devient plus riche dans le cas ol l'amplitude relative est

beaucocup plus faible.

B.2 LE CAS OU L'AMPLITUDE RELATIVE EST TRES FAISLE

Considércns le signal

Y(t) = E [16 350 (X(t) + 1}]
X{t) = 0.97 sin 2TTf1t + 0.03 sin 2Trf2t
avec f1 = 1/40.039 42 et f2 =TT /40.039 42

La figure 17 montre les courbes C(r) en coordonnées log~log
pour deux valeurs de la dimension d'espace des phases : n = 4 et n = 10+.
Celles-ci présentent deux régimes de variation : pour r €€ 0.03 x 32 700,
C{r) se comporte comme r ! { Q1 A 2.0 + 0.2) ; si T3> 0.03 x 32700

ar)«,rﬂ2(42= 1.05 + 0.05).

+ Ici le cheix des origines par rapport au centre de 1'hypercube
ne présente plus beaucoup d'intérét car on s'intéresse i des proprié-
tés locales sur l'attracteur lui-méme.
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Courbe <C{r] en fonction de r en coordonnées log-leg pour un

signal correspondant & la somme de deux sinusoides de frégquences
incommensurables et d'amplitudes veoisines pour deux valeurs
de la dimension d'espace des phases n = 3 et 12, i
(¥ =15.10", m =1, At = 1 (~ To/40), p = 9).
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Figure 17
Courbes C(r) en fonction de r en coordonnées log-log pour un
signal correspondant & la somme de 2 sinusclides de fréguences

incommensurables et d'amplitudes tres

différentes pour deux
valeurs de la dimension d'espace des phases n = 4 et 10.
(N = 15.10% m=12, At = 1 (=391, p = 9).



Ces wvaleurs ne sont gu'indicatives et dépsndent sensiblement de 1la
plage de r que l'on considére. De fagon plus précise, il est intéressant
de voir que 1'on peut remonter aux valeurs de la pente locale de Clr)
dans la =zone correspondant & la transition entre les deux régimes.
Nous wutilisons la méthode décrite par Takens [59]. Supposons gque nous

ayons un échantillion r r & [0,1] aléatoire ol les les r, sont

! X =1

"tirés" suivant la loi de probabilité X r dr, ce qui correspond
& une variation de C(r) en ;X . Il s'agit d'estimer au misux la valeur
de & ., Takens montre qu'en calculant ¢ Log r>» , on obtient - 1/ &

et que de plus la fonction Log est celle qui va minimiser l'écart-type,.
Grice a cette technique, on peut. estimer les corrections qui inter-
viennent sur 1l'exposant calculé pour une échelle r suite & des lois
de variations de C(r) différentes pour des valeurs de r plus faibles.

Supposons une lol de distribution C(r} des distances dij entre couples

telle que
&y
Clr) = Cr LR (37)
- [
Nous supposerons de pluiique C{1) = 1 ( =-.5.C2 = 1) et que C{r)
- %
ast continue en ry { =Y C1 = T 2 1). On estimera ¢ i partir du

calcul de la moyenne de Log r qui vaut :

j"lo L:?'L Cl°<|’l°('-\a)7- -+ L{’o La.a},_ d(zjz.“z"‘ AJ‘L

© -
g e () () e

A

Suppeosons maintenant gque nous nous intéressons au. cas ol
se déplace et ro reste fixe. La formule (#*) dcrite pour r = 1 restera
vraie A condition de remplacer ro par %? ; en prenant la limite 1
< on trouve —%r ce qui est consistant. Ainsi si on définit un exposant

K, qui dépend dezl‘échelle en r ol on se place, on a
3 4

4
0(3(11.)= (38)

L. &a)“" -1 +’—)
o, > o oy

Considérons maintenant 1'exemple précédent pour des wvaleurs
de r telles que l'con soit dans la zone intermédiaire pour Clr). Le

tableau suivant montre la comparaison entre les valeurs de la pente
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locale A calculées sur les courbes et 043, ( O<2 = 1, °< =2, r =

0.03 x 32 700) pour plusieurs valeurs de n, p et r.

Valeur de A mesurée Valeur aBCr} calculée d'apres (38)
p =9 p=5
r n= 8 10 n=3
r = 1768 1.40 1.35 1.38 1.34 1.39
r = 2546 1.24 1.27 1.19 1.76 1.24

L'accord qui est observé n'est pas complétement compris
en effet 0 est une information qui apparait comme locale (en r) et
semble peu sensible a ce qui se passe pour d'autres valeur de r plus
petites, au contraire & 3 va refléter l'ensemble de la distribution
des distances. Il semble alers que !K3 soit surtout sensible aux grandes

valeurs de difj.

Cette méthode gqui repose sur le fait gue C(r) obéit aux lois
de variation évoguées précédemment donne de bons résultats dans cet
exemple ou la géométrie de l'objet est relativement simple., Il y a
des cas pour lesguels les hypothéses de variation C(r) considérées

plus haut sont simplistes. Considérons par exemple le signal suivant

Y(t) = E [16350 {X{t) + 1}
X{t) = 0.898 sin 2T f]t + 0.627 sin 2Trf2t + 0.046 sin 217Tf.t

3
+ 0.029 sin 2TTf4t

£,=1/40.039 42, £, =T £, £, g £y = £ (14 Y5 / 2

Pour ce tore T4, les distances caractéristigues sont r = 880,
r, T 950 et r, = 1510 ; elles sont trés proches et donc on n'observera
pas de comportement bien défini pour C{r), sauf si r >> r,. La figure
18 montre une courbe C(r) pour ce systéme pour n = 5 et p = 5 en coordon-
nées log-log ; il est apparent que les valeurs de la pente dans les
parties linéaires sont intermédiaires entre les valeurs entidres 1,
2, 3 et 4 : de plus, a grande échelle le graphe semble courbe. Dans
le tableau ci-apres, nous comparons les valeurs de la pente locale

mesurées et celles de 1'exposant °<3 calculé d'aprés la méthode exposée
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10000 r

Courbe C(r) en fonction de r en coordonnées log-log pour un signal correspon-
dant a la somme de 4 sinuscides de fréquences incommensurables dont une a

une amplitude tras grande par rapport aux trois autres, pour n = 5 et p =
(8 = 15.10%, m =12, At = 1 |

To
40"

)

= 3.
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+ .
plus haut pour plusieurs valeurs de n, p et r.

Valeur A mesurée Valeur a3(r) calculée par (38)
p=5 -
=5 7 10
r= 1199 3.4 3.95 4.28 2.83
r = 2022 2.79 3.03 3.39 1.79
r = 4054 1.42 1.38 1.57 1.28
r = 9676 1.15 1.15 1.10 1.10

Comme prévu il n'y a pas du tout d'accord sauf pour les trdés

grandes valeurs de r.

Ainsi, lorsque les amplitudes des différents "modes" présents
dans le systeme sont différentes, la courbe C(r) peut &tre trés difficile
a interpréter. Les signaux que nous avons traitds sont relativement
homogénes, ce gqui n'est pas le cas pour des instabilités chimigques
par exemple. Dans le cas contraire, il faut les mettre en‘forme : pour
des signaux intermittents, on peut recourir & une transformation non
linéaire (la fonction y définie dans le chapitre  II & prepos de la
méthode des décalages) ; si les signaux ont des composantes de Fourier
trés différentes on peut filtrer, amplifier et recombiner (& condition
bien slir que l'on puisse séparer les composantes en groupes bien dis-

tincts).

L'étude de ces tores Tn particuliers a permis ainsi d'aborder
le probléme de signaux trés inhomogénes. Nous avons pu aussi apporter
un élément de réponse a la guestion : quelle est la dimension maximum
que l'on peut atteindre avec cette méthode ? grice a l1'étude d'un tore

T20' Cette analyse sera présentde dans le chapitre V.

+ Le calcul ne se fera pas de la méme fagon suivant que r & [ro, r1],

1 rz}, [rz, 32700]. Par exemple, pour r &£ Ir1, r2] il faudra
tenir compte de deux corrections ; pour reg [r

[r

57 32700] de trois, etc...



Une autre fagon d'aborder cette derniére problématique a é&té
d'étudier des signaux stochastiques & nombre infini de degrés de liber-
té | dont un exemple est constitué par un bruit blanc (systéme dont

le spectre de Fourier est plat). -

C - ETUDE DU BRUIT BLANC

C.1 UN SYSTEME A TRES GRAND NCMBRE DE DEGRES DE LIBERTE

Pour générer un signal qui peut approximer un bruit blanc,
nous avons procédé de deux fagons, d'une part en amplifiant le bruit
Nyquist d'une résistance de mesure (10?OJ:L) ou d'autre part en générant
une suite de nombres aléatoires & l'aide d'un sous-programme standard

de la bibliocthéque du calculateur.

Dans une premiere é&tude, la taille de 1'échantillon a é&té
de N = 15.103 peints et le nombre d'origines m = 100. Pour n 4; 12,
les courbes C(r) présentaient un comportement en r apparemment bien
défini { 63 !. Il est clair qu'elles sont indépendantes du choix du
temps-décalage pd t vu que le temps de corrélation du signal est infé-
riesur & At (il doit &tre nul en théorie). En portant la pente ¥ de
la courbe Ci{r) en fonction de la dimension d’éspace des phases n (figure
19) on cbserve que ~ < n pour n » 5. Ceci peut s'interpréter en
termes d'effets de bord : les origines 7;; sont d'autant plus proches
du "bord" de 1'hypercube de r" que n est grand (la densité varie comme
rnq ; nous développerons ce point plus loin). Ainsi le nombre de points
gue contiendra en moyenne chaque boule de rayon r variera moins rapide-
ment que " -les boules seront en partie vides-. Nous avons repoussé
la limite n telle queN = n a la valeur n = 11 {figure 19} en choisissant
les origines le plus prés possible du centre et en augmentant le nombre
d'échantillons (N = 156 103} [64]. Au delad de cette valeur, les courbes
Clr) présentent une courbure systématique (figure 20) et il faut augmen-—
ter de fagon exponentielle le nombre de points N @our avoir acceés &

C s n ) ~ ..
la zone de variation en r . Ceci est di aux effets de bord combinés

pour les différentes corigines.
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QQ

¥ Bruit blanc N

(origines choi sies aleatoirement)
o Bruit blanc -
(origines pres du centre)

° Cycle brouillé - %

¥

Variation en fonction de n de l'exposant v obtenu &

. v ,
partir des courbes C(r} en r pour un bruit blanc

et un cycle limite bruité (dans la plage de y con-
cernée} .
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Figure 20
Courbe C{r) en fonction de r en coordonnées log~leg pour le bruit
blanc pour une dimension d'espace des phases n = 100.

(N = 15.10%, m = 30).




Remarque

Pour le bruit blanc, on pourrait essayer d&'estimer directement C(r)
de la fagon suivante. D'abord, 1l faut calculer la distance minimum
du nuage de points au centre. Pour cela, il suffit de dire que la dis-

. s n-1 . . . .
tance au centre est distribuée en r : on Jette N points aléatoirement

dans 1'hypercube, ceci ncus donne la distance r min :

max

Nous aveons obtenu les mémes ordres de grandeur pour r min

pour le bruit blanc pour n = 5 et 10 par un calcul direct de la densité.

L'estimation de C(r) peut alors étre faite en faisant 1'hypo-
thése que chaque origine est dans une position de symétrie par rapport
aux faces de l'hypercube telle gue 1l'on puisse calculer comment varie
Ci{r). On somme alors sur toutes les positions dans 1'hypercube (faces,
coins, ...}. Cela nécessite d'abord de comptabiliser le nombre de faces
d'une espece donnée, puis de voir guelle est l1'importance respective
de chaque type de face en fonction de 1'échelle 1. On intégre alors

grdce & la distribution des N points calculde précédemment.

D'apres 1'étude précédente, il est clair que pour "couvrir"
un attracteur de dimension élevée avec une résolution donnée, il faudra
un nombre de points N gui variera exponentiellement avec la dimension.
A une échelle de distances intermédiaire, le nembre de points Clr)
variera moins vite gue r car on "sentira" les bords de l'objet.
Dans la pratigue, avec une résolution N x m donnée, il faudra -et c'est
ce gue nous avon cbservé au chapitre V- considérer des valeurs de n

v
beaucoup plus grandes que D afin d'obtenir une zone en r pour C(r).

C.2 LE PROBLEME DU BRUIT EXPERIMENTAL

La c¢ombinaisen du bruit blanc et d'un systéme déterministe

modele permet d'étudier 1'influence du bruit expérimental toujours
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présent sur la détermination pratique de la dimension. Nous n'avons
considéré gqu'une situation ol le bruit est additif : celle ob il vient
s'ajouter a l'observable : c'est le bruit de mesure.

Nous le supposercns en plus borné. Ceci constitue une restric-
tion trés forte par rapport & la situation générale ol le bruit peut
8tre multiplicatif et non borné. Pour les signaux expérimentaux gque
ncus avons analysés, le parametre (nombre de Rayleigh par exemple)
ne fluctue pratiquement pas (du moins sur 1'dchelle de temps que nous
étudions), nous considérerons donc ce systéme comme purement détermi~
niste. C'est pourquoi l'hypothé&se d'un bruit additif ou multipiicatif
agissant sur le systéme et donc sur le paramétre peut B&tre dcartée.
Le bruit est borné en moyenrne ; nous le supposerons borné i chague

instant.

Le signal modéle gque nous avons analysé est un cycle limite

brouillé

¥(t) = E [16350 (X(t) + 1)]
-
(1 + &€ ){sin 2Tft + £ B(t))

X(t)

olh B(f) est un bruit blanc dont les valeurs sont comprises entre -1

et +1. La figure 21 montre des courbes C(r) pour ce signal dans le

cas ol £ = 5 %. Pour les valeurs de r supérieures a r0’= £ x 18350
~ .

% 800, on observe un comportement de C(r) en r ol Y = 1.05 + 0.05.

At contraire, pour r << r, omn atteint le comportement caractéristique
du bruit : Cl{r) ~ r". Cependant par suite des effets de bord discutéds
dans le paragraphe précédent, on observe (pour n 2, 3 ou 4} que

est strictement inférieur & n (voir figure 19). Ainsi la courbe Clr)
présente deux régions bien sépardes ol on observe un coemportement type

cycle limite ou bruit blanc.

Pour examiner la partie transitionnelle de la courbe, nous
avens fait une analyse en pentes locales. La figure 22 montre les pentes
4 en fonction de r (calculdes sur 2 points centrés) pour treis valeurs

dGe £ =0.5%, 5% et 10 3.
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Courbes C{r} pour un nknwm limite brouille par € = 5 3%
dimension n. (N = 15,10, m = 12, At = 1 (= T0/40), p = 9).
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Figure 22
Pentes locales A et valeurs &, calculées,en fonction de r pour des cycles
limites brouillés pour diversés valeurs de n et pour trois valeurs de £
{intensité du bruit).

(N = 15.10%, m = 20, At = 1 {~ To/40), p = 2).



Les courbes /A présentent un minimum pilat dont 1'ordonnée
dépend lindairement de 1'intensité du bruit ( £ normaliséépar r). Sur
la figure 22, nous avons reporté la valeur de 1'exposant D<3 caliculé
d'aprés la méthode de Takens en s'imposant une variation de C(r) en
" pour r £ ry et en r au-dela. Pour des valeurs de n supérieures
ou égales & 10 environ, on observe un bon accord gualitatif avec &K

. 3
(cette quantité a été calculée dans la limite n => o0 ; la correction
due a la valeur finie de n devient négligeable pour les valeurs de
n considérdes). Suite au fait que 1'attracteur est borné, on observera
pour & une remontée non lindaire alors que 0<3 continuera a décroitre
vers la valeur !. Pour le cas & = 5 %, nous avons pris de trés grandes
valeurs de n. Nous avons représenté dans ce cas 0(3 calculé peur 2
ry {et non plus rg) : on voit que A est bien approximé par cette valeur.
Pour expliquer le fait gue ce soit 2 Iy et non plus ry qui joue, il
faut recourir a une représentation géométrique relativement simple
du systéme dans R7. Supposons le cycle non bruité. Toutes ses sections

de Poincare seront réduites & un point.

Ajoutons maintenant un bruit d'intensité £ , il est clair
que la section de Poincaré sera un carré de coété 2 5 centré sur le
point correspondant au cycle non bruité. Lorsque n augmente, les peints
seront de plus en plus "plagués" contre les "bords" et donc loin du

cycie (leur densité est en e n-l

ol e est la distance au cycle). On
Observera alors un comportement de C(r) en r Jjusqu'l une taille caracté-

ristique de 2 r_, et non plus de r.. Cette étude permet de conclure

0 0

sur l'effet du bruit expérimental sur la détermination de la dimension.
Dés que la dimension "du signal" sera supérieure & une valeur de 3
environ, 1iln'y aura plus d'effets car les &chelles en r gul seront
utilisées seront beauccup plus grandes qua celles du bruit [ 64]. Ceci
s'applique aussi au probléme de l'influence de la discrétisation {gui
peut é&tre considérée comme un bruit). Nous pouvons alors dtudier des

signaux chaotigues expérimentaux pour lesquels le rapport signal/bruit

est bon { > 10% en puissance) .







CHAPITRE IV : LA CARACTERISATION D'ATTRACTEURS EXPERIMENTAUX

DE FAIBLE DIMENSION

A - INTRODUCTION

Nous avons vu au chapitre II qu'il était possible &'obtenir & n
(dimension }, p (décalage), At {(périocde d'échantillonage) fixés une
une courbe C(r) qui ne dépende plus des paramétres N (nombre total
de points) et m (nombre de moyennes), du moins pour une certaine plage
de valeurs de r. (Dans le chapitre V nous montrerons gque le fait de
travailler avec N fini peut se révéler dramatique pour certaines recons-
tituticns), Cependant, on ne sait rien quant aux valeurs qu'il faut
donner & n, p et At pour caractériser un attracteur & partir d'un
signal expérimental donné. Dans ce chapitre, nous allens d'abord &tablir
de fagon indiscutable qu'un signal provenant d'une expérience de convec-
tion de Rayleigh-Bénard correspond A un attracteur de faible dimension.
Puis nous calculerons son entropie. Enfin, nous conc.lurons sur le rdle
des parametres n et p en mettant en évidence certaines limitations

de la méthode.

B - ESTIMATION DE LA DIMENSION

Le principe utilisé pour caractériser un attracteur de dimension
D donné est gue la courbe Cl{r) doit se comporter comme rD sur une plage
de r grande, ceci quelle soit 1la dimension n ( > D) de l’éspace des
phases. Nous allons maintenant montrer sur un exemple que l'on peut
aboutir a des conclusions erronées en utilisant ce principe, si on

ne fait pas varier de fagon indépendante les deux paramétres n et p.

B.1 LES SYSTEMES ANALYSES

Parmi les systemes analysds deux sont expérimentaux. Afin
de pouvoir conclure de fagon objective sur ces derniers, nous avons
aussi étudié la variable 7z(t) du systdme de Lorenz [17] pour les valeurs
des paramétres correspondant & la présence d'un attracteur chaoctique

unigque de faiple dimension (% 2.06) dans l'espace des phases.




En effet, les théoremes du chapitre II nous indigquent que la projection
ainsi réalisée de R3 dans R laisse invariante la dimension de 1'at-
tracteur. Nous avons intégré le systéme par une méthode de Runge-Kutta
d'ordre 4 et échantillonné la coordonnée Z{t) -qui est pseudo-péricdique-
34 la période A t = 0.02 (2 To/37 car To o2 0.74). Neus l'avons traités

comme du signal expérimental.

Le premier signal expérimental provient d'une experience de
convection de Rayleigh-Bénard réalisée par Bergé et Dubois a Saclay.
Il s'agit d'un systeme constitué par une couche fluide emprisonnde
par deux plagues conductrices et chauffée par le bas. La solution ul{x,t)
= 0 pour tout x et t devient alors instable et céde 1la place a une
structure en rouleaux. Lorsque l'on gele cette derniére grdce aux parois,
on obtient un systeme & trés peu de degrés de liberté. Son comportement
de transition vers la turbulence ressemble beaucoup a ce gue l'cn peut

observer pour certains systémes dynamiques trés simples.

Dans le cas particulier considéré, le fluide est de 1'huile
silicone, le récipient est parallélipipédique de rapports d'aspect
cr“x =2, M v = 1.2, r; = 1). La variable analysée est semi-locale,
c'ast la défléction d'un rayon lumineux traversant la csllule. L'détat
chactique analysé précéde une cascade de doublements de période (le

nembre de Raleigh analysé vaut 235 fois le nombre de Rayleigh critigue).

Le second signal qui a été analysé provient d'une expérience
de convection en injection unipclaire. Considérons une couche de liquide
isclant soumise & une injection ionique grice & des membranes échangeuses
d'ions, une différence de potentiel 2&tant appliquée sur le liguide.
On peut montrer que la distribution de charge en conditions statiques
est potentiellement instable {le raisonnement qualitatif ressemble
a celui gue l'on a fait pour le cas de Rayleigh-Bénard) Le paramétre
d'instabilité est proportionnel i la tension appliquée. Ce phénoméne

a fait 1l'objet de nombreuses dtudes [66],



- Q7 =

Dans le cas ou les ions injectés ne sont que d'un seul signe,
les cellules de convection sont hexagonales. Pour l'analyse de la dyna-

mique de 1l'écculement, on mesure le courant électrique total

— i el
I =:f; (K E +u) 2 dz
<L

] e . . » I . . et -~
(g : densité volumique de charge ; K mobilité lonique ; E champ &lec-
. —— . ’ - - —t . .
trique ; uw : vitesse de 1'élément de volume ; Z° : vecteur unitaire
normal a la couche ; dZ : élément de volume)

qui traverse la cellule d'étude.

Pour un petit rapport d'aspect cylindrigue ( V& 1) la transi-
tion a la turbulence est analogue a celle que l'on peut observer pour
des Systemes Dynamiques & petit nombre de degrés de libertd i671. De
plus, comme le montre la figure 23, le spectre de puissance des fluctua-
tions du courant présente la décroissance exponentielle qui semble
caractéristique du chacs déterministe [32]. Le signal qui a été analysé
correspond & une expérience i petit rapport d'aspect (1! = 1) effectude
par Bernard Malraison au L.E.M.D. La tension a &t2 fixde & une valeur
de 270 V ce gui correspond & trois ou quatre fois la valeur du seuil

d'instabilits.

B.2 LES RESULTATS ANTERIEURS ET LE PARADOXE EN E.H.D.

Ces deux signaux ont &été échantillonnds ( At = 1.6 10 - s
pour 1'E.H.D., voir figure 23, et &t = 0.33 s pour R.B,, wvoir figurse
24, ce gui correspond environ a 15 points par pseudo-période principale

To) et discrétisés sur 12 bits.

La figure 25 montre les courbes Clzr) correspondant aux deux
signaux pour des valeurs de n croissantes de 2 & 12 telles que (n-1)pDt
Y To et pour des valeurs de p croissantes & n fixe. Ces graphes présen-
tent en log-log des zones linéaires dont la pente semble se saturer

en fonction de n.
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Figure 23
Spectre de pulssance pour un régime chaotique de convection E.H.D,

Extrait de [63]
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Figure 24
Spectre de puissance pour un régime chactique de convection de R.E.

Extrait de [63]




- 100 -

ol [l dLl‘: o L Levnl!
2 3 4@ogr
Figure 25a Figure 25b
Figure 25

Courbes log C(r)/log r pour deux signaux chaotigues expérimentaux :

a. Convection E.H.D.
b. Convecticn de Rayleigh-Bénard

{extrait de [63]) (N = 15.10%, m = 100).
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Les auteurs de [63 ] ont alors conclu a la présence d'un attracteur

de dimension 2.8 pour le signal de Rayleigh-Bénard et 5,1 pour 1'E.H.D.

On peut néanmoins faire la remarque suivante : la wvaleur de p pour
n = 7 qui est reportée dans la courbe = {(n) (figure 26) gui présente
urne saturaticn, est trés faible (A 2 cu 3). Or pour des valeurs de

p supérieures, la pente de C(r) augmente et dépasse la valeur de satura-

tion ¥ = 5.1. Ceci semble indiquer une dépendance de ~) par rapport

-~

ap.

Pour les mémes plages de paramétres que prédédemment (N =
3

15.10° a 30 10°, 10° & n & 5,107, %% £ at %g, 3 & ng 2,
3 £ p £ 9 et (n-1)pAt = To), nous avons &tudié gdes signaux pour
différentes valeurs de la tension (eC T) et du rapport d&'aspect n.
Les résultats gue nous avons obtenus [ 64,68 ] indiqﬁaient une saturation
pour W {n) 3 des valeurs comprises entre 5 et 6 et ceci guelles que
soient les valeurs de T et de | ' . Nous étions confrontés i deux éventua-

lités

- Un écoulement trds compliqué (T grand et r1 grand) était
décrit par un attracteur de petite dimension dans - 1'espace des phases

. . n
asscocie R

- Il y avait une mauvaise utilisation de la méthode de détermi-
nation de la dimension, en particulier les parametres n et p n'ont

pas été varids de fagon indépendante et systématique.

B.3 L'EXPLORATION SYSTEMATIQUE DES PARAMETRES n ET p : CONCLUSION [64,65]

C'est alors gue nous avons repris en paralléle 1'eétude des
deux signaux expérimentaux et du signal issu du systéme de Lorenz.
Nous avons fait varier les paramétres n et p dans de trds grandes plages
sans conditions les liant. Nous avons refait 1'expérience de convection
2.H.D. pour une valeur trés faible du rapport d'aspect ("= 1) et
du parametre d'instabilité (U = 507 Var & x Uc). Le signal a été é€chantil-

4 To
0

lonné & t =510~ (~ 3—) ot digitalisé sur 12 bits.
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La question qui se posait alors était de savoir si ces diffé-
rents signaux expérimentaux avaient un nombre faible de degrés de liber-
té. Les résultats de 1la variation systématique des paramétres pour
ces trols signaux sont présentds dans la figure 26. Il faut tout de
suite noter 1'analogie entre les comportements pour le signal chaotique
de R.B. et le systeme de Lorenz ; ¥ semble relativement indépendant
de n et p*. Au contraire dans le cas de 1'E.H.D. on n'observe pas de
saturation pour ¥ (n) (i p constant) pour n croissant. A n constant,
on observe que W (p) se sature pour p grand. La valeur atteinte corres-
pond a celle que l'on obtient pour le bruit blanc (avec les mémes valeurs
de N et m). Lorsque p augmente on va décorreler les coordonndes du
vecteur Xt de R” 1'une par rapport a l'autre. Eﬁ effet, la fonction
d'auto-corrélation associée A un tel signal décroit traés vite comme

le montre la figure 27.

Dans la limite de tres grandes valeurs de pr le comportement
de C(r) dans une plage de r fixée devient analogue & celui que 1l'on
observe pour un bruit blanc. Cette étude nous permet aussi de comprendre
la "saturation" précédente. Il faut se rappeler que ces calculs avaient
été faits pour n £ 12 et (n-1)p At & To. On se situe alors sur la
partie des courbes W (p) gqui croit. Lorsque n augmente, p diminue et
on se déplace dans le diagramme vers la gauche, ce gui donne une appa-

rente saturation de Y

Cette étude a permis de montrer que l'on pouvait clairement
mettre en é#vidence un attracteur expérimental de dimension faible.
L'invariance de VY par rapport a des variations trés grandes de n et
p et la similarité de comportement d'un systéme numérique de trés. petit
nombre de degrés de liberté sont des preuves manifestes que les points
expérimentaux se situent sur un objet de faible dimension dans 1'espace
des phases reconstitué. Il est clair aussi gque la conclusion N & s

pour le signal E.H.D. est 3 remettre en question.

* Les légéres déviations que l'on peut observer lorsque n et p aug-
mentent seront expliguées par la suite.
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Fonction d'auto-corrélation sur 107 @orzdm pour up regime n:mOWH£:® de convection

- E.H.D. (T =1, 0= 250 V {seuil A mo V), Te =~ 5,3 10 s, At = [16,5) x To).
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Naivement, on pourrait penser d'aprés l'analyse des courbes
C(r) que la dimension de l'attracteur pour le signal E.H.D. est supé-
rieure a 15 (la valeur maximum que nous ayons obtenue dans calculs).
Or, il se peut gue celle-ci n'atteigne pas cette valeur qui pourrait
étre due A& une courbure de C(r). Pour trouver la dimensicn, il faut
calculer C(r) pour des valeurs trés faibles de r comme nous le verrons

lors de l'étude de l'entropie.

C - LA METEODE PRATIQUE DE CALCUL DE L'ENTROPIE

Nous avons pu établir de fagon indiscutable que le régime de convec—
tion de Rayleigh-Bénard que nous avons étudié était décrit par un petit
nombre de degrés de liberté. Il faut alors vérifier que l'on a bien
divergence exponentielle des trajectoires sur 1'attracteur. Un premier
argument en faveur de cela est l'existence d'un bruit large bande dans
le spectre de puissance (voir figure 24), Cependant, il est intéressant
d'évaluer l'entropie pour gquantifier le taux de divergence des trajec-
toires sur l'attracteur (et ainsi pouvoir comparer le systéme 3 d'autres

comme nous le verrons).

Rappelons brievement que l'entropie est calculée i partir d'une
partition de l'espace des phases en boites de taille r numérotdes de
T a M(r) ; on estime alors la probabilité p{%, - ib) que le systéme

génére la séquence (i1 . ib). L'entropie K2 s'estime en calculant :

*_;IE__ = __g;_“ EO ZE: ZCL ’“.LL)
bAE bAE ¢ a‘...mt’ |

(39)

i),

la somme étant effectude sur toutes les séquences (i1, RRE

Cette quantité doit devenir indépendante de b, de la période d'échan-

tillennage et de la partition.

On pose :
k:ZJ = JU# 1&vn ‘;Eb_
Fcux_h Hion bes a0 L Ak
At
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L'entropie métrique K se définit de la méme facgon par

K= 4up fim -4 (- by Log p(i1- th)
pantition, Ak b0 Lap (;-u'ib)? E

C.1 MISE EN PRATIQUE DE LA METHODE

Plagons-nous dans 1'espace des phases R". Considérons la
suite de vecteurs ;i' i & [I,N] qui décrit une trajectoire du systéme,
I1 faut trouver une partition de l'espace des phases en un nombre fini
de sous-—ensembles afin de calculer les prebabilités p. Le choix de
cette partition est délicat. Si on cheisit une partition guelcongue,
on a toutes les chances qu'elle ne soit pas génératrice, ce qui se
traduit par le fait que la borne supérieure (dans la pratique, le maxi-
mum) de la limite de (39) quand b tend vers 1'infini n'est pas atteinte
pour cette partiticn [28]. Physigquement une partiticn est génératrice
81 elle morcelle l'espace des phases & 1'infini socus 1'action du flot.
Dans le cas gui nous occupe Cohen et Procaccia [69] ont montré numérigque-
ment que le fait d'"attacher" la partition & la dynamique en centrant
chague boule sur un vecteur de la trajectoire fait que celle-ci est
génératrice. Par la suite, nous vérifierons cela sur un certain nombre
d'exemples. (D'un point de vue plus géométrigue, Grassberger et Kantz
[ 70] ont pu construire une partition génératrice a deux &léments en
s'appuyant sur la connaissance des variétés stables et- instables au

voisinage d'un point fixe hyperbolique),

Dans le calcul de p TR ib), nous avons €liminé les sé-

quences corraspondant a des boltes et donc & des vecteurs non consécutifs

car leur probabilité est trés faible. Soit donc la suite de wvecteurs
*fiduciaire” : (L., X .+ «.. . % ) ol les X, sont construits par
i i+1 i+b-1 j

décalages sur une coordonnée scalaire X. Pour estimer la probabilité

. . . , . -
associée a une telle suite, il faut calculer le nombre de suites (X.,

—ty b . . . - , ~ ' J
X, ;.. X, ) (choisies consécutives pour les mémes raisons que
j+1 J+b-1

plus haut), telles que :

il

—>
“ Rigk — Xé+\<“ {n bour o<kghboy  wo

En utilisant la norme du maximum, la condition (39) devient

pour le signal scalaire X(t) :
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Ma.x \ Y [(i+k)Ai: - BPAE] - ¥ {Q-i-k)t“: - 5pAE]{\< b3

(471)
0 &b n-1

pour 0 £ k% {: b - 1. {On parlera de r-colncidence pour chacun des

termes X{(l) - X(m) ).

Les portions de signal X(t) utilisées pour construire la suite

—y
de vecteurs (Xi+k) pour 0 é: k 4§ n - 1 se recouvrent. Supposons que
la "longueur" de la suite b - 1 soit plus grande que la "longueur”
de chaque vecteur p(n-1). La situation sur l'axe t pour p = 4 est la sui-
vante : Ak pak

‘.l 1 1——1.1 7(/(_ 1 l‘u PR S N B 1]{/(_: l° >
< < < . 4

A ~ Y Fi Ké

(d()"\ A{g /é \/

7 K,
—_

F K

J — >

' Kig

On exige alors d'aprés (47)

[ x(1) - x(m}] £ « (42)

- pour i-pin-1) £ i+b-1 seit  i+b-1 - [i-p(n-1)]-+ 1 =

€ 1
j=pin=-1) & m £ j+b-1 | b+pin-1) conditions de r-coincidence.

8i le flot se comporte de fagon réguliére dans 1'espace des
phases, on peut diminuer le nombre de termes a calculer dans (42) et
ne calculer |[X(1) - X(m)| que tout les p termes. La condition que
tous ces termes soient r-coincidents semble équivalente & (42) ({cela

revient a prendre pAt comme nouvelle périocde d'échantillennage) .
La quantité

C:’)b (’T-')z N—J: h §é ) “_X_:-{-k - >_<:+k(!{)1 t 04-’{(';( E-l} (43)

pourra donc étre approximée par
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Ci}b ()z.):: N‘tghk{i, \X(iup(n-ijﬂqa)— X(j-_—p(n-x)-pkp)}.‘(),-_ (44)
povn o skg [E(l_’.:_‘.)-n-i-l} +l}

ce qui est exactement le calcul d'une fonction C {r) (35) dans un espace
b_

aE (“E-) - n + 3 dimensions avec un décalage p.
o P d
Une fois obtenue la probabilité C; b(r) de la séquence I = (Xi,
-* -~ ~ L " !
.y Xi'b—1)’ grace a cette methode, 1l faut calculer (39). Pour cela

nocus pouvons utiliser le fait que :

< Log 1:1. Z 'PI LO%PI ' (45)

par suite de la propriété d'ergodicité de 1a mesure sur 1'attracteur

[ 32] appliquée a la fonction Log p;- De la méme faqon,

{ PI >{ Z ‘FI (46)

L/
Ainsi, Cé(ﬂ.)-— Z C;Jb(h) = Z ?I [71] et comme pour un attrac-

teur

D
C"n., ~ ot
b( )n—ao
On obtient [71]

D, —~bAtyk
Cg(:z_)"’ n e = (47)

De la md@me fagon, si
[/74 ey
Cy0 = [ [ Cl(n)] (48
alors 1_ CM ny & Z P
eq Cb () < IL"?FI

m( JZ.D‘ ~bAEK (49)
b A =
Y
b-sao
Plus généralement, pour calculer Kg pour g quelcongue (voir

et

chapitre I}, on peut estimer :

iy
q q-1 a=ly . 9-1
Com= £ 2 i =T 2 by

on en déduit Da - bAE{a~ (50)
COan 21 a0k

Hev g
b—roo
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Ceci constitue un moyen pratique de calculer Kg, en estimant
Pr grice & la méthode exposée plus haut. Nous verrons & la fin de ce
chapitre, gue cette technigque n'est pas utilisable pour des signaux
expérimentaux gquelconques. Elle n'a pu &tre mise en oeuvre que dams
des cas ol la dimension de 1l'attracteur et l'entropie sont faibles

et ol le nombre de points N est trés important.

C.2 CQUELQUES REMARQUES

a. Il y a deux fagons d'utiliser les relations {(47) et (49)

pour calculer K, et K. La méthode directe consiste 3 calculer

_!:_& Lo% ( CZ(J:.)) (ou C’g()z)) pour bosewo (s

Ceci donne pour b grand des fluctuations et des erreurs d'ordre 1/b [ 19q].

Une autre Zagon est d'associer & la suite {(ub), telle que
pwbh = - Q/bA t)Log‘[C"b(r)] (dont nous supposerons que la limite existe)
- a
une suite (Fb) dont la suite de Cesaro (suite des moyennes Vb = b :E: F )
ast

associée est (ub). (Fb) aura la méme limite gque (ub).

Nous choisirons

b - v o
Fi) - (s ALY f [L&a Cplny — ch Cb+s(u)] (52)

avec des valeurs faibles pour s.

Dans le reste de cette étude, nous considérerons le czlcul

de la limite

b)
-%:m Fé (%) (53)
._>m
On peut montrer gue (F;b)) constitue une suite décroissante
de b [28]. En effet, dans le cas ol il y a une seule séquence (i1e..ib),
F;b) est reliée & la probabilité d'une r-colncidence sur un temps {b+s}At

sachant gue l'on avait une r-colncidence sur un temps b A t.
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Ainsi pour un systeme déterministe des taux moyens d'échappement
des trajectoires tend vers une limite finie lorsque le temps sur lequel
on effectue les observations tend vers 1'infini. C'est ce qui est traduit

dans les définitions plus formelles du chapitre I. -

b. Le choix de la norme que l'on utilise pour le calcul de
(40) se révele trés important, car on examine la limite b (ou n, ce
qui est éguivalent comme nous 1'avons vu plus haut) tendant vers 1'infi-
ni. Par la suite, nous noterons la d&imension de l'espace des phases
n ou b. Le taux de convergsnce vers la limite (53) varie suivant que
1'on prend la norme euclidienne comme dans [71] ou la norme du maximum
{ 72]. Pour montrer cela, considérons un signal périodique échantillonné
convenablement {chapitre III). Pour la norme euclidienne, la distance

entre deux séquences devrait varier avec n comme V.. En effet -

n-1 . 2.4/z
u—>-<~_:_$<-§“ _ [ > [x(t&k-kab)nx(gat-kax:\]x
K=o

Cette guantité peut étre bornée de la fagon suivante
Ve Min | X(Gwat) - X (G- 0] € WK=K (1€ VA Hox fx('-kmt)wx(ﬁ-k)&)[
0Lk n-1 odkgn

Cette dépendance en Vn' se retrouve & toutes les échelles, et on peut

alors en déduire pour une échelle r_ de donnée :

0
Cn(’lcﬁ ~ VW - (54)
N o0
En injectant (54) dans (52), on voit gque le terme F(n) {r)

s
se compertera comme 1,/n pour n tendant vers 1'infini. Au contraire,
dans le cas de la norme du maximum, la distance moyenne entre deux
séguences ne dépendra plus que faiblement de n dds que nAt sera supé-

(n)

rieur & une période To (voir figure 35). Le terme FS (r) atteindra

donc la limite (53) plus rapidement.

Ce probleme, 1ié au fait gue la norme euclidienne n'est pas
. . . . n A , L
bornée avec la dimension de R pourrait Atre résolu en multipliant les

1
valeurs C (r ar un facteur —
., (r) par a Ve
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Il est tout de méme plus simple d'utiliser la norme du maximum {(voir

chapitre II} et c'est ce gue nous avons fait.

c. De la méme fagon que pour les Dg, le fait que l'on observe
des Kq différents [ 29] est en contradiction {apparente ?) avec 1 'hypo-
thése d'ergodicité. En effet, il suffit d'appliguer le théoreme ergodigue

) - A
v au chapitre I a la fonction de Xi

G [—- L logciy (’QJ
boeo b

Alors cette expression sera constante pour p-presgue tout §; et vaudra
K {(pour r faible afin que la partition soit génératrice). Ce résultat
peut &tre démontré rigoureusement ([ 28] p. 257). A 1'heure actuelle,
nous ne comprencons pas quelles peuvent é&tre les hypothéses -qul sont
relativement faibles dans ce contexte- du théoréme qui scont mises en

défaut dans une situation réelle.

P - LE CALCUL DE L'ENTROPIE SUR LES SYSTEMES DE RAYLEIGH-BENARD ET
DE LORENZ [73]

Nous avons wvu plus haut gue le calcul de C"b(r) {taux de seéguences
de b vecteurs de R" reconstruits & partir d’une observable X(t) gui
sont a une distance r l'une de l'autre) pouvait -a condition de travail-
ler avec la norme du maximum~ se ramener au calcul de Cb+n_1(r). Dans
toute la suite, c'est ce que nous avons falt -en assimilant b et n-.

L'entropie devant nous &tre donnée par (52) et (53).

D.1 ©LES PREMIERES ETUDES : VALEURS DE n ET p FAIBLES

La figure 28 montre les courbes C(r) ainsi gque les pentes

locales associées pour le signal de Rayleigh-Bénard é&tudié plus haut.
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Signal chactigue de Ravleigh-Bépard :

a. Courbes leg Clr) en fonction de log r
b. Pentes locales en fonction de r

(N =28 10", m= 600, At = 0.33 (To/30) p =3, n =10 - 37).

Figure 29

Variable Z(t) du systéme de Loranz (R = 28, 0= 10, b =

wlm

)

a. Courbes log C(r) en fonction de log r
b. Pentes locales en fonction de r

L]

{Pas &'intégration : 0.01, N = 30.,10°, m = 600, At = 0.02 (To/37) p=1,n= 13> §0)
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Figure 30
{
Signal chaotique de Ravleigh-Bénard. Courbe F;m(r) pour 3 valeurs de r : r = 280,
440 et 690 jusqu'a n = 60. (mémes paramétres que dans la figure 27).
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v

Il est clair gque nous avens une loi de comportement de C(r) en r

ou ¥ est indépendant de n (¥ = 2.9 + 0.1), car la pente locale ne
dépend pas de n sur presque une décade en r. La courbure cbservée pour
C{r) pour les faibles valeurs de r est vraisemblablement due an bruit

(voir étude du signal bi-périodique).

Pour la variable Z(t) du systéme de Lorenz, la situation ost
trés semblable comme le montre la figure 29. On observe ici aussi une
identité des pentes locales a une valeur 2.05 + 0.1. Lorsque l'on fait

le calcul de :

FD - (3ae)' Loy Cn o

pour les deux systemes, pour diverses valeurs de r, on s'apergoit que
cette gquantité est relativement indépendante de r et gue comme on s'y
attend, elle décroit lorsque n augmente. La figure 30 montre la variation
de E{?)(r) en fonction de n, pour trois valeurs de r pour le signal
issu de l'expérience de convection de Rayleigh-Bénard. Ce graphe semble

présenter une saturation pour n 2 45.

Dans le cas du systéme de Lorenz (figure 31) on cbserve bien
les mémes effets gqualitatifs, cependant la courbe an)(r) continue

a décroitre avec n.

Ces premiers résultats : apparente saturation pour le signal
expérimental et non saturation pour le systéme de Lorenz, peuvent s'in-
terpréter & la lumiére des études numérigues réalisées dans [ 52, 71].
Dans ces travaux, le temps total T = {(n-l)pAt sur legquel le systéme
- a été "suivi" (sur lequel on a comptabilisé des coincidences % r pras)
nécessaire pour obtenir une convergence était de l'ordre de 6 ou 7
temps caractéristiques (temps construits sur 1'inverse de l'entropie).
Ailnsi, il apparait que nous n'avons peut-&tre pas exploré des intervalles

de temps suffisamment longs.
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D.2 LA CONVERGENCE VERS LA VALEUR DE L'ENTROPIE

~ Une premiére fagon d'augmenter T = (n-1)pA t est de prendre
de plus grandes valeurs de la dimension n cie l'espace des phases. Pour
diminuer le temps de calcul, nous avons préféré -augmenter p (changement
de la péricde d'échantillonnage de At a p At). Dans tous les cas,
nous nous sommes alers heurtés a des problémes de courbures systématiques
de C{r). Nous détaillercns plus loin ces limitations de la méthode
associées aux variations systématiques des paramdtres n et p. Il a
été possible d'estimer K2 pour le signal de Lorenz ainsi gque pour celui

provenant de l'expérience de convection de Rayleigh-Bénard de Bergé
et Dubois. Le calcul de F;n)(r) doit se faire théoriguement pour des
valeurs de r se trouvant dans la zone de "scaling" (Cn (®») ~ r ).

{n)

En pratigue, nocus l'avons évalué dans une région ol F (r) ne d&épend

pratiquement pas de v. Ceci signifie gue malgré leur courbure les graphes
de Cb(r) sont décalés vers le bas d'une valeur constante lorsgue l'on

passe de b =n & n + q (ceci impose le cheix de q). La figure 32 montre
an paralléle les courbes %(r) et Fén)(r) x A t assocides au signal
chaotigue de Rayleigh-Bénard pour un temps-décalage de p x At = 12
{n)
3

tend vers une limite lorsque n augmente. La méme situation se preduit

X 0.033 To et pour diverses valeurs de n. Il est manifeste gue F ()

pour le signal de la variable z(t}) du systéme de Lorenz comme 1'indigque
la figure 33. Ici, Fén)(r) a tendance a diminuer un peu avec r ; cet
effet est dl au "resserrement" des courbes C(r) pour r ‘au-dela de 1la
zone de "scaling". Dans la formule (47), la valeur A t doit &tre rempla-
cée par pAt lorsque le décalage vaut p ; en effet calculer Cn(r) revient
alors a chercher des r-colIncidences sur des séquences de vecteurs séparés

par un intervalle de temps pAt.

Définissons
_ (m)
K("D (p,n): b ‘ < E! ("‘)>y‘ (55)

Nous pouvons alers reporter tous nos résultats sur une courbe universelle
(q) . . .
g 4 (p,n} en fonction du paramétre T (=(n-1)p At) -longueur de la sé-
. iqs s . - n L.

guence scalaire utilisee pour construire un vecteur de R - normalisé

par To (échelle de temps intrinségue)
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Figure 32

Signal expérimental provenant d'une expérience de Rayleigh-Bénard.
a. Courbes log nwﬁﬂy en fonction de log r pour différentes valeurs de b
b. Courbes mwﬁﬂv x At déduites des précédentes

(N = 8500, m = 600, At = 0.33 (=~ To/30), p=12).
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Figqure 33

Systeéme de Lorenz

{r) en fonction de log r pour différentes valeurs de b

a. Courbes log C

. b. Courbes mwgwu ¥ At déduites des précédentes

b

(¥ = 3.10%, m = 600, At = 0.05 (= To/i5), p = 6)
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La figure 34 donne cette courbe universelle pour le signal chaotique
expérimental (la valeur limite est .00 + 0.01) et le systéme de Lorenz
0.9 + 0.1). Il est clair que la limite b-»20 de (39) a &té atteinte.
Dans les deux cas, la valeur limite ne dépend ni de la période d'échar~-

tillonnage A t, ni des valeurs de r considérées (on a donc une partition

génératrice). La valeur de X, calculée pour le systéme de Lorenz est
.. s + . . '
en accord avec 1l'inégalitsd K, éf ¥ £ A~ (voir chapitre I). On observe
~ + . . , ; .
méme K_ = A + ce gul confirme indirectement le résultat de Grassbherger

2
et Procaccia [29 ] qui ont montré par une méthode numérique dérivée
de celle pour le calcul des exposants de Lyapunov que K2 = K1 = K0 pour
le systéme de Lorenz.

Pour comparer les entropies pour les deux systémes, il faut
les normaliser par rapport 3 une échelle de temps caractéristique du
systeme, par exemple To. Dans le cas précédent, on obtient les quantitas
0.63 To | pour le systéme de Lorenz et 0.9 To—1. Ainsi le systéme expéri-
mental est plus chaotique ; dans le sens ol il géndre plus d'information
par cycle. Pour les systdmes chactigues on obtient en pratigque une
entropie qui est strictement positive ; nous allons vérifier que ceci
n'est pas le cas pour des signaux réqguliers pour lesguels on doit trouver

une entropis nulle.

D.3 ENTROPIE POUR UN SIGNAL PERIODIQUE ET BRI PERIODIQUE

Dans ce cas, il est connu que les entropies Kg sont toutes
nulles. En effet, pour ces systémes, le taux de divergence des trajec-

toires n'est pas exponentiel.

La figure 35 montre des courbes Ci(r) pour la sinuscide du
chapitre III pour trois valeurs assez grandes de n. Les courbes C{r)
semblent se superposer exactement. Pour un signal périodique quelconcue,
lorsgque l'on utilise la norme du maximum, la distribution des distances
dij ne va plus évoluer & partir d'une certaine valeur de T {typiquement
T ~s To). Il est alors clair que 1l'entropie K2 (et toutes les entropies

car tous les Ci(r) se comportent de la méme fagon) est nulle,




b N O

o

o

b 2 O O o p +
N

Ol

| o4
-0—
— O —f

AN

Tigqure 34

{p,b) de l'entropie en fonction de la longueur T des séguences

a

Estimateurs K
Stimateurs (1)

nermalizée par la pssudo-péricde To) pour :

a. le systeme de Lorenz
b. le signal expérimental
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Figure 35

—4 : Courbes C(r) en fonction de r en coordonnées log-log pour un signal
AO h’ OA_)V periodique (sinusoide calculée avec les précautions mentionnées
au chapitre 1I1) pour trois valeurs de la dimension d'espace
des phases n = 40, 43 et 47,
T
(N = 3.10% m =600, At = 1 (= mwf p = 9)
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81 cette derniére conclusion deit rester et reste vraie dans
la pratigue expérimentale pour un signal bipériodigue, 1la facon dont
on atteint la limite est différente. Les courbes de 1la figure 38 ont
été calculées pour un signal bipériodigue provenant d'une expérience
de convection de Rayleigh-Bénard. La bi-périodicité a étéd vérifide
par l'analyse du spectre de Fourier ainsi. que par le recours a une

1 ~

section de Poincaré [ 74]. La fréquence principale vaut To = = f2 =

-2 . N . . . -1
6.4 10 Hz et celle qui pessede une énergie moindre T1 = f? = f2 /T2,
On observe sur la figure un bon alignement des courbes C(r). En regardant
plus finement celles-ci on s'apergoit que la pente A dans 1a région

3
210 \< r \< 5 103 vaut 2,1 pour n = 7. Lorsgue n augmente, A a tendance

ml

dériver vers des valeurs légérement plus grandes. Cet effet e=st 4l

DJI

l'influence du bruit expérimental sur le signal gqui se manifeste
directement par la courbure ocbservée pour les faibles valeurs de r ;
dans cette zone la résolution pour C(r) est bonne, 1'effet ne peut
donc pas étre imputé 3 un manque de distances dii (voir fin du chapitre
I1). Celle gui est observée pour les courbes C(r) assocides au signal
chaotigue étudié précédemment s'expligue de la méme fagon ; les plages
en r correspondent au rappeort signal/bruit dans le cas d'échantillonnage
sur 12 bits (R.B. chaotique) ou sur 15 bits (R.B.. bipériodigque). Pour
des valeurs de r supérieures, on retrouve la pente 2 pour la courbe

C(r) méme pour de grandes valeurs de n et P in=20, p= 12,

Remarquons gque les courbes C(r) se décalent lorsque n augmente.
On n'atteint pas le régime asymptotigue aussi rapidement gue pour un
signal péricdigue pour lequel le signal se répéte exactement. La distance
entre deux vecteurs §1 et E? croitra avec T pour le bipéricdique alors
qu'elle atteignait une saturation pour T Ar To pour le périodique.

Néanmoins, la croissance ne sera pas exponentielle. A p At fixé, la
{n}

S
mensurations lorsque T &C 7 To) vers 0. Comme plus haut, on obtient

(3)

quantitéd F {r) décroit de fagon non uniforme (& cause des pseudo-com-

{p,b) en fonction de
(3)

un comportement universel pour la guantité K
T. Bur la figure 27, sont reportées les valeurs de K (p,b} en fonction
de T/To en coordonnées log-log pour : les deux signaux chaotiques &tudiés
précédemment et le signal bipériodique. Dans le premier cas on observe
une saturation & une valeur strictement positive ; au contrairs K3(p,b)
décroit constamment pour le signal bi-périodique montrant que la limite
est nulle pour T —> &0 . Le calcul de K permet denc d'établir si un

2
signal est chaotique et quel est son degré de chaos.




Courbes C(r) en fonction de r en coordonnées log-log pour un signal bi-peériodique expérimental calculées pour
quelques valeurs de la dimension d'espace des phases (N = 15 10°, m = 600, At = po=12).
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Comparaison de l'estimateur de 1l'entropis K(B)(p,b)

fonction de la

g le
o le
+ l=

leongueur des séquences explordes peour

systéme de Lorenz
signal chaotique expérimental
signal pi-périodique expérimental

normalisé par To

en




- 126 ~

D.4 ESTIMATION DE K : LES PROBLEMES

La méthode pratique est la méme que pour K sauf .gue 1l'on

21’
calcule non plus la moyenne arithmétique des Ci(r) mais la moyenne
géométrigue notée C“'b(r) (48). L'entropie sera donnée par le décalage

des courbes C"'b(r) lorsque b augments (49).

Pour calculer (48), pour une valeur r donnée, nous avons &liminé
. —% . .
les sequences Xi pour lesguelles Ci(r) = 0 et augmente le nombre de

moyennes Jjusgu'a ce gue C“'b(r) n'évolue plus. Alors, la plus petite
valeur pour C“'b(r) est 1/N (un seul ?;; contribue & la moyenne). On
aurait pu éviter de faire cela en moyennant sur r, 4 C donné. Cependant,
il aurait alors fallu introduire des corrections artificielles au "sca-

ling™.

Nous avons analysé le systéme de Lorenz avec cette méthode

pour deux grandes valeurs du nombre total de points : N = 30.103 et

15.104. Cans ces deux cas l'estimation de K s'est révélde impossible.
Les courbes C"'(r) présentent une partie en loi de puissance suivie
par une partie courbe pour les faibles valeurs de r (figure 38). Lorsque
n augmente C"'{r) devient toute entiére courbe. Si on calcule F;n)(r}
pour s petit on obtient une courbe qui a une allure en cloche. La limi-
tation en 1/N jouant sur les petites wvaleurs de r vient s'ajouter &
celle qui joue pour r grand. Heuristiquement on fixe K(p,b) comme étant
le maximum des courbes Fén)(r) en fonction de r.

Il est alors impossible de déterminer dans la pratique, la
limite de K(p,b) avec la résolution prise : X{p,b) tendra vers 0 de
fagon parasite (figure 39) (aprés un comportement universel sur une plage

limitée de T) et ne présentera pas de saturation.

La comparaison entre la saturation claire obtenue pour K2 avec

. 4 .
N = 3.104 et la non saturation pour K pour N = 15.10 est é&loquente.
7

n v
Pour C_(r}, on obtient le scaling jusqu'aux plus petites wvaleurs de

r. C'eit ce gui permet le calcul de KZ pour le signal expérimental
avec seulement N = 8000 points. A l'heure actuelle, il semble donc
que le calcul de Dg et Kg pour g gquelcongue soit impossibls pour un
signal expérimental qui ne scit pas 3 trés faible dimension ou & trés

faible entropie.
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pour le systime de Lorenz.

en foncticn de log r Y

(r)

b
(N = 15.10%, m = 400, At

log C*!

Courbes
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0.25,
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+ p&t =00657,
- 0392 -

s - -1571 -
(N= 310%)
o|® - -Q330 -
X - -3273 -

(N=15104 )
@ o

X0

Figure 39

Courbe X'(p,b) en fonction de T/To ne présentant pas de saturation.
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Les seuls calculs de K qui ont clairement* abouti {69 ) concernent des

systémes ol la dimension est tras faible ¢ D,§ 2). I1 a tout de méme
&té nécessaire d'augmenter le nombre de points Jjusqu'a N = 5.‘!0S ou
- 6 . , . , .

meme 10 i cecl semble impraticable du point de vue experimental pour

un systéme comme une expérience de convection thermique ou les temps

caractéristiques sont grands par rapport au 102me de seconde.

E - PREMIERFES LIMITATIONS DE LA METHODE

VARIATIONS DE n ET p

E.1 LES PETITES VALEURS DE n ET P

Réexaminons la figure 29 gqui montre des courbes C(r) pour le systéme
de Lorenz pour un décalage p(= 1) et une période d'échantillonnage
A.t {= 0.02 & To/37) faibles. Pour n = 15, on observe une sous-estima-
ticn de la pente par rapport & cette valeur. Ceci montre gue méme lorsque
l'on respecte la borne théorique (n 2 2D + 1) établie par Takens
(421, il se pose des problémes pratiques lorsque l'on travaille avec
une reésolution finie. Pour une reconstruction donnée de ltattracteur,
il sera peut-&tre nécessaire d'explorer de tras petites échelles en
r afin de mettre en édvidence une zone de comportement self-similaire.
Dans ce cas particulier, le temps décalage p xAt = 0.02 et la dimension
n sont petits de telle sorte que le nuage de points peut se trouver
étiré suivant la diagonale. Ceci aura pour effet de sous-estimer la

dimension {chapitre V).

E.2 GRANDES VALEURS DE n ET P

#
Y le probleme et l'explication [75 . Lorsque l'on augmente n
Ou p pour atteindre de tréz grandes valeurs comme sur la figure 40,
pour laquelle ¢ =1 (p = 20 et At = 0.05) les courbes C{r) semblent

conserver un comportement en loi de puissance dans une certaine plage de r.

* La convergence dont fait état Termonia dans [52], n'a pas été véri-
fiée sur une grande plage de T/To.
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Pigure 40

variable z{t) du systeme de Lorenz

Courbe log Cl(r) en fonction de log r pour un temps-décalage tres grand
(At = 0.05 {(To/!'3), p = 20} pour n = 5 2t 8. (Les autres paramétres sont

les mémes gue pour la figure 23}.

| <a>

At= aoz{p =1+
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p-]A
at= OO‘S! =6 X
| -200

:
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Figure 41
Variable Z{t) du systéme de Lorenz

Courbe universelle <A> en fonction de T (= (n-1)p At) / To pour différentes
valeurs de n, p =t 4%,
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Mais le calcul de la pente révéle une valeur de 2.3 pour 102 £ r £ 103.
Lorsque l'on augmente la dimension d'espace des phases 3 n = 8, on
trouve une pente moyenne de 2.6 pour la méme plage de r ; de plus on

observe une courbure de C(r) pour les grandes wvaleurs de r. Pour n

= 5, Clr) présente aussi une courbure, cependant celle-ci est plus

difficile a détecter si on n'analyse pas la pente locale. Cette courbure

entraine une auémentation apparente de la pente de la courbe C(r) pour

une plage de r fixée (102 {( T ~§ 103). L'exposant apparent ne dépend

alors que de la longueur totale de signal utilisée pour reconstituer
n

un vecteur d¢ R : T = (n-1jpAt. La figure 41 montre une telie courbe

@A (T/To) pour le systéme de Lorenz (To est la pseudopéricde) .

L'action de cet effet de courbure de C(r) entrainant le rejet
vers les trés basses valeurs de r de la zone de variation en loi de
puissance est apparu trés clairement lorsque nous avons augmenté la
résolution N x m de l'un des calculs présentés sur la figure 40 (N
= 3.104, m = 2.5.104, n=5,p=20, At =20.05 (T~5 To)). La pente
locale pour la courbe C{r) a été portée sur la figure 42. Elle présente
une décroissance monotone pour 102 £ r £ 197 -ce qui révéle une cour-
bure 1a ol nous avions supposé que le comportement é&tait lindaire—.
Ensuite, on observe une sorte de plateau 2.09 + 0.04 pour 60 € ¥ £ 120
qui se trouve ensuite noyé par des fluctuations statistiques. Il est
clair gque pour cette plage de r, on peut parler de comportement en
loi de puissance pour C(r) et que la valeur de l'exposant est consistante
avec les estimations précédentes. Afin de comprendre la genése de cette
effet, considérons un réseau de courbes C(r) 3 pA t fixe et pour des
valeurs de n croissantes, telles gqu'elles ont été calculdes par Grassber-
ger et Procaccia pour le systeme de Hénon [71] (figure 43). Lorsque
1'on augmente n -en supposant gue nous avonsg atteint le régime asympto-
tique (47)- de une unité les valeurs log C(r) se décaleront d'une guan-
tité - K21: dans la zone de comportement en £Q . C'est pourguei dans
cette régien, les courbes C(r) pour des valeurs de n croissantes sont
paralléles (voir les droites tracées sur la figure 43) et décaldes
d'une gquantité constante dans le graphe en log-log. Pour des valeurs
de r qui se rapprochent du diamétre de l'attracteur, toutes les courkes
Clr) tendent vers la valeur 1 et l'atteignent pour le méme r puisque

nous utiliscns la norme du maximum,
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2. + +
Fiqure 42
Pente locale A en fonction de log r pour la courbe C(r) calculéde pour
la wvariable = 4du s:ystéme de Lorenz pour n = 5 comme pour la figure 32

mais avec m = 2.3 107,
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IOQZC(I”)

Figure 43

Réseau de courbes log_C{r) en fonction de log r pour l= systeme de Hénon
pour n = 2, 4, . 2X calculédes en utilisant 13 norme euclidienne (At =1,
p=1, ¥N=m= i5.10%) d'aprés [ 71].

Nous avens indiqué les limites de la zone de comportement en loi de puissance
qul est accessible,
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Ainsi pour 1les grandes vwvaleurs de r, Clr) croitra d'autant
plus vite que n sera important. Il est donc illusoire de vouloir déduire
la dimension D de l'attracteur de la pente A évalude dans cette plage

de r. -

Cet effet introduit une premiérs limitation en fixant la zone
~ou r est inférieur 2 ry” o qui est intéressante pour le comportement
en loi de puissance de C{r). Le fait que le nombre de points N et le

nembre d'origines m soit fini fixe les wvaleurs de Clr) qui peuvent

A . . . 2
etre calculées. Dans ce cas particulier, N x m = N & 2.2 108, on
. 2 90 Z 4 s
= — C 1 1
aura donc acces a une plage CO N wm S (r} & avec q0~4/ 00 a

300 d'aprées des observations expérimentales.

Les deux effets mis en évidence délimitent un gquadrant dans
le plan (r, C(r)} dans lequel nous pourrons extraire de 1'information

du systéme. Pour un attracteur de dimension DL et d'entropie K_ données,

2
"reconstitué" avec un temps-décalage pA t = 2 et pour une résolution
N x m, fixés il y aura une plage limitée de valeurs de n pour lesquelles
O aura acces a DL et KZ'
Remargue : Dans les deux cas considérés par Grassberger et Procaccia
{71 | de tels problémes ne se posaient pas en dépit d'une résoluticn

moyenne (N = m 2= 1.2 104).

Les deux systemes qui ont é&té £tudids sont celui de Hénon
et le systéme a temps de retard de Mackey-Glass (référence dans [ 52]).
Le premier systéme est de dimension relativement faible | Dat.2),
Une décade en r correspond & une décade en Clr). Une diminution de
C(r) due a l'entropie n'entralne pas une diminution notable des échelles
en r. Ceci permet une exploration de Clr) -de n = 2 & 22 et suffit pour

la convergence de K Dans le deuxieme cas, la dimension est plus impor-

tante { D ay 2.4) iais l'entropie est trés faible (K2 o~ B 10—3). Ainsi
les courbes C(r) se décalent reslativement peu lorsgue n augmente. On
peut alors explorer une gamme large de wvaleurs de n {4 - 28)., Toutefois
les calculs n'ont pas été faits jusqu'a la valeur T = (n-1)p At qui

permet la convergence ; l'estimation de K2 a été faite par extrapolation.
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Le calcul effectué sur le systéme de Lorenz, gue nous avons
évoqué plus haut, montre que méme pour un temps de décalage correspondant
au temps caractéristique de l'entropie {1/K), on peut obtenir une zone
de "scaling" et retrouver la valeur correcte pour D . Tout ce qui est
nécessaire est d'augmenter la résolution N x m de fagon & atteindre

des plages de r en dega de r Les figqures 41 et 42 suggérent que pour

0"
r £ ?02, nous allons observer un plateau <A1 > = Dz

a2 ce comportement se produira pour une valeur donnée de T/To*. Ceci

et gu'un écart

semble montrer que la valeur limite P 0 de la zone de "scaling" dépend
seulement de T. On peut expliguer la remontée non linéaire de log C(r)
log r pour r'zg ry par le fait gque lorsque T devient grand, la proijection
de l'attracteur dans l'espace R~ sera de plus en plus étirée, courbée
et plaquée contre les bords de 1'hypercube R" comme le montre la figure
44 représentant un plan de phase (z(t), z(t-g)) du systéme de Lorenz

pecur des valeurs croissantes de

A la suite de cela, les diffédrents C;(r) varieront plus que
linéairement pour se saturer lorsque r sera de l'ordre du diamdtre
de l'attracteur. Ceci n'est pas en contradicticn avec le petit raisonne-
ment phénoménologique du paragraphe B.3. A trés petite échelle r £ £y
la structure fractale de l'attracteur est encore "visible". Au contraire
pour des valeurs de r plus grandes, celui-ci aura été tellement &tiré,
courbé et "plaqué" contre les bords de 1'hypercube [0, 32767]" que

l'on ne pourra plus distinguer sa structure avec la résolution (N x m)
P P

finie que l'on a. A la limite, la projection semblera remplir de fagon

* Intuitivement, on peut comprendre pourquoi c'estn?_gui E}xe 1'échella
des distances dij. Soient deux vecteurs de R X., X. {(construits
bien entendu par décalages). La distance dij sera J

sup | X(i - 1pAt) - x(j - lpdt)(
OS,: 1 £ n-1

Soit maintenant k 1'indice correspondant au terme d'écart minimum
Jx(i - xpBt) - X(§ - xoAt}] € [x(i -~ 1pAL) - x(5 - 1pAL)]
1 & [¢, n-1]

Plagons nous en t = kp At ; lorsque nous suivons la trajectoire
pour les t croissants ou décroissants 1'écart augmentera. Pour
des faibles valeurs de celui-ci, c¢'est T qui gouvernera sa croissance

(divergence de trajectoires proches). Au-dela la situation est
beaucoup plus compligquée, on peut méme avoir des courbes C_{r)
et CT,(r) telles gue CT > CT' dans une certaine plage de r et

T > T'.

k-
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P=20
P=100
Figure 44
Evolution du portrait de phase {(z(t-1), =Z{t)) pour le systéme de Lorenz pour
différentes valeurs du décalage p = T/At (N = 10°%, At = 0.02, pas d'intégra-

tion Q.01).
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dense une partis de 1'hypercube de R, La figure 45 montre une séris
de courbes C(r) pour la variable z du systéme de Lorenz pOUr une tres
grande valeur du temps décalage pAt (= 40 x 0.25 = 10) pour trois
valeurs de la dimension d'espace des phases n = 3, 4, 5. Les courbes
C(r) se comportent sur la plage de r considérée comme e Nous retrouvons
ici les résultats du bruit blanc ; c'est en échantillonnant un signal
chaotique déterministe avec une période trds longue que 1l'on génére

les suites aléatoires utilisées comme modéles de bruits blancs .

E.3 VALEURS DE n et p/AAt PERMISES EN PRATIQUE

Grdce au calcul de DZ: y NOus avons un critére objectif qui
nous permet de fixer gquelles doivent é&tre les valeurs permises pour
n et T (= pA t). En théorie [43], toutes les valeurs de n et &5 sont
permises ; dans la mesure ou la trajectoire est une "vraie" trajectoire
du systéme. Pour un signal intégré numériquement, cette condition est
réalisée si le systéme est hyperbolique, ce qui est le cas pour le
systeme de Lorenz et pour les valeurs des parametres qQue nous avons

considéré, comme 1'ont montré numériquement Sinai et Vul [22].

En effet, pour un tel systéme, on a le lemme suivant : S 0
étant un réel donné, il existe un S tel que toute & pseudo-trajectoire
( {X'n) est dite ¢ pseudo-trajectoire associde 3 une transformation
T si l[ TXp = Xpat ”\< e ) est pistée & EN prés par une vraie
trajectoire de T ("shadow lemma"},(voir par exemple 0. Lanfcord cours
des Houches 1981} Lorsque l'cn intégre numériguement le systéme de
Lorenz, il suffit de prendre & {l'erreur commise & chagque pas d'intégra-
tion) suffisamment petit pour que la trajectoire intédgrée soit & §& pros
d'une "vraie" trajectoire du systéme. Tout se passe alors comme si
le signal était "contaminé™ par un bruit d'intensité g . Pocur un signal
expérimental, nous ne considérerons que le cas d'un bruit venant se

superposer au signal (voir la discussion du chapitre III).
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Ainsi, dans la pratigue, un signal sera touiours bruité a
une certaine échelle g qui fixera la valeur de r en dega de laguelle
on ne pourra obtenir d'information sur le systéme. Pour de trés grandes
valeurs du temps-décalage & et de la dimension n, r, sera tras petit
et pourra atteindre S - Pour de telles valeurs de 7T, nous ne pourrons
pas extraire DZ= ou-K2 des données car la structure (fractale) aura
été effacée par le bruit.
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CHAPITRE V : LES ATTRACTEURS A HAUTE QU MOYENNE DIMENSION ET

UNE APPROCHE DES PROBLEMES DE TURBULENCE SPATIO-TEMPCORELLE

A - INTRODUCTION -

Dans le chapitre IV, nous avons vu que l'on peut déterminer D

2
et K, pour un systéme & faible dimension (A 2 ou 3} et a faible entropie
(KZTO {<£ 1). Ppeut-on espérer faire la méme chose pour des systimes

a moyenne ou haute dimension ( -~ 10 ou plus) comme cela semble &tre
le cas pour le régime de convection électrohydrodynamique analysé au
chapitre IV ? NWous allons voir qu'il est possible de caractériser sans
ambiguités un attracteur de dimension 6, sous réserve d'un bon choix
de la fréquence d'échantillonnage. En utilisant les conclusions de
cette analyse, nous avons étudié les solutions de 1'équation aux dérivées
partielles de Kuramoto-Sivashinski et abordé ainsi les problémes de
turbulence spatio-temporelle. Nous conclurons par une discussion sur

les possibilités de la méthode.

B - PARTICULARITES DES COURBES C(r)

Le principe de projection de 1l'attracteur dans R" et de mesure
de dimension tel qu'il a été proposé par Grassberger et Procaccia et
les applications qu'ils en ont fait sur des systémes modéies semblaient
indiquer gque toutes les courbes C(r) varient en rD ou D ast bien
défini sur une certaine plage de r. Les calculs effectués dans le cha-
pitre IV sur le systéme de Lorenz indéuent que cecli n'est absolument
pas le cas général. Il y a des courbures systématiques gui peuvent
étre des causes d'erreur ; on peut trouver une loi reliant la pente
moyenne <A> sur une certaine plage de valeurs de r au paramétre T =

(n-1)pdt.

Pour d'autres systémes que nous avons analysé, la situation est
différente. On observe ainsi que la partie lindaire (en coordonnées
log-log) de la courbe C{r) varie en fonction de p dans le cas du signal

provenant de 1'expérience de convection EZ.H.D. {(début du chapitre IV).
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La saturaticon ¥ = \? < \< n gque l'on observe dans ce cas pour’)E-H-D-
lorsque l'on fixe la dimension de 1'espace des phases et que l'on fait
varier le temps-décalage Z (= pA ) se retrouve pour d'autres signaux
pour lesquels on sait qu'ils sont engendrés par une dynamigque & trés
grand nombre de degré de liberté. Le premier est un signal de turbulence
de grille analysé par Yves Gagne de 1'Institut de Mécanigque de Grenoble
[ 64]. Bien que le taux de turbulence ne soit pas trés élevé (a-2 %),
celle-ci est dans une bonne approximation homogéne et isotrope. De
plus, la plage des différentes tailles de tourbillons s'dtale sur presgue
une décade. On peut alors supposer que ce systéme possdde an trés grand
nombre de degrés de liberté. Quant au deuxidme signal, il s'agit d'un
modale numérigue obtenu en filtrant passe-bas un bruit blanc ; on obtient
pour ce systéme un spectre de Fourier qui est plat jusgu'a une certaine
fréquence puis présente utne dJdécroissance en £ ces trois signaux
comportent chacun un temps caractéristique To. Il est défini par le
maximum d'énergie du spectre de Fourier pour 1'E.H.D. et comme un temps
de retour meyen pour les autres systémes. La période d'échantillonnage
a été choisie de telle sorte qu'il y ait environ 30 pocints par temps
To (sauf pour la turbulence de grille pour laguelle At 2 To/100).
Les courkes C(r) ne présentent pas une zone de variation en loi de
puissance bien définie ; néanmeins il existe un intervalle en {log r,
log Clr)) ol 1l'allure peut &tre considérde comme linéaire dans une
pramiera approximation. Nous étudierons l'exposant N dans cette région.
La figure 46 montre =~ /<7 . en fonction du décalage p pour les trois
systémes : la variation semble universelle. La valeur v/ s croit avec n
tout en restant inférisure 2 ce que donne le bruit blanc dans la méme
plage de C(r) [ 65]. Ceci n'est pas étonnant car lorsque &b augmente,
les coordonnées X{t) du vecteur Ent) de R" vont se décorréler progressi-
vement. Pour 1l'échelle en r gue l'cn observe, le point E%t) remplira
Ge plus en plus R™ ; les points Xit), Xit +At), X (t + kAt)...
resteront corrélés et c'est ce qui fait que VY o est inférieure a la

valeur pour le bruit blanc.

Pour le systéme de Lorenz comme nous l'avons vu au chapitre IV,
il y a une limitation pratique pour les valeurs du temps-décalage
T . Lorsque celui-ci devient trop grand (figure 37 ; pAt = 40 x 0,25 =
10} les courbes C(r) présentent des lois de variation en fQ ol ¥
est tres bien défini et trds proche de n {(du moins pour les valeurs
considérées n £ 5, au dela on aurait VY < n & cause des effets de

bord du chapitre III),
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Pigurc 46

Courbe Vs en fonction du décalage p pour :

- un regime de convection électrohydrodynamique (E.H.D.)
- un signal de turbulence de grille
. un bruit en f %
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Ainsi le comportement universel de la pente moyenne<?1>ren fonction
de T céde le pas a une dépendance VY = n {pour n_g 5) {proche de celle
que nous avons observé pour 1'E.H.D.) lorsque g devient trés grand.
A cette échelle on ne "sait" plus gue ce systéme a une dimension faible.
Encore une fois, ces observations dépendent de 1'échelle en r que 1'on
observe. Dans l'hypothese (toute théorique) d'une trés grande résolutiocn,
si on explorait des valeurs de r treés petites on retrouverait la valeur

v = D, (= 2.06).

Enfin, il est important de noter que tous les systémes déterministes
que nous avons é&tudiés présentent cette loi de variation de la pente
dans une région donnée en fonction du seul paramdtre T = (n-1)p A t.
Ceci pourrait peut-8tre conduire 3 une méthode de caractérisation dans
le cas ol la partie en loi de puissance des courbes Clr) ast inaccessible

par mangue de résolution.

C - LES PROBLEMES ASSOCIES A LA FREQUENCE D'ECHANTILLONNAGE

Jusqu'a présent, nous nous sommes intéressés 3 des valeurs de log r
et log Clr) relativement grandes car c'est 13 que se trouvait la partie
approximativement linéaire des courbes. Examinons maintenant la globalité
des courbes C{(rj. La figure 47.a représente des courbes C(r) pour des
valeurs creissantes de n et p pour le signal E.H.D. (At % To/30 fixd).
Lorsgque n et p augmentent, celles-¢i passent d'une allure concave (en
coordonnées log-log) & une forme gqui présente un point d'inflexion
et une zone pour r petit ol [lr) varie approxXimativement comme r. Le
méme phénoméne se produit lorsque n devient grand pour p = 1 {figure
47.b). Il semble donc gue ce soit le paramétre T qui détermine 1'allure
des courbes. Cette "gueue" de pente enviren 1 a été d'abord mise en
évidence sur les calculs liés au signal de turbulence de grille. Elle

est due au fait gue lorsque T augments, la distance entre deux points

quelcongues de l'attracteur (projeté) va augmenter (en moyenne). Au
, — ) _
contraire, la distance entre les points Xj+£< + k faible, et xj ne

dépend que de A t (en utilisant la norme du maximum) et elle ne variera
denc pas avec T. Ainsi, pour une échelle r, con résoud;a l'orbite associde
a Xj’ et Clr) variera comme r. La plage de telles wvaleurs de r sera
d'avtant plus importante que la péricde d'échantillonnage A ¢ sera

faible par rapport a T.
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Figure 47 4
Courbe log C{r} en fonction de log r pour le signal de convection
électrohydrodynamique pour différentes valeurs de la dimension
d'espace des phases n = 10 (+), 20 (&), 30 {A) et pour différents
décalages p = 1, 5, 10 (N = 150.10%, m = 400, At = To/30).
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Figure 47.b

Courbe C(r) en fonction de r en coordonnées log-log pour le signal de la fiqure 47 et
pour une tres grande dimension d'espace des phases n = 100 et un petit decalage p = 1.
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La figure 48 montre deux séries de courbes pour le signal de turbulence
de grille pour des fréquences d'échantillonnages de 2000 et 20000 Hz
telles gque T reste constant, La distance entre points consécutifs est
divisée par 10 ldrsque l'on passe de 2000 & 20000 Hz : les courbes
Clr} pour cette derniére fréquence présentent une zene de pente 1 pour
les valeurs de r environ 10 £ois plus faibles que celles pour 2000
Hz. Dans la gamme de r adéguate on trouve C(r) environ 10 Ffois plus
€levé. Cette "queue" va réduire ou masgquer la zone de "scaling" - c'est
la raison pour laquells il est souvent illusoire de vouloir approcher

la dimension de l'attracteur en estimant une pente locale sur une telle

courbe.
C.1 LE CAS D'UN SYSTEME DETERMINISTE DE MOYENNE DIMENSION
On pourrait croire que cette "gqueus" est lide au fait que
le systeme analysé est & trés haute dimension. En fait, il n'en est

rien comme le montre 1'étude qui va suivre,

Nous avons considéré le systéme différentiel non-lindaire d'ordre

7 de Franceschini [76]

£1 = - 2 X, + 4 V§1(x2 g + X, X5)

%2 = -9 ®y + 3 V-E:‘(X1 Xy + X x7)

§3 = - 5 x3 + 9 x1 x7 -7 Vgﬂx] x2 + R
%4 = -5 Xy = Vgﬁx] X

éS = = XS -3 V?? x1 x4

%6 = - 8 Xp - 4 f§1x2 X5

27 =-5 % +VF§-x2 Kg = 9 X, ¥y

Ce systéme a été obtenu aprés avoir projeté les 2quations
de Navier-Stckes & deux dimensions {avec des conditions aux limites
périodigques et des conditions de forgage temporel périodigue) sur une

base de Fourier et en ne retenant gue 7 modes.
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Variation de C{r) dans la zone des petites valeurs de r (et donc de
pour la turbulence de grille, montrant l'effet
m = 400).

faibles wvaleurs de C{r))

de la fréguence d'échantillonnage. (N = 250 000,
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Les exposants de Lyapunov pour ce systéme ont été calculés par Tavakol
et Tworkovski [77 ] pour certaines valeurs du paramétre. En particulier
pour R = 4000, la dimension de Kaplan-Yorke qu'ils obtiennent est de
6.2. En choisissant des conditions initiales de fagon aldatoire (les
conditions initiales n'étant pas précisédes dans [77 1), 1le systéme est
toujours arrivé sur un point fixe. Nous l'avons alors intégré avec
les conditions initiales de [ 77 ] pour R = 226.25 an incrémentant de
maniére continue (sauts de R = 0.23) le parametre jusqu'a R = 4000.
Nous avons alors vérifié que la région de 1'espace des phases dans
laquelle nous nous trouvions correspondait a celles des sections et
projections de [ 77] et a partir de 13 on a admis que l'on &tait sur
le méme attracteur. Le signal gque nous avons analysé est x_{t). Son

3
spectre de Fourier est représenté sur la figure 49.

De fagon attendue, il présente une décroissance quasi exponen-
tielle. Le maximum d'énergie définit une échelle de temps caractéristique

{temps de retour) To.

Nous avons fait varier la période d'échantillonnage A t dans

=

-

de tres larges gammes par rapport & To. Lorsque A t est faible, les
courbes C{r) présentent l'allure caractéristique décrite plus haut,
avec une zone de pente faible pour les petites valeurs de r. Ainsi
la figure 50 montre une courbe C(r) avec une zone de pente | pour r
faible pour une périocde d'échantillonnage trés faible (At 2 To/140) .
Pour un A t plus grand, la "gueue" est remplacée par un épaulsment
(figure 51) ; il suffirait d'augmenter T pour voir ce dernier se trans-

former en zone de pente 1 (figure 47.a).

La situation change lorsgue l'on considére des périodes d'échan-
tillonnage plus grandes. La figure 52 montre les courbes C{r) pohr
un At de 1'ordre de To/§ pour p = 1 et n = 15 a2 60. Il n'y a plus
de zone de pente 1 et il existe une région des courbes ol la pente
est indépendante de n (pour n 2 30) et est de l'ordre de 6.0. Pour
préciser cette valeur, nous avons porté le nombre d'dchantillons &
la wvaleur N = 15 104. Pour n = 30 et 40, il y a une zone de "scaling"

gqui g'étend sur plus &'une 1/2 décade en r et l'exposant est d'environ

6.0 (figure 53).
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Figure 49

Spectre de puissance de la coordonnde anwv pour lo systeme de Franceschini
en coordonnées lindaires—logarithmiques.
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Courbe log Ci{r) en fonction de log r pour le modele de
Franceschini (R = 4000) pour une valeur trés faible de
la période d'échantillonnage At = To/140.

(N = 5000, m= 100, n= 13, p=7),

ot log C(r)

Imri et
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Figure 51

! Courbe leg C{r) en fonction de log r pour le modéle de
Franceschini (R = 4000) pour une valeur faible de 1a
periode d'échantillonnage At ~ T0/29.

‘_ﬁnﬁ_‘.v (N=3.10" m =40, n=15, p = 10)

10 |— VS A~60
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Figure 52
Réseau de courbes log C{r) ep fonction de log r pour le modéle de Frances-—
chini pour une période d'échantillonnage At = To/S pour n = 15 & 60.

Les pentes moyennes A pour la zone de "scaling" sont indiquées.
q

(N =104, m= 600, p = 1)

1t log C(r)
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Meme chose gque pour la figure 52 pour n = 30 et 40

sauf N = 1,5 10° et m = 1,2 10’

log C(r)
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Figure 54
Valeur de la pente moyenne & des courbes C{r) pour le mcdéle de Frances-
chini en foncticn de T/To pour deux différentes périodes d'échantillonnage
et échelles de valeurs de r.

i

To/29%, 3,107 < r <35 10% (=)
To/3, 3.10° < r <5 106% (+#), r < 2000 (O)
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Cette valeur est en accord raisonnable avec la dimension de Kaplan-Yorke
(Ar 6.2} tirée de [ 77] compte tenu de 1'imprécision sur 1'attracteur.
La figure 54 représente la pente moyenne maximum sur certaines régions
de r en fonction de T/To pour deux périodes d'échantillonnage Jdiffé~
rentes. La saturation est manifeste pour At = To/5 et r £ 2000. au
contraire, dans les autres cas ou pour d'autres parties de la courbe,
la valeur de A continue a augmenter avec T, sans méme présenter d'in-

flexion pour A =D Le dernier point (-) met en lumisre des effets

RY®
de pseudo-saturation gqui résultent de l'effet combiné des deux courbures
dues aux non linéarités pour r grand et & la "queue" pour les faibles
valeurs de r. Encore une fois, vouloir estimer la dimension & partir
d'une pente moyenne prise sur une courbe C(r) en "8" est illusoire.
Un autre critére qui nous porte & croire que pour A t = To/5 nous sommes
bien dans 12 régime en loi de puissance est le fait gque les courbes
C(r) se décalent de fagon régulidre lorsque n augmente (figure 43).

On peut alors tenter d'estimer l'entropie K, associée 3 la trajectoire

2
et la comparer a la somme des exposants de Lyapunov positifs [ 77] en
, , , +
utilisant la formule de Pesin (chapitre I) X = Z )\ & 38.5. Pour
1
n = 40 et 50, nous obtenons K( 0)(1,11) = 48 + 5. L'accord n'est que

qualificatif car nous n'avons pas exploré un nombre- suffisant de pseudo
péricdes To pour étre sfir que la limite b —» 00 {17) a été ocbtenue.
Pour que celle~ci soit atteinte, 11 faudrait beaucoup augmenter la

résolution N x m.

C.2 COMMENT FIXER LA PERIODE D'ECHANTILLONNAGE

I1 apparait donc que la présence de la "queue" gqui masgue
la zone de comportement en loi d&e puissance n'est pas un effet propre
aux systémes a trés haute dimension. Elle provient d'un échantillonnage
non adapté. Pour essayer de fixer A t pour um signal donné, il faut
imposer & la distance entre points successifs (sur la méme trajectoire)
d'étre supérieure ou égale & la distance moyenne entre proches voisins
quelcongues sur 1'attracteur. Dans cet esprit, Atten a proposé la rela-
tion suivante :

At < l%\> S }\N—!/D
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Le terme de gauche est clairement la distance moyenne entre
peints consécutifs sur une méme trajectoire. Le membre de droite repré-
sente la distance entre proches voisins sur l'attracteur, en supposant
que les points y sont Jjetés aléatoirement (hypothése d'ergodicité)-
Ce dernier point est discutable car le pré-facteur inconnu A devant
N_1/D qui est relié a la géométrie de l'attracteur peut ne pas &tre
|Jordrga1. Plus grave encore est le fait que la distance entre proches
voisins sur l'attracteur n'est pas une seule fonction de N et D . En
effet, si la dimension et l'entropie demeurent inchangées lorsgue l'en
passe d'une projection (n,p) a {(n'yp'),la forme et la "surface" 4gde
l'attracteur projeté vont é&voluer et par la méme la distance entre
proches voisins sur celui-ci. Le membre de droite de (56) doit alors
comporter une fonction de n,p (en fait de T) pour tenir compte de cet
effet. & A t fixé, il existe des valeurs de T au dela desquelles la
distance entre proches voisins sera supérieure & la distance entre
points sur la méme trajectoire. Ceci signifie que 1la gueue existera
toujours pour T —p 0 . Les calculs effectués pour de grandes valeurs
de T seront légitimes lorsque A t sera grand ; sinon on privilégiera
dans la distribution des distances dij celles qui correspondent i des
points sur la méme "boucle" de trajectoire. Pour fixer A t, nous serons
alors obligés de procéder par tatonnements successifs complétés par

une analyse détaillée des courhes C(r!}.

D - ANALYSE DE SOLUTIONS D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

D.1 MOTIVATIONS

Comme nous l'avons vu au chapitre I, s'il n'y a pas de singula-
rités, les équations aux dérivées partielles peuvent &tre considérdes
comme des équations différentielles dans un espace de champs de dimension
infinie. Pour certaines classes d'dquations non linéaires et dissipa-
tives, on peut montrer (Temam [ 5] pour Navier-Stokes) que toutes leurs

solutions tendent wvers un ensemble d'attracteurs de dimension finie.
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be fagon pratique, 1l est légitime de calculer des exposants
de Lyapunov pour ces systémes (fin du chapitre I). Ces calculs, diffi-
ciles et coliteux en temps machine ont abouti néanmoins 3 mentrer que
les attracteurs étaient bien de dimension finie en utilisant la conjec-
ture de Kaplan et Yorke (chapitre I) : Keefe a effectud une telle étude
sur l'équation de Ginzburg-Landau [78 ] et Manneville sur celle de Kura-
moto-Sivashinski sur une grande plage du paramétre [79 ], Ces systémes
a haute dimension peuvent alors constituer de bons modéles pour l'étude
pratique de la méthode de reccnstitution d'espace des phases et de

mesure de dimension et d'entropie.

L'autre point de vue est que ces équations ont des soluticns
ou le temps et l'espace sont couplés. On a ici une situation beaucoup
moins &loignée de la turbulence classique en Mécanique des Fluides
en milisu confiné gque celle décrite par une équation dJdifférentielle
ordinaire. Un ecoulement turbulent classique présente un temps de corré-
lation et une distance de corrélation finis. De méme les solutions
de K.5. ou il y a présence simultanée de désordre spatial et de chaos
temporel laissent présager des corrélations finies. Il est donc important
d'examiner si on peut déterminer toute la dynamigue du systdéme & partir
de mesures locales et globales. Ceci permettrait d'accéder &4 la mesure
d'une densité de degrés de liberté (80,811 que 1'on pourrait comparer

& l'estimation classique faite par exemple par Landau | 3].

Une autre question importante qui se pose est : que deviennent
"les degrés de liberté" lorsque la taille de la boite de convection
augmente ? Se produit-il une localisation des oscillateurs hydrodyna-
migues qui tendrait a restreindre les transferts d'information dans
la boite, comme cela a été observé expérimentalement {12 ] pour une
expérience de convection de Rayleigh-Bénard dans 1'eau (Pr = 3.5) dans
une cellule a grand rapport d'aspect (9,5 % 4,6 x 1). Dans ce cas,
une mesure globale comme celle de 1'E.H.D. (début du chapitre IV) n'au-
rait plus de sens par suite de la précision expérimentale limitée.
Il faudrait alors faire plusiecurs mesures locales. L'estimation des
invariants pour une variable locale et globale du systéme permettra
de trancher si on a ou non dans ce cas particulier une localisation

des degrés de liberts,
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D.2 LES SYSTEMES

I1 s'agit des équations de Ginzburg-Landau {G.L.) et de Kura-
moto-Sivashinski (K.S.) ; elles ont été intégrées par Keefe de U.S.C.

Los Angeles pour la premiére et par Marneville de Saclay pour la seconde.

Ces deux éguations proviennent trés généralement 4'un dévelop?
pement en perturbations d'équations aux dérivées partielles du type
de celles qui décrivent le problime de Rayleigh-Rénard par exemple.
Pour les écrire on suppose que la solution des équations complétes
s'écrit sous une certaine Fforme. Il s'agit donc d'une réduction & un
probleme moins difficile & traiter qui reste cependant physique dans

une certaire plage de valeurs des paramétres.

L'analyse linéaire de stabilité des équations complétes livre
le wvecteur d'onde le plus instable L:C. On écrit alors la solution
u{x,t) sous la forme d&'une foncticn périodique (kc) modulée faiblement

(déformation de la structura rouleaux dans le cas R.B.)

A e, t) = Ke [W(t,ﬂ efkcxj (57)

En injectant (57) dans les éguations originelles et moyennant
l'approximation que la variation de w se fait sur des échelles grandes
par rappert a 1/kc on obtient 1'équation de Ginzburg-Landau dont une

forme est

V74 L wa/__ . _ . Z
L %_t_-_ + (i Lco)'%}zl- Lo, W (H-LCO)‘W’ |+ (58)

ol <, @St un parametre.

L'équation de Kuramoto-Sivashinski s'obtient en supposant
gue la dépendance de W en x se trouve sous la forme d'une phase

{déformation des rouleaux d'amplitude donnée et de phase aléatoirse)

Whe, b= a(t) et (8 (59)
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Elle s'écrit

'_3__‘_;[7,_.-._% }__cﬁ CP_Q_QQ (60)

2xt e ;

Avant d'intégrer ces équations, il faut fixer la taille du

volume SL ou ce qui est équivalent le vecteur d'onde ¢ minimal. Ainsi
1'éguation G.L. a été intégrée en développant la solution sur une série
de Fourier de vecteur d'onde g (méthode pseudo-spectacle) et XK.S. par

une méthcde de pas (différences finies).

D.3 ILES RESULTATS

Nous avons rencontré des problémes de période d'échantillon-
nage trés similaires & ceux gque nous avons cbhservé sur le modéle de
Franceschini : courbes C(r) courbées et présentant une gueue, absence
de zones de comportement en loi de puissance. Ainsi pour les solutions
de 1l'équation de K.S., les figures 55 et 56 montrent des courbes Clir)
et la loi A (T) que 1'en peut en tirer pour la variable locale qD(x,t)
pour x = 25 (milieu de la boite L = 50) pour une période d'échantillon-

nage At =1

Le temps caractéristique To pour c¢e signal ne peut pas &tre
défini par le spectre de Fourier qui présente une décroissance exponen-
tielle sur toute la gamme des fréguences [ 82]. En dépit de cela, To
peut &tre assimilé au temps de retour moyen. Ici le choix de la période

d'échantillonnage & t par rapport & To est clairement inadapte.

Pocur la variable globale

(?L'U:)-_- L. LSD(:C}‘c) dx (61)

L O
les figures 57 et 58 montrent que l'on a sensiblement le méme type
de variation. On note cependant pour ce signal que les courbes Clr)
présentent une allure en S moins marquée gue pour le précédent ; 1'aug-

mentation AL(T) est moins forte sur la figure 58 gque sur 56.
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Ceci est 1lié au fait que les variaticns de la variable locale sont
en moyenne plus rapides que pour la variable globale. Ainsi cette der-
niers présente un comportement basse fréguence gqui est en loi de puis-
sance (f-4_) (82 ]. Nous avons alors augmenté de facgon systématique la
période d'échantillonnage. Dans la pratique, le ncmbre de points échan-
tillonnés est fixé et on fait varier A t en prenant un point sur g.
Ainsi A t augmente par sauts et le nombre de points N se réduit (c'est
ce qui fait que nous n'avons pas pu atteindre la valeur correcte de
At pour G.L. et gue nous ne présentons pas les résultats gui sont
qualitativement identiques & ceux de K.8.). Pour chaque valeur de A t,
on trace un réseau de courbes C(r) pour différentes valeurs de la dimen-
sion d'espace des phases et pour p = 1, afin de voir si elles présentent
une variation en loi de puissance. Il y a parfois des surprises comme
sur la figure 59, ol les courbes C(r) présentent une zone ol la pente
vaut en moyenne environ 3 pour des faibles valeurs de r et pour une

période d'échantillonnage de L.

pour At = 4, cependant la quantité globale L{/(t) donne lieu
a des courbes C(r) qui ne présentent plus de queue, qui ont une loi

de variation en r\? ob Y est proche de D {figure 60) malgré une

certaine dérive de n = 10 & 20. Une confiiriation indirecte du fait
que les plages de r considérées sont proches de la zone de comportement
en loi de puissance pour C(r} est que les courbes log C(r} se décalent
réguliérement avec n. L'ordre de grandeur de E(p,n) est -de 0.2 ce qui
est tout a fait consistant. avec la somme des exposants de Lyapunov

positifs : 0.2 [701].

Pour la gquantité locale, il faut doubler la péricde d'échantil-
lonnage afin d'observer le méme type de variation {figure 61). Pour
n = 10, C(r) présente une zone de variation en r avec YV A« Dpy
(=8.8). Pour n = 20, cette zone n'est plus accessible 3 cause du décalage
introduit par 1'entropie (At est 2 fois plus grand gue pour \.[/ i3 réso-

lution fixée).
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Figure 55

Réseau de courbes C(r) en fonction de r en coordonnées
tog-log pour la wvariable locale @ (25,t) de 1'équation

de Kuramoto-Sivas hinski (F = 50} pour plusieurs valeurs P
.\ .
de la dimension d'espace des phases. I
(N=9 10", m= 200, At = 1., p=2)

+n =15
N =20
2N =25
o N HwD
a n =40
x N =50
v N =60

L

1000
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Figure 56

Pente maximum extraite des courbes C{r) de la figure 55
en fonction de T/M = (n-1l)p pour p = 1 et 2.
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Figure 57

Reseau de courbes C(r) en fonction de r en coordonndes log-log pour la variable globale Y¥(t) de 1'équation de
Kuramoto-Sivaschinski (L =

50) pour plusicurs valeours de 1a dimension d'espace des phases.
(N =9.107, m=200, bt = t., p= 2)
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Figure 58

Pente maximum extraite des courbes C{r} de la figqure 57

en fonction de T4t = (n-tlp, pour p =1, 2 et 5,
A A max + P=1
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Figure 53
Réseau de courbes C{r} en fonction de r en coordonndes log-log
pour la variable globale Y(t) de 1'équation de Kuramoto-Siva-

shinski (L = 350) pour plusieurs valeurs de la dimensicn d'espace
des phases (N = 62 10, m = 10%, At = 2, p = 1)
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Courbes C{r) en foncltion de r en coordonndes log-log pour la variable locale

de l'équation de K.S. (L = 50) pour une période d'échantillonnage &t = 8, pour
A h‘ mﬁ _)v deux valeurs de la dimension d'espace des phases n = 10 et 20 (N = 15 107,
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Les résultats gque nous obtenons sur l'équafion de K.S8. sont
tout & fait cohérents avec les théorémes du chapitre I ; il est possible
de projeter sur R™ 1'attracteur qui se trouve dans un espace foncticnnel .
Dans ce cas les projections de 1l'attracteur sous-tendues par les va-
riables locales et globales possédent les mémes dimensions (et entro-
pies ?). Pour cette valeur du paramétre (L = 50) le systéme est trés
fortement couplé et on‘n‘observe pas de lcocalisation des oscillateurs.
I1 semble que ceci scit aussi le cas pour le systéme de convection
de Rayleigh-Bénard dans le régime que nous avons analysé. La question
de ce gui se passe pour des valeurs beaucoup plus grandes du paramétre
et de la taille de la bolte reste ouverte (rdle des défauts dans les

conditions aux limites et du bruit).

E - POSSIBILITES DE LA METHODE : DISCUSSION

Nous avons wvu qu'il est possible de caractériser un attracteur
de la dimension ¢ et méme d'estimer l'entropie qui lui est associde,
Cependant ceci a nécessité la compréhension de toutes les limitations
associées au principe prcposé par Grassberger et Procaccia. Celles-ci
ne sont pas toutes spécifiques & la méthode des décalages. Par exemple
lorsque l'on "vectorise" des observables scalaires Rn€9 -§?t) = {Xi(t)'
X2(t)...Xn(t)) comme le fait Lafon sur des composantes de vitesse pour
une simulation numérique bi-dimensionnelle des équations de Navier-Stokes
on peut aussi observer des courbes C(r) qui présentent une "queue",
Les valeurs de la pente estimées sur de telles courbes peuvent alors
ne refléter en rien la dimension de 1'attracteur. De 1a méme fagon,
il sera nécessaire de considérer les parties des courbes C(r) pour
r trés faible si on veut trouver une variation en loi de pulssance
ou l'exposant soit une constante. Ces deux limitations existent quelle

gue soit la méthode de projection de 1'attracteur dans R°.

L'enseignement principal que l'on peut tirer de cette étude est
qu'il n'y a pas de méthode automatique qui permette de donner & tout
coup la dimension associée a un signal expérimental. D'une part, il

Y a une grande dépendance par rapport au systéme : la zone de variation
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<

en r peut étre plus ou moins étendue suivant la géométrie du systéme.
Ainsi nous n'avons pas du tout envisagé le cas de signaux présentant
des comportements trés intermittents. BAussi il est important de faire
varier de fagon indépendante tous les parametres. L'analyse globale
des réseaux de courbes C{r) est impérative pour 1'cbtention d'une conclu-

sion cobjective.

Compte tenu de 1'expérience empirique gue nous avons acquis, nous
propcsons la procédure suivante gui deoit &tre assortie de précautions

inspirées par les remarques précédentes :

. détermination &u temps caractéristique To (soit par le spectre

de Fourier soit par une estimation de temps de retour)
échantillonner le signal 38 At = Te/g et 2 & g £ 7

. pour le premier calcul de C(r) choisir un certain nombre N d'&chan-
4 . f o ..
tillons (As10 ) et d'origines m ( 2—102 par exemple) et vérifier 1'indé-

pendance de C(r) par rapport a N et m {chapitre II)

. calculer alcrs C(r) pour p = 1 et plusieurs valeurs de n crois-
santes et examiner les courbes pour voir si on a atteint la zone de
variation en loi de puissance ; si ce n'est pas le cas, prendre des

valeurs plus importantes de N et m.

Une gquestion +trés importante qui se& pose au physicien qui wveut
caractériser des attracteurs étranges associés & un signal expérimental
est de savoir guelles sont les. possibilitds de la méthede. Par exemple,
pourra-t-on caractériser un attracteur de dimension 100 et d'entropie
0.5 ? La réponse & ce type de guestion est essentielle si on veut con-
firmer ou infirmer, le sens physigque des bornes établies par Ruelle
et d'autres auteurs [83 ,84] sur l'éveolution des invariants en fonction
du parametre d'instabilité pour les équations de Navier-Stokes. I1
n'y a pas de réponse précise actuellement ; c'est pourquoi nous intro-
duisons maintenant quelques exemples gui illustrent la difficulté de

la situation.
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E.1 ETUDE D'UN TORE T20
Alors afin d'acquérir une certaine confiance dans les résultats
pour les systémes expérimentaux a trés haute dimension, nous avons
analysé un signal numérique & +trds haute dimension +rés simple : il

s'agit d'un tore & 20 fréquences.

Nous avons généré ce systdme comme au chapitre III en calculant :
v = E] 16 350 (X(®) +1)]
20
X(®)= o005 X2 sin(z'ﬂ%%)]

T\

Pour avoir un échantillennage adapté en prenant At = 1, il

faut gue les sinusoIdes ne donnent pas lieu & des battements de fréguence
trop petite, ceci a guidé le choix des £,- Celles-ci sont équi~réparties
entre 0 et 1 tout en étant irrationnelles (14 chiffres significatifs).
La figure 62 montre les c¢ourbes C(r) en fonction de r ; pour n = 530
et 100 elles semblent présenter un comportement en 1? ( ¥ indépendant
de n) bien identifié dans une certaine région de r. L'exposant estimé
vaut environ 20 (figure 62). Il est donc possible de caractériser un
tore Tn n K 20 (sous certaines conditions d'échantilleonnage et de

dynamique homogeéne) .

Ce résultat peut sembler encourageant pour l'étude d'attracteurs
a trés haute dimension, cependant il ne faut pas cublier 1'entropie
qui dans ce cas n'est pas nulle et va décaler les courbes C(r) vers
les basses valeurs de C(r). Enfin, plus la dimension sera &levée et
plus la plage en r sur laguelle on pourra 1'observer sera petite (&
résclution donnée). Nous voyons aussi sur cet exemple gu'il faut porter
n et At a de trds grandes valeurs pour permettre la caractérisation
d'attracteurs de grande dimension. Ceci diminuera alors la plage de

valeurs de C(r) intéressantes.

Dans le cas de signaux expérimentaux Aa haute dimension 1la

situation peut &tre trés délicate comme le montre 1'exemple suivant.
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Figure 62

Courbe C(r} en fonction de r en coordon-
nées  log-log pour un  tore 4 pour
trois wvaleurs de la dimension %:m SpAce
des phases n = 20@)}500et 100(n).

(N = 1,5 10°, m = 10, M =1, p=1)
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E.2 L'E.H.D. RE~EXAMINEE

Nous avons repris le signal de la figure 47.a mais nous 1'avons
échantillonné 3 A t ( & To/3). La figure 63 montre les courbes Clr)

=1

cbtenues pour de trés grandes valeurs de la dimension d'espace des

~

phases n = 50 a 150 ; elles ne présentent plus de "queue" et pour n = 100
a 150, il y a une zone pour C(r) b} 107 N x m ol 1'allure des courbes
en coordonnées log-log est grossidrement lindaire et les pentes valent
environ 30. Il ne faut cependant rien conclure de définitif 3 la vue
de ces courbes car nous ne sommes pas dans la zone de variation en
loi de puissance. On doit alors augmenter la résclution N x m. Ceci
conduira & des tailles d'échantillons incompatibles avec la stabilité
du systeme expérimental compte tenu de rapport de la période d'échantil-

lonnage au temps caractéristigue. Menticnnons aussi les problémes de

taille de la mémoire et de temps de calcul prohibitifs.
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CONCLUSION

Les travaux présentés dans ce mémoire comportent deux aspects =
la caractérisation d'attracteurs é&tranges associds & des écoulements
réels et 1l'analyse détaillée de la méthode utilisde. TIls s'inscrivent
a la suite des travaux de Ruelle et Takens en 1971 et plus généralement
dans le domaire (qui a connu un regain d'intérédt réecent) des systémes

dynamiques.

En 1983, Grassberger et Procaccia ont propesé une nouvelle
méthode qui en théorie permettait 3 partir de la reconstruction d'un
espace des phases d'obtenir la dimension et l'entropie des attracteurs
associés & un signal donné. Aucune condition d'applicabilité n'avait
été fixée ; pour éviter de commettre des erreurs, il fallait donc déter-
miner quelle doit &tre la fagon d'opérer lors de la mise en oceuvre

pratique de cette méthode.

Le rble de tous les paramétres intervenant dans la reconstruc-—
tion d'espaces des phases par toutes les techniques envisageables a
pu étre mis en lumiére. Nous avons montré que lorsque l'intervalle
de temps total sur lequel on prend des valeurs du signal pour la recons-
truction d'un vecteur dans l'espace des phases augmentait, 1l'estimation
de la dimension devait &tre faite pour des échelles de distance de
plus en plus petites. Pour des systémes de dimension excédant 4 on
5, la période d'échantillonnage doit &tre suffisamment grande afin

de permettre la détermination et &'éviter des erreurs.

Cette compréhension des conditions de. bonne utilisation de
la méthode permet alors d'envisager 1l'exploraticn d'attracteurs de
dimension plus élevée. De manidre générale, il semble bien gue cette
technique sera amenée 2 &tre un outil indispensable & la caractérisation
de signaux chaotiques gquelconques, et pourrait jouer le méme rdle dans
la dynamique chaotigue que la transformée de Fourier dans les régimes

quasi périodiques.
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Du point de vue de la description des écoulements turbulents,
nous avons confirmé les idées de Ruslle et Takens en montrant de facon’
indiscutable gu'un régime de convection chaotique de Rayleigh—-Bénard
était décrit par un attracteur de faible dimension. Grice 3 une adapta—
tion originale de la méthode existante, et une étude paraliéle sur
le systeme de Lorenz, nous avons pu estimer son entropie. En outre,
1'étude de solutions de 1'équation de Kuramoto-Sivashinski pour une
valeur intermédiaire du paramdétre a donné la méme information pour
une mesure locale et globale, c¢e gui indique gue les "modes" ne sont

pas localises et sont fortement couplés,

Le prolongement de netre travail se situe d'abord dans une
étude d'écoulements convectifs. Il est important de faire varier le
parametre d'instabilité afin de voir comment é&voluent la dimension
et l'entropie. Parallélement, il serait intéressant de déterminer comment
varient les couplages des "modes" du systéme et de voir si on observe

une localisation des degrés de liberté.

Mentionnons enfin que Jusqu'd présent seuls des écoulements
dans un domaine fini ont été &tudids expérimentalement de ce point
de vue. La situation des écoulements ouverts -comme par exemple calui
observé derriére un cylindre ou un jet- est beaucoup plus complexe,.
L'application des méthodes précédentes, en particulier cellie ol on
reconstruit l'espace des phases par la méthode des décalages n'est
pas transposable 2 ces systémes. En effet, une mesure locale refldte
autant la structure spatiale du systéme gque sa dynamique temporelle.
De plus le cadre mathématique ceonstruit pour le cas & volume fini n'exis-
te pas. Une voie d'approche phénoménologique pourrait &tre de suivre
i'écoulement comme le suggére une étude récente, réalisée par Deissler
de Los Alamos gui montre ce que 1'on peut interpréter comme une advection

du chaos par le courant moven de 1'écoulement.

* * & & %
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