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Chapitre 1

Introduction

1.1 La problématique de I’apprentissage de la
résolution de probléme

De nombreux enseignants, a la fin du lycée et au supérieur, déplorent que
leurs éléves ou étudiants ne savent pas résoudre des problémes de mathé-
matiques. Cette remarque, qui mérite d’étre précisée et interrogée pour en
évaluer la profondeur, appelle une question didactique fondamentale : quels
savoirs souhaitons-nous que les éléves retiennent in fine de leur scolarité en
mathématiques ?

Des mathématiciens et des didacticiens (par exemple Perrin, Arsac, Le-
grand) s’accordent pour dire que, si les aspects techniques sont importants,
il convient aussi de faire expérimenter, conjecturer, prouver et réfuter les
éléves. Par exemple, Perrin pose au premier plan des capacités qui relévent
de la dimension expérimentale des mathématiques (Perrin, 2007) :

je me demande souvent ce qui est le plus important, dans I'ap-
prentissage des mathématiques, lorsqu’il s’adresse a tous : est-ce
la technique? est-ce 'apprentissage de la démonstration? J’ai
plutot tendance a répondre, avec de multiples précautions, que
la capacité de chercher, d’observer, de faire des hypothéses, de
raisonner, d’argumenter, de critiquer, de surmonter ses erreurs,
est bien plus importante encore.

Se pose alors une seconde question : quelle transposition didactique (Che-
vallard, [1985) pour ces savoirs de I'ordre de la démarche de résolution d'un
probléme mathématiques, intimement liés a 'activité du chercheur profes-
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sionnel en mathématiques, relativement flous et difficilement explicitables!
aux éléves?

En France, des dispositifs didactiques tels le « probléme-ouvert » (Arsac et
Mante, [2007; |Arsac et al., [1991)), le « débat scientifique » (Legrand, 1988,
2001; Legrand et ADIREM, 2003), les « situations de recherche en classe »
(Grenier et Payan, 2003) ont été proposés pour permettre ’apprentissage
d’une démarche scientifique ou expérimentale chez les éléves. Les auteurs
justifient l'intérét de ces dispositifs par deux arguments, I'un de nature
scientifique, I'autre de nature humaniste :

— d’une part, comme l'indiquent par exemple Legrand et ADIREM (2003)
ou Arsac et al. (1991), il est souhaitable de permettre aux éléves d’avoir
« une véritable activité mathématique » a ’Ecole pour donner aux éléves
une image plus juste de ce qu’est la science mathématique ;

— d’autre part, ces situations visent des apprentissages de « savoirs in-
ternes » (Legrand et ADIREM| 2003) qui changent en partie notre rap-
port au monde et deviennent des structures d’interprétation ou des es-
paces de métaphore et qui sont finalement les plus utiles pour les éléves
dans leur vie future pour « comprendre le monde et le regarder avec un es-
prit critique » (Perrin, 2007)) ; ces savoirs sont les plus « durables » comme
I'indiquent Grenier & Payan (2003)).

Si I'on ne peut que partager ce double objectif de formation, scientifique et
humaine, il convient aussi de questionner son intérét et ses possibilités de
réalisation dans des classes tout venant : dans quelles mesures le « probléme
ouvert » (Arsac et Mantel (1996, 2007) ou le « débat scientifique » (Legrand,
1988)) peuvent-ils y vivre 7 Quels savoirs peuvent faire effectivement 1’objet
d’apprentissage dans ces classes ? Ces savoirs sont-ils accessibles a tous les
¢éléves 7 Rejoignant Mercier (2007), nous notons qu’il ne faudrait pas en effet
que de nobles intentions conduisent & des pertes de temps ou creusent les
différences entre les éléves.

1. Bien entendu, 'explicitation n’est pas la seule difficulté, si tant est qu'une expli-
citation de ce savoir était donnée, elle ne peut en garantir un apprentissage. Comme
Iindique par exemple Polya (1958] préface, XI) & propos de I'apprentissage du raisonne-
ment plausible en mathématiques : « Je ne pense pas qu’il existe une méthode absolument
siire pour apprendre a deviner. Au reste, si cette méthode existe, je ne la connais pas et
je ne prétends certainement pas la décrire dans les pages qui vont suivre. L’utilisation
efficace du raisonnement plausible est affaire de pratique, on 'apprend par I'imitation et
I’habitude. »
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1.2 Les « problémes pour chercher » a I’école
élémentaire

Ces questions se sont posées pour nous avec beaucoup d’acuité en 2003,
lors de la diffusion en ligne du document d’accompagnement pour 1’école
primaire intitulé « Problémes pour chercher » (Charnay et al., 2005, voir le
texte en annexe) qui accompagne l'injonction institutionnelle a réaliser de
tels problémes dans les classes. Ces problémes y sont désignés comme des
problémes pour le développement de « capacités a chercher » par opposi-
tion aux « problémes pour apprendre » (Charnay et al., 2005, p. 7) et leurs
objectifs s’apparentent au double objectif de formation identifié précédem-
ment.

La dénomination « Problémes pour chercher » interroge d’emblée sur les
enjeux de savoirs mathématiques dans ces problémes et, donc, sur les ap-
prentissages possibles : chercher peut-il suffire & apprendre sur la démarche
de résolution de problémes en mathématiques? Peut-on se contenter de
chercher sans apprendre 7 C. Houdement (2009, p. 36) note de plus que ces
problémes sont peu fondés du point de vue épistémologique :

ces « problémes pour chercher » (tels qu’ils sont ordinairement
proposeés, isolés, avec une question déja donnée) ne sont pas
épistémologiquement fondés : si les mathématiciens résolvent
des problémes, c¢’est pour produire des résultats (concepts ou
méthodes) qui font avancer la théorie qu’ils étudient. Or les
« problémes pour chercher » des programmes ne visent pas de
contenu mathématique, mais une certaine transversalité.

Par ailleurs, ces problémes qui ne sont rien d’autres que des « problémes-
ouverts » au sens de Arsac, Germain et Mante (Hersant, [2005; (Charnay,
2007)), ¢’est-a-dire des problémes qui visent "apprentissage de la « démarche
scientifique » ot il s’agit d’ « essayer - conjecturer - tester - prouver » (Arsac
et Mante, 2007, p. 12) sont réputés difficiles a gérer (voir par exemple a ce
sujet, [INRP) 2003), en particulier du fait de la multiplicité des réponses
possibles des éléves. On peut alors légitimement se demander comment
les enseignants polyvalents, le plus souvent non spécialistes des mathéma-
tiques, que sont les professeurs des écoles vont réussir a mettre en oeuvre ces
problémes. Enfin, la pratique du probléme-ouvert pensée initialement pour
I’enseignement secondaire est peu habituelle a I’école élémentaire, les ensei-
gnants ont, au minimum, besoin de ressources pour proposer des situations
a leurs éléves. Quelles ressources sont disponibles ?



10

Introduction

1.3 Une recherche sur la transposition
didactique de savoirs associés a la
recherche - résolution de problémes au
cycle 3

En 2003, une premiére phase d’analyse d’existants au niveau des ressources
et des pratiques des enseignants du primaire (Hersant, |2005] 2008, 2010a))
nous a permis d’entrevoir 'ampleur du travail didactique a réaliser dans le
domaine. Nous avons alors constitué en 2004 le Groupe Recherche Action
« Problémes pour chercher » ? composé d’une professeur des écoles (classe
de CE2), de trois maitres-formateurs® (classes de cycle 3) et d’un formateur
de mathématiques & 'IUFM des Pays de la Loire qui ont participé réguliére-
ment aux travaux. L’objectif était de développer ensemble des situations de
type « problémes pour chercher » destinées a des classes ordinaires, d’accom-
pagner les enseignants dans la mise en oeuvre de ces situations, d’analyser
leur réalisation et de les diffuser & Pextérieur du groupe?, c’est-a-dire en
somme de réaliser une ingénierie didactique de développement au sens de
(Perrin-Glorian), 2011) °. Cette collaboration avec des enseignants a abouti a
la proposition de situations didactiques — partiellement diffusées dans |Her-
sant| (2005)) et Thomas| (2007); Hersant et Thomas| (2009) — et & un corpus
important de vidéos de séances de classe (une trentaine).

Pour nous, ce travail de construction de situations, d’observation et d’ana-
lyse de séances a constitué un « terrain » pour mener une recherche di-
dactique sur les conditions de possibilité de réalisation de « problémes ou-
verts » au cycle 3 au niveau du savoir, des éléves et des enseignants. Ainsi
cela a été 'occasion de travailler a une forme « d’ingénierie didactique de

2. Ce groupe est sous-groupe de la recherche INRP-IUFM des Pays de la Loire-IUFM
d’Aquitaine - ITUFM de Basse Normandie dirigée par C. Orange « Pratiques et mises en
textes des savoirs », nous ’avons piloté jusqu’en 2009.

3. Un maitre-formateur est un enseignant du premier degré en charge d’une classe
et dont une partie du temps est dévolue & la formation et & ’accompagnement des
stagiaires professeurs des écoles. Il est titulaire d’'un CAFIPEMF (Certificat d’Aptitudes
aux Fonctions d’Instituteur / Professeur des Ecoles Maitre-Formateur).

4. Pour des précisions sur le fonctionnement de ce groupe, voir la premiére section de
(Hersant), [2010b).

5. Dans ces ingénieries, « le probléme n’est plus seulement celui du controle et de la
mise en oeuvre des principes théoriques qui guident I'ingénierie didactique; c’est aussi
celui des possibilités d’adaptation des situations par les enseignants dans les conditions
ordinaires de fonctionnement de ’enseignement avec la double perspective de I’étude de la
robustesse d’une suite de situations et de la formation des enseignants » (Perrin-Glorian,
2011).
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seconde génération » dont la finalité est la production de situations pour les
classes ordinaires comme le propose Perrin-Glorian| (2011). Actuellement,
les « problémes pour chercher » ne sont plus au programme mais les ques-
tions précédentes demeurent d’actualité, en particulier car rien n’empéche
un enseignant de réaliser de tels problémes dans sa classe.

Ce mémoire rend compte de la recherche que nous avons réalisée paralléle-
ment aux travaux du groupe. C’est une contribution a I’étude de la trans-
position didactique (Chevallard), [1985) de savoirs associés a la pratique de
recherche/résolution de probléme pour des éléves de ’école élémentaire,
question encore peu développée dans le champ de la didactique des mathé-
matiques %. Pour explorer le probléme, depuis la question des savoirs jusqu’a
la proposition de situations destinées aux classes ordinaires”, nous avons
mené des investigations dans plusieurs directions complémentaires, comme
cela se fait classiquement dans un travail d’ingénierie didactique (Artigue,
1990) : analyse du savoir et des problémes mathématiques associés ; analyse
du point de vue des éléves, de leurs connaissances et conceptions; analyse
de la réalisation des situations en classe. De facon moins classique, cette der-
niére direction de travail ne vise pas seulement, comme c’est le cas dans une
ingénierie didactique de premiére génération, a valider ou invalider la robus-
tesse de situations mais plutot & développer cette robustesse en fonction de
ce qui semble possible pour les enseignants ordinaires. C’est donc plutoét le
point de vue de I’enseignant qui y est développé. De facon moins classique
aussi, nous avons ouvert notre horizon didactique — constitué initialement
de la théorie des situations didactiques (Brousseau, |1998) — au cadre de la
problématisation développé par Fabre et Orange (Fabre et Orange, 1997;
Orange, 2001, 2005) particuliérement bien adapté a notre problématique.
Cela confére a ce travail de didactique des mathématiques un point de vue

6. La thése de [Douaire| (2006) porte sur ’étude du processus de preuve au cycle 3
et recoupe d’une certaine facon la problématique des « problémes pour chercher ». La
thése de |Georget| (2009) traite des activités de recherche et de preuve entre pairs et des
moyens de favoriser leur mise en ceuvre a la fin de 1’école primaire.

7. Par « pratique ordinaire » nous entendons pratique d’enseignant ou le chercheur
n’intervient ni au niveau de la conception de la situation, ni au niveau de son dérou-
lement. Dans cette note de synthése pour désigner les classes oil nous observons ces
pratiques nous utilisons comme cela se fait souvent en didactique des mathématiques
pour des raisons de commodité ’expression « classe ordinaire » qui n’est pas trés heu-
reuse. Cette expression peut sembler curieuse : d’une certaine fagon cela signifie qu’il
y aurait des classes non ordinaires.Cette expression permet de désigner les classes dans
leur fonctionnement habituel, par opposition aux fonctionnements associés a des ingé-
nieries didactiques. Nous utilisons aussi pour désigner ces classes ’expression « classes
tout venant ». Cette expression peut sembler péjorative, mais nous cherchons pas cette
connotation. Nous employons aussi celle de « classes lambda » pour désigner ces mémes
classes.
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original par rapport aux recherches précédentes dans les champ de la réso-
lution de probléme et de la preuve. En effet, des analyses épistémologiques
et didactiques préalables nous ont amenée a centrer le travail sur la fa-
con dont le registre empirique® — lié & 'expérience et & son observation —
et le registre des nécessités, ou registre apodictique, interviennent dans la
construction du possible et de 'impossible en mathématiques, dés le cycle
3. C’est pourquoi ce mémoire porte sur I’entrée des éléves dans la rationalité
mathématique et, plus précisément, traite de 'accés des éléves a la néces-
sité mathématique a partir du dialogue du registre de faits et des raisons
auquel conduit 'expérience mathématique. C’est un travail sur le caractére
apodictique des savoirs mathématiques au sens de Bachelard (1938)) — « qui
ne peut étre autrement » et s’oppose au contingent — et sur les conditions
didactiques de 'accés a 'apodicticité.

1.4 Organisation du mémoire

Outre, I'introduction et la conclusion, le mémoire est organisé en deux par-
ties.

La premiére correspond aux analyses épistémologique et didactique préa-
lables & la conception de situations pour les classes et comprend quatre
chapitres. Dans le chapitre 2, nous livrons une réflexion épistémologique
critique sur les enjeux de savoirs associés a « la démarche scientifique »,
objectif d’apprentissage affiché des « problémes ouverts » et « problémes
pour chercher ». Cette réflexion est d’abord conduite & partir de I’étude de
la place attribuée respectivement aux essais, conjectures et preuve dans les
principaux dispositifs qui se réclament du probléme-ouvert en mathéma-
tiques puis a partir des savoirs enjeux d’enseignement-apprentissage dans
ces dispositifs, d’aprés leurs concepteurs. Nous mettons ainsi en évidence la
prédominance du travail de la preuve dans ces dispositifs et un relatif flou
sur les savoirs. Cela nous conduit a interroger d’un point de vue épistémolo-
gique 'expression « démarche scientifique ». Pour cela nous référons, d’'une
part, aux travaux de Bachelard (1938) pour la définition du « scientifique »
et, d’autre part, au point de vue de Perrin (2007) sur la dimension expéri-
mentale des mathématiques. Ces éléments nous permettent d’identifier des
savoirs mathématiques relatifs a la facon dont le registre des faits et le re-
gistre des raisons interviennent dans la résolution d’'un probléme, savoirs
dont certains pourraient faire 'objet d’un travail au cycle 3. Ce premier

8. Nous empruntons cette expression a C. Orange (2001)). Il distingue et met en tension
le registre empirique, le registre des nécessités et le registre des modéles.
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chapitre pose le cadre de notre travail ; il constitue une référence aussi bien
pour analyser les procédures d’éléves ou les séances de classes que pour
construire les situations. Ce sont les fondements d’un cadre analytique et
heuristique qui sont posés dans ce second chapitre.

Le chapitre 3 vise & s’assurer que les savoirs identifiés dans le chapitre 2
sont de véritables enjeux d’enseignement au cycle 3 de facon a asseoir le
cadre défini. En effet, peu de choses sont connues sur les apprentissages a
réaliser dans le domaine. Nous étudions pour cela les rationalités mathéma-
tiques des éléves de deux classes de cycle 3, c¢’est-a-dire leurs regles de déci-
sion du vrai en mathématiques (Balacheff, [1988)), & partir de la fagon dont
ils expliquent qu’il est impossible de décomposer 46 en la somme de trois
nombres qui se suivent ?. L’analyse permet de distinguer les rationalités qui
sous-tendent les raisonnements des éléves dans ce probléme d’impossible et
montre en particulier la prégnance de 'empirisme naif : beaucoup d’éléves
expliquent 'impossibilité de trouver une décomposition de 46 en la somme
de trois nombres qui se suivent par leur échec a réaliser cela. A partir de
ces mémes productions d’éléves nous identifions trois obstacles a la produc-
tion de nécessités relatives a 'impossibilité : envisager 'impossible, dépasser
I’empirisme, dépasser le recours & un énoncé-tiers non prouvé, établi par in-
férence c’est-a-dire plausible au sens de Polya (1958)) ou établi en référence
a sa forte apparence mathématique. Ces rationalités et ces obstacles qui
correspondent a des ruptures a opérer chez les éléves complétent le cadre
posé dans le premier chapitre et nous servent de grille de lecture des séances
ou de grille de construction de problémes. Par ailleurs, ’analyse montre que
les arguments proposés dans les deux classes sont différents, en particulier
dans une classe les éléves produisent des arguments de ’ordre des nécessités
et pas dans l'autre.

Comme les différences de niveau entre les éléves ne semblent pas suffire &
expliquer cette différence nous prenons dans le chapitre 4 le point de vue de
I’action de ’enseignant pour analyser les conditions didactiques qu’il crée
et qui permettent, ou au contraire freinent, la production de nécessités.
Cette étude empirique des conditions didactiques pour la construction de
nécessités nous conduit & identifier, pour le cas des problémes d’impossible,
deux types de conditions de la construction de nécessités par les éléves :
certaines sont trées liées aux conditions crées le professeur pour la rencontre
des éléves avec le savoir au niveau de 'enrélement, du contrat didactique
et du milieu; d’autres sont liées a la situation didactique et au probléme

9. Probléme dit des Trois nombres qui se suivent extrait de (ERMEL| 1999). Les
données utilisées ici ont été recueillies dans le cadre de la recherche « Complexité des
pratiques enseignantes : expérience, savoirs et normes en mathématiques ».
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choisi. Ces conditions nous sont utiles pour la construction de situations
didactiques.

Pour compléter cette étude préalable, avant d’aborder la conception de si-
tuations didactiques, nous réalisons dans le chapitre 5 une étude bibliogra-
phique des travaux francophones (notamment ceux de Balacheff et Arsac,
Germain, Mante) sur les conditions et les points critiques des situations
de preuve. Cette étude met en évidence deux éléments particuliérement
saillants, communs a ces travaux. D’abord, il y un consensus sur le fait
que le doute est un moteur reconnu de la production de preuves. Ensuite,
les travaux sur la preuve achoppent sur la construction d’'un milieu qui,
d’une part, garantit ’apparition des savoirs visés sans intervention de I’en-
seignant et, d’autre part, présente un caractére antagoniste. Ce qui nous
conduit & distinguer trois propriétés du milieu : son caractére antagoniste,
bien connu; ses propriétés pro-actives qui assurent que 1’éléve peut bien
« entrer » dans la situation ; son caractére contraignant qui est sa capacité
a permettre 'apparition de la connaissance souhaitée tout en contraignant
Pactivité des éléves de facon a éviter la dispersion des connaissances (cor-
rectes ou erronées) produites et ainsi faciliter la validation (voir aussi la
note de synthése a ce sujet Hersant, 2010a, disponible aussi sur HAL). Ces
caractéristiques du milieu d’une situation interviennent dans la grille que
nous utilisons pour 'analyse a priori des situations.

La seconde partie regroupe ’analyse a priori des situations proposées et cer-
tains aspects de ’analyse a posteriori. Dans le chapitre 6 nous proposons des
situations associées a des problémes d’optimisation discréte qui respectent
les conditions identifiées précédemment pour 'apprentissage de savoirs sur
la facon dont les registres des faits et des nécessités interviennent dans la
construction du vrai en mathématiques; nous en faisons aussi 'analyse a
priori. Cette analyse est notamment effectuée en référence aux propriétés du
milieu explicitées dans le chapitre 5. L’analyse a posteriori proposée ne cor-
respond pas a celle classiquement effectuée dans une ingénierie didactique
pour valider le travail. Elle est centrée sur les possibilités de réalisation de
ces situations dans des classes ordinaires et sur les processus de dévolution
et d’institutionnalisation, reconnus délicats. Ainsi, le chapitre 7 constitue
une recherche d’adaptation et d’amélioration des situations proposées dans
le chapitre 6 d’une part en référence a des points de passage importants
du point de vue de la production de nécessités par les éléves et, d’autre
part en tenant compte de ce qui semble possible pour un professeur des
écoles. Le chapitre 8 est son pendant pour le processus d’institutionnalisa-
tion. Les analyses effectuées dans ces deux derniers chapitres reposent sur
les observations effectuées dans les classes tout au long de la recherche.
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A la fin du mémoire, nous regroupons dans les annexes 'extrait des do-
cuments d’accompagnement de 2003 sur les « problémes pour chercher »
ainsi que les transcriptions des séances auxquelles nous référons et celles
d’entretiens réalisés avec les éléves.






Premiére partie

Analyse épistémologique et
didactique préalable : enjeux et
conditions de ’entrée dans la
rationalité mathématique au
cycle 3
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Chapitre 2

Former a la démarche
scientifique : quels savoirs ?

[’injonction institutionnelle a réaliser des « problémes pour chercher » (Char-
nay et all, 2005) a I'école élémentaire nous conduit a étudier la question de

la transposition didactique de la recherche / résolution de problémes en

mathématiques. Le champ n’est pas vierge puisqu’il existe autour du « pro-

bléme ouvert » 1 (Arsac et all [1991; |Arsac et Mante, 2007) des dispositifs

qui visent a former les éléves & la « démarche scientifique », dans une pers-

pective de transposition didactique de la pratique de recherche / résolution

de problémes des mathématiciens.

Il s’agit dans ce chapitre de mener une réflexion épistémologique critique
sur cette transposition didactique et les savoirs mathématiques en jeu dans
les situations associées aux problémes ouverts. Nous remarquons en effet
que dans les dispositifs actuels qui associent apprentissage de la résolution
de probléme en mathématiques et démarche scientifique, il y a paradoxe :
la démarche scientifique est désignée comme un objectif d’apprentissage en
mathématiques mais il n’y a pas d’explicitation des savoirs mathématiques
précis en jeu dans cette démarche puisque le quadruplet « essayer, conjectu-
rer, tester, prouver » qui définit la démarche ne peut étre considéré comme
un savoir mathématique. L’explicitation de ces savoirs est pourtant cru-
ciale, a la fois pour les enseignants qui ont a gérer ces situations et pour les
apprentissages des éléves.

1. Ce type de probléme est caractérisé par |Arsac et al|(1991) comme un probléme
P’énoncé court qui n’induit ni la méthode ni la solution (en particulier pas d’application
immédiate des derniers résultats du cours) et se situe dans un domaine conceptuel avec
lequel les éléves ont assez de familiarité pour « s’engager dans des essais, des conjectures,
des projets de résolution, des contre-exemples ».
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Cette réflexion a miri depuis notre arrivée au CREN et notre fréquentation
du séminaire « Problématisation » animé par M. Fabre et C. Orange, elle
s’est développée en référence aux travaux de Bachelard et aux pratiques de
certains mathématiciens contemporains comme D. Perrin. La critique tient
en trois points : critique épistémologique de la pertinence de « [a démarche
scientifique » ; étude sur la facon dont se réalise avec ces dispositifs qui
se revendiquent du probléme ouvert, 'articulation « essais - conjectures -
preuve » essentielle dans I'activité du mathématicien ; mise en évidence d'un
flou concernant les savoirs susceptibles d’étre institutionnalisés a partir des
dispositifs proposés. La réflexion débouche sur l'identification de savoirs
mathématiques associés a la résolution de problémes qui, parmi d’autres
restant a identifier, pourraient faire ’objet d’un apprentissage a 1’école élé-
mentaire, comme propédeutique a 'apprentissage de la démonstration.

2.1 Le « probléme ouvert » et « la démarche
scientifique »

L’idée de dispositifs qui forment a la résolution de problémes mathéma-
tiques dans l'enseignement a été initialisée par Glaeser (1976 cité par Hou-
dement (2009))). Puis, dans les années 1980, en référence a leur représenta-
tion des mathématiques qui accorde une place primordiale & la formulation
de conjectures dans la résolution de problémes et dans le développement
des mathématiques, Arsac, Germain et Mante ont proposé le concept de
« probléme ouvert » (Arsac et al., 1991 |Arsac et Mante, 2007) pour déve-
lopper I'apprentissage de « la démarche scientifique » qu’ils définissent par
« essayer, conjecturer, tester, prouver? » (c’est nous qui soulignons) (2007,
p. 19) :

Cette conception du développement des mathématiques nous
ameéne a penser qu’il est souhaitable que 'activité de résolution
de problémes ait une place dans la classe, et qu’il s’établisse
ainsi un équilibre entre ’acquisition de connaissances en vue de
la résolution de problémes « classiques » et 'entrainement a la
recherche de problémes. Cet entrainement, [’acquisition d’une
démarche de résolution, que nous appelons démarche scienti-
fique, est le but de Uactivité « probleme ouvert .

2. Arsac, Germain et Mante emploient le terme « preuve » dans le sens de vérité
mathématique qui permet de convaincre les autres éléves (p. 23). Nous ’employons avec
le méme sens ici.
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Ensuite, d’autres dispositifs didactiques proches des problémes ouverts, ont
été développés, notamment au sein d’IREMs, essentiellement au niveau de
I’enseignement secondaire, et du groupe ERMEL de 'INRP pour former les
éléves & « la démarche scientifique » : les « narrations de recherche » (Sauter),
1998, [2000; Sauter et al., 2008), les « problémes longs » développés par
Aldon (voir |Arsac et Mante, 2007, p. 159-171), les « situations de recherche
en classe », les « problémes pour apprendre & chercher » (ERMEL| [1999).
Les « problémes pour chercher » (Charnay et all 2005) apparus dans les
programmes de 2002 pour I’école primaire correspondent & une traduction
institutionnelle des « problémes ouverts » (Hersant, 2005; |Charnay, 2007).
Ainsi, le probléme ouvert et la « démarche scientifique » associée marquent
fortement la transposition didactique concernant la résolution de problémes
en mathématiques.

La solution d’un « probléme ouvert » ne doit pas correspondre a une appli-
cation immédiate du cours si 'on veut former les éléves & la résolution de
problémes. Ainsi, Arsac et Mante écrivent (2007, p. 22) :

L’éléve a a choisir lui-méme un cheminement, & y renoncer éven-
tuellement pour en prendre un autre, & produire une proposition
de solution (conjecture). En somme, dans un premier temps, il
doit faire preuve d’imagination et de créativité. S’il veut alors
résoudre le probléme, il va devoir mettre en route la démarche
scientifique rappelée ci-dessous :

- faire des essais pour produire une conjecture ;

- tester sa conjecture en faisant d’autres essais;

- prouver la validité de sa conjecture.

Cette citation appelle, de notre point de vue, plusieurs remarques relatives
a 'unicité de la démarche et a sa scientificité. En effet, parler de 'apprentis-
sage de [a démarche scientifique en mathématiques comme le font les auteurs
suggére 'idée qu’il y aurait une seule démarche possible qui reléverait de la
science en mathématiques : il y a la une négation de la spécificité des sa-
voirs qui interroge — méme si I’on se restreint au champ des mathématiques
— d’une part 'unicité de la démarche et d’autre part sa caractérisation.

2.1.1 Unicité

L’unicité affichée ne masque t-elle pas une multiplicité 7 En effet, selon les
savoirs mathématiques en jeu, on peut se demander si 'articulation entre
essais, conjectures et preuve est la méme. Par exemple, 'interaction entre
essais et conjecture, et en particulier le role inductif des essais, est-il le



22

Former a la démarche scientifique : quels savoirs ?

méme en arithmétique, en géométrie et en probabilité ? Une autre ques-
tion concerne le rapport entre les essais et la preuve. Lorsque ’on essaie de
prouver que tout nombre pair inférieur a 60 est la somme de deux nombres
impairs, les essais effectués nourrissent fortement la preuve; une preuve
consiste d’ailleurs a livrer ’ensemble exhaustif des essais. On ne retrouve
pas cette articulation entre essais et preuve lorsqu’on essaie de prouver que
tout nombre pair s’écrit comme la somme de deux nombres premiers (conjec-
ture de Goldbach). Devant cette diversité des relations entre essais, conjec-
tures et preuves, que peut apporter ’enseignement global d’une unique dé-
marche ?

2.1.2 Scientificité

Quelle est la définition choisie pour le mot « scientifique » 7 Peut-on qualifier
une démarche de scientifique uniquement parce qu’elle comporte des essais,
des conjectures, des preuves ? Il nous semble tout autant scientifique de re-
courir & des algorithmes choisis pour leur adéquation a la question posée
que d’utiliser cette démarche en trois points. Par ailleurs, doit-on consi-
dérer que l'on n’a pas enseigné la démarche scientifique si la « preuve »
n’est pas achevée 7 En d’autres termes, qu’est-il est important d’enseigner ?
« la démarche scientifique » au sens d’Arsac, Germain et Mante ? ou une
démarche « scientifique » au sens de Bachelard qui lie le scientifique a ’apo-
dictique, au fait qu’il ne peut en étre autrement, c’est-a-dire la rationalité
de la démarche (Bachelard} 1938) 7

2.1.3 Démarche outil / démarche objet

D’une certaine facon, ces questions renvoient a la distinction entre « pro-
bléme ouvert » et « débat scientifique » pratiqué dans ’enseignement supé-
rieur (Legrand, 1988, 2001)) et & la controverse didactique & propos des pos-
sibilités d’apprentissages de méthodes et de savoirs méta en mathématiques
(voir a ce sujet, par exemple, Robert et Robinet| (1996); Sarrazy| (1997)).
En effet, le « débat scientifique », plus proche de la « situation-probléme »
(Douadyl, [1987)), est une mise en oeuvre d’une démarche de type « essais,
conjecture, test, preuve » pour l'apprentissage de savoirs mathématiques
clairement désignés, non transversaux. Dans le débat scientifique le qua-
druplet constitue donc a la fois un outil pour la construction de savoirs
curriculaires et un objet d’enseignement, il y a une écologie de la démarche.
En revanche, le « probléme ouvert » vise a donner une place a la résolution
de probléme en classe, la démarche scientifique étant considérée comme
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une démarche générique objet d’enseignement et d’apprentissage. Grenier
et Payan, a propos des situations de recherche en classe, parlent de « savoirs
transversaux » sans plus de précision.

2.2 Entre chercher et prouver : quelle place
pour les essais et les conjectures 7

Elargissons maintenant le champ pour étudier comment le quadruplet « essais-
conjecture-test-preuve » est envisagé dans des dispositifs, didactiques ou
institutionnels, qui revendiquent un apprentissage de la résolution de pro-
blémes en mathématiques sans viser spécifiquement des apprentissages no-
tionnels. Limitons nous aux dispositifs qui se revendiquent du probléme
ouvert susceptibles d’étre utilisés a I’école primaire. Leur dénomination fait
souvent apparaitre un rabattement soit sur la recherche, avec les « pro-
blémes pour chercher »(Charnay et al., 2005), les « problémes pour ap-
prendre & chercher » (ERMEL;, 1999) ou les « situations de recherche en
classe » (Grenier et Payan, 2003) ; soit sur la preuve avec les « situations de
preuve » (Douaire, [2006). Elle occultent ainsi la place des essais et conjec-
tures dans le processus de recherche / résolution de probléme alors méme
que linduction, et notamment son role dans la formulation de conjectures
(voir par exemple |Polya, [1958]), justifie le développement de ces dispositifs
(voir |Arsac et Mante, 2007, a propos du probléme-ouvert). S’il est vrai que
I'inférence s’avére probablement trés délicate a enseigner comme l'indique
Polya?, il convient néanmoins de s’interroger : ces dénominations sont-elles
utilisées essentiellement pour marquer une hiérarchie des objectifs ? L’ana-
lyse qui suit montre que les différentes composantes de la démarche scienti-
fique (essais, conjectures, test, preuve) ne font pas 'objet du méme intérét ;
en particulier, la place réservée aux essais est souvent mineure.

2.2.1 Le probléme-ouvert : conjecture et preuve

Dans la pratique du « probléme ouvert », Arsac et Mante privilégient la
relation entre conjecture et preuve, n’accordant pas de statut public — au

3. «Je ne pense pas que qu’il existe une méthode absolument stire pour apprendre a
deviner. Au reste, si cette méthode existe, je ne la connais pas et je ne prétends certaine-
ment pas la décrire dans les pages qui vont suivre. L’utilisation efficace du raisonnement
plausible est affaire de pratique, on I’apprend par imitation et par habitude. J’essaierai
de faire de mon mieux pour aider le lecteur désireux d’apprendre le raisonnement plau-
sible, mais je ne peux lui offrir que des exemples & imiter et 'occasion de s’entrainer. »
(Polyal [1958], p. XT)
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niveau de la classe — aux essais dans le processus de résolution. En effet, a
propos de la gestion (générique) des situations de type « probléme-ouvert »,
ils écrivent (Arsac et Mante, 2007, p. 38) :

Précisons plus concrétement le but a atteindre : passer les conjec-
tures au feu de la critique, réfuter certaines par des contre-
exemples, apporter des preuves convaincantes a 'appui de celles
qui semblent étre vraies.

Cela ne signifie pas que cette relation entre conjecture et preuve est le seul
enjeu dans un probléme-ouvert. En effet, ils précisent aussi (¢’est nous qui
soulignons) (2007, p. 46) :

En dehors des renseignements recueillis par 'observation du
travail des éléves, le professeur peut aussi exploiter certains des
phénoménes apparus pendant la recherche et, surtout, pendant
le débat, et attirer I'attention des éléves sur eux :

- efficacité comparée des méthodes de recherche ;

- travail avec la classe sur certaines erreurs relevées par ’en-
seignant ;

- reprise de certaines notions du cours utilisées pendant la
recherche ;

- mise en évidence de la nécessité de respecter certaines régles
pendant un débat ;

- travail sur la notion de vrai ou de faux en mathématiques
(certains éléves pensent qu’un résultat peut trés bien étre « en
partie vrai », « quelquefois faux » « vrai & 50% »);

- travail sur le role du contre-exemple.

Ces précisions montrent que, paradoxalement, le quadruplet (essayer, conjec-
turer, tester, prouver) n’est pas au coeur de ces apprentissages pour diffé-
rentes raisons : non seulement, 'institutionnalisation ne portera pas for-
cément sur « la démarche scientifique » * mais les essais sont un chainon
manquant. A I'image de ce qui est proposé par Arsac et Mante, les compte-
rendus d’expérimentation au collége (Arsac et Mantel 2007, p. 77 a 119)
présentés révélent que peu de chose sont dites aux éléves sur les essais. Les
enseignants y font référence lorsqu’ils comportent des erreurs (par exemple

4. En effet, les indications des auteurs donnent une certaine marge de manoeuvre &
I’enseignant pour la conclusion qui peut, en particulier, porter uniquement sur des savoirs
curriculaires anciens pour lesquels I’enseignant a repéré de nombreuses erreurs. Dans ce
cas, que peut-on espérer que les éléves retiennent de « la démarche scientifique » : qu’ils
ont fait un débat ? La conclusion peut aussi porter uniquement sur les méthodes. Dans
ce cas, 'apprentissage de « la démarche scientifique » est-il encore en jeu?
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erreur de calcul) qui empéchent de produire une conjecture correcte ou lors-
qu'un essai permet d’invalider une conjecture (contre-exemple) ou encore
pour comparer les différentes méthodes de recherche / résolution utilisées
par les éléves. Le role des essais pour dégager les conjectures ne semble pas
explicité aux éléves. Tout se passe comme si cette phase de la démarche
était un passage obligé pour la formulation de conjectures ou une occasion
d’utiliser des connaissances anciennes (et donc pour Penseignant une oc-
casion d’évaluer Iacquisition de ces connaissances) sans que I'articulation
essais et conjectures, essais et preuve soit un enjeu. Dans ces circonstances
peut-on encore parler d’apprentissage de « la démarche scientifique » ?°

Les quatre éléments articulés lors de la recherche du probléme ne le sont
pas dans la conclusion du probléme livrée aux éléves. Dans la perspective
d’une formation des éléves a la résolution de problémes de mathématiques,
n’y a-t-il rien a dire & ce sujet? A 1’école élémentaire, et probablement
au début du collége encore, de nombreux éléves considéreront d’emblée le
résultat de leur induction comme une vérité mathématique car la logique du
quotidien est prégnante. N’est-ce pas aussi au niveau de 'articulation essais
- conjecture vs vérité que se trouve le caractére scientifique de la démarche ?

2.2.2 Le « probléme pour chercher » (Charnay et al.,
2005))

Ce type de probléme a les caractéristiques du « probléme ouvert » 6, mais les
objectifs institutionnels qui y sont associés (Charnay et al., 2005)) différent
légérement de ceux présentés par Arsac et Mante : les documents qui ex-
plicitent ce que sont ces problémes permettent clairement de distinguer les
« problémes pour chercher » des problémes d’application et d’entrainement,
en particulier parce qu’ils ne visent pas ’apprentissage de savoirs curricu-
laires. Les objectifs donnés concernent la recherche et les essais (§1, §2, §3
en partie), la formulation de conjectures (§3), la preuve et Pargumentation
(§4). En particulier, la « réduction du hasard » dont il est question consti-
tue pour nous un élément en rapport avec la constitution de conjecture :
pour établir une conjecture un temps soit peu valable, il convient d’avoir

5. D’aprés la thése de Christine Choquet en cours, il semble qu’a 1’école élémentaire
les enseignants insistent plutot sur les essais et comment les organiser.

6. « Dans l'introduction commune aux documents d’application des programmes de
mathématiques ([...] 2002), un paragraphe est consacré aux problémes de recherche. .. .]
On reconnait 14 une caractérisation et des objectifs proches de ceux qui sont annoncés
pour le probléme ouvert au collége. » (Charnay, 2007, p. 131)
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réduit l'intervention du hasard et d’étre un minimum critique vis-a-vis de
son travail. Mais, ces éléments ne sont pas articulés entre eux.

2.2.3 Les « situations de preuve » (Douaire, 2006))

Dans sa thése, Douaire reprend des « problémes pour apprendre a chercher »
construits par le groupe ERMEL pour des éléves de cycle 3 afin d’analyser
les processus de preuves ; il renomme ces problémes « situations de preuve ».
Si nous comprenons le sens de cette démarche au vu de 'objectif de son
travail, cela questionne toutefois sur la place donnée aux essais dans la
recherche d’un probléme et sur leurs relations avec la preuve dans le contexte
des « problémes pour chercher » 7.

Il s’intéresse en particulier aux preuves d’impossibilité dans le domaine nu-
meérique et propose aux éléves, par exemple, le probléme Trois nombres qui
se suwent® sur lequel nous reviendrons (cf. Chapitr. Il explicite & son
égard des éléments d’apprentissage potentiels pour les éléves :

La critique des propositions vise a mettre en évidence :

- qu’un constat dépourvu de justifications n’est pas recevable ;
- la distinction entre une propriété vraie pour un nombre mais
non probante et une preuve |[...]|;

- le role du contre-exemple pour infirmer une proposition |...|.

Le premier point permet de traiter explicitement du rapport essais-conjecture
vs preuve en ce qui concerne les déclarations du type « c¢’est impossible car
je n’ai pas réussi ». Les deux autres concernent la preuve : les relations entre
les différents éléments constitutifs d'une preuve et une régle de raisonnement
mathématique.

2.2.4 Les « situations de recherche en classe »
(Grenier et Payan, 2003)

Les « situations de recherche en classe » ont les caractéristiques suivantes
(Grenier et Payan, 2003 p. 5) :

1. Une SRC s’inscrit dans une problématique de recherche pro-
fessionnelle. Elle doit étre proche de questions non résolues.
Nous faisons I’hypothése que cette proximité a des questions

7. Rappelons que Douaire, avant sa thése, a participé & 1’élaboration de ces « pro-
blémes pour apprendre a chercher » dans le cadre du groupe Ermel.

8. Il s’agit pour les éléves de trouver trois nombres (entiers) consécutifs dont la somme
est 25 et de prouver que cette décomposition n’est pas possible.
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non résolues — non seulement pour les éléves, pour I’ensemble
de la classe, mais aussi pour l’enseignant, les chercheurs — va
étre déterminante pour le rapport que vont avoir les éléves avec
la situation.

2. La question initiale est facile d’accés : la question est «facile»
a comprendre. Pour que la question soit facilement identifiable
par I’éléve, le probléme doit se situer hors des mathématiques
formalisées et c’est la situation elle-méme qui doit «amener»
I’éléve & l'intérieur des mathématiques.

3. Des stratégies initiales existent, sans que soient indispensables
des pré-requis spécifiques. De préférence, les connaissances sco-
laires nécessaires sont les plus élémentaires et les plus réduites
possibles.

4. Plusieurs stratégies d’avancée dans la recherche et plusieurs
développements sont possibles, aussi bien du point de vue de
lactivité (construction, preuve, calcul) que du point de vue des
notions mathématiques.

5. Une question résolue renvoie trés souvent une nouvelle ques-
tion. La situation n’a pas de « fin ». Il n’y a que des critéres de
fin locaux.

Proches du « probléme ouvert » et associées a I’apprentissage de la démarche
scientifique, elles s’en distinguent cependant quelque peu (Grenier et Payan,
2003, p. 12) :

G. Arsac distingue les problémes ouverts des problémes de dé-
couverte et des problémes de modélisation, parce que, pour lui,
aucun de ces types de problémes « ne permet véritablement
aux éléves de mettre en route ce que nous appelons une dé-
marche scientifique, c’est-a-dire : faire des essais, conjecturer,
tester, prouver » |...| Nous reprenons a notre compte toutes ces
hypothéses et ces objectifs comme des éléments de la SRC. Ce-
pendant, il nous semble que certains critéres — fondamentaux
pour les SRC — ne sont vérifiés par le «probléme ouvert».

En particulier, les auteurs parlent d’expérimentation plutét que d’essais,
sans d’ailleurs préciser les raisons de ce glissement (Grenier et Payan| (2003,
p. 4):
Aucune activité mathématique n’est possible sans expérimen-
tation, conjecture, argumentation, modélisation, preuve. Méme
lorsqu’il s’agit de construire (en géométrie, par exemple) ou de
calculer, il n’y a activité scientifique que si ces constructions ou
calculs sont validés du point de vue scientifique. Or cette ac-
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tivité scientifique est pour nous constitutive de la construction
des connaissances mathématiques.

Quoi qu’il en soit, la place accordée aux expérimentations n’est pas expli-
cite tandis que celle des composantes « conjecture » et « preuve » qui sont
étiquetés comme des « savoirs transversaux » 1’est, mais, 1a encore, sans que
ces deux éléments semblent reliés entre-eux (Grenier et Payan), 2003 p. 8) :

De fait, notre recherche expérimentale le confirme, il y a des ap-
prentissages en jeu, et ce sont ceux qui sont constitutifs de toute
activité de recherche mathématique : I’'argumentation, 1'activité
de conjecturer, celle de structurer (un objet), la preuve, la mo-
délisation, tous plus ou moins présents selon le type de SRC
choisi.

2.3 Quels savoirs enjeux d’apprentissages
dans des dispositifs existants ?

Intéressons-nous aux savoirs susceptibles d’étre institutionnalisés et appris
avec ces différents dispositifs. En effet, si les dispositifs étudiés visent 1’ap-
prentissage de la démarche scientifique, cette démarche ne peut en elle-
méme constituer le savoir : c¢’est un élément trop « gros », trop imprécis et
pluriel comme nous le montrons précédemment. 11 convient donc d’essayer
d’identifier plus finement les savoirs mathématiques susceptibles d’étre ins-
titutionnalisés par les différents dispositifs, un peu comme on identifie les
savoirs fins associés & 'apprentissage de la numération décimale de position
en mathématiques.

2.3.1 « Problémes pour chercher » : des savoirs
méthodologiques

Le cas des « problémes pour chercher » est un exemple prototypique du flou
concernant les savoirs a institutionnaliser dans le domaine de la résolution
de problémes. La longue liste d’objectifs associés & ces problémes traduit
une difficulté a isoler et expliciter les savoirs en jeu. Tout se passe comme
si on masquait la non-identification des savoirs & enseigner / apprendre
par une liste de compétences susceptibles d’étre développées par les éléves,
uniquement a partir de la fréquentation de « problémes pour chercher », ce
dont nous doutons (Charnay et al., [2005) :
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[Tl s’agit] de véritables problémes de recherche, pour lesquels
[les éléves| ne disposent pas de solution déja éprouvée et pour
lesquels plusieurs démarches de résolution sont possibles. C’est
alors I'activité méme de résolution de probléme qui est privi-
légiée, dans le but de développer chez les éléves un comporte-
ment de recherche et des compétences d’ordre méthodologique :
émettre des hypothéses et les tester, élaborer une solution ori-
ginale et en éprouver la validité, argumenter.

Cela pose pour les enseignants le probléme du choix de ce qui doit effecti-
vement constituer 'objet d’étude et faire I'objet de 'institutionnalisation :
on a I'impression que tout est possible a partir de ces problémes.

On retrouve cette difficulté dans les différents dispositifs, associée a des
efforts d’identification et d’explicitation des savoirs plus ou moins marqués.

2.3.2 « Situation de preuve » : des savoirs accessibles
a I’école élémentaire ?

Dans sa conclusion a propos des conditions sur la situation qui permettent
ou non les apprentissages visés, Douaire| (2006) exprime une difficulté a
isoler les savoirs en jeu dans les problémes proposés (p. 135) :

La mise en place d’une situation de validation suppose que les
critéres utilisés successivement (contre-exemple, disjonction de
cas, ...) soient mis en oeuvre de fagon explicite méme s’ils ne
sont pas objet d’étude.

Néanmoins, il (p. 36) fournit des indications sur les savoirs susceptibles
d’étre institutionnalisés au cours d’une situation de preuve : la distinction
entre une propriété vraie pour un nombre mais non probante et une preuve
|...]; le role du contre-exemple pour infirmer une proposition. Intéressons
nous au premier point. Pour le probléme « Trois nombres qui se suivent »,
les éléves proposent souvent des arguments du type « 46 ne se décompose
pas car il est pair » qui sont difficiles a éradiquer dans la classe. Nous
faisons ’hypothése que la prégnance de cet argument tient & son apparence
mathématique. Si tel est le cas, des éléves de cycle 3 entendront-ils un
discours sur la distinction entre une propriété vraie pour un nombre mais
non probante et une preuve ?
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2.3.3 « Probléme-ouvert » : régles du débat et régles
du raisonnement mathématique

Nous I’avons dit, un probléme ouvert ne conduit pas nécessairement a une
institutionnalisation de « la démarche scientifique ». En revanche, d’aprés
les indications d’Arsac et Mante (2007, p. 46), deux types de régles peuvent
faire 'objet d’un travail particulier avec les éléves, et donc, éventuellement,
conduire a une institutionnalisation : des « régles du débat » ; des « regle
de raisonnement » identifiées par la logique comme la régle du tiers-exclu
(une proposition ne peut pas étre a la fois fausse et vraie) et une de ses
conséquences, le principe du contre-exemple.

Les auteurs ne précisent pas ce qu’ils entendent par « régles du débat »
mais ce point attire notre attention. Nous faisons I’hypothése que la régle
suivante « dans un débat, on ne parle pas tous ensemble » ou la régle « ce
n’est pas parce que la majorité pense que A est vraie que A est vraie »
sont des régles du débat que I'enseignant peut étre amené a indiquer et
a étiqueter comme telles au cours d’une séance. Or, d’un point de vue
épistémologique, ces régles sont trés différentes. La premiére est une régle
de gestion du débat, non fondée mathématiquement (méme si ’on comprend
bien son intérét pour la résolution du probléme mathématique en classe) ;
la seconde renvoie a ’apodicticité des savoirs mathématiques.

Que se passe-t-il, pour les éléves, si ces régles sont posées sur le méme plan
par I'enseignant comme des « régles du débat » 7 Bien entendu, nous ne
disons pas ici qu’Arsac et Mante ignorent cette distinction mais, dans la
perspective de la réalisation de ces problémes dans les classes, nous po-
sons que les éléves peuvent ne pas faire cette distinction fondamentale. Par
ailleurs, quel moyen leur donne t-on dans le « probléme ouvert » de relier
ce type de régles a la nécessité ?

2.3.4 « Situations de recherche en classes » : des
savoirs « transversaux »

A travers les situations de recherche en classe, Grenier, Payan et Godot
(Grenier et Payan, (1998 [2003; |(Godot, [2006)) visent I’apprentissage de « sa-
voirs transversaux », c¢’est-a-dire « intervenant dans de nombreux domaines
mathématiques et concernant des termes tels que expérimentation, conjec-
ture, argumentation, modélisation, définition, preuve, implication, struc-
turation, décomposition/recomposition, induction... » (Grenier et Payan|,
2003, p. 3). Pour certaines situations, par exemple la roue aux couleurs
(Godot, 2006), ils précisent ce que sont ces savoirs « transversaux » : un
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probléme peut avoir ou pas une solution, distinction entre « condition né-
cessaire » et « condition suffisante », type de preuve comme la preuve par
exhaustivité de cas... Ces savoirs ne sont pas tous du méme ordre, ils n’ont
pas tous le méme degré de « transversalité ».

Par ailleurs, ces auteurs insistent aussi sur Uapprentissage du savoir (ques-
tion, conjecture, preuve) — comme une forme de méta savoir similaire & « la
démarche scientifique » — sans toutefois expliciter vraiment ses relations
avec les « savoirs transversaux ».

On retrouve ici une difficulté a préciser et isoler le savoir mathématique
visé. Toutefois, il y a une identification de savoirs — référée a I'idée d’activité
scientifique et a la notion de « démarche scientifique » — différents de savoir
de type « raisonnement ».

2.3.5 Quels savoirs viser et institutionnaliser ?

Dans ces dispositifs, 'explicitation de savoirs concernant I'activité de re-
cherche en mathématiques et plus particuliérement sa dimension scienti-
fique semble difficile. La nécessité de la preuve est cependant certainement
le savoir le plus clairement identifié dans ces dispositifs. Mais le concept de
« preuve » en mathématiques recouvre des aspects trés différents. Il y a par
exemple des preuves par récurrence, des preuves par exhaustivité de cas.

Il nous semble important de construire 1’édifice sur de « bonnes » bases :
pas uniquement celles de 'apodicticité mais aussi celles de ses relations avec
I’empirie. C’est ici probablement notre intérét pour I’école élémentaire qui
nous guide. En effet, est-ce que cela a un sens de travailler sur la régle du
tiers-exclu avec des éléves qui ne jurent que par 'expérience ? Lorsque les
éléves ont des raisonnements du type : « c’est impossible car je n’ai pas
réussi » 1'usage du contre-exemple, qui est de 'ordre du « c’est faux car
j’ai trouvé un exemple ou la propriété n’est pas vérifiée » et qui a une part
d’empirie, aide-t-il a accéder a la nécessité ?

2.4 Démarche scientifique, démarche
expérimentale, empirisme, rationalité et
nécessité

Les types de situations étudiés visent 'apprentissage de « la démarche scien-

tifique » a travers une activité détachée d’enjeu d’apprentissage de savoirs
notionnels. Cette démarche est mise en correspondance avec le quadruplet
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(essais, conjecture, test, preuve) qui est, incontestablement, au coeur de 1’ac-
tivité de activité de recherche en mathématiques. Mais I’analyse précédente
met en évidence des difficultés relatives a ce quadruplet :

1. une difficulté a articuler essais - conjecture - preuve;

2. une difficulté & donner une place & I'élément « essai », sauf pour ce
qui concerne une étude de 'organisation des essais® qui ne renvoie ni
a la formulation de conjectures, ni a la question de la preuve;

3. une difficulté a isoler et expliciter les savoirs associés a « la démarche
scientifique ».

A ces difficultés s’ajoute une réserve épistémologique & propos de I'unicité
et de la scientificité de la démarche visée par ces dispositifs. Pour dépasser
cette approche en termes de « démarche scientifique », il convient de préci-
ser ce qui constitue le caractére scientifique d’une démarche et son rapport
avec les essais, conjectures et preuves, en particulier dans le cas des ma-
thématiques. Pour cela, nous nous référons aux travaux de Bachelard sur
I’épistémologie des sciences (Bachelard) (1938, [1949) et a D. Perrin pour
ce qui concerne le point de vue d’un mathématicien sur la résolution de
problémes dans sa discipline. Ces références nous permettent de développer
un point de vue original qui se caractérise par un fort ancrage épistémolo-
gique dans 'activité mathématique comme science expérimentale telle que
I’envisage certains mathématiciens contemporains comme D. Perrin. Le dé-
veloppement de ce point de vue original tient & notre a notre acculturation
au cadre théorique de la problématisation, essentiellement développé dans
le champ des Sciences de la Vie et de la Terre, qui met au premier plan ’ap-
prentissage de savoirs apodictiques et accorde donc une grande importance
a la construction de nécessités dans la classe. Ces références vont nous per-
mettre d’identifier des savoirs qui pourraient faire 'objet d’apprentissage a
I’école élémentaire.

2.4.1 Science vs opinion et empirisme

D’aprés Bachelard, une démarche « scientifique » doit d’abord permettre de
dépasser 'opinion et de poser des problémes (Bachelard, 1938, p. 16) :

On ne peut rien fonder sur l'opinion : il faut d’abord la dé-
truire. Elle est le premier obstacle & surmonter.|...| L’esprit
scientifique nous interdit d’avoir une opinion sur des questions

9. des exemples de ce type peuvent étre trouvés dans 'ouvrage d’Arsac et Mante (p.
136 notamment) et dans la thése de Douaire.
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que nous ne comprenons pas, sur des questions que nous ne sa-
vons pas formuler clairement. Avant tout, il faut savoir poser
des problémes. Et quoi qu’on dise, dans la vie scientifique, les
problémes ne se posent pas d’eux-mémes. C’est précisément ce
sens du probléme qui donne la marque du véritable esprit scien-
tifique. Pour un esprit scientifique, toute connaissance est une
réponse a une question. S’il n’y a pas eu de question, il ne peut
y avoir connaissance scientifique. Rien ne va de soi. Rien n’est
donné. Tout est construit.

En mathématiques, la production et la construction de problémes s’effec-
tuent en particulier lors du passage des « essais » et aux « conjectures »
qui constitue le lieu premier d’un travail sur I’opinion premiére et I'empi-
risme naif. En effet, d’abord, faire des essais et formuler des conjectures
a partir de ces essais indique un refus de I'opinion premiére (obtenue sans
essais). Ensuite, les essais permettent d’établir des faits, de 'ordre du re-
gistre empirique, qui nous conduisent & modifier notre opinion et qu’il faut
extrapoler en utilisant 'induction et des « points de contacts suggestifs »
au sens de Polyal (1958)) et dépasser pour formuler des conjectures a valider
ou invalider.

2.4.2 Science et expérience

Mais, tirer des conjectures a partir de faits issus de ’expérience suppose
deux conditions (au moins). La premiére est qu’une rationalité, méme im-
plicite, sous-tende la production de faits, c¢’est-a-dire que les essais soient
un minimum organisés et non effectués au hasard. La seconde condition
consiste a poser sur les faits produits un regard qui vise a les organiser et a
en éliminer la contingence pour envisager des raisonnements « plausibles »
(Polyal, 1958).

Ces conditions correspondent plus a l'idée d’expérience qui sous-entend
une certaine rationalité qu’a celle d’essais qui, de notre points de vue, a
une connotation de « hasard » ; elles constituent les mathématiques en une

science ou l'expérience occupe une place centrale comme le propose D. Per-
rin (2007) :

En particulier j'utilise systématiquement, pour résoudre des pro-
blémes, une méthode que je n’hésite pas a qualifier d’expérimen-
tale. J’appelle ici probléme une question mathématique, en gé-
néral ouverte, soit que je me la sois posée tout seul, soit qu’elle
me l'ait été par un collégue ou un étudiant.|...]
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[Cette méthode expérimentale| comprend plusieurs étapes, a ré-
péter éventuellement :

- expérience,

- observation de I'expérience,

- formulation de conjectures,

- tentative de preuve,

- contre-expérience, production éventuelle de contre-exemples,
- formulation de nouvelles conjectures

- nouvelle tentative de preuve, etc.

[...] Tl n’est sans doute pas inutile d’expliquer un peu plus en dé-
tail ce que peut signifier ce recours a I’expérience et quel est son
intérét. Fondamentalement, cela signifie que, face & un probléme
général, on va regarder d’abord un cas particulier, a priori plus
simple, plus facile a examiner, plus aisément calculable, et le
faire varier éventuellement. On examine ce qui se passe dans ce
cas, on y repére des phénomeénes, avec toujours en téte l'idée
de généraliser ce que l'expérience nous aura montré. On peut
résumer cette démarche sous forme d’une maxime :

2.1 Maxime. Les mathématliques sont aussi une science erpéri-
mentale et une science d’observation.

Expliciter ainsi les rapports entre expérience, conjecture et preuve permet
de rendre compte de la tension irréductible entre le registre des faits ou
registre empirique et le registre des raisons ou registre apodictique dans la
dynamique de la résolution de problémes en mathématiques et de (re)donner
a 'expérience une dimension rationnelle & la hauteur de son réle dans I'ac-
tivité mathématique puisque « en mathématiques, comme dans les autres

les sciences, si 'on utilise I'expérience, elle doit étre menée sérieusement »
(Perrin, 2007).

Des travaux de Dias et Durand-Guerrier (Dias et Durand-Guerrier, 2005}
Durand-Guerrier}, 2007; Dias, 2009) sont proches de notre questionnement
dans la mesure ou ils portent sur la « dimension expérimentale » des mathé-
matiques. Cependant, leur problématique différe de la notre sur plusieurs
points. D’abord, si ’articulation entre essais et conjecture est centrale chez
eux, ils se restreignent au domaine de la géométrie de 1'espace et définissent
la « dialectique expérimentale » comme « dialogue entre les objets mathé-
matiques théoriques et leurs représentants construits dans le monde sen-
sible » (Diasl 2009, p. 77), ce qui semble difficile & utiliser dés que I'on
quitte le domaine géométrique. Ensuite, ils étudient comment « la dimen-
sion expérimentale des mathématiques contribue [...| & la construction de
connaissances dans le champ scientifique » (ibidem, p. 63) et non la place



2.4. Démarche scientifique, démarche expérimentale. ..

35

de la démarche expérimentale, en tant qu’objet, dans I’enseignement des
mathématiques.

2.4.3 Science, apodicticité et logique

Pour Bachelard, 'adjectif scientifique renvoie & l'apodicticité : ce qui ne
peut étre autrement et s’oppose a l’assertorique emprunt de contingence.
L’apodicticité peut sembler assez naturel pour les mathématiques ot 'on
manie beaucoup la notion de condition nécessaire, souvent en association
avec celle de condition suffisante, mais cela n’est pas tout a fait évident
tout de méme si I'on pense a I'importance reconnue a l'intuition par les
mathématiciens. En particulier, N. Rouche (1982) affirme que :

Le fond de activité mathématique, ce n’est pas qu’elle soit ra-
tionnelle (elle ne 'est pas) mais qu’elle produise du rationnel.

Dans 'enseignement des mathématiques, ’articulation expérience, conjec-
ture et preuve nous parait étre une « niche écologique » (Chevallard) 1985)
pour travailler sur I’apodicticité avec les éléves. En effet, lors du passage de
I’expérience a la conjecture, I’observation des faits produits par ’expérience
vise a dégager de la contingence et a envisager des nécessités pour formuler
des conjectures « plausibles » dans une démarche de problématisation que
résume bien Orange, & propos des SVT (Orange, 2005) :

la dynamique des problémes ne se fait pas simplement par conjec-
tures et réfutations; il y a développement et transformation de
problématiques, par la mise en jeu de deux types de questions
pointées plus haut (comment est-ce possible ? pourrait-il en étre
autrement 7), dans le cadre théorique qui bouge. C’est ce travail
de pensée scientifique (toujours au sens large) qui confére les
caractéristiques spécifiques aux problématisations développées :
il ne s’agit pas simplement de construire un probléme pour pro-
duire une solution, mais d’ « explorer » et de cartographier le
champ des possibles.

Cette exploration a pour résultat un caractére essentiel des sa-
voirs scientifiques : leur « nécessité » (apodicticité).

Autrement dit, lorsque ’on résout un probléme de mathématiques, des faits
produits par I’expérience il faut essayer de distinguer — autant que possible
— le nécessaire et le contingent pour tirer des conjectures qui ont des chances
de s’avérer. Par exemple, pour le probléme Trois nombres qui se suivent et
le cas de 46, une expérience consiste a effectuer des sommes de trois nombres
consécutifs choisis pour s’approcher le plus de 46, dans le but d’atteindre 46.
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Cette expérience, si elle est menée sans erreur de calcul, produit entre autres
deux faits, c’est-a-dire deux résultats irréfutables de ’ordre de ’empirique :

Faits. 14+ 15+ 16 =45 el 15+ 16+ 17 =48

d’ott on peut inférer la conjecture :

Conjecture. [l est impossible de décomposer 46 en la somme de trois
nombres consécutifs.

Plusieurs arguments peuvent étre proposés, en particulier a I’école élémen-
taire, pour prouver cette conjecture ; ces arguments sont corrects ou erronés
et associés a des propositions de preuve de l'ordre de 'assertorique (limité
aux faits, non débarrassé de la contingence) ou de 'apodictique.

Preuve 1. C’est impossible car je n’ai pas réussi.

Cette proposition de preuve est assertorique : rien ne dit que quelqu’un
d’autre n’aurait pas réussi. Par ailleurs, elle reléve de I’empirisme : de 1’échec
de I'expérience a trouver une décomposition, on infére I'impossibilité.

Preuve 2. C’est impossible car 46 est pair.

Cette preuve fausse souvent produite par les éléves de cycle 3 est délicate
a répertorier. Dans un sens elle peut étre considérée comme une explica-
tion de l'ordre de 'apodictique dans la mesure ou 'on préte a son auteur
I'intention de rechercher des nécessités mathématiques. On peut alors I’en-
visager comme associée a une induction généralisatrice fausse du type « les
nombres impairs ne se décomposent pas » formulée a partir de ’observation
de 'expérience. Dans un autre sens, elle peut étre considérée comme une
explication de l'ordre de I’assertorique si on considére que son auteur n’a
pas d’intention apodictique.

Preuve 3 C’est impossible car 46 est compris entre 45 et 48 et il n’y a pas
de triplet de nombres consécutifs entre les triplets (14, 15, 16) et (15,
16, 17).

Cette proposition reléve du registre apodictique. Elle est articule :

— les faits « nouveaux » produits par I'expérience ;

— le fait que 46 est compris entre 45 et 48 qui intervient dans la construction
de I'expérience de fagon assez implicite ;

— le fait que la fonction f qui a trois nombres entiers consécutifs associe
leur somme est « croissante ».

Pour I’établir il faut dire tout ce que 'on voit dans I'expérience, en parti-

culier les faits nouveaux mis en évidence, mais aussi ce qui s’y voit moins —

la croissance de la fonction — mais pourtant fonde I'expérience. En particu-

lier, pour un éléve de cycle 3, la croissance de la fonction f est bien moins
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évidente que 'impossibilité empirique constatée d’atteindre 46. Autrement
dit, si 'on reprend une maxime de D. Perrin, il s’agit de ne « dire rien
que ce qu’on voit » dans ’expérience en se situant dans un registre de la
rationalité mathématique. Apprendre a se situer dans ce registre constitue
un premier apprentissage a réaliser pour les éléves.

Dans I'enseignement des mathématiques, il nous semble qu’on a trop sou-
vent tendance & associer apodictique et preuve et a rabattre I’apprentissage
de la démonstration a 'apprentissage du raisonnement déductif et de types
de raisonnement logiques. Or, si ces théorémes et ces types de raisonne-
ment logique mobilisent des nécessités, celles-ci demeurent en partie mas-
quées. Tout se passe comme si, sous prétexte que la logique a distingué et
nommé des régles du raisonnement mathématique, il ne fallait plus considé-
rer basiquement la question de la nécessité. Or, par exemple, le travail sur
la différence entre le contingent et le nécessaire nous semble un préalable
pour comprendre la régle du tiers-exclu. En effet, si le vrai mathématique
est associé & la nécessité 19, la régle du tiers-exclu se pense naturellement
pour les éléves comme « si A est nécessairement vraie (au sens de « il ne
peut en étre autrement »), non A ne peut pas aussi étre nécessairement
vraie » ce qui nous semble autre chose que de penser « on ne peut pas avoir
a la fois A et non A ». Il nous semble qu’il y a 1a un levier a utiliser pour
permettre une précision des savoirs associés a la résolution de problémes de
type « problémes ouverts » a 1’école primaire.

2.4.4 Point sur le qualificatif « scientifique »

En référence a Bachelard (en particulier Bachelard, |1938) nous posons que :

— le caractére scientifique d'une démarche tient non seulement a la présence
d’expérience(s), de conjecture(s) et de preuve(s) mais aussi — et surtout —
a leur articulation qui permet le dialogue des faits et des raisons dans la
recherche et la résolution de problémes pour distinguer I'assertorique de
I’apodictique et comprendre comment ces deux registres — faits et raisons
— contribuent au vrai et au faux en mathématiques;

— dans ce dialogue du registre des faits et du registre des raisons, I'expé-
rience tient une place cruciale.

Dés lors, les dispositifs précédemment étudiés ne permettent pas de consi-

dérer que la démarche visée a pleinement un caractére scientifique dans

la mesure ou l'articulation des essais, conjectures et preuve n’est pas as-

surée. Cependant, ces dispositifs présentent 'intérét de ne pas cantonner

le travail de la nécessité en mathématiques a l'utilisation de raisonnement

10. quand il ne s’agit pas d’un axiome bien sir.
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hypothético-déductifs on elle est masquée par I'utilisation de théorémes (cas
ou les données du probléme — faits non issus d’une expérience réalisée ou
pensée par ’éléve — correspondent aux hypothéses d’un théoréme ).

2.5 Proposition de savoirs & travailler au
cycle 3

Dans la perspective d’un enseignement explicite sur la résolution de pro-
bléme en mathématiques, — par opposition a un enseignement, par résolution
de problémes — nous avons précisé le qualificatif « scientifique » et le mot
« expérience » en référence respectivement Bachelard et & Perrin. L’étude
précédente nous conduit ainsi a formuler les principes suivants :

Principe 1 On ne peut pas parler de démarche scientifique comme triplet
(essais, conjecture, preuve) en toute généralité.

Principe 2 Le caractére scientifique d’une démarche réside dans 'articu-
lation expérience - conjecture - preuve.

Principe 3 La démarche expérimentale en mathématiques renvoie a la dia-
lectique inductif - déductif et a la tension entre le registre des faits
(empirique) et le registre des nécessités.

Dans un objectif de formation aux mathématiques comme sciences expéri-
mentales, la mise en oeuvre de ces principes consiste d’abord a faire évoluer
les éléves d’une rationalité qui reléve de 'empirisme naif — ol la connais-
sance provient uniquement de expérience et reste contingente (cas des
preuves 1 et 2) — vers une rationalité qui relévent du rationalisme — ou la
connaissance provient de ’expérience menée et observée avec raison pour
évacuer, au moins en partie, la contingence (preuve 3)!'. Cela implique
pour les éléves de situer I'expérience (au sens de Perrin|, 2007) par rapport
aux registres des faits et des raisons. A cet égard, il est important de dis-
tinguer les faits « nouveaux » produits par une expérience et les faits qui
correspondent & des données du probléme, aux contraintes. Nous formulons
les savoirs '2 suivants qui situent 'expérience par rapport a la conjecture et
a la preuve.

11. 1l y a différents niveaux de rationnel, plus ou moins détaché de la contingence.
Mais nous nous limitons dans ce cadre général aux grandes lignes.

12. Nous qualifions ces connaissances associées a la pratique mathématique et a la
fagon d’établir le vrai en mathématiques de « savoirs ». Nous pensons en effet que les
savoirs ne sont pas forcément des notions mathématiques ou des théorémes étudiées
classiquement a I’école obligatoire. Ce point de vue ne fait peut-étre pas consensus, cela
demande peut-étre d’étre débattu.
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1. L’expérience qui est rationnelle et ne se réduit pas a des essais au
hasard permet de produire des faits nouveauz, distincts des données
du probleme.

2. L’observation des faits issus de ['expérience et des raisons qui fondent
Uexpérience permet de produire des conjectures (c’est le principe d’in-
duction que décrit trés bien|Polya (1958)) plus ou moins dégagées de la
contingence. Pour prouver ou réfuter ces conjectures, d’autres raisons
que celles qui fondent 'expérience peuvent étre employées. Autrement
dit, les raisons qui fondent ’expérience et les raisons associées a ’apo-
dicticité du résultat peuvent étre différentes.

3. Dans certains cas, les raisons qui fondent [’expérience et les faits pro-
duits par expérience suffisent a résoudre le probléme, a prouver. Par
exemple, lorsqu’un probléme d’arithmétique porte sur un nombre fini
de cas, procéder par I'étude exhaustive de tous les cas constitue une
preuve. Ce point de vue sur I’expérience est a notre avis injustement
relégué dans I'enseignement et n’a rien d’évident pour les éléves. Ainsi,
par exemple, dans des problémes d’arithmétique, de (trop) nombreux
étudiants préparant le concours de professeur des écoles pensent que
s’ils procédent par recherche exhaustive et non par I'algébre leur ré-
sultat n’est pas valable. On leur a probablement trop dit que la vérité
mathématique résultait d’un raisonnement hypothético-déductif ou de
I’algébre ce qui les empéche d’identifier la rationalité qu’il y a dans
leur démarche.

De plus, la démarche expérimentale, en particulier le travail qui participe a
la formulation de conjectures en amont de la recherche de preuve, demande
fréquemment de se positionner en termes de « plausible » (au sens de [Polyal,
1958), possible, impossible, ce qui renvoie in fine a des types de problémes
différents. Il s’agit donc pour un éléve de savoir quelles relations ces moda-
lités entretiennent avec le registre des faits et le registre des raisons. Nous
formulons les savoirs suivants associés & ces questions mathématiques.

1. Le « plausible » reléve d’un procédé d’induction a partir d’une ob-
servation des faits produits par 'expérience, dans un mouvement qui
essaie de se dégager de la contingence mais qui demeure non apo-
dictique. Par exemple, malgré un nombre important de faits qui lui
donnent une grande plausibilité, la conjecture de Goldbach® n’est
pas plus que « plausible » dans le paradigme actuel de la preuve en
mathématiques.

13. Tout nombre entier pair strictement supérieur & 2 peut étre écrit comme la somme
de deux nombres premiers (le méme nombre premier pouvant étre utilisé plusieurs fois).
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2. Le possible qui correspond souvent a un probléme d’existence formulé
en utilisant un quantificateur existentiel (montrer qu’il existe...) re-
léve soit uniquement des faits issus de 'expérience (cas de la preuve
par ostension), soit de nécessités déduites de théorémes qui encap-
sulent des nécessités. Ainsi, on prouve qu’il est possible de décompo-
ser 15 en la somme de trois nombres consécutifs en exhibant une telle
décomposition. Et on prouve qu’on peut construire un triangle dont
les cotés mesurent 5 cm, 7 cm, 10 cm en mobilisant le théoréme de
I'inégalité triangulaire : puisque 5+ 7 > 10, ce triangle existe. Ici, les
« vraies » raisons sont encapsulées dans le théoréme.

3. L’impossible qui renvoie a un probléme d’universalité, formulé en
utilisant un quantificateur universel, requiert la mobilisation du re-
gistre des raisons et souvent un raisonnement par 1’absurde ou par
analyse-synthése. Ainsi, on ne peut pas affirmer qu’il est impossible
de construire un triangle de coté 5, 4, 10 uniquement parce qu’on n’a
pas réussi a le construire (limitation au registre des faits) mais on peut
affirmer que c¢’est impossible en convoquant I'inégalité triangulaire (re-
gistre des faits et des raisons). De méme, on ne peut pas affirmer qu’il
est impossible que v/2 soit un rationnel uniquement parce que 1’on
parvient pas a trouver un tel rationnel. Pour le montrer, on utilise un
raisonnement par ’absurde.

Autrement dit, pour la résolution de questions de possible / impossible qui
correspondent & un type de questions mathématiques fréquemment formu-
lées ', dans I’observation de I'expérience il est utile de savoir ce que peuvent
apporter le registre des faits et le registre des raisons.

Enfin, ces deux registres interviennent de fagon différente au niveau de
la preuve et de la réfutation. Nous posons que savoir comment ces deux
registres en tension dans la résolution d’un probléme contribuent a établir
le vrai et le faux en mathématiques — ou I'indéterminé (ce qui n’est encore
ni prouvé, ni invalidé) — est aussi un apprentissage mathématique qui doit
faire Pobjet d'un enseignement dont les savoirs suivants font partie .

1. Un fait issu d’une expérience peut invalider une conjecture (c’est le
principe du contre-exemple) ou la valider (preuve par ostension ®).

14. les questions d’optimisation, d’exhaustivité ou de construction, par exemple, en
sont d’autres.

15. Cette liste de savoirs sur ’expérience et la preuve en mathématiques n’est proba-
blement pas exhaustive, la réflexion est a poursuivre dans des travaux complémentaires.

16. Par exemple dans le probléme Trois nombres qui se suivent, 4+5+6 = 15 valident
la conjecture « 15 se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent ».
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2. Des faits issus de ’expérience et des raisons extérieures a cette ex-
périence (raisons qui ne fondent pas ’expérience) peuvent étre tous
les deux nécessaires pour valider une conjecture. Par exemple, pour
résoudre un probléme d’optimisation, on peut chercher une borne sup
avec un raisonnement déductif a partir des données du probléme.
Cette borne sup deviendra le max — et donc la solution du probléme
— si on montre qu’elle est atteinte en utilisant un fait issu d’une ex-
périence indépendante du raisonnement déductif.

3. Lorsqu’on ne peut ne pas trouver de fait ou de raisonnement pour dé-
terminer si une conjecture est vraie ou fausse, on dit qu’elle est indé-
terminée. C’est le cas, par exemple, dans un probléme d’optimisation
lorsque la borne sup est n+2 et la « meilleure » solution produite n.
On ne peut pas alors conclure le probléme car on ne sait pas si n, n+1
ou n+2 est la solution.

4. Le registre des raisons associé aux données du probléme permet de
valider une conjecture, en particulier en utilisant un raisonnement
hypothético-déductif.

Ces énoncés correspondent a la formulation de savoirs essentiels pour la
résolution de problémes en mathématiques puisqu’ils sont intimement liés
a 'apodicticité et a la tension entre les registres des faits et des raisons.
Leur apprentissage est souvent laissé a la charge des éleves alors qu’il pour-
rait constituer une sorte de propédeutique a [’enseignement de la démons-
tration ou finalement ce qui est en jeu est l'apprentissage du raisonnement
hypothético-déductif en association avec l’apprentissage de théoremes de géo-
métrie. Ainsi, nous pensons que ces Savoirs qui nous paraissent accessibles
pour les €léves dés I’école primaire méritent d’étre travaillés dans le cadre
d’un enseignement explicite sur la résolution de probléme (par opposition a
un enseignement par résolution de problémes).

Mais, I'identification de ces savoirs mathématiques ne suffit pas. Il nous faut
préciser quels savoirs parmi ceux indiqués ci-dessus constituent un enjeu
véritable a I’école élémentaire, ce que nous faisons dans le chapitre suivant
a partir de I’é¢tude des rationalités des éléves de cycle 3, c¢’est-a-dire leur
régle de décision du vrai en mathématiques (Balacheff, 1988). Il nous faut
aussi concevoir des situations didactiques qui permettent ces apprentissages
et étudier leur possibilité de mises en oeuvre a 1’école élémentaire, ce que
nous faisons dans la seconde partie.






Chapitre 3

Empirisme et rationalité
mathématique au cycle 3 :
épistémologies d’une
impossibilité mathématique

Au cycle 3 de I’école élémentaire, dans le domaine des mathématiques, com-
ment les éléves se situent-ils par rapport a 'empirisme et a la rationalité ?
Quelle place donnent-ils aux faits issus de leurs expériences et aux raisons
dans leur propre élaboration du vrai et du faux ? Quelle place sont-ils préts
a leur donner en adhérant a des propositions d’autres éléves 7

Ces questions qui ont été travaillées pour l'enseignement secondaire, no-
tamment par Balacheff (1982 1987; 1988), n’ont pas fait I'objet de travaux
spécifiques pour ’enseignement primaire. Nous les étudions ici a partir d’un
probléme d’impossible posé a des éléves de cycle 3.

Le probléme est bien connu et a déja été utilisé dans des travaux, c’est le
suivant : 46 peut-il se décomposer en la somme de trois nombres qui se
suivent ? Il est extrait de I'ouvrage ERMEL| (1999) et a été étudié dans la
thése de |Douaire| (2006) comme un probléme de « preuve d’impossibilité
par organisation des solutions et encadrement » (p. 49). En effet, si 'on ne
cherche pas de propriété plus générale, la preuve de ce probléme repose sur
une étude exhaustive de cas, comme souvent en arithmétique. Au niveau
du cycle 3, elle peut étre formulée de la facon suivante : on remarque que
14-+15+16 = 45 et que 15+16+17 = 48, 46 est compris entre 45 et 48 et il
n’y a pas d’autre triplet de nombres possibles entre (14,15, 16) et (15, 16,
17) puisque 14 et 15 sont consécutifs, donc 46 ne peut pas se décomposer
en la somme de trois nombres qui se suivent. Une autre fagon de faire (non
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accessible au cycle 3) est d’établir algébriquement une propriété caractéris-
tique des nombres qui se décomposent en la somme de trois nombres qui se
suivent : soit n — 1,n,n + 1 trois nombres consécutifs, leur somme est 3n,
ce qui signifie que ’ensemble des multiples de trois correspond exactement
a 'ensemble des nombres qui peuvent se décomposer en la somme de trois
nombres qui suivent.

Il ne s’agit pas ici de dresser une liste des justifications produites par les
éléves pour savoir comment elles évoluent ou pas au cours d’'un enseigne-
ment. Il ne s’agit pas non plus de caractériser comme I’a fait Balacheff les
types de preuves des éléves (Balacheff, 1982, [1987, 1988]). Ces travaux sont
importants dans le champ mais notre préoccupation est autre. En référence
au point de vue développé dans le chapitre [2| nous souhaitons, d’abord,
identifier les rationalités des éléves! pour distinguer celles qui relévent de
"assertorique (vérité de faits; empirisme) et celles qui convoquent de 1’apo-
dictique (vérité associée a des nécessités ; registre des raisons, lesquelles 7),
le passage de I'un a I'autre marquant ’entrée dans la Science. Nous sou-
haitons aussi comprendre la fagon dont les éléves envisagent 'impossible en
mathématiques, ce que nous appelons « épistémologies de I'impossible » au
sens ol cela correspond a la nature de 'impossibilité pour les éléves, avec
les obstacles associés 2. L’identification de « ruptures » relatives a la facon
dont les éléves envisagent 'impossibilité est importante, c’est entre autres
un point d’appui pour définir les objectifs des situations a concevoir. En-
suite, nous souhaitons identifier les rationalités auxquelles les éléves peuvent
adhérer au cours d’une séance pour déterminer les évolutions possibles de
leurs rationalités et proposer des situations en conséquence.

Le corpus utilisé est extrait d'un corpus plus large correspondant a deux
séances réalisées dans deux classes d’'une méme école : une classe de cycle

3 (CE2-CM1-CM2) une classe de CM1-CM2? .

Pour faciliter la rédaction, nous introduisons la fonction f qui a tout entier
naturel n associe la somme de n, de son prédécesseur et de son successeur :
fln)=(n—1)+n+(n+1)=3n.

1. c’est-a-dire les régles que les éléves utilisent pour établir le vrai, selon eux, en
mathématiques (Balachett] [1988)

2. Cette idée d’épistémologie de I'impossible est d’une certaine fagon proche de 'idée
de conception dans le sens ou elle correspond & la fagon dont les éléves construisent,
envisage 'impossible. Mais elle en est distincte car nous l’associons & la nature de la
construction de 'impossible qui est générique et non spécifique du savoir.

3. Nous avons recueilli ce corpus pour la recherche analyse plurielle « Complexité
des pratiques enseignantes : expérience, savoirs et normes en mathématiques ». Dans ce
chapitre nous utilisons les productions des éléves recueillies alors, dans le chapitre suivant
nous utilisons le matériau qui concerne les enseignants.
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3.1 Meéthodologie de ’analyse

Le corpus comprend différentes productions d’éléves relatives a ce pro-
bléme : les productions individuelles type brouillon recueillies a I'issue de
la recherche individuelle du probléme et composées le plus souvent de cal-
culs et d'une phrase-réponse ; les productions de groupe et débats en classe
recueillies & l'issue du travail de groupe et par enregistrement vidéo des
séances.

La méthodologie d’analyse du corpus que nous utilisons est trés liée au
point de vue adopté dans ce mémoire, i savoir une conception des mathé-
matiques comme sciences expérimentales. Pour ce qui concerne I'identifica-
tion des rationalités individuelles des éléves nous utilisons les productions
individuelles. Nous reconstruisons d’abord la ou les expériences qu’a me-
née(s) chaque éléve a partir des calculs écrits sur sa feuille et identifions, le
cas échéant, le raisonnement * associé. Ensuite, sur la base de la « phrase »
rédigée en conclusion, nous analysons comment I’éléve exploite les faits is-
sus de cette ou ces expériences pour justifier I'impossibilité de décomposer
46 en la somme de trois nombres qui se suivent. Utilise-il exclusivement les
faits issus de ’expérience 7 Convoque-il d’autres faits 7 Lesquels 7 Comment
met-il en relation ces faits 7 Construit-il des nécessités ? Nous analysons de
facon semblable les explications proposées par les groupes d’éléves, a la dif-
férences que les traces considérées sont constituées par la réunion des traces
des éléves qui composent le groupe. Nous considérons que ces productions
collectives font 'objet d’un minimum de consensus. Ainsi, I’écart entre les
rationalités individuelles et les rationalités qui sous-tendent les productions
collectives, associées aux interactions des éléves au cours d’une séance, nous
renseignent sur les rationalités auxquelles les éléves sont préts a adhérer,
c’est-a-dire sur les évolutions possibles de ce point de vue.

A partir des résultats de cette premiére analyse, nous dressons les espaces
de contraintes (Orangel [2001)) correspondant & chacune des classes, c’est-
a-dire les représentations synoptiques des réseaux de raisons construits par
les éléves dans chacune des classes. Cela nous permet de mettre en évidence
différentes épistémologies de I'impossible mathématique chez les éléves et
ruptures entre ces épistémologies.

4. Pour ce probléme en particulier, il est assez facile de distinguer les éléves qui font
des essais au hasard et les éléves qui ménent une expérience plus rationalisée.
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3.2 Dans une classe de CM1 - CM2

Dans cette classe, comme dans 'autre, avant I’étude du cas de 46, des
questions identiques pour 15, 36 et 96 ont permis d’établir les faits suivants :

Fait 1. 15 se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent :
15=44+5+6

Fait 2. 36 se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent :
36 =11+12+13

Fait 3. 96 se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent :
96 = 31+ 32+ 33

La résolution du probléme pour 46 qui débute, individuellement puis ora-
lement, dans le prolongement du travail a propos de 96 se poursuit par un
travail de groupes qui permet la rédaction d’affiches étudiées au cours des
séances.

L’enseignant introduit la séance ainsi :

Certains nombres se décomposent en une somme de trois nombres
qui se suivent et d’autres pas (... ), aujourd’hui, on va apprendre
a trouver ces nombres, a en trouver certains et surtout expliquer
« pourquoi? ».

Puis écrit la consigne pour 96 au tableau avec une craie blanche et celle
pour 46 en rouge. Un éléve remarque « ¢ca ne marche pas parce qu’il est
en rouge ». Pour cet éléve, la raison qui rend impossible la décomposition
de 46 est contractuelle, elle est fondée sur des faits extérieurs au strict do-
maine des mathématiques, nous qualifierons ce mode de pensée d’empirisme
contractuel.

Malgré ces deux indications qui préparent les éléves a rencontrer une im-
possibilité, au début de la résolution du probléme la classe reste partagée.
Certains éléves sont persuadés que 46 ne se décompose pas, certains pensent
que c’est possible et poursuivent les expériences de décomposition pour trou-
ver 46 comme somme de trois nombres qui se suivent. Par exemple 1’éléve
G propose — au tableau — 21 + 22 + 23 = 46.

3.2.1 Analyse des productions individuelles

Pour cette classe, nous disposons de 23 productions de ce type réalisées
avant le travail en groupes. Ces productions peuvent étre inachevées puisque
le travail individuel a été interrompu.

Un éléve ne fait pas de calcul et indique simplement sur sa feuille : « non ».
Tous les autres éléves sauf cing ont établi, au moins, les faits f(15) = 45
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et f(16) = 48. Nous identifions donc qu'’ils ont organisé — plus ou moins
explicitement — une expérience mathématique de type recherche exhaustive,
comme cela a été fait auparavant pour 15, 36 et 96, basée sur 'idée impli-
cite que la fonction f est croissante (théoréme-en-actes pour eux, [Vergnaud,
1996)). Cette expérience permet a 15 éléves d’éprouver empiriquement ’im-
possibilité de décomposer 46 en la somme de trois nombres consécutifs® et
les conduit & proposer une justification de 'un des types suivants.

Justification 1 : Non, on peut faire 45 mais pas 46. Quatre éléves
justifient ainsi : ils retiennent donc seulement un des faits issus de I'ex-
périence — le résultat le plus proche de 46 — et abandonnent I'exploration
exhaustive des possibles qu’ils ont réalisée. Leur réponse est associée unique-
ment aux vérités de faits établies par 'expérience et ne met pas en évidence
la recherche de nécessités.

Justification 2 : On ne peut pas faire 46 avec trois nombres qui se
suivent mais on peut faire 46 = 15 + 15 +16 (ou 46 = 21+4224-3).
Six éléves utilisent un argument de ce type. Aux faits f(15) = 45 et
f(16) = 48, ces éléves en ajoutent un autre (46 = 154+15+16 ou 21422+ 3)
pour argumenter I'impossibilité. Ils n’utilisent que des vérités de faits et ne
dégagent pas les nécessités embarquées dans leur expérience pour justifier
I'impossibilité. Tout se passe comme si seule une accumulation de faits per-
mettait de justifier. Cette justification est donc caractérisée par la prégnance
du registre des faits pour prouver.

Justification 3 : On peut faire 45, on peut faire 48 mais on ne peut
pas faire 46. Cinq éléves proposent une telle justification. En reprenant
ainsi les faits f(15) = 45 et f(15+4 1) = 48 issus de 'expérience, ils mettent
en évidence 'exhaustivité de la démarche et 'apodicticité du résultat (méme
si cela n’apparait pas explicitement dans leur formulation). Les écrits de ces
éléves se cantonnent aux faits issus de ’expérience mais nous pensons que
les nécessités sont au moins en germe dans leur raisonnement.

3.2.2 Analyse des productions de groupes et des
interactions en classe

A Tissue du travail en groupes les éléves ont-ils évolué et construit les né-
cessités de cette impossibilité ?

5. Sept éléves n’indiquent rien de plus que leurs calculs.
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Les affiches produites sont les suivantes ® (elles sont numérotées par ordre de
traitement dans la classe). Nous pouvons les regrouper en deux catégories
qui correspondent a deux types de rationalité.

Affiche 1 : Non parce qu’on ne peut pas. Nous on a trouvé 46 comme ca :
154+ 15+ 16 = 46. Mais ¢a ne se peut pas.

Affiche 2 : On ne peut pas trouver 46 parce que les 3 nombres ne se suivent
pas, ca donne un total de 45. Parce que 14 + 15 + 16 = 45.

Affiche 2bis : Non. 14 + 15+ 16 = 45.

Affiche 3 : Non. Parce que 14+ 15416 =45 et 15+ 16 4+ 17 = 48 alors 45
est plus petit et 48 est plus grand. Alors on ne peut pas faire 46.

Affiche 4 : Non, on ne peut pas mais on peut faire 45 et 48. 15+16+17 = 48
14+154+16 =45

Affiche 5 : Parce qu’il n’y a pas de nombres qui se suivent pour faire le
nombre 46.

Affiche 6 : Non. Parce que jai fait deux calculs le plus proche et ca ne
marche pas. 15+ 16 + 17 = 48. 14 + 15 + 16 = 45.

Affiche 7: 134+ 14+ 15=142, 14+ 15+ 16 = 45

FIGURE 3.1: Affiches dans la classe de CM1 - CM2

3.2.2.1 Précisions sur le déroulement de la séance

Seules les affiches 1 a 4 sont « discutées » dans la classe. L’échange est assez
pauvre, le plus souvent les éléves qui ont produit les affiches n’apportent pas
de précisions supplémentaires et il y a peu de réactions des autres éléves,
excepté pour les affiches 3 et 4.

A propos de Paffiche 3, un éléve déclare qu’il n’a « rien compris ». Cette
remarque conduit les deux représentantes du groupe au tableau a préciser :
« ¢’est soit trop petit, soit trop grand. 45 est plus petit que 46 et 48 est plus
grand que 46. » Mais la plupart des éléves ne semblent pas adhérer a cette
proposition et réagissent sur la forme (« elles n’ont pas écrit si on pouvait
faire », « elles n’ont pas fini leur explication » ). Cette affiche provoque plus
de réactions que les autres, vraisemblablement elle « dérange » certains
éléves. Ensuite, lorsque 'enseignant demande aux éléves qui ont produit
I’affiche 4 d’expliquer leur raisonnement, ils précisent oralement : « en fait,

6. Nous avons seulement rétabli 'orthographe.
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on ne peut pas faire 46 parce que si on fait 15 + 16 + 17, ¢a fait 48 et si on
fait 14 15 16, ca fait 45. Donc c’est soit trop petit, soit trop grand. » Puis,
quand 'enseignant propose de comparer ces deux « explications » (« est-ce
que se sont les mémes ou pas? »; « qu’est-ce qui est pareil dans les deux
explications 7 »), plusieurs éléves répondent : « on trouve le méme résultat
48 » ; « c’est 45 et puis eux c’est 45, c’est pareil encore ».

Ces deux affiches provoquent une agitation dans la classe; nous pensons
que les réactions des éléves lors de leur étude sont significatives du fait qu’il
se joue quelque chose en termes de savoir car, contrairement aux affiches 1,
2 et 2bis, elles portent des nécessités et non seulement des vérités de faits
(cf. paragraphes suivants).

3.2.2.2 Empirisme naif’ et registre des faits

Nous associons a cette rationalité les éléves qui ont produit les affiches 1, 2,
2bis, 5 et 7 et dont 'argument peut étre résumé par « c¢’est impossible car
je n’ai pas réussi ».

Pour ces éléves, 'expérience consiste & établir, selon une organisation mé-
thodique plus ou moins explicite, des faits numériques possibles compte-tenu
des contraintes (45 = 14 + 15 + 16, 48 = 15+ 16 + 17) et, parfois, des faits
numeériques qui ne respectent pas les contraintes (46 = 15 + 15 + 16).

Seuls ces faits sont utilisés pour conclure. I’expérience est guidée par les
ou une partie des contraintes du probléme. La rationalité de I'expérience
n’apparait pas et, si elle existe, n’est pas exploitée pour dépasser les faits
bruts produits par 'expérience. L’observation de ’expérience est réduite au
controle du respect des contraintes, les éléves s’en tiennent aux faits numé-
riques (« c’est possible, je 1'ai fait ») et réalisent seulement une induction
basique (« je n’y arrive pas, ¢’est impossible %), ils se bornent a des vérités
de faits sans rechercher a établir des nécessités.

Pour ces éléves, il y a une prégnance du registre des faits — et donc parfois
une accumulation de faits — qui semble constituer la seule source de vérité.

3.2.2.3 Rationalisme et registre des nécessités mathématiques

Nous rassemblons dans cette catégorie les affiches 3, 4 et 68.

7. Cette expression est aussi utilisée par [Balacheff] (1987, p. 163) pour caractériser un
type de preuve produit par les éléves.

8. Pour les éléves qui ont produit ’affiche 6, ¢’est moins évident mais, comme pour les
productions individuelles de type J3, nous pensons que les nécessités sont au moins en
construction. Il ne faut pas en effet négliger les difficultés de formulation de leur pensée
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Ces éléves ménent la méme expérience que la plupart des éléves de la classe ;
ils produisent des faits numériques (f(15) = 45 et f(15+1) = 48) en respec-
tant les contraintes du problémes et en utilisant la croissance de la fonction
f comme un théoréme-en-actes. A cet égard, dans le commentaire des éléves
a propos de l'affiche 3, I'utilisation du « soit, soit » marque bien que toutes
les possibilités ont été examinées méthodiquement. A partir de ces faits,
ils induisent que 46 ne peut se décomposer en la somme de trois nombres
consécutifs puis exploitent ensuite la rationalité qui fonde 'expérience ? pour
dégager des nécessités. Cela les conduit a mobiliser explicitement un autre
fait mathématique non issu de I'expérience qui met en relation les faits éta-
blis par Pexpérience : f(15) < 46 < f(16). Ainsi, méme si Pexhaustivité
de la démarche qui encapsule la nécessité mathématique n’est pas explici-
tées, manifestement ces éléves réalisent plus qu’une expérience guidée par
les contraintes du problémes : il y a mobilisation d’autres faits que ceux
produits par I'expérience et surtout mise en relation et articulation de ces
faits (utilisation de si, done, soit) pour construire des vérités apodictiques.

3.2.2.4 Eléments de conclusion pour cette classe

La distinction entre ces deux rationalités que nous avons établie éclaire
les réactions des éléves lors de la présentation de 'affiche 3. Ces réactions
témoignent en effet probablement d’une difficulté réelle d’'un bon nombre
d’éléves a dépasser 'empirisme : si les éléves n’identifient pas la lacune des
affiches 1 et 2, il leur est d’autant plus difficile de comprendre la nécessité
du raisonnement des affiches 3 et 4. Les interventions lorsque ’enseignant
demande de comparer ces affiches indiquent qu’ils attachent une importance
plus grande aux faits numériques issus de leur expérience qu’a la mise en re-
lation de ces faits avec d’autres connaissances pour constituer des nécessités.
Dans ce probléme o il s’agit d’établir une impossibilité, les éléves ont des
difficultés a s’émanciper du registre empirique. Tout ce passe comme s’ils
ne percevaient pas la différence de statut des faits numériques pour montrer
une possibilité (dans ce cas, exhiber le fait suffit) ou une impossibilité (dans
ce cas, exhiber ce fait ne peut pas suffire).

Dans la suite de la séance, un éléve remarque que les nombres vont de trois
en trois et I’enseignant s’appuie sur cet éléve pour commencer & explorer
avec quelques valeurs numériques la conjecture « si le nombre est un multiple
de trois, il se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent ». Cette

pour ces éléves.
9. Bien entendu, tout cela n’est ni aussi linéaire, ni aussi précis pour eux. Nous dé-
taillons pour communiquer notre analyse.
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inférence n’est pas ni mise en doute, ni prouvée, c’est un « raisonnement
plausible » au sens de Polya (1958).

3.3 Dans une classe de CE2 - CM1-CM2

Dans cette classe de 22 éléves, I'enseignante ne donne pas d’indice que
la décomposition de 46 en la somme de trois nombres qui se suivent est
impossible, le probléme demeure donc « ouvert » pour les éléves comme le
montre en particulier leurs productions individuelles.

3.3.1 Analyse des productions individuelles

Nous disposons de quinze productions individuelles !° correspondant au tra-
vail réalisé par les éléves avant le travail de groupe. Seules sept portent des
traces d’éléments relatifs & 46, mais, contrairement & ce qui se passe dans la
classe de CM1 - CM2, les éléves ne sont pas arrivés a la phase de production
de justification. Nous classons donc leurs productions en deux catégories en
rapport avec la construction du probléme(Orange, 2005).

Non épreuve de 'impossibilité. Deux éléves ont fait des essais avec
des erreurs de calcul (21 4 22 + 23 = 46, 15+ 16 + 17 = 46) et formulent
une phrase réponse en reprenant la phrase-type écrite précédemment au
tableau pour 15 et 96 (respectivement « oui parce que 21 + 22 + 23 = 46 »
et « oul parce que 15+ 16 + 17 = 46 et 15, 16, 17 se suivent »). Ces
éléves n’ont vraisemblablement pas éprouvé empiriquement 'impossibilité
de décomposer 46 en la somme de trois nombres qui se suivent et n’ont donc
pas commencé a construire le probléme. Ne voient-ils pas leurs erreurs de
calcul car ils n’imaginent pas I'impossibilité de décomposer 46 en la somme
de trois nombres qui se suivent? Ou bien, inversement, leurs erreurs de
calculs les empéchent-elles d’accéder au probléme ' ?

Epreuve de I’impossibilité. Les cing autres éléves font des essais pour
trouver trois nombres qui se suivent et dont la somme est 46 et éprouvent
empiriquement I'impossibilité du probléme. Le plus souvent ils écrivent des
égalités (par exemple : 17+18+19 = 46 ou 21422423 = 46) puis les barrent.
Nous pensons qu’il s’agit d’écritures ot les éléves ont traduit les contraintes

10. Les autres feuilles sont blanches.
11. Les éléves ne disposaient pas de calculatrice.
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avant d’effectuer les calculs et de se raviser. Une éléve (Manuella) semble
organiser ses essais autour de l'idée que pour avoir 6 comme chiffre des
unités il faut avoir 1, 2 et 3 comme chiffre des unités dans les trois termes
additionnés, comme pour les cas 96 et 36 précédemment étudiés. Une autre
¢léve (Sabrina) cherche une décomposition avec deux nombres seulement
(28 + 28 = 46) et écrit : « on ne peut pas? ». Ces éléves se heurtent a I'im-
possibilité empirique de trouver une décomposition de 46 mais ne formulent
pas encore de justification.

3.3.2 Analyses des productions de groupes et des
interactions en classe

Nous nous intéresserons ici aux roles du registre des faits et du registre des
nécessités a la fois dans ’épreuve de I'impossibilité de décomposer 46 et dans
la construction des nécessités associées, ainsi qu’a I’évolution potentielle de
rationalité des éléves (non pas a partir des productions individuelles écrites,
mais & partir de productions orales).

3.3.2.1 Epreuve empirique de I’impossibilité (en groupe classe)

Dans le premier travail oral qui prolonge la correction pour 15, 96 et 36, la
majorité des éléves semble penser que 46 peut se décomposer en la somme de
trois nombres qui se suivent. Ils proposent des décompositions qui respectent
les contraintes du probléme mais avec des erreurs de calcul (cf. productions
individuelles) que 1’enseignante et les autres éléves corrigent. Une seule éléve
(Manuella) indique clairement que I'on cherche & atteindre le nombre 46.
Ainsi, d’une certaine fagon elle pointe (au moins) I'impossibilité empirique
d’atteindre 46. Un éléve — qui utilise probablement le fait que 46 = 45 + 1
— propose de commencer par 15 sans anticiper qu’on a un écart de 3 sur la
somme.
Puis, aprés quelques vaines explorations supplémentaires, les éléves se ral-
lient & I'impossibilité de la décomposition.
Les faits suivants :

Fait 4 42=13+14+ 15

Fait 5 45 =14+ 15+ 16

Fait 6 48 =15+ 16 + 17.

sont écrits clairement au tableau. Ils constituent les éléments communs issus
de I'expérience qui permettent aux éléves, d’une part, d’inférer I'impossi-
bilité et, d’autre part, normalement, de construire les nécessités de cette
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Affiche 1 : NON car 46 c’est un nombre impair ¢a veut dire qu’on ne peut
pas faire trois nombres a la suite pour faire le résultat 46.

Affiche 2 : On ne peut pas car les nombres ne se suivent pas. Par exemple :
15 + 16 +17 = 48, ce nombre est trop grand ; 14 + 15 +16 = 45, ce nombre
est trop petit.

Affiche 3 : Non parce que 15 + 16 +17 = 48 et 14 + 15 + 16 = 45. Ce
n’est pas 46. ..

Affiche 4 : 46 est un nombre impair.? + 7 +7 = 46.

Affiche 5 : 46 = non car c¢’est un nombre impair.

36 = oui car c’est 114+ 12 +13 = 36

96 = oui car les nombres se suivent

31432433 = 96; 11+ 12+13 = 36;7 +7 = 46

On ne peut pas car c’est un nombre impair de plus quand on fait 15+16
+17 ou 14 + 15 +16 =45 ¢a ne va pas.

Affiche 6 : 6 on ne peut pas parce que ¢’est un nombre impair.

FIGURE 3.2: Affiches dans la classe de CE2 - CM1 - CM2

impossibilité. Seulement, avant le travail de groupe, un éléve avance un ar-
gument qui n’a rien a voir avec ces nécessités « c’est impossible car 46 est
un nombre impair » et a propos duquel I'enseignante ne réagit pas.

A Tissue du travail de groupe les éléves ont-ils construit les « bonnes »
nécessités de I'impossibilité et réfuter les autres 7 Pas tous, loin de 14 comme
en témoignent les affiches produites '? (cf. : quatre affiches proposent
une justification du type : « 46 ne se décompose pas car il est impair » et
deux une justification du type « on peut faire 45, on peut faire 48, on n’a
pas 46 ». Seules les trois premiére sont étudiées en classe, dans cet ordre.

3.3.2.2 Rationalisme et registre des nécessités mathématiques

Nous rassemblons dans cette catégorie les affiches 3 et 5 qui correspondent
a la rationalité précisée dans le paragraphe |3.2.2.3]

L’argument proposé dans 'affiche 3 est semblable a celui des I'affiches 4 et
6 produites dans la classe de CM1 - CM2 (cf. B.1)).

Les éléves qui ont rédigé 'affiche 5 justifient avec I’argument d’exhaustivité
et 'argument de parité, peut-étre cela correspond t-il & des divergences dans
le groupe 7 Quoi qu’il en soit, il nous semble qu’ils sont, peut-étre pas tous,

12. Nous avons seulement rétabli 'orthographe.
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en phase de construire les nécessités de 'impossibilité de décomposer 46 en
la somme de trois nombres qui se suivent. C’est pourquoi nous les classons
dans cette catégorie.

3.3.2.3 Rationalisme et registre des « raisonnements
plausibles »

Seule laffiche 2 correspond a cette catégorie. Les éléves justifient avec 1’ar-
gument de non surjectivité de la fonction f qui est un autre argument que
celui de 'exhaustivité de I’expérience, mais si nous isolons cette affiche c’est
d’abord car les éléves mobilisent de facon particuliére les registres des faits
et des nécessités mathématiques.

En effet, pour ces éléves, I'expérience consiste a calculer les images de
nombres consécutifs, résultats qui vont constituer des faits numériques et
permettre de constater que : si f(a) =0, f(a+ 1) # f(b) + 1. A partir de
1a, ils inférent la non-surjectivité de la fonction (« les nombres ne se suivent
pas »). Cette inférence correspond & une généralisation établie a partir de
plusieurs essais qui constituent des « points de contacts suggestifs » au sens
de Polya (1958). Mais cette propriété que les éléves affirment et qui est, au
moins, en partie vraie est non prouvée. Ils 'utilisent cependant comme si
elle était vraie, en association avec le fait f(15) = 45 pour déduire que 46
ne se décompose pas.

Ces éléves dépassent le registre des faits directement issus de I'expérience
puisqu’ils en cherchent une généralisation. C’est pourquoi nous les situons
du coté du rationalisme et non de I'empirisme. Cependant, ils n’ont pas
construit de nécessités mathématiques mais seulement un « raisonnement
plausible » (Polya, [1958), inféré et non prouvé, qu’ils utilisent pour faire
des déductions.

3.3.2.4 Pseudo-rationalisme et apparence mathématique

Nous rassemblons dans cette catégorie les affiches 1, 4, 6 et 7 qui convoquent
un argument de parité!®. Les éléves ont tiré des faits 4 a 6 — issus leur
propre expérience ou de 'expérience menée par d’autres éléves de la classe
— I'impossibilité empirique de décomposer 46 en la somme de trois nombres
qui se suivent. Partant de la, ils cherchent & expliquer cette impossibilité
mais sans exploiter les contraintes du probléme et les raisons qui fondent

13. Les éléves de cette classe ne savent pas bien ce qu’est un nombre pair ou un nombre
impair et confondent réguliérement au cours de la séance. A un moment, ’enseignante
clarifiera.
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I’expérience pour dégager des nécessités. En effet, ils mobilisent un fait
(erroné) « 46 est impair » et, implicitement, un énoncé tiers (faux) « les
nombres impairs ne se décomposent pas en la somme de trois nombres qui
se suivent », indépendant de leur expérience. Contrairement a ce qui se
passe pour le « raisonnement plausible », ces éléves suivent une intuition
non fondée sur des faits issus de ’expérience.

Nous ne situons pas ce mode de pensée dans le registre de I'empirisme naif
(cf. puisqu’il y a recherche des raisons, en mettant en relation des
faits issus de 'expérience et d’autres faits indépendants de cette expérience.
Pour autant, ce raisonnement, fortement guidé par 'apparence mathéma-
tique de argument, ne renvoie pas a I'apodicticité; la vérité des faits 4 et
I’assertorique demeurent trés prégnants. En particulier, les multiples confu-
sions des éléves entre nombre pair et nombre impair au cours de la séance
montrent que l'argument de parité trouve son origine ailleurs que dans la
rationalité mathématique, c’est en quelque sorte une conjecture qui s’im-
pose fortement a eux, une intuition. C’est pourquoi nous dirons que ces
éléves se situent dans un registre de pseudo-rationalisme.

Bien entendu, il y a des interventions de I’enseignante pour engager les éléves
a réfuter cette justification, mais 'argument résiste longtemps. D’abord, les
éléves sont peu critiques face & l'affiche 1 alors que des contre-exemples
ont été rendus disponibles plus tot dans la séance (faits 1 & 3). Seule une
éléve (Manuella) réagit a cette affiche et indique que I'argument n’est pas
recevable car 36 est pair et se décompose alors que 15 est impair et se
décompose aussi. Cette éléve envisage tous les cas (un nombre entier qu'il
soit pair ou impair peut se décomposer) pour montrer que I’argument n’est
pas valable, elle effectue ainsi une contre-expérience qui consiste a confronter
des faits établis dans la classe et une proposition « les nombres impairs
ne se décomposent pas ». Elle associe ainsi des faits issus d’une premiére
expérience (faits 1 et 2), des faits nouveaux qui correspondent & certaines
de ses connaissances mathématiques (36 est pair, 15 est impair) et des faits-
propriétés supposés vrais pour réfuter la conjecture « les nombres impairs
ne se décomposent pas. ». Son raisonnement lui permet de dégager des
nécessités. Mais il ne fait pas écho chez les autres éléves.

L’enseignante doit penser que les éléves réfuteront plus facilement ’argu-
ment de parité aprés avoir étudié les affiches 2 et 3, mais il n’en est rien. En

effet, lorsque qu’elle se saisit de sa craie et commence & écrire au tableau
« Non, parce que » un éléve propose « non, parce que 46 est impair ». Cer-

14. faits issus de cette expérience car il n’y a pas de prise en compte des faits issus
d’expériences précédentes qui montrent que 36 qui est pair se décompose et que 15 qui
est impair ne se décompose pas.
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tains éléves ont cependant percu a ce moment que la parité ne constitue
pas la raison mathématique de 'impossibilité et sont capables de réutiliser
36 comme contre-exemple. En effet, un éléve (Hassan) indique : « ¢a ne
marche pas parce qu’on ’a déja fait mais 36 c¢’est déja un nombre impair et
il marche. » Toutefois, clairement, il ne remporte pas I’adhésion de la classe
entiére. Aprés I'étude des affiches 2 et 3, il faut des interventions fortes
de I’enseignante pour permettre de réfuter 'argument de parité (voir .
Mais, a la fin de la séance, ces éléments ne constituent pas une preuve du
probléme (au sens de Balacheff] (1987)) pour tous les éléves. En effet, un
éléve indique « non, parce qu’on ne peut pas » et un autre « c’est impos-
sible, c’est tout », ce qui montre qu’ils n’ont pas construit les nécessités de
I'impossibilité et se réfugient dans le registre de 'empirisme naif (si je n’y
arrive pas, ¢’est impossible, ¢’est tout).

3.3.2.5 Eléments de conclusion pour cette classe

Les productions écrites et orales des éléves de cette classe témoignent d'un
dépassement de 'empirisme naif. Mais pour autant les éléves ne se situent
pas facilement dans le registre de la rationalité mathématique : il y a une
réelle difficulté a construire les nécessités de 'impossibilité. L’entrée dans
le rationalisme se heurte en effet a la prégnance du pseudo-rationalisme :
tout se passe comme les nécessités de I'impossibilité étaient transparentes
ou trop naturelles face a la forte apparence mathématique de I’argument de
parité.

Par ailleurs, il n’y aucun travail sur le fait que I'affiche 2 propose une jus-
tification qui demande en partie a étre justifiée.

3.4 Synthése : espaces de contraintes,
rationalités des éléves, registres
explicatifs et épistémologies de
I’impossible

Nous avons étudié comment les éléves, dans ces deux classes au niveau du

cycle 3 de I’école élémentaire, mobilisaient le registre des faits et le registre

des nécessités pour justifier 'impossibilité mathématique de décomposer 46

en la somme de trois nombres qui se suivent. Notre but était de dépasser
I’étude des différentes justifications produites par les éléves pour distinguer
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des rationalités qui relévent ou pas de la construction de nécessités mathé-
matiques. Finalement, nous en avons caractérisé ' quatre, en fonction de
leur relation avec le registre des faits et le registre des nécessités : 'empi-
risme naif, le rationalisme, le rationalisme associé au raisonnement plausible

et le pseudo-rationalisme 6.

On pourrait imaginer que ces rationalités constituent des étapes vers la pen-
sée rationnelle & propos de I'impossibilité, cependant, 'ordre de ces étapes
n’est pas évident. Par exemple, 'empirisme naif est-il plus proche de la
pensée scientifique que le pseudo-rationalisme 7 Par ailleurs, rien ne dit qu’il
s’agit de passages obligés pour les éléves. Ces questions méritent d’étre étu-
diées dans des travaux ultérieurs.

Une fagon d’organiser ces modes de pensée est de représenter de facon sy-
noptique les réseaux de raisons construits par les éléves a propos de ce
probléme dans chacune des classes. Nous utilisons pour cela une adapta-
tion de la représentation schématique « espace de contraintes » proposée
par Orange (2001)).

3.4.1 Espaces de contraintes

Pour Orange| (2001, p. 72-73), ces schémas ne constituent ni une repré-
sentation de la problématisation & laquelle aurait accédé chaque éléve de
la classe, ni une problématisation objectif d’enseignement déterminée dans
une analyse a prior: :

¢’est une mise en ordre des différents éléments problématisants
qui sont apparus au cours de ce débat, d’'une maniére trés im-
plicite et méme souvent inconsciente pour les éléves. Mais si
ces éléments correspondent bien a des idées et des arguments
produits par les éléves, il est clair qu’ils ont subi un filtre épisté-
mologique, d’une part par la conduite du débat par le maitre et,
d’autre part, par 'interprétation que nous avons faite des pro-
positions. Mais nous faisons I'hypothése que cet espace a une
valeur qui dépasse le cas étudié. D’une part car il gomme 1’as-
pect chronologique de ce débat particulier au profit des relations
logiques. D’autre part parce que, selon le principe de toute étude
qualitative, nous pensons que ce cas fait sens. Et enfin parce que

15. Ce ne sont peut étre pas les seuls. Par ailleurs, nous ne prétendons pas que ces
modes de pensée, tels que nous les avons caractérisés, soient valables en dehors des
problémes d’impossible.

16. La dénomination de ces rationalités est un peu délicate, comme c’est souvent le
cas.
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tout ou partie de cet espace se retrouve dans d’autres débats sur
ce sujet, avec des éléves d’age comparable.

Nous utilisons ces représentations avec I'objectif de « mettre en ordre les
éléments problématisants apparus » (Orange, 2001, p. 36) dans les séances
étudiées mais aussi celui de mettre en évidence les non-problématisations
observées puisque nous cherchons & caractériser des rationalités des éléves.
Le probléme étudié n’est pas, & proprement parler, un probléme explicatif
mais un probléme d’impossible, et méme s’il s’agit d’établir une explication
de cette impossibilité, sa validité prend une dimension différente puisque in
fine on cherche plus qu’a expliquer I'impossibilité, on cherche une preuve 7.
Il est donc particuliérement important pour nous de faire apparaitre dans
ces schémas les différences de statut entre ce qui est vrai, faux ou « plau-
sible ». Nous représentons dans des cases hachurées ce qui est faux et par
les pointillés les inférences généralisatrices seulement « plausibles ». Ce qui
est italique correspond & un théoréme-en-actes.

Une des questions qui se pose pour établir ces « espaces de contraintes »
est de savoir ou faire figurer les inférences généralisatrices (valides ou pas)
produites par les éléves. Certaines sont effectuées sur la base de nombreux
« points de contacts suggestifs » (Polyal [1958)) alors que d’autres semblent
provenir uniquement de 'imagination des éléves. Nous avons choisi de les
faire figurer dans le registre des modéles dans la mesure ot ces inférences
sont un signe que les éléves cherchent, de facon plus ou moins raisonnable
et avec plus ou moins de succés, des nécessités, des modéles. Ce choix peut
se discuter. En revanche, nous avons choisi de représenter I'impossible non
construit en référence a la recherche de nécessités dans le registre empirique.

Nous aboutissons ainsi aux figures [3.3] et [3.4] qui représentent respectivement
les espaces de contraintes produits par les éléves dans les classes de CM1-
CM2 et CE2-CM1-CM2.

3.4.2 Rationalités des éléves, registres explicatifs et
épistémologies de I'impossible

La représentation sous la forme d’espaces de contraintes met en évidence la
distinction entre les différentes rationalités caractérisées au cours de 'ana-

17. Ce qui ne veut pas dire qu’en SVT la validité des explications n’est pas importante
loin de 1a.
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f est croissante

| @), fla+1), fla+2) |
F(15)<46<f(16)

| sif@=b, fka+1) =b+3 |

46=15+15+16

Registre
empirique

Registre des

modeles/

nécessités
46 ne se décompose pas

Registre

FIGURE 3.3: Espace de contraintes construit dans la classe de CM1-CM?2
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FIGURE 3.4: Espace de contraintes construit dans la classe de CE2-CM1-
CM2
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lyse :

— I'empirisme naif est restreint a I’espace empirique ;

— le pseudo-rationalisme et le rationalisme sont caractérisés par une mise
en relation des registres empiriques et des nécessités, a partir d’inférences
généralisatrices ou de nécessités réellement construites.

Pour le probléme étudié, les rationalités sont associées a différents registres

explicatifs (Orange, 2001)) mobilisés par les éléves, c’est-a-dire a différents

« principes » implicites pour les éléves mais que nous identifions (voir le

tableau qui justifient 'impossibilité. Ces registres explicatifs et rationa-

lités révelent différentes épistémologies de I'impossible mathématique chez

les éléves, nous résumons cela dans le tableau [3.1]

Rationalité Registre Justification de Epistémologie
explicatif I'impossible de I'impossible
— —
Empirisme naif A : action jen \a ! bas Teusst éprouvé
a le faire
P - brobricts les nombres
Pseudo- b p impairs ne se .
rationalisme arithmétique décomposent assertorique
‘ caractéristique p
pas
Rationalisme et | S : propriété de f mest pas
raisonnement la fonction suriec tirif . déduit
plausible implicite ]
I’exploration
. . . hausti e
Rationalisme E : exhaustivité exhaustive ne apodictique
permet pas
d’atteindre 46

TABLE 3.1: Rationalités, registres explicatifs et épistémologies de I'impos-
sible

La désignation de ces impossibles est assez délicate. En particulier, le qua-
lificatif « assertorique » s’applique a la fois aux impossibles éprouvé et as-
sertorique. Les impossibles déduit et apodictique relévent tous les deux
de la pensée scientifique mais le passage par un fait général non prouvé
(impossible déduit) permet aux éléves d’éviter la construction explicite de
nécessités intrinséques au probléme. En effet, 'impossibilité de décompo-
ser 46 est plus un résultat, une déduction, qu’une nécessité dans le mesure
ol finalement les éléves n’accédent pas directement aux raisons de 'impos-
sibilité, c’est pourquoi nous ne le qualifions pas d’apodictique. Parmi ces
impossibles nous distinguons d’une part des problémations (résolution de
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f(15)=45
| fl@), fla+l), fa+d) |
(15) <46<f(16)
Registre 46=15+15+16 i
empirique 3
Registre des ‘ Si f(a)=b, f(a+1) =b+3 ‘
modéles/
nécessités
46 ne se décompose pas
Registre
explicatif
L, Propriété de |a fonction
@ implicite
Impossibles

FIGURE 3.5: Espace de contraintes construits et épistémologies de I'impos-
sible dans la classe de CM1-CM2

probléme orienté vers la solution sans souci de nécessités ou d’exhaustivité
des nécessités) — impossibles éprouvé, assertorique, déduit — et, d’autres
part, des problématisations (impossible apodictique).

Pour synthétiser 'analyse effectuée, nous proposons de compléter les sché-
mas des espaces des contraintes par une ligne supplémentaire qui correspond
aux épistémologies de I'impossible mises en évidence (voir les ﬁgure et

539).

3.5 Conclusion

Dans les deux classes les éléves n’ont suivi les mémes cheminement, ils n’ont
pas construit les mémes espaces de contraintes, ni les mémes épistémologies
de I'impossibilité de décomposer 46 en la somme de trois nombres qui se
suivent. Dans les deux classes, des évolutions dans la conceptualisation de
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Empirisme et rationalité mathématique au cycle 3

Registre
empirique

| a6=15+15416] | [, far), @2 |

‘ f est croissante

f(15)—45

impossible

f(16)=48

Registre

d f . j ’;
nggeaaitéa w}&{ﬁgﬁ ‘ Si f(a) =b; f(a+1)# b+1 |

46 ne se décompose pas

Fondemeent de
l'impossible

Propriété de la fonction implicite

Nature de
l'impossible

Eprouvé ‘ ‘ Assertorique ‘ Apodictique

FIGURE 3.6: Epistémologies de 'impossible dans la classe de CE2-CMI-
CM2

I'impossible chez les éléves au cours des séances '® et des résistances dans

ces évolutions se dégagent. Nous identifions a partir de ces éléments trois
types de ruptures associés a des obstacles. Ces éléments d’évolution sont
importants a connaitre pour penser et analyser des situations didactiques.

Premiére rupture : envisager ’impossible Les éléves de cycle 3
sont si peu habitués aux problémes d’impossible qu’au début certains ne
I’envisagent méme pas et persistent a vouloir trouver une décomposition
quand bien méme I'enseignant prévient de cette éventualité. Nous identifions
ici un obstacle de nature didactique '

18. Elles n’apparaissent pas sur les espaces de contraintes car ces schémas ne sont pas
chronologiques.
19. L’origine didactique n’est pas étre pas la seule, mais elle existe.
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Seconde rupture : dépasser ’empirisme Dans la classe de CM1-
CM2, les éléves évoluent de I'impossible admis?, parce que l'enseignant
I'a dit, & Pimpossible éprouvé. Puis, certains éléves (pas tous, loin de 13)
passent de I'impossible éprouvé a I'impossible apodictique. Ce dépassement
de I'empirisme semble constituer un saut important, une rupture; les af-
fiches produites et les réactions des éléves au cours de la séance témoignent
de cette difficulté a s’émanciper de I’empirisme.

Troisiéme rupture : accéder a I’apodicticité, dépasser le re-
cours a des énoncés tiers, au mieux plausibles Une fois 'empirisme
dépassé, 'accés a D'apodicticité, c’est-a-dire aux nécessités qui expliquent
I'impossible, n’est pas garanti. Ainsi, dans la classe de CE2-CM1-CM2 ou
I’épreuve de 'impossibilité n’est pas individuelle mais collective, le probléme
du dépassement de I’empirisme est moins visible, pour autant le dépasse-
ment de 'empirisme ne conduit a 'apodictique. En effet, les éléves recourent
plus aisément a un énoncé tiers, au mieux plausible, pour déduire I'impos-
sible qu’a la preuve par exhaustivité de cas. Nous identifions ici un autre
obstacle didactique associé a la preuve en mathématiques : les éléves, comme
I'un d’entre eux le dit d’ailleurs, cherchent une « régle » car ils pensent que
les mathématiques consistent en 1’application de régles, ce qui n’est qu’en
partie vrai.

Dans ce chapitre, nous avons considéré exclusivement les productions d’éléves
relatives a un probléme donné pour identifier différentes rationalités a ’oeuvre
chez les éléves de cycle 3. Il en ressort que le passage de I'empirisme naif
a l'apodictique, dont nous avons explicité certains aspects, est un enjeu
fort d’apprentissage a ce niveau. Nous considérons que cet enjeu est révélé
par ce probléme et qu’on retrouverait des résultats analogues avec d’autres
problémes du méme type et dans d’autres classes. Une fois ces éléments
établis, dans une perspective de construction de situations pour les classes,
il convient de s’intéresser maintenant aux conditions didactiques qui per-
mettent aux éléves d’accéder a 'impossible apodictique, de construire des
nécessités. Dans le chapitre suivant, nous cherchons ces conditions du coté
des caractéristiques du probléme et de sa preuve et de la gestion de la
situation par les enseignants.

20. Nous avons choisi de ne pas classer ce type d’impossible avec les autres précédem-
ment car il est de nature différente de notre point de vue, contractuelle (si I’enseignant
dit que c’est impossible, je 'admets).






Chapitre 4

Conditions didactiques pour la
construction de nécessités : étude
empirique a partir d’'un probléme
d’impossible

Notre objectif est de développer des situations didactiques pour le cycle
3 qui permettent 'apprentissage de savoirs associés a la facon dont les
registres des faits et des nécessités interviennent dans la constitution du vrai
en mathématique. A priori les problémes de possible / impossible se prétent
particuliérement bien & ce travail : prouver que quelque chose est possible
peut se faire simplement en montrant la possibilité de le faire (preuve par
ostension) et concerne alors essentiellement le registre empirique ; prouver
que quelque chose est impossible ne peut se résoudre ainsi, il faut convoquer
le registre empirique pour l'expérience et le registre des nécessités pour
établir la preuve.

D’aprés ’étude menée dans le chapitre précédent, permettre une émanci-
pation d’une rationalité de type « empirisme naif », associée a un recours
exclusif au registre empirique, pour accéder aux nécessités mathématiques
constitue un enjeu d’apprentissage pour les éléves de cycle 3. Il s’agit main-
tenant d’en identifier les conditions didactiques de possibilités.

11 semble difficile de faire évoluer les rationalités des éléves (de 'empirisme
vers le rationalisme) sans qu’il y ait production des nécessités (au sens de
« forcément », « ¢a ne peut pas étre autrement ») reconnues comme telles
par les éléves. Cela suppose que les éléves produisent, d’une part, ce que
nous appellerons des explications ou raisonnements explicatifs qui n’ont pas
(encore) de statut apodictique, c¢’est-a~dire qui ne sont pas encore considérés
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comme des nécessités (au sens de « ¢a ne peut pas étre autrement ») et,
d’autre part, ce que nous appellerons des preuves qui ont ce statut'. Ainsi,
nous étudions particulierement les conditions didactiques qui permettent :

1. la production par les éléves de raisonnements explicatifs qui corres-
pondent, du point de vue du professeur a des preuves, mais n’en ont
pas (encore) forcément le statut pour les éléves;

2. un travail de validation / réfutation des raisonnements explicatifs des
éléves ;

3. la construction de nécessités identifiées comme telles par les éléves au
cours de situations.

En d’autres termes, et en référence au cadre de la problématisation, nous
nous intéressons aux conditions didactiques d’une situation « problémati-
sante » en mathématiques.

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence des différences au
niveau des espaces de contraintes construits dans les deux classes. Nous fai-
sons ’hypothése que la gestion de la situation par I'enseignant, a un niveau
de granularité assez fin, est en partie a 'origine de ces différences, autrement
dit que cette gestion détermine des conditions pour la construction de né-
cessités dans la classe. Par ailleurs, nous pensons certaines autres conditions
résident dans les caractéristiques du probléme choisi et, plus largement, au
niveau la situation didactique. Ces deux aspects sont complémentaires. Les
caractéristiques de la situation initiale peuvent étre bonifiées ou dévoyées
par la gestion de ’enseignant (voir par exemple Hersant| (2001)); Perrin-
Glorian et Hersant| (2003) et Hersant, 2010a)). De plus, 'analyse de séances
fournit des éléments sur la facon dont les professeurs modifient la situation
initiale pour permettre la production et la construction de nécessités dans
la classe (voir aussi la note de synthése a ce sujet) et sur les difficultés qu’ils
rencontrent, difficultés qui appellent, autant que possible, des conditions
sur la situation didactique initiale. Elles nous semblent aussi assez exhaus-
tives dans le cadre d’'une étude didactique. En outre, I’étude des conditions
qui relévent de la gestion de la situation par ’enseignant est susceptible de
révéler certains phénoménes didactiques, spécifiques des savoirs en jeu et de
la polyvalence des enseignants, a considérer pour la construction ultérieure
de situations.

Pour mener une étude des conditions effectives de la production de néces-
sités, nous nous appuyons (naturellement) sur les séances ol nous avons

1. En effet, il est tout & fait possible qu'une preuve pour un éléve soit seulement
un raisonnement explicatif pour un autre qui ne percoit pas les nécessités du raisonne-
ment. Balacheff (1988;(1987)) distingue de fagon différente explication et preuve. Pour lui
I’explication a un caractére personnel tandis que la preuve est socialement partagée.
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recueillies les données utilisées dans le chapitre précédent. Considérant en-
suite ces résultats de fagon générique, nous identifions alors des conditions
pour la construction de nécessités dans les classes. Cette étude sera com-
plétée dans le chapitre [5| par une revue de travaux didactiques relatifs a la
preuve en mathématiques.

4.1 Meéthodologie de I’étude et cadres
théoriques de référence

Notre objectif nous conduit & analyser le déroulement de situations qui
permettent la formulation de conjectures et des preuves et particuliérement
les moments ot des raisonnements sont produits, validés ou réfutés, érigés en
preuve. Le choix de ces moments est guidé a la fois par les enjeux de preuve
du probléme, les caractéristiques de la situation et les espaces de contraintes
construits par les éléves : nous nous intéressons en particulier aux moments
ol des nécessités cruciales pour la résolution du probléme qui figurent sur
I’espace de contraintes sont travaillées dans la classe alors que la situation
initiale semble rendre difficile ce travail. Les extraits choisis sont étudiés a
partir des questions suivantes : qui dans la classe a la responsabilité de la
production, de la validation ou de la réfutation de telle explication ? dans
quelles conditions telle explication est-elle produite, validée, réfutée 7 Cette
explication prend t-elle le statut de nécessité pour les éléves 7 Comment ?

En amont de cette analyse d’extraits de séances, nous effectuons une étude
du contexte du déroulement des séances de facon a identifier des condi-
tions de la construction de nécessités moins spécifiques des savoirs en jeu
mais tout aussi importantes pour que les éléves construisent des nécessités
et accédent a la rationalité mathématique. Nous pensons en effet que ces
éléments de contexte ou « d’ambiance » de la séance créent un climat qui
favorise ou dessert la production de nécessités par les éléves dans la mesure
ou ils leur permettent d’entrer ou pas dans un contrat didactique de preuve.
D’une certaine facon, mais avec d’autres outils, nous cherchons ici a décrire
ce que Hache (2001) appelle « Punivers mathématique » que 1’enseignant
crée dans la classe.

4.1.1 Cadres théoriques de référence

Pour cette étude, nous nous référons principalement au cadre de la théorie
des situations didactiques (Brousseau, 1998) auquel nous associons celui de
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la problématisation (Fabre et Orange, [1997; |Orange, [2005) pour les raisons
suivantes.

D’abord, nous attribuons une importance particuliére aux caractéristiques
de la situation, indépendemment de la fagon dont elle est menée par 1’ensei-
gnant, dans la mesure ol nous pensons que l'interaction de 1’éléve avec la si-
tuation participe fortement a la construction du savoir (hypothése construc-
tiviste de la théorie des situations). Nous pensons que la situation détermine
a priori les possibilités que les éléves produisent ou pas des nécessités de
facon adidactique, c’est-a-dire les possibilités qu’ils fassent seuls ou pas le
chemin du « probléme per¢u au probléme construit » (Fabre et Orange,
1997). Ainsi, les potentialités adidactiques de la situation font partie des
conditions didactiques de la construction de nécessités associées a la situa-
tion.

Ensuite, nous pensons que, par la fagon dont I'enseignant gére la situation
didactique, il modifie les conditions de la production des nécessités dans la
classe. En particulier, par un jeu sur le couple (milieu, contrat didactique)
plus ou moins anticipé, il détermine des conditions qui permettent ou pas
la production de nécessités par les éléves au cours de la séance et modifie
le contrat didactique au niveau micro par la répartition des responsabi-
lités pour la production et la validation des propositions mathématiques
qu’il propose dans la classe (voir |[Hersant|, 2001; Perrin-Glorian et Hersant,
2003 et note de synthése). Nous ne rappelons pas ici les micro-contrats
didactiques que nous avons caractérisés, nous renvoyons pour cela a Perrin-
Glorian et Hersantl 2003| qui figure dans le volume des publications.

Puis, comme nous nous intéressons au passage de 1’explication a la preuve
(au sens défini précédemment), nous étudions en particulier, la facon dont
I’enseignant procéde pour permettre le changement de statut de 'explica-
tion a la preuve. Ces gestes participent a la fois du processus d’institu-
tionnalisation du résultat du probléme (et non de l'institutionnalisation des
savoirs en jeu dans la situation) et du processus de problématisation chez
les éléves dans la mesure ol ces actions de I'enseignant permettent ou pas
d’accéder aux nécessités du probléme.

Enfin, nous utilisons les notions de micro-contrat didactique (Hersant), 2001}
Perrin-Glorian et Hersant) 2003; Hersant, 2004) et d’enrolement (Bruner,
1993)). Nous faisons en effet les hypothéses suivantes. D’abord, I’enrélement
de I’éléve influence, sans toutefois la déterminer totalement, I'activité ma-
thématique future des éléves dans la mesure ou la finalité que I'éléve se
définit modéle sa nature : apprendre, faire plaisir/aider, résoudre le pro-
bléme engagent vers une activité plus ou moins mathématique. Ensuite, la
régularité des répartitions des responsabilités au cours d’une séance et en
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fonction de I'organisation du travail dans la classe détermine les attentes
réciproques des éléves et de l'enseignant, elle agit comme un filtre de la
facon dont les éléves interprétent la situation et y répondent.

4.1.2 Analyse d’extraits de séances

Nous effectuons en premier lieu une analyse a priori de la situation pour
déterminer ses potentialités adidactiques. Cette analyse vise, d’une part,
a étudier la possibilité que les éléves produisent la connaissance visée et,
d’autre part, a déterminer l'existence ou non d’un milieu antagoniste, ca-
pable de rétroactions interprétables au niveau de connaissance des éléves
au cours de la situation de validation. Cette analyse est organisée autour
des enjeux de savoirs de la situation : ici, la construction de nécessités par
les éléves. Elle est menée, de fagon classique, a partir des questions sui-
vantes (Perrin-Glorian et Hersant|, 2003|) : quel est 'apprentissage visé ?
Quelles sont les connaissances nécessaires pour comprendre les questions
posées 7 Parmi les questions posées, v en a-t-il une qui nécessite la connais-
sance visée dans le sens ou elle permet une réponse plus économique, plus
précise, plus adéquate... 7 Y a-t-il plusieurs maniéres de la comprendre ?
Quelles sont les réponses possibles a cette question ? Quelles connaissances
nécessitent-elles 7

Dans un second temps, nous découpons la séance en unités significatives
pour la didactique des mathématiques et fonctionnelles pour I'étude des
pratiques (Hersant et Vannier, 2009, volume de publications). Puis, partant
des potentialités adidactiques de la situation et des espaces de contraintes
construits par les éléves dans la classe, nous identifions les épisodes qui
participent & la production des explications cruciales pour la construction
et la résolution du probléme dans la classe et les isolons pour les analyser.
Nous effectuons alors une analyse a posteriori des extraits sélectionnés selon
la méthodologie que nous utilisons dans notre travaux (Hersant), 2010a)), en
termes de répartition des responsabilités entre 'enseignant et les éléves (qui
a la responsabilité de la production, de la validation, de la réfutation de
telle explication 7, micro-contrats didactiques, voir [Hersant, (2001); Perrin-
Glorian et Hersant| (2003); Hersant| (2004))) et d’aménagement du milieu
(dans quelles conditions telle explication est-elle produite, validée, réfutée ?
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4.2 Présentation du corpus

4.2.1 Choix

Les séances analysées correspondent a celles dont est extrait le corpus utilisé
dans le chapitre précédent.

Ces deux séances présentent de grandes similitudes du point de vue de leur
scénario, cela tient au fait que les enseignants les ont préparées en par-
tie ensemble et avec nous?. L’étude comparative de ces deux séances nous
semble particuliéerement intéressante pour étudier les conditions didactiques
de production de nécessités au cycle 3. D’abord, comme la situation initiale
est la méme, la stabilité de certains résultats nous renseigne sur les condi-
tions liées a la situation. Ensuite, la comparaison nous permet d’étudier les
conditions didactiques qui favorisent ou limitent la production de nécessités
associées a la gestion de la situation par un enseignant.

4.2.2 Précisions sur le probléme et la situation

Ces séances sont organisées autour de quatre problémes (étude de cas) iden-
tiques étudiés successivement dans les classes : 15, 96, 36 46 peuvent-ils
se décomposer en la somme de trois nombres qui se suivent ? Oui? Non?
Pourquoi? Nous considérons ces problémes comme des probléme locaux en
référence au probléme général ci-dessous?® :

Déterminer l'ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme la somme
de trois nombres (entiers) consécutifs.

Pour 15, 36 et 96 il est possible de trouver une décomposition mais pas
pour 46. En ce sens, nous dirons que les premiers problémes sont des pro-
blémes possibles et le dernier un probléme impossible. Les problémes pos-
sibles servent a introduire le probléme impossible.

4.2.3 Objectif de la situation

L’objectif est d’amener les éléves a établir des conjectures, formuler des
explications et débattre pour arriver a une preuve mathématique a pro-
pos d’un probléme local du type « I’entier naturel n peut-il se décomposer

en la somme de trois nombres consécutifs 7 » avec n fixé. Selon le nombre

2. Ce corpus a été constitué dans le cadre de la recherche « analyse plurielle », voir
la suite pour plus de précisions.
3. Pour la preuve voir page
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choisi, le probléme est possible ou impossible. Les preuves pour chacun de
ces types sont de nature différente. Lorsqu’il est possible de décomposer le
nombre en la somme de trois nombres consécutifs, la preuve peut se faire
par exhibition d’un triplet d’entiers qui respecte les contraintes (nombres
consécutifs et somme des trois nombres) ou par déduction a partir de la
propriété caractéristique des nombres qui se décomposent en la somme de
nombres qui se suivent ; dans le cas contraire, la preuve correspond a une
preuve par exhaustivité ou a une preuve par déduction a partir de la pro-
priété caractéristique des nombres qui se décomposent en la somme de trois
nombres consécutifs (voir page 43| pour le cas de 46).

Les éléves n’auront pas, normalement, établi (et prouvé) préalablement la
propriété caractéristique des nombres qui se décomposent en la somme de
trois nombres qui se suivent; les preuves attendues sont donc plutot des
preuves par ostension ou par exhaustivité qui convoquent difféeremment les
registres des faits et des raisons (voir chapitre [43).

A Tissue du probléme, il ne s’agit pas d’institutionnaliser une méthode (ou
une régle) pour la recherche des problémes locaux, mais de mettre en évi-
dence que : 'ostension d’'une décomposition qui respecte les contraintes est
une preuve de la possibilité de décomposer un nombre en la somme de trois
nombres qui se suivent ; la recherche exhaustive des possibles qui n’abou-
tit pas est une preuve de I'impossibilité de décomposer un nombre ; le cas
échéant, qu'un unique contre-exemple permet d’invalider une proposition.
Des régles du débat mathématique peuvent aussi étre institutionnalisées au
cours de la séance dans la mesure ot elles permettent de mieux saisir a quoi
correspond la nécessit¢ mathématique. Par exemple, ’enseignant peut étre
amené a préciser que des « arguments » du type « il a triché » ou « c’est
vrai car c’est Jean qui le dit » n’ont pas de valeur en mathématiques.

4.2.4 Scénario prévu

Apreés avoir choisi d’'un commun accord le probléme, les deux enseignants
volontaires et nous-méme avons posé ensemble les principaux jalons du dé-
roulement de la séance a partir de la présentation et de ’analyse proposées
dans ERMEL| (1999).

L’objet de la préparation commune était de définir des éléments du dérou-
lement de la situation (choix des nombres, modalités de travail), de préciser
les objectifs des différentes phases, d’envisager les propositions des éléves
et aussi, pour nous, de répondre aux questions des enseignants. Cette «
préparation commune » a permis d’arréter les points suivants.
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1. Le probléme général sera traité en deux ou trois séances. La premiére
(celle qui fait Pobjet de I’analyse) sera consacrée a des problémes lo-
caux correspondants d’abord a des nombres qui se décomposent en
la somme de trois nombres qui se suivent (15, 96, éventuellement 36)
puis & un nombre qui n’a pas cette caractéristique (46). 15 est choisi
car nous pensons que les éléves en trouveront facilement une décom-
position. 96 correspond a la valeur proposée dans ERMEL| (1999). 46
est un nombre qui se termine par 6, comme 96 et 36. Ainsi, 96 et
36 peuvent servir de contre-exemple s’il est question d’avoir 6 comme
chiffre des unités.

La calculatrice n’est pas disponible pour la séance.

La consigne générique pour les problémes locaux est : « Le nombre
n peut-il s’écrire comme la somme de trois nombres qui se suivent ?
Oui? Non ? Pourquoi? ».

4. Le travail sur le nombre 15 vise a permettre 'appropriation de la
consigne et des contraintes du probléme. Il fera ’objet d’une résolution
orale collective qui permettra a I’enseignant de s’assurer que les éléves
ont bien compris ces éléments.

5. Ensuite, individuellement et par écrit, les éléves résoudront le pro-
bléme pour 96 (éventuellement 36 pour les éléves en difficulté), avec
une consigne identique. Aprés la correction de cette question, les éléves
chercheront par groupes le probléme pour 46 et réaliseront une affiche
reprenant leurs réponses.

6. La séance se conclura de la facon suivante : « Aujourd’hui, nous avons
montré que certains nombres se décomposent en la somme de trois
nombres qui se suivent et d’autres pas. La prochaine fois, nous cher-
cherons un moyen rapide pour savoir si un nombre se décompose ou
pas en la somme de trois nombres consécutifs. ».

7. Lors de la ou des séance(s) suivante(s), le professeur demandera aux
éléves de trouver d’autres nombres qui se décomposent en la somme
de trois nombre qui se suivent, d’émettre une conjecture sur tous les
nombres qui ont cette propriété et de la prouver.

La situation n’est donc pas ordinaire, elle est « forcée » au sens de Orange *.
Cependant, une marge de manceuvre assez conséquente est laissée aux en-

4. Nous reprenons & Christian Orange la terminologie de « situation forcée » pour
désigner une situation ou le chercheur propose & ’enseignant une situation donnée et lui
demande de la réaliser dans une classe qui peut ne pas étre la sienne. Dans ces situations,
des échanges sur la situation entre le chercheur et I’enseignant peuvent avoir lieu pour
permettre & ’enseignant de poser toute question qui lui semble utile pour la réalisation
de la séance mais I’enseignant reste le maitre d’oeuvre principal de la séance.
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seignants. En particulier leurs interventions aupres des éléves et du groupe
classe ne sont ni anticipées ni contraintes et rien n’est dit de la présentation
du probléme aux éléves. Nous avons fait ce choix car la situation est mise
en ceuvre par des enseignants volontaires dans un contexte de recherche qui
vise & analyser et comprendre comment « vit » l'injonction institutionnelle
de réaliser des problemes pour chercher dans les classes, ce qu’en font les
enseignants, ce que peuvent apprendre les éléves. En particulier, le role de
I’'expérience des enseignants dans la gestion de ces situations est questionné
(voir éléments sur cette recherche dans |[Hersant, 2010a). Ce contexte de
recherche explique qu'une partie seulement de la préparation de la séance
soit réalisée en commun (les deux enseignants et le chercheur) pour ne
pas formater les enseignants tout en leur donnant I'occasion de poser leurs
éventuelles questions (sur le probléme, ses finalités, son déroulement. .. ) au
chercheur.

4.3 Analyse a prior: de la situation

L’objet de cette analyse est de déterminer les potentialités adidactiques de
chacune de situations associées & un probléme local, ¢’est-a-dire a la fois :
— d’étudier la possibilité pour les éléves de produire de facon adidactique
I’explication attendue et les nécessités mathématiques associées identi-
fices comme telles ;
— d’étudier 'existence ou non d’un milieu capable de rétroactions interpré-
tables au niveau de connaissance des éléves.
En d’autres termes, il s’agit de déterminer si la situation telle qu’elle est
proposée initialement aux éléves leur permet de passer du probléme percu
(par exemple 46 ne semble pas se décomposer) a la construction des ex-
plications puis des nécessités qui permettent sa résolution (par exemple, il
impossible de décomposer 46 car il ne fait pas partie des nombres « atteint »
lorsqu’on additionne trois nombres consécutifs), ¢’est-a-dire qu’il s’agit de
savoir si la situation permet ou pas une problématisation de la question
initiale. Nous menons donc une analyse a prior: avec le point de vue de la
problématisation.

Cette étude permet de prévoir les éventuelles interventions nécessaires de
Ienseignant (Brousseau, [1998; Hersant, 2001; Perrin-Glorian et Hersant),
2003) pour permettre la production de nécessités. Ainsi, cette analyse a
priori participe de deux fagons différentes a 'identification de contraintes
pour la production de nécessités. D’une part, elle permet de pointer a priori
parmi ces conditions celles qui sont intrinséques a la situation. D’autre part,
dans le cas ou les potentialités adidactiques de la situation sont faibles, elle
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est utile pour mieux comprendre comment, le cas échéant, le jeu de ’ensei-
gnant sur le couple (milieu, contrat) permet la construction de nécessités
qui apparaissent dans I’espace de contraintes construit par les éléves.

Comme toujours, cette analyse a priori est largement complétée par les
observations réalisées a partir du déroulement des séances, en particulier ici
par les analyses des productions des éléves effectuées dans le chapitre

La séance est organisée autour de la résolution de quatre problémes locaux :
15, 36, 96, 46. Au fil de 'avancée de la séance, les connaissances établies par
la résolution d’un probléme local s’ajoutent aux connaissances initiales des
éléves et s’intégrent au milieu (au sens de contexte cognitif, Sensevy et al.|
2007) de la situation suivante.

Il est & noter que dans ce probléme on peut identifier deux types de néces-
sités. Il y a des nécessités de I'ordre de I'apodictique et des nécessités liées
aux contraintes imposées par la consigne du probléme (avoir trois nombres
consécutifs) qui constituent d’une certaine fagon les régles du jeu et ne sont
pas apodictiques®. Elles interviennent principalement dans la validation /
réfutation de propositions. Nous nous y intéresserons peu dans la mesure
ol notre travail porte sur le second type de nécessités, de ’ordre de ’apo-
dicticité.

4.3.1 Premiéres situations : les problémes locaux
possibles (15, 36 et 96)

Au cours de la résolution du probléme, les éléves vont avoir a effectuer
des additions de trois termes, sans calculatrice : il faut donc qu’ils sachent
faire une addition de trois nombres (soit en ligne, soit en colonne). Cela im-
plique qu’ils connaissent leurs tables et aient compris le principe de retenue.
D’autres connaissances arithmétiques vont intervenir sans pour autant étre
cruciales : un éléve qui a des connaissances sur les ordres de grandeurs a
des chances d’effectuer moins d’essais. Ces connaissances sont normalement
disponibles au cycle 3.

La compréhension du probléme et la proposition d’une solution exigent
aussi de savoir ce que sont trois nombres consécutifs, ce que ’on peut aussi
exprimer de la facon suivante « trois nombres qui se suivent ». L’étude
de cas de 15 doit permettre de rendre disponible au niveau de la classes

5. Cette distinction entre les nécessités - contraintes du probléme et les nécessités
apodictiques serait & étudier plus précisément en référence aux travaux menés dans le
cadre de la problématisation en SVT. En particulier, il ne nous semble pas qu’il y ait
des nécessités-contraintes en SVT.
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cette connaissance. De plus, les éléves doivent respecter simultanément trois
contraintes (addition de trois termes, résultat de addition, la succession
des termes de I'addition). La encore, I'étude du cas de 15 devrait permettre
de travailler sur la nécessité de respecter ces contraintes.

Les trois problémes peuvent se reformuler, de facon équivalente, ainsi :

« Existe-t-il un triplet de nombres consécutifs dont la somme fasse 15/36/96 7 ».

La connaissance en jeu dans ces situations est : « pour prouver qu’il est
possible de décomposer un nombre en la somme de trois nombres qui se
suivent il suffit d’exhiber un triplet de nombres qui remplissent les condi-
tions ». Cette connaissance peut se formuler ainsi pour des éléves de cycle
3 : « donner une solution qui respecte les contraintes du probléme est une
preuve que le probléme a une solution ».

Il est prévu que le cas de 15 soit examiné oralement et collectivement. Si
un éléve fait une proposition erronée, les réactions des autres éléves de la
classe devraient permettre d’invalider sa proposition. Toutefois, les raisons
pour lesquelles des propositions sont fausses peuvent étre trés différentes
et appellent des traitements distincts des erreurs en ce début de séance.
Un éléve peut affirmer que 15 se décompose car 15 = 5-+5-+5 ou bien car
15 = 546+7. Dans le premier cas, une des contraintes du probléme n’est
pas respectée. En début de séance, les contraintes n’étant pas encore été
bien identifiées par les éléves, des interventions de 'enseignant peuvent étre
nécessaires pour les rappeler, cependant nous pensons que dans une classe
de cycle 3 quelques éléves peuvent identifier 'origine de cette erreur. Dans
le second cas, on peut attendre des éléves de cycle 3 qu’ils identifient I'erreur
de calcul. Si maintenant, un éléve déclare que 15 ne se décompose pas, il y
aura bien un autre éléve de la classe pour exhiber la décomposition 15 =
4+5+6 qui prouve I'inverse. Enfin, lorsque la proposition est correcte, il est
aisé pour les éléves de vérifier le respect des contraintes imposées. Il nous
semble donc possible que le probléme local pour 15 soit résolu avec peu
d’interventions de 'enseignant a la fois pour ce qui concerne la production
et la validation des propositions. La résolution du probléme local pour 36,
pour des raisons identiques, peut aussi se faire sans intervention majeure
de 'enseignant.

Pour 96, méme s’il devient plus laborieux de procéder par essais successifs,
les éléves peuvent trouver la suite correspondante en effectuant des essais
de triplets non consécutifs. Ils peuvent par exemple essayer des triplets qui
ont comme premier terme un nombre entier de dizaines : 20+21+22 = 66,
c’est trop petit; 30+31+32 = 93; 31+32+33=96!

Lors du travail individuel et écrit prévu, la validation d’une solution pro-
viendra essentiellement du controle du respect des contraintes. Les éléves



Conditions didactiques pour la construction de nécessités : empirie

n’ayant pas a disposition de calculatrice, des erreurs de calcul peuvent sub-
sister. Au moment de la mise en commun, comme pour 15 et 36, des réac-
tions peuvent facilement provenir des autres éléves.

Ainsi, ces trois problémes locaux présentent des potentialités adidactiques
du point de vue la production des décompositions correctes et les éléves
devraient pouvoir produire les explications attendues et les valider prati-
quement sans intervention de l’enseignant, une fois qu’ils ont compris la
nécessité de respecter les trois contraintes.

A ce niveau d’enseignement, les éléves sont habitués a ce que les probléemes
proposés en mathématiques aient une solution, nous pensons donc qu’ils
chercheront une décomposition sans véritablement établir de conjecture du
type « oui, 15 se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent ».
Ainsi, la connaissance visée fonctionnera probablement de facon implicite,
c’est-a-dire que les éléves vont produire des explications correctes sans pour
autant lui attribuer un réel statut de preuve. Des interventions de 1’ensei-
gnant de type institutionnalisation sont donc nécessaires pour donner ce
statut aux explications des éléves.

4.3.2 Le cas de 46

Comme nous I'avons fait précédemment, le probléme pour 46 peut étre for-
mulé de la fagon suivante : « Existe-t-il un triplet de nombres consécutifs tel
que 46 est la somme de ces trois nombres? ». La connaissance visée a tra-
vers cette situation est la suivante : « lorsque le nombre de cas a considérer
est fini, un raisonnement par exhaustivité des cas permet de prouver qu’'un
probléme n’a pas de solution ». Ce qui peut-étre dit de la facon suivante a
des éléves de cycle 3 « quand on a essayé toutes les possibilités et qu’on n’a
pas trouvé, cela signifie que le probléme est impossible ».

4.3.2.1 La réfutation de la proposition « 46 peut se
décomposer »

Le probléme pour 46 est trés différent des précédents. D’abord, ¢’est un pro-
bléme d’impossible ; les éléves y sont peu habitués et il ne faut pas oublier
qu’ils viennent de résoudre trois problémes possibles (preuve par ostension
d’une décomposition correcte). Ils vont donc probablement chercher une
décomposition de 46 et achopper. S’ils proposent des décompositions erro-
nées pour justifier de la possibilité de décomposer 46 en la somme de trois
nombres qui se suivent (erreurs de calculs ou non respect des contraintes par
exemple), compte tenu du travail précédent sur les nombres 15, 36 et 96, les
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autres éléves de la classe peuvent les réfuter facilement, sans intervention
de 'enseignant.

4.3.2.2 La production de I’explication attendue

Au cours de leur expérience pour trouver une décomposition de 46 en la
somme de trois nombres qui se suivent, les éléves vont probablement pro-
duire les faits nécessaires a la preuve. En effet, ces éléments (14, 15, 16 se
suivent ; 15, 16, 17 se suivent ; 14+15+16 = 45 et 15+16+17 = 48) corres-
pondent & des connaissances naturalisées pour des éléves de cycle 3. Mais,
malgré cette continuité cognitive (ce que Mariotti| (2002) appelle « unité
cognitive ») entre 'expérience menée par les éléves pour essayer de trouver
une décomposition correcte de 46 et les éléments utiles a ’élaboration de
la preuve, la production de la preuve attendue et son partage au sein de
la classe ne sont pas évidents. En effet, sa formulation demande d’orga-
niser entre-eux les faits issus de l'expérience pour dégager des nécessités.
Ce travail nouveau pour les éléves est rendu, de notre point de vue, plus
difficile du fait que la preuve attendue est une preuve par exhaustivité et
repose sur des propriétés mathématiques transparentes et trés naturelles
(le caractére discret de ’ensemble des entiers naturels et la croissance de
la fonction somme sur les entiers naturels) pour des éléves de cycle 3 qui
commencent seulement a percevoir les singularités des nombres entiers par
comparaison avec les nombres décimaux. Nous pensons que cela peut nuire,
d’une part, a I'explicitation de ces éléments par les éléves et, d’autre part,
a lattribution du statut de preuve & une explication correcte. Des inter-
ventions de l’enseignant sont donc a prévoir au niveau de la production
et de la validation de la preuve attendue, d’une part, pour permettre aux
éléves d’expliciter les différents statuts des éléments et, d’autre part, pour
identifier une proposition correcte comme une preuve.

4.3.2.3 La réfutation d’explications erronées de 1’impossibilité

Comme nous I'avons vu au chapitre [3| des explications erronées peuvent
apparaitre dans la classe. Il s’agit de savoir si les éléves peuvent sans inter-
vention de l'enseignant réfuter ces propositions.

Considérons d’abord le cas ou des éléves proposent, comme nous ’avons
observé : « 46 ne se décompose pas en la somme de trois nombres consécu-
tifs car il est pair ». Cette proposition a une apparence trés mathématique,
son invalidité provient du recours a un énoncé tiers invalide : « tout nombre
pair se décompose en la somme de trois nombres qui se suivent ». Pour ré-
futer la proposition, les éléves peuvent avoir recours a un contre-exemple :
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« 96 est aussi pair et se décompose ». Mais il faut noter qu’au cycle 3
le contre-exemple ne représente pas pour tous les éléves un moyen de ré-
futation. Au contraire, c’est un savoir en cours d’apprentissage(Arsac et
Mante, 1996) ; beaucoup d’éléves de cet dge ne sont pas convaincus par un
unique contre-exemple. Ici, 'intervention de ’enseignant est donc cruciale
pour permettre la réfutation. Il a plusieurs possibilités pour cela : affirmer
qu'un contre-exemple suffit et imposer 'argument, permettre d’exhiber un
nombre suffisant de nombres pairs qui se décomposent pas (les multiples de
6 se décomposent et sont pairs), mettre en évidence qu’il existe des nombres
pairs (36 et 96) et des nombres impairs (15) qui se décomposent pour désta-
biliser I’argument de parité chez les éléves. Dans tous les cas, I’explicitation
de I’énoncé tiers « les nombres impairs ne se décomposent pas » et la mise
en évidence du caractére universel de la propriété® devraient aider a la
réfutation de I'argument.

De méme, la prégnance de I'empirisme chez les éléves (voir chapitre [3))
rendra probablement difficile I'invalidation d’un argument du type « C’est
impossible car je n’ai pas réussi » sans intervention de ’enseignant. En ef-
fet, pour les éléves dont la rationalité reléve de 'empirisme, la vérité des
faits prime. Or, la conjecture étant correcte, on ne peut donc pas exhiber
la décomposition de 46 en la somme de trois nombres qui se suivent pour
invalider la proposition. Et, comme les premiers problémes traités antérieu-
rement dans la séance sont des problémes possibles assez faciles, dans le
milieu de la situation, il n’y a pas de précédent qui permettrait d’invali-
der I'impossible éprouvé. En effet, si un éléve avait affirmé précédemment
que, par exemple : « 2346 ne se décompose pas car je n’ai pas réussi », un
autre éléve ou l'enseignant aurait pu invalider 'argument en exhibant la
décomposition : 781+782-+783 = 2346. Du point de vue de la validation
de ces propositions erronées, la situation présente donc peu de potentialités
adidactiques, des interventions de ’enseignant ou un appui de I’enseignant
sur quelques éléves seulement sont donc a prévoir.

4.3.2.4 La constitution de nécessités

La preuve de 'impossibilité de décomposer 46 en la somme de trois nombres
qui se suivent repose sur deux faits issus de 'expérience menée par les éléves
(14415416 = 45 et 15+ 16+ 17 = 48) et un fait numérique (46 est compris
entre 45 et 48) qu’il faut articuler en précisant :

6. Par exemple de la fagon suivante : « Tu penses que tous les nombres impairs se
décomposent. Est-ce que c’est vrai? »
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1. qu’il n’y pas d’autres possibilités de triplets entre les triplets (14, 15,
16) et (15, 16, 17);

2. que 46 est compris entre 45 et 48.

Ces faits permettent de constituer de facon apodictique 'impossibilité de
décomposer 46.

Dans I'analyse des affiches, nous considérons que les éléves qui produisent
ces arguments ont construit des nécessités mathématiques ou sont en voie
pour les construire (voir page . Mais la présentation de cette explication
a des éléves qui ne se situent pas dans la méme rationalité que ceux qui
ont produit l'affiche ne garantit pas la construction de nécessités dans la
mesure ol ils peuvent 'envisager uniquement du point de vue des faits,
comme une explication factuelle de I'impossibilité d’une personne a trouver
la décomposition et non comme une impossibilité apodictique. Il apparait
donc essentiel que ces arguments ne demeurent pas des faits et qu’ils soient
érigés clairement en nécessités par 'enseignant. En effet, pour des éléves de
cycle 3, il est difficile de se décentrer pour imaginer que ce qui constitue
pour eux des nécessités puisse apparaitre uniquement comme des faits pour
d’autres éléves. De plus, expliciter le caractére apodictique du raisonnement
nous parait difficile pour des éléves de cet age, compte tenu de leur capacité
langagiére. Cette formulation cruciale est aussi assez subtile, ce qui peut la
rendre difficile a saisir par les enseignants.

4.3.2.5 Conclusion de ’analyse a priori

Dans le cas des problémes possibles, les conditions de la production de néces-
sités comme outil implicite (au sens de Douadyl [1987) de résolution du pro-
bléme sont réunies dés lors que les éléves se sont appropriés les contraintes a
respecter. En revanche, 'attribution du statut de preuve a ces explications
est moins évidente et nécessite des interventions de I'enseignant. Pour ces
problémes, nous nous intéresserons donc particuliérement a la facon dont
s’effectue ce changement de statut.

Dans le cas de 46, les conditions d’un passage adidactique de 'explica-
tion & la preuve ne sont pas réunies. L’analyse a posteriori des séances
en termes d’aménagement du milieu et de contrats didactiques par ’ensei-
gnant va nous permettre de voir si, dans cette situation a faible potentialité
adidactique, les enseignants créent ou non les conditions didactiques de la
construction de nécessités et comment. Mais étudions d’abord ces conditions
a un niveau de granularité assez gros.
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Donc, vous, votre roéle il est ... triple : d’abord, ben, vous allez apprendre
quelque chose, hein, vous savez, vous savez des choses sur les nombres, vous
savez faire des opérations, et bien aujourd’hui et puis deux autres fois |. . . |
vous allez apprendre a résoudre un probléme en utilisant ce que vous savez
sur les mombres et sur les opérations. Je ne peux pas en dire plus pour
I'instant, donc ca c’est... vous allez apprendre quelque chose, j’espére en

tout cas. Deuxiéme roéle, heu. .. vous allez aider heu ... les étudiantes ... a
apprendre puisque ces étudiantes vont devenir. .. institutrices ’année pro-
chaine. Et derniére chose, eh bien pour nous, |[...] ce que vous ferez nous

apprendra pour savoir comment on peut faire faire des maths aux éleves.
Voila. Aujourd’hui... on va...Certains nombres, écoutez bien. Cer-
tains nombres se décomposent en une somme de trois nombres
qui se suivent et d’autres pas. On va expliquer tout ca. Et bien aujour-
d’hui, on va apprendre a trouver ces nombres, a en trouver certains
et surtout expliquer pourquot. Je vais vous donner un exemple. ... Par
exemple, le nombre 15... 15, il se décompose en la somme de trois nombres
qui se suivent.

FIGURE 4.1: Introduction du probléme dans la classe de CM1-CM2

4.4 Analyse a posterior: : éléments de
contexte et entrée dans un contrat de
preuve

4.4.1 L’enrdlement dans la tache

Pour Bruner| (1993, p. 277), ’enrolement correspond aux actions de I'adulte
qui visent a « engager l'intérét et 'adhésion » de I'enfant « envers les exi-
gences de la tache ». Dans le contexte scolaire, I’enrélement correspond aux
actions de I’enseignant qui ont cet objectif orienté vers les éléves.

La premiére intervention d'un enseignant lorsqu’il présente un probléme a
ses éléves participe fortement a I’enrolement dans la mesure ou elle précise
les finalités de ’activité, les raisons de s’engager dans 'activité, le role de
I’éléve comme l'indique Rogalski (2000). Ainsi, la facon dont I’enseignant
présente le probléme aux éléves est susceptible de modifier la nature de
leur activité (activité plus ou moins mathématique). Dans les deux séances
étudiées, ces présentations sont assez différentes, ce qui peut contribuer aux
différences d’espaces de contraintes construits dans chacune des classes.
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Le probléme aujourd’hui, il faudra bien, bien faire attention. Il faudra tou-
jours justifier, dire pourquoi on fait quelque chose, alors il ne faudra pas
répondre au probléme en disant seulement oui, non. D’accord ? Il faudra
toujours dire oui parce que |...| quelque chose ou alors non parce que
quelque chose quelque chose. D’accord ? Donc aujourd’hui, je vais vraiment
vous demander de faire ca. C’est bien, a chaque fois que vous répondez a
quelque chose [...]| c’est toujours de faire des phrases en disant parce que
quelque chose. D’accord 7 Alors notre petit probléme aujourd’hui, ¢a va étre
... d’écrire alors écoutez bien la ¢a va étre un petit peu compliqué au dé-
but...d’écrire des nombres, d’accord 7 comme une somme, une somme ¢’est
comme une addition, de trois nombres qui se suivent. Alors la, ¢a parait un
petit peu difficile. On va. .. on va faire un exemple tous ensemble d’accord ?
. alors 'exemple, tous ensemble, ¢a va étre avec le nombre 15.

FIGURE 4.2: Introduction du probléme dans la classe de CE2-CM1-
CM2

Dans la classe de CM1-CM2 (voir figure[4.1]), 'enseignant associe trois finali-
tés au probléme : une est de 'ordre des apprentissages mathématiques (« ap-
prendre & résoudre un probléme » ), les deux autres inscrivent les éléves dans
une relation d’aide (« aider les étudiants a apprendre », aider & apprendre
comment apprennent les éléves). Certains éléves peuvent donc s’engager
dans la tache pour des raisons presqu’indépendantes des mathématiques.
Or, s’ils n’ont pas un intérét de nature mathématique pour la tache seront-
ils motivés pour dépasser I’empirisme naif et construire des nécessités ? Par
ailleurs, on peut se demander comment résonne chez les éléves I’expression
« apprendre a résoudre des problémes » : envisagent-ils une « méthode »
assez générale de résolution qui pourrait expliquer 'apparition de I'impos-
sible déduit ? Les réactions des éléves au cours de la séance montrent qu’ils
ne se situent pas dans une recherche de nécessités. Lors du « débat » sur les
affiches produites par les groupes, ils réagissent peu sur le fond et plus sur
la forme (ils évoquent la triche ou déclarent qu’ils ne comprennent rien).

En revanche, dans la classe de CE2-CM1-CM2 (voir figure [4.2)), 'ensei-
gnante restreint les finalités aux mathématiques, il s’agit de « justifier »,
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« dire pourquoi » 7. Ainsi, enrélement s’initialise uniquement pour des rai-
sons mathématiques. Dans ce cas, 'activité de 1’éléve est orientée deés le
début vers les mathématiques et il nous semble que la construction de rai-
sons sera plus « naturelle » pour les éléves.

4.4.2 La dévolution de la production de nécessité

Le processus de dévolution défini par Brousseau| (1998) est le processus par
lequel I'enseignant cherche « a ce que I'action de 1’éléve ne soit produite et
justifiée que par les nécessités du milieu et par ses connaissances, et non
par l'interprétation des procédés didactiques du professeur » (Brousseau,
2002)). Sans entrer dans une étude fine de ce processus comme nous avons
pu le faire par ailleurs, nous en relevons ici des aspects qui nous paraissent
contribuer ou au contraire limiter la production de nécessités par les éléves.
Nous nous centrons sur les nécessités associées a 46 dans la mesure ot, pour
les problémes possibles, le travail sur les nécessités est essentiellement un
travail sur le statut des explications proposées par les éléves qui, comme
nous l’avons indiqué dans 'analyse a priori, requiert des interventions de
I’enseignant.

Dans la classe de CM1 - CM2, la conjecture « il est de décomposer 46 en la
somme de trois nombres qui se suivent » reléve plutdt d’une interprétation
des procédés didactiques du professeur qui court-circuitent le probléme :
elle est établie en référence au contrat didactique. En effet, I’enseignant
précise dés lintroduction (phase 1, voir figure que certains nombres
se décomposent et d’autres pas (voir figure et revient a plusieurs re-
prise sur cette partition. Certains éléves se posent assez tot dans la séance
la question de I'impossibilité et I'enseignant lui accorde une place impor-
tante. En effet, assez rapidement aprés le début de la recherche individuelle
des problémes pour 96, un éléve demande en privé a 'enseignant : « c’est
obligé que c’est possible? » (TP 55) et I'enseignant renvoie la question &
I’ensemble de la classe. Cette décision de I'enseignant qui interrompt la re-
cherche personnelle des éléves traduit de notre point de vue sa volonté de
rendre disponible au niveau de la classe la connaissance « tous les nombres
ne se décomposent pas ».

L’enseignant utilise aussi un autre procédé didactique pour indiquer aux
éléves que 46 ne se décompose pas : il écrit au tableau la consigne pour
96 avec une craie blanche et celle pour 46 avec un craie rouge, ce que ne
manquent pas de repérer certains éléves. De la méme facon, au début de la

7. On pourrait discuter la ponctualité de cette introduction mais ce n’est pas ici notre
propos.
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correction collective du probléme pour 46, alors que Sallah écrit sa proposi-
tion en blanc au tableau de facon peu propre, ’enseignant propose d’effacer
pour la noter dans un endroit ou il y a plus de place mais choisit volontai-
rement une craie rouge®. Certains éléves sont particuliérement sensibles &
ce jeu de couleurs qui pointe la différence entre les problémes possibles et
les problémes impossibles. En particulier, un éléve remarque a voix haute :
« ¢a ne marche pas parce qu'il est en rouge » (TP 157).

Ainsi, pour les éléves du CM1-CM2, I'impossibilité de décomposer 46 est
établie de fagon contractuelle et, nous pensons que, dés lors, 'exploration
des possibles qui initie le processus de problématisation et de production de
nécessités est biaisée. On sait en effet que l'incertitude constitue un « mo-
teur » essentiel de la recherche de preuve (voir chapitre suivant, Balacheff,
1987; [Legrand), [1988; (Grenier et Payan, 2003)). Quelle motivation & produire
des nécessités peuvent avoir les éléves a partir du moment ou ils ont com-
pris par une lecture des procédés didactiques de I'enseignant que 46 ne se
décompose pas? Pour ces éléves, méme si comme on ’a vu précédemment
(voir |3) il y a recherche, et dans une certaine mesure épreuve de I'impos-
sibilité, il risque d’y avoir un intérét moindre & prouver et a chercher des
raisons, donc & dépasser I'empirisme naif.

En revanche dans la classe de CE2-CM1-CM2 I’enseignante ne donne au-
cune indication de ce type au début de la séance (voir figure , ni méme
au cours de la séance. Ainsi, pour les éléves qui sont nombreux initialement
a penser que 46 se décompose, I’épreuve de 'impossibilité est authentique
mais peu satisfaisante dans la mesure ol un doute persiste ; les éléves sont
alors motivés autrement pour construire les nécessités associées a cette im-
possibilité et lever I'incertitude.

4.4.3 Le contrat didactique

Dans ce paragraphe, nous nous appuyons sur une étude menée dans le cadre
de la recherche « Complexité des pratiques enseignantes : expérience, savoirs
et normes en mathématiques® » Nous ne reprenons pas ici I'intégralité de
I'analyse (pour cela voir volume des publications, Hersant, 2010a) mais

8. L’enseignant dit en effet (TP 156) : « Ce que tu as écris 14, on va leffacer et tu vas
le remettre en bas. Hein. On peut mettre en rouge? (adressé & moi dans le sens est-ce
qu’on voit si on écrit en rouge). Tu peux mettre en rouge pour qu’on distingue bien.

. ¥

9. Cette recherche s’inscrivait dans 'axe A du CREN « Analyse plurielle » (respon-
sables M. Altet et I. Vinatier) et regroupait neuf enseignants-chercheurs du CREN et de
I'TUFM des Pays de la Loire. Elle a donné lieu & un rapport de recherche actuellement
soumis pour publication (?).
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seulement ses résultats. Précisons toutefois que cette étude vise a caracté-
riser le contrat didactique que les enseignants mettent en place et a déter-
miner s’il correspond ou pas au contrat didactique de preuve institutionnel-
lement et épistémologiquement approprié pour les problémes-ouverts. Les
principales clauses de ce contrat didactique sont les suivantes : la validité
d’une proposition d’un éléve se décide sur des critéres mathématiques et
non sur des critéres subjectifs; la production d’explications au probléme
est principalement a la charge des éléves, tout comme la validation / réfu-
tation de ces explications.

La caractérisation du contrat didactique mis en place dans chacune des
classes est effectuée a partir d’une analyse de la fagcon dont les enseignants
répartissent les responsabilités de production et de validation au cours des
deux séances en fonction de la nature de activité des éléves (recherche
d’expérimentation, de formulation de conjectures et d’explications; mise
en commun et validation / réfutation des explications, c¢’est-a-dire contre-
expérience ; formulation des preuves et synthése), c’est-a-dire a partir d’une
analyse les micro-contrats mis en place par les enseignants.

L’étude montre que les deux enseignants n’établissent pas les mémes contrats
didactiques dans les deux classes. Dans la classe de CE2-CM1-CM2, le
contrat didactique établi s’apparente a un contrat de preuve. L’enseignante
laisse aux éléves, autant que possible, la responsabilité de la production des
conjectures et des arguments. Cela permet, au niveau individuel ou collectif,
une exploration des possibles puis une construction des nécessités par les
éléves. La situation est différente dans la classe de CM1-CM2. I’enseignant
ne laisse pas aux éléves la responsabilité de la production de conjecture. De
plus, par ses choix de micro-contrats didactiques il n’instaure pas un contrat
de preuve. En effet, d’'une part, lors de moments de recherche individuelle
les éléves n’ont pas toujours la responsabilité de la validation, et, d’autre
part, lors des échanges en groupe classe, I’enseignant partage les respon-
sabilités avec les éléves et a tendance a s’appuyer sur quelques uns pour
faire avancer la résolution du probléme au détriment d’une construction
collective des nécessités.

Ainsi, dans les termes de la problématisation, d’une certaine facon, dans la
classe de CE2-CM1-CM2, il y a une recherche de production de nécessités,
c’est-a dire une recherche de processus de problématisation. En revanche,
dans la classe de CM1-CM2, I'enseignant privilégie une avancée vers la
solution du probléme et non la production de nécessités, on est plutot dans le
cas de la recherche d’une solution technique au probléme, une problémation.

Nous pensons que les éléves sont sensibles & ces orientations différentes du
travail qui, respectivement, favorisent la construction de nécessités ou la
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desservent.

4.5 Analyse a posterior: : le jeu sur le
couple (milieu, contrat didactique) et la
construction de nécessités

Dans ce paragraphe, nous analysons la facon dont sont produites, validées
et érigées en preuve (ou pas) certaines explications des éléves.

Pour les problémes possibles, les espaces de contraintes construits par les
éléves dans les deux classes sont identiques et extrémement simples : aprés
quelques essais qui ne respectent pas les contraintes du problémes, les éléves
produisent la décomposition attendue. Nous ne les reconstruisons pas sous
forme synoptique. Pour le probléme 46, les espaces de contraintes figurent

page 59

Compte tenu de 'analyse a priori de la situation et des espaces de contraintes

produits, nous centrons ’étude sur :

— la production et la construction de nécessités par ostension (problémes
possibles) et les conditions associées au changement de statut du raison-
nement, de 'explication a la preuve;

— Dl'explication de type « parité » dans la classe de CE2-CM1-CM2 et les
conditions de sa réfutation, compte-tenu des faibles potentialités adidac-
tiques de la situation ;

— limpossibilité empirique de décomposer 46 et les conditions de la réfuta-
tion de I'empirisme ;

— l'explication attendue pour 46 et les conditions de I'attribution du statut
de nécessités aux explications des éléves.

4.5.1 Les problémes possibles et la nécessité dans les
preuves par ostension

D’apres I'analyse a priori, la production de 'explication attendue est a la
portée des éléves dés lors qu’ils se sont appropriés les contraintes de la situa-
tion. En revanche faire évoluer le statut des raisonnements explicatifs des
éléves vers celui d'un preuve est plus délicat. Comment procédent les deux
enseignants pour créer les conditions de la construction des nécessités asso-
ciées & I'ostension d’une décomposition qui remplit toutes les contraintes ?
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En ce qui concerne le production des triplets de nombres consécutifs, alors
que les éléves semblent peiner a s’approprier les contraintes du probléme,
les deux enseignants font des choix différents.

L’enseignant A '° choisit assez rapidement de rendre disponible au niveau
de la classe la connaissance « somme de trois nombres qui se suivent » en
introduisant une tache supplémentaire dans la situation (épisode 2b) : pro-
duire la somme de trois nombres consécutifs. Cela lui permet de laisser
ensuite une grande part de responsabilité aux éléves (passage d’un MC !
de production individuel qui échoue a un contrat de production collective
a évaluation guidée puis contrat de production collective ou de production
collective & évaluation guidée pour 96 et 36). L’enseignant B'? opére au-
trement. Dés le début de la recherche, il laisse a la responsabilité collective
des éléves la production de propositions puis évalue leur validité au regard
des contraintes (MC de production collective évaluée). Pour 96 et 36, il fait
des choix similaires qui privent les éléves de la validation de leur production
(contrat de tutorat).

En ce qui concerne les conditions de construction de nécessités au sens ou
les éléves donnent aux explications un statut apodictique, les enseignants
procédent la aussi de fagon différente. Pour chacun des problémes, 1'ensei-
gnante A effectue une structuration (MC d’ostension assumée) de la solu-
tion en mettant en évidence que les contraintes sont respectées (elle utilise
en particulier des expressions du type : « on a bien trois nombres qui se
suivent » ; « la somme fait bien 15 »). Cette structuration est associée a une
structuration du tableau et a la production d’un texte. L’enseignante sépare
son tableau en trois parties : au centre, I’énoncé du probléme; a gauche,
ce qu’elle appelle « le coin brouillon » ou figurent les essais proposés par
les éléves et a droite ce qu’elle appelle « le coin propre » ou figurent les
conclusions plus ou moins rédigées (voir figure . Lors des structurations
orales, ’enseignante n’indique pas explicitement que 'ostension d’une dé-
composition correcte constitue une preuve qu’il ne peut pas étre autrement
que « 15 se décompose » ; elle se situe plutdét du point de vue du respect
des contraintes dans les décompositions proposées. Néanmoins, nous pen-
sons que ses structurations orales et sa gestion du tableau contribuent a
modifier le statut de ’explication des éléves dans le sens de la nécessité. En
effet, 'organisation du tableau signifie la différence de statut entre les essais
et ce qui est établi (ce dont on est sir car on I’a montré) et indique ainsi

10. Classe de CE2-CM1-CM2

11. Nous utilisons l'abréviation MC pour micro-contrat. La succession des micro-
contrats est indiquée in extenso dans ? auquel on pourra se référer utilement.

12. Classe de CM1-CM2
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FIGURE 4.3: Les « co6tés brouillons » et « coins propres » a l’issue
de la résolution des problémes possibles

aux éleéves le changement de statut entre I'explication et la preuve. De cette
facon l'enseignante modifie donc le milieu de la situation du point de vue
du statut des connaissances dans le milieu. L’enseignant B n’effectue pas de
structuration a l’issue de la résolution de chacun des problémes, le texte au
tableau correspond uniquement au texte associé a la recherche (voir figure
, il montre une somme de trois termes, le respect des contraintes du
probléme n’est pas mis en évidence. Nous pensons que, dans ces conditions,
les éléves ont peu de chance d’attribuer & I'ostension le statut de nécessité.



88

Conditions didactiques pour la construction de nécessités : empirie

AT et
e ":-’-T""Q'_-Jlf =

=== ST —

5‘?.:--.&'.9 Cla o

FIGURE 4.4: Tableau aprés la résolution des problémes possibles
dans la classe B

4.5.2 La réfutation de ’explication de type « parité »

L’analyse a priori de la situation montre les insuffisances du milieu pour
réfuter la proposition du type « 46 ne se décompose pas car il est pair ».

Dans la classe de CE2-CM1-CM2 ou apparait cet argument, pour pallier
ces insuffisances I’enseignante consolide le milieu. A plusieurs reprises alors
que les éléves butent sur la réfutation de la proposition et semblent adhérer
a Iargument de parité tout en ayant une idée assez floue de la définition
d’un nombre pair, elle suspend I'étude des affiches pour faire un « point »
sur les savoirs qui interviennent. D’abord, elle rend disponible au niveau
individuel des éléves les définitions de « nombre pair» / « nombre impair »,
connaissances utiles a la réfutation de 'argument de parité. Puis, elle clari-
fie la question de la parité de 46 : « 45 est impair et 46 est pair » avant de
relancer la validation dans un MC de production collective. Cela permet a
Manuella de produire un contre-exemple (36). Ensuite, comme "argument
de parité revient au moment du travail sur la formulation de la raison,
I’enseignant structure ce qui est connu depuis le début de la recherche —
possibilité de décomposition ou pas des nombres 15, 96, 36 et parité — en
accompagnant ’oral d’un écrit dans la partie « propre » du tableau (voir
figures et ). Ce faisant, elle rend disponible pour tous les éléves
de la classe les arguments nécessaires a la réfutation sans toutefois la for-
muler elle-méme. Elle cherche donc a aménager le milieu de la situation
pour maintenir une part importante d’adidacticité et un MC de production
collective de la réfutation '3.

13. Remarquons que cet aménagement du milieu de la situation est adossé & un jeu
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P : on a réussi avec 15 qui est impair, on a aussi réussi avec quoi?

Un éléve non identifié : 46 est pair.

Un éléve non identifié : est impair

P : 46 ¢a finit par 6, donc c’est. ... pair. 46 il est pair [...] Qu'est-ce qu’on
a d’autre ? Impair ... Quentin, Quentin ?

Quentin : 36 il est pair aussi.

P : 36 il est pair.

Manuelle. : et 96 est pair parce que ca se finit par 6.

Un éléve non identifié : il est impair

P : et 96. Manuella., je préférerai que tu léves la main, mais je suis d’accord.
Plusieurs éléves non identifiés : 96 est pair

P : donc qu’est-ce qu’on peut dire? [...] 15 il est impair et on a réussi. 96 il
est pair et on a réussi. Alors est-ce que de dire ¢’est pair ou impair qu’est-ce
que ¢a nous permet ?

Naim : rien, rien parce que ...

P : chut, chut, chut... Naim.?

Naim. : ¢a fait rien du tout parce que c’est soit impair ou pair heu.... Tu
peux. ..

P : exactement. Naim, répéte bien fort ce que tu viens de me... ce que tu
viens de nous dire.

Naim. : ben ¢a change rien si on fait, si c’est impair ou pair ben heu. ..

P : voila

Naim. : on peut ... ou peut toujours chercher ...

P : bon, alors ce que vient de vous dire Naim.

Un éléve non identifié : c’est impossible.

P : on a vu que 15 était impair 96 c’est pair ¢a marchait. Donc que se soit
pair ou impair ¢a ne change rien du tout.

Un éléve non identifié : ¢a sert a quoi sinon 7

P : alors il faut qu’on trouve autre chose. Est-ce que certaines affiches ne
nous ont pas donné autre chose ?

FIGURE 4.5: Extrait de I’épisode 8k dans la classe de CE2-CM1-
CM2

Méme s’il n’y a pas d’explicitation de 1’énoncé tiers faux, les structura-
tions successives de I'enseignant permettent vraisemblablement aux éléves

sur le contrat didactique : puisque I’enseignante le note au tableau, c’est que c’est utile.
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FIGURE 4.6: Le coin propre au début et a la fin de la phase 8

de construire les nécessités de la contre-expérience et de réfuter I'argument
de parité. En effet, au début, les éléves sont peu critiques face a I’argument
de parité ' puis il semble que certains commencent a percevoir que cette
raison ne peut expliquer I'impossibilité de décomposer 46. Alors que Siam
propose d’écrire 'argument de parité, Hassan indique (TP 728) : « ¢a ne
marche pas parce qu’on ’a déja fait mais 36 c¢’est déja un nombre impair et
il marche. ». Au-dela des erreurs dans cette formulation, cela montre que la
parité n’est pas une raison pour Hassan. Puis, a la suite du nouveau point
sur la nature pair ou impair de 46, un autre éléve réagit. Quentin (TP 786)
remarque & voix haute : « pourquoi on a réussi avec 15 alors? ». Enfin,
alors que 'enseignante se saisit de l'intervention de Quentin pour faire une
synthése des propositions des éléves et structurer ce qui est connu depuis le
début de la recherche avec une trace au tableau (voir figures et [1.6), les
éléves accédent petit a petit aux nécessités via la contre-expérience et ré-
futent le critére de parité. En particulier, Naim qui est un des défenseurs de
I'argument de parité déclare (TP 816) : « ¢a ne fait rien du tout parce que
c¢’est soit impair ou pair heu. ... ». Du coup, comme 'indique ’enseignante,
il faut trouver autre chose.

14. Seule une éléve (Manuella) réagit a affiche 1 et indique que 'argument n’est pas
recevable car 36 est pair et se décompose alors que 15 est impair et se décompose aussi.
Mais cette intervention n’est pas reprise par les autres éléves.
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4.5.3 Le dépassement de ’empirisme et la
constitution de la preuve pour 46

Dans le chapitre [3} nous avons vu combien Iempirisme était prégnant dans
les productions initiales des éléves et quelquefois dans les productions de
groupe (classe de CM1-CM2). Par ailleurs, I'analyse a priori de la situation
montre, d’une part, que les conditions ne sont pas réunies pour permettre
aux éléves de réfuter un argument basé sur 'empirisme (voir page et,
d’autre part, que le changement de statut d’explication vers la preuve n’est
pas non plus évident. Comment se réalise alors cette réfutation et la consti-
tution de la preuve dans les deux classes ?

4.5.3.1 Dans la classe de CE2-CM1-CM2

La mise en commun ne concerne pas la réfutation d’un argument de type
empirisme naif car aucune proposition de ce genre n’apparait pas sur les
affiches des groupes (voir chapitre |3)).

Les affiches 3 et 5 proposent les arguments attendus et le travail qui est
fait a leur sujet permet aux éléves (probablement pas a tous), nous semble
t-il, de construire les nécessités associées a 'impossibilité de décomposer 46
pour plusieurs raisons.

Premiérement, ce qui connu (d’une certaine facon les vérités partagées dans
la classe) et ce qui est inconnu est clairement indiqué au tableau. Cela
contribue & clarifier I'enjeu de la preuve.

Deuxiémement, ’enseignante laisse au début du travail une part de respon-
sabilité aux éléves (MC de production collective) avant d’essayer de leur
faire formuler les raisons (MC ostension déguisée).

Troisiémement, elle utilise des formulations qui contribuent a mettre en
évidence I'apodicticité des arguments. En effet, tout d’abord, alors qu’un
petit débat s’est déroulé entre les éléves pour se mettre d’accord sur le fait
que 'argument utilisé est différent d’un argument de parité, sans vraiment
valider la proposition mais plutot pour rendre compréhensible I'explication
du groupe 3, elle conclut : « On trouve un nombre soit un petit peu plus
petit qu’est 45 soit un petit peu plus grand qu’est 48. Mais pas pas au milieu,
d’accord 7 » (TP 682). L’ajout de « mais pas au milieu » est important pour
mettre en évidence 'exhaustivité de la recherche qui fonde 'apodicticité.
Puis, au cours de la formulation de la réponse, méme si lors de la mise en
texte elle ne met pas suffisamment en évidence le caractére apodictique de
I'impossibilité (par exemple en reprenant 1'idée qu’il n’y rien « au milieu » ),
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P : je crois que je vais accepter cette réponse 1a, que quand on fait 15 +
16 + 17 c’est un petit peu trop grand, 14 +15 +16 c¢’est un petit peu trop
petit

E : c’est impossible, c’est tout.

P : d’accord 7 C’est impossible, ben voila. D’accord 7 1a, 14 on peut pas on
peut pas trouver. D’accord ? donc pour 46 il n’y a pas de réponse. Il n'y a
pas de réponse possible. D’accord ? car ... comment on va écrire ¢a? on va
reprendre . ..

E : non parce que parce que...

E : non parce que on peut pas

P : parce que parce que ... on a un petit nombre un peu trop grand 48. 48
égale 15 +16 + 17

E : petit?

P : qui est un petit peu trop grand oui. Et 45 ...14 +15+16 qui est un
petit peu trop petit ... on va arréter pour aujourd’hui.

FIGURE 4.7: Extrait de I’épisode 81, conclusion de la séance dans la
classe de CE2-CM1-CM2

elle indique clairement ce qui est accepté comme « réponse » (TP 841-848;

voir figure [4.7).

4.5.3.2 Dans la classe de CM1-CM2

La réfutation de 'empirisme naif pourrait se faire & partir des affiches 1,2,
2bis, 5 ou 7 (voir page mais seules les affiches 1, 2 et 5 sont discutées
dans la classe. Pour cela, 'enseignant ne laisse pas de responsabilité aux
éleves (MC d’ostension). Mais, pour autant, ’'empirisme n’est pas vraiment
invalidé, en particulier lorsque des arguments numériques sont proposés par
les éléves. Tout se passe alors comme si 'enseignant était mis en difficulté.
En effet, alors que I'argument « parce qu’il n’y a pas de nombres qui se
suivent pour faire 46. » (affiche 5) est rapidement et franchement écarté par
I’enseignant '°, sa position est beaucoup moins radicale dans les autres cas.
D’abord, la pertinence de I'argument 15+15+16 = 46 (affiche 1) n’est pas
discuté dans la classe et il n’est pas dit explicitement que cela ne prouve rien.
La seule chose indiquée est que la décomposition proposée n’est pas valable
car elle ne remplit pas les contraintes du probléme ; ’enseignant traite donc

15. TP 379-381 : « Il n’y a pas de nombres qui se suivent pour faire le nombre 46 ».
D’accord, mais. .. [...] y’a pas mais tu nous dis quelque chose. Y’a pas mais vous ne le
démontrez pas la. »
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I’explication des éléves comme s’il s’agissait d’'une proposition pour montrer
que 46 se décompose 6. Ensuite, & propos de 'affiche 2, un éléve estime qu’il
y a triche. L’enseignant conclut alors sans invalider I'argument 7.

Il nous semble, par ailleurs, que la gestion de la situation ne permet pas
aux éléves qui n’ont pas construit de nécessités lors du travail de groupe de
le faire lors de I’étude des affiches des 3 et 4 qui présentent pourtant les élé-
ments qui le permettent. Cela est, en partie, lié aux réactions des éléves qui
sont loin de se situer dans une recherche de nécessités. En effet, alors que
I'enseignant tente de donner une part de responsabilité aux éléves (affiche
3), ils disent ne rien comprendre & l'affiche ou évoquent la triche. Finale-
ment ’enseignant propose de passer a 'affiche suivante, mais il n’y pas plus
de validation ou d’invalidation (affiche 4). On assiste plus & un exposé des
explications de pourquoi les éléves n’ont pas réussi qu’a une explication de
pourquoi c’est impossible. Les questions de I’enseignant favorisent cette po-
sition ; de plus, le professeur se contente de constater avec les éléves que les
explications apportent les mémes faits sans mettre en évidence la caractére
apodictique que peut prendre la proposition (voir figure .

Ce travail n’est pas effectué par la suite. En effet, la proposition dun rai-
sonnement plausible par un éléve en vue d’établir une régle permet a ’en-
seignant, a travers un MC d’ostension déguisée, d’esquiver le travail sur
I’empirisme et la constitution de nécessités.

4.6 Conclusion de ’analyse a posteriori

Dans ce chapitre, nous avons étudié les conditions didactiques effectives
de production d’explications et de construction des nécessités dans deux
classes, a propos de problémes possibles et impossibles, en caractérisant
les éléments de contexte de la situation (enrdlement, dévolution et contrat
didactique) et la gestion du couple (milieu, contrat didactique) par Iensei-
gnant. Il ressort les résultats suivants.

Dans la classe de CM1-CM2, le travail correspond a un problémation :
établir la solution du probléme en référence a une régle (fut-elle seulement
un raisonnement plausible) et par déduction prime sur le fait de dégager des

16. 11 déclare en effet (TP 263-265) : « voila un argument. Sauf que. ..[...] tu n’as pas,
vous n’avez pas dans ce groupe tout & fait respecter la consigne puisqu’il fallait trois
nombres qui se suivent y’en a que deux. »

17. TP 303 : « Mais en tout cas, c’est le méme argument. Il veut dire c’est le méme.
C’est a dire cette affiche-1a [...] celle-ci c’est la méme raison. Le contraire de Jonathan
[affiche 1]. La on trouve bien 3 nombres qui se suivent mais 1a ¢a ne fait pas 46. »
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P : pourquoi vous avez fait ces calculs-1a? et pas d’autres?

Coralie : ben, en fait, on peut pas faire heu ... 46 parce que si on fait 15
+16 +17 et ben, ca fait 48. Si on fait 14 15 +16, ca fait 45. Donc c’est soit
trop petit ou c’est soit trop grand.

P : quelle est la différence entre ce que Coralie nous explique et ce que ...
le groupe précédent a fait ?

E : pareil, on dirait. ..

P : quelle est la différence entre les deux, en explication? |...| Est-ce que
ce sont les mémes explications ou pas?

E : ouais.

E : non

P : oui, pourquoi?

E : celle de celle-1a, c’est 45 et puis eux c’est 45. Puis celle de ... de Pauline
et Laura, et ben c’est pareil, encore.

P : alors 45. Qu’est-ce qu’est pareil entre les deux explications ?

E : ouais

Ee : on trouve le méme résultat.

P : quel... quel résultat trouvez vous ?

E : ben, 48 ...

P : c’est a dire dans votre raisonnement, vous avez pris le raisonnement de
Salah pour commencer et puis vous avez continué la.

E : c’est pas, c’est pas inaud

P : est-ce que ... heu... est-ce que il y a d’autres explications que celles
qui sont heu... données, qui ont été données jusque 1a7 ..

FIGURE 4.8: Fin de I’épisode 7d et début du 7e dans la classe de
CM1-CM2

nécessités dans un raisonnement par exhaustivité des cas. Cela témoigne,
nous semble t-il, d’une double difficulté pour I’enseignant :

— difficulté a identifier le raisonnement par exhaustivité des cas comme une
preuve quand bien méme cela a été indiqué lors de la préparation de la
séance ;

— difficulté a travailler cette preuve avec les éléves.

Dans la classe de CE2-CM1-CM2, le travail effectué correspond plus a une

problématisation : le jeu quasi permanent de l’enseignante sur le couple

(milieu, contrat) témoigne d’une recherche d’exploration des possibles et

de construction des nécessités par les éléves. Cela est particuliérement bien

illustré par le travail effectué pour la réfutation de 'argument de parité.

Pour autant, méme dans cette classe, ’apodicticité des explications par os-
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tension pour les problémes possibles et par exhaustivité des cas pour les
problémes impossibles n’est pas vraiment établie. Nous interprétons cela
comme une difficulté pour 'enseignante & créer les conditions qui permet-
traient ce travail.

Du coté des éléves, le principe d’ostension d’une décomposition correcte
pour démontrer un probléme possible ne pose pas de probléme. En re-
vanche, il est beaucoup moins str que la construction de la preuve pour
46 soit effectuée, bien que les ingrédients principaux de cette preuve soient
a la disposition des éléves (nous retrouvons ici les résultats établis dans le
chapitre [3).

4.7 Quelques conditions pour la construction
de nécessités

Utilisons ces résultats pour identifier des conditions génériques pour la
construction de nécessités en classe a propos des problémes de possible
ou d’impossible en référence aux trois ruptures établies dans le chapitre
(voir page : envisager I'impossible, dépasser I'empirisme et accéder a
I’apodicticité, dépasser le recours a des énoncés tiers au mieux plausibles.
Conformément a notre hypothése initiale, nous considérons deux origines de
ces conditions : le probléme mathématique et les propriétés de la situation
didactique; la gestion de la situation par I’enseignant.

4.7.1 Envisager I'impossible

Les éléves de 1’école élémentaire ont rarement ['occasion de rencontrer I'im-
possibilité en mathématiques. Pour beaucoup, a partir du moment ou 1’en-
seignant pose un probléme avec des données numeériques, il s’agit de trouver
l'opération qui permet de le résoudre en reliant les données du probléme (cf.
le célébre probléme de age du capitaine). Envisager I'impossible pour eux
marque donc une entrée dans « d’autres » mathématiques qui n’est pas
évidente.

Dans les séances étudiées, I'impossibilité de décomposer 46 en la somme de

trois nombres qui se suivent émerge dans des conditions différentes :

— dans une classe, elle est donnée, en partie, par I’enseignant : la conjecture
est donc produite sans qu’il y ait réellement une construction du probléme
par les éléves;

— dans l'autre, elle est éprouvée par les éléves, dans le registre empirique,
a la suite de nombreux essais effectués avec la conviction qu’on doit bien
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pouvoir trouver une décomposition pour 46 puisqu’on en a trouvé une

pour 15, 36 et 96; les éléves construisent le probléme.
Il nous est difficile de dégager des conditions sur la situation qui permettent
aux éléves d’envisager, de conjecturer, I'impossible, si ce n’est une condi-
tion assez générale pour la problématisation. En revanche, les conditions
dans lesquelles est envisagé 'impossible (impossible admis vs épreuve de
I'impossible) semblent importantes pour dépasser 'empirisme naif et per-
mettre la production d’arguments autres que « C’est impossible car je n’ai
pas réussi ». D’ou la premiére condition.

Condition 1 Laisser suffisamment de temps aux éléves pour chercher indi-
viduellement le probléme leur permet d’éprouver I'impossibilité qu’ils
n’imaginaient pas au départ.

4.7.2 Dépasser I’empirisme

Dans les deux classes, la recherche des justifications ne prend pas la méme
signification et, dans le CE2-CM1-CM2, les éléves s’émancipent plus de
I'empirisme naif que dans le CM1-CM2 (voir chapitre . De plus, dans
la classe de CM1-CM2 ou les éléves n’ont que rarement la responsabilité
individuelle de la production et de la validation des explications et o 'im-
possibilité est envisagée plutot a partir de raisons didactiques, les éléves
sont beaucoup moins attentifs aux mises en commun (voir page [30). D’'une
certaine fagon, ils font les « fous » au sens de Houssaye, (1988). Ces éléments
nous conduisent a formuler une seconde condition proche de la premiére qui
participe a dépasser I’empirisme dans la mesure ou elle motive la recherche
de raison.

Condition 2 L’expérience et 'observation de ’expérience sont nécessaires
pour l’éléve dans la mesure ou elles lui permettent d’émettre des
conjectures sur ce qui est possible et ce qui ne I'est pas. En parti-
culier, éprouver I'impossible conditionne le besoin de justification et
constitue un « moteur » de la preuve.

Cette condition concerne le scénario de la situation didactique, sa dévolution
et son déroulement mais aussi le choix a priori du probléme : il faut qu’il
permette d’éprouver l'impossible sans que I'enseignant ait a le déclarer.
Dans les termes de la problématisation (par exemple, Orangel 2005), ces
deux premiéres conditions concernent le fait de poser la probléme.

Plus précisément, dépasser I'empirisme consiste & comprendre que la raison
« 46 ne se décompose pas car je n’ai pas réussi a le faire » ne constitue pas
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une raison mathématique acceptable !®. Dans la classe de CE2-CM1-CM2,
I’empirisme naif est dépassé car les éléves ont été confrontés a lI'épreuve
de T'impossibilité et s’attachent a 'argument de parité (ce qui n’est pas
satisfaisant). En revanche, dans la classe de CM1-CM2, cinq affiches sur
huit sont du type « C’est impossible car je n’ai pas réussi » et, au cours
de la séance, les éléves ont des difficultés a se situer dans le registre de la
rationalité mathématique. Pourquoi en est-il ainsi?

Il y a d’abord certainement des difficultés a exprimer leur pensée chez cer-
tains de ces éléves. Ensuite, il semble que ces éléves éprouvent des difficultés
a changer de contrat didactique et & entrer dans un contrat de preuve. En
effet, habituellement, lors de la résolution d’un probléme arithmétique, la
justification prend la forme d’une opération et les raisons du choix de I'opé-
ration effectuée ne sont pas a expliciter : opération justifie le résultat. Or,
ici, méme si le probléme est numérique, le contrat didactique n’est pas le
méme. Pour montrer qu'un nombre est une image par f il suffit d’exhi-
ber une décomposition correcte, ¢’est-a-dire une addition (comme les éléves
l'ont fait précédemment pour 15 et 96), mais pour montrer I'impossibilité
il faut recourir non plus & un fait issu de I'expérience mais a une associa-
tion correcte de faits issus de l'expérience et de connaissances non issues
directement de I'expérience. Or, les éléves se bornent souvent a écrire des
additions, a « faire des calculs » qui n’auront que le statut de faits et ne
concerneront donc pas le registre de la rationalité. Il se joue un changement
de contrat didactique avec le passage d’un contrat arithmétique prégnant
a l’école élémentaire & un contrat de preuve que ’enseignant se doit d’ac-
compagner. D’o1 une condition sur la gestion de la situation :

Condition 3 La production et la construction de nécessités par les éléves
demande la mise en place d’un contrat de preuve ou produire des
égalités correctes ne suffit pas.

Toutefois, comme nous l'avons vu dans l'analyse a posterior: des deux
séances, la mise en place de ce contrat n’est pas toujours évidente pour
les enseignants. Et, il nous semble que les problémes situés dans un do-
maine mathématique classique pour les éléves (arithmétique, géométrie) —
ou des contrats didactiques forts sont en place et ou les éléves ont ’habi-
tude d’établir des faits et pas encore des raisons — ne facilitent pas ’entrée
dans un contrat de preuve et I’émancipation de ’empirisme. D’ot1 une autre
condition, au niveau du probléme, qui contribue a dépasser I'empirisme :

Condition 4 Se situer dans un contexte ot les éléves ont peu d’habitudes,

18. Evidemment, cela a aussi & voir avec les canons de la preuve en mathématiques a
un moment donné.
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les oblige & se positionner personnellement et facilite 'instauration
d’un contrat de preuve .

Par ailleurs, a ces éléments de contrat s’ajoute une difficulté liée a certaines
caractéristiques du probléme. En effet, sa preuve repose sur deux faits issus
de Dexpérience menée par les éléves (14+15+16 = 45 et 154164 17 = 48)
et un fait numérique extrémement naturel pour eux (46 est compris entre
45 et 48) qu’il faut articuler en précisant :

1. qu’il n’y pas d’autres possibilités de triplets entre les triplets (14, 15,
16) et (15, 16, 17);

2. que 46 est compris entre 45 et 48.

Le caractére discret de I'ensemble des entiers naturels et la croissance de
la fonction f sont & la fois subtiles, transparents et intuitifs pour les éléves
de cycle 3 qui fréquentent essentiellement ces nombres. En particulier le
caractere discret de N qui garantit I’examen de toutes les possibilités ne
peut pas leur apparaitre caractéristique, ce qui explique qu’ils ne trouvent
peut-étre pas utile de préciser que tous les possibles ont été balayés. De
plus, il nous semble que lorsque les faits issus de I'expérience et utiles a
la formulation de la conjecture correspondent majoritairement aux faits a
articuler pour construire les nécessités, il est plus difficile pour les éléves
de s’émanciper de I'empirisme naif : il y a une sorte d’évidence. Dans ce
cas, il est aussi plus difficile pour ’enseignant de savoir dans quel registre
se situent les éléves. Ces remarques nous conduisent a formuler une autre
condition.

Condition 5 Pour aider les éléves a s’émanciper de 'empirisme naif, il est
préférable de proposer des problémes o1, d’une part, les arguments de
la preuve ne sont pas des évidences pour eux — cela risque de masquer
les nécessités — et ou, d’autre part, les faits issus de I'expérience et
utiles pour produire des conjectures sont suffisamment différents des
faits nécessaires pour produire ’apodicticité pour bien marquer la
différence entre les deux registres (idée de ne pas avoir une trop grande
continuité cognitive entre 'expérience et la preuve).

De plus, les enseignants n’indiquent pas clairement que I'impossible éprouvé
n’est pas recevable en mathématiques, peut-étre n’osent-ils pas le faire de
peur de dénaturer le probléme 7 Pour éviter cette difficulté et permettre aux
éléves d’invalider eux mémes I'impossible éprouvé, il faut poser une autre
condition sur le probléme et la situation.

19. Legrand (1988} 2001) remarque aussi qu’obliger les éléves & se situer personnelle-
ment est important pour la réussite d’un débat scientifique.
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Condition 6 Proposer des situations / problémes o il apparait, au moins
pour certains éléves, que I'impossible éprouvé ne peut constituer un
argument valable (par exemple car cet impossible a été mis en défaut
précédemment) permet aux éléves d’invalider I'impossible éprouvé
avec un minimum d’intervention de I’enseignant.

4.7.3 Accéder a la rationalité mathématique, dépasser
le recours a des énoncés tiers au mieux
plausibles

Dans les deux classes, a plusieurs reprises, les enseignants ne favorisent
pas l'acces des €léves aux nécessités : ils ne pointent pas le caractére apo-
dictique de l'ostension d’'une décomposition qui respecte les contraintes;
lorsque les éléves critiquent les productions en s’attachant & la forme, ils
n’interviennent pas pour indiquer que ce type d’argument n’est pas va-
lable ; ils ne séparent pas toujours clairement les temps de I'expérience pour
se faire une idée du probléme et les temps de travail sur les raisons.

Par ailleurs, dans la classe de CE2-CM1-CM2, si les éléves cherchent des
raisons ils ont des difficultés a accéder aux bons arguments, et donc a ’apo-
dicticité : ils s’accrochent a un énoncé-tiers faux qu’ils ne maitrisent pas et
qui a une grande apparence mathématique. D’ou les conditions suivantes
pour faciliter 'accés et la construction de nécessités.

Condition 7 Proposer des situations ou des arguments a I’apparence ma-
thématique risquent moins d’apparaitre (méme si cela est difficile a
anticiper).

Condition 8 Les nécessités mathématiques en jeu dans la preuve du pro-
bléme doivent, autant que possible, s’appuyer sur des concepts mathé-
matiques bien maitrisés par les éléves afin d’éviter qu’ils remplacent
leurs arguments empiriques par des arguments non pertinents mais
d’apparence mathématique et difficiles a réfuter.

Bien entendu, une autre condition de 'accés & I'apodicticité est que 1’ensei-
gnant, & la fin de la séance, formule clairement cette apodicticité.

Ces huit conditions sur le probléme, la situation didactique et sa gestion
formulées nous semblent contribuer, faciliter, la réalisation des ruptures
identifiées mais elles ne constituent pas ni une liste exhaustive des condi-
tions a remplir pour permettre aux éléves d’accéder a I'apodicticité, ni une
liste de conditions complétement indépendantes. En particulier, dans cette
recherche, nous avons choisi de travailler sur la construction de nécessités
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mais il ne faut pas oublier cependant que détecter des erreurs dans des pro-
positions de preuves et savoir qu’en mathématiques une partie du vrai est
apodictique et I'autre postulée sont aussi importants. De plus, une condi-
tion plus générale mais dont la réalisation dépend fortement de ’enseignant
pour 'accés aux nécessités est la mise en place d’un contexte favorable a
la production de preuve au niveau de ’enrdlement, de la dévolution et du
contrat didactique.

Nous complétons maintenant cette étude en recherchant les conditions sur
les situations de preuve en mathématiques a partir de travaux existants
dans le domaine.



Chapitre 5

Conditions et points critiques des
situations de preuve : milieu et
contrat didactique

L’objectif de ce chapitre est de compléter 'étude empirique du chapitre [d par
une recherche de conditions qui favorisent la construction de nécessités et
I’élucidation des difficultés intrinséques a ces situations a partir de travaux
existants sur la question de la preuve.

Nos travaux concernent ’entrée dans la rationalité mathématique et sont
contigus & ceux sur la preuve. Ils s’en distinguent cependant par le point de
vue adopté qui a un double fondement épistémologique : la rupture entre la
rationalité quotidienne et la rationalité scientifique, en référence a Bache-
lard et, pour le cas particulier des mathématiques!, le fait de les envisager
comme une science expérimentale en référence a D. Perrin (voir chapitre
. Il découle du choix de ce point de vue plusieurs différences avec les
travaux existants sur la preuve. D’abord, I'aspect social de la preuve ne
prime pas, comme c’est le cas par exemple dans les travaux de Balacheff.
Ensuite, les recherches sur la preuve étudient, le plus souvent, les raisonne-
ments hypothético-déductifs qui font intervenir un systéme d’axiomes, de
définitions et de propriétés qui est lui-méme enjeu d’apprentissage (on le
voit en particulier pour le cas de la démonstration au collége). Sans nier
que la validité d’un résultat dépend du systéme d’axiomes et de définitions
que 'on s’est donné, nous nous centrons sur la construction de nécessités
(au sens de savoir que ¢a ne peut étre autrement) plus « basiques » dans la

1. A ce propos, il convient de noter un aspect essentiel de la rationalité mathéma-
tique : le principe du tiers-exclu. Ce principe implique la valeur du contre-exemple et
I’universalité des théorémes.

101
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mesure ol elles ne mobilisent pas explicitement un systéme d’axiomes et de
définitions important : il s’agit de travailler sur la facon dont les registres
empirique et apodictique peuvent contribuer conjointement a établir le vrai
ou le faux en mathématiques pour (re)donner a I’empirie sa juste place dans
la preuve, en fonction du caractére universel ou existentiel du probléme. Ce
travail vise en effet précisément a faire évoluer les rationalités des éléves de
cycle 3 vers la rationalité mathématique.

Les recherches sur la preuve, son apprentissage et ses rapports avec la dé-
monstration sont nombreuses dans le champ de la didactique des mathéma-
tiques a 1’échelle internationale mais la plupart d’entre-elles concernent ’en-
seignement aux niveaux secondaire ou supérieur (éléves de 11 ans et plus) et
la géométrie. Cela pose question comme le pointent de récentes études, prin-
cipalement ameéricaines (Ball, Hoyles, Jahnke & Movshovitz-Hadar, 2002 ;
NCTM, 2000; Yackel & Hanna, 2003), citées dans (Stylianides, [2007)) : si
I’enseignement a I’école élémentaire ne se préoccupe pas de preuves, il y a un
risque d’introduction abrupte de la preuve dans ’enseignement secondaire
qui peut expliquer les difficultés des éléves.

Nous avons choisi de réduire I’étude aux travaux francgais qui concernent la
preuve comme un moyen de différencier le vrai du faux aprés une phase de
recherche et de conjecture & propos d’un « probléme-ouvert » (c’est-a-dire
ceux de Arsac, Grenier & Payan) ou du débat scientifique (Legrand, 2001)),
et non la démonstration telle qu’elle est envisagée dans les programmes du
secondaire. Nous considérons aussi les travaux de Balacheff (1982;|1987)) qui
constituent une étude des rationalités des éléves de collége 2. La théorie de
référence pour ces travaux est la théorie des situations didactiques (TSD
par la suite)(Brousseau, 1998), éventuellement associée a d’autres cadres,
par exemple la dialectique outil-objet (Douadyl 1987). Cela explique que
les caractéristiques des situations que I’on peut relever sont en rapport avec
la dévolution, le milieu et le contrat didactique. Comme nous le verrons, ce
qui est frappant c’est la difficulté réguliérement exprimer de constituer un
milieu pour ces situations.

2. Balacheff] (1987)) écrit : « Il est classique de signaler que ces difficultés [d’apprentis-
sage de la démonstration] sont d’abord liées au passage d’une mathématique « pratique »
caractérisée par ’action et I’observation dans le cours des deux premiéres années de ’en-
seignement secondaire, & une mathématique plus théorique justement caractérisée par
I'introduction de la démonstration. [...] Nous nous proposons d’aborder ce probléme en
le formulant comme celui de la détermination des conditions didactiques d’une genése
cognitive de la démonstration. »
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5.1 Motiver la recherche de preuve,
conditions de possibilité de la dévolution

Comment rendre les éléves responsables de la production de preuves valides,
en mathématiques? Cette question relative & la dévolution est posée de
facon récurrente et forte dans les travaux étudiés. Elle ne concerne pas tant
le processus de dévolution de la preuve — en tant qu’acte de I'enseignant
pour faire accepter aux éléves la responsabilité de cette production?® — que
les raisons intrinséques a la situation pour lesquelles les éléves acceptent
la responsabilité de la production de la preuve : il est d’abord question
dans ces travaux de trouver comment motiver les éléves a produire une
preuve. L’interrogation porte les conditions de possibilité de la dévolution
de la preuve qui, embarquées par la situation, fournissent aux éléves la
motivation de leur engagement dans un processus de preuve. C’est ce qui
constitue le « moteur » de la preuve (Balacheff, |1987; |Grenier et Payan)
2003)).

Comment expliquer que cette préoccupation apparaisse de facon récurrente
dans les travaux relatifs & la preuve, plus que dans les travaux relatifs a
des savoirs notionnels nous semble-t-il 7 Il peut y avoir d’abord une diffi-
culté réelle a motiver les éléves pour produire des nécessités, en particulier
au début de l'enseignement de la preuve. Mais on devrait alors aussi se
poser la question & propos de toute situation de validation associée & un
savoir notionnel. Nous pensons plutot qu’il existe, pour les situations de
preuve qui sont des situations de validation*, une difficulté a jouer la dia-
lectique de D'action et de la validation. En effet, & titre de comparaison,
par exemple, dans la « course a 20 » (Brousseau, |1998)) la dévolution de la
situation a-didactique de validation fonctionne car les premiéres situations
d’action permettent de construire des modéles implicites qui fournissent les
contre-exemples, le raisonnement utile pour la validation et, pratiquement,
les nécessités associées. Il y a une grande continuité entre les situations

3. D’aprés [Brousseau| (2002, p. 5) la dévolution est le « processus par lequel ’ensei-
gnant parvient dans une situation didactique & placer 1’éléve comme simple actant dans
une situation a-didactique (a modéle non didactique). Il cherche par 1a a ce que I’action
de I’éléve ne soit produite et justifiée que par les nécessités du milieu et par ses connais-
sances, et non par 'interprétation des procédés didactiques du professeur. La dévolution
consiste pour l’enseignant, non seulement, & proposer & 1’éléve une situation qui doit
susciter chez lui une activité non convenue, mais aussi & faire en sorte qu’il se sente
responsable de 'obtention du résultat proposé, et qu’il accepte 1’idée que la solution ne
dépend que de ’exercice des connaissances qu’il posséde déja.

4. Plus précisément comme 'indique ? des situations de validation ou le projet de
Péléve est d’établir le vrai et pas seulement la vraisemblance (p 161-167).
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d’action (production de la stratégie gagnante) et les situations de validation
(production de nécessités) qui se succeédent. Dans les situations de preuve,
cette continuité n’est peut-étre pas aussi évidente a établir car si I'on vise
I’apprentissage de savoirs relatifs a la preuve il faut faire fonctionner plu-
sieurs fois, de fagon implicite, le critére d’acceptation ou de réfutation d’'une
proposition dans une situation d’action, ce qui suppose d’une certaine fa-
con que I'éléve ait un projet de vérification (au sens de Margolinas). Une
autre hypothése, non indépendante de celle-ci, est que finalement les éléves
entrent plus naturellement dans une situation de validation avec un pro-
jet de vérification (cas des situations sur les savoirs notionnels) qu’avec un
projet de preuve. Enfin, une autre origine peut étre liée a la rupture entre
la rationalité des éléves et la rationalité mathématique : si 'empirisme do-
mine, des raisonnements de la vie quotidienne permettent de conclure et il
n’y pas nécessité de prouver.

Quel est donc le « moteur » (Balacheff] 1987, |Grenier et Payan, |2003) du
processus de preuve 7 Dans les travaux étudiés plusieurs conditions sur la si-
tuation favorisant la production de preuves par les éléves sont mentionnées,
mais l'incertitude et le désir de certitude, le désir de savoir, constituent,
d’aprés ces travaux, le moteur principal de la preuve (Balachefl] (1987} |Le-
grand, [1988; |Grenier et Payan|, 2003). En particulier, Legrand (1988]) parle
d’« incertitude scientifique » qu’il considére comme une condition nécessaire
a la production de preuve. Ainsi il écrit :

Pour créer la nécessité de la vérification, de la preuve et de
la démonstration, il faut laisser s’installer, voire provoquer en
classe, de grandes plages d’incertitude scientifique! En d’autres
termes, le « vrai scientifique » ne peut prendre son sens qu’a
I'intérieur de I'identification et de la reconnaissance explicite du
« faux scientifique » c’est-a-dire celui qui, au niveau du langage
et du raisonnement ordinaire, a toutes les apparences du vrai!

Balacheff identifie 1'interaction sociale comme un autre moteur de la pro-
duction de preuves a 1’école mais, pour lui, il n’est ni suffisant, ni nécessaire
pour les raisons suivantes (Balacheff, 1987, p. 153-154) :

La condition n’est pas nécessaire parce que le risque di a une
incertitude peut conduire a un effort de synthése des raisons,
des conditions nécessaires a la validité, qui réalise ’explicitation
d’une preuve.

Cette condition n’est pas non plus suffisante ; elle n’écarte pas la
possibilité d’éléves qui refuseraient d’entrer dans ce jeu du dé-
bat. ’augmentation des enjeux, la force des injonctions peuvent
ne pas suffirent ... nous savons bien qu’il peut exister des mar-
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tyrs. Par ailleurs la notion de risque n’a pas de sens en soi mais
relativement & un individu qui le reconnait ou non et 1’évalue
plus ou moins important. Le risque reconnu, I’éléve peut encore
se montrer téméraire, c’est-a-dire ne pas aller jusqu’au bout de
ce qu’il reconnaitrait nécessaire pour garantir sa décision.

Grenier et Payan (2003) ajoutent un besoin d’ezplication (« comprendre
pourquoi ¢’est vrai») qui correspond assez bien a la problématisation (Fabre
et Orange, [1997; Orange, [2005) ot les problémes explicatifs ont un role im-
portant. Ils mentionnent aussi un besoin d’esthétisme, en particulier lorsqu’il
s’agit de chercher de nouvelles preuves de résultats connus. Mais cette re-
cherche de preuve n’est alors plus motivée par le désir de connaitre, de lever
le doute. Finalement, pour eux, la réduction du doute semble aussi consti-
tuer le moteur le plus pertinent a utiliser pour I’élaboration de situations
de classe. C’est pourquoi ils choisissent de développer des situations dans le
domaine des mathématiques discrétes qui permettent, selon eux, de générer
facilement des doutes.

5.2 Exigence de la situation et validation

Balacheft (1987, p. 151) note que les exigences de la situation conditionnent
la validation et le type de validation produit. En particulier, une évalua-
tion du risque associé a la décision que doit prendre la personne (I’éléve)
constitue un moteur éventuel de la validation. Cela I’améne a distinguer
deux types de situations susceptibles de faire intervenir des preuves : les
« situations de validation » (au sens de la théorie des situations, |Brousseau,
1986, [1998)) et les « situations de décision ».

Les situations de validation ont pour objectif la construction de la preuve
d’un énoncé, il y a une demande explicite de preuve motivée par un enjeu
« scolaire » (jeu équipe contre équipe par exemple dans la course a 20). En
revanche, dans les les situations de décision, la preuve intervient comme
outil implicite — moyen de décision en l'occurrence — au sens de Douady
(1987). Ainsi, Balacheff écrit (Balacheff, 1987, p. 153) :

[la situation de décision| demande la mobilisation de moyens de
décision et donc de moyens de validation, sans que pour autant
soit exigée la production explicite de preuves. C’est une propo-
sition vraie et non la preuve de cette proposition qui doit étre
produite.

Dans la situation de décision, les opérations intellectuelles du
raisonnement hypothético-déductif (en tant que systéme légi-
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time et fiable de production d’informations) peuvent étre mises
en oeuvre sans que pour autant une preuve soit produite. Les
controles logiques et sémantiques fonctionnent localement dans
le cours de I’élaboration de la solution. Eventuellement, en tant
que mathématiciens, nous reconnaitrons dans ce processus une
organisation qui est de I'ordre de la démonstration ; mais ici elle
est dans le fonctionnement du sujet un outil et non un objet.

Le basculement d’une situation de décision vers une situation de validation
réside selon lui dans la mise en débat, dans I'injonction a garantir la validité
d’une proposition ou a la dénoncer.

Pour ce qui concerne nos travaux, il faut noter que le processus de problé-
matisation (la construction de nécessités) peut se trouver finalement a la
fois dans ces deux types de situations. Mais dans la perspective d’un ensei-
gnement sur la rationalité mathématique, il conviendra de travailler expli-
citement sur les nécessités produites, c’est-a-dire sur les nécessités comine
objet.

5.3 Difficultés liées au milieu

La TSD vise a développer des situations fondamentales pour ’apprentissage
de savoirs mathématiques bien définis. Cela passe d’abord par la recherche
de situations fondamentales théoriques® qui générent des « milieux viviers
spécifiques des situations adidactiques construites » puis par I’élaboration
de situations fondamentales qui répondent a certains critéres (Salin) 2002}
p. 119, c’est nous qui mettons en évidence) :

Pour qu’elle [la situation fondamentale théorique| soit fonda-
mentale pour l'apprentissage de la connaissance visée par les
éléves disposant d’un répertoire donné, il faut qu’elle puisse pro-
voquer la genése de cette connaissance, grace a la détermination
d’un processus : une suite de situations articulées répondant a un
certain nombre de conditions dont celles relatives a « [’antago-
nicité » du milieu et, celles concernant 1’adéquation des connais-
sances nécessaires a l’entrée dans le processus avec le répertoire
des éleves.

5. |Brousseau| (2000)) écrit : « Pour des raisons heuristiques, nous supposons que chaque
connaissance mathématique posséde au moins une situation qui la caractérise et la dif-
férencie de toutes les autres. De plus, nous conjecturons que ’ensemble des situations
qui caractérisent une méme notion est structuré et qu’il peut étre engendré a partir d’'un
petit nombre de situations dites fondamentales, par le jeu de variantes, de variables et
de bornes sur ces variables. »
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D’aprés ce qu’écrit Salin, pour avoir une situation fondamentale il faut
remplir trois types de conditions au niveau du milieu de la situation :

Condition 1 : il faut un milieu pour la genése de la connaissance, c’est-
a-dire un milieu pour l'action et la formulation, qui permette ’émer-
gence de la connaissance visée en association avec des connaissances
erronées (pour nous, production de conjectures puis de preuves, va-
lides ou pas);

Condition 2 : il faut un milieu antagoniste pour la validation des connais-
sances formulées (pour nous preuve valides ou pas) ;

Condition 3 : il faut que les connaissances disponibles des éléves — leur
répertoire — leur permettent d’entrer et d’agir dans la situation.

La constitution d’un milieu ayant les deux premiéres caractéristiques appa-
rait comme un point particuliérement critique des situations de preuve.

5.3.1 Milieu pour 'action et la formulation

A propos de I'apprentissage de régles du raisonnement en mathématiques
Arsac et Mante®, (1996) se confrontent a la difficulté de construire une si-
tuation qui permet & la fois I’émergence des connaissances erronées (mais
transitoires pour 'apprentissage du savoir visé et pour lesquelles le milieu
renvoie des rétroactions) et des connaissances visées, c’est-a-dire un milieu
pour Paction. Ils effectuent une analyse épistémologique (niveau situation
fondamentale théorique) qui les conduit & renoncer a trouver une telle si-
tuation adidactique d’introduction (c’est nous qui soulignons) :

Nous avons vu que dans la théorie des situations de G. Brous-
seau la connaissance dont I’apprentissage est visé doit apparaitre
comme la solution optimum au probléme posé. Or l’analyse épis-
témologique nous conduit & faire Uhypothése qu’il ne sera pas
possible de trouver des situations dans lesquelles tous les éléves
vont construire les régles du débat mathématique comme une
réponse optimum au probléme posé. Par contre, nous pensons
qu’ils donneront du sens a ces régles institutionnalisées par le
professeur, dans la mesure ou elles leur permettront de tran-
cher le débat dans lequel ils se sont engagés et qu’ils ne peuvent

6. Arsac et Mante s’intéressent & Papprentissage des moyens de validation en ma-
thématiques. Dans leur article ils étudient en particulier deux régles de raisonnement
utilisées en mathématiques : I’utilisation d’un contre-exemple pour invalider les proprié-
tés universellement quantifiée (conséquence de la régle du tiers exclu qui est une régle
de logique) ; la modification du statut de la figure en géométrie lorsqu’on veut passer au
stade de la démonstration, dans lequel la constatation sur le dessin n’est plus suffisante.
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conclure. Cela suppose que I'enseignant ne présentera ces régles
qu’apreés la prise de conscience par les éléves de la difficulté de
conclure le débat.

Ainsi, ils ne renoncent pas a travailler sur la preuve avec les éléves mais
proposent que l’enseignant institutionnalise les régles du raisonnement ma-
thématique dont 'apprentissage est visé aprés un débat sur quelques affiches
et les fassent fonctionner ensuite sur les autres (Arsac et Mante, 1996) :

La situation se clot par une intervention du professeur qui insti-
tutionnalise les régles du débat et (ou) 'insuffisance de certaines
preuves mises en évidence au cours du temps précédent. Cette
institutionnalisation peut étre faite dés que l'enseignant juge
que la discussion porte bien sur les régles visées et que les éléves
n’ont pas les moyens de conclure, conformément aux prévisions
de 'analyse théorique. Bien entendu, ce choix est délicat.

Cela revient a avoir des moments adidactiques — mais pas pour l'introduc-
tion du savoir visé — et correspond & un méso-contrat didactique d’utili-
sation du savoir (Hersant, 2001; Perrin-Glorian et Hersant, 2003) que 'on
peut jouer avec des moments adidactiques.

En 2004, Brousseau pose de nouveau le probléme pour la preuve en situant
les savoirs en jeu dans le domaine de la logique, au sens de calcul proposi-
tionnel :

C’est donc trés tot qu’il faut entreprendre d’enseigner aux en-
fants la pratique des « situations de validations rationnelles ».
Ce sont des situations ol deux interlocuteurs coopérent dialec-
tiquement dans le but d’établir ou de rejeter la vérité d’une
assertion. Ils coopérent mais sans concession, 'un proposant,
I'autre s’opposant au premier dés qu’il en voit 'occasion, jus-
qu’a l'acceptation sincére de 1’évidence.

Mais quel est le genre de situations qui peut exiger et permettre
le développement des différents axiomes et théorémes de la lo-
gique et amener a leur prise de conscience ?

5.3.2 Situations de preuves : mise en abime de la
validation

Arsac et Mante considérent que la difficulté qu’ils rencontrent est liée a la
prégnance de la « logique » naturelle. Nous souscrivons a cette proposition
mais, il nous semble qu’il y a aussi une sorte de mise en abime de 1’adi-
dacticité a propos de la preuve qui intervient. En effet, les situations de



5.3. Difficultés liées au milieu

109

preuve sont considérées comme des situations de validation. Or, dans les
situations de validation, la preuve est un outil (au sens de Douadyl 1987)
pour valider ou invalider une proposition relative au savoir visé et non un
objet (Brousseau, 2002) :

Une situation de validation est une situation dont la solution
exige que les actants établissent ensemble la validité de la connais-
sance caractéristique de cette situation. Sa réalisation effective
dépend donc aussi de la capacité des protagonistes d’établir
ensemble explicitement cette validité. Celle-ci s’appuie sur la
reconnaissance par tous d’une conformité a une norme, d’une
constructibilité formelle dans un certain répertoire de régles ou
de théorémes connus, d’une pertinence pour décrire des élé-
ments d’une situation, et/ou d’une adéquation vérifiée pour la
résoudre. Elle implique que les protagonistes confrontent leurs
avis sur I’évolution du milieu et s’accordent selon les régles du
débat scientifique.

Ainsi, dans la « course a vingt » (Brousseau, [1998), le « jeu de la décou-
verte » consiste en un concours de théorémes ou les éléves doivent proposer
des conjectures qui correspondent a des stratégies du jeu puis établir leur
vérité ou les réfuter. Au cours de la situation de validation, il y a une dia-
lectique de la validation avec le recours a ’action ou a la formulation pour
examiner la validité des propositions (finalement recours au registre em-
pirique) mais la situation de validation demande que des régles du débat
et de la rationalité mathématique soient connues des éléves préalablement
ou’ que l'enseignant intervienne pour les faire connaitre. Dans le cas ol
le savoir visé n’est pas relatif & la preuve, 'intervention de l’enseignant
n’empéche pas 'adidacticité de la situation méme si, comme le remarquent
Orus et Greslard (1994, p. 270), les enseignants peuvent se trouver dans
une situation paradoxale :

soit, ils s’occupent des raisonnements spontanés des éléves et
alors ils ne font pas de mathématiques, soit ils ne s’en occupent
pas et les raisonnements spontanés font obstacle a 'apprentis-
sage de raisonnement scientifique.

En revanche, lorsque le savoir visé concerne la preuve comme objet, une dif-
ficulté particuliére se pose : il y a sorte de mise en abime et 'intervention de
I’enseignant pour rétablir la rationalité mathématique contrarie 1’adidacti-

7. « ou» non exclusif
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cité de la situation ®. C’est tout le probléme de la construction de situations
qui permettent des débats sur la preuve et non des débats de preuve pour
reprendre la distinction effectuée par Balacheff] (1988, page 581).

5.3.3 Milieu pour la validation

Ce point critique est levé si le milieu de la situation permet la validation,
c’est-a-dire si, en cas d’erreur, il génére des rétroactions que 1’éléve peut
interpréter avec ses connaissances comme des signes d’une erreur. La situa-
tion du puzzle (Brousseau, |1998) constitue un exemple prototypique a cet
égard. Mais, en ce qui concerne les situations d’apprentissage de la preuve, la
constitution d’un milieu antagoniste est une question didactique non résolue
comme l'indiquent Grenier et Payan (2003, p. 14) a propos des « situations
de recherche en classe » :

est-il possible de construire une situation sur le modéle adi-
dactique pour le triplet (question, conjecture, preuve) ? Il nous
semble que la question de la rétroaction et de la validation dans
une «situation adidactique pour la preuve» n’est pas réglée :
comment un éléve qui produit un discours qui pour lui est une
preuve (mais n’en n’est pas une) peut-il avoir un retour de la
situation sur sa production? Les nombreux travaux en didac-
tique sur la preuve ne répondent pas, nous semble-t-il, & cette
question.

Durand-Guerrier reprenant une situation proposée par Barallobres et Gi-
roux (2007) pointe une autre difficulté concernant le milieu pour la valida-
tion (Durand-Guerrier, 2007, p. 20) dans le cas de situations a dimension
expérimentale : si le milieu pour 'action autorise des procédures différentes
pour un méme résultat, «il n’y a pas, pendant la phase collective, un milieu
commun pour la validation, et ceci méme si toutes les productions écrites
des éléves ont été prises en compte ». Cette idée est aussi développée par
Perrin-Glorian & propos de I’apprentissage de la modélisation . Elle conclut
qu’il est difficile de trouver un milieu pour la validation dans ce cas. Comme
elle le propose dans ce contexte, il nous semble important de garder en mé-
moire que, pour 'apprentissage de savoirs relatifs a la preuve, on peut avoir

8. |Balacheff] (1988)) qui identifie cette difficulté quant & la responsabilité didactique
de I’enseignant parle d’effet Topaze. Nous pensons qu’il s’agit d’un effet Topaze trés
particulier dont il faut souligner I'origine comme nous le faisons ici.

9. pour un exemple de la dispersion possible voir le probléme de ’abreuvoir dans
Perrin-Glorian et Hersant| (2003)
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une situation a4 dimension adidactique au niveau de la structuration verti-
cale du milieu sans pour autant avoir une situation adidactique au niveau
horizontal du milieu, c¢’est-a-dire au niveau d’une situation fondamentale
d’ingénierie didactique.

5.4 Pour un milieu contraignant

En résumé, la construction de situations pour I'apprentissage de savoirs sur

la preuve en référence a la TSD achoppe sur deux types de difficultés :

— avoir un milieu pour 'action et la formulation qui assure l'apparition
du savoir visé (des conjectures correctes et erronées, explications preuves
valides et non valides), c’est-a-dire un milieu qui remplisse la condition 1
précédente ;

— constituer un milieu antagoniste pour la validation car, d’une part, les
connaissances sur la rationalité mathématique ne sont pas assez dispo-
nibles au niveau de la classe(condition 2 précédente) et, d’autre part, les
procédures utilisées par les éléves sont tellement différentes qu’il n’y pas
de milieu commun pour la validation .

Dans la TSD, le milieu est essentiellement antagoniste, c’est la condition 2
du milieu pour une situation fondamentale. Certes [Fregonal (1995)) distingue
le caractére antagoniste du milieu de son caractére allié ' mais cela nous
semble relever d’une problématique différente. En effet, il ne s’agit pas ici
de faire éviter les confrontations aux éléves mais de trouver des situations
qui présentent des potentialités adidactiques et sont suffisamment fermées
pour :

— permettre 'apparition de Pexplication / preuve correcte, en association
avec des preuves erronées ;

— éviter la dispersion des procédures et des explications qui empéche la
création d’un milieu commun pour la validation et, en particulier, éviter la
production d’arguments a I’apparence mathématique auxquels les éléves
adhérent facilement mais qui s’avérent difficiles a invalider.

Il est donc question ici d’une caractéristique du milieu de la situation qui

est complémentaire de son degré d’adidacticité et non opposée que nous

10. Fregona, cité par Margolinas dans son cours de la 11¢ Ecole d’été de didactique des
mathématiques (Margolinas, 2005, p. 148) : Le caractére antagoniste du milieu est lié
A Dexistence d’une « interaction effective ». « L’interaction que nous appelons effective
est celle qui ne dépend pas entiérement de l’acteur. Il recoit des sanctions non prévues
de sa part. Le controle de ses actions est assumé, en partie par le systéme extérieur ».
En contraste elle caractérise donc le milieu allié : « En revanche si le professeur cherche
a organiser un milieu allié ou acteur agit sous des contraintes qui essaient de lui faire
éviter des confrontations, alors nous sommes en présence d’interactions de type fictif. »
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nommons « contraignance » : sa capacité a permettre ’apparition des ex-
plications souhaitées et & contraindre 'activité des éléves dans une direction
de fagon & éviter la dispersion des explications tout en préservant des po-
tentialités adidactiques de la situation *!. Cette caractéristique qui renvoie
a la condition 1 du milieu pour une situation fondamentale et est reliée au
degré d’ouverture/fermeture du probléme est déja présente dans (Hersant,
2001) et (Perrin-Glorian et Hersant, [2003)). Cependant elle utilisée dans un
contexte différent qui ne conduit pas & l'identifier comme une caractéris-
tique complémentaire de 'antagonicité. En effet, lorsque nous analysons les
pratiques de classes ordinaires avec les outils « milieu » et « contrat didac-
tique », nous parlons de « milieu construit pour faire émerger et justifier
une procédure nouvelle » et de « milieu peu contraignant » pour caracté-
riser les nécessaires actions de ’enseignant pour compléter le milieu de la
situation, puis de milieu « contraignant » pour indiquer comment la situa-
tion guidée oblige ’éléve a fréquenter un parcours particulier qui facilite la
gestion de la situation par ’enseignant. Par ailleurs, son emploi est moins
précis. Ainsi, I’extrait suivant renvoie a fois a la condition 1 du milieu, son
degré de contraignance, et a la condition 2, son caractére antagoniste (c¢’est
nous qui soulignons,Perrin-Glorian et Hersant, 2003, p. 236) :

Nous avons ici 'exemple d’un probléme trés ouvert. Le milieu
organisé est peu contraignant [NDL : condition 1 du milieu,
contraignance|. Une grande liberté est laissée a I'éléve dans ses
actions sur le milieu et dans 'interprétation des rétroactions du
milieu. [...] Quand la situation est trés ouverte, les écarts entre
les connaissances mises en jeu par les différents éléves et donc
entre les milieux effectifs pour chacun d’eux peuvent étre trés
grands. Le maitre est alors amené a intervenir pour fermer la
situation de départ en amenant dans le milieu des éléments sus-
ceptibles d’apporter les rétroactions nécessaires a l'apprentissage
visé [NDL : condition 2 du milieu, antagonisticité].

Le maitre et les éléves interviennent ainsi pour compléter le mi-
lieu initial et modifier progressivement la situation. La situation
conserve une dimension adidactique si les ajouts du maitre font
passer I'éléve d’un niveau -2 de structuration du milieu a un
niveau -1 et non directement au niveau SO qui aménerait une

11. Ce que nous savons des pratiques enseignantes dans les situations ordinaires [Her-
sant| (2010al) montre que ’enseignant peut jouer sur deux leviers pour gérer la situation
didactique : le milieu et le contrat didactique. Lorsque 'aménagement du milieu est
difficile, il y a un risque de réduction de la responsabilité laissée aux éléves. Dés lors
on voit tout l'intérét de rechercher autant que possible des situations ou le milieu est
contraignant.
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évaluation de la part du maitre et une cléture compléte de la
situation.

Pour l'enseignement de la preuve, le caractere contraignant que nous in-
troduisons ici correspond & une caractéristique du milieu en relation avec
la possibilité d’apparition d’arguments valides et non valides dans une cer-
taine limite, de fagon & permettre la constitution de connaissances sur le
probléme communes & la classe et ainsi faciliter la validation par les éléves.
Cette caractéristique du milieu est distincte de sa propriété qui correspond
a la condition 3 ou il s’agit de s’assurer que les connaissances nécessaires
a I’entrée dans la situation sont disponibles chez les éléves. Ce que nous
appelons la propriété proactive du milieu.

Dans le cas des situations pour 'apprentissage de la preuve, la question
de la contraignance du milieu se pose de fagon cruciale alors qu’elle est
relativement transparente dans le cas des situations pour ’apprentissage
de savoirs mathématiques « notionnels ». Cela est lié, de notre point de
vue, au fait que la preuve est partout dense dans les mathématiques : il
n’y a pas véritablement de niche écologique, de vivier, spécifique pour les
savoirs fondamentaux de la preuve 2, épistémologiquement naturelle pour
la preuve, contrairement a ce qui se passe pour les autres savoirs.

Comme il semble difficile de trouver des situations fondamentales pour I'ap-
prentissage de savoirs relatifs & la preuve, il apparait important de garder
en mémoire les trois fagons de caractériser le milieu d’une situation didac-
tique, en particulier pour avoir la possibilité de travailler & partir de milieux
assez contraignants ou devenant contraignants au cours du déroulement de
la situation, tout en préservant une part d’adidacticité a cette situation.
Comme nous I’avons observé (Hersant,, 2001)), c’est de cette fagon que pro-
cédent quotidiennement les enseignants sans pour autant verser dans 1’os-
tension, notamment lorsqu’ils recourent au cours dialogué (Hersant, 2004,
2010al).

5.5 Le contrat didactique : le complément
d’un milieu insuffisant ?

Les travaux considérés s’accordent sur le fait que, dans les situations de
preuve, le contrat didactique est différent du contrat habituel de la classe

12. En utilisant I’expression « savoirs fondamentaux » de la preuve nous cherchons a
exclure certains types de preuves spécifiques d’un domaine des mathématiques, comme
par exemple la preuve par récurrence fortement associée au domaine discret.
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(voir, par exemple, Legrand, 1988). Cela suscite d’emblée pour nous la ques-
tion de D’échelle a laquelle ce contrat est considéré. En effet, & partir du
moment ol le contrat est didactique il dépend du savoir en jeu. Intrinséque-
ment, le contrat en algébre est donc différent du contrat en arithmétique et
la question du contrat didactique relatif aux situations de preuve ne devrait
pas apparaitre plus cruciale que pour les autres types de savoir.

Cependant, a propos de la preuve, il se pose nous semble t-il un probléme
analogue & celui rencontré dans le cas de la géométrie ou la difficulté ré-
side dans le passage d’un contrat d’observation a un contrat de démonstra-
tion dans le méme domaine. Les « régles » et les connaissances a mobiliser
changent sans que le domaine varie. En géométrie, la nature des arguments
varie avec le passage d’une vérification sur un dessin a la démonstration.
Pour la preuve, les exigences varient en fonction des connaissances ma-
thématiques que les éléves peuvent mobiliser, des connaissances admises et
partagées dans la classe. Cependant, contrairement a ce qui se passe pour la
géométrie, il n’y a pas de rupture entre les différents contrats de preuve : au
fil de ’avancée dans la scolarité, ce qui varie ce sont les axiomes que ’on se
donne, ce que 'on admet comme vrai, mais pas les principes fondamentaux
du raisonnement.

Par ailleurs, dans les travaux considérés, le contrat didactique apparait,
plus ou moins explicitement, comme le complément d’un milieu antagoniste
insuffisant. Il y a I'idée que ce qui ne serait pas assuré par un milieu trop
difficile & construire pourrait étre pris en charge par le contrat didactique 3.
Ainsi, Balacheff (1987, p. 172) écrit dans la conclusion de son article :

Le fait qu'une explication constitue une preuve peut faire 'objet
d’un consensus dans la classe mais cela est insuffisant, 1’ensei-
gnant doit s’assurer que ce consensus se réalise sur des base
acceptables. Eventuellement il doit trouver les moyens d’agir
pour faire évoluer les choses. Il se heurte alors & la contradiction
de gérer des situations assez isolées pour que les éléves aient
la responsabilité des décisions qu’ils prennent, mais assez dé-
pendantes pour qu’il puisse intervenir sur les critéres de cette
décision.

Notre probléme est actuellement celui de la détermination des
variables didactiques dont la manipulation permette un tel controle,
et par ailleurs d’analyser la nature et les voies d’un contrat di-
dactique qui permettrait les ingérences de I’enseignant dans un
processus de décision initialement dévolu aux éléves.

13. c’est-a-dire, plus précisément, a la facette épistémologique du contrat didactique
(voir ?, paragraphe 3.1).
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Si nous sommes d’accord (pour le moins, voir Hersant, 2010a) avec le fait
que le contrat didactique et le milieu ont des roles complémentaires dans une
situation didactique, il nous semble en revanche que la proposition de Ba-
lacheff évacue un peu rapidement le probléme du milieu pour les situations
de preuve et le laisse & la charge des enseignants. En effet, cela revient a se
résigner sur la question du milieu pour les situations d’apprentissage de la
preuve en laissant I’enseignant installer un contrat didactique qui compense
les insuffisances du milieu. Peut-on faire autrement ?

5.6 Ce que nous retenons de ces travaux

Cette revue bibliographique montre que le doute est le moteur principal de
la production de preuves par les éléves; c¢’est donc un élément important a
prendre en compte pour la construction de nos situations. Cela est congruent
avec la condition 2 que nous avons établie dans le chapitre [4] en référence a
une étude empirique, a savoir I'importance de I'épreuve de I'impossible.

Le second aspect qui ressort est la difficulté & organiser une situation pour
I’apprentissage de la preuve qui soit de nature adidactique. Cette difficulté
tient & deux raisons :
— la difficulté de construire un milieu pour l'action et la formulation qui
garantit I’apparition des savoirs visés sans intervention de ’enseignant ;
— la difficulté a construire un milieu antagoniste.
Ce point d’achoppement commun des recherches étudiées nous a conduit
a expliciter I'importance d'un milieu contraignant qui permet ’apparition
d’arguments valides et non valides dans une certaine limite, de facon a
constituer des connaissances sur le probléme communes a la classe et ainsi
faciliter la validation par les éléves. Nous pouvons ainsi formuler deux condi-
tions sur le milieu de situations pour la preuve qui viennent compléter les
précédentes (voir section

Condition 9 Le milieu doit étre assez contraignant pour permettre I’émer-
gence de conjectures et d’explications / preuves partagées dans la
classe et, en partie au moins, correctes.

Condition 10 Le milieu doit étre assez antagoniste pour permettre I'in-
validation de certains arguments établis par les éléves, en particulier
ceux établis avec une rationalité qui n’est pas la rationalité mathéma-
tique.

Ces conditions, ajoutées aux précédentes, doivent constituer des repéres
pour la construction de situations destinées aux classes ordinaires. La diffi-
culté a les respecter est & considérer de fagon sérieuse : si nous ne réussissons
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pas a doter la situation de potentialités adidactiques « idéales », il faut pen-
ser les interventions de ’enseignant et ne pas le laisser les gérer seul par
I'intermédiaire du contrat didactique. L’idée de contraignance du milieu est
essentielle : 'appellation « probléme ouvert » ne doit pas impliquer une ou-
verture totale si ’on souhaite I’apprentissage de savoirs précis sur la preuve,
anticipés, comme ceux que nous avons explicités dans le chapitre

Une difficulté apparait aussi, nous semble t-il, au niveau du contrat didac-
tique pour les situations de preuve mais elle n’est pas bien identifiée dans
les travaux étudiés.

Nous constatons enfin que le processus d’institutionnalisation d’éléments
de savoirs relatifs a preuve n’est pas étudié dans ces travaux. Ce processus
serait-il moins problématique que celui de la dévolution ? Pour la construc-
tion de situations didactiques, une vigilance nous semble importante de ce
point de vue.
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de situations destinées a
développer la rationalité
mathématique au cycle 3
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Chapitre 6

Proposition de situations
assocliées a des problémes
d’optimisation discreéte

Ce chapitre marque un tournant de notre mémoire : le passage d’'une ana-
lyse épistémologique et didactique des savoirs, besoins et conditions de pos-
sibilités de la dévolution de situations pour entamer l’apprentissage de la
rationalité mathématique au cycle 3 a la proposition et ’étude de situations
construites pour développer cette rationalité mathématique chez les éléves.
Précisons le dés maintenant, nous ne cherchons pas ici des situations fonda-
mentales pour 'apprentissage de ces savoirs mais seulement des situations
qui présentent des potentialités adidactiques et notamment s’approchent
des conditions 1, 2 et 3 du milieu de ces situations.

Nous souhaitons que les éléves accédent a la rationalité mathématique, qu’ils
comprennent et apprennent comment en mathématiques le vrai et le faux
sont liés a la nécessité et a I’empirique. Pour nous c’est une condition d’accés
des éléves au caractére scientifique des mathématiques et nous pensons que
c’est un apprentissage important dans la scolarité mathématique qui peut
étre avantageusement initié¢ dés le cycle 3.

Au-deld de I'étude empirique menée au chapitre nous avons souvent
constaté que les éléves utilisent des arguments du type « ¢’est impossible car
j’ai beaucoup cherché et je n’ai pas trouvé ». Cet type d’argument qui reléve
de ’empirisme naif constitue un obstacle pour accéder a la rationalité ma-
thématique dans la mesure ot il est extrémement prégnant et relativement
économique par rapport a la recherche de nécessités. Sa prégnance peut s’ex-
pliquer par I'importance des faits et du raisonnement inductif dans la vie
courante. Il est a travailler a I’école école élémentaire, méme si dans ’histoire

119



120

Proposition de situations

des mathématiques, lorsqu’une conjecture est vérifiée sur un grand nombre
de cas, sans étre invalidée pendant un temps long, elle en quelque sorte
provisoirement admise comme vraie et utilisée pour développer d’autres
démonstrations *.

Pour faire évoluer les rationalités des éléves de I’empirisme naif vers la ra-
tionalité mathématique — avec construction explicite de nécessités et non
recours a des énoncés-tiers qui encapsuleraient les nécessités sans les mettre
en évidence — il nous semble qu’il faut amener les éléves, de facon prati-
quement concomitante, & invalider I’empirisme naif et & établir des preuves
acceptables, basées sur des nécessités mathématiques pour :

1. leur permettre d’identifier clairement la différence entre les deux types
d’arguments ;

2. rendre disponible auprés des éléves un moyen valide d’expliquer /
prouver qui « remplace » 'argument empiriste.

Dans cette démarche, il ne s’agit pas d’éradiquer chez les éléves tout re-
cours a I’« expérience mathématique », bien au contraire. En effet, comme
nous l'avons développé dans le chapitre [2| nous considérons que l’activité
de recherche d’un probléme mathématique constitue une expérience qui
convoque un dialogue entre le registre empirique et le registre des apodic-
tique pour produire des conjectures et des preuves. Nous souhaitons que
les éléves apprennent que I'expérience, I’exploration d’un probléme ont un
intérét pour la formulation d’une conjecture mais ne suffisent pas toujours
a prouver.

Pour ce faire, nous avons choisi de travailler & partir de problémes de pos-
sible / impossible dans le champ des problémes d’optimisation discréte.
Nous argumentons dans ce chapitre le choix de ce domaine des mathéma-
tiques et de ces problémes pour la construction de nos situations didac-
tiques.

1. Par exemple, 'hypothése de Riemann est une conjecture de la théorie des nombres
qui (entre autres choses) fait des prévisions sur la distribution des nombres premiers. Peu
de théoriciens des nombres doutent que I’hypothése de Riemann soit vraie. En attente de
sa preuve éventuelle, certains développent d’autres démonstrations qui reposent sur la
vérité de cette conjecture. Le courant quasi-empiriste qui revendique la dimension expéri-
mentale des mathématiques défend en particulier ce point de vue sur les mathématiques
(voir & ce sujet [Pecattel [1998).
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6.1 Problémes d’optimisation discréte,
empirie et nécessité

Les problémes d’optimisation discréte sont de bons candidats pour travailler
avec les éléves de cycle 3 sur 'apprentissage de la rationalité mathématique
tel que nous l'envisageons. D’abord, on peut facilement trouver des pro-
blémes de ce type non triviaux pour les éléves mais qui, pour autant, ne re-
quiérent pas d’autres connaissances que des connaissances curriculaires dis-
ponibles chez des éléves de cycle 3. Ensuite, comme nous I’exposons dans ce
paragraphe, leur résolution revét différents aspects, facilement discernables
pour les éléves, ol les registres empirique et apodictique sont sollicités de
facon spécifique pour établir des preuves de types différents.

6.1.1 Résolution de problémes d’optimisation :
quelques définitions utiles

Les problémes d’optimisation sont les problémes de recherche de la ou des
meilleure(s) solution(s) du probléme parmi un ensemble de solutions qui
vérifient des contraintes; la notion de meilleure solution étant définie par
une fonction appelée fonction objectif.

On dit qu’un probléme est un probléme d’optimisation discréte lorsque 1’en-
semble des solutions qui répondent aux contraintes est un ensemble discret,
comme par exemple I'ensemble N des entiers naturels. Le champ des pro-
blémes d’optimisation discréte se situe & I'intersection de plusieurs domaines
des mathématiques et de I'informatique :

— les mathématiques discrétes, qui étudient les problémes ot la notion de
continuité n’est pas exigée, et en particulier les problémes qui font inter-
venir des ensembles dénombrables comme celui des entiers;

— la combinatoire (ou analyse combinatoire) qui étudie les configurations
de collections finies d’objets ou les combinaisons d’ensembles finis, et les
dénombrements ;

— la recherche opérationnelle (ou aide a la décision) qui correspond & « ’en-
semble des méthodes et techniques rationnelles d’analyse et de synthése
des phénomeénes d’organisation utilisables pour ¢laborer de meilleures dé-
cisions » (Faure, (1980, p. 2);

— D'intelligence artificielle.

Pour évoquer au cours de I'étude la résolution de ces problémes, nous repren-
drons le vocabulaire utilisé en recherche opérationnelle. Dans ce domaine, il
faut pouvoir désigner les différents espaces utilisés au cours de la résolution
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d’un probléme ainsi que les différentes aspects de cette recherche?, d’ou
quelques définitions.

6.1.1.1 Les espaces de travail

L’espace de recherche d’un probléme est 'ensemble des éléments dans
lequel on recherche les solutions, c¢’est-a-dire I’ensemble des candidats
a priors a la solution du probléme.

L’espace des solutions est I’ensemble des éléments qui respectent les contraintes
du probléme.

Ainsi, I'espace des solutions est inclus dans ’espace de recherche et la so-
lution du probléme est le maximum ou le minimum (selon le probléme) de
I’espace des solutions.

6.1.1.2 Les aspects de la résolution

Enumération C’est la recherche de solutions qui s’effectue sans idée sur
la solution. Le travail d’énumération permet d’établir des faits nou-
veaux sur le probléme, des solutions par ostension, de conjecturer sur
la solution optimale. Il se développe essentiellement dans le registre
empirique.

Recherche de court-circuits (short-cut) Le court-circuit est un moyen
utilisé pour réduire I'espace de recherche. La recherche de court-circuits
répond & une économie (passer a un espace de recherche plus petit ce
qui est trés important du point de vue du « cott » de la recherche de
la solution) et peut aussi permettre de conclure en relation avec les
résultats établis lors de I'énumération. Cela requiert la construction
de nécessités (registre apodictique) dans la mesure ou le probléme
traité est un probléme d’universalité. Il s’agit en effet de montrer que
« dans tous les cas on ne pourra pas faire mieux que... ».

Définition des nouveaux problémes Une fois que I'on a réussi a réduire
I’espace de recherche, on considére de nouveaux problémes, locaux, du
type : est-ce que la meilleure solution est n 7

2. ? écrivent par exemple (p. 2) : « Le principe essentiel d’une méthode exacte consiste
généralement & énumérer, souvent de maniére implicite, ’ensemble des solutions de l’es-
pace de recherche. Pour améliorer I’énumération des solutions, une telle méthode dispose
de techniques pour détecter le plus tot possible les échecs (calculs de bornes) et d’heu-
ristiques spécifiques pour orienter les différents choix. »
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Nouvelle énumération Soit 'énumération permet de conclure (on trouve
a la main ou avec un algorithme une solution qui réalise la borne
sup), soit le probléme demeure ouvert et on cherche alors de nouveaux
courts-circuits, meilleurs que les précédents

L’énumération qui est nécessaire au début de la recherche est, par nature, ef-
fectuée essentiellement dans le registre empirique : on cherche des solutions
« au hasard » en espérant les améliorer « par hasard ». Puis, normalement,
cette énumération va solliciter le registre de la rationalité pour s’extraire du
hasard. Il est alors utile de porter un autre regard sur le probléme pour re-
chercher des courts-circuits qui permettent de réduire I’espace de recherche.
Dés lors le registre apodictique est sollicité. On retrouve ici pleinement la
dimension expérimentale des mathématiques chére & Perrin (voir le cha-
pitre2)). Précisons cela & partir d’un exemple.

6.1.2 Dialogue des faits et des raisons dans la
recherche des problémes d’optimisation
discréte : illustration avec un exemple

Le probléme choisi est un cas particulier pour n = 5 du probléme général
connu sous le nom de « No three in line problem » formulé par Dudeney en
1917 (Dudeneyl, 1970, p. 94, probléme 317)3

Pas trois points alignés, énoncé Combien de points au maximum peut-
on placer sur les intersections de cette grille sans former aucun alignement
de trois points ?

La recherche peut s’effectuer de la facon suivante.

3. Ce probléme est le suivant : combien de points au maximum peut-on placer sur
les intersections d’une grille de n lignes et n colonnes sans jamais en aligner 37 Pour
n inférieur ou égal & 32, on connait toutes les solutions & 2n points et pour n inférieur
ou égal & 52, on sait qu’on peut disposer au plus 2n croix sans en avoir trois alignés.
Au-dela, il n’y a plus de certitudes. Pour des n assez grands, des mathématiciens ont
établi des conjectures : ils pensent qu’on peut plutdt disposer au plus autour de 1.81 n
points sans en aligner trois. Voir par exemple http ://en.wikipedia.org/wiki/No-three-
in-line_ problem ou http ://wwwhomes.uni-bielefeld.de/achim /no3in/readme.html.


http://en.wikipedia.org/wiki/No-three-in-line_problem
http://en.wikipedia.org/wiki/No-three-in-line_problem
http://wwwhomes.uni-bielefeld.de/achim/no3in/readme.html
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Expérience 1 Je place le plus possible de points sur la grille en vérifiant
qu’il n’y a pas d’alignement de trois points. J’arrive a en placer 9 de
plusieurs facons différentes mais sans réussir a en placer 10.

A ce stade, U'espace de recherche de la solution est implicitement [’en-
semble des nombres de 1 a 25. 1l peut rester implicite dans la mesure
ot dans cette premiére énumération je ne peux placer des points que
dans la limite définie par la grille. J’admets implicitement que [’espace
de recherche correspond aux nombres entiers inférieurs au nombre de
noeuds de la grille.

La premiére expérience correspond a la premiére phase d’énumeéra-
tion. Elle se situe largement dans le registre empirique. Elle génére le
théoréme-en-actes « je ne peux pas placer plus de 2 points par ligne,
stnon j’ai trois points alignés ».

Observation de ’expérience 1 Je revérifie que je n’ai pas trois points

alignés sur mes grilles et que je ne peux pas placer un dixiéme point
sur une de ces grilles & 9. A partir de cette vérification contextualisée
(je ne sais pas si avec d’autres positionnements des points je pourrais
placer 10 points), j'acte : « on peut placer 9 points sans en aligner
3. » et je déduis que 'on peut placer 9 points ou plus sur une grille
sans en aligner 3. Je me demande : sur une nouvelle grille, avec une
disposition différente des précédentes, est-ce que je pourrais placer
plus de 9 points?
La proposition « on peut placer 9 points au moins sans en aligner 3 »
est prouvée par ostension (registre empirique) et constitue un résultat
faible, c’est-a-dire que j’ai bien trouvé un minorant mais je ne sais
pas st c’est la meilleure solution ou pas.

Expériences et observations 2, 3, 4... Je cherche a placer le plus de
points sans en aligner 3 sur d’autres grilles. Je n’y arrive pas.
Ces expériences m’amenent & penser que je ne pourrais pas faire mieux
que 9. D’ot la formulation d’une conjecture.

Formulation de la conjecture 1 Le plus de points qu’on peut placer
sans en aligner 3 sur la grille est 9.
Jusqu’ici seul le registre empirique a été sollicité, cela a permis de
trouver un minorant mais il faut s’assurer que ce minorant correspond
au mazrimum : st j’arrive a établir qu’on peut placer au plus 9 points
sans en aligner 3, j’aurais résolu le probléme. Il s’agit donc mainte-
nant d’abandonner la recherche empirique qui stagne pour rechercher
des courts-circuits et délimiter plus précisément [’espace de recherche.
Si je réussis a montrer que personne ne pourra jamais placer plus de
9 points, j’ai résolu le probléeme.
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Tentative de preuve Il y a 25 points sur la grille, donc on ne peut pas

placer plus de 25 points sans en aligner 3. En cherchant & monter
qu’on ne peut pas placer plus de 9 points, je formule que, sur chaque
ligne, je peux placer 0, 1 ou 2 points sans en aligner 3. Sans me préoc-
cuper des autres types d’alignements, je peux donc dire que personne
ne pourra jamais placer plus de 2 fois 5 c’est-a-dire 10 points sans en
aligner 3. Mais je n’arrive pas a établir quelque chose de plus précis.
Peut-étre que, finalement, on peut faire 10.
Cette tentative de preuve de la conjecture 1 améne a établir deux
courts-circuits a ['aide de deux raisonnements. Le premier établit une
nécessité qui permet de délimiter largement [’espace de recherche :
entre 9 et 25. Le second établit une nécessité plus intéressante : la
solution est comprise (au sens large) entre 9 et 10.

Contre-expérience et preuve Je reprends mes grilles et essaie de nou-

veau de placer le plus de points possibles sans en aligner 3. L’objectif
est d’essayer de placer plus de 9 points. Je parviens a placer 10 points
sans en aligner 3!
Cette contre-expérience qui se situe dans le registre empirique me per-
met de prouver qu’on peut placer 10 points sans en aligner 3. Lorsque
j’associe ce résultat oblenu dans le registre empirique et la nécessité
(pas plus de 10 points) qui correspond au court-circuit établi lors de la
tentative de preuve (registre apodictique), j’ai la preuve que la solution
est 10. 1l existe peut-étre plusieurs facons de faire 10 mais je sais que
personne ne pourra faire plus que 10.

6.1.3 Empirie et nécessité dans les preuves des
problémes d’optimisation discréte

Ainsi, la recherche - résolution d’'un probléme d’optimisation discréte conduit
a établir trois types de preuves. Il y a d’abord des preuves d’existence de
configurations qui respectent les contraintes du probléme et permettent
d’approcher sa solution, ce que nous appelons des résultats faibles. Ces
preuves sont effectuées par ostension : au cours de I’énumération, on trouve
une configuration qui respecte les contraintes du probléme et est « meilleure »
que les précédentes. Cette monstration a un caractére apodictique du point
de vue du probléme de I'existence d'une telle configuration : il ne peut étre
autrement puisqu’on ’a trouvée. Mais du point de vue du probléme d’opti-
misation, elle a un caractére contingent : la configuration est obtenue « par
hasard » lors de la phase d’énumération, rien ne dit que cela ne peut étre au-
trement du point de vue du probléme d’optimisation. Nous associons donc
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cette preuve au registre empirique. Un autre type de preuve correspond a
des questions d’impossibilité* et a la recherche de courts-circuits: elles
font appel & la construction explicite de nécessités et ont donc un caractére
apodictique, nous les associons au registre des nécessités. Par exemple, dans
le probléme précédent, un résultat faible (peu intéressant, soit!) est que I'on
ne peut pas placer 26 points sur la grille puisqu’il n’y que 25 noeuds. Enfin,
il y a la preuve de la solution — ou résultat fort — qui mobilise & la fois
les registres empirique et apodictique car elle constitue I'association d'un
résultat faible et d’un court-circuit.

Si on reprend 'exemple précédent, on voit bien que les deux éléments sont
nécessaires pour établir la preuve :

— la borne sup (10) obtenue par court-circuit assure que la solution est
inférieure a ce nombre ;

— tant qu’on n’a pas exhibé de disposition avec 10 points, on ne peut pas
étre stir que cette borne sup est atteinte.

Les problémes d’optimisation discréte permettent donc de « rencontrer » :

— des impossibles, solutions de problémes associés a des quantificateurs uni-
versels dont la preuve nécessite la construction explicite de nécessités;

— des possibles, solutions de problémes associés a des quantificateurs exis-
tentiels dont la preuve, dans ce cadre, correspond a une ostension ;

— des indéterminées, associées a des problémes non résolus, comprises entre
ce que ’on sait possible et ce que ’on sait impossible.

6.2 Adéquation des problémes d’optimisation
discréte avec certaines conditions établies
précédemment

Il s’agit maintenant de proposer des situations et de déterminer si les situa-
tions que nous proposons respectent ou pas les conditions que nous avons
formulées a I'issue des chapitres 4 et 5 et qui permettent aux éléves de dépas-
ser 'empirisme et d’accéder a la rationalité mathématique (respectivement
pages [99] et . Pour cela, en référence a ces conditions, nous formulons
des questions-guides pour 'analyse a priori des situations.

4. C’est impossibilité est associée & un quantificateur universelle : il s’agit de montrer
que jamais personne ne pourra le faire.
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6.2.1 Questions-guides pour 1’analyse a priori des
situations

Dans une certaine mesure ces questions recoupent celles classiquement uti-
listes pour élaborer une ingénierie didactique (Artiguel [1990), elles sont
cependant précisées par les résultats issus de l’analyse préalable réalisée
dans la partie 1.

1. La situation permet-il d’envisager I'impossible :

a) au sens d’imaginer que « tout » n’est pas possible 7

b) au sens de vivre une épreuve empirique d’impossibilité ? (condi-
tion 2)

2. La situation permet-elle de dépasser I'empirisme naif?
a) du point de vue de la situation et de son milieu

i. la situation permet-elle la production de preuve de type em-
pirisme naif ? (milieu contraignant, condition 9)

ii. la situation permet-elle I'invalidation des arguments de type
empirisme naif sans intervention de Ienseignant? (milieu
antagoniste, condition 6)

b) du point de vue du probléme

i. la preuve du probléme (preuve que n est bien la meilleure
solution) repose-t-elle essentiellement sur un calcul ? (condi-
tion 3)

ii. le probléme se situe-t-il dans un contexte habituel pour I’éléve ?
(condition 4)

iii. y’a t-il une continuité importante entre les faits produits lors
I'énumération et les raisons nécessaires a la preuve ? (condi-
tion 5)

iv. les preuves qui interviennent dans le probléme sont-elles des
preuves évidentes pour des éléves de cycle 37 (condition 5)

3. La situation permet-elle aux éléves d’accéder a la nécessité et de pro-
duire la preuve du probléme ?

a) disponibilité des connaissances nécessaires a la preuve (condi-
tions 7 et 9) : la construction des nécessités qui permettent de
conclure requiert-elle seulement des connaissances disponibles
chez les éléves de cycle 37
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b) milieu contraignant, restriction des arguments possibles des éléves
(condition 9 ) : des arguments d’apparence mathématique mais
faux peuvent-ils apparaitre ?

¢) milieu contraignant, milieu partagé dans la classe : la situation
permet-elle la production de conjectures et d’explications parta-
gées dans la classe?

d) milieu antagoniste (condition 10) : la situation permet-elle la
validation de la preuve??

Les réponses a certaines de ces questions dépendent plus du type de pro-
bléme (problémes d’optimisation discréte) que des problémes particuliers
posés.

6.2.2 Les problémes d’optimisation répondent, par
nature, 4 certaines conditions

La situation permet-elle d’envisager 'impossible? Dans ces pro-
blémes, I'espace de recherche initial est un sous-ensemble fini de N. D’em-
blée, tout n’est donc pas possible, certains éléves peuvent le remarquer. Si
les éléves disposent des connaissances nécessaires pour effectuer une énu-
meération du probléme et si le probléme résiste un peu, petit & petit, ils
vont améliorer leur solution puis, & un moment, ils ne parviendront plus
a progresser. Cette stagnation de la recherche va générer I'idée qu’il est
impossible d’obtenir un meilleur résultat.

Pour chacun des problémes, il faut donc s’assurer que I’éléve dispose des
connaissances pour I’énumération et préciser ce qui constitue I'impossible,
nous le ferons.

La situation permet-elle la production de I’explication « c’est im-

possible car j’ai beaucoup cherché et je n’ai pas réussi» 7  Les pro-

blémes d’optimisation permettent assez naturellement de faire apparaitre

des explications qui relévent de I'empirisme naif et en particulier du type

« c’est impossible car j'ai beaucoup cherché et je n’ai pas réussi » dés que

les trois conditions suivantes sur le probléme sont remplies :

— la consigne initiale porte sur une action (« placer le plus de points pos-
sible » par exemple) ;

— les connaissances nécessaires a cette phase d’action sont disponibles pour
les éléves;

5. Ce dernier point n’apparait pas explicitement dans les conditions que nous avons
établies, probablement car elle va de soi dans toute situation didactique.
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— la preuve n’est pas triviale©.

En effet, alors, comme I’éléve est confronté a une impossibilité empirique,
une explication du type « c’est impossible parce que je n’ai pas réussi » que
nous savons répandue chez les éléves de cycle 3 va apparaitre. Cependant,
selon les problémes, les éléves peuvent aussi proposer d’autres explications
qui relévent de I'empirisme, nous les préciserons.

Milieu antagoniste : la situation permet-elle d’invalider 1’explica-
tion « c’est impossible car j’ai beaucoup cherché et je n’ai pas
réussi » 7 Au cours de la phase d’énumération des problémes, a certains
moments, les éléves éprouvent une difficulté & améliorer leur solution et ima-
ginent qu’il n’était pas possible de faire mieux car ils n’y parviennent pas.
Souvent dans les classes observées, c’est une succession d’impossibles qui
émergent au cours de la phase d’énumération : les éléves échangent entre
voisins ou dans les groupe et on entend alors successivement des choses
comme « C’est impossible 24 », puis « On ne fera pas mieux que 20 » puis
« Ah, 18! on peut pas faire plus! »... Ainsi, les conjectures d’impossibilité
successives sont démenties, soit par I'auteur d’une conjecture, soit par un
autre éléve qui a obtenu une meilleure solution. Ces basculements vécus lors
de la phase d’énumération ou explicités lors la phase de débat permettent
de déstabiliser 'explication du type « c’est impossible car j’ai beaucoup
cherché et je n’ai pas réussi ». Les éléves peuvent s’en rendre compte seuls
et si ce n’est pas le cas, I’enseignant peut rendre disponibles ces éléments du
milieu : « Pierre nous dit qu’on ne peut pas faire plus que n parce qu’il n’a
pas réussi mais Stéphane a réussi a faire n+1. Qu’est-ce que ¢a signifie 7 ».
Il peut ensuite conclure : « Si Pierre n’a pas réussi cela ne veut pas dire que
c’est impossible. Il y a une différence entre ce qui est impossible du point
de vue des mathématiques et ce que I'on n’arrive pas a faire. »

Toujours sans intervention de I’enseignant, des éléves peuvent aussi étre
sensibles a la contradiction entre les deux arguments empiriques suivant qui
peuvent apparaitre certaines fois, comme nous I’avons observé en particulier
dans une classe de CE2 : « c’est impossible de faire plus car on n’a pas
réussi » et « c’est possible de faire plus car a chaque fois, en cherchant
plus, on a réussi a faire plus ». Si I'expérience va dans le sens du possible
et de I'impossible, quelle confiance lui accorder? Si aucun éléve ne réagit

6. Il nous est difficile de définir en toute généralité ce qui serait une preuve triviale,
mais nous pouvons donner un exemple. Considérons le probléme : « Dans une grille de 20
carreaux sur 14, on souhaite découper le plus possible d’étiquettes de 7 carreaux sur 5. »
Il est évident qu’on ne peut pas faire découper plus de 8 étiquettes car on peut disposer
effectivement 8 étiquettes et qu’il ne reste aucun carreau.
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I’enseignant peut avoir une intervention mineure du type : « soit on peut
faire plus que 10, soit on ne peut pas faire plus que 10, mais il faut décider, on
ne peut pas avoir les deux & la fois. Il y a forcément un des deux arguments
qui est faux’. ».

La encore, pour chacune des situations, des précisions sont a apporter pour
tenir compte de ses spécificités.

La preuve du probléme et empirisme naif. Les problémes d’opti-
misation sont inhabituels pour les éléves a 1'école, ils ont ainsi peu (voire
pas) de schémes existants disponibles. De plus, la preuve qu’une solution
est optimale ne se réduit pas a un calcul, elle requiére de mobiliser a la
fois un résultat obtenu au cours de I'énumération et un raisonnement. Cela
a pour conséquence, d’une part, que, dans ce contexte, un calcul ne peut
jamais suffire a prouver et, d’autre part, qu’il y toujours une distance mini-
male entre ’expérience menée par les éléves lors de la phase d’énumération
et la preuve, d’olt une distinction plus nette entre des arguments de type
empirisme naif et les arguments nécessaires pour la preuve.

La situation permet-elle la validation de la preuve? La preuve
de tels problémes comprend deux éléments. Il faut exhiber un exemple qui
remplit les conditions de la situation et qui correspond a la meilleure valeur
possible. Il faut établir la preuve qu’il est impossible de faire mieux.

Les éléves sont normalement capables de vérifier que les conditions sont
bien remplies sinon ils n’ont pu énumérer le probléme. En revanche, il n’est
pas évident qu’ils soient capables de valider ou invalider la preuve du court-
circuit. Ici, 'intervention de ’enseignant peut étre nécessaire pour indiquer
que la preuve est correcte.

6.3 Choix de situations et analyse a prior:

Les situations que nous présentons ici ont été élaborées pour une grande par-
tie lors de la recherche-action « Probléme pour chercher » que nous avons
dirigée. Les problémes mathématiques qui fondent ces situations ont été
proposés par Yves Thomas qui participait a cette recherche et avait ’habi-
tude de laisser des problémes de ce type disponibles en fichier fond de classe
pour ses éléves du début du collége. La construction des situations et leurs
améliorations au fil des expérimentations sont issues d’une collaboration

7. On retombe ici sur la régle du tiers-exclu.
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avec des enseignants, des maitres-formateurs et des formateurs de 'TUFM
des Pays de la Loire (Hersant et Thomas, 2009; |[Hersant, [2010b)). Nous pré-
sentons ici le travail de recherche que nous avons effectué en appui sur le
travail du groupe et notamment sur les nombreuses observations réalisées
au cours de la recherche.

L’objectif de cette analyse est de vérifier si les problémes choisis remplissent
ou non les conditions sur les problémes que nous avons établies précédem-
ment. Pour cela nous utilisons les questions-guides formulées précédemment
(voir page[127)). Nous complétons cette analyse a priori par ce que I'on peut
institutionnaliser (localement et de fagon contextualisée) pour Papprentis-
sage de la rationalité mathématique avec chacun des problémes. Ainsi, cette
analyse n’a pas pour seul objectif de prévoir les potentialités adidactiques
de la situation.

6.3.1 Scénario des situations

Les situations didactiques proposées suivent toutes un scénario commun en
trois phases.

D’abord, le probléme proposé aux éléves est orienté vers la réalisation d’es-
sais a partir d’une consigne du type « placer / découper le plus de ... pos-
sibles en respectant la contrainte ». Cette premiére consigne doit permettre
a tous les éléves de s’engager dans une phase d’exploration du probléme de
type énumération, dans un travail individuel puis en petits groupes.

Ensuite, lorsque la recherche empirique s’épuise et que les éléves n’arrivent
pas a « faire mieux », I'enseignant interrompt la recherche et demande a
chaque groupe de produire une affiche qui représente une des meilleures
solutions du groupe. Les éléves sont invités a vérifier scrupuleusement le
respect des contraintes. Les affiches des différents groupes sont exposées,
une vérification collective des affiches est effectuée et la ou les meilleures
productions sont identifiées.

Il s’agir alors de faire basculer les éléves de la recherche empirique vers
la recherche de courts-circuits et de preuves d’impossible. On peut, par
exemple, demander aux éléves « si ¢a vaut la peine de continuer & chercher
encore », « si on peut faire encore mieux ». Les éléves sont invités a se
positionner par rapport a ces questions et a rechercher individuellement
une explication.

La phase suivante est une phase de travail et de tri (validation / invalida-
tion) des différents arguments proposés par les éléves. Elle permet d’éla-
borer une conclusion au probléme, compte-tenu des résultats des éléves,
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et donc éventuellement de conclure qu’il y a une zone d’incertitude. C’est
aussi un moment d’institutionnalisation sur la preuve en mathématiques.
D’une part, les différentes preuves acceptables produites au cours de la ré-
solution (preuves de résultat faible par ostension, preuves de résultat fort)
sont étiquetées comme telles : « on a prouvé avec un exemple qu’on pouvait
faire... », « on a prouvé avec une preuve / avec un raisonnement qu’il est im-
possible de faire... ». D’autre part, les explications non valables proposées
par des éléves (empirisme et autres raisonnements erronés) sont désignées.
Par exemple, I'enseignant pourra dire : « Pierre a dit « ¢’est impossible,
on ne peut pas faire plus car on n’a pas réussi » n’est pas une preuve en
mathématiques. Ce n’est pas parce que personne dans la classe n’a réussi a
faire mieux aujourd’hui que personne ne pourra jamais faire mieux ».

Alinsi, ces situations présentent des points communs avec les situations choi-
sies par les enseignants dans la correction-cours dialogué Hersant, 2001
2004; Hersant et Perrin-Glorianl, 2005 qui se caractérise de la facon sui-
vante : « Dans cette pratique I'enseignant s’appuie sur un probléme pour
réaliser son objectif; il le choisit tel qu’il ne demande pas 'utilisation du
savoir visé mais peut facilement étre complété par des questions qui néces-
sitent le savoir nouveau. A partir de ce probléme introductif, I’enseignant
organise dans la classe un travail en petits groupes sur 1’énoncé initial (mo-
bilisation de connaissances anciennes pour les éléves) suivi d’une discussion
collective des solutions proposés par les éléves. Au cours de cette discus-
sion, il y a une synthése des solutions obtenues dans la classe en utilisant
les savoirs anciens puis ’enseignant prolonge oralement le probléme initial
par des questions dont la résolution nécessite le savoir en jeu. » (Hersant,
2010a)). De ce point de vue, et indépendamment de la question des savoirs,
elles peuvent donc étre considérées comme plus faciles a s’approprier par
les enseignants.

6.3.2 Pas trois points alignés

L’énoncé a été indiqué précédemment.

6.3.2.1 Preuve du probléme

Comme nous I’avons vu, la solution est 10 car on peut effectivement placer
10 points sur la grille sans en aligner trois et il est impossible de placer plus
de 10 points sans en aligner 3. Il y a exactement cinqg facons de le faire, voir

5.



6.3. Choix de situations et analyse a prior:

133

®

u L ®
sty THE
:_’ t @
#— —ﬂ; *o
194
.o
o137
FIGURE 6.1: Les cinq facons de placer 10 points sans en aligner 3 sur une
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6.3.2.2 L’éléve peut-il envisager seul 'impossible ?

Pour s’engager dans le probléme, et en particulier dans la phase d’énumé-
ration, un éléve doit savoir dénombrer les points placés sur la grille, savoir
ce que signifie « alignés » et savoir vérifier que des points sont alignés en
utilisant une régle. Souvent, d’aprés nos observations, les éléves n’utilisent
pas la définition mathématique de 'alignement mais celle utilisée dans le
jeu de puissance 4 : ils considérent que des points sont alignés s’ils sont
« voisins » sur la grille et sur une méme droite. On peut, si besoin, rappeler
la définition de I’alignement (des points sont alignés s’ils sont tous sur la
méme ligne) et la méthode de vérification & partir de quelques exemples.
Ainsi, un éléve de cycle 3 dispose de toutes les connaissances curriculaires
nécessaires pour la phase d’énumération.

Avec une grille de 5 lignes et 5 colonnes, au cours de la phase d’énumération,
on peut placer facilement sur la grille 8 ou 9 points, mais il est plus diffi-
cile d’en placer 10. L’impossibilité empirique d’améliorer la solution a 9 ou
a 10 devrait amener les éléves & envisager I'impossible. Toutefois, certains
éléves peuvent étre sensibles au fait qu’au cours de I’énumération ils ont
réguliérement amélioré leur solution comme nous ’avons observé dans une
classe de CE2 (séance CE2, novembre 2006, prof C) : pourquoi ce phéno-
meéne cesserait-il 7 Ils n’envisageront donc pas I'impossible et proposeront
alors de poursuivre I’énumération car « a chaque fois, en cherchant plus on
a réussi a faire plus ».
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6.3.2.3 La situation permet-elle de dépasser ’empirisme naif?

Apparition d’explications de type empirisme naif Compte-tenu de
la prégnance de cette rationalité, les éléves qui se sont confrontés a 1'im-
possibilité empirique de placer plus de croix lors de la phase d’énumeéra-
tion pensent qu’il est inutile de continuer de chercher « parce qu’on a déja
beaucoup cherché el qu’on n’a pas trouvé ». Mais, certains éléves qui n’en-
visagent pas encore I'impossible peuvent aussi proposer 'argument évoqué
précédemment « on peut faire plus car a chaque fois on a réussi a améliorer
la solution ».

Milieu antagoniste pour ’argument « c’est impossible car j’ai
beaucoup cherché et je n’ai pas réussi ». Comme nous ’avons men-
tionné pour ’ensemble des problémes, le milieu nous semble permettre de
déstabiliser 'empirisme naif et si ce n’est pas le cas des interventions mi-
neures de l’enseignant pour rendre disponible au niveau de la classe des
éléments du milieu le permettent.

Milieu antagoniste pour ’argument « on peut placer plus de 10
points, car jusqu’ici on a toujours réussi & améliorer notre solu-
tion ».  Nous avons observé cette proposition dans une classe de CE2
(CE2, nov2006, prof C) ou les éléves ont d’abord cherché le probléme pour
une grille 4 x 4, puis pour une grille 5 x 5. La succession du méme probléme
avec des valeurs différentes a pu favoriser ’apparition de cet argument dans
le mesure ot certains éléves n’ont peut-étre pas bien identifié le changement
de probléme. Quoiqu’il en soit, il convient d’étudier comment peut se faire
I'invalidation d’un tel argument.

Un premier moyen de mettre en doute cet argument est certainement de
permettre aux éléves de continuer de chercher : & un moment ils seront
confrontés a I'impossible empirique, pourront se décourager et chercheront
des raisons de cette impossibilité. Mais cela peut demander du temps alors
qu’en classe le temps est compté.

Un autre moyen de déstabiliser ’argument consiste a indiquer qu’il y a
bien, tout de méme, une limite. Cela peut venir des autres éléves ou néces-
siter une intervention de I’enseignant. En effet, certains éléves de la classe
qui se sont posés la question de ’espace de recherche au cours de la phase
d’énumération (c¢’est-a-dire une question du type : « quelle pourrait étre
la meilleure solution au probléme ? ») peuvent réagir et indiquer qu’il y a
forcément moins de 25 solutions : « ce n’est pas parce qu’on a jusqu’ici tou-
jours réussi a faire mieux qu’on va pouvoir améliorer sans cesse la solution.
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Déja, on ne pourra jamais mettre plus que 25 points : il n’y a que 25 points
sur la grille. Et méme, on ne pourra pas en mettre 25, ni méme 24 ou 23,
car sinon on le voit bien, il va y avoir des alignements de trois points et
plus. » Cette démonstration est convainquante pour un éléve de cycle 3 et
permet d’affaiblir I’argument erroné dans la mesure ou elle pointe qu'une
limite existe forcément. Des éléves de cycle 3 sont capables de la produire
comme nous l'avons observé. Si les éléves ne réagissent pas, ’enseignant
peut faire la remarque.

6.3.2.4 La situation permet-elle de produire des nécessités ?

Conjectures. A l'issue de la phase d’énumération et aprés la mise en
commun des travaux des groupes, deux conjectures peuvent apparaitre dans
la classe : soit les éléves pensent qu’on peut placer plus de 9 (resp. 10)
points 8, soit ils pensent qu’on ne peut pas placer plus de 9 (resp. 10) points
sans en aligner trois. Ils peuvent aussi étre indécis mais cela ne constitue pas
une conjecture. Ces conjectures sont en effet de « vraies » conjectures dans
la mesure ou la solution du probléme n’est pas évidente, il y a réellement
un doute.

D’aprés la régle du tiers-exclu, I'une des deux conjecture est fausse, ce qui
est facilement concevable pour des éléves de cycle 3.

Production d’arguments a forte apparence mathématique. L’ap-
parition de ce type d’arguments difficiles & éradiquer, comme nous ’avons
vu, nous semble peu probable, méme si on ne peut rien garantir. En effet,
les éléves ont souvent tendance, a ce niveau, a chercher des relations arith-
métiques pour justifier (habitude liée a leur pratique des mathématiques et
au contrat didactique). Or, dans ce probléme, il est difficile de trouver des
relations arithmétiques entre les différentes valeurs numériques de I’énoncé
pour « faire » 10 : il y a 25 intersections dans la grille, il n’y a pas de relation
de relations prégnantes entre 25 et 9 ou 25 et 10, la moitié et le tiers de
25 sont des nombres non entiers. Remarquons qu’avec une grille de 4 lignes
et 4 colonnes, ce n’est pas le cas : il y a 16 noeuds et 8 (la solution du
probléme).

Nécessités locales. Pour montrer qu’il est impossible de placer 11 croix
sans en aligner trois, certains éléves peuvent avoir un raisonnement local
sur la ou les dispositions avec 10 (resp. 9) trouvées qui les conduit a dire

8. selon le résultat obtenu dans la classe
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qu’on ne peut pas faire mieux car « si on ajoute des croix, il y a trois
points alignés ». Cet argument reléve du registre apodictique : 'exploration
systématique des positions possibles d’une éventuelle croix supplémentaire
aboutit a la production d’une nécessité « si je place un autre point ici,
alors (forcément) ces trois points seront alignés ». Il constitue une preuve
localement juste (pour la configuration considérée) mais globalement fausse
(elle ne prouve rien dans le cas général) de la proposition « on ne peut
pas placer plus de 10 croix sans en aligner 3. ». L’erreur provient de la
difficulté de I’éléve a identifier le domaine de validité de son raisonnement :
ce qu’il démontre sur une configuration particuliére ne prouve rien dans
le cas général. Certains éléves peuvent le remarquer, surtout ceux qui, au
cours de la phase d’énumeération, ont réussi, par exemple, & trouver une
disposition de 9 points sur une grille vierge apres avoir cherché vainement
a compléter une grille & 8 points. Mais nous ne savons pas ce qu’ils tirent
comme lecon de cette expérience.

Si aucun éléve ne réagit il convient de signaler la limite du raisonnement :
« d’accord, ce que tu dis est juste pour cette grille-la. C’est une preuve
qu’on ne peut pas placer un dixiéme point sur cette grille-la. Par contre,
pour le probléme en général cela n’aide pas. On ne sait toujours pas si on
peut placer 10 points sans en aligner trois sur une autre grille. ».

Nécessités associées a des courts-circuits. La conjecture « il est im-
possible de placer 10 points » est fausse et ’enseignant doit écarter son étude
pour permettre un travail sur la formulation de nécessités intrinséques au
probléme et non sur le contre-exemple. Quelle que soit la conjecture pro-
posée par les éléves, il faut & un moment étudier le court-circuit « il est
impossible de placer 11 points sans en aligner 3 » °. Pour établir la preuve,
une propriété issue de la définition de l'alignement qui est une forme de
tautologie est nécessaire : si trois points sont sur une ligne, alors ils sont
alignés. Les ¢léves doivent utiliser cette propriété pour montrer que sur
chaque ligne on peut placer au plus 2 points et donc sur 5 lignes on peut
placer au plus 2 x 5 points. La difficulté consiste a rendre disponible cette
propriété. La phase d’énumération du probléme la fait fonctionner implicite-
ment, comme un théoréme-en-actes puisque, quand deux points sont placés
sur une ligne, les éléves cherchent a placer des points sur la ligne suivante.
Cependant son explicitation par les éléves n’est pas forcément évidente. Or,
si cette connaissance n’est pas dans le milieu de la situation la dévolution
de la preuve est impossible. Le milieu de la situation apparait donc insuf-
fisant pour la production adidactique de la preuve, des interventions de

9. La gestion de moment est assez délicat, voir le chapitre suivant.
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I’enseignant sont nécessaires a ce niveau. Il s’agira de trouver des modalités
d’aménagement du milieu qui préservent une potentialité adidactique a la
situation.

Par ailleurs, les éléves peuvent facilement produire des résultats faibles du
type « on ne peut pas placer plus de 26 points car il n’y a que 25 noeuds ».

6.3.2.5 Ce que ’on peut institutionnaliser °

A Tissue du probléme, I’enseignant peut conclure, selon les cas.

Le probléme n’est pas résolu.

— Plusieurs d’entre vous ont réussi a placer 9 points sur cette grille sans en
aligner 3. C’est une preuve qu’on peut placer 9 points. Il suffit d’avoir un
exemple comme celui-ci pour affirmer qu’on peut placer 9 points.

— Par un petit raisonnement, on a aussi prouvé que jamais personne ne
pourrait placer 11 points sans alignement de trois points.

— Personne dans la classe n’a réussi a placer 10 points sur une grille mais
peut-étre qu’avec plus de temps un de vous peut le faire ou peut-étre que
quelqu’un extérieur a la classe peut le faire. On ne le sait pas. Ne pas
réussir ne signifie pas que c’est impossible.

— Personne dans la classe n’a réussi a compléter avec un dixiéme point une
des grilles qui comporte 9 points. Mais, peut-étre que sur d’autres grilles
avec 9 points, on peut le faire. On ne le sait pas. On ne peut donc pas
conclure a partir de ¢a que la solution est 9.

— Par contre, on est str que 9 est possible, que 11 est impossible. La solution
du probléme est donc soit 9, soit 10. Pour l'instant on ne le sait pas.

Le probléme est résolu

— Un éléve !l a réussi a placer 10 points sur la grille sans en aligner 3. C’est
une preuve qu’on peut placer 10 points sur cette grille sans en aligner
3. 11 suffit d’avoir un exemple comme celui-ci pour prouver qu’on peut
placer 10 points.

— Certains éléves avaient placé 9 points et n’arrivaient pas a faire mieux. Ils
pensaient qu’il était impossible de faire plus que 9. Dire « c¢’est impossible
car je n’y arrive pas » n’est pas un argument recevable en mathématiques.
D’ailleurs, dans la classe un éléve & réussi a placer 10 points!

10. Pour les problémes proposés nous varions nos formulations pour donner une idée
des possibles.
11. ou plusieurs selon le cas



138 Proposition de situations

— Par un petit raisonnement, on a aussi prouvé que jamais personne ne
pourrait placer 11 points sans alignement de trois points.

Ce n’est pas du tout la méme chose que de dire « je n’arrive pas a le
faire » qui lui ne prouve rien en mathématiques.

— On sait qu’il existe une solution a 10, on en est sir puisqu’'un éléve I’a
fait. On sait qu’on ne peut pas placer 11 points ou plus sans en aligner
trois. Donc c’est stir que le plus de points que I'on peut placer sur la grille
est 10.Carré magique

Carré magique

— A4

e b

=

v T

On place dans la grille ci-dessus les nombres de 1 a 9 puis on calcule la
somme de chaque ligne et de chaque colonne. On note S la plus grande
valeur obtenue. Placer les nombres dans la grille de telle facon que S soit la
plus petite possible.

6.3.2.6 Preuve du probléme

Ce probléme est une présentation modifiée des problémes de « carrés ma-
giques » : étant donnée une grille de n lignes et n colonnes et n® nombres
(distincts), il s’agit d’étudier s’il est possible de les disposer de facon a ce
que les sommes de chacune des lignes, des colonnes et des diagonales soient
égales. Pour le carré a 9 cases et les nombres de 1 & 9, dans chacune d’elle
la somme est 15 et il y a 8 fagons d’avoir 15 (voir .

Pour le probléme spécifiquement étudié, il y a donc une disposition des
nombres telle que S = 15 et il est impossible que S soit inférieur ou égal
a 14. En effet, la somme des résultats obtenus sur les lignes (a+b-+c) doit
étre 45 puisque chaque nombre est compté exactement une fois. Si la plus
grande somme obtenue sur les lignes et les colonnes est 14 cela signifie,
en particulier, que a, b et c¢ sont inférieurs (au sens large) a 14. Ce qui
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81116 413 2194 712
3 7 9151 71513 11519
41912 217 6118 314
61|38 21716 4192 8134
7193 9151 319 |7 11519
21914 41318 81116 6|72

Il n’y a que 8 solutions car la disposition en carrés magiques crée des
contraintes a respecter, comme nous allons le montrer.
Désignons par des lettres les cases comme ci-dessous.

AB|C
D|E|F
G|H|I

Notons N la somme de chaque ligne, colonne, diagonale. Alors A+ B+C =
N, D+FE+F=N,G+H+1 =N et 3N = 45. Donc N = 15. On
cherche donc toutes les décompositions de 15 en la somme de trois termes
appartenant a l'ensemble {1, 2, ...9}. Il y en a 8.

Le nombre E qui est dans la case centrale intervient dans 4 sommes égales
a 15 (une en ligne, une en colonne et deux en diagonales), les nombres
A,G,I,C interviennent dans trois sommes égales a 15 (une en ligne, une
en colonne et une en diagonale), les nombres B, F, H, D interviennent dans
deux sommes égales & 15 (une en ligne et une en colonne). Or, dans les
décompositions de 15, 5 intervient 4 fois, les nombres pairs interviennent 3
fois et les nombres impairs 2 deux fois. 5 est donc au centre du carré. Pour
que la somme de chaque ligne et colonne soit 15, on doit associer a 5 les
couples (9,1) et (7,3). Il y a 8 fagons de le faire. Ensuite pour avoir 15, on
ne peut positionner le 2 et le 4 que dans la méme ligne ou colonne que le 9.
Il reste donc 8 solutions.

FIGURE 6.2: Les 8 facons d’obtenir S = 15
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est impossible car la somme de trois nombres inférieurs ou égaux a 14 est
inférieure ou égale a 42.

6.3.2.7 L’éléve peut-il envisager seul I’impossible ?

Pour s’engager dans le probléme I'éléve doit savoir effectuer mentalement
des additions de trois nombres inférieurs a 9 et comparer des nombres in-
férieurs a 45. Ces connaissances sont disponibles pour des éléves de cycle
3. Il doit aussi avoir compris le probléme. L’idée que la plus grande somme
doit étre plus petite possible n’est pas évidente pour les éléves mais un ou
deux essais personnels puis un commentaire de I'enseignant doivent leur
permettre de s’engager réellement dans une phase d’énumeération.

Au cours du travail d’énumération les éléves vont disposer les nombres au
hasard sur la grille. Ils peuvent obtenir ainsi au mieux, au niveau de la
classe, 16 ou 15 et ne pas réussir a améliorer leur résultat. De plus, comme
le nombre 9 doit figurer dans I'une des cases, il est évident que la plus petite
des sommes ne peut pas étre 9, ni un nombre inférieur a 9, cela susceptible
de générer d’autres impossibles.

6.3.2.8 La situation permet-elle de dépasser ’empirisme naif?

Comme pour I’ensemble des problémes, au cours de ’énumération les éléves
sont confrontés & une impossibilité et sont donc susceptibles de produire une
explication du type « C’est impossible de faire moins que 16 car j’ai cherché
et je n’ai pas trouvé. ». De plus, le milieu de la situation permet de mettre
en doute cet argument.

6.3.2.9 La situation permet-elle de produire des nécessités ?

Conjectures. La phase d’énumération permet de produire au niveau de
la classe, les conjectures « la plus petite valeur est 16 » ou « la plus petite
valeur est 15. » qui devraient conduire respectivement a ’étude des courts-
circuits « 15 est impossible » ou « 14 est impossible ». Comme le premier
correspond & une conjecture fausse, on ne pourra pas le démontrer. Il faut
donc imposer le travail sur le second. Comme les éléves pergoivent assez
facilement que S ne peut pas étre 9, des preuves d’autres courts-circuits
peuvent étre envisagées : S ne peut pas étre 9, 10, 11....

Preuves non ostensives de résultats faibles. Les éléves peuvent faci-
lement prouver que S ne peut pas étre 9 : ce nombre est forcément dans une
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ligne et on lui ajoute des nombres positifs, donc la somme obtenue sur une
des lignes est forcément supérieure ou égale & 10. On montre de la méme
facon qu’on ne peut pas avoir S <11 : dans la ligne ou figure le 9, il y a deux
autres nombres, au mieux, ce sont 1 et 2 et 1 +2 4+ 9 = 12 donc forcément
S est plus grand que 11.

Mais 9 est a la fois dans une ligne et dans une colonne, 4 nombres sont donc
associés a 9 dans les sommes. Si on les choisit les plus petits possibles, pour
avoir une somme la plus petite possible, alors on a forcément I'un des cas
suivants :

— 94142 et 9+3+4, soit 12 et 15 et S> 15

— 94143 et 9+2+4, soit 13 et 15et S > 15

— 9+1+4 et 9+24+3 et , soit 14 et 14 et S > 14

Ainsi, S est forcément plus grand que 14, donc 12 et 13 sont impossibles.
Ces raisonnements sont a la portée des éléves de cycle 3. Ils ne permettent
pas cependant de prouver que S est supérieur ou égal & 15 car dans les
dispositions optimales 9 et 5 sont sur une méme ligne ou dans une méme
colonne.

Preuve de résultat fort. Pour prouver que S ne peut pas étre 14, le fait
que la somme de a, b et ¢ vaut 45 est nécessaire. Or, cette connaissance
n’intervient pas, méme implicitement, lors de la phase d’énumération et
n’a aucune raison d’étre activée chez les éléves. Il faut donc envisager des
interventions de 1’enseignant pour la rendre disponible. Une fois que cela
est fait, les éléves peuvent produire la preuve qu’il est impossible de faire
14.

6.3.2.10 Ce que 'on peut institutionnaliser

A Tissue de la séance, I'enseignant peut conclure ainsi, selon les cas.

Le probléme est résolu

— Un éléve a réussi a disposer les nombres de fagon a ce que S vale 15. C’est
une preuve qu’on peut faire 15. Il suffit d’un exemple pour prouver qu’on
peut faire 15.

— Tous les éléves n’avaient pas trouvé 15. Certains avaient réussi a faire 16
et pensaient que 15 était impossible car ils n’y arrivaient pas. Dire cela
n’est pas un argument recevable en mathématique. D’ailleurs, on peut
faire 15.

— Avec des petits raisonnements, on a aussi montré que S était forcément
supérieure a 9, a 11.
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— Avec un autre raisonnement, on a montré que jamais personne ne pourra
trouver une plus petite somme inférieure ou égale & 14. On est stir que
jamais personne ne fera moins de 15.

— Ainsi, on est siir qu’on peut faire 15, on est sir qu’on ne peut pas faire
moins de 15. La meilleure valeur est donc 15.

Le probléme n’est pas résolu

— Certains éléves ont réussi a faire 16, c’est la meilleure valeur trouvée dans
la classe. Cela signifie que la plus grande des sommes peut étre égale a
16 mais rien n’est str. Dire « 15 était impossible car je n’ai pas réussi »
n’est pas un argument recevable en mathématique.

— Avec des petits raisonnements, on a aussi montré que S était forcément
supérieure 4 9, a 11 et plus grande ou égale a 14.

— D’aprés un autre raisonnement, on est sir que jamais personne ne pourra
faire moins que 15.

— La solution du probléme est donc soit 15, soit 16, on ne le sait pas.

6.3.3 Etiquettes

Ce probléme a deux versions : la version 1 avec une grille 18 x 24 et la version
2 avec une grille 17 x 24 que nous proposons de soumettre successivement
aux éléves.

Ces deux versions sont des cas particuliers des problémes connus sous le
nom de « rectangles packing » avec des grilles de taille n x n’ et des éti-
quettes de taille p x p’ (avec n, n’, p et p’ entiers et p (resp. p’) inférieur &
n (resp. n’)). Ces problémes sont classés comme des problémes Non déter-
ministes Polynomiaux Durs (NP durs) ¢’est-a-dire qu’ils sont résolubles (en
théorie) en un temps polynomial si 'on dispose d’une infinité d’ordinateurs
qui travaillent en paralléle! Cependant, pour certaines valeurs numériques
la résolution a la main est possible, comme nous venons de le voir.
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Etiquettes 1 et 2

Dans cette grille, disposez le plus possible d’étiquettes 5x7.

La situation étudiée ci-dessous comporte les deux versions du probléme
proposées successivement aux éléves (version 1 puis version 2).

6.3.3.1 Preuve

Version 1.  Sur une grille 17 x 24, on peut disposer 11 étiquettes (voir
figure . Une fois placée ces 11 étiquettes, seules 23 cases restent dispo-
nibles. Or, pour faire une étiquette il faut 5 x 7 = 35 carreaux. Il est donc
impossible de placer une douziéme étiquette. Ainsi, une fois une solution
a 11 exhibée la solution est relativement évidente. Cette preuve est assez
facile pour des éléves de CM.
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FIGURE 6.3: Deux solutions a 11 pour les versions 17 x 24 et 18 x 24

Version 2. La preuve est moins évidente. Sur la grille 18 x 24, on peut
disposer 11 étiquettes (trivialement en reprenant une configuration a 11
obtenue pour une grille 17 x 24 ou d’une autre facon, voir . On ne peut
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pas en placer 13 car cela nécessite 455 carreaux or la grille n’en contient
que 482.

Il reste suffisamment de carreaux pour découper 12 étiquettes mais cela est
impossible. En effet, 18 ne peut pas étre la somme de 5 et de 7 (autrement
dit, ’équation 5a + 7b =18 avec a et b des entiers naturels n’a pas de
solution) et on ne peut donc considérer au maximum que 17 lignes a la
grille. Or, on a montré que sur une grille 17 x 24, il est impossible de placer
12 étiquettes.

Au niveau du cycle 3, cette preuve n’est pas accessible. Pour ce probléme on
réduit 'espace de recherche a I’ensemble {11; 12} mais on ne peut conclure.
Ce probléme est I'occasion de fréquenter un cas d’indétermination.

6.3.3.2 L’éléve peut-il envisager seul I'impossible ?

Quelle que soit la version du probléme, pour s’engager dans ’énumération,
I’éléve doit avoir compris ce que sont les étiquettes et leur taille. 11 doit aussi
savoir qu’il ne faut pas laisser d’espace entre les étiquettes pour pouvoir
les découper plus facilement (probléme technique que se posent certains
éléves) et que les étiquettes doivent étre disposées avec des bords paralléles
au bord de la grille. Il a besoin de dénombrer (pour compter les carreaux
d’une étiquette et pour compter le nombre d’étiquettes positionner). Ces
connaissances sont élémentaires pour un éléve de cycle 3.

Une fois les éléments de compréhension du probléme appropriés, ’éléve va
se confronter & un impossible. D’abord, dans la version 1 qui constitue une
premiére rencontre avec le probléme, il ne pensera pas forcément & disposer
les étiquettes dans des sens différents. Dans ce cas, il ne peut disposer que 8
étiquettes. Mais, vu le nombre de carreaux restant, cet impossible constitue
un défi qui ne résiste pas. Disposant les étiquettes dans des sens différents,
I’éléve placera assez facilement 10 étiquettes voire 11. L’impossible est alors
11 ou 12.

Dans la version 2 du probléme, on sait qu’on peut placer 11 étiquettes sur
la grille car on a réussi a la faire sur une grille plus petite. Mais, les éléves
n’arriveront pas a faire 12. L’impossible est alors 12.

6.3.3.3 La situation permet-elle de dépasser I’empirisme naif?

Lors de la phase d’énumération les éléves ne parviennent pas a faire 11
ou 12. Cet impossible est susceptible de générer une explication de type
« empirisme naif ».
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Dans le version 1 du probléme, cependant, lorsque 11 étiquettes sont placées,
le nombre de carreaux restant est visiblement petit, ce qui peut donner aux
éléves I'idée de les compter et de les comparer avec le nombre de carreaux
nécessaires pour constituer une étiquette : il reste 23 carreaux et il en faut
35 pour constituer une étiquette. Ces éléves construisent alors une nécessité
qu’ils pourront utiliser pour invalider un argument de type « empirisme
naif » ou qui peut empécher ’apparition de 'empirisme nafif.

Dans la version 2, ce raisonnement n’est plus disponible puisqu’il reste suf-
fisamment de carreaux pour constituer une douziéme étiquette. De plus,
dans tous les cas, aucun éléve ne disposera 12 étiquettes car c’est impos-
sible. L’empirisme naif s’exprimera alors d’autant plus certainement.

6.3.3.4 La situation permet-elle aux éléves de produire la
preuve du probléme ?

Nécessités de la version 1. La phase d’énumération permet de placer
10 ou 11 étiquettes. Les éléves pensent alors qu’il est impossible respective-
ment de disposer 11 ou 12 étiquettes. Comme il est possible de disposer 11
étiquettes, il faut se ramener a I’étude du court-circuit « il est impossible
de placer 12 étiquettes » pour produire des nécessités.

La preuve de ce court-circuit demande d’utiliser implicitement I’aire d’une
étiquette en nombre de carreaux et de maitriser le sens de la multiplication
et de la soustraction puisqu’il faut soit compter le nombre de carreaux dis-
ponibles une fois 11 étiquettes disposées, soit effectuer la différence entre
le nombre total de carreaux de la grille et le nombre de carreaux utilisés
pour découper 12 étiquettes, puis comparer avec le nombre de carreaux
nécessaires pour faire une étiquette. Les éléves de CM peuvent faire ce rai-
sonnement. En effet, si la notion d’aire est introduite en CM1 le réseau
quadrillé rappelle celui utilisé en CE2 pour introduire la multiplication. Ils
peuvent aussi penser a effectuer la division euclidienne du nombre total
de carreaux par le nombre de carreaux nécessaires pour constituer une éti-
quette. Le quotient indique le nombre d’étiquettes maximum que 'on peut
potentiellement découper : 11.

Nécessités dans la version 2. Pour cette version du probléme, les éléves
savent, d’aprés la version 1, que 'on peut placer 11 étiquettes et ne réus-
siront pas en placer 12 (c’est impossible) bien qu’il reste suffisamment de
carreaux. Il est intéressant ici d’étudier avec les éléves deux courts-circuits
« il est impossible de découper 12 étiquettes » et « il est impossible de
découper 13 étiquettes »
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Un raisonnement analogue & celui utilisé pour la version 1 prouve qu’il est
impossible de disposer 13 étiquettes mais ne prouve rien pour 12 étiquettes :
il reste assez de carreaux sur la grille pour découper une douziéme étiquette
mais rien ne dit que pour autant on peut effectivement le faire. Pourtant,
certains éléves qui attachent une importance trop grande aux calculs seront
tentés de le conclure. Pour invalider cette conclusion, on peut, par exemple,
leur proposer de réfléchir au petit probléme suivant : dans une grille de 100
carreaux sur 3, combien d’étiquettes de 5 carreaux sur 7 est-ce que je peux
découper ? Ce contre-exemple ne peut venir que de ’enseignant.

6.3.3.5 Ce que ’'on peut institutionnaliser

A Tissue de la version 1, selon les résultats obtenus lors de I’énumération
du probléme, on peut institutionnaliser les éléments suivants :

Le probléme dans sa version 1 n’est pas résolu

— Certains éléves ont trouvé une disposition qui permet de placer 10 éti-
quettes. Un exemple suffit & prouver, on est donc sir qu’on peut placer
10 étiquettes.

— D’aprés notre calcul, il y a assez de carreaux pour disposer 11 étiquettes
mais comme personne n’a réussi a le faire, on n’en sait rien.
En effet, dans une grille de 25 sur 4, j’ai assez de carreaux pour découper
2 étiquettes de 5 sur 7 mais je ne peux pas en découper une seule. Cela
montre bien que le calcul ne peut pas prouver que c’est possible.

— Par contre, le calcul nous indique de facon sure que personne ne pourra
jamais disposer 12 étiquettes sur la grille, il n’y a pas assez de carreaux.

— La solution est donc soit 10, soit 11.

Le probléme dans sa version 1 est résolu

— Certains éléves ont trouvé une disposition qui permet de placer 11 éti-
quettes. Un exemple suffit & prouver, on est donc sir qu’on peut placer
11 étiquettes.

— Au début, certains éléves pensaient qu’on ne pouvait pas faire mieux
que 10 parce qu’ils n’y arrivaient pas. Ce n’est pas parce qu’on n’arrive
pas que c’est impossible. D’ailleurs, des éléves ont finalement placé 11
étiquettes.

— D’apreés notre calcul, on est siir que personne ne pourra jamais placer 12
étiquettes.
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— En résumé, on est sir qu’on peut placer 11 étiquettes, on est str que
personne ne pourra en placer 12, le plus d’étiquettes de 5 sur 7 que 'on
peut découper dans cette grille de 17 carreaux sur 24 est donc 11.

La version 2 donne 'occasion d’institutionnaliser des choses similaires.

Le probléme dans sa version 2 n’est pas résolu.

— On est sir qu’il est possible de découper 11 étiquettes, on a trouvé une
disposition qui le prouve.

— On ne sait pas s’il est possible de découper 12 étiquettes : d’aprés notre
calcul, il y a assez de carreaux pour le faire mais comme personne n’a
réussi a le faire, on n’en sait rien. EN effet, dans une grille de 25 sur 4,
j’ai assez de carreaux pour découper 2 étiquettes de 5 sur 7 mais je ne
peux pas en découper une seule. Le calcul ne prouve pas qu’il est possible
de découper 12 étiquettes.

— Par contre, par le calcul, on est siir que personne ne pourra jamais placer
13 étiquettes.

— La solution est donc soit 11, soit 12, on ne sait pas.

6.3.4 Neuf nombres

Neuf nombres

On écrit une suite de neuf nombres entiers différents supérieurs a 1. Pour
placer deux nombres cote a cote, il faut que le plus grand des deux soit
multiple du plus petit. Trouver une liste telle que le plus grand nombre soit
le plus petit possible.

6.3.4.1 Preuve du probléme

Il y a onze entiers compris entre 2 et 12. Parmi ces entiers, 7 et 11 n’ont
ni multiple, ni diviseur; il reste donc 9 entiers possibles : 2, 3, 4, 5, 6, 8,
10 et 12. Cela signifie que la solution du probléme est forcément supérieure
ou égale a 12. Par ailleurs, la suite 5, 10, 2, 8, 4, 12, 6, 3, 9 respecte les
conditions. 12 est donc la solution du probléme.

6.3.4.2 L’éléve peut-il envisager seul ’impossible ?

La compréhension de I’énoncé est délicate. D'une part, il faut que les éléves
comprennent ce que signifie « le plus grand nombre doit étre le plus petit
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possible ». Comme pour le probléme « Carré magique » (page [13§)), un ou
deux exemples permettent de faire comprendre aux éléves cette contrainte.
D’autre part, la signification du terme « voisin » est aussi difficile & com-
prendre, en particulier car les ¢léves imaginent souvent la relation unique-
ment dans un sens alors qu’elle est symétrique : non seulement, par exemple,
10 peut étre voisin de 5 car 10 est dans la table de 5 mais aussi 5 est voisin
de 10. Le mieux est probablement de leur donner des exemples « bien choi-
sis » — c¢’est-a-dire justement qui permettent de faire fonctionner la symétrie
de la relation — ou de demander aux éléves de trouver de nombres voisins
d’un nombre donné. Ici, le choix des exemples est essentiel si ’on veut éviter
que les éléves ne produisent que des suites de nombres qui sont tous dans
la table d’un des nombres de la suite. Il faut en effet qu’ils envisagent la
signification suivante de « voisin » : « deux nombres sont voisins quand 1'un
des deux est dans la table de I'autre ».

Une fois les problémes de compréhension de consigne réglés, pour effectuer
I’énumération, les éléves doivent savoir leur table de multiplication et savoir
décomposer multiplicativement des nombres.

Pour ce probléme les éléves se fixent souvent un nombre « moyen » au début
qu’il essaie de ne pas dépasser dans la suite. S’ils n’y parviennent pas, ils
peuvent réessayer ou conclure qu’il est impossible qu’il soit le plus grand
nombre d’une liste. S’ils dressent une suite correcte de nombres inférieurs
au nombre initial, ils se fixent un nouveau défi. Comme par ailleurs, certains
impossibles sont évidents (8 n’est pas dans I’espace des solutions, ni 9), les
éléves peuvent essayer de constituer des listes dont 10, 11... est la plus
grande valeur. Ils envisagent donc des impossibles.

6.3.4.3 La situation permet-elle de dépasser ’empirisme naif?

A partir du moment ou les éléves ont rencontré empiriquement des impos-
sibilités, des explications de type empirisme naif sont susceptibles d’appa-
raitre. Le milieu constitué par I'expérience de la phase d’énumération est
susceptible de mettre en doute cet argument.

6.3.4.4 La situation permet-elle aux éléves de produire des
nécessités ?

Conjectures. La phase d’énumération permet aux éléves de produire
des conjectures associées & des minorants de l'espace de recherche (10 et
11 par exemple) et des conjectures associées a des impossibles éprouvés qui
correspondent a des majorants de I'espace de recherche, entre 16 et 12 le
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plus souvent (du type « on ne peut pas faire mieux que 14 »). Comme pour
les problémes précédents, il faut se ramener a I’étude du court-circuit « il
est impossible de trouver une liste de 9 nombres dont le plus petit est 11 » si
I’'on veut travailler sur la production de nécessités intrinséques au probléme
et non sur le contre-exemple.

Productions de nécessités. Les éléves peuvent facilement prouver qu’on
ne peut pas faire 2, 3, 4, ... 9 car on demande une liste de 9 nombres su-
périeurs a 2 or entre 2 et 9 il n’y a que 8 nombres.

Pour établir de « meilleurs » résultats faibles (10, 11 impossible), il faut
mobiliser un argument similaire a celui utilisé dans la preuve : I'idée que
dans la suite des nombres de 2 a 10, il y a des nombres qui ne peuvent
avoir de voisins (7 et 11) et sont donc a exclure. Implicitement, au cours de
I’énumération les éléves ont utilisé cette connaissance. En effet, quand on
crée une liste, on balaie les nombres des tables pour trouver les voisins d’un
nombre donné, on « tombe » sur le fait que 7 et 11 ne sont que dans leur
table : on peut, par exemple, placer 7 a la suite de 14 mais apreés on est obligé
de placer 28, on ne peut pas « redescendre ». De la méme facon, certains
éléves organisent leur recherche en faisant un « graphique » des nombres qui
peuvent étre voisin d’un nombre donné, 1a encore, la primalité de 7 et 11 est
utilisée implicitement. Les éléves peuvent remarquer ces « phénoménes » et
les utiliser pour produire des nécessités.

6.3.4.5 Ce que ’on peut institutionnaliser

A la fin de la séance ’enseignant peut conclure de la fagon suivante, selon
les résultats établis au cours de la phase d’énumération.

Le probléme n’est pas résolu

— On a réussi a trouver une liste de 9 nombres dont le plus grand est 14.
C’est notre meilleur résultat dans la classe.

— On est str que jamais personne ne trouvera une liste dont le plus grand
nombre est 11. On I’a prouvé avec un raisonnement.

— On n’a pas réussi a trouver une liste dont le plus grand nombre est 12 ou

13 mais cela ne veut pas dire que c¢’est impossible. Peut-étre quelqu’un

peut trouver ou méme nous en cherchant plus longtemps.

Le probléme n’est pas résolu mais on sait que la solution est soit 12, soit

13, soit 14.
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Le probléme est résolu

— On a réussi a trouver une liste de 9 nombres dont le plus grand est 12.
C’est notre meilleur résultat dans la classe.

— Certains éléves n’ont pas réussi a trouver 12, ils ont trouvé par exemple
14 et pensaient qu’on ne pouvait pas faire mieux car ils n’y arrivaient
pas. On voit bien que ne pas réussir ne prouve rien.

— On est str que jamais personne ne trouvera une liste dont le plus grand
nombre est 11. On I’a prouvé avec un raisonnement.

— La solution du probléme est donc 12.

6.4 Conclusion sur les situations

Les quatre situations étudiées ici s’appuient sur toutes sur des problémes
d’optimisation discréte et présentent des complémentarités.

Les situations conduisent & des preuves d’impossibilité (non ostensives) par
majoration de l'espace des solutions (Pas trois points alignés, Etiquettes )
ou par minoration de cet espace (Carré Magique, 9 nombres). Par exemple,
dans le probléme Pas trois points alignés on montre que la solution du
probléme est forcément strictement inférieure a 11, alors que dans Carré
Magique on montre que S est forcément strictement supérieure a 14. Cela
évite que les éléves associent la preuve par raisonnement aux cas ou il s’agit
de montrer qu’on ne peut pas faire plus.

La difficulté des problémes du point de vue de I’énumération est variable
et certains peuvent trés bien ne pas étre résolus a la fin de la séquence. En
particulier le probléme Etiguettes 2 est choisi de facon a ne pas étre résolu.
Cela permet de pointer des statuts différents : ce qui est possible et qui
est associé ici & une preuve par ostension; ce qui est impossible et qui est
associé, ici, & une preuve par un raisonnement; ce qui est indéterminé et
pour quoi on n’a ni preuve de possibilité, ni preuve d’impossibilité. Dans
tous les cas, les éléves sont cependant amenés a construire des nécessités
non ostensives.

La variété des issues de la recherche permet de montrer I'importance de
disposer d’un élément empirique et d’un élément de type apodictique, issu
d’un raisonnement, pour établir la preuve. Ainsi, d’une part, les limites de
’empirie pour prouver une impossibilité sont pointées (« ce n’est pas parce
que le mieux qu’on puisse faire dans la classe est 10 que la solution est
dix »), d’autre part, on montre sa nécessité pour conclure dans ces pro-
blémes (savoir que 1'on peut placer au plus dix points sur la grille réduit
'espace des solutions mais ne permet pas de conclure). Le fait que chacun
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de ces deux registres apporte une des conditions nécessaires a la conclusion
n’est pas le cas général en mathématiques. La plupart du temps les preuves
correspondent a une explicitation des nécessités, soit « a la main », soit
par convocation d’un théoréme. De ce point de vue, le choix des problémes
d’optimisation discréte ne permet pas un travail sur la preuve représenta-
tif. Mais, il présente une contre-partie qui nous semble trés intéressante :
ils permettent de travailler sur la place de 'empirique dans la preuve en
mathématiques.

La résolution de ces problémes fait appel a des connaissances curriculaires
dans des domaines divers de I’école élémentaire (géométrie et questions
d’alignement avec Pas trois points alignés, calcul (addition, division) avec
Carré Magique, grandeur (aire) avec Etiquettes, numérique (multiples et
diviseurs) avec Neuf nombres). Cela permet ainsi de montrer aux éléves que
I'invalidité de 'empirisme naif est valable au-dela d’un domaine particulier.
De plus, les preuves d’impossibilité que ces problémes donnent 1'occasion
de produire ne sont pas toutes fondées sur un calcul seulement, loin de Ia.
Cela évite que les éleéves envisagent la preuve sous cet angle.

Les connaissances qui doivent étre disponibles pour que les éléves s’engagent
dans le probléme et produisent des preuves correspondent & des vérités
partagées, non problématiques dans la classe. Dans les problémes propo-
sés ici, nous n’introduisons aucune convention supplémentaire qui servirait
d’axiome car nous pensons qu’il est inutile de travailler de fagon concomi-
tante sur l’aspect axiomatique des mathématiques '2.

Intéressons nous maintenant aux possibilités qu’offrent ces situations pour
la production et la validation de nécessités.

[’analyse des problémes montre que les situations permettent a priori aux
éléves d’envisager I'impossible. L’invalidation de 'argument « c’est impos-
sible car je n’ai pas réussi » par le milieu semble assurée a priori, il faudra

12. Nous avons par exemple travaillé au début de la recherche avec le probléme Gom-
mettes dont I’énoncé est le suivant : « On dispose d’un grand nombre de carrés en carton
et de gommettes rondes collantes avec lesquelles on assemble ces carrés. Voici deux as-
semblages possibles avec une seule gommette puis avec 2 gommettes :

Vous disposez de 6 gommettes, assemblez le plus possible de cartons en un seul bloc
avec ces 6 gommettes. » La résolution de ce probléme en classe demande & un moment
de se mettre d’accord avec les éléves sur le fait qu’avec une gommette on peut assembler
4 carrés, cette contrainte particuliére, non naturelle, géne certains éléves. Elle représente
une sorte d’axiome sur lequel il faut s’entendre dés le début de la séance.
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voir ce que cela donne auprés des éléves. La production de nécessités qui
ne relévent pas d’une preuve par ostension par les éléves semble possible.
En effet, peu de raisonnements basés sur des indices de surface et une forte
apparence mathématique sont susceptibles d’apparaitre, ce qui évite que les
éléves « contournent » la production de nécessités. De plus, pour certains
problémes, des preuves de courts-circuits non triviaux nous semblent faci-
lement accessibles pour des éléves de cycle 3 (Neuf nombres, Etiquettes 2).
Par exemple, dans Neuf nombres, on prouve facilement, sans que ce soit tri-
vial, que le plus grand nombre de la suite est au moins 11. Dans Etiquettes
2, on prouve assez facilement qu’il est impossible de découper plus de 12
étiquettes. Dans certains problémes ces nécessités « intéressantes » semblent
plus difficiles a établir (Trois points alignés, Carré Magique). Par exemple,
dans Trois points alignés, on établit assez facilement que 26 est impossible,
mais ce n’est pas un résultat intéressant ; pour produire un résultat faible de
type impossible plus intéressant, il faut disposer de la connaissance qui per-
met de prouver le résultat optimal. Il est en de méme dans Carré Magique.
Or, pour ces deux problémes il n’est pas évident que les connaissances né-
cessaires a la constitution de la preuve soient dans le milieu de la situation
de preuve, comme nous I'avons montré dans I’analyse a priori. Si 'on veut
que les éléves établissent des nécessités, il faut donc compléter le milieu
pour ces deux problémes. Comment le faire sans enlever toute potentialité
adidactique a la situation de preuve?

Un autre point délicat se dégage pour ’ensemble des problémes, avec impor-
tance variable : lorsque I’énumération ne permet pas de trouver la solution
optimale, 'enseignant doit amener les éléves a travailler sur un court-circuit
prouvable. Cette orientation du travail est nécessaire pour permettre un tra-
vail de production de nécessités intrinséques au probléme et non un travail
sur le contre-exemple (par ailleurs incertain si le travail n’est pas orienté &
un moment vers un court-circuit prouvable).

Enfin, ces situations présentent des points communs avec les situations que
choisissent les enseignants dans la pratique de correction-cours dialogué, ce
qui devrait en faciliter 'appropriation.



Chapitre 7

La dévolution de la preuve d’une
d’1mpossibilité

L’analyse a priori effectuée dans le chapitre [6] met en évidence certains
points sensibles intrinseques aux situations. Nous avons livré ces situa-
tions de fagon « brute » sans chercher & les faire évoluer pour deux rai-
sons. D’abord, dans la perspective du développement de situations pour les
classes ordinaires nous ne souhaitons pas les complexifier sans avoir estimé
préalablement les difficultés qui se posent réellement aux éléves et aux en-
seignants ; il s’agit de s’adapter au plus pres. Ensuite, parce que, du point de
vue fondamental et du point de vue du développement de situations pour les
classes ordinaires, le travail d’aménagement des situations initiales, lorsqu’il
s’avére nécessaire, est important a analyser pour identifier les « leviers » sur
lesquels il est possible de jouer.

Les nombreuses « expérimentations » de ces situations' que nous avons
observées et, en partie, analysées nous ont permis d’identifier des difficultés
qui se posent effectivement, elles recoupent celles identifiées dans 'analyse
a priori mais ne s’y restreignent pas. Ce chapitre est consacré a celles qui
concernent le processus de dévolution de la preuve d’une impossibilité.

Ce travail sur la dévolution nous semble particuliérement important : d’une
part, nous faisons ’hypothése que la dévolution conditionne les apprentis-
sages des éléves, d’autre part nous savons qu’elle est soumise a de nom-
breuses contraintes et qu’elle est délicate dans les pratiques ordinaires des
enseignants (voir a ce sujet notre note de synthése, Hersant, 2010a)). Il s’agit
donc ici de préciser les points critiques identifiés et de proposer et analyser
des modifications des situations initiales qui peuvent étre utilisées par les

1. dans leur version initiale ou « améliorée »
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enseignants pour les gérer. Certaines de ces modifications facilitent la dévo-
lution et le choix de les effectuer ou pas peut éventuellement étre laissé aux
enseignants. D’autres concernent la modification du milieu de la situation et
apparaissent nécessaires pour permettre la production des nécessités par les
éléves. Par ailleurs, I'importance de certaines de ces modifications ainsi que
les modalités pour les effectuer sont évidentes pour les enseignants, tandis
que d’autres sont plus délicates comme nous le verrons.

Nous nous centrons sur trois éléments qui nous semblent particuliérement
importants du point de vue de la dévolution dans les situations proposées :
— permettre une énumération « efficace » qui fera émerger le doute, moteur
essentiel de la recherche de preuve;

— constituer un milieu qui permet la production adidactique de la preuve;
— réussir la dévolution de la preuve aux éléves.

Notons que ces trois aspects renvoient a différentes conditions de la dévolu-
tion de la preuve. Le premier constitue une élément facilitateur du processus
de dévolution de la preuve. En effet, la dévolution sera plus difficile si la
condition n’est pas réalisée mais elle peut se produire, ne serait-ce que parce
que I'enseignant peut intervenir pour provoquer le doute. Le second aspect
correspond a une condition de possibilité de la dévolution dans le sens o1,
si le milieu ne permet pas la production adidactique de la preuve, 1’éléve
ne pourra pas étre responsable de sa production. C’est une condition forte
pour la réussite de la dévolution mais pas suffisante. Le troisiéme renvoie a la
mise en place effective d’« autres » conditions qui permettent que les éléves
produisent la preuve essentiellement par leur interaction avec la situation.

Dans cette étude, nous nous appuyons sur les observations que nous avons
effectuées tout au long de la recherche « Problémes pour chercher », dans
différentes classes de cycle 3. Les séances étudiées ont été réalisées par des
enseignants participant a cette recherche, en majorité des professeurs des
écoles?. Il convient de préciser que les travaux de ce groupe ont consisté a
trouver de nouveaux problémes, préparer des situations associées aux pro-
blémes dans leurs grandes lignes, analyser avec les enseignants certaines de
leurs réalisations de classe et proposer éventuellement de modifications des
situations. La préparation des situations n’a jamais été organisée dans le
détail, ce qui laissait une marge de manoeuvre assez importante aux en-
seignants. Cela nous permet de dire que les situations étudiées, sans pour
autant étre des situations de classe ordinaire, correspondent a des situa-
tions assez proches de I'ordinaire. Leur analyse est ainsi susceptible de nous
renseigner sur des phénoménes que ’on pourrait tout a fait observer lors de

2. L’enseignant E est un collégue formateur & 'TUFM, professeur de mathématiques,
qui a fait des interventions dans une classe de CM2 mise & disposition.



7.1. Permettre une énumeération « efficace »

155

la mise en oeuvre de situations de preuve d’impossibilité dans des classes
ordinaires.

Pour éviter la dispersion et faciliter la lecture, nous nous centrons ici essen-
tiellement sur les problémes Pas trois alignés et Carré Magique et consi-
dérons qu’ils permettent d’étudier, de facon plus ou moins générique, des
phénoménes associés a la dévolution de la preuve d’une impossibilité.
Dans ce chapitre et le suivant, les séquences sont repérées ainsi : nom
abrégé du probléme, niveau de classe, date, professeur. Les transcriptions
des séances figurent en annexes.

7.1 Permettre une énumération « efficace »

Etant donnée la contrainte de temps qui pése dans Ienseignement, il nous
semble important de permettre la réalisation de phases d’énumération « effi-
caces », c¢’est-a-dire de permettre aux éléves de se confronter rapidement au
« bon » probléme d’énumeération, pour qu’ils rencontrent dans un temps rai-
sonnable 'impossible empirique. Nous pensons que ce n’est pas parce que les
problémes proposés s’apparentent a des problémes ouverts que I'enseignant
ne doit pas intervenir a certains moments. Les énoncés des problémes que
nous proposons peuvent en effet nécessiter I’explicitation de certains points.
Or, il est possible que des enseignants hésitent a intervenir soit parce qu’ils
pensent que le probléme doit rester « complétement » ouvert auquel cas il
est important de leur avoir préciser que « tout » n’est pas ouvert dans un
tel probléeme, soit parce qu’ils y trouvent une source intéressante de débat
entre les éléves & propos d’une notion connue qu’ils pensaient maitrisée et
qui ne l'est pas, auquel cas, de notre point de vue, ils doivent avoir été
prévenus qu’on faire « plus vite ».

7.1.1 Un exemple de non intervention observé a
propos du probléme Pas trois points alignés

La résolution du probléme Pas trois points alignés demande de savoir ce que
sont des points alignés. Le probléme est proposé sur un support quadrillé et,
dans ce contexte, il s’avére que les éléves de cycle 3 mobilisent une définition
de 'alignement utilisée dans le jeu « Puissance 4 » que ’on peut formuler
ainsi : trois points sont alignés s’ils sont sur une méme droite et s’ils sont
« voisins ». Ainsi, pour ces éléves les dispositions représentées dans la figure
ne correspondent pas a des points alignés, ce qui pose probléme, en
particulier, pour I’énumération.
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1

4 &
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FIGURE 7.1: Des points non alignés pour certains éléves

Les différentes conceptions de I’alignement chez les éléves de la classe peuvent
conduire, comme nous I’avons observé dans une classe de CE2 - CM1 (séance
Pas3, juin 2006, professeur F) & des débats entre les éléves qui les aménent
a expliciter leur conception et constituent un travail intéressant du point
de vue 'apprentissage de la notion d’alignement mais qui prennent le pas
sur le travail des nécessités. Dans le cas cité, 'enseignante a laissé se dé-
rouler le débat car elle trouvait intéressant que les éléves travaillent cette
notion vraisemblablement mal maitrisée et importante pour la suite de leur
scolarité.

Pour éviter cela, ’enseignant peut intervenir dés lors qu’il percoit la confu-
sion ou bien choisir de rendre disponible dés le début de la séance la dé-
finition correcte. C’est ce que nous avons observé en particulier avec le
professeur E (séance Pas3, CM2, nov2008, prof E).

7.1.2 Un exemple d’intervention observé dans une
classe & propos du probléme Pas trois points
alignés

Dans cette classe, 1’enseignant propose d’emblée aux éléves plusieurs dis-
positions de trois points alignés (voir figure [7.2)) et leur demande si ces
dispositions respectent ou non la contrainte du probléme.

Les deux premiéres dispositions choisies sont basiques, elles permettent de
rappeler, si besoin, la définition mathématique de deux points alignés. Les
deux suivantes sont choisies volontairement pour faire émerger, éventuelle-
ment, la conception erronée de 1’alignement.
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FIGURE 7.2: Les dispositions de trois points proposées par I’enseignant

Ainsi, I'enseignant E consacre le début de la séance a rendre disponible aux
éléves les connaissances nécessaires a une énumération efficace du probléme
Il cherche & éviter que des éléves consacrent (perdent) du temps a chercher
un probléme qui n’est pas le bon. Par 14 méme, il les aide & s’approprier
les contraintes du probléme et met en place, aussi, des conditions pour la
validation.

De notre point de vue, effectuer ce travail avec les éléves requiert d’abord
d’avoir anticipé les conceptions erronées des éléves qui peuvent intervenir
au niveau de la compréhension de la contrainte et ensuite de discerner les
connaissances nécessaires pour ’énumération du probléme et dont 'expli-
citation ne « tue » pas le probléme. Ce qui n’est pas évident.

7.2 Permettre la production adidactique de
la preuve : enrichir le milieu

Lors de ’analyse a prior: des situations, nous avons émis des réserves quant
a la disponibilité de certaines connaissances nécessaires a la preuve des pro-
blémes Pas trois points alignés et Carré magique, c¢’est-a-dire que pour
ces situations le milieu est insuffisant. Pour ces problémes, en effet, nous
craignons que les connaissances qui permettent d’établir 'apodicticité du
résultat ne soient établies que par quelques éléves d’une classe, ce qui em-
pécherait d’atteindre 'objectif d’apprentissage. Ce point constitue donc un
point de modification nécessaire de la situation.
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7.2.1 Un milieu insuffisant, I’exemple de la situation
Pas trois points alignés

Pour ce probléme, la phase d’énumération conduit pratiquement tous les
éléves a utiliser comme outil implicite le théoréme-en-actes « il ne faut pas
placer plus de deux points par ligne ». Ce théoréme-en-actes encapsule la
nécessité associée a 'impossibilité de placer plus de 10 points sur la grille
sans en aligner trois. Il est principalement envisagé par les éléves avec le
statut de « régle du jeu », de contrainte du probléme & respecter et non
avec celui d’explication de 'impossibilité comme en témoigne un épisode
observé (classe CE2, nov2006, prof C, voir la figure . Or, I'explicitation
de ce théoréme-en-actes et le changement de statut de la connaissance as-
sociée (de contrainte vers nécessité) sont essentiels pour la production des
nécessités du probléme comme le met en évidence la représentation sous la
forme d’espace de contraintes de la résolution du probléme (voir figure .
Ainsi, pour cette situation, nous identifions deux étapes de I’émergence de
la connaissance nécessaire a la constitution de la preuve :

1. expliciter la connaissance « on ne peut pas disposer plus de deux
points par ligne » & partir du théoréme-en-actes employé au cours de
la phase d’énumération ;

2. réaliser de facon adidactique un changement de point de vue sur cette
proposition pour la faire passer du statut de contrainte du probléme
au statut de nécessité du probléme.

Les observations que nous avons effectuées dans plusieurs classes montrent
qu’il y a, a cet endroit, une difficulté pour les éléves qui conduit, le plus sou-
vent, au fait que 'explication attendue n’est formulée que par quelques uns.
Ainsi, par exemple, dans la séance CE2, nov2006, prof C ol cing séances
ont été consacrées a la résolution du probléme 3, deux éléves sur les seize qui

3. L’enseignante a choisi d’accorder ce temps long & la recherche du probléme. La
premiére séance a permis I’énumeération du probléme pour une grille 4 x 4 et la produc-
tion de trois solutions & 8 points; elle s’est conclue sur ce constat : on sait qu’on peut
faire 8 mais on ne sait pas si on peut faire mieux. La seconde séance a été consacrée
a ’énumération du probléme pour une grille 5 x 5. Les éléves ont réussi & disposer 10
points sans en aligner trois, ce qui constitue pour la majorité d’entre eux la solution
du probléme. Au début de la séance 3, I’enseignante propose aux éléves croyant qu’il
est possible d’améliorer le résultat de continuer & chercher et aux autres de donner les
raisons pour lesquels ils pensent qu’il est impossible de disposer plus de 10 croix. Seize
éléves cherchent individuellement une explication & I'impossibilité de faire mieux que 10.
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P : y’en avait deux par ligne et par colonne. Qu’est-ce qu’il nous explique
Tudal 147 Hipolythe

Hipo : on n’avait pas le droit d’en mettre trois par ligne et colonne.
P : il nous explique que 'enfant qui a écrit ¢a un éléve léve la main oui?
e : il explique la régle et pas pourquoi on peut en mettre plus que 10.

P : il a écrit la régle mais pas pourquoi... je ne sais pas hein, moi je répéte
a vous de dire ce que vous en pensez.

e : il a écrit la régle pareil mais il a pas expliqué quoi

e :sion avait deux points par ligne et par colonne on pouvait pas en mettre
plus.

P : si y’a deux points par ligne et par colonne on peut pas en mettre plus.
Alors pourquoi est-ce que j’'ai mis toutes celles 14 ensemble ?

e : parce que tout ca c’est des régles pour le jeu
P : ce sont des régles. C’est une régle ¢a. Pierre?
Pierre : ben, la régle de mettre les croix

P : c’est la régle que je vous ai donné ¢a?
Pierre : oui.

P : je vous ai dit « on ne met pas plus de deux croix par ligne ou de deux
croix par colonne » 7

e : non
P : ah, jai pas dit ¢a moi.
Titouan : on n’a pas le droit & en mettre plus que 2 alignés.

P : voila, ma régle ¢’était ca. J’ai dit « pas plus de deux alignés ». J’ai pas
parlé de ligne ou de colonne ni de diagonale ni de rien de tout ca. ...
Mais 1a en effet, celles 1a elles utilisent toutes bien. . .

e : ca veut dire heu un peu la régle

P : tu la trouves proche de la régle que j’ai donnée

FIGURE 7.3: Episode observé dans la classe CE2 nov2006_C, tours de
parole 44-63
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= Contrainte ; pas plus de 2 points alignés :

Surune ligne je peux mettre au plus 2 points
(théoréme en actes, implicite, contrainte)

On peut disposer On peut disposer
9 points sur la 10 points sur la ‘ Ily a5 lignes et 5 colonnes
grille sans en grille sans en
Registre aligner trois aligner trois
empirique
Registre
des
mocéles! Iy a au plus deux points
nécessités par ligne

La meilleure soluion est 10.

On peut placer au plus 10 points sur la grille sans en aligner trois
O

u
Il est impossible de placer plus de 10 points sans en aligner trois

FIGURE 7.4: Espace de contraintes pour la résolution du probléme « Pas
trois points alignés »

cherchent une explication ont réalisé ces deux étapes. Ils écrivent « Parce
qu’on ne peut pas mettre deux croix par ligne et par colonne et en diago-
nale. » et « Si on ne peut pas c¢’est parce dans une grille comme celle-1a il y a
cinq noeuds dans une ligne et on ne peut pas mettre plus du double de cinq
noeuds. », ce qui témoigne du fait qu’ils ont explicité le théoréme-en-actes
utilisé au cours de I’énumération et opéré le changement de statut néces-
saire. Les autres éléves pensent massivement (6 éléves sur les 14 restant)
que c’est parce qu’il manque des lignes ou des cases?; ces éléves prennent
ainsi en considération la contrainte « pas plus de deux points alignés » sans
I’ériger en nécessité et n’explicitent pas le théoréme-en-acte « pas plus de
deux points par ligne ». Quatre ¢éléves fournissent un argument qui reléve
de I'empirisme naif. Trois autres éléves indiquent quelque chose du type :
« si on ajoute une croix sur la solution a 10 il y a forcément trois points
alignés » ; cette explication convoque des nécessités mais elles sont locales
puisque les éléves raisonnent uniquement sur la meilleure solution trouvée
dans la classe et non dans le cas général. Enfin, un éléve déclare « c’est vrai

4. Nous avons observé 'apparition de cet argument dans une seule autre classe de
CE2, avec une autre enseignante, alors que le probléme a été proposé dans six classes
différentes. Dans les deux cas les enseignantes avaient choisi de proposer d’abord une
grille de quatre lignes et quatre colonnes. Nous pensons que cette variation sur les valeurs
numériques favorise ’apparition de cet argument erroné.
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car Jean l'a dit » ; il admet 'impossibilité car il fait confiance & un autre
éléve qui affirme, sa rationalité ne convoque pas de nécessité. Dans la suite
de la séance, les deux éléves qui ont saisi les nécessités du probléme se sont
regroupés pour produire 'explication suivante écrite sur une affiche et pro-
posée a 'ensemble de la classe (nous avons seulement rétabli I'orthographe
et la ponctuation) : « Parce qu’il y a, dans une grille comme celle-1a, cing
noeuds dans une ligne et on ne peut pas en mettre plus du double et dans
Iautre c¢’était pareil sauf que dans celle d’avant il y avait quatre noeuds
dans une ligne et le double c’était huit. » La formulation des éléves n’est
pas claire® et lors de la phase de confrontation des arguments les autres
éléves ne la comprennent pas.

Ainsi, le faible nombre d’éléves qui accédent seuls aux nécessités et la dif-
ficulté manifeste des autres éléves & comprendre 'explication fournie nous
ont conduit & chercher un moyen de rendre disponible (explicite) au niveau
individuel des éléves la connaissance « sur une ligne, je peux mettre au plus
2 points sinon il y a trois points alignés ».

7.2.2 Propositions pour enrichir le milieu pour la
preuve

7.2.2.1 Enrichir le milieu au niveau du registre des nécessités

La difficulté rencontrée peut se formuler de la facon suivante : le milieu
pour la situation de preuve n’est pas assez contraignant pour permettre
a un nombre suffisant d’éléves de produire les nécessités associées au pro-
bléme mathématique sans intervention de I'enseignant, la situation est trop
ouverte. Comment peut-on aménager le milieu sans « tuer » la situation,
c’est-a-dire tout en préservant une possibilité non négligeable que les éléves
produisent eux mémes une explication correcte de I'impossibilité ?

Pour la situation Pas trois points alignés, le groupe a proposé d’introduire
un tableau comme celui ci-dessous que nous nommerons « boite a croix »
ol les éléves ne placent pas de points mais indiquent en face de chacune des
lignes combien de points ils souhaitent placer.

5. Elle suggére méme qu’ils ont effectué le raisonnement suivant : ils ont admis que
sur une grille 4 x 4, on peut placer au plus 8 croix sans en aligner 3, en ont inféré qu’il le
maximum de points que ’on peut placer sur une grille correspond au double du nombre
de noeuds par ligne, on admis cet énoncé et en on déduit que pour une grille 5 x 5, on
peut placer au plus 10 points.



162

La dévolution de la preuve d’une d’impossibilité

—
‘}»*.— | .

Le scénario de la séquence peut alors étre le suivant. La premiére séance est
consacrée a I’énumération du probléme 5 x 5 et se clot par un inventaire des
solutions des éléves. Les meilleures propositions, en termes de nombre de
points positionnés sur la grille, sont vérifiées. La classe dispose alors d’une
ou de plusieurs « meilleure(s) solution(s) » au probléme. La seconde séance
débute par le rappel de la meilleure valeur trouvée et I’enseignant demande
si on peut améliorer la solution et pourquoi. Les éléves se positionnent (il
y a des avis partagés) et 'enseignant indique quelque chose de la forme
« Vous n’avez pas tous le méme avis. Et bien maintenant, en utilisant ce
petit tableau et sans placer de point sur la grille vous allez chercher si on
peut en mettre plus et pourquoi ».

Cet artifice ne prive pas les éléves de la production adidactique des né-
cessités, contrairement a une intervention de ’enseignant qui livrerait la
connaissance manquante ®. En effet, son introduction conduit & I’énuméra-
tion d’un nouveau probléme : « combien de points au plus peut-on placer
sur la grille sans en aligner 3 horizontalement ? » et a deux conséquences.
Premiérement, les éléves sont libérés de ’étude des questions délicates d’ali-
gnement en dehors des lignes qui mobilisent fortement leur attention lors
des phases d’énumération du probléme initial. Deuxiémement, I’énuméra-
tion de ce nouveau probléme les conduit, sans nécessité d’intervention de
I’enseignant, a expliciter le théoréme-en-actes utilisé lors de la phase d’énu-
meération du probléme initial et & lui attribuer le statut de nécessité (registre
apodictique) comme lillustre la représentation de 'espace de contraintes
correspondant a la résolution de ce « nouveau probléme » (voir figure [7.5).
La boite a croix modifie ainsi de facon intéressante le milieu de la situation
(Hersant} 2010a). Comment cela se produit-il 7

L’introduction de cet artifice implique un passage d’une énumération dans
le cadre géométrique & une énumération dans le cadre numeérique (Douady),
1987). Au niveau du registre des nécessités, les éléves sont ainsi amenés
a raisonner dans un cadre ou leurs connaissances sont plus disponibles et
a se poser des questions du type : peut-on faire 11 avec une somme de
5 termes plus petits ou égaux a 27 Il est clair que I'explication de cette

6. Notons par ailleurs, que, d’'un point de vue mathématique, cette restriction du
probléme a un probléme semblable sur les lignes n’est pas génante car il y a autant de
lignes que de colonnes dans la grille.



7.2. Permettre la production adidactique de la preuve : enrichir le milieu

163

impossibilité est relativement aisée pour des éléves de cycle 3. Cela devrait
donc leur permettre de formuler plus facilement les nécessités du probléme
initial. Ainsi, la boite & croix contraint le milieu de la situation initiale
pour la phase d’énumération (elle permet une fermeture du probléme qui
préserve et favorise la production de nécessités par les éléves) et assure ainsi
la production de connaissances nécessaires a la preuve du probléme initial.
Cet enrichissement du milieu pour la preuve correspond a l'explicitation
de la nécessité « on ne peut pas placer plus de 2 points par ligne » qu’il
faut ensuite utiliser, en association avec des faits établis lors de la phase
d’énumération ou des données du probléme (5 lignes), pour établir la preuve
du probléme Pas trois points alignés. Le raisonnement suivant peut alors
étre mené : « Je n’ai pas le droit d’aligner trois points sur la grille, quelle
que soit la direction. Sur une ligne je peux placer au plus 2 points. Sur cing
lignes je pourrais donc placer au plus 2 fois 5 soit 10 points. Comme jai
trouvé une disposition a 10, la solution est 10. ».

Dans ce cas, nous dirons que la modification provoquée du milieu pour la
preuve se situe au niveau du registre apodictique car la modification de la si-
tuation entraine directement la production par les éléves d’une connaissance
qui reléve du registre des nécessités et non la production d’une connais-
sance au niveau du registre empirique (voir figure . S’il est possible que
la modification de la situation entraine chez les éléves I'explicitation de la
connaissance « sur une ligne je peux disposer au plus deux points » avec
le statut de contrainte et non de nécessité, nous considérons que cela est
provisoire et contingent, ce n’est pas un passage obligé.

Ainsi, par les modifications du milieu qu’il permet, cet artifice rend possible
la dévolution de la preuve de I'impossibilité aux éléves de CE2. Nous ’avons
« testé » dans deux classes différentes, avec deux enseignantes différentes
(séquences CE2, dec2007, prof C et dec2007, prof D). Dans les deux classes,
la boite & croix permet, dans un premier temps le fonctionnement de la
connaissance « on ne peut pas mettre plus de deux points par ligne » avec
le statut de contrainte du probléme (« on n’a pas le droit de mettre 5 croix
sur la premiére ligne, il n’en faut pas plus de 2 »), puis sa transformation
en nécessité par un nombre plus important d’éléves.

7.2.2.2 Enrichir le milieu au niveau du registre empirique

Carré magique pose un probléme didactique un peu semblable : pour établir
la preuve du probléme, il faut que la connaissance « la somme des nombres
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: Contrainte : pas plus de 2 points alignés :

Surune ligne je peux mettre au plus 2 points
{théoréme-en-actes, implicite, contrainte)

On peut disposer On peut disposer
Registre 9 points sur la 10 points surla
empirique grille sans en grille sans en
aligner trois aligner trois Iy a5 lignes et 5 colonnes ‘
]
Surune ligne je peux mettre au plus 2
points (nécessits) / je ne pas mettre
plus de deux points sans en aligner 3
Registre
des La somme de cing
modéles/ entiers inférieurs a 2
nécessités estinférieure & 10

Il'est impossible d'obtenir 11 en
faisant la sormme de 5 entiers
plus petits que 2

Lameileure soluion est 10,

On peut placer au plus 10 points sur la grille sans en aligner trois

Cu
Il est impossible de placer plus de 10 points sans en aligner trais

FIGURE 7.5: Espace de contraintes pour le probléme Pas trois points alignés
avec la boite a croix, milieu enrichi au niveau du registre apodictique

inscrits dans le carré est 45 » soit dans le milieu. Or, il y a peu de raisons
pour qu’elle le soit pour la majorité des éléves, méme de facon implicite
comme c’est le cas pour Pas trois points alignés. En effet, dans 1’énoncé du
probléme il n’est pas question explicitement de la somme des neufs premiers
nombres et, au cours de la phase d’énumération, les éléves sont sensibles au
fait que, dés qu’on modifie la place d’un nombre dans le carré, cela modifie
toutes les sommes mais ne pensent pas forcément qu’il y a un invariant dans
le probléme.

Pour régler cette difficulté qui empéche la production de nécessités, le
groupe a proposé d’introduire cette connaissance, sous la forme d’une re-
marque ou d’une question aux éléves. Par exemple, dans la séquence CM2 nov2008 prof
E , alors que les « meilleures » grilles produites dans les groupes a l’issue
de la phase d’énumération sont affichées au tableau, 'enseignant choisit de
demander aux éléves de faire la somme des sommes obtenues sur les lignes.
Une telle intervention ne modifie pas directement la part de responsabilité
des éléves dans la production effective de la preuve. Elle ne passe cependant
pas inapercue : les éléves imaginent bien que cela a & avoir avec I'explication
attendue. De facto, la lecture que les éléves font de la situation didactique,
via le contrat didactique, diminue leur part de responsabilité dans la pro-
duction de I'argument.
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Contraintes : placer tous les nombres de 14 9 -

La somme des
On peut On peut On peut ‘ On peut faire 15 sommes en ligne

Registre faire 22 faire 17 faire 16 vaut a chaque 45:3=15
empiricue fois 45

Lasomme des La somme de trois
CR‘egwstre nombres de 1 a entiers inférisurs

oS 9vaut 45 :

madales! strictement & 14 est

nécessités inférieur strictement &

La meilleure solution est 15

Il est impossible
S est supérieur ou égal & 14 d'obtenir 45 en
faisant la somme

de trois entiers
inférieurs

strictement & 15

FIGURE 7.6: Espace de contraintes pour le probléme Carré magique avec
intervention pour indiquer que la somme des nombres du tableau vaut 45,
milieu enrichi au niveau du registre empirique

Suite a la mise en évidence de ce fait, la recherche du probléme a conduit
a la construction de l'espace de contraintes suivant (voir figure [7.6). Les
éléves ont établi la nécessité « la somme des nombres dans la tableau (ou
des nombres de 1 &4 9) vaut toujours 45 » et un bon nombre d’éléves de la
classe ont divisé 45 par 3 pour obtenir 15 qui était, jusque la, la meilleure
valeur trouvée. A partir de ces éléments, ils ont abouti a 'impossibilité
d’obtenir 45 comme la somme de trois nombres inférieurs a 15 et a 1'im-
possibilité d’améliorer la meilleure solution de la classe (voir figure [7.6)).
Vraisemblablement, dans cette classe, les éléves (ou au moins un certain
nombre d’éléves) ont saisi les nécessités du probléme mais un travail est
nécessaire pour leur formulation. Ils ont tendance a dire simplement que 45
divisé par 3 vaut 15, sans indiquer en quoi cette division est valable pour le
probléme cherché.

Dans ce cas, nous dirons qu’il y a un enrichissement du milieu au niveau
du registre empirique de la résolution dans la mesure ol I'intervention de
I’enseignant engendre d’abord une modification du milieu & ce niveau. En
effet, I'indication donnée ou la question posée permet de produire le fait
« la somme des nombres dans le tableau vaut a chaque fois 45 ». Ce fait
permet d’expliciter la nécessité « la somme des nombres de 1 & 9 est 45 »
lice a la contrainte « placer tous les nombres de 1 a 9 dans la grille ». Il n’a
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aucune raison d’étre produit par les éléves au cours de la phase d’énumeéra-
tion puisqu’ils utilisent plutét a ce moment 1a des stratégies d’ajustement
local du type : pour que S ne soit pas trop grand, j'associe sur chaque ligne
des « petits » nombres a un grand nombre et des nombres moyennement
grands. Une fois ce fait produit, il reléve, normalement, de leur responsabi-
lité d’extraire la nécessité « la somme des nombres dans la tableau (ou des
nombres de 1 & 9) vaut toujours 45 » et d’établir la preuve de I'impossibilité
de faire moins que 15.

Pour cet aménagement nécessaire du milieu de la situation, il nous semble
plus facile que pour le cas précédent, d’envisager des modalités différentes
d’aménagement du milieu dans la mesure o1, de toute fagon, cette modifi-
cation de la situation ne nous apparait pas possible sans « perdre » un peu
de I'adidacticité de la situation.

7.3 Réussir la dévolution de la preuve :
milieu et contrat didactique

Les enseignants du groupe qui ont « testé » les situations nous ont rapporté
leurs difficultés a passer de la phase d’énumeération a la phase de recherche
de preuve, méme lorsque les deux temps sont clairement dissociés (2 séances
différentes). Or, la réussite de ce passage d’un travail dans le registre em-
pirique a un travail dans le registre des nécessités est cruciale pour que les
éléves rencontrent effectivement le savoir visé.

L’analyse comparée de trois extraits des séquences relatives au probléme
Pas trois points alignés et menées par trois enseignants différents va nous
permettre d’identifier plusieurs éléments importants pour la réussite du pas-
sage de I’énumération dans le registre empirique a la recherche de nécessités.
Ces éléments sont en rapport avec le milieu et le contrat didactique de la
situation”.

Deux des séances ont été réalisées en décembre 2007 dans des CE2 par C
et D. Elles « bénéficient » des aménagements présentés précédemment pour
permettre d’enrichir le milieu de la situation Pas trois points alignés. Ce
sont ces deux séances qui ont conduit les enseignantes a nous indiquer leurs
difficultés a passer de la phase d’énumeération a la phase de recherche de
raisons. De fait leur étude a engendré des modifications de la situation prises
en compte dans la séance réalisée en octobre 2008 en CM2 par E.

7. Ce chapitre est largement extrait du texte que nous avons rédigé pour les actes de
la 15¢ Ecole d’été de didactique des mathématiques (Hersant), [2011]).
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Lors d’une précédente expérimentation du méme probléme (CE2, nov2006,
prof C) Penseignante C n’avait pas ressenti cette difficulté de passage de la
phase d’énumération a la phase de recherche de court-circuits mais elle avait
passé beaucoup de temps a énumérer. En particulier, elle avait autorisé les
éléves qui n’étaient pas convaincu de I'impossibilité d’améliorer la solution
a 10 obtenue dans la classe & poursuivre leur recherche empirique. Nous
pensons que ce fonctionnement a largement permis aux éléves d’explorer
empiriquement le probléme, de se confronter & I'impossibilité et finalement
d’étre motivés pour la recherche de raisons.

Entre les deux réalisations de la situation en 2007 et la troisiéme un an plus
tard, le professeur E a proposé de modifier les situations en introduisant,
comme « leitmotiv » dans toutes les situations, une bande numeérique qui
indique par un codage® ce que ’on sait du probléme. A partir de ’analyse
de la séance effectuée en CM2, nous verrons en quoi 'introduction de cette
bande numérique modifie le milieu pour la preuve et favorise le travail sur
les nécessités. Mais il s’avére que ce n’est pas le seul élément qui facilite
le passage de la phase d’énumération a la phase de recherche de nécessi-
tés; d’autres décisions de 'enseignant qui meéne la séquence en CM2 sont
essentielles.

Concernant ces séances, il faut encore apporter une précision : elles sont
menées par des enseignants qui ont certainement un rapport aux mathéma-
tiques différent, ce qui n’est pas neutre. En effet, les enseignantes de CE2
sont des professeurs des écoles et 'enseignant de la classe de CM2 est un
professeur de mathématiques formateur a 'IUFM qui intervient ponctuel-
lement dans la classe de CM2.

7.3.1 Abandonner I’énumération, enréler dans la
situation de preuve

L’énumération du probléme constitue, d’une certaine facon, une succession
de défis que se donnent facilement les éléves (ils sont pris au jeu de faire
mieux) et ’abandon de cette recherche empirique pour la recherche de néces-
sités, s’il n’est pas volontaire mais exigé par ’enseignant demande d’abord
de renoncer a ces défis. On se retrouve dans une situation ot il faut priver
I’éléve de son « jeu initial », comme doit le faire le tuteur dans 'expéri-
mentation proposée par Bruner (1993). Un enrolement dans la situation de
preuve doit s’opérer. Comment ?

8. Une file numérique adaptée au probléme est écrite au tableau : les valeurs possibles
sont entourées en vert, les valeurs impossibles sont barrées en rouge.
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7.3.1.1 DMettre a distance les grilles pour abandonner la
recherche empirique

Dans la classe de CM2, les deux phases se succédent dans la méme séance.
Aprés une énumération individuelle puis en groupes, ’enseignant demande
aux éléves de ranger leurs feuilles de recherche dans leur bureau et précise «
on n’est plus en train de faire des dessins » (voir figure [7.7 page ci-contre]).
Cela permet de marquer le changement de tache puisque les éléves n’ont
plus sous les yeux le support matériel de la tache « placer le plus de points
possible», méme si les grilles qui représentent les travaux des groupes sont
encore affichées au tableau.

Dans la classe de CE2 (nov 2006, prof C) les deux phases ont lieu lors
de deux séances successives. Au début de la seconde séance, ’enseignante
C affiche au tableau la grille qui représente la meilleure solution trouvée
la veille pour 'ensemble de la classe. Elle rappelle son statut et pose la
question « est-ce que vous pensez qu’on peut en mettre plus? ». Les éléves
proposent d’améliorer cette solution. Ici, la question de I’enseignante vise
a amener les éléves vers la formulation de conjectures mais son association
quasi concomitante avec la « meilleure » disposition trouvée dans la classe
empéche 'émancipation de 'énumération et le basculement vers le registre
des nécessités.

On observe le méme phénoméne dans ’autre classe de CE2. Les enseignantes
ont probablement imaginé que 1’écart temporel entre les séances allait créer
la rupture nécessaire pour passer a la recherche d’une explication mais il
n’en est rien. Dans les deux cas, les enseignantes s’apercoivent du hiatus et
agissent en conséquence. Par exemple, 'enseignante C retourne 'affiche et
dit « ce n’est peut-étre pas une bonne idée de repartir de celle-ci » et puis
« je ne redonne pas les grilles ».

Ainsi, la mise & distance de la feuille de recherche associée a ’explicitation
de la fin de la phase d’énumération constitue a ’évidence pour tout ensei-
gnant une nécessit¢ pour permettre I’abandon de la tache « recherche a la
main de solutions » & laquelle les éléves sont tentés de retourner méme si
I’énumération a été réalisée lors d’une séance précédente. Mais faire renon-
cer les éléves & leur jeu initial ne suffit cependant pas : il faut aussi leur
permettre d’entrer dans la nouvelle tache, « chercher des raisons » associée
au registre apodictique.
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P : Alors, du coup, posez vos crayons, vous allez ranger dans votre casier. ..
dessous le papier. On n’est plus en train de faire des dessins. Le papier
est rangé et je vous explique la suite du travail. fait de la place au
tableau Je vais vous écrire quelque chose vous allez voir, quelque chose
que vous n’avez jamais vu. il écrit la suite numérique de 1 a 26 tout
en haut du tableau je m’arréte 13, je n’ai plus de place. Et puis ce que
vous n’avez jamais vu, c’est ce que je vais en faire. Alors doit y’avoir
de la craie verte entoure le 9 le rond vert ca veut dire, on est capable
de mettre 9 points sans en alignés 3. C’est clair, la preuve, on n’a qu’a
regarder 1a, on a réussi. On peut mettre aussi 8 entoure le 8§ parce que
si on sait faire 9, on peut prendre un de 9 on en enléve un, on en a 8.
On peut faire 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. Un point sans en aligner c¢a c’est pas
trop difficile, sans en aligner 3. rires alors 2 points sans en alignés trois
c’est pas trop difficile non plus. a entouré les nombres Mais attendez,
plus difficile maintenant, I'autre code, je prends la craie rouge barre
26 en rouge ca, ca veut dire,

e on ne peut pas

P je sais bien, je confie ¢ca a un grand savant et je le laisse chercher pendant
des années, il n’arrivera pas a en placer 26.

e non y’a que 25 cases.

P Forcément, il n’y a que 25 points. Barre 25 et méme 25, il n’y arrivera
pas parce que s’il en met 25 il faut qu’il en mette sur tous les points,
forcément si tous les points sont occupés, il y en aura trois alignés,
bien plus que ¢a il y en aura 5 alignés. Ca va? La question que je vais
vous poser maintenant qu’il n’y a plus de dessin, c’est : tiens est-ce
qu’on peut ...jusqu’ou est-ce qu’on peut faire des croix comme ca?
Est-ce qu’on est stir que personne ne pourra faire 21, 20 ou est-ce qu’on
est slir que personne ne pourra faire 10, que personne ne pourra faire
117 une main se léve alors vous pouvez refaire des groupes, réfléchir
a cette question la, est-ce qu’on peut faire des croix sur 10, sur 11,
sur... y’a des choses, on est sur que personne ne pourra jamais le
faire. Ca va comme question ? Et puis, dans 5 min on essaiera de voir.

FIGURE 7.7: Le passage de la phase d’énumération a la recherche de néces-
sité dans la classe CM2, octobre 2008, prof E
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FI1GURE 7.8: Tableau final de la séance Pas3 CM2 nov2008 E

7.3.1.2 Introduire la question « peut-on placer z points ? »
(avec & un nombre supérieur ou égal a 26) dans le
milieu objectif de la situation

Dans la classe de CM2, le professeur E utilise un artifice. Une fois qu’il a
demandé aux éléves de ranger leur grille, il attire leur attention sur la suite
des nombres de 1 & 26 qu'il a écrite au tableau (voir figure [7.7). Il leur
indique en effet : « et puis je vais écrire quelque chose, vous allez voir, vous
n’avez jamais vu » puis « ce que vous n’avez jamais vu c’est ce que je vais
en faire ».

La file numérique qu’il introduit va permettre de résumer I’état de connais-
sance sur le probléme dans la classe comme on le voit sur la photographie
du tableau final de la séance (figure . Ce support s’avére trés utile et
pratique pour l'enseignant qui peut y faire référence tout au long de la
séance. Mais, surtout, l'introduction de cette suite numeérique modifie si-
gnificativement le milieu de la situation (au sens de « contexte cognitif de
Iaction », voir (Sensevy et al., 2007)). En effet, avant son introduction, pour
de nombreux éléves, le milieu comprend ce que 'on sait positivement sur
le probléme parce qu’on I’a montré par ostension (on peut placer 7, points,
8 points, 9 points). Cette suite numérique permet d’y introduire explicite-
ment, de facon permanente et pour ’ensemble des éléves de la classe, ce
que l'on ne sait pas (et qu’on voudrait bien savoir), au-dela de I'expérience
réalisée par les éléves. Ainsi, cette suite numérique introduit le doute, I'in-
certitude, dans la situation et donc un moteur de la recherche de nécessités.
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Par ailleurs, dans la classe de CM2, I'introduction de cette suite numérique
constitue une modalité pour introduire dans le milieu objectif de la situation
la question « peut-on placer 26 points sur la grille? ». Cette question qui
porte sur une impossibilité est relativement facile, elle va permettre d’opérer
doucement le basculement de la recherche empirique vers la recherche de
nécessités associés a une impossibilité. Par 14 méme, elle implique le passage
a un contrat didactique de preuve non ostensive. En effet, d’une part, c’est
une demande de preuve d’impossibilité qui force le changement de tache et
le passage au registre apodictique et, d’autre part, la raison convoquée, sans
étre celle que I’on souhaite que les éléves produisent in fine dans la situation,
est de méme nature, ¢’est une preuve non ostensive. Ainsi I'introduction de
cette question dans le milieu objectif de la situation nous apparait essentielle
dans ce déroulement de la situation pour la réussite du passage du registre
empirique au registre apodictique.

Notons qu’il ne s’agit pas forcément d’introduire explicitement cette ques-
tion dans le milieu objectif de la situation. On peut envisager des modalités
plus ou moins ouvertes, par exemple demander aux éléves de dire ce qu’ils
pensent étre des nombres possibles et ce qu’ils pensent étre des nombres
impossibles.

7.3.2 Produire des nécessités

Une fois que I’abandon de I’énumération est initialisé, il faut encore entrete-
nir la dévolution jusqu’a la production de nécessités. L’analyse comparative
des trois séances a propos du probléme Pas trois points alignés nous conduit
a identifier deux éléments importants pour cela.

7.3.2.1 Signifier ’entrée dans un contrat de preuve

Méme si les éléves ont pergu le changement de tache et si 'entrée dans le
contrat de preuve est initialisée, il faut encore leur signifier les nouvelles
régles du jeu pour les placer de facon pérenne dans un contrat de preuve.
De ce point de vue, le discours de ’enseignant nous semble jouer un role
particulierement important.

Dans la classe de CM2, 'enseignant E situe nettement son discours dans
le registre de la preuve comme moyen de savoir avec certitude, de réduire
le doute. Plusieurs aspects de son discours (voir un extrait figure sou-
lignent les nouvelles attentes de 1’enseignant :
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— il justifie qu’on peut placer 9 points® : « C’est clair, la preuve, on n’a
qu’a regarder 1a, on a réussi » ;

— il affirme que I'on ne peut pas placer 26 points et un éléve justifie : « je
sais bien, je confie ¢a & un grand savant et je le laisse chercher pendant
des années, il n’arrivera pas a en placer 26; forcément, il n’y a que 25
points »

— il pose aux éléves la question de la certitude (universelle) concernant la
possibilité ou I'impossibilité de placer plus de 9 points : « jusqu’ou on
peut faire des croix comme ca? Est-ce qu’on est sGir que personne ne
pourra faire 21, 20 ou... est-ce qu’on est sir que personne ne pourra
faire 10, que personne ne pourra faire 117 (...) y’a des choses on est
slir que personne ne pourra jamais les faire. »).

Dans les deux classes de CE2, les discours des enseignantes se situent plutot
dans le registre de 'opinion et ne signifient pas que les attentes en termes
de preuves. L’enseignante C utilise par exemple les formulations suivantes :
« Est-ce que vous pensez qu’on peut en mettre plus? » ; « Qui pense « oui
» 7 ». L’enseignante D pose des questions du type « Maintenant, a votre avis
... maintenant qu’on sait qu’on peut en faire, en mettre 9, est-ce qu’a votre
avis on peut en mettre plus que 97 ». Ces formes de discours correspondent
certainement pour ces deux enseignantes a une volonté d’opérer justement
la transition entre la phase d’énumeération et la phase de recherche d’expli-
cation en permettant la formulation de conjectures. Mais le discours n’est
pas trés congruent avec la recherche d’un contrat de preuve.

Ces différences de formulation induisent pour nous une différence impor-
tante au niveau du contrat didactique qui se met en place dans les classes :
dans la classe de CM2, 'enseignant signifie avec le choix de son registre lan-
gagier que la certitude de 'impossibilité ne peut provenir que d’une preuve
et non d’un constat de non réussite, d’une conviction ou d’une opinion.
Alors que ce n’est pas le cas dans les deux classes de CE2. Faire évoluer le
registre langagier d’un enseignant est une question de formation qui dépasse
largement la communication d’éléments sur la situation aux enseignants.

7.3.2.2 Faire porter le travail sur I’impossibilité

Une fois qu’on a montré qu’il est impossible d’avoir plus de 25 points sur la
grille (parce qu’il n’y a que 25 places), il faut affiner la réponse (dire qu’on
sait qu’on peut placer plus que 9 points et moins que 25 sans en aligner
3 n’est pas trés satisfaisant!) et obtenir I'émergence de la connaissance : «
sur une ligne, je peux placer au plus 2 points sans en aligner 3. ».

9. nous indiquons en gras ce qui concerne le registre apodictique
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Si la consigne donnée aux éléves concerne la possibilité de faire mieux que la
meilleure solution trouvée dans la classe — comme c’est le cas dans les classes
de CE2 : « Est-ce que vous pensez qu’on peut en mettre plus? » — les éléves
risquent de rester dans le registre empirique (poursuite de ’énumération)
car le passage au registre apodictique, nouveau pour eux, est extrémement
cotuteux. Cette difficulté est perceptible dans les deux classes de CE2. Il
faut donc, en quelque sorte, forcer ce passage en demandant aux éléves de
(dé)montrer une impossibilité.

Dans les classes de CE2, ou les enseignantes ne disposent pas de la suite
numeérique écrite au tableau, 'espace de recherche n’est pas explicité pour
les éléves et il est plus difficile de formuler une consigne d’impossibilité sans
spécifier I'étude a un cas particulier. C’est probablement pour cela que les
enseignantes déclarent alors « moi, je peux vous dire, on n’en mettra pas 12
» et demandent aux éléves d’expliquer pourquoi. Dans ce cas, la preuve ne
pourra fonctionner pour réduire le doute, ce qui ne facilite pas la dévolution.

Dans la classe de CM2, la référence a la suite numérique écrite au tableau et
a la preuve produite pour 26 permet a I’enseignant de formuler une consigne
plus ouverte qui confére a la preuve le sens de réduction du doute : « La
question que je vais vous poser ce n’est pas, est-ce qu’on peut faire 10, est-ce
qu’on peut faire 117 Ce n’est pas du tout la question. La question c’est : «
est-ce que vous étes stir qu’on ne peut pas faire ... 7 » « Est-ce que je suis
sir que je ne peux pas faire 127 Je peux expliquer pourquoi. Par exemple,
je pense que tout le monde est bien convaincu que personne ne peut faire
26. On peut dire pourquoi c’est stir. Donc il faut quelque chose, on cherche
quelque chose pour dire pourquoi. Comme y’a que 25 places, j’arriverai pas
a en mettre 26. La ca n’est pas difficile. Bon, alors, par exemple, Dimitri,
tu peux nous dire on ne peut pas faire combien ? ».

7.4 Conclusion

Ce chapitre livre une analyse des adaptations possibles d’une situation, en
amont ou au cours de sa réalisation dans une classe, que peuvent effectuer le
chercheur ou ° les enseignants pour contribuer 4 la dévolution d’une preuve
d’impossibilité. Il porte en particulier sur le travail qui permet de conférer
a une situation dont le milieu initial n’est pas satisfaisant des potentiali-
tés adidactiques. Ces aménagements du milieu de la situation reposent, plus
ou moins explicitement, sur les connaissances mathématiques des acteurs et
leur épistémologie de ’enseignement-apprentissage des mathématiques, plus

10. ou non exclusif
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précisément de la preuve d’une impossibilité. Comme nous I'avons montré,
certaines modifications du milieu sont plus simples que d’autres et peuvent
se faire selon des modalités plus variées. En particulier des modifications du
milieu au niveau du registre des faits semblent moins lourdes que celles au
niveau du registre des nécessités. Par ailleurs, ’analyse des caractéristiques
langagiéres du discours des enseignants au début du processus de dévolu-
tion de la preuve et ses conséquences sur le contrat didactique établi est a
cet égard représentatif du role que jouent implicitement les connaissances
mathématiques de I'enseignant dans la dévolution de la preuve. Il apparait
plus difficile d’agir & ce niveau sans réel travail de formation des enseignants.

Cette analyse menée principalement dans le cadre de la TSD en utilisant
les notions de milieu et contrat didactique illustre (une fois de plus) le role
complémentaire de ces notions dans la réalisation du processus de dévolu-
tion. Par ailleurs, I'utilisation conjointe des notions de milieu et d’espace
de contraintes permet de préciser au niveau de quel registre (empirique ou
apodictique) interviennent les modifications du milieu. Cet usage conjoint
des deux notions présente un double intérét : il confére aux espaces de
contraintes une fonctionnalité pour l'analyse a priori des situations, en
particulier des situations de preuve; il permet de distinguer les actions sur
le milieu, ce qui est utile lorsque ’on cherche & les catégoriser.

Nous avons étudié trois aspects complémentaires du processus de dévolution
d’une preuve d’impossibilité qui sont le plus souvent successifs : permettre
de faire émerger de facon « efficace » le doute qui sera ensuite le moteur
essentiel de la recherche de preuve; constituer un milieu qui permet la
production adidactique de la preuve ; réussir la dévolution de la preuve aux
éléves. Ces trois aspects correspondent a des conditions de la dévolution
de la preuve et peuvent étre associés & un enrolement des éléves dans la
tache. Ainsi, plus généralement, nous dirons que ce sont des conditions
de la rencontre des éléves avec le savoir dans la mesure ol ces conditions
visent a permettre la production adidactique des connaissances en jeu. Ces
conditions ne garantissent pas la production effective des connaissances par
les éléves, cela dépend aussi de la gestion de I’enseignant. Elles ne suffisent
pas non plus & permettre la rencontre des éléves avec le savoir. En effet, c’est
le processus d’institutionnalisation qui produit le changement de statut des
connaissances en savoirs et finalise cette rencontre.



Chapitre 8

La mise en texte et
I'institutionnalisation des savoirs

Ce chapitre qui porte sur I'institutionnalisation des savoirs dans les situa-
tions proposées au chapitre [0 est un complément nécessaire du chapitre
précédent : nous savons que l’'institutionnalisation est un autre processus
difficile pour les enseignants, dans la perspective de la diffusion des situa-
tions proposées il est utile de connaitre la facon dont les enseignants pro-
cédent a cet égard. Nous adoptons donc ici le point de vue de I'enseignant
et envisageons l’effet possible de son action d’institutionnalisation sur les
apprentissages des éléves.

Pour étudier la réalisation du processus d’institutionnalisation nous utili-
sons la notion de « mise en texte des savoirs » qui est, d’aprés Boiron et al.
(2010), « le travail (corps a corps) d’élaboration des formes langagiéres et
linguistiques jugées pertinentes pour négocier les significations ». Cela nous
semble particuliérement bien adapté ici dans la mesure o pour dégager des
savoirs sur la nécessité en mathématiques il est important de travailler sur
la forme langagiére des énoncés et en particulier leur valeur épistémique
(possible, nécessaire, certain. .. ).

Nous envisageons le processus de mise en texte comme un processus qui
contribue au processus d’institutionnalisation (Brousseau), 1986, 1998]). Ces
deux processus jouent un role essentiel pour permettre une pérennité des
connaissances produites par les éléves lors de la confrontation avec la situa-
tion. Analyser la facon dont un enseignant gére ces deux processus permet,
d’une part, de révéler ce qu’il considére comme important dans la situation,
ce qu’il pense qu’il en faut retenir, et, d’autre part, d’envisager d’éventuelles
difficultés pour les apprentissages des éléves.

Comme nous l'avons précisé dans le chapitre [0] les situations que nous pro-

175
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posons conduisent & la production de nécessités locales et contextualisées —
liées au probléme mathématique cherché —sous la forme de connaissances au
sens de la théorie des situations (Brousseau, 1998)), c’est-a-dire de moyens
de résolution du probléme posé. Ces connaissances constituent, du point
de vue des mathématiques, des théorémes. Par exemple, « on ne peut pla-
cer que 0, 1 ou 2 points sur chaque ligne sans en aligner trois » et « on
peut placer au plus 10 points sur les intersections d’une grille de 5 lignes
et 5 colonnes sans en aligner trois! » sont des théorémes dans la mesure ou
ce sont des propositions dont on montre en classe la validité sur la base de
connaissances partagées et non problématiques pour 'ensemble des éléves 2.
Mais, du point de vue de l'institution scolaire ces théorémes ont un statut
particulier : ils ne seront pas, en tant que tels, utiles pour la scolarité (obli-
gatoire) future des éléves. Ainsi, de notre point de vue, ces connaissances
locales et contextualisées doivent faire I'objet d’un processus de mise en
texte et d’institutionnalisation particulier qui permet un travail sur des élé-
ments plus génériques. Nous pensons qu’un travail de mise en texte est
important pour mettre en évidence leur caractére apodictique a partir des
explications proposées par les éléves ou les nécessités sont plus ou moins
explicites (en particulier pour les preuves par ostension). Il nous semble
aussi qu’elles doivent faire 'objet d’une trace écrite comme mémoire de la
solution du probléme qui permet aux éléves de savoir ce & quoi a abouti
la recherche dans la classe. Cependant il ne s’agit pas d’ériger les résultats
de la recherche en savoir a retenir dans la mesure ou ils ne constituent pas
un objectif d’apprentissage. En revanche, des savoirs (plus généraux) sur la
nécessité en mathématiques — et en particulier ses rapports avec le registre
empirique —, utiles pour la scolarité ultérieure des éléves et étroitement as-
sociés a la production, la validation et la mise en texte de ces connaissances
locales, doivent faire 'objet d’une décontextualisation et passer du statut de
connaissance a celui de savoir partagé. Il y a donc, d’une certaine fagon un
double mouvement de mise en texte et d’institutionnalisation, I'un orientée
vers la mémoire de la solution problématisée du probléme, ’autre orientée
vers l'institutionnalisation de savoirs sur la nécessité en mathématiques.

Chacune des situations proposées permet de faire fonctionner trois types
de preuves (p. : des preuves de résultats faibles qui correspondent a
I’ostension de possibles, des preuves de courts-circuits qui correspondent a
des raisonnements pour établir des impossibles et, si les résultats obtenus

1. Dans la suite de ce chapitre, pour alléger I’écriture nous indiquerons souvent « on
ne peut placer plus de 10 points » pour signifier en abrégé « on ne peut pas placer plus
de 10 points sur la grille sans en aligner 3. »

2. Pour le probléme Pas trois points alignés, la définition de points alignés constitue
cette base commune.
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lors de la phase d’énumération le permettent, la preuve de la solution des
problémes qui conjugue ostension et raisonnement. Il nous semble que pour
permettre 'apprentissage de savoirs sur la nécessité en mathématiques (voir
chapitres [2 et @, ces trois types de preuves doivent faire I’'objet d’un pro-
cessus de mise en texte et d’institutionnalisation, étroitement associé a la
validation, qui met en évidence la valeur épistémique des énoncés (possible,
certain, ...), et donc leur rapport avec la vérité et la certitude en mathé-
matiques, ainsi que la forme de preuve qui leur est associée (ostension ou
raisonnement) 3. Par ailleurs, ces situations doivent aussi conduire a l'insti-
tutionnalisation de savoirs mathématiques en référence a des raisonnements
erronés des éléves. Comme le montre I’étude menée au chapitre 3} il semble
en particulier important d’institutionnaliser au cycle 3, lorsque le contexte
s’y préte, des savoirs comme « dire qu’il est impossible de placer 10 points
sur la grille sans en aligner trois ne constitue pas un argument valable en
mathématiques. Ce n’est pas une preuve puisque qu’un jour quelqu’un peut
trés bien réussir. ».

Ainsi, on peut imaginer que les situations proposées donnent lieu a des
traces écrites (au tableau et dans les cahiers des éléves) qui comportent deux
types d’éléments : des propositions d’éléves étudiées au cours de la résolution
du probléme et I'explicitation de leurs justifications, correctes ou erronées
accompagnée de remarques sur leur validité; la solution argumentée du
probléme & laquelle a abouti la recherche.

Les séances que nous avons observées au cours de la recherche « Problémes
pour chercher » présentent toutes du point de vue de la mise en texte et
de l'institutionnalisation une faiblesse flagrante et cruciale pour les appren-
tissages des éléves : méme si les deux types de savoirs font 'objet de for-
mulations orales (et donc, dans une certaine mesure, de mises en texte),
ils ne donnent lieu qu’a peu de traces écrites (tableau, cahier des éléves).
Nous considérons ce phénoméne susceptible de limiter les apprentissages
des éléves comme révélateur de difficultés associées a la mise en texte et a
l'institutionnalisation de ces deux types de savoirs dans ces situations®.

Pour mieux cerner la facon dont les enseignants gérent ces deux processus,
comprendre et tenter d’expliquer les difficultés associées, nous proposons
d’analyser deux séquences a propos du probléme Pas trois points alignés
et réalisées par deux enseignants qui participent réguliérement aux travaux

3. pour des exemples, voir le chapitre |§I

4. Nous savons par ailleurs que la gestion du processus d’institutionnalisation est
source de difficultés pour les enseignants et que 'institutionnalisation trés diffuse associée
& certaines pratiques répandues au collége pose probléme pour les apprentissages des
éléves (Hersant et Perrin-Glorian|, 2005). D’autres recherches menées a 1’école élémentaire
mettent en évidence les difficultés que posent l'institutionnalisation (Butlen et al.l 2004).
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du groupe. L'une est menée par l’enseignante C en novembre 2006 dans
une classe de CE2 et l'autre est réalisée en octobre 2008 dans un CM2
par 'enseignant E. Comme nous ’avons précisé dans le chapitre précédent,
ces deux enseignants n’ont ni la méme formation et ni les mémes connais-
sances mathématiques : E est un ancien enseignant de collége et formateur
a 'IUFM et C est professeur des écoles. D’une certaine fagon I'un est « ex-
pert » en mathématiques et I’autre non. Par ailleurs, les deux séances sont
relativement éloignées 1'une de 'autre dans le temps, les connaissances di-
dactiques des deux enseignants sur le probléme sont donc différentes et en
la faveur de 'enseignant E. Ainsi, la séance menée par I'enseignante C re-
lativement tot dans la recherche s’apparente plus a une séance réalisée par
un professeur des écoles a partir d’une situation extraite d’un manuel ou
d’un site internet (comme par exemple sur le site Primaths http ://pri-
maths.fr/outils7%20cycle%203 /optimisation /pastroispointsal.html géré par
I'enseignant E). Nous avons choisi ces séances car elles sont représentatives
du fonctionnement de ces enseignants pour les situations proposées et nous
permettent de mettre en évidence des aspects délicats et différents de la
mise en texte et de I'institutionnalisation des savoirs visés.

Pour mener cette étude nous procédons a une analyse selon deux axes : la
mise en texte et 'institutionnalisation des connaissances locales et contex-
tualisées issues de la recherche du probléme et une étude similaire pour
les savoirs sur la nécessité en mathématiques. En nous appuyant sur trois
types de données complémentaires — les interactions entre le professeur et
les éléves au cours des séances, ce que l'enseignant écrit au tableau ou sur
des affiches et ce qui figure dans les cahiers des éléves — nous recensons
de facon systématique ce qui est dit et écrit & propos des connaissances
sur le probléme et a propos de la nécessité en mathématiques et I’analy-
sons du point de vue de sa fonction de le processus de mise en texte et
d’institutionnalisation des savoirs.

8.1 Mise en texte et institutionnalisation des
savoirs par le professeur E

Cette séquence comporte une seule séance qui débute de la facon sui-
vante. L’enseignant écrit au tableau le titre du probléme qui résume les
contraintes : « Pas trois points alignés », explique ce que sont des points
alignés et engage les éléves dans un travail d’énumération individuel puis
en groupes. Les meilleures solutions des groupes sont reproduites sur des
grandes grilles ensuite affichées au tableau. Deux grilles montrent qu’on
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peut placer 9 points sans en aligner trois (voir figure [8.1)), elles sont laissées
au centre du tableau alors que les autres sont repoussées sur les cotés.

P St
i.?.ﬂt.

FIGURE 8.1: Les deux solutions a 9 trouvées dans la classe

Une phase de recherche individuelle de courts-circuits succéde a I’énuméra-
tion. Au début de cette phase, 'enseignant écrit en haut du tableau (prati-
quement sur toute la longueur) la suite des nombres de 1 & 26 puis utilise
un codage : ce qui est entouré en vert c’est ce qu’il est possible de faire et
ce qui est barré en rouge c’est ce dont on est siir que personne ne pourra
le faire. Au fil de 'avancée de la séance et des résultats prouvés, cette file
numérique est complétée (voir chapitre précédent). A l'issue de la recherche
individuelle de courts-circuits ’enseignant organise une phase de validation
des résultats obtenus, puis conclut le probléme.

8.1.1 Données : résultats établis et traces écrites au
cours de la séance

Nous utilisons les mémes données pour étudier les processus de mise en
texte et d’institutionnalisation des savoirs associés a la solution du pro-
bléme et des savoirs relatifs a la nécessité en mathématiques, c’est pourquoi
nous présentons les principales données utilisées dans ce paragraphe avant
I’analyse.

Les interactions entre les éléves et ’enseignant sont transcrites dans le cha-
pitre en annexes, nous reprenons cependant dans ce texte celles qui nous
sont utiles.

Les résultats (résultats faibles, courts-circuits, résultat « final ») établis ex-
plicitement, c’est-a-dire qui ont le statut de nécessité et pas seulement celui
de fait, dans cette classe sont résumés dans la figure [8.2] Nous précisons
dans chacun des cas le type de résultat établi ainsi que la ou les personnes
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(éléve ou professeur) qui produisent le résultat et explicitent sa nécessité.
L’ordre de présentation des résultats correspond & leur ordre d’apparition
dans la séance.

Les images des tableaux a l'issue des différentes phases de la séances sont
présentées figures[8.3] et Les scans de deux cahiers d’éléves sont proposés
figure [8.5

— 9 est possible, preuve de résultat faible produite par les éléves, par osten-
sion a lissue de la phase d’énumération puis formulée par ’enseignant,
TP 49 : « On est capable de mettre 9 points sans en aligner trois. C’est
clair, la preuve, on n’a qu’a regarder 1a »

— 8, 7...1 sont possibles, preuves de ces résultats faibles produites par le
professeur, par déduction (si on peut faire 9, on peut faire moins que 9)
au TP 49

— 26 est impossible, preuve de ce court-circuit produite par le professeur,
par déduction (il y a moins de 26 intersections), TP 53

— 25 est impossible, preuve de ce court-circuit produite par le professeur,
par déduction (s’il y a une croix sur chaque intersection, il y a forcément
3 points alignés), TP 53

— 11 est impossible, preuve de ce court-circuit produite par Dimitri TP 59
a 63, par analyse (sur chaque ligne, je peux placer au plus 2 croix, donc
sur cing lignes je peux en placer au plus 10), reformulée par I’enseignant
(TP 70), puis par Dimitri (TP 85-93)

— 12, ...238 sont impossibles, preuves de ces résultats faibles produites par
le professeur, par déduction (si on ne peut pas faire 11, a fortiori on ne
peut pas faire 12, etc.)

— 10 est possible, preuve de ce résultat faible produite par les éléves, par
ostension

— 10 est la meilleure solution du probléme, la preuve n’est pas formulée

dans son ensemble.

FIGURE 8.2: Résultats établis en CM2
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(a) Fin de énumération en groupes : la date a gauche, le titre du
probléme et les affiches des éléves

(b) Fin de la recherche de possibles : ajout de la file numérique ou les
nombres de 1 & 9 sont entourés.

(c) Fin de I'enrolement dans la recherche individuelle d’impossibles : les
nombres 25 et 26 de la file numérique sont barrés.

FIGURE 8.3: Tableaux a I'issue des principales phases de la séance (1)
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(d) Fin de l'interaction entre Dimitri et le professeur pour la formulation
de la preuve : au centre, une grille vierge avec une fléche en face la
premiére ligne et le texte « sur cette ligne, je peux mettre 0 ou 1 ou 2. »

(e) Fin de la validation de la preuve de I'impossibilité de faire 11 : dans la
file numérique les nombres de 11 & 26 sont désormais barrés

(f) Fin de la séance : des productions d’éléves dont (a droite) la meilleure
solution améliorée a 10 par un éléve accompagnée du texte « on peut en
placer 10 » , la consigne du probléme (au centre), la file numérique en
haut du tableau

FIGURE 8.4: Tableaux a issue des principales phases de la séance (2)
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Sur cetle ligne, an peul mettre 2 points, ouun seul, on
aucun, mais pas plus de deux.

-+ Sur cetle ligne, on peul metire 2 points, ouun seul, o
ancun, mais pas plus de deux,

——  Surcetie ligne, on peul metire 2 points, ou un seul, ou
ancun, mais pas plus de deux.
-
B . . i e
———_ Sur cette ligne, on peul melire 2 points, ouun seul, ou

aucun, mais pas plus de deux.

\-\ Sur celte ligne, on peut mettre 2 points, ou un seul, on

aucun, mais pas plus de deux.

En toud, on ne peut pas mettre plus de 10 points sur 1a grille sans en alipner trois.
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L Sur cette ligne, on peut metire 2 points, ou un seul, ou
aueun, mais pas plus de deux.
#————— Surcette ligne, on peut metire 2 points, ou un seul, ou K
aucun, mais pas plus de deox.
y =L
T————_ Sur cette ligne, on peut mettre 2 points, ou un seul, ou
aucun, mais pas plus de deux.
-
_\_\_\\\_\\"‘\._ Sur cette ligne, on peut melire 2 points, ou un seul, ou
aucun, mais pas plus de denx. E—

T Surcotte ligne, on peut mettre 2 points, ou un seul, ou
aucun, mais pas plus de deux.

Il tout, on ne peut pas mettre plus de 10 points sur Ia grille sans en aligner trois.

FIGURE 8.5: Les cahiers de Dimitri (en haut) et Axel (en

bas)
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8.1.2 Savoirs locaux associés a la solution du
probléme

Dans ce paragraphe, nous limitons I’analyse aux éléments qui interviennent
directement dans la constitution de la solution du probléme.

8.1.2.1 Validation de ’existence d’une solution a 9

Le controle du respect de la contrainte « pas trois points alignés » sur les
dispositions proposées par les éléves n’est pas toujours évident, un aligne-
ment peut échapper a la vigilance. Néanmoins, pour passer & la recherche
de courts-circuits, il faut bien, & un moment décider de la validité d’'une
disposition.
Dans cette classe, la validation des propositions a 9 points s’effectue d’abord
par les éléves puis ’enseignant indique aussi s’il voit ou pas des alignements
des trois points ou plus. A I'issue de cette phase d’étude des affiches pro-
duites par les groupes, 'enseignant institutionnalise de la facon suivante
'existence d’une solution 4 9 (TP 48) :

Alors, on va dire, on pense qu’il n’y a pas de points alignés

sur celui-1a, et sur celui-la. Aprés tout, si d’ici un quart d’heure

quelqu’un en voit un bon bah. ..

8.1.2.2 Mise en texte de la nécessité « on ne peut pas mettre
plus de 2 croix par ligne »

Au cours de la recherche individuelle de courts-circuits, plusieurs éléves ont
établi le raisonnement correct qui montre que I'on ne peut pas placer 11
points sans en aligner trois. L’enseignant demande a I'un d’eux — Dimitri
qui léve la main — de fournir son explication (TP 59 & 63). Il utilise sa
proposition, en association avec une représentation de type « boite a croix »
(voir page , pour mettre en évidence et formuler la nécessité « sur une
ligne, on peut placer au plus 2 croix sans en aligner trois » (tableau (d) de
la figure et TP 64 a 70). Il développe et explicite ainsi une partie de
I'explication de Dimitri (« comme t’as pas le droit d’en aligner trois tu dois
en mettre pas plus de deux par ligne », TP 61) pour dégager la nécessité
« sur une ligne je peux mettre 0, 1 ou 2 points. » fondamentale pour prouver
I'impossibilité de faire 11. Par cette mise en texte il opére un changement
de valeur épistémique de 1'idée de « droit » a celle de possible apodictique.
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Les interventions de ’enseignant a ce moment constituent une mise en texte
orale accompagnée d’une trace écrite composée d’'une phrase argument et
d’un schéma (boite a croix). A ce moment, le schéma ne sert pas vraiment de
support au raisonnement ou a la validation, c’est juste une facon d’indiquer
qu’il ne s’agit plus de placer des points sur la grille et que I’on ne s’intéresse
qu’a la premiére ligne.

8.1.2.3 Validation et décontextualisation de la nécessité « on ne
peut pas mettre plus de 2 croix par ligne »

Cette mise en texte n’est pas accompagnée d’un avis explicite de I’ensei-
gnant sur la proposition de Dimitri. Elle ne constitue donc pas une mise en
texte qui contribue directement au processus d’institutionnalisation mais
une mise en texte qui doit permettre la validation par les éléves. En effet,
une fois I'argument explicité, 'enseignant s’assure de ne pas avoir déformé
I'argument de Dimitri et sollicite la classe pour sa validation (TP 70 : « Est-
ce que vous étes d’accord avec ce que dit Dimitri 147 C’est bien ¢a que tu
dis Dimitri? »).

Alors que la majeure partie de la classe adhére a 'explication de Dimitri,
I’enseignant organise tout de méme un épisode collectif destiné a la vali-
dation de cette nécessité fondamentale (TP 72 a 85) en (dé)montrant avec
I’ensemble des éléves de la classe I'impossibilité effective de placer 3 points
sur une ligne sans en aligner 3 (!).

A ce moment, la boite & croix sert de support pour chercher si des dis-
positions de trois points sur une ligne sans alignement sont possibles. Elle
permet ainsi une décontextualisation de la nécessité étudiée dans la me-
sure ol elle montre sa validité sur chacune des lignes (et pas seulement
la premiére). Nous pensons qu’alors 'enseignant s’assure que la nécessité
fondamentale dégagée a bien un caractére apodictique pour les éléves, ou,
a défaut, qu’il met en évidence que cela ne peut étre autrement et institu-
tionnalise la nécessité.

8.1.2.4 Mise en texte et appropriation de la formulation de la
nécessité « on ne peut pas mettre plus de 2 croix par
ligne »

Au cours du méme épisode, 'enseignant exerce une vigilance particuliére
sur les formulations utilisées par les éléves : il reformule systématiquement
les propos du type « on peut en mettre 2 » de la facon suivante « on peut
en mettre 0, 1 ou 2. » ou « on peut en mettre au plus 2. ».
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Ces reprises constituent a la fois des aides a la mise en texte de la nécessité
par les éléves et des éléments de l'institutionnalisation de cette nécessité
dans la mesure ou il s’agit de faire « passer » et d’obtenir la formulation
correcte de cette nécessité.

8.1.2.5 De l’explication de Dimitri a la preuve

Aprés s’étre de nouveau assuré auprés de Dimitri qu’il n’a pas déformé ses
propos, Ienseignant reformule I'ensemble de son explication (TP 93) :

L’idée c’était : sur la premiére ligne, pas plus que 2, peut-étre 2
ou 1 ou 0 mais pas plus que 2; sur la deuxiéme ligne, pas plus
que 2, sur la troisiéme ligne pas plus que 2, sur celle-1a pareil,
sur celle-1a pareil. En tout, ben ca fera, au mieux 5 fois 2, dix
mais pas plus parce qu’il n’y a jamais plus que 2 nulle part.

Cette formulation est destinée & permettre d’abord la validation de I'argu-
ment (pas plus de 2 points par ligne) puis celle de sa conclusion (on ne peut
pas mettre plus de 10 points). Pour ce faire, ’enseignant organise d’abord
une nouvelle validation de I'argument au niveau individuel des éléves en
exprimant clairement qu’une erreur est toujours possible (TP 93) :

C’est pas impossible qu’il y ait une petite astuce et qu’il y ait
anguille sous roche. Je redis l'idée de Dimitri et aprés votre
travail c¢’est de vous dire : « oh, lala, est-ce que c¢’est bien sir?
est-ce qu’il n’y a pas un piége quelque part ? »

puis celle de la conclusion a un niveau universel puisqu’il la formule ainsi

(TP 93) :

Je vais vous reposer la question d'une autre fagon, on va dire
qu’on confie le probléme a des chercheurs, on va leur laisser un
an pour réfléchir qu’a ce probléme la, ma question c’est : qui
pense que, eux, ils arriveront peut-étre a faire 117 Je redis bien,
qui pense que des chercheurs, hein, bien calés, si on leur laisse
un an pour chercher ce probléme 13, ils arriveront peut-étre a en
placer 11, sans aligner trois points bien str?

Ici, le travail vise donc essentiellement, de notre point de vue, a donner a
Iexplication de Dimitri un statut d’explication qui est reconnue valide au
sein de la classe et qui fournit aussi un résultat qui résiste au-dela de la
classe. C’est donc un peu plus qu'une preuve au sens de Balacheff (1988)).
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8.1.2.6 Validation de la preuve de la nécessité « on ne peut pas
placer plus de 10 points » °

Ce n’est qu’aprés cette phase de validation par les ¢éléves que ’enseignant
donne son avis sur la validité de ’explication de Dimitri et barre le 11 sur
la file numérique (voir tableau e, figure [8.4) (TP 95-97) :

P : Alors, moi je peux dire, je suis d’accord avec la position de
Dimitri. Je pense que son explication était bonne, hein. Si on ne
peut pas en mettre plus de deux la, plus de deux 1a, plus de deux
la, plus de deux la, plus de deux la et ben, on ne pourra pas, je
cherche ma craie rouge pour barrer, effectivement personne ne
pourra en placer 11. Mais est-ce que vous pensez qu’on pourrait
en mettre 127

ee : non

P : non, on ne peut déja pas en mettre 11, donc ni 12, ni 13, ni
14 barre au fur et a mesure tout le reste c’est barré.

Cette intervention de I’enseignant constitue un temps fort de 'institution-
nalisation de la preuve et de sa conclusion.

8.1.2.7 Formulation de la solution ® du probléme

Une premiére mise en texte est réalisée a travers deux éléments : la file
numérique complétée qui fait apparaitre que le meilleur résultat est soit 9,
soit 10 (mise en texte non verbale) et un discours (formulation partielle de
la solution) de I'enseignant (TP 97) :

Et puis il reste une zone embétante 1a le 10 parce que pour

I'instant, hein, 9 on sait qu’on peut y arriver, 11 on sait qu’on

ne peut pas y arriver mais 10 on ne sait pas.
Elle s’avére rapidement caduque puisqu’un éléve trouve une disposition avec
10 points sans en aligner 3. Cette découverte qui modifie la solution du
probléme donne lieu a la conclusion suivante formulée par ’enseignant (TP
108) :

Bah, du coup, 14 le probléme, il est fini. Puisqu’ on sait en mettre

10 et on sait que personne ne réussira jamais a faire mieux, ben

c’est terminé.

5. Trouver un titre pour ce paragraphe, n’est pas si simple. Nous avons été tenté
d’indiquer « validation de la preuve » mais cela n’est pas satisfaisant dans la mesure ou
la validation n’est normalement pas effectuée par ’enseignant. Le terme « évaluation »
est plutot utilisé par opposition & validation.

6. Le mot solution est ici & prendre au sens du raisonnement qui permet de résoudre
le probléme.
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L’enseignant n’entoure pas le 10 sur la file numérique. On ne peut pas dire
que cette conclusion orale correspond a une mise en texte de la solution dans
son intégralité du probléme par I'enseignant dans la mesure ol la meilleure
réponse au probléme n’est pas explicitement précisée.

Cette conclusion est accompagnée d’un texte écrit au tableau (voir tableau
f de la figure et sur les cahiers des éléves (voir figure [8.5)). Le texte écrit
au tableau est assez maladroit et peut laisser penser que la réponse appor-
tée au probléme est assertorique dans la mesure o une grille comportant
10 points sans alignement de trois points et une phrase décrivant un fait
sans les nécessités associées sont disposés a coté de la consigne « placer le
plus possible de points sans en aligner trois ». Cette impression qui peut
correspondre & celle d’un éléve est due en partie au fait que la preuve de
I'impossibilité de faire 11 n’apparait alors plus sur le tableau. Cet élément
de la preuve est cependant bien présent dans les cahiers des éléves. De plus,
le fait que la meilleure solution au probléme est 107 n’apparait ni sur le
tableau final, ni sur le cahier des éléves. Tout se passe comme si, lorsqu’il
est dans la classe, 'enseignant considére comme preuve du probléme, la
preuve de la nécessité « on ne peut pas mettre 11 points sans en aligner
3 », c’est-a-dire qu’il réduit la preuve a ce qui est, a la fois, difficile a faire
émerger chez les éléves et déterminant pour réduire d’incertitude.

8.1.2.8 Conclusion sur la mise en texte et ’institutionnalisation
de savoirs locaux associés a la solution du probléme

Les processus de mise en texte de la nécessité « on ne peut pas placer plus
de 2 points par ligne » et de I'explication de Dimitri dans cette classe appa-
raissent d’abord effectués pour permettre la compréhension puis la valida-
tion de ces éléments par ’ensemble des éléves. Ils s’effectuent essentiellement
a travers des reformulations orales de I'enseignant (peu de reformulations
par des éléves autres que Dimitri) et donnent lieu & un écrit dans le cahier
des éléves.

Une fois cette validation effectuée, la formulation de l'intégralité de la so-
lution du probléme par ’enseignant est effectuée pour la solution caduque
mais pas pour la solution définitive. La solution du probléme dans son inté-
gralité ne figure ni au tableau, ni sur les cahiers des éléves oil sont présents
seulement des éléments non reliés entre-eux de cette solution.

7. Par exemple avec une formulation du type « On sait par un petit raisonnement
qu’on ne peut pas placer 11 points sur une grille 5 5 sans en aligner trois. On sait aussi
qu’on peut placer 10 points sur la grille sans en aligner trois. On peut donc conclure que
le plus de points que 'on peut placer sur une grille 5 5 sans en aligner 3 est 10. »
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Ainsi, le professeur accorde un soin particulier & établir la nécessité « on
ne peut pas placer plus de deux points par ligne » (travail important de
validation et d’appropriation) puis celle « on ne peut pas placer plus de 10
points sur une grille. ». D’une certaine fagon, il semble plus préoccupé par
le travail sur ces nécessités qui permettent de résoudre le probléme que par
I’élaboration d’une solution « compléte » du probléme.

Comme il n’y a pas mise en texte de l'ensemble de la solution du pro-
bléme 8, on peut se demander si les éléves sont capables de refaire seuls le
raisonnement correct. Dans le cas contraire, il y a un risque de conforter un
raisonnement erroné.

Voyons maintenant s’il y a ou pas, a partir de ce probléme, une extraction
de savoirs associés a la nécessité en mathématiques.

8.1.3 Savoirs associés a la nécessité en mathématiques

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a I’ensemble des résultats établis
au cours de la séance et a la facon dont I'enseignant les utilise ou pas
pour formuler et institutionnaliser des savoirs (en partie décontextualisés)
sur la nécessité en mathématiques et la facon dont on établit la vérité en
mathématiques.

8.1.3.1 Reésultats faibles et preuve par ostension

La comparaison des résultats établis et des mises en textes, intermédiaires
et finale (voir transcription, tableaux et cahiers) montre que les preuves des
résultats faibles établis au cours de la séance font 'objet d’une formulation
par Penseignant qui permet quelque fois leur étiquetage comme telles (cas
de la preuve de I'existence d’une solution & 9, TP 49) :

On est capable de mettre 9 points sans en aligner 3. C’est clair,
la preuve, on n’a qu’a regarder 1a, on a réussi. On peut
mettre aussi 8 parce que si on sait faire 9, on peut prendre un
de 9 on en enléve un, on en a 8. On peut faire 7, 6, 5, 4, 3, 2,
1. Un point sans en aligner ca c’est pas trop difficile, sans en
aligner 3. rires alors 2 points sans en alignés trois c’est pas trop
difficile non plus. [...]

8. Voici par exemple, une fagon d’écrire cette solution dans les cahiers : « Solution du
probléme. Sur chacune des lignes on peut placer 0, 1 ou 2 croix sans en aligner trois. Il y
a 5 lignes donc au plus on peut placer 2 fois 5, soit 10 croix sur la grille sans en aligner
trois. Par ailleurs, on sait qu’il existe une solution avec 10 croix. C’est le plus que ’on
peut faire. La solution du probléme c’est donc 10. »
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Cependant, rien n’est écrit a ce sujet au tableau ou sur le cahier des éléves.
Cela interroge quant a la pérennité de ces preuves de résultats faibles et a
la mise en évidence de 'ostension comme moyen de prouver 'existence en
mathématiques. Par ailleurs, un travail de mise en texte et d’élaboration
d’une trace écrite permettrait de faire évoluer les formulations des éléves du
type « on peut placer 9 points sans en aligner trois » vers des formulations
du type « On est stir qu’on peut placer 9 points sur la grille sans en aligner
trois, on 'a fait » qui mettent en évidence leur caractére apodictique alors
que la premiére formulation évoque simplement un fait et ne crée pas la
rupture avec I’empirisme.

8.1.3.2 Courts-circuits élémentaires et preuves non ostensives

Les preuves de courts-circuits qui ne sont pas cruciaux pour la suite de
la résolution du probléme (26, 25 en particulier) sont formulées oralement
et étiquetées implicitement comme des nécessités a travers I'usage du mot
« forcément » (TP 53-55) :

je sais bien, je confie ca a un grand savant et je le laisse cher-
cher pendant des années, il n’arrivera pas a en placer 26. |[...]
Forcément, il n’y a que 25 points. Barre 25 et méme 25, il n’y
arrivera pas parce que s’il en met 25 il faut qu’il en mette sur
tous les points, forcément si tous les points sont occupés, il y
en aura trois alignés, bien plus que ca il y en aura 5 alignés.

Certes, ces preuves ne posent pas de difficulté aux éléves au niveau de leur
élaboration et les convainquent facilement. Pourtant, une trace écrite du
type « on est slir que jamais personne ne pourra disposer 26 points sur la
grille sans en aligner 3 forcément il n’y a que 25 intersections » permettrait
de mettre en évidence le caractére apodictique du résultat? et la facon dont
interviennent les registres des faits et des nécessités dans ’élaboration du
vrai en mathématiques.

8.1.3.3 Courts-circuits cruciaux et preuve par raisonnement

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe la preuve du court-circuit
« on ne peut pas placer 11 points sans en aligner trois » en tant qu’élément
crucial dans la solution du probléme fait 'objet d’'une mise en texte et
d’une institutionnalisation attentionnée par 'enseignant. Cela lui confére

9. Nous ne sommes pas en train de dire qu’il faut caractériser ces différents types de
preuve ainsi avec les éléves.
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implicitement un statut de nécessité mathématique. Cependant, dans la
formulation orale ou écrite, le caractére apodictique ne ressort pas.

8.1.4 Conclusion : mise en texte, institutionnalisation
et logique de résolution du probléme

Il n’y a pas de formulation compléte (ni a l'oral, ni & 1’écrit) de la solution
finale du probléme. Le travail de mise en texte porte principalement sur la
nécessité la plus importante pour établir la preuve du probléme et la plus
difficile & obtenir des éléves « sur une ligne on peut placer au plus 2 points ».
Cette nécessité qui permet d’obtenir le court-circuit optimal du probléme
fait d’ailleurs, seule, 'objet d’une trace sur le cahier qui met en évidence
son caractére apodictique 0.

Par ailleurs, I’enseignant n’exploite pas les résultats intermédiaires établis
et les différents types de preuves qui interviennent au cours de la recherche
du probléme pour faire émerger des savoirs sur la facon d’établir des néces-
sités et d’étre certain en mathématiques ou sur les différentes justifications
acceptables en mathématiques®!. Si des résultats intermédiaires de type
résultats faibles ou courts-circuits sont établis (au sens de prouvés et pas
seulement formulés), ils font le plus souvent 1'objet d’une formulation orale
de 'enseignant, pratiquement comme une remarque, qui n’est pas exploitée
comme occasion de travailler ces savoirs. On ne peut donc pas dire qu’il y
a une institutionnalisation de savoirs sur la nécessité en mathématiques.

Dans les cing autres situations proposées aux éléves de cette classe par cet
enseignant, on retrouve des phénoménes semblables 2. Tout se passe comme
si I’enseignant avait décidé a I’avance de « boucler » le probléme — et donc

10. Cette trace écrite est rédigée a I’avance par ’enseignant. On peut remarquer que,
de cette fagon, elle n’est pas associée & une mise en texte par et avec les éléves. Certes,
mais pour ce probléme il n’y a qu’une facon d’établir la preuve de 'impossibilité de
placer 11 points (équivalence des raisonnements sur les lignes et les colonnes que peuvent
facilement comprendre les éléves, il n’y a qu’a faire faire un quart-de-tour a la feuille)
et pas beaucoup de choix pour la rédaction de la nécessité concernant une ligne. C’est
pourquoi nous ne considérons pas cela comme un inconvénient dans la mesure ot il y a
bien un travail préalable sur cette nécessité avec les éléves, a partir de leurs propositions.

11. La encore il ne s’agit pas de faire aux éléves un cours sur les différents types de
preuves mais, par exemple, de formuler et d’écrire des remarques du type « On est str
que jamais personne ne pourra placer 11 points sur la grille, on I’a prouvé avec un petit
raisonnement. ».

12. En particulier dans la séance sur Carré Magique il n’y a pas non plus de rédaction
de la solution dans le cahier, ni d’institutionnalisation sur les différents types de preuves
rencontrées au cours de la résolution du probléme.
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d’acter les différents résultats intermédiaires sans les exploiter pour tra-
vailler sur des savoirs associés a I’établissement du vrai en mathématiques
— pour se consacrer a la preuve de la solution optimale alors que dans le
groupe (voir, en particulier, Hersant et Thomas| (2009) dont le professeur E
est co-auteur) nous avons toujours insisté sur le fait qu’il n’était pas néces-
saire d’arriver a la solution optimale du probléme avec les éléves. Pourquoi
en est-il ainsi?

Il nous semble que lors de la réalisation de ces situations I’enseignant est
tiraillé entre deux logiques non compatibles dans le temps imparti pour
les séances : « boucler » le probléme et, pour cela, orienter le travail vers
les nécessités de courts-circuits importants pour la résolution du probléme ;
saisir les occasions qui se présentent de travailler sur la nécessité en mathé-
matiques et accepter de ne pas établir la nécessité qui permet de réduire de
facon importante la zone d’incertitude. Ainsi, une bonne anticipation des
nécessités du probléme par 'enseignant (ce qui fait que ¢a ne peut étre au-
trement) et des difficultés des éléves entrent en concurrence avec I'objectif
d’apprentissage de savoirs plus décontextualisés sur la nécessité en mathé-
matiques; et c’est la premiére logique, orientée vers la solution du probléme,
qui 'emporte.

Dans ce « choix » de l'enseignant, deux éléments interviennent. D’abord,
il n’y pas d’expression d’arguments invalides par les éléves et donc pas de
traitement d’erreur a effectuer. Ensuite, il nous semble que la file numérique
joue un role important. Elle constitue en effet un élément de la mise en texte
permanent et dynamique résumant les résultats connus sur le probléme (ce
dont on a la preuve que c’est possible, ce dont on a la preuve que c’est
impossible, ce qu’'on ne sait pas) et embarquant les nécessités associées a
ces résultats sans les rendre explicites. Cette file numérique est essentielle
dans la situation (voir chapitre et Hersant), [2011)) car elle met en évidence,
pour tous les éléves, la zone d’incertitude et la nécessité de poursuivre ou
pas la recherche pour connaitre la solution du probléme. Mais nous pensons
aussi qu’en facilitant le résumé des résultats connus sur le probléme, elle
dessert le travail sur la nécessité en tant qu’objet mathématique dans la
mesure oll la rédaction des preuves de résultats faibles ou de courts-circuits
triviaux au tableau ferait double-emploi avec cette file numérique.

Ces résultats nous conduisent & pointer deux éléments importants pour le
travail sur la nécessité en mathématiques. D’abord, au cours de la résolu-
tion d’un probléme, un « matheux » effectue de nombreux petits schémas
qui encapsulent ses raisonnements et les nécessités qu’ils produisent. L’écri-
ture systématique de ces petits raisonnements prend du temps et interrompt
la réflexion. Ainsi, au cours de la recherche, seuls les raisonnements un peu
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délicats ou qui établissent des résultats essentiels sont rédigés. C’est pour
cela, de notre point de vue, que la plupart des choses écrites au tableau
par 'enseignant E sont des petits schémas, sans phrase. Ensuite, il y a un
aspect cumulatif dans ces problémes : une fois qu'un résultat est établi, il
s’agit de savoir si on peut ’améliorer ou pas. De fait, les nécessités associées
a certains résultats importent peu mais, en revanche, il faut en prendre acte
pour améliorer, autant que possible, le résultat. La file numérique permet
cela, elle constitue une mémoire de 1’état de connaissances sur le probléme.
Cela correspond aussi a une pratique habituelle lors de la recherche d’un
probléme mathématique (et peut-étre ailleurs) : les preuves de résultats
intermédiaires ne sont rédigées proprement que lorsqu’on pense que le ré-
sultat obtenu est crucial pour la solution du probléme, avant cela seules les
principales idées sont notées, éventuellement en référence a un schéma qui
permettra ensuite de « dérouler » le raisonnement.

8.2 Mise en texte et institutionnalisation des
savoirs par le professeur C

Nous nous intéresserons ici aux trois premiéres séances de la séquence qui
sont celles initialement prévues pour cette situation et présentent, norma-
lement, une unité et un aboutissement du point de vue de la mise en texte
et de l'institutionnalisation !3. Les deux premiéres sont consacrées a I’énu-
mération des cas 4 x 4 et 5 x 5. A I'issue de chacune d’elles, une discussion
collective dans la classe permet d’étudier la validité des propositions des
groupes du point de vue de la contrainte « pas trois points alignés ». Ce
moment ne constitue pas réellement un temps de travail sur les nécessités
du probléme, méme si des remarques de cet ordre peuvent étre formulées
comme nous le verrons. A l'issue de chacune de ces séances, 'enseignante
établit une affiche qui reprend la meilleure solution trouvée dans la classe
et un « choix » d’arguments donnés par les éléves au cours de la séance. La
troisiéme séance porte sur la résolution du probléme 5 x 5 et la recherche
d’une preuve.

13. La séquence comprend cing séances au lieu de trois comme prévu initialement
car a son issue des trois séances, un test proposé aux éléves pour savoir ce qu’ils avaient
« retenu » ne s’est pas avéré concluant. L’enseignante a donc souhaité effectuer une séance
supplémentaire pour permettre aux éléves de s’approprier les nécessités du probléme.
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Probléme 4 x 4 (séance 1)
— 8 est possible, preuve de résultat faible produite par les éléves, par osten-
sion a l'issue de la phase d’énumération, preuve formulée par P au TP
7

Probléme 5 x 5 (séances 2, 3)

— 10 est possible, preuve de résultat faible produite par les éléves, par osten-
sion a issue de la phase d’énumération, formulée par P (TP 32, séance
3)

— 11 est impossible, preuve de court-circuit produite par Tudal (TP 68,
séance 3) puis Dimitri® et Axel, reformulée par I’enseignant (TP 122,
séance 3)

a. Ce n’est pas un « nouveau » Dimitri, c’est le méme éléve que dans la séance précé-
dente mais deux ans plus t6t. La classe de CM2 observée en 2008-2009 est dans ’école de
I’enseignante C et composée en bonne partie des éléves observés en CE2 deux ans plus
tot.

FIGURE 8.6: Résultats établis dans la classe de CE2

8.2.1 Données : résultats établis et traces écrites au
cours de la séquence

Les résultats établis au cours de ces séances sont résumés figure en
tenant compte de 'ordre chronologique de leur production.

Dans cette classe, le tableau est surtout un lieu d’exposition des affiches
réalisées par les éléves ou 'enseignant, peu de choses y sont écrites directe-
ment au cours de la séance. Ces affiches sont présentées figures [8.7], [8.8] [8.9]
en respectant les critéres de classement utilisés par 1’enseignante .

Enfin, un exemple de cahier d’éléve (a lissue de la séquence) est fourni
figure [8.11}

14. Ces critéres ont été formulés par ’enseignante et écrits sur les pochettes qu’elle
nous a remises. Il serait intéressant d’étudier la pertinence du classement des affiches
mais ce n’est pas l'objet ici.
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FIGURE 8.7: Affiches rédigées par I’enseignante, résumant 1’état de connais-
sance sur le probléme 4 x 4 a la fin de la séance 1 et sur le probléme 5 x 5
a l'issue de la séance 2

8.2.2 Savoirs locaux associés a la solution du
probléme

8.2.2.1 Validation de l’existence de solution(s) & 8 (resp. 10)
pour les problémes 4 x 4 (resp. 5 X 5)

Pour chacun des cas, une premiére validation est réalisée au sein des groupes
(un temps assez long y est consacré) et une seconde par la classe. Puis, ’en-
seignante donne son avis sur les « solutions » considérées comme correctes
par les éléves et valide ainsi existence des dispositions & 8 (resp. 10) :

La on a trouvé 3 solutions, hein, vous étes d’accord 7 On a vérifié,
elles ne sont pas identiques. On a bien 2 points alignés mais
surtout pas 3 et puis y’en a le plus possible qu’on ait trouvé.
Séance 2, TP 1

La on a vérifié, on en n’a pas trois sur la méme ligne et on
arrive a 10. Bon, et bien aujourd’hui on arrive a 10 mais on ne
sait toujours pas si on peut en mettre plus, si on a trouvé toutes
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« Affiches écartées » (droite du tableau)

Parce qu’il n’y a pas assez de lignes.

Parce que c’est trés dur déja de trouver 10 croix et je pense qu’on ne peut
pas trouver plus que ¢a.

On ne peut pas en mettre plus que 10, y’a pas assez de carrés.

Parce que mardi la maitresse nous a donné une plus petite grille ot on
ne pouvait pas en mettre plus que 8. Et hier on a eu des plus grandes
grilles.

Parce qu’il n’y a pas assez de croisements.

Parce qu’il faut une grille de 10 lignes et 10 colonnes pour en mettre plus
de 10.

FIGURE 8.8: Affiches produites par les éléves (séance 2) et classées par P

(1)
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Affiches autour de « on a essayé et on n’a pas trouvé », colonne
centrale

Affiche A : Parce que quand on en met plus de dix c¢a fait au moins trois
alignés (pour moi).

Affiche B : Parce que c’est déja difficile de faire 10 et a chaque fois qu’on
a fait dix en en ajoutant un ca fait trois alignés.

Affiche C : Parce que toutes les solutions ne marchent pas.

Affiche D : Parce qu’on a essayé plein de fois et on n’a pas réussi. Et aussi
dans la classe.

Affiche E : Parce que on a cherché et on n’a pas trouvé plus que 10.

Affiches autour de « 5 lignes et 2 points par ligne », colonne de
droite

Affiche F : Parce que sur toutes les colonnes et toutes les lignes il y a deux
CroiX.

Affiche G : Je pense qu’il n’y en a pas plus que 10. Parce que j’ai regardé
en ligne et en colonne et en vertical et je n’en ai pas trouvé plus.

Affiche H : Parce que Jean a dit qu’il y avait deux points par ligne et par
colonne.

FIGURE 8.9: Affiches produites par les éléves (séance 2) et classées par P

(2)
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Affiche « avec explication arithmétique », & gauche du tableau
non visible sur la photo
Parce qu’il y a dans une grille comme celle-1a il y a cinq noeuds dans une
ligne et on ne peut pas en mettre plus du double et dans l'autre c’était
pareil sauf que dans celle d’avant il y avait quatre noeuds dans une ligne et
le double c’était huit.

FIGURE 8.10: Affiches produites par les éléves (séance 2) et classées par P

(3)

Conclusion :

Sur la premiére ligne, nous pouvons mettre 2 points ;

sur la deuxiéme ligne, nous pouvons mettre 2 points ;
Consigne : sur la troisieme ligne, nous pouvons mettre 2 points ;
Placez le plus de paints possible sur les intersections des sur la guatriéme ligne, nous pouvons mettre 2 paints ;
lignes, sans former des alignements de trois points. sur la cinquiéme ligne, nous pouvons mettre 2 points.

Mous pouvons donc mettre 10 points.

Mais nous ne pourrons pas mettre plus de 10 points.

Je peux continuer & chercher pour trouver une solution & 10|
points...

T o g | bk

FIGURE 8.11: Cahier d’un éléve a l'issue de la séquence

les solutions, on ne sait pas. C’est notre solution. Séance 3, TP
32

8.2.2.2 Invalidation des explications de type « modification du
probléme » pour établir la nécessité « on ne peut pas
placer plus de 10 points sur la grille »

L’enseignante a disposé a droite du tableau les raisonnements qui proposent
de modifier le probléme pour placer plus de 10 points ou justifient I'impos-
sibilité d’en placer plus du fait de l'insuffisance du nombre de lignes, de
colonnes ou de « croisements ». Elle demande a la classe de s’intéresser
d’abord a ces arguments (TP 28 : « Pourquoi est-ce que j’ai mis toutes
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celles-1a ensemble & votre avis? »), puis avec 1'aide des éléves elle invalide

clairement ces productions et s’arrange pour qu’elles ne soient plus visibles
des éléves (TP 34) :

parce qu’ils disent en effet qu’il faut rajouter, ouais, ou qu’il n’y
a pas assez mais est-ce qu’ils donnent une solution convenable
pour dire pourquoi on ne peut pas en mettre plus? Ben, non.
C’est, seulement parce qu’il faudrait en ajouter ou en enlever ou
je ne sais pas. Donc en effet, le fait qu’il y en ait pas assez ou
qu’il faut en rajouter ca ne nous aide pas vraiment dans notre
probléme. Donc celles-ci, on peut les oublier et on va s’intéresser
aux autres. Le professeur déplace sa chaise et se met devant les
affiches a oublier.

8.2.2.3 Invalidation de Pargument « parce que Jean a dit... »

Une éléve s’intéresse ensuite a la proposition H : « Parce que Jean a dit. .. »
qui reléve de la croyance et est rapidement invalidée par un éléve puis I’en-
seignante (TP 41-42)

e : et ben, on n’est pas obligé de croire ce qu’il a dit
P : on n’est pas obligé de croire Jean. Tout a fait

Notons que cette invalidation est uniquement orale (I’enseignante pourrait
annoter 'affiche, I'isoler dans un coin du tableau. . .).

8.2.2.4 Non invalidation d’un raisonnement sur un cas
particulier pour établir la nécessité « on ne peut pas
placer plus de 2 points par ligne »

Les éléves s’intéressent ensuite a I’argument de Tudal (affiche F, page :

on ne peut pas placer plus de 10 points « parce que sur toutes les colonnes et

toutes les lignes, il y a deux croix. ». La formulation orale de cet argument

(TP 68) laisse penser que le raisonnement de Tudal est I'un des suivants :

— d’aprés ce qu’a dit Jean, il y a (au plus) deux points par ligne et par
colonne, or sur la solution a 10 ces deux points sont déja disposés, donc
on ne peut pas en mettre plus (adhésion a 'argument de Jean -+ raison-
nement sur un cas particulier) ;

— Tudal a cherché a placer un point supplémentaire sur la solution a 10
trouvée dans la classe et n’a pas réussi (raisonnement sur un cas particu-
lier).

On peut donc s’attendre a une invalidation de son argument et & la mise en

texte d'une explication valide de la nécessité « on ne peut pas placer plus
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de deux points par ligne ». Mais I'enseignante répéte mot pour mot ce que
dit Tudal (TP 68-69) :

Tudal : dans les lignes et les colonnes il y a déja deux points
d’alignés.

P : dans les lignes et les colonnes il y a déja deux points d’alignés,
voila ce que nous dit Tudal donc on ne peut pas en mettre plus
que 10. Parce que dans chaque ligne et dans chaque colonne il
v a déja 2 points qui sont alignés.

S’agit-il pour elle d’approuver ce que propose Tudal ou simplement de relan-
cer 'argument a I’ensemble de la classe 7 Rien n’est évident dans la mesure
ol le travail sur cet argument n’est pas poursuivi.

Dans la suite de la séance, il n’y a pas ni retour sur la validité de cette
explication , ni formulation d’une autre explication par I’enseignante. I.’en-
seignante a t-elle identifié le caractére erroné du raisonnement 7 Pense t-elle
qu’il n’est pas important de justifier la nécessité « on ne peut pas placer
plus de deux points par ligne » ?

8.2.2.5 Validation implicite de la nécessité « on ne peut pas
placer plus de deux points par ligne »

A la suite de l'intervention de Tudal, & plusieurs reprises, 1’enseignante
utilise cette nécessité pour progresser dans la résolution du probléme sans
jamais la valider clairement ' : cette nécessité apparait donc valide simple-
ment car I'enseignante 1'utilise dans la suite du raisonnement.

D’une certaine facon, tout ce passe comme si, pour l'enseignante, cette
nécessité était transparente ne pouvait pas étre source de difficulté pour les
éléves et donc ne nécessitait ni justification ni validation claires.

8.2.2.6 Validation implicite d’un raisonnement empiriste pour
établir la nécessité « on ne peut pas placer plus de 10
points »

Immédiatement aprés ’épisode consacré a « I’étude » de la proposition de
Tudal, un éléve explique qu’on ne peut pas disposer plus de 10 points sur la
grille sans en aligner 3 parce « en plus, on a beaucoup cherché et on n’a pas
trouvé plus » (TP 70). L’enseignante répéte mot pour mot cet argument a
I’ensemble de la classe, un peu comme si elle 'approuvait, sans impulser un

15. A moins que lintervention précédente de 'enseignante ne constitue une validation
de l'explication proposée par Tudal et une validation indirecte de la nécessité associée.
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travail sur sa validité. Ensuite, a plusieurs reprises, elle reprend 'argument
comme une seconde fagon (ou une fagon complémentaire ?) de montrer qu’on
ne peut pas faire plus que 10. Ainsi, pour relancer le travail sur la mise en
texte de cette nécessité, elle indique (TP 106) :

Nous en tous cas ici, grace a ce qu’on a trouvé, on a vu que
d’aprés vous on ne peut pas en trouver plus que 10 parce que
on a cherché et on n’a pas trouvé plus que 10 et puis en plus on
ne peut pas en placer plus que 2 par ligne ou 2 par colonne.

De cette fagon, elle valide implicitement (et oralement) le raisonnement
erroné fondé sur 'empirisme naif. Aucune trace écrite de cette validation
n’apparait au cours de la séquence.

8.2.2.7 Mise en texte et validation de la déduction « on ne peut
pas placer plus deux points par ligne donc on ne peut
pas placer plus de 10 points sur la grille. »

Un travail important de mise en texte de cette déduction (TP 72 & 126) est
effectué a partir de D'affiche produite par Axel et Dimitri que I'enseignante
désigne par « explication arithmétique » (voir figure [8.10)).

La formulation utilisée par les éléves n’est pas claire, ce qui empéche la
compréhension de ’explication par les autres éléves. L’enseignante demande
donc d’abord des éclaircissements, notamment sur les mots « noeuds » et
« double » et tente d’obtenir des deux éléves une formulation plus simple.
Mais Axel et Dimitri peinent ¢ et finalement I’enseignante écarte la formu-
lation des éléves et en propose une autre (TP 120 a 122) :

Mais est-ce que la on n’est pas en train de chercher un truc avec
des doubles, des moitiés, des trucs bien mathématiques avec des
additions, des multiplications et des choses comme ca? Est-ce
qu’on en a vraiment besoin? [...| Est-ce que ce qu’on essaie de
m’expliquer a tout prix en disant « ben alors c’est 4 ben alors
si je fais 4 plus 4 alors c’est 8 », est-ce que c¢a serait pas bien
simple ? est-ce que c’est pas finalement la méme chose sauf que

16. Cet exercice est certainement difficile pour les éléves. On peut se demander s’il n’est
pas rendu plus difficile encore ici & cause d’une incompréhension entre ’enseignante et
les éléves. En effet, I'enseignante cherche a les faire formuler simplement ’explication
« on peut mettre au plus deux points par ligne et il y a 5 lignes, donc on peut mettre
au plus 10 points sur la grille ». Or, il est tout & fait possible que le raisonnement des
éléves ne soit pas celui-la mais le suivant : « Sur la grille & 4 lignes et 4 colonnes, on
peut placer 8 points (résultat inféré a partir du meilleur résultat trouvé dans la classe ou
adhésion a la proposition de Pierre, voir figure . 8 est le double de 4, donc (inférence
généralisatrice), sur une grille de 5 lignes et 5 colonnes, on peut placer au plus 10 points.
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vous étes partis dans des gros calculs de moitié et de choses qui

nous ont été bien complexes & comprendre alors qu’en réalité 1a

on dit : « j’ai une ligne je ne peux pas en mettre plus que 2,

donc j'ai une ligne, deux lignes, trois lignes, 4 lignes, 5 lignes,

donc je ne peux pas en mettre plus que 2 par ligne, que la ligne

soit horizontale, qu’elle soit verticale ou qu’elle soit de travers

donc ¢a me fait toujours 10, solution.
Ainsi, elle permet une validation claire de la nécessité « on ne peut pas
placer plus de 10 points » et en fournit une mise en texte compréhensible
par les éléves. Cette formulation orale ne sera pas reprise par écrit au cours
de cette séance 3.

8.2.2.8 Décontextualisation d’un raisonnement erroné pour
établir la nécessité « on ne peut pas placer plus de 10
points »

Au moment de la conclusion du probléme (TP 128-142), I’enseignante per-
met une décontextualisation du raisonnement empiriste en « montrant » sa
validité sur d’autres exemples, ce qui contribue a son institutionnalisation :
P : Alors, est-ce que la preuve qu’on vient de trouver la « on
a cherché, on n’a pas trouvé plus et en plus on en a deux par
ligne ». Est-ce que ¢a marche sur mon quadrillage comme ca ?
. .. | parce que 1a on a deux choses qui peuvent étre des sortes de
preuves, hein, ¢a a marché sur un quadrillage en 5, avec 5 lignes
horizontales et 5 lignes verticales. Est-ce que ¢a marche aussi si
on regarde ce qu’on a fait avec nos 8 croix? |...| Pierre nous
avait dit on ne peut pas en mettre plus que 8. Est-ce qu’on a
vraiment cherché ? Est-ce qu’on n’a pas réussi a en mettre plus
que 87
pe : non
P : on a cherché et personne n’en a trouvé 9. Donc en effet cette
preuve la elle marche. Si je rajoute celle-ci on avait bien deux
croix par ligne ou par colonne? |...] on cherche on ne trouve
pas plus et on doit en avoir deux par ligne. J’aurais une grille
heu elle dessine une grille 6 6 combien j’en trouve au max?

8.2.2.9 Institutionnalisation de la nécessité « on ne peut pas
placer plus de 10 points »

L’intervention de l’enseignante a propos de la proposition de Dimitri et
Axel (TP 120 & 122) contribue au processus d’institutionnalisation de cette



8.2. Mise en texte et institutionnalisation des savoirs par le professeur C

203

nécessité. Mais aucune autre intervention de I'enseignante au cours de la
séance 3 ne l’accompagne.

L’institutionnalisation s’effectue en fait au cours de la séance 5 (séance
supplémentaire) aprés une d’explication et une validation de la nécessité
« on ne peut pas placer plus de 2 points par ligne » utilisant la boite a
croix. Cette institutionnalisation prend alors, en particulier, la forme d’un
texte préparé par l'enseignante et collé par les éléves dans leur cahier (voir

figure [8.11)).

Le texte proposé n’est pas suffisamment précis. Il sous-entend en effet que,
sur chacune des lignes, on pourra placer exactement deux points et corres-
pond donc a une preuve erronée de la proposition « sur la grille on peut
placer exactement 10 points mais pas plus ».

8.2.2.10 Formulation de la solution du probléme

Au cours de la séance 3, I'enseignante propose oralement des formulations
(incorrectes) de 'impossibilité de placer 11 points, par exemple :

Nous en tous cas ici, grace a ce qu'on a trouvé on a vu que,
d’aprés vous, on ne peut pas en trouver plus que 10 parce que
on a cherché et on n’a pas trouvé plus que 10 et puis en plus on
ne peut pas en placer plus que 2 par ligne ou 2 par colonne. TP
106

Alors, est-ce que la preuve qu’on vient de trouver la « on a
cherché, on n’a pas trouvé plus et en plus on en a deux par

ligne ». Est-ce que ¢a marche sur mon quadrillage comme ¢a?
TP 128

sans qu’il y ait par par ailleurs de formulation orale ou écrite de 'intégralité
du raisonnement qui permet de conclure le probléme. Ainsi, a l'issue de la
séance 3, la formulation de la solution du probléme est uniquement orale,
elle est partielle et en partie erronée.

Par ailleurs, le cahier des éléves comporte seulement la meilleure solution
trouvée par le groupe dans lequel 1'éléve a travaillé et la « preuve » qu’il est
impossible de placer plus de 10 points sur la grille sans en aligner trois.

8.2.2.11 Conclusion

Dans cette classe, le travail s’appuie sur les productions de I'ensemble des
éléves qui sont classées par ’enseignante. Cela permet en particulier I'inva-
lidation des arguments erronés facilement identifiables par 1’enseignante.
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Globalement, au cours de cette séquence, I'enseignante n’effectue pas de
validation claire d’arguments considérés comme valides pour établir les né-
cessités du probléme : la plupart du temps, c’est leur utilisation par ’ensei-
gnante qui sert de validation.

La nécessité « on ne peut pas placer plus de deux points par ligne » est
établie sur la base d’un raisonnement erroné admis comme valide. La justi-
fication de cette nécessité et sa validation occupe une place restreinte dans
la séquence. Tout se passe comme si cela était évident, non problématique.
En revanche, la formulation de la déduction « on ne peut pas placer plus
de 2 points par ligne et il y a 5 lignes donc on ne peut pas placer plus de 10
points sur la grille » ainsi que 'appropriation des deuz raisons associées a
I'impossibilité de placer plus de 10 points font I’objet d’un travail plus spé-
cifique de mise en texte et d’institutionnalisation. Pour autant, les raisons
associées a cette impossibilité ne sont pas au coeur de ce travail. Elles ne
font pas I'objet d’un travail « scientifique » : la validité de la nécessité « on
ne peut pas placer plus de 2 points par ligne » est admise et non prouvée
et 'argument empiriste ne peut étre considéré comme mathématiquement
établi. Tout se passe donc comme si, pour I'enseignante, le point le plus
important de la solution du probléme résidait dans la déduction du fait qu’
« on ne peut pas placer plus de 10 points sur la grille. »

La nécessité « on ne peut pas placer plus de deux points par ligne » fait
I’objet d’un travail spécifique au cours de la séance 5, suite & un test jugé
non satisfaisant. La formulation utilisée par 'enseignante dans le texte de
référence collé dans les cahiers des éléves a I'issue de la séance 5 est ambigué
du point de vue des mathématiques car elle laisse penser que sur chaque
ligne on pourra (effectivement) placer 2 points alors qu’il n’en est rien.

8.2.3 Savoirs associés a la nécessité en mathématiques

Comme le montre la figure (page [194), les résultats établis dans cette
classe sont restreints a ceux strictement utiles pour établir la solution du
probléme. Seules les propositions des éléves associées a ces résultats four-
nissent donc a 'enseignante I'occasion de mettre en texte et d’institution-
naliser des savoirs sur la nécessité en mathématiques. Voyons comment elle
les exploite.
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8.2.3.1 Reésultat faible et conjecture, ce dont on est stir et ce
que l’on ne sait pas

Au cours de la phase d’énumération du probléme 4 x 4, Pierre a déclaré
« moi je pense qu’il y en a 8 ». L’enseignante a retenu cette remarque 7,
sans la relever sur le moment, et 1'utilise lors de la conclusion de la séance
1 pour travailler avec les éléves sur la valeur épistémique de cet énoncé

(séance 1, TP 1-7) :

P : Pierre nous avait dit : « moi je pense qu’il y a en a 8 » bon,
heu 8, est-ce que ca veut dire qu’on ne pourrait pas en
trouver plus?

pe : non

P : non, on ne sait pas.

e : on ne sait pas parce que au début j’en avais que 4, en plus.
P : au début, tu en as que 4. Voila, peut-étre qu’on peut en
mettre plus, hein |...| pour le moment, on a ces trois solutions
la. Bien. On va s’arréter la-dessus. On ne sait pas si on peut
faire mieux. On sait qu’on peut faire 8 c’est siir parce qu’on
a trouvé trois solutions.

Le caractére incertain de la déclaration de Paul est démontré en référence
a Pexpérience d’éléves qui ont réussi a améliorer leur solution initiale (une
sorte de contre-exemple). Par ailleurs, a la fin de son Iintervention, 1’en-
seignante met en évidence cette incertitude en 'opposant a la certitude du
résultat faible produit par ostension lors de I’énumération (on est stir qu’on
peut faire 8).

Ces deux aspects de 'intervention orale de I'enseignante relatifs a la valeur
épistémique des énoncés (« preuve » de lincertitude, différence de valeur
épistémique) ne font 'objet d’aucune trace écrite, ni au tableau, ni sur le
cahier des éléves.

8.2.3.2 Reésultat faible et solution du probléme, nécessités et
contingences associées a ’énumération

L’interaction précédente constitue pour ’enseignante une occasion de poin-
ter la différence entre résultat faible et solution du probléme, c¢’est-a-dire
finalement entre nécessités et contingences associées au résultat de la phase
d’énumération (« pour le moment, on a ces trois solutions 1a »). A plu-
sieurs reprises au cours de la séquence elle revient sur cette distinction entre
le nécessaire et le contingent et la fagon dont on peut I'exprimer. Pour cela,

17. peut-étre formulée sur la base d’un raisonnement de type empirisme naif.
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soit elle introduit elle-méme une question du type « mais est-ce que ¢a veut
dire qu’on ne peut pas en mettre plus? », soit elle rebondit sur des formu-
lations erronées d’éléves.

Ainsi, au début de la séance 2, lors de la phase de rappel de la situation
4 x 4, la déclaration d’une éléve permet un travail de mise en texte'®,
exclusivement oral, qui vise a formuler correctement du point de vue leur
valeur épistémique les résultats issus de la phase d’énumération (séance 2,
TP 7-12) :

Juliette : le maximum c’est 8

P : le maximum c’est 8. On est siir?

pe : nan

P : donc comment il faut dire?

Juliette : pour moi, le maximum c’est 8.

P : pour moi, le maximum c’est 8. Oui. Je pense que le maximum
c’est 8. Le maximum ce serait 8 — 1a on fait du francais — mais
on ne sait pas, peut-étre.

Ensuite, toujours au cours de la séance 2, aprés I’énumération du probléme
5x b et alors qu’il a été établi que I'on peut placer 10 points sans en aligner 3,
I’enseignante revient sur la fagcon dont il convient d’interpréter les résultats
de 'énumération (TP 23-32, séance 2) :

P : alors cette fois-ci on n’a qu'une solution. Est-ce que ¢a
veut dire qu’il n’y en a qu’une ?

Pe : non

P : non. On n’en sait rien. Est-ce que ¢a veut dire qu’on ne
peut pas en mettre plus?

pe : non / si

P : Si, ¢ca veut dire qu’on ne peut pas en mettre plus?
pe : non, on peut en mettre plus. / on peut en mettre d’autres.
Sacha : c’est juste une table (au sens de un groupe) qu’en a mis
plus que les autres

P : c’est juste une table, voild qui a réussi a en mettre 10 alors
que les autres ont réussi a en mettre moins que 10, en effet.
Sacha : ils en ont mis autant sauf que elles sont pas bonnes les
autres. [...| inaud

P : 1a on a vérifié, on en n’a pas trois sur la méme ligne et on
arrive a 10. Bon, et bien aujourd’hui on arrive & 10 mais
on ne sait toujours pas si on peut en mettre plus, si on

18. Un véritable travail de mise en texte ici, comme on en voit peu au cours des
séquences étudiées.
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a trouvé toutes les solutions, on ne sait pas. C’est notre
solution.

A partir de deux types de questions elle indique qu’il ne faut pas tirer des
conclusions au-dela de ce que 'expérience montre objectivement ' et pointe
ainsi les nécessités et les contingences associées a I’énumération : I’'énuméra-
tion montre (preuve par ostension) qu’on peut faire 10 de la fagon proposée
mais ne dit rien sur l'existence, ou pas, d’autres facons de faire 10; I'énu-
mération ne dit rien sur l'existence, ou pas, d’une « meilleure » solution ;
le résultat de I’énumération ne donne pas la « solution » du probléme mais
seulement « notre » solution.

Ces remarques importantes du point de vue de la relation entre expérience,
conjecture et preuve ne font 'objet d’aucune trace écrite.

8.2.3.3 Amélioration d’un résultat faible, certitude et
conviction

Suite a ’énumération du probléme 5 x 5, un petit groupe d’éléves, dont le
« meneur » est Sacha, est convaincu qu’on peut placer plus de 10 points
sur une grille sans en aligner trois. L’enseignante les laisse poursuivre leur
recherche et demande aux éléves pensant qu’il est impossible de faire plus de
10 de formuler par écrit des explications. A l'issue de ces travaux, alors que
la classe est réunie autour des affiches, '’enseignante interroge d’abord les
éléves qui ont poursuivi I’énumération pour savoir quelle est leur conclusion
(TP 12-28, séance 3) :

P : Et alors les autres qui avez travaillé pour essayer de trouver
plus que 10, alors?

Pierre : heu c¢’était dur mais on n’y arrivait pas, mais on pouvait
y arriver

Sacha : on peut, on peut.

P : vous avez une solution ?

Sacha : non mais encore on est stir qu’on peut

Pierre : on croit qu’on peut

Sacha : on n’a pas réussi mais on est sir

P : vous croyez ... que vous pouvez continuer et ... vous avez
cherché heu aujourd’hui facilement une bonne trentaine de mi-
nutes au moins, hier vous avez cherché aussi un moment donc
vous en étes déja a une heure et demi, une heure trois quarts de

19. On retrouve ici une des maximes de Perrin (2007, p. 11) : « Il faut for-mu-ler. Cela
signifie qu’il faut dire ce qu’on voit dans I’expérience, et si possible tout ce qu’on voit et
rien que ce qu’on voit. ».
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recherche et vous pensez que vous pouvez continuer et trouver ?
Sacha : oui

P : et vous savez pourquoi vous étes siirs ?

Sacha : oui, parce que avant on pouvait

Pierre : on a mis une ligne de plus et on a en a trouvé plus de
Croix

Sacha : aussi parce que en fait quand on avait rajouté une ligne
ca veut dire qu’on pouvait en mettre plus que 10.

e : moi, je pense qu’avec de la bonne volonté on peut le faire

P : de la bonne volonté en mathématiques ¢a permet de
faire des miracles alors 7 |...| On regarde ce qu’ils [éléves qui
ont cherché des arguments| ont fait parce que y’a des arguments
qui sont un peu plus mathématiques quand méme.

Les questions que pose I'enseignante permettent aux éléves d’expliciter les
fondements de leur conviction, la valeur « avec du courage, tout est pos-
sible » qui n’a rien de scientifique. Elles visent a pointer deux éléments
en défaveur de leur conclusion : aucun nouvel élément tangible ne permet
d’augmenter le crédit de leur conclusion (« on peut faire plus »); la bonne
volonté n’est pas un argument en mathématiques. Cependant, ’enseignante
n’invalide pas clairement le raisonnement des éléves. A ce stade de la séance,
on peut penser qu’elle cherche uniquement a introduire le doute et qu’elle
attend de disposer d’arguments « plus mathématiques » pour invalider le
raisonnement des éléves, & la fois pour ce qui concerne la conclusion et la va-
lidité de son fondement. Or, il n’en est rien. Craint-elle de ne pas convaincre
les éléves ou au contraire pense-t-elle que face & I'argument mathématique
ces éléves seront d’eux-mémes convaincus de leur erreur?

8.2.3.4 Adhésion, vérité et nécessité

L’affiche H (voir , page révéle que pour certains éléves la vérité de
la proposition « on ne peut pas disposer plus de 2 points par ligne et par
colonne » repose sur 'adhésion a la déclaration d’un éléve. Cela fait réagir
des éléves pour qui « on n’est pas obligé de croire ce qu’a dit Jean » et
permet a l'enseignante de marquer Uinvalidité de 'argument (TP 41-42).
Mais, si ’enseignante approuve cette remarque, il n’y pas de trace écrite ou
d’action non verbale?® qui témoigne de I'invalidité de I’argument.

20. L’enseignante pourrait, par exemple, rayer I’affiche ou la faire glisser dans une zone
du tableau réservée aux raisonnements erronés.
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8.2.3.5 Empirisme et nécessité

A plusieurs reprises au cours de la séance 3, les remarques des éléves té-
moignent de 'empirisme naif qui fonde leurs raisonnements. Ce sont a priori
autant d’occasions pour ’enseignante d’invalider ces raisonnements mais
ce n'est pas ce qui se produit. En effet, comme nous 'avons vu dans le
paragraphe précédent, ’enseignante conforte 'empirisme naif au lieu de
I'invalider.

8.2.4 Conclusion

Dans cette classe, a l'issue des trois séances normalement consacrées au
probléme, aucune trace écrite pérenne des raisonnements considérés comme
valides, des nécessités qui interviennent, de la solution du probléme et des
connaissances associées a la nécessité en mathématiques n’est proposée. Par
ailleurs, il n’y pas réellement de travail pour établir la nécessité mathéma-
tique « on ne peut pas placer plus de deux points par ligne » qui permet
ensuite facilement de dérouler la solution du probléme. Quelle pérennité
pour cette proposition présentée de facon assertorique ? Le résultat du test
passé une semaine aprés la séance 3 est éloquent : 15 éléves sur 26 — dont
deux (Axel et Jean) qui avaient produit individuellement la nécessité « on
ne peut pas placer plus de 2 points par ligne » — pensent qu’un éléve de
6eme peut placer 15 points sur une grille 7 X 7 sans en aligner trois.

L’analyse précédente témoigne des difficultés mathématiques que pose la
gestion de cette situation a l’enseignante. Nous pensons que ces difficul-
tés se révélent de facon d’autant plus forte que l'enseignante s’appuie, le
plus souvent, sur les productions des éléves (affiches écrites mais aussi pro-
ductions langagiéres in situ). Cela lui demande de réagir rapidement avec
des connaissances vraisemblablement mal assurées et la conduit & accepter
les raisonnements de type empirisme. En particulier, il s’avére que ’ensei-
gnante ne maitrise pas bien la preuve du probléme et raisonne de la fagon
suivante : on ne peut pas disposer plus de 2 croix par ligne car sinon il y
a trois points alignés et on ne peut pas placer plus de 10 points car on a
beaucoup cherché et on n’a pas réussi. D’'une certaine facon, tout se passe
comme si elle se souvenait que deux éléments interviennent pour la preuve
mais sans se remémorer lesquels et du coup mobilisait les deux arguments
proposés par les éléves pour montrer 'impossibilité de disposer 11 points
sans convoquer le fait qu’une solution a 10 a été trouvé dans la classe.

Concernant la mise en texte et 'institutionnalisation de savoirs relatifs a la
nécessité en mathématiques, ’enseignante n’introduit pas dans la situation
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de question supplémentaire déconnectée des résultats issus de I’énumération
réalisée par la classe (elle n’introduit pas, par exemple, de question du type
« est-ce qu’on peut faire 267 »). Elle oriente plutot le travail sur ce qu'il
convient de conclure & partir de I’expérience, c’est-a-dire vers des apprentis-
sages sur les nécessités et les contingences associées a une expérience, sur la
différence entre « notre solution » et « la solution ». Il est difficile de décon-
textualiser ces savoirs et I’enseignante s’attache en particulier & permettre
Iexpression de la valeur épistémique des différents types de résultats a tra-
vers un travail de mise en texte. Ce travail est entiérement réalisé oralement
alors que le systéme d’affiche utilisé dans la classe permettrait d’avoir des
traces de ces nuances trés importantes.

L’enseignante ne s’attarde pas en revanche sur 1’explication qui permet de
produire la nécessité « pas plus de 2 par ligne » et préfére accorder du temps
a la déduction « pas plus de 2 par ligne donc pas plus de 10 sur la grille ». De
la méme facon, elle n’indique pas clairement que la nécessité « on ne peut
pas mettre plus de 10 » établie constitue une preuve et qu’il est donc inutile
de continuer & chercher, c’est-a-dire que 'argument de Sacha est invalide.

Ainsi, tout se passe comme si I'enseignante identifiait bien des points dé-
licats de la résolution de ce probléme pour les éléves au niveau de l'inter-
prétation locale des résultats obtenus au cours de ’énumération (ce qui est
nécessaire, ce qui est contingent / ce dont on est sir a l'issue de 'énumé-
ration, ce dont on n’est pas siir) sans étre aussi a laise avec les nécessités
universelles qui interviennent dans la résolution du probléme (pas de travail
sur la nécessité « pas plus de 2 par ligne », pas d’identification de 'erreur
de Tudal, pas d’invalidation de I'argument de Sacha; formulation erronée
sur la feuille distribuée aux éléves; reprise de I'argument « on a beaucoup
cherché et on n’a pas trouvé plus » pour conclure qu’on ne pourra jamais
disposer plus de 10 points sans en aligner 3.).

8.3 Conclusion

Cette étude conduit a identifier des similitudes et des différences dans la
fagon dont les deux enseignants — qui agissent dans des contextes différents
— geérent les processus de mise en texte et d’institutionnalisation des sa-
voirs. Ces résultats ont, dans une certaine mesure, une portée générique qui
renseigne sur la gestion de ces deux processus.
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8.3.1 Ce qui fait ’objet d’une trace écrite

Intéressons-nous d’abord a ce qui fait ’objet ou pas d’une trace écrite —
temporaire (tableau, affiche) ou pérenne (affichage dans la classe, cahier)
— a laquelle les éléves peuvent se référer. Ces traces écrites constituent en
effet des jalons importants des processus de mise en texte et d’institution-
nalisation.

D’abord, dans les deux classes, nous relevons l’absence de la trace écrite
d’une solution compléte et problématisée du probléme. Le résultat de ’énu-
mération obtenu dans la classe ou par chacun des éléves et une preuve de
I'impossibilité de placer plus de 10 points peuvent figurer sur les cahiers
mais sans étre reliés entre-eux, donc sans formulation de la solution com-
pléte du probléme. Ce qui est a retenir apparait constitué de deux éléments
relatifs & un méme probléme mais indépendants entre-eux : le résultat d’une
recherche empirique ; une démonstration et son résultat. Dans la classe de
CM2, les entretiens menés six mois aprés la séance indiquent que les éléves
interrogés savent qu’on ne peut pas placer plus de 10 points (6 éléves sur
8) sans pouvoir mobiliser 'argument correct. En effet, deux éléves font un
raisonnement sur un cas particulier (on ne peut pas placer un onziéme point
sur la solution trouvée) et trois ne savent pas dire pourquoi. Ces derniers
éléves ont-ils retenu que la « meilleure » valeur possible est dix en réfé-
rence au résultat de ’énumération ou a la conclusion de la démonstration ?
Dans les deux cas, la solution apparait comme assertorique (un fait) et non
apodictique.

Ensuite, il n’y a aucune trace écrite de savoirs associés a la nécessité en ma-
thématiques; ils font au mieux 'objet de remarques orales. Tout se passe
comme si ’apprentissage de ces savoirs fortement liés aux pratiques mathé-
matiques, et aussi fortement conventionnels, pouvait s’effectuer uniquement
par la fréquentation de problémes ot ils interviennent, assortie de remarques
orales. On voit ici émerger une logique de résolution du probléme proposé
aux éléves qui contrarie une logique d’apprentissage des savoirs sur la né-
cessité mathématique dans la mesure oil seul ce qui concerne la solution du
probléme fait ’objet de traces écrites. L’enseignante C a réalisée sa séance
au tout début de la recherche et il est probable qu’a ce moment les savoirs
sur la nécessité n’avaient pas encore été bien dégagés des situations. Mais
la situation est trés différente pour 'enseignant E pour qui ces savoirs sont
bien identifiés, rappelons qu’il est co-auteur d’une publication sur les savoirs
en jeu dans ces problémes (Hersant et Thomas, 2009)). Il semble qu’ici ¢’est
bien la logique de résolution — gratuite — du probléme qui prend le pas sur la
logique d’apprentissage des savoirs sur la nécessité en mathématiques. Que
peuvent retenir les éléves 7 Dans la classe de CM2, six problémes ont été
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réalisés avec E entre octobre et janvier avec des caractéristiques identiques
du point de vue de la trace écrite. Parmi les neuf éléves a qui 'on a de-
mandé ce qu’ils pensaient avoir appris au cours de ces séances, cinq évoquent
'aspect recherche (dont trois uniquement 1'idée d’amélioration lors de I’énu-
meération) et deux réponses peuvent étre interprétées comme associées a un
peu plus que de la recherche du probléme?!. Il semble donc que ces éléves
retiennent plus du travail effectué 'aspect « recherche empirique » que I’as-
pect « recherche apodictique ». Méme si 'on ne dispose pas de l'avis de
I’ensemble des éléves de la classe, cela ne manque pas d’interroger.

L’usage du tableau et des affiches constitue un point de divergence im-
portant dans les pratiques des deux enseignants. Pour I'enseignante C, le
tableau est essentiellement un lieu d’affichage des productions des éléves
qui évolue peu au cours du déroulement de la séance. Au contraire pour E,
le tableau est un lieu dynamique qui résume au fur et & mesure I'état de
connaissance sur le probléme et constitue un lieu naturel d’élaboration de
raisonnements (petits schémas. . . ). Ces résultats présentent des similitudes
avec ceux établis dans le chapitre [4| (page [4) : l'enseignant qui maitrise
mieux les aspects mathématiques du probléme a une gestion dynamique du
tableau.

8.3.2 Ce qui fait ’objet d’une mise en texte

Comme nous 'avons précisé, le processus de mise en texte des savoirs est
essentiel dans cette situation pour mettre en valeur le caractére apodic-
tique de certains énoncés. Cependant, dans les deux classes il y a peu de
moments de mise en texte « forts », c’est-a-dire qui impliquent les éléves
dans un travail de (re)formulation pour préciser la signification de 1’énoncé,
comme par exemple lorsqu’il s’agit de mettre en évidence la valeur épisté-
mique d’un énoncé (je pense, je suis siir). Si 'on considére que I’élaboration
d’une formulation signifiante est finalisée par 'obtention d’une trace écrite
pérenne, cela est cohérent avec le fait qu’il y a peu de traces écrites et qu'une
partie de ces traces écrites est préparée a I’avance par l’enseignant.

Nous relevons des différences entre les deux classes. En particulier, les mises
en texte « fortes » ne sont pas consacrées aux mémes aspects. L’enseignante

21. Martin déclare qu’il a appris & « faire des choses intelligentes » ce que nous associons
a trouver des raisons et Dimitri déclare qu’il a appris & chercher, ce que nous interprétons
dans un sens large d’énumération et de recherche de raisons compte tenu de ce qu’il
produit par ailleurs dans les tests. Ces interprétations ne sont pas les seules possibles.
Ce sont en quelque sorte les plus optimistes, ¢’est pourquoi nous prenons la précaution
de le préciser.
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C les utilise pour souligner la valeur épistémique des énoncés, et notamment
la différence entre ce qui reléve de la conjecture et ce qui est stir. E emploie
lui-méme des formulations trés signifiantes du point de vue de la valeur
épistémique des énoncés (forcément, on est sir que jamais personne) mais
n’engage pas de travail de mise en texte de ce type avec les éleves. Cela
est lié (relation de cause & effet ou relation dialectique ?) au fait qu’il n’y
a pas de travail dans la classe sur ce que l'on peut tirer de 'expérience
comme cela se produit dans la classe de CE2. Cela correspond aussi a un
parti-pris de 'enseignant, peut-étre infléchi par son expérience préalable au
collége. Fn effet, d’aprés les discussions que nous avons eues avec lui depuis,
il pense qu’il faut d’abord montrer aux éléves les nuances des formulations.
D’une certaine facon, de ce point de vue, il fait le choix d’un apprentissage
par ostension, imprégnation. Par ailleurs, ’enseignant E est attentif a un
travail de mise en texte qui vise a rendre correcte d’un point de vue lo-
gique un énoncé. Ainsi, il engage par exemple un travail pour faire évoluer
I’énoncé « on peut placer 2 points » qui n’est pas correct vers I’énoncé « on
peut placer 0, 1 ou 2 points ». En revanche, C attache plus d’importance
a la formulation de la déduction a partir de cet énoncé qu’a la formulation
de I’énoncé initial. Cette différence peut étre associée soit au fait qu’elle
n’identifie pas la non validité du premier énoncé, soit au fait qu’elle donne
priorité a la déduction, soit encore a la formulation confuse proposée par
les éléves.

8.3.3 Le processus d’institutionnalisation : quoi et
comment ?

Dans les deux classes, le processus d’institutionnalisation est diffus?2, ce-
pendant & partir de ce sur quoi les enseignants s’attardent ou insistent, on
peut identifier ce qui leur tient & coeur en termes d’apprentissage des éléves
et donc ce qu’ils cherchent & institutionnaliser.

Dans la classe de CE2, une partie importante du travail non consacré a I’énu-
mération porte sur ce que 1'on peut dire a 'issue de cette phase empirique
et se situe donc aux niveaux « observation de l'expérience » et « formu-
lation de conjectures » dans la démarche expérimentale définie par Perrin
(Perrin| 2007, voir page [2.4.2). Comme nous 'avons déja indiqué cela fait

22. Nous avons identifié (Hersant, |2004; Hersant et Perrin-Glorian), |2005) dans la pra-
tique de « correction-cours-dialogué » une institutionnalisation diffuse des savoirs ca-
ractérisée par l'existence de commentaires oraux sur les savoirs en jeu au cours de la
résolution du probléme et la quasi-absence de trace écrites pérennes. Nous retrouvons
cette caractéristique de l'institutionnalisation ici.
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en particulier 'objet d’un travail de mise en texte qui est un moment fort
du processus d’institutionnalisation. Dans cette classe, il y a donc une re-
cherche d’institutionnalisation sur la différence, difficile & décontextualiser,
entre ce que 'on sait de facon sure et ce qui reléve de la conjecture. E ne
travaille pas cet aspect et préfére multiplier les exemples de productions
de nécessités non ostensives (preuves de courts-circuits). Cette répétition
d’exemples contribue a l'institutionnalisation de I'idée qu’un raisonnement
permet de prouver une impossibilité.

Par ailleurs, dans la classe de CM2, & travers ces exemples de preuve « a
la main », c’est plus I'idée de preuve comme nécessité premiére?® qui se
dégage, contrairement a ce qui se passe dans la classe de CE2 ol c¢’est plus
I'idée de preuve comme raisonnement déductif qui ressort, notamment avec
I'importance accordée a la mise en texte de la déduction « on ne peut pas
placer plus de points par ligne donc on ne peut pas placer plus de 10 points
sur la grille ».

Enfin, du point de vue de la facon dont est réalisé dans chacune des classes
le processus d’institutionnalisation, on reléve que, dans la classe de CE2, il
s’appuie sur une analyse des productions des éléves qui permet (dans une
certaine mesure, en rapport avec la conception du vrai en mathématiques
qu’a lenseignante) une invalidation (orale) de certaines propositions et donc
un début de hiérarchisation des explications. Dans la classe de CM2, il n’y
a pas de travail sur les raisonnements erronés des éléves. Est-ce seulement
lié a la contrainte temporelle de la séance 7 Il est aussi possible que E pré-
féere donner des exemples de ce qu’est une preuve plutdt que d’essayer de
convaincre les éléves de I'invalidité de leur raisonnement sans qu’ils sachent
ce qui pourrait étre un raisonnement correct.

Ainsi, deux logiques différentes de portée générique se dégagent de ces ana-
lyses. La premiére est guidée par la volonté de « boucler le probléme » et
de travailler a la production de nécessités de type non ostensives avec une
importance donnée a certaines preuves probablement considérées comme
cruciales pour résoudre le probléme. Dans cette logique, il s’agit de donner
des exemples de preuves non ostensives pour dégager I'idée de preuve non
restreinte & un raisonnement hypothético-déductif. La seconde est orientée
par la recherche empirique (temps important accordé a I’énumération) et
la formulation des résultats de cette recherche. Il s’agit principalement de

23. Bien entendu ces preuves s’appuient sur des axiomes, des définitions et des propo-
sitions mathématiques mais ils ne sont pas explicitement convoqués dans la preuve et,
du coup, le raisonnement n’apparait pas comme une déduction. Par exemple la nécessité
« on peut placer au plus 2 points sur une ligne sans en aligner 3 » mobilise la proposition
« 3 points d'une méme droite sont alignés » mais cela reste implicite.
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distinguer le nécessaire et le contingent associés a la réalisation de I'expé-
rience.

Ces deux logiques sont complémentaires. Sont-elles & mettre en rapport
avec les connaissances mathématiques des enseignants? Cela n’est pas si
évident. Il est tout a fait possible que, simplement, les enseignants n’aient
pas une analyse identique des difficultés des éléves ou n’aient pas la méme
conception de ce qu’il est important de développer chez les éléves ou encore
qu’ils s’adaptent au niveau de scolarité des éléves.






Troisiéme partie

Conclusion
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Chapitre 9

Conclusion

9.1 Un point de vue original sur ’entrée dans
la rationalité mathématique

Ce mémoire est une contribution a ’étude d’un probléme didactique im-
portant : la formation des éléves a la rationalité mathématique a partir de
la résolution de problémes. Le point de vue que nous adoptons est origi-
nal & plusieurs égards. D’abord, comme le proposent le plus souvent les
travaux existant dans le domaine, et ceux de Balacheff notamment (1987}
1988; 11982), nous ne proposons pas de travailler sur la preuve ou la dé-
monstration en mathématiques mais sur le dialogue entre le registre des
faits et celui des nécessités et son rapport avec le vrai en mathématiques.
Ce point de vue original est développé en référence aux travaux de Fabre et
Orange dans la cadre théorique de la problématisation qui a un fort ancrage
bachelardien et s’intéresse particuliérement aux tensions entre les registres
des faits, des raisons et des modéles dans la résolution scientifique de pro-
blémes. Il est aussi fortement adossé a une conception des mathématiques
comme science expérimentale revendiquée par des mathématiciens contem-
porains, en particulier Perrin. Ensuite, nous défendons un enseignement
explicite de savoirs relatifs & 'entrée dans la rationalité mathématique dés
I’école élémentaire, comme propédeutique a ’apprentissage de la démons-
tration qui sera effectuée au collége. Nous avons porté notre attention ici
sur 'apprentissage de la facon dont les registre des faits et des nécessités
interviennent dans la preuve d’une impossibilité. Mais le cadre analytique
et heuristique posé dans les premiers chapitres du mémoire nous semble
permettre d’autres explorations.
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9.2 Un début d’ingénierie didactique de
seconde génération

Le point de départ de ce travail est une injonction institutionnelle qui met
les enseignants dans une situation difficile : la volonté de plus en plus affir-
mée (en particulier au niveau de I’école élémentaire et du collége) de former
les éléves a des savoirs mathématiques non strictement notionnels mais rela-
tifs a la pratique des mathématiques comme sciences n’est accompagnée ni
d’un effort de précision de ces savoirs, ni de propositions de situations pour
les classes. Cela explique que cette recherche qui constitue un travail de
transposition didactique de savoirs sur les facons d’établir le vrai en mathé-
matiques, domaine encore peu exploré dans le champ de la didactique des
mathématiques, est orientée vers le développement de situations pour les
classes. Dans un esprit d’ingénierie didactique de « seconde génération » *
(Perrin-Glorian, 2011)), nous avons, autant que possible, fondé épistémolo-
giquement et didactiquement nos propositions de situations. Pour cela nous
avons mené des investigations dans plusieurs directions complémentaires
que nous reprenons ici briévement.

N

La premiére partie est consacrée a une étude préalable du probléme. A
partir d’une mise en relation critique des principaux types de situations re-
vendiquant I'apprentissage de la démarche scientifique dans le champ de la
didactique des mathématiques et de fondamentaux épistémologiques, nous
avons posé que « comprendre comment les registres des faits et des raisons
interviennent dans la construction du vrai en mathématiques » constitue
un apprentissage majeur pour I'entrée des éléves dans la rationalité ma-
thématique, susceptible d’étre travaillé dés I’école élémentaire. Partant de
la, nous avons formulé des savoirs mathématiques relatifs & la démarche
expérimentale, non explicités jusqu’ici dans le champ de la didactique des
mathématiques. Notre objectif étant de constituer ces éléments en un cadre
analytique et heuristique pour I’étude, nous avons d’abord confronté cette
construction intellectuelle a la réalité des classes de cycle 3. L’analyse de si-
tuations forcées? que nous avons effectuée montre que permettre aux éléves

1. Cette expression introduite par Perrin-Glorian lors de la derniére école d’été de di-
dactique des mathématiques désigne les ingénieries qui visent la production de situations
pour les classes dans leur fonctionnement habituel.

2. Nous reprenons & Christian Orange la terminologie de « situation forcée » pour
désigner une situation ou le chercheur propose & ’enseignant une situation donnée et lui
demande de la réaliser dans une classe qui peut ne pas étre la sienne. Dans ces situations,
des échanges sur la situation entre le chercheur et I’enseignant peuvent avoir lieu pour
permettre & ’enseignant de poser toute question qui lui semble utile pour la réalisation
de la séance mais I’enseignant reste le maitre d’oeuvre principal de la séance.
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de dépasser 'empirisme naif et le pseudo-rationalisme dans le cas des pro-
blémes d’impossible constitue un enjeu réel a ce niveau, adossé a la réalisa-
tion de trois ruptures : envisager 'impossible, dépasser I'empirisme et ac-
céder a I'apodicticité. Nous avons alors travaillé a identifier des conditions
didactiques et des points critiques de réalisation de ces ruptures a partir
de I’étude de situations forcées et de travaux existants dans le champ de la
preuve en mathématiques. Trois conditions sont particuliérement saillantes :
I’épreuve de 'impossibilité qui génére le doute est un moteur essentiel de
ces situations, associé a d’autres conditions didactiques trés liées au choix
du probléme et a ses relations avec les connaissances des éléves ; la constitu-
tion d’'un milieu contraignant, c’est-a-dire qui a une capacité a contraindre
lactivité des éléves dans une direction (pour éviter la dispersion des ré-
ponses difficiles & gérer) tout en préservant des potentialités adidactiques
de la situation, et antagoniste; le choix d’une situation qui évite autant
que possible I’émergence d’un énoncé-tiers (non prouvé par les éléves, voire
faux) qui nuit a la recherche de nécessités.

En prenant appui sur ces éléments (savoirs identifiés, ruptures a réaliser,
conditions didactiques et points critiques pour la réalisation de ces rup-
tures) nous proposons dans la seconde partie un ensemble de situations
didactiques, adapté au savoir visé, justifié et confronté a la contingence des
classes. Ces situations présentent, par ailleurs, du point de vue de la situa-
tion initiale choisie et du scénario des caractéristiques communes avec la
pratique de correction-cours dialogué (Hersant, 2010a), ce qui devrait en
faciliter I'appropriation par certains enseignants. Dans un premier temps,
nous montrons que la résolution de problémes d’optimisation discréte re-
quiére les savoirs identifiés dans la premiére partie et que ces problémes ré-
pondent assez bien aux conditions didactiques établies tout en étant, pour
certains au moins, accessibles aux éléves de cycle 3. L’identification de cette
niche écologique des savoirs que nous souhaitons voir travailler au cycle 3 de
I’école élémentaire nous a permis de proposer un ensemble de situations dont
nous avons étudiées a priori les potentialités quant a la réalisation des rup-
tures identifiées dans la premiére partie du travail. Nous avons ainsi repéré
des points sensibles pour la réalisation de ces problémes en classe. De nou-
veau, comme nous l’avons fait dans la premiére partie de I’étude, nous avons
confronté nos propositions a la réalité des classes, en nous centrant sur deux
« moments » essentiels pour les apprentissages et considérés comme diffi-
ciles pour les enseignants au vu de résultats précédents (Hersant, 2001 [2004;
Hersant et Perrin-Glorian, 2005; Hersant), 2009) : la dévolution et U'institu-
tionnalisation. Il s’est agit alors de rendre compte du travail d’adaptation
des situations parfois nécessaire pour permettre la dévolution du probléme
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et de pointer des difficultés de réalisation de l'institutionnalisation.

Ainsi notre démarche rappelle celle classique d’ingénierie didactique décrite
par Artigue (1990). Elle se distingue cependant nettement aux niveaux des
phases d’analyse a priori et d’analyse a posteriori. D’abord, nous avons
mené une analyse a priori sur des situations « brutes » répondant large-
ment aux contraintes identifiées sans pour autant forcément présenter un
milieu tout a fait satisfaisant. Une de nos préoccupations principales a été
de construire des situations qui permettent aux éléves de rencontrer (au
sens d’étre mis en contact, voir Hersant|, |2010a)) les savoirs visés avec un mi-
nimum d’intervention de ’enseignant et qui puissent se « jouer » dans des
classes ordinaires. Pour cela, nous avons choisi des situations qui avaient cer-
tains points communs avec la correction-cours dialogué, analysé des adap-
tations possibles de ces situations et envisagé leur appropriation par des
enseignants. Cela nous a conduit a expliciter des caractéristiques du milieu
d’une situation qui nous ont servi de « repéres » pour la construction de
ces aménagements : sa capacité & contraindre l'activité des éléves dans une
direction tout en préservant des potentialités adidactiques a la situation, sa
capacité a renvoyer des informations a 1’éléve pour la validation, le fait qu’il
comporte les connaissances suffisantes pour entrer et agir dans la situation.
Ces propriétés du milieu correspondent a trois des questions-guides utilisées
dans la cadre de I'ingénierie didactique (Artiguel [1990) : « 2. Peut-on expli-
citer ce probléme en termes de théorie des jeux? 3. Qu’est-ce qu’il suffit a
I’éléve de savoir ou savoir faire pour comprendre la consigne (entrer dans le
jeu) 7 4. Qu’est-ce qu’il suffit a I’éléve de savoir ou de savoir faire pour réussir
(gagner au jeu) ? 5. Quel est le controle que 1’éléve a sur son action 7 ». Elles
ne sont donc pas inconnues dans le champ didactique, en revanche, le fait de
les considérer comme trois propriétés du milieu est nouveau. Cela répond a
un besoin de désigner des propriétés différentes du milieu particuliérement
importantes a considérer pour notre étude. Ensuite, la phase d’analyse a
posteriori est orientée essentiellement par le point de vue de I'enseignant (a
quelle difficulté est-il confronté 7 comment les gére-t-il 7 comment s’empare
t-il des situations proposées?) car notre objectif est de travailler sur les
conditions de possibilités de réalisation des situations proposées dans des
classes ordinaires. Guidée par nos connaissances sur les pratiques ordinaires
des enseignants (voir note de synthése, Hersant, 2010a)), nous nous centrons
essentiellement sur les processus de dévolution et d’institutionnalisation. Il
n’y a pas a proprement parler de validation interne des situations proposées
par confrontation de 'analyse a priori® et de 'analyse a posteriori mais une

3. Nous posons la question des apprentissages des éléves mais les résultats obtenus
sont aussi interprétés en référence a ce qui est effectivement réalisé dans les classes.
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validation externe par les enseignants qui rend compte de la possibilité ou
pas pour les enseignants lambda de « jouer » ces situations dans les classes.
Dans cette analyse le point de vue de 1’éléve n’est pas écarté.

Nous retenons de cette étude orientée vers la proposition de situations pour
les classes ordinaires une réelle difficulté a rendre accessibles et disponibles
aux enseignants du premier degré les savoirs mathématiques visés. De ce
point de vue, une réelle acculturation des enseignants du premier degré
aux savoirs concernés par notre étude semble nécessaire. En effet, il ressort
que, si les situations proposées permettraient potentiellement aux éléves de
construire des nécessités, des difficultés se posent pour I'enseignant, princi-
palement au niveau de la mise en place d’'un contrat didactique en phase
avec un travail sur I'apodicticité et au niveau de la mise en texte, et donc
de linstitutionnalisation, des savoirs. Dans ces conditions, il est difficile
d’évaluer les apprentissages — et les non apprentissages des éléves — en réfé-
rence au choix des situations. Mais comment permettre cette acculturation ?
Quelle forme de collaboration entre enseignants et chercheurs envisager a
cet égard ? On pourrait étre tenté de renvoyer ’étude au début du collége
pour évacuer ces questions de formation d’enseignants du premier degré
mais cela ne garantira rien puisque, vraisemblablement, il y aurait aussi
a faire évoluer les pratiques pour permettre, notamment, aux enseignants
d’accorder une place aux preuves par ostension.

Ainsi, cette étude ne constitue que le début d’une ingénierie didactique de
seconde génération dans la mesure ot de nombreuses questions se posent
encore. Par ailleurs, nous ne traitons pas de la facon de « diffuser » ces
situations aux enseignants. La thése en cours de Christine Choquet * devrait
apporter des résultats importants pour compléter ce travail puisqu’elle est
consacrée a I’étude des pratiques ordinaires relatives aux « problémes pour
chercher » : connaitre les choix des enseignants a propos des « problémes
pour chercher » constitue un point d’appui pour envisager la diffusion des
situations développées.

9.3 Une mise en relation productive de la
TSD et du cadre de la problématisation
Dans cette étude, nous avons toujours adopté un point de vue didactique

fortement ancré dans la TSD (Brousseau, [1998) — en témoigne notre usage
des notions de milieu, contrat didactique, dévolution et institutionnalisation

4. Thése que Denis Butlen et moi méme co-dirigeons.
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— tout en ayant réguliérement recours & des concepts et outils développés
dans le cadre de la problématisation (Fabre et Orange, [1997; Orange, 2001},
2005) qui a été initialement et principalement développé en référence aux
Sciences de la Vie et de la Terre.

Ce cadre théorique a d’abord nourri notre approche de la question de re-
cherche que nous nous posions et le choix d'un point de vue original pour
I'étudier °. Ensuite, tout au long de 'étude son association avec le cadre
de la TSD a été productive. D’une part, I'utilisation conjointe de concepts
issus de ces deux cadres théoriques nous a permis d’avancer significative-
ment dans l'identification des ruptures & opérer et des conditions de la
construction de nécessités par les éléves. D’autre part, nous avons dégageé
des articulations fonctionnelles entre ces deux cadres qui constituent des
résultats théoriques de notre travail. Nous avons montré comment une ana-
lyse a priori peut se mener avec le point de vue de la problématisation
en mathématiques. Nous avons employé conjointement le concept de mi-
lieu (issu de la TSD) et celui d’espace de contraintes (issu du cadre de la
problématisation) pour rendre compte de la nature de la modification du
milieu d’une situation : cette modification peut intervenir soit au niveau
du registre des faits, soit au niveau du registre des raisons, ce qui n’est
pas tout & fait équivalent du point de vue des potentialités adidactiques
des situations. L’utilisation conjointe de ces deux concepts nous apparait
particuliérement intéressante pour « travailler » le milieu d’une situation di-
dactique ou pour analyser une situation ordinaire : au niveau de 'analyse a
priort d’une situation didactique la représentation de ’espace de contraintes
peut permettre d’identifier des aménagements nécessaires du milieu de la
situation, en particulier pour le contraindre, et de contréler a quel niveau
niveau interviennent ces aménagements ; au niveau de 'analyse a posterior:
d’une situation didactique, la représentation de ’espaces des contraintes
permet d’identifier le registre (faits ou raisons) sur lequel intervient la mo-
dification et peut aider a envisager l'effet de cet aménagement du milieu sur
les potentialités adidactiques de la situation. Ces perspectives conférent a
la notion d’espace de contraintes une fonctionnalité nouvelle pour 'analyse
des situations didactiques du point de vue de I'enseignant.

Par ailleurs, dans notre « travail » d’aménagement du milieu d’une situa-
tion, notre préoccupation est proche de celle de Fabre et Musquer (Fabre
et Musquer, 2009) qui travaillent cette question dans le cadre de la problé-
matisation avec la notion d’inducteurs. Nous n’avons pas jusqu’ici essayé

5. La fréquentation du séminaire « Problématisation » du CREN et la confrontation
avec des didacticiens d’autres disciplines que les mathématiques ont permis cette ouver-
ture.
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de mettre en relation nos approches respectives mais nous pensons que cela
serait riche.
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